N

N

Application de la théorie des jeux a 1’économie publique
et industrielle
Abdelhakim Hammoudi

» To cite this version:

Abdelhakim Hammoudi. Application de la théorie des jeux a l’économie publique et industrielle.
Economies et finances. Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, 1993. Francais. NNT: . tel-
00520835

HAL Id: tel-00520835
https://pastel.hal.science/tel-00520835
Submitted on 20 Dec 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-00520835
https://hal.archives-ouvertes.fr

qo‘qs’al NS 46733
(%)

A

THESE
en vue de l'obtention du

DOCTORAT DE L'E.N.P.C.
Spécialité : Economie et Sciences Sociales
par

Abdelhakim HAMMOUDI

Sujet :

APPLICATION DE LA THEORIE DES JEUX
A L'ECONOMIE PUBLIQUE ET INDUSTRIELLE

Soutenue le 16 Avril 1993

Directeurs de these :

M. Jacques Crémer Directeur de recherche - CNRS
Mme Monique Florenzano Directeur de recherche - CNRS

Membres du jury :

Président M. Jacques Thisse Professeur - Université Paris I
Directeur du CERAS - E.N.P.C.
Rapporteurs M. Joseph Abdou Professeur - Université Paris I

M. Helmuth Cremer  Professeur - Virginia Polytechnic Institute

ENPc.

Examinateur M. Gérard Ballot Professeur - Université | //II///I/II/MIL///QI/!”!!Q”MMII///II/

%0






A ma famille...

et a tous mes amis






Je tiens a remercier vivement Jacques Cremer et Monique Florenzano qui ont dirigés
cette thése: leurs encouragements permanents et leur grande compétence m'ont permis

de mener a bout ce travail. Je tiens a les remercier en premier lieu.

Je remercie Joseph Abdou pour avoir manifesté une attention particuliére a l'évolution
de mon travail et le remercie vivement d'avoir accepté d'étre rapporteur.
Mes remerciements vont aussi 2 Helmuth Cremer qui a accepté d'étre rapporteur et a

Gerard Ballot pour I'intérét qu'il a manifesté envers mon travail.

Je tiens a exprimer toute ma gratitude a Jacques Thisse qui me fait I'honneur de présider

le jury.

La deuxiéme partie de cette thése a été menée en collaboration avec Enc Giraud-

Heraud. Je veux ici lui exprimer le grand plaisir que j'ai eu a travailler avec lui.






INTRODUCTION GENERALE

Cette theése, dans ses deux parties distinctes se veut une contribution a la
compréhension des phénomenes de coopération et des facteurs concourant a leur stabilité dans
les domaines de I'Economie Publique et Industrielle. Il est ainsi utilisé 2 cette fin les outils
classiques de théorie des jeux aussi bien coopératifs que non coopératifs.

En Economie Publique, la réussite et la stabilité d'une action collective pour le financement
d'un bien public (étudiée dans la premiére partie) est souhaitable, puisqu'elle permet
d'atteindre un niveau de production efficace (au sens de Pareto), que ne peut permettre un
processus non coopératif. En revanche, les phénomeénes de concentration en Economie
Industrielle (étudiés dans la deuxiéme partie), sont en général indésirables car se faisant au
détriment des intéréts du consommateur. Cela étant, que la coopération soit destinée a la
production d'un bien public ou qu'elle constitue la base de la formation d'une structure de
marché concentrée, les contractants sont confrontés a un méme probléme: la difficulté de
stabilisation de I'accord eu égard a I'émergence du phénomeéne de "free-riding", qui met en
échec la pérennité de la coopération. Ce phénoméne, conséquence directe des externalités
générées par tout processus de coopération (que cela soit en Economie Publique ou
Industrielle), est considéré comme un facteur important d'échec des initiatives d'entente. 11 est
considéré par certains auteurs en Economie Industrielle (voir par exemple Stigler [1966])
comme un argument 2 l'encontre de tout interventionnisme étatique anti-trust. En Economie
Publique, il parait justement expliquer et justifier les fréquentes interventions de 1'Etat du fait
qu'il freine toute action de financement collective et volontaire des agents en vue d'une
production collectivement suffisante de bien public.

Des questions essentielles s'imposent alors a I'analyse: ces phénomeénes "bloquants" sont-ils
systématiques ou dépendent-ils des caractéristiques initiales de 'économie considérée?
Comment interagissent les paramétres en présence pour déterminer la réussite de la
coopération? Indépendamment des natures distinctes des Economies étudiées dans les deux

parties, c'est a ces questions que nous apporterons des éléments de réponses dans cette thése.

Dans la premiére partie, I'analyse de I'impact des richesses initiales sur les différentes issues
de jeux non-coopératifs, centre d'intérét de récents travaux (Warr [1983], Bergstrom, Blum et
Varian [1986], et Varian [1992]) est généralisée 2 un jeu oil les joueurs sont non plus des

individus isolés mais des groupes de joueurs (coalitions). Nous montrons de quelle fagon les



caractéristiques de I'Economie se combinent pour déterminer les issues non-coopératives qui
sont autant d'alternatives a la coopération. Nous envisageons dans un deuxiéme temps les
probleémes liés a la coopération. Kolm [1987] souligne I'importance de la prise en compte des
interactions stratégiques entre les coalitions scissionnistes. Cette idée a été appliquée par Kolm
principalement au financement d'un bien public mais aussi a d'autres problémes ou la
coopération génere des effets externes comme celui de la coordination internationale des
politiques macro-économiques (Kolm [1989]). Nous développons sur la base de cette idée, un
cadre conceptuel dans lequel peuvent s'inscrire les problemes posés par la coopération et sa
stabilité. L'instrument principal d'analyse est le coeur et quelques unes de ses extensions dues
principalement & Aumann [1961] et Moulin [1981]. Nous proposons également d'autres
notions de coeur spécialement adaptées a 1'étude des problémes soulevés.

Dans la deuxi¢me partie, la question de la stabilité d'une action coopérative est posée dans un
cadre de concurrence imparfaite, et plus précisément sur un marché différencié. Notre travail se
situe dans le prolongement des analyses engagées dans le cadre de deux littératures, une
traitant des problémes de fusion-acquisition (par exemple, Salant, Switzer, Reynolds [1983],
Deneckere, Davidson [1984, 1985]) et l'autre de cartellisation (D'Aspremont, Gabszewicz,
Jacquemin et Weymark [1983]; Donsimoni [1985], Postlewaite et Roberts [1977], Ross
[1992]). L'objectif principal est la mesure de I'impact d'une concurrence extérieure sur
I'évolution du marché vers des structures concentrées. Nous montrons comment intervient, le
nombre d'entreprises fusionnées (ou cartellisées), la différence d'exposition de ces firmes vis a
vis de la concurrence extérieure, et la taille de cette derniére dans la réussite ou I'échec de la
coopération. Trois facteurs de déstabilisation sont pour cela pris en compte: le "free-riding"
(qui freine aussi bien les opérations de fusion que les opérations de cartellisation), la
"déviation" par rapport au systéme de prix coopératif (s'il s'agit d'une cartellisation), et la

menace d'entrée d'une nouvelle entreprise sur le marché.

Mots-clés:

Théorie des jeux- Coeurs- Coopération- Stabilité- Bien public-
Ceoncentration industrielle- Free-riding.
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lere PARTIE

APPLICATION DE LA THEORIE DES JEUX AU PROBLEME DU
FINANCEMENT DES BIENS PUBLICS

Introduction

Nous analysons dans cette partie, a 1'aide des outils de la théorie des jeux, les phénomenes de
coopération et leur stabilité dans un contexte d'économie publique. Plus précisément, nous
étudions les chances de réussite d'une action collective de toute la communauté pour le
financement d'un bien collectif sans exclusion d'usage (bien public pur). La réflexion menée se
situe principalement dans le prolongement des travaux de Warr [1982,1983], Kemp [1983],
Bergstrom et Varian [1985], Bergstrom, Blum et Varian {1986], Kolm [1987,1988], et Varian
[1992].

Dans le chapitre I, nous exposons tout d'abord le modéle classique non coopératif du
financement d'un bien collectif en passant en revue quelques résultats de la littérature
concernant l'existence de 1'équilibre de Nash a n joueurs et ses propriétés, en fonction du
vecteur des ressources initiales des agents. La contribution majeure dans ce cadre est celle de
Warr [1983], dont le théoréme de neutralité, a suscité un regain d'intérét pour ce modéele (voir
notamment Kemp [1983], Bergstrom et alii {1986], Bernheim [1986], Bernheim et Bagwell
[1985}).

Ce théoréme postule que si a I'équilibre, tous les agents participent au financement du bien
public, l'allocation d'équilibre restera invariante si une redistribution (assez peu importante)
des ressources initiales se produit au sein de la communauté. Ce résuitat, fondamental (voir
toutefois la critique récente de Fries, Golding, et Romano [1991]), a généré d'autres résultats
procédant de la méme problématique, a savoir la mesure de l'impact de différentes
redistributions sur l'allocation d'équilibre et donc sur l'ensemble des agents apportant (2
I'équilibre) une contribution positive (consommateurs-payeurs). Nous exposons quelques uns
des résultats obtenus par Bergstrom et alii [1986].

Nous proposons par la suite une généralisation au cas d'un équilibre de Nash appliqué a une
structure de coalitions. Les joueurs ne sont plus des individus jouant pour leur intérét

individuel, mais des coalitions déterminant chacune sa contribution au financement du bien
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public. Ce modele, est a la fois non coopératif, puisque une confrontation (de type Nash ou
Stackelberg) oppose les groupes de joueurs, et coopératif, puisque la contribution unique
décidée par chacun des groupes est issue d'un accord entre les membres de chacun d'entre eux.
Pour mener notre étude, nous spécifions les utilités des agents, ce qui permet une analyse qui,
a la différence de celle menée par Bergstrom et alii [ 1986] puis récemment par Varian [1992],
fait dépendre les équilibres (de Nash ou de Stackelberg) non seulement de 1'état initial des
richesses des agents, mais également d'autres paramétres tels 1'élasticité de la fonction d'utilité
par rapport au bien privé (indicateur de la place occupée par ce bien dans la communauté), et de
la taille des coalitions en présence. La facon dont sont réparties les consommations privées
d'équilibre a l'intérieur de chacune des coalitions dépend étroitement du critére de bien-étre
collectif choisi par les coalitions. Nous supposons dans cette étude que les coalitions
maximisent (sous contraintes) la somme des utilités individuelles de leurs membres. Nous
caractérisons 1'équilibre de Nash puis de Stackelberg associés a une structure de coalitions
dichotomique (confrontation entre deux coalitions complémentaires). Nous comparons, a la
maniére de Varian [1992], les issues de Nash et de Stackelberg en fonction de la distribution
initiale des richesses. Toutefois, I'originalité de notre analyse, réside dans le niveau de
complexité supplémentaire généré par la multiplicité des parameétres, en particulier ceux induits
par l'existence de coalitions (Varian se limite a deux joueurs), et I'élasticité des fonctions
d'utilité (taux u que nous supposons identique pour tous les agents) donnant la disposition
d'esprit de la communauté considérée vis a vis du bien privé (relativement au bien public).
Notre discussion est alors naturellement orientée non seulement sur la question de I'influence
des richesses initiales sur les issues d'équilibres, mais aussi sur la détermination de ces issues
en fonction de tous les paramétres présents (outre le taux y: la taille n de I'économie, la taille
des coalitions potentielles). Nous mettons en évidence la fagcon dont se combinent tous ces
facteurs pour déterminer les quantités d'équilibre que ce soit dans un contexte de Nash ou de
Stackelberg. En particulier, nous explicitons leur role et notamment celui de u (quand les autres
sont fixes), dans l'apparition du phénomeéne du "free-riding", a savoir I'observation d'agents
profitant du bien public sans participer a son financement. Nous montrons que I'équilibre de
Nash se détermine en fonction de deux types de structures de coalitions dichotomiques
potentielles, alors qu'a I'équilibre de Stackelberg est associée une typologie plus variée. Cette
typologie dépend des valeurs prises par les parametres, (dont le taux u). Nous retrouvons au
passage, un résultat obtenu par Varian [1992], a savoir la production d'une quantité plus
importante de bien public dans un contexte de Nash. Nous précisons cependant, le role que
peut jouer e taux y dans la coincidence des deux équilibres (de Nash et de Stackelberg). Par
ailleurs, dans un contexte de Stackelberg, nous montrons comment (toujours en fonction des
parametres cités plus haut), le free-riding de la coalition "follower" peut déboucher sur une
quantité totale de bien public plus élevée que celle obtenue quand cette coalition contribue.
Nous montrons dans un tel contexte, comment le free-riding de la coalition "follower" peut
constituer un "moindre mal" pour certains types de coalitions "leaders". Nous terminons enfin
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le chapitre I par une synthése et une interprétation des résultats obtenus dans les deux contextes
non coopératifs étudiés.

Dans le chapitre II, nous supposons que les agents décident de coopérer pour produire le bien
public. La coopération présente 1'avantage de déboucher sur un niveau Pareto-optimal de bien
public qu'un cadre de financement non coopératif ne permet pas d'atteindre (voir par exemple
Cornes et Sandler [ 1985] et aussi Andreoni [1988] pour le cas o le bien public représente un
fond collecté au bénéfice d'une oeuvre de bienfaisance). Un accord coopératif n'est toutefois
stable que si les agents ne peuvent isolement, ou en se regroupant dans des coalitions, obtenir
une meilleure situation. Pour mieux préciser cette notion de stabilité, il est impératif de bien
spécifier le contexte stratégique post-scission (alternative a la coopération). Cette idée,
suggérée entres autres par Kolm [1987,1988], et aussi Rosenthal [1971], Shapley et Shubik
[1969], permet de relativiser le résultat de Foley {1970} (confirmé entre autres, par Muench
[1972] et Ellickson [1978]) donnant un coeur trés large dans un contexte d'équilibre général
avec biens publics!.

Le concept de coeur est un outil essentiel pour mesurer les possibilités de coopération de
I'économie. Ainsi que 1'a montré Kolm [1988], les résultats obtenus quant a son existence sont
aussi significatifs dans le cas positif que dans le cas négatif: 1a non vacuité du coeur refléte la
possibilité d'une coopération efficace et librement consentie, tandis que sa vacuité explique
dans le cadre de I'économie positive, l'utilisation, pour atteindre la coopération, de contraintes
multiples (lois, actions gouvernementales, ... ).

Pour introduire les variantes de coeurs appropriées, Kolm s'appuie sur la réponse des joueurs
non-scissionnistes en terme de structure de coalitions (structure-réponse) qu'ils établissent
apres dénonciation unilatérale de I'accord coopératif par une coalition (les deux réponses
extrémes étant de maintenir une coopération entre eux, ou d'éclater en individus jouant
indépendamment leurs stratégies). Aux différentes configurations-réponse, et aux différents
types d'équilibres considérés, correspondent des notions de blocage donnant autant de
variantes de la notion de coeur.

A l'instar de Kolm, nous introduisons différents concepts de stabilité. Nous fixons cependant
notre attention non pas sur la structure de coalition que choisissent les joueurs en réponse a la
scission de certains d'entre eux, mais sur les options stratégiques (contribution et vecteur de
consommations privées) dont ils disposent quand ils maintiennent la coopération entre eux et
décident de faire face conjointement a cette scission. Nous supposons donc que seule une
structure de coalitions dichotomique (dont les résultats de la confrontation sont exposés dans le
premier chapitre), peut constituer une alternative 2 la coopération. Cela nous permet d'étudier
de plus preés les choix stratégiques dont disposent les coalitions pour bloquer ou au contraire

pour empécher le blocage. Nous définissons alors différentes notions de coeur, les premiéres

11 Pour un tels contexte, voir par exemple Kolm [1970], et les syntheses exposées par Milleron {1972],
ct Roberts [1974])).
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inspirées principalement de Aumann [1961] et Moulin [1981] et les secondes plus directement
associées au contexte de jeu post-scission. Nous étudions les relations entre ces ensembles, en
prenant en compte l'influence exercée sur les résultats par notre choix du critére de bien-étre
collectif des coalitions (somme des utilités individuelles).

Le cadre conceptuel que nous proposons est le support d'une analyse qui nous semble
essentielle et qui est d'une certaine fagon le prolongement de la problématique générale du
premier chapitre. Plus précisément, en passant par une inévitable spécification des utilités,
nous soulevons la question de 1'impact des valeurs des parameétres sur l'existence d'un accord
coopératif stable, c'est a dire, la facon dont la taille des coalitions, leur richesse relative,
I'élasticité de la fonction d'utilité par rapport au bien privé, interagissent pour conditionner la
stabilité d'une allocation coopérative. Cela revient a déterminer les conditions de non vacuité de
toutes les variantes du coeur définies précédemment.

Dans une premiére étape, nous nous plagons dans I'hypothése d'un équilibre de Nash post-
scission. Nous montrons que le blocage d'une coalition dans un tel cadre, dépend d'une
fonction-seuil bornant supérieurement la taille relative de cette coalition. Si, en général ce seuil
dépend de tous les paramétres du modele, il dépend pour certains types de coalition
uniquement du taux u. Pour ces coalitions, on montre en particulier, qu'il est suffisant de
s'assurer de la stabilité de l'accord vis a vis du blocage des coalitions-singletons (agents
isolés), car alors aucune autre coalition ne peut bloquer. Par ailleurs, nous envisageons le cas
d'une économie a répartition égalitaire des richesses initiales. Nous montrons que les
coalitions suffisamment riches par rapport a la coalition complémentaire, en un sens (fonction
de u) que nous définissons ne sont jamais bloquantes, alors que les moins riches le sont
toujours. Dans ce cas, I'accord n'est stable, que si et seulement si I'économie est réduite a deux
agents.

Dans une deuxiéme étape, nous reprenons le modéle en supposant cette fois ci qu'un équilibre
de Stackelberg prévaut aprés scission. Nous donnons les conditions sur les valeurs des
parametres pour que le pouvoir des coalitions augmente quand elles sont en position de leader
(comparé a leur pouvoir en situation post-scission de Nash). Nous montrons que deux types
de coalitions ne profitent pas de cette position de leader: les moins riches et les plus riches (1a
aussi, en un sens que nous définissons). Par ailleurs, si 1'économie vérifie une répartition
égalitaire des ressources, nous montrons que 1'accord coopératif n'est stable que si deux agents
sont présents et les "poids" accordés par ces derniers aux biens privés et publics sont
identiques.

Dans une troisiéme étape, nous nous écartons des situations d'équilibres non coopératifs
classiques post-scission pour envisager les différentes menaces que peuvent proférer les
joueurs a I'encontre de ceux d'entre eux qui tentent de se regrouper dans une coalition
bioquante. Cela nous permet de mesurer en fonction des parameétres du modele, les capacités

dissuasives des joueurs vis a vis des comportements bloquants.



Le demnier point sur lequel nous voulons insister dans cette introduction est le suivant. Le
critere de bien-€tre choisi tant par la communauté (pour un accord coopératif) que par une
coalition (dans le choix de sa stratégie post-scission) est celui d'une maximisation de la somme
des utilités individuelles. Il découle de ce fait, deux interprétations possibles des résultats
obtenus. Si le coeur est vide, le principe d'agrégation utilisé suffit a2 mettre en échec 1'action
collective de toute la communauté. Il peut étre de ce fait accepté par les membres des coalitions
bloquantes comme base de formation de ces derniéres, puisqu'il contribue a2 améliorer leurs
utilités individuelles, allant ainsi dans le sens de leur soucis d'autonomie a l'intérieur des
coalitions. Si en revanche le coeur n'est pas vide, cela signifie ou bien que le type d'économie
considéré (a travers ses parameétres habituels) rend possible une coopération stable, ou bien que
le critére adopté par les coalitions bloquantes potentielles n'est pas adéquat. S'impose alors la
question: les coalitions ne peuvent-elles pas bloquer si un autre critere judicieusement choisi
pour tenir compte de la différenciation existant entre les agents (notamment par leur richesses)
est adopté ? Cette question donne une idée de ce que pourrait étre un développement futur du

modéle.



Chapitre 1

FINANCEMENT DE_BIENS PUBLICS: CONTEXTE NON
OOPERATIF

On consideére dans tout ce chapitre, une économie a deux biens: un bien privé X et un bien
public Y.

Un nombre n d'agents disposent de richesses initiales en bien privé w; eR*(i=1,...,n).
Chaque agent i est consommateur du bien privé et du bien public en des quantités respectives
xi€R*et yeR.

La production d'une quantité y de bien public est possible a partir de contributions y; des
n
agents si bien que y= Yy; . La consommation x; en bien privé est simplement, pour chaque

1=

agent i la différence w;-y; .

Nous notons N={1,...,n} l'ensemble de tous les agents.

Les préférences de ces consommateurs sont représentées par une fonction d'utilité
+ o+ .

u;:R OxR —R  vénfiant I'hypothése:

(H1)  u; est continue, strictement concave et u;(0,y)=u;(x;,0)=0

Dans le contexte non coopératif classique, le probléme du choix par un agent. d'une quantité
de bien privée a consommer (ou, de maniére équivalente, d'un niveau de contribution), se
rameéne finalement au probléme du choix d'une stratégie dans l'intervalle [0,wi] (ensemble des

stratégies possibles en bien privé pour l'agent i).

Pour un vecteur de consommations privées (X;)ien et une production y de bien public, chaque
n n

consommateur 1 atteint un niveau d'utilité ui(x;, y)=ui(x;, ¥w; - ¥x; ). La fonction d'utilité
1= 1=

ainsi définie représente la fonction de gain du joueur i quand il joue une stratégie x; €[0,w;],

les autres jouant chacun une stratégie x; GEN-{i}) sur leurs ensembles de stratégies respectifs

[O,Wj].



Dans un contexte de jeu (que nous analysons en section 1.2) ol certains agents se regroupent
dans une coalition S C N afin de décider conjointement de leurs contributions, nous notons ug,

la fonction d'utilité de cette coalition et posons I'hypothése:

us((Xj)ies,y) = 3 uj (x; ; y ) (critére de bien-étre collectif pour toute coalition S)
1E€S

(H1') Avec y égal a 1a quantité totale de bien public produite dans 'économie.

Si la communauté est scindée en deux coalitions S et N-S, décidant chacune de sa propre
contribution a la production du bien public le niveau d'utilité atteint par un agent i est alors:

u;=ui(X;; y(S)+y(N-S))

y(N-S)= w; —ie%-;(i et y(S) =_2 w; - 2 X;

IEN-S €8 ieS

I.1. Equilibre de Nash a n agents

Dans cette section, il s'agit d'analyser le contexte ol chaque agent contribue d'une fagon non
coopérative a la production du bien public. Ce contexte a été extensivement étudié par entre
autres Warr [1983], Bergstrom et alii [1986] et Kemp [1983] (pour le cas de biens publics
multiples).

Notons y = Yy; la somme des contributions de tous les agents excepté .
1#)

Définition 1.1
Un équilibre de Nash du jeu est un vecteur de contribution (y;*)i=1._n tel que pour tout i,
(x;*,y;") est solution du probléeme de maximisation:

Max u; (xj, yi+ yi*)
(Xi»)’i)

(1.1) Xi+Yi=w
y',ZO



Chaque agent détermine donc le montant de sa contribution, et par voie de conséquence sa
consommation x; en bien privé (différence de w; et x;) en maximisant son utilité, le vecteur de
contribution des autres agents étant donné.

Le programme (1.1) peut s'écrire également :

Max u; (x;,y)
(xiy)

(1.2) Xj+y=wj+y;"
yzyi'

Le programme (1.2) est déduit de (1.1) par la prise en compte de 1'égalité yi=y -y_; .

L'agent i choisit alors un niveau total de bien public qui maximise son utilité, la contrainte
d'inégalité du programme signifiant qu'il peut choisir de ne pas contribuer c'est a dire de
consommer ce qui été produit par les autres, ou alors de contribuer et donc de consommer une

quantité supérieure a celle qui résulte des contributions des autres.

Comme la fonction d'utilité est supposée strictement concave, une solution du programme
(1.1) ou (1.2) vérifie la propriété (x;*,y)>> 0, ce qui nous permet de ne pas intégrer la

contrainte X;20 dans ces programmes.

Soit Rj= wj + y.i* et considérons le programme:

Max u; (xi,y)
(x,y)

(1.3) Xi+y=Rj

Ce programme est simplement celui d'un consommateur i au revenu R; qui doit choisir le
niveau de ses consommations en bien X et Y.

Appelons fj(R;) sa fonction de demande pour le bien public, c'est a dire la solution du
programme (1.3). f; est alors une fonction continue sur R* (on peut le montrer en appliquant
par exemple, le théoréme du maximum).

La relation qui lie les programmes (1.2) et (1.3) s'écrit :
(1.4) y =max {fj(w;+y.), y.}

ou

(1.5) yi =max {f; (wi+y.)-y.i, 0}



En effet:

Soitgl =fi(R;) la solution du programme (1.3). Deux cas sont alors possibles:

a) Si 9 > y;" alors S' est aussi solution du programme (1.2).

b) Si ;1 <vy.", appelons y la solution du probléme (1.2). On va montrer que cette solution y est
nécessairement égale a y ;*.

Supposons que y > y;*, et soient z=(W;-y;,y) , z¥=(w;,y*) et v= (wi&i,}).

Comme y>y_;*, alors uj(z) = uj(z*).

Puisque la fonction u; est strictement concave (en fait ici la concavité seule suffit ) alors:

z*=a v+ (1-a) z, (0O<a <1), et u;(z*) = aui(v) + (1-a) vi(z).

Comme u;(v) = ui(z) et uy(z) > uj(z*) (vu que y>y_;*), alors:

uj(z*) = au(v) + (1-a) y;(z) > v;(z*), ce qui est impossible. Donc, u;j(z)< u;(z*).

Etant donné que y doit étre supérieur ou égal a y;* (programme (1.2), alors nécessairement
z=z* et donc y=y ;".

I.1.1 Existence et unicité de l'équilibre

En retenant la définition donnée précedemment d'un équilibre de Nash associé & notre modéle

(définition 1.1), nous pouvons alors énoncer le résultat:

Proposition 1.1 (Bergstrom et ali1 [1986])
Sous I'hypothese (H1), 'équilibre de Nash existe.

Preuve

Soit: W={(yiien €IR™ 0 < y; < w; pour i=1,...,n}

W est un ensemble compact et convexe.

Considérons alors la fonction:
g: v - \'
(Yii= 1.0~ (maX {fi(wi+y.)-y.i. 0})i=1 ..... n



g est une fonction continue d'un ensemble convexe et compact vers lui méme, alors (théoréme
de Brouwer ), il existe un point fixe (y;*)i= 1, n . Ce point est un équilibre de Nash du jeu
précédemment défini.

O

Pour démontrer l'unicité de I'équilibre de Nash, nous introduisons I'hypothése supplémentaire
suivante sur la fonction fj:

(H2) f; est différentiable et 0 < f;'(R;) < 1 pour tout i=1,...,n (le bien public est normal)

Proposition 1.2 (Bergstrom et alii {1986])
Sous les hypotheses (H1) et (H2), I'équilibre de Nash est unique.

Preuve

La fonction fj est strictement croissante quelque soit i donc sa fonction inverse f; ! existe,

est.continue et strictement croissante (voir par exemple P. Michel [1989], p.242). Par ailleurs,

;' est dérivable et de dérivée (£')(y) égale 2 —11— (P.Michel, p.258).
£.(6')

Considérons alors pour tout sous-ensemble C de I'ensemble des agents la fonction suivante:
(1.6) Fe(y)= 3 f;l (y)-(c-1)y avecc= |C|
1eC

Pour démontrer l'unicité de 1'équilibre de Nash, nous énongons puis démontrons tout d'abord

le lemme suivant:

Lemme 1.1

Fc(y) est une fonction différentiable, strictement croissante par rapport 2y et égale a Yw; en
ieC

un équilibre de Nash, C étant I'ensemble des consommateurs-payeurs.

Preuve
Soit C ={i€{l,....n}/ y; > 0} I'ensemble des agents qui apportent une contribution a

I'équilibre de Nash (y;i)i=1. n-
Comme F¢ est différentiable par rapport 2 y, on peut calculer sa dérivée. Il vient:

10



FY) - 5 (£ (y)+(1-0)

N &
Comme f; (R;) <1 (d'aprés H2) alors (£;')'(y) >1
D'ot: dF¢(y)/dy > c+(l-c)=1>0
De plus, a I'équilibre de Nash:

(@ y =fi(wi+y;) pourieC
(b) y 2fj(wj+y;) pourjeC

En appliquant f; Ta I'équation (a), il vient:
(€ Y)y)= wity.i

D'our:

Fe(y)= 3 wi+ (c-1)y-(c-1)y = ¥ w; le lemme 1 est ainsi démontré.
= ieC

Démontrons a présent l'unicité de l'équilibre.
p q

Pour cela, supposons que (yi)i=i...n €t (Yi)i=1...n Soient deux équilibres de Nash dont les

ensembles des consommateurs-payeurs associés sont respectivement C et C'.
Les quantités de bien public d'équilibre sontalorsy= S y; ety'= Yy .
= ieC

Posons sans perte de généralité, y'<y.
En appliquant la fonction inverse f ! aux relations (a) et (b), il vient:

VieC, f'il (y)=wi+y,; etVieC, f’il (¥) =2 wi+y

(1.7
Yie C, f;' (y)= wi+y_i' etVieC, f'il yh) = wi+y_i'

En procédant 2 une sommation sur C dans les relations (1.7), on a:

S ﬂ] (y)=z I wi+ Yy, cestadire Fe(y)2 I wi
ieC i€C iEC i€C
Comme a I'équilibre de Nash, Fe(y)= 3 w; alors Fe(y') = Fe(y).
ieC
Or par hypotheése, y'<'y, c'est a dire Fe(y') < Fc(y) (croissance de la fonction Fe).
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Par conséquent Fc(y') = F¢(y) et par monotonie stricte de F¢ on déduit : y'=y.

Les deux ensembles C et C' sont alors égaux par construction.

I.1.2. Statigue comparative

L'objectif de cette section, est de mesurer 1'impact de redistributions de richesses sur l'issue
d'équilibre du jeu, particuliérement sur l'ensemble des consommateurs-payeurs et sur le
niveau de bien public obtenu.

Nous donnons le iemme suivant:

Lemme 1.2 (Bergstrom et alii [1986])
Soient (Yi)i=1,..n €t (¥i")i=1..n deux équilibres de Nash correspondant respectivement aux
vecteurs de ressources initiales (W;)i=] _n et (Wi}iz1,_ n. Si C et C' sont respectivement les

ensembles de consommateurs-payeurs qui leur sont associés, alors Fe(y')-Fe(y) 2 E(Wi'-wi).
ieC

Preuve

VieC, fi(wi'+y-i') < y' c'est A dire f'il (y) 2 wi'+y_i'

En procédant a une sommation sur C dans les deux membres de ces inégalités, on obtient:

362 T wit 3 ()
1eC 1eC

€eC

Ce qui peut s'écrire:

SE -y + Syl 2 3w
ieC 1eC ieC

Comme ¥ yi' <y donc
ieC
< Sy -cy + ' < 1y - (1-0)y'
igcwl .-gc‘ (y) - cy igcy. -.gc‘ (y" - (1-c)y
Or par construction Y f; ! (y") - (1-c)y'= Fe(y') donc Y w;' < F(y")
1eC ieC

De plus on a I'égalité 3 w; =F¢(y)
1eC
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conclusion:  Fe(y)-Fe(y) 2 I (wi' - wj)
1eC

Corollaire

a)Si Y (wj-wj)=0alorsy<y
iEC

(1.8)
b)Si ¥ (wi'-wj >0Oalorsy<y'
ieC
Preuve
(a) et (b):

La preuve de ces assertions découle directement du lemme 2.

En effet, si Y (wi' -wj)=0 (ou ¥ (wi' - wj) > 0) alors, d'aprés le lemme: F¢(y')-Fc(y)20
1€C ieC

(resp. Fe(y')-Fe(y)>0).

Etant donné la croissance stricte de F¢, on déduit y'= y (resp. y>y)

Le corollaire précédent envisage donc deux types de redistributions a l'intérieur des ressources
des consommateurs-payeurs (déterminés a 'équilibre de Nash). Si la redistribution laisse
invariante la richesse agrégée de l'ensemble C (c'est a dire que les transferts s'opérent
uniquement entre les membres de C), alors la nouvelie quantité de bien public obtenue a la
suite de cette redistribution sera supérieure ou égale a celle obtenue initialement (avec
'ancienne configuration des richesses de C). La deuxiéme forme de distribution envisagée,est
celle qui consiste a faire profiter I'ensemble C d'un flux de nchesse provenant de 'exterieur.
Autrement dit, si I'on enrichie I'ensemble C (on raisonne en richesse agrégée), alors (assertion
(c)), on obtient une quantité de bien public strictement supérieure la quantité initiale. Pour
augmenter la quantité de bien public d'équilibre, il suffit donc "d'enrichir” I'ensemble des
agents qui contribuaient initialement, par exemple en opérant des transferts des autres agents

vers ces derniers.
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L.1.3. Redistribution des richesses et stabilité de I'équilibre

n
(étude du cas: ¥ (w;' - w;) =0)
i=1

Propesition 1.2 (Bergstrom et alii [1986])
Soient (W;)i=1, n €t (W;j')i=1,_n des vecteurs de ressources initiales vérifiant:

(©: 3 (w-w)=0 et () [w/-w;<0= |wiw; | <yi]
1=1

Les équilibres de Nash (y;)i=1...n €t (yi')i=1, n associés respectivement a (W;)j=j, net
(Wi")i=1, n vérifient alors: (e): y=y'et (f): yi'=yi+(wi'-w;) Vi=1,..,n

Preuve

Montrons tout d'abord que pour tout i, yj+(wj'-wj) est la meilleure réponse aux stratégies
(yj+(wj'-wj))j=i jouées par les autres joueurs.

Aprés redistribution, un consommateur i intégre dans son programme la contrainte:

Xityi = Wity

] t '
Donc X;+y; =wi+ ¥ (yj+W;-Wj)= y i+W;
=1

La contrainte du probléme de maximisation du consommateur est donc inchangée. La solution
de ce probléme restera inchangée si y 2 y_j'= y-j+wj -wy'

Si w; -wj'<s Oalors y = y; 2y j+w; -w;' la solution est donc inchangée.

Si w; -w;i'> O alors, d'aprés la condition (d), w; -w;'< y; et donc y_j+w; -w;' < y la solution
est inchangée.

Conclusion: y=y'

I.2. Structure de coalition et équilibre de Nash

Dans la section précédente, le contexte était celui d'un jeu non-coopératif classique dans la
mesure ol les joueurs sont simplement des entités individuelles jouant pour leur intérét
individuel. Le jeu peut toutefois se généraliser a des joueurs qui ne sont plus des individus
mais des groupes déterminant chacun sa contribution au financement du bien public. Dans un
tel jeu. qu'on analyse dans cette section, la contribution conjointement choisie par les membres
de chaque groupe est alors la somme des contributions individuelles. Ce jeu présente la
particularité d'étre a la fois non coopératif, puisque chaque groupe agit d'une fagon non
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coopérative avec le monde extérieur (c'est a dire les autres groupes), et coopératif puisque la
contribution unique décidée par chacun des groupe est issue d'un processus coopératif a
l'intérieur de chaque groupe. Afin de mener I'analyse dans un tel contexte, il est utile
d'introduire le concept de structure de coalitions.

1.2.1 Equilibre de Nash associé a une structure de coalitions

On appelle structure de coalition, une partition de I'ensemble des agents. Autrement dit, c'est
la donnée d'une famille T de sous ensembles S de N vérifiant:

U S=N
Set
SAT =g VSE T, VTET, S=T

Dans la suite de cette section, § ={S;, S3,....5;} désignera une structure donnée de

coalitions.
Pour toute coalition SE T, notons s le nombre d'agents lui appartenant.

Définition 1.2
On appelie ensemble des contributions possibles de la coalition S, I'ensembile:

(1.9) Y(S)={y(S)ER*:0<y(S) < 3 w; }.
1ES

Définition 1.3

Pour un niveau de contribution y(S) de la coalition S, on appelle ensemble des consommations
privées possibles pour S, I'ensemble:

(1.10) X{P={(xidies € R°/ T xi = T wi- y()}

€8 €8

Définition_ 1.4
On appelle ensemble des allocations réalisables pour la coalition S, 'ensemble:
(LI  AS)={a(S)= ((x)ies: ¥(S)) / ¥(S) € Y(S) et (xi)ies € XE© 3.

Sous I'hypothése (H1'), on peut définir I'équilibre de Nash associé a la structure C.
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L'utilité de la coalition Sy s'écrit:
ug=usi[(Xi)iesw )’(Sk)+h2k}’(5h)]
-3

(Xj)iesk ;: vecteur de consommations privées des membres de la coalition Sk

y(Sp: contribution de la coalition Sy a la production du bien public.

S y(Sp): contribution de I'ensemble de toutes les coalitions autres que Si.
h=k

Définition 1.5
Un équilibre de Nash du jeu associé€ 2 la structure C est 1a donnée d'un n-upiet (x:.....,x;) et

d'un t-uplet (y*(S)),...,y"(Sp) tels que:

Y(S)=S wj - % X 20 Vk €{1,....t}
1€5|

iEk

(1.12) VYhe{l,...t}, ¥ y(Sp) € Y(Sn) » V (Xjies, € xgh:

use ((xiesns ¥(SD+ 3 y*(S0) < use (g ess y*(Si+ 3, ¥*(S0)

L'analyse du jeu est légérement différente de celle étudi€ dans la section 1.1. Ici, les joueurs
sont des coalitions et la stratégie de chacune d'entre elles n'est plus un vecteur de R? comme
dans un contexte d'équilibre de Nash a n agents, mais un vecteur a s+1 composantes dont les s
premieres représentent les niveaux individuels de consommation privée des membres de S et la
derniére, le montant total de contribution associé.

Si la fonction d'utilité de chaque coalition ne dépend que de la somme des consommations
privées des membres de la coalition et du niveau de bien public, et sous réserve que cette
fonction d'utilité vérifie I'hypothese (H1), I'équilibre de Nash existe et sous la condition de
normalité du bien public, il correspond a un niveau z= Y x;* unique (Corollaire de la

ies

proposition 1.1 (Bergstrom et alii )). Dans le cas général, la proposition 1.1 n'est pas
applicable directement. Dans la section qui suit, on se bornera a étudier une structure de
coalitions réduite & deux coalitions S et N-S et I'on menera I'analyse en spécifiant les fonctions

d'utilités individuelles.

1.2.2.Fonctions de meilleure réaction dans le cas d'une structure de coalitions

dichotomique
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1. , . nu . ..
Considérons l'économie E * telle que w= (wy,..., W) est le vecteur des richesses initiales et
w

telle que l'utilité des agents soit une fonction d'utilité de la forme:

(1.13) Ui (Xp,eXp; Y)=xy O<pux<t Vie{l,.....n}

Le parametre y (supposé le méme pour tous les consommateurs), traduit l'importance relative
que les individus accordent au bien privé et public. Plus p est grand, et plus le bien privé est
apprécié des agents. Si u=1, cela signifie que les biens privé et public jouissent d'un méme
crédit aux yeux des individus, c'est & dire concourent avec une égale importance a la
satisfaction de ces derniers. Corrélativement, plus y est petit, et plus les agents apprécient
(relativement) le bien public. Le cas limite (x=0) refléte le contexte ou les agents sont
totalement indifférents au bien privé. Dans toute la suite, on prendra le cas non trivial p=0.

Il s'agit dans cette section de caractériser I'équilibre de Nash issu de la confrontation entre une
coalition S et sa complémentaire N-S.

Sous I'hypotheése (H1'") et 2 y(N-S) donné, la coalition S détermine un vecteur (Fg‘)ies solution

du programmme:

Max ¥ u; (x;; y(S)+y(N-S))
i€S

(L14) | (Xies €XL

y§)=0

. ”, . * -
De maniére symétrique, a y(S) donné, la coalition N-S détermine un vecteur (X, )ien.s solution

du programme:

Max ¥ ui(x;; WIN-S)- ¥ xj+ y(S))
(1.15)

W(N-8)
(Xj)ien-s € X\s

y(N-§)=0
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En résolvant le programme .14, nous obtenons la fonction de meilleure réaction de la coalition
S a la stratégie y(N-S) de la coalition N-S dont nous donnons I'expression dans les deux
lemmes suivants:

Lemme 3
Quand u=1, la fonction de meilleure réaction de la coalition S 2 une stratégie y(N-S) de la
coalition N-S vérifie:

rs: y(N-S) —:’((Xi)ieN-s,)’(S))
Avec
Xi-': IJ.:F WKSESY(N'S) VlES,Y(S)-——\—VQL-l%%E-_Sl Sl y(N_S) Sw_s;l
(1.16)
_xizv—vg—sl Vie$, y(S)=0 si y(N-S) zv%&
Lemme 4

Si p=1, 1l existe un et un seul niveau de contribution pour la coalition S constituant sa
meilleure réponse 2 la contribution y(N-S) de N-S. Une infinité de vecteurs de consommations
privées a l'intérieur de S peuvent lui étre associés tout en laissent invariante I'utilité de S.

Les issues de Nash sont caractérisées par:

y(S)=M§t¥MCt é"Fwﬁﬂ st y(N-S) < W(S)

(1.17)

¥(S)=0 et g x; = W(S) si ¥(N-8) = W(S)

Preuves: voir annexe.

1.2.3. Existence de l'équilibre de Nash

Les fonctions de réactions de chacune des coalitions étant explicitées, on peut a présent,
discuter l'existence et spécifier 1'équilibre de Nash en fonction des caractéristiques de la
structure dichotomique donnée (taille et richesse des coalitions) et de la valeur de u..

Pour cela, définissons les ensembles suivants:
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W) _ p }
WN-S) = T+

Ta@)={S c N/

p__ WS 1+}4 }

(1.18) | Ty(={ScN/£-<

1+ =~ W(N- Sy =
To(u)={(S < N/ gty > o }

Ces ensembles contiennent chacun, et pour chaque valeur de y, les coalitions de type (a), (b),
ou (c) dont dépendra I'issue finale de Nash. On peut alors énoncer le résultat:

Proposition 1.3
Si u # 1, I'équilibre de Nash existe, et est unique. 1l est alors caractérisé par:

W(N-S)\ W(S) _ N-S) ,. :
(y(S),¥(N-S))= (0, Top ), xi ViES et xj= T%‘--é—s-)-l Y€ (N-S) si SETa(u)

((1+14)W(S)~14W(N;Sl, (+WN-S)-4W(S) )

(¥(S), ¥(N-8))=

1+2u 142
si S ETp(K)
- — w 1 -
(1.19) |x;= _E_—s(l+2y) vies et xJ__L—(n-s)(HZy) VjEN-S

0) . x=t=Yvies arx=TEDviens) s seTew

(y(S).y(N-8))= ( ¥

l+;4 I+u

Preuve

La justification de cette proposition découle directement du lemme 3.

En effet, la meilleure réaction de la coalition S & une stratégie y(N-S) est un vecteur ((Xi)ies,
y(S)) tel que (relation 1.17):

U W(SHvV(N-S) vies, (S)=Wg82-lg+\;‘gN-S) si y(N-S) SquSg

i= t+u s

xi=\—NSle ViES, y(S)=0 si y(N-S) 2 “—,}%&

Symétriquemnent, la coalition N-S réagit a la production y(S) de la coalition S en choisissant
un vecteur ((Xi)ia\'-s. y(N—S)) tel que:
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L VNSVG) yien.s, yn-5)=H S g s swi——llj"s

T n-s 1+u
(1.20)
Xi=W;_Y:Sl ViEN-S, y(N-5)=0 si y(S) 2 “!LT‘;_Sl

Pour déduire 1'issue de Nash, il suffit de résoudre le systéme global d'équations (I.17; 1.20).

Proposition 1.4
Si u=1, la quantité de bien public d'équilibre est unique tandis qu'il existe une infinité de

répartition des consommations privées. Les différentes issues de Nash sont caractérisées par:

v y-sN=(0, HE), 3 xi=w(s) et 3 x =2 si SET4(1)

”

(1.21

S

o . - N -S)- -
(y(S),y(N-5)=( 2W(S) 3W(N S) . 2W(N i) W(S) )’é X = \_Né&et Jn= “_’(_1;_2 si SETH(1)

(y(S),y(N-S))=( if_,& 0), gsxi = “%1 et ig;-s’“ = W(N-S) si SET(1)
Preuve

Pour démontrer cette proposition, il suffit de remarquer que l'utilité de la coalition S quand

u=1 est uniquement fonction de la variable z= é; xj. Nous donnons l'intégralité de la

démonstration en annexe.

Les résultats précédents donnent les différentes issues de Nash possibles suivant le type de
coalitions en présence et la valeur du taux p. On déduit entre autres, qu'un free-rider (agent
profitant du bien public sans participer a son financement) est necessairement de type (a). Si
nous adoptons la terminologie proposée par Kolm [1987], nous dirons alors qu'un agent de
type (a) est un free-rider "authentique” (il n'apporte aucune contribution) alors qu'un agent de
type (b) est un free-rider "inauthentique" (il ne coopére pas avec les autres mais contribue d'un
certain montant). On résume l'ensemble de tous ces résultats (propositions (1.3) et (1.4)), au
moyen des graphiques suivants:
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yN-S)4

¥(8)=r(y(N-8))
N

W(N-S)/(1+u 4-————- équilibre de Nash

W(S)/u

P Q y(N-S)=r(y(S)) >
0 W) (1+p)  WN-S)u ¥S)
Figure 1.1

S de type (a): W(S)/W(N-S)su/(1+u)

y(N~S‘

Y(S)=r(¥(N-S))

N ——————— ¢quilibre de Nash

W(S)/

WIN-SY(1+44)

P Q  Y(N-S)=r(y(S)) >
W(N-S)/u  W(SH(l+p) ¥(S)
Figure 1.2

S de type (c¢): W(S)/W(N-S)epu/(1+p)
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YN-S) A

Y(8)=r(y(N-5))
W(S)/upM
W(N-S)/(1+4
N @———— équilibre de Nash
p Y(N-8)=r(y(8))

s Q >

WS (1+p)  WN-S)p ¥(S)
Figure 1.3

S de type (b): p/(1+p)sW(S)/W(N-S)s(1+u)/p

1.2.4. Propriétés de l'équilibre de Nash

Pour toute la suite, on dira que la coalition S est de type (a), (respectivement (b), ou (c)), si
elle appartient a 'ensemble T,(u) (respectivement, a Ty(p), Tc(p)). L'équilibre de Nash
dépend donc du type (a), (b), ou (c) des coalitions en présence.

Il faut remarquer que le type d'une coalition S détermine celui de la coalition complémentaire
N-S. Plus précisément, pour u fixé, les interdépendances entre le type d'une coalition et celui
de la coalition complémentaire sont résumées par les relations:

SeTa(u) = (N-S)ET (1)

SETL(u) <> (N-S)ETp(u)
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Une structure de coalition dichotomique est donc constituée soit de deux coalitions de méme
type (nécessairement le type (b)), soit de deux coalitions de types différents (nécessairement,
les types (a) et (c)).

En définitive, a u fixé, 'équilibre de Nash dépendra donc de la "symétrie" ou de "l'asymétrie”
observée sur la structure dichotomique donnée, la symétrie de la structure de coalition
traduisant simplement le fait que les coalitions lui appartenant sont de méme type, et
I'asymétrie, le fait qu'elles sont de types différents. Dans toute la suite de I'analyse, on

désignera par "structure de coalitions dichotomique symétrique", une structure de deux

coalitions de méme type (b), et par "structure dichotomique asymétrique”, une structure de
deux coalitions de types (a) et (c).

Par définition donc, les structures dichotomiques asymétriques contiennent nécessairement des
coalitions dont les richesses agrégées ne sont pas égales. D'autre part, les structures
dichotomiques contenant deux coalitions d'égales richesses sont nécessairement de type
symétrique. , »

A u donné, appelons 2:(;4), I'ensemble de toutes les structures de coalitions dichotomiques

symétriques et Eg(y), I'ensemble de toutes les structures de coalitions dichotomiques

asymétriques.

Prenons u; €]0,1], il est immédiat que pour tout CEE: (p1), il existe toujours une valeur
Ho<p telle que Cez‘: (M) quelque soit u<pq . Autrement dit, toute coalition S qui pour une

valeur y; de u ne contribuait pas a I'équilibre, le fera pour une valeur ug suffisamment petite
par rapport a y; (et telle que S CT,(up)NTw(1¢1)). On peut résumer cela dans la remarque:

Remarque

Vui€10,1], 3 po <py tel que Vaspo:  Sa () C 38 (1)

A présent, énongons quelques propriétés découlant de 1'équilibre de Nash spécifié dans les
relations (1.19) et (1.21).

Propriétés

a) Yue 10,11, VZe$? (1) U 3¢ (1), YSE & W(S)>W(N-S) «>y*(S)>y*(N-S)
b) Ve 10.1], VLS (1), V SE T W(S)>W(N-S) <oy*(S)>0 et y*(N-5)=0
c) V?;EE(: (WU E: (W), ¥V SET, y*(S) est une fonction décroissante de .

Les assertions (a) et (b), dont les preuves, immédiates, découlent de la comparaison des
contributions d'équilibre, établissent d'une part, que quelque soit la structure de coalition, la
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coalition la plus riche est celle qui contribue le plus 2 la production du bien public, et d'autre
part, dans 1'équilibre associé a une structure "asymétrique”, la coalition la plus riche est la
seule a contribuer.

La différence maximale de richesse entre les coalitions d'une structure dichotomique CEE:(;;)

dépend de la valeur de u/(1+p). A mesure que u devient petit, cette différence devient
importante ( u/(1+p) est croissant par rapport 4 u). Puisque, quelque soit Y;EES(;J) la coalition

la moins riche de T ne contribue pas, si par exemple, i est au voisinage de z€ro, les coalitions
qui ne contribuent pas a i1a production de bien public sont celies et seulement celles dont les

richesses sont trés inférieures a la richesse de leurs complémentaires.

L'assertion (c) dit simplement que la contribution 2 la production du bien public décroit avec le
taux p, ce qui revient aussi a dire que la consommation de bien privée est une fonction
croissante de ce taux (celle ci est par ailleurs, pour chaque agent, décroissante par rapport la
taille de la coalition a laquelle il appartient).

On peut également vérifier que la contribution d'une coalition décroit cependant plus
rapidement quand la structure de coalition est asymétrique. Ainsi, et conformément a
I'intuition, une configuration dichotomique quelconque produira moins de bien public (et donc
consommera plus de bien privé) a mesure que ;¢ augmente (c'est a dire, & mesure que le bien
privé est apprécié dans l'économie). Cependant, la diminution de bien public associée 2 la
croissance de u s'opérera a un rythme plus rapide quand I'économie est représentée par une
structure de coalition dichotomique asymétrique que symétrique.

Les membres de la coalition la plus riche d'une structure Ce}::(y) seront d'autant plus

satisfaits d'y appartenir que leur nombre est restreint (la richesse agrégée étant fixée). Les plus
satisfaits seront les agents les moins riches qui voient leur consommation privée augmenter au
dela méme de leur dotation initiale. Pour une telle coalition, 1a redistribution des revenus, qui
consiste, a I'équilibre, en un transfert de bien privé des plus riches aux plus pauvres acquiert
une plus grande crédibilité dans le cas par exemple oll les premiers retirent un certain autre

avantage (exogeéne au modéle) a s'allier aux seconds2.
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I.3. Structure de coalitions dichotomique et équilibre de
Stackelber

L'analyse précédente donne une idée sur Ia fagon dont interviennent les différences de richesse
entre les coalitions dans l'issue de Nash. La question qui s'impose a présent, est de savoir
dans quel sens serait utilisé un état de rnichesse W(S) d'une coalition S si cette derniére,
contrairement au cas précédent, avait un avantage stratégique sur sa concurrente. Plus
précisément, si une coalition S dispose de la possibilité d'orienter sa concurrente vers une
stratégie qui lui soit (a S), la plus favorable, comment se déterminera son choix en fonction de
sa richesse, de celle de sa concurrente, et de la valeur de ¢? C'est l'objet de la présente section.
Nous supposons d'une part, que la coalition S a connaissance de la fonction de meilleure
réaction de la coalition N-S, et d'autre part, qu'elle a l'initiative du jeu, c'est a dire, décide la
premiére de sa contribution. Pour choisir celle ci, elle tient compte de la réaction de la coalition

complémentaire en I'intégrant dans le probléeme d'optimisation de sa décision.

Ecrivons s, 1a fonction de meilleure réaction de la coalition N-S a la stratégie y(S) choisie
par la coalition S:

rv.s: Y(S)EY(S) — IN-s[Y(S)]= ((Xiien-s » Y(N-S))
Avec
(1.22) y(N-8) EY(N-S), (x)ien-s € XYY
et
(xiien-s=ArgMax unsl(tien.s, WIN-S)- ¥ t; +y(S)]
()i iEN-S

La deuxiéme composante y(N-S) de la fonction vectorielle ry.g(y(S)) représente la meilleure
contribution de la coalition N-S étant donnée la contribution y(S) de S. La composante
(Xj)ien.s représente la meilleure répartition des consommations privées a ['intérieur de ia

coalition N-S en réponse a y(S) et pour un niveau y(N-S) de contributions de N-S.

On peut donc décomposer la fonction de meilleure réaction de S en deux composantes:
rx-s (Y(S)) =(r§_s(y(8)). s:q (%)) avec:

r:_s (¥(S)) : meilleur niveau de contribution de N-S en réponse 2 la contribution y(S) de S.
r‘:._s (¥(S)): meilleur vecteur de contributions individuelles des membres de la coalition N-S en

réponse a y(S).

25



Définition 1.6
Un équilibre de Stackelberg du jeu a 2 joueurs S et N-S od S est "leader” est la donnée d'un n-
uplet (x:,....,x:) et d'un couple (y*(S), y*(N-S)) vérifiant les deux relations:

D (()g*)ies, y*(S)) solution du probléme:

Max ¥ ui ((Xi)ies ; y(S)+r;_s (y(S)))
i€s

y(S) € Y(S)

(Xiies € XL

2) y*(N-8)= 1, ¢ (y*(S))

On peut définir de la méme fagon l'équilibre de Stackelberg dans le cas symétrique ot la
coalition N-S est en position de "leader".

Caractérisons I'équilibre de Stackelberg sous I'hypothése que la coalition S est leader.
On a vu dans la section 1.2.2 que 1a meilleure réaction de la coalition N-S (en terme de bien
public) a une production y(S) de la coalition S, est une production y(N-S) vérifiant :

W(N-8)-py(S)
1+u

st y(S) < W(N-S)/u
(1.23)  y(N-S)=r} ¢ (¥(S)=
0 si y(S) = W(N-S)/u

La coalition S a la possibilité ou bien, d'inciter la coalition N-S a contribuer en choisissant un
niveau de contribution jugé insuffisant par N-S (y(S) < W(N-S)/u) ou bien de contribuer
suffisamment (y(S) > W(N-S)/u) de sorte que N-S ne trouve plus avantage a le faire.

Une remarque immédiate: si la coalition S décide de financer elle méme toute la production
(c'est a dire, inciter N-S a ne pas contribuer), elle doit nécessairement contribuer d'un montant
au moins supérieur 2 W(N-S) (y(S) > W(N-S)/u). Cela n'est toutefois possible que si la
coalition S a les moyens de cette politique, c'est & dire, dispose d'une richesse initiale
suffisamment grande par rapport a celle de N-S. Plus précisément, il faut que:

W(S) =

WN-S) c'est a dire W 21—
u W(N-S) “u
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La coalition S doit résoudre le programme (1.24) et sous réserve de la condition W(S)=W(N-
S) u, résoudre également e programme (1.25):

Max izsui(xi ; Y(N-S)+y(S))

124) | 0sy©) < YN

W(N-S)-py(S)
1+pu

y(N-S) =

y(S) = W(S) -3, xi

Max ¥ u; ( x;; y(N-$)+y(S) )
W(N-S)
JZ
y(N-S)= 0

Y(S)=W(S) -3, %

(1.25) < y(S) < W(S)

Si l'on note u; et uy, les niveaux d'utilité associés aux solutions des programmes (1.24) et
(1.25), 1a coalition S choisira en définitive, les consommations privée et publiques

correlspondant au max{u,uz} quand %I(‘IS-LS)Z :7 ou celles, correspondant a u; si WYIEIS-)
S==.

! ' W(S
Tout d'abord, énongons le résultat concernant la stratégie de la coalition S quand —_W(ISJ-)S) < u,

c'est a dire, quand la coalition S ne dispose pas d'une richesse suffisante pour amener la

coalition N-S a ne pas contribuer.
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Propesition 1.5
1) Si p=1 et W(S)W(N-S) < u, I'équilibre de Stackelberg est caractérisé par:

v (S) = 0 et y(N-S)= 2N-S)

T+u
xsw ViES et szm)— Vj EN-S
s (n-s)(1+p)

2) Si u=1 et W(S)/W(N-S) < 1, I'équilibre de Stackelberg est caractérisé par:

¥ (S) = 0 et y(N-5)= XN-S)

2

SK=WES) et Ty= WS yjens

Preuve: I suffit de résoudre le programme 1.24 (voir la preuve détaillée en annexe).

Corollaire:
Si la coalition la plus riche d'une structure de coalitions dichotomiques asymétrique est en
position de "leader”, I'équilibre de Stackelberg associé coincide avec I'équilibre de Nash. .

Preuve

I suffit de constater que si Wl(l'(\ls-_)s_) < pl(1+u), 'équilibre de Stackelberg défini dans la

proposition (1.5) est précisément 1'équilibre de Nash tel qu'il a été défini pour des coalitions S
de type (a) (relations 1.19).

Sous I'hypothése %1(\]5%72}‘ , les contraintes du programme (1.25) deviennent compatibles.

Autrement dit, la coalition S a cette fois-ci les moyens de "contraindre" la coalition
complémentaire a une contribution nulle. Encore doit elle s'assurer que cette stratégie lui est la
plus avantageuse, auquel cas elle sera retenu et correspondra a sa stratégie de "leader".

Pour pouvoir conclure, nous résolvons le programme (1.25) sous I'hypothése ci dessus. Cela

nous permet de donner le résultat intermédiaire suivant:



Lemme S

1) St /pu sW(S)/W(N-S) < 1+1/y, il y'a une plus grande quantité de bien public dans
I'économie quand la coalition S choisit d'inciter la coalition N-S a contribuer. Il en est de
méme de la quantité de bien privé consommée par les agents de S.

2) St 1+1/p <W(S)/W(N-S) < 1+1/u +pu, il y'a une plus grande quantité de bien public dans
I'économie quand la coalition S choisit d'inciter la coalition N-S a ne pas contribuer. Par
contre, la quantité de bien privé consommée par les agents de S est moindre.

Preuve

La justification du lemme passe par la résolution des programme 1.24 et 1.25 et de la
comparaison des quantités de bien public et privé qui leurs sont associés. Nous donnons en
annexe la résolution compléte de ces programmes.

Le lemme 5 explicite I'impact sur la quantité de bien public disponible dans I'économie de
chacune des deux décisions de la coalition S, a savoir, faire contribuer la coalition N-S ou
non. Nous allons a présent, énoncer le résultat final concernant le choix effectif de S, c'est a
dire, plus précisément, 'équilibre de Stackelberg quand S a les moyens d'appliquer ces deux

politiques (c'est a dire, quand -W\%SI%Z” ).

Proposition 1.6
1) Si p=#1, 3 p*€[1+1/u,1+1/p+pu] tel que 1'équilibre de Stackelberg (avec S "leader") est

caractérisé par:

. W(S)
a) Si K= W(N-S) < “t
- - 2 w ~ ~ w
¥(S) = w et y(N-S)= (I+ptp) (N‘,S) UW(S)
H (14+p)~

=Y _vies a xj —#W__ yie NS

H T (nes)(1p)2

Les deux coalitions contribuent au financement du bien public.

. _W(S)
b)) Si WNS) > u*

W(S
NS, et Y(N-5)=0

ijw ViES et X - WN-S) Vj € N-S
(1+p)s J n-s

L'équilibre de Stackelberg, coincide alors avec 1'équilibre de Nash associ€ a la structure
asymétrique et la coalition S est seule a contribuer au financement du bien public
2) Si u=1, les contributions d'équilibre des coalitions sont définies comme précédemnment. Les

répartitions associées a ces contributions constituent autant d'issues d'équilibre en bien privé.

Preuve
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La justification de cette proposition (que nous développons en annexe), est basée sur la
comparaison des niveaux d'utilité induits par d'une part, les solutions du programmes [.24 et
d'autre part, celles du programme 1.25.

Le résultat (2) de la proposition met en exergue un cas de figure ol la coalition "leader” a
plutdt avantage a ne pas compter sur la contribution de la coalition complémentaire, c'est a dire
avantage a financer seule la production du bien public, sa contribution s'avérant alors
suffisante pour inciter N-S 2 ne pas contribuer.

On peut expliquer cela par le fait que la coalition S doit, pour faire contribuer N-S, réduire
considérablement sa propre contribution. Elle doit de ce fait contribuer 4 un niveau inférieur a
W(N-S)/u, c'est a dire a un niveau relativement bas (voir figure 1.8)). Cette réduction ne
pouvant étre compensée par la réponse de N-S ( a cause de la faiblesse des ressources de cette
demniére), S est contrainte a un financement unilatéral du bien public.

I1.4. Equilibre de Nash et de Stackelberg associés a_une structure
de_coalitions dichotomique: syntheése et interprétation

Résumons puis discutons l'ensemble des résultats obtenus dans le contexte de Nash et de
Stackelberg. Si nous prenons comme base d'analyse la typologie en termes de structure de
coalitions induite par 1'équilibre de Nash, nous pouvons résumer les issues correspondantes
sur les figures 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, et 1.8.

11 est aisé de vérifier que quelque soit la structure dichotomique en présence et quelque soit la
valeur du paramétre p, il se produit dans I'économie, une plus grande quantité de bien public
dans un contexte de Nash que dans celui de Stackelberg.

Nous menons le reste de l'analyse en discutant {'impact sur les équilibres de Nash et de
Stackelberg de chacune des variables explicatives suivantes: richesse relative (W(S)/W(N-S))

et u.

a) Richesses relatives et éguilibres

Les figures 1.4 et 1.8 illustrent les cas ol les équilibres de Nash et de Stackelberg coincident.
Ils correspondent a des états de richesses relatives (entre S et N-S) diamétralement opposés.
Les deux équilibres ne coincident en effet que si la coalition "leader” est soit "trés pauvre", soit
"trés riche" par rapport a la coalition complémentaire. Dans ces deux cas de figure, I'équilibre
de Stackelberg est situé sur sa courbe de meilleure réaction (coincidant avec I'équilibre de

Nash) si bien que la coalition S finance entiérement ou ne finance pas du tout le bien public
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selon qu'elle est (respectivement) "trop riche” ou "trop pauvre" par rapport a la coalition
complémentaire.

Il est important de noter les différences entre les typologies (en termes de coalitions) générées
par les deux équilibres. Si pour une coalition de type (a), aucune autre subdivision n'est
nécessitée par I'équilibre de Stackelberg, par contre, pour des coalitions de type (b) ou (c), une
coalition "leader" ne réagit plus de la méme maniére selon qu'elle vérifie un état de richesse
représenté par le cas de figure 1.5 ou 1.6 (si elle est de type (b)), et de méme, ne réagit pas de
la méme maniére selon que son état de richesse correspond au cas de figure 1.7 ou 1.8 (si elle
est de type (c)).

Y(N-S)

 §

¥(8)=r(y(N-8)

Coalitions_ S de type (a)

W(N-S)/(1+p)

N @———— équilibre de Nash et de

Stackelberg

W(S)ip

Y(N-8)=r(y(8)

g

W(S)/(1+p) W(N-S)ip y(S)

Figure 1.4
Cas ol W(S)Y/W(N-S) s u/(14p)

Commentons le passage de la figure 1.4 a 1.5. Fixons une coalition S en position de "leader”
par rapport a une coalition N-S. Le passage de la configuration de la figure 1.4 a la
configuration de la figure 1.5 peut s'interpréter par exemple en supposant un accroissement
exogene des richesses de la coalition S qui, initialement de type (a) se retrouvera dans la
configuration de richesses de la figure 1.5. Si I'équilibre de Nash change a l'issue de ce
mouvement (point N), on voit bien que la coalition S ne changera pas de stratégie si elle se
trouve en position prévilégiée de "leader"(contribution nulle). Donc une coalition relativement
"trés pauvre” persistera (si elle est "leader") a ne pas contribuer tant que ses richesses ne
s'accroissent pas suffisamment, le phénomene inverse étant observé en contexte de Nash.

Si l'accroissement de richesse de la coalition S se poursuit jusqu'a ce que sa richesse vérifie la
configuration de la figure 1.6, 1a coalition S se mettra alors a contribuer que ce soit dans un
contexte de Stackelberg ou dans un contexte de Nash, sa contribution de "leader” étant

toujours inférieure a celle de Nash.
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Coalitions S de tvpe (b)
¥(N-S)

W(S)/u équilibre de Stackelberg Y(S)=r(y(N-S))

W(S)iu équilibre de Stackelberg

W(N-S)/(1+u) W(N-S)/(1+p)

———— ¢quilibre de Nash

N

Y(N-S)=r(y(S})

N ———— ¢quilibre de Nash

N-S)= S
L A C ' y(N-S)=r(y( ))J‘
o WS)/(14p)  WIN-S)u ¥(S) W(S)(1+p)  W(N-S)u y
Figure 1.5 ) Figure 1.6
Cas ot p/(14pu) s W(S)/W(N-S)spu Cas o psW(S)/W(N-S)s(1+u)/p

Si S et de type (c), et si elle est en position de "leader" par rapport a la coalition
complémentaire, il n'est pas systématique qu'elle finance a elle seule le bien public. Alors que
précisément sa stratégie de Nash vérifie cette propriété, la coalition S choisira (en leader) de
faire contribuer N-S jusqu'au moment ol sa richesse atteint un niveau correspondant 2 la
configuration de la figure 1.8. Autrement dit, le niveau de sa richesse a partir duquel elle
adopte la décision d'un financement unilatéral, sera systématiquement plus élevé que celui
associé au contexte de Nash. La coalition S attendra donc d'étre beaucoup plus riche pour
financer le bien public. Encore faut-il clarifier davantage cette demiére assertion. En effet,
I'accroissement de richesse indispensable pour le passage de 1.7 a 1.8 est somme toute
relativement petit (puisque p*€[1+1/u,1+1/p+u]. Ce nécessaire accroissement est d'ailleurs
d'autant plus négligeable que y devient petit.
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Coalitions S de_type (c)

y(N-8) )ﬁ'—S)
¥(S)=r(y(N-S))
¥(8)=r(y(N-8))
W(S)/ W(S)/
O équilibre de Stackelberg Sk
W(N-S)/(1
. équilibre de Na
équilibre de Nash WN-S)/(h+4) et de Stackelbes
| P N }’(N-S):f(y(S)) l N y(N-S):[(y(
0o Q W(N-8)/p W(S)/(1+u) ¥(S) (e) W(N-S)u W(SY(1+4)
Figure 1.7 ure 1.7 Figure 1.8
Cas oit (l+p)/p = W(S)/W(N-S) 5 u* Cas ou W(S)/W(N-S) =z pu*

b)_Variation de u et équilibres

A présent, fixons les richesses individuelles et faisons varier la paramétre y, c'est a dire
placons nous successivement dans des économies ol le bien privé est percu selon des degrés
d'importance différents. Un cas limite est celui pour lequel u est au voisinage de zéro, c'est a
dire ou I'économie est telle que les individus sont quasiment indifférent vis a vis du bien
public. Dans ce cas, les structures de coalitions dichotomiques concernées par la figure 1.4 et
1.5 sont singuliérement "inégalitaires”: une des deux coalitions est infiniment plus riche que
l'autre. On peut remarquer que pour un état de richesse total W de I'économie, et une
répartition donnée des richesses individuelles, on peut toujours trouver une valeur de y assez
petite et telle qu'il n'existe pas de coalitions de type (a) (et pour raison symétrique, de type (c);
voir la remarque de la section 1.2.4) ni de coalition qui vérifie le cas de figure 1.5. En effet, &
mesure que u s'approche de zéro, la longueur de l'intervalle de validité de la figure 1.5
(I'intervalle [p/(1+u),u] ) devient infinitésimal, sa borne inférieure s'approchant de zéro. Le
domaine de validité de la figure 1.6 (Ju,(1+u)/u] ) est quant a lui de longueur infiniment
grande. La conséquence est que si une structure dichotomique vérifie les caractéristiques de la
figure 1.5 pour une valeur de x donnée, elle ne les vérifiera plus et sera plutdt concernée par la
figure 1.6 pour une autre valeur de p suffisamment petite. La conclusion est que si u est pris
suffisamment proche de zéro, il n'existera plus de structures de coalitions asymétriques ni
méme de coalitions vérifiant la configuration 1.5. Les coalitions S et N-S ne peuvent donc étre
que de type (b) et plus précisément, du type représentée sur la figure 1.6. Cela nous permet de
dire que si les individus sont quasiment indifférents au bien privé, les équilibres de Nash et de

Stackelberg sont représentés par la figure 1.6. Par conséquent, si l'on se situe dans une
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économie ol les agents sont suffisamment indifférents vis a vis du bien privé, les seuls
équilibres de Nash et de Stackelberg sont ceux pour lesquels toutes les coalitions apportent une
contribution positive (représentés par les points N et K de la figure 1.6).

Par ailleurs, les structures dichotomiques concernées par la figure 1.5 seront trés inégalitaires
dans la mesure ol une des deux coalitions est excessivement riche par rapport a sa
concurrente. Il est intéressant d'observer que les structures de coalitions concernées par la
figure 1.6 (quand y est petit), générent un ensemble de structures des plus larges allant de 1a
structure la plus inégalitaires (1'une des deux coalitions excessivement riche par rapport a
l'autre), a la structure égalitaire (deux coalitions d'égale richesses). Pour toutes ces structures,
a 1'équilibre de Nash et de Stackelberg (aux points N et K), le bien public est financé par les
deux coalitions. Cependant, "I'hétérogénéité" présentée par les structures de coalitions du cas
de figure 1.6, devient moins accentuée a mesure que yu croit (la longueur de l'intervalle
[, (1+p)/ u] est décroissante par rapport a p).
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CHAPITRE 11

STABILITE D'UNE ACTION COLLECTIVE DE PRODUCTION
D'UN BIEN PUBLIC

II.1 Cadre conceptuel

Le modele de base est celui du chapitre précédent. Nous supposons I'existence de deux biens,
un bien privé X et un bien public Y, et de n consommateurs (que nous regroupons dans un
ensemble N), ayant des préférences représentées par une fonction d'utilité u; vérifiant
I'hypothese (H1) du chapitre 1.

Nous supposons par ailleurs, qu'initialement, tous les agents cooperent pour produire le bien
public. Cette coopération passe par la détermination de contributions individuelles et par la-
méme, d'un niveau de production de bien public. Autrement dit, la communauté N détermine

un vecteur de consommation en bien privé (X;)iex et un niveau y de production de bien public
n n

qui maximisent son utilité agrégée sous la contrainte: y= ZWi —in .
Dans tout ce chapitre, nous nous appuyons sur I'nypothése (H1') posée dans le chapitre I:

Pour toute coalition S, us((Xi)ies,y) = 3 uj (Xj ; y ) est le critére de bien-€tre
HEN

collectif de 1a coalition S, y étant la quantité totale de bien public produite dans

I'économie.
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Par ailleurs, rappelons que pour un niveau de contribution y(S) d'une coalition S quelconque
(SCN), l'ensemble Xg(s) est appelé ensemble des consommations privées possibles de S, et

est défini par:

XFP={(xdies € R/ T xi = T wi- y(S)}.
i€s €S

Nous pouvons deés lors, donner la définition:
Définition [I.1

Sous I'hypothese (H1'), un accord coopératif a(N) est un vecteur ((x;)ien,y) solution du
probléme:

n
Max ¥ uj (xi:y)

i1
(11.1) (Xien € XK
y=0

Un financement du bien public par toute la communauté présente I'avantage de déboucher sur
une production efficace (Pareto-optimalité de I'accord a(N)). Dés lors qu'un accord coopératif
est conclu entre les agents, se pose le probléme de sa viabilité. L'accord ne peut étre stable si
certains agents peuvent, en se regroupant au sein d'une coalition plus petite, obtenir une utilité
supérieure. Il est donc nécessaire que l'accord soit robuste a toute tentative scissionniste des
agents. Quand certains agents se regroupent dans une coalition S (éventuellement S={i}) pour
“trahir" I'accord, on dira que la coalition S est bloguante. Si elle trahit cet accord en jouant une
allocation a(S), on dira que l'allocation a(S) bloque I'accord a(N). Nous supposons dans toute
la suite que si une coalition S bloque un accord coopératif, les autres agents maintiennent la

coopération, c'est a dire réagissent de fagon coopérative dans le cadre de la coalition

complémentaire N-S. Autrement dit, la structure de coalitions qui prévaut apreés la scission de
S est supposée dichotomique.

Il est d'abord impératif de préciser le contexte de jeu censé régir les comportements des
joueurs aprés la scission provoquée par un ou plusieurs d'entre eux. De ce contexte, dépendra
étroitement la stabilité de I'accord. En effet, ce demier peut étre éventuellement stable pour un
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contexte post-scission donné et instable pour un autre. C'est la raison pour laquelle, nous
introduisons dans les sections qui suivent, différents concepts de stabilité. Les deux premiers
(a-coeur et B-coeur) sont dus essentiellement 3 Aumann [1961]. Les notions de y-coeur, -
coeur de e-coeur, que nous introduisons par la suite, traduisent 1'idée d'une stabilisation
d'accords au moyen de menaces particuliéres proférées par le reste des agents & l'encontre
d'une coalition bloquante potentielle. Plus précisément, le y-coeur (inspiré du s-coeur de
Moulin [1981]), est I'ensemble des accords stabilisables par des menaces crédibles (meilleure
réponse de la coalition complémentaire). Le 6-coeur regroupe les accords qui ne peuvent étre
bloquées sans "coiit” collectif pour la coalition bloquante. Cela signifie qu'aucune coalition ne
peut espérer bloquer de tels accords en employant la stratégie de meilleure réponse a celle
utilisée par la coalition complémentaire pour contrer le blocage. Enfin, le e-coeur est
I'ensemble des équilibres forts (inspiré de Moulin [1981] et adapté a la spécificité de notre
modele). 11 regroupe tous les accords pour lesquels aucune coalition ne peut changer
unilatéralement de stratégie (menace "passive"” de la coalition complémentaire). Dans une
derniére section, nous envisageons le cas olt un des équilibres non coopératifs classiques
(Nash et Stackelberg) est seule alternative a la coopération, et dans ce cadre, nous définissons

de nouvelles notions de coeur (le N-coeur et les S-coeurs).

II.1.1.Alpha-stabilité et béta-stabilité

On considére, pour toute coalition S (SCN), I'ensemble A(S) des allocations réalisables par S,

c'est a dire:

A(S)={a(S)= ((xi)ies; ¥(S) ) / y(S) € Y(S) et (x;)ies e X }

avec Y(S)={y(S)ER*:0<sy(S) < ¥ w; }.
HEN

Soit a(N), une allocation réalisable quelconque appartenant a I'ensemble A(N).

Pour une coalition quelconque S C N, considérons les deux types d'hypothéses:

3 ((Xi)ies , y(S))E A(S), avec:
(Ha)
uj(xi;y(S)+y(N-S)>uj(a(N)) VieS, Vy(N-S) € Y(N-S)
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V y(N-5) € Y(IN-5), 3 ((xi)ies , ¥(S))E A(S) tel que:

(HB)
uj (xj, (S)+y(N-S)) > uj (a(N)) ViES

Considérons alors les ensembles suivants:

ka(a(N))={S c N /S vérifie (Hq) }

kg (a(N))={S c N/ § vérifie (Hg)}

ka(a(N)) (associé a une allocation a(N)) est I'ensemble des coalitions qui disposent d'une
allocation a(S) bloquant a(N) quelle que soit la réponse de la coalition complémentaire (c'est a
dire quelle que soit la contribution apportée par cette derniére). Cela signifie que si ko(a(N))
n'est pas vide, alors il existe au moins une coalition qui est en mesure de bloquer a(N) sans
que les autres joueurs puissent l'en dissuader. A une telle coalition, est associée suffisamment
de "pouvoir" pour prendre l'initiative du blocage sans se préoccuper de la réponse de la
coalition complémentaire. Interprété autrement, le concept de blocage sous-tendu par la
définition de l'ensemble ky(a(N)), dénote une attitude d'extréme prudence des coalitions
bloquantes vis a vis de la réaction de la coalition complémentaire. En effet , une coalition qui
ne décide de bloquer gue dans le cadre de I'hypothése (Hg), prévoit le "pire" pour la réaction
de la coalition complémentaire.

kg(a(N)) contient des coalitions qui disposent quelle que soit la stratégie employée par la
coalition N-§, d'une réponse qui améliore 1'utilité de tous leurs membres par rapport a la
situation initiale a(N). Une situation "idéale" de blocage par ce type de coalitions est bien
entendu celle d'un jeu séquentiel ou leur ait été offerte la possibilité d'observer la stratégie
utilisée par la coalition complémentaire avant de décider de la réponse appropriée. Dans un
contexte de jeu non séquentiel, on préte a ce type de coalitions bloquantes une attitude
"optimiste" dans la mesure ot l'initiative de blocage est prise avec l'espoir d'une issue

favorable du jeu dichotomique résultant de la scission.

Définition II.2

1) On désigne par a-coeur, I'ensemble:
Co={ a(N) € A(N) / ka(a(N)) = ¢ }

2) On désigne par B- coeur , I'ensemble:
Cs={a(N) e A(N)/ kg (a(N)) = o }
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Propriété
(P): CgcCq

La justification de cette propri€té est immédiate: elle tient au fait que k(a(N)) C kg(a(N).

Placons nous a présent sur la courbe de meilleure réponse de S a la production de la coalition
complémentaire; et soit donc rs, la fonction de meilleure réaction de S a la stratégie choisie par
N-S:

rs: Y(N-S) — A(S)

y(N-S) —  rly(N-S)}= (Xiies; W(S)- 3 xi)
i€s

avec (Xjies = Arg Max {uy[(t)ies,W(S)- T ti +y(N-S)I; (tdies €[] 10,w;] }
HEN ies

Soit alors Rg, le graphe de rs, c'est a dire:
Rs= {(a(S). y(N-S)) € A(S) x Y(N-S) / a(S)= rs[y(N-S)] }.
Partant de Rg, intéressons-nous a présent, a la premiére composante du vecteur a(S), c'est a

dire, aux meilleures réponses en terme de contribution de S a la stratégie y(N-S) de la coalition

N-S. Pour cela, définissons l'ensemble suivant:

RY={(¥(S), y(N-8))eY(S)xY(N-S)/ Ja(S)=((xies:W(S)- 3 x)EA(S),(a(S), y(N-S))eRs}
€S

Posons:
ds(a(N))={()'(S),y(N-S))ERz / uilx;; y(S)+ y(N-S)>ui(a(N)) ViES})

ol y(S)=W(S)- 3 x,.
1ES8

On peut dés lors énoncer la proposition:
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Proposition ]I.1

1) Si pour tout a(N)eA(N), il existe S C N tel que R§ = dg(a(N)) alors Cg =¢
ou de facon équivalente:

Co#s = 3 a(N)eA(N) , R.- d(a(N)) =g V SC N

2) S'il existe a(N)eA(N) tel que R;}_S N dg(a(N))=g, V SC N alors C, = @

ou de fagon équivalente:
Ca=8 = V aN)EA(N), ISc N R} (N dga(N) = ¢

Ces relations permettent d'établir un lien entre les allocations du B-coeur et de 1'a-coeur et les
courbes de meilleures réaction dans les différentes structures dichotomiques.

L'assertion (1) dit que si une allocation a(N) appartient au B-coeur, alors quelle que soit la
coalition S, il existe au moins un point de RZ qui n'appartient pas 2 dg(a(N)). En revanche, la
relation avec 'a-coeur joue en sens "inverse”. Autrement dit, on obtient cette fois-ci (assertion
(2)), une condition nécessaire de vacuité de I'a-coeur. Si l'a-coeur est vide, alors il existe une
coalition S et une allocation réalisable pour cette coalition, qui améliore strictement 1'utilité de

tous ses membres méme si la coalition complémentaire utilise sa stratégie de meilleure réponse.

I1.1.2. Stabilité de la coopération et notion de menaces

Nous allons nous intéresser a présent aux menaces que peut proférer la coalition
complémentaire a l'encontre d'une coalition bloquante. Le champs d'investigation est ainsi
étendu a toute une gamme de réponses que peut judicieusement choisir la coalition
complémentaire et brandir comme autant de représailles possibles contre le blocage. Toutefors,
il est nécessaire que les menaces dont elle dispose soient crédibles. Formalisons cette notion de
menace crédible qui donnera lieu a une nouvelle notion de coeur inspirée de la notion de s-
coeur (Moulin [1981]).

A- y-coeur

Définition II.3
Pour une coalition S donnée, on dira qu'une stratégie a(S)=((X;)ies;Y(S))EA(S) est de type
(Hy) si on n'a pas: uj(x;:y(S)+rasly(S$))>ui(a(N)) VieS.
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Autrement dit, une stratégie a(S)cA(S) est de type (Hy) si elle peut étre contrée par la meilleure
réponse de la coalition complémentaire. Cette meilleure réponse constitue donc une menace

crédible que peut proférer N-S a I'encontre de S.

Définissons les ensembles:

Bis(a(N)] = {y(N-S) € R\ s /15 [y(N-S)] de type (Hy) }
Cy={a(N)e A(N) / V SCN, V a(S)e A(S), a(S) de type (Hy) }
ou de fagon équivalente:

Cy={a(N)e A(N) / ¥ SCN, R}, ¢ = Br.sla(N)] }

Bn.s[a(N)] est I'ensemble des menaces crédibles appartenant a la courbe de meilleure réponse

de la coalition N-S. Cyest I'ensemble des allocations qu'on peut stabiliser par une menace
crédible.

Il est évident qu'a mesure que By .s[a(IN)] est large, la coalition complémentaire a les moyens

de contrer un plus grand nombre de stratégies de blocage de S, et de maniére crédible
(meilleure réponse).

Propriété
(P‘_’): CY - Ca

Preave: La vénfication est immédiate.

B- 8-coeur

Définition 11.4
Pour une coalition S donnée, on dira qu'une contribution y(N-S)EY(N-S) est de type (Hp) si
on n'a pas: uj(x;;y(S)+y(N-S))>u;(a(N)) VieS, ot ((xi)ies;¥(S))=rs[y(N-S)].

Autrement dit, une contribution y(N-S) est de type (Hp) si lorsqu'elle est jouée par la coalition

N-S. elle empéche la coalition S de bloquer en utilisant sa meilleure réponse. Ce niveau de
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contribution peut constituer une menace que peut proférer N-S a I'encontre de la coalition S
dans le sens oll cette derniére ne pourra espérer bloquer la coopération sans "coiit" collectif,
c'est a dire en utilisant sa meilleure réponse. Il faut remarquer cependant, que cette menace
n'est crédible au sens de la définition précédente que si elle est précisément la stratégie de Nash
de la coalition complémentaire (voir la propriété énoncée en section I1.1.3).

Regroupons tous les niveaux y(N-S)EY(S) de contribution de type (Hg) dans un ensemble Dy
sla(N)], autrement dit:

D.sfa(N)l= {y(N-S) € Y(N-8) / y(N-S) de type (H) }
1l en résulte I'ensemble:
Csy={a(N)e A(N)/ ¥V ScN, Y(N-S) N Dy.s[a(N)] = @ }.

Dn.sfa(N)] est I'ensemble des menaces (en terme de contributions) de N-S que la coalition S
ne peut contrer en utilisant sa meilleure réponse. L'ensemble Cg définit une nouvelle notion de
stabilité (la O-stabilité), et c'est I'ensemble des allocations pour lesquelles la coalition
complémentaire peut aligner une stratégie qui ne peut étre contrée par S en utilisant sa meilleure
réponse.

On peut deés lors énoncer le résultat:

Propriété
(Py): Cgc Cp

C- Equilibres forts

Nous évoquons ici une notion de stabilité basée sur une menace "passive” de la coalition
complémentaire. Nous adaptons alors la définition donnée par Moulin ([1981], p.85):

Définition_I1.5
Un équilibre fort est une allocation a(N) =((x;)ien;y) € A(N) vérifiant:
(a) ViGN, Xisw;

(b) Non (3(x)esiy'($))E A(S), uilx:3y'(S}+W(N-S)- 3 x) > ui(a(N) Vie$ ).
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De par la définition, on voit bien que la menace que peut proférer la coalition complémentaire

est simplement de maintenir |'allocation qui lui était impartie lors de la coopération (condition
(b)). On exige toutefois que VieN, x; < w; (ou ce qui revient au méme, V SN, W(S)-,Z‘S X =

0)3. 1l faut remarquer que cette derniére condition quand elie n'est pas vérifiée, c'est a dire,
quand il existe i€EN, tel que x; < w;, signifie que l'agent i finance dans l'accord a(N) les
consommations privées des autres agents. On écarte systématiquement ce type d'allocations
dans la définition des équilibres forts. L'accord a(N) est alors un équilibre fort si, aucune
coalition ne peut le bloquer en changeant unilatéralement de stratégie. Cela doit étre en
particulier vérifié d'une part, pour la coalition la plus grande N, et pour toute coalition

particuliére S={i} ce qui nous conduit aux deux remarques:

Remarques
1) Un équilibre fort est Pareto-optimal.

2) Tout équilibre fort est un équilibre de Nash pour le jeu a n joueurs (décrit dans la premiére
partie du chapitre I).

II faut noter qu'a la différence de la définition des équilibres forts donnée par Moulin [1981],
nous nous restreignons donc aux accords qui n'opérent pas de transferts de bien privé entre

agents. Notre modele impose par conséquent, de chercher les équilibres forts dans I'ensemble:

A(N) = {a(N)e A(N) /VieN, x; < w; }

Cela nous conduit a définir I'ensemble:

C.={a(N)eA(N) /¥ SCN, non [El(<xl )iessy(S)EA(S), ui(x 5y (S)+WN-S)- T x)) >uj(a(N)) ViES 1}
1EN-S

C. est 'ensemble de tous les équilibres forts.

On peut dés lors énoncer les propriétés suivantes dont les preuves sont immédiates:

Propriétés

(P,): Ce cCs
(Ps): Ce c Cg et donc C. C Cq

3 La vérification de cette condition dépend notamment du critere de bien-&tre collectif choisi pour la
communauté N. Elle peut ne pas &tre vérifiée pour certaines coalitions sous I'hypothese (H1") (voir plus loin).
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I1.1.3. Eguilibres post-scission et stabilité de la coopération: Nash-coeur et
Stackelberg-coeurs

Si l'on suppose qu'une scission provoquée par une coalition S conduit & une confrontation "S
contre N-S" dans le cadre d'un des équilibres classiques non coopératifs (Nash, Stackelberg),
il devient alors nécessaire de définir une variante de coeur qui tienne compte de ce contexte.

A- Nash-coeur

On suppose ici que si une coalition S bloque un accord coopératif a(N), il s'ensuit un jeu a
deux joueurs (S et N-S) dont l'issue est un équilibre de Nash. La stabilité de I'accord dépend
alors du niveau d'utilité atteint par chaque ageni de S al'issue du jeu.

Nous notons, comme précédemment ((x;")ies ;y*(S)) I'allocation d'équilibre de Nash associée

a S et y*(N-S), 1a contribution totale d'équilibre de la coalition N-S.

Définition_11.6

Le Nash-coeur, est I'ensemble des allocations a(N) de A(N) telles que quelle que soit la
coalition S, il existe au moins un membre i de S tel que:

ui(xi%;y"(S)+y*(N-8))=<ui(a(N)).

Formellement:

Cn={a(N)e A(N)/ V SC N, i€ S, ui(x;;y*(S)+y*(N-S)) < uj(a(N))}

ou de fagon équivalente, en s'appuyant sur I'ensemble dgs(a(N)) précédemment défini:

Cn= {a(N)e A(N) / V SCN, (y*(S),y*(N-S)) ¢ dy(a(N))}.

Enoncons alors la propriété suivante, dont la justification est immédiate:

Propriété
(Pg): Cyc Cnc Cp

B- Stackelberg-coeurs




On suppose ici qu'un équilibre de Stackelberg est seule alternative a la coopération, c'est & dire
qu'apres scission d'une coalition S, un équilibre de Stackelberg est censé décrire le jeu qui
prévaut entre les deux joueurs S et N-S.

Dans une premiére étape, nous supposons que c'est la coalition bloquante qui a l'initiative du
jeu et se trouve en position de "leader”. Nous énongons, dans ce cas, la définition:

Définition I1.7
Le "Stackelberg-coeur" 2 coalition bloguante "leader" (noté ClSt ) est I'ensembile des allocations

a(N) de A(N) telles que quelle que soit la coalition S, il existe au moins un agent i de S tel que:
ui(xi;y(S)+y(N-S))< u(a(N)) od ((x)ies:y(S)) est la stratégie de leader de S a I'équilibre de

Stackelberg et y(N-S) la contribution totale d'équilibre du follower N-S.

Propriété
(P,): Cyc Cy

A présent, supposons que la coalition complémentaire peut anticiper la scission et jouer en

leader face a la coalition bloquante S. 1l s'ensuit la notion de coeur suivante:

Définition 1.8
Le "Stackelberg-coeur" a coalition bloquante "follower"” (noté Cgl ) est l'ensemble des

allocations a(N) de A(N) telles que quelle que soit la coalition S, il existe au moins un agent i
de S tel que: ui(x;:y(S)+Y(N-S))< uj(a(N)) ot y(N-S) est la contribution apportée par la

coalition leader N-S a I'équilibre, et ((X;)ies;y(S)), la stratégie jouée par S a I'équilibre de

Stackelberg en position de "follower”.

Propriété
(Pe): Cg € Ca

Nous terminons I'exposé des différents concepts constituant le cadre d'analyse de ce chapitre,
par une récapitulation des propriétés énoncées (relations d'inclusion entre les différentes

notions de coeur) dans le diagramme suivant (une fléche indique une relation d'inclusion):
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Diagramme II.1
Relation d'inclusion entre les différentes notions de coeur

Voila donnée dans tout ce qui précede un bref aper¢u du cadre conceptuel de la théorie des jeux
coopératifs dans lequel peuvent s'inscrire les résultats des sections suivantes. En effet, dans la
suite du chapitre, nous allons analyser un modéle ou les fonctions d'utilité individuelles sont
spécifiées comme dans le chapitre I et caractériser les différentes notions de coeur en fonction

des paramétres de notre modéle.

I1.2. Stabilité des accords coopératifs:

. L », , . n‘
application au _modéle d'économie E
W

. . . . nE o e
Considérons pour toute la suite du chapitre, le modéle E " d'économie défini dans le
‘.

chapitre I, c'est a dire: E "E [n; p; (x;" .y); (Wi)i=1....n), ol n est le nombre d'agents,

w= (W;)i-1_ n le vecteur de leurs ressources initiales, u 1'élasticité de la fonction d'utilité (0 <
u < 1) traduisant I'état d'esprit des agents vis a vis du bien privé, et uj=x;"y , la fonction

d'utilité d'un agent 1 (i=1,...,n).



I1.2.1. Caractérisation des accords coopératifs et interdépendance _des

différentes notions de coeur

A- Caractérisation

Soit donc 1a famille des utilités:

uj= x’i‘ y 1=1,....,n O<pu<l

Nous supposons que la communauté cherche a financer conjointement le bien public, c'est a

dire, sous I'hypothése (H1'), résout le programme:
Max Y u; (x;;y)
IEN
n n
y=3 Wi - 3 X
=1 1=1

y>0

n

La coalition N doit déterminer donc un vecteur (Xj,...,Xp) qui réalise, sous la contrainte  wj-
i=1

n

Y x;>0, le maximum de la fonction:
1=1

n n n
un [X},..00Xps Y= 21 x* ( EIWi -_EIXi)
1= 1= 1=

Les conditions du premier ordre sont nécessaires et suffisantes (voir chapitre 1). Il vient (voir

détail des calculs en annexe):

a) Si u=zl
(W) .
Xi= I—I-(IL-F}«J VieN
(11.2)
W
Y =0

La production de bien public est, conformément a I'intuition, décroissante par rapport au taux

u. Tous les agents consomment la méme quantité de bien privé, qui est croissante par rapport a
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p et décroissante par rapport a la taille de I'économie, si bien que les agents les plus riches
financent d'une fagon plus conséquente la production de bien public.

b) Cas u=1
Dans ce cas, uj=x;.y et un accord coopératif a(N) est un vecteur (xy,..,Xp; y) vérifiant:

n
W
Xi= =
igl 2

(11.3)
y=W/2

Ce résultat differe du cas p =1 dans ce qu'il permet de degrés de liberté dans la répartition des
contributions a I'intérieur de la communauté.

Dans la section qui suit, nous allons nous intéresser aux conditions nécessaire et suffisantes
pour qu'une coalition bloque un accord coopératif. Cela nous permettra de tirer des
conclusions quant a I'existence du N-coeur. Mais tout d'abord, il est important de remarquer
qu'a la lumiére de la spécificité des utilités choisies, les liens unissant le N-coeur aux autres
ensembles de coeur deviennent dans certains cas plus forts. Ainsi peut-on énoncer, a la suite
des propriétés considérées dans la section précédente d'autres propriétés complémentaires.

B- Relations d'inclusion entre les différentes notions de coeur dans le cas de

. . n, p
l'économie E
w

La famille des utilités considérée ici et dans toute la suite du chapitre, est donc a la base de
nouvelles propriétés qui s'ajoutent aux propriétés déja énoncées dans la section I.1. Ces
propriétés représentent autant de nouveaux liens entre les différentes notions de coeur déja
définies. Elles sont obtenues en remarquant notamment que si =1, tous les agents d'une
coalition obtiennent le méme niveau d'utilité aussi bien dans le cadre d'un accord coopératif
que dans le contexte d'un jeu post scission ol la stratégie de meilleure réponse est utilisée.



Propriétés
Si uz1, les propriétés suivantes sont vérifiées:
(P1o): C5 cCn € Cp

(P11): Cg, = G,
(P12): Cgt cCg
(P13): Co= Cg

(P14): Ce C Cs (et I'égalité est vérifiée si l'on restreint Cy aux allocations de A(N)).

En intégrant dans le diagramme II.1 ces nouvelles propriétés, on peut résumer l'ensemble des

. . . e ors . e x yes . n, p
relations d'inclusion entre les différentes notions de coeur (associées 3 'économie E )
w

dans le diagramme ci-dessous:

Dragramme 11.2 0
Relations d'inclusion dans I'économie Ey

11.2.2. Eguilibre de Nash peost-scission et stabilité d'nn_accord coopératif

A- Blocage de la coopération par une coalition
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Tout d'abord, décrivons les coalitions susceptibles de bloquer 'accord coopératif en fonction
des paramétres de notre modele. Les coalitions candidates au blocage peuvent étre de type (a),
(b) ou (c). Nous allons donc analyser successivement les conditions du blocage associées 2
ces trois types de coalitions selon que p est égal ou différent de 1).

Notons W/, le rapport des richesses agrégées des coalitions S et N-S: W, = %I(*IS—)ST

a) Cas 0< u <1 (u=2l)

Nous pouvons énoncer le résultat:

Proposition 11.2
VS€ET,(p), il existe une fonction-seuil s, (3¢, W, ), croissante par rapport 3 W, et décroissante

par rapport a u telle que S blogue a(N) si et seulement si % < 8. (, Wy ).

Preuve: Il suffit d'écrire la condition nécessaire et suffisante pour qu'une coalition S, de type
(a) bloque l'accord coopératif a(N) (voir détail du calcul en annexe). Cette fonction-seuil
s'écrira alors:

x 1+F wl’
Sa (W, W )= -
a r u (1+Wr)l 1p

La proposition donne de fagon équivalente, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
coalition de type (a) ne puisse bloquer. Pour ne pas bloquer I'allocation coopérative initiale, il
faut et il suffit donc que la taille relative de la coalition ne soit pas trop élevée. On peut d'ores
et déja observer que, de par la croissance de sa*(u,W-: ) par rapport 2 W, et de par sa borne
inférieure (lim s,"(u,W; )=0 quand W, tend vers 0), les coalitions de type (a) et dont la
richesse relative est suffisamment petite n'auront jamais intérét a se former (quelque soit leur
taille).

Pour un nombre n d'agents et un taux yp fixés, la croissance de s,*(#,W, ) par rapport 3 W,
signifie aussi, qu'une coalition S de Ta(y), de taille quelconque s et qui avait avantage a
bloquer, voit cet avantage se réduire 2 mesure que sa richesse agrégée diminue, la tendance

pouvant méme s'inverser.

Considérons a présent la décroissance de la fonction-seuil par rapport a u. Cette propriété peut
s'interpréter de plusieurs fagons. La premiére est que, toutes choses égales par ailleurs, une
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coalition qui avait avantage au blocage voit cet avantage décroitre & mesure que le taux u
augmente. Il pourrait méme arriver que pour une augmentation assez grande de y, la coalition
n'ait plus intérét au blocage. En d'autres termes, plus les agents apprécient le bien privé et
moins les coalitions les moins riches (et de type (a)) sont tentées par le blocage. Cela veut dire
en particulier que si I'économie est composée uniquement de coalitions de type (a) (et (c)),
l'intensité du désir du bien privé est un facteur de stabilité de la coopération.

Une deuxieme facon possible d'interpréter cette propriété, est de partir d'un niveau de richesse
agrégée W(S) fixé. Dans ce cas, on peut dire que la taille des coalitions (de richesses W(S))
susceptibles de bloquer la coopération diminue a mesure que le taux de substitution augmente.

Aprés 'analyse des capacités de blocage des coalitions de type (a), regardons a présent le cas
polaire des coalitions de type (c).

Proposition I1.3
VSeT(p), il existe une fonction-seuil sc*(1,W, ), croissante par rapport a W, et a u telle que,

S bloque I'accord a(N) si et seulement si ;sl_ < sc*(u,Wr ).

Preuve: Il suffit d'écrire 1a condition nécessaire et suffisante pour qu'une coalition S, de type

(c) bloque I'accord coopératif a(N) (voir le développement du calcul en annexe). Il vient:

SC*(I‘,Wr )= (l_r%;) 1+1/u

Il est nécessaire de rappeler que les coalitions qui composent I'ensemble T¢(x) possédent une
richesse supérieure a celle de la coalition complémentaire. Cette différence de richesse devient
d'ailleurs trés grande & mesure que u devient petit. A titre d'exemple, si u=0.1, on exige des
coalitions appartenant a T¢(u) d'avoir une richesse au moins 12 fois plus grande que celles de
leurs complémentaires, mais si p= 0.01, on exige d'elles une richesse au moins 102 fois
supérieure! Une coalition de taille relativement petite dont la formation est inévitable dans une
certaine économie peut s'avérer impossible pourvu que "I'état d'esprit” de la communauté vis a

vis du bien privé soit plus "favorable” dans une autre économie (accroissement de p).

La demniére catégorie de coalitions que nous allons étudier d'un point de vue du blocage sont

les coalitions de types (b). Enongons le résultat suivant:
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Proposition I1.4
VSeTp(p)), il existe une fonction-seuil s,’(x), croissante en yu telle que S bloque a(N) si et

2.
1+p

seulement si ;s]-< Sp (J)=8."(H,
Preuve: 11 suffit d'écrire la condition nécessaire et suffisante pour qu'une coalition S, de type
(b) bloque 1'accord coopératif a(N) (voir calcul en annexe). Il vient:

)1+1/;4

1
s0=s0n = (7555

On remarquera que pour ce type de coalitions et contrairement aux coalitions de type (a) et (c),
la profitabilité du blocage ne dépend pas du niveau des richesses relatives. Elle dépend
uniquement, et a u fixé, de leur taille par rapport a celle de 1'économie. Quand le taux y croit,
il faut observer que le seuil s,"(#) croit, mais le nombre de coalitions de type (b) tend a
diminuer (les richesses restant fixes). Il n'est donc pas exact de conclure au vu du sens de
vartation de s, (4) qu'une augmentation de la valeur de ¢ conduit 2 une augmentation du

nombre des coalitions bloquantes de type (b).

Corollaire II.1

A yu fixé, si aucun agent de type (b) ne peut bloquer l'accord a(N), alors aucune coalition ne

peut bloquer cet accord.

Preuve

Un agent bloquant i est tel que s=1. Toute coalition S ={i} vérifie: s > 1. Il est immédiat que si

s s, £+

s t 4
)alors-ﬁz Sa (K, Tn

H
1+pu

2) Cas E'_'l

Dans ce cas, il faut rappeler que les niveaux de contributions de deux coalitions d'une structure
dichotomique ne changent pas par rapport a ceux obtenus dans l'analyse du cas p=1. L'unique
différence, se situe au niveau de la répartition des contributions a I'intérieur de chacune. Alors
que les consommations privées sont réparties d'une facon égalitaire a l'intérieur de chaque
coalition dans le cas ol uzl, ces consommations sont librement fixées si y=1. La méme
remarque est valable concernant l'accord coopératif a(N).

Il s'ensuit que toute l'analyse précédente portant sur la stabilité de I'accord a(N), reste valable

pour u=1 a condition qu'aussi bien les coalitions que la communauté adoptent pour principe de
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répartir les consommations privées d'une fagon égalitaire. Autrement dit, les résultats obtenus
dans le cas =1 restent valables par continuité, mais répondent uniquement ici a la question de
la stabilité d'un accord égalitaire en consommations privées.

Dans cette section, nous avons énoncé des conditions nécessaires et suffisantes de blocage
par, successivement, les coalitions de type (a), (b) et (c). Cela revient & déduire directement la
condition nécessaire et suffisante portant sur I'économie pour que l'accord coopératif associé a
=1 (et donc 'accord coopératif "égalitaire” en consommation privées, si y=1), appartienne au
Nash-coeur. On synthétisera plus loin I'ensemble de ces résultats dans leur rapport avec le N-
coeur en faisant intervenir la notion de structure de coalition alternative & la coopération (sous-
section D). Tout d'abord, appliquons ces résultats au cas particulier d'une économie a
répartition égalitaire des ressources initiales. Cela nous permettra d'en déduire des

interprétations 8 méme de nous faire mesurer leur portée concrete.

B- Analyse du cas particulier d'une répartition égalitaire des richesses initiales

Ce cas correspond donc a une économie ol tous les agents disposent de richesses initiales
identiques.

Posons w;=w Vi e N. Sachant que dans ce cas, VSC N, W,= —, écrivons les ensembles

T.(30), Ty(u), et T(p) associés a I'équilibre de Nash issu de 1a confrontation de S et de N-S.

T.(u) = {Sc N telles que nS: < wy } {Sc N telles que - < }.

K
1+2u

S 1+E

Ty() = {Sc N telles que -i‘—s — =< —5} {Sc N telles que "“‘_14.2,; <5 T2 b

s 1+
Td(y) = {Sc N telles que = < 1+],t} {ScN telles que 2 -1:{; }.

Lemme IL.1

T,(y):ﬁen22+:—l .

La méme condition est vraie pour T () =g.

Ce lemme est vérifiable facilement. 11 suffit d'observer qu'une condition nécessaire et
suffisante d'existence d'une coalition de type (a) est que tout agent de la communauté soit de

type (a) (il suffit alors d'écrire cette condition).
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Par ailleurs, on peut aisément vérifier les résultats suivants, immédiatement déductibles des
propositions I1.2, 11.3, et 11.4:

Lemme I1.2

1- Toute coalition de type (a) est bloquante.

2- Les coalitions de type (c) ne peuvent jamais étre bloquantes.

3- Les coalitions de type (b) qui ne bloquent pas a(N) sont celles dont la taille vérifie la

condition:
1+1/I‘ s _ 1+
(11.6) (1+2;4 ) T <Tiog

Le lemme dit donc, que pour &tre assuré de la stabilité de la coopération, il faut et il suffit que
la communauté soit telle qu'elle ne renferme que des coalitions de type (b) vérifiant la
condition (IL.6). "

Proposition I1.5
Vuel 0,1}, aN)eCy < n=2.

Preuve
I1 suffit d'écrire la condition pour que dans la communauté ne soit présentes que des coalitions
de type (b), et qui vérifient de plus la condition (I1.6), c'est a dire:

1 I+liy g 1+
n<2+; et VSCN (1+2 SHSTTﬁ;_'

Cette derniére condition est équivalente a:

)1+|’F 1 n-1 1+ 1+1ip

(1+2}‘ Sooet — S_&1+2}4 , d'oll n < Min {( 1"'}‘ )

1+ 1
vérifier que: (lifyﬁ) T lf”z'fi Vue<l(0,1].

On peut dés lors écrire:

li’%ﬁ } et on peut

aN)eCx < n S(l*‘l‘ )H”‘

)l+1l}4

Il suffit d'observer la décroissance du seuil ( par rapport a u et de remarquer qu'il

1+u

est proche de 3 quand y est au voisinage de zéro (passage a la limite) et égal a % quand u est

égal a 1, et la proposition est démontrée.



Il ressort donc de la proposition, que dans une économie ol les agents ont des richesses
initiales identiques, I'accord coopératif (a redistribution égalitaire des consommations privées
pour le cas u=1) n'est stable au sens du N-coeur que si le nombre d'agents est minimal, c'est &
dire égal a 2. Ce résultat, veut simplement dire que si seuls deux agents sont en compétition, la
coopération pour produire le bien public est inéluctable puisque I'équilibre de Nash (seule
alternative a la coopération), donne a chacun des agents une utilité inférieure ou égale i celle
obtenue dans l'accord coopératif. Par conséquent, le jeu aura systématiquement pour issue
I'optimum de Pareto (I'accord coopératif).

C- Structure de coalitions dichotomique: une alternative a la coopération.

Reprenons le cas général, c'est a dire celui d'un vecteur de ressources initiales quelconque.
Les propositions 11.2, 1.3, et 11.4 décrivent parmi les coalitions de types (a), (c), et (b) celles
qui peuvent bloquer l'accord coopératif et donc, réciproquement, celles pour lesquelles le
blocage n'est pas profitable. Il est important de déduire encore parmi ces derniéres, celles dont
les coalitions complémentaires sont également non bloquantes.

Définition 11.9

On dira qu'une structure de coalitions dichotomique {S, N-S}constitue une alternative a
l'accord coopératif (Xj,.....xp;y) au sens du Cy si S ou N-S bloque (xy,....,Xp;y) au sens du
Cx-

Il nous faut remarquer qu'un accord coopératif appartient au coeur (ici le N-coeur) si et
seulement si aucune structure de coalitions dichotomique ne constitue une alternative a cet
accord coopératif.

La définition suggére d'exhiber parmi les structures de coalitions dichotomiques, celles qui ne
peuvent étre considérées comme une alternative a une action collective de financement du bien
public. Autrement dit, pour quelles valeurs de u et pour quelles valeurs de la richesse relative,
un membre au moins de chaque coalition d'une structure de coalition dichotomique, obtient a
I'équilibre de Nash associé, une utilité inférieure a celle obtenue dans la coopération ?

Pour répondre & cette question, nous donnons deux résultats, le premier concernant le cas ou
la structure de coalitions est asymétrique, et le deuxiéme celui ol la structure est symétrigue.

Ces résultats sont également valables pour le cas y=1, a condition, comme on l'a
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précédemment souligné, que toute coalition (y compris N) adopte le principe de la répartition
égalitaire de la consommation privée.

Notons:
(1+ )1+1/y
(1L.6) Squp (W) = L2 Sy
(1+ Wp)
. e W
Et rappelons que: Sa (u, Wy ) = 5w,

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante:

Proposition I1.6 A ,
Les structures de coalitions dichotomiques asymétriques non bloquantes sont celles dont la

coalition la moins riche vérifie la condition: -n-E[sa*(y,W,),ssup(p,W,) ]. Les fonctions

ssup(#, W) et s,"(, W ) sont décroissantes par rapport i u et croissantes par rapport 8 W;.

Preuve: Il suffit d'écrire, pour une structure de coalitions {S,N-S}e 2: les conditions

(propositions I1.2 et 11.3) pour que I'accord a(N) ne soit bloqué ni par la coalition S, ni par la
coalition N-S (voir annexe).

La borne inférieure de V'intervalle [ s,"(4, W, ),Ssup (4, Wr)] représente la taille relative en dega
de laquelle, toute coalition de type (a) est bloquante, et la borne supérieure, la taille au dela de

laquelle toute coalition de type (a) génére une coalition complémentaire bloquante.

Sachant que:
l+l/p
(1+1+}‘)
Ssup (M, 1+/‘) T+1/u
( 1+I“)
(1L.7) "
* o lap HE

nous pouvons alors énoncer le résultat:



Proposition 1.7
Les structures dichotomiques symétriques non bloquantes sont celles qui admettent une

coalition dont la taille s vérifie: —E[sa (u, -1'%), sup(}l, )] ou les fonctions ss“P("’l ) et

Sa (y, T%}-‘-) sont respectivement décroissante, et croissante par rapport a .

Preuve: Il suffit d'écrire, pour une structure de coalitions symétrique {S,N-S} les conditions
(proposition I1.4) pour que I'accord a(N) ne soit bloqué ni par la coalition S, ni par la coalition
N-S (voir détail du calcul en annexe).

La condition de non blocage de I'accord par des structures de coalitions dichotomiques
symétriques ne dépend pas des richesses agrégées des coalitions composant les structures
candidates au blocage. 7

Il faut remarquer que si la communauté N est composée d'agents ayant mémes richesses
initiales, on peut vérifier que la condition de la proposition (I1.7) n'est jamais vérifiée; ce qui
est en accord avec le résultat énoncé dans le lemme 11.2, qui stipule que les coalitions de type
(a) sont toujours bloquantes.

Remarque
Les structures de coalitions dichotomiques symétriques dont la taille relative des coalitions est

suffisamment petite (ou symétriquement, suffisamment grande) vont se substituer a l'accord
a(N).

Preuve

Elle découle directement des variations des fonctions s,* (i, ) et ssup(;‘, ) par rapport a

H
1+p

u. En effet, on déduit que l'intervalle [s,*(y, ) ssup(y, )] de longueur maximale est

L+u”
donnée pour les valeurs limite des bornes quand u tend vers 0.

On vérifie que: lim ssup(y,ﬁ;)zl—l/e (= 0.63) (quand u — 0) et lim s,*(y, —L)— /e
(=0.37) (quand p — 0).

L'intervalie de longueur minimale est donné pour la valeur y=1 des bornes, c'est a dire:

):45. Les assertions (1) et (2) du corollaire sont alors immédiates.

Ssup(}" ) =g et Sa (4> '1%};

Les résultats énoncés dans les propositions I1.5 et 11.6 fournissent la condition nécessaire et

suffisante pour qu'un accord coopératif appartienne au N-coeur. Cette condition synthétique
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porte sur ['état initial des richesses de la communauté. L'ensemble Zg, désigne quand 0 s
I'ensemble de toutes les structures dichotomiques symétriques possibles a partir de N et quand
8= a, I'ensemble de toutes les structures dichotomiques asymétriques possibles. Nous

pouvons alors conclure:

Propesition I1.8
a(N) € Cy si et seulement si V C={S,N-S}& Zg, on a:

%E[Sa*(}‘-wr),ssup(}‘,wr) ]sibmaetS €Ta(y)
ou

& Elsa" (. 7o) Ssup(io i) si B s et S €Th(w)

M
1+u

Preuve

Il suffit uniquement de synthétiser les résultats déja énoncés dans les propositions I1.6 et I1.7.

11.2.3. Eguilibre de stac/kelberg post-scission et _stabilité de l'accord
coopératif

Nous allons examiner les capacités de blocage d'une coalition quand elle se trouve dans une
position de "leader” de Stackelberg. Cette analyse prend un sens plus pertinent apres
comparaison des résultats avec ceux obtenus dans un contexte de Nash. Plus précisément, il
s'agit de voir pour quelles types de coalitions cet avantage stratégique apporte un surplus de
pouvoir (scissionniste). Nous nous intéresserons donc aux coalitions qui n'avaient pas
avantage a bloquer la coopération dans le contexte post-scission de Nash, et qui, deviennent
bloquantes dés qu'elles bénéficient des privileges classiques inhérents a la position de
"leader". Nous caractériserons ces coalitions en fonction de leurs richesses, de leurs tailles et

discuterons les changements observés suite aux variations du parametre y.



A- Eguilibre de Stackelberg et blocage de la coopération par une coalition
"leader"

Rappelons les expressions suivantes définies précédemment:

(1 )l+l/}4
R C7 1+u W,
Ssup (4. Wr) = (l L )1+1/;4 sa (. Wr) = U (1+W )1+w
1+1/
S (}" l+l“) = (1+2}‘ ) i Sct(}‘,wr )= (%;)l+l/ﬂ

Nous donnons alors les résultats:

Proposition 11.8
1) Si S est une coalition de type (a) alors, S bloque I'accord coopératif a(N) a I'équilibre de

Nash post-scission si et seulement si elle bloque l'accord a(N) a 1'équilibre de Stackelberg
post-scission (en "leader™).

2) Les coalitions S de type (b) non bloquantes a I'équilibre de Nash post-scission mais
bloquantes en position de "leader” de Stackelberg sont telles que:

—L) < % <sa*(u,Wp) si L <W,spu

a) sa (4 T+u 1+u

(11.8)
" s - . 1+
b)sa(y,T%‘-)sH <SSy (U, p) si psW,s—yﬁ
3) Si une coalition S est de type (c), deux cas sont alors possibles:

a) Si -l-;—” < W, < u*, la coalition S ne blogue pas a I'équilibre de Nash post-scission mais

bloque en position de "leader” de Stackelberg si et seulement si:
* S t J
AL9) s Wi) S 5 S 52" )

b)Si W 2 u*(u*e [1—;21‘-, L-;EE+ u], valeur induite par I'équilibre de Stackelberg?), alors S

bloque l'accord coopératif a(N) a 1'équilibre de Nash post-scission si et seulement si elle
bloque l'accord a(N) a I'équilibre de Stackelberg post-scission (en "leader”).

Preuve

4Voir caractérisation de I'équilibre de Stackelberg (chapitre I).
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Immédiate: il suffit d'écrire les conditions de non blocage en équilibre de Nash et de blocage
en équilibre de Stackelberg en se référant aux résultats obtenus dans ces deux contextes par
rapport a chaque type de coalition.

Conformément a l'intuition, on observe que le pouvoir de blocage des coalitions augmente
globalement quand elles sont "leader” de Stackelberg (comparé a leur pouvoir dans une
situation post-scission de Nash). Ce résultat dépend cependant de la taille des coalitions
considérées. Par ailleurs, deux types de coalitions ne profitent pas de cette position de leader:
les coalitions de type (a) et les coalitions "les plus riches" parmi celles de type (c).

B- Analyse du cas particulier d'une répartition égalitaire des richesses initiales

Nous allons, dans cette section, appliquer les résultats généraux trouvés et énoncés
précédemment a une économie ol tous les agents disposent de richesses initiales identiques.
Rappelons qu'alors les ensembles Ta(p), Tr(), et Tc(#) peuvent étre explicités simplement au
moyen de la taille relative des coalitions:

Ta(u) = {SC N telles que % < -1-_1:‘71; }

1+

s
Tu(p) = {SC N telles que _1_+EZFS = T2 }

s 1+
Tc() = {SC N telles que o2 F:Z% }.

On déduit de 'assertion (1) de la proposition I1.8 que le résultat concernant le blocage de
I'accord coopératif par des coalitions de type (a) (leaders de Stackelberg aprés scission), reste
le méme que celui trouvé pour ces coalitions sous I'hypothése d'un équilibre de Nash post-
scission. Autrement dit, ces coalitions sont toujours bloquantes. De {a méme fagon, en se
référant aux résultats obtenus pour un contexte post-scission de Nash, les coalitions de type

(c) et vérifiant W, (= H) > u * ne sont jamais bloquantes. On peut toutefois vérifier

moyennant un calcul simple que les autres coalitions de type (c) ne peuvent également jamais
bloquer l'accord. En regroupant I'ensemble de tous les résultats, qu'on peut donc montrer

aisément, cela donne la proposition suivante:



Lemme I1.3

1- Les coalitions de type (a) sont bloquantes.

2- Les coalitions de type (c) ne sont jamais bloquantes.

3- Les coalitions de type (b) qui bloquent I'accord coopératif sont celles qui vérifient:

S |

5
(11.10) T+ 25 sgs oy

Il s'avére donc, au vu de ce lemme, que la décision finale des coalitions de type (a) et de type
(c) (bloquer ou ne pas bloquer) ne changera pas, qu'elles anticipent un équilibre de Nash post-
scission ou qu'elles anticipent un équilibre post-scission de Stackelberg dans lequel elles sont
en position de leader. Par contre, on peut remarquer que parmi les coalitions de type (b) qui ne
bloquaient pas l'accord sous I'hypothése d'un équilibre de Nash post-scission, un certain
nombre va pouvoir le faire sous I'hypothése d'un équilibre de Stackelberg post-scission. Plus
précisément, en appliquant directement l'assertion (2) de la proposition (I1.8), les coalitions
qui ne bloquent pas l'accord dans un contexte post-scission de Nash mais bloquent dans un
contexte de Stackelberg sont celles dont la taille relative vérifie la condition:

l+ ]+|/}4 i ]
(IL.11) (—ff-1+2#) v

On peut remarquer entre autres, que les coalitions de type (b) qui n'obtiennent pas de par leur
position de leader un accroissement significatif de leur pouvoir de blocage (par rapport au
contexte post-scission de Nash), se recrutent parmi les coalitions de Ty(x) de plus grande taille

relative. Plus précisément, cette demiére doit vérifier:

| S 1+E
11.12 < —-<
( ) (1+p)H n 1+2u

Rappelons que -1152%- est la borne supérieure du domaine de définition des coalitions de type

(b) (domaine de variation de leur taille relative).

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'accord coopératif appartienne a ClSl est que

'économie ne renferme que des coalitions de type (b) dont la taille relative vérifie de plus la
condition (I1.12) (seules coalitions non bloquantes). On peut alors vérifier que la condition est
que seuls deux agents soient en compétition et que dans I'économie les biens privé et public
jouissent du méme poids aux yeux des consommateur (u=1). Il faut toutefois rappeler que
pour cette valeur de yu, cette condition concerne l'appartenance au C;‘n de l'accord coopératif a
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redistribution égalitaire des consommations privées (le cas =1, faisant intervenir un nombre
infini d'autres accords). C'est le sens de la proposition suivante:

Proposition I1.9
a(N)e ClSl <> n=2 et u=1.

Preuve
Elle est immédiate: il suffit d'écrire la condition pour qu'il n'existe dans 1'économie que des
coalitions vérifiant la condition (II.12), autrement dit, que les coalitions de plus petite taille
(s=1) et de plus grande taille (s=n-1) vérifient cette condition (on exclut alors simultanément de
'économie, les coalitions de type (a)).

0
Dans une économie comportant deux agents et ou x=1, aucun agent ne peut espérer, en jouant
en leader de Stackelberg, une utilité meilleure que celle qui lui est offerte dans la coopération.
Dans une telle économie, l'accord coopératif a redistribution égalitaire des consommations
privées Pareto-domine tout équilibre de Stackelberg alternatif a la coopération. La coopération
est alors inéluctable.

C- _Structure de_coalitions dichotomique: une alternative & la coopération

Considérons (de nouveau) les fonctions:

C(+F (W) k-1
Ssup (Faf(wr))— (1+f(wr))l+ll}4

(11.13)

* _ I'U‘ f(Wy)
Sa (W.f(Wp)) = " (l+f(wr))l+|/,.
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Proposition I1.10
Il existera toujours des structures de coalitions dichotomiques non bloquantes dans un contexte
post-scission de Stackelberg.

1) Si W, < pu*, ce sont celles dont la coalition "leader" vérifie la condition:

W, siW,; <su
s2" (. F(W1) < 25 ssup( (W) ob f(W)) = (I1.14)

M osipu < W< pu*
2) Si W, = u*, ce sont celles dont la coalition "leader” vérifie la condition:

(IL15) S (U Wr) € = < 5,° (W)

Preuve: Il suffit d'appliquer les résultats obtenus dans un contexte de Stackelberg et d'écrire
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ni la coalition "leader”, ni la coalition

"follower" ne puissent bloquer 1'accord coopératif a(N).

1.2.4. Menaces et stabilité de l'accord coopératif

Considérons un accord coopératif initial a(N)=(xj,...,Xp, ¥). Supposons qu'une coalition S

décide de bloquer en choisissant comme stratégie post-scission, un vecteur
a(S)=((x )ies,y(S))EA(S) quelconque. La contribution-réponse de la coalition complémentaire

étant y(N-S), une condition nécessaire et suffisante pour que S ne puisse bloquer est:
3jeS tel que (x;)y [y(S)+y(N-S)] < xj" y.

Ce qui est équivalent a écrire: 3jeS tel que

(11.16) Xj 2 ( (S)+y(N_S) )”F.xj'.
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Remarquons par ailleurs, qu'une condition suffisante pour que la coalition S ne puisse bloquer
est que:
- 1/ '
Xi 2( (S)+y(N-S) ) ¥ ¥x. , c'est & dire:
i y ieS’
S)+y(N-S) \V
(11.17) Sxiz (KIED )™ pwis) sy,

1

A- Caractérisation du y-coeur

Caractérisons l'ensemble By.g(a(N)) des menaces crédibles appartenant a la courbe des
meilleures de la coalition complémentaire N-S quand S prend l'initiative du blocage. Pour cela,
il suffit d'écrire la condition (I1.13) sous I'hypothése que la coalition complémentaire utilise sa
meilleure réponse.

Rappelons l'expression de la contribution-meilleure réponse de la coalition N-S a une
contribution y(S) choisie par S (déduite de la relation (1.16) du chapitre I):

WNS)uy®) gy < WN-S)

Y(N'S)= l+ﬂ U

W(N-S)
K

y(N-S)=0 st y(§) 2

La stratégie ((X,')ies: y(S) )e A(S) employée par la coalition S est alors de type (Hy) si et

seulement si (application de la condition (I1.13)):

(Hy") JieS tel que x, >( (?)11\2,;!; S)) /" i y(S) SW(I;LS)
ou
(Hy") JjeS tel que x;2 (X()li)_ ) 1/;4%]. . W(I:—S)

11 faut remarquer que si la stratégie ((Xl)ieg; y(S)) employée par la coalition S est telle qu'il
existe un membre i vérifiant X =0, alors d'aprés les relations précédentes, cette stratégie est de

type y (puisque I'accord coopératif vérifie xj> 0 V ieN).

Considérons les deux ensembles:



GlaN)l= {((x ies; Y(S) ) € A(S) vérifiant (Hy)}
G [aN)] = {((% )ies; Y(S) ) € A(S) vérifiant (Hy")}

d'ou:
{((x)ies: ¥(9) ) €A(S), de type (Hy) }= Gla(N)] U G [a(N)).

L'ensemble Bn.s[a(N)], qui désigne I'ensemble des menaces crédibles appartenant a la courbe
de meilleure réponse de la coalition N-S, peut étre relié aux deux ensembles précédents au
moyen de la relation:

(IL18)  ByslaN)k ¢ = GglaN)] U G [a(N)] = o.

En particulier, nous pouvons énoncer la remarque suivante (qu'on peut justifier en tenant

compte de la relation 1.16 du chapitre I):

Remarque
(11.19): 0 eBns[a(N)] < CS [a(N)] = @.

Le y-coeur est par définition, I'ensemble des allocations telles que quelle que soit la coalition
S, toutes les stratégies réalisables de cette derniere sont de type (Hy).

On peut donc caractériser le y-coeur par:
(IL20)  Cy= {a(N) € A(N) tels que VSC N, G,[a(N)] U G; [a(N)]= A(S) }

Si I'on se restreint seulement aux accords coopératifs, nous pouvons expliciter de fagon encore
plus précise les propriétés d'un accord coopératif. Nous le faisons ci-dessous et
successivement pour des valeurs de y différentes de 1 puis pour u égal a 1.

1- Cas u#l

Ici, et comme on I'a vu I'ensemble des accords coopératifs se réduit a un singleton. L'unique

accord possible vérifie (relation I1.2):
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La stratégie ((xl')ies; y(S))e A(S) employée par la coalition S est alors de type (Hy) si et
seulement si (conditions (Hy'") et (Hy") ):

y(S) < Min { YN-S) | W Y'W-WN-S) } (I1.21.2)
¥ n(1+u) X,
(I11.21) 3FieS: ou
W(N-S) uw W
—_—sy(S) < -] . (11.21.b)
K y (n(1+”) X ) (1+u)

Cela nous permet de caractériser de fagon plus précise les ensembles G'[a(N)] et G"[a(N)] et
donc le y-coeur, c'est a dire:

Gla(N)]= {((x Jies; ¥(S)) € A(S) vérifiant (IL.21.2)}
G [a(N)] = {(X)ies: ¥(S) ) €A(S) vérifiant (I1.21.b)}

D'ou:

(1L22)  Cyo = VSCN, ((t)ies; ¥(S) Je Gg[aN)] U G [a(N)], ¥ ((x ies; ¥(S) JEA(S)

2-_Cas u=1

L'utilité des agents s'exprime alors: U= X; y i=1,..., n

La communauté a le choix de la répartition (xy,...,Xp) des consommations privées contraint par
le niveau pareto-optimal de bien public y a produire. De méme, les coalitions S et N-S de la

structure dichotomique qui s'installe & défaut de l'accord a(N) ont le choix des répartitions

(xi )ies et (xJ )ien-s contraint par leurs niveaux respectifs de contributions.
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L'ensemble des accords coopératifs est I'ensemble des vecteurs (xj,...,X,, y) vérifiant
(relation 11.16):

n

W
Xi= =
igl 2

y:W/2

Dans ce cas, La stratégie ((X,')ies; y(S))e A(S) employée par la coalition S est alors de type
(Hy) si et seulement si (conditions (Hy") et (Hy") ):

y(S) < Min { W(N-S) » 2L W - W(N-S) } (11.23.2)
X.
ou

W(N-S) = y(S) = 2+

X.
1

\—g— (I11.23.b)

(I.23)  3ieS:

sous les hypotheses:

I xi=g et 3 x; = W(S)-y(S)-
i=1 =

On peut dés lors caractériser le y-coeur grace a la relation (I1.20) de la méme maniére que dans

le cas y=1, c'est a dire:

G [a(N)]= {((x )ies: ¥(S) ) € A(S) vérifiant (11.23.2))
Gy [aN)] = {(x ies; ¥(S) ) € A(S) vérifiant (I1.23.b)}

On en déduit:

(11.24): Cy={a(N)EA(N) /VSCN,((x )es:y($))eGela(N) UG [a(N)LY((x iesiy(S))EAS)}

B-__Caractérisation du d-coeur

67



Rappelons qu'une contribution y(N-S) est de type (H;) si elle empéche la coalition S de
bloquer un accord coopératif par I'utilisation de sa meilleure réponse.

Il s'agit alors dans cette section, de caractériser I'ensemble Dy.s[a(N)] des contributions y(N-
S)EY(N-S) de type (Hp) puis d'en déduire une caractérisation pour le s-coeur qui est défini

comme suit:
Cs={a(N)e A(N)/ V ScN, Y(N-S) N Dn.s[a(N)] = ¢ }.

1- Cas u=zl

Supposons que la communauté N choisit 1'accord coopératif a(N). Ecrivons la condition
(I1.16), en supposant que la coalition N-S choisit une contribution y(N-S) et la coalition S
réagit en utilisant sa meilleure réponse (relation 1.16), on obtient une condition nécessaire et
suffisante pour que la stratégie y(N-S) soit de type (Hg):

yN-8) < ()" . w - w(s) si y(N-S) < W}(‘S)
(11.25)
su.(1+Wp e W W(S)
y(N-S) < (n.(1+;4).Wr T+ 0 si y(N-§) 2 —— %
Cela donne en conclusion:
y(N-S) < Min { W}(‘S) (Y wows) } (11.26.2)
(11.26) ou
W(S) s.u (1+Wp Y W
— < y(N-S) s (n.(1+;4).W,- TR (11.26.b)

De ce fait: Dy.g[a(N)] = {y(N-S)e Y(S)/ y(N-S) vérifie (I1.26)} et nous en déduisons:

Cs={a(N)e A(N)/ V SCN, 3 y(N-S)e Y(S) tel que y(N-S) vérifie (11.26)}.

Remargues
W(S 1+1/p
1- y(N-S) de type §, V y(N-S) < ;‘ ) (—'K 1+Wr)
W l+l/;4
2- 0Dy sla(N)] (de type 8) <> m{/—,)

Preuve



La preuve est triviale. Pour montrer I'assertion (1), il suffit de chercher la condition pour
I
laquelle Min {\_Niﬂ(sg)y( W)W-W(S)}:WIES), et pour montrer I'assertion (2), il suffit de

chercher la condition pour laquelle S /(H")W-W(S)zO.

La remarque (1) donne une condition necessaire et suffisante sur la taille relative de la coalition
bloquante, sa richesse relative, et le taux u pour que toutes les stratégies de N-S "incitant” S a

W(S)
J7

contribuer (y(N-S) < ) soient de type d, c'est a dire dissuadent S de se former sans cout

collectif pour elle (c'est a dire en employant sa meilleure réponse).
La remarque (2) mesure le "pouvoir” au sens de 8 d'une menace "extréme" de la coalition

complémentaire, a savoir ne pas contribuer dans le cas d'une scission de S (autrement dit, a
étre "free-nider"). La aussi, on a une condition nécessaire et suffisante sur les paramétres
habituels pour que cette menace empéche un blocage sans cofit de la coalition S.

2- Cas u=1
Partons d'un accord coopératif a(N), donc vérifiant:

xi= .
2

IIM =)

y=W/2

Ecrivons la condition (I1.13) en tenant compte de cette propriété et de I'expression de la
meilleure réponse de la coalition S a la contribution y(N-S) de la coalition N-S dans le cas p=1
(déduite de la relation 1.17 du chapitre I). On obtient alors une condition nécessaire et
suffisante pour que la contribution y(N-S) soit de type 0:

y(N-S) < Min { W(S) - 5ow- W(S)} (11.27.a)

X.
1

ou
jes tel que W(S) < y(N-S) < =% \23'- (11.27.b)
J

(11.27) JieS:
sous les hypothéses:

z x,‘:‘%f- et Y x' ___x____W(S)+2 (N- S)-

JES
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De maniére similaire au cas p=1, nous pouvons alors caractériser I'ensemble des menaces de
type d et le coeur qui y est associé:

Dn.s[a(N)] = {y(N-S)€ Y(S) / y(N-S) vérifie (11.27.a) ou (11.27.b)}.
Cs={a(N)e A(N)/ V ScN, 3 y(N-S) Y(S) tel que y(N-S) vérifie (11.27)}.

De méme que pour le cas p#1, on peut aussi énoncer la remarque suivante:

Remarque
. X; W
1-V y(N-5) s W(S) , y(N-5) de type & <> JieS tel que T 22. K\—{'—r
Xi W
2- 0Dy s[a(N)] (de type 8) <= Tk = - +V{/r

La preuve est immédiate (méme procé€dé que le cas u=1).

C- Eguilibres forts

Rappelons qu'un accord est un équilibre fort si d'une part, aucune coalition ne peut par la suite

changer unilatéralement de stratégie et si d'autre part, cet accord appartient a I'ensemble:
A(N) = {a(N)e A(N) / VieN, x; < w; }.

Aucune coalition ne peut changer unilatéralement de stratégie signifie que pour 1'équilibre fort

a(N)= (X1,e...Xn, Y)E A(N), on a:

(S+W(N-S)- 3 x; ,
z( d 5 i;'s : )W.xi,V SCcN

(1L28)  V((x)ies,¥($)EA(S), FieS tel que x;

On peut observer que si y(S)=0 et W(N-S)- Q Xi =0, c'est a dire si la coalition S décide d'étre

free-rider et si tous les membres de de N-S sont dispensés de contribution au bien public (dans
l'accord a(N)), la coalition S ne peut bloquer.
L'ensemble des équilibres forts est le e-coeur, et est alors défini comme suit:
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(11.29)  C={a(N)EA(N) /¥ SCN, S vérifie la condition (I1.28)}.

Si I'on se restreint aux allocations qui sont des accords coopératifs alors la condition (11.28)
peut étre davantage précisée, ce que nous faisons en menant 1'analyse comme précédemment
en traitant séparément le cas y=1 et p=1.

1- Cas u=1

Etant donné que l'accord coopératif vérifie x;= H((l-i-%’ Vi €N, alors une condition

nécessaire et suffisante pour que a(N) appartienne 2 A(N) est:

\ A
(11.30) wi > ‘1%,7 — VieN.

De plus, en appliquant la condition (11.28), on obtient la condition suivante, qui est nécessaire
et suffisante pour que l'accord coopératif a(N) soit un équilibre fort:

V SCN, V(% )ies¥(S)EA(S), Jjes tel que:

(I11.31)

xls( nW )l/# uW | i\_} *
17 \n(1+p) (y(S)+W(N-S))-u(n-s)W n(1+p) St

Dans la relation précédente, nous écartons le cas oil le dénominateur associé au premier facteur
du produit (défini dans le deuxiéme membre de l'inéquation) est nul. Dans ce cas (voir la
remarque suivant la relation (I1.28)), la coalition associée ne peut bloguer.

Par ailleurs, si I'on se restreint aux seuls accords coopératifs, le e-coeur est ainsi 'ensemble

des accords coopératifs appartenant a A(N) tels que quelie que soit la coalition S, la condition
(11.30) est vérnfiée.

2. Cas u=1

Tout d'abord, décrivons les accords coopératifs appartenant a A(N). Is vérifient:
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n
w

x-:—
igl T2

y=W/2
X; < w;, VieN.

Un accord appartenant a A(N) est un équilibre fort si et seulement si (application de la
condition (I11.28)), ¥V SCN, on a:

\ 2[y(S)+W(N-S)- ¥ x;] :
V((%)ies,y(S))A(S) , jeS tel que sz( W 'ez’s )W.xj.
(I1.32) avec
n _E )
iz_lx’_ 2

La relation (11.32) définit ainsi la relation qui doit lier d'une part, la répartition des
consommations privées (Xy,...,.Xp) associée a un accord coopératif et d'autre part, celle choisie
par une coalition pour ses membres pour que le blocage de cette derniére au sens du e-coeur ne

puisse se produire.

I1.2.5 Illustrations numériques

Nous avons énoncé dans les sections II.1 et I1.2, les relations d'inclusion entre les différentes

notions de coeur (résumées dans les diagrammes I1.1 et I1.2, et montrant en particulier, que
Cq et Cg sont les ensembles les plus larges). D'autre part, nous avons donné dans les sections

précédentes, les conditions necessaires et suffisantes de non vacuité de ces ensembles. Nous
donnons ici deux exemples, le premier illustrant le cas d'une économie a d-coeur non vide, N-

coeur et S-coeur vides et le deuxiéme illustrant le cas d'une économie a d-coeur vide, N-coeur

et S-coeur vides .

Exemple 1: n=3 (agents a, b et ¢), u= 0.9, wa=wh= 7, we= 10.

Donnons d'abord les ensembles Ta(u), To(u), et Tc(p):
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Ta(uw)= {{a}, {b}}
To(u)= {{c}, {a,b}}
TC(}‘)= {{b,C}, {a,c}}.

Discutons pour une telle économie, la stabilité de I'accord coopératif a travers les différents
résultats obtenus.

1- Cp 9.

En effet, on vérifie que pour cette économie, 1'accord a(N) (a répartition égalitaire des
consommations privées) appartient au &-coeur. Par conséquent, quelle que soit la coalition
envisagée, la coalition complémentaire dispose d'une menace de type & pour prevenir toute

scission. Nous donnons ¢i dessous pour chaque coalition complémentaire l'intervalle dans
lequel elle doit puiser son niveau de contribution (pour que celui ci soit de type d):

Y{a) et ¥ (b} €[0, 0.28]
Y{c; €10, 3.28]

Y{ac) €t Y(bc) €10, 5.44]
Y{ab) €0, 5.44].

On peut vérifier que les stratégies de type 8 (puisées dans les intervalles précédents) dont
disposent toutes les coalitions complémentaires potentielles sont telles que la meilleure réponse
de la coalition bloquante est une contribution strictement positive. Cela veut dire que dans cette
économie, si le free-riding (contribution nulle) d'une coalition est une meilleure réponse a une
stratégie de la coalition complémentaire, il est systématiquement bloquant.

Regardons au passage ce que devient le résultat principal (la 0-stabilité) en écartant les
paramétres de leurs valeurs initiales. On peut vérifier qu'un changement de la valeur de p
n'affecte pas le résultat (toutes choses égales par ailleurs) ainsi qu'une égalisation des richesses
(aussi bien 2 w=7 qu'a w=10). Par contre, un enrichissement suffisant de 1'agent c par
exemple, remet en cause la stabilité de I'accord a(N). Si par exemple, wa=wp= 7 et wce= 20,
les coalitions {a}, {b}, et {a,b} sont bloquantes au sens du d-coeur et ces mémes et seules
coalitions bloguent toujours quand la richesse de c est portée a we= 30, 40, 100, et 1000. Si
maintenant, on diminue la richesse de c pour atteindre wc=1 (et toujours u= 0.9, wa=wph=7),
on vérifie que cet agent bloque 1'accord. Ces observations permettent d'accréditer a-priori

l'idée d'un blocage par les éléments de richesse (relative) suffisamment petite.

2- Cn =p et par conséquent C;l: ?.

On peut vérifier précisemment que tout agent isolé est bloquant au sens du N-coeur, alors que

les coalitions constituées de deux agents ne bloquent jamais l'accord a(N).
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Les résultats 1, 2 et 3 ne sont évidemment pas surprenants. En effet, le d-coeur est 'ensemble
le plus large de toutes les notions de coeur définies. On n'a entrepris entre autres par cet
exemple, que d'exhiber un cas d'économie ol l'accord coopératif appartient a la fois au
complémentaire de Cy dans Cjet a celui de ClSl dans Cs.

Exemple 2: n=3 (agents a, b et c), u= 0.6, wa= 1, wp= 2, we= 3.
Donnons les ensembles Tz(u), Tb(), et Te(p):

Ta(p)= {{a}}
To(p)= {{b}, {c}, {a.c}, {ab}}
Tc(p)= {{b,c}}.

1- Cy=o.

On peut vérifier en effet que dans cette économie, I'accord coopératif (on se restreint ici, dans
le cas =1 a I'accord 2 distribution égalitaire des consommations privées) n'appartient pas au
d-coeur. Alors que toutes les coalitions complémentaires potentielles disposent d'une menace
de type 0 contre la coalition bloquante, la coalition {a} ne dispose d'aucune menace de ce type.
Cela veut dire que la coalition {b,c} peut (si elle joue en follower) bloquer avec sa meilleure
réponse. D'autre part, toutes les menaces dont disposent les coalitions (hormis {a}),
conduisent la coalition bloquante & apporter une contribution positive (en utilisant sa meilleure
réponse).

Regardons a présent, ce que deviennent ces résultats a la faveur de quelques variations des
paramétres.

Quand toutes les valeurs restent inchangées mais qu'on passe a une économie ol le bien privé
est bien plus apprécié (u= 0.9), le résultat principal ne change pas (la 6-stabilité de 1'accord
n'est toujours pas garantie), cependant, la coalition {b,c} dispose cette fois-ci de stratégies de
type & pour lesquelles la meilleure réponse de la coalition bloquante {a} est une contribution
nulle. Cela signifie que la coalition {b,c} a desormais les moyens d'empécher (dans "le sens
9" la coalition {a} de bloquer en "free-rider" (c'est a dire en profitant du bien sans aucune

contribution).

2- Cx =2 et par conséquent C;lz o.

Les coalitions {b} et {c} bloquent I'accord a(N) au sens du N-coeur.
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ANNEXE

CHAPITRE 1

Preuve des lemmes 3 et 4:
11 suffit de résoudre le programme 1.14.

Du<l

Le probleme (I.14) est un probleme de programmation convexe. En effet, résoudre le
programme (I.14) par rapport au vecteur ((X;)ies, Y(S)) (a y(N-S) donné), est équivalent a
résoudre le programme qui suit par rapport au vecteur ((Xj)ies , ¥) (& y(N-S) donné):

Max ¥ uj (xj;y)
i€S
(P) y= W(S)- 3 xi+ y(N-S)
y = y(N-S)

Comme In uj = y In(xj)+In(y) est une fonction concave sur l'ensemble convexe
+ . .y .

I1[0,w;]xR ' (somme de deux fonctions concaves), le programme précédent est bien convexe,

donc également le programme (1.14). Les conditions du premier ordre de Kuhn et Tucker sont

alors nécessaires et suffisantes pour l'existence de solutions au programme (I.14) a la
condition que la fonction u;j soit différentiable (Vi € S), c'est a dire que xj >0 VieS.

Le lagrangien associé au probleme (1.14) s'écrit:

L=(W(N-8)- I xi+y($))( T xi#)+ B8 (W(N-S)- T x;)
1EN-S 1IEN-S iEN-S

Sous la condition x; >0 Vi €S, les conditions du premier ordre donnent:
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3 x+pu.x. [W(S)-3 x;+y(N-§)]-8=0 VieS
JES JES

(D
BIW(S)»- 3 x;1=0

JES

Deux cas sont i envisager:

DB>0etW({S)-Y x;=0
jEs

Si y(N-S) > W}(lS)’ et en posant s= IS I:

! S

Vies

(2)
y (§)=0

2) W(S) -3 xj>0etB=0:
=

Si y(N-S)< X3) W(S)

_p W(S)+y(N-S) vies
1+;4 s

(3)
W(S)-uy(N-S)
1+pu

y(S) =
En conclusion:

T‘.:_# W(Sz+vgN S) vies, y(S)—wS 21E+‘;‘!N S) si y(N-S) SWLS!

X= w—gsl ViES, y(S$)=0 si y(N-S) = VL}(‘&

2)pu=1

Dans ce cas, il faut remarquer que la fonction d'utilité ug s'écnit:
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us =(W(S)- 3 xi+y(N-5))( 3 x;)

Cette utilité est uniquement fonction de z= Zs X; . Le lagrangien associé€ au programme (I.14)

est aussi fonction de la variable z, qui est par conséquent, la variable du probléeme de
maximisation (I.14).

Par conséquent, la contribution apportée par la coalition S a la contribution y(N-S) de la
coalition N-S s'exprime de la méme maniére que précédemment (relation (1) en remplagant u
par 1). La différence se situe au niveau du degré de liberté dont dispose la coalition pour fixer
la contribution de chacun de ses membres.

Solutions de "bord"

Les solutions trouvées sont celles dont les composantes sont strictement positives (condition

x>0 Vi € S). Si p=1, les solutions de bord sont aussi acceptables pourvu que ¥ x;20 (voir
i€S

I'analyse précédente de ce cas). Montrons qu'il n'existe pas de solutions de bord quand u=1.

Prenons pour cela, et sans perte de généralité, S= {1,....,s}, et supposons (Xj,....,Xs) une

solution du programme (1.14) telle que x; =0 Vi=1,...k (k<s).

Soit S* = S-{l,...k}={k+1,....s}

A y(N-S) donné, I'utilité atteinte par S en jouant la stratégie (x;);cs est:

N W(S W(S
0= 2 u, ( —:—k)-— : }'(N-S)) st Y(N-S) 2 W)
JEST ‘ a
(4)
( M V\(S)H(T\ S) W(S)-yv{N-S) . )'(N-S)) st y(N-S) SW(S)
l+p T+p H

Autrement dit:

- w ‘ W(S

= (s-k) [—S(IS-)]F Y(N-S) st y(N-S) 2 %l

(5)

- W(S)+V(N-S)T¥ [W(S)- N-S . wW(S
s =(sk) [T{—; I [= )lff}f )+ yN-S)] si y(N-S) < 4”—1

En jouant la solution (1.17) (aux composantes strictement positives), la coalition S s'assure
une utilité:
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u=s [‘ﬂsﬂ]# y(N-S) si y(N-S) 2 -“i;?l

€
. _ U W(S)+V(N-S)IH¥ TW(S)-uv(N-S) . W(S)

Uy =s [l+]4 s o + y(N-S)] si y(N-S) < W
On peut vérifier que

u' > 6 et uy®* >0, siu=l
)]

u|'=ﬂ1etu2'=ﬁz Si]l=l

Si p = 1, la meilleure réponse de la coalition S a une stratégie y(N-S) de la coalition N-S ne
peut donc jamais €tre une solution de bord. Par contre, quand u = 1, la coalition S est
indifférente entre I'emploi d'une solution de bord ou d'une solution autre.

Les mémes résultats sont aussi valables pour la coalition N-S.

La relation (1.17) décrit donc toutes les solutions du programme (I.14) dans le cas ol p=1

Preuve de la_proposition 1.4:

Dans ce cas, c'est a dire quand =1, et comme on !'a vu, les solutions (I.17) et (1.20) ne
représentent pas toutes les solutions des programmes (I.14) et (1.15). Pour trouver l'ensemble
des solutions, il suffit de remarquer que l'utilité de la coalition S quand p = 1 et a y(N-S)

donné s'écnt:

ug =(W(S)'.Zs x.+y(N-S))( .25 x.)

Cette utilité est uniquement fonction de z= zs X, - Le lagrangien associé au programme (1.17)

est aussi fonction de la variable z. z est par conséquent la variable du probléme de
maximisation (1.14).

Par conséquent. le résultat final d'équilibre de Nash en terme de niveau de production
d'équilibre est le méme que précédemment (relation 1.19 en remplagant y par 1). La différence
se situe au niveau du degré de liberté dont dispose la coalition pour fixer la contribution de

chacun de ses membres.

Autrement dit, I'équilibre de Nash s'écnit:
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(y(S).y(N-=(0, XT3Ny si SeTy(1)
®)

Avec &xi = W(S)

(y(S).y(N-s))= (TXOLFE) ZWRHWES) ) g geryy)
©)

Avec kz;xi: \_V_3(§)_

(v(8)yN-s)=( 252, 0) si SeT(1)
(10)

Avec & X; = —\Vé—S)—

Preuve de la proposition I.5:

Comme W(S)/W(N-S) < u, les contraintes du programme (1.25) sont incompatibles. En
d'autres termes. la coalition S n'est pas suffisamment riche pour jouer une stratégie qui incite
la coalition N-S a ne pas contnbuer. Elle est de ce fait contrainte & choisir une solution du
programme ([.24).

Résolution du proeramme (1.24)

Sous I'hypothése (H1), c'est a dire. ug = §s uj, le lagrangien du programme (1.24) s'écrit:

(1) L= us+B {-W(S)+ 2; X, + W(N-S) }+A {W(S) - ,&xi }

H

Le programme (1.24) (ainsi d'ailleurs que le programme (1.25)) est convexe (pour des raisons
similaires a celles énoncées dans la section 1.2.2). Les conditions du ler ordre sont alors

nécessaires et suffisantes.

Sous la condition: x; >0 Vi € S. les conditions du ler ordre s'écnvent:
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oL uW u-1 1 u-1
—: X; m(}l.Xj Exi+2xip )+B -A =0

I+u ies  ieN
W(N-S)] -0
7

Q.!

(12) B [ y(8) -

A[WES)- Ix]=0
i€s

D'od la solution:

W(S
- Si —(-I%%—SF
y(S)=0et y(N-S):—“—ZIQ%I’-;§l
> W(S) W(N-S
. -S) )
Xj=—o— VieS et xj:(nL-Sm Vj € N-S
W(S)

-Si ”SW(N 3) < l+pu+l/p:

W(S)-uW(N-S) _ (14+u+p2)W(N-S)-uW(S)
y(S) = T+5 et y(N-S)= (l+y)2
(14)
AV - o w :
Xj = Em) ViES et x; = (s)Y1+p) Vj € N-S
. W(S)
D W(ND) 2 l+p+1/u:
W(N-
y(§=2 o) y(N-$)=0
(15)
.=EW‘S;V:"N'S’ ViEs et x =23 yje N

On peut vérifier que le programme (1.24) ne peut admettre de solutions de bord (toute solution

de ce type procurera une utilité ug inférieure a celle procurée avec les solutions ci-dessus).

Sous I'hypothese W\%(\J_S-')S—)S"‘ et comme on l'a déja souligné, I'équilibre de Stackelberg est

déduit de la résolution ci dessus du programme (I.24). La stratégie de leader utilisée par la
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coalition S est alors définie par la relation (13). En calculant la réponse de la coalition N-S (au
moyen de sa fonction de meilleure réaction), on peut vérifier que I'équilibre de Stackelberg
coincide avec I'équilibre de Nash associé 2 la structure de coalitions dichotomique
asymétrique.

Preuve du lemme 5:

Résolution du programme (1.25)

Ce programme étant convexe, les conditions du ler ordre sont nécessaires et suffisantes.
On obtient les solutions:

DSt p SW\(XI% < 1+1/u alors:
y(S)= WN-S) et y(N-$)=0

(16)

W(N-S)

n OIS yigse x = 23 yje NS

1 F S

2) Si Wv%/% > 1+1/p

W(S)
1+u

y(S)= et y(N-S)= 0

(17

SBWO) e g ek, = WS yie NS

1 S To-

On peut aisément vénfier que le programme (1.25) ne peut admettre de solutions de bord si
u=1 (on montre qu'avec ce type de solution. on obtient toujours un niveau d'utilité ug
inféneur).

Par coantre , si u = 1 les solutions de bord ne sont pas a exclure. De ce fait, la stratégie de

"leader” de la coalition S doit faire l'objet d'analyses séparées selon que =1 ou pu=l.

Les assertions du lemme 5 et 6 découlent immédiatement de l'exploitation des résultats ainsi

obtenus.

Preuve de la proposition 1.6:
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Pour justifier cette proposition, il suffit d'exploiter les solutions obtenues pour les
programmes (1.24) et (1.25) et déduire dans chaque cas de figure, celle qui réalise la maximum
d'utilité pour la coalition S. Commengons par I'étude du cas p=1. Il vient:

a) uzl

a) Si W\%E%)STS u, et comme il a été expliqué précédemment, la stratégie de Stackelberg de

la coalition S n'est autre que la solution du programme (I.24), autrement dit:

y(S)=0
(18)
i = 2) Vies

b) Sius< WV{ISJS-) yS 1/u , de méme que pour le cas (1), la stratégie de Stackelberg de la

coalition S est la solution du programme (1.24), c'est a dire:

_ W(S)-uW(N-S)

y(S) 1+pu

(19)
x, = £V _ ViES

c)Si l/u < W“(/r(sls-) yS 1+1/u , la coalition S joue la stratégie qui réalise le plus élevé des

niveaux:

uW(S)-W(S) . W(N-§)
u . ————————————— N ————
S ( ( us )lES u )

Us((‘&\‘v‘).es' L )

s(1+u) T (e

(20)

Le lemme 5 permet de conclure (comparaison des arguments de ug un a un).

d) Sy 1+1/p < W\ﬂi)-—s 1+1/p+p. 1a coalition S joue la stratégie qui réalise le maximum

(N-S)
des utilites :
( { EW(S) . W(S)
US(( U+ ):ESv T+p )
2D

us (=) es: = )

(1+p)s (1+4)2
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De méme que pour (c), la comparaison des arguments un & un permet de conclure (lemme 5).
e) St W(SYYW(N-S) = 1+1/u+ pu , la coalition S joue la stratégie qui réalise le maximum des
ualités :

EWS -W N-SZ . W(N-S
us(( ()ps( )ies, —(‘Ll)

¥
(22)
w(s . W(S
US(((El';"%%)ies’ TE»T})

Les résultats énoncées dans le le lemme 5 permettent de conclure.

b) Cas u=1

Dans ce cas, l'utilité ug de la coalition S, présente la particularité de n'étre fonction que de ia

seule variable z= ¥ x; , c'est a dire finalement, de la variable y(S) qui représente la
IS

contribution décidée par la coalition S. D'ot  ug# ug (y(S)).

Pour trouver la stratégie de Stackeiberg de S, il suffit de résoudre les programmes (1.24) et
(1.25) par rapport a la seule variable z et de faire la comparaison des niveaux d'utilité
correspondant aux solutions respectives. Comme dans le cas de I'équilibre de Nash, le résultat
différe du cas u = | par le fait que 1a coalition S détermine seulement son niveau de
contribution totale. Elle demeure ensuite libre de choisir une répartition adéquate entre ses

membres et toute répartition adoptée, constitue une stratégie de Stackelberg pour S.

Solutions du proeramme (1.31)

1) St W(S) s W(N-S):

y(S)=0
(23)
(x,)es tel que Tx, = W(S)
1€8
2) Si W(N-S) < W(S) < 3 W(N-S):
- W(N-
(S)= W(S) 5 (N-S)
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(24)
(Xi)ies tel que ¥x; = \;_V
i€s
3) Si W(S) 23 W(N-S)
y(8)= W(N-S)
(25

(xi)ies tel que ¥'x; = W(S) - W(N-S)
1E5

Solutions du programme (1.25)

Ce programme n'a de sens que si W(S) = W(N-S) (compatibilité des contraintes d'inégalités).

Résumons alors 'ensemble de ses solutions:

1) Si W(N-§) s W(S) <2 W(N-S)

y(S)= W(N-S)
(26)
(xihes tel que 3x; = W(S) - W(N-S)
1ES
2) Si W(S) = 2 W(N-S)
_ W(S)
y(S)= ——
(27)
(x,)es tel que ¥x, = W;S)
1ES

La stratégie de leader de la coalition S est obtenue aprés comparaison des niveaux d'utilité

associés aux solutions des programmes (1.24) et (1.25).

Autrement dit:

1)Si 1 < W(S)/W(N-S) < 2, il faut comparer:



up=us ( B(S) -2W(N-S)) et uz=us(W(N-S))

On vérifie aisément que u; > u, . Par conséquent: y;= W(S) -2W (N-S)
2) Si 2 < W(S)/W(N-S) < 3, il faut comparer:

u,= us ( W(S) -2W(N-S)) et uy= Us( WéS))
Dans ce cas, on peut vérifier:
u;2uy si 2< W(SYW(N-S) < 721—_1 et alors y;= W(S) -2W(N-S)
u;<us Si 721—_15 W(SYW(N-S) < 3 et alors y;= %S)
3) Si W(S)Y/W(N-S) = 3, il faut comparer:

u= us(W(N-S)) et us= us( W;S))

- W(S)

On peut facilement vénfier que u; < u; et donc: yg= 3



ANNEXE

CHAPITRE II

SECTION 1II. 2

- Détermination de l'accord coopératif

n

La coalition N doit déterminer donc un vecteur (Xj,...,Xp) qui réalise, sous la contrainte Y w;-
1=]

n
¥ x,>0, le maximum de la fonction:
1=1

n n n
un [Xp,eeXps Y= 3 x’i‘ (3 wi-3xj
=1 1=1 i=1
Les conditions du premier ordre sont nécessaires et suffisantes (voir chapitre I). 11 vient:

n
Oux; 2 %
(28) 3= =0 ViEN cad p xi' ==

1=1

]

Xj

Condition nécessaire:
(29) x;=x; =k VijeN

En vérifiant que k=0 n'est pas la solution cherchée, il vient:

(30) k=W
n(l+p)

Et alors:

w
(31) y(N)=y =1

1+u)




Preuve de la proposition II.2:

En comparant les utilités obtenues par tout membre d'une coalition SET a(x) 2 l'intérieur de
celle ci d'une part, et a I'issue de la coopération avec 'ensemble de la communauté d'autre
part, on déduit la condition nécessaire et suffisante de profitabilité de 1a scission:

[W(S)]i‘ W(N-S) [ ww P w
s 1+p n(1+u) T+u
32) avec
L
Wr< 1+u
11 vient:
s _l+u W,
n K (1+W,)l’l g
(33)
S
Wrs< 1+u
Posons :
W,
(34) sa*(u.Wr )= I;F (l Wr)lnrr
+ Wy

sa*(u.Wr ) est le seuil minimal de la taille relative ;S]- requis pour une coalition de type (a) afin

que le blocage profite a tous ses membres.

D'autre part:

dsa” 1+u p - Wy

- o2 2+
W™ 1 aewyy

*

g%a/—> 0 si Wy < u ce qui est toujours vrai pour S € Ta(u).
r

*
a;z = (pz(|+;v,:)‘+l/#) ( ';" In (1+Wp)- 1)

dsa’ (1
;Z <0si M(u)= "

]>Wr

Il suffit de montrer que M(p)>p/(1+u) car alors M(u) >Wr (puisque g/(1+p)>Wrp).
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Posons T(u)=M(p) - p/(1+p)

T'(u)= ( ) ( W(H}‘)-l) est toujours positif.

Comme T(O) =0 (et T croissante) alors T(u) > 0 Vu€[0,1].
Par conséquent, M(y) > u/(1+u).
D'ol 1a décroissance de s3*(u,Wr) par rapport a .

Preuve de la propesition I1.3:

Il suffit de comparer I'utilité d'un membre de SET¢(u) a l'intérieur de la coalition S i celle

qu'il obtient en respectant I' accord de coopération c'est a dire:

(g W(S) W(S)) (
s(l+u)  1+u n(1+;4) l+;1

On obtient alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'une coalition S ait avantage

bloquer l'allocation coopérative :

W 1+1/
sr=s/n > (]+\£/,) s
(35) avec
Wr 2 LI:‘E‘

D'ot le seuil s¢*(u#,Wr ) qui détermine la profitabilité de la scission pour chaque coalition S en
fonction d'une part, de la grandeur relative de sa taille par rapport a I'ensemble de I'économie,
et d'autre part du niveau de sa richesse relative et du taux de substitution entre bien privé et
public.

Il est facile de vénfier la croissance de la fonction-seuil par rapport a ses deux arguments.

En effet:

6s¢' _ ]+‘U I Wi \I+1/p
WS U wy W

dsc® '“(1+w) (¥ AL
6;1 - l‘- I+W >

Preuve de la proposition 11.4:

De méme que précédemment. une coalition de type (b). préférera le blocage a la coopération
avec les autres si I'utilité de chacun de ses membres au sein de cette méme coalition est

meilleure que celle qu'il obtient dans le cadre de la coopération globale, c'est i dire:
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( s(1+u) )}‘ ( 1+2u ) (n(1+;4) )F ( T+u )

(36) avec
_.L l_ﬁ
1 <Wr<

Cette condition est équivalente a:

( )l+l/;1
1+2u
(37)
K Ly
l+}1 SWrS "

1+1/p
Posons sp " (4)= (1+2i‘)

Isb. _ _Sb (}4) o, 1e2u
( 1+2u )

ou l+y
Posons R(u)= - lf2y +In 1112:

N ] 1
R(F)_l+2;4 ( T+p” l+2;4)>0
Comme R(0)=0 alors R(y) > 0. d'oui la croissance de sp"(4) en j..

Preuve de la proposition I1.5:

Ecrivons les conditions de non profitabilité du blocage pour une coalition S de type (a) et pour

la coalition complémentaire N-S de type (¢) (propositions 1.1 et 11.2):

s 1+}4 W,
n H (I+W)|’U

(=sa*(u,Wr))

(38)
n-s W, \1+1l/u
2 ()

On peut vénfier que cette condition est équivalente a:



1+1/
B

1+ W, <s <(]+ Wr)
1+l -
EoQaew)™ T T
Notons:
1+1/u
1+ W -
(39) Snup (l"wr)':( = r) l+l/}ll
(1+ W)

En conclusion, a2 u et W, donnés, les deux coalitions en présence préférent coopérer et
respecter l'accord a(N) si:

(40) sa*(u.Wp) S = 8,0, (W)

Cette derniere condition ne peut étre satisfaite que si:

1+1/
g W, (1+ Wy
(41) F i+l 4 < ]+l/F
(1+W,) (1+ W)
C'est A dire:
W
(42) L o

I+lip <
(1+ Wy TVE I

Fixons Wr.(< 1) La condition (42) est alors équivalente a:

Log(1+Wrp)

(43) k= Log 2 - Log(l+ Wy¢)

En tenant compte de la condition Wy < T%(la coalition la moins riche est de type (a)), on

obtient I'encadrement suivant de u:

Wl’ Iﬁg(l+Wr)
T-W; “#<Log 2- Log(1+ Wy)

(44)

Il est aisé de montrer que quelque soit la valeur de Wy (<1), la borne inféneure de l'intervalle

décnt dans ([1.35) est toujours inférieure 4 la borne supérieure. En effet, cela est équivalent A
Log(1+Wy)
—w—

> Log 2. ce qui est toujours vrai, puisque le membre de gauche est une fonction
r

strictement décroissante sur ]J0.1] et bornée inférieurement par 1.



Preuve de la proposition I1.7:

Il suffit d'écrire la condition de non profitabilité du blocage pour la coalition S et N-S de types
(b):

1+1/pu
(1+2}‘ ) (=sp*(p) )
(45)
- 1+1
ns 1+u ) +lip
n 1+2u
Cette condition est équivalente a:
1+lp |
Y (1+ £
T+p \I*HVE s 1+u
(46) 1+2;4) <nc= a _l}i_)nny = Ssup(¥, 1+;4)
H
1+1/
e (e
La condition (46) ne peut étre vérifiée que si: (1 2}4) < ™ _g_)1+”}‘ , C'est a dire:
1+u

l+lp
(47) (l+1+#)

It suffit a présent d'observer que la condition (47) est toujours vraie quand O<u<1 (le membre

de gauche est décroissant par rapport 3 u et sa valeur en u=1 est égale 2 9/4 > 2).

Preuve de la proposition I1.8:

1) T={S,N-S} € Z‘: ({S.N-S}structure de coalitions dichotomique asymétrique):

En tenant compte des équations suivantes, associées a I'équilibre de Nash et a I'accord

coopératif a(N):
y(S)=0
W(N-S
(48) y(N-S)= 5>
v
=3

La condition (I1.13) s'écnt:

91



W(S).W(N-S) W2 - W(N-S)
—w =N STy

(49

W(S).W(N-S) W2 .- W(N-S)
W < W

II suffit de remarquer que I'inégalité est toujours vérifiée

pour énoncer le résultat:

2) t={S,N-8} € 2‘: (structure de coalitions dichotomique symétrique):

Les équations associées a I'’équilibre de Nash et a I'accord coopératif a(N) s'écrivent:

y(S)= 2W(S)-3W(N-S)

_2W(N-5)-W(§)
- 3

(50)  y(N{S)

w
y=5

[a condition (I1.13) s'écnt:

2w 5w
(51 5 = I;X, T

Une telle répartition est donc toujours possible.
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2eme PARTIE

Les problemes de concentration en organisation industrielle

INTR CTION

Les phénoménes de collusion en contexte oligopolistique ont donnés une abondante littérature
depuis que Stigler [1950, 1966], releva un facteur intrinséque d'instabilité de tels phénomenes,
a savoir la plus grande profitabilité pour les firmes a rester en dehors d'un tel processus
coopératif. Les firmes préférant "laisser faire" la coopération plutot que d'y prendre part, on se
trouve, devant un frein efficace a I'évolution du marché vers des structures concentrées. En
fait, s'il s'agit de fusion, 1a menace vient du peu d'empressement des firmes a y participer (ils
obtiennent de meilleurs profits en observant la fusion). S'il s'agit de cartels, s'ajoute une
menace supplémentaire: les firmes conservant leur indépendance’, certains membres peuvent
décider de trahir I'accord coopératif conclu.

L'analyse de ces processus de collusion a donné naissance a deux types de littératures, une
traitant des problémes de fusion-acquisition (voir par exemple les travaux de Salant, Switzer,
Reynolds [1983], Deneckere, Davidson [1984, 1985]) et I'autre des processus de cartellisation
(entre autres D'Aspremont, Gabszewicz, Jacquemin et Weymark [1983], Porter [1983],
Donsimoni [1985], Postiewaite et Roberts [1977]...).

Dans le chapitre III. nous exposons le modéle général qui sert de base a |'ensemble des
questions que nous soulevons que cela soit dans un contexte de fusion ou de cartellisation.
Nous nous plagons dans un contexte de différenciation horizontale et supposons qu'une firme
multi-produits est confrontée i une frange concurrentielle composée d'un nombre fini
d'établissements indépendants. Tous les établissements sont supposés installés sur le marché et
disposés symétriquement sur un cercle de périmétre unité (modele de Salop [1979)). Nous
supposons dans un premier temps que la chaine d'établissements appartenant a la firme multi-
produits est "continue” dans le sens ol tous ces établissements sont disposés de fagon
adjacente sur le cercle. Un jeu s'établit alors entre la firme multi-produits (a travers ses
différents établissements) et les établissements indépendants de la frange concurrentielle. Nous

montrons I'existence et l'unicité d'un équilibre de Nash symétrique. Nous comparons a

5 Dans cenarns cas, 1l peut amver que des translerts latéraux arent heu a I'inténeur du cartel et donc que le profit
des paricipants ne se hmute pas d'une fagon irréversible 3 leur profits individuels. Ces transferts vont dans le
sens d'un renforcement du cartel (Cramton et Palfrey [1986]. Kihistrom et Vives {1988]).
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I'équilibre, les prix, parts de marchés, et profits de tous les établissements en place ainsi que
leur évolution selon les différentes variation possibles des paramétres (taille de l'industrie, de la
firme multi-produits et de la frange). Dans un deuxiéme temps, nous supposons que
I'ensemble des établissements de la firme multi-produits n'est plus connexe. Nous
caractérisons alors 1'équilibre de Nash associé et effectuons le méme travail de comparaison
que précédemment.

Dans le chapitre IV, nous analysons différents problémes liés a la stabilité des opérations de
fusion et de cartellisation. Trois parties composent ce chapitre. La premiére consiste en une
bréve analyse du contexte de fusion-acquisition notamment a travers le phénomeéne classique de
free-riding'qui y est associé. La deuxiéme partie est consacrée i la stabilité d'un cartel vis a vis
de 1a menace de défection d'un de ses membres ("trahison” de l'accord). La troisiéme partie
étudie la stabilité du cartel et en général de la structure du marché quand dans un cadre de libre
entrée.

Dans la premiere partie, nous reprenons le modele du premier chapitre et les résultats qui y sont
obtenus, nous supposons toutefois que la firme multi-produits cherche a fusionner avec des
établissements exténeurs, en vue d'accroitre sa gamme, de réduire l'intensité de la concurrence
et de permettre ainsi une élévation générale des prix débouchant sur une amélioration de son
profit. Dans un contexte de fusion, les firmes participantes maximisent leur profit joint tout en
opérant si nécessaire les transferts latéraux qui rendent le profit de chacune meilleure que dans
la situation initiale de concurrence. C'est ainsi que nous analysons I'incitation a fusionner selon
que celle ci augmente ou diminue le profit joint des firmes participantes. Le probléme est de
déterminer les facteurs qui concourent a freiner ou a favoriser la multiplication des fusions et
donc la convergence vers une situation de monopole. Salant, Switzer et Reynolds [1983],
Davidson et Deneckere [1984] montrent que dans un modéle de Cournot, la fusion réduit ie
profit joint des entreprises et donc en compromet les chances de réalisation. La situation est
différente dans les modeles de concurrence en prix. Deneckere et Davidson [1985] montrent
qu'tl y'a toujours dans un tel cadre, incitation a fusionner car la fusion augmente toujours la
somme agrégée des profits des participants. Iis montrent également le bien fondé de
I'observation de Stigler. a savoir que c'est aux firmes restées en marge du processus que cette
fusion profite le plus. Ce phénomene, appelé "free-riding” ou probléme du "cavalier seul” va
focaliser I'attention d'un grand nombre d'auteurs et va constituer I'argument le plus marquant
pour expliquer les difficultés des processus de collusion. Nous montrons en s'appuyant sur
notre modéle, que ce phénoméne n'est pas systématique. Nous produisons des exemples
donnant une idée de la fagon dont la taille relative de la firme multi-produits (par rapport a celle
de l'industne) détermine l'existence du "free-rider”.

Dans la deuxiéme partie, nous supposons que la firme multi-produits est en fait un cartel
composé d'un nombre fini de firmes en concurrence avec une frange composée d'un nombre

également fini de firmes. A la différence d'un contexte de fusion, les firmes regroupées dans
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un cartel n'abdiquent en rien leur souveraineté, et certaines peuvent & tout moment se
désolidariser des autres partenaires. A 1'intérieur des cartels, les transferts monétaires ne sont
pas admis ou tout au moins ne sont pas systématiques, si bien qu'un membre ne peut compter
sur une éventuelle redistribution de profit a l'intérieur du cartel pour y améliorer sa position.
Outre I'existence du phénomeéne de free-riding observé lors d'une fusion, s'ajoute alors un
probléme spécifique qui découle directement de l'indépendance supposée des firmes dans un
tel contexte: la menace de "trahison” de 1'accord coopératif conclu entre les membres du cartel.
En effet, un cartel se forme pour engager un processus d'élévation des prix (ou diminution
d'output) afin d'approcher le plus prés possible la position du monopole. La "trahison"
consiste alors dans la déviation d'un membre du cartel de la stratégie coopérative conjointement
décidée (prix ou output). Stigler [1966] (mais aussi Posner [1976]), suggéra I'idée que
l'accord donnant naissance & la constitution d'un cartel est d'autant plus facile a conclure et 2
préserver que les produits sont homogénes. Il faut cependant tenir compte du fait que la
trahison s'aveére plus profitable en présence de produits homogene en raison de l'importance de
I'élasticité de demande des firmes (Davidson [1983]). D'un autre coté, et pour la méme raison,
comme le note Ross [1992], 1a répression des déviations par chute des prix est plus sévére
dans un contexte non différencié. S'impose donc la question du lien qui peut exister entre le
degrés de différenciation et la stabilité des cartels. C'est 'objectif par exemple des travaux de
Ross [1992], Chang [1991]. lis montrent la difficulté a soutenir la collusion quand le degré de
substituabilité des produits est trop grand. D'une fagon générale, relativement peu de travaux
se sont orientés vers l'analyse de la collusion sur un marché différencié et notre modéle
s'inscrit aussi dans le prolongement du type d'interrogation contenu dans les deux travaux
précédents. Le modele (défini sur un marché différencié€), a la différence des modeles
traditionnellement utilisés pour traiter de la stabilité des collusions (Davidson et Deneckere
[1984], Deneckere et Davidson [1985]), les prix a I'intérieur du cartel sont naturellement
différenciés comme sont différenciés les prix a l'intérieur de la frange. Cela, correspond a
I'idée qu'une différenciation des prix traduit simplement les différences de degré de
substituabilité (qui se traduit par les différences de localisation) entre d'une part, les membres
du cartel entre eux et d'autre part, ces firmes et les établissements de la frange. L'idée que nous
avangons est que la stabilité d'un cartel dans un contexte de concurrence par les prix dépend
directement du critére d'agrégation en regard de la position de chaque membre du cartel vis a
vis de la concurrence exténeure. Un critére adopté peut avoir pour effet de favoriser certains
membres et il est alors possible de repérer les membres du cartel qui profitent le moins de cet
accord et qui sont susceptibles de ne pas le respecter. Le modéle présente ainsi I'avantage de
permettre cette analyse et donc la détection des "zones" les plus vuinérables du cartel (vis a vis
de la trahison), et leur évolution quand la taille de celui ci augmente. On montre entre autres
qu'en général, les établissements périphériques (les plus proches de la concurrence extérieure)
n'ont jamais avantage a se désolidariser du cartel, alors que les établissements adjacents a cette

périphérie sont fortement prédisposés a trahir I'accord. D'un point de vue conceptuel, nous

97



nous appuyons sur des notions de stabilité proposée par D'Aspremont, Gabszewicz,
Jacquemin et Weymark [1983] et qui constituent un apport fondamental dans l'analyse
théorique de la stabilité des cartels. Dans un contexte de produits homogénes, sont définis en
effet, des concepts pertinents de stabilité (intérieure et extérieure). Ces notions, en intégrant les
interactions entre le cartel et les firmes extérieures, proposent les régles sur la base de quoi doit
s'opérer I'extension du cartel pour aboutir i la position de concentration maximale du marché,
c'est & dire le monopole. Un cartel est dit stable intérieurement si aucun membre n'a avantage 2
rejoindre la concurrence exténieure. Il est dit stable extérieurement si aucune autre firme de la
frange (concurrence extérieure) n'a avantage 2 le rejoindre. Ces concepts sont toutefois
spécialement définis pour un contexte d'industrie a produits homogénes qui induit une égalité
des profits des membres du cartel. Nous proposons une adaptation de ces notions 2 la lumiére
des spécificités de notre modéle, 3 méme d'intégrer la présence de différenciation existante
entre les profits que cela soit 2 l'intérieur ou a l'extérieur du cartel. Nous donnons alors
quelques exemples de cartels stables a la fois intérieurement qu'extérieurement en faisant varier
la taille relative de ces demiers.

Le demier point sur lequel nous voulons insister est le suivant. Le modele de Jacquemin et Alii
se base sur une hypothése largement utilisée dans la littérature: 'hypothése de "price
leadership” du cartel. L'idée, déja suggérée par Markham [1951], selon laquelle ce processus
observé sur les marchés cacherait en fait d'illicites collusions, a été reprise et enrichie pour
enfin étre 2 la base de nombreux travaux sur la stabilité des cartels (voir par exemple
Donsimoni, MacLeod [ 1984}, Donsimoni, Economides, Polemarchakis {1986}, Donsimoni
[1985])). C'est dans ce cadre, que Jacquemin et alii montrent l'existence pour une taille finie de
l'industrie, d'un cartel stable (c'est a dire, a la fois intérieurement et extérieurement). Le point
fondamental qui semble limiter quelque peu la portée de ces travaux est justement I'utilisation
de cette hypothése de leadership prétée au cartel. D'Aspremont, Gabszewicz, Jacquemin et
Weymark {1983], formulent eux mémes en conclusion 2 leur articie, des réserves associées a
cette hypothése. En effet. la plus importante critique qu'on peut apporter a cette derniére est ses
étroites options stratégiques. Les firmes ont seulement deux options: choisir de faire partie du
cartel dominant et adopter le prix en vigueur ou faire partie de la frange et adopter le prix que ia
frange détermine en "preneuse” de prix (du cartel). Les firmes représentant cette concurrence
extérieure sont dites alors "free-riders” car profitant plus que les autres de la cartellisation. 11
ressort donc que le phénoméne de trahison est imparfaitement pris en charge dans ce type de
modéle. Cette observation, qui nous semble fondamentale, nous a conduit a construire le
modeéle sur la base des équilibres stratégiques classiques de théorie des jeux. Le jeu est 2 la fois
coopératif (entre les membres du cartel) et non coopératif (un équilibre de Nash s'établit entre
le cantel et les autres firmes de la frange). C'est dans ce cadre, que nous analysons le probléme
de 1a stabilité de 'accord en prix par rapport 2 la menace de défection d'un des membres du
cartel ("trahison”).



La derniére partie du chapitre IV est consacrée a I'autre facteur potentiel de déstabilisation des
cartels, & savorr I'entrée d'une nouvelle entreprise sur le marché. Nous nous placons alors dans
un cadre de libre entrée et suivant la localisation choisie par un entrant potentiel, comparons les
profits obtenus et les chances de réussite de cette entrée. Tout en déduisant les localisations qui
rendent possible cette entrée, nous donnons celle qui procure un profit maximum a !'entrant.
Nous analysons les possibilités pour le cartel de se prémunir contre cette menace d'entrée en
recherchant une politique de prix limite qui ne remette pas en cause la cohésion du cartel, c'est
a dire 1a non-trahison de l'accord. Nous envisageons enfin le cas ou I'entrant rejoint le cartel
(augmentation de la taille de celui ci, celle de la frange restant fixe). Nous analysons 1'impact
de cette entrée sur les prix, parts de marché et profits de différents établissements de l'industrie
en fonction de la taille de celle ci et de celle du cartel.



APITRE II1

RME MULTI-PRODUITS ET RRE XTERIEURE

I1.1. Cadre d'analvse

Le marché est représenté par un cercle de périmétre unité ol sont répartis a la fois les
consommateurs (suivant une loi uniforme) et un nombre N d'établissements appartenant a un
nombre donné de firmes (modéle de Salop [1979], variante du modéle d'Hotelling [1929]) . Le
nombre maximal de ces établissements actifs est déterminé selon la valeur d'un cotit fixe C;
d'entrée sur ce marché. Les firmes produisent ie méme bien (différencié) avec un cofit marginal
de production supposé constant (que nous prendrons nul sans perte de généralité). Un
consommateur x achétera une unité de bien a I'établissement qui lui coiitera le moins, c'est a

dire qui minimisera :
(I1.1) Ui (x)=p; + [d(G.x))2  i=1,....N

ou d(i.x) est la distance la plus courte que doit parcourir ie consommateur pour acheter le bien &
I'établissement i, [d(i,x)]2, le cofit de transport associé a la distance d(i,x)¢ et p;, le prix auquel

est vendu le bien par I'établissement 1.

Réparties symétriquement sur le cercle, les établissements vendent le méme bien (différencié
par la variété). Pour tout N-uplet (p;....pN) de prix affichés par les N établissements en place

sur le marché, l'expression de la fonction de bénéfice individuel de I'établissement i s'écnt:

(an.2)  Bi(p1..pN) = pi Di (prs-pn) i=1,.N

ou D, (.) désigne la fonction de demande associée a 1'établissement i.
Par ailleurs, quand i=1, I'établissement (i-1) désignera I'établissement N et quant i=N,

I'établissement (i+1) désignera I'établissement 1.

6 Le coGt de transport quadrauque assure l'existence de l'équilibre en pnx (D'Aspremont, Gabszewicz et
Thisse {1979)).
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Cela posé, les seuls concurrents d'un établissement i seront nécessairement les établissements
i-1 et i+1 qui lui sont adjacents2.

Dans notre modéle, on considére le cas d'une firme multi-produits (ou groupe industriel Gy)
détenant n établissements supposés adjacents, en concurrence avec g(=N-n) établissements
appartenant 2 q firmes mono-produits. Cette firme: voit donc son pouvoir sur le marché limité
par l'existence de cette concurrence extérieure représentée par ces q établissements
indépendants ("outside-goods" de Salop [1979]).

On notera G, ={1.....,n} 'ensemble des établissements appartenant au groupe industriel G, et
Fg={n+1.....,n+q} les q établissements indépendants appartenant a la frange concurrentielle.
L'existence du colt fixe Cy nous contraint & n'envisager que les équilibres en prix qui donnent
une part de marché non nulle aux établissements en place, si bien que les seuls concurrents
directs d'un établissement i sont les établissements i-1 et i+1 qui lui sont adjacents. On note

alors:
D; (p1,-..pN) = Dy (Pi-1.P0Pis1)
B, (p1,-.pN) = B, (p-1,PisP1+1) 1=1,...N

La part de marché d'un établissement i s'écrit (voir détail du calcul en annexe):

N 1 . 1 1
D; (pi.i.pi-pi+1) =- Npi + > (Pi-1+Pi+1) + N S P<s3 (Pi-1+Pi+1) +§7

(111.3)

. 1 1
D, (pi1.p1Pie1)=0 St pi2 5 (Pi-1+Pis)) + m
La fonction de profit de V'établissement i est donc:

) ! :
Bl (P1-1sPrsPi=1) = - N Pt N( i(Pl-l"'pH'l) + Nj-) Pi

: ] 1
(11.4) St pi<§'(pi-l+pi+l)+'ﬁ2'

B, (pi-1.PiPi+1)=0 sinon

2 Du fait de la convetté du coft de transport. cc résultat n'est plus vrai dans le cas d'un colt stnciement concave.
ob la pan de marché d'un magasin n'esl pas nécessairement un iatervalle connexe.
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Les entreprises s'installent sur le marché moyennant le cofit fixe Cy qu'elles doivent
nécessairemnent couvrir par le profit. D'ou la condition de viabilité d'un établissement i:
v) B; (pi-1.Pi-Pi+1) 2 Ct

On peut alors définir I'ensemble des vecteurs prix pour lesquels N établissements sont viables:

vN (Cp= {(p1,-...pN) €[0,+[ °/ V i €{1,....N}, B; (pi-1,pi,Pi+1) 2 Cr }

II1.2. Cas de N _firmes mono-produits (n=1)

Ce cas particulier correspond au cas classique d'une concurrence a la Bertrand-Nash entre N
établissements indépendants.

Définition 111.1
Un équilibre de Bertrand-Nash entre les N établissements indépendants est un vecteur de prix
(p,"....pa") tel que:

Vie{l,..n}. Bi(Pi. ... Prt + P PrsiesPr) < Bi(p1, .., pn) V p; € R

Proposition IIl.1

L'équilibre de Nash en pnix est donné par:

1
(111.5) P = R i=1,...N

Preuve

A p,, et p,,, donnés, tout établissement i (i=1,...,N) réagit en affichant:

p.=argmax B, (p.,.p.Pi1)
p.eR”

L'équilibre de Nash est alors donné par les conditions du premier ordre:

] ]
(lll6) pI:a‘(pl-l+pnol)+N izlv--vN

Le systéme (I11.6) est un systéme d'équations linéaires récurrentes a coefficients constants dont

la solution est 1a somme d'une solution du syst¢éme d'équations homogénes associés et d'une

solution particuliére. On donnera plus loin une démonstration dans un cas plus général.
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Si D; et B; désignent respectivement la part de marché et le profit de I'établissement i

1'équilibre, il vient:

(I11.7)
i= 1,..,N

Viabilité

Si I'équilibre de Nash s'établit, le nombre maximal S de firmes viables sur le marché est
(condition de profit nul):

(111.8) S=E( )

Crl/3

( E(x) désigne la partie entiére de x )
C'est a dire:

. L 1
(pi» . Px)EVVC) < NsE [ C‘.l/3]

II1.3. Firme multi-produits G_et concurrence extérieure (n>1)

111.3.1. G connexe

Nous supposons dans cette section que la firme G détient n établissements adjacents. Nous
appelons cette chaine d'établissements adjacents Gy, c'est a dire: G;={1....,n}. De la méme
fagon, nous notons Fg={n+1, ....,n+q} la suite continue de q établissements adjacents

composant la frange concurrentielle.
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On définit sous forme normale le jeu en prix qui s'établit entre les firmes par les espaces de
stratégies X;=[0,+[ (pour i= n+1,..,n+q), Xg=[0,+=}* (pour la firme multi-produits G,).
Autrement dit, chaque firme appartenant a la frange choisit un prix (dans [0,+[) en prenant
comme donné le prix affiché par tous les autres établissements de I'industrie alors que la firme
Gy choisit (dans [0,+]?) un vecteur de prix associé a |'ensemble de ses établissements,
prenant comme donné les prix affichés par la frange. Pour choisir son prix, chaque
établissement 1 de la frange maximise son profit B; (i=n+1,..,n+q) alors que pour choisir son

vecteur prix, le groupe industriel G,, maximise la somme des profits de ses établissements

n
Bga= ¥ Bi(pi-1,Pi,pi+1)- 1l s'établit alors un équilibre de Bertrand-Nash entre la firme G, et
1=1

les q établissements extérieurs une fois que tous les joueurs sont installés sur le marché.
Adoptons la notation suivante pour les valeurs d'équilibre des paramétres:

px (i, Gp), Dx (i, Gy), Bu (i, Gy) désignent respectivement le prix, part de marché et profit
d'équilibre de I'établissement i quand il appartient au groupe G, et quand la taille de I'industrie
est N (ou, quand la frange compétitive est composée de g=N-n établissements).

px (i, Fg), D (i, Fg), Ba (i, Fg) désignent respectivement le prix, part de marché et profit
d'équilibre de I'établissement i quand il appartient a la frange Fg et quand la taille de l'industrie
est N (ou, quand la firme multi-produits détient n=N-q établissements).

Si on se limite a la recherche d'un équilibre de Nash en prix qui assure des parts de marchés
non nulles aux établissements installés alors:

Proposition II1.2

L'équilibre de Nash existe et est unique. Il est donné par les relations:

) ] (n-1). . )
pn (1, Gp) = N2 [1+ nz_el:l*g + (n+ i - 2] i=1,...,n
1 (n-1)e
9] px (n+k, Fo)= l+ ———*d k= 1.....
(119} px (nk. Fop= g [ 1+ 508 q
avec ey g = Qy - (0-By). Gar , o= (2+V3)K et By= (2-V3)K.
Ba+1-Oqe1

Preuve

La firme multi-produits G,, détermine un vecteur de prix (py...,pp) Qui maximise la somme des

profits de tous ses établissements. Ecrivons la fonction objectif de cette firme:
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n n-1
Bg,= _ZlBi(levpi’piH): B](Pn+q,P|,P2) + _ZzBi(Pi-l,pivPi+l)+ Bn(Po-1,Pn-Pa+1)

La firme multi-produit a un contrdle direct de tous les prix sauf py. €t py.q affichés par les
établissements périphériques de la frange et qui influent directement sur ses établissements 1 et
n.

Cela étant posé, et py,y €t pp.q €tant donnés, la firme Gy doit résoudre le programme:

n
max 3 Bi(pi-1.Pi-Pi+1)
Pi.Pa 171

D'oll les conditions du premier ordre:

1 |
p= f(pl—l".'pwl)* N2 i= 2...n-1

1 1 )
("110) P1= §p2+ an+q+mf

1 1 |
Po= ipn-l"’ me—l + z_ﬁg'

Considérons a présent les établissements de la frange concurrentielle et rappelons que par
CONVention, Poeger= Pi- A Ppewt €l Preisr dONnés, un établissement n+k (k= 1,...,q) appartenant

a la frange affiche un prix solution du probléme:

max Bk (Pnei-1:Pn+k-Pnek+1)
pntkER‘

D'oti les conditions du premier ordre:

1

1
(If1.11) pn,,kzz(pmk_ﬁ—pmk,,,)-fm k=1....q

Il nous faut résoudre le systeéme global (111.10) et (Il1.11). D'abord, résolvons le systeme
(111.10) qui nous donnera le vecteur de meilleure réponse (p;)iz1, o de la firme G, aux pnx
affichés par les établissements n+q et n+1 adjacents a sa périphérie. On fera ensuite de méme

pour le systeme (II1.11).

Reécnivons les systemes (I11.10) et (I11.11):
1 1 )
p= §(P|»|+P.4|)+ N T 2,...,n-1
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1 1 1
dii2)yf p= 3 P2t 7 Pnqt N2

1 1 1
Po= 3 Po-1% 7 Pn+1 + N2

1 1
Po+k = .y (Po+k-1*Pn+k+1) + Z—r:ﬂ- k=2,..,q-1

1 1
(IIL.13)]  pan1= Z( Po+Pn+2) + N

1
Pn+q= 4-( pl+pn+q-]) + 2-—-N—2

Prix d'équilibre des établissements de la firme G:

Résoudre le probleme (II1.12) revient a chercher la solution d'un syst¢me de (n-2) équations de
récurrence linéaires A coefficients constants d'ordre 2 avec la donnée de deux "conditions
initiales” que sont les deux derniéres équations du systéme (voir par exemple Archinard et
Guerrien [1988], pp.475492).

Par conséquent, toute solution du systeme (111.12) est une solution du systéme d'équations
homogenes associées (conditions initiales exclues) additionnée a une solution particuliére du
systeme (I11.12).

Considérons donc les équations homogénes associées au systéme (I11.12):

(111.14) %—p,_l -pt lip,,l =0 i= 2,....n-1

L’ensemble des solutions forme un espace vectoriel de dimension 2 . En en déterminant une
base. on génére tous les vecteurs appartenant a cet espace. Pour cela, cherchons les solutions
du type p,= u' avec u>0.

La seule solution de ce type est po=1

Par ailleurs, (i u') est également une solution. De plus, elle est linéairement indépendante de
(Ho)).

La solution générale du systéme d'équations homogenes s'écrit donc:

r(ug') + s (i po') avec (r.s) € R2, c'est A dire (r+5 i)j=2. .|

Déterminons a présent une solution particuliére du systéme:

(HL.15) %p._‘-pﬁ%p,,,:-ﬁ i= 2...n-1
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On peut vérifier qu'une constante (polyndme de degrés 0 en i) ou un polyndme en i de degré 1
ne sont pas solutions. Par contre, en passant a2 un degré immédiatement supérieur, c'est a dire

en cherchant une solution de la forme p;= a.i2 il vient: a= -

1
2N-
Par conséquent, une solution générale du systeme (I11.15) est telle que:

(II.16)  pi=r+si 2_1N?

La solution du systéme (I11.12) sera déduite de la prise en compte des deux conditions initiales:

D SRR SO I
P1= 5 P2+ 7 Pniq Nz

(111.17)
D SRS N I
Pn= 3 Pn-1 4 Pn+1 2N2

En appliquant (I11.16) dans (111.17), il vient:

_ 1_ _ Pn+qPn+1 n+l
r=7Po+1 e S50 *OIN2
Le systéme de prix de meilleure réaction de la firme G, aux prix pp.q €t pp+; est alors:

1 1 ( Posi- 1 .
(L18)  py= 5 Pneq + 7 ( B2tlBuze r;;zl i-sgzi? =l

Pnix d'équilibre affichés par les établissements de la frange:

Une solution particuliére du systéme d'équation (111.13) (les deux conditions initiales exclues)

est p;= N De plus. on vénfie que la solution du systéme d'équations homogénes associées

est de la forme:

Prek= W(2+V3)K + v (2-V3)k  k=1..4
(I11.19

avec u= u(pp.p1) et v= v(pn.p1) des nombres réels.
Posons o= (2+V3)k et B = (2-V3)K

Les fonctions u et v sont déterminées en tenant compte des "conditions initiales”, c'est a dire :

1
2N

1
Pn+1= I(Pn‘*pn*l’) +

(111.20)
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1
Po+g= 4—( P1+Po+g1) + N

En appliquant la relation (I11.19) dans (111.20), il vient :

(1I1.21))

B + 1 + 1' + +
U(Pa,p1) = —g;l'Pn- APrt —2‘%—1
1 Qg+ 1+
V(PurP1) = £ P1- ﬁq' Pn- Aa;}*z'
q

Avec Ag= Bq+1 - otq*'l

Les prix de meilleure réaction des établissements de la frange aux prix p,et p; affichés a

I'exténeur sont donc donnés par les relations:

(H1.22)

Pn+k= u(p,,,p,).(2+\/3o)k + V(pnp1)-(2-V3)k k=1,...q

Avec:

Bas 1-Ag+
U(anpl)z_g_l M

!
A P AP A N2

1 aq. l+ag.
V(PaP1) = - PI- ij' Pa- Aqar:z'

(Aq: Bq+l ) aq+l )

Equilibre de Nash:

It s'agit donc de chercher le systéme de prix (pi,-...Pn+q) Solution du systeéme (II1.10) et

(IT1.11). I suffit alors simplement de chercher un tel systéme de prix solution des systémes

(I11.18) et (111.22), et nous obtenons les pnx d'équilibre:

. 1 (n-1). . . .
pn (. Gp) = NG [l+ n2-c,:m+ (n+1h - |-] i=1,...,n
. _ | (n-1).e _
(“l_‘;)‘ pN (n+k. Fq) - -N_i [|+ —-2_—el;-‘g‘] k— l....,q

1-a
Avec g g = 0 - (0 -By). —al

Bq+l'aq+l
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Le modéle étant symétrique, on cherchera une solution qui vérifie cette propriété, c'est a dire
telle que les prix affichés aux "bords" (firmes 1 et n) de la coalition (1,..,n) soient égaux ainsi
que ceux affichés par les établissements périphériques de la frange concurrentielle. En dérivant
pn (n+k, Fg) par rapport a k (q étant fixé), on déduit que les prix affichés par la frange
décroissent & mesure que l'on se dirige vers les établissements centraux, c'est a dire que l'on
s'éloigne de la "zone" de collusion (1,...,n) ol la concurrence est relativement moins intense.
Ses établissements (n+1 et n+q), les plus proches des établissements périphériques de la
coalition, affichent un prix plus bas que ceux affichés par les établissements n et 1 (périphérie
de la coalition). Par ailleurs, en dérivant py (n+k, Fg) par rapport 4 q (2 n fixé), on déduit que le
prix affiché par tout établissernent k décroit 2 mesure que le nombre q d'établissements de cette
frange augmente.

Au centre de la coalition (1,...,n), les pnix sont les plus élevés. Ils s'amenuisent 3 mesure que

I'on s'approche de la périphérie (dérivation de pn(i, G,,) par rapport 21, a2 n et N fixés).

Parts de marché d'équilibre

L'équilibre de Nash en prix donne des parts de marchés non nulles. Elles s'écrivent:

Dx(1, Ga) = Dx(n. o) =y + AR
(11.24) | D (1, Gp) =71N' i=2,...,n-1
D 1 (n-l).ek
x (n+k, Fq)=N-+m‘§' k= 1....q

It apparait de (I11.24) que les établissements de la frange obtiennent des parts de marchés de
plus en plus réduites & mesure que leur emplacement s'éloigne de la "zone de collusion”
(1.....n) (décroissance de Dx (n+K. Fq) par rapport a k).

Hormis ses établissements périphériques 1 et n (qui enregistrent des parts de marchés plus
importantes), la firme G, enregistre une demande d'égale valeur pour ses établissements "hors-
périphérie”. Par ailleurs, la demande adressée a ses établissements périphériques est moins
importante que celle adressée a leurs concurrents directs dans la frange, c'est a dire les

établissements n+1 et n+q.

Profits d'équilibre

De (111.24) et (111.9), nous en déduisons les profits réalisées par les différents établissements:

[n+1-e; ol[(n4)e o+ 6]
4N3 (2-e,‘q)2
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(1.25) | BuGi, Gp) = s [1+ B2 2Lt e - 2] 2,001

4N3

Bn(n+k, Fg) = [1 (n-Dexg ] k=1,...q

Les établissements 1 et n obtiennent toujours les profits les plus élevés dans G, (figure ci
dessous). Les établissements qui leurs sont adjacents (2 et n-1) obtiennent par contre les profits
les moins élevés.

Les prix affichés a la périphérie de la firme G, donnent aux établissements (1 et n) proches de
la concurrence extérieure des parts de marché trés supérieures aux parts de marché des
établissements qui ne sont pas soumis 2 la concurrence directe de la frange. Par voie de
conséquence une large part du profit total de la firme G, provient de ces établissements
"satellites” (comme le montre la figure ci dessous) alors que ces établissements adoptent une
politique délibérée de guerre des prix en bradant le pnix du bien pour concurrencer la frange par
le biats des établissements n+1 et n+q.

4

1 2 n/2 n-l n

Profits réalisés par la firme G.

Ainsi, les établissements qui sont les plus proches des firmes 1 et n sont crédités de profits
nettement inférieurs a leurs partenaires méme si 'appartenance 2 la coalition (1,....,n) leur
apporte un surplus strictement posmf par rapport 2 la situation antérieure.

On vénifie en effet: By (2. G, )> B-, et Bu(n-1, G,) > Bn 1

La situation a l'inténieur de la frange est différente. Les profits sont décroissants & mesure que
I'on s'éloigne des établissements 1 ou n, c'est a dire de la zone d'implantation de la firme
multi-produits G,,. Les établissements les plus proches de cette zone sont ceux qui bénéficient

le plus des effets externes positifs du comportement collusif des établissements 1 & n. Dans
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cette zone, les prix y sont élevés mais ces effets externes s'amenuisent & mesure que l'on s'y

éloigne.

Il est également intéressant de regarder I'évolution des prix, des parts de marchés et des profits
quand la firme G, fait I'acquisition progressive des établissements de la frange. Ceci revient a
calculer la valeur de ces paramétres quand n vane (a N fixé).

Nous nous limitons aux établissements ayant des positions particuliéres au sein du cartel et de
la frange. De ce fait nous allons nous intéresser aux établissements périphériques (n et n+1),

ainsi qu'a I'établissement n-1.

Les figures (II1.1), (I11.2), (IT11.3) tracées sur la base de la valeur 13 de N donnent une idée sur
les variations des facteurs prix, demande et profit quand la taille de G, augmente .

L'augmentation de taille de la firme G, (et donc la diminution de la taille de la concurrence
extérieure) entraine en particulier une élévation générale des prix des établissements n-1, n, et
n+1. Le prix affiché par I'établissement n croit a un rythme bien plus rapide que celui de n-1 et

n+1 (figure (I11.1)), alors que c'est I'établissement n+1 qui accuse la progression la plus lente.

L'établissement qui va profiter le plus de I'expansion de la firme Gy, d'un point de vue tarifaire
c'est donc celui qui se trouvera a la périphérie de celle ci . Par contre, du point de vue de la part
de marché, c'est le phénoméne inverse qui se produit (figure (I11.2)). Non seulement, le
concurrent direct de la péniphéne de G, (I'établissement n+1) récupére une part de marché

supérieure 2 celle de Gy, mais celle ci croit plus rapidement & mesure que n augmente.

Les profits de ces trois établissements augmentent 2 mesure que la taille n devient grande.

La figure (I11.4) permet de comparer la fonction de profit de ces établissements quand n vane.
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établissement n-1

0.024 établissement (n+1)
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0

Figure IIL.1
Evolution des prix & ia périphérie du cartel, & l'emplacement (n-1)
et & la périphérie de la frange.

0.4 1

établissement (n+1)

0.1 M@—’f établissement n

T T T T T >
4 6 8 10 12 14 n

Figure II1.2

Evolution de Ia part de marché a la périphérie de G
et de la frange (N=13)
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r
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proflt*
0.006 A établissement n
0.0044
- établissement n-1
0,0024
-
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Figure IIL.3

Evolution du profit des établissements n
et n-1 de G (N=13).

profit
0.010 4
) établissement n+1
7 établi
0.006 issement n
) établissement (n-1)
0.002 4
— T T T T T T ' ot
0 2 4 6 8 10 12 14 n

Figure 1114

Evolution des profits aux emplacements n-1, n et
n+l (N=1))

111.3.2. G non connexe
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Nous terminons l'analyse par une extension du modéle au cas ol l'ensemble des
établissements appartenant a la firme multi-produit n'est pas connexe. Nous supposons plus
précisément qu'un établissement ) (appartenant a {2,...,n-1}) est indépendant, c'est A dire
appartient a la frange concurrentielle. Pour surmonter les difficultés calculatoires générées par
le cas général, nous supposons que la frange est uniquement composée d'un établissement
(n+1) 2 qui vient s'ajouter I'établissement j (rompant la chaine des établissement appartenant a
la firme multi-produits).

Nous posons ainsi 1"hypothése”:

G= [Gj.1] U [GwGjl = {1,..j-1,j+1...n}
(111.26) et
F= F; U{}= {n+13}U¢}

Sous cette hypothése, I'équilibre de Nash s'établit entre trois joueurs: d'une part, la firme
multi-produits G (qui maximise le profit agrégé des établissements de ces deux composantes
connexes Gj.j et Gy/G;) et d'autre part les deux établissements indépendants n+1 et j (qui
maximisent leurs profits individuels). Il est toutefois utile de donner la remarque suivante dont

la preuve est immédiate:

Remarque
Le jeu a3 joueurs G, j, et n+1, et le jeu a 4 joueurs G; ;, G/ G;, j et n+1, admettent un méme

équilibre de Nash.

Pour i=1....j-1, soient px (i, G,.1), Dx (i, Gj.1), et Bn (i, Gj.y) respectivement le prix, part de
marché et profit d'équilibre de I'établissement i (i€ G;.;) quand I'établissement j (j €{2....,n-
1}) est indépendant. De méme, soient px (j+i, Gy Gj), Dx (j+i, Gy Gj), et By (j+i, Gy G))
pour i=1.....n-j. respectivement le prix, part de marché et profit d'équilibre de 'établissement
j*t (j+i€ G»G,) quand I'établissement j (j €{2,...,n-1}) est indépendant. Enfin, pn (k,
FiU{D. Da(k, Fiu{j}), et B (k, F{U{j}) (pour k=n+1 et k=j) désignent respectivement le
prix. part de marché et profit d'équilibre de I'établissement k quand c'est I'établissement j (j
€{2.....n-1}) qui "brise” la chaine des établissements de la firme multi-produits.

Proposition 111.3

Sous I'hypothése (I111.26), les prix d'équilibre sont tels que:

K Gp/ G désigne le complémentaire de G, dans Gy En général. pour deux ensembles A et B, on utilisera
indifférement dans toute la suite, A/B ou A-B pour désigner le complémentaire de B dans A.
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N+2 1.,

PN (l, Gj_1)= 12N2 +2m I-ZN,_., 1~ 1= 1,....,]-1
- N+2 o4+l . 1 ., . .
27 R )= - - =1,...,n-
(I1.27) pn G+, Gy G)) 12N2+ SN2 i N i=1,...,0-j
. . v N+2
P (n+1, FUG)= pr (. FiUGH= s

Preuve

Ainsi que nous l'avons remarquer précédemment, l'issue de Nash ne change pas que 1'on
considére le contexte comme celui d'un jeu a 3 joueurs (G, j, et n+1) ot celui d'un jeu a 4
joueurs ( Gy, G/ Gj, j et n+1).

La chaine d'établissements G;.; agit comme une firme multi-produits confrontée a une
concurrence extérieure directe représentée par les établissements n+1 et j. Elle maximise la
somme des profits de ses établissements & py, et p; donnés.

La meilleure réaction de Gj.; aux prix ppyj et p; est donnée par la relation (I11.18): il suffit de
remplacer dans cette relation py, | par pj, €t Pp.q Par Pp+ (et faire varieride 1aj-1).

De la méme maniére, la meilleure réaction de G/ Gj aux prix pj et py, affichés a sa périphérie

est obtenue a partir de la relation (111.18) en remplagant cette fois pp.q par p;.

Sachant qu'a I'équilibre (sous I'hypothése d'une solution symétrique): pj=pn.y, le systéme

d'équation décrivant I'équilibre de Nash en prix s'écnt:

] ) .1 ., .
pizipﬁz']ﬁil-ml- VlEGj-l
(111.29) -1 + n) (i-)) - ! (i-))2 Vi e GyG,;

1 1 |
P=Z Pt 3Py + '2_N2’

On peut vérifier (par une démarche similaire a celle exposée dans la preuve de la proposition
(I11.2)) que la solution de ce systéme est 'équilibre de Nash en prix du jeu donnée dans la

proposition (relation I11.27).
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A l'inténieur de chaque coalition (Gj.; et Gy/G;) , les prix sont croissants 2 mesure que l'on

s'approche des établissements centraux. Ces derniers affichent les prix les plus élevés.
L'établissement j affiche le prix le plus bas (égal a celui affiché par n+1).

Parts de marchés et profits

En rappelant que G désigne [G;.1]1 U [Gy/Gj), & partir des relations (I11.3) et (II1.4), on peut
calculer les parts de marchés et les profits d'équilibre de tous les établissements installés. Il
vient:

DnG,G) =5y Vi€ G-{1-1j+1,n)

N+14

(I11.30) | DnG,G) = AN

Vie {1j-1j+1.n}

. . . N+2
DN(H+1, FIU{J}))z DN (J’ F]U{J}): W

De la relation (111.30), nous pouvons déduire directement le résultat:

Propriété:
Dx (. FiU{}) > Dx(i.G)> Dy(k,G), Vie {1j-1j+1.n} VkeG-{1,-1j+1,n}

La demande la plus importante est donc adressée aux établissements indépendants j et n+1,

tandis que les établissements périphériques obtiennent une part de marchés supérieure a celle
obtenue par les établissements intérieures de G;.| et Gy G;.

Ecrivons les profits d'équilibre:

. ] N+2 .. ., . .
BN("GJ'|)=N{ 3 +J.l-l-}Vl€Gj-|/{l,j-1}

(N+14)(N-4+6))

B_\‘(l.G,.|)=BN (j~|.GJ.|)= >88N3

(I11.31H)
)

By (1.GyG)= ING

{%ﬁ* (n-j+1).G-)-(-)2 }.Vi € [Gw Gj-{j+1.n}

(N+14)(7N-6)-4)
288N3

Bx (j+1.GyG))=Bx (0, Gy G)) =
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1 N+2
Bx (n+1, FiU{j})= Bx G. FIUGD=g (o)

Ces relations nous permettent de déduire les propriétés:

Propriétés:

1- L'établissement j (et donc n+1) obtient le profit le plus élevé de l'industrie:

Bn(, FiU{})= Bn(n+1, FJU{}) > Ba (L, G) Vie G=Gj.1 U GD/GJ'

2- Tout établissement de la firme multi-produit obtient un meilleur profit en appartenant a une
composante connexe de plus grande taille: By (i, Gj.1) est croissant en j et By (i,Gy Gj)

décroissant en j.
On peut alors énoncer un corollaire (déduit de la propriété (2)):

Corollaire

Bx (j-1.Gj.) > B (+1.Gw G) = j> ];_I-(N pair) ou j>Nz;1 (N impair)

Les propriétés précédentes donnent une idée des niveaux de profits obtenus par les différents
établissements installés. De fagon générale, nous avons donné tout au long de ce chapitre,
l'essentiel des propriétés que vérifie I'équilibre de Nash issu de la confrontation entre une firme
multi-produits, et une frange représentant la concurrence exteneure. Dans le chapitre suivant,
nous allons analyser le modéle en supposant un processus d'expansion de la firme (acquisition
de nouveaux établissements), puis, dans une ultime étape, et grace a une extrapolation du
modéle aux phénomeénes de cartellisation. nous analyserons la stabilité de ces processus vis a

vis des différentes menaces de destabilisation.
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HAPITRE IV

STABILITE DE LA COLLUSION

IV.l. Stabilité de la fusion

Supposons que la firme G, et un établissement n+k (k=1,...,q) envisagent de fusionner.

Reprenons les notations adoptées dans le premier chapitre, et rappelons notamment, que By
(n+k, Fg) désigne le profit d'équilibre de 1'établissement n+k quand il appartient a la frange et
fait face a une firme multi-produits de taille n=N-q (avant l'opération d'acquisition). Par
conséquent, Bx (n+k, G, U{k}) désignera le profit d'équilibre de cet établissement n+k quand

il devient le (n+1)*™¢ établissement de la firme muiti-produits.

Définition 1V.1
On dit qu'il y'a incitation a la fusion de Gp={1,....,n} avec l'établissement n+k si:

n n
Bx(@+k. Foit 3 B (i Go)s B (n+k. Ga U{kD)+ 3 B (i, G ULk))
1=

1=

Il y'a donc incitation a la fusion si le profit joint de la firme multi-produits aprés acquisition
d'un établissement supplémentaire est au moins égal a la somme des profits individuels

obtenus dans la situation initiale de concurrence.

Un cas trivial est celui du duopole. Reporté a notre modéle, ceci revient a considérer une firme
multi-produits a n établissements en concurrence avec une firme mono-produit ((n+1)ieme
établissement). L'issue consiste en l'absorption par la firme multi-produits du (n+1)ieme
établissement afin d'afficher des prix infinis (situation de monopole).

Reprenons le cas général.

Soient B, le profit agrégé de la firme avant 'opération d'aquisition et Bg:, le profit agrégé de
la firme aprés cette opération (G'= G, U{k}).
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Si k #1 et k=n, le cas est trivial: étant donné que la fusion ne modifie en rien le prix affiché par
I'établissement n+k en raison de sa localisation, les profits obtenus avant et aprés cette
opération restent inchangés.

Si k=1 ou k=n, il faut comparer Bg,+By (n+k, Fg) et Bg. De nombreux exemples numériques
donnent vraie I'inégalité: Bg,+Bn (n+k, Fg) < Bg Vn.

Sans en donner une preuve rigoureuse (générale), nous proposons toutefois ce résultat:

Proposition_1V.I
Il y'a toujours avantage a fusionner avec un établissement de la frange concurrentielle.

Le probléme do "free-riding"

Nous allons aborder a présent, dans le cadre de la fusion, le phénoméne de free-riding présenté
comme un frein a la concentration industrielle. Ce comportement traduit I'existence d'effets
externes de la coopération qui conduit les firmes a preferer étre en dehors d'un processus de

collusion plutot que d'y participer (Stigler [1950]).

Pour tout k €{1....q}, considérons I'ensemble suivant:
fi = {(n.N) EN? / n<N et Bx (n+k. Fq) < Bn (n+k, Gyp)}

Cet ensemble est simplement I'ensemble des couples (n,N) tels que tout établissement de la
frange préfére (au sens large). étre partie prenante d'une fusion de n établissements plfitot que

d'observer cette derniére.

Proposition 1V.2
fl t %

Preuve

Comparer By (n+1, Fg) et By (n+1, Gyp) revient en fait 2 comparer (pour des raisons de
symétrie), Ba(n+1,Fq) et Bx(n.Gy).

Nous vérifions le résultat de la proposition, en considérant par exemple le cas N= 6 et n=3
(Bs(3.G3)= 0,0083, Bg(4,F3)= 0,0082) ou N=21 et n =13 (B3;(13,G,3)= 0,001, B, (14,
Fg)= 0,0008). Nous pouvons aussi constater ce résultat sur par exemple la figure 111.3
(chapitre III). Ainsi pour N=13, le free-nding n'est pas observé excepté pour la taille n=12 du
cartel.

La proposition montre donc que l'incitation a participer a la fusion dépend crucialement de la

taille de celle ci et du nombre de concurrents a I'extérieur. La menace classique du "free-riding"
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n'est pas ici, systématique. Elle n'est pas pour autant évacuée comme le montrent d'autres
exemples. Par ailleurs, il semble qu'il n'y'ait pas monotonie dans la dissuasion de ce
phénoméne (comme en témoigne les cas N=6 et n=2 puis N=13 et n=12)

Ainsi qu'il a été défini, un free-rider n'obtient pas un meilleur profit individuel en participant a
la fusion mais plutdt en laissant 2 un autre le soin de prendre l'initiative8. En présence de
transferts monétaires et pourvu que la fusion apporte un surplus conséquent pour la coalition,
le "free-nder” peut revenir sur sa décision d'observer la fusion s'il est assuré de recevoir de la
coalition une compensation avantageuse. Si l'on veut raisonner irréversiblement en termes de
profits individuels, il devient nécessaire d'admettre une certaine autonomie des établissements
méme aprés leur absorption par la grande firme. Il convient alors d'interpréter les résultats
obtenus non plus en terme de fusion mais de cartellisation.

En effet, a 1a différence des processus de fusion-acquisition ot les établissements perdent leur
indépendance, les firmes impliquées dans un processus de cartellisation ne renoncent pas a leur
souveraineté, et ne s'engagent dans ce processus qu'a la condition qu'il améliore leurs profits
individuels. Cette extension de l'analyse aux cartels est d'autant plus nécessaire que le
comportement de "trahison” qu'on étudiera dans la section suivante ne peut se justifier dans un
contexte de fusion-acquisition. Dans ce dernier contexte, les établissements ne peuvent par
définition quitter la coalition a laquelle ils appartiennent méme si cela leur est profitable. C'est
ainsi que dans un cadre de cartellisation, la comparaison des profits By (n+1, Fg) et BN (n+1,
Gp.1) acquiert un sens économique plus pertinent.

IV.2. Stabilité des cartels

Nous réinterprétons le modeéle en supposant que tous les établissements installés sont
indépendants. cela revient a dire que chaque établissement est une firme mono-produit en
compétition avec tous les autres. La coalition (1,...n) est alors un cartel de n firmes qui
s'entendent sur un systéme de prix a afficher face a une frange extérieure concurrentielle
(n+1,....n+q).

Les firmes du cartel s'accordent 2 afficher le prix qui leur a été affecté lors de la négociation.
Au moment de la fixation effective des prix, certains membres peuvent étre tentés de "trahir” en
déviant par rapport a I'accord coopératif initial. a travers une baisse de prix qui leur permet de
s'accaparer une part de marché plus importante. Signalons que la réaction des autres firmes a
ce comportement a fait l'objet d'un grand nombre de travaux. Osborne [1976], se basant sur le
modéle de Cournot, proposa de réagir a la trahison par une augmentation du niveau d'output,

la baisse de prix qui s'ensuit étant suffisamment répressive pour décourager la déviation. Des

8 Cc phénomene est un véntable factcur d'échec des processus de collusion. Outre Sugler [1950,1964],
vorr également la discussion de ce probléme dans Aumann [1973).
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auteurs comme Stigler [1966] ou Posner [1976) par exemple insisterent sur le fait de distinguer
le secteur ol se produit cette cartellisation (industrie de produits homogénes ou différenciés).
L'accord est ainsi, plus facile a conclure et a préserver que les produits sont homogenes.
L'argument tient au fait que dans un tel contexte, l'intensité de la concurrence représente autant
d'incitation a la mise en oeuvre d'ententes (au détriment des consommateurs). Par ailleurs,
autant la trahison s'avére plus profitable en présence de produits homogéne (Davidson [1983)),
autant (Ross [1991]), la répression des déviations par chute des prix est plus sévére dans un
contexte non différencié. En effet, dans un tel contexte, 1'élasticité de demande des firmes étant
plus grande, une firme qui réduit son prix enregistre un accroissement considérable de sa part
de marché (la tentation de trahir I'accord est donc grande) mais la punition a I'encontre d'un
membre déviant est, pour la méme raison, trés sévére. Ces remarques rend d'autant plus
pertinente la question du lien qui peut exister entre le degrés de différenciation et la stabilité des
cartels. C'est 'objectif par exemple des travaux de Ross [1992], Chang [1991], qui montrent
la difficulté a soutenir la collusion quand le degré de substituabilité des produits est trop grand.
Dans notre modeéle, les firmes du cartel sont exposées différemment vis a vis de 1a concurrence
extérieure. L'incitation a dévier de I'accord ne sera donc pas la méme selon la firme considérée

du cartel.

Reprenons le systéme de notation précédent: Bn (i, FqU{i}) désigne le profit d'équilibre de
I'établissement 1 aprés avoir quitter la coalition (1,..,n), c'est a dire en rejoignant la frange
concurrentielle extérieure (Fq={n+1.....n+q}), et Bn(i,G,), désigne son profit au sein de la
coalition a n établissements.

Résumons les diverses situations possibles dans le tableau suivant:

Structure

o
du marché Issue Notation des profit§o

Y
Sttuanion Equilibre de Nash
inuale entre les e
N firmes n+q Joucurs B," VieN={l,...n+q}
indépendantes

formauon du Eq.dc Nash cntre

cartel C Cp={!...n} ct les firmes Bux(1.Cp) VieC
n+1....n+q B. (i, Fq) VieF

la firme ) Eq. de Nash enure C'=Cp-{j} E€Cy) et B (1.Ch-{4p VieC

quitte C les firmes j.n+ 1. ....n+g By (i, FQU{i}) VieFU{j}
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Définition IV.2
Un membre i d'un cartel de taille n trahit 'accord de collusion si:
By (i, FqU{i}) > BM(i,Cp)

Définition 1V.3
Une firme i de la frange rejoint un cartel de taille n si:
By (i, Fg) < Bu(i,CoU{i})

Les deux concepts de stabilité (interieure et extérieure) donnés par Jacquemin et alii [1983]
peuvent étre définis de maniére suivante. Un cartel est stable interieurement si aucun membre
n'a avantage "trahir” le cartel (pour rejoindre la frange) et stable exterieurement si aucune firme
de la frange n'a avantage a le rejoindre.

Donsimoni et alii {1985] donnent une preuve d'existence de tels cartels pour le cas d'une
demande linéaire et montrent qu'il existe toujours des tailles de I'industrie pour lesquelles deux
cartels sont stables, dont 'un est le cartel intégral (comprenant toutes les firmes de l'industrie).
Ils montrent également que la taille relative d'un cartel stable (rapport de sa taille et de celle de
I'industrie), est une fonction décroissante de la taille de I'économie.

Donsimoni [1985] repris le modéle précédent en y introduisant une dissymétrie dans la
structure de cofit des firmes en place. L'objectif est alors de mesurer l'impact d'une
hétérogénéité des fonctions de cofits sur I'existence de cartels stables. Donsimoni montre ainsi
I'existence de cartels stables "hétérogeénes” sous I'hypothése de fonctions de demande linéaires
et de fonctions de colit marginal linéairement croissantes (ces cartels sont alors composés des
firmes les plus efficaces).

Ces concepts de stabilité ont été proposés dans un contexte de produits homogénes. Si 'on se
base sur un modeéle ob n'existe pas de différences de profit a I'intérieur du cartel (en raison de
I'homogénéité des produits par exemple, comme c'est le cas dans D'Apremont et alii), et si le
profit agrégé augmente avec la taille du cartel, tant que le cartel est instable exténeurement, les
membres améliorent leur situation quand une firme extérieure les rejoint. Dans notre modéle, il
n'est pas certain que |'entrée d'une nouvelle firme dans le cartel augmente le profit de tous les
anciens membres (nous le montrons plus loin). En I'absence de transferts latéraux, ces
membres doivent en toute logique opposer un veto a cette entrée. Compte tenu de cette
remarque, nous proposons une adaptation de la définition de stabilité externe a notre cas

spécifique.
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Définition 1V.4.a
Un cartel C, est stable intérieurement si aucun de ses membres n'a avantage a rejoindre la frange
compétitive, autrement dit, si By (i, Fyu{i}) s By(1,C,), VieC,.

Définition IV.4.b
Le cartel C, est stable extérieurement si et seulement si:
VieF, C,u {i} est instable intérieurement.

Cette définition englobe bien siir celle donnée par D'Aspremont, Jacquemin Gabszewicz et
Weymark dans le cadre d'une industrie de produits homogénes. En effet, dans un tel contexte,
en regard de I'égalité des profits entre les firmes du cartel et du nouvel entrant, analyser la
stabilité externe est équivalent a apprécier le profit obtenu par I'entrant. Dans notre modéle, il
n'est pas certain que cette entrée augmente le profit de tous les anciens membres puisque ses
effets sur le profit des firmes du cartel varient selon la position de ces derni¢res par rapport a la
concurrence exténeure. Le veto opposé par une firme a I'entrée d'un nouveau membre dans le
cartel doit pouvoir se concrétiser par sa sortie du cartel, c'est & dire par la trahison de I'accord
conclu. Il n'est pas certain que la baisse de profit qu'elle enregistre a la suite de I'entrée soit
incitatif a la déviation. Nous montrons plus loin que ce cas peut fort bien arriver (section
IV.2.2. exemple 1).

Nous allons a présent définir formellement le phénomeéne de free-riding abordé dans la section
IV.1 et nous donnerons par la suite les relations existant entre ce phénomeéne et celui de la

déviation ("trahison") inhérent aux processus de cartellisation.

Définition IV.4.c
i € N est un free-rider pour des cartels de taille n si:
VjeF,. B (i. Co < BL(LIC, /{i}lu{j D).

Pour terminer cette bréve référence conceptuelle, nous donnons des relations possibles liant les
deux notions de déviation (ou "trahison”) et de free-riding. Pour cela. nous dirons qu'une firme
i€ N vénfie la propnété (P1) si:

VjeF,. By (i, C,u{j}) < B:(i.Cp (P1)
Une firme i vérifiant cette propriété voit donc son profit a l'intérieur d'un cartel baisser
systématiquement a I'entrée d'un nouveau membre. Cette propriété qui, comme nous l'avons
posé précédemment. ne suffit pas & définir un cartel stable extérieurement, s'avérera utile pour la

compréhension des liens qui existent entre les notions de free-riding et de "déviation”.

On dira par ailleurs, qu'une firme i€ N vérifie la propriété (P2) si:
B. (i, F) < Bi (i, Foy) (P2)
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Cette propriété traduit la situation ol la firme i préfére observer (2 partir de la frange), une
cartellisation de taille n que de taille n-1. Cette propriété est toujours vérifiée dés lors que les
entreprises se trouvant en dehors de processus de coopération préférent observer des structures
de marché de plus en plus concentrées.

Nous pouvons alors facilement démontrer les résultats:
1- Sii €N vérifie la propriété (P1) alors:

i free-rider pour C, = 1 déviant dans C,,,.
2- Si 1 €N vérifie la propriété (P2) alors:

i déviant dans C, =>i free-rider pour C,

IV.2.1. Stabilité interne

L'examen des profits obtenus a 1'équilibre (relation (I11.25)) suggére une possible vulnérabilité
du cartel a travers les établissements adjacents a sa périphérie (établissements 2 et n-1). Ces
derniers supportent d'une fagon plus accrue les conséquences du role spécifique dévolu aux
établissements périphériques 1 et n qui bradent les prix pour arracher des parts de marchés
importantes a la frange. La conséquence pour ces établissements 2 et n-1 est, en terme de
profit, 'obtention du niveau le plus bas du cartel. Ils sont donc les premiers incités a trahir
I'accord en pnix, alors que les établissements périphérique 1 et n sont au contraire, de par les
profits élevés obtenus, les moins incités a la défection.

Ces phénoménes interviennent systématiquement sur un marché différencié ou les
établissements sont localisées différemment vis a vis des concurrents exténeurs. Certains s'en

trouvent de ce fait 1ésés par rapport a d'autres.

Nous mettons cela en évidence analytiquement en prenant comme exemple le cas dérivé
duopolistique, c'est a dire un cartel a n firmes confronté a une concurrence exténeure
représentée uniquement par un seul établissement que nous appellerons S (substitut). Nous
regardons par la suite les modifications & apporter aux résultats obtenus quand la composante
de la frange tend 2 augmenter (q > 1).

A. Cas d'une configuration duopolistique: q=1(ou Fg= {S}H

Supposons donc que la frange est composée uniquement d'un seul établissement S entouré des

établissement 1 et n du cartel.
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Le systéme de prix de meilleure réaction du cartel Cp = {1,...,n} au prix ps affiché par

I'établissement S est déduit de la relation (II1.18) et en tenant compte de I'égalité:
Pn+q=Pn+1=Ps - Il vient alors:

Ll ookl 1, 1
Pl-2Ps+_“2N2 1'—2N—_, 1 1=1,...,n

Le prix de meilleure réaction de I'établissement S aux prix affichés par le cartel (plus
précisément: aux prix affichés par ses établissements adjacents 1 et n) s'écrit (relation (II1.13):

1 1 1
Ps=ZP1+7Po+ 507

Comme a I'équilibre p;=ps (nous cherchons une solution symétrique), l'intersection de ces
courbes de meilleure réaction donne I'équilibre de Nash. Il s'obtient également directement en

appliquant la relation (I11.9) cette structure duopolistique du marché.
On a dés lors:

N+1
PN(S.F|)=#

av.1)
PN(i.Co) = gy (3i243Ni+N4T)  i= Lm

De (111.6) et (I11.7), nous déduisons les parts de marchés et les profits a I'équilibre:

)
Dx(s.Fy) = TN i= 2,...n-1
(1V.2)
N+7
Dn(n.Cp) =Dx(1.Cp) = N
Ba(1.Cp) = SN [-3 1= +3Ni +(N+1)) i= 2,..,n-1
(IV.3)

Bxn(1,.Cp)=Bx(n.Cp)= (2N-1) (N+7)

36N3

L'objectif est de "repérer” parmi les firmes du cartel, les firmes déviantes potentielles suivant

leur localisation au sein de celui ci.
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Notons t, une firme trahissant I'accord du cartel (t €{1...,n}).
Distinguons alors dans I'analyse, le cas ol t est la firme 1 (ou n ) et le cas od t €{2....,n-1}.

1. t=n (ou t=1)

On suppose, pour fixer les idées que la firme n trahit. Les résultats obtenus resteront valables
pour la firme 1.

Apres trahison, La firme n est concurrencée par le substitut S et par le cartel (par
I'intermédiaire de la firme n-1). Elle élargit la composante de la frange en en devenant la
deuxiéme firme (avec le substitut S).

Aux prix p; et p, affichés par respectivement S et n, le cartel réagit en choisissant un syst¢eme
de prix [pi,.....-,Pn-1] Qui maximise la somme des profits des établissements restants.

Les prix et profits de Nash sont donnés par (application des relations (I11.9) et (1I1.25) pour
q=2):

3N-4
p\(l"Cn‘l): pN (n'l,Cn-]) ='5—N-2—
(IV.4)
pu(n.F; U{n}) = pu(s.Fy U{n}) = E
SN2

Les parts de marchés et les profits de la firme déviante t (=n) et du substitut S sont égaux pour

raison de symétne et sont donnés par:

N+2
Du(n.Fy U{n}) = Du(s.F, U{n}):W
(IV.5)
B F =B F, U ) = : [N+2 ?

En comparant les prix. parts de marchés et profits de la forme déviante avant et aprés

“trahison”, on obtient:
pu(n.Fy U{n}) < px(n.Cp)

(lV.6) D\'(n.Fl U{n}) > D\(n.Cn)

By(n.F] U{n}) < B,\'(n'cn)

En trahissant l'accord, la firme périphérique n affiche un prix plus faible et augmente sa part de

marché_sans pour autant augmenter son profit.
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Les firmes 1 et n ne sont jamais incitées a se désolidariser du cartel.

2. t=n (ett 1)

Si t =n-1 (ou t =2), la firme n qui continue a appartenir au cartel, est entourée par deux
établissements concurrents (le substitut et le déviant) si bien que le cartel lui assigne un prix de

concurrence identique a celui qu'elie pratiquerait si elle trahissait ia coalition.

Si t=n-1 (et t #2), un déviant de ce type sera opposé a deux composantes connexes du cartel,
chaque composante possédant au moins deux firmes qui coopérent pour concurrencer et le
déviant et le substitut.

La firme déviante rejoint alors la frange concurrentielle qui n'est plus comme dans le cas
précédent, un ensemble connexe d'établissements.

pa(t,Fy U{t}), Da(t,Fy U{t}), Bx(t,F; U{t}) désigneront respectivement le prix, la part de
marché et le profit du free-rider t aprés trahison.

Des relations (I11.23), (111.24), (I11.25), on déduit les prix, part de marché, et profit a
I'équilibre. Les valeurs de ces variables sont indépendantes de la localisation du déviant a

I'Inténieur du cartel:

N+2
paitLFyp U{t}) = E Vi e{2,..., n-1}
N+2
(V.7 | Du(tFy Ufth) = VtE€{2,...,n-1}
Bu(LE, Uft)) =0 (D222 Vi {2 1
~(LFp U{t} =3 (8N {2,...,n-1}

On vérifie que pour tout n, si t =n-1. le prix affiché par cette firme en déviant de l'accord
(relation IV.7) est inférieur au prix px (n-1,Cp) qui lui a été affecté par le cartel et que Dy(n-
1.F), U{n-1})est plus important que Dx (n-1,Cp).

Par contre, 1a différence de profit qu'elle obtient par rapport 2 la situation de coopération initiale

vane suivant la taille du cartel:
(1V.8) Bun-1.Fy U{n-1})> By(n-1,Cp) <= n>13
( Et pour raison de symétnie: B((2.F, U{2})> Bn(2.Cp) <> n>13)

La trahison de la (n-1)ieMe firme est donc avantageuse dés que la taille du cartel est

suffisamment importante.
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Au sein du cartel, les profits sont croissants de la firme 2 a la firme n/2 (si n est pair, (n+1)/2
sinon). Si une de ces firmes trahit la coopération, elle obtiendra 2 1'équilibre un profit

N+2
indépendant de sa position sur le marché et égale & —( ) Ainsi, la firme 2 (ou n) sera
la firme la plus incitée  quitter la coalition.
Plus généralement, une firme t (t €{2,...,n-1}) est incitée a trahir I'accord coopératif si:

(aV.9) 1 ( N+2

'3 N3 [-3 2 +3N.t + N+1]

Ce qui est équivalent a:

t < F(n)
(IV.10)
l 1 ] 2
avec F(n) = 5 (n+1) - z (5n2+6n-3)172
on vénfie:
(IV.11) F(n) < n/2

Les établissements "centraux” du cartel n'ont donc jamais intérét a trahir I'accord.

(Iv.12) F(n)<2 < nx<l3

La firme n-1 (ou 2) n'ont pas avantage a quitter le cartel quand la taille de celui ci est

suffisamment restreinte.

Nous résumons I'ensemble de ces résultats dans la proposition :

Proposition [V.3

1) Sin < 13, aucune firme du cartel n'a avantage a dévier de l'accord coopératif, c'est a dire:
n< 13 = B(i.F,U{i})) < Bx(.C,) Vie(C,

2) Si n > 13 tout établissement t tel que 2 <t < F(n), est susceptible de trahir I'accord:

n> 13 = B.(.Fy U{}) > Bx(.Ch). V) € {ieC,, 2 <1 < F(n)}

3) Les établissements | et n localisés a la périphérie du cartel ainsi que les établissements

centraux n'ont jamais avantage a trahir I'accord. Autrement dit:
B.(.Fy U{i}) < By (G.Cp) Vi=l, n n/2 (ou (n+1)/2 si n impair).

128



profit f

n dans le cartel

4 ndévianie
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0O 2 4 6 8 10 12 14 q

Figure V.1
Proftt de la firme n a l'interteur et a |'exterieur du cartel en fonction du
nombre de concurrents exterieurs (N=13)

0.3 4
7 n déviante
e
0.1 4
n dans le canel
1
L M MR v 1 v LA v I‘)

0 2 4 6 8 10 12 14 q

Figure 1V.2
Part de marché de la firme n 3 l'intérieur et a l'extérieur du cartel en fonction
du nombre de concurrents exterieurs (N=13)
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prix A
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n dans le cartel

0.03 4

-
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n déviante

1

—r— T 777>
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Figure IV.3
Prix affiché par la firme n avant et aprés sa sortie du cartel en fonction du nombre de
concurrents extérieurs (N=1J3)

b- Firme n-1

Si la firme n-1 quitte le cartel, la firme n agit de 1a méme fagon que si elle était indépendante du
cartel. Du point de vue des valeurs d'équilibre, tout se passe comme si q+3 joueurs étaient en
présence: Cp-{n-1,n},n-1.n,n+1,...,n+q.

Ces valeurs se déduisent des relations (111.9), (111.24) et (I11.25):

] (n-3).e1g.2
pu(n-1.Fq U{n-1}) = o3 [‘*'ﬁﬁlgz_]

1 (n-3).e; g+2

Du(n-1.FqU{n-1h =g+ N(2-¢, q.2)

Bun-1.FqU{n-1}) = Nl‘.f[“ %ef;" 2

Pour voir si la firme n-1 tire avantage en trahissant V'accord, il suffit de comparer By(n-1.Fq
U{n-1}) et Bx(n-1. Cp).

La firme (n-1) (ou 2) plus prompte a trahir le cartel quand q=1 voit son profit de "trahison”
diminuer a2 mesure que g augmente. N étant fixé (figure IV.4 pour N=13). Comme on l'a
montré (proposition IV.1), cette firme, adjacente a la périphérie du cartel, ne trahit jamais

I'accord si q=1 et n < 13. Elle n'a a-fortionri pas avantage a le faire si q est strictement supérieur
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Corollaire

Il existe une suite de nombres n,,...,ng avec n; > 03 > ...... > ny > 13 et k= (n-2)/2 si n pair
(k=(n-1)/2 sinon) vérifiant:

n=np < By(i,F) U{i}) > BN(G,Cp) VieN :3<i<p+2

Le corollaire dit qu'a partir de N=14 (taille pour laquelle {2} est tenté de quitter le cartel), et
quand N croit, les firmes une aprés une (en allant de la firme 3 au centre du cartel) vont elles
aussi étre tentées par la trahison. Tant que la taille du cartel permet encore I'existence d'une part
de marché suffisamment importante pour que, associée a une surélévation des prix elle rend
possible des profits encore satisfaisants, les firmes ne trahissent pas.

Les établissements A s'accommoder d'une taille importante du cartel sont les établissements
"centraux" qui, protégés de la concurrence extérieure, obtiennent des profits conséquents.

B. Cas général (q > 1)

Ces résultats qui offrent une bonne illustration des mécanismes a la base de ce type de
problémes doivent néanmoins étre relativisés. En effet. il sied de rappeler qu'ils découlent du
cas ou la frange exténeure n'est composée que d'un seul établissement. Qu'en est-il alors du

cas général (g>1)?

L'expression des prix, part de marché et profits a 1'équilibre débouchant sur des calculs de
traitement peu réalisables, nous allons raisonner sur des exemples numériques en essayant d'y
dégager les principales tendances qui offrent une appréciation des facteurs qui concourent a la
stabilité du cartel.

Nous nous basons sur deux exemples: I'un correspondant a la valeur 13 de N et 'autre 2 la
valeur 15. Nous allons nous intéresser aux cas des firmes n et n-1 qui ont, comme on I'a vu,

des positions cruciales au sein du cartel.

Analyse numérique

a- Firme n

Supposons que la firme n dévie de la stratégie coopérative adoptée par le cartel. Elle rejoint la
frange concurrentielle et les valeurs d'équilibre des q+2 joueurs (Cy-{n}, n.n+1....n+q)
s'obtiennent a partir des relations (I11.9), (111.24) et (I11.25): il suffit de remplacer n par n-1, q
par q+1. D'ou:

1 (n-2).ey g«
putnFq Uinp = 55 [1+ =55l
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1 (n-2).e1 g+1

Dn(n,Fq U{n}) = N * N2, q+1)

1 (n-2).€3 0,12
By(aFq U{n)) = o5 [1+ Tx.ﬁ'l']

Pour savoir si n tire avantage de sa déviation, il faut comparer By(n,Fq U{n}) a Bn(n,Cp).

A g et N fixés, la firme périphérique n dévie de la stratégie coopérative en baissant le prix (voir
figure IV.3 pour N=13). Elle s'accapare alors d'une part de marché plus importante (figure
IV.2). Cela ne suffit cependant pas & compenser la baisse du prix de vente de son produit
(figure IV.1).

Quand q augmente (N fixé a 13), la concurrence a I'extérieur du cartel est plus intense. Les
profits générés par la trahison décroissent. Ceux observés a la périphérie du cartel diminuent
également, mais restent toujours supérieurs aux profits de trahison.

Par conséquent, si la trahison est impossible dans le cas g=1, elle le restera d'autant plus si le
nombre de firmes de la frange est supérieur a l'unité: Les établissements périphériques n'auront

jamais avantage a quitter le cartel .

Des figures IV.1, 2, 3, on note que la perte de profit, la chute de prix, et le gain en demande
dus au comportement déviant de la firme n diminuent &2 mesure que le nombre de concurrents
extérieurs croit: La trahison cofite de moins en moins & mesure que la taille du cartel diminue.
Elle est globalement moins ruineuse quand les concurrents extérieurs sont nombreux.
Autrement dit, la firme périphérique est d'autant plus fidéle au cartel que la taille de celuici est
restreinte (2 N fixé).

Ce phénomeéne est dil au fait que plus la taille du cartel est restreinte, et donc le niveau général
des pnix est bas (en raison d'une concurrence extérieure plus sévére), plus la marge de
manoeuvre du free-rider en matiére tarifaire est réduite. Une trahison se résume alors a une
légére déviation par rapport au prix coopératif, entrainant un faible gain en demande, la

combinaison de ces deux éléments débouchant sur une différence de profit moins élevé.
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a 1 (figure IV 4) puisqu'a mesure que q croit, elle perd (en trahissant), des parts de marché de
plus en plus importantes et doit vendre a un prix encore plus bas (figures IV.5et IV.6).

Les localisations adjacentes a la périphérie du cartel, ne sont pas directement touchées dans
leurs parts de marchés quand N est fixé et q croit (relation II1.6). Quand le nombre q
d'établissements extérieurs augmente, la clientéle y est fidélisée au moyen d'une baisse de prix
qui s'opére a un rythme trés rapide, reflet de la concurrence de plus en plus sévére que se livre
la périphérie et la frange. Pour N=13, et quand q augmente, cette stabilité de la demande de la
firme n-1, additionnée a un prix toujours supérieur a celui qu'elle afficherait a l'extérieur du

cartel (malgré sa baisse continue), se combinent pour rendre la trahison impossible.

profit ? '

?

0.003 - (n-1) dans le canel

0.001 (n-1) déviante

v T T 1 T 1 1 *)
0 2 4 8 8 10 12 q
Figure IV.4

Profit de la firme (n-1) a l'interieur et & l'exterieur du cartel en fonction du
nombre de concurrents extérieurs (N=13)
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N (n-1) dans le cartel
*—0—0—0—0—0—0—0—9
-
0.3 -
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4 (n-1) déviante
T T 1 Y T T >

Figure 1IV.5S

Part de marché de la firme (n-1) & l'intérieur et & l'extérieur du cartel en
fonction du nombre de concurrents extérieurs (N=13)

prix A

(n-1) dans lc canel

0.06 o

M SR ) SIS | M 1 M § M 1‘)
0 2 4 6 8 10 12 q

Figure IV.6

Prix affiché par la firme n-1 avant et aprés sa sortle du cartel en fonction du
nombre de concurrents exterjeurs (N=13)
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L'incitation a la trahison commence pour la firme (n-1) a partir de n=13 (q=1), c'est a dire si la
taille de I'industrie est supérieure ou égale a 14. La figure I1V.7 illustre ce phénomeéne pour
N=15. Bien que le surplus de profit apporté par la trahison est minime, il est tout de méme
positif pour g=1.

Ce changement de situation observé entre N=13 et N= 15 est parfaitement expliqué par
comparaison des niveaux de prix puis de demande associés (fig.IV.5 et IV.B puis IV.6 et
IV.9). En effet, quand la firme (n-1) trahit l'accord dans l'industrie de taille 15, elle doit
baisser les prix a un niveau tel qu'elle s'accapare une part de marché supérieure a celle qui lui
était acquise dans le cartel. La baisse de prix dans I'industrie de taille 13 est insuffisante pour
entrainer une telle tendance. De plus, quand N=15 et q=1 la chute de prix est suffisamment
compensée par le surplus de demande. Ce n'est plus le cas quand g>1.

profit A

0.003 4

(n-1) dans le canel

0.001 4

{(n-1) dévianle

~— 1T 1 7T )
q

e

T T
0 6 g 10 12 14

(]
.

Figure IV.7
Profit de la firme n-1 & l'interieur et & l'exterieur du cartel pour N=i§.
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>4
0.2 o4
(n-1) déviante

0.1
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(n-1) dans le cartel

T 77T 7T T1>
0 2 4 6 8 10 12 14 q

Figure IV8
Part de marché de la firme n-1 & l'intéricur et a l'extérieur du cartel pour N=185.

{n-1) dans le cantel

0.02 1 (n-1) déviante

>
q

Figure IV.9
Prix affiché par la firme n-1 & V'intérieur et & l'extérieur du cartel pour N=15.

Pour que la trahison de la firme n-1 reste avantageuse méme quand le nombre de concurrents
de la frange est supérieur 2 un, il faut (figure IV.10) augmenter la taille de I'industrie?. On peut
comprendre ce résultat autrement: A partir de N=15, le passage d'une taille de l'industrie a une
autre immédiatement supénieure. maintient systématiquement l'incitation a trahir de la firme n-
1, que 'établissement supplémentaire rejoigne la frange (augmentant ainsi sa taille d'une unité)
ou le cartel.

91a figure (11.10) représente la talle maximale de la frange pour laquelle la trabison de (n-1) est possible, en

foncuon de la taille de I'industne
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Figure IV.10
Tallle maximale de la frange (en fonction de la taille de
I'industrie). rendant possible une défection de la firme n-1 .

IV.2.2. Stabilité externe

AR AL

Nous allons mettre en évidence a travers deux exemples numéniques, l'existence de cartels
stables extérieurement et plus globalement, de cartels stables, c'est & dire vérifiant a la fois la
stabilité interne et externe. Pour cela, on analyse uniquement le cas non triviale, c'est a dire
quand le nouveau candidat a ia cartellisation provient de la périphérie de la frange. Autrement
dit, on suppose que c'est toujours I'établissement n+1 qui rejoint le cartel (1....,n). On montrera
a travers le premier exemple comment l'entrée d’'un nouveau membre dans le cartel peut
s'accompagner d'une baisse de profit d'une firme sans que cette baisse soit suffisante pour

inciter cette derniére 2 quitter le cartel (le nouveau cartel vénfiant ia stabilité interne).

Exemple 1: N=10 (voir tableau de valeurs en annexe)
B. (1, C,) < B (1. Cy 1=1,2

B.(1.Cy) <B..C, 1=1.23

B.(p. Cp) > Bu(p. C)) V p=4,...,10

Tous les cartels de taille inférieure 2 4 sont instables extérieurement: I'entrée d'un nouveau
membre accroit le profit de tous les membres (y compris le nouveau puisque, ce dernier, localisé
a la péniphéne du cartel, n'a pas avantage a quitter le cartel qu'il rejoint, c'est a dire, en d'autres
termes, n'a pas avantage a rester dans la frange).

A partir de n=4, on observe que la périphénie du cartel subit une baisse de profit suite a I'entrée
d'une nouvelle firme. Cela est di au fait qu'une firme périphénque, devient, aprés entrée d'un
nouveau membre, adjacente a la périphérie donc devient la firme la plus défavorisée du cartel.

Comme la taille de l'industnie est inférieure 3 14, aucune firme n'aura intérét a trahir I'accord.

137



Par conséquent, cette baisse de profit n'est pas suffisante pour entrainer la sortie des firmes
périphériques du cartel. Le cartel (1,2,3,4) est le cartel minimal stable (c'est a dire, le cartel de
taille minimal 2 la fois stable intérieurement et extérieurement).

Par ailleurs, le cartel (1,2,3,4,5) vérifie également, 2 1a fois la stabilité interne et externe. i se
pose alors le probleme de détermination du cartel stable de taille maximale. Comme ici N<14,
les cartels ne perdent pas leur stabilité interne quand n augmente, et donc le cartel maximal a la
fois stable intérieurement et extérieurement, est le cartel de taille 10 (monopole).

Exemple 2: N=20

Le cartel de taille minimale stable extérieurement est le cartel (1,2,3,4,5).

Par ailleurs, on vérifie qu'aucune firme n'a avantage a trahir tant que le nombre de firmes
appartenant a la frange est supérieur ou égale a 6: le cartel (1,....,5) est stable intérieurement.
Par conséquent, (1,2,3.,4,5) est le cartel stable minimal.

A la différence de I'exemple précédent, le cartel stable de taille maximale n'est pas le cartel
intégral, mais le cartel partiel de taille n=14. D'ou la structure finale du marché: le cartel

(1.....,14) et une frange exténieure composée de q=6 établissements indépendants.

IV.3. Libre entrée et stabilité

Un deuxieme facteur d'instabilité d'un processus de cartellisation, est la libre entrée sur le
marché. Une nouvelle entrée a pour conséquence une chute des profits de tous les
établissements!, ce qui aura pour effet de limiter considérablement le pouvoir du cartel et
aussi, éventuellement, d'inciter certains membres a dévier de la stratégie coopérative mise en
place. L'hypothése de travail. contraignante, qui sera utilisée dans toute la suite sera celle d'une

relocalisation symétnque de toutes les firmes de I'industrie.

Quand une nouvelle firme E s'installe sur le marché, a la différence de 1'analyse menée dans les
sections précédentes, la taille N de I'industrie vane pour passer a N+1. Deux situations sont
alors envisageables: ou bien I'entrant rejoint le cartel et alors un équilibre de Nash s'établit
entre (toujours) q+1 joueurs: le cartel C'= C,U{E}, et les q établissements n+l..., et n+q

apparienant a la frange Fy ou bien I'entrant rejoint la frange et alors un équilibre de Nash

10 Ceute conséquence (partagée par tous les éablissements) donne a 'entrée les caracténistiques d'un bien
pubiic ct sa dissuasion suppose unc “contnbution® de l'ensembie des firmes déja installées. Gilbert et
Vives [1986] ont mesurés (sur un marché A produits homogénes), les possibilités d'une dissuasion sur la
base d'un jeu non coopérauf.
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s'établit entre q+2 joueurs: le cartel Cy, les firmes n+1,...,n+q et E, appartenant  la frange
F=FU{E}.

Rappelons que C; désigne le cofit fixe d'installation. On peut énoncer la condition d'entrée de
E sur le marché de la maniére suivante:

Définition IV 3.1
On dit qu'il y'a possibilité d'entrée d'une nouvelle firme E sur le marché si:
(ED By (E, CU{E}) = C¢ ou  Bu,(E,FQU{E})2Cq (E2)

IV.3.1. L'entrant rejoint la frange (Cas g=1)

Nous nous plagons dans le cas ou I'entrant est un établissement indépendant qui rejoint la
frange concurrentielle.

Dans notre contexte de différenciation horizontale ol le cartel, composante connexe, se trouve
confronté a une autre composante connexe (la frange), il est d'abord intéressant d'analyser les
zones d'entrée les plus vulnérables du cartel, c'est a dire les localisations qui procurent a un
nouvel entrant le profit le plus élevé. Pour tenter de répondre a cette question, nous utilisons le
modéle simple ol la frange est composée d'un seul établissement S. Le cartel est donc
composé de n=N-1 firmes en concurrence avec |'établissement S. Si E armve sur le marché et
se localise entre les établissements i et i+1 (i€{1,..,n-1}) affichant les prix respectifs p; et pi+i,
son prix de meilleure réaction pe aux prix p; et pj,} est déterminé d'une fagon strictement

identiques a celle de la section I'V.2 moyennant un changement de la taille N en N+1.

|

1
(IV.13) = —( ) ——
Pe 3 Pi+pPi+1) + 2N

Le profit qu'il obtient est alors fonction de p; et p,, st bien que les deux établissements i et
i+1 peuvent, par un choix adéquat de leurs prix respectifs, minimiser le profit espéré de cet
entrant E. Si le cartel par ce choix, peut faire en sorte que ce profit devienne inférieur au cofit
fixe d'installation sur le marché, I'entrée est dissuadée.

Par conséquent, dans ce cas ou |'entrant adopte une localisation au sein méme de la zone
"contrdlée” par la coalition (1....n) en choisissant de [a "briser” entre i et i+1 (i€{l,...n-1}),
créant ainsi une discontinuité dans la chaine des établissements du cartel, la menace (voir
schelling {1970]) consiste a dire: "Si vous vous localisez sur le marché entre les firmes i eti+1,

. | } . P
nous affichons des prix p; et p,.; qui vous assure un profit inférieur au coiit fixe

d'installation”.
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Dans le cas ol l'entrant choisit une localisation plus "pacifique” entre le concurrent S et
I'établissement i=n (ou i=1)!1, le cartel peut menacer l'entrant uniquement par l'intermédiaire
de son prix p, et en anticipant la meilleure réaction de S.

Pour des commodités de calculs, nous posons I'hypothése d'une relocalisation symétrique de
toutes les firmes apreés l'entrée.

Cette hypothése contraignante et difficilement envisageable dans la réalité, joue en fait en
faveur de l'entrée. Le niveau des profits obtenus par 'entrant sous cette hypothése est en
général bien au dessus de ce qu'il peut escompter en l'absence de cette relocalisation.

a- E installé entre j et j+1 (j € {1,..,0-1})

L'entrant choisit de concurrencer le cartel en choisissant une variété intermédiaire entre deux
variétés produites par celui-ci. Les prix, parts de marché et profits sont donnés par
respectivement les relations (111.27), (I11.30) et (II1.31) en tenant uniquement compte de
'augmentation de la taille de I'industrie. Par conséquent, quand l'entrant s'installe entre les
établissements j et j+1 (j= 1.....n-1), les prix, part de marché et profit qui lui sont associés a
I'équilibre sont donnés par:

EE _ N+2

pNol( Y qU{E})— -6?-_

N+2

(IV.15) DN.I(E.Fq U{E}) = <N
1 ,N+2,2
Bri(E.Fq WED = o ()

Les différentes valeurs d'équilibre associées a I'entrant ne dépendent donc pas de la localisation
précise choisie par celui ci a I'inténeur de la coalition (1,..,n). L'entrant réagira de la méme
fagon. qu'il choisisse une localisation ou les établissements du cartel effectuent de faibles

profits ou au contraire une localisation aux points stratégiques de profits élevés.
Définissons l'ensemble suivant:
GGJ‘.[) ={(Plv'"'pn-ps) elo'+w[n*l / V pe elov+w[: Bc(Plv-, Pev-’pnyps) < Cf}

Cet ensemble contient, s'il est non vide, tous les vecteurs prix que peuvent afficher les

établissements installés pour empécher I'entrée de E. On peut alors énoncer le résultat:

11Signalons que I'analysc est A disunguer par cxemple de celle de Bonnano [1987] ou le choix des
localisations devient une vanable straépique de dissuassion de 1'entrée utilisée par la firme mulu-produits
en place. Bonnano montre entre autres que des locahisauons judicieusement chotsies peuvent s'averer aussi
cfficace pour barrer I'entrée gu'une prohféranon des produrts. On peut se reférer aussi dans ce contexte a
Sclien {1975], Shmalensec [1978].

140



Proposition_1V.5
(pN+l(1,Cn )""9 PN+|(nnd )v pN+l(Squ U{E})) (S GEJ‘*I) << n=2 ou n=3

Preuve

Elle est immédiate, il suffit de poser les inégalités:

1 1 ( n+d )< 1
< <€ —_
(n+2)3  n+2 " 6(n+2) (n+1)3

<> (n=2 ou n=3)

49

Ainst, st 500

1
<Crxs 77 nous avons py.(E.Fq U{E}) < C¢

b- E installé entre S et 1 (ou entre n et S)

Dans ce cas, I'entrant choisit une localisation adjacente a S.
Le prix affiché, la part de marché, et le profit qu'il obtient a I'équilibre sont donnés par les
relations (111.9), (111.24), et (111.25):

- V) = N+3
p~aa(E. qU{ })— m
N+3
(IV.17) D.. (E.FqU{E}) = S(N+1)
1 N+3 2
B...(E.FQU{E}) = NT1 ( 5(N+1)

On vérifie que I'entrée est toujours possible tant que le cartel est composé de plus de deux

firmes:

. 1 n+4 - 1
Sin>2 e (5(n+2)) > Y etalors By (E.FQU{E}) > C;

9
Sin=2  BL(EFU{E) = ;o5 =.0225

1
Si 300 < Cf < 55 - la grande firme ne peut disposer sur le marché que de deux

établissements a profits positifs. Cette firme peut en outre se préserver de l'entrée d'un

nouveau concurrent dans l'industrie.
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Pour terminer, on vérifie aisément que I'entrée est plus avantageuse dans le cas (1.b) que dans
le cas (1.a).

Barriére & l'entrée

En général (si n>2), I'analyse montre donc que l'entrée a toujours lieu si le cartel n'instaure pas
une politique spécifiquement orientée pour barrer I'entrée a de nouveaux établissements (prix
limite). Nous sommes alors amenés 2 analyser les choix en matiére de prix dont dispose le
cartel pour dissuader un concurrent potentiel de s'installer sur le marché.

Si 9/400 < C; < 1/27, On a vu que le cartel est alors un duopole, dont la stratégie de Nash
suffit 2 éviter l'installation d'une nouvelle firme sur le marché. Cette stratégie est d'autant
moins contraignante pour le cartel qu'il s'agit d'une meilleure réponse a la stratégie du
substitut.

En revanche, si Cy < 9/400 (n>2), la stratégie de meilleure réponse ne dissuade pas l'entrée et
le cartel doit avoir recours a une politique tarifaire dont l'exécutiory\@'accompagne d'un

"manque 2 gagner” plus ou moins conséquent.

Ainsi que nous l'avons montré, l'entrée la plus avantageuse s'effectue entre le substitut S et la
périphérie du cartel. Nous supposons donc qu'un nouvel arrivant sur le marché choisit cette
localisation adjacente au substitut.

Notons G(Cy), I'ensemble des vecteurs prix qui barrent l'entrée:
G(Cf)={(Plo'---Pn)ElO'+w]n / V pc E[O""m]: SuP[Be(PnaPe, I-;S);BC(F;Svpevpl)] < Cf}

ou ps désigne la meilleure réaction aux prix pe et py (resp p;) quand I'entrée se fait entre

['établissement S et I'établissement n (resp 1).

Proposition IV.6
Quel que soit le colt fixe d'installation Cr , G (Cp)= o

Preuve
Quand E entre sur le marché entre i et i+1 (i€{l,..,n-1}et que s'établissent les prix p;, pi+; €t
Pe. 1a demande qui lui est adressée est décrite par (relation (111.30)):

N+1) 1

(
D¢ (PP Pr+1)= - (N+1)pe + > (pi + Pr+1)+ N+l

Si E choisit son prix pe suivant sa meilleure réaction aux prix affichés par ses concurrents

directs. on obtient le profit optimal:
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1 2
(IV.18)  Be(piperpie)= (N+D{7 (pi + pisi)+ 20N+1)2 }

Ce profit est inférieur au cofit fixe d'installation sur le marché si et seulement si:

Pi + Pi+1 < B(Cf)
(IV.19)
Cf 2

avec B(Cy) =4( )

&0 e 00

Si I'entrant choisit la localisation la plus avantageuse, c'est a dire si i+1=S ( i=n), et sachant
que la meilleure réaction du substitut aux prix affichés par E et n s'écnt:

(IV.20)  ps = (Pe + Pp) + ———r
Ps Pe + Pn 2(N+l)2

La propriété (IV.19) est vérifiée dés que:

] 1
av.21 <B(CP- —(pe + pp) - ————
P T P T P NIy
On recherche alors une menace qui vérifie p;= pyp, en tenant compte de la meilleure réaction de

I'entrant. La contrainte (IV.21) s'écnit alors:

p1 < M(Cp)

(IV.22)

Cf )1/2, 8

N+1 N(N+1)2

12
avec M(Cy)= ?(

Si N est défini par la relation (v) (viabilité des établissements en concurrence ; chapitre I) on
vénfie M(Cp)>0.

Le programme du cartel devient:

n
(1V.23) Max S p D (prePn)
(peG(cn =1

qui par (1V.22) se simplifie en:

n

Max 5  p, D (p). .po)
(Piher” =1
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(IV.24)
P1=pa < M(Cy)

Le systéme de prix limite (pll ,..,pll] ) solution de (IV.24) vérifie donc:
] 1
P1 = Po =M(Cyp)

1 2 1- i+1 2(N+ ] )2 T+

D'oll 1a solution:

1 . o,
+ i- i-
2(N+1)2 2(N+1)2 2AN+1)2

(IV26) p =M(Cp -

i=1,..,n

(IV.26) sont les prix affichés par le cartel s'il veut barrer l'entrée.

N . 1 1 . .. L 1 . .
Pour que ce systeme de prix (p, ....p, ) constitue une politique crédible, il ne doit en aucune
fagon remettre en cause la cohésion du cartel, c'est a dire porter atteinte 2 la stabilité de celui ci
par rapport a la trahison. Nous montrons a travers 1'exemple ci dessous l'existence d'un tel
nisque et donc les limites d'une telle politique (IV.26) dans la constitution de barriéres a I'entrée
efficaces :

Exemple: 1/583 < C; < 1/43 (N=4).

Dans ce cas. on est en présence de trois firmes sur le marché (en sus du substitut). Quand la
firme E s'établit sur le marché entre le substitut et la firme 1, I'application de la politique

(IV.26) conduit aux prix:

] |
P1 =p3 =M
! 1
(IV.27) |p, =M(C)+ 3%

Plcz Ps| = ;—[M(Cr)-o— -223 ]=lCr/5]”3

- 5
Pour toute firme. D, (p,.1.py.Pi+1)= -3 pi+ i(p,_|+p,+|)+ -]5-

Les profits s'écnivent alors:

(1vV.28) | Be = pe = Cf
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1_19 78
B, = 15lCi5112- 52

11 est clair que la firme 2 a alors avantage a trahir le cartel auquel elle appartient. Dans un tel cas
de figure on reviendrait a la structure de concurrence initiale du marché et la firme E obtiendrait
un profit inférieur au cofit fixe (marché "saturé™). L'entrant ne pourra donc pas bénéficier de la
trahison de la firme 2.

Tel n'est pas le cas s'il s'agit de la trahison de la firme 1 ou de la firme 3 :

Trahison de la firme 1:;

Ecrivons les prix d'équilibre quand la firme 1 trahit I'accord, I'entrant E étant installé sur le
marché (concurrengant le cartel):

ps(LLFiU{E}U{1}) = ps(s,F{U{E}U{1}) = 6.;5
(1V.29) Ps(E-FIU{E}U{l}):l_Zl.%-S-

19
P«(2.C3~{1}) = ps3.C3~{1})= 1333

Les profits s'écnvent:

B{1LFU{E}U{1D) = £ (55 )2

(IV.30)
B(EFU{ENU{1)) =z (B

]

Ona:]— < pE.FJU{E}U{1}) <3

53

Si 7;,)- <Cf< %(é% ", 'entrée est possible.

Dans ce cas B(1.F{U{E}U{1})> %ICHSII/Z - %

Le cartel n'est donc pas en mesure d'adopter a la fois une politique de prix limite et de
maintenir dans tous les cas (pour tout Cp) sa stabilité vis a vis de la menace de défection. La
libre entrée apparait donc comme un facteur de déstabilisation de la coopération a la fois non

négligeable et relativement robuste.
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IV.3.1. L'entrant rejoint le cartel

Jusqu'a présent, on s'est penché sur les problémes de I'entrée comme facteur d'augmentation
de la composante de la concurrence extérieure et donc sur les capacités du cartel  écarter une
telle menace. Il peut &tre aussi intéressant de poser le probléme en termes d'augmentation de la
taille du cartel. Autrement dit, on suppose que l'entrant rejoint le cartel dés son installation sur
le marché. On regardera dés lors l'impact de cet accroissement de la taille a 1a fois sur les
profits des membres du cartel que sur les profits des firmes appartenant a la frange. On évalue
par la suite, les changements éventuellement survenus dans l'incitation des firmes a trahir le
cartel.

Il est & noter que ce probléme peut bien sfir s'interpréter, la question de trahison mise 2 part,
comme un probléme de diversification des produits (création d'une nouvelle variété) par une

grande firme (coalition (1,....n)).

Un premier cas trivial est celui ol E choisit une localisation qui n'est adjacente a aucune des
firmes du cartel. E réagira aux prix en vigueur de la méme maniére qu'un établissement de la
frange. Autrement dit, son appartenance au cartel ne sera pas reflété par le prix qu'il se verra
affecté. Nous nous trouvons alors exactement dans le cas d'une entrée telle qu'étudiée dans la
section précédente.

Le cas qui doit nous intéresser donc est celui ol I'établissement E est adjacent & un des
établissements du cartel. Précisément, nous supposons que l'entrée se fait toujours a la
périphénie de celui ci, entre |'établissement n et n+1. Nous supposons comme précédemment
une relocalisation symétrique de toutes les firmes aprés entrée. L'entrant E devient alors la
(n+1)1€M€ firme du cartel.

Nous allons regarder les conséquences de cette opération sur successivement, la firme
périphénque de la frange, la firme adjacente a la péniphérie du cartel et enfin sur la périphéne de
celui ci.

Les relations donnant I'équilibre sont difficiles a exploiter dans le cas général. Nous nous
appuyons alors sur une analyse numérique pour relever les tendances principales qui sont

autant d'éléments de réponses aux questions posées.

Analyse numérique

a- Périphérie de la frange

Considérons l'ensemble:
me={ (n.Q)EN" /B..,(n+1.Fg) 2 Bu(n+1,Fg)}
m, est I'ensemble des tailles du cartel et de la frange pour lesquelles la périphérie de cette

derniére s'accommode d'une augmentation de la taille du cartel.
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On montre l'existence d'un rang qq (précisément qo =10) tel que pour tout q supérieur a 10, il
existe une taille np(q) telle que si la taille du cartel n'excéde pas ny(q), la premiére firme de la
frange (adjacente a l'entrant) améliore son profit avec I'entrée de la firme E. De plus, nyg(q) est
une fonction croissante de q (avec ny(qo) = 3).

Proposition 1V.7
1) mp= &

1) Si q<10 alors By, (n+1,Fg) < Bx(n+1,Fg) pour un grand nombre d'entiers n.
Preuve: voir annexe.

A Tl'aide de différentes valeurs de q et n (annexe), on vérifie que si q<l10,
By.i(n+1,Fg)<Bx(n+1,Fy) méme pour des valeurs relativement grandes de n (de n=1 2 50 et
méme au dela, pour n=100, 200). La tendance est donc a l'improfitabilité (pour la premiére
firme de la frange) de I'entrée de E dans le cartel dés que le nombre de firmes a I'extérieur est
réduit. Quand la concurrence extérieure n'est pas trop intense, la périphérie de celle-ci préfére
un cartel de petite taille a un cartel de grande taille. Pour q=10, elle améliore son profit a
condition que le cartel auquel elle fait face est de taille 2 ou 3. A partir de q =10, on voit se
dessiner une tendance (pour les valeurs de g=11,....30 ) qu'on peut résumer ainsi: 3 ny(q) (=
3)tel que n<np(q) < By,(n+1,Fq) > By(n+1,Fy).

La fonction ng(q) représente la taille maximal du cartel si I'on veut que la premiére firme de la
frange soit avantagée par l'entrée. Cette fonction est aussi la taille du cartel pour laquelle le gain
marginal de la firme périphérique de la frange (aprés entrée de E) est minimal.

De plus, np(q) est croissante par rapport a q, ce qui signifie qu'a mesure que la concurrence
s'intensifie a I'exténieur du cartel, le nombre de concurrents a l'intérieur de celui ci,
optimalement désiré par la périphéne de la frange, devient grand. Ce qui apparait donc
déterminant, c'est la taille relative n/q. Quand cette taille devient grande, I'entrée de E ne profite
plus a la firme (n+1). La figure 1V.11 donne une idée sur les tailles maximales du cartel

acceptables (en fonction de q) pour que l'entrée de E soit profitable.
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Figure IV.11
Taille maximale du cartel ( fonction de la taille de la frange) rendant possible
I'adjonction d'un nouveau membre

On remarque (figure 1V.12) que la fonction qui a partir de q=10, associe a q la taille maximale
acceptable par (n+1), est simplement la suite des nombres impairs (dont le premier terme est
3).

b- Firme n-1

Définissons I'ensemble M, ;) des couples (n,q) pour lesquels l'entrée de E dans le cartel

engendre une augmentation de profit pour la firme n-1.
Mp.py= { (n.Q)GN- /B~,|(n-l.CnU(E}) P BN(D'I,C“) }

Cette firme, qui avait le profit le plus faible dans la situation antérieure ceéde cette position 2 la
firme n. Nous montrons & travers des exemples que si le nombre q d'établissements extérieurs
au cartel est restreint, la firme n-1 peut améliorer son profit avec I'entrée de E, pourvu que la
taille du cartel ne soit pas trop petite.

On montre également I'existence d'un seuil pour q (précisément q=10) au dela duquel la firme

n-1 peut étre satisfaite de I'entrée de E méme pour des tailles trés grandes du cartel.

Proposition IV.8
1) m(n_” 20
2) Vq<10, 3 n\(q) tel que ¥V n < ny(q). Buyi(n-1,CLU{E}) > By(n-1,Cp).

n(q) est une fonction décroissante de q et n;(10)=2.

Preuve: (annexe)
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L'intérét de la proposition vient du fait qu'elle permet de mesurer l'incitation qu'ont les firmes
les plus défavorisées du cartel a changer de position au sein de ce dernier en favorisant
l'augmentation du nombre de leurs concurrents a I'intérieur de celui ci.

Les deux principes (changer de position et augmenter la taille du cartel) jouent en sens inverse.
Si le changement de position de la firme n-1 fait qu'elle n'a plus le statut de la firme la plus
défavorisée dans le nouveau cartel (aprés entrée de E), I'augmentation de la taille du cartel
d'une unité réduit par contre les parts de marchés des firmes.

Dans quelle mesure interviennent les parameétres n et q dans la prédominance de I'un ou l'autre
de ces phénomenes dans le profit de n-1, c'est le sens de la proposition (IV.8).

L'analyse numérique montre que si le nombre de firmes extérieures au cartel est assez élevé, la
firme n-1 est satisfaite par I'entrée de E. On vénfie cette tendance pour la valeur minimale 10 de
q puis pour des valeurs plus grandes q=20, 50, 100...et .en faisant varier n (voir tableau de
valeur en annexe).

Si le nombre de firmes extérieures n'excéde pas 9, 'entrée de E n'est plus profitable a n-1 si le
cartel n'est pas assez large. Par exemple, pour g=5, il faut qu'il soit composé d'au moins 5
firmes pour garantir a n-1 un meilleur profit. Pour g=1, l'entrée de E n'est avantageuse que si
le cartel contient au moins 8 firmes.

A mesure que la concurrence extérieure devient plus séveére (q croit), 1a firme (n-1) a intérét a
ce qu'elle ait un concurrent supplémentaire dans le cartel méme si elle appartient a un cartel de
petite taille.

Ce qui peut rendre l'entrée de E indésirable pour la firme (n-1) sont des combinaisons

adéquates de q et n dans une industrie de taille relativement réduite (N< 12 précisément).
c- Firme n

On considére 'ensembie:

>
my={ (n,q)eN  / By,,(n,CU{E}) 2 By(n,Cy) }
Méme si la firme périphérique (n) devient la firme la plus défavorisée avec l'entrée de la firme
E dans le cartel, on montre a l'aide d'exemples, qu'elle peut elle aussi s'accommoder de cette
entrée (améliorer son profit) a condition que la taille du cartel ne soit pas trop grande. D'ou la

proposition:

Proposition 1V.9
m, = <&

Preuve: (voir illustratio numériques en annexe).
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11 apparait a la suite de nombreux exemples numériques (illustrés par la figure (IV.12)
concernant l'objet de cette proposition (IV.9), que I'importance de la concurrence extérieure
(accroissement de q) semble accroitre a un trés faible rythme la valeur maximale de la taille qui
perpétue pour la firme périphérique la profitabilité de l'entrée de E.

Par ailleurs, pour que l'entrée de E profite a la périphérie du cartel, il apparait que la taille

relative n/q doit étre trés petite.

n max
4
_
3
2
% 181 >
q

Figure IV.12

Tallle maximale du cartel maintenant profitable pour la
firme n l'entrée d'un nouveau membre.

De I'analyse des implications de 1'entrée E sur les profits de la firme n-1, n et n+1, il ressort
donc en résumé que ni la périphérie du cartel (n), ni celle de la frange n'ont avantage a
I'extension du cartel par sa périphérie'?>quand le cartel est déja suffisamment large par rapport &
la frange. Ces deux firmes ont donc un intérét commun a bloquer toute augmentation de la taille
du cartel (du moins par sa périphérie).

La firme (n-1) a en général intérét A favoriser un tel processus surtout si les concurrents

extérieurs au cartel sont nombreux.

Conclusion

Tout au long de cette étude, nous avons mis l'accent sur I'importance de la localisation des
établissements de la coalition vis a vis de la concurrence extérieure.
Quand il s'agit de processus de fusion, leur réussite dépend uniquement de leur faculté a

générer un surplus de profit global. Néanmoins, nous avons montré que les établissements

12 11 pe s'agit pas, comme on l'a vu, de I'incorporation dans le cartel d'une firme appartenant 2 la frange, mais
d'une nouvelle firme E.
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profitent inégalement de ce surplus. Dans un tel contexte de fusion, cela ne pose pas de
problémes. Mais dés que nous nous devons de postuler une certaine autonomie de ces
établissements (contexte de cartellisation), cette inégalité dans les profits joue un role
primordial dans la réussite de la collusion. Nous avons ainsi mis en évidence l'instabilité de
'accord au regard de la menace de déviation, cette menace provenant principalement des
membres du cartel dont la localisation (éventuellement mal servie par le critére (profit joint)
adopté) les prédisposent a la "trahison". L'analyse offre un bon test sur la recevabilité du
critére de profit joint dans la réussite des cartellisations. On voit de ce fait quelle pourrait &tre le
prolongement intéressant de la réflexion engagée dans ce travail. Il pourrait ainsi s'articuler
autour de l'interrogation de base: existe-il pour un cartel un autre critére (fonction des
localisations de ses membres) qui stabilise la collusion? Cette question nous semble pertinente,

et mériterait une analyse approfondie.
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ANNEXE

Chapitre 1
1) Demande adressée & un établissement i

Soit, d'une fagon général, un coiit de transport L(x)= ax2 + bx (a > 0).
0;; : abscisse d'un consommateur indifférent entre deux firmes i et j (avec Xj < xj ).

Z: 1a distance (la plus courte) entre les établissements i et j.

(@) i+ al8;-x|2+b |0-x| =pj+a|6;-x|7+b |6~ x|

(a) admet au plus une solution dans [0,1] (Avec un cofit convexe, il y a unicité du
consommateur indifférent entre les deux magasins).

Trois cas possibles:

1. x; <0;;

I'établissement i affiche un prix faible par rapport a celui de j si bien que les consommateurs au
voisinage de j sont clients de I'établissement II.

De (a):

. 1 (P-Pi b )
(b) 8;; =5 izjf; -+ (x; + xj)}

ﬂil‘j 2 Xj < pPi= p] —Zi.j (a Zi,j + b)

2. x5 < Oi,j < Xj

Le consommateur est localisé entre i et .

2 1 Pj-Pi ]
(C) Oi,j = ) )l ——a Zi‘j + b + (Xi + XJ)}

X; s Biz_j SX; < pj-Z (a Zi; + b)<ps P+ Zij (a Zij+ b)

J

3. Ou< Xi

Cas symétrique de 1, le prix affiché par i est élevé par rapport a celui de j.
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3 1 [PiP

(d) 8 +B + (x; + xj)}

2 a Zi,j a

6?.1 sX;<ep2 pj + Zi,j (a Zi,j + b)

Dans le cas ot b=0:

3.= l_( Pj—
W21 2z

+ X; + X;

!

Soit un nombre Nj d'établissements installés sur le marché (dépendant de la valeur du coiit de

1 _ a2 Pi
Bi,j = Bi’j = ei‘j = G j]

transport, et donc de a (b étant nul)), la part de marché de tout magasin i s'écrira pour tout

triplet de prix (pi-1 , Pi \Pi+1):

1 (pm -Pi  Pi —Pia

(€  Di(pipPisPist 1=6ii41-8i 1 = 57 Zo  Z +aZiy +1)

i~1,i

Les seuls concurrents d'un magasin i sont i-1 et i+1 sans quoi la part de marché de I'un de ces
deux magasins serait nulle a I'équilibre.

Le coiit quadratique garantit la concavité de la fonction de profit quelque soit la position du
consommateur indifférent entre les établissements.

Chapitre IV,

Tableau [V.1:
Avantage retiré par la périphérie de la frange de 'entrée de E dans le cartel.

n Biz i B(nf:rnl) BE+2 ) B(xf;-nl) Bi.z - B(nf.;.nl)
q=20 q=10 g=1

02 +1,50. 103 +8,79. 1077 - 0,0220

03 + 1,41, 103 +7.97. 106 -0,0110

04 +126. 1073 -4,74. 10°6 - 0,0060

05 +1,12. 1073 - 8,55. 105 - 0,0044

06 +993. 106 - 1,11.10°3 -0,00310

07 +8,/70. 10°6 - 1,20. 1070 <0

08 +7,60. 106 -1,39. 1073 < 0
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09 + 6,60. 100 - 1,45. 10°5 <0
10 +5,70. 107 -1,49. 103 <0
50 -138. 106 -4,68. 10°6 <0
200 < 0 -1,64. 1077 <0
300 < 0 -232. 107 < 0
1000 < 0 -2.30.10°8 <0
Tableau IV.2:

Avantage retiré par la firme n-1 de l'entrée de E dans le cartel.

" BBl | PwiBal | BaacBhr
9=1 a=20 _g=100
02 - 126,102 + 1,44, 105 +2,42. 10
03 - 613. 102 + 2,58 10°° +4,44.10
04 - 280. 102 +349 1075 +6,34. 10
05 - 126.10°2 + 4,20. 1073 +8,13. 10
06 - 443. 1073 +4,75. 107 +9,80. 10
07 - 826. 106 +5,18. 102 +1,14. 10
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