
HAL Id: tel-00523014
https://pastel.hal.science/tel-00523014

Submitted on 4 Oct 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Un modèle thermo-mécanique de polycristal pour
l’étude des bandes de cisaillement

Maurizio Brocato

To cite this version:
Maurizio Brocato. Un modèle thermo-mécanique de polycristal pour l’étude des bandes de cisaille-
ment. Matériaux. Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, 1994. Français. �NNT : �. �tel-00523014�

https://pastel.hal.science/tel-00523014
https://hal.archives-ouvertes.fr


o ) 7 ' * A*$ /fS'2# 

DES PONTS ET CHAUSSEES 

DOCTORAT DE L'ECOLE NATIONALE 
DES PONTS ET CHAUSSEES 

Spécialité : Structures et Matériaux 

Thèse présentée par 

Maurizio BROCATO 

UN MODELE THERMO-MECANIQUE DE POLYCRISTAL 

POUR L'ETUDE DES BANDES DE CISAILLEMENT 

Soutenue le 14 Janvier 1994 

Jury G.CAPRIZ 
P.ROUGEE 
C.STOLZ 
E.BENVENUTO 
A.EHRLACHER 
B.MARRANDET 

^ r Ah 

Président 
Rapporteur 
Rapporteur 
Examinateur 
Examinateur 
Examinateur 

EM.PC. 





REMERCIEMENTS 

Je remercie Alain Ehrlacher, Directeur du Centre 
d'Enseignement et de Recherche en Analyse des Matériaux de 
VEcole Nationale des Ponts et Chaussées pour avoir dirigé cette 
thèse. C'est grâce à lui que j'ai eu la possibilité de commencer, 
poursuivre et terminer ce travail. Je lui dois non seulement le 
résultat témoigné par ce mémoire, mais l'ensemble de mes études 
en mécanique. 

Je remercie Jean Bouvaist, Directeur de recherche délégué 
relations publiques et universitaires de Péchiney et Bernard 
Marrandet, Adjoint au responsable du Secteur Métallurgie de 
Péchiney pour avoir été promoteurs de ce travail tant du point de 
vue scientifique que financier. C'est grâce à l'oeuvre de Monsieur 
Bouvaits que j'ai pu poursuivre mes études en France et c'est grâce 
aux suggestions et aux indications de Monsieur Marrandet que j'ai 
pu m'orienter dans le vaste domaine de la métallurge des Al-Mg. Je 
remercie en outre Monsieur Marrandet d'avoir participé au jury 
d'évaluation de cette thèse. 

Je remercie Paul Rougee, Professeur à l'Université Paris XI1J, 
et Claude Stolz, Chercheur au CNRS, d'avoir accepté de rapporter sur 
mon travail et pour les remarques et les conseils qu'ils m'ont 
donnés et qui seront précieux pour l'avenir. 

Je remercie Edoardo Benvenuto, Directeur de la Faculté 
d'Architecture de l'université de Genova, pour l'intérêt qu'il a 
manifesté au cours des deux dernières années et pour avoir été 
examinateur de ce travail. 

Je remercie Gianfranco Capriz, Professeur au Département de 
Mathématiques de l'Université de Pisa pour avoir accepté de 
présider le jury et pour l'attention qu'il a dédié à mon travail. 

Merci à tous mes amis du CERAM et au personnel de l'Ecole 
Nationale des Ponts et Chaussées pour m'avoir accueilli. 





¿*- JOUO-UX^-





Table des matières 

•Un miníele thermtf-mécanujue de polwristal-





Ill 

P L A JS 
du travail 

Sommaire général V 

Sommaires des chapitres VII 

# 
I ntroducti on 1 

Première Parue 
Etude préliminaire 

Chapitre I Métallurgic 9 

Chapitre II Mécanique et Thermodynamique 25 

Dea-uème Partie 
Modèle de polycristal 

Chapitre III Polycnstal plan 77 

Chapitre IV PolycnsiaJ 115 

Troisième Partie 
Etude microscopique 

Chapitre V Pertinence 175 

Chapitre VI Equivalence microscopique 225 

Quatrième Partie 
Axiomatique 

Chapitre VII Axiomatique classique 261 

Chapitre VIII Axiomatique "approfondie" 297 

Conclusion 335 

# 

References bibliographiques 343 

Liste des illustrations 347 

-Un modèle tliermt>-mécanu{ue de polycristal-





V 

5L JQ_M_M_JL JLR £ 
général 

Introduction 1 

1. Finalités. Objectifs. Limites 1 
2. Sujet de recherche 3 
3. Plan du travail 5 

>$i 

Première Partie - Etude préliminaire 

Chapitre I - Métallurgie 9 

1. Généralités 9 
2. Physique de la déformation 11 
3. Conclusions 21 

Chapitre II - Mécanique et Thermodynamique. 25 

1. Introduction 25 
2. Elasto-plasucité hétérogène en transformation finie 27 
3. Evolution des textures 35 
4. Homogénéisation des polyenstaux 39 
5. Modèles simplifiés 53 
6. Instabilité et localisation. 61 
7. Conclusion 73 

Deuxième Partie - Modèle de polycnstal 

Chapitre m - Polycnstal plan 77 

1. Introduction 77 
2. Modèle 79 
3. Discussion 97 
4. Conclusion 113 

Chapitre IV - Polycnstal 115 

1. Partie introductive 115 
2. Cinématique 119 
3. Mécanique 127 
4. Thermodynamique .135 
5. Comportement 141 
6. Conclusion 171 

-Un modèle thermo-mécanique de polycnstal-



VI 
- Table des matières -

Troisième Partie - Etude microscopique 

Chapitre v - Pertinence 175 

1. Introduction 175 
2. Agrégat el phases 177 
3. Phases et espace des phases 189 
4. Observation et convolution 205 
5. Conclusion 223 

Chapitre VI - Equivalence microscopique 225 

1. Introduction 225 
2. Milieu microscopique. 227 
3. Passage micro-macro 241 
4. Conclusion 257 

Quatrième Partie - Axiomat ique 

Chapitre Vu - Axiomatique classique 261 

1. Introduction 261 
2. Univers matériel et monde des événements 263 
3. Cinématique 271 
4. Mécanique 283 
5. Thermodynamique 291 
6. Résumé des notations 295 

Chapitre vm - Axiomatique "approfondie" 297 

1. Introduction. 297 
2. Univers matériel et monde des événements "profonds"... 299 
3. Cinématique étendue 311 
4. Mécanique étendue 323 
5. Conclusion 331 

Conclusion __________________„____ 335 

1. Plan du travail 335 
2. Conclusions 337 
3. Suite du travail 341 

- Maurizio Brocatu - Thèse ENPC CERÂM -



VII 

des chapitres 

Introduction 1 

1. Finalités. Objeclil"s. Limites 1 
2. Sujet de recherche 3 
3. Plan du travail 5 

3.1. Première partie 5 
3.1.1. Elude bi bliographique 5 
3.1.2. Modèles thermo-mécaniques 5 

3.2. Deuxième partie 5 
3.2.1. Polycnstal plan 5 
3.2.2. Polycrislal 6 

3.3. Troisième parue 6 
3.3.1. Globalisation 6 
3.3.2. Passage micro-macro 6 

3.4. Quatrième partie 6 

ChapitreJ 

Métallurgie 9 

1. Généralités 9 
2. Physique de la déformation 11 

2.1. Echelles de l'observation 11 
2.2. Jeux des mécanismes à l'échelle de la microstructure 12 

2.2.1. Dislocations 12 
2.2.2. Conjectures sur les micro-bandes de cisaillement 14 

2.3. Evolution à l'échelle des grains... 16 
2.3.1. Conjectures sur les bandes de cisaillement 16 
2.3.2. Comparaison des conjectures 19 

3. Conclusions 21 
3.1. Physique de la déformation des Al-Mg 21 

3.1.1. Résumé des événements avant localisation 21 
3.1.2. Conjectures sur la physique des bandes de cisaillement 21 

3.2. Modèle 23 
3.2.1. Scénario résumé. 23 
3.2.2. Besoins du modèle. 23 

-Un modèle thermo-mécanique de pulycristal-



VIII 
- Table des mutieren -

Mécanique et Thermodynamique. 25 

1. Introduction 25 
2. Elasto-plasliulé hétérogène en transformation finie 27 

2.1. Introduction 27 
2.2. Tenseurs et configurations 27 

2.2.1. Grandeurs eulenennes et lagrangiennes 27 
2.2.2. Décomposition cinématique 29 

2.3. Décomposition cinématique et hétérogénéité 30 
2.3.1. Etat naturel 30 
2.3.2. Rotations 30 
2.3.3. Variables internes 30 

2.4. Le choix de la configuration relâchée. 31 
2.4.1. Configurations naturelles locales 31 
2.4.2. Configuration isocline 31 
2.4.3. Configuration intermédiaire 32 

2.5. Conclusion 33 
3. Evolution des textures 35 

3.1. Introduction 35 
3.2. Représentation de la texture, ODF 35 

3.2.1. Techniques de mesure 35 
3.2.2. La fonction de distribution des orientations ..35 

3.3. Equations 36 
3.3.1. Continuité de la ODF 36 
3.3.2. Equation d'évolution des textures 36 

3.4. Conclusion 37 
4. Homogénéisation des polycnslaux 39 

4.1. Introduction 39 
4.2. Passage micro-macro .39 

4.2.1. Formulation générale. 39 
4.2.2. Eléments de volume 39 
4.2.3. Relations micro-macro 40 

4.2. Homogénéisation 42 
4.2.1. Problème d'Eshelby en élasticité linéaire 42 
4.2.2. Position du problème pour les polyenstaux 43 
4.2.3. Méthodes avec hypothèses sur l'agrégat 44 
4.2.4. Méthode auto cohérente. . . . , . . , , . . . . . . . . . . . , , . 45 

4.3. Le critère et la surface de charge locales 47 
4.3.1. Monocristal. Loi de Schmid 47 
4.3.2. Ecrouissage. 48 
4.3.3. Les systèmes de glissement actifs 50 

4.4. Conclusion 51 
5. Modèles simplifiés 53 

5.1. Introduction. 53 
5.2. Problème plan 53 

5.2.1. Cristal plan ....53 
5.2.2. Texture 54 
5.2.3. Cinématique. 55 

5.3. Poly-lamelle à un glissement 57 
5.4. Poly-lamelle à deux glissements 58 

5.3.1. Compatibilité cinématique et évolution de la texture 58 
5.3.2. Cas particuliers 59 

5.5. Concl usion 60 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -



IX 

6. Instabilité et localisation 61 
6.1. Introduction 61 
6.2. Bifurcation 61 

6.2.1. Equilibre, processus et instabilité. 61 
6.2.2. Le problème incrémental élasto-plastique 62 
6.2.3. La condition de Hill pour le problème incrémental. 63 
6.2.4. Une généralisation 64 

6.3. Localisation de la déformation 65 
6.3.1. Unicité locale et globale de la solution 65 
6.3.2. Perte d'ellipticité du problème en vitesse 65 
6.3.3. Localisation et stabilité de l'état actuel 66 
6.3.4. Conclusions 68 

6.4. Théorie générale 68 
6.4.1. Stabilité de l'équilibre 68 
6.4.2. Fonctionnelle pour les dissipations plastiques 69 
6.4.3. Conclusions 70 

6.4. Conclusion 70 
7. Conclusion 73 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristul -



- Table des matières -

ChapitreJ.il 

Polycristal plan 77 

1. Introduction 77 
2. Modèle 79 

2.1. Géométrie et cinématique 79 
2.1.1. Géométrie. 79 
2.1.2. Mouvement 79 
2.1.3. Masse volumique 80 
2.1.4. Taux de déformation.. 80 
2.1.5. Déformations 81 

2.2. Mécanique et équilibre 82 
2.2.1. Mouvements ngidifiants 82 
2.2.2. Principe des puissances virtuelles 82 

2.3. Thermodynamique. 84 
2.3.1. Bilan d'énergie interne 84 
2.3.2. Bilan d'entropie et inégalité de Clausius-Duhem 85 

2.4. Comportement 87 
2.4.1. Contraintes de Cauchy. 87 
2.4.2. Contraintes m 91 
2.4.3. Contraintes D 92 
2.4.4. Contraintes C 92 
2.4.5. Type de réseau 93 
2.4.6. Vérification de l'inégaJité de Clausius-Duhem 93 

2.5. Résumé des équations 94 
3. Discussion , 97 

3.1. Exemples 97 
3.1.1. Compression 99 
3.1.2. Cisaillement.. 103 
3.1.3. Conclusion 107 

3.2. Discussion sur !e modèle. 108 
3.2.1. Comparaison a\ec un poiycnstal plan 108 
3.2.2. Cinématique fonction de l'orientation 109 
3.2.3. Masse volumique 110 
3.2.4. Identification expérimentale . .111 

4. Conclusion 113 

- Maurizio Brocuto - Thèse ENPC CERAM -

http://ChapitreJ.il


XI 

ChapiirelY 

Polycristal 115 

1. Partie mlroductive 115 
1.1. Inlrcxluclion 115 
1.2. Notes préliminaires 116 

1.2.1. Terminologie 116 
1.2.2. Système étudié 116 
1.2.3. Notations 117 

2. Cinématique 119 
2.1. Introduction 119 
2.2. Hypothèses de base 119 

2.2.1. Milieu continu profond 119 
2.2.2. Continuité au voisinage des points 119 
2.2.3. Filtration 119 

2.3. Description lagrangienne 119 
2.3.1. Inconnues 119 
2.3.2. Gradient de la transformation .120 
2.3.3. Equation de continuité.. 120 
2.3.4. Evolution des images de la métrique de l'espace tangent 121 

2.4. Description eulerienne 122 
2.4.1. Inconnues 122 
2.4.2. GradienL matériel des vitesses 122 
2.4.3. Equation de continuité 123 
2.4.4. Accélération 123 

2.5. Comparaison des descriptions 123 
2.5.1. Rapport entre inconnues lagrangiennes et eulenermes 123 
2.5.2. Rapport entre évolution et taux d'évolution des vecteurs matériels.. 123 

2.6. Conclusion 124 
3. Mécanique 127 

3.1. Introduction 127 
3.2. Principe des puissances virtuelles 127 

3.2.1. Puissances virtuelles 127 
3.2.2. Axiome du caractère interne 128 
3.2.3. Axiome d'identification 130 

3.3. Transports.... 133 
3.4. Conclusion. 134 

4. Thermodynamique 335 
4.1. Introduction 135 
4.2. Premier Principe 135 

4.2.1. Définitions 135 
4.2.2. Théorème de l'énergie cinétique 136 
4.2.3. Bilan d'énergie totale et bilan d'énergie interne 136 

4.3. Deuxième Principe 136 
4.2.1. Bilan d'entropie 136 
4.2.2. Inégalité de Clausius-Duhem 138 

4.4. Transports 139 
4.5. Concl usion 140 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristal -



XII 
- Juble des mutieren -

5. Comportement 141 
5.1. Introduction 141 
5.2. Fonctionnelles de comportement 141 

5.2.1. Bilan équations-inconnues 141 
5.2.2. Principes et hypothèses sur le comportement 142 
5.2.3. Remarque sur la simplicité matérielle 144 
5.2.4. Objectivité des fonctionnelles de comportement. 145 

5.3. Fonctions de comportement 147 
5.3.1. Méthode des variables internes 148 
5.3.2. Configuration relâchée 149 
5.3.3. Configuration support et indifférence matérielle 156 
5.3.4. Lois d'état et dissipations 158 
5.3.5. Explication des hypothèses 166 
5.3.6. Généralisation 168 

5.4. Conclusion 169 
6. Conclusion 171 

6.1. Résumé du travail 171 
6.2. Résultats pnncipaux 171 
6.3. Problèmes ouverts. 171 

Comportement des phases 171 
Problèmes traités dans la suite de la thèse 171 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -



XIII 

ChapürcJ¿ 

Pertinence 175 

1. Introduction 175 
2. Agrégat et phases , 177 

2.1. Introduction 177 
2.3. Agrégat et constituants 177 

2.3.1. Agrégat hétérogène de constituants homogènes.. 177 
2.3.2. Thermodynamique d'un agrégat. 179 

2.4. Fonction de phase et thermodynamique d'un agrégat 183 
2.4.1. Fonction de phase et état radical. Définitions préliminaires... 183 
2.4.2. Observation approchée 184 
2.4.3. Première approche du problème 184 
2.4.4. Taille caractéristique dans l'espace des phases 185 
2.4.5. Eléments de volume 187 

2.5. Conclusion 188 
3. Phases et espace des phases 189 

3.1. Introduction 189 
3.2. Exemples 190 

3.2.1. Phase comme ensemble de variables d'état radical 190 
3.2.2. Phase comme morphologie 190 
3.2.3. Phase comme rotation 191 
3.2.4. Phase comme fragmentation de la configuration naturelle 193 
3.2.5. Exemple 194 

3.3. Espace des phases-orientations 194 
3.3.1. Introduction. 194 
3.3.2. Tnèdrc-objel 194 
3.3.3. Tnèdre-objcts dans l'espace géométrique 195 
3.3.4. Angles d'Eulcr 198 

3.4. Conclusion 202 
4. Observation et convolution 203 

4.1. Introduction 203 
4.2. Définitions préliminaires 204 

4.2.1. Espace des phases. 204 
4.2.2. Espaces des fonctions test 204 

4.3. Mesure dans l'espace des phases 205 
4.3.1. Résolution de mesure 206 
4.3.2. Domaine d'intégration 206 
4.3.3. Précision de mesure. 206 

4.4. Observation des phases dans l'espace-temps 214 
4.4.1. Signification d'une observation dans l'espace-temps 214 
4.4.2. Remarques 214 
4.4.3. Notation cl rappels. , 215 

4.5. Globalisation 216 
4.5.1. Introduction 216 
4.5.2. Support de la globalisation 217 
4.5.3. Globalisation des masses 218 

4.6. Conclusion 219 
5. Conclusion 221 

- Un modèle thermo-mécanique de polyxrrtstal -



XIV 
- Table des mutieren -

ChapüreJVJ 

Equivalence microscopique 225 

1. Introduction 225 
2. Milieu microscopique 227 

2.1. Introduction 227 
2.2. Notes préliminaires. 228 

2.2.1. Phase pour un polycnstal 228 
2.2.2. Configurations el Jonction de phase 228 
2.2.3. Partition en phase continue 229 
2.2.4. Lemme fondamental 229 

2.3. Cinématique 230 
2.3.1. Description lagrangienne 230 
2.3.2. Description eulenenne 231 
2.3.3. Transport 231 

2.4. Mécanique 231 
2.4.1. Mouvements rigidifiants 231 
2.4.2. Vitesses et puissances virtuelles 232 
2.4.3. Axiome d'objecuvité 232 
2.4.4. Condition d'équilibre 234 

2.5. Thermodynamique 235 
2.5.1.'Bilan d'énergie 235 
2.5.2. Bilan d'entropie 239 

2.6. Conclusion 240 
3. Passage micro-macro 241 

3.1. Introduction 241 
3.2. Notes préliminaires 241 

3.2.1. Bases du travail 241 
3.2.2. Notation 242 

3.3. Cinématique........... .. 242 
3.3.1. Relations de base 242 
3.3.2. Grandeurs lagrangiennes 243 
3.3.3. Grandeurs euleriennes. 244 

3.4. Mécanique 246 
3.4.1. Mouvements ngidifianls 246 

3.5. Thermodynamique 247 
3.5.1. Bilan d'énergie interne 247 
3.5.2. Bilan d'entropie 250 

3.6. Remarques et conclusion 253 
3.6.1. Fonctions non observables 253 
3.6.2. Limites de l'observation 253 
3.6.3. Postulat de l'étal local 254 

4. Conclusion 257 

- Maurizio Bracato - Thèse ENPC CERAM -



XV 

Axiomatique classique 261 

1. Introduction 261 
2. Univers matériel et monde des événements 263 

2.1. Introduction 263 
2.2. Univers matériel. 263 

2.2.1. Structure 263 
2.2.2. Masse 264 
2.2.3. Inleraclions 265 
2.2.4. Conjecture d'isolement (forme universelle) 266 
2.2.5. Forme 266 

2.3. Monde des événements 267 
2.3.1. Temps 267 
2.3.2. Espace géométrique 267 
2.3.3. Référeniicls 268 

3. Cinématique 271 
3.1. Modèle du corps dans l'espace 271 

3.1.1. Emplacements. Milieu continu 271 
3.1.2. Frontière 271 
3.1.3. Déplacement 272 

3.2. Modèle local dans l'espace 272 
3.2.1. Gradients .273 
3.2.2. Voisinage matériel. Translation matérielle 273 
3.2.3. Espace tangent 274 
3.2.4. Emplacement local. Gradient matériel 274 
3.2.4. Métrique de l'espace tangent 275 

3.3. Modèle du corps dans l'espace-temps 277 
3.3.1. Modèle du corps dans une chronologie 277 
3.3.2. Cinématique dans l'espace 278 
3.3.3. Cinématique de l'espace tangent 280 
3.3.4. Description lagrangiennc 280 

4. Mécanique 283 
4.1. Forces dans l'espace. 283 

4.1.1. Continuité des actions 283 
4.1.2. Mesure force 283 
4.1.3. Forces matérielles. Espace duale de l'espace langent 284 

4.2. Forces dans l'espace-temps 285 
4.2.1. Forces d'inertie 285 
4.2.2. Processus mécanique 286 

4.3. Principe des puissances \ muelles 287 
4.3.1. Puissances. 287 
4.3.2. Equilibre mécanique 289 

5. Thermodynamique .291 
5.1. Introduction 291 
5.2. Thermodynamique aviomatique 291 

5.2.1. Les ensembles.. 291 
5.2.2. Les applications 292 
5.2.3. Les axiomes 292 

5.3. Concl usion 293 
6. Résumé des notations 295 

- Un modèle thermo-mécanique de polvcristal -



XVI 
Table des matières -

ChapiüfiJZÜI 

Axiomatique "approfondie" 297 

1. Inlroducüon 297 
2. Univers malénel el monde des événements "profonds" 299 

2.1. Inlroducüon 299 
2.2. Univ ers matériel 299 

2.2.1. Définitions classiques 299 
2.2.2. Formes. Matière 299 
2.2.3. Uniformités. Matériau... 300 
2.2.4. Conjecture de représentativité 301 

2.3. Monde des événements 302 
2.3.1. Temps 302 
2.3.2. Espace géométrique 303 
2.3.3. Espace des phases 304 
2.3.4. Référentiels. . . . . .306 

2.4. Commentaires 308 
3. Cinématique étendue 311 

3.1. Modèle du corps dans l'espace profond 311 
3.1.1. Emplacements. Milieu continu profond 311 
3.1.2. Autres définitions. 312 

3.2. Modèle local dans l'espace profond 313 
3.2.1. Gradients d'espace profond 313 
3.2.2. Voisinage malénel. Translation matérielle 314 
3.2.3. Espace tangent 315 
3.2.4. Emplacement local. Gradient matériel 315 
3.2.5. Métrique de l'espace langent 317 
3.2.6. Commentaires 318 

3.3. Modèle du corps dans l'espace profond-temps 319 
3.3.1. Modèle du corps dans une chronologie 319 
3.3.2. Cinématique dans l'espace profond............. 320 
3.3.3. Cinématique de l'espace tangent. 321 
3.3.4. Description lagrangienne 321 

4. Mécanique étendue. 323 
4.1. Forces dans l'espace profond 323 

4.1.1. Continuité des actions 323 
4.1.2. Mesure force 323 
4.1.3. Forces matérielles. Espace dual de l'espace langent 324 

4.2. Forces dans l'espace profond-temps. 325 
4.2.1. Forces d'inertie 325 
4.2.2. Processus mécanique profond 325 

4.3. Principe des puissances virtuelles 326 
4.3.1. Puissances 326 
4.3.2. Equilibre mécanique profond 328 

5. Conclusion 331 
5.1. Relations avec le Chapitre IV 331 
5.2. Conclusions sur le chapitre 332 

- Mauriziv Brocato - Thèse ENPC CERAM -



XVII 

Conclusion 335 

1. Ran du travail 335 
2. Conclusions .337 

2.1. Première Partie. 337 
2.1.1. Métallurgie 337 
2.1.2. Mécanique et Thermodynamique 337 

2.2. Deuxième Partie .". 337 
2.2.1. Polvcnslal pian 337 
2.2.2. Polvcnslal 338 

2.3. Troisième Parue 338 
2.3.1. Pertinence 338 
2.3.2. Equivalence microscopique 338 

2.4. Quatrième Partie ..339 
3. Suite du travail .341 

3.1. Possibilités actuelles 341 
3.2. Problèmes ouverts. 341 
3.3. Voies envisageables 341 

Un modèle thermo-mécanique de polvcristul -



XVII 

Conclusion 335 
1. Plan du travail 335 
2. Conclusions 337 

2.1. Première Partie ....337 
2.1.1. Métallurgie 337 
2.1.2. Mécanique et Thermodynamique .337 

2.2. Deuxième Partie 337 
2.2.1. Polvorista] plan 337 
2.2.2. PolycnsLal 338 

2.3. Troisième Partie 338 
2.3.1. Pertinence 338 
2.3.2. Equivalence microscopique 338 

2.4. Quatrième Partie 339 
3. Suite du travail 341 

3.1. Possi bili tés actuel les 341 
3.2. Problèmes ouverts 34 î 
3.3. Voies envisageables 341 

- Un modèle thermo-mécarúque de polycristal -







1 

Introduction 

1. Finalités. Objectifs. Limites. 

Ce travail est le premier pas d'une collaboration de recherche entre le Centre des 
Recherches de Voreppe du Groupe Péchiney et le Centre d'Enseignement et Recherche en Analyse 
des Matériaux de l'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. 

La finalité de la recherche est la formulation d'une théone permettant la prévision de 
l'appanlion des bandes de cisaillement dans les tôles laminées des alliages Al-Mg. 

Les objectifs posés sont: 
_ la connaissance physique du phénomène (observations et éludes bibliographiques); 
_ la formulation d'un modèle; 

la mise au point et l'exécution des essais de laboratoire nécessaires à la validation du 
modèle et de ses résultats; 

_ la mise au point et l'exécution des simulations numériques des essais effectués selon 
le problème posé; 

_ la comparaison entre les essais de laboratoire et simulés; 
_ l'étude des résultats pour en déduire les relations entre les probabilités d'appantion 

des bandes et les vanabies mesurables en usine. 

La travail exposé dans cette thèse se limite à l'atteinte des deux premiers objectifs de 
la recherche: connaissance du phénomène et formulation d'un modèle. Le premier de ces objectifs 
sera poursuivi par une étude bibliographique; pour ce qui concerne le deuxième, on se place dans les 
domaines de la thermodynamique et de la mécanique des milieux continus dissipaüfs appliquées aux 
métaux, avec un regard particulier à la métallurgie des alliages Al-Mg. 
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2. Sujet de recherche. 

L'apparition de bandes de cisaillement est un phénomène souvent observé en 
mécanique des solides; pour les métaux on peut citer les cas du formage ou du découpage à grande 
vitesse aussi bien que les impacts balistiques. En particulier, dans le cas que nous allons étudier en 
relation avec les alliages Al-Mg, il se manifeste lors du laminage à chaud (en sortie de la dernière 
cage du tandem) et du laminage à froid; les tôles laminées aux états métallurgiques plus durs (haute 
déformation et basse température) montrent des rayures orthogonales à la direction de laminage 
ayant une période régulière et pouvant les découper à partir de leurs bords. 

Les réflexions sur ce problème, faites dans le cas des Al-Mg, ont porté, grâce surtout 
à la puissance croissante des moyens d'observation, à des déductions importantes dont on donne ci-
dessous un aperçu. 

D'après les observations par microscope optique, la largeur (1()-H100 ptm environ) et 
l'inclinaison d'une bande montrent qu'il s'agit d'un phénomène non cnstallographique, dans le sens 
qu'il ne peut pas s'expliquer seulement à partir de données relatives à la microstructure1. Par 
exemple les bandes qui apparaissent au cours du laminage des Al-Mg ont une inclinaison d'environ 
35° sur l'axe du laminage et traversent plusieurs grains aux différentes orientations 
cristallographiques (Cf. ]Renoux, Rapp., 1992]). 

Encore par observation au microscope optique on déduit la dépendance des bandes 
d'une troisième échelle structurale, celle des grains, car elles se manifestent plus fréquemment 
lorsque la morphologie granulaire devient fine et allongée (taille de l'ordre du ¡4m). Il faut 
néanmoins noter que cette morphologie lamellaire n'est pas nécessaire à la formation de bandes de 
cisaillement (Cf. [Korbel étal. 1986]). 

D'après les observations faites par microscope électronique on voit qu'une bande de 
cisaillement est constituée par l'assemblage de micro-bandes (0. 1-H0.4 /¿m d'épaisseur) ayant des 
directions cnstallographiques (e.g. Cf. [Korbel et Martin 1986]). Ces micro-bandes peuvent se 
former dans une matrice de dislocations bloquées qui ne contient ni de cellules bien définies ni une 
structure lamellaire parallèle au plan du laminage (Cf. Korbel et al. 1986]). Il est difficile d'établir le 
mécanisme par lequel un tel assemblage se développe (coopéranon d'événements indépendants ou 
enchaînement auto-catalytique à partir d'un phénomène isolé). 

Toujours par microscope électronique on observe que le réticule cristallin subit des 
rotations importantes à cotés des bandes de cisaillement. 

Ces observations montrent les racines cnstallographiques du phénomène en question 
et le rôle joué par la taille des grains par rapport aux dimensions des pièces et aux directions et 
concentrations des contraintes. 

Un bande de cisaillement est donc un phénomène d'origine microscopique, lié à 
l'évolution des capacités de glissement des cristaux, et un phénomène de structure, lié premièrement 
au développement de la texture, à la morphologie des grains et aux directions des contraintes. 

On peut par conséquent affirmer que la taille du phénomène en objet dépasse l'échelle 
des cristaux tandis que des racines cnstallographiques et morphologiques ne permettent pas de le 
modéliser par une approche de type milieu conünu homogène classique. En particulier l'inclinaison 
des bandes de cisaillement ne correspond ni au plan de cisaillement maximal (critère de Tresca) ni 
aux plans de glissement des enstaux (facteur de Schmid). Il faut en fait remarquer que, à cause du 
couplage entre ongines morphologiques et cnstallographiques, la formulation d'un modèle limité à 
l'un de ces deux aspects sera toujours incomplète, ce qui mène à la nécessité d'une approche 
mécanique micro-macro démarrant de l'échelle des grains (e.g. de l'ordre du /¿m). 

Une autre remarque importante est à faire sur la faisabilité d'une élude thermo
mécanique de l'instabilité d'un maténau hétérogène suivant un processus dissipatif: une étude de 
l'instabilité pour un maténau homogénéisé n'est pas immédiate ni dépourvue de difficultés de base 
(à cause du nombre de vanables internes et de l'identificaüon du potentiel thermodynamique à 
étudier); en outre la perte d'information microscopique d'un passage micro-macro peut priver de 
sens l'étude d'une instabilité macroscopique (la pnonté est à donner au microscopique). 

1 On verra avec une étude plus détaillée que la définition de "phénomène non cnstallographique" n'est pas 
universellement acceptée. Mais, en général, l'inclinaison des bandes ne coincide avec aucune des directions 
cnstallographiques du réseau conùgu; par conséquent, même si on suppose que ceci dérive d'une rotation localisée du 
réseau (Cf. [Dève et Asaro 1989]), l'explication du phénomène nécessite un modèle tenant compte des conditions de 
chargement macroscopiques et d'autres facteurs non cnstallographiques. 
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En mécanique des milieux continus et thermodynamique des processus irréversibles, 
dans le cadre particulier de l'élasto-plasucité indépendante du temps, l'apparition des bandes de 
cisaillement ne peut être expliquée par les variables régissant l'état classique (i.e. homogène) du 
matériau, c'est à dire que les variables qui mesurent l'apparition des bandes n'ont pas d'influence 
pendant la phase précédant cette apparition sur l'évolution du potentiel thermodynamique choisi. 
Ceci est caractéristique des changements d'état. 

Si le matériau est considéré élasto-visco-plastique l'apparition des bandes de 
cisaillement est moins brutale, mais, le transitoire étant suffisamment court, on peut toujours donner 
ladite définition d'instabilité comment changement d'état. 

En résumé on peut donc affirmer que: 
_ un bande de cisaillement est un phénomène structural d'instabilité: structural car lié 

au mode de chargement et aux conditions au contour, d'instabilité dans le sens 
qu'elle représente une modification radicale de l'état; 

_ une bande de cisaillement traversant plusieurs dizaines de grains avec une direction 
non cnstallographique est un ensemble de micro-bandes liées à la microstructure; 

_ la probabilité d'apparition de bandes de cisaillement macroscopiques croît avec 
l'énergie de défaut d'empilement du matériau (les bandes se manifestent pour des 
déformations inférieures dans les AI-Mg par rapport à l'Ai pur; Cf. [Korbel et al. 
1986]), l'angle de propagation des bandes dépend aussi de celle-ci (il peut passer de 
35° environ dans les AI-Mg à plus de 40° pour le laiton-a, les Cu-Al ou les aciers 
inoxydables; Cf. [Lee et Chan 1991]); 

_ un matériau avec une texture cnstallographique et morphologique accentué facilite la 
propagation de bandes de cisaillement (mais on observe des bandes même en absence 
de textures importantes). 
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3. Plan du travail. 

3.1.1. Etude bibliographique. 

Une première phase du travail est orientée vers la connaissance physique du 
phénomène des bandes de cisaillement dans les métaux déformés à basse température (inférieure à la 
moitié de la température de fusion de l'alliage) et vitesse de déformation élevée (bien que largement 
subsonique) avec un regard particulier aux Al-Mg et au laminage. Vu que l'objectif prioritaire de ce 
travail est la formulation d'un modèle thermo-mécanique, le choix d'une recherche bibliographique 
pour l'atteinte d'une connaissance physique suffisante a été obligé. 

Un résumé des idées dérivées de cette étude bibliographique est présenté dans le 
Chapitre I avec les references nécessaires. Il ne s'agit pas d'une présentation exhaustive du sujet. 

Suite de l'étude bibliographique on obtiendra un ensemble de besoins de modélisation 
qui définissent les points d'intérêt du travail. Cette étude bibliographique initiale, d'ailleurs, demeure 
d'importance fondamentale pour la suite de la recherche, notamment pour l'interprétation du modèle 
proposé et pour la proposition des essais à effectuer. 

3.1.2. Modèles thermo-mécaniques. 

L'étude des polyenstaux, ainsi que celle de l'instabilité, est une des branches 
fondamentales de la recherche mécanique actuelle et passée, de façon qu'une présentation complète 
du sujet sortirait du cadre de ce travail. On fera néanmoias une brève étude préliminaire de ces 
sujets, dans le but d'obtenir le cadre le mieux adapté pour le problème en objet 

Comme phénomène d'instabilité structurale, les bandes de cisaillement peuvent être 
étudiées par la théorie de Hill et celle de Rudniki el Rice, qui permettent de détecter l'apparition 
locale de l'instabilité suivant l'évolution du comportement du matériau au cours de la déformation. 
Par leur nature ces theories fournissent une approche en sécurité aux localisations, et elles se basent 
sur la connaissance du comportement langent du matériau considéré homogène. 

Par homogénéisauon il est possible d'évaluer le comportement macroscopique 
homogène d'un polycnstal en suivant l'évolution de sa texture dans le temps, une fois établi un 
modèle de comportement des cristaux et un modèle d'assemblage des grains. 

Une approche thermo-mécanique adéquate peut donc faire évoluer le comportement 
du matériau homogénéisé (notamment sa surface de charge et sa surface d'écoulement) jusqu'à 
l'apparition d'une possible instabilité détectée par la théorie de Hill, Rudniki et Rice, donnant ainsi 
un outil de prévision pour l'apparition des bandes de cisaillement. 

Dans le Chapitre II on présente donc, en bref, l'ensemble des connaissances 
nécessaires pour bâtir un tel modèle 

3JLJ2ejixième^parli£. 

Dans la deuxième partie du travail on présente le modèle de polycristal proposé. Ce 
modèle sort en effet partiellement du cadre précédemment défini en constituant une voie alternative à 
l'homogénéisation. 

Pour faciliter l'exposé on se place d'abord dans un cas simplifié moins réaliste (Ch. 
III), pour passer ensuite au cas plus général correspondant à un polycristal tridimensionnel en 
transformation finie (Ch. IV). 

3.2.1. Polycnstal plan. 

Le cas d'un polycnstal en déformation plane et avec directions de glissements des 
cristaux contraintes dans le plan de la déformation représente le cadre le plus simple à étudier. 

Les directions de glissement d'un réseau CFC constituent un tétraèdre dans l'espace; 
le modèle plan idéal en objet aura donc ses directions de glissement disposées selon un triangle 
equilateral dans le plan de la déformation. 

En particulier pour un exemple en déformation homogène on pourra obtenir des 
résultats analytiques et comparer le modèle proposé avec d'autres modèles de polycristal plan 
repérées dans la littéralure. 
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3.2.2. Polvorista!. 

Dans le Chapitre IV l'élude d'un polycnstal tridimensionnel sera poursuivie avec la 
même méthode que pour le polycrisial plan. Dans ce cas on essayera de répondre aux besoins 
définis dans le Chapitre I et on devra donc se placer dans un cadre relativement général. 

Le type de modèle proposé permettra le couplage entre les équations classiques de la 
mécanique et l'étude de l'évolution des textures, mais il introduira des grandeurs constitutives dont 
le comportement est inconnu à l'état actuel. 

Ce modèle, avant toute détermination et vérification expérimentales, doit être validé 
par une pertinence physique adéquate et par sa cohérence mathématique. Ces aspects sont l'objet des 
quatre chapitres suivants. 

Le modèle en objet n'a pas été défini jusqu'à une étude de l'instabilité à cause de la 
priorité donnée à sa validation. 

Dans la troisième partie du travail on étudie la pertinence microscopique du modèle 
proposé. 

Celle élude sera faite par comparaison avec un modèle de milieu hétérogène, mais, en 
cohérence avec le modèle proposé, elle ne pourra pas s'appuyer sur une technique 
d'homogénéisation. 

Dans le Chapitre V on définira l'opération de comparaison micro-macro, compatible 
avec le modèle proposé, par laquelle on obtiendra ensuite les résultats objets du Chapitre VI. 

3.3.1. Globalisation. 

L'opération de comparaison en objet se base sur la donnée, dans un milieu continu 
classique, d'une "fonction de phase" définissant, selon un modèle donné, la structure intrinsèque 
des points du milieu. Le rang de celte fonction sera supposé varier dans un espace métrique, dit "des 
phases". 

Moyennant celte opération, dite de "globalisation" et ayant la forme d'une 
transformation intégrale, toute grandeur définie sur un milieu continu classique muni d'une telle 
fonction de phase pourra être transformée en une fonction de la phase dans l'espace métrique des 
phases. 

3.3.2. Passage micro-macro. 

Dans le Chapitre VI on défini d'abord les relations d'échelle entre le modèle de 
polycnstal objet du travail el un milieu continu doué de fonction de phase qui en représente le 
microscopique. Ces relations seront définies en termes de rapports entre éléments de volume, c'est à 
dire, plus précisément, en termes de taille du volume support de 1'operaiion de globalisation 
permettant le passage entre les deux modèles. 

En postulant l'égalité des bilans thermo-mécaniques des deux modèles, selon les 
éléments de volume précédemment définis, on obtiendra l'identificalion microscopique des 
grandeurs définies dans le modèle de polycnstal du Chapitre IV. 

Dans une dernière parue du travail on clarifie les mathématiques à la base du modèle 
proposé. Cela sera fait en s'appuyant sur l'axiomauque définie par W.Noll et C.Truesdell (exposée 
brièvement au Chapitre VII). 

Le cadre axiomauque ainsi donné au Chapitre VIII peut être pris comme base pour la 
formulation d'autres modèles du même type. 

- Mntirhin Rrnrnrn - Thète FNPC CFRAM -



7 

P RE M LE RJE . ^ A f i L ï i E 

Etude préliminaire 
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C_ I I _A_P_1_T_Ä_JE_ I 

Métallurgie 

1. Générali tés. 

La recherche est focalisée sur les alliages Al~Mg soumis au laminage a chaud. En 
particulier ie cas des alliages 5086 cl 5083 aux étals F13 cl FÎ4 respectivement (teneur en 
magnésium entre 4.0 et 4.5 %, étal brul de laminage à chaud) est industriellement important. 

On donne ci-dessous des données typiques des cas réels: 

T a b l (d'après 
ALLIAGE 

état métallurgique 
teneur en Mg [^c] 

température [°C| en entrée 
de bobinage 

épaisseur [min] en entrée 
au cvlindrc 4 

vitesse linéaire du cylindre 4 (m minj 
déformation calculée 

contrainte calculée [MPaJ 

5083-01 
F13 
4.25 
345 
240 

17.76 
4.10 
73 
1.69 

211.8 

[Marandct, Rapp. 1989]) 
5083-01 5083-01 

F13 F12 
4.5 4.61 
381 387 
250 261 

17 40 17.80 
4.87 6.52 
67 59 
1.47 1.16 

206.8 216.0 

5086-03 
F14 
4.16 
370 
235 

17.22 
3.98 
69 
1.69 

211.9 

5086-03 
F12 
4.06 
372 
274 

18.02 
8.25 
65 

0.90 
165.7 

Du point de vue crislaJlographique ces alliages ont une structure cubique à faces 
centrées (CFC), celle de l'aluminium, dont la majorité des atomes de magnésium se trouvent en 
solution solide. Ces derniers, étant de taille supérieure, stabilisent le réticule cristallin. 

Pour les indices de Miller on utilise les notations (les indices négatifs seront 
soulignés): 

(a b c) = plan; 
{ a b c } = ensemble de plans; 
[a b c] = direction; 
la b d = ensemble de directions. 

Dans une structure CFC on observe 12 directions compactes 1011! qui forment par 
groupes de 3 des angles de 60° dans les 4 plans {111}: 

(001) a 

rapport pas du réseau sur rayon atomique:-=2V2 

[010J 

[100] 

Directions de glissement du CFC 

plans compacts {111} 

directions compactes 10111 

Dans les résultats donnés par A.Korbei et P.Marlin (Cf. [Korbel et Martin 1986J) 
relatifs à 22 échantillons d'un Al-4.8Mg laminé (obtenus en observant les bandes dans le plan 

-fin mnHMp thprmn-mprnni/iitt> fit* rmlwrirrnl-
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normal à celui du laminage et contenant la direction du laminage et en supposant la bande normale à 
ce plan), 40% des bandes de cisaillement traverse les grains sur des plans {111}, et 7/9 de ces 
bandes le fait sur une direction 11 121; les autres cas sont plutôt dispersés: 

Tab. 2 
No 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
*7 

8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

direction de la bande 
121 
132 
112 
251 
871 
311 
121 
121 
110 

-110 
110 
011 
121 
153 
311 
411 
413 
121 
211 
301 
541 
[T> 

Il 101 plus proche 
30.0° 
19 1° 
30.0° 
253° 
6.5° 

31.5° 
30.0° 
30.0° 

(F 
7.0° 
0° 
0° 

30.0° 
17.0° 
31.5° 
33.5° 
14.0° 
30.0° 
30.0° 
26.6° 
10.8° 
19.5° 

plan de la bande 
111 
421 
111 
211 
235 
233 
111 
111 
001 

-111 
111 
411 
111 
311 
233 

ou 
391 
111 
111 
153 
111 
411 

{111} plus proche 

œ 
28.0° 

(f 
19.5° 
20.5° 
100° 

0° 
0° 

54.0° 
7.0° 
0° 

350° 
0° 

300" 
10.0° 
35.0° 
38.1° 

Cf 
(f 

286° 
0° 

33.6° 

d'après fKorbel cl Martin 1986] 

on voit donc que, bien qu'il existe des implications non cnstallographiques dans l'apparition des 
bandes de cisaillement, ¡es glissements multiples d'axe 11 121 se vérifient avec plus de facilité. 

- Mnurnin ftr/vntn - 77f/»co FNPC CFRAM -
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2. Physique de la déformation. 

L'évolution de la structure métallique au cours de la déformation est observable à 
trois différentes échelles. 

A l'échelle de la microstructure (<l/<m, observations par microscope électronique) 
elle est caractérisée pan 
_ création et annihilation de dislocations, 
_ organisation des dislocations en cellules et évolution de la densité de celles-ci, 
_ mouvement des dislocations non organisées et évolution de leur densité. 

A ce niveau on observe que la densité de dislocations crées modifie la capacité du 
réticule cristallin d'en créer d'autres, de façon que, pour des hauts niveaux de déformation, on 
rejoint une densité totale limite et on observe l'équilibre entre dislocations crées et annihilées. Par 
conséquent l'évolution des cellules ne vient à dépendre que de leur organisation spatiale en 
structures de plus en plus compactes et de la densité de dislocations mobiles qui, de plus en plus 
bloquées, nécessitent des niveaux croissants d'énergie. 

C'est la fin de ces capacités d'adaptation qui peut être vue en générai comme la cause 
initiale de la formation des bandes de cisaillement (Cf. [Lee et Chan 1991]). 

A l'échelle des grains (~1 pim, observations par microscope optique et/ou 
électronique) on peut observer 
_ modification de la forme et de la taille des grains et formation d'une texture 

morphologique, avec augmentation du rapport surface-vol urne des grains et, par 
conséquence, augmentation de la densité des surfaces et des défauts d'empilement, 

_ rotation du réucule cristallin des grains qui engendre la formation d'une texture 
cnstallographique, 

_ déformations du réticule cristallin à proximité des surfaces des grains qui modifient la 
stabilité des frontières. 

La texture cnstallographique et la morphologie des grains influent sur la propagation 
des bandes de cisaillement; leur rôle dans l'appantion des bandes est objet de désaccord parmi les 
différents auteurs. 

A l'échelle de la mécanique des milieux continus (>lmm , observations à l'œil nu) on 
peut remarquer 
_ évolution vers une structure hétérogène et anisotrope avec écrouissage cinématique et 

modification de la surface de charge (avec transformations de la surface 
éventuellement singulières), 

_ écrouissage isotrope négatif (diminution du diamètre moyen de la surface de charge), 
lié à la formation de textures cnstallographiques et morphologiques, 

_ écoulement plastique en régime de coin, donnant une sensibilité élevée du taux de 
déformation aux changements de direction des contraintes. 

A ce niveau les bandes de cisaillement représentent un mode de déformation avec 
localisation auquel le matériau a accès après un état de bifurcation du processus thermo-mécanique. 
La possibilité d'une telle condition peut être vérifiée par l'étude du comportement tangent et donc, en 
particulier, de l'évolution du potenDel de dissipation et de la surface de charge. 

La texture morphologique et cnstallographique évoluent, dans le cas du laminage, 
vers des états croissants d'anisotropie et, en même temps, l'augmentation de dislocations bloquées 
entraîne des contraintes auto-équilibrées de plus en plus élevées. L'évolution de la forme et de la 
position de la surface de charge dans l'espace des contraintes est liées directement et 
indépendamment aux phénomènes observés aux échelles des cristaux et des grains: un modèle pour 
l'étude des bandes de cisaillement doit tenir compte des niveaux inférieurs au macroscopique. 

-IIn mnrlel* thermn-méraniaiie dp nnlvrrittrtl-
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2.2. Jeux des mécaniane^AIládiídk-deJajniaasmicuiis. 

2.2.1. Dislocations. 
Mécanismes. 

Le premier mécanisme dissipalif, déjà observable à l'échelle de la microstructure pour 
des niveaux de déformation inférieurs à 3%, est la création et le mouvement de dislocations. Ce 
mécanisme est lié à la présence de précipités et de solutés, aux défauts d'empilement (e.g. surfaces, 
surfaces des grains) et à la température (mobilité croissante avec la température jusqu'à relaxation de 
l'énergie stockée par un recuit). 

Il est important de remarquer que dans un cristal le glissement selon un plan cristallin 
cause l'écrouissage des plans normaux (par l'interférence entre dislocaüons normales) de façon que 
le choix du système de glissement est localement (pour chaque grain) presque définitif. Ceci entraîne 
que, au cours de la déformation, même après avoir tourné ses axes cnslallographiques, et donc avoir 
modifié le rapport entre la contrainte totale et la contrainte sur le plan de glissement initialement 
choisi, chaque grain conunue à se déformer par ce même mécanisme au moins jusqu'à que la densité 
des dislocations mobiles augmente sensiblement (phénomène du "overshooting"). Le choix du 
système de glissement étant liée initialement à un minimum d'énergie, il est évident que ceci se 
traduit en générai dans un écrouissage positif. 

Dans un cristal pur, aux bas niveaux de déformation, les dislocations crées ont 
beaucoup de mobilité (Cf. [Boulin, Rapp.J, [Nabarro, Corn. 1985], [T Q.Thang, Thèse 1986]): 

P=pm+Pf ; initialement: pm = lOpf <x z1 l 

(où p est la densité totale des dislocations, pf celle des dislocations bloquées, pm celle des 
dislocations mobiles et e est une norme de la déformation plastique considérée petite; la densité d'un 
certain ensemble de dislocaüons étant la somme des leurs longueurs dans l'unité de volume). 

Une dislocation est influencée dans son mouvement par le voisinage d'autres 
dislocations du même type, à cause des interactions entre leurs champs de contraintes, par la 
présence de précipités durs, qui constituent des obstacles et des sources de dislocations, et par les 
dislocations d'autres plans cristallins, qui en modifient la forme en y générant des crans. 

Par conséquent, dans un système ayant une certaine densité de précipités et de 
solutés, la mobilité des dislocations dépend premièrement de leur densité totale: augmentant celle-ci, 
les probabilités de croiser d'autres dislocations augmentent. La présence des atomes du soluté 
diminue la vitesse des dislocations mobiles et donc augmente leur densité pour des taux de 
déformation fixés. Par conséquent la distribution des dislocations est plus homogène dans l'espace 
et leur organisation en cellules (voir suite) est retardée par la présence de Mg en solution solide. 

Déjà pour des niveaux de déformation des cristaux inférieurs à 10% un nombre 
significatif de dislocations a une mobilité très réduite, si bien qu'il se forme un réseau de 
dislocaûons bloquées, ou "forêt de dislocation", qui constitue un obstacle ultérieur à la mobilité. 

faibles déformations: pm>pr ; pm
 a E '< P f a z" 

La densité des dislocations mobiles croit plus lentement que celle des dislocations 
bloquées, de façon que, à partir d'un certain niveaux de déformation, on observe: 

Pm<Pf 

A ce moment1 la forêt s'organise en cellules normales aux plans de glissement, 
caractérisées par des parois, plus ou moins définies, à haute densité de dislocations, et par une zone 
intérieure à plus faible densité de dislocations2. Les dimensions des cellules et l'orientation des 
parois dépendent de la déformation imposée et de l'énergie de défaut d'empilement du matériau (e.g. 

1 A 30% de réduction de l'épaisseur par laminage pour l'Ai pur, contre le 50% nécessaire pour un Al-1 %Mg et 
contre une réduction supérieure au 100% nécessaire pour un Al-3%Mg et un M-5%Mg (Cf. [T.Q.Thang, Thèse 
1986]). 
- A l'intérieur des cellules il existe une densité élevée de dislocations dans les Al-Mg (à différence que dans l'Ai 
pur). Ces dislocations se réorganisent aux grandes déformatioas donnant lieu à une fragmentation des cellules par 
création de nouvelles parois. 
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pour les Al-Mg laminés les cellules sont allongées en lentilles selon la direction du laminage et de 
dimension décroissante avec la concentration de Mg dans la solution solide). 

Les deux densités croissent vers une valeur limite maximale de façon asymptotique 
(saturation), mais celle-ci est sensiblement atteinte par la densité des dislocations mobiles bien avant 
que par celle de la forêt de dislocations, de façon que, pour un certain niveau de déformation, les 
nouvelles dislocations créées accroissent seulement la densité des dislocations bloquées. 

Lorsque p^ s'approche de sa limite, un troisième mécanisme dissipatif entre en jeux: 
la forêt se réorganise dans l'espace (les cellules sortent des plans de glissement) en structures de 
plus en plus compactes, de façon à donner mobilité aux atomes à densité totale de dislocations 
presque constante. Du point de vue des cellules de dislocations on observe en fait la compétition 
entre la création de nouvelles parois (les dislocations crées ne vont pas s'insérer dans les parois 
existantes car ceci augmenterait l'énergie qui y est stockée par unité de surface) et l'annihilation des 
parois existantes (par réorganisation des dislocations qui les constituent favorisée par la présence de 
défauts ponctuels et défavorisée par les atomes du soluté et par les précipités). En particulier le 
premier mécanisme est dominant pour des déformations moyennes (<100%), tandis que le deuxième 
devient important aux grandes déformations (>100%) 

On observe donc le mouvement et la multiplication des parois de dislocations qui 
deviennent plus minces et compactes en augmentant la déformation jusqu'à apparaître comme des 
surfaces de grains. Les cellules ne contiennent à ce moment que les dislocations géométriquement 
nécessaires à permettre les rotations du réseau (2-^4° par unité de e). 

A ce stade, il peut aussi y avoir dans un grain des micro-bandes (ou lignes de 
glissement) traversant plusieurs cellules avec une période constante (3.5E-9 e 1 ~ 50ptm), causée par 
le passage d'une douzaine de dislocations, généralement sur un plan compact (Cf. fNes, Com. 
1985] pour Cu, Al, Al-Mn et Al-Mg): 

/,- •" ^«^.. 

.»" V . . • • • % • % 

^ •»-•». •*• -t- - j - ^ í s í v í ^ V ^ * 1 "* 
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Fig. 1: Représentation d'une micro-bande (d'après [Nés, Com. 1985]) 
On remarque en outre qu'une structure plus compacte a un nombre inférieure de 

configurations possibles qu'une structure, de la même morphologie, mais plus dispersée. D'un 
point de vue énergétique ceci implique que deux états d'équilibre ayant la même énergie totale et la 
même compacité ont peu de possibilités d'être proches dans l'espace des variables d'état. Dans notre 
cas on observe que si une force extérieure cause un changement suffisamment grand d'une partie du 
réseau des dislocations, l'ensemble du réseau en sera perturbé et devra évoluer vers la configuration 
d'équilibre la plus proche du nouvel état. Pour des haut niveaux de compacité ceci entraînera une 
évolution brutale et finalement destructive. En ce sens on dit que les structures de dislocations à 
densité de la forêt, pf, élevée sont proches d'un état critique et donc peuvent subir des évolutions 
instables. 
Energ ie stockée. 

Lors d'une déformation à froid l'énergie d'origine mécanique stockée par unité de 
volume est liée premièrement à la densité totale des dislocations et aussi, mais en mesure 
négligeable, aux défauts ponctuels et aux déformations élastiques consécutives à l'hétérogénéité, de 
façon qu'on peut écrire (b vecteur de Burger, Ci. fBoutin, Rapp.]): 

1 4 
t^tockée -^dislocations - T M - ^ P 

Lorsque, pour de grandes déformations à froid, il se forme une structure cellulaire sans dislocations 
à l'intérieur des cellules, la densité de dislocation devient proportionnelle au rapport entre la 
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desorientación moyenne entre cellules, Q, et leur dimension moyenne, a^m. On peut alors écrire en 
général (Cf. [Boutin, Rapp.]): 

_e_ 5 

t-5lockee—t-dislocations—^lP"*"^2 A 

où le terme en p devient négligeable aux déformations élevées. 
En outre la désonentation 0 est, au moins au début de la déformation, inversement 

proportionnelle à la dimension des cellules dcm. On remarque alors la relation valable pour de 
grandes déformations à froid: 

F , ~ 9i- 6 

•-stockée v-/ 

à laquelle on donne une grande importance dans le modèle qui fait l'objet de ce travail. 

2.2.2. Conjectures sur les micro-bandes de cisaillement. 

On donne de suite les principales conjectures formulées sur la nature et l'origine des 
micro-bandes de cisaillement. On regroupe les auteurs suivant le schéma qu'ils proposent. 

Assouplissement géométrique. 
Le phénomène de l'assouplissement de texture, lié à la rotation des axes du réseau 

engendrée par le passage des dislocations, à été proposé initialement comme cause des bandes de 
cisaillement (Cf. [Dillamore et al. 1979]). L'existence d'un minimum du facteur de Taylor 
("rapport'' 3 entre la contrainte macroscopique et la cission résolue sur le plan de glissement actif) à 
été par conséquent uulisé comme condition nécessaire pour l'apparition des bandes de cisaillement. 

Structure lamellaire. 
Selon K.Morii, H.Mccking et Y.Nakayama l'apparition de bandes de cisaillement 

dans un monocristal de Al-39eMg est étroitement liée au développement d'une structure de 
dislocations en couches, de façon que le bandes ne se forment pas si l'on suppnme cette structure 
par une restauration (Cf. [Moni et al. 1985]). 

Cette structure lamellaire est absente dans les monocristaux d'Al pur qui, d'ailleurs, 
ne manifestent pas de bandes de cisaillement dans les mêmes conditions de température et 
déformation que les Al-Mg: cea confirme ¡a relation entre la localisation de la déformation en bandes 
de cisaillement et la structure lamellaire des parois des dislocations, mais n'implique pas la relation 
cause-effet suggérée par Moni et al.. ¡1 faut noter que ces auteurs observent, pour des monoenstaux 
de Cu pur, que la direction des bandes de cisaillement n'est pas liée à celle de la structure lamellaire 
due au maclage, de façon que "seulement la densité volumique des macles semble avoir un effet sur 
la densité volumique des bandes de cisaillement". 

Restauration dynamique. 
Selon J.D.Embury, A.Korbel, V.S.Raghunathan et J.Rys c'est l'instabilité de la 

structure des dislocations qui, suite à un changement du chemin de déformation locale, est à la base 
de la formation de bandes de cisaillement macroscopiques (Cf. [Embury et al. 1984]). Ils observent, 
dans des monoenstaux de Cu-AI laminés à chaud, une grande accumulation de dislocations (d'égal 
vecteur de Burger) donnant une courbure et une rotauon du réseau en proximité des bandes qui, 
d'apparence non cnstallographiquc. sont en effet composées d'une séquence d'événements 
cnstallographiques (glissements et maclages pour le Cu-Al). Le fait que les bandes pénètrent la 
structure préexistante fait penser aux consequence d'une instabilité. Ceci est confirmé par le fait que 
leur appantion (suivant Jackson et Basinski, ¡967) n'est contrôlée ni par un taux d'écrouissage 
cntique, ni par un écrouissage latent entique. ni par le flax des contraintes actuelles. Après 
apparition des bandes le existai est sépare en une partie active (la bande) et une passive déchargée. 

Selon A.Korbel et coauteurs (Cf. [Korbel et al. 1984] pour un alliage d'aluminium 
7075 et [Korbel et al. 1986) pour un Al-4.8^Mg) un écrouissage négatif dû à la destruction ou à la 
modification de la structure des dislocaüons est la cause des micro-bandes: selon ces auteurs m 
l'assouplissement géométrique de texture ni la structure lamellaire des dislocations bloquées n'est 

3 Dans la définition habituelle du facteur de Taylor la contrainte macroscopique est considérée comme un 
scalaire. 
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nécessaire à la formation des bandes de cisaillement. L'apparition des micro-bandes est due à une 
forme de restauration dynamique donnant un assouplissement local: dans une structure contenant 
des dislocations bloquées, telle que celle en objet, la restauration est hétérogène et donne lieu à une 
localisation en micro-bandes. 

En imposant une déformation cyclique, de façon à éviter la formation de textures, sur 
un échantillon commercial d'aluminium pur (99.5% Al), A.Korbel et M.Richert montrent que la 
formation des bandes est indépendante du mode de déformation, de la texture (i.e. de 
l'assouplissement géométrique), de la structure des dislocations bloquées et de l'écrouissage 
macroscopique (qui demeure positif avant et après apparition des bandes) (Cf. [Korbel et Richert 
1985]). Cela confirme le modèle de l'assouplissement structural dû à une restauration dynamique 
comme cause initiale des bandes et de la propagation par avalanche de glissements (d'après la 
dimension des marches sur les frontières des grains le nombre des dislocations suivant une bande 
est de ¡'ordre de mille). 

Cene phvsique de la propagation des micro-bandes à avalanche est acceptée par la 
majorité des auteurs (Cf. [Emburv étal. 1984], [Korbel et Richert 19851, [Korbel et Martin 1986], 
[Bird et al. 1987]). 

Instabilité par assouplissement géométrique. 
H.Dève, S.Harren, C.McCullogh et RJ.Asaro (Cf. [Dève et al. 1988]) considèrent 

que le comportement local avec écrouissage géométrique négatif et instabilité plastique (à cause de 
l'écoulement en régime de coin, Cf. [Hill 1966]) est à l'origine des bandes de cisaillement. Ce 
comportement peut éventuellement se manifester par une structure lamellaire donnant ledit 
écrouissage géométrique (observée par Morii et al.) et être consécutif à l'instabilité de la structure 
des dislocations (privilégiée par Embury et al. et Korbel et ai), mais ces deux phénomènes ne 
peuvent pas être considérés comme causes des bandes. 

Us observent (dans des monocristaux de Fe-Ti-Mn en traction) que l'écrouissage 
macroscopique demeure positif même lorsque, après l'apparition des bandes, toute la déformation 
est localisée à leur intérieur 

2 40C 

»O 
ooi 0 A 

on 
orientation de ¡'échanülk 

Fig.2: Ecrouissage positif après apparition des bandes de cisaillement (d'après [Dève étal. 1988]). 

Ils observent en outre qu'il n'existe aucun endommagement avant l'apparition des 
bandes et que l'interface entre une bande et la matrice demeure non endommagée même sous des 
déformations très élevées (plus que 3.0 de déformation mesurée dans cette interface, tandis que les 
parties de l'échantillon extérieures à la bande se déchargent de façon élastique et suivent un 
mouvement rigidifïant qui exclut la formation d'autres bandes). Le réseau cristallin subit des 
rotations importantes (de l'ordre de 5°) en s'approchant de la bande et d'autres rotations en 
franchissant le bord de la bande (encore 5° dans le même sens); cette rotation fait diminuer le facteur 
de Schmid (rapport entre un scalaire représentant la contrainte de traction sur le monocristal et la 
cission résolue sur le système de glissement actif) induisant donc un écrouissage géométrique 
négatif. 

Une autre remarque importante regarde le mode de déformation: les bandes de 
cisaillement n'apparaissent que si la déformation est plane, elles ont une direction de 40°-H45° sur 
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l'axe de traction mais manifestent des glissements à leur inténeur ayant une direction de 35° (i.e. le 
long de la direction de glissement [111J). 

2^E\LoluJioiiiLrÊcheJU^^ 

En observant les grains après un recuit, on voit qu'ils ont une forme polyédrique avec 
un rapport surface sur volume minimum. 

Au cours du laminage, la déformation plastique étant à cette échelle isochore, les 
grains deviennent des lentilles. Cette forme permet une plus grande densité des surfaces à l'intérieur 
du métal et donc une énergie stockée globalement plus élevée. La formation d'une texture 
morphologique est premièrement en relation avec l'augmentation de l'énergie stockée. 

On peut envisager une autre conséquence en regardant qualitativement la façon dont 
les grains sont assemblés après et avant déformation: l'ordre de l'assemblage augmente avec la 
déformation. En considérant le métal comme un ensemble hétérogène de grains homogènes, on peut 
s'attendre, pour la direction normale au pian de laminage, que la raideur globale s'approche de sa 
borne inférieure homogène (disposition en parallèle) et, pour la direction du laminage, qu'elle 
s'approche de sa borne supérieure (disposition en série). 

Encore à l'échelle des grains on voit comment les réseaux cristallins tournent sous 
l'effet des contraintes. Ceci peut se voir aussi dans le cas simplifié du monocristal sujet à traction ou 
compression simples où il est dû à des raisons de caractère purement géométrique (Cf. [Reid, 
Pergamon 1973]). 

A cause des super-réseaux inter granulaires, l'évolution de texture d'un grain n'est 
pas toujours disjointe de celle des grains voisins et peut entraîner une variation de l'énergie stockée 
dans sa surface. 

Enfin, dans les alliages Al-Mg, on observe la tendance à la formation d'une texture 
cnstallographique marquée, avec des parois de cellules de dislocations très minces et formation de 
sous-grains peu importante. Ceci suggère que dans ces alliages les phénomènes cristallographiques 
interagissent avec de grandes longueurs d'onde dans l'espace. 

2.3.1. Conjectures sur les bandes de cisaillement. 

Comme pour les micro-bandes on présente l'ensemble des conjectures formulées sur 
les bandes de cisaillement qu'on a repéré dam la littérature. 

Localisation par hétérogénéité. 
Ayant soumis des AI-4.4%Mg-0.4%Mn à traction, J.E.Bird et coauteurs (Cf. [Bird 

et al. 1987]) observent que les macro-bandes de cisaillement sont orientées selon le cisaillement 
macroscopique maximal (45° avec l'axe de traction). Selon ces auteurs les bandes de cisaillement 
macroscopiques sont conséquences d'un écoulement plastique de plus en plus localisé dû 
initialement à l'hétérogénéité de la déformaüon (ces bandes ne sont donc que un état ultime de la 
striction en traction). Par conséquent ils considèrent un critère d'apparition des bandes liée à la 
forme, orientation et position de la /.one plastique active par cisaillement simple dans l'échantillon. 

Ce modèle, qui par ailleurs manque apparemment de pertinence avec la microstructure 
négligeant l'effet de ['anisotropic microscopique sur l'écoulement macroscopique, souligne bien 
l'importance de l'hétérogénéité dans la localisation plastique. Selon ces auteurs micro et macro-
bandes sont des phénomènes séparés dus à des processus physiques différents, les premières étant 
en fait crées par une avalanche de dislocations. 

Avalanche. 
A.Korbel et P.Martin (Cf. fKorbei et Martin 1986]), par MET, observent que les 

micro-bandes constituant une bande de cisaillement ont des directions cristallographiques dans leurs 
grains d'ongine. Elles sont composées par des successions d'îles à haute densité de dislocations 
alternées avec des zones à densité de dislocations presque nulle où la rotation du réseau cristallin est 
très importante (jusqu'à 30°). Ces micro-bandes traversent complètement un grain bien que parfois 
elles peuvent perdre leur structure caractéristique jusqu'à ne plus apparaître. Les surfaces des sous-
grams sont traversées par les micro-bandes montrant des échelons qui permettent d'évaluer une 
deformaron de l'ordre de 8 au travers de la bande. 

Lorsqu'elle rejoint la surface du grain une micro-bande peut soit être arrêtée soit la 
traverser avec différents effets: elle peut donner lieu à des déformations importantes au delà de la 
surface ou se propager encore sous forme de micro-bande mais par glissement multiple (dans la 
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majorité des cas, les micro-bandes suivent des plans {111} dans leur grain d'origine et elles se 
trouvent sur un plan non cnstallographique de l'autre coté de la surface de ce grain, après l'avoir 
éventuellement traversée). Selon A.Korbel et coauteurs c'est cette deuxième forme de propagation 
d'une micro-bande qui initialise, avec un processus à avalanche, une macro-bande de cisaillement. 

En particulier une texture plus marquée facilite le développement des micro-bandes en 
macro-bandes sans être d'ailleurs nécessaire à l'apparition des bandes (Cf. [Korbel et al. 1986]). Il 
est en fait difficile tant d'établir une relation entre l'origine des bandes de cisaillement et la texture 
que de l'établir entre celles-ci et l'évolution de la texture (Cf. [Renoux, Rapp. 1991]). 

Par MEB on observe que ie réticule cristallin subit des rotatioas importantes à cotés 
des bandes de cisaillement, où il présente aussi une haute densité de dislocations libres (plus 
qu'ailleurs), ce qui peut venir du fait qu'à l'intérieur d'une bande de cisaillement le glissement est 
multiple (Cf. [Korbel étal. 1984], [Korbel étal. 1986], [Korbel et Martin 1986]). 

Par MEB avec un système EBSP pour la détection locale des textures on observe 
que, dans les Al-Mg laminés, les bandes se manifestent de préférence dans les grains ayant des 
orientations particulières: en majorité dans ceux orientés selon la texture du cuivre ou presque 
(surtout (123){ 121] 4) et en minorité dans ceux orientés selon la texture du laiton ((110)[112]) (Cf. 
[Renoux, Rapp., 1991]). En outre, à cause d'une plus grande épaisseur et du fait de s'y manifester 
lorsqu'elles intéressent plusieurs grains, les bandes semblent plutôt traverser ces derniers grains 
(texture du laiton) qu'y naître. Il faut noter que les orientations citées sont celles typiques de la 
texture de laminage, c'est à dire celles où les grains glissent avec plus de facilité. 

Le réticule cristallin a une rotation localisée au voisinage de la bande approchant 
sensiblement l'axe [100] à l'axe du laminage (faisant diminuer l'angle d'Euler <p). 

A.Korbel, V.S.Raghunathan, D.Tcirlinck, W.Spitzig, O.Richmond et J.D.Embury 
(Cf. [Korbel et al. 1984]) observent, pour un alliage commercial d'aluminium 7075 (Al-Zn-Cu-
Mg), que les bandes apparaissent au même niveau de déformation indépendamment de la pression 
hydrostatique imposée. Par contre en augmentant celle pression il est possible de relarder 
l'endornmagement et la rupture conséquente à la formation des bandes. 

Selon ces auteurs, une bande qui traverse la surface d'un grain le fait grâce à une 
concentration des contraintes due à un glissement simple dans le grain d'origine (ce qui se déduit de 
la direction cnstallographique de la bande et du fait que la densité des dislocations est faible des deux 
cotés de la bande à l'intérieur de ce grain d'ongme). Dans le deuxième grain la bande se propage par 
glissement multiple avec une direction non cnstallographique. L'ensemble d'une bande 
macroscopique est donc composé de régions de ces deux types (glissement simple ou multiple), la 
direction macroscopique résultante peut ne pas apparaître cnstallographique. Ces auteurs proposent 
la suite d'événements: 
_ glissements cnstallographiqucs simples donnant des micro-bandes dans des grains 

isolés, 
_ réorganisation spauale de ces micro-bandes en macro-bandes traversant l'échantillon, 
_ endommageaient lié à la dilatation duc à la canalisation du mouvement des 

dislocations à l'inténeur des bandes (éventuellement empêché par une pression 
hydrostaüque élevée). 

A.Korbel cl P.Martin (Cf. [Korbel ci Martin 1986]) déduisent de leurs observations 
faites par MET sur des alliages Al-4.8Mg ("cross rolling") qu'une bande de cisaillement 
macroscopique et obtenue par propagation d'une micro-bande et non par liaison de micro-bandes 
séparées et d'ongine indépendante. Scion ces auteurs c'est lors de la traversée d'une surface de 
grain qu'une micro-bande cumule assez d'énergie pour se transformer éventuellement en une macro
bande sans plus suivre les directions cnsiallographiqucs des grains successifs. Une micro-bande se 
pa)page par des groupes successifs de dislocations (îles de dislocation) qui possèdent une quantité 
élevée d'énergie de configuration (témoigné par la désoncntalion du réseau entre Bes); la surface 
d'un grain peut efficacement amortir une telle propagation, montrant alors des contours de 
déformation, ou être traversée; dans ce cas la déformation au delà de la surface est toujours localisée 
dans une bande étroite mais elle est obtenue par glissement mulüple, donnant une direction non 
cnstallographique de propagaüon. 

4 Cette notation indique dans l'ordre le plan et l'axe cnsiallographiques respectivement correspondant à celui du 
laminage et aligné à celui du laminage. 
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Tant les micro que le macro-bandes se forment dans les Al-Mg plus tôt que dans l'Ai 
ou dans d'autres alliages de l'aluminium. Dans les Al-Mg on les observe déjà dans une matnce de 
dislocations bloquées diffuses, sans structure lamellaire ni cellules bien définies. A l'intérieur des 
bandes la structure des dislocations est organisée en ensembles réguliers. L'intersection des bandes 
entre elles ou avec les surfaces des grains montrent une déformation de cisaillement homogène très 
élevée au travers des bandes. 

Assouplissement géométrique. 
L'assouplissement géométrique comme cause des bandes de cisaillement a été 

introduit par I.L.Dillamore, J.G.Roberts et A.C.Bush (Cf. [Dillamore et al. 1979], [Öztürk et 
Davies 1986]). Un facteur de Taylor (rapport entre la contrainte macroscopique - scalaire - et la 
cission résolue) décroissant avec la déformation est l'image d'un tel assouplissement qui résulte du 
développement d'orientations préférentielles. 

W.Y.Yeung et B.J.Duggan considèrent une microstructure lamellaire comme 
nécessaire pour l'apparition des bandes (Cf. [Yeung et Duggan 1987]). Leurs calculs, basés sur le 
modèle de l'assouplissement géométrique de Dillamore, sont en accord avec les observations sur des 
métaux à faible énergie de défaut d'empilement pour des déformations inférieures à l'unité. Il est 
important de noter qu'ils observent une transition dans la structure interne d'une micro-bande 
lorsque celle-ci traverse une surface entre grains très désorientés et qu'ils n'observent aucune 
transition si les grains sont faiblement ou point désorientés. Ils remarquent aussi que les micro
bandes peuvent changer d'orientation après leur apparition. 

Selon ces auteurs c'est le passage du premier groupe de dislocation capable de 
détruire la structure lamellaire qui produit un chemin plus souple pour le passage d'autres 
dislocations donnant origine à une bande (assouplissement de structure). 

L'orientation des bandes de cisaillement macroscopiques est, selon W.B.Lee et 
K.C.Chan (Cf. fLee et Chan 1991-II]), celle qui minimise le facteur de Taylor (rapport entre la 
contrainte macroscopique - scalaire - et la cission résolue) et le facteur d'assouplissement de texture 
(rapport entre incréments du facteur de Taylor et incréments de déformation par unité du facteur de 
Taylor)5: c'est donc encore l'assouplissement géométrique qui est choisi comme cause primaire des 
bandes. 

Les bandes de cisaillement sont des véhicules de propagation des fissures, mais 
celles-ci ne suivent que les macro-bandes, non les micro-bandes. Cette observation, faite sur un 
alliage commercial 2024 d'aluminium, suggère aux mêmes auteurs (Cf. [Lee e t Chan 1991 -I]) qu'à 
¡'origine de la fissuration se trouve la diminution des capacités d'accommodation plastique du 
matériau et non une nucléauon de vides éventuellement due aux bandes de cisaillement (qui n'a pas 
été observée, Cf. aussi [Dève et Asaro 1989]). En outre ces auteurs remarquent qu'il existe des 
grains, non traversés par des bandes, qui arrêtent les fissures. 

On peut synthétiser la cause de l'origine des bandes de cisaillement comme la Fin des 
capacités de déformation par glissement plastique. En ce sens on voit que l'apparition des bandes de 
cisaillement se vérifie aux hauts niveaux d'écrouissage pour des raisons analogues à la fissuration 
et généralement, avant celle-ci. Le fait que les fissures suivent, ensuite, la trace des bandes de 
cisaillement est dû à un endommageaient localisé dans les bandes (Cf. [Korbel et al. 1984]) mais 
non à une ongine des fissures causée par les bandes (Cf. [Lee et Chan 1991-1]). 

H.E.Dève, R.J.Asaro et S.V.Harren observent dans un Al-3%Cu (déformation en 
"channel die") que les bandes ne sont pas associées à des micro-vides ou des micro-fissures (Cf. 
[Dève et Asaro 1989] et [Harren étal. 1988]). Ils proposent l'assouplissement géométrique (dû à la 
rotauon du réseau cristallin) comme cause favorisant la propagation des bandes (car il permet une 
moindre désonentation de la bande en traversant la surface entre deux grains) et ils observent que 
celles-ci naissent de préférence dans des régions ayant une concentration des contraintes ou des 
déformations (point tnples ou surfaces de l'échantillon; voir modèle de Bird et al.). Une restauration 
dynamique peut être liée à l'origine des bandes (en accord avec l'hypothèse de Korbel et al.), car on 
y'observe des cellules équi-axées ayant une faible densité de dislocations à leur intérieur et une 
désonentation de 10+20° entre elles. 

5 Si ces deux conditions n'identifient pas une unique direction, ces auteurs proposent de minimiser le nombre 
des systèmes de glissement actifs pour accommoder un td glissement et, faute d'un résultat unique, de choisir la 
direction plus proche d'un plan de glissement. 
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Ce modèle Lient donc compte tant de l'hétérogénéité initiale que de la possibilité d'un 
restauration dynamique comme origines des bandes de cisaillement, et de l'assouplissement 
géométrique comme facteur qui en permet la propagation. Il faut noter que, du point de vue du 
mécanicien, c'est la possibilité d'une propagation de bandes de cisaillement qu'il faut détecter plutôt 
que leur initiation demeurant localisée. En ce sens le cadre donné par Dève et coauteurs est celui qui 
nous intéresse le plus dans la suite. 

Le réseau cristallin à l'intérieur est désorienté par rapport à l'extérieur de la bande, de 
façon telle à augmenter la cission résolue sur le système de glissement actif dans la bande 
(assouplissement géométrique). Selon ces auteurs micro et macro-bandes de cisaillement 
représentent le même phénomène à deux échelles différentes (en particulier les premières précèdent 
occasionnellement les deuxièmes); ce phénomène est une conséquence naturelle du glissement 
cristallin: il se vérifie lorsque le rapport entre la contrainte axiale dans le monocristal et l'écrouissage 
du système de glissement diminue au delà d'une valeur critique. Le passage des micro aux macro
bandes de cisaillement se fait grâce à une réduction de la désorientation des micro-bandes nées dans 
les différents grains; cette réduction est due aux rotations de texture et aux rotations 
d'assouplissement géométrique des micro-bandes. 

L'onentauon de la micro-bande dans un monocristal dépend de celle initiale du cristal 
et est initialement cnstallographique; la microstructure (e.g. solutions solides) n'influence que 
l'écrouissage du système actif et non l'orientation de la micro-bande (ce qui est prouvé en comparant 
les observations faites sur des monocristaux d'AI et de Ni). La désorientation entre la bande et les 
axes cnstallographiques descend d'une rotation à l'intérieur de la bande qui minimise le facteur de 
Schmid (assouplissement géométrique). 

Pour confirmer ce cadre physique, H.E.Dève et RJ.Asaro observent que les résultats 
de A.Korbel et P.Martin reportés dans nôtre travail au début de ce chapitre (Tab.2), montrant de 
désonentations jusqu'à 54° avec un pian {111}, peuvent être interprétés sans supposer que le plan 
des bandes contient la direction transversale au laminage (hypothèse qui, d'ailleurs, ne correspond 
pas avec leurs observations). La désonentaiion entre la bande et le plan {111} plus proche du grain 
qu'elle traverse devient alors toujours non supérieure à 10°, ce qui peut être justifiée par une rotation 
d'assouplissement géométrique de ce grain; l'angle entre le plan de la bande et la direction 
transversale au laminage est suffisamment en accord avec les observations (observé entre 0° et 20°, 
calculé entre 0° et 54°): 

Tab.3 (Cf. Tab.2) 

No. plan tfc la bande 
angle avec le {111} plus proche dans le plan ... 

du laminage ... transversal au laminage 
1 

5 
6 
9 
12 
14 
15 
17 

421 
235 
233 
001 
411 
311 
233 
391 

28° 
20° 
10° 
54° 
3.5° 
JKT 
Iff 
.38° 

Cf 
(? 
10° 
ff 
ff 
6° 
Iff 
ff 

d'après [Dève et Asaro 1989] 

Il est important de noter que dans les calculs numériques basés sur ces hypothèses la 
raideur du polvorista! est très influencée par la direction des contraintes (assouplissement "de coin"). 

2.3.2. Comparaison des conjectures. 

On compare les scénarios proposés par les différents auteurs sur l'origine et, surtout, 
sur la propagation des bandes de cisaillement dans le but de définir un cadre aussi objectif que 
possible sur le sujet. 

Il existe quelques points fondamentaux sur lesquels se concentrer 
_ l'origine des bandes en termes de cause ultime, et donc l'endroit de leur apparition; 
_ l'origine des bandes en termes de cause générale; 
_ les phénomènes qui permettent la propagation des bandes; 
_ la nature de la propagation des bandes, i.e. quel est leur effet principal. 
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Les points impair dans la liste ci-dessus sont les plus controversés et, évidemment, 
aussi les plus importants du point de vue de la connaissance physique du phénomène. 
Heureusement ce sont les autres points qui nous intéressent davantage en autant que mécaniciens. 

Cause générale. 
Les bandes de cisaillement dérivent de la fin des capacités d'adaptation par glissement 

plastique des réseaux cristallins; elles sont donc étroitement liées à l'écrouissage du matériau. 
L'écrouissage a plusieurs natures, mais la composante la plus importante dans les 

polyenstaux est celle géométrique, c'est à dire liée à l'évolution des textures. L'évolution de la 
texture est "monotone" lorsque les grandes déformations ne sont pas cycliques, ce qui se vérifie 
dans la majorité des cas industriels et des essais usuels. Cela fait que habituellement l'écrouissage 
(qui est plutôt lié à l'évolution de la déformation) est associé directement à l'évolution de la texture. 

La relation cause-effet qui avait été admise initialement entre le facteur de Taylor et 
l'apparition des bandes dénve de cette association (Cf. § 2.3.1.Assouplissement géométrique). 

En effet, pour un système (corps et chargement) fixé ladite relation apparente cause-
effet demeure valable et on peut donc en tenir compte pour un modèle simplifié de détection des 
bandes de cisaillement. Par exemple, pour un polycnstal laminé, on pourra considérer la proportion 
volumique des cristaux orientés selon la direction à facteur de Schmid minimal comme un indicateur 
de la possibilité d'apparition des bandes. 

Plus en général, et donc avec une fiabilité supérieure, l'apparition des bandes de 
cisaillement doit être vue comme une conséquence d'un état critique rejoint par l'écrouissage du 
matériau (cela est commun à tout scénario présenté). Par conséquent c'est l'étude de la stabilité d'un 
système thermo-mécanique adéquat qui répond, avec le plus de généralité et de précision, à nos 
questions. 

Cause ultime. 
La connaissance de la cause ultime de l'apparition d'une macro-bande de cisaillement 

est peu importante du point de vue macroscopique. En fait aussi bien s'il s'agit d'une striction due à 
l'hétérogénéité locale (Cf. § 2.3.1.Localisation par hétérogénéité) que d'une disposition défavorable 
d'un joint entre un grain micro-cisaillé et le grain successif (Cf. § 2.3.1.Avalanche), que d'autres 
phénomènes locaux, on peut toujours supposer que l'événement cause ultime a une probabilité 
presque unitaire de se vérifier dans un échantillon macroscopique dès que l'écrouissage a rejoint un 
niveau suffisamment élevé. 

Dès qu'on accepte que ¡a cause ultime d'une bande de cisaillement est complètement 
locale (ce que font tous les auteurs) c'est la condition de possibilité d'apparition et celle de possibilité 
de propagation qui, du point de vue macroscopique, intéressent plus que la détermination de 
l'endroit où la bande va s'initier. 

En tout cas on remarque que l'existence de micro-bandes dans des grains ayant une 
orientation particulière peut, avec un accord presque commun, être placée à l'origine des bandes de 
cisaillement L̂ e désaccord sur le sujet est plutôt lié au rapport entre micro et macro-bandes. 
L'existence d'un nombre important de grains orientés da façon défavorable vis à vis de la 
déformation, et donc l'apparition possible des micro-bandes, ne peut être détectée par un modèle 
qu'en ayant la connaissance locale de l'orientation cnstallographique. 

Phénomènes permettant la propagation. 
Sur ce point il y a au moins une observation universellement acceptée: la propagaüon 

est facilitée par une texture cnstallographique marquée. C'est donc encore la connaissance locale de 
l'orientation cnstallographique qui doit rentrer dans un modèle pour représenter les possibilités de 
propagaüon des bandes. 

Effet principal des bandes. 
11 y au moms deux effets du passage des bandes de cisaillement qui ont été mis en 

évidence: la rotation locale du réseau cristallin et la localisation des déformations à l'intérieur des 
bandes, avec décharge élastique totale du reste de l'échantillon. 

En particulier ce deuxième phénomène montre que les bandes de cisaillement peuvent 
être vues comme résultat d'une bifurcation du processus de déformation suivi par le corps: son 
mouvement est tel qu'il donne une déformation diffuse avant apparition des bandes et une 
déformation localisée après cette appanüon. Le mode localisé représente une branche bifurquée 
démarrant du mode diffus. C'est par un tel modèle qu'elles ont été étudiées premièrement en 
mécanique par Hadamard et, en suite, par Hill, Rudnicki et Rice. 

- Maurhin Rrnrntn - ThÀsp FNPC CFRAM -



21 

3. Conclusions 

3.1.1. Résumé des événements avant localisation. 

Début de la déformation, e < 3%: 
_ création de dislocations mobiles selon des systèmes de glissement qui, choisis au 

début de la déformation, restent presque invariants pour chaque grain; 
¡es grains sont équi-axés, leur taille dépend de l'histoire du matériau; 

_ assouplissement négligeable causé par les premières dislocations mobiles. 

Déformations moyennes, E ~ 1090+50%: 
_ les dislocations forment une forêt; cea entraîne la présence d'une énergie stockée 

dans cette forêt et un écrouissage cinématique latent (back stress); 
_ la forêt s'organise en cellules pour des niveaux de déformation fonctions de la 

concentration de la solution solide, la morphologie des cellules dépend de la 
contrainte appliquée; 
la texture morphologique (grains en forme des lentilles de plus en plus allongées) 
entraîne un écrouissage macroscopique anisotrope (surface de charge ellipsoïdale de 
plus en plus allongée et déformée); 
la déformation est relativement uniforme, la modification principale de la 
microstructure est le changement de forme des grains. 

Grandes déformations, e ~ 100%: 
_ la densité de dislocations a un valeur limite: les cellules se vident de dislocations, les 

parois se multiplient et deviennent de plus en plus minces jusqu'à apparaître comme 
des surfaces de grains; 

_ la structure des cellules est de plus en plus sensible aux directions des contraintes 
jusqu'à devenir instable: la surface de charge montre des zones à haute courbure 
proches des directions principales de chargement (coïncidents avec les directions du 
laminage et normales au plan de laminage). 

_ les grains sont plus petits, très allongés et ont une texture cnstallographique 
importante; 
la déformation tend à se localiser en bandes initialement dans des grams isolés et, en 
augmentant la déformation, se propageant dans plusieurs grains jusqu'à constituer 
une macro-bande. 

I! faut noter que dans les Al-Mg la déformation est fortement non uniforme à tout 
niveau (e.g. il existe de grains qui, même aux déformations de l'ordre de 3, gardent leur forme 
initiale équi-axce agissant comme des inclusions rigides dans une matrice plastique (Cf. [Lloyd 
1982]). 

3.1.2. Conjectures sur la physique des bandes de cisaillement. 

On a vu qu'il n'existe pas un modèle universellement accepté pour l'origine et la 
propagation des bandes de cisaillement. On présente de suite le modèle qu'on a déduit par l'étude 
bibliographique faite et qui nous semble s'adapter à la pensée de la majorité des auteurs. 

Au stade des grandes déformations, les grains ont en majorité gardé le mécanisme de 
glissement qu'ils avaient choisi au début de la déformation, même si leur réseau a tourné depuis. 
Ceci entraîne un écrouissage par rotation selon les étapes suivantes: 
_ le choix d'un mécanisme écroui les autres à cause de l'interférence entre dislocations 

normales; 
_ la rotation locale du réseau modifie le rapport entre la contrainte macroscopique et le 

cisaillement sur le plan de glissement choisi de façon qu'il faut en général plus 
d'énergie pour maintenir ce mécanisme actif; 

_ le changement d'un mécanisme n'est possible que si, encore par rotation du réseau, 
un autre mécanisme écroui devient plus économique en énergie que le mécanisme 
initial; 
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_ le mécanisme initial écrouit aussi à cause de la forêt de dislocations. 

Dans l'évolution du polycnstal il existe des orientations qui ont tendance à ne pas être 
modifiées, donnant une stabilisation de la texture. 

Ixs grains qui n'ont pas eu leur réseau cristallin tourné car initialement orientés de 
façon stable, glissent sous une énergie vraisemblablement plus faible que les autres et ils cumulent 
donc rapidement une déformation très élevée. En conséquence d'une restauration dynamique il peut 
y avoir apparition des micro-bandes (lignes de glissement) dans ces grains. 

D'un autre coté un grain glissant sous peu d'énergie est beaucoup moins forcé à 
tourner qu'un grain ayant une orientation plus raide. Ceci cause un augmentation du nombre des 
grains qui se trouvent dans une orientation faible par rapport à ce qu'on aurait s'il n'y avait pas de 
couplage entre glissements et rotations (stabilisation de la texture). Ceci fait aussi que seulement une 
partie réduite des grains faibles se trouvent effectivement dans l'orientation à facteur de Schmid 
minimal, car pour des facteurs suffisamment bas la tendance à tourner est très réduite. En 
conséquence on observe que une bande de cisaillement macroscopique contient plusieurs grains avec 
bandes faiblement désorientées: cette désonentation peut s'expliquer par la "saturation" de la 
possibilité de tourner des grains faibles. 

Un grain "cisaillé" (i.e. montrant des lignes de glissement) peut être considéré comme 
une inclusion souple dans l'ensemble du métal. Le réseau qui l'entoure étant donc très sollicité, il 
émet des dislocations qui accélèrent localement le processus de déformation: ils font tourner les 
grains voisins jusqu'à îa création éventuelle de super-réseaux stabilisant le grain cisaillé et ils rendent 
localement plus instable la forêt à cause d'une saturation locale de la densité de dislocations. En 
conséquence on peut observer une localisation microscopique avec un ou plusieurs grains traversés 
par des lignes de glissement entourées par une zone ayant une plus haute densité de dislocation que 
le reste du métal et montrant des rotations et même des distorsions locales du réseau cristallin. 

On peut affirmer que cet écrouissage géométrique négatif du réseau se comporte 
comme une imperfection à l'intérieur du polvcnstal induisant une localisation de la déformation (Cf. 
[Dèveetal. 1988]). 

On remarque que un grain souple ou cisaillé a peu de possibilités de modifier son 
orientation une fois que l'énergie a été répartie sur les grains qui l'entourent; par conséquent, d'un 
point de vue statistique, les grains aux orientations faibles doivent augmenter. Un certain nombre de 
tels grains peut être présent même dans un échantillon n'ayant pas montré de localisations 
macroscopiques. 

Le cisaillement local d'un ou plusieurs grains tel qu'il a été décrit a des 
caractéristiques importantes: 
_ il est presque irréversible, 
_ il peut se propager selon des champs de contraintes différents des champs 

macroscopiques, 
_ il se manifeste selon des directions de glissement proches de celles qui avaient été 

choisies initialement et donc proches de la direction de cisaillement macroscopique 
maximale sur un plan du réticule cristallin (facteur de Schmid maximal), 

_ il peut apparaître indépendamment en plusieurs point d'un échantillon sans que celui-
ci soit cisaillé par bandes macroscopiques et sans qu'un écrouissage négatif ne se soit 
mam festé. 

Lorsqu'on atteint une quantité critique de grains "souples" ou cisaillés par micro
bandes, les probabilités d'appantion d'un phénomène macroscopique (soit qu'il est généré par un 
ensemble suffisamment élevé de phénomènes locaux soit qu'il se vérifie par propagation de l'un de 
ces phénomènes) augmentent. 

L'action combiné de plusieurs grains cisaillés peut modifier localement le tenseur des 
contraintes et causer 1'activation de nouveaux mécanismes de glissement qui, en émettant des 
dislocations "aveugles" par rapport à la forêt existante, peuvent la détruire comme une avalanche 
(Cf. fEmbury et al. 1984]). 

On a vu en fait que la forêt est instable par rapport aux variations des directions de 
contrainte à ces niveaux de déformation, et que les directions principales de contraintes 
macroscopiques sont proches de zones à haute courbure de la surface de charge. De cette façon de 
petites rotations des axes principaux de contraintes peuvent générer de grandes variations des 
directions de déformations et donc forcer la naissance d'un nouveau plan de glissement. Ceci 
impliquerait la propagation de dislocaoons générées par d'autres systèmes de glissement que ceax 
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déjà activés qui sont aveugles par rapport à la forêt existante dans le sens qu'il ne sont pas forcement 
bloquées par ses branches. 

La destruction locale du réseau de dislocations engendrerait l'assouplissement brutal 
d'une zone du matériau et l'enchaînement d'autres destructions avec des conséquences 
catastrophiques. 

3.2.1. Scénario résumé. 

On considère donc que une bande de cisaillement est le résultat macroscopique du 
processas décrit ci-dessus et qui peut se résumer par 
_ localisation dans des grains dont le réseau cristallin a peu tourné depuis le début de la 

déformation (apparition éventuelle de micro-bandes de cisaillement); 
_ ces grams se comportent comme des inclusions souples modifiant le champ de 

contraintes et de déformations, en particulier de petites variations des contraintes 
induisent de grandes variations des directions de déformation; 
les nouvelles déformations détruisent la forêt de dislocation causant d'autres 
assouplissement; 

_ l'assouplissement se propage brutalement. 

Ces conjectures sur les bandes de cisaillement sont en accord avec les observations et 
les déductions repérés dans la littérature car: 
_ la bande a une direction non nécessairement enstallographique; 
_ elle est constituée par un ensemble de micro-bandes aux directions 

cristallographiques qui ne traversent pas les surfaces de grains et qui se propagent à 
travers quelques grains en modifiant leur direction selon celle du réticule cristallin 
traversé (par glissement multiple); 

_ elle est entourée par une zone où le réseau subit des rotations importantes avec une 
haute densité de dislocaUons non organisées; 

_ elle se propage brutalement à partir d'un point de déclenchement par la coopération 
d'états critiques locaux indépendants; 

_ elle ne dépend pas de la pression sphénque appliquée; bien qu'elle peut être couplée 
avec de l'endommagement son apparition n'en dépend pas; elle n'est pas liée à un 
écrouissage macroscopique négatif. 

Le scénario proposé est une trace de référence pour la suite du travail: on essayera de 
le représenter par un modèle thermo-mécanique adéquat. 

3.2.2. Besoins du modèle. 

En particulier on a les besoins de modélisation suivant: 
_ matériau initialement hétérogène et localement anisotrope; 
_ grandes déformations, températures importantes; 
_ suivie de l'évolution de la texture enstallographique et morphologique, i.e. suivie de 

l'évolution de l'hétérogénéité et de I'anisotropie de comportement; 
_ couplage entre mouvement de milieu continu et évolutions ci-dessus; 
_ couplage entre comportement d'ensemble et évolutions ci-dessus. 

Ayant défini un tel modèle l'appanüon, avec risque de propagation, des bandes de 
cisaillement pourra être détectée par une condition d'instabilité du système thermo-mécanique aiasi 
donné. 

II faut souligner l'importance de l'évolution des textures, des relations entre grains 
selon leurs orientations et de l'effet du taux de rotation relative entre réseaux cristallins et matière 
constituant les cristaux sur la puissance dissipée par le système. En fait c'est l'évolution de la texture 
qiu mène vers de conditions favorables à l'apparition des bandes de cisaillement, c'est l'interaction 
entre réseaux de grains différent qui établi le début du phénomène et c'est finalement la dissipation 
dans la rotation relative citée qui "justifie du point de vue mécanique, l'utilisation d'un tel mécanisme 
de la part du matériau". 

Dans le but de traduire ces besoins en un modèle particulier il convient d'analyser 
l'état de l'art de la thermo-mécanique des milieux continus hétérogènes dissipatifs, avec attention 
particulière aux polycnstaux, et d'analyser en même temps les diverses théories de l'instabilité des 
systèmes thermo-mécaniques. 
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C R A R I J L I L J L J l 

Mécanique et Thermodynamique. 

1. Introduction. 

Dans ce chapitre on examine les diverses hypothèses qui ont été formulées pour 
résoudre les différents passages nécessaires pour obtenir le comportement macroscopique d'un 
pokcnslal. 

Le schéma de travail ne suit pas l'évolution du problème dans le temps, en montrant 
les différents modèles de polycnstal connus (e.g. Sachs, Taylor, Taylor-Bishop-Hill, Taylor RC, 
auto-cohérent de Kroner el de Hill, . . .). On préfère, en fait, suivre la liste des problèmes qui se 
posent et donner les solutions à ces problèmes indépendamment de la méthode dans laquelle ces 
solutions ont été pensées. La liste en objet est donnée par: le problème de l'évolution des textures, le 
problème du passage micro-macro, qui se décompose dans le problème du modèle d'agrégat et celui 
du modèle de monocristal, et le problème de l'instabilité. 

Pour introduire le sujet on considère d'abord les problèmes relatifs à l'élasto-plasticilé 
en transformation finie pour un matériau hétérogène anisotrope. 
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2. Elasto-plasticité hétérogène en transformation finie. 

lAAnlimhichüiL 

Dans un problème thermomécanique il existe des équations d'évolution et 
d'équilibre, écrites par rapport à la configuration actuelle, et des équations de comportement, écrites 
par rapport à une configuration de référence qui, souvent, ne peut pas être l'actuelle. 

En transformation finie existe donc le problème du choix de la configuration de 
référence qui doit répondre au mieux, selon un entere de simplicité des développements successifs, 
à deux demandes fondamentales: 

en configuration de référence on doit pouvoir écrire et identifier le comportement, 
_ la configuration actuelle (et donc les équations d'évolution et d'équilibre) doit 

pouvoir s'identifier sans ambiguïté à partir de la configuration de référence. 
Pour un matériau hétérogène ce problème devient plus délicat à cause de 

l'impossibilité de se référer à une configuration naturelle admissible pour l'écriture du 
comportement la configuration de référence du comportement dépend de l'évolution de 
l'hétérogénéité dans le corps et est donc inconnue à l'instant actuel. 

La configuration de référence cinématique utilisée pour une description lagrangienne 
du mouvement ne représente pas toujours le meilleur choix pour l'écriture du comportement: par 
exemple les déformations mesurées à partir de cette configuration ne sont pas complètement 
réversibles ou irréversibles. Dans la suite on appellera "configuration de référence", choisie toujours 
à l'instant initial, celle de référence pour le mouvement et "configuration support" la configuration 
sur laquelle on écrit plus aisément le comportement. 

2JLJQîn^uxs_ej^cojifigurdlJLuiiiL 

Une configuration du corps déterminée par la donnée d'une transformation sur ia 
configuration de référence est appelé compatible ou réelle dans la suite (toute configuration de ce 
type peut être prise comme référence cinématique, la transformation donnant le transport des points 
matériels). On remarque que, en acceptant l'hypothèse de simplicité matérielle, il suffit de définir la 
configuration support du comportement par la donnée d'un transporteur des vecteurs matériels: une 
configuration qui peut ne pas correspondre à la configuration de référence par transformation sera 
appelé virtuelle (pour une configuration réelle le transporteur des vecteurs matériels est le gradient de 
la transformation, pour une configuration virtuelle cette propriété n'est pas requise). 

Indépendamment de la signification thermodynamique des configurations en objet, on 
peut considérer le transport matériel des tenseurs de contrainte et de déformation entre deux 
configurations en fonction du transport des vecteurs matériels. 

On considère une configuration initiale de référence VQ, une configuration actuelle V,, 
et une troisième configuration, notée V1, dont la relation thermo-mécanique avec les deux autres 
n'est pas précisée. Cette troisième configuration est une configuration support; son caractère virtuel 
fait qu'il n'existe pas, en général, une transformation admissible qui l'identifie à partir de la 
configuration de référence. Néanmoins, localement, dans une configuration virtuelle, la matière 
garde ses propriétés, ce qui est garanti par le fait que les vecteurs matériels issus de tout point d'une 
telle configuration sont liés par une transformation locale inversible aux vecteurs matériels issus du 
même point en configuration de référence. 

Une configuration virtuelle, et donc en particulier celle support du comportement, 
peut être obtenue par décomposition cinématique du gradient de la transformation à un instant donné: 
ce gradient est la transformation locale de la configuration initiale à la configuration actuelle, en ie 
décomposant on obtient une transformation locale de la configuration initiale à une configuration 
virtuelle et une transformation locale de cette configuration virtuelle à la configuration actuelle. Dans 
la suite on donne les notations relatives à ces passages. 

2.2.1. Grandeurs euleriennes et lagrangiennes. 

Les principales grandeurs mécaniques définies dans la configuration initiale sont 
(x=[0,»[ est une chronologie, T0(x) est l'espace tangent en x à l'instant 0 (ensemble des vecteurs 
matériels issus du point matériel placé en x à l'instant 0), Tt(;t) est l'espace tangent en a^à l'instant t): 
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transformation (inconnue lagnmgienne) ~-(x t)EVnxy —»äEV 1 

.gradient de la transformation VxS:(x , t)eV0xx-F(x,t)eL(To(x),Tt(í)) 
(transformation locale) = 

i.e. VïoETo(x) ^t=£(x,t)-YoCTt(3t) 

„dilatation de Cauchy Ç.(x,t)=FT-Ffx,t) 

_déformation de Green-Lagrange t\-llri n 
L<X,t)— Ĥ C(x,t)-1 I 

Il existe une grande liberté dans le choix d'une mesure de la déformation. Il convient 
de remarquer dès maintenant que lorsqu'on utilise une mesure de déformation qui descend du 
tenseur de dilatation droit de Cauchy, celle-ci ne tient pas compte de la rotation des axes matériels 
par rapport à la configuration actuelle. De façon symétrique si on utilise de mesures obtenues du 
tenseur de dilatation gauche de Green (ou de Green-Cauchy), G, on néglige la rotation initiale des 
axes. 

Pour préciser ces aspects on considère les décompositions polaires possibles du 
gradient de la transformation à l'instant t, faisant apparaître les tenseurs d'élongation droit et gauche, 
U et V, et la rotation R: 

' R T R = J 2 
= = = r£=UT'£ 
U-U1 définitions: \ —* R négligé 
= = | G = V V r 

V=VT 

F=R U=V R V H 

Pour un matériau anisotrope ceci oblige à l'introduction d'une variable de rotation, 
e.g. R même, qui oriente la mauère en configuration actuelle par rapport à la configuration initiale 
(ou vice versa). Les équations de la mécanique étant écrites par rapport à l'un des deux tenseurs 
d'élongation1 (d'habitude par rapport à U), aucun bilan ne porte sur R. Cea fait du champ des 
rotaüons R(x,t) (défini à une rotation près, celle de l'observateur) un cas typique de variable interne, 
selon le formalisme qu'on décrira de suite (Cf. [Mandel, Cours, 1971]). Néanmoins on remarque 
aussi que pour les polycnstaux une équauon de bilan peut effectivement être écrite pour R (assurant 
la continuité de la foncuon de distribution des orientations de texture), mais que cette équation n'est 
pas une équation thermo-mécanique. 

En configuration actuelle on défini: 

_champ de vitesse (inconnue eulencnne) ufa t) 3 

„taux d'évolution graduât ) : y teT t(a)—£ teL(R,T t(*)) 

i.e. Vï,eT t(A) Y,=gradu(a,t)- ï , 

„contrainte de Cauchy 
<££t) : P,„t(V,t)= foa,t):symgradu(a,t)dVt 

Le transport matériel permet de mettre en relation ces grandeurs et de définir les 
contraintes dans la configuration initiale (sou Ä=Z(x,t) dans les équations suivantes): 

1 La continuité de ia masse est écnie par rapport au déterminant de F qui est celui de U et de V', le bilan des 
puissances est écnt par rapport aux déformations ainsi que le bilan des énergies. 
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_U VS E 

_dV0 vs dV, 

_gradu vs _F 

„contrainte de Piola-Kirchhoff 

„contrainte nominale 

2.2.2. Décomposition cinématique. 

Comme on a dit il n'existe pas forcement une transformation qui permet d'obtenir la 
configuration V' à partir de la configuration de référence: on suppose de connaître seulement une 
transformation locale inversible donnant pour tout tenseur matériel issus d'un point fixé en 
configuration de référence V0 son image dans la configuration V1. Soit Foi celle transformation 
locale, on peut définir (toujours sur la configuration initiale de référence) la transformation locale 
correspondante donnant les images en configuration actuelle V, des vecteurs matériels de V1, notée 
F,t, et les déformations (de Green-Lagrange) et taux de déformation en configuration V1: 

„décomposition de la transformation locale JF(x,t)=Fjt(x,t)-F_p;(x,t) 5 

_décomposition des déformations Ux,t)=Fp,T- L, ,• Foj(x.t)+Loi(x,t) 

¿ . (x .U^fF j tT- F, .U.t)i] ;^),(x,t)4(£p.T-i3.U.t)-IJ 

„décomposition des taux d'évolution FF ! (x , t )=G t(x,t)+F t Goi 'F t_1(s.,t) 

GJrfx,i)=¿,-¿,- ,(x,t);Gp i(x,i)=¿)r¿)i-1(2t,t) 

La définition des contraintes sur la configuration V se fait plus aisément à partir de la 
définition en configuration actuelle et de l'identité des puissances volumiques des efforts intérieurs: 

J(x,t)CT[a.l):s>mgrailu(i.t)=J(x.t)ija.t):Gjl(x,t)+^¡(x,t):Gp1(x,t) 6 

^(x,t)=JFj t-
!(x,t)^i .O¿,u,0=Fj, ,•¿Fp,T-Ç,i(x.l) ; Çjtix.t^Fjr^FjtOU) 

La contrainte %p est associée au taux d'évolution de la configuration V1. ce qui est une définition 
naturelle de contrainte dans une configurauon, lorsque la dilatauon est négligeable entre V1 et Vt la 
contrainte y n'est que le transporté de la contrainte de Piola-Kirchhoff sur la configuration V . 

La même décomposition de la puissance \olumique des efforts intérieurs peut être 
faite à partir de sa définition en configurauon de réterence, donnant une forme utile pour l'écnture 
du comportement: 

^(xj):¿xJ)=^Mxj):¿K\.l)+¡»
,(x,l)-CJt:¿),-¡Fj)i-1(x,t) 7 

Ä|(X.i)=Fpl-asFj>1
T(x.i) re. jjtx,t)=n'-Çj,(x,t) 

, dE(x,t) 
u(*,t)= a t 

dVt(x)=J(x,i)dV0(x) ; J(x,t)=detF(x,t) 

grmiu(a,t)=£p !(x,t) 

¿ ( x . N d t l F H x . D - g i i í - F í x . t ) 

N(x,t)=J(x,i)P1(x,t)-o(a,t) 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristal -
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2.3. Décomposition cinématique cl hétérogène) té-

II est intéressant d'écrire le comportement sur une configuration relâchée, c'est à dire 
sur une configuration obtenue par un processus réversible de décharge à partir de la configuration 
actuelle. En fait pour une telle configuration support tout processus réversible autour de la 
configuration actuelle est un processus réversible selon le comportement écnL 

2.3.1. Etat naturel. 

Si le matériau est hétérogène un processus de relaxation ne produit pas forcement une 
configuration localement relâchée, c'est à dire une configuration dans laquelle tout élément de 
matière se trouve dans son état naturel. Si, en fait, pour une configuration actuelle et une histoire 
données, il suffit d'imaginer une décharge adiabatique pour obtenir de façon réversible la 
configuration relâchée d'un corps homogène, il en est pas ainsi pour un corps hétérogène, où il peut 
se vérifier après une telle décharge: 
_ un état de contrainte non nul à cause du champ d'auto-contraintes d'hétérogénéité 

(énergie élastique bloquée), 
_ un état de l'hétérogénéité modifié de façon irréversible par rapport à la configuration 

avant décharge (e.g. par effet de la plasticité2 ou à cause de la réorganisation de 
l'énergie élastique bloquée). 

Par conséquent pour un matériau hétérogène, comme un polycrislai, on peut soit 
écrire le comportement sur une configuration (globalement) déchargée mais non (localement) 
relâchée, sott l'écrire par rapport à une configuration virtuelle, localement relâchée, où l'élément de 
matière ne peut que être traité séparément du reste du corps (pas de compatibilité cinématique). 

2.3.2. Rotations. 

Une configuration comme la V1, définie par rapport à l'initiale et l'actuelle ou, ce qui 
revient au même, par décomposition cinématique du gradient de la transformation entre ces deux 
configurations, n'est identifiée que à une rotation près: 

£^. t)=F j,- ¡5)¡(x.t)=Pi,-Poi(x,t) V F , F £ - F j t P0i=R;Fp. 8 

v B x ' t ) : E'=H d c = = 1 V(x'l) 

Pour un matériau hétérogène, lorsque cette décomposition ne doit pas assurer la compatibilité 
globale de la transformation, on obtient que le comportement est écrit par rapport à un élément de 
matière orienté de façon arbitraire par rapport à la configuration actuelle sur laquelle est imposé 
l'équilibre. 

Il existe deux choix possibles pour résoudre cette difficulté: 
_ imposer que le comportement écrit est invariant par rotation de la configuration 

actuelle, 
orienter de façon arbitraire la configuration relâchée. 

La deuxième voie introduit moins de difficultés techniques dès qu'on considère que, 
pour un matériau hétérogène anisotrope, l'orientation de ¡'anisotropic (i.e. l'orientation des réseaux 
cristallins pour un pol yen s lai) est une référence naturelle pour orienter la configuration relâchée. 
Evidemment la diminution de la difficulté intrinsèque du problème n'est obtenue que en augmentant 
sa taille car il devient nécessaire de suivre l'évolution de l'anisotropie (i.e. l'évolution de texture) au 
cours de la transformation. 

2.3.3. Variables internes. 

Vu que l'étal naturel ne peut être rejoint que localement dans une configuration 
virtuelle, on se trouve avec autant de fonctionnelles de comportements que de points matériels ou, en 
d'autres termes, avec un nombre virtuellement infini de variables internes. 

Si l'anisotropie est la caractéristique principale de l'hétérogénéité, cet ensemble 
virtuellement infini de variables doit être généré par la rotation d'un système dont l'étal est défini par 
un nombre fini de variables. Par exemple un polvorista! est obtenu en assemblant un nombre élevé 

Un corps homogène où se vérifie de la plasticité en décharge induit le même type de problème. 
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de fois ia même cellule, constituée par un monocristal, avec une orientation variable des axes: pour 
décrire l'état thermodynamique du polycnstal il suffit de décrire celui de la cellule élémentaire et de 
connaître le champ des rotations des axes cristallins. 

2.4.1. Configurations naturelles locales. 

La configuration virtuelle obtenue en déchargeant tout point matériel du corps jusqu'à 
l'état naturel est définie à un champ de rotation des vecteurs matériels près. Pour s'affranchir de cette 
indétermination on peut (pour un matériau hétérogène anisotrope) suivre au cours du mouvement 
l'orientation locale de 1'anisotropic Le processus réversible menant localement de la configuration 
actuelle à la configuration naturelle locale est décrit, d'un point de vue cinématique, par une 
transformation locale noté E Cette transformation, par décomposition polaire, montre une 
déformation pure et une rotation qui est celle des directions d'anisotropie au cours de la décharge 
idéale. 

Le choix des axes d'anisotropie et la connaissance de leur évolution au cours du 
mouvement défini donc complètement le problème de la configuration support des lois de 
comportement. On identifie ces axes avec un trièdre directeur qui lui est solidaire (Cf. [Mandel 
1982]); par exemple pour un polycnstal ce trièdre peut être donné par trois axes cnstallographiques 
[100J, [010], [001]: les systèmes de glissement (définissant les directions d'anisotropie de la 
transformation microscopique) ont une orientation fixe par rapport à n'importe quel axe 
cristallographique. 

On note dans ce cas la décomposition cinématique du gradient de la transformation: 

Fj.\,t)=B(x,t)P(X,t) 9 

(i.e. E=Fjt et P=FQJ dans les formules de (5) à (7)). 
L'état du matériau dans la configuration naturelle locale dépend de la température T, 

de la déformation au cours d'une transformation E (réversible), Le, et des variables internes uk, 
k=l...N. Noté v le potentiel énergie libre, on obtient les lois de comportement et la dissipation 
intrinsèque massique D,n, dans la forme (Ci. ¡Stolz, Thèse, 1987]): 

YCU)=V(T(x.t), L,(x,t), ok(x,t)) ; J * ( x , t ) = j L I r M ^ H ] 10 

dv> dw 
^ ( x , t ) = P j r P j (x . t )=p 0 ( x )^ : U) ; s (x , t )=-^x, t ) 

DinFiEp Ç r P P- l(x,t)-po(x)-JÍ-ak(x,t)iO 

2.4.2. Configuration isocline. 

Un matériau décrit par la donnée d'un tnèdre directeur ainsi que la déformation et les 
autres variables d'état est dit à configuration physique. 

Ce terme indique que le comportement local peut être étudié par rapport à un élément 
de référence orienté par le tnèdre. Par exemple un polycnstal est un maténau à configuration 
physique car son comportement peut se ramener, une fois connue l'orientation locale des axes 
cnstallographiques, à celui d'un monocristal type (i.e. glissements irréversibles le long d'axes 
cnstallographiques et distorsion réversible du réseau cristallin). 

Pour un tel maténau on peut, localement, suivre la transformation totale par rapport à 
celle des trièdres directeurs. Si Q est le champ des tenseurs orthogonaux propres donnant 
l'orientation des trièdres directeurs en tout point et instant par rapport à la configuration initiale, Ue 
est le tenseur d'élongaûon des trièdres et F est le gradient de la transformation, la transformation 
relative en objet. G, est telle que3: 

^ On écrit la transionnaüon des tnèdres en décomposition polaire pour mettre en évidence le champ 8 qui sera 
utilisé tout le long de ce travail 
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Fíx.D^UpU.O-Gjtx,!) i.e. g(x¿)=U;l&J(z,tyg(xS) VxeV0 ,Vt n 

G donne le mouvement de la matière relativement au "mouvement du matériau" qui est décrit par 

En général le champ e n'est pas continu en x. Dans le cas des polyeristaux G est le 
gradient d'un champ de vitesse relative matière-matériau. La configuration intermédiaire entre 9- U e 

et G est donc localement continue, la continuité d'ensemble n'étant assurée que pour la configuration 
initiale et actuelle. 

Cette configuration obtenue, à un instant t donné, par l'ensemble des configurations 
locaJes engendrées par G(x,t) à partir de la configuration initiale est appelé configuration physique 
isocline à l'instant t, notée Vçt. Pour un matériau à configuration physique, à un instant donné, les 
états locaux dans la configuration isocline sont égaux aux états locaux des points correspondants en 
configuration actuelle (le processus entre deux de ces systèmes est réversible): la forme des 
potentiels thermodynamiques ne vane pas suivant les configurations isoclines dans le temps. 

La déformation de Green-Lagrange s'écrit par rapport à la configuration isocline (voir 
les formules de (5) à (7) avec 9- L;e=F, t et G=Fo,): 

L(x,t)=£1 'Lj (£(x,t)+L3(x,t) VxeV0 ,Vt I 2 

^ ( x , t ) = ^ £ e T - £ e ( x , t ) - r ] ; Lp(x,t)=5(G;r£(x,t)-I j 

Dans un polycristal les distorsions des trièdres sont réversibles, tandis que le mouvement relatif 
matière-matériau, décrit par G. est irréversible. Le potentiel énergie libre, les lois d'état et la 
dissipation intrinsèque sur la configuration isocline sont alors de la forme (Cf. [Stolz, Thèse, 
1987]): 

t|>U<D=iMT(x,t), yUM aic(x,t)) ° 

j^(X.t)=CrjrÇ/(x.t)=p0(xHrWx,t) 
¿V 

D-.nFÄjf • 1¿W
T- JJ«:ô; Çr ' (\,l)-pi)(xy—JLnk(\.,l)>0 

l'écriture du potentiel énergie libre en configuration initiale nécessite l'introduction du champ des 
orientations des trièdres comme variable interne: 

H>U,t)=T|>o(T(x,t), L(x,t), £(x,t), ak(x,t))=Vo(T(x,l), L^(x,t), ak(x,t)) 14 

n.(x,t)=po(x)jjjKx,t) 

D,nt=i-G_T -_UeT JJ e :Ö(x , t ) -po (x ) - ^kU, t )2 :0 
ddk 

2.4.3. Configuration intermédiaire. 

Une autre façon d'éliminer l'indétermination de la configuration relâchée est d'écrire 
que le comportement est invariant par rotation de sa configuration support. 

Dans ce cas cette configuration support est appelé intermédiaire, la décomposition 
cinématique s'écrit (pour distinguer les termes par rapport à la configuration naturelle locale): 

F(x,t)=£(x,t)-Fp(x,t) 15 

(i.e. Fc=Fjt et Fp=Fo, dans les formules de (5) à (7)). 
Le comportement doit être invariant par rotation de la configuration intermédiaire V\ 

(on rappelle que cette configuration est obtenue à partir de la configuration actuelle et, donc, elle 
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dépend du temps). Dans un tel changement (qui ne modifie pas F) les transformations locales 
deviennent: 

rFe(X,t)=Fj;(x,t)-3Ta,t) 16 
V,|"*VV:{l'P(-.)^..»^..) 2ST=I*fi='v«.o 

Le tenseur de Green-Lagrange mesurant la déformation entre la configuration intermédiaire et 
l'actuelle et le tenseur taux de déformation de la configuration intermédiaire ne sont pas invariants 
par une telle rotation: 

L,
e(x,t)=&x,t)-Lc(x,t)-£T(x.t) 17 

V',-^V¡ •i - . P 
lÉp-Fp-1],(x,t)=2[x.t)-!£p-Fp->(x,t)-2T(Xit) 

leurs images transportées en configuration initiale par Fe
T sont invariantes; par conséquent il 

convient d'utiliser le taux de déformation plastique: 

ü»p(x,t)=£ í-
T(x.t)-¿p-¿,- ,(x,i)J-¿s-

,(x,t) i« 

ou, par décomposition polaire de Fe: 

D*pR(x,t)=!^(x,t)-^)-Fp-1(x,t)]-^s
T(x.t) '9 

Fp(x,t)=Up^(x,t) ; R f - ^ i dctRp=l Vt 

2^_CojacJjjsiüiL 

Le problème fondamental dans l'étude des transformations finies d'un corps constitué 
d'un matériau élaslo-plastique hétérogène localement anisotrope, tel que un polyenstal, est dans 
l'écriture du comportement. En particulier le noyau du problème réside dans la détermination d'une 
configuration relâchée dans laquelle le matériau soit à l'état naturel. 

La voie suggéré iruuaicment par J.Mandel pour résoudre ce problème passe par la 
connaissance à tout instant du champ des trièdres définissant l'orientation locale de 1'anisotropic. 
Celte approche s'accorde bien avec les besoins de modélisation de notre problème initial car ces axes 
d'anisotropie ne sont, évidemment, que les axes du réseau cristallin. 
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3. Evolution des textures. 

3.1. Introduction. 

Un polycnstai est un matcnau hétérogène ayant un comportement local anisotrope, 
défini par le comportement du cristal type. A cause de cette anisotropic et de son origine il faut avoir 
une description locale des orientations cristallines pour pouvoir évaluer le comportement 
macroscopique du polycnstal. Si le polvorista! doit être suivi le long d'un processus de déformation 
il laut donc suivre l'évolution de ces orientations cristallines. 

On appelle texture l'ensemble des orientations d'un polycnstal vues dans son 
volume. On montre de suite sa représentation mathématique et les modèles qui permettent de la 
représenter graphiquement et de la suivre au cours de la déformation. 

3.2.1. Techniques de mesure. 

L'orientation cristalline peut être déterminée par plusieurs méthodes. Selon la 
technique utilisée la mesure de l'orientation a une pertinence sur les éléments de volume du 
polycnstal liée à sa résolution spatiale; on parie alors d'onentations globales ou locales. 

La technique plus commune est par diffraction de rayons X. Vue la dimension des 
rayons ses valeurs sont relatives à des éléments de surface contenant plusieurs grains d'un Al-Mg 
laminé. Il s'agit en fait d'une technique donnant en général des mesures à interpréter comme des 
moyennes voiumiques. 

La détermination locale des onentations est obtenue par MEB par technique ECP 
("electron channelling patterns") ou EBSP ("electron back scattered patterns"), avec des résolutions 
spatiale et angulaire (Cf. [Dnver, Corn. 1992]): 

résolution spatiale résolution angulaire 

ECP 

EBSP 

~5jUm 

-0.5 ¿mi 

-0.2° 

Dans la suite on se réfère à l'orientation cristalline locale mesurée par EBSP: il existe 
une carte des onentations sur le volume V, du polycnstal pour tout instant de temps t, qu'on note 
Ç(x,t). 

A ce propos on remarque que toutes techniques de mesure citées est en effet une 
technique de surface; par conséquent l'extrapolation de données voiumiques demande une étude 
statistique dont on ne s'occupe pas dans ce travail. 

3.2.2. La fonction de distribution des onentations. 

La texture est représenté mathématiquement par une fonction de distnbution des 
orientations (ODF) qui défini une mesure de probabilité sur l'espace des onentations cristallines. 
Cette représentation mathématique est liée à la technique de détermination des texture par diffraction 
aux rayons X: comme déjà noté les mesures locales par MEB (ECP ou EBSP) permettent 
l'acquisition d'une information plus détaillé que celle contenue dans la fonction de distribution des 
onentations traditionnellement employé (cane des onentations). 

L'espace des onentation est un espace curviligne qu'on déenra avec plus de détail 
dans la suite de ce travail. Pour l'instant on se limite à considérer les angles d'Euler déenvant toute 
onentation d'un trièdre par rapport à un système d'axes fixé dans l'espace euclidien classique. On 
note Z l'espace curviligne ayant les angles d'Euler comme coordonnées contravanantes; il s'agit 
d'un espace de Riemann de dimension 3; on l'appelle, pour abréger, espace des angles d'Euler. 

La foncüon de distribution des onentations, qu'on note g, est donc à support dans 
l'espace des angles d'Euler Z. Sur cet espace on défini une tribu, notée 33 (e.g. la tribu borélienne), 
et une mesure de probabilité liée à la fonction de distribution des orientation, notée PQDF (e.g. 
l'intégral de Lebsegue de g à support dans 33), ce qui permet de considérer l'espace de probabilité 
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(Z, <£, PQDF) et de considérer un processus aléatoire dans cet espace. Vu que les orientations 
évoluent dans le temps la mesure de probabilité sera fonction du temps. 

La probabilité affectée a la boule façZ à l'instant t est mesurée par la fraction 
volumique des parties du polycristal qui, à l'instant t, ont leur orientation cnstallographique dans 
celte boule; par définition de g, noté V le volume du polycnsial on a: 

PoDr iM)= m e s | V t } / ë (U)dZ(Ç) Vf£Z,Vi 

PoDF(0,t)=OetPœF{Z,t)=l Vt 

3.3.1. Continuité de la ODF. 

La fonction de distribution des orientations est l'objet d'une étude d'évolution de 
texture. On considère la définition donnée (20) de mesure sur l'espace de probabilité des angles 
d'Euler (Z, 3J, PODF)> on voit que, si la fonction g est non négative et continue avec ses dérivées en 
tout point et si elle vérifie l'équation de continuité: 

^^+div t [g(U)SJ = o vçez,vt 

alors les deux dernières des (20) sont toujours vérifiées (Cf. [Ribe, Int. 1988], [Wierzbanowski el 
al. 198.]. On peut aussi postuler la continuité de la densité de probabilité PODF

 e t obtenir par 
conséquence des (20) l'équation locale (21) (Cf. [Rashid, 1991J)4 (D/dt indique une dérivée 
matérielle): 

^ P O D F Î M ) = 0 VbÇZ,Vt -* (21) 2 2 

On observe que l'équation de continuité ci-dessus est une dérivée "suivant 
l'orientation" de la fonction g qui joue le rôle d'une densité pour la masse PODF- EHC peut être 
obtenue suivant différentes approches et en raisonnant sur la nature physique du phénomène de 
l'évolution des textures. En effet cette équation donne une condition suffisante pour que l'espace de 
probabilité (Z, Q, PODF) ail une mesure de probabilité avec densité continue à tout instant On peut 
donc résumer les hypothèses sur la physique de l'évolution des textures en disant que les 
orientations cristallines admettent une mesure de probabilité de densité continue évoluant 
continûment dans le temps. Il faut remarquer le caractère restrictif d'une telle hypothèse qui semble 
descendre plus du manque de résolution (dans l'espace-temps) des mesures effectuées que d'une 
réalité physique. 

3.3.2. Equation d'évolution des textures. 

Dans le but de suivre la texture au cours de la déformation, la vitesse des angles 
d'Euler t, (taux de rotation du réseau) doit être reliée aux variables du problème thermo-mécanique. 
Les variables d'un tel problème étant relatives à la matière, il faut en effet se donner l'équation qui 
régit le taux de rotation relative entre les réseaux cristallins et la matière. En général il s'agit d'un 
problème local de comportement: pour des conditions initiales données, le taax de rotation relative 
des orientations en un point dépend d'une équation dans laquelle apparaissent les taux des variables 
d'état en ce point et la valeur actuelle locale de 1'onentauon. Par exemple si on note w le tenseur taux 
de rotation et d le tenseur taux de déformation de la matière, on peut écrire par rapport à l'instant 
initial 0: 

t(í.t)=¡2(w!(a>t))+?r(T(a,t)td!(a,i), ...;£(a,t)) v*5Vt,vt>o M 

- £(x,OXo(x) VxeVo 

,t(x,0)=Qo(x) V x e v 0 
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où la fonction 3 tient compte du passage de R3 à l'espace curviligne Z et la fonction \T dépend du 
modèle proposé. Pour un cas bidimensionnel l'équation d'évolution s'écrit tout simplement avec w 
et d normes du taux de rotation et du taux de déformation matériels (Cf. [Ribe, Int. 1988]): 

£(2,t)=w(*,t)+d(Ä,t)^(^t)-£o(x(*,t))) V*EV t,Vt 2 4 

L'étude de l'évolution des textures est basée sur la forme particulière choisie pour 
l'équation (23) et, plus particulièrement, pour la fonction Tf. 

3.4. Conclusion. 

Du point de vue du mécanicien le passage fondamental dans l'étude des textures est la 
détermination de l'équation d'évolution. 

Cette équation se traduit habituellement en une liaison cinématique (locale pour les 
métaux, plus rarement non locale) entre le taux de rotation et de déformation de la mauere et le taux 
de rotation des réseaux cristallins (équation (23)). 11 ne s'agit pas d'une équation thermo-mécanique 
car elle ne dérive pas de l'un des bilans usuels de la mécanique ou de la thermodynamique et, par 
conséquent, elle introduit une extension arbitraire de I'axiomatique classique, justifiée par 
l'expérience. 

Par rapport à la complexité des phénomènes qui engendrent l'évolution de la texture, 
la donnée d'une liaison cinématique locale semble une simplification plutôt radicale. D'ailleurs les 
modèles basés sur de telles liaisons donnent, dans des cas limites, des résultats physiquement 
inacceptables (e.g. au § 5. on verra qu'on peut obtenir un monocristal par déformation limite d'un 
polycnstal), mais ceci est habituellement négligé vu qu'on se considère toujours suffisamment loin 
de ces limites. 

Ayant reconnu un rôle centrai à l'orientation cristalline dans l'apparition et la 
propagation des bandes de cisaillement, on peut s'attendre que un excès de simplification du modèle 
au niveau de l'évolution des textures diminue sa qualité prévisionnelle sur les bandes de 
cisaillement 

L'évolution des textures par liaison cinématique locale nous semble donc représenter 
plutôt un cas de polycnstal "parfait". 1! est légitime de se poser le problème de lui donner un statut 
d'équation constitutive, ce qui permettrait de caler les modèles sur les matériaux réels. 

Il est également légitime de vouloir encadrer une telle équation dans une axiomatique. 
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4. Homogénéisation des polycristaux. 

4.1. Introduction. 

Un passage du microscopique au macroscopique en mécanique des milieux continus 
se fait dans fe but de donner au comportement macroscopique d'un matériau donné une pertinence 
fixée à un niveau inférieur, appelé donc microscopique. Il s'agit de comparer deux modèles de 
milieux continus: les termes "micro" et "macro" sont relatifs à leurs échelles. 

II faut souligner que la discrimination entre parties homogènes microscopiques, qui 
détermine la structure microscopique du modèle de l'hétérogénéité, se fait sur la base d'observations 
faites à un niveau inférieur. Par exemple dans un modèle de polycristal on établie les caractéristiques 
des grains (parties homogènes du niveau primaire d'hétérogénéité) en observant au microscope des 
échantillons métalliques: il existe un modèle permettant la décision. Ce modèle n'est pas thermo
mécanique et il est obtenu grâce à la connaissance générale du matériau. 

On donnera d'abord les définitions classiques mettant en relation deux descriptions à 
différentes échelles du même corps (§ 4.2.); ensuite on donnera un bref aperçu des méthodes 
d'homogénéisation employés pour les polycristaux en partant, pour des raisons de clarté, des 
problèmes formulés en élasticité linéaire (§ 4.3.). Dans un troisième temps (§ 4.4.) on passera à 
l'analyse du comportement des monocristaux; ce comportement est une donnée pour un problème 
d'homogénéisation, mais, comme on verra dans la suite, il est loin d'être clairement assigné pour un 
problème donné. 

4JL-Pasjüage.jnicro-macrcL 

4.2.1. Formulation générale. 

Un problème d'homogénéisation peut être formulé comme suit Pour un corps 
représenté par un milieu continu hétérogène placé dans le domaine V, supposant connu les champs 
(micro) de contrainte o et de taux de déformation d solutions actuelles d'un problème thermo
mécanique donné, quels sont les champs (macro) I et A qui lui sont équivalents au sens d'une 
condition fixée et qui sont liés par un comportement tangent homogène ? Quel est ce comportement ? 

En formulant les hypothèses de causalité et d'objectivité pour les relations entre 
champs micro et macro, et ensuite celles d'instantanéité et d'existence d'une longueur caractéristique 
k qui engendre des éléments de volume représentatifs de la structure microscopique (ici 
indépendants du temps) V\ on voit qu'il s'agit de chercher les fonctionnelles: 

m . t ) = £ { ^ x ' , t ) ; . . . X ( x ' , t ) } x , e V x 

4 ( x , t ) = 4 { ¿ ( x ' , t ) ; . . . Y ( x ' , t ) } x , e V x 

25 
VxeV^ÇV (Vx représentatif) 

où X et Y sont des variables d'état Ces fonctionnelles sont liées par l'équivalence imposée entre 
champs micro et macro, qui est de caractère énergétique: 

Z ^ x , ! ) = "3"{<*d(x \ t )} x , e v 
26 

ou, plus particulièrement, si on peut donner un sens physique à la moyenne sur l'élément de volume 
représentatif V^ (notée ( »: 

£Aj(x,t) = (cndXx.t) 2 7 

4.2.2. Eléments de volume. 

Micro-hétérogénéité. 
Un élément de volume représentatif est un élément dans lequel est contenue presque 

toute l'information sur la structure microscopique nécessaire pour l'étude des processus en objet, ce 
qui signifie qu'il contient un nombre suffisant d'hétérogénéités pour décrire tous cas de figure de la 
structure microscopique (i.e. il est "micro-hétérogène"). 

Pour être plus précis, on se donne une description mathématique de la structure 
microscopique hétérogène comme, par exemple, pour un milieu élastique hétérogène, l'application 
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donnant le tenseur des raideurs en tout point du milieu. On voit bien que si cette application est 
périodique, alors le plus petit volume représentatif est constitué par la cellule de base (taille 
caractéristique égale à la période). Lorsque l'application n'est pas périodique elle peut avoir des 
propriétés statistiques qui permettent de la représenter également à partir d'une cellule de base. Dans 
tout autre cas la taille caractéristique du volume représentatif doit tendre vers l'infini, ce qui signifie 
aussi que le rapport entre la taille caractéristique des hétérogénéités, s'il en existe une, et celle de 
l'élément de volume représentatif doit être très peut. On remarque alors que l'existence d'éléments 
de volume représentatifs est liée à la possibilité de décrire la structure microscopique de façon 
constante le long des processus étudiés, par une longueur caractéristique, soit-elle un période ou 
non. 

Les éléments de volume représentatifs de taille minimale pour un problème donné 
sont dit représentatifs élémentaires (souvent notés VER). 

Remarque sur les bandes de cisaillement. 
Les processus faisant apparaître des bandes de cisaillement dans un polycristal 

métallique ne peuvent pas admettre une même longueur caractéristique avant et après appanuon des 
bandes: avant la taille des grains régi l'hétérogénéité, après c'est surtout la bande, avec sa largeur, 
son inclinaison, la période par laquelle se manifeste, qui détermine la déformation macroscopique. 
On peut donc voir dès maintenant qu'une approche d'homogénéisation peut mener seulement à la 
détermination de l'état cnüque de localisation. 

La probabilité que un grain ait une orientation cristalline donnée, se mesure 
habituellement par la fonction de distribution des orientations (ODF) qui vane au cours de la 
déformation avec la texture cristalline du polycristal. Si on veut modéliser un tel polycristal comme 
un matériau aléatoire par la donné de l'espace de probabilité (Z,13,PODF), cette espace sera variable 
au cours de la déformation (Cf. § 3. dans ce chapitre). En outre ces variations seront plus 
importantes dans tout processus qui, par formation d'une texture accentuée, conduit à l'apparition de 
bandes de cisaillement. 

Macro-homogénéité. 
En prenant un \'-K représentatif élémentaire, il existe des discontinuités virtuelles des 

tractions ou des vitesses sur le bord dVK obtenues par le modèle hétérogène ou par le modèle 
homogène équivalent: 

[çjx'.O-ZjLvOl-nix') = F(x\t) Vx'EdVx ^ 

[u(x',t)-^(x,t)-x' ] = w(x',t) Vx'edVj, 

Si la représentativité est assurée par un rapport élevé entre la taille de V^ et celle des 
hétérogénéités, l'un de ces champs de discontinuité est négligeable6 et on peut faire respectivement 
l'hypothèse de contrainte homogène ou de (taux de) déformation homogène sur dV-K. En outre les 
résultats obtenus par l'une ou par l'autre de ces hypothèses sont d'autant plus proches entre eux que 
le rapport entre la taille de Vx et celle des hétérogénéités est grand. 

4.2.3. Relations micro-macro. 

Lemme de Hill. 
Par application du théorème de Gauss7 on peut montrer que à l'intérieur d'un 

domaine V* la moyenne des taux de déformations ne dépend que des vitesses sur dV* et, en 
absence de forces de volume, que la moyenne des contraintes ne dépend que des tractions sur dV*. 

Ceci permet de démontrer le lemme de Hill (ou "condition de macro-homogénéité de 
Hill" ou "condition de Hill-Mandeî"), quelque soit les champs de contraintes équilibrées avec forces 
de volume nulles et de taux de déformation compaubles, non nécessairement associés (i.e. non 
nécessairement solutions d'un problème donné): 

" Cf. fZaoïri, Cours, 1991 ). Ce champs fluctuent autour de moyennes nulles avec des longueurs d'onde petites 
par rapport à la taille du volume représentatif \ \, ce qui rend leur effet négligeable au delà d'une couche limite 
d'épaisseur de l'ordre de la taille des hétérogénéiiés. 

Pour que le théorème soit valable il faut que V* soit simplement connexe, que le plan tangent à 3V* ait un 
nombre fini de discontinuités, que les champs de contrainte et de vitesse soient continus dans V* et sur <3V* avec 
dérivées continues dans Y*: la représentativité de V* n'est pas impliquée. 
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(çf :& = <£?):<£> 29 

tant en condition de contrainte homogène que en taux de déformation homogène. Le lemme de Hill 
est en effet valable sous des hypothèses beaucoup plus larges, mais cela sort du cadre de ce travail. 

Relations micro-macro. 
Si les éléments de volume caractéristiques sont tels que le laax de déformation 

microscopique est sensiblement homogène (ou presque), alors la fonctionnelle qui donne le champ 
des taux de deformation macroscopique est simplement la moyenne (l'indice E dénoie la condition de 
déformation homogène): 

Af(x,t) = (d)(x.t) = d:U',t) Vi.x'EV'x 3 0 

et l'équivalence micro-macro avec la condition de macro-homogénéité de Hill (valable en absence de 
forces de volume) permettent de définir la contrainte macroscopique en déformation homogène: 

<o:d> = <a>:At^Xf=(o> 31 

Si la contrainte microscopique est sensiblement homogène, alors le champ des 
contraintes macroscopiques est (l'indice est o pour la condition de contrainte homogène): 

S^x,l) = (o)(x,t) = ojx'.t) Vi ,x/eVx 

et la définition du taux de déformation macroscopique en contrainte homogène: 

32 

33 

Les champs macroscopiques équivalents d'un point de vue énergétique aux champs 
microscopiques coïncident donc avec leurs moyennes sur des éléments de volume particuliers. Ces 
éléments de volume sont représentâtes élémentaires et soumis soit à de conditions de contrainte 
homogène, soit de déformation homogène. Selon la condition postulée pour le problème traité on 
obtient un comportement macroscopique différent, qui tend à un comportement unique si la taille de 
l'élément de volume est grande par rapport aux hétérogénéités. 

Si on regarde l'ensemble des hypothèses et des définitions introduites on voit donc 
que l'objectif de l'homogénéisation est le remplacement du problème thermo-mécanique avec 
hétérogénéités de comportement par un problème homogène qui donne une estimation des moyennes 
des contraintes et des déformations sur un domaine infiniment petit d'un point de vue 
macroscopique et infiniment grand d'un point de vue microscopique. 

Relations de localisation. 
La donnée des champs macroscopiques solutions d'un problème thermo-mécanique 

homogénéisé peut, avec des hypotheses supplémentaires, permettre de remonter aux champs 
microscopiques caractéristiques. Ces hypothèses doivent être suffisantes pour obtenir des relations 
de localisation de la forme, sous l'hypothèse de localisation instantanée dans l'élément de volume 
représentatif élémentaire: 

¿(x'.t) -^{^\.i):...he\\ ;«J\'.D = ^ { 2 p u ) ; . . . } x e v x
 3 4 

avec les conditions: 

í4=o{4.,..}it_:\x)v?, V4 35 

0:i 
d=_0{<d)v>... hE\x Vd. 

et conditions analogues pour la fonctionnelle °, de localisation des contraintes. 
On remarque que les modèles décrivant les bandes de cisaillement comme 

conséquences d'un assouplissement géométrique mènent à un critère d'apparition relatif à une forme 
"critique" de Ç: si, à l'instant donne, la fonctionnelle de localisation des contraintes donne une 
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contrainte microscopique maximale, dans une région du corps, pour la contrainte macroscopique et 
les autres variables d'état données il y a formation de bandes. 

4.2. Homogénéisation. 

4.2.1. Problème d'Eshelby en élasticité linéaire. 

Les méthodes d'homogénéisation ont été formulées initialement de façon 
systématique sur les matériaux à comportement élastique linéaire des hétérogénéités. Il est par 
conséquent plus simple de faire référence au cas de l'élasticité linéaire en transformations 
infinitésimales au cours de ces remarques préliminaires. 

On rappelle le résultat d'Eshelby pour la solution du problème de l'équilibre élastique 
d'un solide hétérogène avec conditions sur les déplacements et forces de volume nulles (Cf. fZaoui 
Cours 1991]). On note: 

L(x,t) ; g(t) ; ôi(x,t)=x(x,t)-g(t) 3 6 

respectivement les tenseurs des raideurs microscopiques (hétérogènes sur le volume V décrit par x), 
macroscopiques et leur variation. On utilise une notation analogue pour les variations et pour les 
parues homogènes des champs microscopiques de déformation et de contrainte par rapport aux 
champs macroscopiques: 

ÖE(x,t)=a[x,t)-!E!(t) ; ôo[x,t)=a(x,t)-2s(t)
 3 7 

Le problème mécanique s'écrit: 

divo(x,t)=0 

c$x,l)=L(x,t):gx,t) l .VxeV 

¿(x,t)=symgradu(x,i) 

.u(x,t)=ut\x,t) VxGdV 

fdivl(t)=-divöa(x,t) 

¿(t)+íg[x,t)=rg(t)+oi(x,t)l:¡E(x,t) \. VxEV 

_e.(x,t)-symgradu(x,l) 

Lu(x,t)=utx,t) VxEâV 

38 

et la solution peut être poursuivie en superposant idéalement les effets de deux problèmes 
homogènes, l'un avec forces de volume nulles et déplacements imposés sur la frontière, et l'autre 
avec forces de volume fictives, égales à la divergence de la variation des contraintes, et déplacements 
nuls sur la frontière: 

ídiviR(t):simgradli(X,t)J=í) VxtrV 

[U(x,t)=u%\,t) Vxeav lu(x,t)=o 

div[R(i):simgraduAX,t)j=-£(x,l) Vx tV 39 

VxEdV 

£(x,l)=div[Ö£(x.t):simgradu(x,t)j 

ce qui, en utilisant la technique des fonctions de Green, donne l'équation intégrale pour le champ de 
taux de déformation solution (qui est la condition de localisation): 

40 
g\,i) = 11(1) - fr(x,x',t):öi(x',t):j(x\t)dV t(x') 

avec l'opérateur de Green modifié donné par (<t>n+i classe des fonctions test à support dans l'espace 
temps): 
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T = symgrad^, symgradx G_ Vt 4 1 

RijkhO) rGh|.kj(x,x,,t)tp1(x'>t)dVt(x')+(pi(x,t)=0 Vx<EV 

vt,Vcpe<i>n+, 
|"G!J(x.x',t)qpJ(x

,,t)dVt(x')=ü VxeöV 

Une équation intégrale du type de la (40) peut cire ccnle pour des comportements non 
linéaires. En particulier ceci est possible dans le cas des polyenstaux avec plasticité indépendante du 
temps car la condition de localisation peut toujours être instantanée. En outre, dans de pareils cas le 
comportement des hétérogénéités est multi-linéaire ("bi-lméaire" dans le sens que, selon la direction 
et l'intensité du chargement, la relation entre increments de contrainte et taux de déformation est 
linéaire tant suivant un module élasuque que suivant un module plastique), ce qui facilite le passage. 

L'équation intégrale (40) peut être résolue formellement en substituant récursivement 
la déformation microscopique sous le signe intégral. Si on arrête le processus récursif à un certain 
pas, disons le n-ième. en substituant la déformation microscopique avec la macroscopique, on 
obtient une solution approchée à n "sites" (Cf. [Berveillcr et Zaoui 1978]): 

0[x.t) = AU.t):E¡(x,t), 4 2 

I - fr(x,x ,):ör(x ,,t)dV(x ,)+ f fr(x,x ,):ôr(x ,,t):r(x' ,x"):öj;(x",t)dV(xM)dV(x')-... 

4.2.2. Position du problème pour les polyenstaux. 

On considère un polycristal constitué de grains homogènes de mesure volumique non 
nulle. Chaque grain a un comportement élasto-plastique indépendant du temps. On cherche à 
caractériser le rapport entre une solution homogène et une solution hétérogène du problème de 
l'équilibre élasto-plastique d'un tel milieu au moins dans les cas où ces solution existent 

On considère un élément de volume du polvorista! contenant un nombre N 
suffisamment élevé de grains pour être représentatif, et on le soumet à des conditions au contour 
homogènes (soit contraintes soit déformations). La solution d'un tel problème donne les champs 
microscopiques relatifs aux conditions homogènes imposées. 

Une approche directe de ce problème9, sans autres simplifications, ne peut être 
menée, à ce jour, que par calcul numérique sur un nombre d'éléments finis homogènes de l'ordre de 
1000, avec géométrie plane, ce qui peut, dans un nombre très réduit de cas, éliminer la nécessité 
d'une procédure d'homogénéisation pour l'obtention de résultats macroscopiques. Néanmoins dans 
la plus part des cas cette approche directe n'est que un pas initial vers le macroscopique. 

Les approches visant la caracténsation d'un comportement macroscopique se 
développent à partir d'hypothèses simplificatrices: 
_ la méthode de Sachs, basée sur l'hypothèse de contrainte homogène dans l'agrégat, 
_ la méthode de Tayior et les méthodes qui en dérivent, avec hypothèse de déformation 

homogène dans l'agrégat 
_ les méthodes auto-cohérentes, faisant une homogénéisation grain par grain avec 

hypothèse de déformation homogène dans le grain. 
En effet on peut voir que tout résultat d'homogénéisation, selon les hypothèses de 

localisation par lequel il est obtenu, exprime un "désordre gradué" des hétérogénéités dans le milieu: 
les bornes de Voigt et Reuss représentant l'ordre parfait (désordre gradué de rang 1), celles de 
Hashin-Shtnkman ('isotropic locale et globale (rang 2), les modèles auto-cohérents le désordre 
parfait (rang infini)10. Or, les modèles de Sachs et de Taylor correspondent aux bornes, 

Cf. [Zikry et N'emat-Nasser 1990) et [N'emat-Nasser 1992]. 
L'explication des bornes citées sort du cadre de ce travail (Cf. [Zaoui, Cours 1991]). 

G: J 
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respectivement, de Voigt et Reuss et supposent donc l'ordre parfait de l'agrégat; les modèles auto
cohérents représentent un agrégat où les grains sont repartis de façon isotrope. 

On considère dans la suite un comportement microscopique tangent, indépendant du 
temps, défini, par le tenseur se des souplesses élastiques et par un critère f (avec loi d'écoulement 
associé), fonction de la contrainte locale actuelle (ainsi que du temps et éventuellement de la valeur 
d'un sous-ensemble des variables duales des variables d'état)11: 

¿(x,t) = st(x,t):o(x,t) = se(x,t):o(x,t) + i —<o(x,t);x,t) 
= ~ = ~ do~ 

formellement: 

It(x,t) = s.,"! (x,l) ; ô(Xt) = r t(x,l):d(x,t) u 

Les variations écrites pour le problème d'Eshelby ont un sens incrémental: 

45 
¿(t)+o¿x,t) - r|i(t)+ö£,(x,l)l:[A(t)+M(x,t)] 

Cette equation relie les variations des incréments de contraintes aux variations des taux de 
déformation dès qu'on considère connu ie comportement macroscopique défini par Rt: 

'¿(t) =g,(t):A:(t) * 

ôôjx.t) = 6i,(x,t):A!(t)+it(x,t):M(x,î) 

elle peut donc soit directement mener à la fonctionnelle de localisation par la méthode de Sachs ou 
par celle de Taylor, soit être utilisée pour la recherche du comportement macroscopique par une 
méthode auto-cohérente. 

4,2.3. Méthodes avec hypothèses sur l'agrégat. 

Hypothèses de Sachs et de Taylor. 

Si dam la dernière équation (46) on considère nulles les variations des incréments de 
contrainte (incréments homogènes des champs de contrainte microscopique), on obtient le tenseur de 
localisation incrémental selon l'hypothèse de Sachs ( 1928): 

öo(x,t)=£VxGV — ôd(x,t) =- ri; ,:ôr,(x,t)l:A!(t) 4 7 

L'équilibre est en général violé par un tel modèle de polycristal, la raideur homogène tangente est 
surestimée car on vérifie facilement qu'elle corresponde à la borne supérieure de Voigt: 

R.(D=/It(x.t)> ^ 
' < ^ " > 

Si, conformément à l'hypothèse de Taylor (1938), on considère homogène le taux de 
déformation on obtient: 

é*J(x,t)=£ VxGV -* 6¿x , t ) = i,(x,t):Aj[t) - ¿ ( t ) 4 9 

i.e. ¿x.i)=£i(x,t):Aj(t) ; d.(x.t)=A(t) VxEV 

La compatibilité des déformations est en général violée et la raideur tangente est sous-estimée car elle 
correspond à la borne inférieure de Reuss: 

! * Par exemple ie critère peut dépendre de la contrainte bloquée. On considère que a représente une variation (par 
rapport au lemps pris comme paramètre) objective de la contrainte de Cauchy qu'on ne précise pas pour l'instant. 
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B 1( t )=/ i ; 1(x, t ) \ - i x 

Ce iTKxiclc est d'autant moins proche de la réalité que la déformaLion macroscopique se localise, 
néanmoins i! est à la base de beaucoup de travaux sur les polycrislaux, grâce surtout à la relaxation 
partielle de l'hypothèse de déformation homogène donnant ce qu'on appelle un modèle de Taylor 
modifié (dû à Honncff et Mecking en 1978 cl à Kocks et Chandra en 1982). 

Hypothèse de Taylor relâchée. 
II existe plusieurs hypothèses obtenues en modifiant celle de déformation homogène 

de Tavlor; en général elles considèrent des conditions homogènes mixtes en déformation et 
contrainte. 

Selon l'hypothèse classique de Honnef et Mecking, en fonction de la forme actuelle 
des grains (des grains plus allongés ou désaxés s'éloignent de l'homogénéité avec le reste de 
l'agrégat), se vérifient des conditions homogènes mixtes en déformation et contrainte: seulement 
certains composantes du tenseur taux de déformation sont considérées homogènes tandis que 
d'autres ne le sont pas, mais les composantes qui lui correspondent du tenseur incrémental des 
contraintes sont alors homogènes. Par exemple en déformation plane les grains allongés sont soumis 
à une variation de contrainte de cisaillement homogène (composante 12) et taux de déformation 
normale homogènes (composantes 11 et 22). 

Plus généralement, toute méthode obtenue en relâchant l'hypothèse de Taylor 
considère des écarts admissibles par rapport à la déformation homogène, mais ces écarts sont 
imposés (en fonction de la forme et de l'orientation du grain) sans souci de la cohérence de la 
solution microscopique (équilibre et compatibilité). C'est en effet une façon "tardive" de prendre en 
compte la distribution spatiale de l'hétérogénéité du polycrislaJ qui est absolument ignorée tant en 
utilisant l'hypothèse de Taylor non modifiée quant par celle de Sachs (ordre parfait). 

Le succès de la méthode de Taylor modifié (souvent dénoté RC pour "relaxed 
constrained" en opposition au "fully constrained" FC de la méthode originale) est lié surtout à sa 
bonne qualité dans l'étude des évolutions de texture, avec des calculs relativement simples, (Cf. 
[Malhur et al. 1990], [Harren et Asaro 1989], [Rashid 1992]) qui permet entre autre la détermination 
d'une surface de charge macroscopique (Cf. [Canova et al. 1985], [Van Houtte, Conl. 1987], 
[Rashid 1992]) et de la localisation en bandes de cisaillement (Cf. [Canova et al. 1984]). Néanmoins 
la correspondance avec les essais n'est pas toujours vérifiée (Cf. [Orlans-Joliet, Thèse, 1989]). En 
fait les textures calculées selon l'hypothèse de Taylor sont en général plus concentrées que dans les 
résultats expérimentaux (Cf. [Harren et Asaro 1989]). On justifie généralement cet écart comme une 
conséquence de l'homogénéité imposée à prion pour la déformation microscopique: en réalité les 
grains on en lés de façon "défavorable" par rapport à la déformation macroscopique (i.e. soumis à 
une déformation plus élevée) tendent à modifier plus difficilement leur orientation, de façon que la 
texture finale reste plus diffuse (Cf. [Rashid 1992]). 

4.2.4. Méthode autocohérente. 

Celle mélhode trouve son origine dans les travaux de Kroner ( 1961 ); elle a été ensuite 
développée dans un cadre plus général par Hill (1965) et Hutchinson (1970). Dans ce travail on se 
réfère principalement aux travaux de Zaoui et de Berveiller qui suivent plutôt la voie onginale de 
Kroner (CL [Berveiller & Zaoui 1978], [Lipinski, Berveiller & Corvasce 1988], [Zaoui, Cours 
1991 ]), mais on rappelle aussi les travaux de Harren suivant Hill (Cf. [Harren 199I]). 

Méthode de Kröner. 
Le problème est traité séparément pour chaque grain, comme un problème d'Eshelby 

non linéaire dans lequel le grain en objet joue le mie d'une inclusion dans un milieu homogène. Le 
comportement de ce milieu homogène esl à pnon inconnu, de même que la forme de l'inclusion; 
l'inclusion se trouve dans un élat soit de déformation soit de conlrainie homogène, ce qui défini la 
continuité des champs le long de sa frontière. 

Ce dernier point est important: on a vu que les hypothèses de déformation ou de 
contrainte homogène ont une signification d'autant plus approchée d'un modèle "exact" que la taille 
de l'élément de volume macro-homogène devient micro-hétérogène. Dans le cas des polycnslau.x un 
seul grain ne peut être pns pour représenter la microslructure que si on suppose qu'il représente tout 
autre grain du polycnstaJ et que l'agrégation des grains pour former le pol yen s ta! n'a pas 
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d'importance pour les résultats12. Evidemment cette dernière condition coïncide avec le désordre 
parfait qu'on a déjà vu être caractéristique de la méthode auto-cohérente. 

Grâce au caractère mulu-linéaire du comportement et à l'indépendance du temps, on 
peut considérer une fonctionnelle de localisation de forme analogue à celle d'Eshelby, mais avec 
densité, r, de l'opérateur d'Eshelby inconnu: 

hd(x,t) = - fr(x,x',t):Öotx',t)dV t(x') 5 1 = r -
avec le comportement donné par (46), réécrit de façon à faire apparaître la partie macroscopique Rt 
(on néglige l'incrément de contrainte dû à la variation du taux de déformation par la variation de 
comportement tangent): 

r±_(t) =8,(0:^(1) 52 

/ôr,(x,t):ôd(x.t)=0\ 
öa(x,t) = R,(t):Ód(x,t) + 6£,(x,t):A¡(t) (~ = =) 

Ces équations définissent le problème de l'équilibre élasto-plastique couplé avec celui 
de la détermination du comportement macroscopique Rlr dès que la densité r est déterminée et que 
une hypothèse de déformation ou de contrainte homogène dans l'inclusion est formulée. 

Le tenseur r dépend des champs de contrainte et déformation microscopiques, ce qui 
induit de non lineantes de nature mécaniques à cause du comportement irréversible, mais, vu que 
ces champs sont hétérogènes, il dépend aussi de la distribution spatiale des hétérogénéités. 

En faisant l'hypothèse de contrainte homogène dans chaque grain le champ des 
o 

variations incrémentales de contrainte ôo dévient le champs étage des incréments de contrainte de 
"polarisation" p constant dans chaque grain. Si on indique par V¡ le domaine occupé par l'i-ème 
grain à l'instant t et par p, l'incrément de contrainte de polarisation dans celui-ci, l'équation intégrale 
(51) s'écrit: 

&J(x,l) - - mes{V1}<r(x,x\t))x>ev :¿(i) VxEV, 53 

et donc: 

Aft) = (d(x,t))xeVj + /mes{VJ<r(x,x' , t)>x . e V l Y e v ; | , ( t ) 
54 

on coasidère finalement les équations de comportement: 

¿ ( t ) = öi,(x.t):d_(x,t) VxeV, 5 5 

et on obtient une estimation du tenseur de localisation incrémental: 

(d(x,t))xeVj = ri+/mes{V i}<r(x,x ' , t))X 'GV i \ s ev j l '
1 :4(t) 

56 

Méthode de Hill et Hutchinson. 
L'approche due à Hill et Hutchinson, successivement développée par Nemat-Nasser 

et Obala (1986) pour des déformations finies est présentée brièvement ensuite selon le cadre donné 
par Harren pour les polycnsiaux en transformation finie (Cf. [Harren 1991]). 

1 2 En faisant référence aux travaux sur les matériaux statistiquement homogènes et ergodiques fSab 1991], on ne 
peut pas affirmer que le poi ycnstal engendré par un grain type avec orientation du réseau statistiquement homogène est 
un modèle fidèle de la réalité dès qu'il se manifeste des évolutions de texture cristalline importantes, à moins que la 
mesure de probabilité en objet ne varie suivant l'ODF 

- Maurizio Brocato - Thèse EN PC CERAM -



47 
- Mécanique et Thermodynamique -

En se référant au tenseur de contrainte nominale N ( N = F - ' J T ; F gradient de la 
transformation et ;i contrainte de Piola-Kirchhoff) on peut écrire le comportement tangent par: 

£(x,t) = M(x,t):£(x,t)-Ya(x.t)Yp(x,t) VxeV0 ,Vt 5 7 

où Ya e s t ' e toux de glissement du a-ème système de glissement local. Les tenseurs M et Y peuvent 
être écrits en fonction de l'état actuel de la déformation, indépendamment des taux de déforrnauon 
actuels et ils sont donc connus à l'instant t en tout point du milieu. Cette propriété, valable par 
définition pour les M et Y reliant déformations et contraintes hétérogènes (microscopiques) est 
supposée se vérifier aussi pour M° et Y° reliant les champs homogènes correspondants. Par 
conséquent le problème (commun à toute méthode auto-cohérente) de l'interaction entre un grain 
isolé et le milieu extérieur homogène inconnu est incrémental linéaire. 

On écrit le comportement du grain isolé et de la matrice extérieure dans la forme (57), 
et on impose les conditions de continuité des efforts et des déplacements aux frontières entre grain et 
matrice en postulant en outre que les variations de contrainte et de déformation de la matrice tendent 
vers ceux du milieu homogène lorsque la position x tend vers l'infini (pour mieux dire en 
s'éloignant du grain d'une distance devenant infinie). Cette dernière condition joue le rôle de la 
condition de déformations homogènes tout en gardant une plus grande généralité (qui découle des 
mêmes propriétés assurant la validité du lemme de Hill pour les matériaux aléatoires). 

La détermination de M est enfin obtenue moyennant un problème d'Eshelby. 

4.4. Le critère et la surface de charge locales. 

On s'intéresse dans la suite aux comportements avec dissipation indépendante du 
temps, par conséquent on montre les différentes hypothèses faites pour l'étude de la plasticité des 
monocristaux, isolés ou assemblés en un polycnstal. 

4.4.1. Monocristal. Loi de Schmid. 

Un monocristal CFC possède 4 plans de glissement {111} avec 3 axes de glissement 
11101 par plan, ce qui donne un total de 12 glissements possibles (un glissement pouvant s'activer 
selon les 2 directions possibles le long d'un axe 11101). On note: 

Sc f c={l,2,.-12} 58 

Pour chacune de ces directions la loi de cission critique proposé par Schmid (env. 1927) est un 
modèle fiable lorsque ¡es températures et les vitesses en jeu permettent de négliger l'effet d'échelle 
du temps (comportement élasto-plasüque) [Fortunier, Thèse, 1987]: 

Vses cíe 
YsàO 

où t^ est la cission seuil du système s (elle peut ne pas dépendre du système particulier). 
Cette loi peut être écrite dans une forme mettant en évidence la règle de normalité et 

un critère fs [Mandel, Cours, 1971), [Stolz, Thèse, 1987]. On considère que le monocristal CFC 
subit une transformation lime isotherme, irréversible et indépendante de l'échelle de temps, de 
gradient F qu'on décompose en une partie élastique E et plastique P de façon classique. Si on 
néglige l'influence de l'écrouissage sur l'élasticité on peut considérer l'énergie libre du monocristal 
comme la somme d'une fonction de la déformation élastique et d'une fonction de la déformation 
plastique (ms et ns sont la direction de glissement et sa normale pour le système de glissement s, R 
est le tenseur des raideurs élastiques): 

F=E-£ ;y=\ \& ' • E-JJ ;£P" ' ^ smsSns *° 

1 dw 
V(^,{Ys:seScfc}) = T ^ ' l ^ + 1>p({Ys:seScfc}) -*^=Po^f- =§:U 

- Un modèle thermo-mécanique de polvcristal -
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La dissipation intrinsèque s'écrit alors (on remarque que, pour des E infinitésimales à une rotation 
près, le premier terme s'écrit directement comme le produit de la contrainte de Piola-Kirchhoff par le 
taux de déformation plastique, i.e. ETE=I): 

PO ° r-T A OlL'p O 
DinF —argradu -poV=£L'M^'^£"£" "Po Ys= 

pt— âys 

TVËJ-Rm9®ns-po 
&VP 

àys 

61 
Ys= TsYs >0 

où on définit la cission généralisée sur le système s, xs. La fonction seuil fs relative à xs définit le 
domaine élastique C du cristal et, par règle de normalité, permet d'obtenir la loi d'évolution de 
l'écoulement plastique comme somme des glissement sur les 12 systèmes: 

fs(xs)=ts-T^ ; C = { J T fs(Ts)<0 VseScfC} 

£• P; ! = Ysms®ns = - — - 4 — Ys ; Ys a: 0 VsEScfc 

62 

Il est intéressant de citer, pour un comportement élasto-visco-piastique, la loi de 
puissance employée pour la première fois par Hutchinson (1976) et ensuite utilisée dans tout étude 
de ce type (Cf. [Asaro et Needleman, Cours, 1984]) (les coefficients h^ sont expliqués dans la suite 
par rapport à l'écrouissage du cristal): 

Ys = Ys — 
TO 

m " ; TP=ÎJ( ?Ys) i Y^hJYrl 
5cfc 

63 

qui devient à la limite de la plasticité indépendante du temps: 

lim Ys = * 
m—0 

0 SI !xsl<ro 

indéterminé si !xsl=x° 

64 

4-00 

-OC 

si ITSI>TP et xs>0 

si ITSI>T° et x9<0 

4.4.2. Ecrouissage. 

Un système de glissement actif montre un ecrouissage, positif ou négatif selon le 
niveau atteint par la déformation, qui est appelé primaire. L'interaction entre systèmes de glissement 
cause un ecrouissage à l'intérieur d'un cristal se déformant plastiquement, appelé ecrouissage latent 
et en général positif et plus important que le primaire. L'écrouissage peut être évalué moyennant un 
opérateur, h. linéaire co-variant avec les axes du cristal: 

Ts = M f s . T r . - O Y r V s e S c f c 
65 

avec les termes avec r*s représentant l'écrouissage latent, ceux avec r=s l'écrouissage primaire. 
Le fait que les différents systèmes s'écrouissent différemment diminue 

l'indétermination présente dans le choix des systèmes de glissement actifs dont on parlera plus loin. 
En particulier il a été montré par Hill ( 1966) que si la matrice des hsr est semi-définie positive, pour 
des transformations infinitésimales, le comportement est obtenu sans ambiguïtés (la (65) est 
inversible Cf. [Asaro & Needleman, Cours, 1984]). Mais la physique du phénomène montre que la 
matrice h a la diagonal s=r très faible par rapport aux termes hors diagonal, ce qui introduit un 
mauvais conditionnement des résultats. 

Pour la matrice h ont été proposées plusieurs formes (Cf. [Asaro & Needleman, 
Cours, 1984], [Bassani 1990]): 
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.Taylor (1938): hsr=h Vs,r " 

_Ko.tor(1963): h s r = h ó s r 

_Budianski et Wu (1962): hSI^hshr 

„Hutchinson (1976) cl Asaro (1983) (q¡ = l-fl.4 rapport entre ccrouissage latent de type 
i=l,2 et écrouissage pnmairc, proche de l'unité pour de systèmes de glissement 
coplanaircs): 

rh si r=s 67 
hsr =ihqieh si r*s et r et s coplanaires 

[hqi SÍ r*s et r et s non coplanaires 

_Bassani (1990) (l'cerouissagc pnmairc du système s dépend de la cission critique initiale, 
de la cission critique de saturation, du module d'ecrouissage initial et après fin de la 
zone de glissement simple); 

hSs=|(Ys, Yr res c f c) ; hrs=mhss r*s Œ 

Cette dernière montre, selon l'auteur, une bonne correspondance avec l'expérience pouvant 
représenter trois états d'ecrouissage pour un glissement simple: l'état du premier glissement dans 
lequel il n'y a qu'un système actif ("easy glide"), l'augmentation rapide de l'écrouissage due à 
l'activation d'autres systèmes et le troisième état stationnaire. Dans la figure ci-dessous est présentée 
une simulation numérique de ce modèle en uniaxial; les pôles de 1 à 5 représentent l'orientation de 
l'axe de traction d'un monocristal CFC, par conséquent les graphes 2,3 et 4 stint relatifs à un 
glissement simple et montrent ladite allure à trois états d'écrouissage, les 1 et 5 à un glissement 
multiple: 

t o n . - , i 

o . - --" 
c j • • . - 3 

, 2 

a l 

¿4 

0.00 U 
0.00 0.25 

deformation normale £ 

Fig. 1 Ecrouissage en glissement simple ou multiple (d'après [Bassani 1990]) 

Finalement on cite Y.Estrin et L.P.Kubin (Cf. [Estnn et Kubin 1986J) qui 
considèrent des équations d'évolution des densités des dislocations mobiles p„, et bloquées pf 
déduites de la compétition de ces deux densités (e représente une norme de la déformation 
considérée homogène, les coefficients C, peuvent être constants): 

n -i 69 
opm „ -1 „ - , 1/2 "Pf ~ n , r 1/2 

= C¡pfpm - C2Pm - C3pf ; =- C4pf + C2pm + C3pf 
ÔE de 

- Jlrt mnrfplp thprmn-mfirtininup fip nntvrriçfnl -



50 
- Cliapiire il -

et proposent un comportement avec écrouissage dû à une contribution positive, liée aux incréments 
de p), et une contribution négative, liée aux incréments de p,,,. 

4.3.3. Les systèmes de glissement actifs. 

Les 12 systèmes de glissement d'un monocristal CFC peuvent s'activer, chacun le 
long d'une des 2 directions possibles, de façon indépendante donnant ainsi 12! possibles 
combinaisons indépendantes (on ne considère pas la combinaison d'un glissement avec son opposé 
comme une combinaison indépendante). Si on considère qu'il faut un minimum de 5 glissements sur 
des directions différentes combinées pour accommoder une déformation plastique imposée (von 
Mises 1928), on voit qu'il existe plusieurs combinaisons parmi ces 12!/5!=3991680 compatibles 
entre elles, c'est à dire que la deuxième des équations (62) ne permet pas, pour un taux de 

déformation plastique donné de déterminer les vs de façon univoque. 
Pour un polycnstal sensible à l'échelle de temps (élasto-visco-plastique) cette 

indétermination n'existe pas, car tout système peut être actif en même temps avec un taux de 
glissement éventuellement très faible. Le problème est donc caractéristique des polycnstaux avec 
plasticité indépendante du temps. Dans de pareils, cas en absence d'un critère de choix parmi les 
glissements, on ne peut pas définir la déformation plastique en imposant la compatibilité de la 
configuration actuelle. 

Critère de Sachs. 
Selon l'hvpothèse formulée initialement par Sachs chaque grain dans l'agrégat se 

déforme suivant son système de glissement le plus cisaillé. Cela évidemment est cohérent avec 
l'hypothèse de taux de contrainte homogène dans l'agrégat et avec le manque de compatibilité qui en 
résulte, mais introduit un manque d'équilibre dans les interfaces entre grains voisins non équi-
orientés. Bishop et Hill ont montré que sous les hypothèses de Sachs, qui considérait des 
contraintes et déformations macroscopiques uniaxiales et en transformation infinitésimale, une 
relation de ce type est valable pour tout grain (i déformation, "a" système de glissement actif): 

o dYa
 7 0 

— = — = M a 

x.A d e 
avec Ma fonction de l'angle entre l'ave de chargement et l'axe du système de glissement actif a; ceci 
permet d'écrire ¡c en 1ère du cisaillement maumal sous la forme: 

iiEScfc actif ** Ma= Max {Ms} 71 

s e S c f c 

et le comportement macroscopique en fonction du comportement microscopique, avec MQ fonction 
de la géométrie de l'agrégat (pour une dislnbulion homogène des orientations M0 est la moyenne de 
Ms sur toutes orientations possibles): 

o o o n'y 

x̂  = 7T(YJ donne : o = MoTT(Moe) 

Cette dernière équation de comportement, avec toutes ses limites, induit l'idée d'une texture pouvant 
assouplir l'agrégat en réduisant le M*, au dessous d'une valeur en tique. 

Critère de Taylor, 
Un entere physiquement plus conséquent a été proposé par Taylor (1938) en 

postulant que la puissance volumique des efforts intérieurs de glissement (i.e. la puissance 
plasUque) est minimum dans la combinaison effectivement active; 

Pjnt= Min j V TsYs' . % minimisant est la combinaison active 
ST^>cfc¡seST ! 

73 

mais ce entere ne résout pas toujours le problème de l'indétermination, en particulier si les cissions 
entiques sont les mêmes pour tout système de glissement, lorsqu'il devient: 

Min j Y y*! '• S j minimisant est la combinaison active 
S T^ S c l c j sGS T Í 
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Critère de Taylor-Bishop-Hill. 
Bishop et Hill (1951) ont proposé un entere analogue en postulant que ia puissance 

volumique des efforts extérieurs est maximum pour la combinaison active. Si on considère les 
tenseurs contrainte et taax de déformation macroscopiques homogènes sur un volume Vt, à l'instant 
t, on écrit en négligeant les accélérations: 

Pext(V,.t) = -Pmt(Vt,t) = J CTLU):symgradu(x,t)dVt =£(0:^(1) 75 

L'hypothèse de départ de Bishop et Hill est que la puissance des efforts extérieurs n'est jamais 
inférieure à la puissance dissipée (intrinsèque, i.e. d'ongine mécanique) et ceci est valable même 
pour un grain isolé (deuxième formule): 

Pext(V,,t) > Dint(Vt,t) = f Y <Ys(t)dV0 

sfcSx 
Vo 

Po , ^ v c° 
— Œsymgradu ^ \ xsys 
Pt SfcSj 

Avec référence aux notations des formules (60) et (61), on voit que ceci implique une production 
non négative d'entropie à cause des glissements actifs: 

po ° \* c° ,° \* ^W 77 
cc 

asymgradu = po^ + Y x vs = E=Lz + Z.PQ—Ys + Y V ¡ £ Y \f 
Sfcràx SfcS>X 

78 

pt sfcSx SfcSx ^Y: 

Le critère s'écrit alors: 

IL-Ls + X P ° — Ysr ' Sx maximisant est la combinaison active 

et il coïncide avec celui de Taylor en absence d'accommodation élastique des cristaux; celle-ci étant 
toujours présente on voit que le nombre de combinaisons possibles est encore plus restreint (mais si 
la déformation est homogène selon l'hypothèse de Taylor FC les deux enteres coincident). En effet 
il a été montré (Bishop 1953) qu'on obtient un minimum de 28 combinaisons possibles avec signe 
indéterminé équi-compatibles dans le cas de cissions entiques égales pour tout système. 

En conséquence de l'indétermination des systèmes de glissement actifs se vérifie une 
impossibilité de suivre les texture au cours de la déformation. Ceci est particulièrement remarquable 
en utilisant le critère du travail plasuque minimal de Taylor. Néanmoins cette difficulté est souvent 
éliminée en prenant une moyenne des solutions possibles ou en en choisissant une aléatoirement. 

D'autres enteres décisionnels ont été proposé pour effectuer une deuxième choix 
après avoir minimisé la travail plastique selon ia méthode de Taylor (étude au second ordre), mais 
cela son du cadre de ce travail (Cf. [Fortunier, Thèse, 1987]). 

L'homogénéisation répond à la demande d'un comportement tangent pour les 
transformations finies d'un polycristal sous des conditions généralement vérifiées (les grains sont 
petits par rapport au système étudié). Ce comportement peut être obtenu en fonction du 
comportement des monoenstaux. 

En particulier les méthodes auto-cohérentes, étant dégagées de toute hypothèse de 
déformation ou de contrainte homogène dans l'agrégat, sont les mieux placées pour étudier la 
localisation de la déformaüon. D'un autre coté on a remarqué que, à cause du changement d'échelle 
qui se vérifie lors de l'appantion des bandes de cisaillement, tout calcul par homogénéisation doit 
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s'arrêter à l'instant de la localisation en bandes13. Cependant il est possible d'obtenir par une 
méthode auto-cohérente un modèle prévisionnel pour le début de la localisation. 

La démarche à suivre à cette fin est itérative: 
_ détermination de la texture actuelle couplée à la solution du problème incrémental 

(l'évolution des textures dépend des vitesses actuelles), 
_ détermination du comportement tangent homogène en fonction de la texture actuelle 

(par homogénéisation la comportement du milieu est défini en fonction des 
comportements des grains et de leurs orientations); 

_ détermination de la solution incrémentale en fonction du comportement tangent. 
La vérification de la stabilité du système doit être faite sur le comportement tangent 

selon les méthodes qui seront présentés au § 6. de ce chapitre. 

L'objectif de notre travail est la prévision de l'apparition des bandes de cisaillement. 
Dans le Chapitre I on a vu que ceci se vérifie de façon préférentielle en présence d'une texture 
accentuée, ce qui signifie dans un état d'ordre du polycrisial relativement loin du désordre parlait. 

En fait, lorsqu'on s'approche de l'état critique d'apparition des bandes de 
cisaillement, l'hypothèse fondamentale des méthodes auto-cohérents (ddsordre parlait) dévient de 
moins en moins réaliste. C'est d'ailleurs le fait que l'agrégat n'agit pas de façon égale sur ses grains 
qui cause l'apparition systématique des bandes avec des orientations privilégiées. 

En conclusion un modèle de polycrisial bâti par une méthode d'homogénéisation ne 
répond pas aux demandes de modélisation qui résultent de l'élude du phénomène des bandes de 
cisaillement. 

Pour résumer, la motivation principale en est que l'homogénéisation se fait sur la 
base d'un ordre établi du système (ordre parlait pour les méthodes de Taylor et de Sachs, désordre 
parlait pour les méthodes auto-cohérentes), tandis que les bandes de cisaillement se manifestent à la 
suite d'une évolution, d'abord progressive et finalement brutale, de l'état d'ordre du système. 

1 3 Selon les observations faites à cet instant se produit un changement des longueurs d'onde de la solution dont 
la partie principale dévient élastique bon bande et plastique de glissement simple à l'intérieur de la bande. La présence 
d'un bande de cisaillement modifie donc radicalement le système à homogénéiser. D'un autre coté il n'y aurait aucun 
intérêt dans l'homogénéisation après apparition des bandes. 
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5. Modeles simplifiés. 

5.1. Introduction. 

On présente de suite des modèles formulés en couplant l'étude des textures aux 
calculs mécaniques. On se place dans un cadre simplifié, éventuellement peu représentatif d'une 
réalité physique. 

Les modèles diffèrent dans la construction du système simplifié plus que dans leur 
démarche de calcul. Tout système est constitué d'éléments glissant dans un plan commun, les 
modèles diffèrent dans le nombre des systèmes de glissement présents dans chaque élément. 

La démarche est celle brièvement citée au § 4.4., mais grâce aux simplifications 
introduites sur le système on peut substituer aux calculs itératifs une solution analytique sans passer 
par la détermination du comportement homogène. 

5.2. Problème plan. 

5.2.1. Cristal plan. 

Les directions de glissement d'un polycnstai à réseau CFC varient dans un espace 
tridimensionnel même si la géométne du problème est tridimensionnelle comme, par exemple, pour 
une tôle en déformation plane de laminage. Pour réduire la dimension de l'espace des orientations 
cristallines, en vue de simplifier le problème du polycnstai, il est donc nécessaire de se donner un 
réseau idéal comme hypothèse supplémentaire à celle de déformation plane. 

Le réseau idéal doit être un réseau plan, dans le plan de la déformation, caractérisé par 
une orientation scalaire (angle dans le plan par rapport à un axe fixé) variable dans le temps au cours 
de la déformation. Avec un tel réseau il existe un champ variable scalaire supplémentaire par rapport 
à un problème de déformation plane pour un matériau homogène isotrope. Dans la littérature ce 
champ de rotauons est relié localement au gradient de vitesses par une liaison purement cinématique 
obtenue en imposant la compatibilité des déplacements d'un cristal a\ec le mouvement 
macroscopique. 

Selon la relaûon qui existe entre l'axe du réseau idéal identifié par la variable rotation 
et l'axe (ou ¡es axes) de glissement de ce réseau on obncnt des liaisons cmématiques, et par 
conséquent des modèles, différents. On regroupe cette famille de modèles plans avec réseau idéal 
plan sous le nom de modèles de poly-lamelle (pour traduire l'anglais "multiple lamina?" en analogie 
avec "polycnstai"). 

Poly-lamelle à un glissement. 
Un premier type de poly-lamelle est le modèle à un glissement obtenu en identifiant la 

direction caractéristique du réseau idéal avec la seule direction de glissement possible pour ce réseau 
(Cf. [van der Giessen et van Houtte 1992J). D'un point de vue physique cette direction peut être 
identifiée, à un certain instant de la déformation, avec celle qui assure au mieux, en absence des 
autres, la compatibilité avec le taax de déformation homogène du polycristal (hypothèse de Taylor). 
Cette condition peut être obtenue en recherchant la direction de glissement minimisant (dans R9) 
l'angle entre ledit taux de déformation du pol> cristal et Se taux de déformation du cnstal; la direction 
de glissement objecof de la recherche est alors aussi la "plus active" (i.e. ayant une vitesse de 
glissement maximale) dans le cnstal. Le schéma d'un poly-lamelle à un glissement est le suivant, où 
S[ est en même temps la direction caractéristique du reseau pian et l'unique direction de glissement: 

i 

E l 

Fig.2: poly-lamelle à un glissement (d'après [van der Giessen et van Houtte 1992]) 

Poly-lamelle à deux glissements. 
Le modèle de poly-lamelle à deux glissements considère des objets ayant deux 

directions de glissement orthogonales et coplanaires assemblées de façon que ce plan de glissement 
soit unique pour tout objet constituant le corps (Cf. [Harren et aL. 1988], [Rashid 1992]). D'un 
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point de vue physique on peut voir un poly-lamelle à deux glissements comme la projection d'un 
polycristal sur un plan fixe; pour un polycristal à réseau CFC il s'agit dans la suite du plan ( 110): 

i [001] 

directions de glissement 
du pdy-lamelle de pian 

(110) 
directions de glissement 

du CFC 

\ [100] 

Fig.3: poly-lamelle à deux glissements (d'après fRashid 1992]) 

On suppose que les systèmes de glissement (lll)fOll] et(111)[101] sont également actifs (donnant 
la ligne en bas dans la figure ci-dessus) aussi que les systèmes (111)[011] et (111)[101] (ligne en 
haut). 

Si on considère le réseau du poly-lamelle à deux glissement dérivé de telle façon d'un 
réseau CFC on obtient un angle d'environs 70.5° entre les deux directions de glissement; l'axe de 
référence du réseau peut être choisi selon la bissectrice de l'angle entre ces deux directions: 

[001] 

directions de glissement 
- - " • du CFC 

[110] 

<|>=jt-arctangV2«35.260 

[100] 

m-

E-,1 

Fig.4: Poly-lamelle à deux directions 

Dans la figure ci-dessus l'axe [110] donne la direction caractéristique du réseau, les directions s\ et 
S2 sont les deux directions de glissement du poly-lamelle. 

5.2.2. Texture. 

On considère que l'on est en déformations planes pour un poly-lamelle (soit-il à une 
ou à deux directions de glissement). Pour définir l'orientation d'un "cristal" pian (i.e. d'une lamelle) 
du poly-lamelle dans le plan de la déformation il suffit d'une variable scalaire 0, angle non matériel 
entre un axe solidaire au cristal (e.g. celui donnant la direction caractéristique du réseau) et un axe 
fixé dans le plan. L'espace des angles d'Euler est donc réduit à un intervalle de longueur rc sur une 
géodésique donnée; les (20) s'écrivent dans ce cas: 
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E . h 

ee[-î--.Tt=Z;dZ=d8 

79 

JE TC 
PODF<Kß],t) = -L/g(e,t)de V[a,ß]C[--;-[ ,Vt 

31 a - -

1 * 2 

- /g(6.t)de = l Vt 
71 -X'2 

Le problème de l'évolution de la ODF s'écnt (équation indéfinie de continuité, condition initiale et 
condition de périodicité aux bords): 

âg(9.t) 
dt 

+ —-fg(9,t) 

g(e.O)=go(6) 

-1 71 

g(--,t) = g(-,t) 

o veei-íáí.vt 

vee[4fíí 

80 

VtaO 

et le problème de l'évolution de la texture esc (l'instant 0 étant pris comme instant de référence avec 
taux d'évoluûon des textures nul): 

'ô(a,t>=Q(6(2,t).i,t) V*eVt,Vt>0 81 

9(x.0)=e0(x) VxEVo 

[o(ï.O)=Q0(e0(x).x)=o Vxev0 

Tant pour le poly-lamelle à un glissement que pour le poly-lamelle à deux glissements 
on écrira la première de ces équations par une liaison cinématique entre la vitesse de la rotation 9 et 
les taux de déformation plasûque. 

5.2.3. Cinématique. 

On considère une description lagrangienne du mouvement. Pour simplifier l'écriture 
on considère que l'axe représentatif du réseau coïncide avec l'axe Ei du système fixe dans la 
configuration de référence; cette configuration est donc la configuration isocline de J. Mandel (Cf. § 
2.). 

On néglige les déformations et les rotations élastiques du poly-lamelle par rapport aux 
déformations et rotations irréversibles (i.e. déformauons et rotations plastiques et rotations du 
réseau). 

Pour comprendre la différence entre un poly-lamelle à un ou à deux systèmes de 
glissement on considère d'abord le cas d'un seul système de glissement de direction s avec angle 
fixe 9 par rapport à l'axe représentatif du réseau. Le gradient des vitesses matérielles du cristal pour 
un tel glissement et pour une rotauon 8 de son réseau est alors (dans la figure on montre la 
décomposition du gradient de la transformation d'un cristal plan avec glissement d'axe s„ en 
configuration initiale et s en configuration actuelle; la rotation Q repère le système de glissement en 
configuration initiale et ne dépend donc pas du temps): 
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£=£=R.JH.Ç>:R= 
\ coso sino ] 

[ -sin0 cos8 J 
-,r= 

1 Y 
0 1 

%™dü\ <& mf£'£* 1 = â £ T + i £ r L i T = ^ 
0 1 

-1 0 

[ cos<j> sin<J> ] 
•.Y=tgô:fi=| | 

[ -sin<$> cos<J) j 
r 0 l i s r s i n 2 e c o s 2 e 1 

T| I 
" [ cos28 -sin26 J 

+ 7 •1 0 

On remarque d'abord que dans l'expression du gradient des vitesses apparaissent 
deux taux de rotation de la matière: le premier est dû à la rotation du réseau, 8, et le deuxième au 
glissement plastique, y ; la composition de ces rotations doit assurer la compatibilité au cours de la 
déformation. On rappelle que la géométrie du réseau est supposée ne pas varier au cours de la 
déformation, ce qui a été traduit dans: 

$=0 i.e. ¿(j))=0;Ve,Vt ö 

Avec ces hypothèses si on considère aussi l'hypothèse de déformation homogène de 
Taylor on obtient, notés D,j et W^ les composantes du taux de déformation et du taux de rotation 
macroscopiques le système de trois équations (la trace du taux de déformation macroscopique doit 
toujours être nulle le milieu étant incompressible): 

Di j = -r>; = 7Y sin20 ; D12 = TY cos29 ; WI2 = ê + \ 

par conséquent le taux de déformation macroscopique a une seule composante indépendante. 

Si le poly-lamelle a deux systèmes de glissement, on doit considérer dans le schéma 
précédent l'angle ? variable dans le temps en fonction des vitesses des glissements. Par exemple 
pour deux systèmes de glissement avec angle $¡ et 92 par rapport à l'axe du réseau, notés y 1 et y 2 
les vecteurs glissement respectifs (par rapport à la configuration de référence) en rappelant que E¡ 
est aussi le directeur de l'axe du réseau dans la configuration isocline de référence, on obtient: 

Yj =Y¡cos<fcEi +YiSin<ftE2 ; i=l,2 

X = Xi+Y_2— " 

85 

YÍY1.Y2) = \(YiCos4>i)2+(YiSin<f>i)2 

YiSin<fc 
•(Y1.Y2) = a r c t 8 -

Yicosifc 

par conséquent le gradient des vitesses s'écnt (l'angle <p et la rotation Q(<p) dépendent maintenant du 
temps): 
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PoDF<.[a,ß],t) = -L/g(e,t)de V[a,ß]c[-V;-[,vt 
ji a 

x 2 

- jfg(8,t)d8 = 1 Vt 
Jl -X'2 

Le problème de l'évolution de la ODF s'écrit (equation indéfinie de continuité, condition initiale et 
condition de périodicité aux bords): 

rtg(6.t) 
dt au 

g(e.o)=go(6) 

g(4.t) = gtî.t) 

vee[4íí,vt 

vee[4fîi 

80 

Vt*0 

et le problème de l'évolution de la texture est (l'instant 0 étant pns comme instant de référence avec 
taux d'évolution des textures nul): 

'ô(a,t)=Q(6(a,t),a,t) vaev,,Vt>o 81 

- 6(x.0)=e0(i) Vxev0 

Ö(x.O)=Qo(80(xU)=0 VxEVo 

Tant pour le poly-lamelle à un glissement que pour le poly-lamelle à deux glissements 
on écrira la première de ces équations par une liaison cinématique enire !a vitesse de la rotation 8 et 
les taux de déformation plastique. 

5.2.3. Cinématique. 

On considère une description lagrangienne du mouvement. Pour simplifier récriture 
on considère que l'axe représentatif du réseau coïncide avec l'axe Ej du système fixe dans la 
configuration de référence; cette configuration est donc la configuration isocline de J. Mandel (Cf. § 
2.). 

On néglige les déformations et les rotations élastiques du poly-lamelle par rapport aux 
déformations et rotations irréversibles (i.e. déformauons et rotations plastiques et rotations du 
réseau). 

Pour comprendre la différence entre un poly-lamelle à un ou à deux systèmes de 
glissement on considère d'abord le cas d'un seul système de glissement de direction s avec angle 
fixe <p par rapport à l'axe représentatif du réseau. Le gradient des vitesses matérielles du cristal pour 
un tel glissement et pour une rotauon 6 de son réseau est alors (dans la figure on montre la 
décomposition du gradient de la transformation d'un cristal plan avec giissement d'axe s0 en 
configuration initiale et s en configuranon actuelle; la rotation Q repère le système de glissement en 
configuraDon miaale et ne dépend donc pas du temps): 
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F=P^=R£^;R.= 
f cos0 sin6 ] 

;T= 
[ -sinO cos8 j 

1 Y 

0 1 

0 1 i 

-1 O + -

[" cos<j> sin<j) ] 

[ -sin4> coscj» J 

0 1 ] ° \ sin2B cos28 ] 
+ ^ ¡ I 

-1 O i ~[ cos20 -sin20 j 

On remarque d'abord que dans l'expression du gradient des vitesses apparaissent 
deux taax de rotation de la matière: le premier est dû à la rotation du réseau, 8, et le deuxième au 
glissement plastique, y ; la composition de ces rotations doit assurer la compatibilité au cours de la 
déformation. On rappelle que la géométrie du réseau est supposée ne pas varier au cours de la 
déformation, ce qui a été traduit dans: 

$=0 i.e. ¿<t>)=£;V0,Vt ö 

Avec ces hypothèses si on considère aussi l'hypothèse de déformation homogène de 
Taylor on obtient, notés D¡j et W,j les composantes du taux de déformation et du taux de rotauon 
macroscopiques le système de trois équations (la trace du taux de déformation macroscopique doit 
toujours être nulle le milieu étant incompressible): 

1 84 
Di ¡ = - D - = | Y sin20 ; D p = T Y cos20 ; W1 2 = ê+\ 

par conséquent le taux de déformation macroscopique a une seule composante indépendante. 

Si le poly-Iamelle a deux systèmes de glissement, on doit considérer dans le schéma 
précédent l'angle 9 variable dans le temps en fonction des vitesses des glissements. Par exemple 
pour deux systèmes de glissement avec angle f\ et $2 par rapport à l'axe du réseau, notés y 1 et Y 2 
les vecteurs glissement respecufs (par rapport à la configuration de référence) en rappelant que E) 
est aussi le directeur de l'axe du réseau dans la configuration isocline de référence, on obtient: 

1 = 11+12—1 

Y_¡ =ylcos^Ei +YjSin<fcE2 ; i=l,2 

YÍY1.Y2) = "V(YiCOs4>¡)2+(YiSÍnft): 

YiSinfc 

85 

<KYi.Y2> = arctg-
Yicosfc 

par conséquent le gradient des vitesses s'écnt (l'angie <p et la rotation Q((p) dépendent maintenant du 
temps): 
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8r^ul(sm)=£"£"1=a=T+aX'£'1"aT+¿;£'¿£T'£1'Er=: 86 

0 1 

-1 0 

Y r 0 1 

0 
+ <K2+Y2 ) 

0 1 i 

-1 0 

° r sin.28 cos29 1 
+ - | ¡+<!>Y 

" L cos26 -sin28 J 

Y v 
^sin2<^-cos24> ^cos2<jH-sin24> 

v y 
^cos24H-sin2<p - ^in2<$H-cos2c¡> 

et on voit apparaître trois termes de taax de rotation et deux termes de taux de déformation. En 
particulier on voit apparaître le taux de rotation de la résultante du glissement par rapport au réseau 
qui n'avait pas été prise en compte dans le modèle à un seul glissement 

Si, comme pour le cas précédent, on considère l'hypothèse de Taylor de déformation 
homogène dans le pol y-lamelle on voit que le taux de déformation microscopique ci-dessus est 
compatible avec tout taax de déformation macroscopique isochore: 

l e 9 Y 1 i ? Y 
D u = -D22 = ¿Y sin20+^Y(^sin2<fv-cos2(j>) ; D12 = ^Y cos29+$Y(-cos2<JH-sin2<J>) 

87 

W, + ^+ | (2 - fY 2 ) 

En conclusion pour approcher un modèle de poly-lamelle à un seul glissement d 'un 
poKcnstal plan on devrait tenir compte du fait que l'unique glissement pns en compte résuite de la 
composition d'un ensemble des glissements actifs et, par conséquent, on devrait considérer variable 
l'angle entre la direction de l'unique glissement en jeu et l'axe représentatif du réseau. Cet angle 
dévient alors une grandeur constiruüve. 

On montre de suite les résultais obtenus avec les modèles de poly-lamelle à un et à 
deux glissements. 

5.3. Poly-lamelle à un glissement. 

Pour un poly-lamelle à un seul glissement les équations ci-dessus sont valables avec 
<f constant (formules (82) et (84)). En effet le modèle peut être complété par l'introduction de 
dilatations plastiques pures. En formulant l'hypothèse de Taylor de deformation homogène dans 
l'agrégat on obtient la liaison cinématique nécessaire pour la définition du problème de l'évolution de 
la texture: 

ê = 7(9(1), D(l). W(t)) Vt 88 

où D et W sont les taux de déformation et de rotaoon macroscopiques imposés. 
On ne rentre pas dans les détails de la discussion du modèle pour lesquels on renvoie 

à l'article de E. van der d e s s e n et P. van Houtte, mais on souligne un aspect particulier du modèle 
présenté par ces auteurs (Cf. van der d e s s e n & van Houtte 1992]). 

Les résultats obtenus par ces auteurs diffèrent des résultats obtenus par S.V. Harren 
et R J . Asaro (Cf. [Harren et Asaro 1989]) avec un modèle de polycnstal plan avec hypothèse de 
Taylor et méthode de Taylor-Bishop-Hill pour la détection des glissements actifs. La différence la 
plus importante se vérifie dans la prédiction de la ODF obtenue dans les deux cas. La raison de la 
différence est à rechercher dans l'absence d'un second système de glissement solidaire et compétitif 
avec l'unique système donné: par conséquent les réseaux tournent jusqu'à aligner leur axe de 
glissement avec l'axe d'éîongaûon macroscopique maximale. Si on observe les résultats du modèle 
de polycnstal on voit que les axes des systèmes représentatifs choisis dans les cristaux CFC se 
distribuent, pour des elongations élevées, des deux cotés de l'axe d'élongation avec un angle de 
l'ordre de 30° (ce qui, d'ailleurs, est bien en accord avec le modèle de poly-lamelle à deux 
glissements de M M . Rashid présenté ci-dessous). 

- Un modèle thermo-mécanique de polycnstal 
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Les auteurs suggèrent, en particulier, de considérer un modèle de poly-lamelle à un 
glissement tel que chaque "lamelle" de l'ensemble représente la projection d'un système de 
glissement du polycristal réel (e.g. pour représenter un cristal CFC plan il faut 12 lamelles); vue la 
continuité de la ODF qui est utilisée ceci n'introduit pas d'autres inconnues dans le problème. 
Néanmoins dans un tel modèle on néglige encore le fait que les axes des systèmes de glissement 
d'un cristal particulier sont solidaires entre eux (e.g. les 12 lamelles représentant un cristal CFC 
doivent avoir la même vitesse de rotation absolue). 

Pour conclure sur le poly-lamelle à un glissement on peut donc affirmer que ce 
modèle peut être amélioré soit en introduisant des liaisons dans l'équation de continuité de la ODF 
(dans ce cas une lamelle représente un système de glissement d'un cristal), soit en se donnant des 
lois de comportement pour la rotation et l'intensité du glissement de chaque lamelle (qui est alors 
l'image du glissement résultant d'un cristal entier). 

Le modèle qu'on présente dans cette thèse utilise l'idée de suivre séparément chaque 
système de glissement du polycnstal. en lui donnant une vitesse de glissement indépendamment du 
cristal auquel il appartient, mais, à la différence des modèles présentés, permet l'écriture de ladite 
liaison entre systèmes du même cristal. On remarque dès maintenant que, en suivant les 12 systèmes 
de glissement d'un CFC, la recherche des systèmes actifs en imposant la compatibilité n'a pas de 
solutions uniques, tandis que la décomposition de la contrainte sur les directions de glissement 
devient beaucoup plus simple si on accepte d'imposer l'équilibre pour chaque direction de 
glissement séparément dans le polycristal. 

5.4. Poly-lamelle à deux glissements. 

5.4.1. Compatibilité cinématique et évolution de la texture. 

On considère le poly-lamelle à deux glissements et on fait l'hypothèse de Taylor de 
déformation homogène dans l'agrégat. Par conséquent les glissements et les rotations des lamelles 
peuvent être déduits des vitesses macroscopiques sur la base de relations purement cinématiques. 

Notés sa et m« respecuvement la direction de glissement du système de glissement a 
et sa normale, Q leur taux de rotation et ya le taux de glissement le long de ce système, en notant 
gradu le gradient des vitesses macroscopiques, l'hypothèse de Taylor s'éent en eulenen (on rappelle 
que le corps est placé dans R2 avec système de référence (EI.ET) et que les rotations se vérifient 
autour de l'axe E3): 

89 

gradu = Q+ ¿YaSa®ma 
a=l 

rO - h 
s«=Q- Sa ; ma=i> m« Vae{ 1,2} ; Q = 8 

E - l 

Le taux de déformation d'une lamelle, égale par l'hypothèse de Taylor au taux de 
déformation macroscopique D,j (i,j=l,2) du polycnstal, est alors compatible si et seulement si: 

f [110] -V 
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2 
Yi= (-D12sin2ß2+D22COs2ß2) ; ß->=e-<j> 

sin44» 
o 2 
Y2= (D12sin2ß,+D22COs2ßi) ;ß!=e+4) 

sin4<j> 

?=-Q12=—^—[D22(cos2ß2-cos2ßI)-D12(sin2ß-sin2ßi)J-Wr 
sm4^ 

90 

L'équation de continuité de la ODF s'écrit alors: 

dg(6,t) d fg(0,t)r T 1 
-Sjr—i=- —Jel^- [D, , (cos2ß-cos2ß 1 ) -D n ( s in2ß-s in2ß 1 ) ] -g(e , t )W I 4 = 0 

^6[sin44> j 
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veef4;Tf,vt 

5.3.2. Cas particuliers. 

Elongation. 
Pour des conditions de déformation particulières on peut obtenir une solution 

analytique du problème de l'évolution de la texture. 
Pour une elongation simple avec matériau initialement isotrope: 

D= 
-d 0 i 92 

_W=0;g(6,0)=l 
= 0 d == = 

L j 

M.M.Rashid donne la solution (B«6d pour cnstaux CFC): 
. -,, 93 

g(e,t)=(cBicos2B+e-B'sin-B)-' VBe[ - J ; í [,Vt ; B=4d ^=^ 
- ~ sin4<j> 

selon cette solution les grains tendent vers une orientation ft=n:/2 (i.e. vers la direction de !'axe 
d'clongation) au cours de ia déformation et l'ODF donne une distribution qui tend, à l'infini, vers 
une distribution de Dirac centrée en ;t/2: 

i c\ 94 

Vô>o,vee[cu[\{^} 3c g(e,t)<ô i.e. t > ¿ W — ' 

lim fg(e,t)«K8>id8=<|>(î) V<j) 

L'état de contrainte macroscopique peut être déduit en partant de l'hypothèse d'un 
comportement ngido-plasüque, sans écrouissage, indépendant du temps (on rappelle que, par 
l'hypothèse de Taylor, l'équilibre local n'est pas vérifié). La variation de la réponse contrainte dans 
le temps obtenue est due exclusivement à l'écrouissage de texture, négatif pour une elongation 
positive; pour une déformation de l'ordre de I la réponse est sensiblement celle d'un monocristal 
orienté selon l'axe de iracüon (i.e. avec les plans de glissement symétriques par rapport à cet axe). 

La surface de charge, initialement circulaire dans le plan 2oi2 vs (o22-oi i) tend pour 
une déformation infinie vers un losange (avec une sensible proximité de la limite au delà d'une 
déformation unitaire). 

Cisaillement par. 
Les conditions de cisaillement pur pour un matériau initialement isotrope sont 

r o K ] r o K i 95 

D=| | ; W = | | ;g(8 ,0)=l 
L K 0 J [ -K 0 j 
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pour lesquelles M.MRashid donne la solution: 

• Chapitre / / -

,„ , eCtSin22<j> % 

g(8,t)=r •; ; C = 2 K tan2d> 
[sm(<(H-9)+eCtsin((i)-e)]2-4eCtsin(<jH-e)sin(<j)-e)sin=<j> 

donnant une distribution qui tend vers une Dirac placé en 6=4» pour t-*x. Il faut remarquer que le 
maximum de la fonction g(6;t) n'est pas en correspondance &=*)> pour tout instant de temps mais il 
s'approche de ce point lorsque t—=c; 

1 / Ct v n ^ 
Bmax(0 = 2 arctan/coth— tan2$j E[g&[ 

La composante 12 de la contrainte macroscopique décroît au cours de la déformation 
tendant vers la composante 12 de la réponse d'un monocristal orienté 9=<p. Rar contre la différence 
entre la composante 22 et la composante 11 du tenseur de contrainte est croissante au cours de la 
déformation et ces composantes normales ne s'approchent pas des composantes de la réponse d'un 
monocristal. 

5.5. Conclusion. 

Le modèle à deux systèmes de glissement présenté a un rapport remarquable entre sa 
simplicité et la qualité de ses résultats. 

Il a été possible d'obtenir une solution analytique des problèmes posés grâce au fait 
d'avoir postulé des relations inversibles entre taux de déformation et taux de glissement. En outre 
cette même condition relie par une liaison cinématique le taux de rotation de la matière et celui des 
lamelles. 

Le fait que les solutions (93) et (96) donnent un monocristal pour des déformations 
infinies ne correspond pas à une réalité physique. Le problème à se poser est le suivant cette limite 
n'est elle jamais atteinte à cause des imperfections qui éloignent le système réel du modèle, ou est-ce 
plutôt la relation entre taux de rotation de la matière et des réseaux qui, évoluant par exemple dans le 
temps, fait que cette limite n'existe pas? 

De toute façon, ayant mis en évidence ce manque de réalisme dans les cas simplifiés, 
il est légitime de douter de la qualité de tout modèle avec liaison cinématique lorsqu'on s'approche 
de ladite limite (qui est très vraisemblablement le cas des bandes de cisaillement). 
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6. Instabilité et localisation. 

6.1. Introduction, 

On approche le problème de la stabilité de l'équilibre et celui de la bifurcation d'un 
processus thermo-mécanique en tenant compte des objectifs de ce travail. 

Le phénomène des bandes de cisaillement se place à l'origine des études de 
localisation et une présentation exhaustive du sujet sortirait de nos limites. La discussion qui suit est 
donc finalisée sur la recherche et ¡a compréhension de la méthode la plus convenable pour l'étude 
des bandes de cisaillement dans les polycristaux avec plasticité indépendante du temps. 

6.2.1. Equilibre, processus et instabilité. 

La définition d'état thermodynamique, celle d'équilibre et, par conséquent, les 
définitions possibles de l'instabilité sont étroitement liées. Dans la discussion qui suit, sauf mention 
du contraire, on se réfère aux définitions de la thermodynamique des processus irréversibles 
appliquée aux milieux continus moyennant le postulat de l'état local. 

II est utile de citer la définition de stabilité d'un état d'équilibre au sens de Lyapunov 
(ou stabilité dynamique): un état d'équilibre est stable si le résultat d'une petite perturbation de 
l'équilibre est un petit mouvement autour de l'état d'équilibre. L'introduction d'un potentiel de 
Lyapunov permet alors de détecter un état d'équilibre: dans un tel état il existe un potentiel 
localement convexe des variables d'état. 

Supposons qu'il existe des états n'ayant que un potentiel convexe selon certaines 
directions et non convexe par rapport à d'autres directions. Un tel état n'est pas d'équilibre au sens 
de Lyapunov, mais un processus qui le lra\erse dans une direction appropriée (normalement à 
laquelle le potentiel est convexe) peut ne pas s'en apercevoir. Un processus réversible idéal n'est pas 
une suite d'état d'équilibre stable au sens de Lyapunov, mais il peut être vu comme une suite d'état 
de ce genre: le potenüel est stationnaire le long d'un tel processus et convexe, en tout état engendré 
par le processus, par rapport à toute autre direction. 

Un processus réel peut être irréversible, dans ce cas le modèle ci-dessus n'est valable 
que comme modèle comparatif: on peut suivre dans l'espace des variables d'état un processus réel 
en le projetant sur la variété des états d'équilibre14 (Cf. [Mushik, Lect., Î992]). On peut alors voii 
un étai de bifurcation d'un processus réel, par rapport au processus réversible, comme un état dans 
lequel le potenüel est staüonnaire le long de deux directions distinctes. Ces deux directions peuvent 
être tangentes ou non. Un processus réel n'aura qu'une branche possible à l'état donné, mais nous 
ne pouvons pas décider laquelle sans (aire une analyse post-bifurcation: dans un état bifurqué quel 
mouvement suit une petite perturbauon de l'équilibre? 

En résumé on doit distinguer le problème de la stabilité d'un état d'équilibre de celui 
de la stabilité d'un processus; pour les cas bifurques on doit distinguer une bifurcation au premier 
ordre (détectée par la perte d'unicité de la solution du problème incrémental) d'une bifurcation 
tangente; finalement, au delà d'une bifurcation on doit se demander s'il existe une branche 
effectivement suivie par le système et quel sont les conséquences. 

Dans les problèmes mécaniques l'énergie introduite dans le système par la 
perturbation est une mesure objective de la grandeur de la perturbation et, en même temps, un choix 
possible de potentiel de Lyapunov en isotherme. Une analyse de la stabilité d'un état d'équilibre 
suivant ce critère est menée par Nguyen Quoc Son (Cf. en particulier [Nguyen, Lecu, 1991J). Il faut 
noter qu'une analyse du même type, mais formulée dans un cadre beaucoup plus restreint, avait été 
formulée par Hill pour les matériaux standard avec comportement tangent multi-linéaire; ses 
résultats, largement utilisés dans la littérature, seront présentés en début de cette section avec 
quelques références aux travaux atés de Nguyen Quoc Son. 

Un cadre généra] sur la stabilité de l'équilibre des systèmes élasto-plastiques et sur la 
stabilité des processus suivis par ces systèmes a été donné par I.Petryk (Cf. en particulier [Pelryk, 
LecL, 1992]); on en fera une brève présenlaüon à la fin de la section sur l'instabilité. 

Vue la nature des bandes de cisaillement, on ne s'intéresse pas aux bifurcations 
tangentes. 

1 4 La référence aux processus réversibles est à prendre dans ce sens plus large que comme cas limite quasi-
statique de processus réels très lents: une projeenon peut toujours être faite, tandis qu'une limite peut ne pas exister. 
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6.2.2. Le problème incrémental élasto-plaslique. 

Le problème thermo-mécanique classique avec plasticité indépendante du temps 
s'écrit dans la forme incrémentale locale sur la configuration actuelle (le ° indique une dérivée 
objective, on négligé les accélérations): 

rdivâ(5t,t)+fte,t)=Q vaev, ^ Ä 

i(£,t)-n=Ê(a,t) vaeavFt 

équilibre 

compatibilité 
</ d_(2,t)=symgradu(2,t) VaeV, 

u(a,t)=uo(a,t) vaedvUt 

ô(*,t)=£(a,t):d(a.t) V i e V , comportement 

(avF,uavL-,=dv, et avF,ndvUt=0) 

avec le comportement tangent défini par le tenseur R en fonction des raideurs élastiques, du critère 
de plasticité et du potentiel de dissipation selon ce qui suit. 

En général le comportement d'un matériau élasto-plaslique est défini par la donnée de 
la fonction locale instantanée énergie libre, noté y0 par rapport à la configuration initiale: 

99 Yo(x.t)=WT(x,t). L/x,t), ... ) Vx£V0 ,Vt 

s(x,t)= - -^Kx,t) ;^(x,t)=po(x)-^-(x,t) 

et d'un entere f définissant un convexe admissible C dans un espace de contrainte (e.g. dans 
l'espace des contraintes de Cauchy sans spécifier d'avantage le problème par souci de brièveté, les 
points de suspension indiquent d'autres possibles variables duales): 

C={CT l ( a . . . )<0} 

comportement élastique en Ä€EVt 

100 

'f(o(*,t), ... )<0 

si Vt. f(a[a,t). ... )=o et f(«[a,t), ... )<o 
J (o ta , t ) , ... )=0 et f(a(Xl), ... )=0 écoulement plastique en 2eV t 

Pour un maténau standard généralisé la dissipation intrinsèque est une fonction 
homogène de dégrée 1 des taux d'écoulement plasuque et est éventuellement fonction d'un certain 
nombre de variables d'état. La donnée d'un potentiel de dissipation convexe q?* permet alors 
d'obtenir les contraintes duales des écoulements plastiques; le potentiel complémentaire qp (défini 
éventuellement par transformation de Legendre-Fenchel) donne pour toute valeur des contraintes sur 
la surface du convexe C la direction de l'écoulement des variables duales (normalité généralisée): 

dtp* 
E W 4 D = ^r—CT(i,i), Ux.t), ... ):dp ías t(¿t) + ... 

«p*=<p*(¿,iMr.T(i.t). Ux,t), ... ) ; cp=(p(a;T(x,t), L/x,t), ... ) 

d(£t) = BlL t(^0:ôfA0 + * -^W) = R'(it):«Ät) 
— = ~ do - ~~ 

f=0 si comportement élastique en 2^V t 

101 

K(Z,t) 
>0 si écoulement plastique en äEV t 

Vt 
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Si ie critère est suffisamment régulier (et si l'écrouissage est positif), la condition de 
consistance: 

f(g*,t),... )i(a,t)=ov(it) 102 

suffit pour déterminer le multiplicateur plastique X en tout point et à tout instant. 
Pour un matériau avec plasticité associée par loi de normalité la direction de 

l'écoulement plastique est contenue dans le cône des normales à la surface du critère dans le point où 
celle-ci est atteinte (sous-gradient du critère): 

d=déiaSt+dpiast ; dpiastteOeNcOa&O) 103 

on peut également définir la direction de l'écoulement plastique associée par le principe de la 
dissipation maximale de Hill: 

H-j¿élast+.dplast i d|p¡ast: ( o ( ^ t ) - a * ) : d p i a s ^ î ) £ 0 VgeC 104 

Pour un matériau avec plasticité associée avec une surface du entere sans points 
anguleux, f=qp et l'écoulement plastique s'écrit: 

d ( £ 0 = K¿„t(*,t):ci*.i) + £ 7^a , t ) = R- i(a,t): ô & t ) 1 0 5 

— = — Ö Ö = — 

(s'il existe des pointe anguleux la même formule doit être prise avec df appartenant au sous-gradient 
def). 

6.2.3. La condition de Hill pour le problème incrémental. 

Une condition suffisante d'existence et unicité de la solution d'un tel problème15 est 
que l'opérateur R soit strictement défini positif en tout point à l'intérieur du milieu, à l'instant u 

Vdsdjîeu ± |"symR(a,t) 1 :d>0 VÄGV, 

qui donne, pour les champs solution du problème incrémental, la condition: 

106 

o(i,t):d(jfc,t)>o vatev 107 

Il s'agit d'une condition suffisante: sa négation est nécessaire pour qu'il y ait perte 
d'unicité de la solution incrémentale i.e. pour qu'il y ait bifurcation angulaire à l'instant t. On voit 
que, indépendamment de la (106), nen ne garanti qu'il ne se vérifie pas de bifurcations tangentes à 
cet instant et, même si la (106) est niée, nen n'assure qu'une bifurcation angulaire se vérifie 
effectivement à cet instant 

Néanmoins le problème des bandes de cisaillement dans les matériaux élasto-
plastiques peut raisonnablement être vu comme un cas de bifurcation angulaire car au moins le taux 
de déformation vane, montrant une discontinuité, lors de l'apparition d'une bande. Ceci peut être 
précisé en regardant une bande de cisaillement comme une onde d'accélération (étudiées en premier 
par Hadamard en 1903) se propageant dans le solide élasto-plastique avec une vitesse nulle: on 
retrouve, par définition d'onde d'accélération, une discontinuité du taux de déformation en 
traversant la bande-onde. On voit alors qu'une condition analogue à la (107) (dans le sens qu'elle 
n'est que nécessaire pour les bifurcations angulaires), mais spécifique lorsque la branche bifurquée 
manifeste une localisation, peut être obtenue par une étude d'existence d'ondes d'accélération 
statiques: c'est l'étude mené par Hill en 1962. 

1 5 Pour les matériaux standards associés cette condition est due à Hill ( 1958), pour les non-associés à Benallal, 
Biflardon et G«ymanat (1989). 
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6.2.4. Une généralisation. 

Les conditions ( 106) et (107) peuvent être généralisées pour n'importe quel ensemble 
de variables d'état, lorsque la normalité est valable pour tout couple associé de flux de variable d'état 
et contrainte duale. On en donne de suite un aperçu car certaines réflexions sur le cas général 
améliorent la compréhension du problème (Cf. [Nguyen, LecL, 1991]). 

Soit a variable d'état solution, A contrainte associée, Nc(A) cône normale au critère 
pour les contraintes A, en A, y et <r. potentiel énergie libre et pseudo-potentiel de dissipation. Soit X 
le paramètre unique de contrôle du chargement; le problème incrémental pour a s'écrit: 

dEN'ciA) et VôaENdA) : 

(ôu-u)-
ri- V 

dada 
a 

d2y 

äOLöK 
a-

dqp 

da 
a , ôa) 

dtp 

da 

108 

a , a ) >0 

et il est bien posé sons les conditions: 

Existence: 

Unicité: 

dy o 
A=—-(a,...) ; o£Nc-(A) ; a (0)=a 0 ; a(t) connu 

da 
d-xp dip 

ôa —(a,.. .) oa i- ôa —H«, ôa) > 0 Vôa*0 ôa€ENc(A) 
dada da 

109 

«. „ . d-w [da> dw 
(oß-oaVT—Hu,. . . ) (oß-oa) + <oß-5u) ~ ^ o , oß)- - -^a , ôa) 

daría da da 
> 0 Voa^oßeNr(A) 

on observe que les deux, conditions ont la même forme, mais que la deuxième est plus restrictive car 
la différence (oß-ö«) n'est pas restreinte par la règle de normalité ôaEN'c(A). On voit alors que la 
première généralise la (107) (dans laquelle d doit être solution incrémentale), tandis que la deuxième 
généralise la (106) (où d est un tenseur symétrique non nul quelconque). 

La condition d'unicité est suffisante pour garantir la non bifurcation de type angulaire: 
seulement s'il existe deux solutions incrémentales disünetes il peut y avoir un changement de 
direction du processus à l'instant L Ceci coïncide avec l'interprétation donnée de la (106). 

L'interprétauon de la condition d'existence est moins immédiate. Il a été démontré 
que cette eundiüon est une condiüon suffisante de stabilité au sens de Lyapunov si, en particulier, 
l'énergie dissipée est une fonction d'état ou si le entere ne dépend pas des variables d'état16. 

On considère que, en isotherme, pour un système en équilibre à l'instant 0 et une 
perturbation déplaçant le système pendant l'intervalle de temps de durée tí: 
_ l'énergie fournie par la perturbation se transforme, à l'instant t postérieur à 9, en une 

énergie cméüque non négative, en une énergie interne fonction d'état, et en une 
énergie dissipée fonction du chemin suivi; 

_ l'énergie interne est minimum pour le champ de vitesse solution à l'instant t, et ce 
minimum est égale à l'énergie libre dans l'état d'équilibre instantané qui est solution à 
l'instant t. 

_ un chemin radial minimise l'énergie dissipée si celle-ci est une fonction d'état ou si le 
critère ne dépend pas des variables d'état1"' 

On voit alors que l'énergie de la perturbation est à tout instant t non inférieure à la 
somme de l'énergie libre du système à l'instant t et de l'énergie dissipée le long d'un chemin radial 
jusqu'à l'état actuel (si ce chemin est minimisant pour l'énergie dissipée). Cette somme est un 
potentiel qui ne dépend que de la distance entre l'état initial et l'état perturbé à l'instant t; si ce 
potentiel est convexe il assure la stabilité dynamique (au sens de Lyapunov) de l'état initial. 

1 6 Pour obtenir ce résultat on montre que la différence entre l'énergie libre da système le long du chemin réel et 
l'énergie libre du système le long d'un chemin radial est un potentiel localement convexe et assure donc la stabilité an 
sens de Lyapunov (Cf. [Nguyen. LecL. 1991 ]) 
1 ' L'une de ces deux conditions est suffisante pour qu'un chemin radial minimise l'énergie dissipée, mais aucune 
des deux n'est nécessauc. 
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En particulier on prouve que la condition d'existence (109) de la solution du 
problème incrémental est une condition suffisante pour que ce potentiel soit convexe et, donc, pour 
la stabilité dynamique de l'état actuel. 

On observe que l'énergie dissipée est une fonction d'état pour le solide linéaire de 
comparaison de Hill (elle ne dépend pas des flux des variables internes); un chemin radial entre deux 
états minimise donc toujours l'énergie dissipée par un tel solide. On voit alors comment la condition 
( 107) pour la solution incrémentale du solide de comparaison est une condition suffisante de stabilité 
pour le solide réel dans l'état actuel.18 

6.3. Localisation de la déformation. 

6.3.1. Unicité locale et globale de la solution. 

Hill (I962) considère la propagation des ondes d'accélération (surfaces non 
matérielles entraînant une discontinuité du gradient de vitesse) dans un solide avec comportement 
incrémental mulli-iinéaire par morceaux: si la vitesse de propagation d'une onde s'annule il y a perte 
d'unicité de la soluuon statique19. La vitesse de propagation des ondes, bien que liée au 
comportement local, dépend de l'ensemble du solide et des conditions aux limites; par conséquent 
on obtient une condition sur le comportement local qui garanti l'unicité de la solution du problème 
incrémental pour un solide homogène (condition suffisante qui peut devenir nécessaire selon les 
conditions aux limites) et, dans certains cas pour un solide hétérogène. 

II faut souligner la signification d'un critère local de perte de l'unicité de la solution: 
avec certaines conditions au contour en vitesse la solution peut demeurer unique. 

Le en titre obtenu par Hill pour l'existence locale d'ondes d'accélération statiques à 
l'intérieur du solide coïncide avec le critère de perte d'ellipücité locale du problème en vitesse qu'on 
montre de suite. Les remarques pour ¡e passage du local au global demeurent valables. 

6.3.2. Perte d'ellipticité du problème en vitesse. 

Le problème (98) est non linéaire en vi ¡esse à cause de la non linéarité du 
comportement tangent. On peut, suivant Hill (I958-59), écrire un problème linéaire équivalent défini 
sur ce qu'on appelle le "solide linéaire de comparaison''. 

On considère un matériau standard avec comportement incrémental mulli-linéaire, par 
exemple un matériau élasto-plaslique avec écoulement plastique standard défini par un critère f dans 
l'espace des contraintes de Cauchy. 

Le solide linéaire de comparaison, à un instant donné, est «institué d'un matériau 
standard avec comportement incrémental mulli-linéaire par ¿ones, c'est à dire tel que la relation entre 
incréments de contrainte et de déformation ne dépend, localement, que de la ¿one de l'espace des 
contraintes (<xi plus généralement des états) dans laquelle se trouve la contrainte actuelle (ou l'état 
actuel). Cela signifie que le comportement à la même "pente" tant en charge que en décharge même 
là où le critère est atteint20; en d'autres mots la condition de décharge à partir de la surface du critère 
ne se vérifie nulle part 

Vt fioG&t), ... )=0 — f(o(*,t), ... )=0 (P(g(*,r), ... )<0 inadmissible) V*eV t
 n 0 

Le solide de comparaison d'un matériau élasto-plastique à l'instant t a donc une zone 
élastique et une zone plastique avec un comportement défini en fonction de l'état actuel de contrainte 
et indépendamment de la direction du changement actuel de cet état 

1 ° Une consequence de l'interprétation de la ( ! 07) comme condition suffisante de stabilité de l'état actuel est que 
les conditions écrites pour la localisation, reportées dans les paragraphes suivants, telles que présentées sont des 
condiûoris de stabilité de la solution à l'état acrud sous de perturbanons ayant la forme d'une localisation de la 
déformation. I.'interprétation comme conditions de non bifurcation n'est toux à fait correcte que si, à la place de 
contrôler le tenseur de comportement tangent à l'état acrud pour ta solution incremental« (selon la première des ( 109», 
on les applique à tout tenseurs de comportement tangent possibles à l'état actuel (conformément à la deuxième des 
(109)). Ces sont les cas analysés par Rice et RudnicJd comme localisation coutume, élastique-élastique ou ptasáque-
platüque, ou discontinue élastique-plastique: l'ensemble des résultais permet d'affirmer que la condition dct<iiHn)>0 cal 
suffisante pour la non bu ur eau ou tangente. 
1 Pour une préseniauon du problème dans le cadre des malénaiiA nun standards voir [Lord et al. 1990]. 
- ° Et cdle-a est la moins raide pour la zone donnée, c'est à dire que entre le module tangent élastique et le 
module tangent plastique un choisi ce dernier, même en décharge. 
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Selon l'analyse de Hill (1959-61) la bifurcation ne peut pas se vérifier dans le solide 
réel avant qu'elle ne soit admissible dans le solide de comparaison. Ce résultat est assuré par une 
inégalité, appelé "propriété de convexité relative", qui montre que la différence entre le potentiel de 
dissipation du solide réel et celui du solide de comparaison est un potentiel convexe: si une solution 
incrémentale est unique pour le deuxième elle doit forcement être unique pour le premier21. 

Pour des matériaux non standards ce résultat a été étendu par Raniecki et Bruhns 
(1981) (Cf. [Desrues, Thèse, 1984], [Borré et Maier 1989]). 

Le problème mécanique relatif au solide de comparaison est bien posé (Cf. [Benallal 
et al. 1989]) si l'opérateur qui associe à tout champ de vitesse le champ des divergences des taux de 
contrainte correspondantes est elliptique en tout point. Ceci se traduit dans la condition nécessaire (U 
espace des vitesses, U* espace des forces, R comportement tangent): 

0:uEU—div(R:symgradu)eL(R;U*) H 1 

©elliptique -* Vt detrrrR(a,t)-nl*0 Vn*Q VaeV t 

par conséquent on obtient la condition de perte d'ellipticité du problème incrémental: 

3n*Q 3aEV, : detrng(2, t)nl=0 -» bifurcation possible à l'i instant t l n 

Dans le mode bifurqué se vérifie dans le point stune discontinuité du gradient de vitesse d'amplitude 
s arbitraire le long de la direction n: 

Igradu]](Ä,t)=s.©n 
'n 

Si, avant que la condition ( 112) soit vérifiée, se vérifie une bifurcation (détectée, par 
exemple, parla (106) s'il s'agit d'une bifurcation angulaire), celle-ci a une branche bifurquée avec 
mode de déformation diffus à l'intérieur du milieu, tandis que, dès que la (112) est vérifiée, toute 
bifurcation possible est en mode localisé en déformation. Dans certains cas il existe une condition 
complémentaire sur la frontière du solide de comparaison atteinte avant la (112), mais le mode 
bifurqué qu'elle entraîne ne concerne pas l'intérieur du milieu (Cf. [Benallal et ai. 1989]). 

63.3. Localisation et stabilité de l'état actuel. 

Rice et Rudnicki considèrent, dans un solide avec comportement incrémental multi-
lméaire (e.g. élasto-plasûque), une discontinuité du gradient de vitesse le long d'une surface de 
normale n. Ils écrivent les conditions de continuité des variations de contrainte et de discontinuité du 
gradient de vitesse et les relient dans une seule condition moyennant un comportement tangent de 
module H. 

On considère le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (appelé aussi tenseur de 
contrainte nominale de Hill), NH, défini comme le transposé du tenseur de contrainte nominale N: on 

- 1 Cest une propriété analogue à edle utilisée pour démontrer que la première des (109) est une condition 
suffisante pour la stabilité dynamique de l'étal actuel. 

On remarque que la convexité relative des potentiels de dissipation, était une propriété incrémentale (à cause 
du solide réel), ne sénat pas suffisante pour assurer qu'une bifurcation tangente ne se produise dans le solide réel avant 
que dans le solide de comparaison. 
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note H le tenseur donnant Je comportement tangent par rapport à 1% 2 2 ; on distingue par l'exposant 
+ ou - les valeurs d'un champ d'un coté ou de l'autre de la discontinuité: 

N=££ F-1-a ; N ^ N j ^ £ p T 
— p t — — P t 

les conditions sur la discontinuité sont: 

3n*0 : i — fn- fcT n]-£+n- | [Hl:£ r +=0 Vg*0 
[oSi=¿n)®n=g®n Vg*Q = = ~ 

l'existence d'une telle discontinuité est détectée donc par une condition égale à la (112) lorsque le 
comportement tangent est décrit par le même module plastique Hpiast d'un coté et de l'autre de la 
disconünuité: 

( 1 1 5 ) ^ 3 n * 0 : í n t í p i a s t n ] g=QV^Ü-»3n^Q:de t rn I Jp i a s t -n ]=ü m 

On remarque qu'il n'y a pas de solution d'une telle équation avec n*0 pour un 
module élastique Héiast des deux cotés: 

detra-]&,„,-nl>0 Vn*Q 1 I 7 

et la localisation est impossible dans le cas élastique-élastique. 
Si le comportement tangent est élastique d'un coté et plastique de l'autre coté de la 

discontinuité la condition ( 115) s'écrit comme une condition sur le module d'écrouissage h (l'égalité 
devient une inégalité en introduisant dans la ( 115) la condition fsO en décharge; Cf. [Doghn, Thèse, 
1989]): 

( 1 1 5 ) - * h s n c n i i q u e
 118 

cette condition est appelée de localisation "discontinue" à cause de la discontinuité du module 
tangent. Si l'écrouissage est égal à l'écrouissage critique cette condition correspond encore à la 
(112). Par conséquent, lors d'un écrouissage décroissant avec la déformation plastique cumulée 
dans le temps la condition (112), dite de localisation "continue" pour remarquer qu'il y a écoulement 
plastique des deux cotés de la disconünuité, se vérifie en premier. 

Toujours pour la localisation discontinue Borré et Maier (Cf. [Borré et Maier 1989]) 
ont montré, pour des matériaux non standard, que la condition: 

3o*ü: detfn H n l ^ O detfn -H-ni : ¡19 

est nécessaire et suffisante; la vénfieaùon en premier dans le temps de la condition avec égalité est 
évidente en présence de raideurs tangentes décroissantes; la condition donnant un écrouissage 
minimum pour garantir la non locaiisanon coïncide donc avec celle-ci. 

En conclusion l'analyse de Rice et Rudrucla donne les conditions de localisation 
(continue ou discontinue) pour un solide réel23 et montre que la condition de perte d'ellipticité du 
problème local en vitesse du solide de comparaison (égale à celle de localisation continue) est atteinte 
en premier. On peut aussi dire que, dans le solide réel, la localisation est d'abord continue. 

Ce tenseur est lié au tenseur R pTécédemment introduit par la dérivée objective des contraintes utilisée; e.g. en 
utilisant la dérivée de Janmann (Cf. fMcar & Hutchinson 19851): 

H,jki=Rijk;l * T^l t^j l - T ^ l ö k j T ^ l ^ k ' T°jk«í 1 + a i j ö kl 

*"-* La condition donnée est néccssaur et suffisante, comme à été montré par [Borré & Maier 1989], pour qu'il y 
ait localisation de la déformanon à ¡'intérieur du solide. De conditions nécessaires et suffisantes pour une localisation 
sur la surface du solide ont été donnée par fB il lardon et ai- 1990): la singularité du comportement tangent le long d'une 
direction demeure nécessaire pour une (elle localisation. 
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6.3.4. Conclusions. 

La stabilité de comportement peut être détectée par plusieurs méthodes, selon la 
définition de stabilité qu'on se donne. Dans la théorie de la bifurcation de Hill et dans celle de Rice et 
Rudnicki aboutissant au même résultat principal (pour le matériaux standards et non) on considère 
nécessaire pour qu'il y ait bifurcation avec localisation de la déformation que le problème de 
l'équilibre élasto-plastique incrémental n'ait plus une solution unique, ceci étant détecté par la perte 
d'ellipticité du système d'équations posé. 

II faut noter que la localisation plastique et, plus particulièrement, le problème des 
bandes de cisaillement peuvent se traiter par cette approche une fois qu'on accepte de se restreindre 
aux matériaux élasto-plastiques à plasticité indépendante du temps (pour lesquels l'épaisseur de la 
bande est nul). 

Dans la théorie de Hill on défini d'abord le solide linéaire de comparaison comme un 
solide élasto-plastique standard au comportement décrit par une loi multi-Iinéaire. Celui-ci est défini 
par le tenseur des modules opérateur linéaire entre incréments de déformation et incréments de 
contrainte, associé à la zone de l'espace des contraintes dont on poursuit le chargement en absence 
de bifurcation. 

On montre que la bifurcation pour le solide réel ne peut pas se vérifier avant qu'elle 
ne soit admissible pour le solide linéaire de comparaison. 

On montre finalement que, si la bifurcation se manifeste sous forme d'une bande de 
glissement perpendiculaire à un vecteur unitaire n et si le comportement linéaire de comparaison est 
défini par un tenseur du quatrième ordre H, alors la condition nécessaire de début de localisation 
s'écrit: 

3 n * Q : d e t r n H n ] = 0 1 2 0 

6.4. Théorie générale. 

6.4.1. Stabilité de l'équilibre. 

Une théorie de l'équilibre des systèmes élasto-plasüques a été formulée par Petryk 
(Cf. [Petryk, Lect. 1992]): on en donne un bref aperçu car, grâce à sa généralité, cette théorie peut 
être appliquée à une classe très étendue de comportements dissipatifs indépendants du temps. 

Selon la définition qu'on a déjà donnée, un état est défini d'équilibre stable si de 
petites perturbations n'éloignent jamais sensiblement le système de cet état. Cette définition doit être 
précisée par la donnée du système, des perturbations dont on doit tenir compte, d'une mesure 
permettant de définir "petite" une perturbation et d'une mesure pour définir "petite" ¡a distance du 
système d'un état d'équilibre. 

On considère un système isolé (par conséquent s'il y a de chargement variables 
l'appareil de chargement fait partie du système) dans l'état d'équilibre So; ces système est décrit par 
des équations de champ (dans l'espace-lemps) avec des conditions initiales et au contour; les 
perturbations qu'on considère sont des variations des conditions initiales du système (on postule 
donc qu'il existe des processus engendrés par de telles perturbations). Tant la mesure de la 
perturbation initiale, pn, que celle de la distance à l'état initial, p, peuvent alors être choisies comme 
des "métriques" dans l'ensemble des états S du système (avec les propriétés de non négativité et de 
séparaDon, mais pas forcement avec la propriété de symétrie et de l'inégalité triangulaire24), elle 
doivent en outre être continues et, en particulier, elles peuvent coïncider. 

La définition de stabilité de l'équilibre est alors selon Lyapunov-Movchan: 

_ un état d'équilibre So est stable pour de perturbations initiales par rapport aux 
métriques po et p si et seulement si: 

VE>0 3ö(e)>0 : p0(x)<ö(e) — p(t)<e Vt>x , 2 1 

Les seules propriétés demandées sont évidemment: 
PO<S.SO)*O ; PD(SO.SO>=O 121b 

pXß.So)20 , p(So,So)=0 ; p(t)=p(S(t)<So) continu dans le temps 
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La méthode directe de Lyapunov permet de construire une fonctionnelle, dite de 
Lyapunov, dont l'existence garantit la stabilité de l'équilibre dans le sens de la (121). La définition 
de stabilité de l'équilibre dévient alors (R constant positif "rayon" d'un voisinage de SQ, a(-) 
fonction continue monotone croissante avec a(0)=0): 

_ s'il existe une fonctionnelle V¡j 

-VL(So)=0 122 

VL(Q)2a(pie,So)) si p(Û,So)<R 

VL(0=VL(2(t)) non-croissante si p(S(t),So)<R 

V¡(Q) continu en So par rapport à po 

alors l'état d'équilibre So est stable dans le sens de la (121). 

On voit que, s'il existe une fonctionnelle continue et non-croissante dans le temps le 
long de tout processus, la différence entre la valeur actuelle et la valeur initiale de cette fonctionnelle 
peut être choisie comme fonctionnelle de Lyapunov, sa valeur absolue est alors une mesure de la 
distance à l'état d'équilibre non perturbé: 

3W: W(S)-W(So)>0 VS*So - VL(9)=W(S)-W(So) ; Pw(S,So)=| W(S)-W(So)| î 2 3 

6.4.2. Fonctionnelle pour les dissipations plastiques. 

La condition classique de stabilité de l'équilibre thermostatique de Gibbs est valable 
en absence de dissipations d'origine non thermique (en absence de variables internes). Si on appelle 
H le taux de production globale d'entropie du svstème, dû à la somme d'une production thermique 
Hthenn e l d'une producüon intrinsèque H int, on considère en générai: 

H>0 ; H therm>0 ; H i n t>0 ¡24 

La condition de Gibbs veut que l'état d'équilibre est celui dans lequel l'entropie 
(notée S) est maximum pour la valeur donnée de l'énergie interne (notée U), ayant fixé ¡es variables 
internes: 

S(S)-S(So)<0 ; U(S)-L'(%M) ; H,nt(S,So)=0 125 

cette condition assure que le potenuel W obtenu par le multiplicateur de Lagrange25 T*: 

W(Ç)=u'(Ç)-T*S(S) 126 

donne un potentiel comme dans ( 123) de Lyapunov (c'est à dire qui vérifie les conditions (122)) et, 
par conséquent, assure la stabilité de l'équilibre au sens de Lyapunov. Ceci est vrai tant que la 
condition: 

VL(S)=W(S)-WiSo)>0 VS*So ; H,nt(fî,So)=0 I 2 7 

est remplie; par conséquent la formulation de Gibbs ne peut pas être acceptée en présence de 
dissipaûon intrinsèque (elle demeure valable si on se limite à étudier les cas engendrés par de 
perturbations initiales qui ne modifient pas les vanabies internes, c'est à dire en thermo-élasticité). 

L'extension aux systèmes intrinsèquement dissipatifs se fait tout simplement en 
postulant minimum la production thermique d'entropie dans l'état d'équilibre stable, ce qui conduit à 
la définition du potentiel: 

v(S)=u(S)-T*[s(S)-s,nI<2,So,r)];sTnt(g,So,r)= JHntdT 128 

T(So,S) 

Ce qm permet de oc pas parier de température pour l'état 2 qui est hors d'équilibre. 
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où l'enlropie produite par effet des dissipations intrinsèques dépend du parcours r entre l'étal So non 
perturbé et l'état fi. Si la condition: 

VL(S)=V(S)-V(So)X) VS*fîo 129 

est satisfaite alors l'équilibre est stable au sens de Lyapunov. Il s'agit d'une condition suffisante, vu 
que d'autres fonctionnelles peuvent éventuellement la remplir à la place de la fonctionnelle V définie 
dans la (128). 

6.4.3. Conclusions. 

Une condition suffisante pour la stabilité de l'équilibre d'un système en une 
configuration donnée est obtenue en vérifiant les conditions (122) pour la fonctionnelle différence 
construite à partir de la fonctionnelle définie par les (118). Le problème principal est lié à la 
dépendance du chemin suivi. 

On obtient la condition de Hill sous forme intégrale: 

©d:So):ddVt
 13° 

v J
t -

suffisante pour que l'équilibre soit stable sous des perturbations donnant des processus isothermes 
et si le chargement ne dépend pas de la configuration ("dead" loading); on interprète celte condition 
comme une condition pour la stabilité "directionnelle" de l'équilibre: lorsqu'elle est vérifiée il ne peut 
pas y avoir des départs de l'étal d'équilibre par des chemins de déformation "droits" 
cinématiquement admissibles. Un chemin est dit "droit" si le déplacement est affine dans le temps à 
une vitesse admissible: c'est un mode de déformation qu'on avait appelé "diffus". 

On obtient aussi, comme linéarisation du problème défini par la vérification des 
(¡22), les conditions (109): elles sont valables en isotherme et en première approximation, c'est à 
dire en vérifiant la condition (129) dans un voisinage infinitésimal de SQ (la (129) est en général à 
vérifier dans un voisinage fini de So) dans la forme: 

^VL(iln)=52,i/(So)+Ta2Sint(lin)(ÔSo,dn m 

obtenue en considérant la dissipation intrinsèque linéaire par rapport aux flux des variables internes 
dans ce voisinage infinitésimal (ce qui est classique en thermodynamique des processus 
irréversibles) et en utilisant l'énergie libre à la place du terme dû à l'énergie interne et à l'entropie 
dans la (128) (ce qui est possible grâce à l'hypothèse de conditions isothermes; le multiplicateur de 
Lagrange T* est alors la température T): 

lP(2)=U(g)-T*S(S)=U(2)-TS(S) ; i.e. T*=T ° 2 

v(S)=v(g)+Tsinl(s,so,n 
Ces restrictions de la généralité réduisent la condition suffisante de stabilité dynamique à une 
condition suffisante de stabilité aux perturbations modifiant le problème incrémental, c'est à dire aux 
bifurcations qui avait été définies angulaires. 

La stabilité des processus peut aussi être étudiée en partant de considérations 
analogues. 

La condition (120) sur le comportement tangent du corps a été formulée selon un 
modèle qui représente bien la physique des bandes de cisaillement à basse température (localisation 
en bandes après bifurcation, matériau élasto-plastique); sa signification a été expliquée par plusieurs 
auteurs qui l'ont obtenue par des procédés divers. Néanmoins elle nécessite la détermination du 
comportement tangent; pour un polycnstal cela oblige au passage par une méthode 
d'homogénéisation et donc aux limites d'un tel passage en proximité d'une bifurcation (Cf. § 5.5). 
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On considère que la théorie générale du §.6.4. devra être employée dès qu'on aura 
défini un modèle thermo-mécanique de polycnstal qui répond aux exigences de modélisation 
ressorties de l'étude préliminaire sur la physique du phénomène des bandes de cisaillement Par cette 
théorie générale on pourra obtenir une condition de localisation adéquate au modèle bâti, 
indépendamment de la forme de celui-ci, pourvu que le système considéré remplisse les hypothèses 
à la base de ladite théorie. 
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7. Conclusion. 
L'utilisation de l'ensemble des théories illustrées dans cette partie du chapitre permet 

l'étude thermo-mécanique de l'instabilité plastique d'un polvorista! et donc, par translation sur la 
réalité, l'étude des bandes de cisaillement dans les tôles laminées des alliages de l'Aluminium. 

La difficulté principale d'une approche de ce type est due au changement de l'échelle 
géométrique qui se vérifie lors de l'apparition d'une bande de cisaillement. On a vu en fait que ce 
phénomène est une instabilité avec localisation de la déformation dans le processus post-cntique; la 
détection d'une telle instabilité se fait par l'étude du comportement incrémental du corps. D'un autre 
coté le comportement d'un polycnstal est obtenu par homogénéisation en tenant compte d'éléments 
de volume représentatifs qui doivent demeurer infiniment petits par rapport à l'échelle 
macroscopique du corps étudié. On voit alors que une approche d'homogénéisation du 
comportement d'un polycnstal n'est pas forcement compatible avec un étude de localisation de sa 
déformation. En particulier on a vu que la taille (largeur) d'une bande de cisaillement peut être 
comparable à celle de plusieurs grains (jusqu'à une dizaine de grains); sous une telle condition il est 
difficile de considérer les mêmes éléments de volume représentatifs après et avant apparition des 
bandes. 

Par conséquent on essaie dans ce travail d'utiliser les théories présentées ci-dessus 
pour bâtir un modèle de polycnstal qui, en évitant la recherche d'un comportement homogène, 
conduit à une étude de l'instabilité avec localisation. 

Un autre type de problème est lié à l'interaction entre grains équi-orientés dans un 
polycnstal. On sait que l'existence de super-réseaux entre grains voisins stabilise l'évolution du 
polycnstal et, dans le schéma proposé pour comprendre l'apparition des bandes de cisaillement, on a 
donné une importance pnmaire à cette stabilisation: c'est la disparition soudaine de cet effet qui 
cause la brutalité du phénomène. 

Toujours au rapport entre orientations des grains voisins est lié le problème de la 
propagation hors de leur grain originaire des micro-bandes de cisaillement, représentant avec une 
bonne probabilité le germe des bandes de cisaillement. 

Dans la recherche du comportement homogène l'interaction directe entre 
hétérogénéités est généralement négligée (en faveur du rappon entre hétérogénéités et ensemble de 
l'agrégat), ce qui dinge notre attenuon hors des méthodes d'homogénéisation. 

Un dernier aspect est relatif à l'évolution des réseaux cristallins, l'hétérogénéité de la 
microstructure d'un polycnstal n'est pas imposée à pnori, c'est l'état actuel de la déformation qui 
détermine si un grain se déforme suivant un comportement homogène ou non. il nous semble alors 
que l'écnture de lois d'évolution de la microstructure couplées avec l'évolution macroscopique du 
polycnstal est d'importance pnmaire; encore une fois une méthode classique ne nous aurait pas 
permis de telles études. 

Ce demier point est en effet le point le plus important qui nous conduit à la recherche 
d'une méthode alternative: l'interaction entre niveau microscopique et macroscopique et, en 
particulier, l'écnture d'équations d'évoluuon de la microstructure, notamment de l'onentation 
cristalline26. Ces équations existent sous la forme de liaisons cmémabques avec le mouvement de la 
matière, les modèles qui en résultent peuvent manifester des limites physiquement inadmissibles. Un 
modèle de poiycnstal pour l'étude des bandes de cisaillement doit, avant tout, résoudre ce point. 

Dans la méthode proposée on considère d'égale importance la position dans l'espace 
des points maténels d'un polycnstal et l'onentauon de ses réseaux cnstallin. Par conséquent on 
place le polycnstal non pas, comme d'habitude, dans l'espace euclidien bi- ou tn-dimensionnel, 
mais dans l'espace obtenu comme produit cartésien de cet espace euclidien (dans lequel est 
représentée la matière) avec l'espace des onentaûon (dans lequel on représente l'onentation des 
cristaux). D'un point de vue formel on développe dabord les passages classiques de la mécanique et 
de la thermodynamique des milieux continus en donnant ensuite une justification physique de ces 
passages. 

Nos besoins de modélisation montrent l'intérêt d'une étude de type milieu 
micropolaire. C'est en effet sur un modèle de ce genre que notre travail a été conduit. 

Cest donc l'action du macroscopique sur le microscopique qui est mise en cause. 
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Je regrette que j'ai connu en retard, par rapport à la rédaction de ce texte, l'œuvre de 
Monsieur le professeur Gianfranco Capnz sur les milieux avec microstructure27, qui aurait peut me 
conduire dans la bonne direction avec moins d'incertitudes. En me proposant, pour l'avenir, une 
plus étroite liaison avec ses travaux, j'espère que le Prof. Capriz puisse participer au Jury 
d'évaluation de cette thèse. 

- 7 Ces travaux sont reportés dans la bibliographie car. bien que je n'ai pas put les utiliser comme sources pour 
mon travail td qu'il est présentela, ils seront sûrement précieux pour la suite de la recherche. 
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Modèle de polycristal 
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C H A £ I T R E III 

Polycristal plan 

1. Introduction. 

Ce chapitre a la finalité d'inlroduirc, en raisonnant dans un cadre simplifie, le modèle 
de polycnslal qui fait l'objet principal de celle Ihèse. 

On a vu dans le Chapitre II quels sont les passages fondamentaux cl les difficultés 
principales dans la formulation de modèles thermo-mécanique de polycrislaux. Pour en donner une 
lisle simplifiée on peut considérer: 
_lc modèle microscopique du cristal, i.e.: 

_lc comportemcnl d'un système de glissement isolé d'un crislal (loi de Schmid, 
visco-plaslicilc, écrouissage pnmaire); 
_I'inlcrdclion entre systèmes de glissement d'un cristal (écrouissage latent); 
_la détection des systèmes de glissement actifs dans un cristal pour un mouvement de 
milieu continu donné sur sa surface (méthode de Taylor-Bishop-Hill); 

J'assemblage des grains, i.e.: 
J'évolution de la microslruclurc (texture cnstallographique et morphologie des 
grams); 
J e passage micro-macro (homogénéisation avec hypothèse de Taylor ou méthode 
aulocohérenlc). 

Une simplification tant du modèle microscopique que du problème de l'évolution de 
la texture pcul cire obtenue en utilisant un modèle avec cristaux plans pour étudier un polycnslal en 
déformation plane. Des tels modèles, appelés de poly-lamelle, ont été illustrés dans le Chapitre II au 
§ 5. auquel on renvoil pour la discussion sur le rapport entre un poly-lamelle et le polycristal plan 
qu'il représente. 

Le problème thermo-mécanique du poly-lamelle sera traité dans ce chapitre suivant le 
schéma classique de la mécanique das milieux continus, mais dans un référcnliel étendu: on 
considère que pour définir la configuration d'un poly-lamelle dans le plan il faut la donnée de la 
position de tout ses points cl de leur onentalion dans ce plan. Par conséquent, si Vt esl le domaine 
dans R2 occupé par le poly-lamelle à l'instant l, on considère un corps fictif qui occupe le domaine 
Vjx|ü,7tj dans R3 et pour ce corps on écrit un problème d'évolution thermo-mécanique. 

Le schéma du travail est le suivant 
on défini la géoméine du cnslal plan isolée (c'csl à dire ses systèmes de glissement 
dans le plan): un crislal a plusieurs (on suppose trois) systèmes de glissement, 
chaque système est une lamelle de l'agrégat; 

_ on considère la loi de Schmid valable sur tout système de glissement; 
_ on considère que ic voisinage d'une lamelle est l'ensemble des lamelles proches dans 

le plan et l'ensemble des lamelles ayant une onentalion proche dans le demi-cercle; 
_ on considère la cinématique d'un assemblage de lamelles: cet assemblage peut se 

déformer tant par déplacement différentiel de ses points dans le plan que par rotation 
différentielle de ses systèmes de glissement, ces différentiels étant pris tant par 
rapport à la position dans le plan que par rapport à l'orientation des lamelles dans le 
demi-cercle; 

_ on considère des puissances virtuelles selon ladite cinématique et on obtient les 
conditions d'équilibre du poly-lamelle qui doivent être vérifiées pour tout point dans 
le plan et pour touie onentalion dans le demi-cercle; 

ïIn mtviMp thprmn-márnniniip àf> nalvrriçtfil-
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_ on considère le bilan d'énergie libre avec une production locale (i.e. par point et par 
orientation) positive d'entropie: en considérant des états thermodynamiques locaux 
en tout point du poly-lamelle dans le plan et en toute orientation des lamelles dans le 
demi-cercle, l'état (et donc l'équilibre) est affecté au système de glissement isolé (en 
interaction avec les autres) et non simplement au cristal isolé (comme il serait pour 
des états locaax relatifs seulement aux positions géométriques dans le plan); 

_ on considère l'inégalité de Clausius-Duhem comme condition sur le comportement 
écrite en considérant que la production d'entropie, vu les systèmes locaux employés 
pour décrire l'état du corps, dépend tant d'échanges irréversibles entre points 
proches dans le plan géométrique que d'échanges entre orientations proches dans le 
demi-cercle; 

_ on écrit les équations de comportement nécessaires à fermer le bilan équations-
inconnues ainsi obtenues. 

On compare ensuite, moyennant un exemple qui permet l'obtention analytique de la 
solution du problème posé, le modèle proposé avec ies modèles correspondant repérés dans la 
littérature, qui ont été illustrés au Ch.II § 5. 

Dans la deuxième partie du chapitre, pour expliquer la pertinence géométrique du 
modèle, on montre comment la géométrie considérée peut être obtenue en projetant sur le plan de la 
déformation un cristal CFC. Par contre on ne poursuit pas avec une étude sur la pertinence du 
système d'équations posé et sur le comportement car il convient de se référer pour cela au cadre plus 
général qui sera introduit dans le chapitre suivant. 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -



79 

2. Modèle. 

2J . Géométne.eLciaématiqu£. 

2.1.1. Géométrie. 

On considère un poly-lamelle ayant une seule direction de glissement par lamelle et en 
géométrie plane. L'orientation d'une lamelle dans le plan est identifiée par un angle dans un 
intervalle de longueur n (un système de glissement peut s'activer selon deux directions). Les 
rotations des lamelles ne sont pas indépendantes mais liées par groupes de trois de façon à constituer 
un triangle équiangle: 

. E-, 

Fig.l: Schéma de poly-lamelle utilisé. <j>=;i/3 
Ei 

Un tel groupe de trois lamelles constitue l'image d'un cristal dans le plan de la déformation. Par 
conséquent dans un point du plan les systèmes de glissement relatifs aux trois lamelles interagissent 
de façon à s'adapter à la déformaüon macroscopique de milieu conünu. En outre il suffit de 
considérer un intervalle de longueur rc/3 pour décrire le système 

Pour chaque lamelle on considère un comportement donné par la loi de Schmid sans 
écrouissage. 

On suppose que l'on considère un nombre suffisant de lamelles (i.e. un volume 
suffisamment grand du polycnstal) pour que toute grandeur dépendant de l'onentation des lamelles 
soit identifiable avec une fonction continue et dénvabie, autant de fois qu'il faut, par rapport à cette 
orientation. 

2.1.2. Mouvement. 

La configuration d'un poly-lamelle est définie par la donné de la position géométrique 
dans un plan et de l'onentation dans [-;I/6;T/6( des ses lamelles (qu'on peut interpréter comme des 
points matériels avec des orientations non matérielles). 

Pour une description lagrangienne du mouvement on considère une configuration de 
référence initiale, à l'instant 0. V0\(-n:/6jt/6] et les transformations inconnues: 

a=Z(i.t)ev, ; tt=e(x.e.oe[- £. £ | V(s,6)ev0x[- J , £],Vt 

Pour une description eulenenne du mouvement on considère les inconnues u, champ 
des vitesses dans le plan du poly-lamelle (LiR,R:) espace des vitesses dans R2), et w, champ des 
vitesses de rotation des lamelles fonctions de la position actuelle dans le plan et de l'onentation 
actuelle dans [-n/ó^-i/ój: 

u(2,t)eL(R.R:) ; w(a,&.t)€R V(£d)eV,x[- g-, g-],Vt 

On remarque que la transformation "géométrique" S, de même que la vitesse 
"géométrique" u, est pnse indépendante de l'onentation des lamelles: on suppose qu'il n'y a pas de 
filtration, c'est à dire de déplacement reianf, entre les lamelles positionnées dans un même point 
géométrique. 

On remarque aussi que ¡a transformation de l'onentation des lamelles dépend de leur 
onentabon initiale, de même que leur vitesse de rotation dépend de leur onentation actuelle. La 
physique à la base d'un tel choix sera expliquée dans une partie suivante du chapitre. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycnstal-
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Du point de vue des conditions initiales et au contour on a les conditions classiques 
pour les vitesses géométriques u. Pour les vitesses de rotation w on a les conditions analogues de 
repos à l'instant initial et de périodicité aux extrêmes de l'intervalle de longueur 7t/3 considéré (Cf. 
formules (11.23), (11.24) et (11.81)): 

C„: 
[u(i.0)=uo(E1(A,t))=0 V*EVt ( - - ' a t ) 6 V 0 Vt) 3 

U<a,t)=Uo(t) VaedvtU,Vt 

w(a,#,0)=o V(A,û)ev,x[-£,g-] 

w(a,-~t)=w(*,|,t) VaEV,,vt 

où <3V,L est la partie de la frontière où on impose les vitesses Uo à l'instant t. Ceci donne les espaces 
des vitesses admissibles U et W: 

U={u(*,t)eL(R,R2): u satisfait Cu}
 4 

W={w(ft,d,t)£R: w satisfait Cw} 

2.1.3. Masse volumique. 

On se donne, à tout instant, une masse volumique pour tout point du corps dans le 
domaine plan Vt et pour toute orientation dans [-n:/6jt/6]; par hypothèse cette masse volumique sera 
une fonction continue et derivable de ces variables1. On verra dans une partie suivante du chapitre 
que cette masse volumique fonction de l'orientation contient les mêmes informations d'une ODF. 

On postule une équation de conservation qui s'éent en eulenen: 

dp(f,d'l) + diva[p(a,o.t)u(a,t)] + -2-[p(a,tt,t)w(Ä,fr,t)] = o 

V(^ö)ev txi-| ,J],vt 

Et en lagrangien par rapport à la masse volumique initiale (par point et orientation) po: 

Po(x,8)=Jx(x,t)Je{x,e,t)p(a,tr.i) V(x,e;ev0xi- ÉP £] ,Vi ,^5(x , i ) ; tH6(x,8,î) 

t rôî(x.t)] , , „ x 36(x,e,t) 

2.1.4. Taux de déformation. 

Les interactions mécaniques entre corps (forces) sont mises en relation moyennant les 
puissances, fonctionnelles linéiques des taux de déformation. La définition des taux de déformation 
et des mouvements ngidifiants permet donc de définir les contraintes et leur équilibre avec les efforts 
extérieurs. 

On considère un taux de déformation de la matière classique, donné par le gradient 
matériel géométrique des vitesses, et un "taux de déformation du matériau" donné par la dérivée par 
rapport à l'orientation tf de la vitesse de rotation des lamelles et par le gradient géométrique de cette 
vitesse: 

! Comme précédemment dit on considère à cette fin un volume suffisamment grand de matière, 
- Maurizio Brocato - Thèse KNPC CERAM -
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gradfcU(a,t) ; —w(a,tt,t) ; gradaw(*,i>,t) 
dir 

Le premier des nouveaux termes introduite tient compte du lait que la vitesse de 
rotation des lamelles vane selon leur orientation. Tant que cette dépendance était de nature 
strictement cinématique il n'y avait pas de raisons de considérer des puissances dues à sa variation 
(elles auraient été éliminées en considérant les mouvements rigidifiants). Comme dans nôtre modèle 
la vitesse de rotation dépend de l'orientation actuelle pour des raisons constitutives il faut considérer 
non nulle la puissance induite par une variation dans cette relation constitutive2. 

Il est plus facile d'expliquer la signification du troisième terme des (7), vu qu'il décrit 
une hétérogénéité de l'évolution des textures dans des voisinages géométriques: pour qu'il se 
manifeste des gradients dans le plan de la vitesse de rotation des lamelles il laut une puissance 
extérieure mécanique non nulle (voir note précédente). 

2.1.5. Déformations. 

L'état thermodynamique local d'un corps est défini par la donné d'un ensemble de 
variables et d'un potentiel sur cet ensemble. Parmi ces variables d'état la déformation peut 
apparaître, d'où la nécessité d'une définition des déformation et de relations entre déformations et 
taux de déformation. 

Dans le modèle simplifié objet de ce chapitre on néglige les déformations réversibles, 
par conséquent la déformation "géométrique" de la matière n'est pas une variable d'état et on n'a pas 
besoin de sa définition. Par contre on considère que l'état du poly-lamelle dépend du champ des 
orientations des lamelles dans le plan: en passant à une thermodynamique locale il faut donc définir 
une fonction objective du gradient géométrique de la transformation des orientations comme variable 
d'état. En conclusion il faut définir une "déformation géométrique du matériau": 

LeU,o,u=vxe(x,e,i) 8 

on voit aisément qu'il s'agit d'un vecteur objectif qui est nul pour tout mouvement ngidifiant du 
poly-lamelle-'. 

On voit bien l'analogie avec le passage d'une description 2-D à une description 3-D pour une plaque épaisse 
conservant son épaisseur tant que l'hypothèse de KirchhofT-l xive de conservation des normales demeure valable il n'y a 
pas de puissances dues à la rotation des sections droites (solidares avec la surface moyenne) ni à des gradients selon la 
normale à la plaque. Si on considère l'hypothèse de Mmdlin-keissner par laquelle les normales demeurent droites mais 
perdent leur normalité à la surface moyenne, la puissance due à la rotation des sections droites dépend de l'angle de cette 
rotation (donc de la cote le long des normales\. mais il n'y a pas de termes de gradient selon la normale. Finalement si 
on exclus toute hypothèse simplificatrice et on considère une plaque comme un corps 3-D, il faut considérer une 
puissance non nulle due aux gradients scion les normales à la surface moyenne. 

Le cas de Kirchhoff-Lo*e est analogue a celui d'un poly-lamelle à un glissement avec liaison cinématique 
entre texture et vitesses matai cl les, le cas de Miadhn-keissiier à celui d'un poly-lamelle à un glissement avec direction 
variable par rapport à celle de la lamelle la variable vitesse de rotation des systèmes de glissement devient 
indépendante du point de v uc cuicmatiquc. mais il n'y a pas de puissance due à des gradients par rapport à l'orientation 
des lamelles. 
Le cas général 3-D est analogue au modèle de pol y lamelle présenté: les gradients des vitesses par rapport à 
l'orientation des lamelles induisent une puissance intérieure non nulle. 
^ En fait pour un changement de référcntiel donnant une rotation a à l'instant t: 

K reos« s i n « ] l ^ - i i _ r e W . t ) = 9 ( i . 8 . t H a 8b 

= " [ -sinn cos« J ' jff=»+a ~* |vx .e ,(x,0,t>=Vxe(x,8,t) :K
T 

et pour une rotation ngidifiante q de la configuration actuelle 

eu.e.D=tt*<r. v u - U(x,ö,t)~<x,e.t)t,=ü 
rfx, 
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1.1. Mécanique et équilibre 

2.2.1. Mouvements ngidifianis. 

Les mouvements ngidifianis du poly-lamelle sont ceux de corps rigides dans le plan 
du problème avec orientation des lamelles fixée à la matière: 

vitesses rigidifiantes Vt . 
Í r 0 " 1 ! 

K V _ , u<, L ! 0 j - VuoeL(R,R2),VnieR 

\VR(&,0)=T¡T 

2.2.2. Principe des puissances virtuelles. 

On se place en absence de puissances d'accélération, on ne considère pas de forces de 
volume dans le poly-lamelle. On considère les champs des vitesses virtuelles: 

uv(^)£L(R,R2) ; w v ( i ö ) 6 R 10 

La puissance virtuelle des efforts extérieurs est, pour un sous-domainc V arbitraire du domaine 
occupé par le poly-lamelle dans R2 à l'instant t: 

PCxt(V.t)= |Tu,t)-uv(Ä)dS t VVÇVt,Vt H -r 
la même puissance peut être affectée à un sous-domaine arbitraire rectangulaire4, D, de 
V(X[-5T/6,;T/6]: 

jt n; 1 2 

Pe*«(D,t)=Pext<V,t) VD=Vx[a,ß|CD,=Vtx[- ^ , ^ J.Vt 

Pexi(D,i)= / r( i ,» , i ) -uv(2)dS,dd VDÇLYVt 

¿JVxfu.ßl 

les fonctions T doivent donc vérifier la condition: 

13 JÏ(&ft,t)df>=T(A,t) 

En conséquence du choix des taux de déformation on écrit la puissance virtuelle des 
efforts intérieurs dans ce sous-domaine D: 

14 
P.m(D.t)= nA(a,û,t)-uv(*)-i(a.O,t):gradauv(Î)+B(a,f>,t)wv(ft,*)-= j1«* 

-C(Ä,#,t)-gradaw%f(a,ö)-D(a,ü1t)—wv(a,ö)IdVjdí* VDÇDt.Vt 
dû 

qui doit être nulle dans tout mouvement ngidifiant, ce qui implique: 

fACfc,0,t)=Q , 5 

V(Ä,ü)eD,,Vi 
[B(a,tU)=-2n(a,tM) 

4 l Jn tel sous-domaine rectangulaire a une frontière du type: 
dD=dVxfa,ßlUVx{a}UVx{ß} 12b 

où V est un sous-domaine du domaine occupé par le coips dans R2 et 3V est sa frontière. 
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ayant appelé: 

1 , -,, í ° f* 1 l , , , \ «11 ü 1 2 l 
antsymt = ^(t-P) = | | ; symt = ^ (U- l} ) -o_- \ j 

[-H ü j ~ ~ ~~ L í T l- ° 2 2 J 

1.a condilion actuelle d'équilibre du poiy-lamcllc s'écrit alors: 

P„ t(D,t) + Pi„t(D,t) = JT(a,fU)-uv(a)dS,dft + 

15 

16 

+ J l - ^ 5[at,o-,t):symgradauv(a)-^(ií)-,i)[rol3Uv(3t)+2wv(a,i>)]-

-C(Ä.O,t)-grdd iwv(3t,u)-D(a,ö,t)- i^vv(a,d)]dV tdd = 0 
dû 

VDÇD,,Vi ; Vuv(*)eLfR,R2),V\\ -v(Ä,ü)eR 
où on appelle: 

„ oui du-> r 0 1 i 17 
roh u = rotu- E-¡ = = :antsvmgrad->,u 

d*n ()%, [-1 Oj 
On appelle v le taux de rotation relative matériau-matière (nul pour tout mouvement 

rigidi fiant): 
2v(3t,-0-,t)=rot3u(St,t)+2w(3t,ö,t) l 8 

on remarque qu'il existe une puissance intérieure duc à ce terme. On remarque en ouirc que, grâce à 
l'hypothèse de non-fillralion, on peut remplacer vv avec v dans le terme en D; si on néglige les 
puissances associées aux dérivées secondes des vitesses géométriques u (en cohérence avec la 
mécanique de la déformation étudiée), on peut faire la même opération dans le terme en C. 

De façon classique on déplace les dérivées partielles cl, par application du lemme de 
Gauss, on transforme les intégrales de volume des dérivées en intégrales de surface, en tenant 
compte de la forme rectangulaire du domaine D: 

¿)\ 

-^at,it,t):symgrada,uv(Ä)dVtd\lh= 

fn(2,t) -«(a,d,i)-iiv(Ä)dS,dü+ fdiva¡íj¡(A,u,t)-uv(»)dV,dd 

19 

cl 

ou: 

- /n(Ä,i>.i)rot3uv(a)dV,dO= frotjtn(Ä,ü,t)-uv(2)dVtdö 
ri 

20 

21 

Les autres intégrales de volume sont transformés en: 

- fC(a,ft,t)-grad*wv(2;,ft)dVtdf> = 

= - Jt(a,^,t)-n(a,t)\vv(a,û)dS,dO- + fdiv¡tC(a,^,t)\vv(»,*)dVtdO 
öVxftx.ßl D 

22 
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et - fD(a,tf,t)-2-wv(»,fr)dV,d# = 

- Cliapitre III -

23 

= -J|D(a,ß,t)wv(a,ß)-D(a,a,t)wv(a,a)]dVt + f-^-D(a,ü,t)wv(a,i 

virtuelles: 

,tf)dVtdfl 

Le système est en équilibre s'il vérifie la condition du principe des puissances 

Pex t(D,t) + P,nt(D,t) = 24 

=J[div^[a,d,t)+rot^ia,e,r)]-uv(Ä)dVtd^ + 

+ fi-2n(a,o,t)+di\aC(a,o,t)+-^-D(a,o,t)lwv(a,û)dV^io + 
![ ~ dû - j 

f[T(a)^,t)-o(a,o,t)-n(a,t)]-uv(a)dS,dû- JC(*,fr,t)n(ä,t)wv(2,0)dStdi>-
xlu.ßl — dVxRß] 

- j |D(a,ß,t)wv(a,ß)-D(*,a,t)wv(&a)]dV t = 0 

VuveL(R,R2) ,VwveR ; VDÇLYVt 

Les équations d'équilibre qui doivent être vérifiées localement à l'intérieur et sur la 
frontière du poly-iamelle sont alors: 

d\ 

divao<2,iht)+rota.u(a,ö,t)=0 
25 

Ji n. 

-2n(A,o.t)+div:tC(a,û.t)H—D(a,o,t)=o 6 6 

3t> 

'aia,0,i)-n(a,t)=T(a,û,t) 

C(a,O.t)-n(a,t)=0 

r-v * ~ 1 

D(i.-^0=D(a,^, t ) 

31 î t . 
V(a,û)eavtx[T,g-i,vt 

v a e V p V t 

2.3. Thermodynamique. 

2.3.1. Bilan d'énergie interne. 

On considère une énergie interne E et une puissance calorifique C avec des densités 
(massique pour la première, massique et surfacique pour la deuxième) dépendant de 1'orientaüon O 
des lamelles: 

Ê(D.t)= fp(*,d,t)ê(a,fl,t)dV tda VDÇDt,Vt 2 6 

C(D,t)=fr(a,û,i)dV,dû- fq(*,û,t)-n(a,t)dS,dd VDÇD,,Vt 
D avxia.ß] 

On écrit le bilan d'énergie interne: 
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ÊiD,l)=-Pinl(D,t)+C(D,t) VDÇD,,Vt T¡ 

i.e. 
f)(a,#,t)ê(^,uj)=^A,\^t):symgrada,u(a,t)+^(at,ô-,t)[rotcîU(3t,t)+2w(a,u,t)J+ 

+C(A,fM)-gradstw(*,ft,t)+D(a,0,t)—w(a,0,t)+r(*,ö;t)-divag(a,ö-,t) 
dû 

V(a,wevtx|-^,|i,Vt 

2.3.2. Bilan d'entropie et inégalité de Clausius-Duhem. 

On cent le bilan d'entropie pour une production r\ toujours non négative en tout point 
du système el pour une température qui ne dépend pas de l'orientation i* (on considère des flux de 
chaleur suffisamment rapides cl hétérogènes pour rendre homogène la température). Localement on 
a; 

p(£ÎM)T(a,t)s(*,ïM) = ^ 

=r(¿í>,i)-div!fcíi(a,o,i)-K1(a.o,t)- gn^/
ítT(7,1)+p(^,^,t)T(a,t)n(a.ü,t) 

T(ä,t) 

avec Tj(Ä,ö,t)äO V(ft ,^)EV tx|-^ ,g-] ,Vt 
En explicitant dans le bilan d'énergie libre (définie par x(i=e-Ts) la dissipation 

volumique (définie par D=pTr)) on obtient l'inégalité de Clausius-Duhem: 

!)(*, tt,t)=p(a,tU)T(a,t)Tl(at,fl,t)= 29 

=-fHÄ,f>,t)^(Ä,ft,t)+^Ä,f)-,t):symgradfcu(a,t)+^(a,ü,t)[rot3U(a,t)+2w(k,i>,t)J+ 

+C(a,íM)-gratlAw(a,íM)+D(A,0,t)—w(*,tt,t)-

-fi(a,íM)f(a,<t)s(ft,íM)-g(a,o,t)- F4*1*7^1) ><, 

On considère que l'état local actuel dans un point du poly-lamellc est décrit par la 
température et par le gradient géométrique des orientations des lamelles (on néglige par hypothèse 
les déformations réversibles). Par conséquent le potentiel énergie libre est par rapport à la 
configuration initiale'': 

V(x.8.t)=v(T(.\,t).vlle(x,e,t)) V(x,8)ev0x[-s-,s-],vt 

Les variations de ce potentiel doivent être égales aux variations de l'énergie libre 
selon le bilan (29) pour tout processus thermodynamique: 

> I.'e\pression (30) est objective. 
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p(a,tt,t)ip(ft,ü,t)= 

=^*,f^,t):iiymgrad;ku(Ä,t)+n(Ä,ii-,t)[rot3U(Ä,t)+2w(X,f)-,t)]+ 

+C(a,#.t)-gradstwía,#,t)+D(a,'í>,t)—w(a,tt,t)-

-p(a,ft,t)f(a,ft)s(*,tt,t)-g(a,ft,t)- ë""1*1 '̂1) -p(a,#,t)T(a,t)Ti(a,tt,t)= 

T(Ä,l) 

=p(a.*,t)J(iö,t)f (a,t)+p(aç,-r>,t>—— • V êra,<M) 

31 

'dT av,e ^v 

V(a,í»evtx(-J, J|,Vt 

pour un processus faisant varier la seule température on obtient alors la loi d'état: 

s(£fU)=-^a,t) V(a,d)ev,x[-1, | ],Vt 
32 

un processus qui ne fait \ancr que le gradient géométrique des orientations ne peut pas se vérifier 
pour une valeur arbitraire de la température (il se vérifie à la température de restauration); par 
conséquent on n'obtient pas d'autres lois d'étal. 

Dans l'inégalité de la dissipation, après avoir substitué la loi d'étal, on distingue une 
dissipation thermique et une dissipation intrinsèque toujours non négatives: 

33 

^ >o Via.ft)ev.xr-£-.£i.vt 
T(*,t) 

'Hihcm.(*,ft.t) = -H(Ä,fuy ^ J i ^ 0 s*> V(a,*)EV,x[-|,|],vt 

Dint(Ä,ö,t) =c^a.ü.l):symgrdd^u(a,t)+M<a,ö-,t)frot3U(*,t)+2w(k,i)-,t)]+ 

dit' 8 H 31 
+(C-p—-L--F..)(k.ü.l)-grad>w(Ä,ü,t)+D(Ä,ö,t)—w(*,#,t) £ 0 V(i,it)eV,x[- r , 7- ],Vt 

av,e - d\Y ^ (1 

où on a noté: 

F^(2 , f t , t )=V,E(E I (* , t ) , e - 1 (a , imt ) V(ft,d)EV Ix[-g-,g-],Vt 

Dans un modèle simplifié la température peut être postulée homogène et constante 
dans le temps: les seuls effets de dissipation sont dus aux glissements et aux rotations des systèmes 
de glissement donnant une dissipation intrinsèque positive. 

On remarque que la puissance intérieure associée au gradient géométrique des 
vitesses de rotation n'est pas toute dissipée. Pour simplifier la notation soit: 

dw -15 

C i n<Ä,fU)=C(a,ö,i)-p—— •F^(a,<M) 
avxe -

Si la dissipation est linéaire, ce qui représente des petits éloignements des états 
d'équilibre, un flux disparaît si son affinité disparaît Sous une telle condition il existe un potentiel 
de dissipation dont la convexité assure la posilivitc de la dissipation (condition suffisante pour la 
linéarité autour d'un état d'équilibre): 

3qHsymgrada.u,v.grada.w,—) convexe: (a,n,C)rT,D)Eâq) 
di) ~ 
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1CI1L 

Dans la suite on donne un aperçu des possibles lois de comportement pour un tel 
problème. On se place en isotherme pour des températures inférieures à 1/3 de la température de 
fusion à la pression atmosphérique du métai en objet (e.g. au dessous de 200°), ce qui nous permet 
de ne pas considérer l'influence de la température sur le comportement. 

Pour simplifier le modèle on exclut toute dissipation d'origine thermique. 
Le comportement contraintes-déformations est plastique indépendant du temps (on 

considère donc une échelle des temps qui valide cette hypothèse d'indépendance) avec effets 
élastiques négligeables. Le comportement relatif aux autres contraintes est à définir, mais, dès 
maintenant, on suppose qu'il est indépendant du temps aussi. Cette hypothèse semble raisonnable 
vu les températures en jeu et l'absence d'énergie élastique pouvant être stockée dans le système et 
rendue dans le temps par effet d'une réorganisation du réseau des lamelles (d'ailleurs à la 
température ambiante on n'observe pas d'évolutions de texture dans les alliages auxquels on 
s'intéresse en absence d'actions extérieures). 

Les contraintes \L, C et D ont été introduites par des raisonnements formels, mais leur 
description en termes de comportement ne peut se faire que par l'expérience. En ce sens on essaie 
dans la suite de les relier aux champs de vitesse du poly-iamelle seulement dans le but de développer 
cet exemple. D'ailleurs ceci nous permettra aussi de nous faire une idée sur l'identification 
expérimentale de ces grandeurs. 

2.4.1. Contraintes de Cauchy. 

Loi de Schmitt. 
Le comportement au glissement le long de l'un des 12 systèmes d'un poiycristal CFC 

est donné par une loi de Schmid (Cf. formule (11.59)). Dans le modèle présenté on identifie un à un 
systèmes de glissement et lamelles, celles-ci étant identifiées par leur orientation & dans le plan. On 
peut donc écrire: 

-tfü)--r=(ü-^ö\ö+J)<0 ; y(S)>0 

[x(Û)-f:(Û-£, &,-&+£)]y(Û)=0 

37 

7t Jt 

où x(d) est la cission sur le système d'orientation &, et la cission seuil tc dépend de l'histoire des 
glissements des lamelles associées dans leur mouvement à celle en objet (écrouissage latent). Si on 
considère ce comportement pour un point du poly-lamelle dans son plan et pour un instant de temps 
on obtient la relation nécessaire dans V,x[-:t/ó,v-T/6]xt. 

On éent cette relation avec écrouissage nul (cission seuil constante pour tout système) 
dans le but de simplifier la suite: 

38 
T T Jf T T ï 1—T-V-« I i • Mí _** I T I I "'».I I 

JI JI V(2,fr)eV,xi-£-,g-],Vt: 
t(*,fr,t)-i*£0 ; y(*,#,t)>0 

[t(i,#,t)-f]y°(k,#,t)=0 

Vu qu'on néglige l'élasticité on peut considérer un comportement rigide-plastique; vu 
que chaque système de glissement peut s'activer selon deux directions on écrit ce comportement par 
rapport au signe du taux de glissement: 

V(ft,d)eV,x[- £ , g- ],Vt : x(a,fl,t)=sign[Y(a,ft,t)]Tc 

Relations de localisation. 
La relation entre le taux de glissement et le taux de rotation d'un système et le taux de 

déformation de la matière et la défiruüon de la cission résolue sur ce système de glissement à partir 
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du tenseur de contrainte de Cauchy, permettent de passer du comportement par lamelle au 
comportement par clément de volume du milieu continu6. On défini: 

s(ir)=cosf}Ei+sinTJE2 ; m.(ír)=-sinT>Ei+cosOE2 ;m®s(ö-)= 

-sin2tf 

cos2# 

-sin2ô 

sin2fr 

40 

Dans un point >. et à un instant de temps t fixés, la vitesse géométrique de milieu 
continu, u (qui ne dépend pas de l'orientation des lamelles par l'hypothèse de non filtration), est liée 
aux taux de glissement, y, des trois lamelles représentant un cristal dans le plan de la déformation et 
au taux de rotation, w, des dites lamelles. On obtient donc, en absence d'autres mécanismes 
d'adaptation aux déformations de milieu continu que les glissements et les rotations du réseau, les 
conditions de compaQbilité lamelle-milieu continu (ou de localisation des déformations)7: 

d_(a,t)=gradstu(a,t)= 
41 

0 -1 -Y(i.^-T-t)m®s^^+Y(^^-l)ni®s(o-)+Y(i^-t-T,0m®&(O+T)+w(^,ô',t)[ ] 
[1 OJ 

ji jt 

V(a.u)eavtx|-g-.g-i,vt 

Cette équation, avec hypothèse d'incompressibilité du milieu continu, donne pour 
toute orientation dans l'intervalle [--1/6,1/6] un système de 3 équations avec les 3 inconnues taux de 
glissement8: 

6 Ces définitions peuvent être vues comme conditions respectivement d'équilibre et de compatibilité entre 
lamelles et milieu continu. 

Il faut noter que u et » sont les inconnues eulenennes du problème posé: l'un est du coté macroscopique de 
l'équation (41 ), l'autre donne l'orientation du macroscopique par rapport au microscopique. 
8 On remarque que pour le pol> -iamdie à deux systèmes de glissement présenté dans Ch.II § 5., ces équations 
de compatibilité donnent les deux tau* de glissement en fonction de la partie symétrique du gradient de vitesse et une 
liaison cinématique entre w, la partie annsymétnque de ce gradient et ces deux taux de glissement. Dans le cas présent, 
ayant plus de systèmes de glissement que le nécessaire, la liaison cinématique n'existe pas. Dans un polycristal CFC 
on a un nombre de systèmes de glissement beaucoup plus élevé que ce qui serait nécessaire pour adapter les cristaux à 
tout taux de déformation extérieur, par conséquent l'absence de liaison cinématique est justifiée. 
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< 

42 

V(£tt)edvtx[-|,£],vt 

-dii(î,t)=d22(B,t)=ô ¡Y(A,^-^t)sin2(O-j)+^ît,ô,t)sin20-+Y(ft,-&+j-,t)sin2(O+^-) 

d12(Ä,t)+w(^,o,t)=-Y(a,ö-ja)sm2(ö^)-Y(^#4)sin2i%Y(^ö+|-,t)sin2(ö+j) 

d2i(Äa)-w(Ä,ü,t)^(i,d-j,t)cos-(ö-j-)+Y(i^.t)cos2ö+Y(^ö+j,t)cos2(i^+j) 

de«A,d , t )=4s in 3 j=^-5 îO V u 

Le déterminant de ces systèmes est positif indépendamment de 0, de façon qu'on peut écrire le 
champ des taux de glissement en fonction du taux de déformation du milieu et du taux de rotation 
des lamelles pour tout fr. Pour abréger on néglige la notation des variables ¡fcet t; la solution est 

43 
V(*, tr)E¿>V tx[- | , | ] ,Vt: 

Y(f>-j)=|-2d :2s.n(2ô+j) - (d12+d21)cos(2tf+J-) - d ' ^ 2 1 -w(ft)] 

Y(ü)=|f2d^sin2ö + (dn+d-,¡)cos20 - d ' 2 ; d 2 i -w(ft)] 

Y(fhy)=ä-2d22Sin(2ft-j) - (d!2+d21)cos{2ft-j) - '-,, -1 -w(ft) 

La relation entre la description mécanique du système par la cinématique des trois 
lamelles et celle par ¡a cinématique de milieu continu est donnée par l'égalité des densités des 
puissances des efforts intérieurs écrites selon les deux modèles. Cette identité doit être vérifiée 
quelque soit le mouvement virtuel de milieu continu avec glissements des lamelles compatibles (pour 
obtenir o ou n en fonction de x) ou quelque soient les glissements virtuels des lamelles avec 
mouvement de milieu continu compatible (donnant T en fonction de o et \i): 

° 1 2 ( 0 ) 

<M») 

wSfN I 

T(û)y . 

2n«>i > | °n ( d ) .̂ y ' 

2(ß) X(Ö-HP) 

o_(A,-ô-,t):symgradiuv(*)+fA(*,û,t)rot3uv(a)= 

^Ä,u - j , t )Yv(eö^)+x(a ,u j )Yv(&0)^Ä.^ , t )Yv(Äu+f ) -2^ ( iO , t )wv ' (Ä ,ü . t ) 

V ( ^ ö ) e v t x [ - ^ , | j , V t 
o o 

Vsymgradjjiv,vv (Yv donné par les (43)) ou VYV (syrngrad^uv et vy donnés par les (42)) 

44 
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ce qui introduit le champ T, fission résolue sur les systèmes de glissement selon leur orientation, et 
donne les équations d'équilibre lamelle-milieu continu ou de localisation des contraintes. En prenant 
un mouvement des lamelles produit par un taux de déformation de milieu continu arbitraire avec taux 
de rotation relative matériau-matière nul on obtient (on néglige la notation des variables ;t el t dans 
les équations): 

symgrada^v*£etrot3U.v=-2vvv -* VaEV t ,Vt 45 

0"22-<Tl 1 
ÇIu<ft) = - =r(ft-i-)sin(2ö+j) + Jc(í>)sin2í> - =r(í*+j)sin(2f>-^-) 

Ji Ji j i j i 
o12(f>)= - =r(ö-j)cos(2f>+j) + =r(ft)cos2d - =T(0+j)cos(2ö--g-) 

k«n(ft)+<í:2(ft)=p 

it H 

et pour un tau\ de rotation relative matériau matière arbitraire: 

rot3uv*-2wv - • VVaeV t ,Vt 

X ( ^ 4 ) + X ( Í » + X ( Í > + Y ) 

^ S - : ^1-6-6 

46 

finalement pour un mouvement de milieu continu produit par des taux de glissement des lamelles 
arbitraires: 

47 Vaevt,Vt 
71 

Ttft-j)=°2 2^a ' I(xci)sin2(f»-j)+o-i 2(ft)cos2(fr-^)-n(ft) 

i T(fr)=^^f>)sin2r>+a,2(ír)cos2fr-^(ü0 

Jl Jl 
T ^ H ^ . ) , 0 2 2 " 0 '

 1(i>)sin2«»+j)+o¡ ;(<»)cos2(ft4j)-n(ft) 

Il faut noter que la contrainte fi n'apparaît pas dans les (45), de façon que les 
contraintes de Cauchy peuvent être calculées par les mêmes relations (45) à partir des cissions 
modifiées obienues en substituant \i avec une fonction arbitraire (éventuel lemcni nulle) dans les (47). 
Si on considère alors: 

VaEV t ,Vt •** 

T*(ü-|-)=0 2^0"(ü)sin2(»y)-KT12(it)cos2(fty) 

T*(i»=^ 2^Aö)sin2ö-+o 1 2( í ) )cos2# 
j i je 

j i j i 
x*(»^)=2=^ i<#)sin2(«'+^-)+o12(#)cos2(fl'+^-) 

on obtient l'équivalence des densités des puissances des efforts intérieurs des deux modèles sous la 
forme: 
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V*EV t ,Vt 4 9 

T*(Í>-^-)Y(I<>-^)+T*(Í)-)Y(Í)-)+T*(Í>+^)Y(A,VHJ)= 

= (o22(f>)-an(it)|d22+«!2(ö ')(d!2+d2i)=a(ö):symgrad ; tu ; V # e [ - g - , g-] 

Il csl facile de se convaincre que les lois de Schmid sont relatives aux cissions T* définies dans les 
(49) plulôl que aux cissions T des (48) car on ne tienl pas compte de la rotation du réseau dans leur 
identification. 

Comportement . 
Le comportement des contraintes de Cauchy est défini par la loi de Schmid (40) 

moyennant les relations de localisation ci-dessus. L'hypothèse d'incompressibilité entraîne que le 
tenseur de contrainte de Cauchy ne peut être détermine que à une pression hydrostatique arbitraire 
près: 

n n 50 
Oii(2,o,t)+O22(a,i».t)=p Vp V(a,fl)ev,x[-g-,g-],vt 

Les autres relations sont: 

vaev,,vt 51 

" , (i t>)=^{signJ2Sd22+C.(d2i+di2Hv(f>)]s> 

+sign[2Sd22+C(d2i+d12)-v(í>)]s+signf2S+d22+C+(d2i+di2)+v(í»ls+} 

o¡2(í>)=^cc{sign[2S.d22+C.(d2¡+di2)+v(u)]c.+ 

+sign[2Sd;:+C(d2i+di:)-v(i»]C+sign[2S+d22+C+(d2i+d12)+v(ö)]C+} 

voei-j^i 
avant note: 

S.=sin(2ft-j) ; S=sm2ft ; S+=sin(20+j) ; C=cos(20-j) ; C=cos20 ; C+=cos(2d+j) 
52 

f - l s 
sign(x)=J0 s 

[1 s 

x<0 
x=0 
x>0 

2.4.2. Contraintes f.i. 

On remarque d'abord que l'équation (47) ne permet pas de définir le comportement 
de n car le comportement des cissions T qui \ apparaissent est aussi inconnu. 

La lineante de la dissipation intrinsèque à proximité de l'équilibre impose que \i 
dépende de v, taux de rotation relative entre la matière (dont le taux de rotation est -rot3ii/2) et le 
"matériau" (dont le taux de rotation est w). D'ailleurs, d'un point de vue physique, il est légitime de 
postuler qu'il ne se vérifie pas d'effets sur les contraintes (et donc sur l'équilibre du milieu) tant que 
la rotation relative matenau-mauère est nulle, c'est à dire tant que les grains tournent suivant leur 
glissement plastique. 

En nous appuyant sur l'intuition physique du phénomène on peut considérer un effet 
tel à contraster la rotation relative et, en première approximation, dépendant de façon linéaire de 
celle-ci. En outre on peut imaginer que ce comportement ne dépende pas de l'orientation actuelle du 
matériau: 

54 
v<a,0)ev,x[- g-, £ j.Vt : fi(a,fM)=2H(a,t)v(a,<M) 
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Pour faciliter la discussion qui suit, on considère un comportement homogène 
indépendant du temps (H uniforme dans l'espace et constant dans le temps)9. 

2.4.3. Contraintes D. 

On regarde d'abord les cas limites par rapport aux vitesses de rotation w. 
Si la dérivée de la vitesse de rotation des systèmes de glissement par rapport à leur 

orientation est nulle le poly-lamelle se comporte comme une seule lamelle avec les systèmes de 
glissement solidaires entre eux. Inversement si ce gradient devient arbitraire, dans le sens qu'il 
engendre une puissance intérieure toujours nulle, le poly-lamcllc se comporte comme s'il n'avait 
qu'un seul système de glissement par lamelle cl si ces lamelles pouvait tourner sous énergie nulle 
(i.e. sans effort). En résumé: 

—w=0 (i.e. w=:w(3:,t)) =* systèmes solidaires 
dû 

—w arbitraire =*• lamelles libres 
drr 

Par conséquent D ne doit pas s'annuler dans un point k, si dans ce point ne s'annule pas dw/dfr aussi 
(pour de températures élevées on peut alors imaginer une diminution de D jusqu'à que les 
orientations des systèmes de glissement ne soient plus reliés aux effets mécaniques extérieur};). D'un 
autre coté si D-»20 il faut, pour que la puissance des efforts intérieurs soit finie, que les systèmes du 
poly-lamelle soient solidaires entre eux ("rigidification" de la microstruclure) ce qui ne semble pas 
physiquement possible tant qu'il y a des déformations plastiques enjeu. En résumé on peut imaginer 
une valeur limite de D cl une relation linéaire entre D et dw/dû au voisinage du point D=0 et 
dw/d*=0. 

Des discontinuités par rapport à f> dans la vitesse de rotation w, pour un ;t fixé, 
semblent peu probables en régime de transformation stable: dans un même point 3t on attend une 
déformation homogène cl, par conséquent, on ne s'attend pas que deux réseaux ayant presque la 
même orientation tournent avec des vitesses très différentes. En observant l'équation d'équilibre de 
D sur le bord de [-;t/6,it/6], on voit que sur une discontinuité de w par rapport à 0- la contrainte D 
devrait être nulle. En conclusion si on exclue de telles discontinuités, et si on postule la continuité de 
D. on peut affirmer que D est non nul en tout point où dw/dü est non nul et que ce deux termes ont 
le même signe (de façon que leur produit soit toujours positif). 

On rappelle que pour les grandes déformations plastiques l'énergie mécanique 
stockée dans la structure des dislocations est proportionnelle au carré de la désorientation des 
cellules (Cf. formule (1.6)) 

A partir de ces considérations un comportement linéaire pour D peut être accepté en 
première approximation: 

TT TT ri\i • JW 

V(a,r>)ev,x(- T-, 'j- ],Vt : D(»,<t,t)=K(a,t)—(a,ft,t) 

où le coefficient K vane éventuellement dans le temps et dans l'espace en fonction, par exemple, de 
la température ou du niveau d'ccrouissage. Dans la suite on considère K uniforme et constant pour 
simplicité. 

2.4.4. Contraintes C. 

On put imaginer qu'un gradient d'espace de la vitesse de rotation se manifeste de 
façon importante ¡a où la déformation devient moins homogène, c'est à dire comme premier 
symptôme d'une localisation du gradient des vitesses (voir par exemple les conjectures sur les 
bandes de cisaillement basées sur l'assoupi i sscmenl géométrique présentées dans le Chapitre I § 
2.2.2. et § 2.3.1.). Si la déformation est homogène dans un voisinage de z, dans ce voisinage on 
attend un taux de rotation du matériau homogène aussi; si, au contraire, il y a une discontinuité des 
vitesses en 3L, il faut s'attendre à une discontinuité du taux de rotation. En résumé (n soit la normale 
à la ligne de discontinuité): 

Dans la suite du travail, en comparant l'écriture dans un référentiel et celle intrinsèque des équations 
d'équilibre, on verra que les contraintes B. et donc u,, dérivent de la présence du référentiel, et non de la nature 
intrinsèque du corps étudié Par conséquent le comportement de ces contraintes sera plutôt à obtenir par une liaison 
avec les autres contraintes que par une équation constitutive. 
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gradiU(a,t)=d([t) => gradÄvv(Ä,^,t)=0 5 7 

l[uBa(a,i)*Q => ffw]ja(*,tt,t)*o => C(»,tf,i)-n(a,t)=0 

(la dernière condition sur C peut être dérivée de la lecture des équations d'équilibre sur une couche 
limite). 

Pour simplifier l'exemple traité à présent on suppose tant la déformation que la 
vitesse de rotation des lamelles homogènes dans le corps, de façon qu'on considère: 

gradstiii&D^a) =» grddaw(a,d,i)=Q ; C(a,û.i)=Cjn<2,ft,t)=Q 58 

2.4.5. Type de réseau. 

Dans nôtre modèle la vitesse w doit être la même pour les trois lamelles représentant 
un même cristal, ce qui met en relation les valeurs pris par la fonction w(ö-) pour une translation de 
+3T/3 ou de -A/3: 

A n 5 9 

w(a,ft,t)=w(£d+j,t)=w(a,tf-y.t) v(£d)ev,x[o,îi],vt 

Cette équation peut être vue comme une liaison cinématique, elle a été implicitement postulée en 
étudiant le système sur un tiers du demi-cercle. 

2.4.6. Vérification de l'inégalité de Clausius-Duhem. 

Les comportements définis ci-dessus doivent vérifier l'inégalité de Clausius-Duhem. 
Faisant référence à la dissipation intrinsèque, on a, quelque soit le processus thermo-mécanique (Cf. 
formule (33) et formules (40). (45) et (54) et (56)): 

D i n t(î,ô.l) = rta,0,t):symgradiU(a,l)+^a,û,t)[rot3U(*,t)+2w(a,u,t)]+ 
ri 

+C,rr(a,0.t)-gradaw(a,o.i)+D(a,ü.t)—w(a.d,t) = 
dû 

60 

= 1 e feö-J.t) + I Y ( £ Ö . 0 I + Y(2.fr+T.O ^ + 4Hv2(a,d, t ) + K i ^ < a , û , t ) l 2 2: 0 
l ! J I i J i J I Aft I [dû J 

Ji Ji 

V(a,0)evtxf-g-,g-i,vt 

vrai pour x°>0, H>0 et K>0. 
En effet le taux de rotauon relau\e maiénau-matière, v, et le gradient du taux de 

rotation du matériau w par rapport à son orientation * ne sont jamais disjoints, de façon que la 
condition H>0 et K>0, bien que suffisante avec la TC>0 pour vérifier la (60), n'est pas nécessaire. Si 
les coefficients H et K ont des signes opposé (HK<0) il faut que la condition: 

4Hv=(a,d.t) + KF^<a:.tM)l :*0 V(*.tf)eV tx[-J, J] ,Vt 
[dû ~ J ~ ' 6 6 

2v(A,íU)=rot3U(a,D+2w'(¡k,0,t) 

soit vérifiée quelque sou le processus (é\ idemment le cas H<0 et K<0 est exclus par la (60)). 
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En conclusion on obtient, pour un poly-lamelle en isotherme en absence de forces de 
volume et d'accélérations, que l'évolution de la texture est régie par la condition initiale et par 
l'équation différentielle: 

p(a,u,0)=p0(Ä,ü) V(a,d)€V tx[0,3i] 

^|p^-+div!k[p(a,d,t)u(a,t)] + 4{p(*,#,t)w(a,d,t)] = o V(&fr)evtx[-J, | ] ,v t 

(5) 

où les champs u et w sont solution du problème: 
compatibilité cinématique (dV,[_- partie de la frontière avec vitesses imposées à l'instant t): 

fu(a,0)=0 u jt n 
V(ï ,ô )eV,x[ - r .H 

w(a,ü,0)=o O Ö 

u(a,t)=Uoit) 

31 

V2EdVlL:,Vt 

w(i,-g-,t)=w(a,̂ ,t) vaEV,,Vt 

d,(a,t)=gradÄu(a,t) ; tni(5t,t)=0 VaEV,,Vt 

v ^ i ) ^ * 1 ^ * " +w(2.o,t) v(i*)Evtx[-1, £],vt 

équilibre des forces (et définition des densités dans [-rr/6^t/6] des tractions): 

(3) 

(18) 

do\\ „ d a p du 

dîfci d3^ dan 

—LHa,o,t)-T-^<a,o,t)--^-(a,d,t)=o 
d^i difcß 5 Ä J 

aci ac i 3D, -2u(i,üa)-¿P^tf,t)+^£tf,t)+^^ü,t)=0 
Ô3t| ÖÄO ôô-

31 3t. 
V(a,*)evtx[-g-,g-],vt 

(25) 

31 3t. 

o,1(a,u,i)n,(a,t)+o,2(at.û.t)n2(a,t)=T,(a,0,t) 

- o2i(B,ü,t)n!(Ä,t)+022(^ö,t)n2(Ä,t)=T2(a,d,t) V(a,ö")eaV tx[~^-],Vt 

Ci(a,ft.t)ni(a,t)+C2(a,ü.t)n2(a,t)=o 

Dfa.-g-,i)=D<a.^,t) 
VftEV„Vt 
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comportement: 

V(a,ft)eVtxl-£,g-],Vt: 

O) i(^,d,t)+O22(iíK0=P indéterminé í50* 

^—-kí,d.t)=^t c{sign[2S.d22(2,t)+C.(d2 i+di2)(í , t)+v(2,^,t)]S.+ 

+sign[2Sd22+C(d2i+d12)-vJS+sign[2S+d22+C+(d2i+di2)+vJS+} 

oi2(Ä,ö,t)=^{sign[2S.d22(^,t)+C.(d2i+di2)(Ä,t)+v(a,ö-,t)]C+ 

+sign[2Sd22+C(d21+d12)-v]C+sign[2S+d22+C+(d2i+di2)+vJC+} 

H(^,Oa)=H(d,2(i,l)+d2](Ä,t))+2Hw(a,-&,l) ; H>0 (ou H<0 sous condition (61)) t54 ' 

D(a,o . t )=K^<a,û. t ) ; K>0 (ou K<0 sous condition (61)) (56) 

C(*.fU)=Q (58) 

- t/n modele thermo-mécanique de polycrmal -
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3 . Discussion. 

3^L-EAcmplcs. 

On écrit un problème isotherme homogène d'un poly-lamcllc: 
le domaine plan esl limité par les droites £2--h/2 et ic2-\il1 (il est infini dans la 
direction X\)\ 
sur ces deux droites on impose des tractions par unité de surface rcspccli\cmcnt 
Tj(>i,l) et-T,(îti,0 auto-équilibrés (i=l,2); 
à l'infini dans les deux directions de l'axe >.\ on impose de tractions nulles; 
on considère nulle la pression hydrostatique appliquée; 
la déformation est homogène et isochore, on suppose qu'elle peut être pilotée à l'aide 
des tractions T; 
on considère un problème homogène: les champs et les équations écrites dans la suite 
sont pour tout *dans le domaine; 
on compte les angles à partir de l'axe Eo. 

, , r, r t ,r t í i r /, r .¿ . 
h fcN\.-\\'\\\.>.'\\t\\S\\\\.\\\\1 

- . v* ** •/ -** *•—• -*-*--* -^-. A- -V V—*<- S .A -J- S- -*—*• •* \ - ¡ > 

T ; / i / / / / / 

Fi g. 2: Géométrie de l'exemple proposé. 

Le problème s'eent ( vaeV,): 
conditions cinématiques initiales et au contour: 

ru(0)=Q « 

J l 31 
W(Ü,Ü)=O v o e i - ^ j 

r3Ä0=|()5i: u(Ä°,t)=ü 

1 
Vi 

TL 31 

w ( - - t ) = w ( - t ) 

_cquations d'équilibre: 
(dans l'équilibre des forces (25) on introduit le comportement des contraintes n, D et C établis; en 
outre, vu qu'on considère des champs homogènes, les deux équations indéfinies d'équilibre sur a 
sont toujours vérifiées -dénvées partielles des contraintes par rapport à Ä. toujours nulles-; finalement 
on tient compte des (32)) 

-/in mrvièlp thprmn-méranintip fifi nnlvrriçfnî-
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rd
2w il it 

6 ' 6 K-—(0,t)-4Hw(^,t)=2Hldj2(t)-d2i(t)] VO€[ -^ - , ^ J ,V t 
dû2 

d\v Jt dw , Ji , w 
< - - • £ ) = — ( z - , t ) Vt 

r 
di) 

x6 
r 
o 1 1 i O , t ) e ^ d û = T i ( t ) 

Po 
- x 6 

J I 6 

V t ( i O ) 

Vó 

o1 2(0, t )P ( Ü , t )de^T2( t ) 
Po 

Chapitre HI -

63 

_comportement des contraintes de Cauchy selon les (50), avec p=0, et (51). 

La première des équation (63) ci-dessus peut être intégrée avec comme solution de 
l'équation homogène associée la fonction w0: 

K ^ k ü , t ) - 4 H \ v o ( 0 , t ) = 0 V û e [ - \ , | ],Vt 
64 

vvo(d,t)=X(t)efi>+Z(t)e-f0 ; f-
4H 

= K 
et solution particulière w+: 

u ^ , î ) = .Ël=i^iO) V Ö € [ . » ^ ] i V t 
65 

Tenant compte des conditions de continuité aux extrémités de [-JT/6JI/6J (deuxième 
des (63)) on obtient donc pour !e taux de rotation du matériau: 

66 
I=2VH7K GR -* w(o,i) = Y(t)sh(fO) - dn ( t );d2 l ( t ) : v«er-g-, J],vt 

f=i<p ; «p=2V-H/K e R — vv(ô.t) = Y(t)sin((pd) - d ' 2 ( t ) ; d ; i ( t )
 ; Vö€[- £ , £ ],Vt 

Donnant cette deuxième forme à vv, la condition qui traduit l'inégalité de Clausius-
Duhem si f est imaginaire est la (61 ): 

KqPY-iolsin^-ü+tj-cos-^OjäO V ( 2 , ^ ) e V t x [ - J , | ] , V t ' 
JHsO 

Dans ce cas le taux de rotation relative maténau-mauère engendre une dissipation négative et 
représente donc, dès qu'il se vende, une tendance à diminuer l'entropie du système. D'un autre 
coté, pour que ce phénomène soit admissible, le gradient par rapport à l'orientation de ce taux de 
rotation dissipe plus d'énergie que celle ainsi cumulée. Ceci semble bien correspondre à la réalité 
physique (ces observations sont valables en déformation homogène). 

' ° Les tracücms »ont données par la somme sur le demi cercle des tractions par orientation obtenues par les 
contrantes de Cauchy. En fait les forces qu'on veui mesurer ne dépendent pas de l'orientation des lamelles, mais 
seulement de la position suivant la frontière du corps. L'intégration doit être faite dans la configuration initiale, 
isotrope, des lamelles, par conséquent on a éent la densité de mesure des orientations en fonction du temps selon le 
principe de conservation de la masse Cela montre le poids croissant dans la résistance d'ensemble du milieu des 
orientations qui augmentent de densité dans le temps. 
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Le taux de rotation relative maténau-matière v, qui est la partie variable avec d de la 
fonction w, peut être aisément représenté selon les différentes valeurs du coefficient de 
comportement f: 

l 

v&) • 

^ ma* 

~~ 

\ 
i 

[—a 
f=4 
1=8 
1=16 

(=32 

v(d) 

ri=3i 

f^6i 

f=9i 
, > : t 

-*#• 0[rad| */6 -3t/e ~~X^[radl n/6 

Fig.3: Graphes du taux de rotation relative v normalisée selon la valeur de f. 

On remarque que, pour f réel, le maximum de v croît très rapidement avec f. On 
rappelle que une petite \aleur de 1 signifie une contribution du taux de rotation des lamelles à la 
puissance des efforts intérieurs moins importante que celle de sa dérivée par rapport à l'orientation 
des lamelles. 

On remarque que la courbe tracée pour f=6i correspond à celle du taux de rotation 
obtenue par M.M.Rashid pour le polv-lamelle à deux systèmes de glissement présenté dans Ch.II § 
5. (Cf. [Rashid 1992]). 

3.1.1. Compression. 

On impose un taux de déformation indépendant du temps (à partir de l'instant 0) de 
compression pure: 

-d¡ ,(t)=d22(t)=d>0 ; d12(t)=d2i(t)=0 Vt>0 Œ 

La première des (63) est alors homogène, les taux de rotation v et w coïncident. 
Le comportement des contraintes de Cauchy donne selon les (51): 

vaevt,Vt 69 

0">-->-o"t i "> r n j i ] j i 

" 0 (d)=^c:sign 2dsin(2v}-j)+Y(t)sinf(\%j) sm(2û-j)+ 

+^sign[2dsin2d-Y(t)sinf#]sin2i>+|<tcsign 2dsin(2#+|-)+Y(t)sinf(d+j)jsin(2#+j) 

«i2(^)=ftcsignj2d(t)sin(2o-|-)+Y(t)sinf(û-j)jcos(2û-j)+ 

+|Tcsign[2d(t)sin20-Y(t)sinfö]cos2ö+^sign 2d(t)sm(2d+J)+Y(t)sinf(í)+j) cos(2tf+J) 

La fonction taux de glissement des (43), dont le signe détermine les contraintes de 
Cauchy, dépend de façon très importante du coefficient de comportement f: 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristal -
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Chapitre [H — 

-90 -30 
Y=0 

Y=d 10 

Y=d2 

Y=d 

S 3 * " 

-10-

i>[° 

Fig.4: Graphe du taux de glissement pour f réel. 

- d f=6i 

^ ' 

-90 
Y = ( > * » • - — • 

v=<i : - - ~ ^ J ! 

Y=2d j. 

Y=4d 

-30 30 

Û [ 

,90 

Fig.5: Graphe du lau\ de glissement pour f imaginaire. 

En particulier si f est réel les taux de glissement sont plus importants pour les lamelles 
orientées à ±rc/6 et ±n!2 indépendamment de la valeur de f, tandis que pour f imaginaire on observe 
des extremums relatifs du taux de glissement dans des orientations fonctions de f. 

Le taux de déformation imposé étant constant dans le temps on peut supposer que le 
taux de rotation u est indépendant du temps aussi, mais fonction de d: on note Y(d) son amplitude. 

On considère f réel (H>0), l'évolution des textures est alors régie par l'équation: 

Y(d) ^ 0 , l ) +
 ÍT^-1^^»

 + fp(fr.i)ch(fO)=0 V0€[- £ , | ],Vt 
70 

et ies équations analogues, par translation des fonctions sh et ch, dans les parties restantes du demi-
cercle, avec condition initiale d'isotropie: 

* * 7 1 

P(i>.o)=po voei-g-.g-j 

L'équation aux déniées partielles (70) peut être intégrée en utilisant la méthode des 
caractéristiques (Ci. [Rashid 1992]). Cm fait le changement de variable: 

.= 4, .cW»,=lf;Sh,f í )4; .4*(^-¿4l-«4 
l'équation s'écrit: 

72 
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Jl Jt 1 dp dp 1+u2 

jY^y-^(U,t) +U ^u,t)-+- ï :p1 j(U,t)=0 VueilK- g),U(^)],Vt 

73 

et, en introduisant deux variables s et ç telles que: 

dt _ 1 du_ 3 o , 
ds ~ fY(d) ; ds ~ u ; ^ 7 ( ç ' s , 

74 

1+U2 
p(l,s) V§,Vs 

pour t=0 : -

s=0 

lP=Po 
on obtient; 

75 

s=ÍY(d)t ; u=çes ; In 
p(ç,s) 

Po 

l+t?e^ i_u2 
—^-^-ds - • p(u,s)=p0e"s 

1-H-e^ l - U 2 e - 2 s 

(f 
et donc: 

P<*,t)=Po{ch2(£r) ^ ' < * - s i * ? ) e f f l « V1 V<HE[- £ , | ] V t 
76 

L'intégration de l'équation de conservation de la masse dans les autres parties du 
demi-cercle donne le même résultat aux translations de ô près. 

On considère la fonction obtenue en normalisant la masse volumique par rapport à la 
configuration initiale; dans une partie suivante du chapitre on montrera que cette fonction est la 
fonction de distribution des orientations de texture (ODF): 

g(û,t)= 
p(0-,t) fjt/6 77 

n: 6 

- /p(ö,t)dö- l n 

Jt-x'6 

¡]+th(fn¡}2)e'ñ'id){] 

l-th(fjr/12)e -fY(d)t 
fch2(ÍJ)erV'(d)«.sh2(^)e-fY(d)t] 

voei-£.£]Vt 

on en donne les graphes pour des valeurs croissantes du temps (1,2,4,8,16,32) avec un taux de 
rotation d'intensité Y(d)=0.01 ; on considère les cas f=6 et f=10. 

\ / 
1=32 

t=0 

t=() 
1 '-

f=10 f=6 

\ 

-3C -li l i 3C *n -3C -if 15 3C 

Fig.6: Evolution de la fonction d'orientation g(O-) en compression pour f réel. 
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Le maximum de g est toujours en û=0; en regardant son évolution en fonction de 
l'exposant Y(d)t on observe qu'il existe un niveau de "saturation" tel que aux instants de temps 
successifs il n'y a pas de variations appréciables de g (mais pour Y(d)t-»°° la fonction tend vers une 
Dirac centrée en 0): 

g(0,t) 

f=15 

„. f=5 

f=6 

f CT— i=3 
i .r„~— 
1 f=l 

0 — - » 

0 0.5 1 1.5 Y(d)t 

Fig.7: "Saturation" de l'évolution des textures dans le temps en compression pour f réel. 

Si f est imaginaire (H<0) on obtient des résultats qui généralisent, pour <p̂ 6, ceux de 
M.M.Rashid obtenus pour le poly-lamelle à deux systèmes de glissement (Cf. [Rashid 1992]). 

L'évolution des textures est régie, à partir de la condition (71) d'isotropie, par 
l'équation (f=i<p): 

Yjd j"^* ' 1 ) + -M^t)sin(epO)+ tpp(tf,t)cos(cptf)=0 Vtte[- ^ , g- ].Vt 

et les équations analogues, par translation des fonctions sin et cos, dans les parties restantes du 
demi-cercle. 

Avec des passages analogues à ceux faits pour le cas précédent (il suffit de substituer 
les fonctions trigonométnques aux fonctions hyperboliques11) on obtient: 

p(t t , i)=p0{cosi(^) e * Y i * + sin2<2£) e **<*}"' V<h=[- ~, S Vi 
79 

6 ' 6J " ' 

et les résultats correspondants, aux translations de ñ près, dans les autres parties du demi-cercle. 
La fonction obtenue en normalisant la masse volumique par rapport à la configuration 

initiale est'-: 

1 * Selon les relations: 

f = içf — ch(y1 = cos(-r-) ; sh(-^-) = i s t n ( ^ i 

1 - On note arctg* la fonction arctg à valeurs dans \Qji[: 

iarctg(x) si x>0 80b 
arctg*(xH 

jarctg(x>+3i si xsO 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -



- Polycristal plan -
103 

. , . p«M) qm/12 8 0 

g(ft,t)=-
3 
jr -Jt/6 

JpVt)cK> arctg* [ t g ( ^ / 1 2 ) e ^ ™ ] [ o o s ^ ^ + s m ^ ^ i * ] 

V ^ - ^ J V t 

On remarque que pour cp—6(2n+l) (n=0,l,2...) l'exponentielle dans la fonction 
arctg* dévient négligeable de façon que la masse volumique p(iht) a toujours une somme unitaire 
dans [0,7i\ (Cf. [Rashid 1992]); dans les autres cas cette somme vaut 1 à l'instant 0 et tend vers 12/<f 
lorsque le temps tend vers l'infini. 

On montre les graphes de g(O) pour les mêmes valeurs du temps (1,2,4,8,16,32) et 
de l'intensité du taux de rotation (0.01) du cas précédent; on considère les cas f=6i et f=10i (i.e. <p=6 
et<p=10): 

i=3~ \ I 

5 -

4 ' 

3 -

"t ^ 

1 -,~— 

• Í ' 

ï 1 

! \ 
1 >-—, \ 

f=I0i 

* * — ~ ^ _ — - „ - - — 

—~J 

1 

1 1 
• i 

- « 

^ ¿ ' " 

6 -

4 -

t=32 ¡' 

f=6i 

• 3C - l f 0 l f K. OH -3C -If 0 If 3C 

Fig.8: Evoiuüon de la fonction d'orientation g(d) en compression pour f imaginaire. 

Dans ce cas il n'existe pas de niveaax de saturation; la fonction g tend vers un peigne 
de Dirac lorsque l'exposant Y(d)t tend vers l'infini; les mesures de ce peigne sont placées en: 

ji 8 1 

(2n+ l ) r si f<;6i o 
n=0,l, . . . 

(rf)» sif>61 

3.1.2. Cisaillement. 

On impose un taux de déformation de cisaillement pur indépendant du temps à partir 
de l'instant 0: 

dn(t)=d:;(t)=0: d];(t)=-d2i(t)=K Vt>0 8 2 

Le taux de rotation des lamelles w est donné par (le comportement étant indépendant 
du temps il en est ainsi pour Y et donc pour w): 

[Y(K)sh(fö)-K si feR , j , ^ 
w(it)= Vûe[ -^ ,g - ] ,Vu>0 

lY(K)sin(q,'ö>K si f=itp qpER 

Le taux de rotation relative maténau-mauère v est de la même forme que en compression (partie 
variable avec û de w dans les (83)), avec amplitude Y inconnue (voir Fig.3). 
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La fonction taux de glissement des équations (43) est (on l'écrit dans le cas fER, le 
cas f imaginaire étant formellement égal en substituant les fonctions Irigonomclnques aux fonctions 
hyperboliques): 

Y(f» = - =Y(K)sh(fO) V 0 e [ - 1 , | ],Vfe0 

85 

L'évolution des textures est régie, à partir de la condition (71) d'isotropie, par 
]'equation: 

7&ft,t) + ^fU)[Y(K)sh(fft)-ic] + p(ft,t)fY(K)ch(ffr)=0 Vfl€[- £ , J ] ,Vt>0 

Par le changement de variable (72) on obtient l'équation: 

86 

IY(K) d i 

Y(K) 
V 

et, en introduisant s cl Ç uirnmc dans les (74): 
87 

fit 1 ou 1 , ., . , , ôp 1+u2
 f. . w t w •=r- = ; 3— = T—(u2+2vu-l) ; 3K&,s) = - -—T-p(^,s) VE,Vs 

ds fY(K) ds 2yA - ôsVb ' l-u2f ~ b 

f s = 0 

pour t=0 :J u=ç 

[p=Po 
la solution de la (85) est réduite à la solution des équations différentielles ci-dessus avec les 
conditions initiales données (inconnues t, u et p à déterminer dans l'ordre). La première nous donne 
aisément: 

s 88 

~fY(K) 
La deuxième peut être intégrée par changement de variable: 

„ r d/ , /+v Vl + v 2 f dx 1, i 1 +x i Mu .̂s)) 
- J/-+2V/-1 yfïTÇï 2y I 1-x2 2 | 1-x |X(Ç) 

ë ' x(|) 

tout calcul fait on obtient: 

^ L c^1^"2 - i 
90 

1+5+v 
u(^.s) = -v - — — • Vi+y2 

±^C^P+ i 
l+l+y 

I±M±I eKfi^IT? . i 
1-u-v >-, v i - u - \ r : T 

t ( u , t ) = -V + T ' 7 = = V l + V 2 

l-u-y 

La conservation de la masse est finalement régie par l'équation: 
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91 

Po 

• i + u 2 ( ^ o : 

1-U2(|,(T)' 
dC7 

en écrivant u(Ç,s) selon la première des (90) on obtient par intégration de la (91)13: 

p(|,s) = p „ - ^ [ - + y c h ( a t ) + Vl+y2-sh(at)-ch(f») + 2-sh2(=)-sh(ffî)]~ 
92 

V i r € [ - ^ , ^ - | V t ; a = Ki"VJ+y-

Lcs graphes de la fonction g obtenue en normalisant cette masse vulumique, pour des valeurs 
croissantes du temps (1,2,4.8,16), a\cc K=0. 1 et Y (K)=0 .01 , pour les cas f=6 et 1=10, sont (pour 
des valeurs du temps supérieures à celles indiquées il n'y a pas de différence remarquable par 
rapport à la courbe en gras): 

f=*j 

t = i e 

-6C -3C f,t: «H -6C -3C 3C 60 

Fig.9: E\(>lulion de la fonction d'onentation g(i>) en cisaillement pour f réel. 

Comme pour la compression pure on observe la "saturation" de l'évolution de la 
fonction g(i>,0 (courbe (=H pour f-10, courbe 1=16 pour f=6), mais, dans le cas en objet, l'abscisse 
du maximum de g(0,l) (qui est, g ctanl l*ODF, l'oncnlalion la plus fréquent dans l'agrégat) dépend 
de la valeur de f et de \ cl vane dans le temps. 

13 Avec les passages 

\ tVn"*n 
I 1 U-(Ç.O) I ( Q » ' + ÜKlíx"«M•) 

xk* = 
1 1 1 

7+~ + F dv 

ç V ¡ i ¿ v ¿ (l^Vi»v - , .U2(i+v2+yVi+y2) ;n=2(i+v2-yVi+y2) 
V l * y : t y ^ 

Ol-y-Vl-t-y2 .D=l-v+Vl+y2 , fc=l+y+Vl+y2 . F=l+y-Vl+y2 

- p f c . , , ^ - Í - Í 2 Ü Z - • - î i i i - 1 - ' - (92) 
CÏZc"HD L£e" s+F 

91b 
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ttmax(t) = jarctgh V - L -
1 sh(at)-vl+v2 

lim í>max(t) = 0 Vf ; lim dmax(t) = - ^arclgh-T—^ 
t-»o t-»°° ' v i + y 2 

Le graphe de la fonction ömaA(t) est reporté de suite: 

0 20 40 60 80 at 
0 ' 

\ 

- l ä - \ 

-30 

f=4 

f=6 

i"=8 

1=10 

Fig. 10: Evolution de l'orientation plus fréquent en cisaillement pour f réel. 

Pour f imaginaire (H<0; f=itf), en déplaçant l'origine des angles de -jr/2 avant de faire 
le même changement de variable des cas précédents, on a l'équation d'évolution de la masse: 

v=tg(V-4) 

^ f < v , t ) + ¿I , - j r m + r i)v2] | | î (v. t) . Y ^ P C v ^ VvEfv(- = ) , v $ l , V t e 0 

Suivant la solution donnée dans fRashid 1992] pour le même cas de cisaillement pur, on obtient14: 

p(tt,t) = po ^r\- - + y ch(bt) +2-sh2(^)-cos(2<pft) +Vy3:îsh(bt)sin(2(pi>)l" i 

y i y 

95 

Vv*E[-£,|]Vt 

b = KfVFT 

et donc les graphes de la fonction g(0,t) (obtenue en normalisant celle ci-dessus) pour Y=0.03, 
k=0.01 et t=(0,1,2,4,8,16)!5: 

1 4 II suffi! de définir a tel que: 
-, , . i , -> . . i , , , 1 cos(2a) 95b 

2s in-a - l -y ' ; 2cos*-u=J+y ' ; lyl 2: 1 -» . . . , = 1—c-3 3 J *pY(K) ÇK 
pour que la (94) devient analogue à l'équation donnée dans fRashid 1992]. Vu le caractère introductif de cette étude on 
neglige le cas lykl. 
1 5 On a pris Y(K)=3K dans le but d'obtenir, pour f=6i, exactement le résultat de (Rashid 1992] où l'angle défini à 
la note précédente est: 

1 95c 
a = arctang —j= 

V2 
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t=8 t = [ f 

1=1 Oi í=6i 

/ -.1 / -1 
I-i n, 

-l: 30 f>|° | 

5 

4 ' 
i 

3 ( 

2 

1 tr 

0 ' 
-3C 

'I 

,V-

!/! 

jf: , \v. 

i f 3t 

Fig. 11: Evolution de la fonction d'oncnUition g(i>) en cisaillement pour f imaginaire. 

On remarque que, comme en compression pure, dans le cas f=6i la fonction g(f>,l) 
coincide avec la p(i>,l). 

On observe que l'abscisse du maximum de g(í>,t), í>max(0, se déplace dans le temps: 

< W t ) = ¡v [ a r e t g ^ b f f 7
 + (2n+1 )*] 

j r 
l im 
i-»() 

^max(t) = — (2n - T) ; lim Í W O = — [ arctgVÏTy^ + (2n+1 )x J 
2cp - t—œ 2q) 

VnEZ 

" m a x I I 

% 

30 l=4i 

15 

f^)i 

f=8i 

f'^IOi 

0 • - - - - - • -

0 20 4 0 6 0 80 bt 

Fig. 12: Evolution de l'orientation plus fréquent en cisaillement pour I imaginaire. 

On remarque finalement que pour f imaginaire la longueur d'onde de la fonction en 
étude est de n/q, (f=i<j/) tandis que pour f réel elle était de n/3, indépendamment de la valeur de f. 

3.1.3. Conclusion 

Pour les exemples proposés on a considéré l'équation d'évolution de la masse 
volumique et on en a obtenu la solution de façon analytique. 

Pour résoudre complètement le problème mécanique posé il ne reste à déterminer que 
l'amplitude des rotations des lamelles, mais on ne dispose pas d'autres équations. En fait, ayant 
imposé une solution homogène tant en déformation que en contrainte, on a modifié le bilan 
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équations-inconnues au désavantage des premières: les deux équations d'équilibre classique des 
forces (premières des (25)), qui auraient, avec les équations de comportement (50) et (51), permis la 
détermination de l'amplitude des rotations, ne peuvent pas être employées. 

On considère les équations d'équilibre des forces au contour (dernières des (63)). 
Ces équations donnent deux relations entre les tractions appliquées (2 scalaires T,(l)) et l'intensité du 
taux de rotation relative matériau-matière ( 1 scalaire Y(l)) moyennant les équations de comportement 
des contraintes de Cauchy. Les tractions au contour sont normalement des inconnues si la 
déformation est imposée, ou des données si les contraintes sont imposées. Le fait d'avoir recherché 
une solution homogène tant en déformation que en contrainte fait que lesdilcs équations perdent leur 
signification et que l'intensité du taux de rotation relative matériau-matière demeure indéterminée. 

N'ayant pas déterminé l'intensité des rotations relatives le champ de contrainte est 
aussi indéterminé. 

Une deuxième remarque est à faire à propos de la normalité de la distribution de la 
masse volumique sur l'ensemble des orientations: on a vu qu'elle n'est vérifiée à tout instant que 
pour certains valeurs de f (f=6(2n+l)i ; n=0,l,...). Cela peut suggérer d'obtenir le comportement 
des contraintes \t (cl donc B) en imposant cette normalité, et donc, pour l'exemple traité, en 
imposant 1=6; dans ce cas la solution obtenue pour l'évolution des textures coïncide avec celle du 
poly-lamelle de Rashid. 

Evidemment ces conclusions ne peuvent pas être généralisées car elles sont relatives à 
un cadre extrêmement simplifié du problème. 

1.2. Discussion sur le modèle. 

3.2.1. Comparaison avec un polycristal plan. 

Le poly-lamcllc étudie peut être vu comme la projection sur le pian de la déformation 
d'un polycristal a réseau CFC. Celte projection doit être obtenue en considérant tout système de 
glissement du CFC, c'est à dire en projetant les 6 axes II101 constituant les arêtes du tétraèdre de 
faces ( 111) sur ledit plan géométrique. 

En regardant les projections d'un tétraèdre sur un plan on voit qu'il y a un minimum 
de 3 et un maximum de 6 axes de glissement distincts dans l'image projetée (et donc 3-f6 lamelles à 
prendre en compte par cristal)16: 

1 6 Dans des orientations particulières par rapport à l'axe du laminage les projections des systèmes de glissement 
représentées en figure correspondent aux textures idéales respectivement: 
_en haut à gauche: texture d'écrouissage du fer pour une direction du laminage horizontale, i.e. f 110]; 
_la même: texture de Goss pour laminage vertical, i.e. [0011; 
_en haut au centre: texture d'écrouissage du laiton pour laminage horizontal; 
_la même image mais non svtnétnque: texture d'écroinssage du cuivre; 
_en bas à droite: texture cubique poux laminage selon un axe à 45°, e.g. |01Ül=[ül 11 dans la projection. 
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Fig. 13 

En cffcl, \uc l'hypothèse de géométrie plane et vu qu'on envisage des applications 
avec un matériau à texture marquée, on peut s'attendre que le glissement soit localise le long de 3 
directions de glissement "principales" (on suppose que, à cause de la texture, la position en haut à 
gauche est la plus fréquemment rencontrée dans l'agrégat cl que les autres peuvent être représentées 
par la donnée d'un triangle avec une approximation suffisante). En conclusion la donnée de 3 
lamelles est suffisante avec une bonne approximation pour représenter les glissements d'un grain 
d'un polycristal CFC à la texture marquée et en déformation plane. 

En considérant que l'image d'un cristal dans un plan est un triangle, qu'on prend 
équiangic pour simplifier (à la place du triangle [110][101 ][()] 1] qui a deux angles d'ouverture 
<j>=arctang(l/v2)=35.2ó°), les rotations des lamelles ne sont pas indépendantes mais lices par 
groupes de trois. 

3.2.2. Cinématique fonction de l'orientation. 

Dans le modèle proposé la transformation de l'orientation des lamelles dépend de leur 
orientation initiale, la vitesse de rotation des lamelles dépend de leur orientation actuelle. Celte 
hypothèse est physiquement justifiée par les raisons suivantes. 

Premièrement, dans tous modèles de poly-lamcllc classiques, la compatibilité des 
mouvements des cristaux conduit, pour des raisons géométriques, à des équations d'évolution de la 
forme (e.g. les équations (11.23), (11.24) et (11.81)): 

où le taux de rotation dépend de l'orientation actuelle. 
En outre l'hétérogénéité de la déformation géométrique (qu'on néglige souvent en 

adoptant l'hypothèse de Taylor) peut être vue comme une tendance à décharger les grains glissants 
sous des puissances inférieures; ces grains, caractérisés par des orientations "faibles", seront alors 
aussi ralentis dans leurs rotaûon (ce qui donne en réalité des textures moins fortes que selon les 
prévisions avec les modèles de Taylor). Ce phénomène fait que la relation (97) n'est pas une liaison 
cinématique mais une équation constitutive. 

De même si, au cours d'une transformation, on texture différemment deux zones 
proches du matériau, qui initialement avaient la même ODF, en les ayant soumises à la même 
déformation géométrique, on peut affirmer que la dépendance de la vitesse de rotation de la variable 
d'espace est régie non plus par une liaison cinématique mais par une équation constitutive17. 

1 ' F.n outre, pour le modèle de poly-lamelle en objet, on a dit que chaque cristal est représenté par un groupe de 
trois lamelles dont les orientations sont liées En observant les projections d'un tétraèdre dans un plan on voit que, si 
on veut limiter à trois ce nombre, il faut que l'angle entre ces systèmes varie (entre environs 90° et 35°) dans le but de 
représenter toute position du tétraèdre. Par conséquent il ne peut exister aucune liaison cinématique entre l'orientation 
des lamelles et la déformation de l'agrégat. 
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3.2.3. Masse volumiquc. 

On s'est donné une masse volumique pour tout point du corps dans le domaine plan 
et pour toute orientation dans le demi-cercle. Pour traduire ce concept en termes plus couramment 
utilises, cette masse volumique (<a^0,t) n'est que la densité dans un dû de la masse volumique des 
cristaux orientés avec un angle ff: 

n 98 

p(a,0= fp(2,ö-,l)<H> 

c'est à dire la ODF (fonction d'orientation des distributions de texture) mesurée en se rappelant que 
tout en s lai est représente par trois lamelles cl, donc, que la masse des cristaux orientés selon un 
angle Ç donné doit être partagées sur trois lamelles orientées tout les 60° autour de Ç. Par exemple, en 
prenant comme lamelle type la première dans ¡a Fig. 13 el en prenant l'axe [110] comme référence 
pour le cristal, la masse des cristaux dont cet axe [110] forme un angle Z. avec l'axe du laboratoire 
fixé doit cire repartie sur les orientations ç, (axe [110]), C,-<¡> (axe [101]) et t+<)> (axe [011]), avec 
<f>=35.26°, pour obtenir l'ODF modifiée en objet. 

Par conséquent la probabilité de rencontrer un système de glissement dans un 
intervalle [u,ßjC[0^ij dans le point a;et à l'instant test18: 

ß 99 
1 Jp(ft,tt,t)dtf 

PoD¡{Kp'J,*,t)=-L- f g s ( £ f > . D < l ü = £ ^ V[a,ß]C[0,*]pVaeV t ,Vt 
ß-« « P(£t) 

ce qui donne la comparaison entre la ODF "par système de glissement" gs(£,ü,t) et la masse 
\oiumiquc fonction de l'oncntalion p(;MU). 

Si on \cut avoir la ODF classique g(^,^,l) (i.e. par cristal) selon le modèle simplifié 
proposé qui voit les lamelles solidaires par groupes équiangles de trois, il suffit de considérer que la 
probabilité de rencontrer un de ces groupes dans l'intervalle [-JIJ6JC!6] est unitaire: 

p P 100 

p'(a,t)Jg(Ä.Ö.t)dft=Jp(».fU)dtf V[a ,ß]Q-g- ,^ ,VaeV„Vt 
(i u 

n 6 

p'(2.t)= /p(*,fr.t)dd V ^ V „ V t 
--T 6 

En substituant à la masse volumique fonction de l'orientation p(a,-0-,t) l'ODF 
gs(^ft,l) et la masse volumique réelle p(;t,t), on voit, ces deux fonctions étant partout positives, que 
l'équation de conservation (5) est équivalente à l'équation classique de conservation de la masse et à 
l'équation de conunuité de la ODF "par système de glissement": 

IdpCU) , i i! Wl 

j-5-^—^iiv4p(^i)u(^.oJ}gs(*,ö,t)+ 

+ |^Í^MH j l v ¡ k[g s(£ ,ft J ) u ( i t ) ]+JL[gs(i)fr ,t)Ä]lP(>,t) = o 

V(¿,í»evtx[o,ji],vt 

Le fait d'utiliser une telle mavse "artificielle" et d'en postuler ensuite la conservation 
ne contredit donc pas ce qui se fait habituellement pour l'ODF et pour la masse volumique classique 
séparément. 

Finalement on remarque que, comme précédemment noté, les graphes donnés à la 
Fig.6, 8, 9 et ! 1 sont ceux de l'ODF g(it) calculée selon la (100). 

' " Ce point X représente un volume microscopique suffisamment petit par rapport à l'échelle macroscopique dans 
laquelle on s'est placé pour que la probabilité en objet ait un sens. 
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3.2.4. Idenlificalion expérimentale. 

Dissipation intrinsèque. 
Dans un polycristal réel en déformation plane on observe, selon les différents 

matériaux cl les types de déformation imposée, la formation de textures plus ou moins concentrées 
dans des directions privilégiées. 

Dans le mcxièle proposé ce phénomène semble être bien représenté par les cas avec f 
imaginaire et moins bien par ceux à f réel. En particulier pour f imaginaire on peut obtenir, en 
modifiant ce coefficient, la concentration de la texture dans n'importe quelle orientation du plan. 

D'un autre cote pour f réel on observe l'arrêt de l'évolution de la texture au delà d'un 
niveau donné de déformation, ce qui est bien cohérent avec la réalité (la formation de monocristaux 
pour de déformations suffisamment élevées est physiquement impossible). 

II semble donc que le meilleur modèle doit prendre en compte des variations de H, 
coefficient du comportement'des contraintes liées au taux de rotation relative matériau-matière, avec 
des valeurs initiales négatives qui deviennent positives pour des déformations élevées. Ces valeurs 
négatives représentent des contributions négatives au taux de production d'entropie: dans une phase 
initiale de la déformation l'ordre de la texture du polycristal augmente (avec production d'entropie 
toujours positive par dissipation liée aux gradients du taux de rotation du réseau). 

Idenl i f ical ion. 
Pour que le modèle proposé soit physiquement cohérent on doit pouvoir identifier les 

contraintes n, C et D introduites. Plus particulièrement, en accord avec les définitions données, il 
faut pouvoir mesurer la puissance associée à vv (vitesse de rotation du réseau), grad^w (gradient 
géométrique) et d(>w (gradient par rapport à l'orientation actuelle du réseau). 

Une telle identification expérimentale, bien que non envisageable à court terme, n'est 
pas à prion impossible. On peut au fait imaginer de coupler une mesure des orientations 
cnstallographiques par technique EBSP avec une mesure de calorimétne différentielle à balayage 
(DSC, C[. [Lcndvai et a!. 1985]) au cours d'une restauration pour obtenir la mesure d'une énergie 
stockée par unité de désorientation des grains. Une identification numérique peut aussi être faite en 
comparant le modèle en objet avec un modèle microscopique numérique et en calculant dans ce 
dernier les énergies par unité de désorientation requises. 

Finalement on rappelle que le coefficient f, c'est à dire le "rapport" entre les 
comportements des contraintes ^ et D, doit être tel qu'il engendre la concentration de la texture dans 
les directions effectivement observées dans l'expérience. 
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4. Conclusion. 

En conclusion le modèle de poly-Iamcllc proposé a l'avantage de permettre une 
écriture simple des lois de comportement au prix d'une augmentation de la taille du problème posé. 

En particulier l'évolution des textures est régie dans ce modèle par l'évolution de 
grandeurs constitutives en équilibre avec les contraintes. Ceci semble mieux s'accorder avec 
l'expérience de la complexité du phénomène plutôt que la liaison cinématique avec la rotation 
plastique généralement acceptée. 

Les caractéristiques principales des modèles classiques (avec liaison cinématique 
entre rotations du réseau et mouvement de la matière) peuvent être obtenues dans des cas 
particuliers. 

Les difficultés d'identification qui découlent de l'introduction du nouveau modèle ne 
semblent pas insurmontables. 

Dans le chapitre suivant on écrira le problème relatif à un pol veris tal tridimensionnel 
par le même formalisme. 
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C H A P I T R E IV 

Polycristal 

1. Partie introductive. 

L i J n trcducliDiL 

Lx but de celle partie du travail est un modèle thermo-mécanique des transformations 
finies irréversibles d'un agrégat polvcnstaliin. Dans le chapitre précédent on a étudié un modèle de 
polycristal plan avec réseau plan idéaJ bâti selon une approche nouvelle. 

Dans le présent chapitre on considère un agrégat polvcnstaliin comme un solide 
tridimensionnel constitué d'un malcnau hétérogène localement anisotrope. Les constituants de ce 
malénau sont identifiés par l'orientation caractérisant l'an isotropic de leur comportement fi.e. 
l'orientation locale des axes cnstallographiqucs), celle orientation pouvant évoluer avec une 
cinématique indépendante du mouvement de la matière. 

L'objectif de ce chapitre est l'élude thermo-mécanique d'un polycristal selon le même 
formalisme que celui du chapitre précédent, mais avec une géométrie tridimensionnelle. L'espace 
géométrique absolu de dimension trois sera donc le référcnticl dans lequel on observe la matière, 
l'espace des tenseurs orthogonaux droiLs sera le référcnticl dans lequel on observe les orientations 
cristallines caraclénsanl le matériau. 

Cette élude sera poursuivie sans entrer dans les motivations des choix qui le 
caractérisent tant si elles sont de nature mathématique que si elles découlent de la représentation 
d'aspects physiques. L'élude de la pertinence du modèle bâti dans ce chapitre est en fait renvoyée au 
Chapitre V et VI; la fondation mathématique du modèle est développée au Chapitre VII et VIII. 

On décnl d'abord la cinématique d'un corps matériel vu dans un référenticl d'espace 
géométrique fois espace des lenscurs orthogonaux droits, selon un formalisme lagrangien sur la 
configuration initiale, cl selon un formalisme culcncn. Moyennant le principe des puissances 
virtuelles, après avoir donné une forme appropriée aux vitesses ngidifiantes dans le référcnticl 
employé, on dérive les equations d'équilibre locale. 

Ensuite on ccnl les bilans d'énergie (totale et interne) et d'entropie et on en déduit le 
nombre d'équations de comportement nécessaires pour fermer le bilan équations-inconnues. 

Pour l'écriture des équations de comportement on introduit un certain nombre de 
concepts qui, bien que usuels dans leur contenu, apparaissent dans une lumière nouvelle dans le 
référcnticl utilisé. 

Avant de passer au développement du modèle il est nécessaire de donner quelques 
définitions cl d'expliquer quelles sont les caractéristiques du système qu'on choisi pour représenter 
un polycristal. Ces notes préliminaires seront approfondies dans le Chapitre V. 
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1.2.1. Terminologie. 

Dans un corps, hétérogène avec hétérogénéités anisotropes, tel qu'un polycristal, les 
directions locales d'anisotropic peuvent être observées au microscope. On peut alors compléter 
l'information sur un le! corps en rajoutant à l'emplacement géométrique de ses points matériels dans 
un repère macroscopique la donnée de la direction, par rapport au même repère1, des axes 
d'anisotropic dans ces points. Ces axes définissent le matériau constitutif du corps. 

En fait les directions d'anisotropie sont, dans ce cas, les "racines" du comportement 
local; 
_ le comportement local (microscopique) est caractérisé par la donné de ces directions; 
_ elles varient sans liaisons cinémaliqucs directes avec le mouvement de la matière; 
_ leur évolution régie celle de l'hétérogénéité du matériau qui se manifeste au niveau 

macroscopique. 
Dans ce chapitre on appelle "espace des phases" l'espace des tenseurs orthogonaux 

droits compte tenu, éventuellement, de certaines symétries des cristaux dont ces tenseurs 
représentent l'oncntation dans l'espace géométrique absolu; on appelle "phase" une orientation dans 
cet espace. 

On appelle "étal radicar d'un élément de matière l'ensemble des informations 
relative}» à sa structure, comme, dans les limites de ce chapitre, le type de réseau cristallin qu'on y 
observe à une échelle suffisamment réduite. La phase d'un système malénel n'est qu'une 
représentation convenable de son état radical. 

On appelle finalement "espace profond" l'espace produit cartésien de l'espace 
géométrique et de l'espace des phases dans lesquels on décrit un certain système matériel et "milieu 
continu profond" ce système. 

Le modèle de polycristal objet de ce chapitre est un milieu continu profond ayant les 
tenseurs orthogonaux comme phases. Dans la Quatrième Partie du travail on donnera le schéma 
axiomatique général permettant l'élude thermo-mécanique des milieux continus profonds 
indépendamment du choix de l'espace des phases. 

On donne de suite quelques précisions sur le choix de l'espace des phases utilisé dans 
ce chapitre et sur ses caractéristiques, mais on renvoi! au Chapitre V pour une discussion plus 
détaillée sur le sujet. 

1.2.2. Système étudié. 

Un grain cristallin à l'intérieur d'un polycristal peut être identifié avec une partie de 
l'agrégat montrant une structure eristallographiquc suffisamment homogène. 

Vu de son intérieur un tel grain peut être considéré comme un ensemble d'objets 
malcriéis ayanl des directions et des plans de symétrie non matériels: il peut évoluer de façon 
hétérogène en perdant donc, éventuellement, son identité dans l'agrégat Dans des cas limites cette 
évolution peut se faire par transport de matière sans modification des axes erislallographiques ou 
vice versa par rotation de ces axes sans transport de matière. 

Selon ce schéma, le modèle de polycristal qu'on se donne est un ensemble d'éléments 
qu'on appelle "tnèdre-objets": un ensemble d'objets, éventuellement doués de symétries, placés 
dans l'espace géométrique absolu moyennant des trièdres. 

L'objet, avec ses symétries, représente l'aspect physique qu'on veut étudier comme 
racine du comporlcmcnl. Par exemple, pour un réseau CFC, l'objet peut représenter le tétraèdre 
constitué par 6 directions de glissement distinctes, ou il peul représenter la cellule élémentaire du 
réseau tout court. 

Si le matériau est localement isotrope par rapport à la caractéristique qu'on veut 
prendre en compte dans le modèle, l'objet à considérer sera isotrope: toute position des trièdres dans 
l'espace sera un emplacement distinct des Inèdre-objeLs et représentera une phase. Dès qu'il existe 
des symétries de la mauere qui nous intéressent l'objet devra les identifier la dislance entre deux 
tnèdre-objets (en termes de rotation minimale nécessaire pour les superposer) dépend de la 
signification donnée à l'objet moyennant ses axes de symétrie. 

I jt repère des directions macroscopiques coïncide avec le repère macroscopique, car un changement d'échelle ne 
modifie pas les directions 
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Fig.l: Objcls (directions de glissement) coïncidents pour deux tnèdres distincLs 
(d'après [Dlu/cvvski 1991]) 

En résume, pour un tnedre-objet, les symétnes de l'objet définissent des dusses 
d'équivalence entre positions du tnèdre dans l'espace géométnque absolu. 

Dans ce chapitre on considère que l'état radical d'un polycristal est décrit par un 
tncdrc-objcl placé dans l'espace géométrique absolu. L'espace des phases est donc l'ensemble des 
tenseurs orthogonaux représentant les positions qui peuvent être prises par un triedre-objet dans 
l'espace géométrique absolu, c'est à dire l'ensemble quotient des positions qui peuvent être prises 
par un tnèdre dans le même espace compte tenu des symétnes d'un objet qui lui est attaché. 

Pour un inèdre-objcl isotrope l'espace des phases est donc l'espace métrique des 
tenseurs orthogonaux droits; pour un tnèdre objet anisotrope l'espace des phases est un ensemble 
quotient de cet espace métrique. 

On remarque que l'espace métrique des tenseurs orthogonaux droits est isomorphe à 
un espace de Ricmann de dimension trois, constitué par la surface d'une sphère douée d'un repère 
curviligne cl d'un svstèmc d'angles dTEulcr. Donc, l'espace des phases engendré par un trièdre-
objet isotrope est cet espace curviligne tridimensionnel cl, pour un irièdrc-objcl anisotrope, on peut 
fixer les bornes d'un domaine des phases en fonction des symétnes de l'objet et on peut définir une 
distance appropriée au problème (Cf. ¡Dlu/cu-ski 199! ¡). 

Dans la suite du chapitre il n'est pas nécessaire de définir d'avantage le trièdre-objet 
utilisé. Pour fixer les idées on peut néanmoins considérer un objet avec 6 axes de symétrie 11 101 
(attaché au tnèdre IÎ00I) qui représente le tétraèdre ayant les directions de glissement d'un réseau 
CFC pour arêtes. 

1.2.3. Notations. 

Soit E l'espace translation de l'espace géométnque euclidien fî; on note Q=Lorth(E,E) 
l'espace métnque des tenseurs orthogonaux droits (on donnera plus de précisions sur la métrique de 
Q dans le Chapitre V). 

On fixe un repère T dans l'espace géométnque euclidien et un système de 
coordonnées cartésiennes E d'axes orthonormés E, (i=1...3) dans ce repère. Ensuite l'indice E 
dénote tant les composantes d'un point de l'espace géométnque par rapport aux axes fixés que celles 
d'un opérateur de Q, ou d'autres espaces lensoncls sur E, par rapport aux mêmes axes. Par 
extension on note Eg et Qg les ensembles des images des éléments de E et de Q dans E. 
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L'opération de translation dans Q est écrite multiplicativemcnt avec des opérateurs qui 
sont des éléments de Q aussi (le produit une fois contracté de deux tenseurs orthogonaux droits est 
un tenseur orthogonal droit). Donc l'espace translation de Q est Q même. 

Un tenseur orthogonal infinitésimal est un tenseur antisymétnque, par conséquent les 
opérateurs de translation infinitésimale de Q sont les tenseurs de A=Las(E,E). 
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2. Cinématique. 

ÜUulroducliüii. 

On considère tout d'abord trois hypothèses de nature cinématique sur le milieu 
continu profond représentant le polycristal: ce milieu est l'image d'un corps matériel massique dans 
l'espace profond, les mouvements de sa composante géométrique ne dépendent pas de la phase des 
ses points matériels. 

On donne une description lagrangicnnc du mouvement d'un tel milieu, en en 
définissant en particulier les transformations, leurs gradients et les déformations. On donne une 
description eulenenne, en définissant les vitesses et les taux de déformation, et on compare ces 
deux descriptions. 

2.2.1. Milieu continu profond. 

La première hypothèse, liée à l'idée intuitive de corps matériel et à la classe de 
processus cinémaliques définis admissibles dans cet étude, limite les transformations de l'image des 
corps matériels dans l'espace profond aux difféomorphismes dans l'espace translation de ce 
référentiel: on considère le milieu continu "profond" comme un milieu continu tant dans l'espace 
géométrique absolu que dans l'espace des phases. 

Le référentiel ne modifiant pas la nature du corps, l'image d'un corps matériel dans 
l'espace profond est constituée par les images "profondes" (i.e. géométriques et par phases) de ses 
points matériels. Ces points seront donc suivis dans leur mouvement en utilisant le concept usuel de 
dérivée matérielle qui garde formellement la définition classique dans l'espace profond. 

2.2.2. Continuité au voisinage des points. 

La deuxième hypothèse, liée aux mêmes conditions, est de considérer l'équation de 
continuité de la masse valable dans l'espace profond. Par conséquent le gradient de la transformation 
est non singulier tant si le corps matériel modifie sa forme géométrique que s'il modifie la phase des 
ses points. 

2.2.3. Filtration. 

La troisième hypothèse, liée à la structure subordonnée de l'espace des tenseurs 
orthogonaux par rapport à l'espace géométrique, est de considérer la cinématique de l'image 
géométrique d'un point matériel indépendante de sa phase. Une conséquence de cette hypothèse est 
l'absence de filtration dans le modèle de polycristal bâti, c'est à dire le fait qu'il n'y a pas de 
mouvement géométrique relatif entre parties hétérogènes du corps coïncidents dans un même point 
macroscopique. 

2.3. Description lagrangicnnc. 

2.3.1. Inconnues. 

Une description lagrangienne du mouvement se base sur une configuration de 
référence du corps matériel. En utilisant un référentiel d'espace géométrique usuel on se réfère 
classiquement à un emplacement géométrique de référence: la matière et sa forme (i.e. sa 
configuraüon géométrique macroscopique2) sont en relation biunivoque. 

Dans notre cas cette relation biunivoque n'existe que par rapport à un emplacement 
dans l'espace profond, car une image géométrique n'est pas considérée suffisante pour représenter 
un corps matériel tel que un polycristal avec sa microstructure3. 

On choisi l'emplacement du corps dans l'espace profond à l'instant zéro comme 
configuration de référence; les points matériels sont identifiés par 

C'est à dire à un niveau fixé suffisamment grand pour eu apprécier la continuité. 
3 On peut se référer à l'emplacement dans l'espace profond, par exemple, relatif à l'instant initial, mais on peut 
aussi se référer à un emplacement fictif dans l'espace profond, par exemple tel que la configuration géométrique du 
corps est effectivement celle de l'instant initial et la configuratiou des phases voit toute phase équi-orienté: c'est la 
configuration isocline de J Mandel 
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Les inconnues lagrangicnncs sont les transformations Q de la configuration de 
reference, initiale, Q0 en toute configuration Q t: 

Q:fí«xX-*^t ; «i=ß(cu,t) 2 

X étant l'intervalle chronologique d'intérêt. Par rapport aux axes E: 

f i£EQ t ; « > E = 
2 

ft 
eD,xz, 

par rapport à E 

2=E(X,fcLt) et JM|(x,JLt) 

2.3.2. Gradient de la transformation. 

L'absence de filtration (i.e. cinématique géométrique indépendante des phases) s'écrit 

4 V^~.(\,^i)=0 « 2(x,jjL.t)=E(x,t) 

Le gradient de la transformation est alors de la forme: 

F((u,t) - V(1)Q((i),t) ; F((o,t)E = 
r L , 0 i 

f>x Eee 

où on appelle: 

£,x(.\J)=VxH(\,t) ; FBx(\,_«,t)=Vxe(x,e /t) ; F e e ^ t ^ V a G i x j ^ t ) 

Le produit mixte de trois vecteurs matériels orthonormés à l'instant zéro est la mesure 
du volume matériel engendré par ces vecteurs et il peut être choisi comme unité de référence des 
mesures volumiques. 

Tout vecteur matériel a deux images, dans E et dans Q, car toute translation d'un 
point materiel profond est définie par une translation géométrique et une rotation indépendantes. Le 
volume malénel engendré par trois vecteurs matériels a donc aussi deux images dans l'espace 
profond cl donc deux mesures dans R; le produit de ces deux mesures, volume géométrique et 
volume dans l'espace des phases, est la mesure du volume matériel dans l'espace profond. 

A tout instant t le déterminant J du gradient de la transformation, F, donne le produit 
mixte de trois vecteurs matériels, orthonormés à l'instant zéro. L'hypothèse de continuité de la 
mauere entraîne que J est positif pour toute transformation admissible: 

J(u>,l) = dctF(œ,t) = Jx(x,t)Je(x,£,t) >0 7 

Jx(x.t)=detFxx(x,t)X) ; JflU,6_,t)=detFee(x,e_,f)>0 

2.3.3. Equation de continuité. 

On emploi la notation: 

p0((ü)=massc voiumique à l'instant 0 et p0(u»)E=Po(x,ji} 

p((o,t)=masse voiumique dans le temps et p(io,t)g=p(^,0;,t) 
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La conservation de la masse dans l'espace profond s'écrit: 

p0(o)) = J(u),t)p(Q(u>,t),t) 
i.e. 

P0(X,£) = J,(X,O Je(x,e,t) p(S(x,t),e.(x,e^t),t) 

2.3.4. Evolution des images de la métrique de l'espace tangent. 

La définition d'espace tangent doit être donnée par rapport à deux emplacements d'un 
corps matériel dans l'espace profond en analogie avec un espace géométrique usuel. Par conséquent 
(grâce à la première hypothèse énoncée qui valide les concepts de point et de vecteur matériel suivis 
dans l'espace profond), le rapport entre les métriques de deux emplacements s'écrit, dans l'espace 
profond, dans la forme habituelle pour l'espace géométrique, c'est à dire moyennant le tenseur de 
dilatation de Cauchy-Green droit ou gauche. 

Le tenseur de dilatation de Cauchy-Green droit a deux images distinctes relatives à la 
métrique des vecteurs de E et à celle des tenseurs de Q (les soulignés sous les tenseurs en donnent 
l'ordre lensoncl relatif aux axes cartésiens de E; les adjoints des F coïncident avec leurs 
transposés4): 

Ct<tu,t)E = 

F T - F 
—r.\ —EX 

0 

CQ(u>,t)E = 

le tenseur sauche: 

Gg<to,t)E= 

F -F' 0 

0 
; GQ(u),t)E= 

T 

F -F 

T F -F 
=ee'^6x 

T 

F :F 
sBx ^Bö 

T F "F 
=ee-=ee 

T 

F F' £*x Le.x 

10 

T T T 
F F F -F +F -F =ex ¿=*x £ex =9x =ee=ee 

11 

Les tenseurs de déformation de Green-Lagrange et d'Euler-Almansi entre deax 
emplacements dans l'espace profond sont définis en analogie avec les cas classiques: 

Ua>,l)=*?[C(ui.i)-l] ; A«o,t) =-[l-G(io,t)] 

d'où: 

£)^U).t)t: = ^Ct((U,t)t;= 

sym(¿£„) o 

Ly(iu, t)E = - C g ( t o , t ) E = 

svm(F„ :F 
e.x'iex' 

LjCiT T fi. 

T=ee a9x+=ee-^8x' 

0 

2 ^ s 9 x ' s 9 9 + = 9 x : l 9 9 ^ 

*ym(Fje:Éee) 

12 

13 

4 En notation avec indices ce transpose est obtenu par échange symétrique de tout indice (pour n'importe quel 
ordre tensonel). 

(AT),jhk=Akhji i (AT)jjh=Ahji 10b 

Un modèle thermo-mécanique de polvcristal • 



P 2 
Chapitre TV -

2.4.1. Inconnues. 

On sc donne une configuration actuelle, à l'instant t, vue par le système E du repère: 

k l !•* 

ft 
f j€rQ(C12 ; íij|¿= EEVxZ, 

les inconnues culcncnncs sont les vitesses des points matériels dans la configuration instantanée 
données par rapport à un repère dans l'espace profond: 

v((»,t)F= 
r u(^,tu) i 

L w_(3t,_ft,t) J 

UGEE 

weAE=Las(E,E)E 

15 

(la vitesse des phases, w, est un tenseur antisymetnque). 

2.4.2. Gradient matériel des \ilcsscs. 

Le taux d'évolution d'un vecteur matériel est donné par le gradient matériel du champ 
de vitesse matérielle; en configuration actuelle: 

ut = gradv(i/>,t) u, 16 

Ce gradient matériel a deux images dans l'espace profond qui, vues en configuration 
actuelle, sont notées par "grad^" ci "grad0". Toute grandeur matérielle, comme une vitesse inconnue 
eulcnenne, a deux images dans l'espace profond; par conséquent un gradient de vitesse est 
représenté par quatre tenseurs dans l'espace profond: 

gradv(fi),t)p= 

phases) s'écrit 

et donc: 

gradj.u(^,£,t) grad^uX^fr.t) ' 7 

grad^wiA.O^t) gradflW(Ä,ft,t) 

L'hypothèse d'absence de filtration (cinématique géométrique indépendante des 

grado u(*,*U)=0 ** u(*,ft,t)=u(*,t) , 8 

gradv(<«,t)p= 
grad^u^t) 0 

g r a d u a , ö_,t) g r a d u a , ft, t) 

19 

Par définition ces gradicnLs associent de façon linéaire à une translation infinitésimale 
dans l'espace de la variable par rapport à laquelle ils sont définis (k, ou tf) une translation 
infinitésimale dans l'espace de la fonction dérivée (u ou w): 

grad^uEUH,E)K ; gradjwEUE^AJE ; grad#.w€=L(ATA)E 
20 

(la translation infinitésimale d'un teascur antisymetnque est donnée par sa somme avec un tenseur 
antisymétrique infinitésimal; on rappelle qu'on note A=LaS(E,E)). 

L'objectivité d'un operateur est définie moyennant un changement adéquat du 
référentiel: parce changement l'espace translation E vane dans le temps par isométrie en E'(t). Cette 
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isométnc se transmet sur l'espace A des tenseurs antisymétriques (la métrique de A est donnée par le 
produit deux fois contracté) cl ses éléments sont donc objectifs; par contre elle ne se transmet pas sur 
l'espace des tenseurs orthogonaux droits, Q, et ses éléments ne sont pas objectifs (la métrique de Q 
est autre que le produit deux fois contracté, elle sera étudiée dans le chapitre suivant): 

<j>(t):E-»E'(t) ; (j> îsomélrie Vt 21 

A'(t)={a'(t)=<j)(t)a(|>T(i) : a£A} isométrique à A Vt 

Les éléments de A étant objectifs il en est ainsi pour les gradients de w. 

2.4.3. Equation de continuité. 

La conservation de la masse s'écrit dans l'espace profond: 

ri Í \\ -~ 

p(m,t) = P ^ ° ' + grad[p(fo,t)v(f«,t)] = 0 VwEQ t,Vt 

i.e. par rapport à E: 

dpCk,tr,t) , , r i n 

f)(a,£,t) = — ^ p — + divi[p(ft,û,t)u(a,t) I + tlivf>[p(a,ü?t)¡w(A,0?t)| = o 
V(a,£)eD txZ,,Vt 

2.4.4. Accélération. 

Il est utile de calculer l'accélération des points matériels dans l'espace profond: 

dv(tü,t) 2 4 

V((i>,t)- v(f/j,t)= —ñ: i- gradv(n>,t)-v(o),t) 
i.e. par rapport à E: 

r(n».t)E= 

Iu( iO = dU¿f' l ) + grad^u(a,t) -u(*,t) 

dw ( a, 0,1) 
^ ( a , £ , t ) = = a [ = + grad^w(Ä,£,t) u(*,t) + g r a d ^ i j ^ t ^ w ^ f ^ t ) 

il faut remarquer l'indépendance de la composante géométrique de l'accélération matérielle par 
rapport à la vitesse des phases. 

ZJLjCom parai soruJe^de^cxtpuiins. 

2.5.1. Rapport entre inconnues lagrangiennes et culcnenncs. 

On a; 

v(Q((„,t).t) = d t ' ' 

et dans la base E: 

dZ(x,t) d9(x,e,t) .,. 2 7 

u(E(x,t),t) = j t ;w(S( .U),9(x, | t ) , t ) = = d = H ' ^ j L t ) 

2.5.2. Rapport entre évolution et taux d'évolution des vecteurs matériels. 

On considère les images d'un vecteur matériel en configuration de référence, uo, et 
dans une configuration actuelle, ut. La vitesse d'évolution d'un vecteur matériel tangent au point M 
est donnée par la dérivée par rapport au temps du gradient de la transformation de ce point: 

- [In mruipip thprmn-mérnniniifi lip nnïvrri^tnl -
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Ut=F(ü>,t)u« 

el on obtient, par rapport à l'image du même vecteur en configuration actuelle: 

S,=P(uj.i)u<»=fF-|(co.t)ul -» gradv(Qir. t).l)=FF-'(a),i) 

28 

29 

ce qui montre que la partie symétrique du gradient de xsc est le taux de déformation lie par 
transport matériel à la vitesse de déformation de Green- ¿nge: 

symgrad\(Q(u),t),t)=sym(FF oj,t)=FTf2F >(u),t) 

Par rapport à E ( v 

F -F'1 0 

FF '(<!),t)j,= 

30 

31 

(x.e,o= 

r gradjU 0 -t 

=grddv(Q(u>.t),i)K=| ~ |(s(x,D,ö(x,| !,l),l) 
[ gradad g r a d ^ J 

La comparaison entre dcscnption culcricnne et Iagrangicnne donne donc la définition 
des gradients des vitesses en configuration actuelle par rapport à la configuration de référence: 

gradau(E(x.t).0=£„(\.0-F^(x.t) 

g r a d ^ ( E ( \ . t ) . € * \ . l | . i ) . t ) = Ê f t x ( \ ^ 

gradftw(S(x,t).e(x.e..t).t)=Ëfl»(x.e.,t):F_'(x.e,t) 

32 

2Ä_Cünciusion. 

Grâce aux hypotheses de base la cinématique d'un milieu continu profond 
représentant un poh cristal est formellement analogue a celle d'un milieu continu classique. En 
particulier on a défini deux transformations (de la géométrie et des phases) inconnues lagrangiennes 
et deux champs de vilcssc inconnues culcncnncs du problème. 

Du point de vue de la dcscnption lagrangiennc du mouvement, on a défini les quatre 
composantes du gradient de la transformation (dont le gradient par rapport aux phases de la 
transformation géométrique est nul par hypothèse) CL, par conséquent selon le schéma classique, les 
images du tenseur de dilatation de Cauch} et du tenseur de déformation de Green-Lagrange. 

Il faut noter qu'il existe deux tenseurs de dilatation: en fait le produit scalaire de deux 
vecteurs matériels vus dans l'espace profond ne peut être considéré que séparément comme produit 
scalaire de leurs images géométriques (vecteurs de Rn) et produit scalaire de leurs images phasiques 
(tenseurs de Q). Ce sujet sera approfondi dans la Quatrième Partie du travail. 

L'inverse du gradient de la transformation a les images dans H et Q par rapport a E: 

F '((U,t).. 

0 

F -F • F - ' F 

31b 
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Selon la description culcrienne du mouvement on a défini les quatre composantes du 
gradient des vitesses (avec même hypothèse que pour les gradients des transformations). On a 
remarque qu'il s'agit de grandeurs objectives, aptes donc à l'écriture d'une puissance des efforts 
intérieurs. 

Finalement la comparaison des deux descriptions montre un résultat tout à fait 
classique pour la partie géométrique du milieu et un résultat formellement classique pour la partie 
phasique, mais avec des expressions peu maniables pour les gradients géométriques des vitesses et 
des transformations des phases 

- ï fn mtifièlp thprmfi-tnecnnitiHP tip nnlvrristnl -
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3. Mécanique. 

3.1. Introduction. 

On a vu dans le Chapitre II que dans l'étude des polycristaux l'évolution de 
l'onentation des réseaux cristallins est en général obtenue par des conditions de compatibilité de la 
configuration actuelle. Dans le modèle proposé on écrit à cette fin des équations d'équilibre 
mécanique entre (orces et contraintes classiques et variables de type "force" duales au taux de 
rotation des orientations cristallines et à ses gradients. 

Le principe des puissances virtuelles permet une écriture des équation recherchées par 
un procédé automatique; la compréhension des résultats est liée à leur interprétation microscopique 
pour laquelle on renvoi ù la Troisième Partie du travail; la validité du principe cité est liée à 
l'axiomatiquc de base objet de la Quatrième Partie. 

On donne d'abord les hypothèses permettant l'application du principe des puissances 
virtuelles dans sa forme classique: efforts extérieurs continus à l'intérieur et sur la surface du corps, 
actions inertiellcs classiques (dont la partie phasique est à vérifier expérimentalement), efforts 
intérieurs suivant le premier gradient des vitesses. Ensuite on exploite de façon classique les deux 
axiomes du principe et, la continuité du milieu le permettant, on obtient les équations d'équilibre du 
milieu continu profond. 

3.2. Principe des puissances virtuelles. 

3.2.1. Puissances virtuelles. 

Hypothèses. 
On fait l'hypothèse, formellement classique, que la puissance des efforts extérieurs 

est, dans l'espace profond, une forme masse-continue, linéaire sur les vitesses aussi bien à 
l'intérieur d'un corps matériel (i.e. dans le volume de l'image du corps selon un emplacement 
profond) que sur sa frontière (i.e. sur la surface de l'image). Cela découle du postulat de continuité 
des interactions, particularisé pour les forces (Cf. Chapitre VII). 

On suppose que le système de référence fixé est inertiel et qu'il peut varier à 
1'inténcur d'une classe de référcnticls galiléens (donc tout système utilisé est inertiel). On suppose 
qu'il est possible d'isoler un système dans l'univers matériel contenant le corps à étudier, tel que les 
actions entre corps extérieurs au système n'affectent pas le mouvement du corps en objet et que les 
actions entre l'extérieur du système et le corps même sont inertielles. On considère le repère choisi 
(et tout autre repère éventuellement utilisé) figé avec l'extérieur d'un tel système. 

Par conséquent on utilise la formulation classique du principe des puissances 
virtuelles, avec une puissance des accélérations dans laquelle la composante phasique de 
l'accélération peut éventuellement être éliminée (s'il n'y a pas lieu de considérer de forces qui lui 
sont associées). Cette décision ne peut que être renvoyée à une partie expérimentale du travail qui 
sort du contexte actuel. 

Toujours avec un formalisme classique, et en cohérence avec la cinématique exposée, 
on écrira la puissance des efforts intérieurs selon une théorie du premier gradient dans l'espace 
profond. 

Vitesses virtuelles. 
On note les espaces des \ itesses virtuelles par 

\v<cu) = | | e v v = u v x w v ç H 

Puissances virtuelles. 
On considère un sous-domaine Q*CQt et on défini les puissances virtuelles dans ce 

sous-domainc. 
Puissance virtuelle des efforts extérieurs: 

- Un mruifilp thrrmry-mérnnintip dp nnlvrriwnï -
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P e x t(uv , \vv ,ß*)= * 

+ / l u ( * . ^ t ) - u v ( a ) d S 1 + jT i V (a ,# , t ) :w.v(^^ d S, 

Puissance virtuelle des accélérations (on rappelle que l'accélération géométrique de la 
matière ne dépend pas de son orientation microscopique): 

PaCc(Uv.w:v.ß*)= J p ( ^ t ) ï u ( ^ t ) - U v ( * ) d V , + /p(&jM)^<a,Jt t) :wy(*,fl)dv t 
57 

PlüL^UJijVt.¿,u;,tj:^.v^it2L'uvt 

Puissance virtuelle des efforts i meneurs: 

P.nt(U\'OîLv.Q*)= / [A(a,^.,t)-uv(a) + B.(a,u,t):w_v(Ä,ü) - t(a.ü,t):grad¡tuv(a) - ^ 
_ ß i _ _ _ _ _ _ 

- C(a,d,,i):grad:kjvv(a,û) - D(a,d>.t)¡gradf)!w_v(ft,u) ]dV, 
a — — — » — — — • 

on remarque que le teaseur B introduit est antisymétriquc, étant dual d'un tenseur antisymétrique 
(une éventuelle partie symétrique de B ne donnerait aucune puissance), et, pour les mêmes raisons, 
que C est antisymétnque sur les deux derniers indices et D sur les couples d'indices externes: 

BeA*=A=Las(E,E) i.e. B,j = -B,; 5 9 

CEL*(E,A)=UA,E*) i.e. Ckjl = - CklJ 

DEL*(A,A)=UA,A) i.e. Dk h j l = - DkhlJ = - Dhkjl 

Les éléments de A. L/E.A) et L(A,A) étant objectifs il en est ainsi pour les contraintes B, C et D qui 
lui sont duales. 

On appelle finalement: 

_Ö = symt ;ji = antsymt ^ 

3,2.2. Axiome du caractère interne. 

Mouvements rigidifiants. 
Les mouvements ngidiliants peuvent être définis moyennant les isométnes 

infinitésimales du référenue! dans lequel le corps matériel est placé. 
Le théorème de représentation montre que toute îsornctne de £, espace géométrique 

classique, est représentée par un tenseur orthogonal opérant sur son espace translation E. Un tenseur 
orthogonal infinitésimal (i.e. donnant une rotauon qui tend vers zéro) est un tenseur antisymétnque, 
ce qui conduit aux champs de vitesse ngidifiante habituels pour la partie géométrique du mouvement 
du corps. 

L'espace des phases choisi est un sous-groupe (à cause des symétries qui peuvent 
nous intéresser) de Q=U,r,h(E«E) ayant Q comme espace translation. Toute isométne de £ induit un 
isomorphisme sur E et donc encore un isomorphisme sur Q. Par conséquent le tenseur orthogonal 
représentant une isométne de l'espace géométrique £ représente la même isométne sur l'espace des 
phases Q. De même, le tenseur antisymétnque représentant une isométne infinitésimale de £ donne 
cette isométne sur Q. 

Pour une descnpuon lagrangienne du mouvement ngidifiant on a donc: 

Í Í R ( 2 U ) = So(t) + R(0-X 6 1 

L o , o , , a SOW 6 1 * '' R(t)eOE=Lor«h(E,E)E Vt 
|QR(.x,B,t) = R(i)-e = 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -
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Pour une description eulenenne: 

ÍUR(A,t) = Uo(t) + T0(t)-£ 62 
TO(t) = -wT(t) i.e. ro(t)eAE=Las(E,E)E Vt 

w^(A,0;,t) = m(t) — — — 

avec la relation entre les deux descriptions: 

raj[0=ftit)-Rj(t) Vt 6 3 

On appelle les ensembles des vitesses ngidifiantes: 

UR(u0 .S)={uR}ÇU0 ; W R < £ ) = { W R } Ç W 0
 M 

V R ( U O ^ = { | ^ ] } = U R X W R Ç V 0 

Puissance des efforts intérieurs. 
La puissance des efforts intérieurs de tout sous-domaine du milieu doit s'annuler 

dans tout mouvement ngidifianL" 

P,n.(uR.**.Q*> = o v ["RJevR, VQ*ÇQ, 
65 

- P ,n ! (U R ,W R ,Q*)=P, n ! (U 0 ,m,Q*) = 

= /{A(3k.if>.l)-[u0(t)+2iii)-ÄJ +Ba,d_,t):w(t) -tiÄ,ö;,t):ra(t)}dVt = 0 
o* — _ — = _ — 

V(u0.OT)eEExAE>VQ*ÇQ, — 

— pour^=0 et Vu«: A(a.<U)=Q V(a,d)EQ„Vt 

J]B(£.ö.,t) -«*.£.!) ]:ro(t)dV, = 0 VweAE ,VQ*ÇQ t — 
Si' = 

(il faut noter que l'égalité ci-dessus assure l'objectivité de la puissance des efforts intérieurs en toute 
configuration bien que écrite en configuration actuelle) la puissance des efforts intérieurs est alors: 

et 
66 

P,„t(Uv,«.v .Q*)= 
67 

= / {-£5Ä,ft,t):grada.U\(a)-^(Ä.O_,t):grada.uv(2) + 
Q . — — — 

+B(*,£, t) :^v(*.£) - C(».fU)igrada£v(a;.£) - D(i,£,t)|gradftVvv(a,^ }dVt 

on peut distinguer la puissance liée au taux de déformation de "changement de forme géométrique 
macroscopique" de la matière: 

-<*a,í>.t):svmgrad.vUv(*) ^ 

la puissance liée au taux de rotation relative entre géométrie macroscopique de la matière et 
orientation de I'anisotropic microscopique (taux de rotation relative matériau-matière): 

-BÍZ.&.D: [ anisymgradjtiiví aj-^vté-O) ]=B(a,0,t): v.víiJ^O 6 9 

où on note le taux de rotation relative maténau-mauère: 

- Un modèle thermo-mécanique de potyvristal -
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\_ = w_ - antsymgradj.ii 70 

et la puissance "dans le matériau": 

-Cia,£,t):gradjfcWyi&f£) -D(a ,^ t ) :grad^ y (Z ,d) 7 1 

si on néglige les seconds gradients de u (en accord avec l'hypothèse déjà faite pour la puissance des 
efforts intérieurs): 

grad^v s grad^w_ ; grad^v = grad$w_ 7 2 

on obtient l'écriture de la puissance des efforts intérieurs en fonction du taux de rotation relative 
maténau-mauerc: 

Pint(Uv,vv,Q*)= 7 3 

= / { -Í2Í a,ö.t):grada,uv(a)-Bia,^,t):v;v(Ä,iO)-
«• — _ _ _ _ 

-C(a,£,t);gradÄV;V(a,£) -^a£,t)!gradftVv(a,tt) }dVt 

3.2.3. Axiome d'identification. 

Transformation des intégrales. 
On considère: 

3Q, = D.xöZ, + dDtxZ, 7 4 

et: 

ÖQ* = D*\8Z* + Z*xöD* VQ*ÇQ t
 7 5 

on suppose que les normales à la surface dDt ou dD* ne dépendent pas des phases dans Zt et que les 
normales à ôZ, ou dZ* ne dépendent pas de la position géométrique dans Dt (domaines 
rectangulaires à tout instant). Faisant l'hypothèse de régularité de la surface de l'image d'un corps 
matériel dans l'espace profond, on peut utiliser le théorème de Gauss pour transformer les intégrales 
en: 

Jo(Ä,&?t):grada.Uv(Ä)dVt = 7 6 

= fuv<2> 0(2.0,0-Q(*,t)dS, - fdiv^a:,fU)-liv(*)dV t 
7,t\ùDi — " — a* — """— 

Jj3(Ä,d.,t):grada.u^Ä)dVt = ^ 

= Jn( a,0- B(2,d,o- uv( a)dS. + fdivaB.(a,0,t)- uv(a)dV, 
Z'xdD« — — Q* — —• 

B étant antisymétnquc l'intégrale sur la frontière ci-dessus est nulle; le signe avant l'intégrale de 
volume est positif car on indique par "diva" la divergence obtenue par contraction des deux derniers 
indices du gradient: 

„¡,.„8 = ^ . . ^ 
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(a,*M): gradfrWytë^dV^ 

a i a . O - C í ^ . D ^ v í i ^ d S , - f d i v ^ C ^ í ^ t ^ w ^ j ^ d V , 

Z*.\(Drric";D,) ü* 

79 

où on indique cnlrc parenthèses les índices intéressés par la divergence6: 

¡i) ¿5C..L 

f D{k.£,t)¡ gr«id f l^v(*'£)dvi= 

w 
<1.2)r 

f n f ^ . D r p t a ^ . D ^ v ^ ^ S , - fdiv^ Pí&tf,t):wy(a,JOdvt 

D ' N Í / T W Z , ) 12* 

où la divergence par rapport à la variable d d'ordre deux est définie par: 

div ' D : 
» I " ^ , ^ h 

80 

81 

82 

Equat ions d 'équi l ibre . 
Dans un rcfcrcnticl galilccn, dans tout sous-domaine du milieu, pour tout champ de 

\ Hesse virtuelle: 

P e u d i v . W ^ . Q * ) + P .nr fUvWy.Q*) = P ^ U - V Ä ^ * ) ** 

v f ": ]evv,VQ*CQt — 
L=vJ 

On obtient les équations locales d'équilibre écrites en configuration actuelle7: 

V(^£)eD,xZ,,Vt: 

-p(a.£a)|£u(i£a)-xu(^t)|-^ivag(a,£,t)-divaB(a,û,t)=o 

84 

avec condi t ions au contour: 

V(a.fyedD,xZ,,Vt 

'^Ä,£,t)-n(^,l)=Tu(Ä,£,l) 

n(a,i)-C(a,Oi.t)=Tw(a,ü,t) 

85 

, (m) 
ty La divergence notée "div ... " d'un tenseur d'ordre n est obtenue par contraction des indices m et n+1 du 

gradient par rapport à X de ce tenseur. La divergence "div . ..." d'un tenseur d'ordre n est obtenue par contraction des 

indices m et n+2 et des indices p et n+1 de son gradient par rapport à iL 
' On rappelle que le signe négatif devant la divergence de B dans la première équation est dû à la signification 
qu'on donne à l'opérateur div (gradient contracté sur les deux derniers indices) et au caractère anasymétnque de B. 

lin mruiplp thprmn-mprnniniip Hp nnivrrittnï -
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(85) V(Ä,ü)eD,xdZt,Vü 

jTu(*,£,t) - O 

n_(j^t):D(i,ö_,t) = TwiÄ,f£.t) 

La divergence d'un tenseur anüsymétriquc est l'opposé du rotationnel de son vecteur 

axial; soit e le tenseur de permutation, on note: 

1 86 
b<*,£,t) = - t:Bi£,£,t) ; j | ( i , £ , t ) = e- b(ä,£,t) 

d i v ^ a ^ t ) = -rota.bCÄ^t) 

ce qui permet d'écrire ¡'equations indéfinie d'équilibre relative à la contrainte de Cauchy a comme: 

p(a,£, t ) fE u(^£, t )- lu(^OJ+div :^^.^t)+rot a tbía,£, t )=ü V(a,ü)eD¿xZ,,Vi *" 

et montre que l'effort b joue le rôle d'un couple ponctuel. 

Exemple du polycristal plan. 
Pour un problème à géométrie plane cl positions des triedres contraintes dans le plan 

géométrique, l'espace des phases se réduit au sous-espace des tenseurs orthogonaux droits avec 
direction propre normale au plan géométrique; la variable dans cet espace est un angle de rotation. 

Si on note la phase actuelle par •&: 

f>= 

coso sinît 0 ~ 

-sinO cosi> Ü 

0 0 1 

—» W = W 

rO 1 0 

- 1 0 0 

0 0 0 

88 

; w=è 

on obtient les contraintes n, C et D définies dans le chapitre précédent par. 
89 

H^B[2 ; i c . b i = b 2 = 0 et b3= i i 

C¡=2C i l2(i=I,2) et C3=0 

D = 2 ( D ¡ i ¡2+D22i2)< ' í->* l t*-4Dl2I2 s 'm t )" 

Par conséquent les équations d'équilibre du polycristal plan sont, compte tenu des 
forces de masse cl des accelerations: 

V(*,ft)eD,xZ,.Vt 

'p(a,ft,t)leu(a,»,t)-ïu(a,t))+<iivag[a,f>.t)+rot;tb(ft,*,t)=0 

" dfy à'kn dû 

90 
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V(2.£)edD txZ t ,Vt {ÍX)) 

'^a,o,t)-n(a,t)=Tu(ÄAt) 

ni(i,t)C l(a,ö,t)+n2(a,t)C2(a,ü.t)=Tw(ak,»,t) 

Via.OJEDtXâZj.VL 

íTu(a,fi,t) = 0 

lD(*,fU) = TjÄ,(t,t) 

3.3 ̂ Transports. 

L'équilibre mécanique, bien que énonce par rapport à la configuration actuelle, est 
une propriété des corps matériels indépendante de leur représentation particulière. Cela signifie que 
chaque grandeur que nous avons introduite pour définir l'équilibre d'un corps dans une 
configuration n'est qu'une image dans celte configuration, c'est à dire l'élément d'une classe 
d'équivalence caractérisée, en toute configuration, par le fait de garantir l'équilibre sous les mêmes 
conditions (extérieures et intérieures). En ce sens le transport matériel d'une grandeur d'une 
configuration à une autre est le rapport entre deux éléments de la même classe opérant sur deux 
configurations différentes. 

Une configuration est, par définition, l'image par rapport à un repère, dans un 
système de référence, d'un emplacement. La masse et les puissances d'un étal donné sont définies 
sur les corps matériels (ou parties matérielles de ceux-ci), leurs images dans l'espace profond sont 
des fonctions de la position-phase, additives, de somme indépendante de l'emplacement pour toute 
partie matérielle du corps. En particulier, par définition de processus cinématique, la mesure masse 
csl conservée pour tout emplacement d'un processus admissible, ce qui donne l'équation de 
continuité: 

_soit dans la suite (a,d)=(E(\,t),J|(x,e,t)) ; ( x e ^ î ' G ^ O . J ^ ^ J L t ) ) 

Po(i,e)dv0=p(Ä,£,t)dvt => Po(x.,ej=ju,jLt)p(a,|ht) 91 

Il est utile pour la suite de voir les transports matériels des contraintes, obtenus à 
partir de l'indépendance de la puissance intérieure de la configuration et en connaissant les transports 
des taux de déformation correspondantes (la valeur à l'instant l de la fonction sur la configuration 
initiale à gauche est égale à celle de la fonction actuelle à droite). 

Transport de la contrainte B sur la configuration initiale: 

B|[i^t):^(a,^t)dV t=Bp(x,e?t):£T-ô :(x,e ! ,t)dVo=> 
92 

^By(i.e,i)=J(x,i,t)eT(ii,i)-B(i^t)-e(ä,#;t) 

Définition d'images de la contrainte C et D sur la configuration initiale8: 

8 Ces deux contraintes sont associées à deux images du gradient de la vitesse des phases dans le référentiel 
choisi et représentent, donc, deux images d'une même contrainle intrinsèque. C'est la raison pour laquelle leurs 
transports ne peuvent pas être fait indépendamment 
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C(^íM); g r adaba , O^OdVt + D(a,ft,l)rgrddüw([a,ftl)íIV, = 

- Co(x,£,t)ïEje:fftx(x,^i)dV0 + Do(x,ö=,t)[Eee'|oe(x,:e,t)dVo 

Co(x,ia)^(x,ia)F_ l
x(Ä,t)-C(a,ü,l):Ff l

T
ft(a,O,0 

93 

Do(x.£,t)=J(x4t)EBB(^a):iP-Fftx-^-c|(a,£,t):Eee(*^t) 

Transport de la contrainte géométrique définie en configuration actuelle (dont la partie 
symétrique est la contrainte de Cauchy) en configuration initiale (la partie symétrique de l'image est 
la contrainte de Piola-Kirchhoff): 

94 [<2(Ä,i>,l)+Ji(a,i>,t)|:grddjtu(a,t)dV, = [íi(x,e.,t)+¿(x,e ít)]:¿r
x-£xx(x,t)dVo 

^ ( x , £ , t ) ^ ( x 4 a ) r ¿ ' x ( ^ t ) o ( ^ £ , l ) F ; ¿ i t ) («=¿i) 

I! existe plusieurs definitions possibles de l'image en configuration initiale d'un 
opérateur défini en configuration actuelle. 

La contrainte de Piola-Kirchhoff, choisie parmi les images en configuration initiale de 
la contrainte de Cauchy, a l'avantage de l'objectivité et d'être associée à la vitesse de la déformation 
de Green-Lagrangc. 

Par contre il n'est pas possible de définir des images en configuration initiale des 
contraintes C cl D qui soient, en même temps, objectives cl associées à des vitesses de déformation 
de type Green-Lagrangc ou Eulcr-Almaasi. On renonce pour la suite à la définition en configuration 
initiale de couples contrainte -déformation convenables relatives à ces deux termes. 

La définition formellement classique de ia puissance des efforts intérieurs nous a 
donné quatre tenseurs de contrainte indépendants, o, B, C el D, et un tenseur n, partie 
anüsymélriquc de la contrainte géométrique (dont la partie symétrique est o), lié par une équation 
d'objectivité au tenseur B RdT définition ces tenseurs sont tous objectifs, mais leur transport en 
configuration initiale n'est pas immédiat: les tenseurs C et D sont deux images d'une même grandeur 
intrinsèque cl, par consequent, leurs transports sont couplés. D'un autre coté le transport de la 
contrainte de Cauchy csl classique, donnant en particulier la contrainte de Piola-Kirchhoff, et le 
transport de la contrainte B est analogue à celui-ci. 

On a obtenu deux équations lensoncilcs d'équilibre à l'intérieur du corps: la première 
est celle classique des contraintes de Cauchy où apparaissent des couples ponctuelles dues à la 
contrainte B, la deuxième regarde les contraintes phasiques B, C et D. On remarque que le couplage 
entre les deux équations se fait par B; on remarque aussi que la deuxième équation d'équilibre est 
celle qui régit l'évolution des phases et donc, comme pour l'exemple du Chapitre III, l'évolution des 
textures. 

Dans les équations d'équilibre apparaissent, outre les efforts usuels, des efforts de 
nature inconnue, introduits pour des raisons de complétude formelle des équations, dont le rôle et 
l'origine éventuels ne peuvent que être compris par une étude expérimentale qui sort du contexte 
actuel. 
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4. Thermodynamique. 

Les hypothèses à la base de l'étude thermodynamique qui suit sont les suivantes: 
énergie cinétique définie par sa partie principale classique mais par rapport aux vitesses de l'espace 
profond, température indépendante de la phase, production d'entropie non négative en tout point du 
milieu continu profond (donc suivant la position géométrique et la phase). Ces hypothèses à part 
l'étude suit le schéma classique: définition de la partie interne et de la partie cinétique de l'énergie 
totale, définition des apports extérieurs d'énergie (puissances calorifique et des efforts extérieurs), 
postulat de conservation de l'énergie totale de tout système matériel, définition de l'apport extérieur 
d'entropie, postulat de production non négative d'entropie pour tout système matériel. 

De façon classique les postulat énoncés pour tout système matériel seront considérés 
valables localement en tout point matériel en prenant une description macroscopique (i.e. 
suffisamment grossière) de la matière. 

4.2. Premier Principe. 

4.2.1. Définitions. 

On considère un sous-domaine en configuration actuelle Q*CQ, et on écrit les 
énergies, interne et cinétique, cl les puissances, calorifique et des efforts extérieurs, reçues par ce 
sous-domaine. 

Ces écritures, formellement classiques, se justifient en postulant l'existence d'une 
énergie interne aux corps matériels, indépendamment du référenticl de leur emplacement, et, 
notamment pour la puissance calorifique, en postulant la continuité des actions extérieures par 
rapport aux mesures aire et volume. La signification de l'image des énergies et des puissances 
donnée par l'espace profond peut s'expliquer par comparaison avec un emplacement dans un repère 
d'espace géométrique de niveau inférieur (passage micro-macro profond) comme on montrera dans 
le Chapitre VI. 

Energie interne: 
95 

E(QM)= jp(i«,t)e(oi,t)dVt 

a* 
Energie cinétique: 

i % 

K(Q*,t)= - Jp(fy,t)v(ro,t)-v((i),t)dV, 

Puissance calorifique (on considère toujours des sous-domaines rectangulaires): 

97 
C(Q*,t)= Jitf»,t)dV,- Jîq(m,t)dS, = 

Si» Oß* 

= fita,ö,i)dV, - fçi(*,^i)-n(a,t)dSt- Ja(*.^l):njf^0«ISt = 

= f[rta,lU) -d iva^t i^ t ) - d i v ^ a ^ O J d V , 
D'xZ» 

Puissance des efforts extérieurs: 

P„t(Q*,t)= Jp^JbOp^j^O-uta^dV, + J p ^ t t ^ ^ ^ J t t V . w ß ^ O d V t + ^ 
S2* Q* 

+ JX¿(a,fM)-u<a,i)dSt+ J ^ i i ^ O r w ^ ^ O d S , 
¿Si» dii" 
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4.2.2. Théorème de l'énergie cinétique. 

Le calcul de la dérivée matérielle de l'énergie cinétique montre la validité du théorème 
de l'énergie cinétique dans l'espace profond: 

£(Q*,t)= Jp(f»,t)v(ra,t)-v(G>,t)dV, = 
Í2' 

= Jp(2,£,t)|Iu(*,t)u(*,t) + ïwii,£,t):w!(a,£,0]dVl = PJÜM) 
12* 

par le principe des puissances virtuelles applique aux mouvements réels on obtient en fait 

&<Q*.l) = P^lu.w.,«*) - Pexl(u,w,Q*) + Pint(u,vv,Q*) 

99 

1(X) 

4.2.3. Bilan d'énergie totale et bilan d'énergie interne. 

Le premier principe de la thermodynamique énonce la conservation de l'énergie totale 
pour toute partie d'un corps matériel, indépendamment du référentiel choisi: 

|E<fl*,t)+K(U*;i)I = P„t<Q*,t) + C(Q*,t) V Q * Ç Q „ V t 101 

ou, en utilisant le théorème de ¡'énergie cinétique (cette forme a l'avantage d'être objective): 

&i2»,t) = Pint(Q*,t) + C(QM) V Q * Ç Q „ V t 1 0 2 

Dans un espace profond-temps, comme dans un espace-temps, un corps en équilibre 
peut être vu comme un ensemble d'événements de mesure infinitésimale dans le temps et dans 
l'espace profond, obtenant ainsi les processus quasi-statiques locaux comme cas limite de l'équilibre 
thcrmo-sLaliquc. D'après les définitions données on obtient l'écriture locale en configuration 
actuelle, formalisme culcncn, du bilan d'énergie interne: 

p(a,fM)ê(a,o,i) = o(i,£,t):grad ; tu(Ä,t) +B¡(a,e,t):fgrada.u(a,t)-w!(a,£¡,t)]+ 103 

+C(2,£,t); g r a d u a , £,t) +pXa,^,t)jgradfl^(*,:£?t) + 

+ri*,£.D -divjtqC^O^t) -div<£(*,0,t) V(Ä,tt)eQ„Vt 

Selon la méthode de l'état local un processus réel pour l'ensemble Q est un ensemble 
de processus quasi-statiques en tout point de Q. Ceci permet d'affirmer la validité du bilan local 
d'énergie interne ci-dessus dans tout processus. 

4.2.1. Bilan d'entropie. 

Dans un processus quasi-slaliquc isotherme d'un système en contact seulement 
thermique avec l'extérieur, la puissance calorifique reçue est égale à la variation d'entropie du 
système (le transfert quasi-slaliquc de chaleur entre systèmes à la même température donne le bilan 
d'entropie dans un processus réversible). 

La puissance calorifique reçue pendant un processus quasi-statique à température 
constante par un système autrement isolé est égale à la variation d'entropie du dit système. Pour un 
processus quasi-statique non isotherme d'un système non isolé on a un écart instantané entre la 
puissance calorifique reçue et la variation d'entropie du système. Par la méthode de l'état local, tout 
processus de la classe étudiée est une suite dans le temps et un ensemble dans l'espace de processus 
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quasi-.staüques locaux, chaque point matériel étant caractérise par un état différent (i.e. il existe un 
gradient de température): l'écart en question sera donc instantané et local et on peut l'appeler taux de 
production d'entropie volumique. 

On fait l'hypothèse que la température d'un point matériel placé dans l'espace 
profond est fonction seulement du pseudo-emplacement géométrique, c'est à dire qu'elle est 
indépendante de la phase en tout point matériel. 

Pour tout processus réel, on postule donc le bilan: 

Jp(Ä,£,t)s(i,£,t)dV t = 
a* 

104 

r(2,iU) 

T(a,t) 
t lV , 

<¿(a,tf,t)-n(*,t) 

£2* Z'xdD* 
T(a,t) 

<is, 

D*xdZ* 

•q(a,fht):n«U) 
- = = - dS,+ Jp(Ä,^t)T,(i£,t)dV, 

f - ^ = ~ ~ • = + ä ( 2 Ä 0 S™*^' +p(Ä,£,t) t1(^, t) ldV t 

£2* 

V Q*ÇQ„Vt 

On passe de ce bilan d'ensemble au bilan local d'entropie en tenant compte du 
caractère arbitraire du choix du domaine d'intégration et à la régulante de la fonction intégrée9. On 
peut ensuite multiplier par T>0 pour obtenir un bilan avec grandeurs homogènes à des puissances: 

p(*,íU)T(*,i)s(a,ü,t.) - r t a ^ O -Kiivag(2,ü,t) +divflfl(a,ö,t) 105 

-g(^,j»,t)^raJ: tT(^ t )-p(a,J:.t)T(jTt)T](jt,f);,t) =0 V(Ä,ü)EQ t Vt 
— T(a,t) — — — 

Remarque sur le flux surfacique. 
Grâce à l'hypothèse de température uniforme dans les points matériels d'égal 

emplacement géométrique, on peut modifier l'expression du flux surfacique d'entropie (avec la 
notation d V ^ V ^ d V g J : 

ou: 

* ~— f H(3t,_d,t)dVQrn(2,t)dSF,+ f — l — [ í(*,Qfl):n&í)dSQ¿Vn 

i ^ 0 - n ( ^ ) d S F t + f R ( M d V E t 

T(a,i) 
¿i> 

T(Ä,t) 
i)1* 

f H Í ^ O d V g , = Q(*,i) ;_ f £(a,^,t):nj(»,0dSyr= f d i v ^ ^ D d V ^ R(k,i) 

106 

107 

on reconnaît un (lux d'entropie par échange de chaleur Q le long du contour géométrique dD* du 
domaine cl un flax d'entropie par un pseudo-échange volumique de chaleur R dans le domaine 
géométrique D*. 

y Selon l'analogie micro-macro utilisée dans la Troisième Partie du travail, la régularité de la fonction intégrée 
descend de la régularité de la fonction d'observation qui lisse les champs microscopiques. D'un point de vue physique, 
c'est le fait que le vecteur flux de chaleur dépend de la variable de phase qui assure la validité d'un bilan locale d'entropie 
dans l'espace profond ayant cette forme, une fois que la température est, par hypothèse, indépendante des phases. 

Sur la validité locale dans l'espace profond et instantanée de l'inégalité de Qausius-Duhem voir le Chapitre V. 
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4.2.2. Inégalité de Clausius-Duhcm. 

D i s s i p a t i o n . 
On appelle dissipation (grandeur homogène à une puissance massique) le terme: 

D ( ^ t ) = T ( ^ t ) T 1 ( i , £ , t ) I 0 8 

D'après le second principe de la thermodynamique, pour tout processus réel d'un 
corps matériel indépendamment de son emplacement dans l'espace profond' °: 

DCä,ü,t)>ü dans tout processus réel V(¡t ,ü)eQ, Vt 1 0 9 

Energie l ibre. 
On défini ie potentiel énergie libre par 

V i s i t o =e(a,ü,t) -T(a,l)s(at,ü,i) V(*,j>)eQt Vt ' , 0 

à partir des bilans locaux d'énergie interne et d'entropie on déduit le bilan locale d'énergie libre, en 
eulcrien: 

= pCa,£,t)e(a,£,l) -p(a,£,t)f(*,t)s(a,tt,l) -p(a,£,t)T(a,t)s°(a,£,t) = 

= «(iJLO^radjtUÍ&t) +B(a, t>,t): [grad^uia^-uj *,£,t) ]+ 

+C(*,ft,t)sgradua,ß_,l) +DCa,£?l)!grad^u^(a,£,t) -

-p(*,<|,t)f (*,t)s(*,f>,t) - a ( a , ^ t ) ^ r a d ; k T ( - ' t ) - p ( a , ^ t ) D ( a ^ t ) ; V(2,£)eQ t Vt 

et on peut écrire le second principe de la thermodynamique sous la forme de l'inégalité de Clausius-
Duhcm, en eulcnen, sur la configuration actuelle: 

112 
-p(k,£,t)4'(a,£,t) +oÇa,£,t):grada.u(a,t) +J|(a,;o\t): | gradÄu(a,t)-^(a,£,t) ]+ 

+C(B,^,t);gradaw(k,£,t) +D(^£ , i ) :g rdd^( *,£,!) -

-p(2,ft,t)f(*,t)s(*,£,t) -g(a,£,t) ^ r a d ; t T ( - L ) = p(2,£,t)D(X,£,t) >0 

V(a ,ü)£Q, Vt 

1 0 Du fait que le flux de chaleur dépend de la variable de phase (voir interprétation microscopique du bilan 
d'entropie) on peut envisager que, si l'entropie d'une phase (e.g. d'un domaine géométrique à phase fixée) est censée 
décroître, cela se vérifie par un apport de chaleur par sa "surface" ou par une "convection" d'entropie par changement de 
phase et non par une production négative d'entropie massique. Sinon, d'un point de vue microscopique, le constituant 
dans la phase en question évoluerait localement selon un processus à production négative d'entropie qui est 
inadmissible. Ce raisonnement explique l'intuition physique d'une dissipation positive en tout point géométrique et 
pour toute phase. 
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A l'intérieur de cette inégalité, pur des hypothèses sur le type de comportement, on 
pourra distinguer une partie réversible (termes dont la somme est nulle en tout point et le long de tout 
processus) et une partie irréversible. Par des hypothèses sur le type de dissipation on pourra, 
ensuite, distinguer une partie irréversible strictement dissipatrice et une partie irréversible (non 
dissipatrice) d'interaction entre variables internes qui représente l'échange entre sources extérieures 
d'énergie et changements de l'état interne' '. 

4^LTranspi),ûs. 

Un corps matériel est en équilibre thermodynamique indépendamment de la 
configuration choisie pour le deenre, de même que pour l'équilibre mécanique. Si l'équilibre 
thermodynamique en objet est un état local instantané, on fait l'hypothèse qu'il est indépendant de la 
configuration locale 

L'image dans l'espace profond de l'énergie interne d'une partie matérielle d'un corps 
est une fonction additive d'espace, de somme indépendante de remplacement. La même propriété 
est valable pour l'entropie dans un état d'équilibre, éventuellement local instantané, et, par 
conséquent, pour l'énergie libre (la valeur à l'instant t de la fonction sur la configuration initiale à 
gauche est égale à celle de la fonction actuelle à droite): 

_soit dans la suite (a,£)=(H(x,t),Bí\,e¡,t)) et donc (x,8)=(E- ,(&t),e¡-
,(a,<M)) 

p0(x,e)T(x,t)so(.\,£,t)dV()=p(^û,i)T(a,t)s(a,ft,t)dV, =» s„(x,ÍU)=s(*.fM) 

Po(^,£)c0(x,£,l)dV0= ()(^£,t)c(^£,t)dV t => c0(x,£,l)=c(2,£,t) 

pü(x.e)^o(x.B ;,l)dV0=p(^í>.tMA.£,l)dV1 =* vu(x,£,t)=i|>(£ft,t) 

Le transport matériel du fiIL\ de chaleur dépend de celui du vecteur surface sur lequel 
il agi t. On doit vérifier que: 

114 
g„(x£.t)-iUx.t)dSn Fg(££.t)-n(a,t)dS r . t Vn<,(x,t)dSF0 V(x,meâD0xZ0 

^p(x,8!,t):i¿,(£.t)dSyt,=£(A.0i,t):ní£,t)dSy, V n ^ O d S ^ V (\,®)e.DQxdZ0 

qui entraîne (en supposant les images des surfaces matérielles régulières dans l'espace profond): 

[r>vxg„(x.£.t)+Di\ia><.vfU) ]dV(,= [divag(a,£.t)+div0£(a.£,t)]dV t V dV0EQ0 -* 

— [Div^0(x,£,t)+Div^(x.£,t)]=J(x,£.t)[div ic1(i . :0,t)+div^(i ,£, t)] V ^ e ^ D b x Z o 

à cause de remplacement dans l'espace profond du fiu\ de chaleur il est plus rapide d'utiliser cette 
dernière relation entre les divergences. 

En multipliant par ¿ik^. compte tenu de l'indépendance de la cinématique géométrique 
des phases, et en intégrant à coníiguraüon actuelle fixée12 on obtient le transport de la composante 
géométrique du vecteur [lux de chaleur 

g(*.tt.t)=J 'U,ü.t)£„(x.0.,t)qo(x,i,t) 116 

1 ' Dans le chapitre precedent une interaction de ce type se vérifie entre tau* de rotation relative matériau-matière 
et gradient par rapport aux phases de ce taux de rotation lorsque le coefficient f est imaginaire. 
' - L'intégration ä F_ constant est valable avec approximation. Si on calcule le transport de q à partir de la 

conservation de la puissance calorifique par unité de surface matérielle (cj dS) au lieu que par élément de volume, 
lorsque on veut venficr la conscrvaüon de cette dcrnicre (divq d\ ) il faut négliger les seconds gradients de u dans le 
calcul de la divergence. Les deux approches coïncident (ce n'est que la puissance suriacique qui est transportée). 
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en multipliant la môme equation par oftm¡ et en intégrant (même hypothèse sur le mouvement) on 
obtient le transport de la composante phasique: 

£(a,£,t)=j- 1(x.e,t)iF„(x,e!,t)-aox(x,öit)+Ezz(x,£.o:ap(x,£,ol * ,7 

le transport du flux de chaleur a donc la forme classique dès qu'on tient compte de la forme du 
gradient de la transformation dans l'espace profond; les relations inverses sont donc: 

^ ( x , £ a ) = J ( x 4 a ) [ - E ^ ( ^ ^ t ) : F ^ ( i 4 a ) ¿ ( A a ) H ( t ó t ) + | " ¿ i £ , t ) : a ( t ó l ) l 

Dans les deux équations locales écrites, bilan d'énergie interne et inégalité de 
Clausius-Duhcm, apparaissent des nouveaux termes. En particulier nous nous intéressons aux 
puissances ducs à la vitesse des phases et à ses gradients: c'est la présence de ces termes dans 
l'inégalité de Clausius-Duhcm qui nous permettra une étude du comportement des textures comme 
pour le modèle du Chapitre III. 

Le flux de chaleur entre phases a été introduit par souci de complélude, sa 
signification physique reste à évaluer ainsi que, éventuellement, l'intérêt de sa détermination. 

L'hypothèse sur l'uniformité de la température dans un point géométrique sera 
approfondie dans le Chapitre VI. 
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5. Comportement . 

Dans celle partie du chapitre on défini formellement les équations de comportement 
nécessaires pour fermer le bilan équations-inconnues qui ressort de l'écriture des lois de 
conservation cl de l'inégalité du second principe de la thermodynamique. 

La nature du référcnticl nous oblige à reprendre un à un les passages nécessaires à 
celte fin. 

On obtient d'abord, par l'examen du problème thermo-mécanique posé, la liste des 
grandeurs constitutives, c'est à dire des variables du problème qui doivent être définies par une 
équation de comportement. Ensuite on défini l'ensemble des variables d'état et on restreint la 
généralité des relations enire inconnues constitutives et variables d'état par une suite classique de 
postulats: causalité, action locale, simplicité matérielle et indifférence matérielle. 

Par la méthode des variables internes on écrit finalement les équations recherchées 
sous forme de fonctions locales instantanées des variables d'état et des variables internes. A cette fin 
il est nécessaire de définir une configuration relâchée du milieu pour laquelle on utilisera la 
connaissance de la transformation des phases. 

Finalement on donnera aux fonctions obtenues les restrictions nécessaires pour 
vérifier l'inégalité de Clausms-Duhcm suivant tout processus. 

Quelques hypothèses sur la nature des transformations du polycristal vont nous 
permettre, en choisissant une forme simplifiée pour le potentiel énergie libre, l'écriture du 
comportement des contraintes de Cauchy du milieu continu profond en fonction du comportement 
classique, donné par la loi de Schmid, des monocristaux. 

5.2.1. Bilan équations-inconnues. 

Inconnues. 
Dans une description lagrangiennc la configuration actuelle est identifiée à partir de la 

configuration íniüalc, prise comme configuration de référence, par les champs des variables 
introduites'7: 

T(\,i). Î ( \ .D, e¡[\.o,i), fi(¿íx,t),¡e(x,e?t),t)
 ] 19 

Dans une description culencnnc les inconnues correspondantes sont les champs: 

T(*,u. u(a,i). w&ftji), ptetto 12° 

avec la donnée en tout point des conditions à l'instant initial T0, UQ, W0 et PQ. 

Equations. 
On a introduit les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement 

(sous la forme de principe des puissances virtuelles) et de l'énergie interne (ou de l'énergie totale) et 
le bilan d'entropte. Ensuite on a substitué l'énergie libre à l'entropie et, d'après le second postulat de 
la thermodynamique, on a déduit l'inégalité de Clausius-Duhcm à partir du bilan d'énergie libre. 

La conservation de la masse donne 1 équation scalaire entre inconnues cinématiques 
cl masse voiumiquc actuelle à partir de la donnée de la masse volumique initiale PQ. Ce qui permet 
d'éliminer tout de suite la masse volumique de l'ensemble des variables d'état14. 

La conservation de la quanülé de mouvement a été écrite par le principe des 
puissances virtuelles; on a donc introduit, outre les équations de bilan, un postulat d'objectivité de la 
puissance des efforts intérieurs. On a donc 3 équations vectorielles (2 équations d'équilibre et 1 
équation d'objectivité) plus 3 inconnues tensonelles d'ordre 2, 1 inconnue tensorielle d'ordre 3 et 1 
d'ordre 4 qui sont donc des grandeurs constitutives (ici sur la configuration actuelle): 

'•* Voir note suivante pour la masse volumique 
1 4 En effet la conservation de la masse est intrinsèque aux corps matériels, postulée avant tout choix d'un 
référenticl et d'une description paru euh ère C'est la raison pour laquelle la masse volumique actuelle n'est pas, en toute 
rigueur, une inconnue lagrarigieruie: la donnée de la transformation suffit pour connaître, par le calcul du déterminant 
de son gradient, l'évolution de la masse volumique 
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o(£.<bt), ü t e JLO, B . ^ 1 ) , Ç(a,û,t), D(ft,0,t) 121 

Le postulat d'objectivité identifie les contraintes \i et B, par conséquent on peut éliminer tout de suite 
celte équation cl une de ces inconnues (notamment \i) du bilan en élude. 

La conservation de l'énergie totale (i.e. bilan d'énergie interne plus conservation de îa 
quantité de mouvement en absence d'énergie cinétique de turbulence) donne 1 équation scalaire plus 
1 inconnue scalaire et 1 inconnue vectorielle (constitutives, ici sur la configuration actuelle): 

c(a,e,t), g(a,»,t) 122 

Le bilan d'entropie donne 1 équation scalaire plus 1 inconnue scalaire (toujours sur la 
configuration actuelle): 

s(Ä,£,t) 123 

La définition de l'énergie libre n'introduit pas d'autres inconnues; on substitue 
l'inconnue constitutive énergie libre à l'énergie interne. 

Bilan équations-inconnues. 
Une description lagrangienne est bien adaptée à la géométrie de la matière, tandis que, 

à cause des difficultés intrinsèques à la détermination de couples contrainte-déformation 
convenables, une description culcrienne est plus adéquate, en général, pour suivre l'évolution des 
phases dans la matière. On considère donc une description mixte du milieu continu profond. 

En résumé on a le bilan équations-inconnues (en eulenen ou en lagrangien): 
124 

variables: T(*,t), u(a,t), w j & ^ t ) ou T(x.t), E(x,t), e ^ . t ) 

équations: 1 scalaire + 2 vectorielles 

inéquation: 1 scalaire 

inconnues: ^(*,í>,t), j|(X,J>,l), C(A,ü,t), D C í ^ O . vC&jLO, ÍA^JID, s < t ó l ) ÜU 

£(x.BA BpU.jU), QíxAt), Do(x>:e,L), ii>0(2t,e,o, y J i ^ O , s0(x,e,i) 

avec les hypothèses constitutives de température et transformation géométrique uniformes par point 
¿¿come ínqüc. 

T=T(x,t) ; E=Z(x,t) 125 

II faut donc introduire une équation de comportement pour chaque inconnue 
constitutive (4 tcnsoncllcs, 1 vectorielle et 2 scalaires) et imposer qu'elles vérifient l'inégalité de 
Clausius-Duhcm. 

5.2.2. Principes et hypothèses sur le comportement. 

On considère que les inconnues constitutives dépendent des variables d'état suivant 
les principes de causalité, de l'action locale, de simplicité matérielle, et d'indifférence matérielle. 
L'énoncé de ces principes est donné de suite. 

Variables d'état. 
Chaque inconnue constitutive dépend d'une équation de comportement, fonctionnelle 

de l'histoire des champs des variables d'étal (dans la suite les équations données pour une inconnue 
constitutive seront valables pour tout aulre inconnue sauf specifications différentes). 

Soit la notation: 

Te7=R+;a) 'eQo , 2 6 
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on indique par f(y) = f{a(x); b(x); . . . } A 1c fait que f est une fonctionnelle des variables a, b, etc., 
dans l'ensemble A, i.e. pour yiEA cl \ £ A . Les equations de comportement sont, en général, du 
t>pc: 

VoU4,t)=i;.0{T(x' ,x) ; S(x' ,x) ; J|(x' £ , T ) } Q O X X
 127 

Principe de causali té . 
Le comportement ne dépend que du passe par rapport à l'instant l actuel et de l'instant 

même. L'ensemble des instant de temps qui intéressent le comportement à l'instant actuel est donc1 s: 

X<=[0.tJCx I 2 8 

Wx4,t)=it>o{T(x' ,T) ; E(x' ,x) ; £ (x ' ,£' ,T)}Q 0 X X < 

Principe de i'acCion locale. 
L'influence des points matériels, placés en w'EQo, non proches du point en objet, 

(oEQo, n'est considérée que par ¡es gradients successifs des variables d'état en ce point o>, de façon 
que la fonctionnelle d'espace devient une fonction locale: 

T(x,x); V J ( x , x ) ; V;xT(x,x); ... ; 5(x,x); V^H(x,x); V^H(x,x); ... : " 

e t x . ^ x ) ; VJ^x.JLx); V^ ix . tLx ) ; V ^ x . e ^ x ) ; V ^ x ^ x ) ; V ^ x ^ . t ) ; . } x < 

Principe de simplici té matér ie l le . 
On ne considère que les premiers gradients des variables d'état; en outre on ne 

considère le premier gradient de température que pour l'équation de comportement du flux de 
chaleur 

Vo(x,e:,t)=VojT(x,x): ï (x .x ) ; F,x(x.x); e ^ J L x ) ; Fe x(x.e,x); EBe(x,JLx)'ix< ' 3 ° 

äo(x,es.t)=gp(T(x,x); VsT(x,x); S(x,x) ; F*x(x.x) ; J9(X,£LX) ; ^ ( x ^ x ) ; ï:oe(x,<Lx)ix< 

On remarque que l'action locale et simplicité matérielle pour la partie phasique de 
l'emplacement profond d'un corps matériel impliquent que seulement les orientations proches 
interagissent. 

Principe d ' indifférence matériel le . 
Vue l'utilisation d'un observateur dans les descriptions du mouvement adoptées16, il 

faut postuler l'indépendance de la description du comportement d'après le mouvement de 
l'observateur dans l'espace géométnquc-temps: le principe d'indifférence matérielle postule que les 
grandeurs constitutives sont des fonctionnelles de l'histoire des variables d'état quelque soit le 
mouvement du réfcrcntiel. 

On remarque que les conséquences du principe d'indifférence matérielle sur les 
fonctionnelles de comportement peuvent être dégagées dés qu'on fixe un ensemble de variables 
d'état, ce qui a été fait au stade actuel de nôtre démarche. Lorsque, par la méthode des variables 
internes, on cherchera une évaluation des dites fonctionnelles par des fonctions actuelles 
instantanées (ayant fixé leur support) tant des variables déjà introduites que d'autres variables non 
observables, il faudra de nouveau tenir compte de ce pnneipe. 

1 5 I JA chronologie x est constituée d'instants positifs à partir de l'instant 0. La configuration initiale de référence 
lagrangienne est celle à l'instant 0, le passé commence à cet instant 0. 
1 6 On remarque que l'indifférence matérielle des équations d'équilibre est assurée par l'objectivité des puissances 
intérieures et celle de l'inégalité de Clausius-Duhem par l'objectivité de l'énergie interne. 
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On considère un tenseur A d'ordre p défini sur la configuration à l'instant x, dont les 
composantes à l'instant t sont Aj, . j (t), par rapport à un referentiel fixé17. On rappelle qu'on défini 
objectif le tenseur A si en observant son image dans un deuxième referentiel, ayant un mouvement 
relatif au premier tel que18: 

X',(T)=X01(T)+K1J(T)XJ ; K ^ K j s O ^ ö . j dctlK./TJNl Vx 131 

est la relation, en fonction du temps, entre les coordonnés instantanées d'un même point matériel 
dans les deux référcnticls, les composantes de l'image à tout instant t de ce tenseur dans les deux 
référentiels sont dans la relation: 

A*„. lp(t)=KMJ1(x)...K1pJp(x)AJ1...Jp(t) Vt , 3 2 

Selon cette définition un scalaire matériel est objectif si ses valeurs à tout instant coïncident dans les 
deux referentiel. Un type particulier de tenseur est donc celui qui ne voit pas ses composantes 
instantanées varier par changement de referentiel: toutes ses composantes sont des scalaires matériels 
objectifs. Plus en général un tenseur d'ordre p non objectif peut éventuellement être constitué par de 
tenseurs objectifs d'ordre q<p. 

5.2.3. Remarque sur la simplicité matérielle. 

On peut supposer que à la description macroscopique en objet correspondent des 
éléments de volume microscopiques représentatifs. Chacun de ces éléments de volume contient 
toujours un nombre suffisant de phases pour considérer que l'énergie interne (ou autre inconnue) 
d'une phase ne dépend pas des fractions \olumiques (ou massiques) des autres phases (chaque 
fraction étant faible): l'ensemble des autres phases se comporte, par rapport à une phase donnée, 
comme un milieu homogène. 

Celte hypothèse, faite d'habitude à l'échelle des grains (en considérant des éléments 
d'agrégat représentatifs), est à la base des méthodes d'homogénéisation présentées dans le premier 
chapitre de ce travail. 

Ceci est vrai tant que le complémentaire d'une phase reste convexe: lorsqu'une phase 
traverse l'élément de volume en le découpant en deux parties disjointes (i.e. par une ligne si IXR2 

ou par une surface si DCR1) l'énergie interne des autres phases va en dépendre. Ce même 
raisonnement est valable pour toute inconnue "contrainte" et pour le flux de chaleur. 

Une phase représente au fait la possibilité que se vérifient des glissements 
microscopiques selon des directions données. Si une phase traverse un élément de volume il existe 
une direction de glissement admissible à l'échelle de cet élément qui a donc une raideur tangente 
singulière le long de cette direction: une bande de cisaillement peut découper l'élément de volume 
traversé. 

Soit Zp ¡'ensemble des phases qui ont traversé l'élément de volume microscopique 
(plusieurs phases peuvent traverser le même élément de volume car les intersections de mesure nulle 
ne sont pas significatives, néanmoins le cas d'une seule phase qui traverse l'élément de volume est, 
en même temps, facile à comprendre et en accord avec les observations sur les cristaux): 

B*eZ*(H}={HJUZp , 3 3 

W J U U ) = Y O J T ( X , T ) ; E(X,X) ; F ^ ( X . T ) ;£(*,£*,-!:); Fex(x,£*,x); Eee(*.£*.x))x<*z»<e> 

g0(x,JLt)= 

=qjT(x,x) ; VxT(x,x) ; Z(x,x) ; F^(x,x) ; £ (x ,£* ,x) ; Fex(x,£* ,x) ; Eed^ Mx^'W 

Pour qu'une phase puisse percoler dans un agrégat tridimensionnel (selon un schéma 
à boules) il en faut une fraction en tique théorique de 16%, qui devient 45% pour un cas 

1 ' Si t=t<, VT le tenseur est lagrangien avec instant de référence IQ; si t=̂ t Vx le tenseur est eulerien. 
1 s On considère de référcnriels équi-orientés, de façon que K est un tenseur orthogonal propre. Le changement de 
l'onentation du referentiel (detK=-l) n'est pas pris en compte dans ce travail 
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bidimcnsionncl (CI. [Scher cl Zallen 1970]). La perte de connexion d'un élément de volume peut se 
schématiser, en première approximation, par un problème bidimcnsionncl, si le problème mécanique 
étudié est réellement bidimcnsionncl (auquel cas l'approche est "exacte"), ou par le produit de deux 
problèmes bidimensionncis, si le problème mécanique est tridimensionnel (la fraction critique peut 
alors être de 26%). 

Pour que les hypothèses de simplicité matérielle et action locale soient admissibles 
dans l'espace profond (partie phasique) il faut donc que la fracüon volumique de toute phase soit 
inférieure a une fraction critique de 26+451. En outre, vu la nature du phénomène étudié (cette 
"coupe" de l'élément de volume est plutôt figurée par un plan que par une surface discontinue) la 
fraction critique de 4 5 1 semble être plus pertinente. Vu donc qu'il s'agit de fractions plutôt élevées 
les deux hypothèses en question peuvent être initialement acceptées. Par contre, lorsqu'elles ne 
seront plus valables, au cours de l'évolution du matériau, on peut envisager une modification brutale 
du comportement ayant une direction caractéristique (celle de la phase qui traverse l'élément de 
volume micro). On peut alors postuler l'initiation locale (en un point géométrique x) d'une bande de 
cisaillement bien avant qu'il y ait instabilité de comportement au sens mécanique du terme (qui 
représente plutôt une bande qui est non locale). 

5.2.4. Objectivité des fonctionnelles de comportement. 

On a choisi un système de référence en fixant un référentici d'espace géometnque-
temps particulier. Tout autre système de référence possible est obtenu par isométric conservant les 
orientations de celui-ci. L'espace des phases est l'espace des rotations absolues du matériau: il voit 
donc le référentici d'espace géométrique varier par isométnc, mais il n'engendre pas d'autres 
référenliels en variant indépendamment de l'espace géométrique'9. 

(Si on interprèle l'espace des phases comme l'espace des rotations relatives malénau-
géometne de la matière, alors il n'y a pas de variations dans l'emplacement dans l'espace des phases 
d'un point matériel par isomclnc du référentici géométrique). 

Il existe un instant de référence dans le changement de référentiel dans lequel le 
référcntiel initial et le second référcnücl coïncident. Le choix d'un instant détermine une classe de 
changements de référentici; si on se restreint à une classe donnée on postule l'objectivité par rapport 
à l'instant de référence choisi. 

Pour une Iransformalion donnée, à toute configuration correspond un instant (même 
si une infinité de configurations peuvent être instantanées) et on peut donc parler d'objectivité 
relativement à une configuration: c'est l'invariance aux changements de référcntiel ayant l'instant de 
la configuration comme instant de référence (i.e. ne modifiant pas ladite configuration). Une fois 
fixé le processus étudié, pour des comportements indépendants de l'échelle des temps (e.g. élasticité 
et plasticité), celui-ci joue le rôle d'un paramètre identifiant les différentes configurations du corps. 
Dans ce cas il convient de se référer aux configurations plutôt qu'aux instants de temps. 

Pour garantir l'objectivité de la description du comportement adoptée (c'est a dire 
l'indifférence matérielle) il suffit de postuler l'objectivité des fonctionnelles de comportement dans 
leur configuration support, donc relativement à l'instant de cette configuration. On a intérêt à choisir 
la configuration miUalc de référence cinématique (lagrangienne) à support des fonctionnelles de 
comportement et, donc, l'instant initial, 1=0, comme référence pour les changements de référentiel. 

D'après le théorème de representation toute isométrie de l'espace géométrique-temps 
£xx, (i.e. changement de référcnücl qui conserve l'unité de temps et l'image géométrique du produit 
scalaire entre vecteurs matériels) est donnée, par rapport au repère ^ qui lui est solidaire, par une 
transformation orthogonale cl une translation donc, selon le système de coordonnées du repère E ou 
E', en prenant l'instant initial de référence à ce changement (i.e. K(0)=I): 

1 9 D'un point de vue formel, il est plus simple à cette fin, de considérer les phases dans l'espace des tenseurs 
orthogonaux droits plutôt que dans l'espace des angles dTuiler, car il faudrait, autrement, transporter le changement de 
référentiel géométrique dans ce dernier, avec des transformations non linéaires. C'est la raison pour laquelle on a 
privilégié l'utilisation des tenseurs orthogonaux euclidiens bien que le système curviligne soit numériquement plus 
compact. 
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í(u)E,x)=(x(JA),e.(JA),x) 
J.vE'-T5->J — avec J 

|(a )
,
E.,T')=(x'(^), :e

,(a{),x') 

on obtient alors la variation des variables: 

T'U'/r") = T(x,x) 

V X T ' ( X \ T ) = VxT(x,x) 

E ' (x ' , r ) = j£(x)E(x,x)+Xo(x) 

£ ' (x ' ,£' ,x') = K í̂x) £(x,£,x) 

P„(x ' ,x ' )= ;K(x) :F x , ( \ ,T) 

FH x(x' ,£' .x') = £ (x )F ö x (x4 ,x ) 

E'eaCx' .£' ,x') = ^(x) E«e(x4,x) 

et des inconnues-0: 

VoU'^'.x') =H,0 ( \ ,B : ,T) 

o(x' ,£' ,T0 = S0(X,JLT) 

jr/(x'.tr,x') = :yjx,e_.t) 
B„, C(), D(,non objectifs 
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(x' ,£' ,x') = KjfT) ¿ ( x A x ) Kj(x) 

(x' ,W ,x') = ( ^ x K ^ x ^ Q x ^ x V K ^ x ) 

D'(x" ,£' ,x*) = (£(x)®£(x)):D(x£,x):(^l'íx)®K.1(x)) 

y/o(x\e\x ' ) ^ 0 ( Í , | . T ) 

x' (x)=Xo(x)+K(x) x 

objectif 135 

scalaires objectifs 

non objectif 

non objectif 

non objectif 

non objectif 

non objectif 

objectif 136 

objectif 

scalaires objectifs 

objectit 

objectif 

objectif 

scalaires objectifs 

L'indifférence matérielle est vérifiée si les grandeurs constitutives sont des 
fonctionnelles de l'histoire des variables d'étal quelque soit l'histoire de K(t) et x0(t) donnant le 
changement de rcicrcntie!. 

Si on se limite aux grandeurs constitutives objectives ou constituées de scalaires 
objectifs sur la configuration initiale (i.e. «j»0, S0, ;t, q0) on voit qu'il s'agit d'imposer que 
(condiüons égales pour ^ 0 et s„, condition analogue pour q0 car le gradient de température est 
objectif en configuraüon iniüalc): 

- ° I -a variation des contrainte et du flu\ de chaleur par changement de référentiel peut être obtenue en imposant 

l'objectivité des puissances, e g 

¿(i.B.1) » > n K ¿ , ¿»Xi .D=2 1
, ( i , . f f . 0 : syn i ¿ s -£ x x Xx , . t , )= 0 6 b 

^ r (0) -¿( .V. f f . r ) WO) S \ T O < ¿ j ^ X . v O =>£(&'.ff X) =K(ö)-n(x,|t)-KT(0) 

I^es contraintes en configuration actuelle sont objectives par définition (objectivité de la puissance des efforts 
intérieurs). Par contre la définition de contraintes objectives eu configuration initiale n'est pas aisée pour B, C et D si 
on veut des déformations associées convenables. 

On noie: 
(K©K) l jhk=*MkKjh 136c 
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VjgT) Vx jx) T £ X B 7 

^(x,i|,t)=*{T(x,x) ; JC(T) S(X,T)+XO(T) ; j£(x)£„(x,x) ; K ( T ) e ( \ , | * j ) ; 

Bx)í> (x-4*.x); K(x)'|ee(x,£*,T) W.«<H>= 
I 

=K|T(X ,T ) ; E(x,x); £ „ (x ,x ) ; e(x,£*,x); Fex(x,£*,x); gee(x,£*,T)L<xZ.(e) V(x,£,t) 

En prenant une histoire des changements de rcl'érentiel de translation x0=-H on voit 
que ces fonctionnelles ne dépendent pas de la transformation géométrique: 

Kj[T)=£ VxeX Vxo(x)=-S(x,x) xEx — , 3 8 

- ^(x.£,t)=*!T(x,x); F,x(x,x);£(x,£*,x); Fex(x,6*,x); Fee(x,e*,T)lx<x2.(e) V(x,£,t) 

En prenant une histoire de rotation on voit qu'il convient de modifier la notation des 
variables d'état selon ce qui suit. On considère une décomposition polaire du gradient de la 
transformation géométrique: 

£„a, t )=X(i , t )£(s , t ) -V(x, i ) -X(x, t ) ; XeLoTth(E,E) ; U,VeL,(ETE) 1 3 9 

par les changements de referential en objet on voit que le tenseur d'élongalion droit, U, est objectif 
sur la configuration initiale (on rappelle que ce tenseur contient les mêmes informations que le 
tenseur de déformation de Grccn-Lagrangc correspondant): 

XJ(x* ^ ' ^ K j x ) X/x,x) ;£ ' (x ' ,x')=U(x,x) ; V(x' ¿)=)^T)^T)YJ{T)
 140 

on appelle: 

ra:(x.(kt) = X:
T(x.l)-j|(x,H,t) , 4 1 

ff l .Cx^t) ^ X T i x . D - F ^ i x . l O + V ^ x ^ f x , ! , ! ) = V ^ C x ^ t ) 

leoU.j tO = Xj(x,t)- |ee(x, | ,0 = V ê t a n t ) 

tenseurs définis sur la configuration initiale et composés de scalaires objectifs, qui représentent 
respectivement la rotation relative matériau-matière à partir de la configuration initiale jusqu'à 
l'instant actuel et ses gradients. 

Par des changements de référcnticls arbitraires de rotation on obtient alors: 

jC(x)*£Vxex Vxo(x)=o Vxe* -» I42 

- * 4(x,£t)=5 jT(x,x);£(x,x); ta(x,£*.x); fe,(x,e*,x) ; lo8(x,et*,x)}x<xZ.(e) V(x,0,i) 

Les fonctionnelles ainsi écrites permettent l'étude du comportement dans le cas de 
dépendance en temps et en ensembles Z*(8) (complémentaire des phases percolées). Dans les limites 
de ce travail on se restreint dans la suite aux comportements indépendants de l'échelle des temps et 
aux polycristaux initialement non traversés par des bandes avec texture très marquée. 

Les grandeurs constitutives ont été écrites comme fonctionnelles du temps, dans le 
passe, et des phases, dans l'ensemble des phases éventuellement traversant l'élément de volume, 
des variables thermodynamiques. On envisage maintenant l'écriture d'une évaluation de ces 
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fonctionnelles par des (onctions locales sur une configuration fixée, dans le but de montrer les 
possibilités d'exploitation du modèle de milieu continu profond. II faut pour cela: 
_ introduire un certain nombre de variables non observables censées représenter 

instantanément le passé cl localement les phases "pcrcolées" (méthode des variables 
internes), 

_ définir un processus de décharge thermoélastique adéquat au choix des variables 
internes et, par conséquent, identifier de façon cohérente une configuration relâchée; 

_ définir une configuration support des fonctions de comportement (qui ne coïncide 
pas forcement a\cc la configuration de référence cinématique); 

_ assurer l'indifférence matérielle du comportement dans sa configuration support 

5.3.1. Méthode des variables internes. 

On considère les fonctionnelles de comportement obtenues, on envisage l'évaluation 
de ces fonctionnelles par des fonctions locales instantanées. On considère, pour l'instant, la 
configuration initiale comme référence cinématique et support des fonctions recherchées; on 
considère que: 
_ l'histoire des températures n'affecte pas le comportement actuel: 

à {T(x,x): TEXK} on substitue T(x,t) 143 

_ l'histoire des elongations géométriques est caractérisée par une fonction tcnsonelle 
objective d'une partie irréversible du gradient de la transformation à définir 

à (UjXx): x e x < } on substitue lJ(x,t), PbJ(P(x,ö,t)) 144 

_ l'histoire de la position des phases peut être représentée par une fonction objective 
(d'ordre tcnsoncl à définir) d'une partie irréversible p de la transformation 0, à 
définir; l'orientation des phases avant traversé l'élément de volume microscopique 
modifie le comportement local d'une façon qu'on n'approfondit pas pour l'instant 
(les points de suspension indiquent les variables non observables qu'il faudrait 
introduire à cette fin): 

à {rajx.tt.* ,x): g*E.Z*(£), xGx*} on substitue t g x ^ t ) , f°bJ(ß(x.JL1)). ... , 4 5 

_ l'histoire du gradient par rapport aux phases de la transformation des phases peut être 
caractérisée par une fonction objective (d'ordre tcnsoncl à définir) d'une partie 
irréversible de ce gradient à définir; l'ensemble des phases pcrcolées est représenté 
par d'autres variables negligees pour ¡'instant (icrmcs notés ".. .*): 

à {Iee(x.tJ*.T): ö*eZ*(B), x e ^ } on substitue l e e U ^ . t ) , l^-KEeeU&t)), ... 

l'histoire du gradient géométrique des phases peut être caractérisée par une fonction 
objective (d'ordre lerusoncl à définir) d'une partie irréversible de ce gradient à définir; 
l'effet de l'orientation des phases pcrcolées est négligé pour l'instant (termes notés 
W « V . 

à { [ g , ( \ , | « . T ) : | * e Z « ( | ) . x<Ex<} on substitue fe ¡ íU,e,t), tobHP6x(xyg,t)), ... 

146 

147 

Le phénomène de la percolation d'une phase à travers l'élément de volume 
microscopique modifie le comportement actuel local seulement une fois qu'il s'est vérifié. On peut 
par conséquent le prendre en compte moyennant un jeu de variables non observables nulles jusqu'à 
vérification d'un critère. 

Le entère en objet peut être donné par une fraction critique dépassée par une phase 
(par exemple un seuil pour la masse volumique par phase). Le flux de dissipation associé à ces 
variables après percolation peut être, selon le caractère qu'on veut donner au modèle, nul ou non 
nul. 
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Un examen plus approfondi du sujet pcul en outre montrer si à la percolation d'une 
phase doit être associée une taille caractéristique du matériau (lice au gradient géométrique de la 
transformation des phases lgx) d'où une désonentation caractéristique (liée au gradient par rapport 
aux phases de la transformation des phases feg). 

On renvoi! ces problèmes à une phase du travail successive à cette thèse et, pour fixer 
les idées, on néglige la présence d'autres variables non observables dans la suite. 

On néglige aussi les variables internes liées à l'histoire des phases: l'influence de 
l'histoire de la transformation des phases et des gradients de la transformation des phases sur l'état 
actuel est représentée par les valeurs actuels de ces variables. En conclusion l'effet de la 
transformation des phases et de ses gradients est actuel et local. 

Finalement on fait l'hypothèse que l'énergie libre écrite sur la configuration initiale, 
ou en toute autre configuration, ne dépend pas de la valeur actuelle locale de la transformation des 
phases (i.e. de la rotation relaLive matériau matière m) et de ses gradients. 

En conclusion les inconnues constitutives objectives en configuration initiale sont 
données par des fonctions de comportement de la forme: 

Wx-jLO-voCTU,!), j¿(x,t), fobJ(P(x4,t))) !4* 

ni\^t)=KfT(\,i), £(x,t), f o b j ^ x ^ t ) ) , TO(X,JU), fex(x,£,t), leetvjU)) 

s0(x.£,t)=s0(T(x,t), lJ<x,t), fobJ(¿(.\,£,t)), ra(x,£,t), f 8 , ( x 4 t ) , Ie«(x,8,t)) 

3o(x4i)=äoCT(x,t), V J ( x , t ) , LJ(x,t), fob-iÇP(x4,i)), w[x,8,t), f ,h (x , | i ) , I B B U J L O ) 

Le comportement des inconnues B, C et D sera cent en configuration actuelle pour de 
raisons de facilité. 

5.3.2. Configuration relâchée. 

Décomposition du gradient de la transformation. 
On considère la décomposition du gradient de la transformation géométrique suivante: 

£„(x,D=|ev(xt)|,i0(.\|.t)r(x,e,i)e(x4,t) V(X,JL.O
 ,49 

dans laquelle on met en évidence, dans l'ordre, une partie élastique réversible, une élastique 
bloquée, une plastique due à des glissements suivant des axes fixes et une de rotation de ces axes 
(qu'on postule être les axes du matériau). Ces termes peuvent être groupés pour faciliter leur 
explication. 

L'ensemble des trois derniers termes constitue la partie irrév crsible du gradient de la 
transformation géométrique; de même que la parue réversible elle est par hypothèse homogène à tout 
instant sur l'ensemble des phases dans un même point géométrique (cette hypothèse sera motivée 
dans la suite): 

F^(x,t)=j^.(x,t) F ^ t ) V(x.t) 1 5 0 

V(x,t) : F?rT/x,t)=Ej,lo(x4,t)T(x,e:,t) £(.\ ,£.t) V£ 

ce qui donne une condition de compatibilité qui relie, en tout point géométrique et pour tout instant, 
les trois champs irréversibles fonctions de 8 en objet. 

Les deux termes élastiques (E ) de la (149) constituent la partie élastique du gradient 
de la transformation géométrique, distinguée d'une partie plastique: 

£ix(x,t)=|(x,e,t)-¿(x,|?t) 151 

B(x.e..t)=Ercv.(x,t)•EWo(x,6,t) ;£(x,^t)=JT(x,jB.,t)-(B(x,e,t) 
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Ladite partie plastique P du gradient de la transformation regroupe les deux derniers 
termes de sa décomposition (149). On note en fait: 

B x ^ t ) =P(jt,e,t)^T(x,e,t) ,52 

la partie supposée par hypothèse (comme on explique dans la suite) de glissement plastique suivant 
des a\cs fixes du gradient de la transformation géométrique. Il faut noter que cette dernière relation 
exprime une hypothèse constitutive. 

En résumé l'état actuel local du corps est obtenu à partir de son état initial par un 
processus où on distingue, du coté de la géométrie de la matière, une étape élastique (i.e. non 
dissipatrice en elle-même) réversible (i.e. qui peut être modifiée de façon arbitraire avec un 
processus réversible du corps) et une élastique irréversible, une étape de glissement pur suivant les 
axes du malénau (i.e. un tnedre constitutif) et une de rotation de ces axes avec entraînement de la 
géométrie de la matière. 

Chaque transporteur de la décomposition (149) en objet n'est défini, d'un point de 
vue cinémaüquc (i.e. par la décomposition en elle-même), que à une rotation près. En particulier 

¿CT-(\.i)=iEw.(x,t)-S!T(.\,t) ; ja,o(x,es,t)=^(x,t)-¡!jl0(x,8!,t) V(x,£,t) VS€EQE 

^ ( - ^ ^ ¿ J x ^ O J ^ x ^ . t ) ; £ ( x , £ , t ) = j | ( x 4 , t ) £ V j l t ) V(x,8¿) VRIEQE 

Tant le champ S que le champ R ci-dessus sont arbitraires; on peut alors envisager un 
choix de l'un de ces deux champs, notamment R, tel que la partie élastique bloquée du gradient de la 
transformation est un tenseur symétrique (i.e. un tenseur d'clongation élastique bloquée). 

Le champ S reste indéterminé, on doit s'en occuper en écrivant les équations de 
comportement. 

Les décompositions (149). (150) et (151) permettent d'introduire les déterminants 
des diverses parties du gradient de la transformation géométrique et, sous hypothèse que chacun de 
ces déterminants est positif, la décomposition du déterminant du gradient de ladite transformation 
(l'hypothèse citée sera justifiée dans la suite): 

j(x.eit)=jll(x,t)je(x,e?t)
 1S* 

Jx(X,Í)=Jxe(X.8 s . t )J*p(X,e ít)=J s r e v(X,t)Jx b ,o(x,e?t)JXp(X,e ít)=J„ e v(X,t)JM r f(X,0 

j .(x,jLt)=J,.. (x.e,i)jB(x,e,t) 

On fait l'hypothèse que la partie plastique du gradient de la transformation géométrique est isochore; 
par conséquent la partie élastique bloquée engendre une variation volumique indépendante de la 
variable de phase 9: 

J*p(x.e_,t)=l ;J*(x,t)=Jxe(x,t)=J„ev(x,t)Jxb|0(x,t) V(x,6_,t) 155 

Configurations locales engendrées. 
Une configuration locale est identifiée par la donnée d'un champ de transporteurs 

matériels sur la configuration de référence cinématique. 
Les divers transporteurs identifient, au même iaslant de temps t, les images 

géométriques de configurations locales différentes entre la configuration initiale QQ e t l'actuelle Qt. 
Tout transporteur géométrique engendre en effet une configuration géométrique locale (en point x et 
orientation 9); en ce sens les configurations du corps, auxquelles on fait référence dans la suite pour 
des raisons de commodité, ne sont que des ensembles de configurations locales, donc localement 
continues dépourvues, en général, de continuité uniforme (Cf. définitions (13), (16)); on les appelle 
configurations virtuelles. 

On défini élastique réversible (opérateur E ^ ) le transport entre une configuration 
géométrique relâchée réelle, Dtr, et la configuration géométrique actuelle D¡, et élastique bloqué 
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(operateur E ^ J celui entre une configuration géométrique relâchée à contraintes nulles, D!rv, et 
ladite configuration relâchée réelle. 

On appelle respectivement configuration relâchée réelle et configuration relâchée 
virtuelle les configurations du corps dans l'espace profond ayant la partie géométrique d'égale 
dénomination (comme défini ci-dessus) et la parue phasique actuelle: 

Q,=D,xZ, ; Qtr=DtrxZ, ; Qtrv=DtrvxZ, I % 

(on rappelle que les configurations avec \ en indice ne sont que des ensembles de configurations 
locales). 

Lorsqu'on relâche localement le matériau on obtient dans le corps des déchirures et 
des interpénétrations, cl donc une configuration relâchée non compatible (au moins pour sa 
composante géométrique) avec contraintes nulles, ou un état de contraintes non nulles dans une 
configuration relâchée réelle du corps. La configuration géométrique à contraintes nulles est 
identifiée par ¡a partie élastique du gradient de la transformation géométrique (opérateur E) à partir de 
la configuration géométrique actuelle, cl par la partie plastique du même gradient (opérateur P) à 
partir de la configuration géométrique initiale. La non compatibilité de celle configuration implique 
que nen n'assure la continuité en tout point géométrique des dits opérateurs E et P. 

Il existe une infinité de processus réversibles globales entre deux, configurations liées, 
comme Q(I cl Qt, ou Qu cl Qtrv» P^r un processus réversible donné. Ceci donne à E ^ el E^0 le 
statut de représentant arbitrairement choisi d'une classe de transporteurs et à la configuration 
relâchée réelle, Qlr, celui de représentant d'une classe de configurations déterminées à un processus 
réversible près21. Le entere du choix peut, pour fixer les idées, être le minimum de l'énergie 
élastique bloquée daas la configuration relâchée réelle representative. Evidemment l'indétermination 
disparaît dans ¡a dcfiniuon de Qlrv cl du transporteur élastique E. 

La definition de configuration relâchée est une definition thermo-mécanique. La 
décomposition du gradient de la transíormaùon géométrique représente un concept thermo
mécanique par une équation cinématique, d'où l'indétermination citée. 

On remarque qu'on considère toute configuration relâchée, virtuelle ou réelle, comme 
obtenue à partir de la configuration actuelle par un processus localement réversible. Un tel processus 
ne correspond pas, en générai, à une décharge thermo-mécanique extérieure du corps (possibilité de 
plasticité en décharge par exemple). 

On appelle configuration 0-virtuclIc, Q©\, la configuration obtenue à partir de la 
configuration initiale par transport 0, tant pour l'image géométrique de l'espace tangent que pour 
l'image phasique du corps. La configuration relâchée virtuelle à l'instant actuel Qtrv est obtenue par 
transport géométrique r à partir de la configuration 9-v irtuellc QQy. 

La transformation des phases. 0GQ=Lorth(E,E), est la rotation qui identifie les 
directions cristallograpfuqucs actuelles à parur des directions des axes du repère géométrique absolu; 
clic représente l'image "matériau" de la matière. On considère cette rotation sur l'image géométrique 
de la matière en faisant les hvpolhèscs constitutives suivantes: 
_ on donne à la geometric de la matière une orientation initiale arbitraire, coïncidente 

avec l'orientation du repère géométrique absolu; 
_ on considère privilégié, dans le but d'éenre les équations de comportement, les 

directions géométriques de la matière coïncidentes avec les directions "matériau"22. 
Il laut remarquer que la ( 174) ne représente pas une décomposition polaire où r est le 

tenseur d'élongaüon associé à P: dans F il y a une partie d'élongaüon plastique pure et une de 
rotation relative matériau-matière (par celte définition les tenseurs d'élongaüon de P et r coincident). 

On remarque que, ayant supposé la partie élastique bloquée d'élongaüon pure, toute 
configuration locale de la géométrie de la matière, à l'exception de l'actuelle, est orientée sans 
ambiguïté par rapport à la configuration initiale (i.e. la rotation R des (153) est déterminée). 
Finalement en configuration actuelle les configurations locales sont orientées sans ambiguïté pour en 

- ' A cette indétermination il faudrait rajouier celle due à la rotation indéterminée S (Cf. formules (153)) qui a été 
éliminée en prenant l%]0 d'élongaüon pure 

En fait, en d'autres termes, on admet de ne savoir écrire le comportement géométrique de la matière que par 
rapport à des a\cs dont l'évolution ne dépend pas de la cinématique géométrique de la matière (i.e. "non matériels") et 
que, pour celte raison, ou a introduit dans le modèle pour représenter l'image "matériau" (i.e. "comportement") de la 
matière même 
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assurer la compatibilité, mais les rotations nécessaires à cette fin (i.e. les S des (153)) sont 
réversibles cl n'affectent pas les axes du matériau (l'onentation du trièdre constitutif ne dépend que 
de la transformation ©). 

!* 

Fi g. 2: Décomposition de la partie irréversible du gradient de la transformation géométrique 

On peut définir une masse volumique associée à chaque partie du gradient de la 
transformation, et donc sur chacune des configurations introduites, moyennant une équation de la 
forme de l'équation de conservation de la masse. Comme dans la suite on ne considère que de 
densités de puissance relatives à la mesure volumique initiale ou actuelle, l'introduction d'une 
notation pour ces masses volumiques intermédiaires ne nous sera pas nécessaire. 

Le schéma à la figure 3 résume la notation adoptée. 

v=0 x=t 

configurai! ou 
i ni Liai c 

e 

G 
« V 

ensemble des confi|^ffations 
relâchées virtuelles <•* 

\¿ 
R 

.conlïgi tmlion 
actuelle 

ensemble des configurations 
' relâchées réel les 

4 

Fig.3: Schéma des décompositions du gradient de la transformation géométrique. 
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Hypothèses. 
L'étal naturel de la matière est un état à contraintes nulles et à température uniforme. 

En observant la matière dans un rélcrcnticl d'espace profond, dans un tel étal naturel don s'annuler 
tant la contrainte géométrique que les contraintes phasiques. 

La configuration géométrique relâchée virtuelle, D t rv, peut donc représenter l'image 
géométrique d'un ensemble d'états naturels locaux (dépourvu de continuité géométrique). On 
suppose que la configuration géométrique relâchée virtuelle d'une phase est réelle: il n'y a pas 
d'incompatibilité des déplacements géométriques à l'intérieur d'une phase pendant une décharge 
thermo-élastique totale instantanée (i.e. pour un espace des phases discret, les discontinuités 
nécessaires à relâcher l'énergie élastique bloquée se font dans les joints entre phases). 

Cette hypothèse a été traduite en une décomposition cinématique de Fx x dans les 
opérateurs E et P continus par phases et par point géométrique avec inverses continues (bien que Fxx 
ne soit fonction que de la posiuon géométrique): 

V(\,t) F*<=EP: 3 |E ' et 3(P• V(x,e.t) ' 5 7 

Ladite hypothèse garantit aussi que les déterminants des diverses parties du gradient de la 
transformation géométrique sont positifs à tout instant et en tout point de la configuration initiale 
dans l'espace profond. 

Dans l'espace profond la configuration naturelle locale, c'est à dire la configuration 
constituée d'un ensemble de configurations locales à contraintes géométriques cl phasiques nulles et 
température homogène, est donnée par la configuration géométrique relâchée virtuelle croisée avec 
une configuration phasique naturelle à définir 

" t n = D t r v x Z n 

Cette configuration phasique naturelle peut être une configuration isocline obtenue 
des la configuration phasique initiale par transformation I(x,6), c'est à dire après avoir réorienté tout 
tnedre constitutif (i.e. les axes du matériau) comme le tnèdre du repère. Donc Z,, contient un seul 
élément, c'est à dire l'identité IeQ. 

Une telle transformation des phases est singulière et, par conséquent, on ne peut pas 
définir une masse volumique par phase en configuration naturelle isocline (la masse volumique dans 
une telle configuration est indépendante des phases en tout point géométrique). Par définition la 
masse volumique définie sur la configuration naturelle isocline est alors la masse volumique initiale à 
tout instant. 

On remarque que l'énergie pour former les discontinuités virtuelles pendant le 
transport P (i.e. de Do à Dlrv) et celle pour les annihiler pendant E (i.e. de D t rv à Dt) sont supposées 
s'annuler de façon à ne pas apparaître dans la transformation réelle de DQ à D¡. 

pnx;essus reel ' ^. ^ " 

"' « . , 

processus 

virtuel 

IlS'ERGIE 13 .\ST1(,M i. [M-W;i!.()( VJ ïm TCE = ENTRGIE ELASTIQUE- ENERGIE FERMETURE 

Fig.4: Jeu énergétique virtuel. 
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On suppose que le mouvement des phases est irréversible. 
On rappelle qu'on a déjà fait l'hypothèse que toute l'histoire de ce mouvement est 

représentée par la position actuelle des phases et par ses gradients actuels en négligeant l'existence 
de variables non observables d'ongine phasique. On a l'ait aussi l'hypothèse que l'état actuel local ne 
dépend pas de l'histoire de ce mouvement en prenant une énergie libre indépendante des phases. 

On peut alors affirmer que le mouvement des phases se fait entre la configuration 
initiale et la configuration relâchée virtuelle (de Q0 à £2Uv) ou, en d'autres mots, qu'il est gelé 
pendant tout processus à dissipation nulle (qu'il soit réversible ou non). 

Postulat de l'état local. 
Les hypothèses qu'on a présentées pour caractériser le comportement de façon 

actuelle et locale peuvent être résumées par le modèle de l'état local suivant-
Dans un processus irréversible d'un système thermo-mécanique hétérogène 

localement anisotrope tel que un polycristal, pour une échelle de temps et une échelle d'espace 
fixées, il existe en tout instant une classe de configurations virtuelles aux propriétés locales 
instantanées suivantes21: 
(première partie) 
_ existence locale instantanée d'un état d'équilibre et d'un ensemble de variables d'état; 
_ dépendance locale instantanée de l'entropie des variables d'état égale à celle qui a lieu 

à l'équilibre (il existe des équations constitutives thermo-élastiques locales 
instantanées pour toute inconnue constitutive); 

_ existence locale instantanée des potentiels de dissipations (condition suffisante pour 
que le comportement soit de dissipation linéaire en proximité de l'équilibre, c'est à 
dire aussi condition suffisante pour la validité du théorème d'Onsager et pour qu'il 
existe des lois d'évolution et des enteres); 

(deuxième partie) 
_ existence instantanée par phase d'un trièdre constitutif, non matériel, par rapport 

auquel le comportement est invariant; 
_ existence instantanée par phase de l'état neutre après décharge thermo-élastique locale 

instantanée; 
_ unicité instantanée par phase de la déformation plastique (conjecture d'auto-

coherenee par phase). 

Notations conséquentes à la décomposition. 
On note dans la suite les tenseurs de dilatation droits de Cauchy entre les diverses 

configurations et les déformations de Grecn-Lagrange correspondantes pan 

£(x,i) =¿% £™(x,0 159 

Çf/Li&i) =ET B(x.(U) Cp(x,£,t) =P r£(x,£, t ) 

ÇjwU,t)=J^.;j|cv(\.i) CHo(.\,jLt)=¿loj^iou4,t) Cjrtx,£,t)=rTr(X,^t) 

Cjnett,jLi) ^4D-c f n<x, t ) | T ( .v | i ) £eU,JLt) =j|ix,jLO-£(x,i)-||^jLt) 

j - CvjLO =4(£..(x.jU) -i) 

Il est utile de voir les conséquences de la décomposition cinématique sur la puissance 
volumiquc (par la mesure de volume en configuration initiale) des efforts intérieurs géométriques: 

-3 Au Chapitre VT on étudiera les transformations d'un polycristal au niveau microscopique, dans les trois 
dernières affirmations du postulat les mots "par phase" seront alors substitués par le mot "local". 
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n¡(x,e?l):¿x,l) = , 6 0 

- ^ x , £ , t ) ^ ( x , t ) + ^C r e v (x ,£ , t ) : j | 1 i o J^Jx ,£ , i ) + 

+ ^ • C ) i x , | t ) : f T l í x , i t ) + AjB-£©(A.,^L):¿- ^ T ( x , ¿ , 0 

avec décomposition analogue (en substituant "L^v" par "ET
revÊrev ' ') pour la puissance due à la 

partie antisymétnque de la contrainte géométrique (appelé p" en configuration initiale et \i-B en 
configuration actuelle); ayant défini les transportés de la contrainte géométrique sur les deux 
configurations relâchées introduites (respectivement relâchée virtuelle et relâchée réelle) et sur la 
configuration 9-virtuelle24: 

njy(x,g,l) = gn;gr(\,g,l) 161 

n^x.jU) = ^ • ¿ • ¿ ( x . ^ t ) = | £ l o ^ j Í ! o Í X - J l t ) 

^eíx^t) =£^e¡
l(x,H:,t) = r^T ' íx^ t ) 

avec relations analogues pour ß (tout transporte de ß est antisymétnque). 
En observant la (160) on voit deux termes pour la puissance volumique d'origine 

élastique, l'un fonction de la vitesse de la déformation réversible de Grccn-Lagrange et l'autre lié au 
taux de déformation élastique bloquée, on voit encore un terme dû au taux de déformation plastique 
de glissement et un terme dû au taux de rotation du matériau. 

Conditions de compatibilité cinématique. 
On a élimine l'indétermination de l'orientation de la configuration relâchée virtuelle en 

choisissant symétrique, de façon arbitraire, la partie élastique bloquée du gradient de la 
transformation géométrique. Toute la rotation géométrique entre cette configuration relâchée virtuelle 
et la configuration actuelle est donc réversible, mais, en général, dépend de la phase. 

On note S celte rotation (Ci. formule ( 153)); on peut envisager deux voies: 
_ soit introduire la rotation S parmi les variables non observables en lui donnant une 

équation d'évolution; 
soit postuler l'invariance des comportements aux rotations S. 

L'équation d'évolution nécessaire pour la première démarche ne peut être que une 
liaison cinématique entre rotations du maténau et de la matière; une telle liaison représenterait un 
matériau idéal. 

La deuxième démarche est mieux adaptée à la physique du système en objet Parmi 
les couples contrainte-déformation géométriques introduites la seule qui dépende de S est 

VSfx.ffOeQK — V(xJrU) 
j i r**=S-Ji r-ST 1 6 2 

J^ev* *—SL'LJEV S_ 

Toute autre couple permet l'écriture d'un comportement indépendant de S. 

La configuration actuelle est réelle (i.e. globalement compatible), par conséquent le 
transporteur F^. ne doit pas dépendre des phases. On a en conclusion les conditions cinématiques à 
imposer sur E[j|0 en tout point matériel. 

"•"* Ix transporté en configuraDon relâchée réelle de la contrainte de Piola-Kirchhoff est défini plus proprement: 

^*(x.|,t) - J¡,lQFjir-«I¿r(X.e.t) 1 6 , b 

mais on a préféré la définition donnée dans le texte liée aux densités de la (160) qui se réfèrent à la mesure initiale de 
volume. IJÎ dénomination de transporté en configuration rciâcliée réelle doit donc être prise au sens, non classique, des 
(161) 

- f In mruipip thprmrt-mémnisiup tip nnlvrrittn! -



Ib loÚAt) : 

156 
- Chapitre IV -

r lMo-£- |^£.D= !5rrU,t) i a 

V(X,íU) 

Jilo=§bio 

Changement de va r i ab le dans les équations de comportement . 
Les équations de comportement ont été écrites en fonction, entre autre, de 

l'élongation géométrique totale (contenant les mêmes informations de la déformation géométrique 
totale de Grccn-Lagrange) et d'une fonction objective à définir d'une partie du gradient de la 
transformation géométrique caractérisant l'histoire du corps. En décomposant ce gradient on a vu 
que ladite partie irréversible peut être successivement décomposée en une rotation, une partie 
plastique de glissement et une partie élaslique bloquée. 

Un changement de variable qui garantit l'indépendance de la rotation indéterminée par 
phase S et l'objectivité est: 

Ljx.t), pbJ(P(x,ö,t)) - * y s . t ) , Ijn(X,t), Lp(x4,t) lM 

avec nouvelles variables définies sur la configuration initiale. 
Un autre changement de variable qui garantit les mêmes propriétés mais qui utilise de 

variables définies sur la configuration relâchée virtuelle est: 

Lf\,D, f hJ(P(x,e.,i» -» Le(x,e,t), _y,lo(x.e,t), r(x,jU) ,65 

5.3.3. Configuration support et indifférence matérielle. 

Le choix de la configuration support des fonctions de comportement est arbitraire cl, 
donc, se fait sur la base d'un critère de facilité des développements successifs. 11 est à cette fin utile 
de choisir une configuration autre que l'initiale ou l'actuelle et, en particulier, une configuration 
relâchée. On renvoie, dans le cas des polyeristaux, aux travaux de J.Mandel, F.Sidoroff, C.Slol/. 
pour une discussion détaillée sur ¡es configurations relâchées isoclines, intermédiaires et naturelles 
respectivement prises comme configurations support (un bref aperçu sur le sujet a été donné au 
Chapitre 11 § 2.). 

Dans ce travail on utilise l'emplacement du corps matériel dans l'espace profond pour 
définir de configurations supports convenables, qui diffèrent, dès leur nature "super" géométrique, 
des configurations introduites dans les démarches citées, mais les réflexions physiques de base 
reprennent la pensée de leurs auteurs. 

Dans les développement successifs on considère deux possibles choix d'une 
configuration support: 
_ la configuration initiale de référence cinématique, 
_ une configuration naturelle obtenue en prenant la configuration géométrique relâchée 

virtuelle et la configuration phasique isocline. 
Le premier choix est moins intéressant en pratique mais permet d'introduire le 

second. Celui-ci a l'avantage de permettre l'écriture du potentiel énergie libre dans un état naturel 
(contraintes nulles, température uniforme) 

Indifference matérielle. 
On rappelle qu'on veut écrire un comportement instantané et indépendant du temps, il 

faut donc interpréter le postulat d'indifférence matérielle lorsque le temps n'est qu'un paramètre pour 
identifier les différentes configurations. 

La décomposition cinématique donnée précédemment est relative à l'instant actuel: 
pour un processus donné on obtient une configuration 9-virtuelle, un ensemble de configurations 
relâchées virtuelles et un ensemble de configurations relâchées réelles à tout instant. En particulier 
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donc une configuration géométrique relâchée virtucile est simultanée à la configuration actuelle 
(instant l) ainsi que la configuration naturelle qui lui est associée-5. 

Par conséquent les tenseurs introduits sont relatifs à l'instant t; ils sont objectifs s'ils 
vérifient la condition ( 132) pour x=t. 

Les diverses parties du gradient de la transformation géométrique introduites par 
décomposition cinématique varient dans un changement de référentiel avec instant initial de référence 
comme: 

•E' r c vú' , t ' )=K(t)^ v(s , t ) -KT( t ) 166 
F„a ' , l ' )=K(t)£ u(x, î ) i 

e ,(.\',e ,.t')=K(t)e(.\.B,t) 
, E'bioix' ,£',t')=K(t)^lo(x,£,t)KT(t) 

£'(x' 4',t')=K.(t)-nx^t)jKT(t) 

On \oit alors que les transporteurs Ej^ , ED¡o cl T sont objectifs, que les déformations 
de Grecn-Lagrange L cl Lp ont leur composantes scalaires objectives et, finalement, que tout autre 
déformation de Green-Lagrange définie aux (159) est objective (on écrit Le comme exemple): 

Ux' , t ' ) = L(x,t) : ¿ y x ' ^ ' . n ^ x . t U ) , r '7 

L\.(x' ,£',t ,)=K , '(t)-^(x,e,t)-K!(t) etc.... 

Les composantes du tenseur de Piola-Kirchhoff sont de scalaires objectives. Parmi 
les transportés de ce tenseur introduits on remarque en particulier que celui sur la configuration 
relâchée \ irlucllc est objectif: 

Jtrv'ix' ß'X) = K(t)Jin.(x.ö.t)KT(t) 168 

Configuration initiale support. 
Pour garantir l'indifférence matérielle et l'invariance aux rotations indéterminées par 

phase du comportement on peut donc prendre en compte des équations constitutives définies sur la 
configuration initiale de la forme: 

%(. \ , | , t )^„(T(x, t ) , JJ(X.Í), Ljn<X,t). Lp(X,jLt)) , f '9 

£(x,JLD=iL(T(x,i). UXO. LWxU, Lp(x,£,f), TO(X,JLI), f öx(x,jL0. lee(x,£,0) 

So ix .O/^s jTu . i ) , L(xiJ, Ljn<.vi), Lp(\&i), ^ ( x ^ t ) , f ̂ (x.JU), Iee(x,£,D) 

y0(\,£,t)=çiu(T(x,t), VxT(x,t), L/x.t), JL^x,t), L ^ x ^ t ) , w(x,£,t), fGxU.<Li), l e e C ^ O ) 

donnant des scalaires objectifs en fonction de scalaires objectifs. 
On remarque que la configuration initiale est par hypothèse à température homogène, 

par conséquent l'équation de la chaleur peut être sûicment écrite sur cette configuration et il n'est pas 
nécessaire de la considérer dans d'autres configurations. 

Configuration naturelle support. 
La transformation 0 donne à l'instant l l'orientation des trièdres constitutifs par 

rapport aux axes du repère, c'est à dire la rotation actuelle du matériau à partir d'une configuration 
isocline (configuration idéale dans laquelle tout trièdre coïncide avec celui du repère). Ses gradient 
doivent être transportés en configurauon naturelle pour avoir de variables convenables: 

--' On remarque qu'on ohuent un résultat différent si on considère par changement de référentiel les confíguraüoas 
relâchée virtuelle et relâchée réelle solidaires à la configuration initiale, c'est à dire: 

JE'rcv=±i£rev ; E.'bla=Eblo , r = T K T ; 9 '=K-0 166b 
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Vqe(x,e,t) — v9e:(x,e:,t)|:
T=göe(x,:e,t) 

La transformation G est constituée de vecteurs objectifs (elle se refere aux axes du repère à l'instant 
initial). Le gradient $ e x est constitue de tenseurs d'ordre deux objectifs, le gradient <¡>g0 est constitué 
aussi de tenseurs d'ordre deux objectifs26. 

L'indifférence matérielle et l'invariance aux rotations indéterminées sont alors 
assurées sur la configuration naturelle par des équations constitutives de la forme: 

H - r v U ^ O ^ r v C T U . t ) , L^X.Ö^t) , L j j I o i X ^ D , ¿(X.B^l)) 1 7 1 

sp.(x,|!,t)=nrv(T(x,t), Leix.jU), Ljjjoix^t), ¡¡(.vjLt), Je^-vO^t), ¿eevXjLO) 

Bjfx.e.tJrBCTix.i), L¿x,B,i), Ljjioix.^i), JJx.jLt), |exU,JLD, geflvXjLO) 

C(x,£,t)=C(T(x,t), L^x.JLí), LbioU,JlO, j:(x,<Li), | e x ( ^ 4 l ) , gee(^jl-O) 

D(x,e,i)=D(T(x,i), y.\&D, ^ l o U . j U ) , r(x,£,i), | e x(x,fLt) , | e e ( x £ , 0 ) 

En vue d'un modèle simple on peut ensuite considérer l'énergie libre dans l'étal naturel indépendante 
de toute histoire du matériau, c'est à dire aussi de r. 

5.3.4. Lois d'étal et dissipations. 

On considère séparément les deux choix envisagés pour la configuration support, 
d'abord la configuration initiale et après la configuration virtuelle relâchée par phase, afin de 
comparer les comportements ainsi cents et de pnvilégier, dans les développements successifs, le 
plus simple. 

Configuration initiate support. 
L'énergie libre massique s'écrit sur la configuration initiale par une fonction 

constitutive de la forme: 
Voix^D-VoCnx.t), Ux.t), Lj„(x,t), Lj,(x,£,t)) , 7 2 

on en calcule la demee matérielle (les grandeurs tcnsoricllcs sont écrites sur la configuration initiale, 
leurs dérivées materielles et convectivos coincident) tenant compte du changement de variable dû à !a 
décomposition cinématique du gradient de la transformation géométrique: 

- 6 Futre les composantes d'un tenseur orthogonal propre il existe les relations de normalité et de positivité du 
déterminant. 
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Vot-VjU) = ^ X & t r f (X.t) + Bn- ^ i (X, : e , t )¿ !
r r (X, t ) :¿c , (X, t ) + ™ 

+ hn ^x ,£ , t )C(x , t )+^(x ,£ , t ) -C, n <x, t ) l -F r
I

r (x , t ) : ¿ , i 0 •¿ ¡„ (x .H. t ) + 

+ £J§j^x,£.t)-£(x.t)+|^x,£^ 

+ & r ^ x 4 - t ) - £ ( x a ) - t | r j ( x , ^ 

V(x,e)GQo Vt 

Par le même changement de variable la puissance des efforts intérieurs géométriques 
s'écrit selon la (160). La dissipation massique, dans laquelle on écrit en configuration actuelle les 
puissances d'origine phasique et la puissance due à la contrainte géométrique antisymétrique pour 
des raisons de commodité, est (Cf formule (112)): 

D0(x.£.t) = - [ ^ +s„L,e.t)1W) + 

+ £ „ • j [ p 0 ' * - â g " £ - | £ £ r r ) ( x . e , ) ^ X ^ Ê H o E ^ X ^ t ) + 

+ £([P¿'A - &]•£ - s £ "S. - â £ •&r(&Ä0£^e i .):£-r '(^) -

+£ J[PO » - | r | £ - jjg £P - It ^.e.«^^.»'1)^1^^)+ 

+ p- 'J|( *,ih,t): Tantsymgradu-^l^ ö t)+ 

+ p-<C(a,0,,l):gradaiw(a,0:,l) + p - ' P í i ^ O í g r a i l l a , ft,l) -

- PoJL^ ï -O-S^ iL t ) - ^ T ( x , t ) ¿ ( x , t ) > 0 

174 

processus réel. 

V(X,B,I)GQOXX ; ( ^ t ) = ( H ( x , t ) f x , | t ) , t ) 

La dissipation ci-dessus doit être non négative en tout point matériel pour tout 
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Un processus donne par une variation arbitraire homogène de température tel qu'il 
laisse tout autre variable interne gelée est admissible27 (on rappelle que ce sont la rotation relauvc 
matériau-matière et ses gradients les variables internes représentant les phases); 

_pour f >0 ou f <() à VsT=0, ¿ = £ , £=£, ¿ = 0 , [ex=0, £fle=^ o n obtient 

On rappelle que dans la partie élastique du gradient de la transformation on distingue 
une partie réversible et une partie bloquée. Un processus réversible idéal se fait par des 
transformations avec partie E,^ arbitraire, toute autre variable étant gelée (en particulier donc la 
puissance interne associée au taux d'évolution des phases est nulle, matériau et matière étant 
solidaires), la partie élastique bloquée du gradient de la transformation géométrique ne pouvant pas 
varier sans contributions plastiques; 

_pour j^-v quelconque, à J^io^O, V\T=0, _P=0, t5=0_, f ex=0, £ee=0 on obtient 

rtx&t) = p0(x.e) f[7<x,£,t) 176 

L'inégalité de Clausius-Duhcm, après substitution des lois réversibles ci-dessus, 
permet de définir une dissipation thermique qu'on postule toujours non négative et une dissipation 
intrinsèque postulée, elle aussi, toujours non négative: 

D0(x.Ba)=DotemiUJB.l) + Do.ntU^D > 0 V(x,e=,t)£Q0xx , 7 7 

„dissipation thermique: 

V Tïx ti-F ix !) ' 
D0(erm(\.£.l) = -pn'fx.^l^^x.t) tj0U,tU)- — - — T ( x ^ x ' > 0 V(x,£,t)GQ0xx 

„dissipation intrinsèque: 

- P 

DomtU.B.t) = -£„• ^¿<X,t):Jwo- ¡g,lo<*'I. t> -

+ p ij3^.£.l):gradu(Ä,l) + 

+ p iC(2,ii,l):gradau_(i.0..l) + p iÇK^^Olgrad^vv^^ t ) > 0 

V(.\,e,t)fcQ()vx ; (*.£.t)=(Z(x,t),£(à,8,t),t) 

dans laquelle on voit: 

_ dissipation par taux d'évolution de la partie élastique bloquée du gradient de la 
transformation géométrique (premier terme), 

- 7 Ce processus est admissible pour de tempérarures inférieures à la température de restauration. A cette 
température on peut en fait envisager une variation d'entropie due à la réorganisation du réseau cristallin, c'est à dire 
liée aux variables de phase 
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_ dissipation par taux de glissement plastique (deuxième terme) 
_ dissipation par taux de rotation des axes du matériau (troisième terme) couplée avec 

celle du taux de rotation de la géométrie de la matière (quatrième terme), 
_ dissipation par taux d'évolution des gradients des orientations cristallines (termes 

suivants). 
Le modèle est particularisé en choisissant dans cette expression une partie 

d'interaction entre variables (échanges irréversibles entre sources d'énergie cl changement de l'état 
interne) et une de dissipation pure. 

Les hypothèses qu'on introduit de suite à celle fin seront justifiées et expliquées dans 
la dernière partie du chapitre. 

On l'ait l'hypothèse que la variation d'énergie libre duc à la déformation plastique est 
l'opposée de celle duc à l'ensemble de la déformation: 

On appelle "contrainte bloquée"28, noté .-ib en configuration initiale, la densité 
volumiquc de la variation d'énergie libre duc à la déformation irréversible: 

ntfx&t) = po(x,H) | ^ x , B , t ) 181 

et on utilise les notations ( 161 ) pour indiquer ses images dans les diverses configurations. 
En écrivant le terme dû au taux de rotation géométrique de la matière selon la 

décomposition du gradient de la transformation introduite, et en tenant compte de la deuxième des 
(94) qui défini l'image en configuration initiale, notée ß, de la contrainte géométrique antisymélrique 
qui lui est associée, on obtient pour la dissipation intrinsèque l'expression: 

Doint<x,o,t) = p i j y ^ O ^ - E ^ A x ^ t ) + , 8 2 

+ PO'BIT [ â £ - «l>-Çiir]ix.O,t)"^iix ' l) :Ê>lo 'â!o(x '£i l ) " 

+ Po P;[n-Cp + £ C - & C,rr] ( .ve.t)£] l^Èi l ) :ÙL i ( x ' £ ' ° + 

+ p- iC(a ,ö , l ) :gradua,0 ,1) + p-inX2,£,t);grad^v(a:,í>,l) > O 

V(x,8:,t)GQoxx ; (*,|tt)=(Z(x,t),J|(x,£,t),t) 

La dissipation ci-dessus doit cire nulle pour tout taux de rotation arbitraire de la 
configuration géométrique relâchée réelle lorsque toute variable d'état est gelée (ce qui correspond à 
une rotation arbitraire S selon la notation des (153)). On considère donc: 

¿ w U . O - ^ . U . t ) = - ^ „ ( X ^ D - J N O V X J L I ) = <gx,t) arbitraire 1X3 

et on obtient une condition qui relie la contrainte bloquée (i.e. la variation d'énergie libre par 
déformation géométrique irréversible) avec la contrainte actuelle de phase B: 

- s Pour l'anglais "back stress". 
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= P n
l B t r - S , ( x 4 , t ) ¿ ( X , t ) = Fjrr- ^ X , | t ) ¿ ( X . t ) 

Víx.jtOeQoxx ; (a£,t)=(E(x,i),£(x,e :,0>t) 
En utilisant celte condition pour écrire le premier terme de la (182), et selon les 

notations ( 161 ) on obtient donc pour la dissipation intrinsèque: 

+ Pn'llrv + &v"Cp - Sj""£blo|(Xi_Bil):¿:r"
l(x,:o¡.l) -

+ Po'Iiö'^r + £e£e - jyje-Ç,„e - J âl(x.e.i):â'âr(x,Ë,l) + 

+ f>-,C(a,ft:,t)igradaiw(a,0?t) + p - ' D i a ^ O s g r d d ^ i O , ! ) > 0 

Vû,9!,t)£Qoxx ; (Ä,£,t)=(E(x,t),:0(x,:e.t),t) 

On fait l'hypothèse que le taux de glissement plastique est donne, pour chaque 
orientation B, par la vitesse du glissement microscopique y le long de la direction cristailographiquc 
m identifiée par la transformation 0 par rapport aux axes du repère (ici dans le plan orthogonal à n en 
direction m)29: 

£ • £ ' ( x ^ t ) = Y Í x ^ D n K x ^ t ) ® ^ ^ , ! ) = Y(x,jLt)©, jo2j(x,8,t)E,®E¡ 

et donc: 

Po'ii™ * 5JTV'';fib!ol(5io,):£-r;1(s.,^,t) = p0 'x(x, | t)Y(x. | , t) 

avec la cission t définie par10: 

xu^t) = {e-{np. - a^.-Cj.iol-arj.^^t) = 

= jiei2(x,£,t)- le-avCfcioeT],,^,!) 

186 

187 

188 

- 9 On observe que la dérivée par rapport au temps de T est faite avec 9 fixé et donc en gardant les axes m et n 
fixés 

1 je rapport du modèle donné avec la physique des polycristaux sera expliquée à la fin du chapitre. 
- ° On remarque qu'une cission définie par: 

T*(x.at) - { £ f ^p + ^ Ce - ^brv Cblo] © T } 1 2fc . | , t ) , 8 8 b 

correspond,dans lecas particulier du polycristal plan, à celle définie en (11.48), tandis que ia définition (188) donnée 
dans le texte correspond à la (11.49). l̂ a motivation qui nous conduit vers la définition (188) à la place de la (188b) ci-
dessus est donc la même: pouvoir utiliser la loi de Schmid habituelle pour le comportement de la cission ainsi définie. 
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D'après cette définition on voit que la cission résolue sur le système de glissement 
d'orientation 9 est donnée par la composante 12 du transporté du tenseur de Piola-Kirchhoff en 
configuration ©-virtuelle diminuée d'un terme dû à la contrainte bloquée. 

A l'intérieur de la dissipation intrinsèque on distingue une dissipation "dans la 
géométrie de la matière", postulée toujours non négative: 

PoDogeomCx^t) - ^ s , | t ) i ( x , | t ) - ffl," C,nU. £4) : Ê- E • '(x.e,t) ;> 0 ! 8 9 

dans laquelle on voit l'effet opposé des glissements plastiques et de la contrainte bloquée; on 
distingue finalement une dissipation duc au taux de rotation relative matériau-matière et à ses 
gradients, dite, pour abréger, "dans le matériau", et postulée, elle aussi, toujours non négative: 

p(i,£,l)Drei(Ä,£,t) = 1 9 0 

= J ' [ ^ e C j - «W-^ne| ( x ,H. t ) :w !( iö ? t )- :B(a,^t) :[grddu(a, t) -=w(*,#,t)] + 

+ C(Ä,0_,l);gradua,0,1) + F^;*,i),l)-:grdd^(jU},t) > 0 

V(a,tU)eQ,xx ; U,£,t)=(E ^O.&'i^JLO.t) 

Cette dernière condition restreint les comportements admissibles des inconnues 
constitutives B, C et D. 

Configuration naturelle support. 
En prenant une configuration naturelle comme configuration support, on a choisi une 

forme pour l'équation de comportement de l'énergie libre du type: 

V,rv(\,»,l)=Vir*<TU,l), L^vX^t), LwoU-^t), £(\,H,l)) 

sa dérivée matérielle est: 

VlrvU.JLt) = 

*V." , . . u . , + , „ ,x . c__ ¿Vin ^T ,.. u . , . , , v b + 

191 

192 

(.\.H..l):j3rfo(x,iLt) + ~ ( ^ £ , t ) : f ( x , £ , t ) 
^ ' i f > F T r ^Vi.v P r 

dr 

En substituant cette denvce dans l'inégalité de la dissipation (¡12) on obtient les lois 
d'clat cl l'expression de la dissipation thermique et intrinsèque. En particulier les lois d'état sont: 

_pour T>() ou T<0 à E^^O- jübio^- £=ü- matenau solidaire à la matière el VXT-Ü on obtient; 

öw 193 

s(x,B:,t)=--|p<x)|:,t) 

_pour VLjev à^ j 0 =H. L~il- matériau solidaire à la matière et VxT=0 on obtient: 

^(x,^t)=pu(. \ , j^^.\4.t) i.e. n;(x.B!,t)=po(x,e}£T.sr-i. ^ • r T - e t x . e , ! ) 
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Ayant écrit l'énergie libre sur la configuration naturelle la loi réversible ci-dessus 
exprime le comportement élastique moyennant un tenseur d'ordre quatre, R, doué des symétries 
usuelles: 

np,(\,g,t) = E(x,e¡,t):L?(x.0¡,t)
 1 9 5 

Le bilan des irréversibilités s'écrit, pour tout processus, en tout point matériel cl en 
tout instant: 

Dois,0.1) = Ew„- g ^ •gÀO(*&t):§iAo-alo(x&t) + 

+ ipn'iin-Ç t.-(^«.0 - P- ï î £ i :(x,e, t) l : f-r- I ix,B,t) + 

[ — — = = d£ = ~ 

+ Po P I -»rv P 1 '-Ç0i\,g,l):^SÎ^i) - p\B(*,£,t)'.^(ik,£,t) + p ' ^ a ç ^ t j ^ r a d u ^ t ) + 

+ p-'C(^0,t)= grad^C:M>,t) + p ' r ^ a ^ O i g r a d ^ ^ C U ) -

, VxT(x,t) F^(x,t) 
- P 0 £ „ ( x 4 , t ) ^ ( x ^ t ) j ^ > 0 

V ( X 4 , 0 G Q 0 \ X : <£.£,0=(H(x,t),£(xJLt),i) 

La condition qui garantit que la dissipation est nulle pour toute rotation arbitraire de la 
configuration géométrique relâchée réelle (rotation S des (153)) est: 

Do(x4,l)=0 Vçgx.i) = JrevE^(x,t) = - J ^ 0 |woU,0 - ,97 

V(x,£,t)eßoxx 

On fait i'h>p»lhc:;c que ¡'histoire des glissements plastiques n'affecte pas î'ctai 
naturel du malénau (absence d'ccrouissage dû à la plasticité); on appelle contrainte "naturelle" 
bloquée, noté rtnb, la densité \olumiquc de la variation de l'énergie libre écrite en configuration 
naturelle due à une augmentation de la déformation élastique bloquée géométrique: 

ar 
On fait l'hypothèse (Cf. ( 195)): 

dWv<x,.e,D=o ; I r ^ x . e . t ) = PÓ¿£pb(x,jLt) V(x,e.,o 
198 

199 

J!^¡ (x.<M)= ,. á^'r,v—(x,8,t) V(x,8.t) 

B,b(x,|,o = gíx^o^^íx^t) 

(195) et (199) donnent alors la définition de raideur en configuration relâchée réelle, qu'on postule 
indépendante des phases, et la relation entre contrainte et contrainte bloquée définie ci-dessus: 
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200 Rr,jhkCU) = R.jqptx^OEbiokpíxl.OEbio^lx-i.t) 

La dissipation intnnsèquc s'écrit: 

DoUJU) - 2 0 1 

= - P0
1B,b(xXt):¿,¡o(x,e=,t) + pô1An-ÇF(x,e?i):£T-1(x4,t) + 

+ Po'r1'^•rT-£e(x.e:,t):w:ía,^,t) - p-'B^a^Drw^i^t) + p-1B¡(a,ü¡,t):gradu(a,t) + 

+ p-»C(a,£,t):grad^w¡(a.d,i) + p'1D(a,^,t)igradflsw(a,0;,t) > 0 

V(x,£,t)eQo*X 

II n'existe pas de processus réversibles par lesquels on peut modifier la déformation 
élastique bloquée, mais la puissance due à l'évolution de cette déformation doit donner une 
contribution locale à la dissipation totale qui s'annule a\ec d'autre termes de la (201) en tout 
processus. 

On postule que l'inégalité ci-dessus se vérifie, dans tout processus, scion la 
conditions d'échange irréversible à dissipation nulle entre puissance du taux de déformation 
élastique bloquée (premier terme) et puissance due à la contrainte géométrique par taux de rotation 
des cristaux (troisième terme): 

-iibU,£,i):£bio(-vJL,t) + ¡p(^-iy£f £ 'â£TJ= ! ( x '£ a ) = ° V(i,£,oeQ0xx 202 

On voit que pour T£Q (absence de glissements plastiques à l'état actuel) et Ce 
négligeable cette condition donne une évolution nulle de la déformation bloquée quel que soit 
l'évolution des rotations cristallines. Plus généralement cette équation donne l'évolution de la 
déformation bloquée en fonction de l'évolution du réseau cristallin. 

En introduisant l'hypothèse ( 186) sur la nature du taux de glissement plastique et en 
définissant la cission en configuration naturelle par (le terme d'écrouissage est nul par hypothèse): 

xr»(.v£.t) = [£»n-£:£T]i2(*4' l> 
203 

on obtient l'expression de la dissipation intnnsèquc à la géométrie de la matière, qu'on postule 
toujours non négative: 

PoD0g«WX.£-t> = T„(v£.t)YU4.t) ^ 0 2 0 4 

et la dissipation due au mouvement du matériau, elle aussi toujours non négative: 

p(ajfiLt)Drei(*.fU) =^(à-£,t):[gradu(at,t)-w=(A,£,t)] + 2 0 5 

+ C(k.£,t)igrad^w(i,£.t) + ^ £ , t ) j g r a d ^ ( 2 , £ , t ) > 0 

On remarque que, ayant utilisé une configuration naturelle, on a su exprimer la loi 
d'état de la contrainte de façon simple (Cf. formule (195)) et, pouvant distinguer la contrainte 
bloquée de la contrainte plasuque, on a simplifié la définition de la cission résolue en négligeant 
l'écrouissage dû à la déformation plastique (Cf. formule (203)). Finalement la dissipation a deux 
parties non négatives distinctes grâce à la relation (202) entre évolution de la déformation bloquée et 
des réseaux cristallins. 
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Bilan équations-inconnues. 
On a introduit 7 équations fonctionnelles de comportement pour les inconnues 

constitutives de façon à égaliser le bilan équations-inconnues résultant de l'application des équations 
de bilan thermo-mécanique au système matériel proposé. 

Ensuite, en vue d'obtenir les inconnues constitutives par des fonctions locales 
instantanées à la place des dites fonctionnelles, on a introduit des variables internes (notamment par 
introduction des gradients des variables d'état et, ensuite, par décomposition du gradient de la 
transformation géométrique), en augmentant ainsi le nombre de variables du problème. 

L'exploitation de l'inégalité de Clausius-Duhem nous a permis l'écriture de 2 lois 
d'étal en réduisant ainsi de 2 le nombre des fonctions de comportement nécessaires. 

Le postulai de positivité de la dissipation thermique et de la dissipation intrinsèque et 
celui de l'existence d'une configuration naturelle locale, nous permettent de découpler l'étude 
thermique et l'étude mécanique au niveau de l'évolution actuelle locale de l'état. De même le postulat 
de positivité indépendante de la partie "dans la géométrie" et de la partie "dans le matériau" de la 
dissipation intrinsèque permet l'étude séparé de l'évolution de la déformation plastique de celui des 
variables phasiques. 

L'hypothèse que la déformation élastique bloquée se vérifie avec dissipation nulle 
nous a permis de déduire de l'inégalité de la dissipation intrinsèque une équation d'évolution pour la 
déformation élastique bloquée. 

A l'état actuel nous avons donc: 
_ un problème classique de diffusion de la chaleur, défini par la positivité de la 

dissipation thermique et par l'équation de comportement du flux de chaleur, sur 
lequel on n'approfondit pas la discussion; 

_ le problème de l'écriture de l'équation d'écoulement des vitesses de glissement 
plastique, qui peut être résolu par une loi de Schmid; 

_ le problème de la détermination du comportement des inconnues constitutives B, C et 
D, ou, de façon duale, celui de la définition des lois d'évolution des variables 
phasiques associées. 

Sur ce dernier point on ne pourra donner, à ce stade, que des indications formelles, tandis que le 
problème de l'évolution géométrique de la matière peut être entièrement posé. 

5.3.5. Explication des hypothèses. 

Mouvement des phases . 
En observant la physique des processus thermo-mécaniques des polyeristaux, on voit 

que tout mouvement réversible de la géométrie de la matière entraîne une distorsion des réseaux 
cristallin et donc, éventuellement, une rotation locale réversible de ceux-ci. Toute autre rotation du 
réseau cristallin qui n'est pas entraînée par une rotation géométrique de la matière est irréversible. 

Dans le modèle proposé l'espace des phases est un ensemble de tenseurs 
orthogonaux; ces tenseurs identifient des axes dans les cristaux par rapport aux axes du repère, et ils 
représentent les mouvements absolus du matériau, indépendamment des mouvements de la forme de 
la matière. 

D'un autre coté l'état actuel local dépend, pour de raisons évidentes d'objectivité, de 
la rotation relative entre les axes cristallin et la géométrie de la matière et des gradients de cette 
rotation relative, qui décrivent, pour les dites raisons, des mouvements irréversibles. 

On a par conséquent fait l'hypothèse que les variables d'état de phase sont 
irréversibles: il n'est pas nécessaire d'introduire d'autres variables non observables pour tenir 
compte de l'histoire du matériau car celle-ci est complètement déente par les variables des phases 
observables à l'état actuel. 

Ecrouissage . 
L'écrouissage est l'effet des variables décrivants des irréversibilités sur la valeur 

actuelle locale de l'énergie libre. Dans le paragraphe précédent on a négligé la plus part des termes 
d'écrouissage pour de raisons de rapidité et de simplicité. 

On a négligé la présence d'écrouissage primaire et, en partie, celui de l'écrouissage 
latent en prenant nulle la variation de l'énergie libre par rapport aux variations de la déformation de 
glissement plastique. Cette hypothèse peut être éliminé sans trop alourdir la notation. 
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En oulrc on a supposé que l'énergie libre ne dépend pas des variables de phase 
irreversibles. 

Une dépendance locale de l'énergie libre du gradient géométrique des phases peut 
représenter reflet des joints entre grains (un gradient plus élevé entraîne en réalité une densité des 
joints plus élevée) ainsi que l'effet de la désonentation entre grains voisins. 

Le gradient des phases actuelles par rapport aux orientations initiales est corrélé à la 
pente de la fonction d'orientation locale des textures dans une figure des pôles. La dépendance de 
l'énergie libre de ce gradient peut représenter une partie de récrouissage latent, c'est à dire 
l'ccrouissage dû à la tendance des orientations cristallographiques à s'approcher ou à diverger selon 
le contraste entre les mouvements des leurs dislocations. 

Glissement des cristaux. 
On considère un réseau cristallin idéal dans lequel le seul mouvement possible et le 

glissement plastique. La contrainte daas ce système est donnée par un tenseur indéterminé plus un 
tenseur donné par les cissions le long des directions de glissement (on considère pour fixer les idées 
un tenseur symétrique comme la contrainte de Piola-Kirchhoff en configuration naturelle locale). 

Si les cristaux en objet peuvent s'écouler seulement par glissement simple (un seul 
système de glissement actif à la fois) le tenseur plastique a une seule composante scalaire non nulle 
par rapport à un système de coordonnées approprié. Si le glissement est multiple on peut considérer 
la cission et le taux de glissement résultants de la composition des divers systèmes de glissement, 
mais la relation de comportement entre ces deux variables n'est pas une relation physique (à moins 
d'introduire des moyennes appropriées au système étudié). 

A\cc ces hypothèses on peut toujours repérer les axes des cristaux de façon que la 
seule composante non nulle du tenseur de contrainte plastique par rapport aux axes du repère soit la 
12 (cl donc la 21 par symétrie) comme dans le modèle simple proposé3 ' . 

Ce modèle représente donc une simplification par rapport au cas plus général dans 
lequel les cristaux se déforment par glissement multiple. 

Irréversibilités non dissipatrices. 
On considère un processus idéal de rccnstallisation: par augmentation de température 

un nombre suffisant de dislocations se débloquent de façon que les orientations cnstallographiques 
se réorganisent avec diminution de leurs gradients (géométrique et phasique) et une partie de 
l'énergie élastique bloquée se libère donnant lieu à un processus exothermique. Le mouvement des 
dislocation à la base du phénomène se vérifie avec un transport de matière négligeable du point de 
\ uc macroscopique. 

Si on regarde un point matériel au cours d'un tel processus on peut y voir 
_ la contribution à la dissipation totale du type plasticité (termes en r dans les inégalités 

de Clausius-Duhem écrites), qui est nulle car les déformations macroscopiques, dues 
au transport irréversible de matière par le mouvement des dislocation, sont nulles; 
la contribution due à la variation des orientations cnstallographiques et de ses 
gradients (i.e. "dans le matériau"), qui donne une dissipation positive, et qui 
représente l'effet du mouv cment des dislocations dans le modèle macroscopique; 

_ une partie de cette contribution qui fait diminuer l'entropie du système en augmentant 
l'ordre du réseau (échange à dissipation nulle entre le taux de rotation et ses 
gradients); 

_ un échange à dissipation nulle entre la variation d'énergie élastique bloquée, la 
rotation locale du réseau cristallin et ses gradients (puissance dans le matériau): les 
irréversibilités lices à ces deux termes ne viennent que du fait qu'ils ne peuvent pas 
être activés sans dégager d'autres irréversibilité intrinsèquement dissipatrices 
(plasticité ct7ou variation des gradients des orientations) 

On a postulé un échange à dissipation nulle entre la puissance de la vitesse de 
déformation bloquée et une partie de la puissance des phases en vue de représenter le phénomène 
décrit au dernier point ci-dessus dans le modèle. On a donc considéré que cet échange à dissipation 

•* ' f e s t la raison pour laquelle il convient d'interpréter les phases comme les tenseurs de rotation qui 
•superposent les axes Y.\ et ET du repère fixe aux axes n>i et nv? identifiant le glissement macroscopique d'un cristal 
(normale au plan de glissement et direction de glissement). En ce sens l'hypothèse de continuité dans le mouvement 
des phases représente avec fidélité la réalité tant que ce glissement macroscopique est donné par une évolution continue 
des glissements simples Pour rentrer dans le détail, le modèle proposé lisse les effets liés à ('activation ou à l'arrêt, au 
cours d'un processus de déformation, d'un glissement simple. 
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nulle ne se fait que avec la puissance exprimée par le taux de rotation des phases avec la contrainte 
géométrique. 

5.3.6. Généralisation. 

Dissipation dans la géométrie de la matière. 
En général les cristaux s'écoulent par glissements multiples. La (203) doit être 

obtenue en partant des équations définissant le taux de déformation plastique et la puissance qui lui 
est associée comme somme des contributions de chaque système actif (ici pour un réseau CFC avec 
Scfc={]... 12} ensemble d'indices pour les systèmes de glissement de ce réseau): 

£ - r J (x ,£ , t ) = 2 ^ ( s ^ t í n m e í x ^ D X S i m a - v ^ t ) ) 2 0 6 

sescfc 

A?v-Ç?(x, :e,t):f-r ,(x,e?t)= J TrVs(x,e,t)Ys(x.lLt) ; V(x.ö,l)eQoXx 
sGK.cfc 

où ms(x,G,l) est la direction de glissement à l'instant l du système s du cristal repéré par (\,8) à 
l'instant initial, cl nç(x,0,t) la normale au plan de glissement de ce système; il est facile de se 
convaincre que ces directions ne dépendent que de l'orientation actuelle des phases donnée par la 
transformation 0. La définition de cission en configuration naturelle est donc dans ce cas plus 
général: 

Xr*-s(x4t) = n s-^v-^-m9(x.» i t ) V i x ^ o e Q o x x VsEScfc 2 0 7 

La partie de glissement plastique de la transformation géométrique est, à l'instant 
actuel en tout point géométrique et orientation, liée à l'histoire des glissements le long des systèmes 
relatifs à cette orientation et à ce point géométrique par la première des (2()6): 

gu.gs) =:r{Ys(x,e,T)}xGio.th ses 208 
cfc 

Par conséquent, dans les limites de l'hypothèse de l'état local, on peut considérer une forme pour 
l'énergie libre équivalente à la (191) moyennant une fonction: 

Vtrv(X,0, t)=ip*trv(T(x, t) , LpU. jL t ) , L¿ l 0 (X,ü , t ) , Y s ( * 4 ' 0 ) S £ S c f c 
209 

A la place de négliger l'écrouissage dû à la déformation plastique, selon la première des (198), on 
peut alors définir une cission d'écrouissage x^ pour chaque système de glissement s relatif à 
l'orientation 8 dans !e point x et instant ', ei écrire ¡a dissipation dans la géométrie de la matière par: 

Po—2<x,e,t) = TCs(x,£,t) Vsesc f c 

PoDogeomU.0 ,0 - Y [Trvs(2L,(KO-TbU.ÍLt) R U ^ O = J T ^ X ^ ^ ^ ( X . J U ) > 0 

séscfc sesCfC 

ce qui donne la (204) dans ce cas plus général32. 

Ecoulement plastique. 
Le comportement plastique du cristal CFC peut s'écrire, négligeant les effets 

d'échelle des temps, selon ce qui a été exposé au Chapitre II § 4.3. 
En particulier on postule l'existence d'un pseudo-potentiel plastique qp fonction 

convexe de la cission en configuration naturelle. Ce pseudo-potentiel est une fonction physique, 
c'est à dire il est attaché au trièdre identifiant le comportement local transporté par 0 (axes ms(B) et 
ns(G)). 

-12 On remarque que x ^ représente tant l'écrouissage primaire que l'écrouissage latent, car t|>*(rv est fonction de 

toul glissement plastique y ¡, iGScfc 
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Le pseudo-potentiel peut en outre dépendre des autres affinités (e.g. des variables 
duales des gradients de la vitesse des phases et du taux de déformation élastique bloquée), pour cette 
raison on le note avec des points de suspension en argument. 

La vitesse de glissement du système s appartient au sous gradient du pseudo-potentiel 
plastique de la cission du dit système: 

Ys(x,e..t)ea(ftT*<i(x,e,t);...) Vses c f c 
211 

Plus particulièrement, on peut faire l'hypothèse que ce pscudo-polcnlicl est la 
fonction indicatrice d'un intervalle réel dont les bornes dépendent de l'écrouissagc actuel local", 
c'est à dire de l'état actuel local, et du système de glissement s en objet (on peut supposer cet 
intervalle centre sur zéro si l'écrouissagc est égal dans les deux directions du glissement): 

q) fonction indicatrice de [T¡n|-S(clat(x.,9_.l)), Tsups(étaU,x..t3_,t))| ~12 

On peut alors considérer un convexe C dans l'ensemble des tenseurs de contrainte en 
configuration naturelle: 

C={npi: x,nfs+Xcs^a,-nrv-C?-msSTSUps+Tes VseS c f c } 2 1 3 

qui ne dépend, outre que de l'écrouissagc, de la transformation des phases Ö, moyennant les 
directions ms et ns, et de la partie élastique du gradient de la transformation géométrique, à moins 
que la dilatation due à cette partie élastique ne soit négligeable. En appelant epe la fonction indicatrice 
de ce convexe on peut éenre formellement le taux de déformation de glissement plastique pan 

£ •£ ! (x ,£ , t ) eöq)d^ (x .£ , t ) ;£ , C ,̂ T ^ + T ^ , x , n f s +^) 2 1 4 

On remarque en particulier que l'écoulement plastique dépend de l'orientation actuelle des cristaux. 

En conclusion on a séparé l'étude de la dissipation intrinsèque de celui de la 
dissipation thermique (pour laquelle on envisage l'écriture des équations classiques de la chaleur 
sans tenir compte des phases grâce à l'hypothèse de température uniforme par point géométrique). 

Par rapport au comportement des contraintes de phase B, C cl D on a dû se limiter à 
la définition d'un ensemble de variables vraisemblablement adéquat et en accord avec les principes 
de la thermodynamique, mais qui doit être vén fié par l'expérience. 

Le comportement des contraintes de Cauchy a été explicité à partir du comportement 
des monocristaux et de l'élasticité homogène isotrope du milieu. En résumé on a, en tenant compte 
de la décomposition ( 151 ) du gradient de la transformation (Cf. formules (195), (207), (210), (213) 
et (214)): 

^ . \ . | . t ) = lU.oaKL^x^t) 215 

C={jijv: Tinfs+T^sx^STsujx+i«* VseS c f c } ; f ; £ ' ( x ^ O e ô c p c ^ - i x ^ t ) ; ... ) 

? 3 Voir remarques faites à propos du mouvement des phases; l'écrouissage est l'effet des irréversibilités sur 
l'énergie libre et en particulier 

l'écrouissage primaire et latent est l'effet des glissements plastiques; 
l'écrouissage dû aux joints et à la désonentation entre grains est l'effet du gradient géométrique des phases; 
l'écrouissage latent est aussi l'effet du gradient phasique des phases. 
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6. Conclusion. 

Le modèle de polycnsial dans l'espace "profond" objet de ce chapitre a été défini par 
rapport à sa cinématique, mécanique et thermodynamique moyennant une écriture formellement 
usuelle des cquauons de bilan classiques. 

Ensuite on a explicite la forme des équations de comportement valables en plasticité 
indépendante du temps cl on a déduit les lois d'étal et l'expression de la dissipation. 

Des hypothèses sur la forme du potentiel énergie libre et sur la nature de la dissipation 
intrinsèque nous ont permis de définir complètement le problème relatif à l'évolution géométrique de 
la matière, tandis que celui de son évolution dans l'espace des phases demeure ouvert. 

6.2. Résultats principaux. 

Bien que à l'intérieur d'un formalisme classique on a obtenu une équation de 
conservation des phases (d'après la conservation de la masse dans l'espace profond), une équation 
indéfinie d'équilibre entre contraintes phasiques avec conditions au contour (d'après le principe des 
puissances virtuelles), et un terme de production d'entropie par phase dans l'inégalité de Clausius-
Duhcm. 

Dans récriture du comportement on a eu l'avantage d'une décomposition du gradient 
de la transformation géométrique liée à la transformation des phases qui nous a permis de définir 
sans ambiguïté une configuration naturelle locale. 

En postulant avec dissipation nulle la compétition entre puissance élastique bloquée et 
puissance de rotation des phases par les contraintes géométriques on a relié les taux d'évolution des 
variables cinématiques associées à ces puissances. En introduisant une hypothèse sur la nature de la 
déformation plastique (qui est générée par un ensemble de glissements cristallins) on a finalement 
obtenu la loi d'écoulement plastique de milieu continu en fonction des lois de Schmid sur les 
systèmes de glissement isoles. 

Comportement des phases. 

Le comportement des phases n'a pas été défini. Les considérations faites à ce propos 
dans le chapitre précédent pourraient être traduites dans le contexte plus général de ce chapitre, mais, 
faute d'examen expérimentaux approfondis, il manqueraient d'intérêt pour les applications sans nen 
rajouter à la compréhension du modèle proposé. 

On rcnvoit donc à un travail successif à cette thèse pour l'étude du comportement des 
phases, tout en rappelant les indications données au Chapitre III. 

Problèmes traités dans la suite de la thèse. 

D'autres problèmes se posent a fin de clarifier certaines passages de ce chapitre; en 
particulier il existe deux classes de questions: 
_ la pertinence physique des hypothèses faites et des équations écrites par conséquent; 
_ la justification mathématique des dites équations et, dans les limites de ce travail, le 

cadre axiomauque dans lequel ces équations se placent. 
Chacune de ces deux branches du travail aurait put avoir la priorité sur les autres, y 

compris ce chapitre même. On a préféré la structure présente car elle montre d'abord, dans le 
Chapitre III dans un cas simple cl dans ce Chapitre IV dans un cas plus complexe, l'objet de nos 
réflexions. Dans les chapitres suivants on discutera ces points qui sont les aspects fondamentaux de 
la nature physique et mathématique du modèle proposé. 

En particulier dans le Chapitre VI on montre un comparaison entre le modèle de 
milieu continu "profond" et un modèle classique de milieu continu représentant le même corps à une 
échelle géométrique différente. Avant de pouvoir accéder à cette comparaison on établi, dans le 
Chapitre V, un outil d'observation à une échelle donnée de grandeurs définies à une échelle 
inférieure. 

Dans le Chapitre VIII on donne une formulation axiomatique qui explique et justifie le 
concept de milieu continu "profond". A cette fin il nous sera nécessaire d'abord, dans le Chapitre 
VII, de rappeler le cadre axiomauque des milieux continas usuels, en particulier selon les travaux de 
W.NolI. 
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C H A P I T R E V 

Pertinence 

1. Introduction. 

Dans la partie précédente du travail on a présenté, pour l'étude des polycristaux, un 
modèle de milieu, dit continu profond. Ce modèle peut être généralise pour l'étude des corps 
hétérogènes avec hétérogénéités évoluants dans le temps dont les polycristaux sont un cas 
particulier. 

Ledit modèle est obtenu en plaçant le corps hétérogène dans un référentiel constitué 
par un espace euclidien classique (bi- ou tridimensionnel), par un "espace des phases" et par le 
temps. Pour un instant de temps donné, l'image du corps dans l'espace euclidien est celle 
instantanée de la géométrie de sa matière, son image dans l'espace des phases est celle du matériau 
qui le constitue à cet instant. 

Dans cette Troisième Partie du travail on approfondi la compréhension des modèles 
de milieu continu profond (indépendamment du choix de l'espace des phases) par comparaison avec 
un modèle classique de milieu continu représentant le même agrégat à une échelle inférieure. En 
particulier on défini d'abord, dans le Chapitre V, le formalisme et la signification d'une telle 
comparaison cl, dans le Chapitre VI, on compare les deux systèmes. Il en résulte un certain nombre 
de relations entre grandeurs des deux modèles qui expliquent en termes classiques la signification 
des variables et des inconnues du milieu continu profond. Cela donne, en particulier, une première 
approche à !'elude des nouvelles contraintes introduites cl donc à leur identification expérimentale. 

Dans une première partie de ce Chapitre V on mtrtxJuit les idées de base pour la 
représentation du maténau constitutif d'un corps matériel dans un espace des phases: fonction de 
phase el rapport entre constituants d'un agrégat. Dans la partie suivante du chapitre on approfondit 
ce premier concept, en donnant d'abord des exemples pour de possibles espaces des phases qui 
peuvent cire employés pour des problèmes particuliers el, ensuite, en montrant en détail le choix des 
tenseurs orthogonaux droits, ou des angles d'Eulcr correspondants, tomme phases pour un 
polvorista!. Dans la dernière partie du chapitre on considère une opération intégrale qui permet de 
tenir compte de façon approchée des constituants d'un agrégat lorsque celui-ci est décrit par une 
fonction de phase variable dans un espace métrique'. 

On considère un milieu continu hétérogène en tout point # duquel est définie une 
fonction "de phase", notée £(9*0. d'une façon qui sera précisée dans la première partie de ce 
chapitre, qui permet de discerner le comportement local en décrivant le maténau dans l'espace 
métnque Z. L'opération, qu'on appelle "globalisation" pour souligner son caractère intégral, et qui 
fait l'objet de la deuxième partie du chapitre, s'écrit pour toute fonction f(#,l) définie sur le volume 
V, du milieu continu hétérogène: 

jr<3,t)q(Ç(3.t).3)dV, 

V^GZ : T(%,i)=^ Vt ; V*ÇJV, tel que T est indépendant de V* 

où q est une densité de mesure qui approche celle de Dirac avec un approximation non nulle. 

I.a nécessité de disposer d'une métrique sur l'espace des phases est la raison pour laquelle on à toujours défini 
ce dernier comme espace et non simplement comme ensemble. 
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Dans ce chapitre on définira en particulier la densité "d'observation" q(v) , et les 
propriétés en conséquence requises pour l'espace des phases Z et pour la fonction de phase Ç(#,t), et 
on définira aussi les éléments de volume V* sur lesquels une telle opération est significative. On 
expliquera en même temps la signification physique d'une telle opération en termes de convolution 
dans l'espace des phases et de mesure qdV pour les champs thermo-mécaniques microscopiques. 
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2. Agrégat et phases. 

Celte partie introduit ¡es arguments traités dans le reste du chapitre. 
On donne d'abord des definitions utiles pour la discussion qui suit: caractère 

structural ou radical des informations disponibles sur un corps matériel et concepts d'état radical et 
de phase pour représenter le malénau qui constitue ce corps. 

Ensuite on considere la forme globale des équations de bilan thermo-mécaniques 
qu'on cent usuellement pour un milieu continu hétérogène. On voit en particulier que cette l'orme 
dépend de la mesure choisie pour définir la somme sur tout sous-domame arbitraire des grandeurs 
extensives caractérisant le système: une mesure moms générale permet une forme plus spécifique au 
système étudié. C'est donc sur la recherche d'une mesure adéquate pour le problème à traiter qu'on 
dc\ ra focaliser l'attention pour les parties suivantes du chapitre. 

2.3.1. Agrégat hétérogène de constituants homogènes. 

Caractère structural et radical. 
On considère un milieu continu hétérogène avec la donnée initiale du matériau qui le 

constitue dans chacun de ses points. Par exemple un polycristal pour lequel, en tout point, est donné 
la structure et l'orientation en stall inc. l'étal des dislocations, la composition etc... 

Le milieu dont on s'occupe dans la suite est censé représenter en effet un polycristal 
métallique, néanmoins on peut, plus en général, le regarder comme un agrégat cohérent de phases 
solides homogènes pouvant échanger de la masse entre elles (i.e. dont les points peuvent changer de 
phase). 

L'iniormuiion initiale nécessaire à une telle descnption est de caractère "radical": elle 
est observable mais non contrôlable lors d'un essai mécanique ou thermique. Ceci ne défini pas le 
niveau d'information en termes d'échelle d'observation pour y avoir accès mais en termes 
d'influence des conditions au contour thermo-mécaniques réversibles sur l'information même. On 
considère "structural* tout événement lié à ces conditions, et "radical" tout événement indépendant 
de celles-ci-. 

Pour donner un exemple, la donnée de l'orientation cristalline est une information de 
caractère radical: l'orientation n'est pas contrôlable et sa détermination demande des observations 
microscopiques. La morphologie des grains métalliques est aussi non contrôlable, et donc de 
caractère radical, bien que le niveau dans lequel on l'observe n'est pas forcement inférieur à celui 
des calculs mécaniques\ 

Remarque sur ia terminologie. 
On considère qu'un ensemble d'équations constitutives actuelles locales défini 

complètement le comportement du corps malcncl en objet. On affecte donc au terme "comportement" 
une signification locale et instantanée par exemple un corps se déformant plastiquement avec 
ccroutssage voit son comportement ewilucr avec celui-ci (e.g. selon la déformation plastique 
cumulée et la direction du taux de déformation) Le comportement donne donc la réponse du corps 
quelque soient les sollicitations actuelles et il dépend, dans les limites de ce travail, des processus 
passés suivis par le corps4 

Le ivpc de comportement qu'un corps malénel manifeste sous une plus grande 
famille de processus est par ailleurs represente par la forme des équations constitutives par lesquelles 
il peut être déent ic long de c o processus Par exemple un maténau élasto-plastique avec 

\jt terme événement implique l'existence d'un observateur pour qu'une grandeur soit de caractère structural ou 
radical il faut d'abord qu'elle "cul observable, en mire ies grandeurs observées peuvent dépendre de l'observateur (i.e. ne 
pas être objectives) On «c limite dan* ce (ra> «I au\ observations faites dans des reférentiels inerriels. 
•* Pour qu'une informatHin sott radicale il suffit simplement qu'elle ne soit pas directement liée à l'extérieur du 
corps. Par conséquent, pour uülixrr le lan^a^c de l'hornogcncisauon l'élément de volume à utiliser dans les calculs ne 
doit pas forcement être statistiquement reprèxcniatif pour la matière, mais seulement pour sa structure au sens 
mécanique, c'est à dire pour le maténau caractérisé par l'ensemble des informations radicales. 
4 On remarque la distinction a»ce ic comportement tangent qui défini la réponse du corps aux sollicitations 
actuelles et il dépend donc aussi de la direction du processus que le corps suit à l'instant où il est déterminé 
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écrouissage anisotrope a un type de comportement constant !c long de tout processus ne modi fiant 
pas sensiblement, par exemple, la fréquence des charges imposées ou la température extérieure. 

Du point de vue des modèles mécaniques le type de comportement coïncide avec ce 
qu'on peut appeler le "matériau constitutif". Evidemment un matériau réel doit être représenté par 
différents matériaux constitutifs selon la classe de processus qu'il suit: dans l'exemple précédent la 
plasticité d'un métal peut dépendre ou non du temps selon la fréquence des charges appliquées el la 
température extérieure. 

Les termes qu'on vient de préciser sont en effet d'emploi courant et de signification 
généralement plus étendue, néanmoins il a fallu en donner une définition plus étroite pour abréger la 
discussion qui suit. 

Const i tuant . 
Vue la distinction faite entre comportement actuel local et type de comportement sous 

l'ensemble des processus étudies, ou matériau constitutif, la définition de constituant homogène 
d'un milieu hétérogène doit être liée à ce dernier concept. 

En fait on ne peut pas définir un constituant homogène d'un milieu hétérogène 
comme une partie de celui-ci qui, à l'instant donné, manifeste un même comportement en tout point. 
Les équations constitutives thermo-mécaniques actuelles locales dépendent, dans les limites de ce 
travail, des processus passés suivis par le corps (à partir d'un état initial déterminé) moyennant un 
ensemble de variables non observables. Cette dernière propriété exclut en général la possibilité de 
distinguer le parties d'un milieu hétérogène par comparaison de l'ensemble de leurs équations 
constitutives. 

Par contre il est possible d'effectuer cette partition en tenant compte du "type" de 
comportement qu'un point du milieu peut manifester sous un ensemble défini de processus, c'est à 
dire de son matériau constitutif selon les processus étudiés. 

On défini alors un constituant d'un milieu hétérogène comme un ensemble de points 
de celui-ci qui, à l'instant donné, ont le même matériau constitutif, ce qui introduit une évaluation 
qui doit être faite selon un niveau de pertinence donné. L'information nécessaire pour définir le type 
du comportement dans un point matériel est, par définition, non structurale, car elle ne dépend pas 
directement du processus actuel. 

En résumé un constituant a une caracténsation radicale en termes de comportement 
(matériau) et une configuration structurelle dans l'espace (matière). La définition est instantanée: 
ayant un type de comportement i instantanément homogène, un constituant peut évoluer vers une 
fragmentation en parties hétérogènes entre elles ou s'homogénéiser avec d'autres constituants. La 
partition du milieu hétérogène en constituants homogènes dépend donc du temps et de l'ensemble 
des processus qu'on envisage d'étudier. 

On appelle agrégat un milieu continu formé de constituants homogènes. L'ensemble 
des constituants est une partition du milieu: il recouvre le milieu avec des parties disjointes. 

Remarque. 
Lorsqu'on s'attache à distinguer ¡es matériaux constitutifs de deux parties homogènes 

d'un milieu hétérogène, on peut, en général, mettre en évidence un certain nombre de grandeurs 
physiques qui caractérisent la différence (de façon plus ou moins moyennée). Par exemple deux 
parties d'un polycristal diffèrent par l'orientation des axes d'anisotropie plastique qui sont liés aux 
axes cristallins, par la compacité de leurs structures de dislocations, et ainsi de suite. Selon la 
grandeur physique de laquelle on fait dépendre le type du comportement on obtient des répartitions 
différentes des constituants dans l'ensemble hétérogène. 

Le choix des grandeurs radicales caractérisant localement le comportement, et donc la 
partition en constituants, est déterminant pour la qualité prévisionnelle du modèle d'agrégat. Il faut 
donc comprendre de quelle façon le niveau radical et structural interagissent pour effectuer les choix 
convenables. A cette fin on regarde dans la suite quelques détails de la thermodynamique d'un 
agrégat 
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2.3.2. Thermodynamique d'un agrégat. 

Introduction. 
Quelques remarques sont nécessaires sur la thermodynamique d'un milieu hétérogène 

à constituants homogènes disjoints, qu'on appelle agrégat. 
Une grandeur additive d'espace est additive sur des constituants disjoints. C'est le 

cas des variables d'état extensives, des potentiels thermodynamiques (e.g. l'énergie libre), des 
puissances (virtuelles ou réelles) et des masses. Par conséquent les équations de bilan thermo-
mécaniques d'un agrégat (masses, puissances ou quantités de mouvement, énergie interne, entropie) 
peuvent être écrites tant selon une partition en constituants instantanée donnée que pour l'ensemble 
du milieu sans modifier leur signification. 

De même on peut traiter un processus suivi par l'ensemble d'un agrégat, séparément 
à chaque instant et en parallèle dans chaque constituant pris comme étant un système ouvert en 
interactions avec ics autres constituants. Du point de vue de l'ensemble du système, la façon dont les 
variables extensives se répartissent à l'intérieur d'un constituant n'est pas importante pourvu que 
soit assuré le nombre nécessaire de conditions de continuité aux frontières entre constituants. 

On montre tout de suite les quelques passages initiaux de cette approche pour en 
dégager les conséquences. 

Forme des équations globales de bilan. 
Soil Vj le milieu hétérogène avec la partition en N constituants Cj(l), i=I. . .N, qui 

vérifient: 

Vt OC¡(t)=Vt ; C¡(t)nCj(t)=0 Vwj 2 

Soit "F" une grandeur extensive, f($,t) sa densité volumique et p(y,l) son taux 
d'apport extérieur volumique, soit k(y,t) son taux de production volumique (nul partout et à tout 
instant si le bilan est de conservation) dans V,, F(y,t,n) son taux de densité surfacique sur «5V,. 

L'agrégat étant cohérent, sa vitesse matérielle est continue (i.e. il n'y a pas de 
filtrauon6), mais sa partition évolue de façon non matérielle car les points matériels peuvent changer 
de phase: les frontières entre constituants ont une vitesse non matérielle. Si n(£,t) est la normale à la 
frontière orientée vers l'extérieur du constituant C¡(1), la vitesse relative au repère fixe w(£,l,n) de la 
frontière non matérielle dC¡(t) peut s'écrire (sa composante tangente à la frontière n'a pas d'intérêt; 
on considère cp>0 pour une frontière en expansion et <p<() pour récession): 

*(&tji)=u(a,t)-Hrt3,t)n(3.t) aeaq(t) 3 

Le bilan global d'un constituant s'écrit: 

- j - jr(3,t)dv,+ JF(3,t.n)dS,+ ftX2,t)dVt+ JÎ(^t)<p(a,t)dS,= to,t)dvt 
cjt) acfit) C,TD ¿qït) c,fn 

Si on considère un sous-domaine arbitraire V*CVt ctC*,(t)=C¡(t)nV*, on peut éenre 
le bilan ci-dessus pour cet élément de volume matériel ... 

tant dans l'ensemble du sous-domainc: 

i JT(¿M)dV,+ Jp(3,t,n)dS t+Jp(2,t)dV t= (k(2,t)dV, — 

- ^ J Ï Î & O d V jF(#,tj i)dS, + JfX#,t)dVt= Jk(&t)dV t 

Ur' j in a{Uc*j(t)} Üc*¡(t) Üc*¡(t) 
1=1 1=1 ! = 1 1=1 

6 Dans ce travail on donne à ce terme le seas d'un mouvement microscopique avec vitesse continue par 
morceaux, les discontinuités étant localisées aux interfaces entre constituants. Par exemple il y a filtration lorsque dans 
un métal à température élevée les cristaux se déplacent dans une matrice liquide. 
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que en sommation sur les constituants7: 

Z ÏÏF J f(^ l> d V t+Z \ jF(^t,n)dS t+ Jp(2,t)dVt+ ff(^,t)ip(^t)dStl=X J * k ^ d V t 

I 6 

Z ÏÏT Jr(^t)dV,+ /F(^,t,n)dS t+X /ïF]|(2,t,n)d2:+ 

'(n ¿{,ac* i í t , } A*j<t> 

+ 2 Jp(2<l>dV\+z /ra2,t)qxz,t)di:=y Jk(^,t)dvt 
£1 c<(u jr( A« j („ ¡ef c*T(t) 

où on a noté par {A*j(t): j=l...M} l'ensemble des surfaces de frontière entre constituants A*,(t) à 
l'instant l dans V* (chaque surface étant munie des coordonnées curvilignes 2 et de mesure dl), et 
par HFJ la discontinuité normale de F sur une de ces surfaces (q; est nulle sur la surface de l'union 
des parties dV* qui est matérielle). 

Si les termes correspondant dans (5) et (6) sont égaux deux à deux8: 

VV*ÇV„Vt: 
J?(ä,t)dVt=y fî(2,t)dV, 

Öcvn & C ' ( t ) 

/p^, t )dv i =y fp(ä,t)dvt 

ür-iiti , r i C ' u ) 

i = i 

Jk(^t)dvt=y fk(a,t)dv 
UCm ,<! ) 

1=1 

r=l c;(t) 

alors l'équation de bilan d'ensemble s'éent comme un bilan entre les discontinuités et le transport de 
convection par changement de phase sur les frontières: 

Le terme 

jf(2,tW3,t)dSt 
6b 

à{ U C*,(t)} 
i f c l 

est nul car la frontière du sous-domaine Y* est line surface matérielle 
8 Si les constantes d'intégraüon dans le temps des deux termes de la première équation sont égales celle-ci 
s'éent. 

7b 

U C*,(t) 
i = l 

En outre, par défini u on 

Ô{,U 
í 

fF(^,tji)dst+y jTFKi.tai)di=y /F(ä.tji)ds, 

Öc-l(«» ^ **j«> ^ Ô C ' ( , ) } 

7c 
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J= I A ' i t t ) 

/lFD(2,t.n)d2+y /fffli(2,t)(p(2,t)dl+ . Jf(#,t)<p(2,t)dSt=0 
J = l A * j ( t ) ¿ { U c - j i i i ) 

W*CV t ,V t 

Au lieu d'écnre ce bilan pour un élément de volume matériel arbitraire on peut l'écrire 
pour un ensemble arbitraire de constituants (dans ce cas la surface de l'union sur laquelle on écrit le 
bilan n'est pas toujours matérielle). Noté Iç{l . . .N} un ensemble d'indices extrait de {1...N}, si: 

VIÇ{l.. .N},Vt: 

alors: 

Jî(2,t)dvt=2 J?(3,t)dv, 
U CUD ,f=T cr<u i a e>' 

/p(^,t)dV,=2 /p(^,t)dVt 

Jk(^t)dV1=2 JkifcOdV, 
Uc, , t ) i a c ' ( t ) 

10 

2 JlIFIl(T,t,n)dI+2 J|ini(2,t)(p(2,t)d2 =0 VlÇ{l...N}.Vt 
j S Aj(t) j Q Aj(t) 

Commentaires. 
Cela permet le début de quelques réflexions. 
Premièrement on voit que toute valeur locale d'une grandeur extensive dans un 

constituant peut être considérée d'importance secondaire pour l'ensemble du milieu. Dans les 
équations de bilan les termes intérieurs ne sont important que pour vérifier les équations (7) en 
sommation sur les constituants (et il sont donc pondérés par la mesure des volumes des constituants 
qu'ils intéressent) le résultat d'ensemble étant assuré par les termes de flux et échange de convection 
entre constituants le long de leurs frontières. 

On peut donc envisager une approche par constituant au problèmes thermo
mécaniques d'un tel matériau hétérogène, dans laquelle on postule l'équation (7) vérifiée à priori et 
on cherche les flux entre constituants et leurs échanges de convection (premier membre de (8)), les 
flux extérieurs au milieu étant donnés (deuxième membre de (8) pour V*=Vt). 

Une deuxième réflexion porte sur la difficulté de cette approche par constituant: elle 
est liée à la détermination des distributions de mesure <pdl sur les interfaces entre constituants et tpdS 
sur les surfaces du milieu, et à la détermination de la géométrie {A,} des-dites interfaces. Il en 
résulte qu'il n'y a aucun avantage opérationnel dans son utilisation intégrale. En ouire, lorsque ces 
interfaces sont des lignes dans le plan ou des surfaces dans l'espace géométrique, il faut rajouter 
dans le modèle thermo-mécanique les bilans usuels le long de ces lignes (ou surfaces), ce qui 
introduit d'autres désavantages. 

Vue ces deux considérations, si on envisage l'absence de discontinuités physiques 
entre coastituants, bien que ceux-ci perdraient leur définition comme sous-domaines de V,, 
l'approche par constituant en serait simplifiée. 

Un constituant a un type de comportement, de nature radicale, et une configuration 
structurale, néanmoins ce qui rend deux constituants disünct c'est leur matériau constitutif. On peut 
envisager de se restreindre à cet aspect et perdre toute information liée localement aux frontières et 
une partie de l'information liée aux configurations structurales, tout en gardant, néanmoins, une 
description simplifiée des échanges de convection. 

D'ailleurs l'information sur les frontières peut être éventuellement réintroduite dans le 
modèle comme phénomène radical: l'évolution instantanée de la morphologie de l'agrégat, à une 
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cchelle géométrique donnée, ne dépend pas, ou 1res peu8, des conditions actuelles de chargement 
(Ci. § 3.2.2. dans ce chapitre). 

Mesure de volume. 
Afin d'utiliser les remarques faites pour simplifier le problème on analyse la nature de 

l'approche par constituant précédemment exposé. Ceci nous amènera à la recherche d'une mesure de 
volume qui, utilisée pour intégrer des grandeurs définies sur un milieu hétérogène, transforme un 
problème avec constituants identifiés par une fonction de phase en un problème de milieu continu 
profond. 

La condition (7) peut être vue comme intrinsèque à la rcpréscntaüon mathématique du 
milieu hétérogène au lieu que comme condition sur les fonctions f, p el k en bilan. 

Par définition, si A est muni d'une tribu9 P={P¡cA: îGl} avec I ensemble d'indices 
fini ou dénombrable, et [x est une fonction complètement additive d'ensemble, mesure sur P, on a; 

j i ( 0 )=O ! ' 

vjQ.p,npJ=0Vi,Jej,i*J fi(.yPj)=2 H(P,) 
J
 J O 

L'exemple précédemment exposé est obtenu en mesurant par la mesure de Ricmann 
les grandeurs thermo-mécaniques en bilan: tout champ dans l'élude est une densité sur la mesure 
volumique de Ricmann, toute grandeur globale est la mesure d'une telle densité sur le volume fini 
V*. Notons HR la mesure de Ricmann et Volt(P,) le volume à l'instant t de la i-ème partie10: 

N 12 

Vf Ricmann-inlégrablc : |ÍR{Í"}(V» t)= |ï(#,t)dV,= lim Y fir^OVoMPj) 

{P,} tribu de parties disjointes de V* et TJJGP, Vi 

La limite ci-dessus, n'étant pas définie sur des éventuelles discontinuités (chaque fois qu'il y a une 
discontinuité de f à l'intérieur d'une partie P¡ du découpage la valeur f(r|j,l) est calculée soit d'un 
coté soit de l'autre de la discontinuité), il a fallu mettre en évidence une partie intérieure aux 
constituants et une sur leurs frontières. En outre la partie intérieure aux constituants de l'équation de 
bilan peut être vue comme une condition de validité de la mesure de Ricmann pour les grandeurs F 
en bilan: pour une partition donnée en constituants, si une grandeur F (e.g. la masse) a des 
discontinuités, la mesure de Riemann choisie et la partition donnée les ignorent. 

On rappelle la définition de mesure de Lebesgue UL (M+ et M- étant les nombres de 
marches arbitrairement choisies respectivement dans la partie positive et négative de î): 

M+ M- 13 

Vf mesurable 

VU 

: m.{f> (vv,r J ï t & W = SUD Y % V d t ( P + ) + Inf Vift,Volt(Ph) 

P+: fí.a.Oap^O V^eP^ÇV* cpkeR+* Vk€l . . .M+ 

P.: f(2,t)<qph<0 VgeP 'ÇV* q^GR-* Vhei . . .M-

8 On peut faire l'exemple des cellules des dislocations: pour un niveau de déformation donné la morphologie des 
cellules peut être prise comme une donnée caractéristique du type de comportement, indépendamment (ou presque) de la 
direction actuelle du processus (charge ou décharge). 
y P={PjCA: îEÏ) tribu sur A avec I fini ou dénombrable: 

3PjEP: Pj*0 11b 

VP,ePA\{P¡}eP 

VJQ (J fini ou dénombralc) U P :£P 
jQ J 

1 ° On distingue une mesure en tant que fonctionnelle de sa densité en utilisant la notation u.{-} pour la première 
et u,(-) pour l'autre 
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La même equation de bilan qu'on a écrit pour la mesure de Riemann, s'écrit pour la 
mesure de Lebcsgue, pour une densité volumique, surfacique et, éventuellement linéique et 
ponctuelle de f, p et k (dans la dérivée suivant \v de f on retrouve les flux surfaciques F): 

14 

| f l ^ + div[r(3.t)a:(¿MJi)l}dVt+ Jp&OdV^ Jk(#,t)dVt 
C,fl) ' C ^ ° Ci '1) 

et la partition du bilan en termes dans les constituants et sur leurs frontières reste "cachée" par la plus 
grande généralité de la mesure utilisée. 

Si, donc, pour une partition du milieu hétérogène donnée, on considère une mesure la 
moins générale possible pour que les fonctions en bilan (de conservation ou de production) puissent 
être représentée (i.e. les équations (7) puissent être vérifiées) on obtient la simplification maximale 
acceptable par le bilan en objet (c'est à dire l'aspect plus général de ce bilan). 

Inversement, si on se donne une mesure physiquement (et intuitivement) appropriée 
au processas et au milieu, et on postule qu'elle sera appropriée aux champs censés décrire ce 
processus pour ce milieu, on n'obtiendra que les informations cohérentes à la mesure choisie. 

Donc, on postule: 
_ toute grandeur introduite dans l'étude thermo-mécanique du milieu peut être mesurée 

par la même mesure (i.e. elle vérifie les conditions (7) sous la même forme, la plus 
faible, choisie); 

_ la définition de mesure est radicale. 

La mesure choisie induit une topologie sur l'ensemble des fonctions utilisées. En 
particulier il est intéressant que cette topologie soit appropriée à la précision du modèle thermo-
mécanique utilisé, une mesure plus fine que la "réalité" observable étant incohérente. 

Le caractère radical de cette mesure, qu'on appellera cohérente, et celui, radical aussi, 
de ¡a définition d'un constituant, suggèrent de rapprocher ces deux concepts, la précision de l'une et 
de l'autre pouvant coïncider. 

On cherchera dans la deuxième partie du chapitre à donner une méthode 
physiquement cohérente pour rendre opératoires ces idées, notamment par l'introduction d'une 
Jonction d'observation approchée de la phase des points matériels. 

2.4. Fonction de phase et therm<xlynamique d'un agrégat. 

2.4.1. Fonction de phase et étal radical. Définitions préliminaires. 

On a introduit le concept de caractère structural ou radical d'un événement observé; 
on a ensuite relié la détermination du type de comportement d'un point matériel à des informations 
de caractère radical. 

Selon ce schéma on peut définir radical toute donnée métallurgique ou morphologique 
sur une région petite d'un polycnstal. Par exemple l'orientation cristalline locale peut être utilisée 
pour orienter l'arusotropie du comportement régi par un critère plastique avec contrainte de 
cisaillement seuil sur les plans cristallins. Une région du polycnstal dans laquelle l'orientation 
cristalline varie suffisamment peu peut être considéré comme un grain cristallin (ou un sous-grain); 
l'ensemble de tout gram ayant la même orientation est un constituant de l'agrégat. 

Si on considère que aucune autre information radicale n'est nécessaire pour définir le 
type de comportement local d'un grain cristallin, alors l'orientation cristalline défini aussi l'état 
radical en tout point du polycnstal. On défini en fait l'état "radical" comme un état qui est représenté 
par un ensemble de données radicales, nécessaires et suffisantes pour définir le type de 
comportement en tout point du corps. Il y a donc une correspondance bijective entre les types de 
comportements possibles et les états radicaux observables11. 

1 ' IA raison de la distinction des deux dénominations est que l'état radical est déterminé moyennant des 
observations locales à faire sur le corps déchargé, tandis que le comportement indique un ensemble de relations entre 
variables sous chargement. D'un autre coté le type de comportement est la structure mathématique du comportement 
(e.g. élasticité isotrope, éiastoplasticité avec critère de Von Mises, etc... ). 
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Un état radical est défini par un ensemble de données radicales. Il est légitime de voir 
cet ensemble de données comme l'image par une fonction "de phase" des points d'un milieu. Par 
exemple on peut supposer connue la carte des orientations cristallines locales, et prendre celle-ci 
comme rang de la fonction de phase. Cette fonction de phase donne, pour tout point du milieu 
hétérogène, une orientation cristalline qui, ensuite, peut être considérée comme la seule donnée 
(radicale) nécessaire pour définir un comportement plastique anisotrope. 

Il faut noter que la fonction de phase ainsi décrite est, en général, non continue et peut 
ne pas être définie dans des sous ensembles matériels de mesure volumique nulle. Dans ce sens cette 
fonction de phase est plutôt le représentant d'une classe de fonctions continues et définies presque 
partout par rapport à la mesure de volume de la matière. Pour l'exemple du polycristal défini par la 
donnée locale des orientations cristallines, il est évident que cette donné n'est pas définie dans les 
joints entre grains; il faut alors supposer ces joints de mesure volumique nulle: la fonction de phase 
donne l'orientation cristalline en tout point de l'agrégat sauf que sur les dits joints, elle est Lebesgue-
intégrable de volume. 

2.4.2. Observation approchée. 

On voit en résumé que, d'un coté, la partition en constituants d'un agrégat peut se 
faire sur la base du type du comportement local et, de l'autre, que ce type de comportement peut être 
déterminé sans ambiguïté par la valeur locale d'une fonction de phase. Le passage à une définition 
plus opératoire d'un constituant est alors immédiat. Le constituant est une partie d'un milieu 
hétérogène caractérisée par une valeur unique de la fonction de phase. 

Néanmoins cette définition n'est pas encore suffisante pour identifier comme un 
constituant tout ensemble de points du milieu dans la même phase (i.e. ayant une valeur de la 
fonction de phase identique): nen n'assure de la continuité de la fonction de phase ni de sa précision 
absolue. A cause des erreurs introduites par n'importe quelle fonction de phase qu'on puisse 
mesurer, on peut simplement affirmer qu'il existe une relaüon entre le concept de constituant et celui 
de partie à phase homogène du milieu. 

Dans le cas cité du polycnstal, un exemple de constituant est donné par un ensemble 
de grains (ou sous-grains) aux axes cristallins équi-orientés, l'orientation cristalline étant la phase 
choisie, mais si on s'attache à effectuer une partition du milieu en parties d'égale valeur de phase, on 
pourra très difficilement en retrouver la partition en grains (ou en sous-grains) qu'on observe, par 
exemple au microscope, sur le matériau. La difficulté citée est de nature physique, car le nombre et 
la précision des observations (et l'impossibilité d'obtenir un état relâchée uniforme dans un 
polycnstal) limitent ¡a fiabilité de la donnée locale de l'orientation cristalline. 

Nous avons donc la nécessité d'introduire le concept d'observation non exacte d'une 
donnée locale dans la définition de consumant et, par conséquent, selon ce qui a été montré dans la 
première partie du chapitre, dans les équations de bilan thermo-mécanique. 

Remarque sur la fonction de phase. 
On suppose la fonction de phase à valeurs dans un espace métrique, qu'on note 

désormais Z, éventuellement à métrique non euclidienne: c'est la demande minimale pour pouvoir 
quantifier la précision relative d'une observation. 

Pour résumer les propriétés d'une phase, on rappelle que, vue la définition d'état 
radical, les éléments de cet espace métrique Z sont des grandeurs observables mais non contrôlables 
dans un essai thermo-mécanique. 

2.4.3. Première approche du problème. 

Conformément aux considérations faites, on défini un constituant comme un 
ensemble de points où. à l'instant t, la fonction de phase a la même valeur 5. Cette définition 
équivaut à dire que, à un lastant t, pour tout point £ d'un constituant identifié par une phase fixée 5, 
la distance (dans l'espace des phases) entre la valeur de la fonction de phase en ce point # et la phase 
fixée 5est nulle: 

Vt V j e Z C(3,t)={#EV t: d z ( ^ , t ) , 5 ) = 0 } I 5 

uc(3.i)=v, ; C(3.onc(3',t)=0 v ^ ' Vt 
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Il est encore équivalent de définir un constituant en regardant la densité de Dirac de la fonction 
distance calculée entre la phase donnée, caractérisant le constituant et la fonction de phase dans les 
points du constituant12: 

vt vjez C(5,t)={ êvt: ôid^&t),^)^} i* 
et la somme sur un constituant d'une fonction extensive quelconque g peut s'interpréter comme 
l'image de la fonction g par une telle distribution composée avec celle de Dirac (notée ô«dz( • ,3K,): 

[Ôod^-,5)<]{g}=Jg(^t)ô(dz(^,t),5))dVF Jg(2,t)dVt
 1? 

vr Q3.D 

La mesure du volume des constituants ainsi définis n'est non nulle que si la fonction 
de phase estétagée et, ceci n'étant pas à pnon toujours vérifié, dans la plus part de cas l'approche 
thermodynamique par constituants envisagée ne peut pas s'appliquer (la phase varie continûment: 
sur une partie du milieu de mesure volumique non nulle on peut obtenir une partition en parties de 
mesure de Lebesgue nulle): 

3t, 3JEZ: Volt(C(3,t))=0 i.e. YVolt(C(3,t))*Vol,{ U C(3,t)}=Vol,{Vt} -* 18 

-* 3t, 3g: J to,t)ö(dz(C(ä,t),5))dVt* fg(ä,t)dVt 
j e z Vt *! 

(g constante étant un exemple pour lequel l'égalité n'est pas vérifiée). 
Par conséquent on ne peut pas définir ainsi une partition utile du domaine Vt. 
Seulement si la fonction de phase prend des valeurs dans l'ensemble discret 

{Ç,}i=l ...N avec continuité presque partout, elle est étagée et on obtient une partition du domaine Vt 
en sous-domaines disjoints par la mesure de Dirac. Les constituants sont identifiés par la fonction 
caractéristique de ces sous-domaines et la différence entre la mesure d'ensemble et la somme des 
mesures de ses parties est nulle (ce qui donne un bon modèle si la-dite différence est négligeable 
dans la réalité physique du phénomène): 

Vt Vi£{i...N} c1(t)=C(C,t)={̂ evt: U^)=%}={^yv ô(dz(a^t)^))*o} 19 

N 
.yc,(t)=vt ; Cjíoncjít)^ Vi*jVt 

yVol,{C,(t)}=:VoIt{¡OC1(t)}=Volt{Vt} Vt 

Cette parution vérifie donc les conditions (7) dans la forme la plus forte, pour la 
mesure de Dirac, à tout instant. 

Ce cas particulier mis à part, il se pose le problème de la définition d'une partition du 
milieu qui soit cohérente avec le champ des phases (représentatif des états radicaux) et utile pour une 
approche thermodynamique par constituants du milieu hétérogène. Ce problème fait l'objet de la 
deuxième partie du chapitre. 

2.4.4. Taille caractéristique dans l'espace des phases. 

Exemple. 
On pose le modèle suivant: un polycnstal métallique est un milieu continu dans lequel 

une fonction de phase donne l'orientation cristalline en tout point Ce modèle de polycnstal doit être 
utilisé pour de calculs thermo-mécaniques de plaques d'épaisseur millimétrique. 

L'orientation cristalline locale ne peut être observée que avec une précision de ±344°; 
du même ordre de grandeur est la distorsion élastique des réseaux due à l'hétérogénéité, par 
conséquent la fonction de phase n'est significative que à 3-f4° près: deux points du milieu dont la 

1 - La densité de la mesure de Dirac est une classe de fonctions définies nulles partout dans R\{0} et non définies 
en 0, sommables sur tout intervalle ouvert de R avec somme unitaire sur R. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycnstal-
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fonction de phase diffère seulement de 3^4° peuvent ou non appartenir au même constituant, une 
résolution supérieure à cette limite serait donc incohérente13. 

D'ailleurs dans la détermination de la carte des orientations cristallines on ne peut que 
fixer un pas d'observation (éventuellement variable dans les trois directions de l'espace) corrélé à 
une taille minimale des grains caractéristique de l'agrégat (e.g. inférieur à la taille dépassée par 90% 
des gains selon la direction en objet): se donner un pas trop grand signifie perdre, de façon de plus 
en plus significative, la description morphologique des grains. 

On voit donc qu'il existe une fourchette de précisions admissibles pour la description 
d'un polycristal en termes d'onenlation cristalline locale, dont la borne inférieure est dictée par les 
moyens de mesure et la supérieure par les utilisations envisagées du modèle macroscopique à bâtir. 

On donne ci dessous un cadre plus général pour ces limites. 

Généralisation. 
Il existe une fiabilité du système d'observations, mesures, modélisations et 

simulations nécessaires pour déterminer la fonction de phase en tout point d'un agrégat. Par 
conséquent la fonction de phase a une pertinence et une précision qui, l'espace des phases étant un 
espace métrique, peuvent être quantifiées par une distance caractéristique: deux phases écartées de 
plus de cette distance caractéristique peuvent être distinguées sans erreur appréciable du système de 
mesure. 

Il s'agit d'une limite imposée par les moyens d'observation et par les modèles 
radicaux envisageables. I! en résulte une résolution maximale dans l'observation d'une fonction de 
phase cohérente avec cette limite qu'il serait illégitime de dépasser. En outre l'imposition de cette 
limite ne modifie pas la pertinence du modèle de l'agrégat dans son niveau radical. 

La fiabilité des modèles radicaux nous donne donc une borne supérieure "naturelle", 
car intrinsèque au système radical, à la résolution d'observation des valeurs locales d'une fonction 
de phase. 

D'un autre cote, dans une approche micro-macro, il est indispensable d'avoir la 
donnée d'une pertinence microscopique au modèle macroscopique qui soit non nulle, et, pour que 
l'apprcxhe soit justifiée, inférieure a la limite intrinsèque ci-dessus. 

En fait, lorsqu'on choisi les systèmes radicaux et les fonctions de phase qui les 
représentent, on five idéalement une longueur d'onde typique dans les fluctuations de ladite 
fonction. Ces fluctuatums, comme la l'onction même, se situent au niveau microscopique, et, sauf à 
négliger les racines du mt»dclc. elles doivent se manifester au niveau macroscopique, 

Par ciwtscqucnl, il cvistc une résoluuon d'observation des phases minimale, qui 
dépend de la définition de phase choisie par rapport au macroscopique, en dessous de laquelle le 
modèle devient incubèrent On obtient ainsi une limite inférieur liée au modèle macroscopique et, 
donc, extrinsèque au système radicale 

On peut représenter graphiquement ces concepts: 

it - - - - -

;<v.u 

(y.t) 

Fig. 1: Fluctuations f et <t> de la fonction de phase avec "longueurs" d'onde X et A. 

1 -* Cf. [Dnvex, ( 'oni . 1 W2| à prof»« de la peco si on de l'observation des orientations cristallines. 
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En conclusion, la cohérence avec le niveau radicale impose un maximum intrinsèque 
de résolution dans l'espace des phases (résolution >$), tandis que la cohérence extrinsèque du 
modèle macroscopique en demande un minimum (résolution <<t>). Tout choix entre ces limites donne 
un modèle macroscopique légitime. 

2.4.5. Eléments de volume. 

La résolution dont on vient de discuter n'est qu'une distance caractéristique dans Z. 
Plus en général, en effet, elle fixe une taille caractéristique dans l'espace des phases Z qui engendre 
un volume dans celui-ci. Vue l'existence d'une fonction de phase à support dans l'espace-temps et 
valeurs dans Z, cette caractéristique peut se transmettre de Z à l'espace-temps. En effet ceci peut être 
fait en toute partie du support de la fonction de phase dans laquelle celle-ci est quasi-continue, c'est à 
dire dans lequel la fonction de phase est continue à une oscillation négligeable près (une oscillation 
négligeable étant inférieure à la résolution minimale intrinsèque à Z). 

Le caractère intrmsèque-extnnsèque de la résolution peut donc se transmettre, dans 
certains cas, sur le volume géométrique. Dans d'autres cas il peut exister des éléments de volume 
représentatifs élémentaires et macro-homogènes, selon les définitions classiques des problèmes 
d'homogénéisation14, non directement liés aux caractéristiques de l'espace des phases. 

Prenons l'exemple de l'orientation cristalline comme variable radicale: la taille des 
éléments de volume doit être supérieure au minimum intrinsèque au dessous duquel 
l'indétermination de 3H-4° devient non négligeable (les phases sont confondues dans l'espace), ce qui 
est garanti par tout clément de volume statistiquement représentatif de l'agrégat; d'un autre coté elle 
doit être inférieure au maximum extrinsèque en dessus duquel des fluctuations de niveau structural 
se manifestent dans l'élément de volume, ce qui est garanti par tout élément de volume macro
homogène. 

Néanmoins la condition de représentativité statistique des éléments de volume 
caractéristiques du modèle, bien que suffisante, n'est pas nécessaire pour que celui-ci soit cohérent: 
on ne cherche pas, en fait, à déterminer un comportement homogène moyen sur ces éléments de 
volume, mais tout simplement à retrouver, par des informations microscopiques (ou, plus 
proprement, radicales), une partition en phases d'un agrégat macroscopique. Ce n'est que par 
rapport à cette partition que les éléments de volume caractéristiques doivent être représentatifs. 

Pour souligner le manque d'implications mécaniques liées à leur définition, on 
appelle "typiques" les éléments de volume contenants assez d'information radicale pour décrire une 
région de l'agrégat macroscopique. On rappelle que ces éléments ne sont pas forcement 
représentatifs dans le sens de l'homogénéisation, du fait qu'ils peuvent en effet être sélectionnés 
sous des conditions moins restrictives que celle de contenir presque toute l'information statistique 
(disponible par des observations microscopiques) sur le corps. Par exemple un volume contenant 
trois grains métalliques avec trois orientations distinctes peut, moyennant la donnée de l'orientation 
cristalline en tout point, représenter une région de l'agrégat poiycristal, mais il ne peut pas être choisi 
pour la recherche du comportement moyen de cet agrégat (il ne contient qu'une partie très réduite de 
l'information disponible, en termes d'orientations cristallines, sur la structure microscopique de 
l'ensemble). 

Pour souligner leur relaüon avec les longueurs d'onde macroscopiques (prenant en 
compte leur dépendance en fonction de la forme locale des champs) on appelle "topiques" les 
éléments de volume assez petits pour être confondus avec leurs mesures macroscopiques. Il s'agit 
d'une propriété équivalente à la macro-homogénéité requise pour l'homogénéisation, mais vérifiée 
"par l'intérieur": cette dernière est obtenue par une condiuon sur les champs macroscopiques, tandis 
que le caractère topique résulte d'une observation des racines microscopiques du comportement. 
L'équivalence, très v rai semblable, des deux concepts ne peut, en fait, qu'être objet de conjecture. 

• 4 Un élément de volume est statistiquement représentatif pour une caractéristique donnée du matériau s'il 
contient presque toute l'information sur cette caractéristique, il est élémentaire s'il est le plus petit élément 
représeniauf pour l'ensemble des caractéristiques étudiées. 

Un élément de volume est macro-homogène si les champs thermo-mécaniques macroscopiques coïncident au 
premier ordre avec leurs moyennes sur cet élément (en particulier si le Icmme de macro-homogénéité de Hill-Mandel y 
est vérifié). 

-Un modèle thermo-mécanique de poiycristal-
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2.5. Conclusion. 

Dans cette première partie du chapitre on a vu qu'il est possible d'obtenir une 
description thermo-mécanique simplifiée d'un agrégat hétérogène si on dispose d'une mesure de 
volume tenant compte de la partition en constituants du corps (cette partition pouvant évoluer dans le 
temps de façon indépendante de la cinématique de la matière). La description de cette partition est 
faite, de façon très naturelle, par une fonction associant à tout point matériel sa phase à tout instant; 
par conséquent la mesure de volume recherchée devra s'appuyer sur une telle fonction. 
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3. Phases et espace des phases. 

3^JnlroducliQiL 

Dans cette partie du chapitre on approfondi le concept de phase et d'état radical. On 
présente d'abord une liste de possibles fonctions de phase dans le but tant de montrer des exemples 
que d'améliorer la compréhension du concept général de phase; ensuite on développe l'exemple de 
phase comme onentauon de l'espace géométrique euclidien auquel on se réfère tout le long de ce 
travail. 

Dans une première parue on sera souvent amené à une distinction de niveaux dans les 
représentations d'un corps matériel dans le but d'expliquer le rôle de la fonction de phase. Il s'agit 
en fait de comparer les milieux continus images de ce corps matériel lorsque celui-ci est placé dans 
des espaces géométriques avec des échelles de longueur différentes (il n'y a pas lieu de parier 
spécifiquement de comparaison d'échelles de temps): c'est donc une comparaison entre milieux 
continus. En ce sens, les termes de "microscopique" et "macroscopique" sont purement idéaux et ils 
n'indiquent que des êtres d'une description à une échelle inférieure ou supérieure respectivement II 
est aussi évident qu'il existe autant de niveaux qu'on veut pour une description de milieu continu 
d'un corps matériel mais que tout niv eau de ce type est toujours un milieu continu. 

Dans le Chapitre VI on compare un milieu continu dont l'hétérogénéité est déente par 
une fonction de phase avec un milieu continu qui ne voit pas l'hétérogénéité de façon aussi précise. 
En particulier on considère que les grandeurs qui existent dans ce dernier ont une signification de 
moyennes dans le premier et que à tout point du second correspond un sous-domaine fini dans le 
milieu avec fonction de phase, ce qui engendre les appellations de microscopique et macroscopique. 
La relation la plus immédiate entre ces deux milieux continus est donc celle de subordination en 
échelle du premier par rapport aux deuxième. Néanmoins il ne s'agit pas d'une condition nécessaire: 
on peut très bien imaginer deux descriptions d'un même corps matériel à la même échelle, l'une, 
microscopique, plus détaillée par la donnée de la fonction de phase, et l'autre, macroscopique, 
moins détaillée. On peut dire dans ce cas que les échelles microscopique et macroscopique 
coïncident, on verra dans ¡a suite un exemple de phase pour une telle condition. 

La détermination de la phase, liée à la définition d'un état radical et du matériau 
constitutif, se place par contre dans un niveau qui est qualitativement différent de celui d'un milieu 
continu, aussi peut soit-il, et qui est appelé "radical". 

Il faui donc noter que. comme ¡es niveaux dits macroscopique et microscopique ne 
sont pas toujours subordonnés l'un de l'autre, il en est de même pour le niveau radical: les 
observations à faire pour idcnüficr une fonction de phase ne doivent pas être forcement à un niveau 
inférieur à celui pertinent pour le milieu microscopique ru à celui du macroscopique. Néanmoins la 
fonction de phase est une fonction à support dans le milieu microscopique et à valeurs dans l'espace 
des phases, ce qui ne doit pas induire dans l'erreur de la regarder comme une description d'une 
réalité de niveau plus bas. On remarque enfin qu'elle serait par construction, en général, dépourvue 
de toute régulante, mais qu'on la suppose au moins derivable par morceaux dans l'espace avec 
dérivées Lebesgue-mcsurables 

Dans les différents exemples de fonction de phase on remarquera que chaque 
définition de phase entraîne une taille intrinsèque qui caractérise le niveau microscopique, qu'on note 
bz par rapport à l'espace Z. Le seul aspect fondamentale de la fonction de phase est qu'elle 
détermine le type de comportement dan*, un point microscopique de façon locale et non liée au 
niveau même. 

Par exemple, vi on considere deux comportements élastiques linéaires isotropes qui 
ne diffèrent que par leur module dToung. on vi*t que. indépendamment de l'existence d'un rapport 
thermodynamique macroscopique entre eux <c g. l'un peut avoir été obtenu de l'autre par 
endommagement). les deux matériaux diffèrent a un niveau qui n'est pas celui de n'importe quel 
milieu continu microscopique, ci les raisons de leur diversité sont prises en compte par la fonction 
de phase. 

•Un múdele thermo-mécanique depolycnstal-
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3.2.1. Phase comme ensemble de variables d'état radical. 

On peut considérer que le système radical est un système thermodynamique ouvert et 
le représenter par son état d'équilibre thermodynamique. Lorsque le système suit des évolutions 
irréversibles on utilise la méthode de l'état local en se donnant ainsi une échelle de temps appropriée 
au processus et une échelle d'espace qui fixe la taille du système radical. Il faut que, selon cette 
taille, l'état thermodynamique du système radical soit homogène pour qu'il soit caractérisé par un 
ensemble de variables d'état approprié, ou qu'il soit hétérogène mais au moins aléatoire stationnaire 
pour qu'il soit caractérisé par la donnée statistique des variables d'état (moyenne, écart type, e t c . ) . 
Le choix de ces variables et la véridicité de l'hypothèse d'état local homogène, ou hétérogène 
aléatoire staüonnairc, ou autre, dépendent du processus à simuler, des échelles relatives d'espace et 
de temps et de la taille du système radical par rapport au niveau microscopique. 

On ne doit prendre en compte que des variables qui représentent des effets radicaux 
sensibles pour la précision et pour la taille fixées dans l'espace-temps du modèle microscopique, et 
négliger, par conséquent, les effets trop lents et trop rapides ou à longueur d'onde (dans l'espace) 
trop longue et trop courte, le terme 'trop' montrant la relativité de la proposition par rapport à la 
structure microscopique et non à la structure radicale même. 

La distance bz à fixer sur Z (ZsRm est l'espace de phases pour un choix de m 
variables d'état scalaires) indique pour quelle différence entre ensembles de variables d'état (ou leurs 
statistiques), deux états thermodynamiques radicaux homogènes (ou hétérogènes aléatoires 
stationnaires) sont proches au sens de la structure microscopique. Il est important de remarquer la 
relauvité de cette approximation par rapport au niveau microscopique, car les deux états radicaux 
peuvent être effectivement très différents à un niveau inférieur. 

On rappelle que les variables d'état du système radical choisies pour représenter la 
phase doivent varier dans un espace métrique, ce qui est une condition pas toujours facile à vérifier 
pour de variables de nature et dimeasions différentes. On prend par exemple comme variables d'état 
radicales (T,c) température et déformation homogènes dans un sous-domaine de volume fini placé à 
une échelle inférieure à celle du niveau microscopique: il n'est pas, en général, possible d'établir une 
distance entre deux couple de ce type pour un comportement dissipatif. Néanmoins, si le processus 
suivi par le système radical est de longueur integrable dans l'espace Z={(T,e)} selon des chemins 
fixés (e.g. radiaux), cette distance peut être obtenue pour un comportement avec dissipation pan 

d((T,:e)1,(T,£)2)= /ÖTÖ(IEI)
 2 0 

ra.2) 

où I i indique une norme du tenseur de déformation et r(l ,2) est la ligne idéalement suivie par le 
processus dans Z={(T,c)} (tout couple de Z représente une température et une déformation 
homogènes et îi n'existe donc aucun processus réel contenu dans Z pour un élément de volume 
radical)16. 

On observe finalement que la taille du système radical est contrôlée par la méthode de 
l'étal local seulement au second ordre grâce à la possibilité de se donner une statistique sur 
l'ensemble des variables d'état. 

3.2.2. Phase comme morphologie. 

On peut supposer que l'une des deux hypothèses classiques de la thermo-mécanique 
locale (puissance des efforts intérieurs fonctionnelle linéaire du premier gradient des vitesses et 
postulats de l'état-acüon local) ne soit pas suffisamment représentative pour la classe de phénomènes 

1 6 C'est le cas, par exemple, du paramétrage d'un processus de déformation à chaud d'un métal par le paramètre de 
Zener-Hollomon souvent utilisé en métallurgie (ZH paramètre. Q énergie d'acüvaüou d'autodiffusion, R constante des 
gaz, T température absolue, D norme du tenseur taux de déformation): 

t2 20b 

ZH(t) = EHt) e x p ( j ^ ) ; [ZH]=s-l ; d « T j ^ i . ( T ¿ £ ) = /ZH(t)dt 
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étudiés. On peut, dans ce cas, introduire des corrélations non locales au niveau du système radical, 
sans utiliser une thermo-mécanique non locale aux niveaux macroscopique et/ou microscopique. 

Si les corrélaüons non locales sont macroscopiques et si l'on ne doit introduire le 
niveau microscopique que pour accéder au niveau radical approprié, on utilisera un modèle avec 
échelle égale aux deux niveaux: le niveau microscopique à utiliser est, le niveau macroscopique 
même. 

C'est le cas si, pour un polycristal, on se donne comme système radical une 
représentation mathématique de la morphologie des grains, obtenue par observations statistiques 
dans un élément de volume approprié, sous l'hypothèse que l'évolution d'un point matériel dépend 
'aussi' de la configuration spatiale du constituant dont il fait partie (un constituant étant un ensemble 
de grains ou sous-grains ayant les mêmes orientations cnstallographiques). La distance 
caractéristique bz indique la ressemblance appréciée entre deux configurations par rapport à leur rôle 
dans le modèle macroscopique; elle représente, indirectement, la taille de l'élément de volume choisi 
pour les observations statistiques des morphologies granulaires. 

C'est aussi le cas si, toujours pour un polycristal, on suppose que l'évolution de tout 
point macroscopique dépend 'aussi' de la configuration des bandes de cisaillement dès que celles-ci 
apparaissent, indépendamment du (ait que ce point matériel est ou non contenu dans une bande 
(dans ce cas ces bandes sont macroscopiques; le même raisonnement peut se faire pour des bandes 
et des points microscopiques). On pourra alors choisir comme variables de phase des paramètres 
macroscopiques (ou microscopiques) géométriques caractérisant les bandes. La distance 
caractéristique représente la différence entre deux éléments de volume cisaillés appréciable par la 
thermo-mécanique macroscopique (ou microscopique). 

3.2.3. Phase comme rotation. 

Orientation de I'anisotropic 
Si le matériau étudié est microscopiquement hétérogène avec hétérogénéités 

anisotropes on peut enrichir l'information relative au point matériel microscopique par la donnée de 
l'orientation locale des axes d'anisotropie. Dans ce cas ces orientation sont les phases caractérisant le 
système radicale qui s'identifie avec le champ microscopique des anisotropics. 

L'exemple, souvent cité dans ce travail, d'un polycristal dont on souhaite suivre 
l'évolution des textures sera traité en particulier à la fin de cette partie du chapitre. 

Si la donnée des orientations cnstallographiques est microscopique et ponctuelle, 
alors le système radicale sera de niveau inférieur au microscopique; si, par contre, on se donne une 
fonction d'orientation des textures par point (ou ensembles de points) macroscopiques, alors les 
niveaux microscopique et macroscopique coincident et le système radicale est effectivement de 
niveau microscopique. Dans le premier cas, la distance caractéristique indique l'intervalle de fiabilité 
et de précision nécessaire dans la détermination d'une orientation, dans le deuxième elle identifie 
deux figures de pôles macroscopiquement proches. 

En particulier on note que le choix de la fonction distance entre phases nécessite plus 
d'explications. L'étude du cas particulier des orientations cnstallographiques dans un polycristal, 
montre son importance au sein de la méthode. 

Direction de glissement. 
En revenant au cas précédent, on peut évaluer plus synthétiquement non pas la 

donnée microscopique des onentations cnstallographiques, mais celle des directions résultantes de 
glissement localement actives16. 

Le système radicale est alors d'un niveau inférieur au microscopique. La distance 
caracténsuque de Z peut être identifiée, d'un point de vue thermo-mécanique, en choisissant une 

1 6 Par exemple un cnstal CFC a un gradient de vitesse de glissement donné par la somme des vitesses de 
glissement des 12 systèmes acnvables, mais on peut toujours repérer deux axes fictifs (m* et n*) par rapport auxquels 
dinger la vitesse de glissement resultante: 

12 21 

2 0 O 

Yim.j®ni - Y*m*®n* 
i = l 

Ces axes fictifs varient dans le temps suivant l'équation ci-dessus (donc en fonction de la vitesse de rotation des axes 
réels et des intensités des vitesses de glissement des 12 systèmes); on peut supposer cette variation continue dans le 
temps avec une bonne approximation (ou moins tant qu'il ne se vérifie pas un changement des systèmes de glissement 
actifs). 
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différence d'énergie dissipée par glissements d'un grain le long des deux directions différentes 
négligeable pour Je modèle macroscopique. 

Rotation relative matériau-matière. 
Dans les deux cas précédents l'évolution d'une composante du comportement local 

est découplée de l'évolution locale de la matière: le mouvement (rotations) d'un réseau cristallin est 
indépendant du mouvement des atomes qui le constituent. Par conséquent l'évolution des 
orientations cristallographiques, ou des textures, ou des directions de glissement ne peuvent pas 
dépendre exclusivement des variables et vitesses matérielles. 

On peut donc choisir comme phase le 'transporteur du matériau', c'est à dire le 
double vecteur qui donne l'évolution des vecteurs de nature cristallographique et, par conséquent, 
non matérielle. On peut, de même, choisir comme phase la rotation relative entre le transporteur de la 
matière (le gradient de la transformation) et celui du matériau. On voit que, indépendamment de ce 
choix, il devient nécessaire de suivre un champ de rotations: le mouvement non matériel du matériau 
est une rotation. 

Ce cas généralise les précédents tout en utilisant les mêmes informations 
microscopiques. 

On considère une description lagrangienne du mouvement qui privilégie une 
configuration matérielle donnée (celle à l'instant zéro) prise comme configuration de référence. Il 
faut observer que la matière en configuration de référence joue le rôle de référentiel pour décrire 
toute autre configuration. Soit T ( ^ ) l'espace tangent au point de matière ^M. 

On considère un champ tensoriel contravariant s d'ordre p, défini sur le domaine Vt 

occupé par le milieu en tout instant t et à valeurs dans un espace S. Ce champ est identifié par la suite 
dans le temps de ses valeurs sur les points oM (à chaque instant t) mais il n'est pas forcement un 
champ matériel, c'est à dire qu'il n'appartient pas forcement à T(^M) à tout instant t (il n'est pas 
transporté par le mouvement)17. 

On suppose qu'il existe un champ tensoriel, du même ordre p et variance, appartenant 
à T ( ^ ) (i.e. matériel) et à valeurs dans S, qu'on appelle s(mi. On suppose aussi que les champs s<m> 
et s coïncident à l'instant initial (cela revient à choisir s=s(m) à l'instant zéro et à transporter s(m) par 
le mouvement de la matière ensuite). 

Les champs s et s(ml ont les mêmes dimensions physiques et on peut donc envisager 
de représenter à tout instant s par s (m! plus le champ <t> des transformations non matérielles 
nécessaires à le ramener localement et instantanément à s(m). 

Si le transporteur de s a, en décomposition polaire, le même tenseur d'élongation que 
le gradient de la transformation matérielle (transporteur de s<m)), on montre facilement que * est un 
tenseur orthogonal droit. 

L'hypothèse faite sur le tenseur d'élongation du transporteur non matériel introduit 
une liaison cinématique entre les espaces vectoriels non matériels représentés par <î> et l'espace 
tangent matériel ou, ce qui revient au même, la matière. Dans le cas des polyenstaux cette hypothèse 
est physiquement cohérente dès qu'on considère les propriétés du matériau (état radical) liée aux 
configurations des réseaux en opposition aux propriétés de la matière (équations de bilan thermo-
mécanique) liées aux positions des atomes: les mouvements relatifs entre la matière (atomes) et l'état 
radical (directions cristallographiques) sont des rotations. 

On obtient un avantage suivant cette représentation du champ s lorsque le champ 
matériel s<m» fait partie de l'ensemble des variables et inconnues qu'on suit On a aussi un avantage 
dé généralité car il suffit de suivre un seul champ de rotations non matérielles <ï> pour représenter tout 
champ tensonel évoluant de façon non matérielle pour la même raison "radicale". 

On peut admettre que ce champ tensonel soit matériel pendant un certain intervalle de temps. 
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Symétrie matérielle. 
Dans un cadre général, plus large que les polycristaux, et avec des définitions 

différentes de ce qu'on appelle ici le "matériau", une étude axiomatique de la structure engendrée sur 
un corps matériel par son comportement a été présentée par W. Noll (Cf. [Noll 1967]). On fait 
référence aussi aux travaux successifs de P. Rougee sur le même sujet (Cf. [Rougee 1980])18. 

Le cas des polyenstaux, en se restreignant à la possibilité d'une rotation des axes sur 
lesquels est écrit le comportement par rapport aux axes de la matière, peut être déduit de ces travaux: 
on présente le schéma de cette déduction pour montrer un fondement très général du choix d'une 
fonction de phase à valeurs dans l'espace des tenseurs orthogonaux droits. 

Un îsomorphisme entre les voisinages de deux points matériels engendre un 
isomorphisme entre leurs espaces tangents et, en conséquence de l'hypothèse de simplicité matérielle 
qui lie les états thermodynamiques locaux à la métrique des espaces tangents, une relation (dite 
"uniformité") entre les comportements dans ces voisinages. Si on considère alors l'ensemble des 
automorphismes d'un voisinage matériel on obtient un groupe de symétries de comportement. 
L'étude de ces symétries et de leurs évolutions permet un approche cinématique de la structure 
engendrée sur un corps matériel par son comportement (i.e. l'hétérogénéité). 

Dans un polycristal la plus petite rotation nécessaire pour superposer les directions 
d'anisotropie des voisinages de deux points matériels séparés représente l'isomorphisme entre les 
espaces tangents de ces deux points. La phase est donc encore une fois définie par la donnée d'une 
rotation. 

3.2.4. Phase comme fragmentation de la configuration naturelle. 

Un dernier exemple de choix de la variable de phase est relatif aux grandes 
déformations des polycristaux, en particulier aux problèmes connexes à la définition d'une 
configuration relâchée. 

On ne peut pas définir une configuration relâchée pour l'ensemble d'un polycristal 
qui n'est pas soit non compatible (déchirures, superpositions de matière) soit à contrainte non nulle, 
et on est, par conséquent, amené à considérer un ensemble d'états naturels locaux auquel ne 
correspond pas une configuration globale conmpatible. Lorsqu'on considère une décomposition 
cinématique du gradient de la transformation géométrique, sa partie élastique réversible (défime par 
une décharge thermo-mécanique adiabatique globale) et sa partie irréversible (plastique plus élastique 
bloquée), définissant une configuration relâchée réelle, sont continues par hypothèse en tout point 
où le gradient même est conünu. Par contre les parties plastique pure et élastique totale (réversible 
plus bloquée) du gradient de la transformation, définissant un ensemble d'états naturels locaux, en 
général ne sont pas continues19. 

Pouvant déterminer séparemment les parties élastique et plastique du gradient de la 
transformation, il est plus simple d'imposer la continuité de celui-ci si on connaît les discontinuités 
virtuelles de la configuration naturelle et, à cette fin, on peut envisager un niveau radical approprié: 
la fonction de phase d'un point microscopique indique dans quelle partie virtuellement séparée du 
milieu en configuration naturelle se trouve ce point. On peut ainsi considérer un état relâché par 
phase et donc par sous-domaines microscopiques au lieu de la considérer par point 
microscopique20. 

On a fait dans le Chapitre IV § 5.3. l'hypothèse que les transporteurs relatifs à la 
configuration naturelle locale sont fonction des phases à la différence de ceux relatifs à la 
configuration relâchée réelle qui n'en dépendent pas. Cela signifie qu'on considère la rotation de 
l'orientation cristalline dans un polycristal comme variable de phase aussi bien en tant que 
onentauon locale de l'anisotropie que comme fragmentation de la configuration naturelle. 

1 ° II faut noter que, avec des passages différents, il s'agit d'une approche analogue à celle de J. Mandel écrivant le 
comportement d'un polycristal en transformations finies dans une configuration de référence isocline obtenue par la 
donné locale d'un trièdre directeur dont le mouvement ne dépend pas de celui de la matière (Cf. [Mandel, Cours, 1971]). 
1 9 Pour une échelle géométrique suffisamment petite (mais assez grande pour que les joints entre grains soient 
représentés par des surfaces) ces parties vont être continues par morceaux, avec discontinuités sur des ensembles de 
mesure volumique nulle (les joints entre grams pris comme des surfaces). Par contre, avec augmentation de l'échelle de 
la description, on peut avoir des ensembles de mesure volumique non nulle dans lesquels les parties du gradient de la 
transformation ne sont pas continues. 
- ° Avec référence aux travaux de J. Mandel, on peut supposer que la configuration relâchée locale d'une partie du 
milieu ayant un tnèdre directeur unique est continue. 
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3.2.5. Exemple. 

Les exemples ci-dessus ont été donnés pour introduire des idées qui seront 
développées dans la suite et pour mettre en évidence le fait que le choix de la fonction de phase (i.e. 
du système radicale) est lié au matériau, au processus, aux effets de structure à tout niveau et qu'il 
caractérise complètement le modèle. 

Pour donner un exemple quantitatif on suppose de représenter la structure 
microscopique d'un alliage Al-Mg (à 3% de Mg) après laminage avec une déformation équivalente 
de 1 (2/v3 du loganthrne naturel du rapport entre épaisseurs en entrée et en sortie) afin d'obtenir un 
modèle macroscopique pour l'emboutissage profond nécessaire pour la production d'emballages. 

L'épaisseur de la tôle est de lmm, celui des grain est de l'ordre de l.OjUm, la taille 
des cellules est de 0.3-^-0.5/̂ m (Cf. [Tran Quoc Tang, Thèse, 1986]). 

Les épaisseurs à obtenir par emboutissage sont de l'ordre de l'épaisseur après 
laminage (l-=-0.5mm) et les rayons de courbure à obtenir sont tels qu'ils justifient un modèle de 
coque mince (>5mm). Dans ce cas il peut être suffisant d'identifier les grains (non pas les cellules) 
par une fonction de phase qui donne l'orientation du trièdre identifiant le réseaux cristallin moyen 
dans une boule de rayon de 1.0/¿m (surface ou volume de niveau inférieur au microscopique), pour 
obtenir une répartition en phases des épaisseurs Finales de la tôle assez fine. 

Si les épaisseurs, ou les rayons de courbure à obtenir sont beaucoup plus faibles on 
pourrait être amené à une perte d'homogénéité de l'épaisseur finale dans la réalité ou à la nécessité 
d'utiliser une théorie des coques épaisses pour prévoir des modifications importantes de la structure 
microscopique dans les plis. En ce cas il faut soit considérer la contribution des cellules (qui 
pourraient se transformer localement en sous-grains et en grains) par des directions 
cristallographiques moyennées sur des boules de 0.4¿<m, soit introduire une variable 
d'endommagement à un niveau inférieur au microscopique liée à la densité de dislocations dans les 
parois des cellules, moyennée sur les mêmes boules, et cela si on prévoit de l'endommagement 
microscopique dans les plis ou si (pour la durée de vie de la structure) on doit s'occuper de la 
corrosion. 

3.3. Espace des phases-orientations 

3.3.1. Introduction. 

On a vu comment !a donné d'une orientation locale peut être nécessaire pour identifier 
la fonction de phase selon plusieurs modèles de polycnstal possibles. On a vu aussi que, de façon 
assez générale, on peut utiliser à cette fin la rotation relative matériau-matière, c'est à dire la donnée 
de l'orientation d'un tnèdre affecté au matériau dans les systèmes de référence solidaires à la 
matière. 

Dans la suite on précise la structure d'un tel espace des phases. A cette fin on défini 
d'abord les trièdres-objets, qui sont des êtres non matériels doués d'axes de symétrie qu'on utilise 
comme modèle du matériau, et ensuite on décrit la métrique de l'espace des "positions" des trièdres-
objets (ensemble quotient par les symétries d'un objet des orientations d'un trièdre dans l'espace 
géométrique) et sa topologie. Dans une dernière partie on donne les relations, indispensables pour 
les applications, entre angles d tu l e r et tenseurs orthogonaux droits. 

3.3.2. Trièdre-objet. 

Le schéma de polycnstal qu'on s'est donné dans le Chapitre IV est celui d'un 
ensemble de tnèdre-objets, c'est à dire un ensemble d'objets identiques, ayant des directions et des 
plans de symétrie fixés, placés de façon variable dans l'espace géométrique absolu moyennant les 
trièdres qui lui sont attachés (un ensemble suffisamment homogène de tnèdre-objets est un grain 
cnstallin). 

L'exemple le plus simple qu'on puisse imaginer est celui d'un cube placé dans 
l'espace géométrique: toute rotation de 90° autour d'une de ses arêtes ne modifie pas la position du 
cube en tant que onentaùons (les translations du cube ne nous intéressent pas). Pour le trièdre-cube 
il existe donc 24 positions équivalentes du tnèdre pour chaque orientation du cube dans l'espace. 

Pour passer à un exemple ayant plus d'implications pratiques on peut considérer des 
enstaux de structure cubique à faces centrées: si on veut que l'objet représente l'un des 12 systèmes 
de glissement du réseau CFC il faut tenir compte des symétries engendrées par les 4 plans de 
glissement {111} avec leurs 3 directions de glissement 11 ICH dans l'espace géométrique: il existe 2 
positions équivalentes du trièdre pour chaque orientation du plan dans l'espace (Cf. [Dluzewski 
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1991]) ei 2 positions du plan pour chaque système, ce qui donne 4 positions équivalentes du trièdre 
pour chaque orientation de l'objet "système de glissement" dans l'espace (Cf. Ch.IV Fig.l). 

Les symétries représentées par l'objet peuvent, comme on a vu, avoir plusieurs 
significations: selon les cas on peut s'intéresser, à une échelle microscopique, aux symétries 
géométriques (les axes cristallographiques comme pour le trièdre-cube) ou aux symétries du 
distributeur des vitesses de glissement des atomes (les directions de glissement dans l'exemple du 
CFC) ou aux symétries de comportement micro-mécanique (directions et intensité des contraintes de 
glissement). On peut s'intéresser à de symétries microscopiques, comme celles citées ci-dessus, ou 
macroscopiques, comme celle du champ des vitesses plastiques d'un élément de volume 
statistiquement représentatif de la structure cristalline (dont le gradient peut être représenté par un 
glissement simple fïcitf même à une échelle non atomique selon ce qui est expliqué à la note 16 de ce 
chapitre). 

Appelons "objet-réseau" un objet qui ne représente que la géométrie des directions de 
glissement d'un réseau cristallin donné, et "objet-glissement" un objet qui représente les glissement 
du même réseau cristallin. Ces deux objets peuvent être choisi comme modèles du même cristal et ils 
ont les mêmes axes de symétrie, mais pour l'objet-réseau l'orientation dans ces axes est arbitraire, 
tandis que pour l'objet-glissement elle ne l'est pas. Ceci implique que deux positions du trièdre, 
équivalentes pour un objet-réseau, peuvent exhiber des directions de glissement également dirigées 
mais avec glissements d'orientation opposée et, donc, peuvent ne pas être équivalentes pour un 
objet-glissement. 

Comme noté dans le Chapitre IV, pour un trièdre-objet, les symétries de l'objet 
définissent des classes d'équivalence entre positions du trièdre dans l'espace géométrique absolu. 
En d'autres mots les symétries de l'objet entraînent une partition de l'ensemble des positions du 
trièdre; l'ensemble quotient de cette partition est l'ensemble des positions du tnèdre-objet. 

En conclusion on considère que l'état radical d'un polycristal est décrit par un trièdre-
objet placé dans l'espace géométrique absolu. L'espace des phases est donc l'ensemble quotient des 
positions qui peuvent être prise par un trièdre dans le même espace compte tenu des symétries d'un 
objet qui lui est attaché: pour un tnèdre-objet isotrope il s'agit de l'espace métrique des tenseurs 
orthogonaux droits (donnant les axes orthonormés d'un trièdre par rapport aux axes orthonormés 
d'un système solidaire au repère), pour un trièdre objet anisotrope d'un ensemble quotient de cet 
espace métrique. 

L'espace métrique des tenseurs orthogonaux droits (phases d'objets isotropes) est 
isomorphe à un espace de Riemann de dimension trois, constitué par la surface d'une sphère douée 
d'un repère curviligne et d'un système d'angles d'Euler; on peut montrer que l'ensemble quotient de 
l'espace des tenseurs orthogonaux droits sous des conditions de symétrie (phases d'objets 
anisotropes) est isomorphe à un domaine dans cet espace de Riemann (Cf.fDluzewski 1991]). 
Donc, l'espace des phases engendré par un tnèdre-objet isotrope est un espace curviligne 
tridimensionnel de Riemann et, pour un trièdre-objet anisotrope, on peut fixer les bornes d'un 
domaine des phases en fonction des symétries de l'objet et on peut définir une distance appropriée 
au problème. On illustrera ce procédé: il montre l'importance du domaine des phases et de la 
définition de distance qu'on se donne en relation avec le modèle à bâtir. 

3.3.3. Trièdre-objets dans l'espace géométrique. 

Emplacement. 
On considère les espaces géométnques absolus homéomorphes à un espace euclidien 

fî, avec espace translation E; il s'agit d'espaces de produit scalaire de dimension n (n=2 ou 3). Pour 
un niveau d'échelle fixé2 ' on choisi un système de référence £ et on y défini un repère 32, muni d'un 
système d'axes orthonormés, E, obtenu en plaçant 32 dans £ et en y choisissant une ongine, et en 
choisissant une base orthonormée droite de E: 

E=(0,{Ei»; Oe£;E¡EE ie(l...n):Ei-Ej=5jj 3 2 

- ' Comme on verra dans le Chapitre VII, fixer un mveau implique que seulement les changement isométriques 
sont admis pour le système de référence choisi. 
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Un trièdre (orthonormé) dans E est un système de n vecteurs orthogonaux de norme 
unitaire: 

T={t,eE iG(l...n):li-lj=ô i j}
 3 3 

Un trièdre-objet T est identifié par un trièdre T et par un ensemble fini Y de directions 
(normales à des plans de symétrie) fixes par rapport à T: 

T=(T,Y) Y={mjje(l...s):mJ=im iljli} 34 

On considère fixé l'objet constitutif du trièdre-objet avec ses symétries, c'est à dire 
qu'on considère fixé ¡'ensemble Y. L'emplacement du trièdre-objet T dans le système de référence £ 
est la position de son trièdre T par rapport au trièdre E du repère. Il s'agit d'une isométrie qui 
conserve les orientations qui, les tnèdres étant invariants par translation, est de la forme (on note par 
l'indice en caractères gras l'image d'un opérateur ou d'un ensemble d'opérateurs sur une base): 

Q=Lorth(E,E) ^ Q E 3 5 

ti = [tj], Ej = Qij Ej ; mJ=[mi]Jti=[m1ljQk E* = * £ E - * T 

L'emplacement d'un trièdre -objet par rapport à un repère choisi peut donc se 
représenter par un tenseur orthogonal d'ordre deux (les [m¡]j ne dépendent pas de l'emplacement). 
L'ensemble Q des tenseurs orthogonaux est un sous-groupe (sous l'opération de composition) des 
isométries de E muni d'une métrique euclidienne qu'on spécifie de suite. Deux trièdres-objets TA et 
TB (constitués du même objet et donc ayant les mêmes coordonnés relatives des axes de symétrie 
[m¿], pourj=l...s et i=l...n) ne peuvent pas être distingués si les directions de symétries des objets 
qui les constituent coincident 

Vj£(l.. .s) mAj=±mBj — [mi]JQA|k=±[mh]JQBhk
 3 6 

Cela établi une relauon d'équivalence à l'intérieur de Q (une fois choisi un objet Y avec ses 
symétries): 

Oy={(£.vûi>eQExQE: VmjEY ±my(&• Q$)=mj} 3 7 

les classes d'équivalence sont les emplacements du trièdre-objet, notés T(Qr) car on les identifie 
avec un de leurs éléments; l'ensemble quotient qui en résulte est un sous-groupe et une partition du 
groupe Q: 

T(£r)={OeQE: (2r.(2>eCH } T ^ e Q ^ Q / O v 3 8 

Métrique. 
On peut définir une métrique euclidienne sur Q et, par conséquent, sur Qy. Tout 

tenseur de Q a une direction pa>pre neE avec valeur propre conjuguée réelle double et unitaire; Q est 
de dimension m (m=l, 2 ou 3: vecteurs propres éventuellement restreint dans un plan ou dans une 
direction de E), avec un espace translation de produit scalaire qu'on défini de suite. Tout tenseur de 
Q peut se représenter par rapport à E par2-: 

(£=n®n + cosa (L n®Q) - sina E ^ n - E ^ E j ® ^ 3 9 

et 

(2T=u®n + cosa (L n®n) + sina eijk(nE1)EJ®Ek ^ 

le transposé (et inverse) d'un tenseur de Q a une direction propre opposée et le même angle 
intrinsèque u, ce qui permet de définir une distance dans Q et, par conséquence, une distance entre 
tnèdres. 

E¡.k tenseur de permutation euclidien (± i selon la pan té des indices ou 0 si un indice se répète) 
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Q est un groupe sous l'opération de composition, donc les compositions des deux 
tenseurs de Q appartiennent toujours à Q; en particulier celles ci-dessous, étant l'une le transposé de 
l'autre, ont le même angle intrinsèque: 

QAB = £ - X T • & ; Û Î A =QBTQA • 4 1 

£ \B =^3AT=nAB®n.\B + cosa-XB (¿- nAB®nAB) - s i n a ^ ^ ( n A ß - E ^ © ^ 

On définit alors la distance entre deux tenseurs QA et QB de Q mesurée entre leurs 
images dans QE et, donc, on défini la distance entre deux tnèdres TA et TB par l'angle « 
caracténsant la représentation par rapport à un repère d'axes E arbitraire du tenseur composition de 
QB avec l'inverse de QA: 

d(TA.TB)=d(QA.ûB)=a(QA
T-(2B)e[0.2n[CR+ 4 2 

repère23: 
Cette définition vérifie les axiomes pour une métrique euclidienne et ne dépend pas du choix du 

V (£V :a J )GQExQE d ( £ v ^ ) = d ( ^ , £ 0 car a i Q ^ ^ ^ a ^ ^ ) 

On peut montrer que (Cf. [Dluzewski 1991]): 

o ( Q A T - Û B ) = d ( T A , T B ) = 44 

arceos 
U(i)" tB(i)+t,\(i)' tB(i)''v( tA(i)' tB(i)' tA(i)'IB(i))"+(IA(i)' tfl(i)'HtA(i)' íB(i))' : 

indépendamment du repère et du choix des indices i et j>i 2 4 et avec, évidamment: 

45 

L'emplacement d'un trièdre-objet T est une classe d'équivalence T ( Q T ) entre 
emplacements de tnèdres; pour définir une distance entre deux trièdres-objets TA et TB on peut donc 
choisir un critère (arbitraire mais discriminatoire) pour sélectionner une des distances mesurée entre 
les éléments des deux classes d'équivalence T(Qr ) et T ( Q T ) dans Qy, de façon que cette distance 
soit une métrique euclidienne pour Qy. Soit donc cette distance, fonction de l'objet particulier Y: 

dy(TA,TB)= * 

=Min LcZC^ ' , Q B ' • + Q A2.QB2, -V(QA 1 .QB 1 ,-QA2,QB2,)2-KQA 1 , Q B 3 , + Q A 2 1 Q B ^ 

--' On remarque que d(QA,^0>=lr(2AB) ne vérifierait pas le premier axiome car tr<T)=3*{) 

Il faut se rappeler que Q n'est pas un espace vectoriel car on ne peut pas y définir le produit par un scalaire. 
Néanmoins dans Q il est défini un produit scalaire (produit deux fois contracté). 
-•* Si on suppose que les vecteurs des deux tnèdres sont indicés de façon à constituer une base orthonoimée droite 
d e E 
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Espace des phases. 
On considère dans ia suite l'espace des phases Qy=(Qy,dy), espace métrique obtenu 

par le sous-groupe partition du groupe des applications linéaires orthogonales sur E avec la métrique 
définie ci-dessus, générée par le choix d'un objet Y doué de symétries. 

La métrique euclidienne de 2y (positive pour tout couple d'éléments non identiques) 
génère un espace translauon qui est Q même. Soit en fait Iy le groupe, sous composition, des 
isométnes deQy (qui conservent ia distance dy), l'espace translation de Qy est le seul sous-groupe 
de Iy qui est commutatif, transitif et doué d'une identité unique: c'est, en fait, Q=Lorth(E,E) entier, 
écrit, comme d'habitude, mulüplicativement25: 

2v=(QY.dy) - Q=Lorth(E,E)-Iisométr.es(Q) 4 7 

En résumé l'espace des orientations d'un trièdre-objet T=(T,Y), Qy, est un espace 
métrique de produit scalaire; l'espace des rotations (propres), Q, est son espace translation (une 
rotation étant une opération de translation entre deux orientations) et il est un groupe commutatif 
sous l'opération de composiüon (la composiuon de deux rotations est une rotation) 

Par rapport au système d'axes E on peut introduire une base pour L(E,E) et, donc, 
pour Q ou Qy: 

UE£)E={LIJE,®E): U,eR} ; E={E,®E, : ije{l...n}> * 

ce qui permet d'introduire un système de coordonné Qt} pour les éléments de Q avec les relations 
entre cordonnées qui, n'étant donc pas indépendantes, constituent un système curviligne (Sn soit 
l'ensemble des permutations de l'ensemble {1... n}): 

V<2EQE 2=QijEi®Ej 4 9 

C k Q j ^ j ijE{I...n}; 2sSn<°> n Q o ( J ) = I 

« e s n i£{l...n} 

On peut introduire d'autres systèmes de coordonnée dans Q par rapport au même 
référentiel £; notamment on peut représenter tout tenseur de Q par un système d'angles d'Euler en 
introduisant deux bases, covariante dans Q et contravariante dans Q*, avec les coordonnées 
curvilignes de variance relauvc (« = 1 ...m)-'' 

„coordonnées /,, de base «nanante s=( I ,sa); 1GJ2 saEQ -50 

„coordonnées / " de base contrav anante s ' ^ l . s^ ) ; IE2 s^EQ* 
La dimeasion m dépend de la dimension n de E et des éventuelles liaisons 

cinématiques imposées à pnon sur la géométrie du problème; on note dans la suite m=l, 2 ou 3 cette 
dimension (avec m=3 pour n=3 en absence de haisoas cinématiques). 

On montre dans la «»utle le passage à un système d'angles d'Euler. 

3.3.4. Angles d'Euler. 

Relation avec l'espace des te«*e»r* ortaogoaaai. 
On suppose l'espace géométrique absolu de dimension n=3. On considère une sphère 

fixée au repère V <on peut l'imaginer de raviwi unitaire et centrée à l'origine des axes E du repère) de 
façon que toute dircctit»n n de E (et dune en particulier toute position d'un trièdre-objet) est repérée 
par le point sur la sphere obtenu par le raytm de direction n. 

~5 Preuve. 

L'identité est l'élément neutre par rapport à ia composition qui est l'addition du groupe Q Le fait que l'identité 
soit l'origine des coordonnées curvilignes ugnific que les angles d'Euler, z^ ou z0. d'un trièdre placé dans l'espace 
géométrique absolu sont mesure à parär des aves de E 

-Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -



- Pertinence -
199 

On se donne un système de coordonnées curvilignes sur ia sphère qui est donc un 
système de deux coordonnées pour les directions de l'espace translation E. Les positions d'un 
trièdre (orthonormé) sont alors repérées par trois coordonnées curvilignes, angles d'Euler27; de 
même on peut affirmer que tout tenseur orthogonal a une représentation dans un système d'angles 
d'Euler donné, par exemple, par les coordonnées direction de son vecteur propre plus l'angle 
intensité de ce vecteur. On obtient ainsi un espace curviligne de Riemann de dimension trois pour les 
positions du trièdrc-objeL 

Le système de coordonnée peut être choisi de façon assez large: une fois fixées trois 
directions de référence, par exemple coïncidentes avec les axes de E, il y a 31 décompositions 
indépendantes d'une rotation envisageables. Pour fixer les idées on considère les axes d'un tnèdre 
identifié, par rapport à E, par un tenseur orthogonal Q de vecteur propre a>: 

an=Q) = a),E]+ tu^Ei-t- (O3E3 

_Q(ttn)=n©n + cosa (I_- n®n) - sina EIjk(nEf)E.®Ek 

qu'on décompose selon (il s'agit du choix courant des angles d'Euler): 

_ une rotation Q'^iq^Eg) d'axe E3: 

qpi= u)-E} = ÍO3 

" cosqpj sinqpj 0 

E ' ^ Q ' . J O I E ^ E J ; Q ' . / c ^ E ^ _s inq)] COS(p] 0 

. 0 0 1 

_ une rotation Q",j(<|>E' ¡ ) d'axe E' ¡ : 

E' |= cosq), E)+ sinq)| En ; (j>= OJ-E' ] = tujcostpj + ü>>sin<p¡ 
r l O O í 

51 

52 

53 

E - ^ Q - . j ^ E V E j ; Q - V ^ E } ) ^ 0 cos<j> sin<j) 

0 -sin(j> cose}» 

une rotation Q'^Xq^E"^) d'axe E"3: 

E"3= (sinq),E]- cost^ E2)sin4> + cos<t»E3 ; 

q)-> = tu-E"3 = (u,sintp]Sin<j>- u>>cos(p!sin<i) + u^cos^ 

cosq>, sincp2 0 

E ,"1=Q"',J((P:E"3)E-J ; Q - . j i ^ E " . , ) ^ 

54 

sinqM cosq>> 0 

0 0 1 
et on obtient les relations: 

2fu>)=Q1J(q)i.<M';)E= 

cosq* smq>-> 0 

-smq> cosq>i 0 

0 0 1 

1 0 0 

0 cos<}> sin4> 

0 -sin<j> cos<j> 

cosep, sinqjj 0 

-sintpj cosepj 0 

0 0 1 

:o 

costpjCOscp^-sinqjjSinipiCos^ sinqjjcosq^+cosq^sinq^coscl) sinqpssin«}) 

-cos<pjSinqp2-sincP|COSQ>.cos4> -sinq^sinqp^+cosqpjcoscfhcos^ cosq^sinij) 

sinqpjSin^ -cosqpjsin<i> -cos<|) 

Ayant fixe l'oneniaoon et l'ordre des axes du tnèdre: on ne considère que de triedros droits. 
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u>3 

=G !(UÍ)= ci^cosu^+ttHsino^ 
a)[Sina)3Sin[*] -a>,cosu>3sin[*] +co3cos[*] 

- Chapitre V -

[*]=u)¡eosü)3+iü2SÍnu)3 

(28) 

= qjjEg + (^[E^oscpj+E^sinq?]] + (^[(E^intpj^cosq^sini jH-E^osc] = 

= [<|>cos(p1+(p2siiHpisin<J>]E[+ f<j>sinqp1-(p2COsq)1sin<j>]E2+ [q^+q^cosfjEg 

(57) 

Base covariante et coordonnées curvilignes. 
On peut ainsi définir les vecteurs a, (i=1...3) de base covariante avec coordonnées 

(q1,q2,q3)=((f,,<j.,<f2): 
h, - q'a, = q>iai+<j)a?+qha3 -50 

. r 
c*G(<p¡,9,q>,) _ 

ai = " " = & ? 
dqi, 

a , = 8 G ( q ' " ' | , - < f e ) = E1cosy i +E,sinq)1 

dG(q)¡ ,9,q<->) 
a, = — = E, sinq)] sinç - E->cos(pj sinç + E3COS4) 

f*q>2 

Fig.2: Angles d'Eulcr 

On appelle Z, ou ZY=Z/OY, l'espace curviligne des vecteurs |=q'a, positions d'un 
tnèdre-objet, selon les symétries de l'objet constitutif Y. En absence de symétrie on a; 

(q>1,9,tp2)G[0,2jt[x[0,J-rlx[0,^-r[ 

Le tenseur métrique de l'espace Z est: 

57 

2 8 Pour compléter les informations utiles aux applications on donne aussi les relations entre angles cTEuler et 
indices de Miller (hkl)[uvw] d'une onentanon (Cf. [Özrürk et Davïes 1987]): 

h=-sinçcos(p2 i k=sin$sin<p2 i l=cos$ 

u=cosq:]COs<|>cos(p2-sin(r.istn(f2 ; v=-cos<piCOS$sin(p2-sinqjicos(p2 1 vv=cos<f ¡ sin<|> 

1 

57b 

COS( f l -
Vu~+v-+w- Vh~+k2 

Vh2
+k24-l2 1 -h . . . _ 

h2+k2+i2 °*~ Vh2+k2 

cos((p]+<p2)::r V i i 1 
U-+V-+W-

si hjc=0 
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Yij—a, - »,— 

1 

0 

0 cosxf» 

1 0 

co<>4> 0 1 

58 

; det[Yij] = sin-<f) 

M é t r i q u e . 
La distance entre deux tnèdres-objets distincts est un réel dans un intervalle ouvert 

ma.ti' avec cfniax^^ 4UI dépend des symétries mises en jeu par l'objet constitutif (4JT étant 
supérieure toute distance entre tnèdres-objets isotropes). La distance est égale à l'angle de rotation 
entre les orientations de ces medres mesuré le long d'une ligne contenue dans Zy: 

d z ( ¡ = . ^ e Z \ Z - d / ( c , ; ) e i 0 . ü W [ C R + ; dz( i^)=0**l=^ ; q w ¿ 4 ; t 59 

d/(H.s)= Mm 
rezs. 

(Yijdq ¡dqj)= 

où r(^,Ç) est cette ligne de longueur integrable de £• à Ç (la résolution du problème variationnel ci-
dessus donnant la distance a etc réduite par P.H. Dlu/ewski (Cf. [Dlu/ewski 1991]) à la formule 
explicite (44) après a\oir démontré que le parcours minimal entre deux orientations est celui fait le 
long d'une géodésique) 

On note donc l'espace métrique des orientations d'un tnèdre-objet T=(T,Y) pan 

3ï=(ZY.dz) 60 

l'espace des translations d'éléments de j y en élémenLs de ¿>y est Zy. 

Calcul différentiel et intégral . 

La distance mesurée à punir d'une orientation de référence != fixée est une fonction 
ouverte et continue de la lopnlogic de Z a celle usuelle de R: tout intervalle ouvert dans ]0,<Fmax[ est 
image par d^Ç,) d'un ou\ert dans 7,\ (d'une couronne sphénque de centre | ) , {0} dans [0,tpmax[ 
est image par dfâ.-) de {£}dansZ 

Comme l'espace des orientations Q, Z est un espace de produit scalaire avec un 
espace translation noté Z aussi. 

Ces propriétés permcticni, entre autre, de définir des voisinages et des translations 
infinitésimales dans Z et, par conséquent, d'appliquer le calcul différentiel aux fonctions de variable 
dans Z. 

Il est nécessaire de definir des cléments de volume privilégiés dans Z, jouant le rôle 
de la tribu borélienne dans Rn, dans le bul d'avoir une mesure qui associe un réel positif à tout 
élément de la tnbu des parues de Z\ Hn effet ces éléments de volume sont obtenus facilement grâce 
à l'existence d'un produit mi\ie ííorme tnlineaire alternée définie non négative) dans Z2 9 : 

3(ai,a:.a»» = J I \ a : ai = i i ;* = v^ety = sin$€ER+ 

J Z = f i ^ i d q ' d q - d q * = sm<j)dqj]d(}»d(p2 

Ce résultat est important car il permet de ne pas définir un élément de volume infinitésimal dans 
l'espace des tenseurs t>rth<*gonau\ droits 

- 9 E.g. W. Flügge. "1 en sor \naJ>sis jnd t'onanuum Mechanics™, Springer-Vertag. 1972 (an Chapitre 3): 
les tenseurs de permutation coianani iqm «»par •sur ¡es composantes contravanantes) et cou ira van an l sont, pour ijk 
pair 

(.,k=V<ïer7 . t ' A -
61b 

Vdety 
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2LéL.£on£hisk>iL 

Dans cette partie du chapitre on a vu que le choix de l'espace des phases pour décrire 
l'hétérogénéité du comportement est assez large, de façon qu'un modèle de milieu continu profond 
peut être employé pour l'étude d'un nombre important de matériaux réels. En particulier on a vu que 
le choix des tenseurs orthogonaux droits fait pour les polyeristaux permet de suivre tout cas 
d'hétérogénéité engendrée par l'anisotropie. 

Par rapport à l'espace des tenseurs orthogonaux on a vu en détail quelle est sa 
métrique, de quelle façon elle peut représenter des éventuelles symétries des trièdre-objets et quelles 
sont les relations avec un système d'angles d'Euler. Ces dernières sont importantes pour des 
développements du modèle proposé, tant numériques que expérimentaux. 
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4. Observation et convolution. 

Dans la partie ¡ntroductive du chapitre on a envisagé l'écriture des équations de bilan 
thermo-mécaruque pour une partition d'un agrégat en constituants moyennant une fonction de phase. 
On a vu que, sauf cas particuliers, la définition de constituant doit tenir compte des imprécisions 
intrinsèques à la fonction de phase. 

On a donc besoin d'une observation des événements approchée et relative à la taille 
caractéristique qui règne dans le domaine des phases30. Par conséquent on envisage la définition 
d'une fonctionnelle d'observation qui opère sur les fonctions de variable dans l'espace-temps avec 
une approximation adéquate. Si on cherche une fonctionnelle linéaire on peut l'interpréter comme 
une distribution qui permettra une écriture opératoire des équations de bilan thermo-mécanique dans 
la forme (8). 

En pratique prenons par exemple la densité volumique d'énergie interne. Il faut 
pouvoir décomposer cette densité en une somme de termes sur l'espace des phases: une densité 
volumique d'énergie interne pour chaque intervalle infinitésimale de rotation cristalline qui 
représente un constituant. La somme sur le volume de l'agrégat de ces densités donne une densité 
d'énergie interne pour chaque rotation infinitésimale, c'est à dire une densité "par phase" d'énergie 
interne. Ensuite, à l'aide de la même transformation pour toute grandeur enjeu, on pourra écrire des 
bilans thermo-mécaniques locaux "par phase" et non seulement par point géométrique. 

De façon plus générale, chaque densité volumique, indépendamment de sa 
signification physique et de son rôle dans les bilans thermo-mécaniques, peut être décomposée en 
une somme (continue ou discrète). Cette opération de décomposition, supposée identique pour toute 
grandeur thermo-mécanique, établie une densité de mesure sur l'ensemble, continu ou discret, sur 
lequel la somme est évaluée; cette densité sera l'image transformée de la grandeur de départ sur 
l'ensemble en question. Dans la suite, pour fixer les idées et en accord avec le reste du travail, cet 
ensemble sera l'espace des tenseurs orthogonaux droits supposés représenter la phase d'un point 
matériel en tant que orientation cristalline relativement au repère fixe. 

On défini d'abord une famille de distributions sur l'espace des fonctions réelles de 
variable réelle, paramétré par un réel qu'on appelle "approximation". Les distributions de la famille 
doivent converger, au sens des distributions, vers un Dirac lorsque leur approximation tend vers 
zéro3 '. Pour une approximauon non nulle, la mesure qui engendre une distribution de ce type est 
donc une mesure approchée de la mesure de Dirac considérée "exacte". 

Ensuite, la métrique dz de l'ensemble des phases Z étant choisie, on considère la 
fonction distance obtenue de d¿ en fixant une phase: la composition d'une mesure approchée avec 
cette fonction d¿ est une mesure approchée dans l'espace des phases. Ceci permet l'écnture de 
distributions, paramétrées par une approximation, qui opèrent sur l'espace des fonctions de variable 
dans Z. En particulier ceci permet la partition de la fonction unité dans Z. 

Pour adapter l'outil d'observation qu'on bâti aux exigences de légitimité du modèle, 
on identifie l'approximation à la distance caractéristique \y¿ qui mesure les limites d'observation sur 
Z. 

Ensuite, une phase étant fixée dans Z, on considère la composition de la fonction 
distance avec la fonction de phase: on obtient ainsi une distribution d'observation qui opère sur 
l'espace des fonctions à support dans le milieu continu et à valeurs dans l'espace des phases. 
Moyennant cette observation on peut transformer une fonction de variable d'espace géométrique en 
une fonction de variable dans l'espace des phases qui a la signification d'une partition de la moyenne 
volumique de la fonction primitive sur l'ensemble des constituants presents dans ce volume. 

Le dernier passage se fait en considérant un élément de volume de milieu continu 
microscopique en tout point d'un milieu continu macroscopique: les moyennes sur les volumes 
micro peuvent, sous les conditions usuelles de représentativité, représenter les variables 
macroscopiques au point macroscopique en objet. Par conséquent l'observation précédemment 

3 0 On rappelle que cette taille est liée aux limites d'observations et mesures actuelles. Un événement est, selon 
la terminologie usuelle, un couple point géométrique-instant dans l'espace-temps. 
3 ' La convergence au sens des distributions implique la donnée d'une classe de fonctions test. On considère à 
cette fin la classe des fonctions indéfiniment dénvables donnant les conditions de convergence les plus sévères. 
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introduite permet d'affecter une moyenne microscopique à toute phase et à tout point 
macroscopique, ce qui est une transformation d'une fonction de variable d'espace d'un milieu 
continu hétérogène microscopique en une fonction dans l'espace "profond" produit cartésien de 
l'espace géométrique macroscopique et de l'espace des phases. 

áJL-Déünüiojis^riliíruiiaires. 

4.2.1. Espace des phases. 

Dans la suite plusieurs restrictions seront imposées pour le choix d'un espace des 
phases sur lequel les opérations envisagées ont un sens. Pour faciliter la lecture en disposant d'un 
exemple constant de référence on considère un espace des phases qui résume toute propriété requise. 
Dans la première partie de ce chapitre on a donné un cadre plus étendu sur ce sujet 

On considère donc l'exemple d'un polycnstal à cristaux CFC avec phase égale à 
l'orientation cristalline locale. Selon la propriété mécanique ou géométrique à laquelle on s'intéresse 
le réseau cristallin manifeste des symétries différentes; sans entrer dans les détail on prend par 
exemple Z=[0,27c[x[0rr/2[x[0,n:/2l domaine repéré selon un système d'angles d'Euler dans l'espace 
métrique, curviligne tridimensionnel des orientations Z (Cf. [Dluzewski 1991] aussi pour la suite). 

On note a, (i=1...3) les vecteurs d'une base covariante; on appelle, avec la notation 
classique, (q],q2,q3)=(cpi,<f»,cf2)eZ les coordonnées contravanantes angles d'Eulen 

I = q'a, = qpiai+<j>a2+q>2a3 

Pour cet exemple particulier la distance entre deux orientations distinctes est un réel 
dans l'intervalle ouvert ]0,2r[ égale à l'angle de rotation entre ces orientations: 

d 7 : (^Ç)EZ\Z-dz( i t Oe[0,2j t [CR+ ;d&X)=0**%< 6 3 

Pour une orientation de référence £ fixée dans Z hors de l'ensemble {(cp1,0,(p2)£Z}, 
la distance est une fonction ouverte et continue de la topologie de Z à celle usuelle de R tout 
intervalle ouvert dans ]0,2rtf est image par d^i,*) d'un ouvert dans Z\(<pi,0,«p2) (d'une couronne 
sphénque de centre £). 

L'espace des orientations est un espace de produit scalaire; l'espace des rotations 
(propres) est son espace translation (une rotation étant une opération de translation entre deux 
orientations) et il est un groupe commutarif sous l'opération de composition (la composition de deux 
rotations est une rotation). Sur le domaine Z est donc défini un produit scalaire, qu'on note <• ,-y¿ 
pour éviter l'écriture du tenseur métrique de Z, et une opération de translation qu'on écrit par 
addition (i.e. notj6f +) 

Des éléments de volume privilégiés dans Z, dont la mesure associe un réel posuif à 
tout élément de la tnbu des parties de Z, sont: 

dZ = sin<j»d(pid<{>d(p2 ^* 

et on voit qu'ils sont non dégénérés pour fxO. 

4.2.2. Espaces des fonctions test. 

Pour étudier une distribution il faut définir dans quel espace de fonctions elle opère en 
tant que fonctionnelle, c'est à dire qu'il faut choisir un espace de fonctions test adéquat: plus les 
conditions imposées sur cet espace sont sévères, plus la fonctionnelle sera générale. 

Les fonctions qu'il faudra observer dans notre cas sont des champs thermo
mécaniques: fonctions à valeurs dans R, ou dans Rn, et à support borné dans l'espace-temps, 
R"xR+, et, au moins, continues par morceaux; il peut y avoir de fonctions, comme par exemple la 
vitesse matérielle, à la dérivée n-ème continue par morceaux. Fait exception à la continuité par 
morceaux seulement la fonction de phase car elle n'est pas de nature mécanique. 

Pour que l'application de la distribution d'observation soit toujours légitime, on 
choisi comme espaces des fonctions test les espaces des fonctions indéfiniment dérivables à support 
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borné, ce support étant, selon les différents cas, dans R ou dans Rn+1 (pour l'espace-temps) ou dans 
Z (espace métrique des phases). En particulier donc on appelle: 

_ <t> l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support borné dans R: 

<Jfc{q)(x):T€]a,b[CR; cpEC^} 6 5 

_ 4>n+1 l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support borné dans Rn+1: 

O^^iqpCtftTeBCRn+^tpeC30} tó 

_ <t>z l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support borné dans Z: 

^{(piÇj.-ÇeZtÇZ; ^ C 0 0 } 6 7 

Par ces espaces on obtient des conditions sur les distributions bien plus sévères que 
celles habituellement nécessaires. 

4JLAle,sure dansJ^espacades-jAase^ 

Le premier pas dans la construction d'une observation approchée des champs 
mécaniques est la régularisation des informations disponibles sur les phases: les différences trop 
faibles observées entre phases doivent être négligées. 

La façon classique de procéder dans de cas pareils, lorsque, par exemple, un signal 
fonction du temps est mesuré par un instrument ayant une inertie non nulle, est d'estimer la réponse 
par le produit de convolution: si f(t) est le signal et g(t)dt la mesure instantanée décrivant 
l'instrument de mesure, la réponse h(t) est donné par 

68 

h(i)=ff«gl(t)=jr(x)g(t-T)dx 

un instrument idéal (à inertie nulle pour l'exemple en objet où on mesure dans le temps) étant 
représenté par une distribution de Dirac qui est l'unité pour le produit de convolution: 

f(t)=[f«ô](t) 6 9 

Le problème qui se pose dans la transposition de cet opération dans l'espace des 
phases Z est dans l'interprétation du délai t-x selon la métrique de Z et dans l'interprétation du 
domaine et des mesures d'intégration: l'opération que l'on obtient ne s'éent pas comme une 
convolution classique et, surtout, il manque les propriétés de commutativité et distributivité 
caracténstiques d'un produit. 

Si on considère l'orientation cristalline réelle comme un signal et l'orientation 
mesurée comme la réponse obtenue, on peut facilement imaginer que le système de mesure est 
continu (petites variations de réponse pour de petites variations du signal) et invariant par translation 
dans l'espace des orientations cristallines (c'est à dire par rotation). Par contre on ne peut pas 
affirmer que le système est linéaire car il n'est pas défini un produit par un scalaire dans l'espace des 
tenseurs orthogonaux droits décrivants les orientations cristallines. Ceci fait (condition nécessaire et 
suffisante32) que le système de mesure des orientations n'est pas décrit par un opérateur de 
convolution. 

Il faut donc construire un opérateur de régularisation de toute information disponible 
sur les orientations cristallines, suivant l'idée d'un produit de convolution, mais qui ne sera pas 
linéaire. 

Le résultat qu'on va obtenir est de la forme: 

70 

h(i)=Jî(De(dz(i,D)dZ 

où dZ est une mesure réelle privilégiée dans Z, d? est la fonction distance dans Z et 9 est une densité 
sur la mesure dZ non linéaire en dz, integrable sur tout sous-ensemble de Z. On voit qu'on peut 

3 ~ E.g. F.Roddier "Distributions et transformations de Fourier", Etüsáence 1971. 
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interpréter cette opération en regardant h comme l'image d'une distribution de densité 6«dz(^, ), 
qu'on appelle q, par la fonction f: 

h(Ç)=q{f;i}= mÇ)q(i,Ç)dZ ; q( | , ' )=8«dzfê,- ) Vi<EZ ? ' 

évidemment q joue le rôle d'un observateur donnant la réponse h à un signal f, c'est pour cela qu'on 
l'appelle "distribution d'observation des phases". 

Il faut noter qu'il s'agit d'un cas particulier de distribution car elle est toujours définie 
par une densité sur la mesure dZ: dans ce cas le terme distribution coïncide avec celui de mesure et 
avec celui de densité. En outre on se donnera des densités q particulières car définies partout sur Z: 
le terme de fonction lui est donc aussi approprié. Pour les raisons ci-dessus on écrira "fonction 
d'observation" pour indiquer q en tant que fonction sur ZxZ et "distribution d'observation" pour 
l'indiquer en tant que fonctionnelle sur l'espace des fonctions à support Z. 

4.3.1. Résolution de mesure. 

On rappelle que l'espace des phases Z est un espace métrique; la distance dz entre 
éléments de Z est, par définition: 

dz:(|,!;)ezxZ-dz(i,(;)eR+ ; dzfè,D=o*»ç=ç 72 

L'argument t-t de la mesure g(t-T)dr a, dans le produit de convolution classique, la 
signification physique d'une distance entre les événements x et t (d'un délai de temps et non d'une 
translation du temps pour l'exemple cité, d'une résolution d'image et non d'une translation dans le 
langage de l'optique). L'opération qu'on recherche s'écrit donc dans la forme: 

dh(Ç)=f(Og(dz(i,U)dZ(0 7 3 

où g représente le manque de résolution pour des distances dz très petites. 

4.3.2. Domaine d'intégration. 

Le domaine d'intégration d'un produit de convolution représente l'ensemble des 
événements donnant un signal qui est supposé influencer la réponse. Par exemple, pour un système 
causal, la variable d'intégration étant le délai de temps T entre le signal f et la réponse h, l'intégration 
est faite dans R+: l'effet ne peut pas précéder la cause qui le produit. 

On voit que la relation (cause-effet ou signal-réponse) entre f et h est prise en compte. 
Dans la présente étude on envisage un rapport entre signal f et réponse h qui ne 

dépend pas du temps. Le choix de l'espace des phases entier Z comme domaine d'intégration est 
approprié (pourvu que, comme pour l'exemple proposé, il n'y ait pas de symétries dans sa 
métrique): 

h<i)=jr(£)g(dz(i,£))dZ(£) 

4.3.3. Précision de mesure. 

Distribution porte. 

Soit B(|,b) une boule ouverte dans Z, centrée dans une phase fixée Ç€EZ, de rayon 
beR+*, qu'on appelle "boule d'indétermination". On s'attend que seulement les signaux provenants 
d'un voisinage fini de %, défini par l'ensemble B(¡¡,b) pour un b fixé, intéressent la phase j= en 
réponse. Par conséquent on peut considérer des mesures nulles en dehors des boules B(Ç,b) pour 
les réponses en Ç, c'est à dire des mesures de support B. 

Un premier exemple s'obtient par des distributions "porte": 
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VbeR+ n{(p;b}=< 

=o{<p}=<p(0) si b=0 

. b Vcpeo 
=^çfip(T)dT si t*ER+* 

75 

Pour tout b positif il s'agu de distributions ayant une densité33 "porte" n(t;b) sommable pour la 
mesure de Lebsegue dx sur tout ensemble compact de R: 

k l l ix .bER 7 6 

n(x;bH 

0 

indéf. 

1 
2b 

pour lti<b 

pour lxi=b 

pour ltl>b 

rER 

ce qui permet d'écrire la distribution porte, pour b positif, par: 

Vb€R+* n{(p;b}=Jcp<T)n(T;b)dT V(p£<P 

avec: 

limfqp(T)n(T,b)dT=ô{(p}=(p(0) V(pe<î> 

77 

78 

On considère la famille des distributions obtenues par changement de variable dans 
les restrictions à R+ (ou à des intervalles de R+) des densités pone moyennant la fonction distance 
de Z. Cette famille est engendrée par ÇEZ et paramétrée par b positif: 

V^eZ (fixé) T G R + -+ t,EZ: dfâX)=* 

vsez vb€R+* v ^ q ^ rn«dzfè.-)]{q>;b} 

ßdtäX) 

79 

(piC)n(dz(Ç,U;b)<-

i 

döz = Jcp(ün(dzíl,C);b)dZ(|) 
dt, t 

où, noté <• ,>/ la dualité dans Z, la mesure "volume" dZ(|) dans le point % de l'espace Z est obtenue 
pan 

dZ(l) = <-
dX, 

L,dÇ)z 

à un intervalle infinitésimale dx autour d'un réel positif dans l'axe réel correspond par ce changement 
de variable une couronne sphénque dans Z autour de î= (lieu de points à distance égale, à un dx près, 
de £); le changement de variable donne donc un repérage polaire des éléments de volume de Z. On 
peut affirmer que l'opération d'intégration garde sa signification par ce changement de variable et, 
dans la suite on notera simplement dZ, élément de volume convenablement choisi pour effectuer 
l'intégration selon mesure de Lebesgue sur Z (34. 

3 3 \jà densité d'une mesure ou d'une distribution représente une classe de fonctions égales presque partout. Ici par 
exemple toute fonction porte de la classe est obtenue en précisant les valeurs qu'elle prend en -b et b (les ensembles 
{-b}CR e {b}CR ont mesure de Lebesgue nulle). 
3 4 La fonction distance est continue avec dérivée première continue par morceaux s'il n'y a pas de symétries à 
l'intérieur de Z. S'il y a des symétries dans l'espace des phases qu'on envisage d'utiliser (comme dans le cas de l'espace 
des angles d'Huler ou des tenseurs orthogonaux droits pns pour représenter les positions d'un objet ayant de symétries 
tel que un cristal) il convient de prendre Z espace quotient de l'espace des phases par ces symétries. 

Le problème qui se pose pour un tel changement de variable est dans la validité de la définition obtenue du dZ 
par rapport à la mesure intégrale: le support Z de l'intégration est-il une tribu de parties dZ de ce type? Ces dZ 
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On considère les cas où le rayon b de la boule d'indétermination prend des valeurs 
supérieures à la taille caractéristique bz qui règne dans Z à cause des limites de mesure: on néglige 
les signaux trop proches car on ne sait pas les distinguer. La famille des distributions d'observation 
est donc engendrée par la densité sur la mesure de Lebesgue dZ: 

V^eZVb>bzeR+* rî(dz(^);b):ÇeZ-»[0,k(b)]CR 81 

n=J 

k(b) pour dz(i,C)<b i.e. ÇeB(Ç,b) 

non définie pour d^X)-^ 

0 pour âz(%X)>b i-e. Ç£B(|,b) 

k(b)=- 1 

/dZ /dZ 
-=k. 

où la mesure kz est une caracténstique de Z représentée par un réel fini35. On remarque que la 
densité n est normée, bornée partout dans Z, continue par morceaux, avec dérivées nulles sur le 
bord de la boule B, et qu'elle est douée d'une symétne de révolution engendrée par la distance: 

V|GZ Vb>bz: 82 
Jïi(dz(Ç,£);b)<iZ=i 

3M>0: n(dz(l.C);b) < k(b) < k z < M 

nec^.m. 
VC'eÔ\B limn<n>(d7(i,O;b)=0 Vn>l 

vc r e z : dz(^C)=dz(i.C") - n(dZ(^,ç');b)=n(dzii,C");b) 

En particulier la continuité s'explique en rappelant que, une phase étant fixée, la distance en est une 
fonction à dérivée première continue (continue par morceaux s'il y a des symétries dans la métrique 
de Z, mais il convient d'utiliser le quotient de Z sans symétries) et que la densité porte est à dérivée 
première continue. 

La distance caracténstique by a une limite inférieure physiquement définie non nulle et 
donc, bien que mathématiquement verifiable (par applicarion du théorème de Lebesgue), on ne peut 
pas faire appel à une propriété de convergence vers la distribution de Dirac dans Z: 

VgeZ hm ft)(t)n(dz(|^);b)dZ=q)(i) Vq*E4>z 
83 

On fixe b=b/ et on appelle distribution porte celle obtenue pour un tel b. La réponse h 
à un signal f donné à support dans Z s'éent donc par la distribution porte: 

appartiennent à la tribu horélicnnc donnant ainsi une mesure de Lebesgue? Le changement étant fait par une 
application non bijecüve cea est, en général, à prouver {les supports Z et R ne sont pas homéomorphes). 

L'application utilisée pour le changement de variable est la fonction distance d'un point | de Z; elle est à 
valeurs dans [0.2."t[CR (vue sa définition et les symélnes de l'ensemble des angles dTîuler). L'image d'une boule 
ouverte dans Z entourant un point Z, quelconque et ne contenant pas le point Ç de référence est un intervalle ouvert dans 
R, et tout intervalle ouvert contenu dans [0J2.T[ peut être obtenu comme image de boules de ce type dans Z (le point 0 
dans R ne peut être obtenu que pour C=Ç) On peut alors considérer l'intégral sur Z après changement de variable 
comme la somme d'un intégral sur Z {tj} plus la mesure en ç de la fonction intégrée. Pour le premier domaine 
d'intégration les dZ obtenus par changement de variable constituent une tribu (borélienne et donc l'intégrale est de 
Lebesgue), la mesure dans le point | est 1, par définition de 0 . et coïncide donc avec la limite des mesures sur Z\{|} 
pur!;-*Ç. 

On peut donc affirmer que. par le changement de variable fait, on obtient une intégral de Lebesgue sur le 
domaine Z. Le choix du dZ peut donc être fait n'importe comment dans la tnbu borélienne de Z dans le but de faciliter 
les calculs. 
3 5 Pour un espace Z euclidien. 

kibjab-4 '1^2 ' , kz»bz-a ,m(Z) 81b 
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Vf h(|)= fi-(C)n(dz<E,0)dz ..e. h=[n«dz(^, )]{f> , = ; , 
84 

E x e m p l e . 
Si on considere par exemple Z=[0rn;[ (orientation des cristaux plans pour un 

problème plan) on peut facilement visualiser la distance dz et la classe des fonctions n en objet 

d¿5,9£R" 

MJ&Ù 

n(d^|,Ö;b)£Rt-

Wh"t-m, 
F.g.3: 

Fonctions distance cl mesure porte pour l'ensemble des orientations sur un demi cercle 
tngonométnque 

Distribution cloche. 
L'utilisation d'une distribution porte pour évaluer la réponse à un signal traduit une 

insensibilité totale de l'instrument de mesure à l'intérieur de la boule d'indétermination de rayon 
minimal B7: la valeur affectée au point % par l'instrument de mesure ne représente que la moyenne du 
champ "réel" dans la boule Bz(|). 

En fait on peut s'attendre une plus grande sensibilité, à l'intérieur même de la boule 
Bz (éventuellement pour des boules de plus grande dimension) par exemple avec une probabilité de 
confusion entre deux événements décroissante avec leur éloignement en phase, ce qui introduit 
l'utilisation de distributions "cloche" pour évaluer la précision de l'instrument de mesure. 

Il s'agit de distributions paramétrées par un réel non négatif h, ayant une densité 8 sur 
la mesure de Lebesgue pour tout h positif, on les écrit donc directement sous la forme: 

VheR+ 8{(p;h}=< 

=o{qp}=tp(0) si h=0 85 

• J(p(T)d(xM)àT si hER+* 
VcpG<î> 

Les densités 9, réelles de variable réelle, sont à support dans l'intervalle ouvert borné 
centré dans l'origine T(h)=]-h,h[, étendues à R par zéro. Elles constituent une famille engendrée par 
le réel positif h qu'on appelle "approximation": 

Vh£R+ 6(rJi):T€R—. 
6ER+* pour xeT(h) 

6=0 pour x^T(h) 

86 

T(b)=]-h,h[CR 
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La famille des densités B doit être telle qu'elle assure la convergence, au sens des 
distributions, vers une distribution de Dirac lorsque l'approximation tend à zéro (l'approximation 
mesure une distance par rapport à la valeur exacte, donc une approximation nulle donne la valeur 
exacte): 

Um e<qj ;h}=l im kp(T)8(T: 
h —H) h -«0 tf 

;h)dx=0{q)}=<p(0) Vtp£4> (36) 
87 

Il existe plusieurs suites de densités normées donnant de distributions qui convergent 
vers un Dirac, et donc beaucoup de choix sont possibles pour 8. Les possibilités diminuent 
beaucoup si on veut en outre que la mesure 6 soit nulle avec ses dérivées sur le bord de T(h). 

On peut montrer-17 que. quelque soit h, il existe toujours une fonction positive, à 
support dans i'intervaJlc ouvert de rayon h (t(h)=h est monotone, croissante, positive), normée sur 
R et, en plus indéfiniment démabie avec toutes ses dérivées nulles sur le bord du support et 
symétrique: 

VhGR+ 3«: 

par h>0: 

B(x.h):. 
BER+* pour t€l -h ,hfÇR 

B=0 pour T£|-h,h[ 

88 

B(T.hieC : 

J i m B'n'(T;h)=0 V n G { 0 } U N 

Vx B<T.h)=B(-r.h> 

L'exemple en question, qui est unie pour les applications, est la fonction paramétrée 

B(T,h>=-
Y(T.h» 

Y<r.h>=< 

t-h)àx 

=e\p 

.=0 

• 1 • 

T-
pour x€:]-h,h{ 

pour x^]-h,h[ 

89 

Le graphe de la function a la forme d'une cloche aux bords de plus en plus serrés 
avec l'augmentation de l'approximatif 

36 Ce qui peut être implique par le^ tn«i« iiwvinom (tufTiuntes): 

V h - o 3 u £ . R Vtt K«.a[ e(Tji)¿0 87b 

iim fikx h*h I vrai pour ft normé: P8(T Ji)dT=l Vh iim fBf r 
Va£R V T # ^ « I . U ¡ hro flu J I M » »rai pour r(h>=J-t(h),t(h)[ Vt(h) monotone croissante positive 

37 E.g. L. Schwan/ Tbctmc de» tk*mbuuons". Hermann 1966. 
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i 9(xh) -Densité de mesure "cloche"-

25 -

21! 

20 

15 

approximation h=l.'16 

10 -

0 0.5 I 

i -Distance de la variable mesuréc-

Fig.4: Graphes de densités cloche pour des différentes approximations. 

La dérivée de cette fonction est telle que la distribution qui lui correspond tend vers 
un doublet lorsque l'approximation tend à zéro: 

8'(Tii) -Dérivées des densités de mesure "cloche 

approximation h=l 16 

0.5 

T -Distance de la variable mesurée -

Fig.5: Graphes des dérivées des densités cloche de la figure précédente en valeur absolu. 

Ensuite on considère l'observation par une distribution cloche des fonctions (ou plus 
généralement des distribution) de variable Z. La convergence de ces opérateurs ne doit être assurée 
que en distance dz, et il est donc cohérent que l'approximation de la mesure de l'observation soit la 
distance caractéristique bz fixée sur Z; on note donc: 

-Un modèle thermo-mécanique de polycristal-
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h=bz ; e(T;bz)=e(x) 

Chapitre V -

90 

La raison de ce choix, toujours légitime, est d'avoir une approximation dans l'observation 
mathématique des variables extensives thermo-mécaniques égale à la résolution avec laquelle elles 
sont modélisées. 

De même que pour la distribution porte on considère le changement de variable (fait 
pour la restriction des densités à R+): 

V1<EZ (fixé) T G R + -» £<EZ: dzfè£)=i 91 

vçezvcpeoz [e-dzfê,-)]{<p}= 

¿ 

'(piÇ)e(dz(i.C))<^^-.dOz = Jteeidzi^OJdZiÇ) 

K i 
avec: 

v iez 6(dz(i,C))- Y(dz(l,D) 92 

Y(d/(ç,C))= 

=exp 
1 

I- * - \ *ï 
dzisX) 

bz2 1 

jY(dz(i,Ç))dZ 

pour d7Îi,C)<bz i .e . £eBz(l§) 

,=0 pour dz(|,C)>b7. i .e . Ç£BZ(!|) 

La mesure h d'un signal f à support dans l'espace des phases est donc: 

Vf h(|)=jr(C)6(dz(i,0)dZ i.e. h=[6«dz(i,-)J{f} 
93 

Compara i son des dis t r ibut ions po r t e et cloche. 
On montre la comparaison graphique de la régularisation par distribution porte et par 

distribution cloche d'un signal à support daas [0^r[ (avec symétrie en rc de la distance entre 
orientations): 

t Echelle de la 
grandeur mesurée 

0 45 90 135 180 

Orientation sur un demi cercle [ c ] . 

Fig.6: 
Comparaison des mesures par distribution cloche et par distribution porte d'un même signal. 
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La difference la plas remarquable entre les deux régularisations est dans leur continuité. C'est pour 
cela qu'on utilise, dans la suite, des distributions cloches d'approximation \y¿. 

Remarque sur l'observation cloche. 
On appelle donc dans la suite "observation par distribution approchée" ou tout 

simplement "observation approchée" en proximité de la variable | e Z la fonctionnelle q(5, ): 

v^ez q(Ç,-)=e^z(i,-):fe3rz-*Ki)eR 

((Ç)=q(Ç.-){f}=jr(Dq(^;)dZ=fr(C)e(dz(iI0)dZ 

94 

où T / est l'espace des fonctions de variable dans Z (à valeurs réels). Faisant varier % dans Z on 
obtient donc une transformation par observation approchée: 

q: ieJ z - f=q{ f }E7T z 
95 

En fait la fonction f est continue et éventuellement derivable en tout point £<, où la fonction f est 
continue ou dénv able-18; sa démée s'obtient par dérivation sous le signe d'intégration: 

î-_nA 
a% \%\ + q*{f} 

avec: 

q'{f> f(X) ^ JZ= V(^)8'(dz(l,C))adzi^")dZ 
31 

96 

97 

En regardant les dérivées des densités cloche, 6', on voit qu'elles constituent une 
famille dont la distnbuuon converge vers un doublet lorsque l'approximation tend vers zéro 
(l'application de la distribution doublet o" a une fonction derivable donne la valeur dans l'origine de 
la dérivée de la fonction ) 

limH {<|.hr=<V{<f>}=(p'(0) V(p€çp 93 

On comprend donc une des significations de l'observation approché des constituants 
d'un agrégat: la denvec d'une variable observée est la somme de l'observation de sa dérivée et d'une 
"convection" par derivation de l'observateur 

Pour l'exemple du pol \ crista], une variation dans l'énergie interne d'un grain est due 
à un terme de variation d'énergie a l'intérieur du grain cl à l'apport d'énergie par croissance ou 
décroissance du grain De même une variation dans l'énergie interne d'un ensemble équi-onenté de 
grains est due à la variation dons chaque groins plus un apport positif pour tout grain extérieur à 
l'ensemble qui s'oriente comme celui-o et un apport négatif pour tout grain de l'ensemble qui se 
désoriente. 

Plus généralement, la derivation de l'observateur tient compte de l'apport d'une 
grandeur par changement de phase de parues du consumant (négatif) et par changement de la phase 
de parties d'autres constituants dans ia phase du constituant (positif). 

^ 8 La conunuitc de jen %^ *e »énfie M (e g l . S d ) » a n / o p a t ) : 
J e support de ia fonction integre« (f 0«d/> CM contenu dam un «mipact fixe lorsque Ç varie dans un voisinage de ¡IQ, 

chacune des dérivées partielle» par rapport à U sciante d'intégration de la fonction intégrée est continue par rapport à 
la variable d'intégration 

La dénvabilité en ¡Ê  *e vérifie m la deuxième des condition ci-dessus devient: 
„chacune des dérivées parodies par rapport à la variable d'intégration de la fonction intégrée est derivable par rapport a 
| dans un voisinage de | o a\ ec d é m e « partielle« continue« par rapport à la variable d'intégration. 

On voit donc l'intérêt d'utiliser une dj«nhuöon d'observation régulière et un espace des phases sans symétrie 
(ce qui introduirait des singularités dans W»d/ movennani á/j 

- Un modèle ihemuy-mécamque de poiycnstaJ • 
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4^^QhseD^Qn_des^plmsesjdans_LÊspace-jÊiiips. 

4.4.1. Signification d'une observation dans l'espace-temps. 

L'observation approchée introduite donne la régularisée ( d'une fonction f de variable 
dans Z. On peut considérer l'application composée: 

99 

f(^t))=n-(ii)e(dz(C(^t),»i))dz V(#,t)eR"xR+ 

Par cette opération on affecte au point y du milieu, à l'instant t, la valeur régularisée de la fonction f 
qui lui correspond par la fonction de phase. 

On rappelle la normalité des mesures d'observation pour tout choix de ÇeZ, qui peut 
être vue comme une propriété de la fonction unité de xí-¿ 

Ki)= m(d7<l,D)dZ ; \(-)E~fz ; Ki)=i vçez 10° 

ceci donne a l'ensemble des mesures B(d¿(^, ))dZ engendré par | e Z la signification de partition de 
l'unité sur Z (i.e. toute mesure de l'ensemble est positive et nulle en dehors d'un compact, leur 
somme sur Z est l'unité). 

On peut alors donner à l'opération: 

jî(^t)e(dz(î;(^t),T1))dvt=f(T1,t) vv*çv,,vt,VTiez 101 

la signification de somme de la grandeur "F" de densité volumique f, à l'instant t et sur tout point du 
sous-domaine V*, pondérée par la partie de l'unité relative à la phase i\. Le résultat de l'opération est 
la densité ( de la même grandeur F sur la phase n. 

L'ensemble engendré par v^L des sommes de ce type de la grandeur F constitue une 
partition dans Z de la somme de F sur V*: 

fi(n,t)dz= f JT(^,t)8(dz(C(^t).'n))dvtdz=jr(^t)dvF ¿F 
102 

-¿ 
VV*ÇV,,Vt 

De même on peut définir la "moyenne" d'une fonction f sur une phase r\ dans un 
sous-domaine V* à l'instant t: 

103 
JT{^t)8(dz(a^t),-n))dVt 

<f(ä.o>v«(Ti.t)=i ; vv*çv l ,vt,viiez 
Jö(dz(£(2.t),Ti))dvt 

mais la somme sur Z de ces moyennes ne donne pas la moyenne de f sur V*. 

4.4.2. Remarques. 

Pour que des moyennes de ce type soient significatives il faut que la fonction f soit 
reliée à la phase pour des raisons physiques qu'on veut introduire dans le modèle d'agrégat. 

Dans l'exemple du polycrisial cité plusieurs fois, si on s'attend que l'énergie interne 
d'une partie quasi-homogène de l'agrégat (ensemble de grains ou sous-grains équi-onentés à 
quelque dégrées près) dépend de l'orientation cristalline qui la caractérise, alors l'étude de la 
moyenne de l'énergie interne sur les phases est significative. Par contre, pour le même exemple, si 
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on suppose que le champ de temperature ne dépend pas de la façon dont l'agrégat se découpe en 
constituants, l'étude de la moyenne par phase de la température n'aura pas de sens. 

En fait on verra par quelles hypothèses on peut mener une étude cohérente d'un 
polycristal basée sur les moyennes sur chaque orientation cristalline des champs thermo-mécaniques 
appropriés. 

4.4.3. Notation et rappels. 

Pour simplifier la notation on appelle: 

q(C(^t),ri)=e(dz(C(^t),Tl)) 10+ 

densité de la mesure de volume qdV. Cette mesure de volume représente, de la façon la moins forte 
possible, la partition de l'agrégat en constituants: elle est donc la mesure recherchée pour l'écriture 
simplifiée des bilans thermo-mécaniques d'un agrégat sous la forme (8). 

On rappelle les propriétés de la densité39 q: 

_q:(S,l)eZ\Z—q(i;,Í> 
ER+* si £GBz(§) 

qEC'p.m. 
=0 si ^£Bz(l) 

105 

_V(C^)eZxZq(CÍ)=q(?,D 

VÇeZVÇ'edBTfë) lim ^ - 2 i = 0 Vn=0,l 

_VHeZ VC £": dz(Ç^,)=dz(i,^)«*q(i,C,)=q(i.r) 

et en tant que fonctionnelle q: 

q(• ,i)z:«pG<Pr-*q{qp(D;i}tez=>(0q(^i)dZ(Ç)=<p*(i) v ç e z 

q: (pe^z—<p*ecl p. m. (Z) 

De même pour la mesure composée avec la fonction de phase: 

106 

Vc 
_q<:(2,Ç)eV txZ-q(i;(2,t),Ç)-

_V(î;,i)ezxZq(C,ç)=q(i,D 

f£R+* s. Ç(3,t)eBz(S) 
q<EC'p .m. 

=0 si ^ , t ) ^ B z ( Í ) 

107 

d<n»q(fc J-(üt)) 
VieZVa '^ í^ ' . t j eaBTÍ^ ) hm a i £ ¿ ¿ 2 - ü = 0 Vn=0,l 

_V1EZ V(# ,3")eVtxVt: d ^ C ^ M ) ) ^ ^ . W.t))-*q(i.^'.0)=q(l,^M)) 

et pour la fonctionnelle qui en résulte: 

3 9 On rappelle aussi que le mot densité csl employé dans ce cas pour une plus grande généralité: le q 
effectivement choisi dans ce travail est défim partout dans Z et on peut donc l'appeler fonction. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycristal-
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•q{<P(3,t),l}aev= f(p(a.Oq( .̂t),l)dvt=«p*(ift)ViEZ,vt 

Cliapitre V-

i08 

q:cpE<I>ll+i-»<p*eC,p.in.(Z) 

On appelle globalisation l'opération: 

7(V*,d,t)=-

4A-Glohalisatio.iL 

4.5.1. Introduction. 

109 

vv*evt,Vö€Z,vt 

telle que: 

JÏ(#,t)dV, 

(î( V*,£r,t)dZ = — = (l'(^O)^EV* 

110 

V* 

qui a la signification d'une partition sur l'espace des phases Z des moyennes volumiques 
instantanées de f faites dans des éléments de volume V*. 

Dans la suite on montre la signification de cette opération qui permet de corréler de 
champs microscopiques de variable (y,t) dans le volume V* avec des champs "globalisés" (notation 
~) de variable (V*,j,t). En particulier on remarquera que les V* peuvent être choisis sous des 
conditions très larges (¡a micro-représentativité et la macro-homogénéité ne sont pas nécessaires bien 
que suffisantes) 

Prises par exemple la fonction f(y) de variable réelle40 et la fonction de phase z(y) à 
valeurs dans fOjr[ reportées ci-dessous: 

4>) [rad] 

0 5 10 15 20 25 30 

y -Repérage sur une section- [pm] . 

Fig.7: Exemple de fonction f(y) et de fonction de phase z(y). 

4 0 On considère: 

avec ziy) généré aléatoirement presque étages. 

ei sui ?Jy)) ,_£ty, 
f(y) = 2A sm(-—H 

Ai) >max 

110b 
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l'opération de globalisation de f(y) donne la globalisée F(z) ici comparée avec la globalisée î(z) de 
l'unité l(y): 

» A 
, 7 , ( z ) :--,,:• f ( z ) : ] 

0.8 -, - 0 8 

o.e - / ~ \ - o.e 

0 -1 . / \ . 0.-1 

0.2 

0 

0 , i 4 .12 3 , i4 ;T 

z -Repérage sur le dam -cercle- frad] 

Fig.8: 
Graphe de la globalisée f(z) de la fonction f(y) et de l'unité répartie sur le demi-cercle l(z). 

4.5.2. Support de la globalisation. 

"Typus". 
Dans l'espace euclidien E«Rn on considère le milieu continu hétérogène occupant le 

domaine VçR", introduit pour décrire un agrégat pol yen stall in, qu'on appellera milieu 
microscopique ou hétérogène. 

On considère des sous-domaines ^£V typiques, c'est à dire tels qu'y soit contenue 
une partie, significative pour un modèle macroscopique, de l'information disponible sur la structure 
microscopique de l'agrégat. Ceci nous donne une borne inférieure pour la taille des sous-domaines 
hétérogènes a prendre en compte par rapport aux mesures géométriques et a l'homogénéité 
statistique (ou éventuelle périodicité) de la structure microscopique réelle. 

On rappelle qu'un élément de volume statistiquement représentatif de l'agrégat pour 
une certain niveau microscopique contient presque toute information disponible sur la structure à ce 
niveau et il est donc un cas particulier d'élément de volume typique (propriété d'ergodicité). 

"Topos". 
Dans le même espace euclidien Rn on considère un milieu continu, occupant le 

domaine DcRn, qu'on appellera milieu macroscopique ou homogène. 

On considère des sous-domaines DcD topiques, c'est à dire tels que les champs 
cinématiques et mécaniques du milieu homogène soient statistiquement bien représentés par leurs 
moyennes sur ces sous-domaines (ces sous-domaines sont donc macro-homogènes). Ceci donne 
une borne supérieure, par rapport aux mesures géométriques d'ensemble du problème réel posé, 
pour la taille des sous-domaines homogènes à utiliser dans ce modèle. On rappelle qu'on considère 
équivalents les caractères élémentaire et topique d'un élément de volume. 

Partition typo-topique. 
On superpose au milieu hétérogène le milieu homogène, de façon que: 

D , - V , Vt m 

On se restreint aax cas réels dans lesquels, microscopique et macroscopique 
superposés, il existe au moins une parution "typique" et une partition "topique" des milieux 
coïncidentes. On remarque que cela coïncide, pour un problème d'homogénéisation, à postuler 
valable le lemme de macro-homogénéité de Hill pour les éléments de volume représentatifs choisis. 

-Un modèle thermo-mécanique depolycrisral-
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On appelle V un sous-domaine quelconque, typique et topique, de cette partition et, 
dans la suite, on focalise l'attention sur ce sous-domaine, dit "typo-topique" (sous de conditions 
plus sévères, toujours valables pour notre but, ce sous-domaine peut être un élément de volume 
macro-homogène représentatif). C'est sur des éléments de volume de ce type que l'opération de 
globalisation a un sens physique précis. 

4.5.3. Globalisation des masses. 

Masses par phase dans un sous-domaine typique. 

On considère des sous-domaincs hétérogènes VcVçJR" typiques, donc l'opération 
d'observation par phase est applicable (statistiquement significative) à l'intérieur et sur la surface de 
ces sous-domaines. 

La structure microscopique est identifié, à l'instant t, par: 

aeV,ÇR";r;<(2,t)ezlçz 112 

(On remarque que le rang de la fonction des phases dans Z évolue dans le temps donnant une suite 
deZ,). 

On peut définir la densité de masse d'une phase O sur la mesure du sous-domaine 
typique à l'instant t (masse moyenne dans la phase): 

Jp(3,t)q(£(2,t),f>)dvl
 m 

p(V„û,t)=^ 
Jtfv, 

Masses par phase d'an sous-domaine topique. 

On considère que, à l'intérieur des sous-domaines ÖCD macro-homogènes 
(topiques), les champs cmématiques et mécaniques du milieu homogène sont presque coincidents 
avec leurs moyennes. 

La configuration macroscopique à l'instant t est: 

AeL\ÇR" ; u€Z,ÇZ 114 

Grâce à sa définition, on peut identifier les grandeurs volumiques à l'intérieur d'un 
sous-domaine topique avec leurs moyennes sur le même sous-domaine. Pour les masses on écrit: 

Jp(*,f>,t)dVt 

p(a,fr,t) = p(D,,fr,t) = ^ 
jdv t 
Dt 

Globalisation des masses. 
En comparant les expressions données pour les masses totales d'un sous-domaine 

typo-topique (i.e. on impose l'égalité des masses du modèle microscopique et macroscopique): 

Jp(2,t)q(Ç(3.t),fr)dvt
 116 

p(D,.fr,t)=p(V„û,t) - p<a,tf,t)~-
/dVt 
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Par cctlc expression considérée exacte on obtient la définition d'une masse volumique 
"globalisée" obtenue à partir de la masse volumique d'un corps hétérogène et de l'observation 
approchée de ses constituants: 

Jp<2,t)q(£(3,t),ft)dVt 

P(a,tf,t)=p(Ä,fr,t)=^=! 
jdVt 

Vt(Ä) 

sous condition que le sous-domaine Vt(;t) (entourant le point macroscopique x à l'instant t, soit 
typique et topique (i.e. suffisamment grand pour représenter la structure microscopique et 
suffisamment petit pour que les champs "globalisés" soient homogènes dans le modèle 
macroscopique). 

4J3.JCoflclitsi£irju 

On a défini une fonctionnelle d'observation qui opère sur les fonctions de variable 
dans l'espace-tcmps avec une approximation donnée. Cette approximation a été reliée à la précision 
de mesure par laquelle les phases peuvent être déterminées. 

Par un procédé analogue a celui suivi ci-dessus pour les masses on peut obtenir les 
expressions de l'énergie interne globalisée, des puissances globalisées et des dissipations 
globalisées. Ceci permet de comparer un modèle microscopique hétérogène de milieu continu 
classique avec la partie géométrique d'un milieu continu profond prise comme modèle 
macroscopique. Les résultats de cette comparaison s'écrivent dans la forme, ici pour une grandeur 
de densité massique microscopique u et macroscopique U (selon ce qui vient d'être montré, la masse 
volumique macroscopique est la masse volumique microscopique globalisée): 

~ 118 
pU = pu 

comme on verra dans le chapitre suivant. 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristal-
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S. Conclusion. 

On a introduit d'abord la définition de fonction de phase et on a étudié en général le 
rapport entre constituants d'un agrégat. Ensuite on a approfondi la définition de phase par des 
exemples et on a étudié l'espace des tenseurs orthogonaux droits choisi comme espace des phases 
du modèle de polycnstal proposé. Finalement on a défini une fonctionnelle donnant une image 
approchée d'un agrégat. 

L'opération, de "globalisation", ainsi définie doit être appliquée aux variables d'un 
milieu continu ayant une fonction de phase définie en tout point et à valeurs dans un espace 
métrique; la précision par laquelle cette fonction peut être déterminée rentre dans la définition de la 
fonctionnelle. 

Dans le Chapitre VI on considère un milieu avec fonction de phase représentant un 
polycnstal au niveau microscopique: par globalisation les champs fonctions de la position 
microscopique deviennent de champs fonction du sous-domaine support de l'opération (et donc de 
la position macroscopique qui l'identifie) et de la phase variable dans un espace métrique. La 
globalisation permet donc de passer d'un modèle microscopique d'un polycnstal au milieu continu 
profond correspondant. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycnstal-
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Equivalence microscopique 

1. Introduction. 

La finalité de ce chapitre est l'explication des équations et l'identification des 
grandeurs introduites dans la formulation du modèle de polycnstal dans l'espace profond, présenté 
dans ¡a Deuxième Partie, moyennant les définitions classiques de la mécanique et de la 
thermodynamique des milieux continus suivant des processus irréversibles. Cette identification sera 
faite en comparant le modèle dans l'espace profond avec un modèle dans l'espace classique, leurs 
échelles géométriques étant différentes. 

Avec cette finalité, le premier objectif visé est l'étude thermo-mécanique d'un milieu 
continu équivalent, au sens d'une observation approchée par globalisation, d'un milieu hétérogène 
consumé de en s taux homogènes (polycnstal). En appelant "phase" une orientation du réseaux 
cnstallin, le milieu équivalent sera considéré selon une partition sur un ensemble métnque de 
phases, et il sera donc appelé "milieu à phase continue". Ensuite, on identifiera le rapport entre ce 
milieu à phase continue et le milieu continu profond objet du Chapitre IV. Il en résultera des 
relations d'équivalence entre grandeurs définies dans les deux milieux qui clarifieront la signification 
mécanique et thermodynamique du milieu continu profond1. 

Le premier objectif poursuivi dans ce chapitre est l'étude du milieu à phase continue. 
Un tel milieu est un modèle de corps hétérogène obtenu en plaçant ce corps dans 

l'espace gcométnquc-tcmps classique et en observant ses parties matérielles selon une fonction de 
phase continue et une opéraüon d'observation approchée (telle que au Chapitre V). Par cette 
observation les grandeurs maténelles définies en fonction de la position géométrique et du temps 
(e.g. l'énergie interne de toute partie du corps dans le temps est définie moyennant sa densité 
volumique, fonctions de la position et du temps, et une opération d'intégration sur le domaine 
occupé par la partie en objet à l'instant donné) sont transformées en des fonctions de la phase et du 
temps. Toujours en tenant compte de la même foncüonnelle d'observation, les équations usuelles de 
bilan (global, entre grandeurs définies suivant un domaine maténel fini, ou local, entre les densités 
volumiques et surfaciques de ces grandeurs, définies en tout point géométrique et instant) sont 
traasformées en équations entre fonctions de la phase et du temps. Dans ces équations transformées 
apparaissent de termes d'échange entre phases. 

Cette première parue du chapitre permet donc de dégager la forme de toute équation 
de bilan thermo-mécanique entre grandeurs fonctions des phases lorsque l'ensemble des phases est 
un espace métnque: il existe, outre les termes usuels (variation de la densité massique, apports 
volumique et surfacique, production), de termes d'échange entre phases. Ceci introduit l'objectif de 
la deuxième partie du chapitre qui est la compréhension des bilans thermo-mécaniques écrits dans 
l'espace prolond. 

Dans l'espace profond les grandeurs maténelles en bilan ont de densités par point 
géométrique et par phase dans le temps. Dans les formes locales de ces bilans (équations 
d'équilibre, conservation de la masse et de l'énergie interne, inégalité de Clausius-Duhem) 
apparaissent donc des termes qui n'ont pas lieu d'être pour un milieu continu classique. Dans la 
deuxième parue du présent chapitre on verra donc comment ces termes peuvent être expliqués en tant 
que représentants des échanges de masse, quantité de mouvement, énergie interne et entropie entre 
phases. 

1 II s'agit de relations entre concepts la signification physique d'un tel modèle ne pouvant être dégagée que lors 
d'une identification expérimentale 
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2. Milieu microscopique. 

ZJ^lniioduciiQiL 

On se donne la finalité de simuler un agrégat polycnstallin, ayant une structure 
cristalline et morphologique iniualement données, par un modèle thermo-mécanique de milieu 
continu hétérogène constitué de phases homogènes, ces phases étant caractérisées par la donnée 
locale instantanée d'une fonction. On suppose cette fonction, dite de phase, à valeurs dans un espace 
métrique, continue par morceaux et dénvable avec dérivée continue presque partout dans le domaine 
occupé par le milieu. 

L'objectif de cette première pâme du chapitre est l'explication des équations de bilan 
de masse, quantité de mouvement, énergie et entropie pour ce type de milieu continu, dit à phase 
continue. 

On se place dans le cadre de la thermo-mécanique des milieux continus suivant de 
processus irréversibles. En particulier on va considérer la thermodynamique d'un milieu à plusieurs 
constituants disjoints: l'état d'ensemble du système peut être déent, en ignorant l'état local à 
l'intérieur de chaque constituant, en fonction des seuls échanges (de masse, quantité de mouvement, 
énergie et température) entre coastiruants (Cf. Ch. V § 2.3.). 

On suppose que toute l'information dont on veut disposer sur la structure du 
polycnstal peut être explicitée localement, c'est-à-dire qu'il y a, en tout point du milieu modèle, un 
espace métrique, de dimension finie ou infinie, dont les point représentent l'état de la structure au 
sens souhaité (indépendamment de l'état des autres points). L'état auquel on fait référence ici n'est 
pas l'état thermodynamique tel qui peut être déterminé par un ensemble de variables d'état, mais une 
caractérisation plus intrinsèque du matériau coasti tuant la matière, tel que c'est défini dans le chapitre 
précédent, et qu'on a appelé état radical. 

L'état radical cmplové dans ¡a suite pour un polycnstal est l'orientation dans l'espace 
géométrique absolu de son réseau cristallin, pour une échelle géométrique suffisamment petite on 
dispose d'un état radical caractérisant localement le milieu. 

On rappelle que l'état radical est une caractérisation locale de la matière liée à sa 
structure dans le seas preicré pour le problème à traiter, par exemple, pour un polycristal, il peut 
dépendre de sa structure cristalline ou de la morphologie des grains. L'état radical d'un point 
matériel est un concept intrinsèque a la base de son comportement: le comportement, écrit par un 
easemblede relatioasconstitutives, depend de l'échelle de ¡a description mécanique (espace-temps) 
et des processus décrits, tandis que l'état radical de la matière n'en dépend pas. En particulier il faut 
remarquer que l'état radical est décrit pur rapport à une échelle qui lui est pertinente, selon la 
convenance du modèle, mais que cette échelle ne dépend pas des échelles mécaniques choisies. 

On considère comme appurtenant a la même phase deux points d'un corps dans le 
même état radical. Vu le manque de determination par lequel un tel état radical ne peut que être 
décrit, on apprécie cette équivalence entre points matériels selon l'opération de globalisation 
introduite dans le chapitre précédent 

L'exempte ciwrcspwkiant est, idéalement, un grain homogène d'un polycnstal ou un 
ensemble de grains hom«igcncs avant la même oneniauon du réseau cnstallin. 

L'état thcrrmiJynarniquc de deux r**nLs dans la même phase (même état radical) est 
déent par le même ensemble de variables et par des potenuels de même forme si et seulement si les 
deux points sont decnts au même niveau (mêmes échelles d'espace géométrique et de temps) et ils 
suivent le même type de processus2 

Dans l'exemple en i»b}ct l'ensemble d'un polycnstal est représenté dans un seul 
niveau et il est suppose suivre, au mt*ns avant bifurcation, l'unique branche d'un processus thermo-
mécanique stable; pur consequent chaque ensemble de grains équi-orientés manifeste le même 
comportement Par contre, après btlurcauon. ce cixnportcment ne dépendra pas seulement de l'état 
radical mais aussi de la branche suivie dans le cas d'une bande de cisaillement les grains équi-
orientés placés à l'intérieur d'une bande ont t*Hijt>urs un même comportement, mais celui-ci diffère, 
en principe, du comportement des graïas hors bande ayant la même orientation. 

II ne faut pas négliger I'lmptwrvicc du processus dam le choix des variables d'état: on considère un élément de 
volume d'un polycmial. dont l'ctat radicad est d o n t par l'oneniauon du réseau cnstallin dans l'espace, et on suppose 
que ce polycnstal se trouve au delà d'un pao i de bifurcation, de façon que cet élément peut se trouver en équilibre sur 
deux branches différentes du processus (c g l'une avec une bande de cisaillement et l'autre non); on voit alors que deux 
étais thermodynamique» macroscopique» peuvent difiera même s'ils sont relatifs au même état radical. 

•Un mndtie thermo-mécanique de polycnstal-



228 - Chapitre VI -

2.2.1. Phase pour un polycristal. 

A cause de sa rrucrostructure cristalline et des directions privilégiées dans les réseaux 
qui en découlent, un polycristal est un agrégat hétérogène et, localement, anisotrope. La nature des 
déformations irréversibles, vues à l'échelle des cristaux, fait que le mouvement des petites particules 
matérielles n'est pas solidaire avec le mouvement des réseaux. On peut donc affirmer que, dans un 
polycristal, l'anisotropie locale et sa distribution volumique (régissant l'hétérogénéité qui nous 
intéresse) évoluent de façon non matérielle. Le comportement d'un tel agrégat est engendré par cette 
anisotropic et par cette hétérogénéité, et on peut, donc, affirmer qu'il évolue de façon non matérielle. 

On envisage de suivre l'évolution de l'hétérogénéité due aux anisotropics locales dans 
les polycnstaux en utilisant tout de même une cinématique de milieu homogène: ne pouvant pas 
suivre l'évolution de l'anisotropie moyennant le transporteur de la matière, il faudra introduire une 
variable cinématique de nature non matérielle. Cette variable est donc un tnèdre placé dans le 
référentiel absolu, par conséquent la phase est la rotation qui superpose les axes du repère choisi aux 
axes cristallins locaux (liée à ceux de l'anisotropie)3. 

On peut représenter ces phases tant dans l'espace des tenseurs orthogonaux droits de 
l'espace géométrique absolu que dans l'espace des angles d'Euler correspondant. Ce dernier étant à 
métrique non euclidienne, on préfère la première représentation, bien que moins compacte, pour sa 
nature euclidienne. 

On remarque que, en introduisant dans la suite le trièdre de référence e avec une 
échelle géométrique différente de celle du trièdre E du Chapitre IV, les images de Q=Lorth(E,E) par 
ces deux bases coincident. Cependant on utilise dans ce chapitre la notation Qe distinguée de la QE 
du Chapitre IV pour des raisons de clarté en relation au contexte. 

2.2.2. Configurations et fonction de phase. 

On se place dans un référentiel d'espace géométrique absolu à métrique euclidienne, 
B»Rn (n=2 ou 3), et chronologie d'intervalles de temps (avec instants positifs), x«R+*> et on y 
introduit un repère 1? doué d'un système e de n axes orthonormés e¡ (i=l...n) bases d'un système 
de coordonnées cartésiennes. 

Soit V le domaine occupé par le milieu continu dans Rn. A l'instant zéro il est 
identifié par l'ensemble des n-uptes positions y¡ des points de matière JX par rapport aux axes du 
repère; ces positions seront les références pour une description lagrangienne du mouvement: 

voie^B vMt)ev0çRn i 

A l'instant t on a les n-upies positions &: 

Vtex,vo<e^ #ux,t)evtÇR» ; #(O(,0)=y_u¿) 2 

Soit J¡r(«_M) la phase représentant l'état radical du point matériel JÀ à l'instant L 
On suppose qu'il existe à tout instant une application donnant la phase pour tout point 

matériel; on suppose en outre que l'image de cette application vane dans un domaine Zt dans 
l'espace métrique Q, qui ne dépend ni de la position géométrique du point wW, ni du point matériel 
JÀ particulier dans "B: 

VtEx 3î;t:i-*Z,ÇQ 3 

Par la ( 1 ) on peut donc définir une "fonction de phase" sur la configuration initiale pour tout instant 
de temps: 

3 On note que cette définition de phase permet de développements simples au niveau cinématique et mécanique, 
mais ne peut pas être employé directement comme variable d'état A cette fin il faudrait plutôt considérer la rotation 
relative matériau matière. 
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VteX,VJ4EB U v ( J ) , t ) < t ( J ) 4 

W,:VoXX-Q 

et par la (2), pour un instant de temps donné, on peut définir une fonction de phase actuelle sur toute 
configuration actuelle: 

Vtex,v^ueî? £(#j4,t).t)=Çt(^) 5 

Vt£ X t -Vt -Zt 

ces deux fonctions donnant la même valeur pour un même point matériel à tout instanl 
On omet dans la suite la notation des points matériels dans les fonctions ¡̂ >(y,t) et 

Xk'éA) supposées continues et dénvablcs avec dérivées continues (au moins par morceaux). 

2.2.3. Partition en phase continue. 

On peut, tant en description lagrangiennc que culerienne, considérer toute somme sur 
un volume (ou sur une surface) hétérogène selon une partition en phases moyennant l'opération 
d'observation par phase introduite au Chapitre V (OeQ, on note dQ l'élément différentiel de Q au 
lieu que dVg,, notation du Chapitre IV, car on veut remarquer qu'il ne s'agit plus d'un volume 
matériel comme dans l'espace profond): 

¿...dV,= I" J.-.q^O.^WV, dQ (4) 

Par conséquent toute grandeur volume-continue (donc masses, puissances virtuelles, énergies, 
entropie) peut être prise en partition sur les phases selon la fonctionnelle d'observation ci-dessus. 

En écrivant les bilans usuels pour le milieu à phase continue par cette fonctionnelle 
d'observation on pourra mettre en évidence des termes d'échange entre phases (notamment de 
quantité de mouvement, d'énergie interne, d'énergie cinétique et d'entropie) qui sont nuls en somme 
sur l'ensemble des phases. 

Le domaine d'intégration V*, support de la fonctionnelle d'observation, n'est pas de 
taille arbitraire, mais fonction de la description de l'état radical du milieu (Cf. Ch.V § 2.4.5.). On 
note Vtq l'ensemble des sous-domaines de V, qui peuvent être choisis à cette fin. On rappelle que 
tout élément de cet ensemble est de taille supérieure à une taille limite fixée pour des raisons de 
pertinence du modèle. 

On peut considérer V, généré par l'union de sous-domaines de taille minimale à 
l'intérieur desquels le modèle n'est plus fiable qu'en moyenne. 

2.2.4. Lcmme fondamental. 

Classiquement, on applique le lemme fondamental pour déduire les bilans locaux à 
partir des bilans globaax postulés dans tout sous-domaine du milieu. En particulier, on postule 
d'habitude la validité d'un bilan global dans tout sous-domaine aussi petit qu'il faut pour que les 
fonctions intégrées y soient régulières et de signe constant. 

Comme on a remarqué ci-dessus, l'hétérogénéité engendre une taille caractéristique 
sur le milieu continu à phase continue. Par conséquent toute foncùonnelle à support dans les parties 
de V, (donc la fonctionnelle d'observation, mais aussi toute puissance d'origine mécanique ou 
thermique) opère dans des sous-domaines V*çV,q dont la taille minimale n'est pas arbitraire. Par 

On rappelle, entre autres, la condition de normalité: 

fc£(2.t),û)dVt<ï>dVt VgGVt.Vt 6 b 
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conséquent les conditions qu'on peut déduire pour les fonctions locales intégrées sont moins sévères 
que d'habitude, et les résultats locaux ne peuvent être obtenus qu'à un champ non observable près. 

On appelle "non observable de volume", et on note Ov», tout champ, éventuellement 
fonction de la phase x̂  et de n'importe quel ordre tensoriel, qui vérifie: 

JCV(2,itt)dV=0 Vi*EQe,VV*ÇVtq,Vt 

Si le champ est surfacique la condition s'écrit par rapport à la surface dV* de tout V*çVtq; la 
dénomination du champ est alors de "non observable de surface" et sa notation est Oôv» . 

En cohérence avec les arguments menant à la définition de la fonctionnelle 
d'observation dans le Chapitre V, on fait une hypothèse sur les systèmes qui peuvent être 
représentés par ce le modèle: 
_ toute fonctionnelle linéaire d'une fonction non observable de volume (ou de surface) 

à support dans V!q (ou sur la surface d'un élément de V,q), est négligeable: 

VxT: xj{ 0 ^ ( ^ , 1 ) }aev*=0 V d e Q e . W s Ç V ^ V t 8 

VQ: g { O a v , ( ^ t ) } ^ 8 V * = 0 VJHEQe,VV*ÇVlq,Vt 

23^Cinémaliqne. 

On fait l'hypothèse que le mouvement du corps est indépendant du point de vue 
cinématique de son étal radical, c'est-à-dire que le milieu demeure continu au cours du mouvement 
même à l'interface entre phases (absence de filtration). Par conséquent on introduit une cinématique 
classique qui n'est pas en relation avec la parution du milieu en phases. 

2.3.1. Description lagrangienne. 

On choisi la configuration à l'instant zéro comme configuration de référence pour une 
description lagrangienne du mouvement; les inconnues lagrangiennes sont les transformations Y qui 
identifient la configuration actuelle (à l'instant t): 

Y:(y_,t)<EV0xT-*2<EVt 9 

Les transports convectifs des vecteurs matériels, de leurs produits scalaires et des 
scalaires matériels (dont la masse volumique p) sont donnés respectivement par le gradient de la 
transformation F (transporteur de la matière), par le tenseur de dilatations de Cauchy C ei par ie 
déterminant du gradient de la transformation J (v0 et vt, ainsi que WQ et wt, images d'un vecteur 
matériel à l'instant 0 et l respectivement): 

¿(v,t)=VyY(v,t) ; £(v,t)=F^F(y,t) ; J(v,t)=detF(v,t) ! 0 

*4 =Bi>t)-ïo ; wt-Y4=wo£(y.,t)-vn ; po(y_)=Jy(y_,t)p(Y(y_,t),t) 

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange, mesurant la déformation, est défini par 

L(y_,t)4{£(v,t)-r] l l 
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-> .3.2. Description eulerienne. 

On se place dans la configuration actuelle à un instant t pour une description 
eulenenne du mouvement. Les inconnues eulcnennes sont les vitesses u des points matériels à 
l'instant t: 

^eV, ; u(^,t)GU"ÇL(RJ?n) n 

La conservation de la masse donne localement (le ° indique la dérivée matérielle, i.e. 
faite suivant le point -M): 

P(&t) = ^ ^ + divj,[p(3,t)ii<2.t)] = 0 

positions actuelles £, vitesses u et accélérations y sont reliées par : 

u(a-0 = 2 ; 1 ( ^ 0 = u ( ^ 0 = — a + grad»u(^t)-u(^,t) 

Selon une théonc du premier gradient, l'évolution actuelle des produits scalaires des 
vecteurs matériels est donné par le taux de déformation qui est la parue symétrique du gradient des 
vitesses, le taux de rotation étant sa partie antisymétnque: 

v, = grad^u(^,t)v t ; (»yY,) = 2isysyingradgu(2,t)-¥, 15 

2.3.3. Transport. 

La comparaison entre description lagrangienne et eulenenne montre que les vitesses 
eulcnennes sont les dénvées, partielles par rapport au temps, des transformations lagrangiennes, et 
que l'image par transport contravanant en configuration actuelle du tenseur vitesse de déformation 
de Green Lagrange est le tenseur taux de déformation: 

u , u n - * - a Y ( Y " 1 ( * ! ) ) 16 

u(#,t) - a - ¿i 

grad^u(^, t )=£(Y-i(^t ) , t )Pi(^ t ) ; symgrad^(2,t) = P T ( ^ , t ) ¿ Y H ^ ^ . D F ' ^ t ) 

où la dérivée matérielle de toute grandeur définie sur la configuration initiale (Y, F et L a-dessus) en 
est la dérivée partielle par rapport au temps, les axes e¡ du repère étant fixés et le point y sur la 
configuration initiale étant aussi fixé: 

A, Ï d P M , 17 
£(v,t) = -gffytjCiOej 

2.4. Mécanique. 

2.4.1. Mouvements ngidifiants. 

On considère une description eulerienne du mouvement et, d'après l'hypothèse que ¡a 
cinématique est indépendante de la structure de la matière, on fait l'hypothèse classique pour les 
mouvements ngidifiants (A=LaS(E,E)): 

iiRta.t) = Uo(t)+m(t)•££ UR(Uo,ra)ÇU" ; VuoeU",Vw<EAe,Vt 18 
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2.4.2. Vitesses et puissances virtuelles. 

On considère des vitesses virtuelles indépendantes des phases (i.e. le mouvement 
dans l'espace géométrique des points matériels ne dépend pas de leur état radical): 

Uv(3) e UVÇU« 19 

Evidemment cette hypothèse est significative tant qu'on écrit des bilan sur des éléments de volume 
suffisamment grands par rapport à la longueur d'onde des éventuels champs de vitesse de filtration, 
ce qui explique, avec un autre argument, la limite inférieure imposée pour la taille des sous-
domaines V* sur lesquels on opère. 

On écrira la puissance virtuelle des efforts extérieurs comme une forme linéaire sur 
les vitesses virtuelles dans le volume et sur la surface, et la puissance virtuelle des efforts intérieurs 
comme une forme masse-commue locale, en cohérence avec la cinématique exposée, selon une 
théorie du premier gradient. 

On se place en configuration actuelle, on considère un sous-domaine V*£Vtq et la 
partition en phases de l'élément de volume actuel dV¡. On écrit les puissances virtuelles tant pour le 
sous-domainc V* dans son casemble que comme somme sur Q des puissances virtuelles dans les 
phases de V*. 

Puissance virtuelle des efforts exteneurs: 

«_ 20 
P*«r(t) = Jp(ä.t)E(ä.O-uv(ii)dVt + r r (&t)u v (ä)dS t = 

où, ainsi que dans la suite, on considère la notation simplifiée: 

P«i(uv,V*,t)=P*„I(t) ; P£ , t(Uv,V*,£,t)-P*ex^..t) 

Puissance virtuelle des accélérations: 

21 

P*s M = Jpt&Otf&t) uv(£)dVt 
22 

= Í J p t ^ t ^ ^ t J U v i ^ q ^ ^ D ^ d V . d Q ^ J ^ a e c ^ O d Q 

Puissance \ muelle des efforts intérieurs: 

P*UQ = JlA<3,D Uv(^)-|^t):grad^uv(ä)]dV t= ^ 

= " f[A(a.t) Uv(äH(^0:grad^v(^)]q(4(^,t) ,£)dV tdQ= p* i n t(£, t )dQ 

2.4.3. Axiome d'objectivité. 

On compare les deux écritures du principe des puissances virtuelles pour le milieu à 
phase continue, obtenues selon qu'on considère ledit milieu dans son ensemble ou selon une 
partition en phases, pour obtenir un corollaire valable dans les mouvements virtuels d'une phase 
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quelconque ou, ce qui revient au même, la définition d'une puissance virtuelle échangée entre 
phases. 

On dégage d'abord les conséquences du premier axiome du principe, postulant 
l'objectivité de la puissance des efforts intérieurs, et après celles du deuxième axiome, définissant 
l'équilibre. 

Pour l ' ensemble . 
Si on ne considère pas le milieu selon sa partition en phases, l'axiome du principe des 

puissances virtuelles définissant le caractère interne en référentiel galiléen de la puissance des efforts 
intérieurs, donne le résultat (S=LS(E,E)): 

¿A(2,t)dV,=Q 2 4 

P*mt(UR,t)=0 VUREUR,VV*ÇV t q ,Vt — 

<¡la®A(#,i)-:t(2,t)]dv,es( 

vv*çv, tq 

et donc, compte tenu des (8) (i.e. toute fonctionnelle linéaire d'un champ non observable est nulle): 

25 /*,„t(t) = -Ja(2.t):gradyUY<!B)dV, ; ^ E S e 

Par phase. 
Pour le milieu considéré selon une partition en phases on considère l'axiome 

d'objectivité pour chaque phase séparément: 

P*.nt(uR.»?t)=o VuReuR,VihEQe,vv*çvfc,,vt- 26 

^A(2,t)q(£(2,t),£)dVt=Q 

f [ ^ @ A ( ^ î ) - | ^ t ) ] q © ^ t ) , £ ) d V t e S e 

VO€Qe,VV*CV(q,Vt 

et on obtient par les (8): 

/*,ni(£.t) = -J¿/^.t):grad suv(^)qí¿(a.t) ,o)dV t ; ^ E S , 
27 

Compara i son . Con t r a in t e . 
Si on compare les puissances virtuelles de efforts intérieurs obtenues par les deux 

descriptions de l'éléments de volume du milieu faites (la puissance des efforts inteneurs d'ensemble 
est la somme sur l'ensemble des phases de la puissances observées par phase), on voit que les 
champs de contrainte a et aq coincident grâce à l'hypothèse (8), à un champ non observable de 
volume près5: 

P*inM = l>* ,n tx£ . t )dQ V u v e U v . V V Ç V r ç . V t 28 

<*&t)=â/3.i)+Ov(2.t) v a ^ v t . v t 

On peut en conclusion affirmer que l'écriture de l'axiome d'objectivité du principe 
des puissances virtuelles pour de puissances internes fonctions des phases défini le même tenseur de 

3 La contrainte o a été introduite par l'application du principe des puissances virtuelles à l'ensemble du milieu, 
tandis que la a„ découle du même principe appliqué par phase: ce n'est pas, donc, le même champ en tout point 

microscopique ^. 
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contrainte qu'on obtient pour des puissances indépendantes des phases si on néglige toujours et 
partout les fonctions non observables. Par cette hypothèse (8) la différence des deux champs de 
contrainte n'a pas d'effet sur les fonctionnelles linéaires de ces champs. 

2.4.4. Condition d'équilibre. 

Poor l'ensemble. 
L'axiome du principe des puissances virtuelles définissant l'équilibre mécanique à 

l'instant t dans un référentiel galiléen donne, le lemme fondamental ne pouvant pas être appliqué aux 
sous-domaines V*cVtq, la condition instantanée d'équilibre valable sur toute partie suffisamment 
étendue du milieu à phase continue: 

/Äext(t) + /*1nt(t) = /Äacc(t) VllV^Uv,VV*ÇVtq - 2 9 

' f{p(^,t)[2(^,0-1(^1)]+div^a(^,t)}dV t=Q 

vv*çvtq 

j |T(^t ) -a(^ t )n(^ , t ) ]dS F 0 

Par phase. 
Le même axiome s'écrit pour le milieu considéré selon sa parution en phases: 

n^xt(£D+/~ „KfU)]dQ = p*acc(&0<iQ Vuveuv,vv*çvtq -

v4 — — — — 

JjT<2.t)-ga,t)-n(ä,t)]- uv(2)q(¿(2,t).J£)dStdQ = 0 

30 

( 6 ) -

+ 
o\ 

Vuveuv,vv*çvtq 

j{p(^t)lE<ä,t)-x<a,l) |-Hlivao<^i)}q(Û[^t),d)dVt+ ^ ^ t ) - g r a d ^ ( ^ t ) , O ) d V , = 0 

Vo€Qe,VV*ÇVtq
 3 l 

j jT (ä . t ) -gfrl) a(^.t)]q(¿(^t),£)dSt=0 VJHEQe,VV*ÇVtq 

Le lemme de Gauss donne 
r * 3 0 b 

f f tT(^.t):grad^Uv(3)q©^t)£)d\'(dQ = 

J " " 
uv^XVtdQ 
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Compara i son . Force échangée. 

La définition des puissances par phase et de celles d'ensemble permet d'introduire 
une puissance mécanique échangée entre phases dont la somme sur l'ensemble des phases doit être 
toujours nulle: 

Vuveuv,vv*çvtq,vt 32 

n/« e x t(£,l)+F*m t(ö,t)]dQ= fP*acc(£,t)dQ 

î 

P%^£.t)+P*,n (<£.t)=/»a c t(£,t)+/»e ,c(£,t) V ^ Q e , V P * e , c : p* e x c (£ , t )dQ=0 

La densité volumique de cette puissance échangée P*eJÇC, et par conséquent la force 
qui lui est associée, peut être obtenue directement de la définition ci-dessus moyennant les résultats 
précédents: 

f c x c & l ^ r i e , c ( ^ 0 - U v ( 2 ) d V t
 3 3 

~~ V* ~ 

l c . c ( ^ £ , t ) = o ( ^ t ) g r a d ^ q Q ^ t ) , ^ VifcEQe,V3eVE,Vt 

D'après la comparaison entre la condition d'équilibre pour l'ensemble du milieu (29) et celle par 
phase (31) on vérifie que la somme sur l'ensemble des phases des forces fexc échangées entre elles 
est non observable de volume: 

<P Tcxc(M.t)dQdVt=0 VV*ÇVtt,,Vt 

En conclusion on voit que, si on écrit le principe des puissances virtuelles en prenant 
une phase isolée d'un ensemble conünu de phases, on obtient une condition d'équilibre (formule 
(31)) dans laquelle apparaît le tenseur de contrainte de Cauchy classique, à un champ négligeable 
près, et une force échangée entre phases dont la somme sur l'ensemble des phases est négligeable. 

Le même procédé pour mettre en évidence une puissance échangée entre phases peut 
être suivi en comparant les écritures d'ensemble et par phase des bilans d'énergie totale et 
d'entropie. 

2.5. Thermodynamique. 

2.5.1. Bilan d'énergie. 

On compare les bilans d'énergie totale écrits pour le milieu dans son ensemble et pour 
le milieu considéré selon sa partition en phases afin d'établir la forme du bilan d'énergie totale pour 
une phase quelconque ou, ce qui revient au même, pour définir un taux d'énergie échangée entre 
phases. 

Pour l'ensemble. 
On considère un sous-domaine V*£V(t¡ et on écrit les énergies, interne et cinétique, et 

les puissances, calorifique et des efforts extérieurs, reçues par ce sous-domaine. Ensuite on cent la 
conservation de l'énergie totale. Le théorème de l'énergie cinétique étant valable en absence de 
filtration7, on déduit le bilan d'énergie interne du bilan de l'énergie totale. 

En présence de filtration ce n'est que la partie "principale'' de l'énergie cinétique qui, par défini bou, vérifie ledit 
théorème, mettant en évidence une partie "de turbulence". Dans ce cas le théorème de l'énergie cinétique sert en fait 
d'a\iome de l'énergie cinétique principale et la définition d'une énergie cinétique de turbulence s'impose avant de 
dégager le concept d'énergie interne. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycristal-



236 
- Chapitre VI -

L'énergie interne, l'énergie cinétique, la puissance calorifique et la puissance des 
efforts extérieurs sont définies par les densités volumiques et surfaciques (notation simplifiée: 
E(V*,t)=E*(t)): 

E*(t) = Jp(^t)e(^,t)dV, 

K*(t )=4 Jp(2.Du(2,t) iK^.tkJV, 

C*(t) = Ji t^DdV, - Jcn^.D-ni^DdS, 

P*ex.(D = Jp<2.t>E<2-l)-u<2-l>dV> +_ fT(^t)-u(^t)dS, 

Le théorème de l'énergie cinétique (obtenu par le principe des puissances virtuelles 
appliquée aux mouvemcnLs réels) donne: 

**(0 - P**x(D = P*cM(D+P*int (0 VV*ÇVtq,Vl 3 6 

Le bilan d'énergie totale est: 

P T ï F P K ' f ^ P*„i(t)+C*(t) VV*ÇVtq,Vt 3 7 

Le bilan d'énergie interne (on rappelle que l'écriture locale de ces bilans ne peut pas 
être obtenue à cause des restrictions sur le choix de V*): 

E«m = -P*inI(i)+C«(l) VV*ÇVtq,Vt 3 8 

fp(^t)c\^tKJV, ^ J l^^ . t )g rad^u(^ . t ) +r(#,t) -div^(^, t)]dV t VV*ÇVtq,Vt 

Par phase 
On considère le se HIS-dorn ai ne V*CV,q, on écrit les énergies, interne et cinétique, 

observées par phase dans ce sous-domaine (notation simplifiée: E( V*,f>,t)=E*(v>,t)): 

E*(t)= f J|»(^.i)c(^i)q<^a.n.«r)dV,dQ= f E*(ft,t)dQ 

K*(t) = T f fm$AM$A> tH^.iHiQj>.l).£)dVldQ =JK:*(£,t)dQ 

39 

on écrit un bilan d'énergie totale pur constituant en prenant les dérivées matérielles des énergies par 
phase ci-dessus faites a f» li\é* <**Î gai Je la même notation car d ne dépend pas du temps): 

s \jt point matériel quon %mi dm** te cjk-ul d'une demée materielle n'est pas du même type au niveau 
macroscopique que et niveau ovcnnuif*<|ue 
_ au ni veau tnjcrwcnrwquc il *> agil «f une particule de man ère (classique), donc, par exemple, la dérivée 

malen die d'un intcgnti de ttiiunx d'une grandeur tolumique est l'intégrale massique de La dérivée 
matérielle de la grandeur « oiumique «jurmpundanie. on en déduit que la fonction d'observation doit 
être dérivée sot» le <agne d'intégrée atec ta variable observée; 

_ au niveau macroscopique la pt«nt malend n i placé dans l'espace profond, c'est à dire qu'il est en 
même temps un point gei<atctrmuc et une phase et donc, par exemple, ce n'est que avec les intégrales 
volumiques profonde» qu'on peut utiliser la regle de derivation citée. 
On en déduit que. pour que les démets materielles microscopiques et macroscopiques soient compatibles il 

faut effectuer les premieres a phac de reference (f)) fixée 
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40 [E=W,t)+K*(£,t)j = P*est(0,t)+C*(£,t)+R*(£,t) VtHEQe,\/V*ÇVtq,Vt 

J p ( # , t ) [ c 0 ( ^ ) + l ( 2 , t ) u ( 2 , t ) ^ ^ ^ 

V* — — dV* — — 

+ frt#,l)q(¿(#,t),#)dVr fa(2,t)-n(&t)q£(2,t),j^dS t + R*ífl;,t) 
Vrt — — ¿tf» — — — 

V ^ Q e , W * C V ! q , V t 

où R*(í>,t) est la puissance reçue par échange avec les autres phases qui est en même temps de 
nature thermique et mécanique, et qu'on va préciser de suite. Par définition R*, de même que P*exc, 
doit être nulle en somme sur l'ensemble des phases. 

Comparaison. Energie échangée. 
En comparant les deux bilans d'énergie, ayant transformé les intégrales de surface en 

intégrales de volume par le iemme de Gauss, on obtient l'expression par phase de R* (en intégrant 
(40) sur l'ensemble des phases Q, si on tient compte de la condition d'équilibre et du bilan d'énergie 
interne pour le milieu dans son ensemble, on voit que R* est nul en somme sur Q): 

R*Çf>,t) = 4 1 

= fp(M-t)[e(^t)-4il(^t)u(ä,t)]q©M.t)-^)dV r j T g ^ t ) u ( ä , t ) - g ( ^ t ) ] g r a d ^ q ^ , t ) , ^ } d V t 
J i J - — \* — 

V^EQe.VV'ÇV^.Vt 

On peut obtenir une condition d'objectivité de la puissance échangée entre phases en 
imposant qu'elle est invariante lorsqu'au champ des vitesses réelles u on rajoute une vitesse de 
l'observateur v constante dans le temps et arbitraire9: 

u'(2,t)=u(#,t)+Y ; R*'(O,t)-R*(O,i)=0 Vv,VdeQe,VV*ÇV,q,Vt — 4 2 

' Jp(3,t)q©2,t),|>>dVt=0 

VÎ*EQe,VV*ÇVtq,Vt 

xri — — — 

La première de ces équations est l'équation de continuité dans l'espace profond de la 
masse définie par globalisation (Cf. Ch. V § 4.5.3. et dans le dernière partie du présent chapitre le § 
3.3.1.): 

a 43 
/p(^t)q(^(^,t),ö)dvt=vl(a)p(2,0i,t)=0V(Ä,^eQ,,vt 

V|(A) 

9 La puissance échangée entre phases ne doit pas forcement être objective. Si on impose cette condition on 
particularise le modèle: pas d'échanges par discontinuités de vitesse, c'est à dire pas de filtration. Les deux équations qui 
en découlent montrent la pertinence du modèle obtenu. 
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on obtient ainsi une justification microscopique d'une des hypothèses de base du modèle de milieu 
continu profond (ce résultat assure que la masse macroscopique définie par globalisation dans 
l'espace profond est bien une masse au sens mécanique du terme). 

La deuxième des équations (42) est la conservation de la quantité de mouvement dans 
les "discontinuités" entre phases, c'est à dire l'équation d'équilibre de la force feXc échangée entre 
phases définie à la (33). On remarque que cette force est en équilibre (global sur le sous-domaine 
V*) avec une quantité de mouvement échangée par "convection" grâce aux changements de phase. 

Ces deux équations entraînent, comme on verra de suite, moyennant l'hypothèse (8), 
la nullité de la partie cinétique de la puissance échangée. 

cinétique): 
On écrit le bilan d'énergie interne par phase (par application du théorème de l'énergie 

Ê*(iKt) = -P*,nt(£,t)+C*(£,t)+R*e(^,t) V;ôiEQe,VV*ÇVtq,Vt •** 

fp(£,t)e<a,t)q(¿(^t),^)dV t+ fp(ä , t )e (ä , t ) toä , t ) ,^dV t = 

= ^^ t ) :g rad 3 u(^ t )q (¿ (^ , t ) ,u )dV t + 

+ Jft^,t)q©^,t),£)dVt- to.O-n(ä,l)q(£(ä,t),ü)dSt +R*e(tt,t) 

WHEQe,VV*ÇVtq,Vt 

où R*e(i>,t) est la partie interne de la puissance reçue par échange avec les autres phases (i.e. le taux 
d'énergie interne reçue par échange). 

Si on tient compte du bilan d'énergie interne pour le milieu dans son ensemble, et si 
on transforme l'intégrale de surface en intégrale de volume par le lemme de Gauss, on obtient la 
définition de la partie interne de la puissance échangée: 

R*(d,t)=R*e(<tt)+R*k(<M) 45 

R*eGLO = jp (ä , t ) c (^ t )q©^t ) .£ )dV t + Ja(3,t)-gradj,q(£(3,t),{^V t 

VJHEQe,VV*ÇV,q,Vt 

Par conséquent la partie cinétique de la puissance échangée entre phases est: 

R*k(£,t) 4 Jp(3,t)u(a,t) u(^,t)q(¿(^,t),£)dV r Ju(^t)-^ä. t )-grad aq(^(ä, t )^)dV t ^ 

VJKEQe.VVÇVtq.Vt 

On voit que, si les (42) sont vérifiées, alors, par l'hypothèse (8), cette partie cinétique est toujours 
nulle. 

En conclusion on a l'équation qui nous sera utile dans la deuxième partie du chapitre: 

Ê*(ô;,t) = 4 7 

= J p ( ^ t ) e ( ^ , t ) q ^ , t ) , £ ) d V ( + fy^t):grad^u(a,t)+r(a,t)-div3£(a,t)]q(¿(^t),#)dV, 

VÎKEQe,VV*ÇVtq,Vt 
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2.5.2. Bilan d'entropie. 

Pour l'ensemble. 
On écrit un bilan d'entropie pour le milieu dans son ensemble, en postulant que les 

apports volumique et surfacique d'entropie, dans un processus quasi-statique d'un système local 
isolé en contact thermique avec l'c\teneur sont donnés par la puissance calorifique fournie à 
température constante (échange ré\ ersible de chaleur) et en rajoutant, pour tout autre processus, un 
taux de production locale d'entropie massique r\: 

Jp(2.t)s°<3. i)dV,= 

\-* 
T<a,t) 

yi 

jtfco. 
T(£,t) T(^,t) 

aüt^i2dsl+v|p(a.t)TKa.t)dvt= 

ti«\»q<£.t) + q^. t ) • g ^ T ( ^ ' t ) +p(^,t)T](^,t) 

48 

.V* 

T-i&i) 

VV*ÇVIq,Vt 

Le domaine d'intégration n'étant pas de taille arbitraire, le postulat de positivité du 
taux de production d'entropie dott être écnl dans la forme de l'inégalité globale instantanée de 
Clausius-Duhem: 
_ dans tout processus: 

49 
fp(3.i)s-(3,iklV,- í ^ ^ d V I + f a í M í ^ i í d S t a O VV*£VI<t,Vt 

v* T(^.t) T(#,t) 

Par phase. 
On considere l'cntn>pic S*(l) d'un sous-domaine V*çV,4 comme somme des 

entropies S*(0,t) de ses phases à tout instant: 

S*(i)= fp(^.t)s(^.iHlV,= f ff)(^.t)s(^t)q(¿f^,t),£)dVtdQ= ft*(£,t)dQ 
50 

On calcule la dérivée materielle (0 five) de l'entropie par phase S*(ü\t) et on en écrit le bilan dans un 
sous-domaine V'CV^ arbitraire Dans ce bilan on introduit un terme H* d'échange (éventuellement 
en même temps surtaeiquc et volumique) a\cc les autres phases du sous-domaine, qui doit être nul 
en somme sur l'ensemble des phases 

+ fpi^J »rj^.tkjQa.n.mdV, +H*(£,t) 

V^EO«VV«ÇV tq,Vt 

51 

Comparaison. Entropie échangée. 
En comparant les deux bilans d'entropie on obtient l'expression par phase de 

l'échange d'entropie ¡en integrant < 50) sur 0 e t en tenant compte de (47) on voit que H* est nul en 
somme sur Q): 

Un modèle tnermo-meramqur de putvrn oa/-
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H*(tt,t)= r f p ( ^ t ) s ( ^ t ) q ^ J t ) , ^ + - ^ - g ( ^ t ) g r a d 3 q © ^ t ) , ö ) ] d V t 

v 4 L T ( & 1 > J 

On distingue dans H* un échange de type "convection", c'est à dire par changement 
de phase dans le temps (premier terme), et un autre de type flux par le gradient de la fonction 
d'observation q, qui représente, dans le modèle à phase continue, les discontinuités entre phases 
présentes dans le corps hétérogène réel. 

En substituant H* selon la (52) dans le bilan d'entropie par phase (51), on obtient le 
taux de production d'entropie par phase. On postule que l'inégalité du second principe est vérifiée 
pour chaque phase séparément: 

jp (a . t )T | (^ , t )q^ , t ) ,0 )dV t = 

v» 

d i v ^ t ) -r(&t) -g(^t)-gfaf^T(^t) +p(3,l)T(2,t)s(&t) 
T(#,t) 

voeQe,vv*çvIq,vt 

q(¿(2,t),d)dVt;>0 

Ce postulat est vraisemblable grâce à la régularité et à la positiv ile de la fonction d'observation et au 
caractère, arbitraire mais contraint par une taille minimale, du domaine d'intégration. 

L'équation nécessaire dans la suite du chapitre est la; 

§*(£,!) = ** 

=Jp(a.t)s(^t)q(¿(a.t),^dV, + Í ~ ^ - d l v ^ i y +P<&tW&0 q(¿(&D£)dVt 

V* 

VifcEQe,VV*CVlq,Vt 

2.6^ QmclusioiL 

Dans les paragraphes précédents on a vu quelle est la forme des équations de bilan 
thermo-mécanique pour un milieu à phase continue lorsque on veut écrire ces bilans séparément 
pour toute phase. 

En particulier il faut introduire une puissance virtuelle échangée entre phases dans 
l'axiome d'équilibre du principe des puissances virtuelles, cette puissance donnant lieu à l'apparition 
d'une force échangée, dans les équations d'équilibre, qui doit être nulle en somme sur les phases. 

Il faut tenir compte aussi d'un échange d'énergie interne et cinétique entre phases, ce 
dernier pouvant être considéré nul (absence de filtration), et d'un échange d'entropie. 

La partie principale de la valeur locale de ces échanges (i.e. leur valeur locale à un 
champ non observable près) a été obtenue moyennant la fonctionnelle d'observaüon introduite au 
chapitre précédent; ce sont en fait les gradients et les dérivées par rapport au temps de la fonction 
d'observation qui définissent les échanges (respectivement par flux et convectifs par changement de 
phase). 

Dans la partie suivante du chapitre on met en relation les bilans par phase écrits pour 
le milieu à phase continue (formules (42), (44) et (53) a-dessus) avec les bilans correspondants 
dans le milieu continu profond du Chapitre IV. Cela sera fait en postulant ces bilans équivalents 
(même variation de quantité de mouvement, même variation d'énergie interne, même variation 
d'entropie) tant si on les écrit dans un élément de taille minimale du milieu à phase continu que dans 
Je voisinage d'un point du milieu continu profond (point géométrique et orientation de phase). 
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3. Passage micro-macro 

?LL_Miaúiichsm 

Ce chapitre a la finalité d'identifier par des définitions classiques les grandeurs 
introduites pour le milieu continu profond du Chapitre IV. En particulier, dans la première partie, on 
a représente un corps matériel hétérogène par un milieu à phase continue dans un réfcrentiel d'espace 
géométrique classique; dans cette deuxième partie du chapitre, on envisage la comparaison entre le 
milieu à phase continue et l'image géométrique d'un milieu continu profond. 

Les deux modèles à comparer étant fixés, on s'occupe premièrement du type 
d'équivalence à imposer entre eux. Moyennant un minimum de postulats de départ on cherchera un 
nombre suffisant de conditioas d'équivalence pour que les grandeurs définies sur le milieu continu 
profond soient identifiées en fonction des grandeurs du milieu à phase continue. 

Le premier objectif est donc la position du concept d'équivalence à utiliser. Cette 
équivalence sera définie entre images d'un même corps moyennant deux référentiels différents avec 
des niveaux différents d'échelle géométrique. On postule, au fait, l'égalité des bilans massique, 
mécanique et énergétiques des deux milieux au niveau d'éléments de volume typo-topique (i.e. selon 
la définition donnée au Chapitre V, de mesure précisée, cas par cas, par le problème particulier 
posé). 

Par conséquent on obtient l'équivalence recherchée. 
En particulier le deuxième objectif sera l'identification des grandeurs du milieu 

continu profond; en particulier avec référence à une description eulerienne: 
_ masse volumique actuelle par phase p (et masse volumique initiale par phase); 
_ vitesse géométrique u et des phases w; 
_ contrainte géométrique de Cauchy a et contraintes des phases B, C, D; 
_ apport volumique de chaleur r, 
_ flux de chaleur géométrique q (vecteur) et des phases q (tenseur d'ordre deux); 
_ température T; 

Le cadre thermo-mécanique est le même que dans les chapitres précédents. D'un 
point de vue géométrique on considère les deux milieux coincidents: ils occupent instantanément le 
même domaine dans un espace géométrique absolu fixé. 

U!J^oies_prélimmaires. 

3.2.1. Bases du travail. 

On fait référence à l'opération de globalisation présentée au chapitre précédent et, en 
particulier, à la condition, nécessaire pour que cet opération ait un sens, d'existence de sous-
domaines typo-topiques dans les images microscopique et macroscopique à comparer d'un même 
corps (Cf. Ch.V § 4.5.2.). 

On considère un polycristal suivant un processus thermo-mécanique et ses 
descriptions comme milieu continu à phase continue (introduit dans ce chapitre) et comme milieu 
continu profond (introduit au Chapitre IV). 

Plus particulièrement, on se place dans l'espace euclidien E»Rn et on considère, dans 
le domaine V (en tant que milieu microscopique ou hétérogène), le milieu continu à phase continue. 

Dans ce milieu on considère des sous-domaines typiques V, c'est à dire, selon la définition qui a été 
donnée, contenants de l'information radicale sur l'agrégat (on rappelle qu'il peut s'agir d'éléments 
de volume staustiquement représentatifs de la structure microscopique). L'opération d'observation 
par phase est staustiquement significative en prenant pour support des sous-domaines typiques; par 
conséquent les considérations faites dans la partie précédente du chapitre sur le modèle de milieu à 
phase continue sont valables par rapport à tout sous-domaine typique. 

En particulier on observe que la taille de tout sous-domaine typique est inférieurement 
limitée, ce qui correspond aux développements faits pour le milieu à phase continue. 

On rappelle que la configuration initiale et actuelle du milieu à phase continue sont: 

yjEVoÇJVoÇR» ; #EV (ÇV t£Rn 55 
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La structure microscopique de la matière est identifiée dans ce milieu par la fonction 
de phase qui peut être définie tant en configuration initiale (notée Ço(y,t)) que en configuration 
actuelle (notée ç(^,t)). Cette fonction donne la rotation nécessaire pour superposer les axes du repère 
aux axes cristallins locaux, par conséquent on obtient la relation entre ses images dans les deux 
configurations (on rappelle que ^=Y(y,t) transformation inconnue; on remarque que l'image de la 
fonction des phases évolue dans le temps donnant une suite de Zj): 

Dans le même espace euclidien E on considère (en tant que milieu macroscopique ou 
homogène10) la partie géométrique, occupant le domaine D, du milieu continu profond. On 

considère dans ce milieu des sous-domaines topiques 0, c'est à dire macro-homogènes. 
La configuration initiale et l'actuelle du milieu continu profond sont respectivement: 

xeDoÇDb£Rn ;eeZo£QE 57 

»EDtÇDsÇR" iOeZtÇQE 

En superposant les images géométriques des deux milieux de façon qu'elles 
coïncident à tout instant, on suppose qu'il existe une partition "typique" et une partition "topique" 

des milieux coïncidents. On note V un sous-domaine "typo-topique" quelconque de cette partition. 
Dans la suite on va comparer les bilans thermo-mécaniques écrits pour les deux 

milieux dans tout sous-domaine typo-topique. En particulier il suffit d'imposer l'équivalence des 
bilans de masse, de quantité de mouvement, d'énergie interne et d'entropie pour identifier toute 
variable du milieu continu profond (macroscopique) comme fonctionnelle sur l'élément de volume 
typo-topique de variables du milieu à phase continue (microscopique). 

3.2.2. Notation. 

On rappelle la notation "-" pour l'image globalisée d'un champ microscopique a 
moyennant la distribution d'observation de mesure actuelle qdVt à support dans l'élément de volume 

typo-topique V (Cf. Ch.V formules ( 109) et ( 117)): 
58 

5(x,e)= óivyTx.e) ; S(a,f>,t)= â(#,t) (*,Jbt) 

3 3 . Cinématique. 

3.3.1. Relations de base. 

Mesures de volume. 
Soit un point macroscopique x dans la configuration initiale du milieu continu 

profond et un sous-domainc géométrique V(\) typique et topique qui contient ce point 
On note Vo(x) le volume (géométrique) initial de ce sous-domaine et Vt(a^t) son 

volume actuel (le point qui est en x en configuration initiale étant en a. en configuration actuelle 
indépendamment de sa phase par l'hypothèse de non filtration). On appelle dVo l'élément de mesure 
du volume microscopique (variable y) en configuration de référence et dVt le même volume en 
configuration actuelle; par définition des mesures: 

V0(x)= jXlV0 ; V,(*,t)= J*iV, 5 9 

V()U> Vt(£) 

1 ° La menuon d'homogène se justifie en prenant une "couche" (orthogonale à l'espace des phases) d'épaisseur do-
autour de la phase û du milieu continu profond: tout point de la couche est, au premier ordre, dans la même phase •&. 
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Masses volumiques . 
A la base du rapport entre bilans que l'on va établir il laut donner la relation entre les 

masses volumiques des deux milieux (c'est à dire donc l'identification microscopique de la masse 
volumique macroscopique dans l'espace profond). Ceci peut se faire en comparant les masses 
totales obtenues selon les deux modèles d'un même sous-domaine typo-topique (par le procédé 
illustre au Ch. V § 4.5.). L'égalité des masses volumiques initiales d'un sous-domaine typo-topique 
entraîne (le caractère typique est nécessaire pour que la fonctionnelle d'observation ait un sens, le 
caractère topique permet de confondre la masse volumique profonde avec sa moyenne volumique): 

|po(y)q(¿,(y,()),£)dv(!
 m 

V()(X) 

Po(.\,ü) = = po(x.iL) 
- jtiV„ -

V0<N) 

A l'instant l on a la définition et l'équivalence analogues: 

Jp(&0q(g2,t),£HlV, 61 

p(a,ïU) = = p(ac,0,t) Vi 
;dV, 

vt(2J 

La masse volumique du milieu continu profond est donc la masse volumique microscopique 
globalisée, et cela tant à l'instant initial que dans le temps1. 

La masse volumique dans un point macroscopique peut donc être notée 
indifféremment sans ou avec - (dans le premier cas elle dénote un champ défini dans l'espace 
profond, dans le deuxième clic dénote aussi une fonctionnelle d'un champ microscopique). 

3.3.2. Grandeurs lagrangiennes. 

Déterminant du gradient de la transformation géométrique. 
On peut comparer les deux écritures, microscopique cl macroscopique, du volume 

actuel d'un sous-domainc typo-lopiquc pour en déduire le rapport entre le déterminant du gradient de 
la transformation microscopique, Jy, et celui du gradient de la transformation géométrique 
macroscopique, Jx: 

' On observe que la fonction de distribution des orientations de texture (ODIO, notée g, définie comme une 
densité de probabilité sur la mesure des onentaUons (Cf. formule 11.20): 

PODrfr.'r- ' . . , fg(ft4)dQ(ft) VfeÇQ.Vl 6 1 b 

est déterminée en identifiant la l'oDj^fc.t) avec la fraction volumique des grains, contenus dans un élément de volume 
statistiquement représentatif \\, qui, à l'instant t. ont une orientation dans l'ensemble des directions b. Par la définition 
de masse volumique globalisée donnée on voit qu'on peut obtenir cette densité de probabilité par 

g(0_,t) -• = "~— Vl pour le point macroscopique ¿ 
- Jp(2.t)dVi <PX*.0 

V|(£) 

6lc 
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Vt(Z(x,t),t) =J 

-Jx(x,t)V0(x)=J,(x,t) ;dV0 

Vo(i) 

= /dvt = py(x,t)dv0 

I v,(S(i.n) v0(i) 

Jx(X.t) 

J3y(v,t)dV0 

VQ(&> 

/dV0 

V0<X> 

- Chapitre VT -

62 

<Jv>(X,t) 

la variation volumique macroscopique est la moyenne de la microscopique. 

3.3.3. Grandeurs eulenennes. 

Continuité de la masse. 
En écrivant l'équation de continuité de la masse du milieu continu profond en 

culerien, moyennant l'identification microscopique (61) de la-dite masse volumique, on obtient 
l'identification microscopique de la vitesse macroscopique w: 

ôp(a,#.t) 
-í-^p^+divaipíi^ouía,!)] +div#[p(a,£?t)w¡(a.Oít)] =o 

63 

les deux premiers termes de cette équation peuvent représenter la dérivée matérielle microscopique 
(donc avec û constante) de la fonctionnelle d'observation appliquée à la masse volumique, les 
coordonnées microscopiques $ et macroscopiques x pouvant être confondues à l'intérieur du 
domaine d'intégration): 

V t(a,t)tea,£,t)+d>va tlp(B.£,t)u(Ä,t)] = ^ Jp(2,t)q<£(2,t),£)dV t| 
64 

VttÄ) 
ö=cst 

Vt(*j 
on obtient donc: 

Jp(^t)gradcq(¿(^ ) t) .£):¿r r(^t)dV t=(i2 ) =-<livd fp(frt)q(&frl) ,g)&g(2,l)dV t 

Vt(¿) 

Vj'ía.Odivo Jp(^t)q©^t) ,ü)¿¿T(^t)dV t=div d [p(^£, t )w : (A,£, t ) ] 
65 

par intégration ries divergences on obtient l'identification microscopique de la variable cinématique 
macroscopique eulenenne w (la constante d'intégration étant un champ taux de rotation fonction de 
la seule position géométrique a et du temps, la relation a-dessous est valable à une rotation du sous-
domaine typo-topique près): 

~ Vii ai -£^ 

P(i#,t)w(a,û,t) = — =pîSfTîk,*,0 
= = = ;dVt — — 

V.(*j 

66 

Dans la dérivée inaiénelle de la fonction d'observation: 

to-l>£>| »=«,=g^Çi^-t).^ | ¿V> 64b 

apparaît le transposé de la fonction de phase car odlc-o est, par choix, une rotation relative aux axes du repère fixe (le 
gradient de q par rapport à ses arguments opère sur les tenseurs anti-symétriques, translations infinitésimales dans 
l'espace des phases). 

On rappelle que la fonction d'observation est relative aux distances dans Q; par conséquent les dérivées par 
rapport aux deux variables £ et ü sont d'égale valeur absolue et signe opposé. 
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Quantité de mouvement. 
L'identité de la quantité de mouvement d'un sous domaine du milieu à phase continue 

avec celle d'un point du milieu continu profond permet l'identification microscopique de la vitesse 
géométrique macroscopique u: 

> (^ t )u (^ t )q ( ¿ (^ t ) , ^ )dV t 

p(*,0,t)u(*,t) = =pu(avft,t) 
/dV t 

67 

On a fait l'hypothèse de non filtration par laquelle la vitesse géométrique ne dépend 
pas de la variable de phase: 

u(a>fM)=u(*,t) Œ 

Ce qui donne, en postulant nul le gradient par rapport à # de la fonctionnelle donnant u(£,t) selon la 
(67), une équation qui relie la fonctionnelle d'observation et la quantité de mouvement des particules 
microscopiques, et qui défini donc la pertinence de l'hypothèse de non filtration une fois que le 
modèle est fixé: 

^ 69 

g r a d 0 ^ U ( - = ' ° = Q -* Jp(ä,t)[u(if,t)-u(a.t)]®grad tqQ[ä,t),^dV t=0 
p(*,ftt) a 

vt<*) 

La fonction de phase étant arbitraire (avec dérivée première continue), cette condition est sûrement 
vérifiée si le champ différence entre la vitesse de milieu à phase continue et celle du milieu continu 
profond est non observable dans tout élément de volume typo-topique, ce qui engendre (par 
l'hypothèse (8)) la condition suffisante pour la validité de la (69) (q étant infiniment derivable et la 
fonction de phase Ç étant au moins C1): 

jlu(^,t)-u(Ä,t)Jn(^t)dVF() VU.ECO 
70 

Avec celte condition le gradient géométrique de la vitesse macroscopique est donné par la moyenne 
pondérée par la masse volumique du gradient de vitesse microscopique: 

^ 71 
p(a,#,t)gradaJi(Ä,t)=V;1(i,t) Jp(a.t)gradaU(3,t)q(£(2,t)£)dV,= pgrad^u {*,g,l) 

étant que: 

jtu(^,l)-u(»,t)]®grad^[p(^,t)qí¿(^t),ü)]dV, = 0 
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D'un autre coté la (69), écrite en fonction de la seule vitesse microscopique u(£,t) 
moyennant la (67), a comme solution particulière13: 

V#eV t(a) : u(2,t)=Uo(t)+E(t)-2+Qyt(âJ; Vu0(t),Vj¡(t)eLe(E,E),Vt 7 0 

qui est une condition de déformation homogène dans l'élément de volume typo-topique à une 
fonction non observable près. Ceci permet, en dehors du cadre actuel du travail, lorsqu'on choisi 
des éléments de volume typo-topiques qui sont représentatifs de la structure microscopique et 
élémentaires, la comparaison avec un passage micro-macro par homogénéisation en déformations 
homogènes. 

i4^Mécaniqu£. 

3.4.1. Mouvements ngidifiants. 

Mouvement géomét r ique . 
Au niveau microscopique les mouvements ngidifiants sont: 

UR(ä.t)=Uo(t)+ro.(t)^ ; VH¡EAe,VuoeL(R,E),Vt 72 

on obtient pour la vitesse géométrique macroscopique, en partant de son identification 
microscopique (67): 

V,(£t)p(a,0,t)UR(ft,t)= ^ 

=Uo(t) Jp(^t)q(¿(^,t),^)dV t+ ¡ s(t)- J p í & O ^ Q t a . O ^ d V e 

=Vt(^,t)p(Ä,£.t)[u0(t)+ro(t) ^ ( Ä ^ t ) ] -> uR(a,l)=Uo(t)+TOjlt)-ft 

avant identifié le point ^G> barycentre des masses de ¡a phase t) dans V{(x) (voir note précédente), 
avec le point x. 

- 74 

äcX^ö.t) = ̂ * , J t t ) = Ä 
P 

(en effet, à cause de ¡a différence d'échelle géométrique, au niveau macroscopique tout point j< du 

milieu microscopique contenu dans un V,(at) est confondu avec le point macroscopique ifc). 
Le mouvement ngidifiant de la géométrie macroscopique est donc de la forme 

classique, en cohérence avec le mouvement ngidifiant du milieu microscopique. 

13 Ce qui se voit en v énfiant. par le théorème de la moyenne, l'identité: 

3Gtt.£.«>® Jp(2.t>gnidtqi£(2.t)£)dYt= jçfy\)^^^&l)&p.'i 

V|<4) Vt(¿) 

où on défini le ban centre de la phase ft dans V ((¿) à l'instant t: 

70b 

70c 

VtlÄ» 

-Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM-



247 
- Equivalence microscopique -

Mouvement des phases. Positions dans l'espace des phases. 
Un mouvement ngidifiant au sens du milieu continu profond est tel que l'oncntaüon 

représentant le matériau suit la géométrie de la matière dans son mouvement rigide. Pour que le 
mouvement de l'image microscopique du corps soit ngidifiant aussi dans le sens de sa parution en 
phases, il faut que la fonction de phase évolue suivant la rotation du corps (on rappelle qu'on a 
choisi l'orientation des tnèdres du réseau cristallin par rapport au repère fixe comme phase). 

Cela s'exprime en affirmant que, dans tout mouvement ngidifiant au sens des phases: 

uR(2.t)=Uo(t)+uF(t)-3 et |J¿T(a,0]R=w(t) V(UO,TO)
 7 5 

Vue l'identification microscopique de la vitesse des phases dans l'espace profond, w (formule (66)), 
on obtient le mouvement ngidifiant macroscopique dans l'espace des phases: 

p(£jtt)wR(a,fkt)= pEFkTtót)=p(^t)w(t) — w (̂a,u,t)=g(t) 

ce qui confirme la définition de wR dans l'espace profond donnée au Chapitre IV (formule (IV.62)). 

S^JEhfnnodyjiaiiiique, 

3.5.1. Bilan d'énergie interne. 

\jà. variation de l'énergie interne (ou totale) d'une phase d'un sous-domaine typo
topique est à tout instant la même tant dans le milieu à phase continue que dans le milieu continu 
profond, quelque soit la phase et le sous-domaine typo-topique (identifié par n'importe quel point x 
à son intérieur) en objet: 

ÊiV t(*),£,t)= j p ( ^ t ) e ( ^ t ) q ( | ( ^ , t ) , t f ) 3 V F V t ( ^ t ) p ( ^ t ) l ( ^ t ) V(V,(k),£,t) ^ 

V,(St) 

i.e. (formules (47) et (IV. 103)): 

Jl^&t):grad>ii(3,t) +r(#,t) -div^(£t)]q(j;(ä,t)£>dV t+ ™ 

V,(4) 

+ /p(^.t)e(a.l)q(^(3.t).ö)dV t= 

Vt(Ä) 

=V,(B,l)^a,^,t):gradJtu(Ä,t) +V t(£t)j |(a,£,t):[gradaU(^t)-^(Ä,£,t)] + 

+V^t)C(2,f^t) ;grad^(2, ;ô : , t ) +V,(i,t)D(^i|,t)=grad f l^(a,j|,t) + 

+V,(*,Ur(*,tM) -V,( i t )d iv^(a ,£ , t ) -V,(*,f)div#£(*,£,t) V(*,£)£Q t ,Vt 

Contrainte de Cauchy. 
Les deux bilans de la (78) doivent coïncider dans toute transformation 

macroscopique, c'est à dire quel que soient les variables u, w, q (vecteur), q (tenseur d'ordre deux) 
et r. On peut donc identifier deux à deux les termes des deux cotés de l'identité de façon arbitraire, 
pourvu que ladite identité soit vérifiée dans toute transformation macroscopique. Ceci donne donc 
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une explication microscopique cohérente du jeu de variables macroscopiques14 (on note —* 
l'implication non nécessaire). 

En se rappelant des définitions micro de w et u, on peut identifier la contrainte de 
Cauchy du milieu continu profond moyennant la contrainte de Cauchy du milieu à phase continue (il 
faut noter qu'une vitesse u arbitraire à gradient antisymétrique ne serait pas découplée du champ w): 

Vu à gradient symétrique; ̂ y_=0; div^cpO; div#q=0; r=0; (78) — 79 

c^a,£,t):grada,u(^t)=v;1(at,t) J^^t):grad^u(^,t)q(¿(^, t) ,£)dVF Œgrad^u (*,0,t) 

et on peut idenüfier ia contrainte de Cauchy macroscopique par intégration sur l'ensemble des 
phases: 

^i,t):gradaja(ä,t)= m 

= Jo(^£.OdO;grada,u(Ä,t)=V l
1(it) f ^^,t):grad^u(^,t)q(¿(^,t),^)dV tdQ= 

^ ! vt(i) 

=V|'(*.t) ^^.t):grad^u(^,t)dV t=<Œgrad^u)(i,t) 

la puissance des efforts intérieurs est donc conservée en moyenne sur l'élément de volume typo
topique dans le passage micro-macro: le iemme de macro-homogénéité de Hill-Mandel est valable. 

Si, en iHJtrc. se \ énhc la condition (70) (i.e. toute fonctionnelle à support typo
topique de la différence entre \ ites.se microset>pique et macroscopique est négligeable), la contrainte 
de Cauchy du milieu cx>ntinu prolorul est teile que: 

^ 81 
pgräTTÄT ^ . 

t*2.0,u —^-ià-tt'l) - ojgrad^u (a,ô;,t) " Œ r» Œ ~ — 

la puissance des efftwxs intérieurs par phase, calculée par globalisation, est égale à la puissance 
exercée par la contrainte de Cauch\ du milieu continu profond par le gradient des vitesses 
microscopique moven pondéré par b masse \oJumique (globalisation et moyenne ayant le même 
support typo-topique» 

Chaleur . 
L'apport volumique de chaleur dam l'espace profond peut être lié à la grandeur 

microscopique corrc%pondante par l'idcnuie des %anauons d'énergie obtenues par un apport 
volumique arbitraire de chaleur dans les dem modèles, tout autre flux d'énergie ou variable 
cinématique étant nul 

Vr; antsymgradu^>: » =^: dn Ä*j=0. dn <*!=<*: (78) ~- 82 

De façon analogue un cent la rdaùon entre flax de chaleur 

1 On remarque duot qur les reJatmr» quem obtient dans la suite ne sont pas nécessaires, elles ne font que définir 
(de façon arbitraire HUBS physiquement cuœequcnic} le» variables du milieu continu profond, par sa nature tout passage 
du microscopique au maut.Muj{«que est dcptiun u d'irapiicaucns nécessaires. 
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Vcj; Vc|; anLsymgradu=(); \v=(); (78) —*• 

v,(a,t)[diva3(a,^t)+di\'(a!(*.^t)]= Jdiv^(^t)q(I(M,t)^dVt 

V I A ) 

qui permet d'identifier15: 

83 

divag(a4,t)=v;1(a,t) Ja(&t)-n(&t)q(£(3,t),fl)dV, 
84 

divö£(Ä,£,t)= V;'(a,t)divo J3(2,t)-grad^(2,t)q(];(2,t)£>dV t -* ( e n intégrant) 

£(ä,£,t)=ä*(*,l) +Vt
1{^,t) J g ^ U g r a d ^ ^ t i q ^ t J ^ V , 

On remarque que le flax de chaleur inter-phasique (q tenseur d'ordre deux) est donné 
par la composante du flux de chaleur microscopique sur le gradient de phase observée par la 
fonctionnelle d'observation. Par conséquent on peut avoir, d'un point de vue du milieu continu 
profond, un flux inter-phasique non nul en absence de flux géométrique et vice versa, pourvu que le 
flux microscopique soit non nul. 

La divergence géométrique macroscopique est donnée par le flux traversant la surface 
du sous-dornaine typique microscopique. 

Contrainte» de phase. 
Finalement on peut supposer, ayant postulée l'équivalence des bilans d'énergie 

interne selon les deux modèles, que les puissances en jeax par variation de phase et par la partie 
antisymétrique du gradient de vitesse dans un sous-domaine de l'espace profond sont égales à la 
puissance échangée par la "oonvecuon" duc aux changements de phase dans le sous-domaine 
correspondant du milieu à phase continue, pourvu que ce sous-domaine soit typo-topique. 

V t ^ t ^ a ^ t i r f a n t s y m g r a d ^ u ^ t ) -vv(*,JU)] + 

+V !(a,OÇ(£&,t)sgrad^(a,fU) +Vt(a,t)p(a,0,t);gradfllw(Ä,Ort) = 

= Jp(2.t)e(2,t)q<S2,t),£)dVt 

85 

1 ' Passages: 

J3(2,t ) • grad^qfg .̂O £)dV t 

vt<i) 

= f g ^ D g r a d ç q ^ i ^ t K u ^ g r a d ^ ^ D d V , = - <fcve J g ^ . t ) grad^t)q(g^, l ) ,#>IV t 

84b 
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En fait l'intégrale exprimant cette dernière puissance peut être écrite comme la divergence par rapport 
à & d'une fonctionnelle d'observation dans laquelle apparaît la vitesse de la fonction de phase16. 
Cea montre que le second membre de la (85) ci-dessus est une puissance par taux de rotation des 
phases ainsi que les termes au premier membre. 

3.5.2. Bilan d'entropie. 

De même que pour l'énergie interne, on postule l'égalité des variations d'entropie par 
phase, pour tout sous-domaine typo-topique, toute phase et tout instant, obtenues par le modèle de 
milieu à phase continue et par celui de milieu continu profond (niveau microscopique et 
macroscopique): 

â(V,(a)£,t)= rp(a,t)s(^,t)q(¿(^t),^)dV t=V1(i,t)p(a,£,t)s
0(a,£,t) V(V t(2),£,t) 

86 

i.e. (Cf. formules (54) et (IV. 105)): 

+ 

Jp(ä.t)s(2,t)q(Ü2,t),£)clV, 
vt<a> 

« M _ . * v » * » 0 + ^ Q g r a d ^ t ) 
TQ¿,t) T(3,t) T-(frl) K a l d 

87 

q(£(3,t)£)dVt= 

V,(*> 

rtaL#.î) div^qí^íy.O+divoqíík,^,!) erad»TYa:t) 
=Vt(*,t) = - V,(jt,t) * a - = Í S ^ = = - + V l ( k , t ) q ( k , ^ t ) £ ^ ^ ^ i + 

Ä T(*,t) T(*,t) , V Ä ' ^ ^ T2(a,t) 

+vt(a,t)p(a,£,i)Ti(a,*,t) 

V(a,£)eQ„vt 

dans tout processus macroscopique, c'est à dire quel que soit r/T, q/T (vecteur), q/T (tenseur 

d'ordre deux) et r\ macroscopiques. 
Les identifications de l'apport volumique d'entropie et du flux surfacique d'entropie 

peuvent être faites en analogie avec celles de l'apport volumique de chaleur et du flux de chaleur 
faites en partant du bilan d'énergie interne. Cela conduit à une condition sur le champ de 
température, pour que les deux identifications ainsi obtenues pour r, q (vecteur) et q (tenseur d'ordre 
deux) soient compatibles entre elles. 

Pour identifier le taax de production d'entropie on tient compte de la nature 
cinématique des changements de phase et de la possibilité d'un apport de chaleur ponctuel arbitraire. 

*" Passages: 
y. o 85b 

Vt(£) 

= Jp(^.t>e(a,l)gradCqg ;(^,t).£):|¿ r(3.t)dV t = ~divd Jp (^ , t ) e (y , t )q ( | ( ^ , t )£^ T ( ^ , t )dV t 

Vite) V,(*> 
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Apport volumique et flux surfacique d'entropie. 
Comme pour l'apport volumique de chaleur, on identifie le terme dans l'espace 

profond en r(at,#,t) avec le terme microscopique en r(^,t) dans te bilan d'entropie par phase (87): 

r(a,tf.l) ¡ 
- ^ =vt'(a,t) 
T(*, t ) ' 

f^|^(¿(^0,^)dVt = ^ , £ , t ) 

v t ( i ) 

88 

De même on peut identifier les flux de chaleur dans l'espace profond en partant de 
'identité des flux d'entropie dans le bilan d'entropie par phase (87): 

qCtft.t) di\W2:,d,t) 
V , ( a , t ) d i v ^ - = +V,(*,l) y ~ = 

T(a,l) T(2,t) l(3 ' c^ ~ 
• ( 1 7 ) 

Vt(4) 

89 

qU.O.t) , 

T(*,t) ' 

fg(3,t)n(#,t)_ / W i j 

-r/. \ q(^,(^,t),^)dS, T(#,t) 

¿V,(¿) 

' ' / £(2,0,t)=^«(i,t) T(ä.t) V, '(£.!) g r a d ^ l ) - ^ q r i ( ^ , t ) , ö l ) d V t 
Hä-t) — 

V Ä ) 

Production d'entropie. 
La phase qu'on uulisc pour distinguer les constituants du milieu est une variable 

mécanique. On peut donc supposer qu'il existe des processus d'échange thermique en absence de 
vitesses des phases cl des pnxessus de changement de phase en absence de flux de chaleur et 
variations de temperature (cela est physiquement réaliste pourvu qu'on puisse piloter les processus 
en question par un apport volumique de chaleur approprié, ce qui est admissible du point de vue 
thermodynamique). 

Il s'en suit que le terme de "corn cction" d'entropie par changement de phase (premier 
terme du premier membre de îa (KT)) n'est associe (aux deuxième membre) que avec celui de 
production d'entropie (dernier terme) le taux de production d'entropie d'une phase dans l'espace 
profond représente tant le taux de production d'entropie microscopique observé sur cette phase que 
l'entropie microscopique échangée par la Vomccüon", due aux changements de phase, à partir des 
autres phases: 

VI<¿.t)f»ía,£.üi1í*.f>.i)= 

= /p<£l>m3.lk|<¿t£l>ítkiV,+di»n Jpí^l)s(^,t)¿(^,t)q(¿(^t),£)dV t 

90 

V|(A! S 'A' 

' ' Passage: 

K&^^ 89b 

J 
V i ' 

j 1(̂ .1) W « J T(2.t) f 

• V ¿ » V i > 
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Température. 
En comparant l'identification microscopique de r (ou celles des q) obtenue du bilan 

d'énergie interne avec celle obtenue du bilan d'entropie, on obtient une condition sur la température 
dans l'espace profond qui est en accord avec l'hypothèse de température uniforme sur les phases 
(i.e. champ T dans l'espace profond indépendant de &): 

9] 
- — JV^t)q(¿(2,t)£>dVF f ^ q ^ D ^ d V , 
I(ÄOvt(Ä) . J T ( ^ l ) 

V(ä,ü)EQ t ,Vt,Vr 

l'apport volumique extérieur de chaleur, r, étant arbitraire, cela peut s'écrire: 

Vqi fonction suffisamment régulière sur Vt(X),\ffï,Vl 

Si on considère le dc\ eloppement de l'inverse de la température microscopique autour 
de l'inverse de la température moyenne du sous-domaine typo-topique en objet, la moyenne étant 
pondérée par une fonction arbitraire k: 

T(2,t)=TmX(V,(a),t)+ex(ä,t) 

JT(3.0k(2,t)dV, 

Tm X(\?,(2),t)=— ; Tml(9,(a),t)=(T>(Ä>t) ; JÖx(^.t)M^.t)dVt=0 VX 

v tÄ) 

•r l(a.*>=T^ l(â),i)+2(-i)--7 

93 

ntî' 'C!^®-') 
on obtient que ia condition (92j se traduit en: 

94 

T(Ä,t)~ 
V,(â) 

JV(ä,t)dVt 

oc 
(-l)n 

TmX<Vt(i),t)-t(Ä) n=I T ^ í ^ í a ) , ! ) . ^ 

et on obtient donc une identification microscopique de la température macroscopique qui vérifie la 
condition d'indépendance de la variable de phase qui avait été postulée dans le modèle 
macroscopique: 

95 
T ^ t ^ T ^ . ^ . t ) 

si et seulement si il existe une fonction poids X telle que (condition nécessaire et suffisante): 
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/K(2't)(p<^l)dv< % 

00 _ J 

3k: V(-l)" T ( ^ l ) ^ =0 V ^ V ^ Í ^ e o t . V t 

VtÄ) 

qui est vérifié si (condition suffisante): 

3X_. e ^ ' ° « i v^e\7t(Ä),vV,(a),vt 

Nous appelons cette dernière condition, lorsqu'elle est vérifiée pour X=\ constante, condition de 
température presque uniforme dans tout sous-domaine typo-topique du milieu microscopique (à 
l'intérieur d'un tel domaine les oscillation de la température autour de la température moyenne sont 
négligeables par rapport à celle-ci). 

Lorsque la condition de température presque uniforme est satisfaite par le milieu à 
phase continue, alors les deux identifications données pour l'apport volumique de chaleur et pour les 
flux de chaleurs, tant à partir du bilan d'énergie interne que du bilan d'entropie, coïncident. 

On remarque en outre que, sous la même condition de température presque uniforme, 
l'échange d'entropie entre phases par flux de chaleur (qui dans le milieu à phase continue est 
représenté par le produit du flux de chaleur avec le gradient géométrique de la fonction de phase), est 
fait à température constante, et est donc réversible. Cet échange est représenté par le tenseur d'ordre 
deux q dans le milieu continu profond qui n'apparaît pas dans l'inégalité de Clausius-Duhcm, ce qui 
correspond bien à son caractère réversible. 

3^6.-BcmaxqiiejLcLcojiclusiûri. 

3.6.1. Fonctions non observables. 

Une fonction, définie sur le milieu à phase continue, a été dite non observable de 
volume si son intégra] de volume est nul quel que soit le sous-domaine typique support de 
l'intégration. C'est le cas, comme on a vu dans ce chapitre, des fluctuations du champ de vitesse du 
milieu à phase continue autour de la vitesse macroscopique qui, si le sous-domaine support de 
l'intégration est aussi topique, est umforme sur ce sous-domaine. 

Si le caractère typique n'engendre pas une taille minimale, on peut affirmer, par le 
lemme fondamental, qu'une telle fonction est nulle en tout point du milieu, et obtenir par conséquent 
des équations locales régissant l'évolution du milieu. 

Dans notre cas cela n'est pas possible, mais on a introduit une hypothèse qui permet 
de faire "comme si" ce lemme pouvait être appliqué: on a négligé toute fonctionnelle linéaire des 
fonctions non observables à support typique (c'est à dire pourvu que les support ne soit pas trop 
petit; hypothèse (8)). C'est grâce à cette hypothèse qu'on a pu distinguer les termes d'échange entre 
phases dans les diverses équations de bilan par phase. 

En conclusion, le caractère approchée de notre analyse du milieu à phase continue est 
évident: les échanges identifiés ne sont tels que à un champ non observable près. D'un autre coté les 
erreurs ainsi introduites n'affectent pas les résultats obtenus pour le milieu continu profond. 

3.6.2. Limites de l'observation. 

Les termes d'échange entre phases dans le modèle à phase continue sont, à la limite 
d'une observation exacte (noté q la fonctionnelle d'observation et ô la distribution de type Dirac 
donnant une observation exacte, avec référence aux définitions (33), (45), (46) et (52) et en se 
rappelant que toute dérivée de la mesure de Dirac peut être déplacée sur la fonction mesurée en la 
changeant de signe): 

-Un modèle thermo-mécanique depolycristal-
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V ^ Q e , V t s8 

lim P*exc(¿,t) =-mes{dVfh}^u-CTn(^,t)) 

< P ^ l ) ) v -<div t ó ( a . t ) ) 1 limR*e(ft,t) =-mes{Vôt} 
q^ö — >"ôt \ ? a £ ' V d t J 

l im6R*k íO,t)=-mes{V f H}(pu-^,t))V A t+mes{dV e ,}(u- ign(^t)) a V m 

IiinH*(£,t)=-mes{Vd t}^ps(^t))Vfh-nics{aV0 l}(T->a(a,t))aVot 

avec V t̂ ensemble des points en phase •& à l'instant t, dans le sous-domaine V* support de 
l'observation (ce support n'étant plus restreint par la classe Vtq), supposé être constitué par l'union 
d'un ensemble fini de sous domaines de Vt (de façon que les mesures indiquées aient un sens): 

V o t ={^eV*ÇV t : £<2,t)=£} VttEQ^Vt " 

Bien que de telles limites n'aient pas de signification physique, à cause des limites de pertinence du 
modèle à phase continue, ils montrent clairement la signification des termes d'échange. 

3.6.3. Postulat de l'état local. 

On considère le miiieu à phase continue et on se pose le problème de définir des 
fonctions actuelles locales de comportement moyennant la méthode des variables internes. Une fois 
défini un ensemble de variables d'état, observables et non (parmi lesquelles peut apparaître la 
fonction de phase, sauf à en étudier l'objectivité), on postule que le corps dans son processus peut 
être décrit par un ensemble, sur le domaine qu'il occupe, et par une suite, dans le temps, d'état 
locaax. Chaque état local étant complètement décrit par la donnée de l'ensemble des variables d'état 
choisies. 

L'ensemble des variables d'état est en relation avec le type de processus étudié; ces 
derniers étant établis, il existe une restriction sur le premier. Le choix des variables d'état est en fait 
soumis à la condition d'existence de processus de décharge adiabatique pouvant être décrits par 
relaxation d'un certain nombre de ces variables (e.g. température vers une température uniforme 
égale à celle de l'extérieur du corps et déformation vers un état de contrainte nulle ou sphénque), 
toute autre variable étant fixée à l'état actuel. 

Pour un polyerista] l'orientation locale du réseau est une variable du comportement 
qui ne peut pas être négligée. Rus particulièrement, la déformation plastique étant anisotrope, devant 
choisir cette déformation comme variable non observable, on a le problème d'identifier à tout instant 
et en tout point du milieu les directions locales de cette anisotropic, c'est à dire les directions locales 
de glissement. 

Sans rentrer dans les détails du problème (qui ont été exposés dans le Ch.IV § 5.3.), 
on considère ci-dessous un postulat de l'état local formulé avec les hypothèses nécessaires, pour des 
matériaux hétérogènes localement anisotropes tels que les polyenstaux, à l'élimination des 
indéterminations introduites par l'anisotropie18. 

Dans un processus irréversible d'un système thermo-mécanique hétérogène 
localement anisotrope, pour une échelle de temps et une échelle d'espace fixées et dans un référentiel 
inertie!, il existe en tout instant un ensemble de configurations locales aux propriétés locales 
instantanées suivantes: 

1 8 Cf. [Mandel, Cours. 1971], [Mandel, 1982), [Cleja-Jigoiu el Soós 1990J, le postulai tel qu'il est présenté est 
une synthèse originale tirée de ces travaux. 
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(premiere partie) 
_ il existe un état d'équilibre local instantané défini par un ensemble de variables d'état: 
_ il existe des équations de comportement telles que toute inconnue constitutive est 

fonction locale instantanée des variables d'état; 
_ il existe des potentiels de dissipations locaux instantanés (condition suffisante pour la 

validité du théorème d'Onsager et pour qu'il existe des lois d'évolution et de 
enteres); 

(deuxième partie) 
_ existence locale iastantanée d'un trièdre constitutif, matériel ou non, par rapport 

auquel le comportement est invariant; 
existence locale instantanée de l'état neutre après décharge thermo-élastique locale 
instantanée; 

_ unicité locale iastantanée de la déformation plastique (conjecture d'auto-cohérence 
locale). 

La première parue est classique pour tout milieu continu dissiparif; la deuxième 
précise le repère de l'application19 (même si non matériel, comme dit au premier point) et il en 
postule le caractère opérationnel pour la détermination de l'état actuel (deuxième et troisième points). 

Si on compare le postulat ci-dessus avec celui correspondant pour le milieu continu 
profond (Ch.IV § 5.3.2. "Postulat de l'état local") on voit que l'espace profond permet de "relâcher" 
la deuxième partie qui est, dans le postulat ci-dessus, très forte. 

En fait le terme "local" fait référence aux points matériels et donc se traduit, dans le 
modèle classique, "en tout point géométrique". Dans le modèle profond (où ce terme devrait être 
traduit "par point géométrique et par phase") on a fait l'hypothèse supplémentaire que la 
fragmentation de la configuration géométrique naturelle correspond à la partition du milieu en 
phases; cela signifie qu'on donne au terme "local" en objet la signification de "par phase" qui 
entraîne de restrictions moins fortes (on peut avoir plusieurs points matériels dans ta même phase). 

1 9 \jt tnèdre constitutif est, en général, non unique. Cela donne lieu à des méthodes type Tailor-Bishop-Hill pour 
les métaux ou L-.tchecopar pour les roches qui rajoutent autant d'équations qu'il faut dans le système thermo-mécanique 
pour identifier un trièdre unique (en effet, mais cela revient au même, ils assurent l'unicité du système de glissement 
actif). Si ou accepte cette démarche, au lieu de postuler l'unicité du trièdre constitutif, il faut modifier le quatrième 
point par "existence ... de plusieurs tnèdres constitutifs,... " et rajouter dans le modèle un critère de choix (énergétique 
ou géométrique ou autre). 

-Un modèle thermo-mécanique de polycrisial-
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4. Conclusion. 

Dans ce chapitre on a étudie la signification du modèle de polycristal dans l'espace 
profond et on a su l'expliquer faisant appel à des concepts et à des définitions classiques de la 
mécanique et de la thermodynamique des milieux continus. Par conséquent on peut accepter comme 
réaliste un modèle qui n'avait été introduit que par des raisonnements formels et poursuivre son 
étude sachant qu'elle n'est pas dépourvue d'intérêt pratique. 

En outre c'est le mécanisme même de cette explication du modèle qui, permettant des 
comparaisons avec des modèles classiques, nous donne un moyen possible de poursuite de l'étude 
en objet. On rappelle en fait qu'on ne peut définir davantage le comportement lié aux contraintes de 
phase: ce comportement peut être inféré par une étude numérique classique (avec description d'un 
agrégat type) et une observation approchée par globalisation. De même, lors d'une étude 
expérimentale, on pourra régulariser les mesures effectuées selon le même principe. 

De tels développements doivent être laissés à une phase du travail successive à la 
rédaction de cette thèse. Dans la partie suivante on étudie la cohérence mathématique du modèle 
proposé dans la Deuxième Partie du travail. 

-Un modèle thermo-mécanique de polycristal-
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Axïomatique classique 

1. Introduction. 

Dans cette quatrième partie du travail on défini l'axiomatique générale dans laquelle 
peut être encadré le modèle de polycnstal présenté au Chapitre IV et l'exemple plan du Chapitre III. 
Cette axiomaüque représente aussi, à cause de sa plus grande généralité, un outil pour bâtir d'autres 
modèles thermo-mécaniques non classiques dans le sens d'un "approfondissement" de la 
représentation des corps matériels vers les racines du comportement de leur matériau constitutif. 

L'étude de ce cas général est nécessaire pour donner le définitions classiques de la 
mécanique de façon cohérente avec, d'un coté, l'intuition usuelle de corps matériel et, de l'autre, 
l'utilisation d'un référentiei d'espace "profond" (on rappelle qu'on synthétise avec cette 
dénomination l'espace produit cartésien de l'espace euclidien, référentiei de la géométrie de la 
matière, avec un espace des phases, référentiei, en bref, du comportement). 

On donne d'abord, dans ce chapitre, un résumé de la mécanique axiomaüque 
classique, selon une interprétaUon du cadre axiomaüque dû à W.Noll et C.Truesdell (Cf. [Noll 
1974| et [Truesdell 1977)), aruculé en quatre parties: définition de l'univers matériel et des 
référentiels pour le représenter (§ 2.), cinématique (§ 3.), mécanique (§ 4.) et thermodynamique (§ 
5.) des corps matériels. Ce résumé est proposé afin de fixer les notations et de faciliter la lecture, 
ensuite, du cas non classique; par conséquent il se limite aux passages de base et à quelques 
remarques utiles dans ia suite. Les références bibliographiques pourront sûrement donner une vision 
plus large du sujet. 

On souligne le fait qu'il s'agit d'une interprétation de ladite axiomatique classique car 
on essaye de s'approcher du cadre qu'on a plus l'habitude d'utiliser. Notamment on a modifié, dans 
cette présentation, la façon dont on introduit les forces et la définition de l'équilibre mécanique, en 
substituant au concept primitif de force celui de puissance et à la définition d'équilibre en termes de 
somme de vecteurs et de moments de vecteurs celle en termes de puissances virtuelles. A cette fin on 
a suivi la démarche présentée par P.Rougce (Cf. [Rougee 1980]). On remarque que les bases pour 
montrer l'équivalence des deux systèmes d'axiomes (par les forces ou par les puissances) ont été 
donnée par W.Noll en 1959 (Cf. f'Noll 1963}). 

Dans le Chapitre VIII, suivant le schéma de ce Chapitre VII, on donnera les 
définitions valables pour le cadre étendu proposé. 
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2. Univers matériel et monde des événements. 

UJnl roducüon . 

On défini tout d'abord une structure intrinsèque aa\ corps, appelés matériels, en 
supposant qu'ils sont soumis à une relation d'ordre, qu'ils ont une masse, qu'ils peuvent avoir une 
forme, qu'il existe des interactions entre eux. 

La structure de l'univers matériel est spécifie davantage par l'expérience qu'on peut 
en avoir, c'est à dire par la représentation des corps matériels dans un monde d'événements. Dans 
une deuxième partie on construit donc ce rcférenüel. 

Les notations introduites ne reprennent pas toujours celles originales pour de raisons 
de clarté à l'intérieur du contexte de ce travail. En outre les symboles utilisés dans ce chapitre seront 
repris dans le Chapitre V1I1 dans un contexte différent et avec une signification différente. La raison 
de ce choix est (outre le manque de symboles parmi les jeux usuels!) de rendre évident la 
ressemblance formelle du modèle "profond" à un modèle classique. Pour éviter toute confusion, les 
formules marquées avec un "#" (pour "classique"), à gauche de la page, sont celles relatives au cas 
classique qui seront déiinics différemment dans le chapitre suivant 

2^_UnivÊrsjnaténeL 

2.2.1. Structure. 

Soit 11, "univers matériel", une tribu1 d'éléments -BsQi qu'on appelle "corps 
matériels". On note "<" la relation d'ordre partiel sur K et, respectivement, "u" et "n" les opération 
"enveloppe minimum" et "parue commune" entre éléments de U engendrées par celle-ci. 

On note l'ensemble des couples de corps matériels séparés: 

c>i\ii)„T={< A. meiixoi: jrK&=0} * 

Pour un corps matériel donne. R, on note (soit I un ensemble d'indices fini ou 
dénombrable): 

ensemble des parties de fí l!r>={T*E~H:'PsP} 2 

ens. des couples séparées ( R x Rkcp={(7,Q)e01^x11«: W)2=0} 

famille des recouvrements- R ( R ) = { n m £ U B : T?sUr(^)} 

famille des séparations' S ( R ) = { M ^ÇM^. V'PEsm T>TÛ=0 VQes(^)\{9}} 

1 Cf. [Noll 19741 
Jüvistence d'une relation tíaftírc partid '. %m U 

J ^ B ** As fi & fit i la 
J Î * & • « £ ( ' — **.(• 

ce qui permet de définir l'cmrioppc minimum fi../' et U partie commune -fiDC de deux corps <fi et C 
.Existence du "corps »ide*, O. et du "awp* universel", h 

30G-U 3^IG"u l>*n«l l Vfif U lb 
.Existence, uni a lé, campiemenunté par rappim a U txiatum d'ordre de l'extérieur iïç de tout corps matériel <B et leur 
séparation: 

défmioon^fie'U. fi, fift^y K\.-lu=\i le 
postulat d'existence, umuli ci complementante V fit- U BhßfG^U 
postulat de séparation de feuerictH- VPCÜ P» ' *v-< > • • P "̂© 

.Existence de la pâme commune à dcu% cmjn mai end», (im l o définis séparés ssi elle est vide): 
postulat d'existence de la partie unnmuoc V fi.ft: Il Son^Er l l ld 

L'enveloppe mini m uro d'un cnsonNe de panics (qui sonl des corps matériels) est le corps ma ténei qui 
contient tout élément de l'enscniNc et qui c*f umicnu par tout corps matériel ayant la même propriété: 

À^J{V) ~ AÇrU VCÇ:{Q\ fs. 4 & V-Deil: V0G{C} GsD — .A^D 2a 

- l ;ne séparation de fi est un emcmNcdc paroo séparées de-S. 
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famille des parutions4 P(q3)=R(<B)nS(<B) 
famille des partitions dénombrables y ^ I)=-{n(q3)£P(C{3Y D(-BWI} 

i.e. pi^)={^-0M^: i e i ~-T£=U<?>¡ ; =PifYP;=0 • • i*j} 
Si J 

Le raffinement ^(33) d'un recouvrement donné rCB) est un recouvrement dont les 
éléments sont contenus, selon l'ordre partiel de l'univers matériel, dans les éléments du 
recouvrement donné; on note "rJ(:B)<r(:B)": 

r'(33)<r(^) ** V«er'(<B) 3 1 ^ 3 3 ) : *<3? 3 

En conséquence de l'ordre partiel de l'univers matériel, le raffinement induit une 
relation d'ordre partiel sur la famille des recouvrements R(33). On appelle "points matériels" JA d'un 
corps matériel B les éléments du plus peut raffinement de -8 dans R(33) si celui-ci peut être défini et 
s'il existe: 

3{M}ER(%): VrCB)ER(^) {Jj(}<r(33) 4 

S'il n'est pas défini un élément inférieur dans R(13) (c'est à dire s'il est toujours possible de trouver 
un raffinement pour un recouvrement donne ou si, comme dans notre cas, on ne donne pas assez de 
spécifications sur Í3 pour parvenir à une définition précise) alors on appeile "points matériels" les 
éléments d'un recouvrement arbitrairement choisi dans Ri^B). 

En tout cas, par définition, un corps matériel 33 forme une tnbu de points matériels: 

3JÀ<E~V ;U{J/I}ei3 ;Vu««eB:U{{w«}\{J)l*}}e-'B 5 

seulement s'il est défini un élément inférieur dans R(33) (i.e. la (4) est vérifiée) les points matériels 
coasutuent la plus petite tnbu sur 33. On adopte désormais une notation identique pour le corps et 
pour l'ensemble des ses parties5: ^={JX}. 

Nous avons introduit cette définition de point matériel pour de raisons de commodité 
et de clarté car, dans la suite, on considère certaines propriétés intrinsèques aux corps matériels 
comme spécifiques aux points matériels, selon le langage usuel. I! s'agit d'un procédé formel: ces 
propnétés sont attribuables à tout ensemble de parties d'un corps matériel, l'ensemble des points 
matériel étant un de ces ensembles arbitrairement choisi pour représenter toute la classe. 

Pour un corps matériel donné 33, on appelle système S, en relation avec une étude 
particulière du corps, un sous-ensemble de l'univers contenant le corps lui même et un nombre 
res».reint d'autres corps matériels. Dans l'étude particulière en objet, le rapports de 33 avec l'extérieur 
du système, S^K\S, sont distincts des rapports avec son extérieur dans le système, 33ÎC=33c\Sc 
{33c=33<eU%) par l'introduction d'actions inerticllcs. 

2.2.2. Masse. 

On postule l'existence d'une fonction "masse" non négative sur l'univers, assurant 
ainsi le principe de conservation de la masse (la masse d'un système matériel est fixée)6: 

3^:33eqi—u(33)GR+ 6 

Une partition de 4J est un recouvrement-séparation finie ou dénombrable de ^Q. 
5 Un point matériel JA est contenu dans un corps matériel ¿ß par la relation d'ordre s et il appartient à la tribu 
formée par ¿6: 

JU '̂-BG^Ucß en tant que corps matériel, 

^UE{^U}€ïR(-8) en tant que élément de la tnbu. 
Un point matériel est un corps matériel particulier ou arbitrairement choisi; U étant une tribu, un ensemble 

de points matériels est un corps matériel. 
Ce postulat n'est pas toujours présent dans les travaux de Noll au niveau des corps matériels; notamment en 

{Noll 1973J il est modifié en une condition sur les processus admissibles. 
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on peut considérer l'ensemble des corps matériels de masse nulle et la famille de séparaùons~en-
masse, et donc des partitions-en-masse, d'un corps matériel: 

qU m ={Q€ '^ : fi(Q)=0}C3l 7 

sm(T3)={sm(î)çai4j: V9Esmci) n(m2)=o voesm(^)\{q>}> 

Pm(<B)=R(<B)nSm(<B) 

la masse est additive sur les corps séparés ou séparés-en-masse: 

v-eei!Vs(-B)es(-B)usmrB) [i(Us(^))= 2^(P) 8 

en particulier, pour une partition ou parti tion-en-masse dénombrable de 33, on a: 

^m(T3,I)={pm(-1?)ePm(T?): pm('qî)~I} 9 

la propnété additive entraîne7: 

u(0)=O -* S(3)CSm0B) - P(«)CPm(^B) -* ^ . D O ^ M U ) 10 

On peut donc définir sur la tnbu Qi la mesure de Lebesgue u. Tout corps matériel est 
mesurable par la mesure masse. On note: 

2,2.3. Interactions. 

Soit V un groupe. On appelle "interaction" une fonction A entre corps séparés 
additive dans le sens ci-dessous: 

A:(qixqo,ep-v n 

V(^o, T))e(aixa!xqj)Sep i.e.: (•--B.oecuxqjOsep (<B,q))e(<Uxqjosep (C;V)emx^)scp 

l 

A(CUU 3)=A(C, •B)-i-A(q), -'S) 

On appelle "interaction intérieure" la restriction d'une interaction à un corps matériel: 

V ^ E K AinI:(^.VB)Sep—V ° 

On appelle "acuon exténeure" à un corps matériel toute interaction entre son extérieur 
et une de ses parties (qui constituent une couple de corps séparés par postulat): 

v^eq i v r a i e s (Sc^etqixqjOsep Aext^^—ACBc^EV 14 

D'après la propnété additive des interactions on voit en particulier que l'action sur 
une partie d'un corps matériel est la somme d'une action extérieure et d'une action intérieure au 
corps: 

' Deux corps matériels séparés-en-masse ont donc en commun une partie de masse nulle qui peut être le vide 
matériel en conséquence du fait que celui-ci a masse nulle. D'autres mesures, notamment dans un référenuel d'espace 
géométrique, peuvent mettre en évidence cette parue. 
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v<Beqi VPeUe A(!PC.CP)=A(ÍBC,?))+A(Í\,P,ÍP)
 15 

formellement: A=AeXt+Aint:
cPE1Í45—»V 

On se limite a postuler l'existence de fonctions de ce type comme intrinsèque à 
l'univers matériel, leurs propriétés ne seront étudiées qu'à l'intérieur d'un référentiel ayant une 
topologie fixée8 et après avoir spécifié leur nature (c'est à dire l'espace V). 

Les deux types d'interactions qu'on introduira sur les corps matériels seront liés aux 
forces et au transfert de chaleur. 

2.2.4. Conjecture d'isolement (forme universelle). 

On suppose que, pour un corps matériel et un ensemble d'interactions données, il est 
toujours possible d'isoler un système, contenant au moins le corps, tel que la nature des interactions 
entre l'extérieur du système et le corps diffère de la nature des interactions entre l'extérieur du corps 
dans les système et le corps même. 

On appelle "action extérieure dans le système" ou "action appliquée" à un corps 
matériel toute interaction entre son extérieur dans le système et une de ses parties: 

v -Deqi v^peus (i ,̂=P)e(q.(xqi)sep A ^ S ^ T ^ - A Î n * , v ) e v 16 

et "action extérieure hors du système" toute interaction entre l'extérieur du système et le parties d'un 
corps: 

v^eoi vcpeotB (sc,q>)<E(qixqi)sep Ae*tl&eruQ->A(%i>)ev [1 

avec: 

v-peu V ^ E I I « VSD--R: A(^C,V)=A(%V)+A(I^,V) I 8 

conjecture: V-lSeOt 3S2"B : Aext(
iT,)=Ae.xti(^

))+Aexts('P) VPEOtcg 

Par cette conjecture on peut donc distinguer les actions inertielles (i.e. hors du 
système) des autres actions extérieures au corps. 

2.2.5. Forme. 

On muni tout corps matériel H d'une classe A d'applications ô "forme9 globale" de 33 
qui associent à tout couple de points matériels de 33 une "distance dans la forme" d¿, qui est positive 
si et seulement si elle est prise entre parties séparées du corps (axiome d'impénétrabilité: si la 
distance entre deux points est positive dans une forme de la classe A, elle est positive dans toute 
forme de la classe): 

óeA ; ô:(uU',o«")e-'Bx«-*d4(J4,,^U,)eR+ l 9 

w 

Cela défini en tout point matériel JA et pour toute forme globale ó une application "forme locale" ÔJJ, 
donnant une distance positive seulement pour tout point JÀ° distinct de JJ (i.e. ssi ^'E^BYfdA}): 

v ^ e ^ V ô e â ôJU:Jji,e'B-*d0(j4,jA,)eR+ 20 

Le voisinage d'un point matériel peut être alors défini comme un ensemble de points 
d'un corps matériels ayant une distance evanescente du point donné en toute forme globale: 

° I-a valeur absolue de la différence entre deux masses est bien une métrique sur "U, ce qui, en induisant une 
topologie, permettrait une étude de la continuité, mais elle est inutile pour les applications car non reliée par 
l'expérience aux actions postulées. 

On utilise le mot "forme" seloo la traduction due à P. Rougee (Cf. [Rougee 1980]) de l'anglais "intrinsic 
configuration" de W. Noll qui a introduit ce concept (Cf. [Noll 1972]). 
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# 9(^U)={oWe^: 3eeR: dé(jU,J¿T)<E V Ô £ A }
 2 i 

ceci permet l'introduction des concepts de petite translation matérielle, de vecteur matériel et 
d'espace tangent, mais on renvoit ces définitions à une partie suivante du chapitre, en vue d'une 
axiomatique non classique dans laquelle le-dit voisinage ne peut pas être ainsi défini. 

2.3Jviünde_ dcs^éYénemeûts. 

Dans ce paragraphe on traduit le minimum possible des définitions en notation 
mathématique, car toutes ces définitions seront reposes dans la deuxième partie du chapitre. 

Ce qui suit peut se résumer en disant que le monde des événements est, dans le cas 
classique, représenté par une classe de référcntiels, dont les éléments sont obtenus par isométne, à 
partir de l'espace produit cartésien de l'espace euclidien absolu et du temps. Néanmoins on présente 
avec plus de détails la définition du monde et des référentiels, en vue du modèle non classique objet 
des parties suivantes du chapitre. 

2.3.1. Temps. 

Soit QAJ, appelé "monde", un ensemble ouvert dont les éléments «€̂UV sont appelés 
"événements". La structure mathématique de QAi est définie, tout d'abord, par la donnée d'une 
fonction réelle "délai de temps" x entre deux événements: 

r ^ q ^ R 2 2 

postulée anti-symétrique, vérifiant l'égalité triangulaire et telle qu'il existe toujours un événement 
ayant un délai donné avec un événement donné. 

Deux événements ayant un délai de temps nul sont dans une relation d'équivalence 
dite "simultanéité". Les classes d'événements simultanés qui en résultent sont appelées "instants"; 
l'ensemble des instants est le "temps", noté 7f. 

Le délai de temps est défini sans ambiguïté entre deux instants du temps et, outre les 
propriétés données, satisfait celle de séparation. La valeur absolue du délai de temps est donc une 
métnque euclidienne pour le temps 1, ce qui, en postulant l'existence d'un espace translation de 9" 
isomorphe à R (' l ) , engendre que xS est euclidien. 

2.3.2. Espace géométrique. 

En tant qu'ensemble d'événements simultanées, un instant de temps tt est appelé 
"espace géométrique instantané" et est noté £(ff)

 10. On postule qu'il est euclidien, c'est à dire muni 
de la métnque euclidienne dp(¿ ) et d'un espace translation de produit scalaire, E(ff ), isomorphe à Rn 

(n=2ou3) I S : 

Ve<E£(0: dC(u)(e,e)=0 a 

dm^9itt)xPiQ-*R+ 

V(e,|,q)efî(tf)x£(tc)x£(tf): dPa>f)+dP(ff)(f,g)>dfi(tp)(e,g) 

lV(ct)eS(t«)xÊ(t,): de(,t)(e,f)=0-*.f 

'^ Il faul noter que £(i t) et ¡̂  sont identiques; la raison pour laquelle on a introduit la double notation est que 

cette identité n'est pas admise dans le cas non classique qu'on veut introduire. 
' ' Etant donnée une métrique sur £((,.), son espace translation est unique (voir aussi le cas de l'espace translation 

du temps). L'axiome de séparation (quatrième propriété dans la formule (20)) n'est pas nécessaire à cette fin; l'espace 
translation éventuellement engendré par une pseudo-métrique est unique aussi (e.g. [Noll 1964]). C'est une propriété 
importante pour le passage au cas non classique du Chapitre VIII. 
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On appelle "position instantanée" un élément d'un espace géométrique instantané, 
c'est à dire un événement à l'intérieur d'un instant de temps. La distance géométrique instantanée est 
définie sans ambiguïté, à tout instant, entre deux positions instantanées dans fî(tp) par la métrique de 
cet espace. 

On postule l'indépendance métrique de l'espace géométrique de l'instant de temps 
(mécanique non relativiste): la mélnque dg({p) ne dépend pas de l'instant de temps, on la note donc 
dg. En d'autres termes tout £(tt) est isométrique à un espace géométrique absolu £ (de métrique 
euclidienne dp) et, par conséquent, tout E{Q est isomorphe à un espace translation absolu E 
isomorphe à Rn. 

Un événement a donc une "position" dans l'espace géométrique absolu moyennant 
l'isométne, loncuon de l'instant de temps, entre son espace géométrique instantané et l'espace 
géométrique absolu. 

On peut par conséquent définir, sans ambiguïté, la distance géométrique entre deux 
événements non nécessairement simultanés qui est une pseudo-métrique dq̂ i sur le monde QA/ car 
toute propriété de do (Cf. formule (23)) est conservée sauf celle de séparation12: 

(où if est l'instant de l'événement e, ^ sa position instantanée et 9te l'isométne donnant sa position 

absolue, c'est a dire l'isométne entre P(te) et £). 
On appelle coïncidents deux événements à distance géométrique nulle. Deux 

événements coincidents ne peuvent pas être instantanés et vice versa. 

2.3.3. Référentiels. 

Référentiel. Niveau. 
On introduit la définition de niveau car elle nous permet d'expliquer les raisons qui 

justifient le passage au modèle non classique qui nous intéresse. 
Sous le postulat de non-relativité on a obtenu une partition du monde en deux 

ensembles quotients, le temps et l'espace géométnque absolu: un événement est déterminé de façon 
univoque par la donnée d'un instant de temps et d'une position dans l'espace géométrique absolu13. 

On appelle "espace-temps" l'espace produit cartésien de l'espace géométnque avec le 
temps, PxT, et "référentiel" l'application <p qui réfère, dans le cas classique, le monde des 
événements dans celui-ci, et qui est, pour ce qui a été dit, un homéomorphisme: 

# "Lli-ex1? ; i.e. 3<j> homéomorphisme <f>:qjU->£x'rT 25 

Il existe donc un groupe (sous ¡opération de composition) 4- de référentiels et un ensemble 9T 
d'espace-temps homéomorphes pour y référer le monde ^VJ. 

Deux espace-temps de xT (i.e. homéomorphes) sont équivalents comme référentiels 
s'ils sont îsométnques; ils appartiennent alors au même "niveau". On représente le monde des 
événements, en analogie aux procédures habituels de la mécanique, par le choix arbitraire d'un 
niveau et, dans ce niveau, d'un espace-temps de référence. 

Le choix arbitraire d'un niveau est celui d'une échelle géométrique et de temps 
arbitraire. L'étude des conséquences des changements de niveau n'est pas l'objet de la mécanique 
axiomatique classique 

Le choix d'un espace-temps de référence se traduit par le choix d'un système de 
référence (espace-temps onenté) avec le postulat supplémentaire d'indépendance du choix de 

1 - Si on écrit la dernière des (23) pour dem événements non instantanés, on peut obtenir une distance nulle (en 
transportant par isométnc ces deux événements sur l'espace géométrique absolu) pour deux événements forcement 
distincts (en tant que non instantanés). 

3 ( e , i ) e w w : ¿e*tj <hiAe.i)=àaQtjk,ûtfV=o 24b 

1 - Deux événements simultanés et coïncidents ne sont pas distingués par la théorie classique. 
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l'orientation de ce système dans l'espace géométrique14. Le caractère arbitraire du choix de l'espace -
temps de référence introduit dans la mécanique classique l'étude des conséquences des changements 
isométriques (et conservant 1'onentanon) de l'espace-temps, c'est à dire le principe d'indifférence 
matérielle. 

Classes de référentiels. Objectivité. 
En mécanique classique une grandeur est dite objective si elle est modifiée par un 

changement isométrique (conservant les orientations) du référentiel en tant que image, selon ce 
référentiel variable, d'une entité indépendante de celui-ci. Un changement isométrique du référentiel 
est un changement de l'espace-temps de référence à l'intérieur d'un niveau fixé. 

Toute îsométne gardant les orientations admet une représentation unique de la forme: 

# ip'=Po+c(f)+Q(()[rPo] Q E L o r t h ( E , E ) , c e E , f t ) e e 2 6 

V(p,oe£x7 3l(P ' . i ')eP!\7V°\7: 
i'=t+i teR 

Un événement est représenté, en mécanique classique, par un couple position, instant selon le choix 
de l'cspace-tcmps de référence: 
# c*(p.o — (PB(^t')=(c(0+QiOp. o+O V £ , x 7 s £ x 7 2 7 

Toute grandeur définie comme image dans l'univers matériel d'entités intrinsèques au 
corps est objective. Par contre les grandeurs définies en observant l'univers matériel par un 
référentiel peuvent ne pas être objectives (elles sont objectives si elles ne dépendent que du niveau). 
C'est le cas, par exemple, des vitesses et des accélérations des points matériels (qui seront définies 
dans la suite). 

Dans de pareils cas on peut définir un sous-groupe des isométnes de l'espace-temps 
tel que. à son intérieur, la grandeur en objet demeure objective. On obtient ainsi, par exemple, des 
référentiels galiléens, générés par des isométnes gardant l'objectivité des accélérations. 

Une classe de référentiels peut être aussi identifiée en postulant que à son intérieur se 
vérifie une relation particulière entre grandeurs intrinsèques. C'est le cas, par exemple, des 
référentiels inemels, donnant une relation entre forces et quantités de mouvement (i.e. dans un tel 
référenüel forces et quantités de mouvement sont en relation par le théorème de D'Alambert, comme 
on précisera après avoir défini ces entités). La classe des référentiels ineruels est contenue dans la 
classe des référentiels galiléens. 

Le fait de pouvoir postuler l'objectivité de certaines grandeurs relativement à des 
classes de référentiels facilite les développement tout en gardant une généralité suffisante pour la 
plus part des applications. 

Unités de référence 
On précise les définitions des unités et des échelles de mesure en vue de l'explication 

du modèle non classique. 
On fixe un système de coordonnée du temps en choisissant une transformation 

inversible "chronologie'' qui associe à chaque instant un nombre réel (classiquement non négatif) 
moyennant le délai entre cet iastant et un instant choisi arbitrairement "initial" {• 

T:fte7-*te=kx(f0,fe)+toeR+ 28 

' 4 A un espace géométrique de référence correspondent deux systèmes de référence aux orientatioDS opposées 
ayant la même légitimité (Cf. [Rougee 1980|). Dans la suite on se restreint aux isométnes conservant les orientations, 
représentées donc par des opérateurs orthogonaux, ce qui ne serait légitime que si on les applique à deux systèmes 
opposés pour un espace donné. Néanmoins on utilise d'habitude un seul système de référence et l'orientation de l'espace 
est fixée une fois pour tomes. 
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L'ongine des coordonnées de temps est t̂ , (chronologie de l'instant initial), l'unité de temps est k; 
leur choix et celui de t0 est, classiquement, tel que l'on ait une chronologie positive à chaque instant 
de l'ensemble d'événements étudiés (sauf, éventuellement, à l'instant t„, en prenant to=0). 

On montre facilement que une chronologie est un homéomorphisme entre le temps 1 
et R. On note, avec abus, TsR + l'image du temps (J, ou d'un intervalle de temps, moyennant la 
chronologie T. Le monde-rcférenticl classique muni d'une chronologie sera noté: 

* qiU^ÊxT ; e s(p,t) 2 9 

Le choix de l'unité des longueurs est lié au produit scalaire de l'espace E(tf) 
translation de l'espace géométrique £(ft). Ayant supposé l'existence d'un espace géométrique 
absolu, indépendant de l'instant de temps, le produit scalaire défini dans son espace translation est 
aussi indépendant du temps; par conséquent l'unité des longueurs peut être, bien que arbitraire, fixé 
une fois pour toutes en choisissant un espace géométrique de référence £. La distance entre deux 
positions dans cet espace géométrique est rapporté à la distance entre deux positions arbitrairement 
choisies, distinctes, dans le-dit espace (on remarque que la distance est positive entre tout couple 
d'événements distincts) moyennant une échelle des longueurs arbitraire positive X, et est mesuré pan 

u ^ O e ^ x - O ^ u ^ 1 1 ^ ER+ ; X>0 ; (o^EWxW. d^(o,?)>0 3° 
dqi<0,fl) 

De même que pour l'axe des temps, ceci induit la topologie usuelle sur l'espace 
géométrique de référence £ et, par homéomorphisme, sur tout espace géométrique instantané ou 
absolu. On peut résumer cette opération comme le choix d'un référentiel identifiant, dans un niveau 
d'échelle X, un espace géométrique homéomorphe à R3: à une position dans fî est associé un élément 
de R3. 

En conclusion on obtient deux couples: unité et échelle géométrique et unité et échelle 
des temps pour un référentiel fixé. Tout espace-temps appartenant au niveau ídenüfié par ce 
référentiel (i.e. obtenu par isométne du même référentiel) est caractérisé par les mêmes unités et 
échelles de mesure et, donc, un niveau est identifié par la donné de deux couples de ce type. En 
outre, grâce à leur caractère arbitraire, les unités de mesures peuvent être choisies une fois pour 
toutes, indépendamment du niveau. Par conséquent un niveau est identifié par la donnée de deux 
échelles de mesure, ce qui justifie sa dénomination. 
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3. Cinématique. 

3J.. Modète-duLcorps dansJ'espace. 

Oi défini la structure d'un corps maténel 35 en le plaçant dans un monde-réïérentiel 
d'espace euclidien avec chronologie d'intervalles de temps CW=9\T, £»R3 et T-R. 

On met d'abord en relation le corps maténel avec l'espace euclidien classique. Cette 
opération nous donne une image plus définie des formes d'un corps maténel et permet de dégager 
des nouveaux concepts. 

3.1.1. Emplacements. Milieu continu. 

On rappelle qu'on a défini sur un corps matériel une classe A d'applications ö formes 
globales qui associent à tout couple de points maténeis une distance dans la forme (posiüve entre 
points séparés; Cf. formule (19)). 

On muni "B d'une classe P d'applications "emplacement" de "B dans des ensembles 
ouverts de fî tels que: ' 5 

K G P : K:£-*K(íB)Cfí 3 1 

# 

V K E P J 

3ÔGA: V(JX,Jtr)&Bx% déíJJP.JJ^deÍKÍuU'^KÍJA')) 

(i.e. inversibles et en correspondance avec une forme globale). 
La deuxième des relations ci-dessus permet de dénommer "compatibles" les 

emplacements de P. Elle définit une relation d'équivalence C entre emplacements qui correspondent 
à la même forme globale. Si on la considère localement (i.e. pour un JÀ fixé à la place d'un JÁ' 
quelconque) on a une relation d'équivalence Cy, qui diffère de la précédente si on se limite à des 
pseudo-voisinages ,9p(oU) du point maténel16: 

# C={(K/n)eP\P | dp(K(J^'),K(^'))=de(Ti(J^,),T1(JA')) V í O Í ' . J ' l E B x í } 3 2 

C , « = { ( K , T I ) Ê C avec JteJH fixé et VJJl"e%(^t)} 

Les classes d'emplacements de P/C représentent, par conjecture, toute forme globale 
dans A: 
# conjecture: VÔEA 3 K E P / C

 3 3 

(on ne distingue pas la notation de l'emplacement quelconque de P de celle de l'emplacement en tant 
que représentant d'une classe de P/C). La mécanique des milieux continus classiques se limite aux 
corps maténeis dont l'image dans l'espace géométnque absolu est un milieu continu, dénomination 
qui rappelle la continuité des éléments de P, en postulant tajective la relation entre P/C et A (i.e. entre 
emplacements pns en compte et formes globales): 

# VÔEA 3 | K E P / C et V K E P / C 3IÖEA 34 

3.1.2. Frontière. 

La frontière d'un corps maténel n'est définie que moyennant la topologie du 
référenùel d'espace: l'image d'un corps maténel par un emplacement quelconque donné est un 
domaine ouvert dans l'espace avec une frontière qu'on suppose continue par morceaux. On 

1 - Etant inversible, tout emplacement est continu, mais il n'est pas forcement ouvert, et donc biconunu, car lien 
n'a été dit sur la topologie de ̂ ß. L'univers maténel et le monde des événements ne sont pas boméomorphes. 
1 On appelle pseudo-voisinage d'un point maténel toute parue (de petite taille) du corps contenant le point 
maténel. 

-Un mnrièip thrrmfy-msrfm'tnueH*» nnlvrrivtal-
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prolonge l'emplacement au corps complété par sa frontière en postulant qu'il garde ses propriétés de 
continuité. 

V "Beit V K G P M3: K(&G)=ÔK(W
 3 7 

V K E P ; K: *B— K( £)=K(q})UdK(^B)C£ 

3.1.3. Déplacement 

Pour deux, emplacements dans P (compatibles) on défini le "déplacement" relatif JI 
(ici d e Ki ÙK2): 
#
 V K ( , K 2 E P Ji=K2°K"!

1:r-*P;^eD 3 8 

les déplacements ainsi définis constituent une classe D d'applications bijectives et bicontinues 
jusqu'à l'ordre päl entre domaines de £. 

Le déplacement entre deux emplacements équivalents en forme globales (i.e. 
appartenant à une même classe de P'C) est une tsométne; on l'appelle "ngidifiant". 

Pour un emplacement donné dans P toute fonction CP dont le support coïncide avec 
l'image du corps dans lc-dit emplacement, identifie un nouvel emplacement dans P. 

# V K S E P ; V JI :KI(-"R)C£-*P ; J I E C P 3 9 

1 
K;=AOKI:D-*K 2 ( C B)C£! ; K 2 E P 

Par definition, un corps matériel "R est un milieu continu si ses emplacements dans P 
sont dans la classe P ou. de façon équivalente, si ses déplacements entre domaines de £ sont dans la 
classe D. 

Le concept de déplacement est complètement dépendant du choix du référenfiel 
d'espace et, en tant que application p lois continues entre ensembles ouverts de l'espace, il peut être 
dégagé de toute presence de corps matériels. C'est une propriété importante car l'axiome 
d'impénétrabilité a été postule au ni s eau de l'univers materiel, en fixant la structure des formes 
globales et la définition de point matériel, et un processus cinématique, défini dans la suite en se 
donnant une chronologie sur l'univers matériel, doit le respecter. Par contre un déplacement 
"virtuel", dans le sens qu'il n'est pas hé à deux emplacements compatibles d'un corps matériel, 
mais, par exemple, à un seul emplacement de cette classe, n'est pas contraint par l'impénétrabilité: 

A-ic idncr—DrCr t*j ft:D¡C£—tc2(^}C£ ; ftECP 40 

A l'emplacement fictil i maire (i.e. £>>) ou support (i.e. Di) d'un tel déplacement 
virtuel peut ne correspondre aucune lormc globale. 

Grâce a la défunt*m d'emplacement on peut construire un calcul différentiel pour les 
fonctions à support malend La donnée d'un emplacement permet en fait de définir le gradient d'une 
fonction matérielle dans cet emplacement, le voisinage infinitésimal d'un point matériel et ses 
translations infinitésimales 

En étudiant les propriétés de» gradients et des translations infinitésimales ainsi définis 
lorsqu'on change d'emplacement cm obtient les définitions des gradients matériels et des vecteurs 
matériels. 

Il est nécessaire de regarder en detail ces passages pour pouvoir les étendre au cas de 
l'espace profond. 

Mnurirm Hrnratn - ThètP FNPC CFRAM -
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3.2.1. Gradients. 

Le gradient d'une fonction f, p fois continue (rj>l), à support dans g et image dans Q 
d'espace translation G est une application telle que, par définition17: 

V f:p—rj ; feCP p>l 3| Vf:pEP-»Vf | eUE.G) : 4 1 

lp 

f(p+UpJ-f(p)=Vf i UfH-o(uFJ ; lim O(UE)=0 i.e. O(UK)=0 VupEEo 

où EO={UFGE: lupl-»0} est un voisinage infinitésimal de i'origine de E, espace translation de £. 
On défini le gradient d'une fonction f de support 5 (et image dans Q d'espace 

translation G) dans l'emplacement K par transport sur K(,:B) du gradient défini dans £: 

# Vf:^—Q;feCPp>l 3| V J ^ U e ^ — V J , =v[foK-M eUE,G): 4 2 

[foK-1](K(^M)+U^-[f°K"l](«fi-W))=(foK-1J(K(JjI)+UiJ-f(JJI)=V[foK-1] .. UEHJ(UE) 

3.2.2. Voisinage matériel. Translation maténelle. 

Par un emplacement de classe P (compatible) on associe à tout point matériel un 
voisinage, image inverse du voisinage de l'image du point dans fî, et on construit l'ensemble des 
translations d'un point matériel. 

Le voisinage géométrique d'un événement p, noté ipj(p)cfî, est décrit par les 
translations infinitésimales de p dans E; 

nip)={^^ p-p+uE VUEEEQ} 43 

si l'événement p est l'emplacement d'un point matériel JA, son voisinage peut être considéré comme 
l'image, par l'emplacement donné, du voisinage matériel du point JA, déjà noté <XJA): 

# V j u e s , VKGP U 

iE(K(^«))={p,er: P'=K(j^)+un V U E G E O } 

.9 (^U)=IC- | ( I R (K(J¿I ) ) )={J*E 'B: ~M'=IC- I(K(J4)+UE) V U ^ E E ^ , } 

Deux vecteurs de E peuvent être comparés par rapport à deux emplacements 
différents de Pet à un point matériel JA: ils sont équivalents s'ils translatent ce dernier dans le même 
point matériel JA'. S'ils sont équivalents ils représentent le même vecteur translation de JA dans les 
deux emplacements différents. Soit A(JA) la relation d'équivalence dans JA ainsi énoncé: 

# A(^U)={(K,uFJ,(T1,vrje(PxE)2: J Í = K - 1 ( K ( J Í ) + U E ) = T | - 1 ( T I Í J < ) + V E ) } = 4 5 

= {(K,UFj,(Ti,vrje(PxE)2: T ÎOK1(K(^U)+UE)-ÎI(UU)=VE} 

On introduit la Dotation f) =f(l) pour ne pas confondre, dans la suite, les vecteurs matériels définis dans AL 17 

l '( J.(), avec des valeurs de fonctions calculés en M 

- Ítrt mt)Hi>lp th/>rmn-m¿rvininitr de rutivrrivtnl -
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L'ensemble des vecteurs translation matérielle de JX est donc l'ensemble quotient 
partition de E sous la relation d'équivalence A(JX), noté E/A(oW). Cette équivalence n'étant pas 
écrite par une relation linéaire entre vecteurs de E, les opérations définies sur ce dernier ne sont pas 
transmises sur EiA{JX) qui n'est donc pas, en général, un espace vectoriel. 

3.2.3. Espace tangent. 

Si on se restreint aux voisinages de JX on obtient une condition d'équivalence plus 
large: pour que deux vecteurs soient équivalents il suffit qu'ils translatent (en image) JX dans un 
même point de son voisinage: 

# A0(JX)={(K,uF),(T1,vE)e(PxE0)2: TJOK-1(K(JA)+UE)-T|(J*)=VE} *> 

et si on approche la fonction donnant l'équivalence par son gradient dans £ et on rappelle la 
définition du gradient des fonctions à support dans 33 (telles que les emplacements TJ) on obtient une 
relation d'équivalence linéaire: 

# U ^ E ^ T j O K - U K ^ + U ^ - T ^ M V ^ O K - i ] ) U E = ( V K T 1 ! )UE
 4 7 

A0(oU)={(K,uE),(Ti,vE)e(PxE0)2: (VKT!|^)uH=vn^ 

U E K ( ^ ) = { V E ^ E : 3r ieP: ((K,uE),(Ti,vE))eA0(uM)}EBAoMA) 

Toute opération interne (somme et produit par un scalaire) entre éléments de E est 
transmise sur l'ensemble des classes d'équivalence UEK(^U) engendrées par A0(JX); l'ensemble 
quotient E/A0( JX) est donc un espace vectoriel. 

On défini "espace tangent", T(JX), l'ensemble des "vecteurs matériels", notés u-r{uW), 
de JX tels que tout vecteur de E dans une classe d'équivalence donnée représente le même vecteur 
matériel (une classe d'équivalence ug^tJX) est donc l'ensemble des images d'un vecteur matériel 
Uf( JX) selon tout emplacement). On note T(U) l'ensemble des espaces tangents en tout point du 
corps. 

Les dénominations "espace" et "vecteurs" sont justifiées du fait que, grâce à la 
linéarité de E/A0(JX), on peut définir sur T(JX) toutes les opérations internes définies dans l'espace 
E translation du référentiel, et donc, E étant vectoriel, il en est ainsi pour T( JX). 

Par contre la relation d'équivalence ne permet pas la transmission du produit scalaire 
de E sur T(JX) qui n'est donc pas un espace de produit scalaire (le produit scalaire entre deux 
vecteurs matériels n'est défini que entre leurs images pour un emplacement donné et dépende de cet 
emplacement). 

3.2.4. Emplacement local. Gradient matériel. 

On considère le vecteur matériel uj(oK)GT(oW) représenté par un élément de la classe 
" B C C ^ O G E ^ A Q ^ ) selon tout emplacement Pour tout choix d'un emplacement K on peut donc 
définir en tout point matériel une application linéaire dK(JX) de l'espace tangent T(uU), à l'ensemble 
quotient EIA0(JX), qu'on appelle "emplacement des vecteurs matériels" ou "emplacement local" (on 
voit facilement qu'une telle application est linéaire): 

#
 V K E P aia^MDeLfTi JÂ),E/A0(JA)) : ** 

aK(JX):üTÍJX)E.T(JX)^\i^\iEK(JX)BBA0(JX) 

On défini le "gradient matériel" d'une fonction f de support ¿B et image dans Q 
d'espace translation G par (les vecteurs matériels décrivent de petites translations de JX, par 
conséquent dans la deuxième ligne il n'est pas nécessaire d'introduire un o(ux(oK)) qui serait 
toujours nul): 
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V f:--B-*Q ; feCP p>! 3| gradf: JJeT?-»gradf. eLfT(oU),G) : 4 9 

Vu-r(^)eT(Ji) : (gradf ¡ WJJ)=f(^+UT<JJ))-f(JJ) 

Moyennant la relation d'équivalence linéaire Ao(J^) entre vecteurs de E (Cf. formule (47)) on 
obtient la définition de l'image d'un tel gradient matériel selon un emplacement donné: 

# V f C K ^ F J U T i . v r J í e ^ a O - í V J i ^ u ^ ^ f ! w)vE 5° 

i 
(gradf, ) U T I J J ) = ( V J " | )UP V K E P uE=aK(J*)ur<^) 

¡ M I .AI 

i 
gradJ-| U=(VJ-| ^ ( J A ) V K G P 

ce qui permet d'identifier l'emplacement local a^^AJ) relatif à un emplacement K donné comme (il 
suffit de prendre f=x daas la dernière relaüon): 

a*(„M)=gradK i 5 1 

Mouvement tocaiement ngidifianL Transport matériel, 
A la definition donnée de gradient matériel correspond une définition d'équivalence 

locale entre deux emplacements de P ils sont localement équivalents s'ils engendrent le même 
emplacement local: 

K , T | E P localement équivalents en JX: aK(wW)=an(^U) i.e. gradic. =gradT|| 5 2 

Deux emplacements kicalcmcnl equivalents appartiennent à la même classe de P/C u 
(i.e. ils représentent les mêmes torrnes globales daas un voisinage de J i ) : un déplacement entre 
emplacements de ce type est localement ngidii ¡ant en JÀ. L'image d'un vecteur maténel de 7(JÀ) est 
égale dans deux emplacements localement cquiv aients en M. 

D'après la definition d'équivalence Af,(M) on voit que le changement d'image d'un 
vecteur maténel pour un déplacement n est 

# 31=^* ':f—P .nECP .pa l ;((K.urJ,(Ti,vE))eA0(J4) 5 3 

^=<Vji, )ur — a^lO^Vji , J ^ J ) 
iM.Ui IK(JX) 

Deux emplacements VLHH donc localement équivalents en ^M si le gradient du 
déplacement relatif est I'idcnüte de h en ce puni, ce déplacement est alors localement ngidifiant 
(définition analogue à la précédente) 

K. r)EP hvalemeni equn aients en _M Jt=rnotc ' : VJI . -l^ ^ 

3.2.4. Métrique de l'espace tangent 

Déf in i t ion . 
L'espace tangent garde les operations internes de E mais il n'a pas de produit scalaire 

intrinsèque. 
On peut construire, en tout point M du corps, un produit scalaire de T(>A<) par 

transport du produit scalaire de E moyennant un emplacement local. Le résultat sera fonction locale 
de l'emplacement, non intrinsèque au voisinage maténel. 
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On note T*(î U)=L(T(LyU),R) l'espace duale de T(_/U), espace vectoriel muni des 
mêmes opérations que T(JÀ); ii est défini moyennant le tenseur métrique Y(JX) de T(JÀ) selon la18: 

r(JJ)ei4(T(oU),T*(J/l)) : 5 5 

Vv-KJj|),u-i{w«)eT(JA) <T(««)V-KJÍI),UT<UU)>T=VT<O«)-'UT<JJ() 

où " T " est le produit scalaire entre vecteurs de T(JA). Tant ce produit que ce tenseur dépendent de 
l'emplacement; par conséquent on suppose que la relation ci-dessus n'est valable que entre l'image 
du tenseur métrique de l'espace tangent dans E selon l'emplacement K, noté rK(>J,<), et l'image par le 
même emplacement du produit scalaire de T(^U): 

# Vv-r(J4),u-K^«)eT(Jil)| Ä 

L <rK(J/)vT(a(),uT(^U)>r=vT(^)^uT<^)| 
VKEPJ 

Détermination 
L'emplacement local a^iJA) permet d'obtenir dans E un produit scalaire de T(JÀ), 

selon tout emplacement global K: 

. VT<JÄ)TUT<JA) = (aK(^«)v-Ko«))^aie(J4)uT<JJI)) 
# VvT(^U),u1<oU)eT(^)' 

vKep 

Le tenseur métrique de E est défini tel que19: 

g t€L^(E,E*) : V U E , V E ^ E uE^E=(uH*,vr) t-{gEuE>v F)H 

ce qui donne pour l'image du produit scalaire de T(JA) dans un emplacement K: 

# Vv-riJJD.u-ris-AOeTMl) 

57 

V K E P 

58 

59 

TiJÁ^u-ji^) j K = ( g Ä ( JJ)vr< J A ^ o U M JA))E 

et on obtient finalement par la (56) et la (59) la relation entre le tenseur métrique de E et l'image du 
tenseur métrique de T(JÀ) selon l'emplacement K -Ö: 

# vjAe-u vKep rK(jk)=a*{jk)gi^(Ji) œ 

On a donc identifié l'image de la métrique de l'espace langent T( JA) dans E par un 
emplacement arbitrairement choisi en JÀ. 

Si on fait varier l'emplacement K à l'intérieur d'une classe de P/C,« les images des 
vecteurs matériels ne sont pas modifiées, par conséquent les images de la métrique de l'espace 
tangent demeurent constantes à l'intérieur de cette classe. 

Remarques. 
On remarque que la métrique de l'espace tangent peut être obtenue directement dès la 

définition de forme d'un corps matériel, mais qu'on a préféré la voie ci-dessus car elle se prête à une 
interprétation dans l'espace profond. 

*8 On note par { , yr la dualité entre l'espace T(^U) et T*(JX). 
1 " On note par {• ,-)g la dualité entre l'espace E et E*=L(E,R), c'est à dire l'image dans R d'un vecteur ugËEE par 
un opérateur vg*GE*. 
- ° L'adjoint de l'emplacement local a^MI) est par définition l'opérateur a£(uU)EI-(E*,T*(^)). 

- MnuriTin Rrnrntn - 7"Ww FNPC CFRAM -



- Aàomatique classique -
277 

En fait en mécanique classique l'existence d'une métrique euclidienne sur "D pour 
toute forme globale (assurée par l'axiome d'impénétrabilité) engendre une structure d'espace 
euclidien sur l'espace tangent de tout point. La même métrique de 13 engendre, pour toute forme 
globale, une fonction "forme de l'élément simple" qui associe à tout point du corps la métrique de 
son espace tangent, égale au double gradient matériel de la fonction distance dans la forme2 ! : 

33J^ûdcle_diLœr^^dims-reipaceiiejiips. 

3.3.1, Modèle du corps dans une chronologie. 

On introduit les concepts de processus cinématique et de mouvement en regardant un 
corps matériel seulement par rapport à une chronologie. 

Processus cinématique. 
On a défini sur un corps materiel la classe A des formes globales ô (Cf. formule 

(19)). 
On défini "processus cinématique" c dans un intervalle chronologique y<^Y une 

fonction qui associe à tout instant22 de cet intervalle une forme globale du corps matériel; on donne 
l'indice x au co-domainc d'un processus dans A: 

* VXÇT cxex—ô^A^A 6 1 

On défini "rigidifiant" un processus cinématique qui associe à tout instant d'un 
intervalle chronologique la même forme. 

On appelle "admissible" un processus cinématique qui engendre une distance dans la 
forme fonction de classe C2 du temps entre tout couple de points matériels séparés; on l'appelle 
"virtuellement admissible" si la distance est de classe C° entre tout couple de points sauf, 
éventuellement, un nombre fini d'ensembles de couples séparés-en-masse (C° par morceaux). 

La donnée d'une suite de formes globales dans l'intervalle chronologique % engendre, 
moyennant la distance dans la forme entre points matériels, une distance fonction des points et du 
temps. Par conséquent on peut définir, par dérivation par rapport au temps de cette distance suivant 
un processus cinématique admissible, la vitesse et l'accélération entre tout couple de points 
matériels, fonctions de classe respectivement au moins C et C° du temps. 

Par définition de dérivée, une telle vitesse est un opérateur linéaire de l'espace 
translation du temps (R) à l'espace translation de l'univers matériels (qui n'a pas été défini). Cet 
espace translation n'est en effet défini que par ses images dans un référenüel d'espace, ce qui 
donnera des images des vitesses et des accélérations relatives à un emplacement. 

Mouvement. 
On peut définir un homéomorphisme entre les images de deux processus 

cinémauques, c\ etC2, relatifs au même corps matériel H et, au moins, virtuellement admissibles. En 
particulier, si les intervalles cinémauques supports de deux processus sont d'égale durée, c'est à dire 
si, vue la topologic de la chronologie, l'un est obtenu par translation de l'autre sur l'axe réel23: 

- ' On démontre que le tenseur défini par 

n rjuee—w<fe. EL+(T(ao.T*(a<)) 6 0 b 

a une représentation unique dans tout emplacement, telle que donnée par la (60) c'est à dire qu'il coïncide avec le 
tenseur métrique défini dans le texte. 

Le mot "instant" a maintenant ia signification de "valeur réel de la chronologie" et non celle de "classe 
d'événement simultanés". Les deux significations coïncident pour une chronologie donnée. 
-3 La condition d'égale durée des deux processus n'est évidemment pas nécessaire pour établir un 
homéomorphisme entre deux processus: il suffît que leurs intervalles chronologiques soient homéomorphes, ce qui est 
toujours le cas. La condition évoquée simplifie néanmoins la définition ne demandant pas l'introduction d'un 
changement d'échelle des temps de l'un des deux processus. 

- Un modèle thermo-mécanique de polycristal -
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# a:Xi~*X2 translation^ 

ci ixi- ' -A^ÇA inversible 

C2:X2- *A x 2 ÇA 

c'est le "mouvement" du processus C] par rapport au processus c2 "de référence". On voit que tout 
processus peut être pris comme référence pour un mouvement, même s'il n'est pas inversible, mais, 
dans ce cas, le mouvement ne sera pas un homéomorphisme entre formes globales du corps 
matériel. Un processus ngidifiant est évidemment un choix convenable de processus de référence. 

3.3.2. Cinématique dans l'espace. 

Il suffit de croiser les modèles du corps selon une chronologie et dans l'espace décrit 
dans les paragraphes précédents pour obtenir sa description cinématique dans l'espace géométrique 
absolu. 

Processas cinématique. 
Par définition d'emplacement (Cf. deuxième des (31)) à tout processus cinématique 

(Cf. formule (61)) correspond une fonction qui associe à tout instant d'un intervalle chronologique 
une unique classe d'emplacement dans l'ensemble P/C en passant par une forme globale (l'unicité 
est garande par la conjecture de la formule (34)). 

Si on fait varier les emplacements à l'intérieur d'une classe de P/C on n'obtient 
aucune variation de forme globale, ce qui, vu par une chronologie, est un processus cinématique 
ngidifianL Pour les mêmes raisons, un processus est localement ngidifiant si les emplacements 
varient dans P/C w. On peut alors affirmer que un processus cinématique associe à tout instant d'un 
intervalle chronologique un emplacement de classe P et que, si ce processus est ngidifiant, les 
emplacements varient dans une classe d'équivalence de P/C, s'il est localement ngidifiant, dans une 
classe de P/C w: 

# VxCT c : r e x — ô ^ A — K ^ P a 

La donnée d'un processus cinématique c correspond donc à celle d'une fonction, 
qu'on note KC, qui associe à tout point matériel d'un corps pour tout instant d'un intervalle 
chronologique une position dans l'espace géométrique: 

# c => Kc:(j.(,T)e^xx-*KT(w«)eKT(íB)ce M 

KxCJZ) étant le domaine occupé par le corps ^ dans fî selon l'emplacement K^ßP (i.e. à l'instant x 
selon le processus c). 

On remarque qu'on peut également associer à un processus cinématique une suite 
dans le temps de déplacements de support commun (celui-ci étant l'emplacement à l'instant initial de 
l'intervalle chronologique du processus). Toutes les définitions qui suivent peuvent donc être 
données avec une telle représentation cinématique (comme déjà noté, un milieu continu est défini par 
ses emplacements ou par ses déplacements de façon équivalente). 

Vitesse et accélération. 
Par définition un processus cinématique admissible est une fonction du temps au 

moins C2; un processus cinématique virtuellement admissible est au moins C° dans le temps. Dans 
le premier cas, la dérivée par rapport au temps de la fonction KC de la (64) associe à toute translation 
du temps (l'espace translation du temps est R) une translation dans l'espace, vitesse dans 
l'emplacement. 

Un processus cinématique admissible associe donc aussi à tout point matériel d'un 
corps donné, par dérivation de son emplacement, et pour chaque instant d'un intervalle 
chronologique une vitesse, opérateur de V¡r=L(R,E), qu'on appelle espace des vitesses, fonction de 

> 3| mcgcfpco'CfCj :Axi—*A^2 
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(JÁ.T:): de façon analogue, par une seconde dérivation, un processus cinématique associe à tout point 
et instant une accélération, opérateur de L(R,VE) fonction de (^U,T)2 4 : 

# 
<MJA,T)e--Bxx— — Kc(JA,x)eVE=L(R,E) 

dr 

Y c:(^ ;T)e-Bxx-* —r Kc(^,x)eL(R,VE) 
or2 

65 

Les vitesses et accélérations ci-dessus, en tant que opérateurs sur E, seront 
considérées comme images d'opérateurs matériels, c'est à dire d'opérateurs sur T(33), dès qu'on 
définira la cinématique de l'emplacement local selon un processus cinématique donné. 

Vitesses v i r tue l les . 
Toujours en tant que opérateurs sur E les vitesses peuvent être dégagées de tout 

processus cinématique en perdant, par conséquent, leur définition comme dérivées par rapport au 
temps d'emplacements de classe P suivant un tel processus admissible. 

On défini une vitesse virtuelle pan 

$K:^-»VE : 3K<EP : foc-K^eC^ic^)) <* 

la donnée d'un emplacement "support" permet d'en définir la continuité. 

Mouvement relatif. 
Le mou\ement d'un corps matériel, même si relatif à un autre corps maténel. peut 

être défini par la seule donnée d'une chronologie, mais le passage par un référenüel d'espace devient 
nécessaire pour associer deux à deux leurs points. 

Le mouvement m^q? de 5 par rapport à 3?, corps matériels, est défini par la donné 
d'un processus cinématique CCR sur 35. d'un processus cinématique cep sur 15 et d'une isométrie 
(translaUon) entre les intervalles chronologiques supports des deux processus; l'espace géométrique 
P permet en fait de mettre en relation les formes de deux corps matériels en passant par leurs 
emplacements-5: 

^T?:öex .ß-*K.T»eP4) 

3a£R: 0=a+T V t t e x ^ V x e x i } 

68 

• mcB«:( JA,T)&U\x*-»iWK:&t(wU)eî& 

Le processus cq? peut être choisi ngidifiant; un corps maténel Q ngide (i.e. qui garde 
sa forme en tout processus cinématique) pns comme référence pour ¡e mouvement d'autres corps 
matériels est un "repère". 

Pour des processus cinématiques admissibles d'un corps ' î o n a u n mouvement par 
rapport à un repère 3? de classe au moins C2 et, donc, par dérivation, un champ de vitesses relatives 
et un champ d'accélérations relatives au repère choisi 

Une vitesse relative à un repère 3? associe à toute petite translation du temps un 
vecteur maténel du repère; l'espace des vitesses relatives VT(iB) est donc l'image (par l'inverse de 
l'emplacement local des vecteurs matériels du repère) de l'espace des vitesses absolues VE. 

Mouvement v i r tuel . 
La donné d'un ensemble de déplacements virtuels de support commun dans le temps 

et arbitraire K0(I:B) (la variable de temps étant alors un paramètre arbitraire) permet de définir un 

-"* Tout point malériel est massif par définition, mais on peut définir de façon analogues les vitesses et les 
accélérations d'une partie de mesure masse nulle d'un corps matériel. 

Le mouvement avait été défini au niveau du corps matériel en mettant en relation deux processus du même 
corps car l'absence d'un référenüel ne permettait pas de "sortir" du corps. 

- f/n mnrifiifi thprmn-mécaniaiw eip rmlvrriçtni -
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mouvement m soumis à de conditions moins restrictives que celui ci-dessus défini par rapport à 
deux processus cinématiques (on n'a pas introduit le concept de processus cinématique virtuel, donc 
tout processus cinématique est contraint par l'impénétrabilité26), appelé donc virtuel (on indique par 
CP(D) les fonctions continues de support Dc£): 

V K 0 E P Bà^CPdcoCÎ!)) Vxe X => AI:K0(<B)XX—£ 69 

De même on peut définir les vitesses virtuelles par extension d'une définition de 
vitesse comme dérivée d'un mouvement. En particulier on peut voir que la composition de la dénvée 
par rapport au temps d'un mouvement virtuel fh avec son emplacement de référence K ^ Î ? ) est une 
vitesse virtuelle. 

3.3.3. Cinématique de l'espace langent. 

Dans un processus cinématique c, à tout emplacement instantané KT<^W)=KC(^U,T) 

correspond un emplacement local, noté ac(JA,x)=aKx(^M), et, par conséquent, on obtient l'image 
d'un vecteur matériel et l'image de la métrique de T(JX) dans E en fonction du temps et du point: 

# v^we^VxexÇT KC=>
 70 

ac(0(,T)uT(a()euEKT(ai) 
=> ac(^U,T)=gradKc(i^U,x)GL(T(Ji),E) : -

En tout point matériel et à tout instant, l'emplacement local a^^-c ) donne les 
vecteurs vitesse matérielle (p et accélération matérielle y dont les vitesses et les accélérations de la 
(65) sont les images actuelles selon le processus en objet: 

v^ue^.VxexÇT . 
'(p(oU,T)=a-ci(oU.T)(pb(JJl,T)eVT(jU)=L(R,T(v>U)) 7 1 

_YÍoU,x)=a-J(Jí,T)Yc(JA.x)eL(R,VT(^)) 

On remarque que vitesse et accélération matérielles, <j> et y, dépendent du processus mais non de 
l'emplacement au cours du processus, tandis que leurs images dans E, cpc et y c, dépendent aussi de 
ce dernier. 

3 3 4 Deschpllon lagrangienne. 

Dans la suite on défini un certain nombre de grandeurs (gradient de la transformation, 
tenseur de dilatation de Cauchy et de déformation de Green-Lagrange dans le temps) par rapport à 
un processus cinématique dans un intervalle de temps donné. 

Ces grandeurs seront donc foncüons du point JA dans le corps et de l'instant de 
temps x dans l'intervalle selon ce processus c et seront donc notées Ac(^U,x). 

Si on se réfère à un emplacement K0 de 5 dans £ arbitraire, un processus cinématique 
engendre un mouvement dans le temps (repéré par l'emplacement KO), noté JIC, qu'on appelle 
"transformation'': 

# VKoÊP,VTexcr KC => Äc(- ,T)=KC(- ^ - . K O P B ) - ^ )
 72 

et un changement de l'emplacement local (emplacement local instantané vu par rapport à 
l'emplacement local de référence), définissant la cinématique des images des vecteurs matériels, qui 
est le "gradient de la transformation" (Cf. formules (42) et (50) pour obtenir ce résultat): 

- " Un processus cinématique virtuellement admissible perd, par rapport à un processus admissible, la propriété 
d'être derivable dans le temps; l'impénétrahsliié est liée à la continuité dans l'espace. 
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# VK 0eP,VxexÇT KC => F(wU,T)eL+(E,E) : 7 3 

F(^,x)=ac(^,x)aK
1

o(^)=VKOKc(- ,x) ( ^ = V [ K C ( - . ^ í ) 1 ] ( W)=V;tc(^,x) 

unt=F(^U,T)UEo ; VUEOGUKKOM) ; u&EM^Jk) 

Pour relier à remplacement KO les images instantanées de la métrique de T(M) il faut 
définir un opérateur particulier le tenseur de dilatation soit l'opérateur qui donne le produit scalaire 
de deux vecteurs matériels dans l'emplacement actuel KT (éventuellement obtenu par un processus 
cinématique) en opérant sur leurs images dans l'emplacement de référence KO: 

C:--Bxx-*L+(E,E) : (C(jU,T)aK0(^)vT(^U),aK0(^)uT<a4))H=V!<^U);ruT(^)1 
75 

Par définition du produit scalaire de T ( ^ ) dans l'emplacement actuel KT et du gradient de la 
transformation de KO à KT: 

<C(^,T)aK0(^)v1<^),aK0(JA)uT(^U))E= 7 6 

# =<gEF(Ji,T)a1C0(J4)v1<uU),F(uM,T)aK0(oU)UT<JÎ))E 

i 
C(Jk,x)= F * ( J * , T ) gE F(OU,T)= a-K^(oM)a*( J 4 , T ) gEac(o«,x)a¿|)(^) = aK*(^U)rc(^,x)aK0(^U) = 

= gba1C0(J4)r¿¿(JA)rc(oU,T)a¿{)(jU) 

On voit par cette dernière relation qu'au tenseur de dilatation est associe une expression intrinsèque 
de la forme (Cf. [Rougee 1991]): 

# cint(^,x)=rK0(^)rc(^u,x)eL+(T(^),T(^)) ^ 

On défini le tenseur de Green-Lagrange entre deux emplacements identifiés par les 
instants 0 et x au cours d'un processus cinématique par la demi différence des dilatations dans ces 
deux emplacements (C(^U,0)=gE selon la (76), ayant pns l'emplacement à l'instant 0 de référence 
pour la description lagrangienne du mouvement): 

# UOÍ,x)4[C(^,x)-gE]eL+(E,E): 

VUT<JJ) ,VT<J*)CT(JJ ) 

( U O l x ^ a m ' - K J / U K Q Í JJDUT< J4)>E = V - K ^ ) 7 U - K ^ ) . - v ^ ^ V U * ) 

79 

K 0 

permettant de relier le produit scalaire de T ( ^ ) dans l'emplacement KT à celui dans l'emplacement 
KO, et qui peut être choisi comme mesure de la déformation entre ces deux emplacements. 
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4. Mécanique. 

4 J ^Forces jjans_üespace. 

4.1.1. Continuité des actions. 

Une fois définis le référentiel et sa topologie on peut s'intéresser à la continuité des 
actions dont l'existence a été postulée au niveau des corps matériels. 

On postule que les actions intérieures sont des actions "de contact" aire-continues (la 
norme I.! est à définir selon la nature de V; on suppose V espace vectoriel): 

V K E P 3k>0 : IAin,(C, D)l < k mes^CndO)) V(C, D ) e ( ^ x ^ ) s c p
 8 1 

On postule que les actions extérieures sont des actions de contact et "à distance" et 
qu'elles sont donc aire-volumc-continues: 

V K E P 3k,h>0 : IA„^C)I < k mes^O) + h messen*!?) VOeilcg 8 2 

L'action sur une partie d'un corps matériel, somme d'une action extérieure au corps 
matériel et d'une action intérieure au œrps matériel, est donc aire-voiurne-continue. Dans la suite on 
note: 

VK=mesK(0) ; SK=mesK(Cn^'B) VfieU« Ö 

4.1.2. Mesure force. 

Une interaction à valeurs dans E* est un "système de forces" qu'on note ÍQ Cê Utg 
pour indiquer qu'il est relatif aux parties de "R (ia notation "fc* particularise la "Aejlt(C)" dans le cas 
des forces). 

On rappelle que tout corps matériel est muni de la tnbu borélienne de l'ensemble des 
ses parties, raffiné, au moins, jusqu'aux points matériels. Sous les deux conditions de continuité 
postulées, toute partie du corps, OE^lfß, est mesurable dans l'emplacement K par une mesure 
vectorielle dl"c définie en tout point matériel et à valeurs dans E* 27: 

# dfc: ME. Ï}-*E* ; fc<De G-*fc(T>)= jdf ceE* w 

3) 
On peut alors démontrer (Cf. [Noll 1973]) qu'il existe des fonctions integrables, 

respectivement de volume et de surface, bj. * et tâCE*. qu'on appelle "forces de volume" et "forces de 
contact", telles que: 

# 3 bK»:3î—E* 1 8 5 

3 taCE.:ôC-*E* VaCC ^ 
fcCD)= ;dfc = JbE*M*)dVK + fteCE.(oW)dSK 

ce qui traduit ¡a continuité des actions, postulée dans l'univers maténel, en continuité de la mesure 
force dans un emplacement: la mesure force est volume-continue à l'intérieur d'une partie d'un corps 
maténel et aire-continue sur sa surface (dans la suite ^MG... et sous-entendu: wU est la variable 
d'intégration sur les parties d'un corps maténel). 

Un système particulier de forces à distance (donc volume-continues) est celui des 
forces de masse, tel qu'il existe une fonction pn», "force de masse", définie pour toute position dans 
un référentiel28 et integrable par la mesure masse: 

On rappelle que B dénoie en même temps un corps et l'ensemble des ses parties. 
- D'après sa signification physique celle fonction "force massique" dépend dans un point maténel de la forme de 
l'univers entier (c'est à dire de la distance entre ce point et tout autre point matériel). Dans l'étude mécanique d'un corps 
on considère figé avec un référennel inernel une grand partie de son corps complémentaire (contenant presque tout 
l'univers sauf un ensemble, appelé "système", contenant des corps autour du corps étudié et le corps même) et donc, 
négligeant l'action massique entre points du même corps et négligeant l'effet sur le corps étudié des actions entre corps 
extérieurs au système, on peut assigner une valeur de force massique à toute position dans l'espace géométrique d'un 

• Un mfvièlr thprmn-mrrnTtinur fip nsi/vrriïtnl-
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# 86 
p E . : £ - E * : fmC(D)= fpE.(ic(^))dji 

si on ne considère que de telles forces à distance on exclue les actions des champs magnétiques et 
électriques qui ne sont pas masse-continues. Pour garder une plus grande généralité sans alourdir la 
notation on considère les forces de masse comme cas particulier de forces de volume, ce qui est 
d'ailleurs légitime grâce à la volume-continuité de la masse: 

# d^i=pK(J¿)dVK ;bE*(J^)=pK(J^)pE«(K(^))+... ^ 

Sous des conditions de continuité des surfaces et des actions qu'on suppose vérifiées 
on prouve entre autre (en particulier la deuxième égalité suppose la continuité de la fonction tE* 
suivant la surface d('): 
# ^rl:*(^)=iE:»(^U,nÔC.E)=SE(oW)naCE 88 

SH: "R—L(E,E*) 

n^pgEE étant la normale en ^M à la surface dC dans l'emplacement en objet, ce qui introduit le tenseur 
"contrainte" SE. On remarque que. la surface dC étant une surface matérielle, sa normale H¿CT est un 
vecteur matériel de l'espace tangent en tout point de la surface, et donc: 

# V J / e d C V i c e P ná C E(Ji)=aK(^)na c T(J^) " 

4. Î.3, Forces matérielles. Espace duale de l'espace tangent. 
Grâce au\ définiüoas introduites un système de forces est aussi une distribution, 

fonctionnelle linéaire sur l'espace des fonctions à support dans le corps matériel complet 5 et à 
valeurs dans E, de mesure b f (»JiniV^ à l'intérieur et ^^»(^MjdSK sur la surface d'une partie d'un 
corps matériel. Soit • une fonction à support matériel sur le corps complet et valeurs dans E (à un 
vecteur matériel est associée une telle fonction par un ensemble d'emplacements locaux sur le corps 
complet): 

V+ME 'S—*E(J¿)eE 9° 

1»((\f>= M p = f<br«,<frr)EdVK + jRtdCE.,<|>E)ndSK 

La distribution ci devsus depend de l'emplacement. Si, en changeant d'emplacement, 
on fait varier la fonction * à l'intérieur d'une classe d'équivalence vecteur matériel on obtient une 
relation d'équivalence entre images de s% sternes de force: deux distributions force sont équivalentes 
si elles donnent le même réel P*. pour toute partie 0 du corps matériel et pour tout emplacement, en 
opérant sur les images d'un même secteur matériel. Cette relation d'équivalence, vu que le support 
de la distribution est une partie arbitrairement choisie du corps, vue la structure de tribu de tout corps 
matériel, et vue la validité ¡ocak de l'équivalence entre vecteurs matériels, se traduit en une 
équivalence locale (i.e. en tout point maiend > entre mesures forces: 

# A*íJÁ)= 91 

={((K,bE.(JDdVj.(n..b'i.{_UKJVn)>€iP\E")-

VfU.ULMn.u^eAoMÍ) {bE»,uE)EdVK!a=(b'E»,u'E)EdVT1 |^} 

référenuel inertie!. Les svticmes <k iurue de masse qu'on défunt à partir d'un référentiel sont donc en effet des systèmes 
intrinsèques à l'uni* cm malend 

Il faul remarquer que I« forces de masse dépendent localement de l'emplacement et non de l'emplacement 
globale du corps. 
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# AS'(J4)= 92 

={íÍK,td C E .(-U)dVK),(T,, t 'd C E .(JÍ)dVT J))e(PxE*)2: 

VaK.UpJ.dl.u'EWeAoíuU) (toCE-.U^RtlSKi^t'ôCE'.u'F^EdSr,! ({} 

la normale à d() étant un vecteur matériel, on a aussi l'équivalence entre contraintes matérielles: 

# AS"(oU)= 93 

={((K.Sl.^)dVK),(Ti,S'F(-^)dVT,))G(PxL(E,E*))2: 

V((K,uE),(T],u,
E))eA0(<jU), VaK.nEj .^n '^eAoiuM) 

(Spn^u^EdV, !^=<S 'En ' E , u ' ^ V , , ¡ ^ } 

On obtient donc, en tout point d'un corps, une partition de E* en ensembles quotient 
dont les éléments sont des vecteurs matériels. Ces ensembles sont, par définition, les espaces duaux 
des espaces tangents en tout point, déjà notés T*(^M), On note les vecteurs forces matérielles par 
br»(^U) et td(iT*(^0'. °n voit facilement que c'est l'inverse de l'adjoint de l'emplacement local qua en 
donne les images pour un emplacement fixé (il suffit d'imposer l'identité des dualités de T(^M) et de 
E): 

# rbn»MJ)=a\*(JJI)t>r«MO e bE«K(^)=E*/A*(J/) w 

VKepJidCE .(0U)=a-K*(J4)t i ( .T«(^) £ ta(ÎF..K(oM)=E*/Ag,(wU) 

^SE(^)=a- lc*(^)ST(^)aK
1(^U) e SEx(J,{)=L(E,E*)/A5''(^) 

La distribuüon force matérielle est alors définie, en prenant sur B̂ un champ uj 
arbitraire vecteur matériel, par 

VuT:.jUe3}-*ttr<wM)eT(J/l) V K G P :
 9 5 

# 
•P*(0,ur)= [u1iJl)úfv = f(bT.(JJ),UTiJÁ)húVK + f(taCT.(OÍ),uT(^U))TdSK 

Ces passages nous permettent de définir la puissance virtuelle dans un emplacement, 
et de définir par conséquent l'équilibre mécanique. 

4.2.^QEceíLdaris respace-iemps* 

4.2,1. Forces d'inertie. 

Les forces d'inertie sont définies par une conjecture: 
_ Conjecture d'isolement (forme mertiellc): on suppose que, pour un corps matériel et 

un système de forces donnés, il est toujours possible d'isoler un système, contenant 
au moins le corps, tel que l'ensemble des forces échangées entre parties de l'extérieur 
du système (i.e. échangées à l'extérieur du système) ne doit pas être connu pour 
déterminer le mouvement du corps. 

On appelle "système des forces appliquées", noté fsç, l'ensemble des interactions 
entre les parties de l'exténcur au corps dans les système isolé et les parties du corps, et "système 
d'actions inerüelles", ou "forces d'inertie", Ï\Q, l'ensemble des interactions entre l'extérieur du 
système et les parties du corps (avec référence aux notations et définition du § 2.2.4., la notation 
"fsf " particularise la "ACJns(0)" et la "f̂ " particularise la "Aex,|(C)" dans le cas des forces): 

V"BeO¡ 3 C 3 Í : fc=fic+fsc VOEOIcg % 

On postule l'existence de référentiels mertiels et la validité de l'axiome d'Euler réduit, 
la conservation de la masse étant postulée, au théorème de D'Alambert: 

- fin tntviplfi thrrmn-mfrnninu* dp nrtlvrrtrtfti -
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97 

_ il existe des référentiels, dit înertiels, qui voient la quantité de mouvement (somme de 
la vitesse relative par la mesure masse) d'un corps matériel constante dans un 
intervalle de temps si et seulement si le système des forces appliquées au corps est 
nul en somme pendant cet intervalle; 

_ dans tout corps matériel vu dans un référentiel inertiel le système des forces d'inertie 
est masse-continu et fonction du temps, et il a l'opposé du produit masse-accélération 
des points matériels comme mesure instantanée (la donnée d'un processus 
cinématique c défini ces forces d'inertie dans le temps; Cf. formules (65) et (87)): 

# r Y c ^ x - W V E ) 

[ p c í J U W V ^ d n VTGX 

V T C T fiC(D,T)= fdfic(T) = - JYcM,T)du = - fPc(JA,T)Yc(JU)dVT 

La distribution force matérielle associée à de telles forces d'inertie est donc de densité vectorielle 
y(,jU,T)du selon la définition (71) de l'accélération matérielle. 

4.2.2. Processus mécanique. 

Ayant introduit parmi les actions agissant sur le corps des forces d'inertie fonctions 
de l'accélération, et donc du temps pour un processus cinématique donné, la définition d'équilibre 
dévient relative aux emplacements instantanés suivant un tel processus. En outre les autres forces 
agissant sur le corps, dites appliquées, peuvent varier dans le temps (indépendamment du processus 
cinématique). 

Ces considérations introduisent la définition suivante. Un "processus mécanique" 
dans l'intervalle chronologique xCT est défini pour un corps matériel 73 (dans un référentiel inertiel) 
par 
_ un processus cinématique c dans l'intervalle x^T (Cf. formule (63) et (64)), 
_ un système de forces appliquées Î$Q fonction du temps dans l'intervalle %CY (Cf. 

formules (84) et (94)): 

fb(wU,T) £T*(JJ) m 

# V O e ^ fsc: & X - E * i.e. V ( J J , T ) E ^ X X 

[taC(oU,T)eT«(o«) 

_ le principe des puissances virtuelles (défini au paragraphe suivant). 

Un processus mécanique représente donc révolution de la forme du corps (processus 
cinématique) en dualité avec les actions qui l'intéressent (forces d'inertie définies par le processus 
cinématique et forces appliquées fonction du temps) moyennant le principe des puissances virtuelles. 
Ce dernier en fait établi tant l'objectivité des interactions entre parties du corps que la condition 
d'équilibre entre actions intérieures, extérieures et inertielles29. 

-9 On a repris la définition de processus mécanique de Noll (Cf. [Noll 1973]) en unifiant les demandes d'équilibre 
des forces et d'indépendance du taux de travail du processus de référence dans celle du principe des puissances virtuelles 
(pour revenir aux procédures qui nous sont familières). Par conséquent on a éliminé la donnée explicite d'un processus 
de référence dans la définition de processus mécanique car celle-ci est contenue dans l'énoncé du-dit principe (référentiel 
galiléen). 

On remarque que dans la suite, selon la terminologie habituelle, par "extérieur'' on dénote le système des 
forces agissant sur la partie C de Q. donc, par rapport aux dénominations introduites précédemment, la somme des 
actions intérieures (des parties du même f̂i sur C) et extérieures (du corps complémentaire de 3} sur C). 

- Maurizio Brocato - Thèse ENPC CERAM -
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4 J L Principe xles_puissanc£s virtuelles. 

On peut mettre en relation duale vitesses et forces au cours d'un processus 
mécanique. Cela peut être fait tant moyennant la distribution force matérielle, en prenant des vitesses 
matérielles, ce qui défini des puissances réelles, que moyennant la distribution force dans un 
emplacement, ce qui, en faisant le choix le plus général, qui est celui des vitesses virtuelles, défini 
des puissances virtuelles. 

La définition des puissances virtuelles, moyennant le principe homonyme, précise 
celle de processus mécanique et conduit, en particulier, à la condition d'équilibre. 

On remarque que les puissances virtuelles des efforts intérieurs et extérieurs peuvent 
être définies par la seule donnée d'un emplacement, sans faire recours à celle d'un processus 
mécanique; par contre il n'en est pas ainsi pour la puissance des accélération, ces dernières 
nécessitant un processus cinématique. En vue d'obtenir des équations d'équilibre locales 
instantanées, il convient néanmoins d'écnre toute puissance virtuelle relativement à l'instant actuel 
d'un processus mécanique d o n n é e 

4.3.1. Puissances. 

Puissances des efforts extérieurs et des accélérations. 
La puissance des efforts extérieurs est donnée par l'application de la distribution force 

matérielle (95) au champ de vitesse matérielle ç, cette distribution étant définie pour un système de 
forces appliquées fonction du temps*1: 

PexiC-'.q.X) = f<bUU.T).ír<w*A.T)>ríiV+ f<toCUU,T),CpUU,T)>T<ÍS 
99 

.¡ac(~U,-0.<pMA.T)>T<iS 

La puissance des accelerations est définie de façon analogue par un système de forces 
d'inertie: 

Ces définitions sont intrinsèques et dependent de l'instant de temps selon un processus mécanique. 
Elles impliquent la donnée d'un réíérenücl incrocl et la distinction d'actions înertielles. 

Soit $, un champ de v itesse virtuelle défini sur le corps matériel selon l'emplacement 
K continu. L'application de la distribution force à un champ arbitraire de vitesse virtuelle permet la 
définition de la puissance v irtucllc des efforts extérieurs et de la puissance virtuelle des accélérations. 

Ces deux puissances sont nécessaires pour l'écriture du principe des puissances 
virtuelles et, donc, pour la définition des prtxxssus mécaniques. En particulier la définition 
d'équilibre est liée aux puissances v muelles des efforts extérieurs et des accélérations. 

On remarque que. l e vitesses virtuelles étant définies dans un référentiel particulier 
par rapport à un emplacement, et les Uwces étant définies sur le corps matériel, en énonçant un tel 
principe on se restreint aux réfcrenüels pour lesquels la puissance qui résulte de leur dualité est 
invariante (Cf. [Noll l<*tf|). 

Un champ de vitesse virtuelle Q% est un opérateur linéaire donnant en tout point 
matériel du corps, pour un intervalle infinitesimale de temps une translation infinitésimale dans 
l'espace géométrique. Cette translation peut être interprétée comme une variation infinitésimale de 
l'emplacement K restreinte par la seule continuité par morceaux. Se donner un champ de vitesse 
virtuelle dans un emplacement est donc équivalent a se donner une petite variation arbitraire de cet 
emplacement non restreinte par l'impénétrabilité: 

-• ° À ce propos un remarque que l o prMtáa*\ a» ce indice K sont relatives à un emplacement ( indépendamment 

d'un processus), celles avec indice c »oui rciauto à remplacement actuel K C ( - ,T) suivant un processus cinématique. 
* ' L'élément de volume mutend a I 'UKUM t d'un processus anémauque, dV, est défini par transport du produit 
mixte de E sur T(M) (comme pour le transport du produit scalaire). L'élément de surface matérielle, dS, est défini 
moyennant le produit scalaire (non intrinsèque) des vecteurs matériels de la surface. 

Les développements suivants «ont tait moyennant les puissances virtuelles, donc par rapport à un 
emplacement, ce qm ne demande pas plus de détails sur le sujet. 

- Un mndplp rhprmrk~mprnmni»p tip nrUvrrivtftî . 
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* V K E P $ K E V E <» Ô K G E 1 0 1 

La puissance virtuelle des efforts extérieurs et la puissance virtuelle des accélérations 
(l'accélération étant fonction de l'emplacement actuel selon un processus cinématique) au cours d'un 
processus mécanique sont32: 

# 102 
VT Pext(GÔK) = f (b c(oU.T),ÔK(o«)>EdV t+f<taCcM,x),ÔK(JA)>EdST 

Vx />acc(f!,ÔK) = fPc(u«,X)<Yc(o«,T),ÔK(o«)>LdVT 

Puissance des efforts intérieurs. 
La puissance virtuelle des efforts intérieurs est, par définition, une fonctionnelle d'un 

champ de vitesse virtuelle définie dans un emplacement 

Dans la définition de puissance virtuelle des efforts intérieurs on introduit trois 
hypothèses: continuité par rapport à la masse et caractère interne de la puissance, localisation au 
premier gradient de la mesure <î>K (e.g. Cf. [Rougee 1980]). 

La continuité par rapport à la masse s'écrit (indépendamment de l'emplacement, 
suivant un processus: du=pc(,J/(,T)dVT): 

Vx <D(Q)K,T)=<Da(^K,T)dn=«Dp( l̂c,T)dVT
 1 W 

Le caractère interne des puissances intérieures est défini par l'axiome: "Pour tout 
champ de vitesse ngidifiant d'un corps matériel en équilibre, la puissance virtuelle intérieure est 
nulle dans toute partie du corps". 

On remarque que la variation d'emplacement ÓK, équivalente d'une vitesse virtuelle, 
engendre une variation èrK(^U) de l'image dans cet emplacement de la métrique de l'espace tangent. 
Suivant la (60): 
#
 V K G P ÔK =» ôrK(u«) = 2sym(aî(JJOgE&aKÍuU)) VJjie^B l 0 5 

Un champ de vitesse (ou un mouvement) rigidifiant, par définition, ne modifie pas la 
forme globale d'un corps matériel, par conséquent la variation de la métrique de l'espace tangent 
6 r K ( ^ ) est nulle dans tout mouvement ngidifiant (dans un tel mouvement il n'y a que de variations 
d'emplacement à gradient matériel nul; Cf. formule (52)). 

L'écriture de l'axiome du caractère interne entraîne donc la factorisation de la vitesse 
virtuelle de la métrique de l'espace tangent dans l'expression de la puissance des efforts intérieurs: 

# Vx <P^ÔK ,T) ! j u=^(ôrK(J*),T)) V^U&B 106 

La localisation au premier gradient de <J>̂  entraîne finalement (le signe négatif et le 
coefficient 1/2 sont dus à l'usage général): 

3 - Les forces bc(^U,x) et t¿(>c(̂ Al,T) dans E* sont obtenues par emplacement local acMA.x) des forces matérielles 
b(oU,T)cti¿cE«(JU,x): 

bc(0(,T^a-c*(J4,T)b(^U,T) ; tÔCc(oU.T)=a-c*(u«,T)tôC(uM.T) 1 0 2 b 
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VT pin^c,ôK) = -i-f<ec(oU,T),6rK(oU)>L(T.T<^ 107 

ec:(JX,T)eBxx—Ls(T*(uU),T(JA)) 

On remarque que l'emplacement K sur lequel est définie selon la (105) la variation de la métrique de 
l'espace tangent peut être autre que l'emplacement actuel KC(-,X) obtenu à l'instant T suivant un 
processus cinématique. 

On montre que le tenseur 8C ainsi introduit, qui dépend de l'emplacement courant 
KciJA.i) suivant un processus, est lié au tenseur des contraintes de Cauchy a usuel (Cf. [Rougee 
19801): 

# V K E P c ^ p ^ A a * : ^ -LS(E*JE) 108 

(la donnée du processus n'étant pas nécessaire dans cette relation). 
La ( 107), en prenant une variation réelle de la métrique de l'espace tangent dans un 

interval infinitésimal de temps suivant un processus mécanique, permet l'écnture matérielle de la 
puissance intérieure, moyennant la dualité intrinsèque entre la contrainte 8C et la vitesse matérielle de 
la métrique: 
# 1 ri 109 

p.nite.T) = - - f<ec(j*,T).--rc(ji,x))WI.T. )dn 

v * 
Moyennant la définition ( 105) de la variation de la métrique de l'espace tangent (prise 

par rapport à l'emplacement courant suivant un processus), en introduisant la contrainte: 

#
 V K E P TK-plcgßilceK:iB-*Ls(T*(u«).E*) U 0 

on écrit la puissance virtuelle des efforts intérieurs: 

# 111 

PinACbK) = - fte{JU),giadÔK(JA)>urf>dVT 

qui, par déplacement de l'opérateur grad moyennant le lemme de Gauss33, permet l'écriture locale 
de la condition d'équilibre qu'on défini de suite. 

4.3.2. Equilibre mécanique. 

A partir des conditions introduites (continuité des forces et principe des puissances 
virtuelles) on obtient les équations d'équilibre mécanique du corps matériel. 

La première caractéristique de l'équilibre est celle d'être une propriété des corps 
matériels indépendante du référentiel choisi pour leur emplacement. Néanmoins, vue la forme 
particulière choisi pour la puissance des accélérations, on se restreint dans ce contexte aux 
référentiels galiléens34. 

En outre, ayant introduit des forces inertielles fonctions de l'accélération, et donc du 
temps pour un processus cinématique donné, l'équilibre dévient relatif aux configurations 
instantanées suivant un tel processus. 

Le principe s'éent pour tout emplacement K dans un référentiel galiléen: 

# { Pe^C,(pK)+Pint(C,^)=Pacc(C,(pK) Vk:<B-*VE } « < £ en équilibre 1 1 2 

3 3 L'opérateur grad et l'opérateur div qu'on introduira daas la suite sont intrinsèques; la légitimité du passage en 
objet a été démontrée par P.Rougee (Cf. [Rougee 1980]). 
3 4 I n effet, dans les limites de ce travail, il suffit de se placer dans des référentiels inertiels qui ne sont que des 
cas particuliers de référentiels galiléens. 

- Un mnrlèlp tnermn-tnámnirtup ti fi nnivrrtïTnï -



290 - Chapitre Vil -

Dans les puissances virtuelles ci-dessus le temps identifie une forme et un système force actuels 
suivant un processus mécanique; par conséquent la condition d'équilibre doit être vérifiée à tout 
instant d'un tel processus. 

L'écriture locale dans l'espace-temps de cette dernière équation, possible grâce à la 
continuité du référenûel et au caractère arbitraire des vitesses virtuelles, donne l'équation d'équilibre 
locale classique des milieux continus avec conditions au contour (ayant défini la divergence "div" 
comme la trace du gradient matériel35): 

* 4? en équilibre à l'instant T l 13 

î 
bc(^,x)+pc(^,T)Yc(^,T)+divxc(^,T)=0 VJAEH 

t^cUiT^^.^rc^Tin^rK-M) v̂ ueâ R 

(n,3CBT(oU)6T(<JÁ) étant la normale matérielle à la surface matérielle dQ). 
La comparaison de l'équation d'équilibre sur la frontière avec la définition (88) du 

tenseur matériel S de la (98) donne les relations entre les tenseurs de contrainte introduits: 

# fS = a * - ^ = pKrKeKrK = a^gEag^ 1 U 

L'opérateur trace dépend de l'emplacement, mais la trace d'un tenseur dépendant de l'emplacement n'en dépend 
pas. 

- Mfiuririn Rrnrntn - Thïv* F.NPC CFRAM -
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5. Thermodynamique 

SJ^InlrodiiciiojL 

Les définitions de la thermodynamique sont, par leur nature, intrinsèques. C'est la 
raison pour laquelle on ne les a pas données dans l'ordre utilisé pour la cinématique et la mécanique, 
c'est à dire d'abord dans l'univers matériel et, en suite, dans l'espace-temps. 

Le cadre thermodynamique suivi par le modèle du Chapitre IV ne coincide ru avec 
celui de la thermodynamique rationnelle ni avec celui de la thermodynamique des processus 
irréversibles classique. 

Bien que de moindre généralité, la thermodynamique utilisée dans le Chapitre IV ne 
contredit pas les axiomes thermodynamiques introduits par Noll. D'un autre coté, une étude basée 
sur ces axiomes n'était pas nécessaire pour la formulation de notre modèle. C'est la raison pour 
laquelle on ne s'occupe pas, dans le Chapitre VIII, d'étendre la thermodynamique axiomaûque de 
Noll à l'espace profond. 

On présente brièvement, par souci de complétude, le cadre axiomatique proposé par 
Noll (Cf. [Noll 1972]). 

5.2. Thennodyjianuq u t axiomatique. 

Cette théorie se base sur la définition de 1' "élément matériel" qui est une septuple 
intrinsèque, consumé de quatre ensembles et trois applications qui le relient et structuré par cinq 
axiomes. 

5.2.1. Les ensembles. 

Le premier ensemble est l'espace tangent T(<JÀ), le deuxième est l'ensemble des 
configurations thermodynamiques intrinsèques, noté Q, le troisième est l'ensemble des processus 
thermodynamiques admissibles, noté n, le quatrième est l'espace des états thermodynamiques, noté 
E. 

Pour un modèle isotherme purement mécanique la configuration thermodynamique 
n'est que la forme globale du corps36, A, l'ensemble des processus admissibles est l'ensemble des 
processus cinématiques admissibles, c'est à dire des déplacements admissibles, D, ou, de façon 
équivalente, des emplacements compatibles P, et l'état thermodynamique n'est que l'état mécanique 
du corps. 

Pour un modèle thermodynamique complet une configuration est un triplet forme, 
température, gradient de température: 
# g=(ô, e, grade)eg " 5 

il s'agit donc de l'ensemble des champs des variables d'état dès qu'on se place dans un référentiel 
particulier (le gradient de température est aussi intrinsèque car il est défini par rapport aux 
translations matérielles infinitésimales). 

Pour le même modèle complet l'ensemble des processus thermodynamiques est 
consutué par l'ensemble des processus mécaniques avec l'ensemble des processus énergétiques; un 
processus énergétique est, pour une chronologie donnée, x, l'ensemble des quatres applications (9 
étant une partie du corps matériel 3?): 

E^PXTOBXX-^R contenu d'énergie interne de CPECHCQ à l'instant x 116 

Q:(:P,Q)XTÇ(̂ Bx^B)sepXx—»R interaction puissance calorifique de î> à 2. à l'instant T 

S: ;PXTÇ^BXX-*R contenu d'entropie de <?> à l'instant x 

0:3>XXÇJ~:BXY—*R+* température de ¿P (intérieur à 32) à l'instant x 

ces applications devant satisfaire les lois usuelles de la thermodynamique (bilan d'énergie et 
d'entropie, volume-continuité et surf ace-conti nui té de la puissance calorifique, caractère additif 

Selon une traduction mot à mot de !a dénomination donnée par Noll, on peut aussi appeler À configuration 
intrinsèque. 
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d'espace des énergies et des entropies, production locale instantanée d'entropie non négative en tout 
processus). 

5.2.2. Les applications. 

Entre ces quatres ensembles il existe trois applications: 
_ l'application G* donnant une configuration pour un état donné, 
_ l'application S* donnant un ensemble de variables associées (affinités selon le 

langage de la thermodynamique des processus irréversibles) pour un état donné, 
_ l'application H* donnant un étal final en fonction d'un état initial et d'un processus 

pns à partir de cet état (l'ensemble des couples état-processus compatibles en ce sens 
est indiqué par "fit"): 

G*:E-*q ; S*:E-*Ç ; H*:(Exn)nt—E 117 

Dans le cas purement mécanique l'ensemble S est l'espace des contraintes intrinsèques 
Ls(T*(JÄ),T(^)), plus généralement il s'agit de l'espace produit cartésien de cet espace de 
contraintes mécaniques avec l'espace des affinités associées à 8 (entropie) et grade (les flux de 
chaleur). On appelle S "état de contrainte" (au lieu de l'appeler ensemble des variables associées) en 
ce sens plus général aussi. 

5.2.3. Les axiomes. 

D'un point de vue qualitatif les cinq axiomes (dont une discussion complète sortirait 
des limites de ce travail) garantissent que: 

I G* est telle que à une configuration dans Q (i.e. à un triplet forme, température, 
gradient de température) correspond un seul état thermodynamique dans E 
(surjective); 

II H* est telle que l'état obtenu à partir d'un état initial par composition de deax 
processus (dans l'ordre) pi et p2 est égal à l'état obtenu par le processus p2 à partir 
de l'état obtenu par le processus p\ à partir de l'état initial (E£E est un état 
thermodynamique): 

H ^ i n u . p r P l ^ H ^ H ' t e n . u P ! ) ^ ) 1 1 8 

III H* est telle que si les états de contrainte donnés par S* pour deux états 
thermodynamiques obtenus à partir de deux états thermodynamiques înitiaax e¡njti et 
c;rtli7 moyennant !e même processus p coïncident, alors les deux états initiaux 
coïncident; 

S*(H*(eimtl.p))=S*(H*(e,nit2,p) -* e¡niti=ein¡t2 U 9 

IV (on note EG le sous-ensemble des états donnant de configurations gGQ par G*; on 
montre que l'ensemble des états E a la topologie naturelle de base EG) Les EG sont des 
espaces complets; 

V (on appelle "processus gelé" de durée qp un processus pgei qui associe à tout instant 
de temps d'un interval de tel durée y la même configuration dans Q) H* est telle que: 

V E £ E ümH*(e,p-ei(E,T))=X(6) 12° 

avec par définition pgei: eGE pge|(e,x)=G*(E) Vxe[tjn¡,,°°[ 

H* est telle que la limite ci-dessus existe (on démontre alors qu'elle est unique); cette 
limite est par définition l'état relâché associé à E ; 

VI on peut accéder à tout état en partant d'un état relâché (un état x est accessible à partir 
d'un état e si tout voisinage de T contient des états qui peuvent être obtenus par un 
processus admissible en partant de E). 
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Les définitions données ci-dessus sont relatives à toute partie d'un corps matériel, 
donc, en particulier, elles sont spécifiques aux points matériels. Par conséquent on retrouve, vue la 
définition de configuration thermodynamique donnée (triplet forme, température, gradient matériel 
de température) les principes de l'action locale, de simplicité matérielle et d'indifférence matérielle 
qui ont été énoncés au Chapitre IV (§ 5.1.1.). 

Pour obtenir l'état après un processus donné à partir d'un état initial connu, 
l'application H* fait appel à l'ensemble de ce processus et à l'état initial, ce qui suit le principe de 
causalité du Ch.1V § 5.1.1. Dans la méthode suivie au Chapitre IV on a ensuite remplacé la 
connaissance du passé par un ensemble de variables internes. 
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6. Résumé des notations. 

En conclusion on donne un résumé des principales notations introduites pour faciliter 
la lecture du chapitre suivant. 

Matière. 
5 jje-se^i 
6 nA(-*R+ 

12 AiCUxIDs^V 

19 A={ô:T?x-S—R+ 

Référentiel. 

} ;dô 

points, corps et univers maténel 

masse 

interaction 

classe des formes, forme globale et distance dans la forme 

g «j^-fixT 
2 3 û£:P.x£-+R+ 

2 4 d-^TJUxlU-» R+ 

référentiel, monde des événements, espace géométrique absolu, 
chronologie d'intervalles de temps 
distance dans l'espace géométrique absolu 

distance géométrique entre événements 

51 

55 

Corps dans l'espace. 
3 1 P={K:-B-*£} 

32 C, C J I 

37 $=:RU3$ 

3 8 D = { Ï I : £ — £ } 

classe des emplacements compaubles 

relations d'équivalence, globale et locale, entre emplacements 

corps complet et frontière du corps 

classe des déplacements compatibles 

42 y r_yrj-OK-i] gradient d'une fonction à support maténel selon un 
^ -"KO emplacement 

47 Ä Q ( J I ) relation d'équivalence locale entre couples vecteurs et 
__ emplacements _ 

4 7 u&r(oW)EE/A (JU() classe d'équivalence et ensemble quotient qui en résulte 

UTÍW>U)GT(JU) vecteur maténel et espace tangent 

'4«"" ' " ' i ( j Ü ) ^ ^ ' Í / A o 7 Í Í ) èmpï^mi^ïo^ldén'nlïon') 

~5Ö~ 
^àdÎlM=^UMJi) 

gradient maténel d'une fonction à support 
maténel selon un emplacement 

aK(JA)=gradK 
M 

emplacement local (relation avec l'emplacement) 

rM)eL¡(T( J¿ ) ,T* u*)) tenseur métnque de l'espace tangent (définition) 

60 r^gE^EL^cn^)/!-*^)) tenseur métnque de l'espace tangent dans un 
emplacement (gg tenseur métnque de E) 

Corps dans le temps. 
61 cxQT—^àyQA processus cinématique dans un intervalle chronologique 

62 mq}cg:Axi—*A^2 mouvement relatif de deux processus cinématiques du même 
corps 
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Corps dans l'espace-temps. 
64 Jonction emplacement dans le temps selon un processus 
65 c => K • œ • y cinématique, vitesse et accélération de l'emplacement selon ce 

processus 
66 Ô V C B - > V P vitesse virtueUe 
67 H^ ' E 

** ma>î)-:BxY•T)-*E:~Q mouvement d'un corps par rapport à un autre 

69 m P x Y - » P mouvement virtuel 

70 c => a,. • r emplacement local et métrique de l'espace tangent dans le temps 
' selon ut^processus cinématique 

71 m-o-im „-.,- ¡« vitesse et acceleration matérielles 

72 c => jt- transformation (mouvement) dans le temps selon un processus 
^ cinématique 

73 F = V x - 6 L + ( E E) gradient de la transformation 

76 C€EL+iE E) tenseur de dilatation de Câuctiy 

Forces. 
84 r . (T—»p¿* action torce 

85 bv-«'-"B—»E* Torce de volume dans un emplacement 

85 . .¿ç_,r£« f w c e l k a>ntact dans un emplacement 

89 § . ^ - » L ( £ E » ) contrainte dans un emplacement 

9 4 tM'wW xV t • .( ( I t i Si U T ) loares cl contrainte matcnclle suivant un processus mécanique 

108 oeLs(E* E) contrainte de Cauchy 

113 ... équations locales d'équilibre 
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CL_IL_A„E__I_JL-JLJ: yin 

Axiomatique "approfondie" 

1. Introduction. 

Ce chapitre a pour finalité l'axiomatique generale à la base du modèle de polycnstal 
du Chapitre IV et du Chapitre III. Moyennant cette même axiomanque, en choisissant différemment 
l'espace des phases, on peut bâtir d'autres modèles de milieux continus profonds. 

On a l'objectif de définir mouvements, déformations, contraintes, processus 
cinématiques et mécaniques du milieu continu profond. En particulier on doit définir le tenseur de 
dilatation de Cauchy dans l'espace profond et les mesures de déformation qui en dérivent, les 
gradients dans cet espace, les tenseurs des contraintes (par la donnée des mouvements ngidifiants) 
et, Finalement, les équations d'équilibre du milieu continu profond. 

En fonction des objectifs de ce travail, on se limite aux définitions nécessaires pour la 
compréhension et la correcte formulation du modèle de polycnstal du Chapitre IV. Notamment on ne 
s'occupe pas de définir un cadre axiomatique thermodynamique approprié à l'espace profond car, 
par sa nature intrinsèque, toute théorie thermodynamique peut y être appliquée. 

Dans ce chapitre on garde un parallèle constant avec le Chapitre VII: définition de 
l'univers matériel et des référentiels d'espace profond (§ 2.), cinématique "profonde" (§ 3.) et 
mécanique "profonde" (§ 4.). Pour faciliter les confrontes avec le cas classique on donne à gauche 
des formules, entre parenthèses, la référence à la formule correspondante dans le Chapitre VII. 
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2. Univers matériel et monde des événements "profonds". 

2.L_uHrodiicikîiL 

Cette partie du chapitre correspond au Ch.VÍI § 2.; on introduit quelques définitions 
nouvelles avec l'obiectif d'obtenir un cadre étendu convenable pour l'étude des matériaux 
hétérogènes avec changements de phase. 

Dans le § 2.2. on défini une structure intrinsèque aux corps matériels proche de celle 
définie dans le cas classique: on postule qu'ils sont soumis à une relation d'ordre, qu'ils ont une 
masse, qu'ils peuvent avoir une forme et un matériau constitutif (ce qui n'avait pas été pris en 
compte, à ce niveau, dans le modèle classique) et qu'il existe des interactions entre eux. 

Donc, dans cette premiere partie on donne une définition plus restrictive, par rapport 
à la démarche classique, de point matériel liée à la définition de matériau. 

La parue originale dans le contexte du référentiel traité au § 2.3. est dans la 
construction d'un monde d'événements avec espace "profond" qui constitue, d'ailleurs, la base de 
tout notre travail. C'est pour cette raison qu'on traite plus en détail les passages relatifs à ce sujet 

2,2JUxuïÊrs^majLériel 

2.2.1. Définitions classiques. 

Structure et masse. 
L'univers matériel 11 est une tribu de Boole de corps matériels massifs Q&U. On 

garde donc les mêmes définiuons et notations introduites dans l'axiomauque classique (Ch. VII § 
2.2.1. et 2.2.2.). 

Interactions et conjecture d'isolement. 
Les intcracuons, par leur nature intrinsèque à l'univers matériel, sont définies de 

façon classique (Ch.Vlî § 2.2.3.), néanmoins leurs images dans le référentiel profond qu'on va 
introduire seront différentes du cas classique 

On remarque que la propriété additive sur les corps séparés, propriété fondamentale 
des interactions, se transmet sur ¡es points matériels d'un corps tels qui sont définis dans le 
paragraphe suivant Lxr lait, selon les dcfiniüons données dans la suite, tout couple de points non 
uniformes est une couple de corps matériels séparés et tout couple de points à distance positive est 
aussi une couple de corps matériels separes. Par conséquent il existe des interactions entre points 
matériels à distance nulle (qui sont alors de deux matériaux différents par la conjecture de 
représentativité) ainsi que des interactions entre points du même matériau (à distance positive entre 
eux). 

La conjecture d'isolement est formulée comme dans le cas classique (Ch.VII § 
2.2.4.). 

2.2.2. Formes. Matière. 

De même que dans l'axjomaaquc classique, on muni tout corps matériel B̂ d'une 
classe A d'applications *lorme globale" de R qui associent à tout couple de points matériels de í 
une "distance dans la lorme" vérifiant l'axiome d'tmpcnéirabihté: 

< V 1 J 1 9> fteA .bnt.Mt\eïHV-~ii<i(M\Jii')eR+ l 

<_tf.jr»e< Rxfikrp — déUir,jji")>o VÔEA 

On a donc la "forme locale" (positive ssi Ji'GR{wU}): 

^ 20 ) V.Ue P V6€A b U:-U*ei?—dô(a<, J r>QR + 2 

On remarque que pour un ensemble de points matériels constituant une partition du 
corps la distance dans la forme est toujours positive. Pour un recouvrement quelconque du corps en 
points matériels la relation de distance nulle est une équivalence, F, donnant un ensemble quotient 
partition du corps tel que la distance entre classes d'équivalence est toujours positive. 

-IIn wmtviM* thmnn-mjrrminu* ri* nnlurrivt/jl. 
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On appelle "point formel", Mp, une telle classe d'équivalence et on remarque que 
(grâce à l'axiome d'impénétrabilité) la partition du corps en points formels est identique pour toute 
formes globales dans la classe A; on note alors PA(,;B) cette partition: 

F={(JÜ,J f )eBx« : 3ÔEA: dô(^U,_AI')=u} 3 

M F = { j 4 e ^ : MFxMF=F}epA(<B) ; Vô,ô'EA Q/F^IF^p^Q) 

La relation F, d'équivalence "formelle" est plus large que l'identité définie par la 
relation d'ordre partiel de l'univers matériel: il existe de points distincts et séparés qui sont 
formellement équivalents1-2. 

2.2.3. Uniformités. Matériau. 

Pour introduire ¡a définition de forme on a considéré le concept primitif de distance 
entre points matériels. En fait on ne sait déterminer une telle distance que après avoir fixé un 
référentiel et un emplacement du corps dans l'espace géométrique, et cette déterminaüon est alors 
non ambiguë. La distance entre points matériel est cependant liée à la relation d'ordre de l'univers 
matériel, étant nulle entre corps non séparés. 

De façon analogue, pour introduire une deuxième structure sur l'univers matériel (i.e. 
autre que ladite relation d'ordre) on a besoin du concept primitif de "uniformité"3. Ayant défini 
l'ensemble du modèle thermo-mécanique d'un corps, deux points "uniformes" (i.e. en relation 
d'uniformité) pourront être reconnus par le fait de donner la même réponse sous les mêmes 
sollicitations, dans des conditions permettant cette comparaison4 (on voit alors qu'il s'agit d'une 
relation reflexive, symétrique et transitive, c'est à dire d'une relation d'équivalence). 

On considère donc des relations d'équivalence U entre couples de points matériels 
qu'on appelle uniformités; dans le contexte actuel ces relations ne sont pas spécifiées davantage. 

Une relation d'uniformité est plus large que l'identité définie par la relation d'ordre 
(i.e. en général il existe plus d'un point matériel dans une relation U) et différente de l'équivalence 
formelle entre points matériels (i.e. deux points à distance nulle peuvent ne pas être uniformes et 
deux points à distance positive peuvent être uniformes). 

On appelle "uniformité globale", v, un ensemble de relations d'uniformité constituant 
un recouvrement du corps 'S. On considère tout corps matériel "B muni d'une famille Y 
d'uniformités globales: 

t ) e Y ; v = / u = { ( J , J , ) e m « : Jk uniforme à M'}: <Q¿\;¿\j\e.RW) 4 

1 La donnée d'une famille D de classes A de formes globales engendre une famille Prjt-B) de partitions-en-forme 
du corps maiénel, contenue dans la famille des parutions: 

P r t f e ^ P A Î * ) : AGD} 3b 

(M^AfyOiJXiiJUy— Vd: („U,Jf)Ed i.e. PD(iB)CP(^)a:>
m(;B) 

Dans la suite on considère une seule classe A de formes globales et, donc, une seule parudon-en-forme du corps 
matériel. 

Dans l'aromatique classique la donnée d'une famille de formes globales suffit pour introduire le concept de 
voisinage matériel d'un point (dont l'image dans le référentiel est l'espace langent). Dans notre cas il existe des points 
distincts en matériau (selon la définition qu'on introduit dans la suite) et confondus en forme et vice versa, ce qui ne 
nous donne pas envie de parler de voisinages tant que l'on n'a pas précisé la structure du corps par un emplacement 
dans l'espace profond. En suite on pourra affirmer que le voisinage matériel d'un point est obtenu comme image 
inverse d'un espace tangent, ce qui le pnve de tout statut intrinsèque. 
3 On reprend une dénomination introduite par Noll avec une définition différente mais le même but (Cf. [Noll 
1967]). 
4 11 faut à cette fin définir un processus et une description de l'état initial et de la réponse (en termes d'état final 
et de processus), ce qui ne peut se faire que dans un référentiel précis. Pour un matériau simple, pour comparer deux 
points il faut comparer leurs états obtenus en partant d'un même état initial pour tout processus; c'est en ce sens qu'on 
parle de conditions permettant la comparaison. 
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Une uniformité globale fait correspondre à tout point matériel d'un corps l'ensemble 
(éventuellement constitué seulement du même point) des points matériels qui lui sont uniformes dans 
le même corps. 

On appelle "matériau" M^ une classe d'équivalence engendrée par une relation 
d'uniformité U, c'est à dire un ensemble de points matériels uniformes: 

M i = { j A e $ : Mi:xML=U} 5 

On voit alors qu'une uniformité globale fait correspondre un matériau à tout point matériel donnant 
ainsi un ensemble quotient 3}/v. 

u:JJeTî—ML-={j<<e«: (JH,M)ElJEv}&8lv 6 

cet ensemble quotient est une partition du corps5; on l'appelle partition-cn-maténau, p^^ß). A tout 
corps matériel est alors associé une famille de partitions-en-matériau engendrée par la famille Y des 
uniformités globales v: 

v<B-*:&v=p^Q) 7 

P.M('B)={PI.( :B): V E Y } ; PM(^)ÇP(«)ÇPm(-'B) 

Comme noté ci-dessus une partition-en-matériau est aussi une partition du corps et 
donc une partition-en-masse de celui-ci. En général on considère des matériaux contenant plus d'un 
point matériel massif, donc ces relations d'inclusion sont a prendre en sens strict. 

On appelle homogène un corps matériel (ou une partie d'un corps matériel) dont tous 
les points matériels sont uniformes. Un corps homogène est constitué par un seul matériau; 
l'uniformité globale se réduit dans ce cas à un seul élément. 

2.2.4. Conjecture de representan M té. 

On suppose que pour une classe de formes globales et pour toute uniformité d'une 
classe d'uniformités globales, l'ensemble des points matériels d'un corps coïncide avec l'ensembie 
quotient des points matériels équivalents tant en forme qu'en matériau: 

;BAY={PA(í5)npv(
cB): v 6 Y } conjecture: <B={UU}=<BÄY

 8 

Pour une classe de formes et d'uniformités donnée, la partition du corps en points 
matériels n'est plus arbitraire car un point matériel devient l'unité de représentation du corps 
matériel. 

Il faut observer que, l'uniformité variant sans restriction dans une classe, 
l'impénétrabilité n'est pas valable pour le corps pris comme ensemble des tels points matériels (une 
classe d'équivalence point matériel n'est pas identique en toute forme et uniformité, mais seulement 
en toute forme pour une uniformité donnée). En mécanique classique une partition en points 
matériels, grâce à l'axiome d'impénétrabilité, conserve l'identité de ses éléments en toute forme 
globale et donc en tout processus; ayant couplé les uniformités aux formes on a perdu cette 
propriété. 

Pour opérer avec des corps matériels formellement classiques (en termes de 
description comme ensembles de points matériels), on suppose non seulement que pour toute forme 
et uniformité aucun point matériel n'est en même temps équivalent en forme et en matériau à un autre 
(c'est à dire que si la distance dans la forme entre deux points est nulle ils ne sont pas uniformes et 
que s'ils sont uniformes leur distance est positive), mais aussi que tout point matériel conserve son 
identité en toute forme et uniformité (c'est à dire, grâce à l'impénétrabilité en forme, que dans un 

5 Une partition est en même temps un recouvrement et une séparation du corps. On a construit l'umlonniré 
globale permettant de recouvrir le corps (Cf. formule (VII .26): uER^) ) ; d'un autre coté un point materiel ne peut pas 
appartenir à deux uniformités distinctes et l'ensemble quotient des matériaux 42'u est donc constitué de parties séparées 
du corps. 

-fin mnriMp thprmn-merrmiau* dp nrüvrrixtnl~ 
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"point formel"6 Mp il n'y a aucun couple de points uniformes et que la distance dans la forme entre 
points matériels d'un même "matériau"7 M̂ - est positive): 

3fteA: d¿(JJ, Jjr)=0 - * V u e Y (JA, J f )ŒU V U e u 9 

3u£Y: 3 U e v : (JA, JA')eU — VÔGA: d¿(JA, JA')>0 

13^MQndejies_¿\iéiiemenííL 

2.3.1. Temps. 

Comme dans le cas classique (Ch.VII § 2.3.) on note 1AJ le "monde", ensemble 
ouvert des "événements" eE'U1, et on munit °ÜJ d'une structure mathématique définie tout d'abord par 
une fonction "délai de temps" entre deux événements (tout à fait égale au cas classique): 

(Vn.22) 

r.Ol'vlU—R : J 

V k O e - W U * : T(e,<)=-t«.e) (— * ( M ) = 0 ) 

V ( f e , ^ ) e W W \ n A J : T(e,i)+x«,g)=^(e,g) 

^Veeiü VtER 3¿e"U/: x(e,í)=t 

10 

l'appartenance au noyau du délai de temps est une relation d'équivalence, "simultanéité", entre 
événements "simultanés": 

11 

S={(e, i )e iU\1U: x(e,|)=0} — . 

V^OU (e,e)eS 

V(e,t)eS (t,e)6S 

[V(e,(),(i,g)eS (M )£S 

qui engendre de classes d'équivalence dans 1JJ, classes d'événements simultanés, qu'on appelle 
"instants": 

12 Vseni ; (,={{£11* (i,e)es} ; f€egr=qi//s 

Comme noté ci-dessus, fQp signifie que l'événement ¿ se vérifie à l'instant t«,, c'est à dire au même 
instant que l'événement e. 

L'ensemble quotient des événements simultanés, 3", est une partition du monde qu'on 
appelle "temps". Le délai de temps est défini sans ambiguïté entre deux instants de temps: 

T(tc,(j)=T(e,() Vee cetV¿Sj 13 

et, en tant que délai entre instants, il satisfait la propriété de séparation ainsi que les propriétés du 
délai entre événements (Cf. formule (3)): 

T3\CJ-*R:< 

f V ^ . ^ e r x T T(tf,tt)=-T((,,g 

Vffe^r vteR 3tje r̂ x(te,tp=t 

14 

Classe des points à distance nulle dans une (et donc dans toute) forme. 
(liasse des points uniformes. 
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Par conséquent la valeur absolue du délai de temps est une métrique euclidienne sur 9", ce qui 
permet de postuler l'existence d'un espace translation de 3 isomorphe à R. L'espace translation est 
alors unique et xS est, par définition, euclidien. 

2.3.2. Espace géométrique. 

Espace géométrique instantané. 
On postule que tout instant de temps est muni d'une pseudo-métrique euclidienne 

qu'on appelle "distance instantanée": 
(Vu 23) 

V i f E 7 3 dt f : f f \ i f-^R+ : < 

fVeEt, d(f(6,e)=0 

V(6,()acxt t dtï(e,f)=dit({,8) 

V(e,{,g)&,Xifxt, d í ((e,í)+d t t({,g)id ííe,g) 

15 

L'appartenance au noyau de la pseudo-métrique est, à un instant donné, une relation d'équivalence, 
"coincidence", entre événements simultanés et "coïncidents": 

r V t e , 

cff={(e,f)ew dip(M)=o} 

(e,p)EQ 16 

V(e,t)ectí (f,e)ecíp 

[V(e.0,(í,g)eQ r (e,g)6C(e 

Au lieu de postuler l'axiome de séparation classique pour la métrique d¿ (qui entraîne 

l'identité de l'instant de temps f€ avec l'espace géométrique instantané £((E); Cf. formule (VII,23)), 
on considère les classes d'équivalence engendrées à chaque instant par la relation d'équivalence Q€ 

ci-dessus, c'est à dire les classes d'événements simultanés et coïncidents, qu'on appelle "positions": 

VteeT v^t€ *={{£(,: (M^Qj^e-u/: a,e)esnqt}
 n 

comme on a écrit dans les deux définitions possibles de position pe ci-dessus, fep̂  signifie que 
l'événement {coïncide avec l'événement e, c'est à dire qu'il se vérifie au même instant et à distance 
nulle de e. 

L'ensemble quotient des événements simultanés et coïncidents £(it), est une partition 
de l'instant de temps ir (et aussi une partition du monde QA/) qu'on appelle "espace géométrique 
tastantané". A tout instant, la distance instantanée d̂ c est définie sans ambiguïté entre deux positions 
dans P(ie); elle est appelé donc "distance géométrique instantanée" dgp y 

d£(ic)(ft>rç)=d<t(
e<0 v ^ f t v i e pf ; «.<Q« 

18 

il s'agit d'une métrique euclidienne de £(tp) à chaque instant de temps tt, car la propnété de 
séparation est aussi vérifiée: 

-Vfcee«,) df;«)(ft,ft)=o 19 

V^e^J de( ( t ):£(te)x£(iP)-R+:< 
Vp,,p(E£(te) dg((c)(pe,pj)=de((e)(pi,pf) 

vPp.p|.p^fî(t*) dS(te)(ft.H)+<ie(tt)(p(.pj)»ie(te)(ft.pg) 

-ïlwi mnrièlp thprmn-mÀrrjninufi HP nnivrri^tni-
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On postule que à chaque espace géométrique instantané Ê^) est associé un espace 
translation instantané doué de produit scalaire, qu'on note E(t(,), qu'on postule isomorphe à Rn (n=2 
ou 3). L'espace géométrique instantané est alors euclidien, l'espace translation instantané est unique 
à tout instant8. 

Espace géométrique absolu. 
On postule, de même que dans le cas classique, l'indépendance métrique de l'espace 

géométrique de l'instant de temps (mécanique non relativiste): tout £,((,,) est isométrique à un espace 
géométrique absolu £ ; tout E(íf) est isomorphe à un espace translation absolu E isomorphe à Rn. 

Par ces isométnes tout événement a une position dans l'espace géométrique absolu. 
Soit l'isométne entre un espace géométrique instantané et l'espace géométrique absolu: 

^:fce£(g-p(e)e£ 20 

La distance géométrique entre deux positions absolues, notée dg, est, par définition 
de l'isométne, égaie à la distance dg(¿ ) entre leurs images obtenues par isométrie dans n'importe 
quel espace géométrique instantané £(tt). Par conséquent la distance géométrique absolue est définie 
sans ambiguïté même entre événements non simultanés, et garde toute propriété des métriques dg^ : 

Vq,l&W df;(p(G),p(0)=dfí(ft)(9te-iKg),9fc-
1p(í))=de(fe)(5t€-i9(gpg,^-I^jf]t) V«e<W 21 

dg:£xfî-»R+ métrique euclidienne9 

L'espace géométrique absolu £ est donc un espace euclidien doué de la métrique dg et de l'unique 
espace translation E. 

Moyennant dp on peut définir, sans ambiguïté, la distance géométrique entre 
événements, notée dgq^: 
( V I I ' 2 4 ) deqj l(e,í)=dP(p(e),p(í))Vee9t1!-

,p(e)Víe9t i-lp(i) TL 

qui est une pseudo-métnque sur le monde ^W car elle vérifie toute propriété de dg sauf celle de 
séparation (il existe des événements non simultanés et coïncidents dans l'espace géométrique 
absolu). 

Ceci permet de donner à toute position absolue la signification de classe 
d'équivalence sous la relation d'équivalence d'appartenance au noyau de la pseudo-métrique dgqij: 

C={(e,{)eWxqjl/: dgitXM)=0} ö 

et à l'espace géométrique absolu celle d'ensemble quotient de ces positions, est donc de partition du 
monde. 

2.3.3. Espace des phases. 

Etat radical. 
On postule que toute position instantanée ^ est munie d'une pseudo-métrique 

euclidienne dL et d'un espace translation de produit scalaire de dimension finie. L'existence de la 
pseudo-métnque engendre l'unicité de l'espace translation. On appelle cette pseudo-métrique 
"radicale": 

8 Comme déjà noté la propriété de séparation de la métrique n'est pas nécessaire à cette unicité. 
9 Les propriétés d'une métrique sont transmises par isométrie. La propriété de séparation pour dg dit que si la 
distance entre les positions absolues de deux événements est nulle ces deux positions sont identiques: les événements 
peuvent ne pas l'être (et il ne le sont pas s'ils ne sont pas simultanés). 
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V f ^ V ^ e a g d ^ x ^ R * : , 

24 'Vd£pE dpf(e,e)=0 

V e , ^ dpc(e4)=dft(í,e) 

La relation d'équivalence "radicale" d'appartenance au noyau de cette pseudo-métrique: 

-VeEp, MERfc 

R f r ={(e , i ) e f t x f t : d f r (e , ( )=0} - < V(e,¿)eRpf ( { , 1 ) 6 ^ 

tV(e,í),(í,g)eí^ (e.gjeRp, 

permet de considérer les classes d'équivalence radicale, qu'on appelle "état radical", et l'ensemble 
quouent de ces classes, dit "système radical", qui est une partition de la position instantanée: 

25 

VÎEIU *={{€*: (!,e)eRpp}={ie^: aejesnc^nR^} ̂ esoo^fc/Rp, 26 

Jes,, signifie que l'événement { est radicalement équivalent à e (i.e. qu'il est dans le même état 
radical), c'est à dire qu'il se vérifie au même instant, à distance géométrique nulle de e et à distance 
radicale nulle de e. 

On limite la définition du monde à cette troisième structure: on postule que le seul 
événement simultané, coïncident et radicalement équivalent à un événement donné est l'événement 
même, c'est à dire que toute position instantanée est munie, en effet, d'une métrique euclidienne: 

Rpc={(e.<0ePtXpf}
 i e - V(e,f)efcXfr: dpc(e,0=0**e^ 27 

Donc, pour un instant et une position donnés, tout état radical contient un seul événement; le 
système radical est un espace euclidien (il a une métrique euclidienne et il est muni d'un espace 
translation S(pj) de dimension finie, m) qui coïncide avec la position instantanée: 

*={*} S(ft)-fc 28 

On garde la distinction de notation entre états radicaux et événements et entre 
système-espace radical et positions car il s'agit d'entités définies différemment- la métrique d^ de 
Q(pf) dépend de l'instant et de la position actuels, deux événements ne peuvent être confrontés en tant 
que états radicaux que s'ils appartiennent au même instant et à la même position. 

Phase. 
De même que pour l'espace géométrique, on postule la non-relativité (indépendance 

métrique) des systèmes radicaux tant par rapport au temps que par rapport à l'espace: tout système 
radical f^pj est isométrique à un espace "des phases" ¿>, tout S(pj) est isomorphe à un espace 
translation Z isomorphe à Rm. Soit: 

9ft:*es(ft)->3(e)ei 29 

la-dite isométrie, la distance entre les images isométriques de deux états radicaux dans n'importe 
quel système radical est, par définition, la distance entre deux phases: 

v9,<e^ d^(3(e),3(())^Pç(19Pt-i3(g)^pe-i3(i))^ft(^-19p9Sg,%-1^ v«eqi/ 30 

d^:^x^-*R+ métnque euclidienne 
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L'espace des phases ^ est donc un espace euclidien doué de la métrique dq¡ et de l'unique espace 
translation Z. 

Moyennant d-% on peut définir, sans ambiguïté, la distance radicale entre deux 
événements, dq;qy: 

d3qy(e,i)=<%(3(e),3(0) V i E i ^ e ) VlE^^l) 31 

dgqi.:̂ JUxnjU-»R+ 

qui est une pseudo-métrique sur le monde 'tu car elle vérifie toute propriété de dq; sauf celle de 
séparation (il existe des événements dans la même phase qui ne sont pas simultanés et/ou qui ne sont 
pas coïncidents). 

Ceci permet d'identifier une phase comme une classe d'équivalence entre événements 
sous la relation d'équivalence d'appartenance au noyau de o^-u, c'est à dire de distance nulle dans 
l'espace des phases: 

Ph={(e,i)ETJUxTJU: dg u(e,()-0} 3 2 

Veel*/ 3(e)={j<ElU: (e ,{)ePh} ; 3(e)e3=^U/Ph 

L'espace des phases, ensemble quotient des phases, est donc un espace euclidien partition du 
monde. 

Il faut remarquer que i'isométrie entre un espace radical et ¡'espace des phases dépend 
de la position et du temps. L'état radical d'un événement est donc représenté par la phase du-dit 
événement à une isomélrie près, cette isométrie étant arbitraire à chaque instant et dans chaque 
position instantanée. 

On restreint la généralité du modèle en rajoutant une hypothèse qui représente 
l'intuition que nous avons des espaces des phases dans les cas particuliers qu'on va traiter, mais qui 
n'est pas fondamentale pour l'ensemble de la théorie: 
_ pour tout événement e I'isométrie entre le système radical de sa position, S(pP), et 

l'espace des phases choisi, #, ne dépend que de I'isométrie entre l'espace 
géométrique instantané de l'événement, £(t£), et l'espace géométrique absolu choisi, 
e. 

En d'autres termes on suppose qu'il existe un unique système radical pour chaque espace 
géométrique instantané, indépendamment de la position dans cet espace10 (Cf. formules (15) et 
(25)): 

VrfE'-U/ 9t f:£«,)-£ 3l9i9t<):S<ft)-,,3 VPeeE£((e)
 3 3 

Par conséquent l'état radical d'un événement est représenté par la phase de 
l'événement sans ambiguïté dans un espace géométrique donné. En outre l'isoméirie entre deux 
systèmes radicaux est déterminée (de façon univoque via l'espace des phases choisi) par I'isométrie 
entre les espace géométriques correspondants. 

2.3.4. Référentiels. 

Référentiel. 
Sous le postulat de non-relativité on a obtenu une partition du monde en trois 

ensembles quotients, le temps, l'espace géométrique absolu et l'espace des phases: un événement du 
monde est déterminé de façon univoque par son appartenance à une classe d'équivalence dans 
chaque ensemble quotient, c'est à dire par la donnée d'un instant de temps, d'une position dans 
l'espace géométrique absolu et d'une phase dans l'espace des phases1 J: 

1 ° On traitera des cas daos lesquels l'état radical est de nature géométrique, sous-espace de l'espace translation de 
Ê((e), du type Sipg^Lorth^i^JEdj)), par conséquent on introduit cette liaison au niveau du référentiel car on observe 
effectivement la géométrie de la manèrc et les phases dans le même espace géométrique. 

Pour un espace des phases de nature non géométrique (tel que par exemple celui des rapports en masse d'un 
mélange) cette hypothèse ne doit pas être introduite. 
1 Cette unicité signifie que deux événements simultanés, coïncidents et radicalement équivalents ne sont pas 
distingués par la théorie présentée. 

- Mnuririn Rmrntn - The** FNPC CFK AM -



307 
- Axiomatique "approfondie" -

Vfe^r, pea ä<E^ 3! ee<u»: eefnpn3
 34 

Le monde des événements qu'on étudie est donc équivalent en topologie au produit 
cartésien espace géométrique, espace des phases, temps: 

(Vn.25) qj/~Êx^xg";i.e. 3<() homéomorphisme 4>:qjU—pxix̂ T 3 5 

On appelle "espace-phase-temps" ce produit cartésien Px^xTet "référentiei" un homéomorphisme <p 
entre le monde dans celui-ci. Les homéomorphismes constituants un groupe sous l'opération de 
composition, il existe un groupe <î> de référenüels et un ensemble 9" d'espace-phase-temps 
homéomorphes pour y référer le monde CW. 

Référenüels mertiels et galiléens sont définis selon ce qui a été dit dans le cas 
classique (Cf. Ch.VII § 2.3.3.). 

N i v e a u . 
Comme pour le cas classique, entre éléments de 7f l'isométne est une relation 

d'équivalence: 

i={(çx̂ xtdr,e\̂ xc]i)Ev?xg': £x^i « px^i} 36 

Un "niveau" est une classe d'équivalence constituée d'espace-phase-temps isométriques et il est 
identifié par un de ses éléments arbitrairement choisi comme référence (on ne modifie pas la notation 
de l'espace-phase-temps choisi comme référence car ce choix est arbitraire): 

n ( £ x ^ D = { f x ^ r e T T : ( ß x ^ J . e ' x ^ n e i } ; niPx^x^eFT/I 3 7 

L'ensemble quotient des niveaux est une partition de l'ensemble des espace-phase-temps et, donc, 
engendre une partition du groupe des référentiels. 

On représente le monde des événements, en analogie aux procédures habituelles de la 
mécanique, par le choix arbitraire d'un niveau et par le choix, arbitraire dans ce niveau, d'un espace-
phase-temps de référence Ayant supposé l'isométne entre deux espace des phases fonction des 
isométries entre les espaces géométriques correspondants (Cf. formule (30)) on doit se limiter à 
choisir un niveau et, dans ce niveau, un espace-temps de référence. 

Le choix arbitraire d'un niveau induit l'indépendance multiplicative des distances 
(géométriques, entre phases et entre instants de temps), c'est à dire le choix d'une échelle arbitraire, 
comme dans le cas classique. 

Le caractère arbitraire de l'espace-temps de référence introduit, comme dans le cas 
classique, la nécessité d'une étude de l'indifférence matérielle du modèle. 

Changement de référentiei dans un niveau. 
On a fait l'hypothèse (Cf. formule (VII.51)) que les ¿sométnes entre systèmes 

radicaux sont fonctions des isométries entre les espace géométriques correspondants. Par 
conséquent si on considère une isométne gardant les orientations de l'espace-temps de référence on 
obtient une isométne de l'espace-phase-temps unique. 

Une telle isométne, admet une représentation de la forme12: 

' *- On a deux ensembles dHsométries: les isométries, fonctions arbitraires de l'instant de temps, entre espaces 
géométriques instantanés et absolu (écrites dans la forme unique donnée par le théorème de représentation), et les 
isométries, fonctions des précédentes, entre espaces radicaux et espace des phases. La définition de la fonction G dépend 
des opérations définies sur %. 
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(VU.26) V ^ x ^ x T e n í P x i x ^ i.e. &ï$x& m ßx^xtf 38 

'ií=ft,+c(t)+Q(0[p-pb] Qeu,rth(E,E), ceE, ^ e e 
V(p,3,/)epx j \ l 3\(p^,0eP'x^\'J:\ 3-G(c(0,Q(í),3) 

e=M VER 

Un événement, à un œrtajn niveau, est un triplet position, phase, instant selon le choix de l'espace-
phase-lemps de reference dans ce nn eau: 

(VII.27) 
f«(f ' .3, ' ) .(^3'.o v^^xgpeniex^xg) 39 

Changement de niveau. Espace profond. 
L'étude des consequences des changements de niveau n'est pas l'objet de la 

mécanique classique axiomalique. On a introduit le concept d'état radical pour "approfondir" la 
vision de la mécanique vers des niveaux différents de celui arbitrairement choisi, sans enquêter 
directement sur les changements de niveau et, donc, en gardant formellement la structure classique. 

On appelle espace "profond" l'espace produit cartésien entre l'espace géométrique 
absolu et l'espace des phases: 

"Hmtxo — (W-Zitft ; e-(M) m 

dans la suite on peut constater que tout développement se fait formellement dans le respect de 
l'analogie entre un rciercnticl clavsique d'espacc-temps et le référenuel introduit d'espace-phase-
temps qu'on appelle d'espace profond-temps, c'est à dire dans l'analogie entre espace géométrique 
absolu classique et espace profond. 

Unités de référence 
De même que dans le cas classique on peut choisir une chronologie T d'intervalles de 

temps. Le monde rcierentiel muni d'une chronologie sera noté: 

(VC.29) H - P x ^ x T - ^ x T ; «-(p.3,t)«(li,t) 41 

La mesure des longueurs peut être définie comme dans le cas classique, mais, on 
rappelle que, pour n'importe quelle échelle de mesure il existe des événements distincts à distance 
nulle (si l'unité tic distance est prise entre deux événements distincts mais coïncidents, alors toute 
mesure de distance est indéterminée > 

De même on peut introduire une unité et une échelle des mesures entre phases dans 
l'espace des phases de référence Cela depend de la nature des états radicaux et sort, donc, du cadre 
actuel. 

En conclusion on obtient tn*% couples: unité et échelle géométrique, unité et échelle 
des phases, unite et échelle des lemp«» pour un référenuel fixé. Tout espace-phase-temps dans un 
niveau est caractérise par les mêmes unite* el échelles de mesure. Les unités de mesures peuvent être 
choisies une (ois pour toutes, de tjcon qu'un niveau soit identifié par la donnée de trois échelles de 
mesure. 

2A_CummÊntaires. 

En mécanique classique un événement est un couple ordonné "position" dans l'espace 
£ et "instant" dans le temps 7, espaces métriques usuels, homéomorphes respectivement à R3 et R. 
En outre l'espace P est euclidien ce qui permet de lui associer un espace translation de produit 
scalaire E isomorphe à R'. N<ms avons associé à chaque position dans £»R3 un espace euclidien 
"système radical" et, en postulant la non-relativité des systèmes radicaux, nous avons identifié un 
événement avec un in pie t ordonne position, instant, "phase", cette dernière étant dans un espace ^ 
homéomorphe à Rm et euclidien, avec espace translation Z. 
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En mécanique classique on ne considère que des changements de référentiel 
isométriques de façon que, grâce au fait de référer le monde dans un espace-temps homéomorphe à 
R4, l'échelle de la representation soit totalement arbitraire et, donc, choisie à posteriori. 

Les conséquences du caractère arbitraire de l'échelle d'espace ne rentrent pas dans la 
formulation classique: on exclue implicitement toute hiérarchie d'échelle. Néanmoins, lors de l'étude 
du comportement, dès qu'on adopte une thermodynamique simplifiée (état local, variables internes, 
etc. .) les dimensions définissent la pertinence du modèle bâti. On peut résumer en affirmant que 
certaines propriétés des matériaux ne sont pas topologiques et que la mécanique classique se place 
implicitement en absence de telles variations. 

Si on ne se limite pas aux référentiels isométriques, le choix d'un référenuel devient 
le choix d'une classe d'équivalence sous les homéomorphismes conservant les orientations; 
représenter le monde dans un référenuel est donc le représenter sur toute une classe de référentiels 
équivalents, c'est à dire le représenter dans toute échelle d'espace-temps une fois fixées les 
orientations et la topologie (usuelle) de l'espace-temps. 

Au lieu d'évaluer les conséquences des changements de référentiel non isométriques 
dans la descnpuon du monde, on peut envisager de représenter ce dernier dans une classe de 
référentiels: on choisi les orientations des axes (en fixant un élément de la classe) et on fait varier 
l'échelle dans un ensemble approprié. Un événement sera alors un triplet ordonné "position dans 
l'espace", "instant de temps", "échelle d'espace-temps": deux événements qui ne diffèrent pas par 
leur position ou instant se vérifient à deux échelles différentes. 

Par exemple pour une seule échelle des temps et deux échelles d'espace, un 
événement sera un triplet ordonné "position dans l'espace macroscopique" (échelle supérieure), 
"posiuon dans l'espace microscopique" (échelle inférieure), "temps". La description du monde 
devra eue invariante par changement isométrique de ces référentiels. 

Il est alors également possible d'imaginer un événement, pour une échelle d'espace-
temps fixée, comme référé par un triplet "position dans l'espace", "instant de temps", "état radical", 
en introduisant le concept d'étal radical: tout événement qui, pour une échelle d'espace-temps 
donnée, ne peut être défini par l'expérience humaine en fixant la position et l'instant est une 
modification d'un état radical. 

Cela n'est légitime que si on suppose l'existence des tels événement. En effet si on 
observe un échantillon métallique se déformer à l'échelle millimétrique on n'a aucune expérience de 
l'évolution de sa texture et, si on observe celle-ci au microscope optique, on ignore l'évolution des 
réseaux de dislocations, et ainsi de suite jusqu'à l'appanüon (horrible!) du vide, bien au delà de 
notre domaine d'intérêts. 

Il ne s'agit pas d'un problème intrinsèque à la mécanique car le fait de référer le 
monde des événement dans un espace-temps homéomorphe à R4 permet non seulement d'en choisir 
à posteriori l'échelle mais, surtout, de la rendre totalement arbitraire. 

C'est le fait de fixer à pnori l'échelle du référentiel et l'impossibilité objective 
d'observer ou décrire le trop peut ou le trop grand par rapport à une échelle donnée qui fait que 
certains événements ne peuvent pas être objet d'expérience dans l'espace temps. Dans l'expérience 
humaine du mécanicien non seulement les temps très longs deviennent évanescents mais aussi (et 
surtout!) les temps très courts et les dimensions géométriques très petites ou très grandes. 

Ces limites sont admises implicitement dans les cas classiques, mais on peut utiliser 
la structure axiomauque de la mécanique classique pour franchir partiellement cet espace 
"evanescent". 

On observe que, grâce à la définition d'état radical donnée, dès qu'on se donne une 
échelle, définie macroscopique, d'espace et de temps on obtient une ou plusieurs échelles de 
pertinence radicale conséquentes. Avant d'introduire les référentiels d'espace, d'état radical et de 
temps on considère fixée une échelle macroscopique: tout changement de référentiel à prendre en 
compte sera alors isométrique de façon à ne pas changer l'échelle macroscopique. 

La masse, les formes, les actions intérieures et extérieures et l'existence d'une classe 
de matériaux ont été définies sur les corps matériels, indépendamment de leur représentation dans un 
monde d'événements. 

En mécanique classique la conservation de la masse, c'est à dire le fait de munir 
l'univers matériel d'une mesure masse, se traduit dans le référentiel d'espace en une relation avec la 
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mesure volume. Dans un référentiei d'espace profond le même postulat se traduira donc en une 
relation analogue avec une mesure de volume profond. 

L'introduction des formes au niveau des corps matériels permet de définir les 
propriétés des images des corps matériels dans tout espace profond en cohérence avec ce qui est 
postulé dans l'univers matériel, notamment, l'impénétrabilité des corps. 

De même que pour la conservation de la masse, le principe des puissances virtuelles, 
qui énonce les propriétés des actions intérieures et extérieures "forces" vues dans un référentiei 
particulier et qui permet d'établir les relations d'équilibre entre ces actions, sera énoncé par analogie 
dans le référentiei d'espace profond donnant lieu aux équations d'équilibre correspondantes. On 
peut soulever l'objection que ce principe dérive d'un ensemble d'expériences humaines qui n'ont 
pas été faites dans cet espace profond; on peut alors accepter sa transposition "littéraire" (ou plutôt 
mathématique) comme un premier "sondage" de ce nouveau référentiei. 

Il faut observer que la légitimité mathématique de ce passage réside dans le postulat 
de continuité des forces dans un emplacement dans l'espace profond, c'est à dire dans l'expérience 
d'actions continues entre phases13 qu'on fera dans la suite de ce chapitre. D'ailleurs, le fait d'utiliser 
un espace de référence ayant la même topologie que l'espace géométrique habituellement utilisé (la 
topologie usuelle de Rn), nous permet de ne pas considérer plus restrictive la continuité sous la 
forme postulée dans l'espace profond que celle habituellement postulée. 

Les mêmes remarques sont valable pour les actions "échange de chaleur": l'existence 
des flux correspondants entre événements d'un espace profond ne peut être admise que en 
supposant vérifiée une continuité d'actions entre phases dont on n'a aucune expérience directe. 

Finalement l'expérience d'un état thermodynamique des parties d'un corps matériel 
comme événement d'un espace profond doit, elle aussi, être admise sans vérification directe, mais 
avec la justification supplémentaire d'être formellement égale à ce qui doit habituellement être admis 
pour l'état local d'un matériau hétérogène. 

En fait, l'élément matériel utilisé par Noll dans la thermodynamique axiomatique est 
défini en tout point matériel; par conséquent ces derniers ont le rôle de représentants tant de la forme 
du corps que de son comportement. L'utilisation d'un référentiei d'espace profond dans le but de ne 
pas restreindre le modèle physique des points matériels aux seules formes géométriques de la 
matière est donc justifiée. 

' 3 On veut souligner que les actions forces exister» entre corps par un postulat classique, et que ce n'est que 
l'expérience de ces actions entre événements qui ne diffèrent que pour leur phase qui peut être mise en cause. 
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3. Cinématique étendue. 

;LL JvaodèlejdiLCDrps_dansJ.'ÊspaceLprol a n d 

On défini davantage la structure d'un corps matériel B̂ en le plaçant dans le monde 
des événements selon un référentiel d'espace profond avec chronologie d'intervalles de temps 
cUJ~»xT avec 3 f c £ x > 

Vue la structure de l'espace profond-temps de référence, on peut séparer l'espace 
profond absolu 9& de l'axe chronologique T et on peut introduire un certain nombre de concepts en 
mettant en relation un corps matériel avec l'espace profond. Vue l'analogie de l'espace profond avec 
un espace géométrique habituel, ces concepts seront formellement proches de ceux qu'on utilise 
d'habitude (Cf. Ch.VII §3.). 

Le fait de considérer de partitions en matériau du corps donne aux emplacements la 
signification supplémentaire de position des points matériels dans l'espace des phases. 

3.1.1. Emplacements. Milieu continu profond. 

On rappelle qu'on a défini sur un corps matériel une classe A d'applications ö, formes 
globales, et une classe Y de classes v de relations d'équivalence U, uniformités (Cf. formules ( 1) et 
(4)). 

On muni "B d'une classe P d'applications "emplacement", de 33 dans des ensembles 
ouverts de rU, tels que: 

i V 'n j l> KeP;*:'R-*ic(;B)=icE(.;8)XKz<;B)Cü» 4 2 

Vk-eP -I 

3JK- ' :1+—R 

3uEY: V l J J ' i e f i v R \3\Jev:(Jl!.Jir)EX}]**[d^K2iJl!),K2iiMr))=0] 

(i.e. inversibles, en a>rrespondancc avec une forme globale et une uniformité globale) où on a noté 
par K^et K£ les projections d'un emplacement sur P et ¿> respectivement, qu'on appelle de "pseudo-
emplacement" géométrique et phasiquc'4. 

Les emplacements donnant les mêmes distances géométriques correspondent à la 
même forme globale et sont donc equivalents par rapport à la deuxième des conditions a-dessus 
(qu'on appelera condition de compatibilité) L'ensemble quotient de P par rapport à cette équivalence 
est engendré de façon univoque par le*» formes globales: 

(VH-3*) CE={(K,n>€PxP dpíKfUvfí.KM-U^í^dpíTir^«'),!!^^')) V(^U',^U")e^Bxq5} 4 3 

La troisième condium sur le» empl«*ccments de P (condition d'uniformité) montre 
que deux emplacements a distance nulle dans l'espace des phases représentent deux points matériels 
du même matériau: la condition de distance nulle daas ~Q est une condition d'équivalence, image, 
dans l'espace profond, de la condition d'urulormite Une uniformité globale engendre une classe 
unique dans l'ensemble quotient de P par rapport a cette équivalence: 

1 On place les indices tour de suite à droite de la grandeur qu'ils dénotent, donc, par exemple, avec référence à un 
processus cinématique id qu'il icra défini dans la unie. Kgr est l'image à l'instant x de la projection Kg de 
remplacement K sur P. a KTJ est la protection sur P de l'emplacement KT relatif à l'instant x: ces deux entités 
coïncident dans le cas des anpiaocmcni. mas peuvent ne pas coïncider pour des grandeurs définies différemment. 
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Cz={(K,Ti)ePxP: d^K7iJÁ'),KA^'))=0**d^inA^)^A^')) V(JH,JP)e¿8x®} M 

VuEY 3|icEP/Cz: VUEv (J£uM")eU^d^KZ(uU,),icz(-M"))=0 

Les relations a-dessus définissent une relation d'équivalence entre emplacements qui 
correspondent à la même forme et uniformité globales. Si on les considère localement (i.e. pour un 
JA fixé à la place d'un JÄ quelconque) on a aussi une relation d'équivalence, qui diffère de la 
précédente si on se limite à de pseudo-voisinages 9(JA) du point matériel: 

f dp(KF<^('),KF(J í( '))=dp(r|E(^ ,),TlE(^ , ' )) „ , , 1 4 5 

c=J(K,ti)ePxP ^ h lA ^ l h IL V(^',^U")e^x«l 

C u={(K,ri)eC avec Jlf=JÀ fixé et VJ,fE$MA)} 

La conjecture de représentativité assure, dans ce cas non classique, que les classes 
d'emplacements de P/C représentent toute forme et uniformité globales dans AxY. 

(vnj3> conjecture: V(ô,u)EAxY 3 K E P / C -40 

On restreint nos considérations aux corps matériels dont l'image dans un espace 
profond est un "milieu continu profond", dénomination qui rappelle la continuité des éléments de P, 
en postulant bijecave la relation entre P/C et AxY: 

(vn_34) V(ô,u)EAxY3JKEP/CetVKEP/C3|(ô,u)EAxY 47 

i.e. 
{VóEA 3¡iceP/CE et VKEP/CE 3jôEA}et{VuEY 3 |KEP/C Z et V K E P / C Z 3 J U E Y } 

Les pseudo-emplacements géométnque et phasique sont, en général, non inversibles; 
leurs restrictions aux ensembles quotient i /F (corps formel) et 35/u (partition-en-matériau) sont 
inversibles: 

KE.<B-*KF.f-B)C£ ? K E - 1 ; KZ:¿B-»Kz(q?)C¿ ? K Z I ^ 

K*F>B/F-»K*E<:B/F)Ce 3K* E - ' ; K*Z .<B/U—K*2WV)C$ 3 K * Z
S 

ayant défini ces restrictions comme des classes de pseudo-emplacements KP(^K) et K/iJd) 
équiv alents en tant que relatifs à un même élément de ¿B/F ou de Qlv. On appelle: 

emplacement d'un point formel: VKE(J4)XKZ( , ;B)EK*H< ;B/F)XKZ(^) 4 9 

emplacement d'un maténau: VKE(I:B)XKZ(JA)EKE(CB)XK*Z(;B/V) 

3.1.2. Autres définitions. 

Frontière. 
La frontière d'un corps matériel est définie, comme dans le cas classique, par l'image 

inverse de la frontière de son emplacement dans l'espace profond. L'image d'un corps matériel par 
un emplacement donné est en fait un domaine ouvert dans l'espace profond avec une frontière qu'on 
suppose continue par morceaux: 

(YII37) v^BEOi V K E P ¿KB: K(#B)=ÔK(<B) i.e.: K^d£B)=3KE(cS) et KZ(d
cB)=dKz<':B) x 

i&=£Ud<B 
V K E P ; K: ¿B-*K( ¿B)=K(«)UdK(«)C34 
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Déplacement. 
Pour deux emplacements de Í? dans SfcJ de classe P on défini le déplacement relatif 

dans la classe D: 

( V n 3 8 )
 V K ! , K 2 G P ^=K 2 "K 1

1 :9 i -*» ;^eD 5 1 

application bijectlve et bicontinue jusqu'à l'ordre psi entre domaines de 34. 
Le déplacement entre deux emplacements équivalents en forme et uniformité globales 

(i.e. d'une même classe de P/C) est une isométne; on l'appelle déplacement rigidifiant profond. 
Pour un emplacement donné dans P toute fonction CP dont le support coïncide avec 

l'image du corps dans le-dit emplacement, identifie un nouvel emplacement dans P (Cf. formule 
(VII.39)). Par définition, un corps matériel îî est un milieu continu profond si ses emplacements 
dans l'espace profond 34 sont de classe P ou, de façon équivalente, si ses déplacements entre 
domaines de 34 sont de classe D. 

On défini "virtuel" un déplacement qui, en tant que application entre domaines de 
l'espace profond, n'est pas contraint par l'impénétrabilité: 

(VII.40) ft:Ki(¿R)C3J-*Q2C34 ou ft:£2iC34—K2(T?)C34 ; fteCP 5 2 

3 JLModèle Jocal.dans i^space_pjm£ond 

Par analogie avec le procédé classique du Ch.VII § 3.2. on obtient un calcul 
différentiel pour les fonctions à support matériel. Par la donnée d'un emplacement on défini le 
gradient d'une fonction matérielle, le voisinage infinitésimal et les translations infinitésimales d'un 
point matériel. Gradients et vecteurs matériels dans l'espace profond résultent en suite de l'étude des 
gradients et des translations ainsi définis dans un emplacement. 

3.2.1. Gradients d'espace profond. 

Il faut tout d'abord noter que l'espace profond Si est le produit de deux espaces 
métriques mais tl n'a pas de métrique15; le voisinage d'un événement fc=(p,3> ne peut donc être défini 
que par le produit cartésien des voisinages de ses composantes p dans P et g dans g>. Soit EQ et Z0 

des ensembles autours de l'origine des espaces translation E et Z, soit HQ leur produit cartésien: 

E0={uËeE: ¡UEI-*0} ; Z ^ u / E Z : lu / l -0} ; Ho=EoXZo 5 3 

Le gradient d'une fonction f, p fois continue ( p s i ) , à support dans 34 et image dans 
Q d'espace translation G, doit donc être défini moyennant deux opérateurs distincts sur les 
translations de E et sur celles de Z (soit fc=(p>3) et Utf=(u&uz))16: 

<v"n-41> V f:9¿-*g ; fECP p a l 3 | VirkeStí-*Vf, e L ( H , G ) : M 

fdH-UH)-f(¡.)=Vf|tUK+o(UH) ; V U H e H 0 o(uH)=0 

Vf, UH=VEf, UE+Vzf, UZ V U H G H O 
11 I (p.g) i (p.a) 

1 En général il n'y a pas de signification physique pour une métrique de 34 et il n'y a pas moyen de définir 
comme petite une translation dans H autrement que en prenant ses composantes petites dans E et Z séparément. 
1 6 La définition suivante explique aussi le rapport, noté formellement U^P(UE,UZ), entre translations dans H et 
translations dans E et dans Z: 

UH=(VEk)UEKVzfi*z 54b 
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ces deux opérateurs, gradient géométrique et gradient des phases, étant tels que17: 

VEf:l,e^-*VEf, EL(E,G) : f(^u&3)-f(p,g)=VEf, U ^ U E ) ; ljm ^ = 0 5 5 

Vzfii.eSi—Vzf.EUZ.G): f^a+uzMíp^Vzf, uz+oíuz); lim o(uz)=0 

On défini le gradient d'une fonction f de support 35 et image dans g d'espace 
translaUon G, dans l'emplacement K par transport sur K(CB) du gradient dans 9^: 

(Vn.42) Vf:-B—Q;feCPp>l 3| VJ-.JAEQ-*VKf. =v[foiH] SL(H,G) : ^ 

[foK-l ] (K(^)+UH ) - [ í ' 0^ ¡ ] (K(^U))=[roK-l] (K(j ; )+UH)-f(^)=V[foK-l] UH+O(UH) 

VKfU(u íFV rxfu<UE+V7j ífU(uz Vu f leH0: V&f=VE[foK-i] ; V7xf=Vz[foK-i] 

3.2.2. Voisinage matériel. Translation matérielle. 
Par un emplacement de classe P on peut associer à tout point matériel un voisinage 

obtenu comme image inverse du voisinage de l'image du point dans l'espace profond. En outre, 
l'espace profond ayant un espace translation associé, on peut construire l'ensemble des translations 
d'un point matériel par le même procédé. 

Le voisinage d'un événement fs=(p,g), noté i(fc)Ç5y, est décrit par les petites 
translations de it moyennant leurs projections sur E et Z: 

^'n-43> i(kH(p,3)=i(p)xi(3)={(p,3')e£x^: p'=p+uE Vu^E« , 3^3+uz V u ^ Z « } 57 

si l'événement k est l'emplacement d'un point matériel JA, le voisinage ci-dessus peut être considéré 
comme l'image, par l'emplacement donné, du voisinage matériel du point JA, noté ,9(JU): 

i™-4*) VjUeB, V K E P Ä 

i(KUm={(p',3')epX2: f)=K¿JA)+uE VUEEEO , af=Kz(JÁ)+uz VuzeZo} 

9iJ/)=K-«(i(K(a()))={wlfe^: JjT=K-l(KE(JJl)+UE,KZ(ai)+u2) VUEEEO VuzEZo} 

Deux vecteurs de l'espace translation H dans deux emplacements de classe P sont 
équivalents en un point donné JA s'ils le translatent dans un même point matériel JA'. Dans ce cas ils 
représentent le même vecteur translation de JA dans les deux emplacements différents. Soit A(JÀ) 
cette relation d'équivalence dans JA: 

A ( J ^ ) = { ( K , U , 0 , ( T I , V H ) € ( P X H ) 2 : J 4 ^ - H K E < ^ ) + U & K Z ( ^ ) + U 7 3 ^ - Í ( T I E ( ^ ) + V E , T I Z ( ^ ) + V Z ) } = 

W-*5* ={(K,UH),(ii,VH)e(PxH)2: T 1 OK-1(K(^ )+U H ) -T I (^ )=VH} 5 9 

L'ensemble H/A( JA) est l'ensemble des vecteurs translation matérielle de JA; il n'est 
pas un espace vectoriel, car l'équivalence A(JA) n'est pas écrite par une relation linéaire entre 
vecteurs de H. 

! A propos de la notation "+" suivante, il faut remarquer que la somme définie sur % n'est pas forcement la 
même que celle définie sur g; voir par exemple le cas du modèle de polycristal traité au Chapitre IV. 
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3.2.3. Espace langent. 

Pour que deux vecteurs soient équivalents il suffit, dans un sens plus large, qu'ils 
translatent (en image) M. dans un même point de son voisinage: 

<VU46> A 0 (J4)={(K,uH ) , (Ti ,v n )e(PxH 0 )2: T I O K - H K ( O U ) + U H ) - T M ) = V H } œ 

on obtient une relation d'équivalence linéaire en introduisant le gradient: 

^ ' n 4 7 ) UHeH0-T|oK-»(K(J4)+UH)-Tl(^)=(V[TlOK-l] )UH=(VKT|| )UH
 6 1 

A0(oU)=^(K,uH),(Ti,vH)e(PxH0)2: (VKTi| a i)uH=vH} 

U H K M J ) = { V H E H : 3rieP: ((K,UH).(Ti,VH))EAo(oU)}eH/A0(o«) 

telle, par conséquence de la lineante, que l'ensemble quotient H/A0(JA) est un espace vectoriel 
(UHK(^) classe d'équivalence est donc un vecteur): 

V a e R Vtficurà.ÎTi.VHNeAoiuU) -* ((K,auH),(Ti,avH))eA0(J4) 6 2 

V((K,UHi),(n.vHi))eAo(J4) V((K,UH2),(TI.VH2))GA0(JA) — ((K,uHi+uH2),(Ti,VHi+vH2))eA0M) 
i.e.: 

VuGR V U H J ^ G H / A O Î O « ) —- auHK(^«)eH/A0(uU) 

VuHlK(-«),UH2ic(oU)eH/A0(J4)-*UHlK(wW)+UH2KM)=ÍUHl+UH2)ic(^«)eH/A0(JÍ) 

Une classe UKK(^)EH/A0(O»U) représente un unique vecteur matériel qu'on note 
UT(JÀ) en tant que entité indépendante de l'emplacement *eP; l'ensemble des ces vecteurs est 
l'espace tangent au point T(^K). 

On peut définir sur T(^M) toutes les opérations internes définies dans les deux espaces 
translations du référentiel, E et Z, et donc, E étant vectoriel, il en est ainsi pour T ( ^ ) 1 8 . Par contre 
T(wU) n'est pas un espace de produit scalaire: on ne peut définir que le produit scalaire des images de 
deux vecteurs matériels selon un emplacement, et ce produit dépend de l'emplacement. 

3.2.4. Emplacement local. Gradient matériel. 

Un vecteur matériel Uj(^U) est représenté par un et un seul vecteur de H dans chaque 
emplacement. On appelle "emplacement des vecteurs matériels" ou "emplacement local" l'application 
donnant l'image de tout vecteur matériel dans H selon l'emplacement du corps (cet image étant 
unique il existe une seule application de ce type pour chaque emplacement global); on vérifie 
facilement qu'il s'agit d'une application linéaire19: 

° ' 1 I 4 8 )
 V K E P 3|a,c(Jil)GL(T(J4),H/A0(uM)) ö 

Le "gradient matériel" d'une fonction f est par définition (la formule (VII.49) du cas 
classique demeure valable formellement dans le cas actuel en tenant compte de la signification 
courante des symboles): 

18 Par exemple si E est un espace vectoriel et Z un groupe commutatif (sans produit par un scalaire), T{M) est 
un espace vectoriel tel que l'image dans H de la somme de deux vecteurs matériels est la somme de leurs images 
(définie indépendamment sur leurs composantes E et Z) et l'image du produit d'un vecteur matériel par un scalaire est, 
dans E, le produit de son image dans E par ce scalaire et, dans Z, l'image même. 
' 9 11 suffit de définir la somme est le produit par un scalaire dans T(dÁ) tels que leurs images donnent la somme 
et le produit par un scalaire de H' AQ(JÁ). 
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V f:<B-*Q ; feCP p>l 3| gvadí:JÁE3)-+gradf • eL(T(JJ),G) : 

\fuTÍJÁ)eT(Jl) : (gradf i )ihri^«)=f(JJ+»ti<uU))-r(Jj|) 
I oM 

(vn.49) 

L'expression de ce gradient selon un emplacement du corps est obtenue moyennant la relation 
d'équivalence Ao(^): 
(Vn.50) V((K,uH),(T].VH))eA0(oU)-*(Vlcf|jU)uIF(VT|f,ju)VH M 

i 
(gradf|a()uT(^UHVlcf|^)UH V K E P ulf=aK{JA)\tj{JA) 

l 
gradf | ju=(VKf|w)aK(J4) ViceP 

ï 
aK(oK)=grddK 

M 

L'emplacement local dans l'espace translation géométrique a^^/U) et dans l'espace 
translation des phases a ^ ^ ) sont donnés par les projection, respectivement sur E et sur Z, de 
a,cMA)(soitUtf=(UE,uz)): 

65 

aK(^«)=(aKE( JÀ) ,d^JX)) 

ru^=aK^JÀ)\ti(JÀ) aKE<-^)=gradKE|^( 

uz=aKzM)"T(-M) aKz(^U)=gradKz|^( 

les relations entre les projections de l'emplacement local et les respectives projections de 
l'emplacement dérivent du caractère linéaire de l'opérateur gradient matériel. 

Mouvement localement rigidifiant. Transport matériel. 
De même que dans le cas classique, à la définition d'emplacement local comme 

gradient matériel de l'emplacement du corps correspond une définition d'équivalence locale entre 
deux emplacements de P. ils sont équivalents s'ils engendrent le même emplacement local: 

K,TJEP localement équivalents en JÀ: aK(̂ K)=aT)(oW) i.e. gradici =gradT|i 
1 oM I ^AA 

(VU.52) 

Deux emplacements localement équivalents appartiennent à la même classe de P/Cji 
(i.e. ils représentent les mêmes forme et uniformité globales dans un voisinage de JÀ): un 
déplacement entre emplacements de ce type est localement rigidifiant (en forme et en matériau) en 
JÀ. L'image d'un vecteur matériel de T(uU) est égale dans deux emplacements localement 
équivalents en JÀ. 

Le changement d'image d'un vecteur matériel pour un déplacement n est (d'après 
l'équivalence A0MA)): 

O-Tl-S) Ä=TIOIC-,:9M-*3Ö ; JtECP ; pal ; ((K.UHÎ.ÎTI.VHJÏEAOÎOM) ^ 
vH=(V:t¡ )uH —an(oM)=(Vji| iU)a«(JÀ) 

Deux emplacements sont donc équivalents si le gradient du déplacement relatif est 
l'identité de H, ce déplacement est alors localement rigidifiant (définition analogue à la précédente): 

(VU.54) K,T|EP localement équivalents en JÀ: Ä^TJOK1: Vjti =IH 
IK(^AI) 
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3.2.5. Métrique de l'espace tangent. 

Déf in i t i on . 
L'espace tangent garde les opérations internes de E et Z mais il n'a pas de produit 

scalaire intrinsèque. Comme dans le cas classique, on peut construire un produit scalaire de ~Ï{JX) 
par transport des produits scalaires de E et Z moyennant un emplacement local. Le résultat sera 
fonction locale de l'emplacement, non intrinsèque au voisinage matériel. 

Ce transport ne peut se faire que séparément pour la métrique de E et pour celle de Z, 
ce qui donne deux images du produit dans T(oU) respectivement dans E et Z, distinctes pour toute 
classe de P/Q.«. 

II faut tout d'abord observer qu'on ne peut définir un espace duale de H que comme 
H*=E*xZ*, en donnant à la dualité entre H et H* le sens20: 

Vu îp(uE ,uz)eH=ExZ1Vv i f=(v&vz)eH*=E*\Z* <VH,UH>H = <V&UE>E+ <vz."z)z Œ 

(les dualités dans E et dans Z étant connues). 
Le tenseur métrique de T(<M) est l'application linéaire symétrique définie positive de 

TM¿) à son duale T * ( ^ ) donnant la dualité entre ces deux espaces. Pour définir cette dualité, et 
donc ce tenseur, il faut avoir recours aux projections de l'espace tangent (et de son dual) dans E et Z 
séparément On considère: 

r(Jj()El4(T(^),T*(J/)) 69 

tenseur métrique de l'espace tangent en *JA, et on le défini tel que ses images dans E et dans Z selon 
un emplacement K de classe P, notées r^iJX) et r ^ i ^ ) , donnent les images correspondantes d'un 

produit scalaire de T(^U), noté " • mais, il faut le rappeler, non intrinsèque (cette définition est à 
comparer avec la (VII.56) et avec celle de la formule (VII.55): dans ce cas non classique le recours 
aux emplacement dévient obligé): 

(Vn.56) „ r/r_ , m . , _ , m .,_, , m _ _ . . _ , ,nT.._y ,is 70 
Vv-KwlO.u-rXJiDeTMJI)! 

V K E P 

[(r&cioWîv-rtJ^J.u-rtoUi^v-KoUî-'u-Ko«)!^ 

(rZK(^)vT(^U).u-KJ^))1=v-I<^)Tu7<^) 
ZK 

Déterminat ion. 
L'emplacement local a * ^ ) , selon un emplacement K, donne ces deux images, dans 

E et Z, d'un produit scalaire de T(^U) (selon la notation introduite le vecteur 2^^<M)vi(JA) est la 
projection sur E de l'image selon l'emplacement K du vecteur matériel w^iJA), on relie donc les 
images du tenseur métrique au produit scalaire des telles projections): 

( V I L 5 7 ) ' • - — rv-rM*)VM¿)|E i f = (aK^JÁ)vTÍJÁ))h^a^)^T<^)) 7 1 

v-rUA^u-rtoU)^ = (aKZ(JJ)vT<^))?taKZ(JÄ)ui<^U)) 

VV-KOU),UT<W«)ET(OU)1 

VKEPJ 

Les tenseurs métriques de E et Z sont, par définition, tels que: 

^ n 5 8 )
 gËEl4(E,E*) : V U B V E E E uE

iVr;=(uE*,uE>E=<gEuE,u^E
 7 2 

gzßL^ZT.*) : Vu z ,v^eZ u¿vzF<uz*,uz)z=<gzUz.uz)z 

ce qui donne pour ¡es images du produit scalaire de T ( ^ ) dans un emplacement K: 

- ° On rappelle qu'on noie par ( , ) E la dualité entre E et E* (ou Z et Z* ou T ( ^ ) et T*(U<) selon l'indice). 
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(Y 11.59) 
VVT<J Í I ) ,UT (JJ I )GT(J I ) ' 

V K E P 

f v t f o U ^ u - r f u U ) ^ = <gËalcË(uU)vT<u«),aKË(JA)u1<oU)>E
 7 3 

en utilisant les trois formules (70), (71) et (73) on obtient les relations entre les tenseurs métriques 
de E et Z et les images du tenseur métrique de 1(JX) dans ce deux espaces21: 

Vv-r<Ji).UT<^U)eT(J)l) 

V K E P 

(V1I.60) 

<rF^(J4)vT(J4),uT(o«)>r=<gEaKEÍ^)vT<oU),a1CE(^W)uT(^W)>E 

<r/x(jU)v-KJ4),u-ríJA)>r=<gzaIcz(o«)vT<JA),aIcZ(u«)u-1<o«)>z 

74 

v^e«, v*ep 

rLlc(Ji)=a lct-<JX)gEaKh(J/) rZK(JX)=aKZ<a<)gzaKz(^) 

Par analogie au cas classique, on a donc identifié les images de la métrique de 
l'espace tangent T{JA) dans E et Z par un emplacement arbitrairement choisi en <JX. 

A cause du manque de continuité des distances dans la forme que nous avons 
introduit, les passages permettant, dans le cas classique, de définir la métrique de l'espace tangent 
par la forme de l'élément simple (Cf. Ch.VlI § 3.2.4."Remarques") ne sont pas possibles. On doit 
donc soit introduire une métrique euclidienne sur <£ soit la transporter, comme on a fait 
arbitrairement par un emplacement, à partir de la métrique du référentiel. 

Donc, dans le cas des milieux continus profonds, il n'y a pas d'autres déterminations 
possibles de la métrique de l'espace tangent que celle des ses deux images ci-dessus. 

3.2.6. Commentaires. 

Dimensions de l'espace tangent. 
L'ensemble -P des points matériels (aspect particulier d'un corps matériel "B) a une 

fonction séparaüon (la distance dans la forme) qui n'est pas une métrique euclidienne; sous cette 
condition un espace translation de 33 est unique s'il existe, mais, en effet, l'ensemble des 
translations de 4î n'a pas la structure d'un espace vectoriel. Un espace tangent est l'espace 
translation du voisinage infinitésimale d'un point matériel, il a une structure d'espace vectoriel et, la 
distance dans la forme pouvant s'interpréter comme une fonction séparation dans le voisinage d'un 
point, il est unique. 

A partir des considéraüons faites on ne peut pas déduire la dimension de l'espace 
tangent ni la nature de sa métrique qui doivent, donc, être postulées. Le choix d'un référentiel 
d'espace profond est aJors tel que la somme des dimensions des espaces translation E et Z, n+m 
(n=2 ou 3), donne la dimension, ainsi postulée, de l'espace tangent. 

Nature du milieu continu profond. 
A l'origine du concept de vecteur matériel on a introduit une relation d'équivalence 

entre couples vecteurs de H et emplacements dans cfc> (Cf. formule (60)). 

: i L'adjoint d'un emplacement local est défini par les adjoints des projections de cet emplacement: 

V ^ G « . V K € P a¡k^Ha¿BMO*zMJ)) : 

aîz<„lOeL(Z*.T»<-U)) <gZ3KZ<^^^)3K Zfai)uT(^)>^a^a<)gzaKz(^)vT(^).t»r(^)>rj 

VvT-oo.irrtoUje-rxai) 

74b 
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En général on ne peut établir de classes d'équivalence entre couples vecteurs de E et 
emplacements dans £, ou entre couples de Z et 3>, séparément, que pour des emplacements 
particuliers. Par conséquent l'espace tangent en tout point d'un milieu continu "profond" ne peut pas 
s'interpréter comme le produit cartésien d'un espace tangent géométrique par un espace tangent des 
phases (les projections d'un vecteur matériel sur E et Z n'ont pas un statut de vecteurs matériels). 

Ecritures formelles. 
D'après la nature de H=ExZ te gradient d'une fonction f à support matériel a deux 

composantes distinctes dans E et dans Z (Cf. formule (56)). On peut écrire formellement: 

V K - Í V ^ - . V ^ - ) 7 5 

On peut aussi écrire le gradient matériel formellement par 

grad=(gradF,gradz-) 76 

mais, pour les mêmes raisons que pour les composantes d'un vecteur matériel, gradp et gradz ne 
représentent pas directement de classes d'équivalence. Par conséquent le transport entre 
configurations du gradient d'une fonction doit être fait en tenant compte du fait que, même si ce 
gradient est écrit selon la décomposition ci-dessus, ses composantes ne peuvent pas être transportées 
individuellement. C'est le cas du transport des contraintes et des taux de déformation des phases 
dans le modèle du Chapitre IV. 

3.3. Modèle du corps dans l'espace profond-temps. 

3.3.1. Modèle du corps dans une chronologie. 

Ayant séparé l'espace profond absolu 9ü de l'axe chronologique T, on peut introduire 
les concepts de processus cinématique et de mouvement en regardant un corps matériel seulement 
par rapport à une chronologie: le choix d'un référentiel d'espace ou d'un référentiel d'espace 
profond ne modifie donc pas la nature de ces concepts. 

Ensuite c'est l'introduction du concept d'uniformité et la partition du corps en 
matériaux qui donnent une sigmficaüon différente de la classique a ces termes. 

Processus cinématique profond. 
On rappelle que sur un corps matériel existe une classe A d'applications formes 

globales qui associent à tout couple de points matériels une distance dans la forme (positive entre 
points séparés) et il existe une classe Y d'uniformités globales, donnant une classe de partitions-en-
maténau de B (Cf. formules ( 1) et (4)). 

On défini un "processus cinématique profond" dans un intervalle chronologique xCT 
une fonction qui associe à tout instant de l'intervalle une forme globale du corps matériel dans A et 
une uniformité globale sur ses points dans Y (et donc une parution-en-matériau du corps matériel 
dans PW(̂ B)); on donne l'indice x aux rang d'un processus dans A et Y (ou PMÍ.Q)): 

(VU.61) 

La cinématique d'un milieu continu profond est donc enrichie par la notion de 
changement de phase: l'uniformité globale (et donc les matériaux) varie dans le temps. 

Un processus cinématique profond est ngidifiant s'il associe à tout instant d'un 
intervalle chronologique la même forme et la même uniformité globales; il est "rigidifiant en forme" 
ou "ngidifiant en matériau" s'il associe à tout instant de l'intervalle respectivement la même forme 
globale ou la même uniformité globale. 

Un processus cmémaûque profond est admissible s'il engendre une distance dans la 
forme fonction de classe C2 du temps entre tout couple de points matériels; il est virtuellement 
admissible si cette distance est de classe C° entre tout couple de points sauf, éventuellement, un 
nombre fini d'ensembles de couples séparés-en-masse (C° par morceaux). 
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Comme dans le cas classique on obtient, par un processus cinématique admissible, 
une distance entre points du corps fonction du temps et, par dérivation, une vitesse et une 
accélération entre points. 

Mouvement . 
Les images de deux processus cinématiques C\ et Co d'un même corps peuvent être 

comparées, de même que dans la théorie classique, pour obtenir le mouvement du corps dans le 
processus cj par rapport au processus CT de référence. Avec hypothèse d'égale durée des deux 
processus: 
(VD-62) ( I : Y I — Y - translations 7 8 

C ¡ : Y J - » A X ¡ \ Y X | C A \ Y inversible 

c2:X:_*Ay.2^Yy2ÇAxY 

• 3| mcßcB=C2oa°ci :AxixYxi—»A^xY^ 

3.3.2. Cinématique dans l'espace profond. 

Processus c inémat ique profond. 
Comme pour le cas classique, par un processus cinématique, à tout instant d'un 

intervalle chronologique correspond un emplacement de classe P en passant par une forme et 
uniformité globales. Si le processus est ngidifiant, les emplacements varient dans une classe 
d'équivalence de P/C, s'il est localement ngidifiant, dans P/C« 22: 

La donnée de c correspond donc à celle d'une fonction KC qui associe à tout point 
matériel d'un corps pour tout instant d'un intervalle chronologique une position et une phase dans 
l'espace profond: 

(VII.64) c=*K,:(„«.T>er?vx-*KT<_4l)=(K[;t(ai),KZT(J^))eKT(«)C34=ex^ m 

Vitesse et accélération. 
De même que dans le cas classique, un processus cinématique associe, par dérivation 

dans le temps, à tout point materiel d'un corps donné et pour tout instant d'un intervalle 
chronologique une nicsse. operateur de V{.A/=L(R.,E\Z), espace des vitesses profondes, et une 
accélération, opérateur de UR.VtvJ . fonctums de (JÀ,x): 

fV'H65) t „ s-Ts à . . _ . . . „ ^ -.. , , 81 
<f t.UU,-i>€ÏHx- — >cl(-U.T>eVLjlZ=L(R,ExZ) (pc=(<PcE,<Pcz) 

y, (M.x)E ff\x— T T "t>(-«.Tl€L(R.VFjZ) Yc=(YcE,Ycz) 
rrv 

où les projections des vitesse et des accélérations sur E et Z correspondent aux dérivées des 
projections respectives de i'em placemen t. 

Vitesscs v irtoelh vitesses virtuelle». 
Comme pour les v u c v ^ classiques on peut définir les vitesses virtuelles par rapport 

à un emplacement compatible (de classe P): 

82 

I .'ordre dani la outafKia tk» anpkatxaxMs entre instant et projection est indifférent: K J - T ^ T E et K/T=KTJ. 
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Mouvement relatif et virtuel. 
L'espace profond permet de mettre en relation les formes et uniformités de deux 

corps matériels, 33 et 12, moyennant leurs processus cmématiques comme dans le cas classique. La 
formule ( VII.68) relative à ce dernier cas demeure formellement valable pour des emplacements dans 
l'espace profond. 

Un corps matériel qui garde sa forme et uniformité globales en tout processus 
cinématique profond peut être pris comme référence pour le mouvement d'autres corps matériels en 
tant que "repère". Par rapport à un tel repère on peut également définir les vitesses et les 
accélérations relatives. 

Toujours par analogie au cas classique on défini un mouvement virtuel par la donné 
d'un ensemble de déplacements virtuels de support commun dans le temps et arbitraire K0CB): 

(VD.69) V K 0 £ P 3k,ßCP(Kom) V-c^x =» AI:K0(<B)XX-»3¿ 83 

3.3.3. Cinématique de l'espace tangent. 
Dans un processas cinématique à la suite dans le temps des emplacements instantanés 

KT=KC(' »T) correspond en tout point une suite d'emplacements locaux ac(oW,T)=aICT(lJi). Les images 
d'un vecteur matériel et les deux images de la métrique de T(Ji) dans E et Z en fonction du temps 
sont donc: 
(VU/*)) 

'ac(^U,x)uT(J^)euHKT(^U) 

84 

ac(Jjt,x)=gradKc(0(,T)eL(T(Ji),H) : , 
rc(^U,T): 

ITECÍ JA,x)=ac Ë(wM,T)gËaci£(JJ,T) 

[rzc(wW,x)=a*2(^,t)gzacz(^,x) 

Comme dans le cas classique ajo^-r) donne la vitesse maténelle <p et l'accélération 
matérielle y dont les vitesses et les accélérations de la (VII.65) sont les images actuelles selon le 
processus en objet (la formule (VII.71) demeure valable avec la signification actuelle des symboles). 

3.3.4. Description lagrangienne. 

Faisant référence à un emplacement Koi^c/ä* arbitraire, un processus cinématique 
engendre un déplacement dans le temps, dit transformation: 

(VD..72) V K 0 E P VXEXÇT KC 
85 

Jlc(" ,X)=KC( ,X)-K0 I K o W - » » ^ ^ ) • 
*EC(- ,T)=KCH(- , T > K 0 : K 0 r B ) — K E / ^ B ) 

Jf¿¿- ,X)=Kcz(- . X H ^ K O ^ ) — K 7 J T ( ^ ) 

et un déplacement local, gradient de la transformation, qui décrit, en image profonde, l'évolution des 
vecteurs matériels: 

-Un mndèir thermn-mérnniau* ri? nnlvrrirtnl'-



322 
- Chapitre VIII -

(v'n73> VK 0eP,VxexÇT K c =>F(^,T)eL + (H,H) : m 

'F^acna '^Vj t fc EL+(H,E) 

F(JA,T)=ac(oU,T)a ' ( J 4 ) = V * C ( J J , T ) ; F=(FE,Fz) : « 
*0 

F2Facza^=V3izc eL+(H,Z) 

UHr=(UEr,ua)=(FEÍoW,T),F7(w«,T))UHo=F(u«,T)uHo ; VUHO^UHK0(^) ; UHT£UHKTM<0 

On remarque que FE et Fz, obtenus par les projections acE et aez de l'emplacement local actuel sur E 
et Z, sont bien les gradients dans c& des ¡mages de la transformation jr^ et njc respectivement sur E 
et Z définies à la (85) (pour le vén fier il suffit de reprendre les passages de la (VII.73) avec les 
définitions actuelles des symboles). 

Le tenseur de dilatation décrit l'évolution de la métrique de l'espace tangent, on le 
défini par ses composantes sur E et Z (il faut noter que CE et Cz , comme LE et L¿ définis dans la 
suite, sont des operateurs de L(H,H)): 
(VH.75) CBx*—L+(H,H) 8 7 

C=(CE,Cz) : À 
f CE : <CR(u«,T)als()(uU)v1<J4),aKO(u«)UT<J4)>í=VT<JÍ)Tu-Ku«)|EK 

Cz : (Cz(^U,T)aK0(Ji)v-K^),aK0(^U)uT<^))z-vT(^)TuT(JA)jZK 

Par définition du produit scalaire de T(JÀ) dans l'emplacement actuel KX=KC(- ,T) et du gradient de la 
transformation de KQ à KT, on obüent (passages analogues à ceux de la (VII.76)): 

^ 76> C¿Jk,x) = FÊ( JA.T)gEFE<oU.T) = aK*(^U)rEc(^,x)aKJ)(^) M 

C Z ( ^ , T ) = Fj(^U,T)gzFz(^,T) = a"K^(J^)rzc(wK,T)aKJ,(^) 

L'expression intnnsèque (VII.77) du tenseur de dilatation peut être écrite en fonction des images du 
tenseur métnque dans E et Z en introduisant deux tenseurs intrinsèques CEj„t et Czim: 

(vn77) fcEinrfoM,T)=r¿¿(jí)r&:(u«,T) " 
CInt=(CEin(,CZlnt)eL-t-(T(J4),T(JA)) : J 

Cz in t í^^J^ íoUj rz t íuU.T) 

dont les images dans E et Z sont respectivement CE et Cz. 
Le tenseur de Green-Lagrange, défini en analogie au cas classique, a aussi deux 

images distinctes dans E et Z (dans ce cas C( Jl,0) correspond aux deux tenseurs métnques gE et gz 
séparément si on se réfère à l'emplacement à l'instant 0): 

( V D 7 9 ) L(Jjl,T)=i[C(JA,x)-C(uW,0)JeL+(H,H): ^ 

VuT(^U),vT(1JX)eTM) 

<LE(^U>T)aK0(^)vT<Jj),aK0(^U)uT(^))E = vtf JJ)WoU) ¡EK - v^J^vr^JX) (EKQ 

<LZ(u«,T)a1co(o«)VT<-M),aICO(oU)UT<u«)>z = vtf JJ)TU T( JA) ¡ZK - vúJtfvtfM) ¡ZKQ 

Ce tenseur, en tant que image du changement du produit scalaire de T(<M), peut être choisi comme 
mesure de la déformation entre l'emplacement KT et l'emplacement KO même pour les milieux 
continus profonds. 
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4. Mécanique étendue. 

4 1 . Forces^dansJ'espace „profond 

4.1. i. Continuité des actions. 

Les emplacements des corps matériels dans l'espace profond permettent l'utilisation 
de la topologie de cet espace pour étudier les fonctions définies sur les corps matériels, et, en 
particulier, les forces. 

Au niveau du corps matériel on fait les mêmes hypothèses que dans le cas classique; 
celles-ci, interprétées dans l'espace profond, introduisent des nouveautés sur le modèle (V espace 
vectoriel avec norme l.l; on utilise ensuite les notations de la formule (VII.83)): 
_ les actions intérieures sont des actions de contact aire-continues par rapport à un 

emplacement dans l'espace profond23 (Cf. formule (VII.81)); 
_ les actions extérieures sont des actions de contact et à distance, aire-volume-

continues (Cf. formule ( VII.82); 
l'action sur une parue d'un corps matériel, étant somme d'une acuon extérieure et 
d'une action intérieure au corps, est aire-volume-continue. 

4.1.2. Mesure force. 

Une interaction à valeurs dans H*=E*xZ* (espace duale de l'espace translation de 
l'espace profond) est un "système de (orces profondes"24 qu'on note ÍQ OeQice pour indiquer qu'il 
est relatif aux parties de "R. 

De même que dans le cas classique, sous les deux conditions de continuité postulées, 
tout OG îq} est mesurable dans l'emplacement * par une mesure vectorielle df̂  définie en tout point 
matériel et à valeurs dans E*\Z*: 

<vnfa> dir...ue r—-H* ;i r-ne o—fr(D)= /dfreH* 91 

D 
Les conditions étant les mêmes que pour le cas classique, la continuité des actions 

postulée dans l'univers matériel se traduit également2 5 en continuité de la mesure force dans un 
emplacement de classe P il existe des fonctions, torces de volume \ et forces de contact t ^ , 
integrables, respectaement de \olumc ci de surlace, telles que (les grandeurs avec indice E* et Z* 
étant leurs projections sur ces espaces) 

(VEL85) 3 b,,. : -Ueiî—(b|.(.U).b/.(-U))€E«xZ* 1 91 

fr< n>= /dir = jbn.^UKlVV + flacH«M)dSK 

T> f> vnac 

La contrainte peut auv»i être introduite en analogie au cas classique, en supposant 
continues les surfaces des parues materielles étudiées (et continue la fonction tn* ci-dessous suivant 
la surface dC, n¿pnGH cunt la normale en J i l a surface dC] dans l'emplacement K): 

i™-88) 3S„ TV-UH.H-i i*í.H«<-U)=i„.(JÍ,naCH)=SH(J<)necH 9 3 

-3 La mesure d'une froauère au une aire, cdle d'un corps est un volume, si le référenüel se limite à l'espace 
géométrique absolu- On garde les deaomiiuuaro pour simplifier . 
- 4 La définition classique considere U K lorce comme un dement de l'espace translation E. Le fait de rajouter une 
composante dans l'espace iranilauoo / est legitime et arbitraire 
2 5 La démonstration aiée pot* le cas classique demeure valable. 

file:///olumc
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Les forces de masse sont définies comme dans le cas classique; vue leur signification 
physique on considère leur densité massique fonction locale du seul pseudo-emplacement 
géométrique: 
(VH.86) _ 94 

pH*:peP-(pE*(p),Pz*(p))eE*xZ* : fmC(q))= JpH«(KB(uU))dfi 

on les considère, pour alléger la notation, comme cas particulier de forces de volume (Cf. formule 
(VII.87) avec H* à la place de E*). 

4.1.3. Forces matérielles. Espace dual de l'espace tangent. 
Un système de forces est donc aussi une distribution, fonctionnelle linéaire sur 

l'espace des fonctions à support dans le corps matériel complet 35 et à valeurs dans H=ExZ, de 
mesure fc>H«(JX)dVK à l'intérieur et tôCH«(^)dSlc sur la surface d'une partie d'un corps matériel: 

(Vn-90> V«M£ ^ ( « M A G z M M e E x Z 9 5 

*̂(C,(j>)= fodf* = rt<bE«.^EKbz«,<te)z]dVK + f[<tacE«(^M),*E>E*-<tecz«(^).4z)z]dSK 

Ceci permet d'introduire, comme pour le cas classique, la relation d'équivalence 
locale entre mesures forces: 

(VH.91) Ao*(J*)= 96 

= {((K,bH.(Ji)dVK),(i1,b
,H.(uU)dV11))e(PxH*)2:V((K,UH),(Ti,u,H))eA0(JÍ) 

[<bE».UE>E*-<bz',uz)z]dVK|ju=[<b,
E.,u'E>Ei-<b'z.,u

,
z>z]dVï,Lu} 

(V'n.92) Ao*'(-«)= 97 
={((K,taCH'(^)dVK),(Ti,t,acH»(^)dVn))G(PxH*)2:V((K,UH)^T1,u'H))eA0(^) 

[<tai,E»,UF>E+<tarz".uz>z]dS1CjjU=[<t,acE«.u,
F)E»-<t,acz«,u,z>z]dST,| } 

(Vii.93) Ao*"(uU)= 98 

= {((K,SH(JA)dVlc),(Ti,S,H(uM)dVî)))E(PxL(H,H*))2: 

VíÍK.u^^Ti.u'^eAoM), VaK.n^.ÍTi.n'HMeAoíu«) 

[<(SHn»)Ei.'JE>[r<-«SKnH)ZSluz>z]dVK! . =[<(S'Hn,
H)i:„VE>E+<(S,Hn,H)z-vz>z|dVî,, } 

On obüent donc, en tout point d'un corps, une partition de l'espace H* en ensembles 
quotients (ensembles des images d'un vecteur matériel) qui sont, par définition, les espaces duaux 
des espaces tangents en tout point, notés T*( JX). On note les vecteurs forces matérielles par b-r«(wM) 
et t¿cT«(̂ U), ils ont une double image, dans E* et dans Z*, pour tout emplacement26: 

- 6 On rappelle que tout vecteur matériel a une classe d'images équivalentes dans H qui sont des doubles images 
dans E et Z, espaces de produit scalaire (H n'a pas de produit scalaire). Le produit scalaire de deux vecteurs matériels (et 
donc aussi la norme d'un vecteur matériel) a été défini moyennant ses images dans E et Z, en fonction d'un 
emplacement. On peut donc voir un vecteur matériel comme un vecteur d'un espace translation de l'univers matériel 
qui n'est défini que par ses images dans E et Z. Les mêmes hypothèses et passages sont valables pour les systèmes de 
forces matérielles, interactions à valeurs dans H*: il s'agit d'êtres intrinsèques à l'univers matériel dont on connaît une 
image particulière par un emplacement dans H*. 

On rappelle, en relation à la formule suivante, qu'on ne peut pas définir l'inverse des projections des 
emplacements locaux a^gfUi) et ^g^AJ) (les pseudo-emplacements ne sont pas inversibles en tout point). 
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(YTJ.W) 

V K E P ^ 

( a*[3(uM)bE«(o«) , a*2JiJi)bz'(JÍ) ) = bp(JA)- " 

( aÍE(oW)^CE»(JA) , a î z i^ i^cz 'M) ) = ^^(Jk) 

{( aÏE(^)(SH(^)aK(^))E. , a*z(a()(SH(^)aK(JA))z« ) = ST(JU) 

La distribution force matérielle est donc formellement égale à celle du cas classique: 

VuT:^ue ^-»UT(a*)eT(ao VKGP: ^n-95> 

?*(C,uT)= Ju1<J/)df^ = r<br*(̂ ),UT(̂ U)>T<iVK + ((tdCT*(Jk),u1i,M))rdSK 

Ces passages nous permettent de définir la puissance virtuelle sur un emplacement 
dans un référentiel d'espace profond de façon analogue à ce qui se fait habituellement dans l'espace 
géométrique absolu, et de définir par conséquent l'équilibre mécanique profond. Ils nous donnent 
aussi une interprétation des forces et des contraintes dans l'espace des phases. 

4 JL Portes, dans l'espace 4îroXoud-lemps. 

4.2.1. Forces d'inertie. 

L'existence d'actions inertielles est intrinsèque à la nature de l'univers matériel 
observé, habituellement, dans un référentiel inertiel d'espace géométrique absolu: on postule 
d'habitude l'existence de forces de ce type à valeurs dans E*. 

Le fait de considérer des forces d'inertie à valeurs dans E*xZ* dérive d'une double 
position: d'abord on considère que les forces habituellement vues dans E* ne sont que l'image de 
forces intrinsèques à l'univers matériel, et, deuxièmement, on prend en compte l'image de ces forces 
intrinsèques dans un référentiel d'espace profond et donc dans E*xZ*. Le problème de la 
signification physique de la composante dans Z* des forces ainsi obtenues sort du cadre actuel de 
travail. 

On considère donc qu'il existe sur tout corps matériel vu dans une chronologie, pour 
la classe de référenbels utilisés, un système de forces matérielles masse-continu et fonction du 
temps, ayant l'opposé du produit masse-accélération des points matériels comme mesure 
instantanée: 

<vn97)
 [Y^TÎXX-LÎR.VB.Z)

 10° 
c =*• i Ycdn::BxX""*E*xZ* 

[Pc(j/,x)dvT=d^ Vxex 

VTCT fÏC(cD,x)= fdrIC(T) = - fyc(JJ(,T)du = - fpc(oK,T)Yc(^,T)dVT 

4.2.2. Processus mécanique profond. 

En analogie à la définition classique, un processus mécanique profond dans 
l'intervalle chronologique yCT est défini pour un corps matériel 13 (dans un référentiel ineruel) par. 

un processus cinématique profond c dans l'intervalle /CT (Cf. formule (77) et (79)), 
un système de forces appliquées fsr> fonction du temps dans l'intervalle x^T (Cf. 
formules (VII.96), (91) et (99)): 

ivlI-98> vceqice f̂ : &x-^E*xZ* 101 

_ le principe des puissances virtuelles (défini aux paragraphes suivants). 

Un processus mécanique représente donc l'évolution de la forme et des matériaux du 
corps (processus cinématique profond) en dualité avec les actions qui l'intéressent (forces d'inertie 
défîmes et appliquées) moyennant le principe des puissances virtuelles. 
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On rappelle que ces forces agissent tant entre points séparés en forme (i.e. toujours 
distincts dans l'espace géométrique) que entre points séparés en matériau (i.e. éventuellement 
confondus dans l'espace géométrique). 

43 . J^nncipe des piussances_YiriuelIes. 

4.3.1. Puissances. 

On utilise la méthode des puissances virtuelles afin d'obtenir la condition d'équilibre 
des forces dans un référentiel d'espace profond par un procédé axiomatique basé sur l'intuition des 
corps matériels indépendamment de tout emplacement 

Les puissances virtuelles seront définies par rapport à l'emplacement courant d'un 
processus mécanique. 

Puissances des efforts extérieurs et des accélérations. 
La puissance des efforts extérieurs et la puissance des accélérations, définies, de 

façon analogue à la classique, par application de la distribution force matérielle aux champs de 
vitesse réels, sont données par les formules classiques (VII.99) et (VII. 100), compte tenu de la 
signification courante des symboles. 

Comme pour le cas classique, se donner un champ de vitesse virtuelle dans un 
emplacement est équivalent à se donner une petite variation arbitraire de cet emplacement non 
restreinte par l'impénétrabilité: 
^ ' n 101> V K Ê P (pEVfjj. o ÔKEEXZ 102 

La puissance virtuelle des efforts extérieurs et la puissance virtuelle des accélérations, 
définies donc aussi de façon analogue à la classique, compte tenu de la nature de l'espace profond, 
sont27: 
( V D I 0 2 ) VT Fex t(C,ÔK)=f[(bcE»(^,T),6KE(^))h+(bcZ .(^,T),ÔKZ(^))Z]dVT+ 103 

+ jI<tapcE»(^U.i:) ,ÖKH( jU))E+{lôecZ.(^U,T) ,ÔK7<^)>z]dST 
30 

VxP a c (aÔK)=fp c (o« ,T ) [<YcE«M^) ,ÔK E (o« )> E f<YcZ«M,T) ,ÔKz(oU)>z ]dV x 

Puissance des efforts intérieure. 
Comme dans le cas classique, une variation arbitraire ÔK de l'emplacement, 

équivalente d'une vitesse virtuelle, engendre une variation de l'image dans K de la métrique de 
l'espace tangent. A la différence du cas classique, pour les milieux continus profonds on n'a 
déterminé que deax images distinctes de cette métrique, dans E et dans Z; ce sont par conséquent ces 
images qui reflètent la variation arbitraire de l'emplacement (Cf. formule (74)): 

S fôr^MA) = 2sym(a*E(^)gEôaKEM*)) 1(W 

VKEP 5K =*> ôr^iôr^.ôrzj : J v^e^B 
ôTzxMX) = 2sym(a*z(^W)gzóaKZ<^U)) 

Les hypothèses qu'on introduit sur la puissance des efforts intérieurs sont les mêmes 
que dans le cas classique, car on considère ces dernières relatives à la nature intrinsèque des corps 
matériels et non au référentiel nécessaire pour les observer 

Avec 

(a^MlTÍbcE.íaU) . a¿(JÍT)bcZ»(J4,T))=bMI.T) 1 0 3 b 

et formules analogues pour l$ç et y. 
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_ la puissance virtuelle des efforts intérieures est une fonctionnelle d'un champ de 
vitesse virtuelle défini dans un emplacement (la formule (VIL 103) demeure valable 
avec les nouvelles notations). Cette fonctionnelle est masse-continu, de densité locale 
au premier gradient du champ de vitesse et vérifie l'axiome du caractère interne des 
puissances intérieures (qu'on énoncera de suite). 

La continuité par rapport à la masse s'exprime par la même formule (VIL 104) que 
dans le cas classique (en tenant compte de la signification actuelle des symboles). 

La localisation au premier gradient s'écrit (signes et coefficients 1/2 selon l'usage 
général): 

VT Pint(C,ÔK) = r{<aE«c(JU),ÔKE(JJ)>E + <az.c(^M,T),ÔKZ(JX)>z -

ayant introduit les champs pour un processus mécanique donné: 

av*c:Qxx-*E* ; az*c:3?xx-*Z* 

etc^xx—U(T(-M),T*(o«))* ; ezc^xx—LsOXJJ),T*(JJ))* 

105 

106 

Le caractère interne des puissances intérieures est défini par l'axiome: 
_ "Pour tout champ de vitesse rigidifiant un corps matériel en équilibre, la puissance 

virtuelle intérieure est nulle dans toute partie du corps". 
On rappelle que un déplacement rigidifiant "profond" ne modifie ni la forme ni 

l'uniformité globale d'un corps matériel. On remarque que pour deux emplacement équivalents en 
forme et en matériau (i.e. couplés en C de la formule (45)) il existe une isométne entre leurs pseudo
emplacements géométriques et une fonction continue (donc un homéomorphisme) entre leurs 
pseudo-emplacements phasiques. La conjecture de représentativité (47) assure que si la forme et 
l'uniformité globales d'un corps matériel ne sont pas modifiées, son emplacement ne varie qu'à 
l'intérieur d'une classe de P/C, donc il varie par isométne du pseudo-emplacement géométrique et 
par homéomorphisme du pseudo-emplacement phasique. Cette dernière condition n'est pas utile 
pour caractériser les mouvements ngidifiants car tout mouvement est, par définition, un 
homéomorphi sme. 

L'emplacement d'un corps matériel dans l'espace profond a une structure 
mathématique plus fine que celle qui a été définie sur le corps matériel même: l'espace des phases est 
un espace métrique euclidien, ce qui est plus qu'une partition du corps matériel en classes 
d'équivalence-en-matériau. Par conséquent la condition précédemment énoncée, basé sur la 
définition de mouvement rigidifiant, bien que correcte pour un corps matériel n'est pas assez 
restrictive pour ses emplacements dans l'espace profond. 

On identifie alors les mouvements rigidifiants du corps avec les isométnes de l'espace 
de référence transportées sur le corps par son emplacement dans cet espace28. La composition d'une 
isométne infinitésimale avec un emplacement quelconque est bien une variation arbitraire de cet 
emplacement et, donc, on peut lui faire correspondre une vitesse virtuelle. 

Soit zKgx% le groupe des isométries infinitésimales de l'espace profond Ëx1^: 

VkEtXgx^ öngK=koK VKGEP 

on énonce le caractère interne des efforts intérieurs en postulant que: 
_ "Pour toute isométne infinitésimale du référenüel dans lequel est placé un corps 

matériel en équilibre la puissance virtuelle intérieure est nulle dans toute partie du 
corps quelque-soit son emplacement"29: 

VkeDCg^ Pmt(akoK)=0 V O E ^ V K E P 

107 

108 

- 8 Les deux définitions coinciden! pour un référenüel d'espace géométrique usuel. 
29 Noll utilise directement l'isométne du référenüel comme mouvement rigidifiant et défini par conséquent un 
travail virtuel (Cf. [Noll 1973]). 
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On rappelle qu'on a postulé, lors de la construction du référentiel d'espace profond, 
qu'il existe un unique espace des phases pour chaque espace géométrique instantané, ce qui met les 
isométries de # en relation avec celles de g. Par conséquent il suffit de se donner une isométne 
infinitésimale de l'espace géométrique g pour définir un mouvement rigjdifiant du corps dans 
l'espace profond. 

Ce procédé a été suivi dans le Chapitre IV où aux translations de E ne correspond 
aucune vanaüon de ¿?=Q=Lorth(E.E), et où les rotations de E sont, par définition, les translations de 
Z=Q. 

Par conséquent de son caractère interne la puissance virtuelle des efforts intérieurs ne 
dépend que des variations arbitraires de la métrique géométrique de l'espace tangent et de la métrique 
phasique de l'espace tangent (qui sont nulles, par définition, pour toute isométne de l'espace 
tangent). 

En conclusion, avec les hypothèses faites, la puissance des efforts intérieurs s'éent 
sous la forme: 
i \ 11.107) VT/» inrfC,ÔK)= 1 0 9 

/ { 
(Tfct JJ,T),gradÔKEÎvjM)>i.n\E> + {xzc(^,x),gradOKz(^))ixrz)}dVT =° 

où on note: 
( V n i l 0 ) fTR P̂Kĝ Ee&c euj*(ji),E*) uo 

V K E P Í 
lxzK=PKgzatóflzK eL(T*(JX),Z*) 

Pour une variation réelle de la métrique de l'espace tangent dans un interval 
infinitésimal de temps suivant un processus mécanique, on obtient la puissance des efforts 
intérieurs: 
(\U. | . , f) d > i l l 
109) Pint iCx) = - 7 J < 8 E C M J . T ) —rE c(aí ,X))L^ ( T > T . )+<eZ c(JÁ,X),—•rZc(J/ ,T)>L s(T.T«)Ldfi 

-M or dx ' j 

4.3.2. Equilibre mécanique profond. 

A partir des conditions introduites (continuité des forces et principe des puissances 
virtuelles) on obtient les équations d'équilibre qui, il faut le remarquer, ne dépendent pas du 
référentiel de l'emplacement l'équilibre est une propriété des corps matériels indépendante de leur 
emplacement dans un référentiel particulier (c'est pour cette raison qu'on a noté "3} en équilibre" et 
non "'-"R en équilibre dans K" dans la définition précédente). Cette considération légitime l'écriture du 
principe des puissances virtuelles dans un référentiel d'espace profond une fois admise l'existence 
(et la continuité) d'actions du type force à valeurs dans l'espace dual de l'espace translation des 
phases. 

Le pnncipe s'éent pour tout emplacement K dans un référentiel d'espace profond: 

<yUAl2) { /WC,&)+/,i„«(afcc)=/,
acc(C.&) V ^ - B - V E X Z }**<B en équilibre 112 

L'équilibre est défini moyennant les vitesses virtuelles30, bien qu'il s'agit d'une condition 
intnnsèque à un corps matériel: les équations locales d'équilibre ne sont donc dans notre cas que une 
double image (dans E et dans Z) d'équations intrinsèques. 

3 0 Les vitesses virtuelles son! déliai es avec une liberté plus grande grâce à leur dépendance du référentiel 
(l'axiome d'impénétrabilité n'est pas forcement vérifié), mais, surtout, les mouvements rigidilïants (et donc la 
puissance des efforts intérieurs) ont été définis moyennant les isométries infinitésimales d'un référentiel. 
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( V U 1 1 3 ) "Ben équilibre à l'instant X 

: 

[b^JJ,T)+pJJA,T)Ycz(^,T)^i\Tz^J4,T)=0 
•I 

On remarque que l'operateur divergence matérielle, défini comme trace du gradient matériel, peut 
formellement être écrit par (Cf. formule (76)): 

div-=(divE*,divz-) 114 

Dans le cas du polycnstal traité au Chapitre IV, la contrainte géométrique X&. ne 
dépend pas de la \ anable de phase, de façon que sa divz est nulle à tout instant 

La contrainte B qui apparaît, dans le Chapitre IV, dans les deux équations d'équilibre 
à l'intérieur du corps (égale en configuration actuelle à la partie antisymétnque du tenseur de 
contrainte géométrique en conséquence de l'objectivité des puissances intérieures) est présente à 
cause du caractère non intrinsèque des équations écrites: le couplage entre les deux équations est 
"artificiellement" introduit dans le modèle par l'utilisation d'une description spatiale (lagrangienne ou 
eulenenne) des corps matériels. 

113 

VcA4e¿B 

VJkEdQ 
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5. Conclusion. 

5.URfilation&JttöLleXhapitreJ V. 

On donne de suile les relations entre les définitions et les notations du présent chapitre 
et celles du Chapitre IV. On envisage en fait la possibilité de modifier l'ordre de lecture de ce deux 
chapitres une fois encadré l'objet final du travail, c'est à dire le modèle de polycnstal. 

Coordonnées. 
Dans le Chapitre IV on a choisi un repère '15, corps matériel ngide placé dans £, muni 

d'un système E d'axes orthonormés identifiés par la base E¡EE i=l...n (n=2 ou 3) avec origine dans 
fî. Tout point to du repère 3? a été identifié du point de vue géométrique par trois coordonnées 
relatives aux axes E¡ (i.e. un vecteur de E). Le trièdre E a aussi été pris comme référence (i.e. 
origine dans <g>) pour les éléments de Z, de façon que toute orientation dans l'espace des phases a été 
identifiée avec une rotation des E,, c'est à dire avec un tenseur de Q=Lorlh(E,E). 

Un élément h du référentiel âfcfixgi est donc identifié par rapport à un emplacement 
donné (inversible) KCQ du repère 3?, par un point ta de 32 (31: 

k=K£(œ) » l 5 

Le même événement k est alors identifié, moyennant le système de coordonné cartésiennes d'axes E, 
par un couple ordonné posiüon relative au repère, x, et orientation des phases par rapport aux axes 
du repère, 9, noté: 

rx=x,E,eEE
 l l 6 

co—*a>E= 
X 1 

e eHF 
e=81JE,©E,eQE=Lorth(E,E)E 

Configurations. 
En description lagrangjenne dans l'espace la configuration de référence est un 

emplacement arbitraire de référence vu par rapport au repère: 

<O=K"¿OKO( J j í )eo0c íc ; v^we-i5 117 

la configuration actuelle est également liée à l'emplacement actuel selon un processus cinématique 
(Cf. formule (80)): 

<y=K;¿oKtMA)eñtCl? ;VJ¿e¿BVt 118 

Selon le trièdre orthonormé E, fixé dans le repère 32, ces configurations sont 
identifiées dans H pan 

fx=XiEieDb£EE H 9 

à l'instant 0 («£= e 
e^e.jEiOEjEZoÇQE 

A=^E,eD tÇEE 
à l'instant t 

fr=#!JE,0E,eZIÇQE 

Masse volumique. 
La masse volumique p du Chapitre IV synthétise la notation (l'inverse de 

l'emplacement étant calculé à x=0 ou x=t fixé; Cf. formule (IV.31))): 

p0(o))dV0=n(K0oK^(to)) et p0(w)E=p0(x,6) 120 

pí^DdV^nÍK^oKqjíco)) et p(co,t)E=p(Ä,fh,t) 

31 A tout événement correspond un point du repère, vue le caractère arbitraire de l'emplacement K * de ce dernier. 
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Transformation et gradient de la transformation. 
La transformation inconnue iagrangienne Q du Chapitre IV est (Cf. formules (85) et 

(IV.25)): 
Q(u),t)=K5 toJlc(- ,t)oK^,(C0) 

son gradient F avec les deux images Ft et Fz dans l'espace profond sont (Cf. formules (86) et 
(IV.28)et(IV.29)): 

-i IT> 
F(tu.l) = K^oVjtc i - .DoK-^iœ) = V ^ c o , ! ) 1 Z -
-1 -1 

F E ( 0 ) , 1 ) = K ^ V Ä ü f - . O K p t i d ) ) ;Fz(cu,t) = K1 ? loVnZ c(- , t)Kq3t((o) 

[ FE(X,t) ] 
F(ui.t)K = V l 0 Q(ü) . t ) E = | | 

[Fz(x,£,t)j 

£ « 0 

F ex Eee 

V i t e s s e . 
Le mouvement profond d'un corps matériel relatif à un repère, megq?, est défini par 

l'image d'un processus cinématique c du corps par rapport à un processus cqj donné sur le repère 
d'égale durée (par analogie au cas classique Cf. formule (VII.68)). 

Les vitesses et les accélérations intrinsèques ont été définies par dérivation de la 
fonction emplacement dans le temps suivant un processus cinématique (Cf. formule (81)). Cette 
fonction est représentée dans le Chapitre IV à l'aide de la cinématique du repère 32. En configuration 
actuelle on a donc (description eulenenne; terme d'entraînement plus terme relatif): 

dm f t j?( .1) -i _ , , 123 
Miu,t)= °m^1?(«>,t)eVEiZ|q? => 

(H 
s 1 .) ¿Hc . J 
K p , ° K t l + KVl°Tc('.0°Kc ( - , t )oK^ t 

&Z 

5JZ^CDn£lusÍQni^ur le„£hapiir£. 

On a suivi le schéma du classique présenté au Chapitre VII pour la fondation du 
modèle de milieu continu proiond. Les passages à la base de toute définition donnée sont les 
suivants: 
_ déduction des propriétés des corps matériels à partir de leurs représentations en tant 

que milieu* continus (cela étant iait à ¡'aide de i'axiomauque de W.Noîi objet du 
Chapitre VU). 

_ définition des propriétés nécessaires sur ¡es milieux continus profonds pour que 
ceux-ci puissent représenter pn>premcni de corps matériels. 

Les définitions ainsi dtmnees clarifient la signification des milieux continus profonds 
et permettent le début d'une étude pouvant étendre I'axiomauque classique. 

En particulier <irt a considère I unite de représentation des corps, c'est à dire le point 
matériel, définie par une position dans l'espace géométrique et par une phase dans l'espace des 
phases: cela permet i'introductKwr de lu atrarierisation physique des corps directement au niveau de 
la cinématique et de la mécanique Cette possibilité donne un intérêt théorique, avec finalités 
pratiques évidentes, à l'étude des milieux continus profonds en général. 

Par rapport au present travail, les passages fait dans ce chapitre à partir de définition 
générales nous ont clarifié la signification malhemauque des termes introduits dans le modèle du 
Chapitre IV. 

En particulier on peut voir que les tenseurs de dilatation de Cauchy et de déformation 
de Green-Lagrange ont deux images distinctes dans les deux espaces de la représentation. Par 
conséquent il en est ainsi pour le tenseur de contrainte et pour les équations d'équilibre. 
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Cela explique la signification des contraintes a, C et D du modèle du Chapitre IV, et 
l'utilisation de déformations et de taux de déformation géométriques et phasiques dans ce modèle. 
Cela explique aussi le fait d'avoir considéré couplés les transports entre configurations des 
contraintes C et D. 

Finalement l'écriture intrinsèque des équations d'équilibre montre que la raison d'être 
du tenseur noté B, introduit dans le Chapitre IV, est le caractère interne des efforts intérieurs selon 
une représentation spatiale de la matière. La nature non intrinsèque de ce tenseur fait qu'il ne doit pas 
être objet d'une équation constitutive, mais plutôt d'une liaison interne (de nature mécanique). 

En revenant au modèle simplifié du Chapitre III on pourra donc regarder la 
discussion relative au coefficient de comportement f (racine du rapport entre la "raideur" des 
rotations du réseau et celle de leur gradient) comme une discussion sur une possible liaison entre 
contrainte B et D. Pour définir la question on croit nécessaire une étude expérimentale approfondi et 
une étude numérique du poiycnstal plan du Chapitre III avec déformation hétérogène. 
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Conclusion 

1. Plan du travail. 

Le travail a été présenté en quatre parties, pour un total de huit chapitres. 

Dans la première parue on a donné, dans le Chapitre I, un résumé des théories 
actuellement en discussion sur la physique du phénomène des bandes de cisaillement dans les 
métaux (avec référence aux alliages d'aluminium), et, dans le Chapitre II, un résumé des modèles 
thermo-mécaniques centrés sur de tels problèmes. 

Dans la deuxième parue du travail on a présente le modèle de polycnstal proposé. 
En particulier dans le Chapitre III on a présenté un modèle de polycnstal plan en 

déformations planes, dit de poly-lamelle, suivant la formulation de milieu continu "profond'' qui fait 
l'objet principal de ce travail (Ch.W § 1.). On a considéré un exemple, de compression simple, pour 
lequel l'étude des solutions possibles, selon des comportements simplifiés, donne des résultats qui 
peuvent être compares avec les modèles classiques correspondants (Ch.III § 2.). 

Le Chapitre III permet d'introduire les milieux continus "profonds" et le modèle 
tridimensionnel objet du Chapitre IV. Dans cclui-a on donne le modèle de milieu continu profond 
correspondant à un polycnstal tridimensionnel en transformation finie (Ch.IV § de 1. à 5.). On 
choisi à cette fin les orientations cnstallines dans l'espace comme phases (ensemble des dimensions 
de l'espace "profond" en plus par rapport à celles de l'espace géométrique usuel). Ce modèle, avant 
toute déterminaüon et verification expérimentales, a dû être étudié par rapport à sa pertinence 
physique et à sa coherence malhemauque Ces aspects sont l'objet des quatre chapitres suivants. 

Dans la troisième parue du travail on a étudié la pertinence microscopique du modèle 
proposé. 

En particulier dans le Chapitre V on a d'abord analysé, en général, la thermo-
mécanique des matériaux mulu-phasiques avec changements de phase (Ch.V § 1.). Ensuite on a 
regardé les définitions possibles de phase et quels sont les caractéristiques nécessaires pour qu'une 
variable de phase permet une formulation de milieu continu profond (Ch.V § 2,). Finalement on a 
introduit une opération intégrale d'observation approchée, dite de globalisation, qui permet de 
transformer un milieu continu avant une fonction de phase en un milieu continu profond (Ch.V § 
3.). 

Dans le Chapitre VI on a délira d'abord les bilans thermo-mécaniques d'un milieu 
continu avec fonction de phase (Ch VI § 2.) Ensuite, par application de l'opération de globalisation 
objet du Chapitre V. on a identifie les grandeurs définies sur un milieu à phase continue avec celles 
du milieu continu avec Jonction de phase: ce passage explique la pertinence microscopique du milieu 
continu profond. 

Dans la quatrième et dernière partie de ce travail on a clarifié les passages et les 
hypothèses mathématiques permettant la formulation du modèle de milieu continu profond 

Dans le Chapitre VII on a dtwtne un résumé de la mécanique axiomauque classique 
(basé sur les travaux de W.Noli) 

Dans le Chapitre VIII iwi a donné les définitions nécessaires pour les milieux continus 
profonds. En outre ce cadre axiomauque défini un modèle général de milieu continu profond, 
indépendamment du choix de la phase 
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2. Conclusions. 

2.L Première Partie. 

2.1.1. Métallurgie. 

L'étude bibliographique de la métallurgie des bandes de cisaillement montre que 
celles-ci ont des origines microscopiques (à l'échelle des cellules de dislocabons), mais qu'elles sont 
aussi liées aux niveaux supérieurs. En particulier on a vu qu'il se manifeste de micro-bandes de 
cisaillement, de taille de l'ordre de celle des grains, dans un état de déformation de la structure 
cristalline de peu antérieur à celui d'apparition des macro-bandes de cisaillement qui nous 
intéressent. La relation entre ces deux phénomènes étant objet de désaccord parmi les auteurs 
confrontés. 

Les points sur lesquels il existe une certaine uniformité d'interprétation sont liés à la 
morphologie et à la cristallographie avec texture marquée lors de l'apparition des bandes (pour des 
processus de déformation type laminage à froid) et aux niveaux élevés d'écrouissage, visibles par 
une structuration importante des dislocations bloquées. Le phénomène a, de toute façon, les 
caractéristiques d'une instabilité du système qui se forme aux hauts niveaux d'écrouissage par 
déformation. 

Sur la base de ces points on a considéré un certain nombre de demandes de 
modélisation pour simuler l'apparition des bandes de cisaillement dans un polycristal idéal. En 
particulier apparaît nécessaire le couplage entre processus thermo-mécanique suivi par le système et 
évolution de la texture, et l'interaction, dans cette évolution, entre orientations différentes du réseaux 
et entre grains non équi-onentés. 

2.1.2. Mécanique et Thermodynamique. 

On a considéré un classement des problèmes à aborder pour l'étude de la stabilité des 
polycnstaux en transformation finie: l'existence d'un état local approprié, l'évolution des textures, le 
comportement homogène et celui des monocristaux, l'instabilité des processus suivis par les 
systèmes indépendants du temps. 

L'ensemble des modèles ainsi repérés dans la littérature permet une étude qui ne 
satisfait pas les demandes ressorties de l'étude bibliographique et qui, par ailleurs, n'est pas 
dépourvue de difficultés techniques et intrinsèques. En particulier ce sont, d'abord, les interactions 
entre modèle mécanique et évolution des textures qui ne répond pas à nos exigences et, ensuite, la 
compatibilité entre une étude de localisation fait sur un module tangent homogène et la recherche 
d'un tel comportement. 

2JL_Deuxième Parue. 

2.2.1. Polycristal plan. 

Dans le modèle de polycristal plan proposé l'évolution des textures est régie par des 
grandeurs en équilibre avec les contraintes. 

Ce modèle représente bien, pour un choix convenable du paramètre de comportement 
f, le phénomène de la formation de textures plus ou moins concentrées dans des directions 
privilégiées au cours de la déformation. Pour un choix différent de f le modèle montre l'arrêt de 
l'évolution de la texture au delà d'un niveau donné de déformation, ce qui est réaliste pour des 
déformations élevées. 

Il suffit de regarder l'inégalité de Clausius-Duhem selon ces différentes valeurs du 
paramètre de comportement f pour comprendre qu'une évolution du comportement donnant une 
concentration initiale et une stabilisation successive de la texture doit provenir de contributions 
négatives au taux de production d'entropie: dans une phase initiale de la déformation l'ordre de la 
texture du polycristal augmente (la production d'entropie demeure positive dans cette phase à cause 
des dissipations liées aux gradients du taux de rotation du réseau cristallin). 

Le paramètre f en objet est le rapport entre les contraintes (scalaires dans le modèle 
plan) y. et D, duales respectivement du taux de rotation relative maténau-matière et du gradient 
phasique du taux de rotation des phases. En modifiant ce paramètre on peut, non seulement suivre 
l'évolution des texture comme expliqué ci-dessus, mais aussi modifier les directions privilégiées par 
cette évolution. Il résulte, du modèle mécanique intrinsèque étudié dans le Chapitre VI, que la 
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contrainte \i n'est pas une grandeur constitutive, mais plutôt le résultat d'une liaison interne: c'est 
donc le paramètre f qui régie cette liaison. 

En conclusion le modèle de poly-Iamelle proposé a l'avantage de permettre une 
écriture simple des lois de comportement au pnx d'une augmentation de la taille du problème posé. 

Les caractéristiques principales des modèles classiques (avec liaison cinématique 
entre rotations du réseau et mouvement de la matière) peuvent être obtenues dans des cas 
particuliers. 

L'identification expérimentale des contraintes introduites dans le modèle se base sur 
la possibilité de mesurer la densité d'énergie stockée par unité de désonentation des grains. Une 
identification numérique peut être faite par comparaison avec un modèle microscopique. Des 
identifications de ce type ne semblent pas de difficulté insurmontable. 

2.2.2. Polycnstal. 

On a défini d'abord la cinématique, mécanique et thermodynamique du modèle de 
polycnstal dans l'espace profond en suivant un formalisme classique. Ce formalisme est justifié 
dans le Chapitre VIII. 

On a obtenu ainsi, outre les équations usuelles, l'équation de conservation des 
phases, l'équation indéfinie d'équilibre entre contraintes phasiques avec conditions au contour, et un 
terme de production d'entropie par phase dans l'inégalité de Clausius-Duhem. 

Ensuite on a explicité la forme des équations de comportement valables en plasticité 
indépendante du temps et on a déduit les lois d'état et l'expression de la dissipation. A cette fin on a 
eu l'avantage d'une décomposition du gradient de la transformation géométrique liée à la 
transformation des phases qui définit sans ambiguïté une configuration naturelle locale. 

Des hypothèses sur la dissipation intrinsèque permettent de définir complètement le 
problème relatif à l'évolution géométrique de la matière: en postulant non dissipatrice la compétition 
entre puissance élastique bloquée et puissance de rotation des phases par les contraintes 
géométriques on a relié les taux d'évolution des variables cinématiques associées à ces puissances; 
en introduisant une hypothèse sur la nature de la déformation plastique on a obtenu la loi 
d'écoulement plastique de milieu continu en fonction des lois de Schmid données sur les systèmes 
de glissement isolés. 

Le problème constitutif de l'évolution du corps dans l'espace des phases demeure 
ouvert. 

L'instabilité du système doit aussi être étudiée, mais on peut envisager une approche 
simplifiée pour détecter le nsque d'apparition des bandes de cisaillement il suffit de contrôler 
qu'aucune phase ne rejoint une densité critique au delà de laquelle elle peut percoler en traversant 
l'élément de volume du polycnstal, donnant lieu à une bande de cisaillement (ou à des conditions 
favorables pour son apparition). Comme l'on suit la densité des orientations cristallines (phases) 
dans le temps à l'mténeur du corps, une telle vérification est très simple. La densité critique a été 
indiquée moyennant un modèle simple de percolation, mais elle pourra être déterminée 
expénmentalemenL 

2.3.1. Pertinence. 

L'objectif pnncipal du cinquième chapitre est l'obtention d'un outil d'observation 
approchée à une échelle donnée de grandeurs définies à une échelle inférieure. Cet outil devant tenir 
compte des phases, on a donné d'abord les précisions nécessaires sur les possibles espaces des 
phases et sur l'espace des tenseurs orthogonaux droits (constituant les phases choisies). 

L'outil en objet est appelé fonctionnelle d'observation ou opération de globalisation: 
comme pour une transformation linéaire, il donne une fonction des phases pour toute fonction 
d'espace définie sur un domaine ayant aussi une fonction de phase. Il s'agit d'un opérateur non 
linéaire à cause de la nature de l'espace des phases choisi. 

2.3.2. Equivalence microscopique. 

En écrivant, pour un milieu avec fonction de phase continue (dit milieu à phase 
continue), les équations de bilan thermo-mécanique séparément pour toute phase, il faut introduire 
une puissance virtuelle, une énergie interne et une cinétique, et une entropie échangée entre phases. 
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Ceci donne lieu à une force et à des puissances échangées qui doivent être nulles en somme sur les 
phases. 

La partie principale de la valeur locale de ces échanges a été obtenue moyennant la 
globalisation: ce sont en fait les dérivées partielles de la fonction d'observation qui définissent ces 
échanges. 

Les bilans par phase écrits pour le milieu à phase continue et pour le milieu continu 
profond ont été comparés en postulant qu'ils sont équivalents tant dans un élément de taille minimale 
du milieu à phase continu que dans un point du milieu continu profond (point géométrique et 
orientation de phase). Cela explique, faisant appel à des concepts et à des définitions classiques de la 
thermo-mécanique des milieux continus, la signification du modèle de polycristal dans l'espace 
profond qui, introduit par de raisonnements formels, n'est donc pas dépourvu d'intérêt pratique. 

En particulier on a remarqué que les nouvelles contraintes définies dans ce dernier 
représentent le Hux d'énergie interne qui se vérifie dans un matériau multi-phasique par effet des 
changements de phase (formule (VI.85)). 

Les définitions liées à la nature intrinsèque des corps matériels, vues dans un cadre 
étendu, clanfiem ia signification des milieux continus profonds: on considère que l'unité de 
représentation des corps est une position dans l'espace géométrique et une phase dans l'espace des 
phases. 

Cette étude liée à l'axiomatique classique de W.Noll nous a permis de définir la 
nature mathématique des grandeurs données sur le milieu continu profond. 

En particulier on a vu que les tenseurs de dilatation de Cauchy et de déformation de 
Green-Lagrangc ont deux images distinctes dans les deux espaces de la représentation; par 
conséquent il en est ainsi pour le tenseur de contrainte et pour les équations d'équilibre, cela 
explique la signification des contraintes o, C et D du modèle du Chapitre III et IV, et l'utilisation de 
déformations et de taux de déformation géométriques et phasiques dans ce modèle. En particulier on 
remarque que les contraintes C et D représentent un seul être intrinsèque et il doivent être donc objet 
d'une seule étude de comportement 

Finalement l'écriture intrinsèque des équations d'équilibre a montre que la raison 
d'être du tenseur noté B, introduit dans le Chapitre III, est le caractère interne des efforts intérieurs 
selon une représentation spatiale de la matière. La nature non intrinsèque de ce tenseur fait qu'il ne 
doit pas être objet d'une équation constitutive, mais plutôt d'une liaison interne (de nature 
mécanique). 
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3. Suite du travail. 

2LL Eossibüiiés^actuelles. 

A l'état actuel on ne peut pas obtenir de résultats quantitatifs d'un modèle de milieu 
continu profond à cause du manque de connaissance du comportement des contraintes de phase. 

D'un autre coté le modèle se propose, hors des limites de ce travail, comme outil 
d'étude: le déroulement de l'axiomauque étendue proposée pour d'autres choix des phases peut 
donner de nouvelles interprétation des modèles connus (à ce propos on a donné une liste, non 
exhaustive, des choix possibles d'un espace des phases; Ch. V § 2.2.). 

Il faut aussi noter que, à coté des questions n'ayant pas encore de solution, on a aussi 
obtenu un certain nombre de simplification et de réponses satisfaisantes du modèle qui, d'ailleurs, 
jusDfient notre intérêt futur (voir par exemple la décomposition cinématique dans l'espace profond, 
l'écriture du comportement des contraintes de Cauchy, l'explication microscopique des grandeurs 
profondes, etc.). 

3.2. Problèmes, ouverts. 

Nous avons la sensation d'avoir ouvert plus de problèmes que nous n'en avons 
résolus! Mais c'est par la solution de ces problèmes qu'on espère parvenir à un outil effecuvement 
adapté aux exigences de l'étude envisagée. 

La partie principale des problèmes théoriques d'un modèle de milieu continu profond 
a été résolue, au moins dans les limites qu'on s'est posé. 

Le problème fondamental est donc dans l'absence d'équations de comportement (et 
de liaison interne) pour la partie "phasique" du modèle. De ce point de vue le passage micro-macro 
des Chapitres V et VI du travail donne les indications principales pour la suite. 

Toujours sur ce point il faut remarquer que la puissance actuelle des moyens 
d'observation permet, dès qu'on se donne des objectifs précis, l'obtention des données nécessaires 
à ce modèle. 

Parallèlement au problème du comportement se présente celui des conditions au 
contour et des actions extérieures et inertielles: qu'est ce que sont les "forces" duales des rotations 
des cristaux? Une réponse à cette question pourrait venir de l'application de la globalisation aux 
systèmes des forces. 

33 J¿oies f imsageahks. 

On peut envisager deux voies parallèles pour la suite du travail et une troisième voie 
d'approfondissement du modèle proposé avec une plus grande précision sur l'instabilité. 

Une première voie est celle de la recherche expérimentale des lois de comportement 
manquantes. Il s'agit, comme déjà dit, d'obtenir de mesures de densité d'énergie stockée au cours 
de la déformation et de comparer ces énergies avec la vitesse d'évolution des orientations cristallines 
et ses gradients. 

Une deuxième voie, qui peut rendre la première plus aisée si elle est conduite en 
même temps, est celle d'obtenir ces lois de comportement par des modèles numériques. Par exemple 
on peut considérer un modèle numérique d'un élément de volume représentatif d'un polycnstal et 
déduire l'évolution des grandeurs constitutives profondes par globalisation. 

Par rapport à l'instabilité plastique on peut dire beaucoup plus que ce qui a été fait. En 
particulier on a, d'un coté, la possibilité d'améliorer l'étude des bandes de cisaillement comme 
phénomène de percolation d'une phase (ou d'un ensemble de phases aux orientations proches) dans 
l'agrégat. D'un autre coté on peut essayer d'obtenir la plasticité macroscopique du milieu continu 
profond à partir de l'instabilité plastique des cristaux. 

Une remarque conclusive doit être faite par rapport à l'une des motivations 
principales à l'origine du modèle présenté, et qui a été cachée jusqu'à présent, qui est celle de bâtir 
un système destiné au calcul numérique en parallèle. L'objectif ultime, de ce point de vue, est celui 
de considérer le milieu continu profond comme un ensemble de milieux continus homogènes 
simples avec un minimum d'interaction entre eux. 
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