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Introduction 
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Le dimensionnement à la rupture des structures en béton armé présente des difficultés 

inhérentes au matériau, liées notamment à son hétérogénéité et à sa fragilité. Ces caractéristiques 

favorisent des modes de rupture fortement localisés, avec apparition de fissures qu'il est difficile de 

modéliser mécaniquement puis numériquement, sans avoir recours à des moyens informatiques 

lourds. En effet, les approches classiques de calcul des charges extrêmes qui visent à décrire la 

fissuration, soit de manière diffuse, soit de manière discrète, nécessitent toutes la résolution complète 

d'un problème d'évolution, depuis l'état initial (mal connu, en raison de la présence de champs 

d'auto-contraintes dues entre autres au retrait du béton) jusqu'à la ruine de la structure. A l'inverse, les 

méthodes semi-empiriques employées par les ingénieurs se fondent sur l'exploitation de résultats 

expérimentaux au moyen de modèles simplifiés visant à rendre compte de la fissuration ainsi que des 

mécanismes de ruine observés. 

Entre ces deux extrêmes, on ne trouve que peu de méthodes à la fois praticables par 

l'ingénieur, suffisamment générales et mécaniquement cohérentes. On propose donc dans ce travail 

une méthode de dimensionnement des structures planes en béton armé fondée sur le calcul à la 

rupture. Bien que la méthode présentée soit de portée générale, on se limitera volontairement dans ce 

mémoire à examiner au moyen de cette nouvelle approche, les difficultés liées au dimensionnement 

des poutres en présence d'effort tranchant. Ce problème a été choisi à la fois pour son intérêt pratique 

et pour sa complexité, dont témoigne la très grande quantité de travaux qui lui sont consacrés (voir 

par exemple Davenne, 1991). On conservera donc cette problématique comme fil conducteur tout au 

long de ce mémoire. Celui-ci, composé de cinq chapitres, est organisé de la manière suivante : 

Dans le premier chapitre, on présente la problématique du dimensionnement des poutres en 

présence d'effort tranchant. On donne en premier lieu une vue d'ensemble des phénomènes observés 

dans les nombreuses études expérimentales qui ont été menées, afin de déterminer les paramètres 

principaux intervenant dans ce problème. Dans une seconde partie du chapitre, on présente les 

principales méthodes de dimensionnement employées dans la pratique de l'ingénieur. On procède 

notamment à une analyse critique détaillée de la méthode du treillis (bielles et tirants), car elle est à la 

base des principales normes de dimensionnement actuelles. 

Le chapitre deux, qui constitue un des points principaux du mémoire contient la présentation 

de la modélisation et de la méthode de dimensionnement proposées. Celle-ci, fondée sur le calcul à la 

rupture appliqué à des structures modélisées en contraintes planes, repose sur deux modélisations 

distinctes des zones renforcées par des armatures, La première, dite modélisation mixte, permet de 

considérer les armatures longitudinales comme des inclusions unidimensionnelles plongées dans un 

milieu continu bidimensionnel : le béton. La formulation de la modélisation mixte est introduite au 

moyen de la méthode des puissances virtuelles. Dans une deuxième partie, on décrit la seconde 

modélisation des armatures, que l'on adopte pour le renforcement transversal. Celui-ci est pris en 

compte au moyen de la théorie de l 'homogénéisation en calcul à la rupture. Ce choix consiste à 
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considérer l'ensemble béton-armatures transversales comme un milieu continu homogène anisotrope, 

dont on détermine les capacités de résistance préalablement à partir des domaines de résistance des 

matériaux constitutifs (béton, armatures, interfaces béton-armatures), que l'on précise ici. Afin de 

donner une présentation complète du problème, on rappelle ensuite la formulation des approches 

statique et cinématique du calcul à la rupture, dans le cadre de ces modélisations. Les bases théoriques 

présentées ici sont ensuite illustrées dans la fin du chapitre par l'étude d'un exemple (la compression 

d'un bloc en matériau purement cohérent, fretté par des armatures), exemple qui permet finalement 

d'aborder la problématique de l'effet d'échelle, c'est à dire de l'erreur introduite sur l'évaluation du 

chargement ultime donnée par la méthode d'homogénéisation en calcul à la rupture, par rapport au 

problème initiai. 

Le chapitre trois présente une approche simplifiée du problème du dimensionnement des 

poutres en béton armé au moyen de la théorie des milieux curvilignes (milieux continus 

unidimensionnels). En utilisant le choix de critères de résistance pour les matériaux constitutifs 

(armatures, béton, interfaces), on construit, au moyen d'un passage entre les modélisations 

tridimensionnelle et unidimensionnelle, les critères de résistance des sections armées sollicitées en 

flexion composée, formulés en termes d'effort normal et de moment fléchissant. Dans une seconde 

partie, on montre l'insuffisance de la représentation unidimensionnelle adoptée, en comparant les 

résultats obtenus pour un problème de poutre sollicitée en flexion quatre points, modélisée dans un 

premier temps comme un milieu continu tridimensionnel, puis comme un milieu curviligne, en faisant 

usage des critères construits précédemment. 

Afin de pallier l'insuffisance de la description par les milieux curvilignes, a été développée une 

méthode numérique fondée sur les approches statique et cinématique du calcul à la rupture. Cette 

méthode, présentée dans le chapitre quatre, est une extension à la modélisation mixte des méthodes 

mises au point par Pastor et Turgeman, qui se fondent sur la programmation linéaire. Dans l'approche 

proposée, la modélisation des armatures transversales par la théorie de l'homogénéisation est 

également envisagée, puis mise en œuvre. 

Le chapitre cinq est consacré à montrer la viabilité de la méthode sur le problème du 

dimensionnement des poutres avec prise en compte de l'effort tranchant. Après quelques études 

paramétriques permettant de mettre en évidence les variables principales du problème, on s'intéresse 

dans une seconde partie du chapitre aux comparaisons avec l'expérience. On montre qu'on peut 

obtenir une concordance satisfaisante avec les valeurs expérimentales en adoptant dans les calculs, 

une réduction des capacités de résistance du béton. 
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Chapitre 1 

Présentation du dimensionnement à la rupture 

des structures en béton armé : 

la problématique de l'effort tranchant 
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Introduction 

La prise en compte de l'effort tranchant dans le dimensionnement des poutres en béton armé 

est un problème qui a été étudié de manière expérimentale et théorique depuis très longtemps. En 

effet, comme le soulignent de nombreux auteurs (voir par exemple Kotsovos, 1988), si le 

dimensionnement des poutres à la flexion est maintenant bien connu, il n'en est pas de même en 

présence d'effort tranchant. La majorité des méthodes de dimensionnement actuelles sont fondées sur 

une analyse des très nombreux essais réalisés à ce jour (plusieurs milliers !) au moyen de modèles 

simplifiés, comme par exemple l'analogie du treillis. Cependant, la dispersion des essais, le nombre de 

paramètres intervenant ainsi que l'absence d'une modélisation mécanique cohérente permettant 

l'interprétation des phénomènes observés, n'ont pas permis à ce jour une unification de la théorie du 

dimensionnement de telles structures. 

Devant la diversité des expériences réalisées et le nombre de paramètres mis en jeu, on va en 

premier lieu décrire les principaux essais réalisés et leurs interprétations. Ceci nous permettra de 

détacher de cette étude les principales caractéristiques du phénomène. Dans la seconde partie du 

chapitre, on présentera les modèles classiques utilisés pour le dimensionnement de telles structures, 

puis on procédera à leur analyse critique. 
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1. Dimensionnement des poutres avec prise en compte de l'effort 
tranchant : études expérimentales 

On recense de très nombreuses études expérimentales effectuées depuis les années cinquante 

dans le but de déterminer la résistance des poutres en béton armé renforcées longitudinalement et 

transversalement, en présence d'effort tranchant. Ces études concernent des essais de poutres en 

flexion quatre (ou trois) points chargées jusqu'à la ruine (figure 2-2). Ces essais ont permis de dégager 

l'influence, sur la charge de ruine de ces structures, de certains paramètres fondamentaux. On relève 

notamment : 

• l'élancement des poutres (a/d ou a/h), 

• le taux de renforcement longitudinal, 

• le taux et la répartition des armatures transversales, 

• les capacités de résistance du béton (résistance en compression et en traction simple), 

• les dimensions globales de la poutre (a, h et b). 

AT 3Ü 
» » n i 

•¿333-fr 

Figure 1-1 Flexion quatre points 

Le dernier point est lié aux effets d'échelle entre la taille de la structure et la taille des 

hétérogénéités à l'échelle du béton (les granuláis) observés par certains auteurs. Ce problème ne sera 

pas envisagé dans ce travail. 

On va dans la suite de ce chapitre effectuer une présentation des principaux travaux 

expérimentaux, en insistant à chaque fois sur les paramètres étudiés. 
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1.1 Morrow et Viest, 1957 

Morrow et Viest ont étudié l'influence de l'élancement des poutres ainsi que du taux de 

renforcement longitudinal sur la résistance en présence d'effort tranchant de poutres non renforcées 

transversalement, au moyen de 38 essais de flexion trois points. Ils observent que dans leur essais, 

seules les poutres possédant un certain taux de renforcement longitudinal étaient affectées par l'effort 

tranchant, les autres exhibant des mécanismes de rupture par flexion. Ces auteurs constatent une 

réduction du moment fléchissant atteint au droit de la charge, pour des valeurs de l'élancement 

(rapport a/d entre la portée a et la hauteur "utile" d) inférieures à 6,1 (voir figure 1 - 2). 

M=Pa 
A 

Rupture par 
cisaillement 

Rupture par tractioni Rupture par flexion 
diagonale 

a/d 

Figure 1-2 Evolution des modes de rupture en fonction de l'élancement a/d (d'après Morrow et Viest, 1957) 

Ces valeurs correspondent à des modes de rupture par "cisaillement" (ou 

"cisaillement-compression"), ou par "traction diagonale" (voir figure 1 - 3). La rupture par traction 

diagonale est caractérisée par une ruine simultanée à l'apparition de fissures inclinées, reliant le point 

d'application de la charge et l'appui. Quant à la rupture par cisaillement, elle est causée par 

l'écrasement du béton dans la zone comprimée située sous les appuis ou les charges, à proximité d'une 

fissure diagonale de traction, et donne lieu à de fortes redistributions des contraintes entre le début de 
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la fissuration et la ruine. Les auteurs considèrent dans les deux cas, que la rupture intervient dans 

certaines "sections critiques" de la poutre. Ils fournissent alors à partir des résultats expérimentaux des 

formules empiriques permettant de déterminer l'effort tranchant à la rupture, dans les sections 

critiques, pour les deux modes de rupture mentionnés. 

Rupture par traction diagonale 

Rupture par cisaillement 

Figure 1-3 Schémas de rupture 

1.2 Kani, 1964-1966 

Kani s'est intéressé au même problème que Morrow et Viest. Il a mené une série de 133 essais 

de poutres en flexion quatre points. Ces poutres comportaient un renforcement longitudinal variable, 

mais pas de renforcement transversal. L'étude de Kani, plus complète que la précédente, met en 

évidence la pertinence de la représentation de la résistance des poutres en présence d'effort tranchant 

en terme de moment ultime, calculé au droit de la charge. A la suite de ses essais, il représente le 

rapport Mu/Mn en fonction du pourcentage de renforcement longitudinal p (rapport entre la section 

du renforcement et l'aire transversale de la poutre), ainsi que de l'élancement a /d des poutres 

considérées, où Mu et Mn représentent respectivement le moment ultime expérimental au droit des 

charges (qui se déduit aisément de la valeur de la charge de ruine Pu par la formule Mu = aPJ, et le 

moment de flexion correspondant à la pleine résistance de la section (calculé suivant le "ACI building 

code"). Il observe ainsi une réduction de la capacité de flexion des poutres, localisée dans une zone du 

plan (a/d, p), appelée "vallée de Kani" (voir figure 2 - 4). Ces résultats concordent de manière assez 

satisfaisante avec ceux de Morrow et Viest. 
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f Mu/Mfl 

Figure 1-4 "Vallée" de Kani (d'après Kani, 1966) 

Dans l'étude des résultats, Kani propose une analyse des mécanismes de ruine, où il interprète 

la fissuration observée, de manière à déduire la capacité de résistance de la poutre. Il constate 

l'influence de l'élancement et du taux de renforcement longitudinal sur les modes de rupture observés 

ainsi que sur les charges de ruine, les poutres très peu renforcées longirudinalement n'étant en fait pas 

influencées par l'effort tranchant (Mu/Mfl=l). il réfute ainsi l'idée communément admise jusqu'alors, 

que la résistance à l'effort tranchant ne dépend que des caractéristiques mécaniques du béton en 
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montrant que dans la majorité des cas, elle est plutôt gouvernée pas les paramètres cités 

précédemment. 

1.3 Les expériences visant à déterminer l'influence du renforcement transversal 

De nombreux auteurs se sont appliqués à étudier l'influence du renforcement transversal sur 

la résistance des poutres, en présence d'effort tranchant. On peut citer par exemple (Kong et al., 1970), 

(Smith et Vansiotis, 1982), et (Rogowsky et al., 1986). Ces auteurs ont étudié l'influence du taux de 

renforcement transversal et de l'élancement des poutres en testant en flexion quatre points, des séries 

de poutres de renforcement longitudinal constant. Ils ont proposé ensuite des formules empiriques 

fondées sur l'exploitation de ces résultats expérimentaux permettant de prédire les charges de ruine de 

poutres en flexion quatre points. Tous ces auteurs ont constaté que les armatures transversales 

contribuaient à augmenter le moment de flexion Mu à la ruine de la structure, jusqu'à obtenir la valeur 

Mfl correspondant à une poutre sollicitée en flexion simple. Néanmoins de nombreuses divergences 

subsistent quant à l'interprétation de leur fonctionnement mécanique. 

On doit également mentionner en plus des précédents, l'énorme travail expérimental fourni 

par Kordina (Kordina et Blume, 1985 ; Kordina et Hegger, 1987) qui a réalisé une série de près de mille 

essais de poutres chargées jusqu'à la rupture. Il a étudié des poutres de sections transversales de 

formes diverses (rectangulaires, en T), en essayant notamment dans ce dernier cas de déterminer 

l'influence de la largeur de la membrure supérieure sur les charges de ruine. Ses études se sont 

également étendues au cas d'une charge répartie le long de la poutre. 

1.4 Kotsovos, 1984-1988 

Kotsovos (Kotsovos, 1984,1986,1988) a étudié l'influence de la répartition et de la position des 

cadres d'armatures transversales sur les charges limites de poutres chargées en flexion quatre points, 

pour diverses valeurs de l'élancement. Il a ainsi mené une série d'expériences qui l'ont poussé à rejeter 

certains concepts fondamentaux des analyses théoriques qui étaient menées à l'époque : 

• En comparant le comportement à la rupture de poutres soumises à une flexion quatre points, dont 

le renforcement transversal était disposé de différentes manières (voir figure 1 - 5), il a montré que 

le concept de "sections critiques" tel que formulé par Morrow et Viest était incorrect. Pour ce faire, 

il a montré que des poutres renforcées transversalement sur toute leur longueur (renforcement de 

type B) avaient le même comportement que des poutres non renforcées dans la partie située entre 

la charge et l'appui (renforcement de type D), ce qui va à l'encontre de la notion de "sections 

critiques". 
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• Il formule alors le concept de "chemin des efforts de compression" (compressive force path). C'est, 

selon Kotsovos, le long de ce chemin reliant le point d'application des charges et l'appui que sont 

censés se transmettre les efforts de compression. D'après lui, la rupture se produirait à la suite de 

l'apparition de contraintes de traction le long de ce chemin, et non pas en raison d'un écrasement 

du béton sous les appuis. 

outre A Poutre B 

ÜT— 
Poutre C Poutre D 

Figure 1-5 Comparaison de différents schémas de renforcements transversaux (d'après Kotsovos, 1988) 
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2. Les méthodes d'analyse 

Après avoir donné un aperçu général des phénomènes observés dans les mécanismes de 

rupture des poutres en présence d'effort tranchant, on présente dans la suite les principales méthodes 

d'analyse de ces phénomènes et de dimensionnement utilisées. On commence par rappeler la théorie 

du treillis de Ritter-Mörsch qui est l'ancêtre des théories actuelles de dimensionnement avec prise en 

compte de l'effort tranchant. Dans la suite on présente la théorie des bielles et des tirants, qui est 

l'extension de la précédente à des geometries plus complexes. On montre notamment dans cette 

section les rapports de parenté liant cette approche et l'approche statique du calcul à la rupture. 

2.1 Le treillis de Ritter-Mörsch 

La méthode du treillis de Ritter-Mörsch (figure 1-6) date de la fin du siècle dernier 

(Ritter, 1899 et Morsch, 1902) et fut introduite pour permettre le dimensionnement des armatures 

transversales des poutres en béton armé soumises à un effort tranchant. L'idée principale est que, dans 

la phase de service, une poutre renforcée longitudinalement et transversalement va développer des 

fissures diagonales inclinées à 45° par rapport à l'axe de la poutre. Ces fissures délimitent ainsi des 

"bielles" de béton, censées ne résister qu'à des efforts de compression uniaxiale. Les barres d'acier, qui 

forment avec les bielles de béton le treillis de Ritter-Mörsch sont censées quant à elles, ne résister qu'à 

des efforts de traction uniaxiale. Les efforts dans le treillis ainsi formé étant déterminés statiquement 

par le simple équilibre des nœuds, il est possible de calculer les efforts dans les barres verticales 

(armatures transversales) et de les dimensionner en conséquence. 

2P 

I Bielles de compression 

Armatures transversales 

Figure 1-6 Treillis de Ritter-Mörsch 
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Le principal intérêt de la méthode du treillis réside dans sa simplicité. Elle donne une manière 

de calculer un ordre de grandeur des efforts dans les aciers. De nombreux essais ont cependant 

montré que les résultats donnés par la méthode du treillis amènent à surestimer les efforts dans les 

armatures. Ce modèle très simplifié est cependant à la base des codes de dimensionnement actuels. 

2.2 La méthode des bielles et des tirants 

Une des voies suivies par les ingénieurs depuis environ dix ans pour la conception des 

structures en béton armé est la méthode dite des bielles et des tirants ("Strut and tie design"). Se 

fondant sur l'analogie du treillis formulée pour la première fois par Ritter et Morsch, et développée 

notamment par Schlaich (Schlaich et al, 1987), et Marti (Marti, 1985-a, 1985-b), cette méthode a permis 

de concevoir des modèles mécaniques simples visant à expliquer le fonctionnement des structures en 

béton armé depuis la phase de service jusqu'à la phase de ruine. 

Reprenant les principes proposés par Ritter et Morsch, la méthode se fonde sur ia 

représentation du comportement d'une structure plane en béton armé par celui d'un treillis dans 

lequel les barres comprimées modélisent des bielles de béton, et les barres tendues les armatures. On 

construit donc à cet effet un treillis de barres reliées par des articulations (ou nœuds) auxquels sont 

appliqués les efforts extérieurs à la structure (figure 1 - 7). Ces barres sont dans le modèle, 

l'idéalisation d'un champ de contrainte uniaxial. La géométrie du treillis est choisie de manière à 

représenter le mieux possible le fonctionnement mécanique de la structure, et de permettre le 

dimensionnement des armatures. 

Bielles de béton Nœud 
P 

f S 

Tirants (armatures) 

Figure 1-7 Modèle de bielles et tirants (d'après Schlaich et al., 1987) 
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Le dimensionnement par la méthode des bielles et des tirants passe, en résumé, par les étapes 

suivantes : 

• détermination des efforts extérieurs appliqués à l'élément de la structure à dimensionner. 

• création et orientation du treillis de barres. Afin de mieux représenter l'état de contraintes dans la 

phase "fissurée" du fonctionnement de la structure, on oriente les barres du treillis selon des 

directions proches des directions de contraintes principales obtenues par un calcul élastique 

linéaire. En effet, c'est le long de ces lignes que sont censées se produire de manière préférentielle 

les fissurations en phase de service. 

• détermination des efforts intérieurs au treillis. On décrit les efforts intérieurs dans chaque barre par un 

scalaire représentant l'effort normal dans la barre. Suivant son signe, cette barre représente une 

armature (tirant ou barre tendue) ou une bielle de béton (barre comprimée). Les tensions dans les 

barres sont astreintes à vérifier les conditions d'équilibre, ce qui permet pour les treillis isostatiques 

de déterminer directement la valeur des différentes tensions dans les barres en fonction des 

charges, par simple équilibre de nœuds. 

• vérification de la résistance des barres et des nœuds du treillis. On applique un critère de résistance 

simplifié pour les bielles ainsi que les nœuds. Ce critère peut éventuellement prendre en compte 

l'état de fissuration du béton, ainsi que la présence d'armatures. On le formule généralement de la 

manière suivante : 

(1) ab < a £ 

où fc représente la résistance en compression simple du béton et a un coefficient réducteur destiné 

à tenir compte des différents facteurs mentionnés précédemment. Certaines formulations de la 

méthode (Vecchio et Collins, 1986) permettent d'évaluer ce coefficient en fonction d'une 

déformation estimée du béton, 

• vérification de la résistance des armatures. Pour les armatures, on applique un critère de résistance 

formulé de la manière suivante: 0 < N < î^,. Ce critère permet ainsi de dimensionner la section de 

ces armatures connaissant la valeur de l'effort normal à supporter. 

De nombreux auteurs (Marti, 1985-a, 1985-b ; Jennewein, 1989 ; Siao, 1993,1994,1995) ont à la 

suite de Schlaich, tenté de valider l'emploi de la théorie du treillis pour le dimensionnement d'un 

certain nombre de structures, telles que les poutres courtes, les chevêtres de pile de pont, les pièces 

avec ouvertures, etc.. 
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2.3 LeBAEL91 

Le code de diniensionnement BAEL (Béton Armé aux Etats-Limites) 91 propose une formule 

limitant le cisaillement moyen tu (ou de manière équivalente, l'effort tranchant) dans chaque section, 

fondée sur l'analogie du treillis de Ritter-Mörsch, et dans laquelle est prise en compte de manière 

forfaitaire la résistance liée à la section de béton. On aboutit ainsi à une formule donnant la section 

minimale des armatures transversales : 

(2) At L Ys(xu-0,3fMk) 
* ' boSt 0,9 fe (cosa +sina) 

où At, b0, s, désignent respectivement la section des armatures transversales (limite d'élasticité fe, 

inclinés à a sur l'horizontale), la largeur de l'âme de la poutre, et la distance horizontale entre deux 

cadres successifs. ys représente un coefficient de sécurité sur l'acier. Le terme 0,3 f ̂  k fait intervenir la 

résistance à la traction du béton ftj, ainsi que l'état de contrainte moyen dans la section, par 

l'intermédiaire du coefficient k. On vérifie aisément que, sous une forme légèrement différente, la 

formule proposée se résume à une limitation de l'effort tranchant dans chaque section. 

2,4 La méthode de Kordina 

Kordina (Kordina et Blume, 1985 ; Kordina et Hegger, 1987) propose, de manière 

complètement empirique de déduire au moyen de méthodes statistiques, par calage de ses résultats 

expérimentaux, une formule permettant d'évaluer un cisaillement moyen x à la rupture. Il suppose 

que celui-ci peut se décomposer en la somme de deux contributions : 

• la première contribution x0 correspond à la fraction de résistance due à la structure sans 

renforcement transversal. 

(3) T 0 = ^ ^ ^ Ô Î d f ( X , ) 

où f'c représente la résistance à la compression du béton, d la hauteur utile de la poutre, pL 

le taux de renforcement longitudinal de la poutre (en pour-cents) et Xs un paramètre 

d'élancement (le rapport a/d entre la portée d'effort tranchant et la hauteur utile de la 

poutre). La fonction f(XJ permet de prendre en compte la dépendance de la charge de 

ruine vis-à-vis de l'élancement de la poutre. 

On note dans la formule proposée une dépendance vis-à-vis de la taille globale de la structure, 

destinée à prendre en compte un effet d'échelle. 
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• la seconde contribution xl est relative aux armatures transversales. Elle est définie par 

(4) T 1=p tf y^ ,Öl8df 1(?i s)f 2( | ) 

où Pi désigne le taux de renforcement transversal (de limite d'élasticité fy) et les fonctions ix 

et f, traduisent respectivement l'influence de l'élancement de la poutre et de l'espacement s 

des armatures transversales (voir figure 1-1) sur la valeur de la contribution x^ 

On notera ici dans les formules (3) et (4) proposées par Kordina la présence du paramètre 

d'élancement Xs. 

2.5 Dimensionnement au moyen de la résolution d'un problème d'évolution 

Aux méthodes de dimensionnement semi-empiriques "d'ingénieurs" s'opposent des méthodes 

plus élaborées fondées sur la résolution du problème d'évolution de la structure sous son 

chargement. Ces méthodes, plus précises mais plus complexes que les précédentes, nécessitent 

toutes la définition complète du comportement des matériaux modélisés. Une des difficultés 

majeures que nous mentionnons ici est la modélisation des phénomènes irréversibles dans le 

comportement du béton. Les modèles de comportement principalement employés pour les décrire 

sont la plasticité et l 'endommagement. Sans faire une présentation générale de ces deux théories 

(on pourra se rapporter à (Chen et Han, 1988) et (Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989) pour une revue 

des modèles classiques respectivement de plasticité et d'endommagement appliqués au béton), on 

rappelle simplement que la plasticité vise à modéliser l'apparition de déformations permanentes 

dans un matériau soumis à une sollicitation, après relâchement de celle-ci, et est généralement 

associée à une certaine ductilité du matériau. En revanche, la théorie de l'endommagement vise 

plutôt à décrire la dégradation irréversible des caractéristiques élastiques du matériau, et 

s'interprète généralement comme la manifestation à l'échelle macroscopique d'un comportement 

fragile à l'échelle microscopique. Dans le cadre de la modélisation du béton, ces deux types de 

comportement peuvent être employés de manière séparée comme respectivement dans 

(Chen, 1992) et (Mazars, 1984), ou de manière couplée (par exemple Ulm, 1994). 

Les modèles adoptés actuellement parviennent à représenter fidèlement le comportement du 

béton. Cependant, ils nécessitent souvent l'identification expérimentale de nombreux paramètres. 

De plus, l'emploi de la méthode des éléments finis s'avère indispensable dès que l'on veut résoudre 

un problème d'évolution, sachant que le calcul des charges de ruine pose généralement des 

difficultés numériques liées à la perte de convergence des algorithmes au voisinage de ces charges. 

De plus, aux difficultés évoquées peuvent s'ajouter certains problèmes liés à la localisation des 

déformations. 
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3. Commentaires et étude critique 

Avant de procéder à une analyse critique des diverses méthodes de dimensionnement 

évoquées, nous allons résumer les divers points mis en évidence par les études expérimentales 

présentées précédemment : 

• Plusieurs modes de rupture d'une poutre en béton armé sont observés. Nous nous limiterons à 

différencier un mode de rupture par flexion, et une seconde catégorie où nous regrouperons sous le 

terme impropre de "rupture par effort tranchant" tous les autres types observés. 

• L'élancement de la poutre, que l'on peut quantifier par le rapport a/d (ou a/h), a une influence 

primordiale sur le type de rupture. Plus l'élancement est faible, plus est susceptible de se produire 

une rupture par "effort tranchant". Il est à noter que ce paramètre est fondamental, puisque 

contrairement à l'élasticité où les distances de régularisation des champs de contrainte sont de 

l'ordre d'une fois la hauteur de la poutre (principe de Saint-Venant), on peut dans certains cas 

observer une influence de l'effort tranchant jusqu'à des valeurs de six de l'élancement. 

• Le taux de renforcement longitudinal est également un des paramètres déterminant le mode de 

rupture. Plus le renforcement longitudinal est important, plus la ruine est susceptible de se 

produire par un mécanisme de type "effort tranchant". En effet, on comprend intuitivement que ce 

paramètre détermine la valeur la résistance à flexion de la poutre, donc en augmentant ce 

renforcement, on favorise plutôt une rupture par "effort tranchant". Réciproquement, pour des 

poutres très peu renforcées longitudinalement, on n'observe pas d'influence de l'effort tranchant, la 

rupture intervenant toujours par flexion. 

• A renforcement longitudinal donné, on observe pour des poutres sans renforcement transversal 

une réduction du moment de flexion au droit des charges, lorsque la ruine se produit par "effort 

tranchant", c'est-à-dire pour des valeurs faibles de l'élancement. La courbe représentant le moment 

de flexion au droit de la charge à l'instant de la rupture, en fonction de l'élancement présente un 

minimum pour des élancements faibles, puis un plateau pour des grandes valeurs de ce paramètre 

(voir figure 1 - 2). La forme exacte de la courbe n'est pas établie clairement, comme en témoigne la 

comparaison des résultats obtenus par Kani d'une part, Morrow et Viest, d'autre part. 

• Le renforcement transversal tend à restaurer la capacité de flexion des poutres, lorsque l'on 

observe une diminution due à l'effort tranchant. Le taux de renforcement transversal est cependant 

le paramètre dont l'influence est la plus difficile à expliquer. 

Les points que nous venons de rappeler ici montrent la complexité du problème envisagé. En 

effet, au vu des résultats expérimentaux, ramener le problème à la détermination d'un critère de 

résistance formulé en terme d'effort tranchant, comme le font une partie des modèles présentés, paraît 
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réducteur. Ainsi, plutôt que de dimensionnement "à l'effort tranchant", il convient plutôt de parler de 

dimensionnement avec prise en compte de l'effort tranchant. En effet, le couplage moment 

fléchissant-effort tranchant par les équations d'équilibre fait que la sollicitation est toujours complexe, 

et rend donc difficile une approche théorique du problème. D'un point de vue mécanique, l'adoption 

d'un tel critère de résistance revient à réduire l'analyse de la stabilité de la structure à une étude 

unidimensionnelle, c'est à dire à conduire un calcul de type "milieu curviligne". On montrera dans le 

chapitre trois les difficultés liées à une telle approche, difficultés confirmées par les travaux 

expérimentaux de Kotsovos (Kotsovos, 1988). 

La difficulté à établir un tel critère de résistance est bien illustrée par le travail de Kordina. 

Malgré le nombre considérable d'essais réalisés, une modélisation mécanique trop simple, ainsi que la 

forme arbitraire choisie pour la fonction permettant d'évaluer la résistance des poutres, en limitent la 

portée au seul domaine des paramètres testés au cours des essais. Ainsi, si l'on évalue le moment de 

flexion à la rupture au droit de la charge (Mu =Pua) des poutres en fonction de l'élancement (rapport 

entre la longueur et la hauteur de la poutre) en utilisant les formules (3) et (4), on obtient la courbe 

représentée sur la figure 1-8. Celle-ci ne présente pas d'asymptote horizontale pour les grands 

élancements, asymptote qui traduirait une limitation du moment fléchissant due à un mécanisme de 

ruine par flexion. Ceci va à rencontre de la majorité des observations (voir par exemple la figure 1-2) 

qui montrent bien un tel schéma de rupture. Il est à noter néanmoins que l'allure générale de la courbe 

présente des similitudes avec celles de (Morrow et Viest) et Kani. 

AM 

Figure 1-8 Moment au droit de la charge lors de la ruine (selon Kordina et Blume, 1985) 

De ces diverses remarques, il apparaît clairement qu'on ne peut pas se passer d'une analyse 

mécanique globale du problème, ce que tente de proposer le modèle des bielles et des tirants. En effet, 
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au lieu de postuler a priori une formule donnant une limitation sur la valeur de l'effort tranchant 

supportable par les sections, on tente de traiter le problème dans son ensemble, à partir d'un certain 

nombre d'hypothèses mécaniques simples. On notera d'ailleurs une certaine similitude avec 

l'approche statique du calcul à la rupture, où l'on construit des champs de contraintes respectant les 

conditions d'équilibre, ainsi que les critères de résistance des matériaux. Cependant, on se restreint 

dans le modèle du treillis à une certaine classe de champs de contraintes (champs constants par blocs, 

et uniaxiaux dans les bielles de béton). De plus, les conditions d'équilibre ne sont vérifiées que de 

manière globale, aux nœuds du treillis. Ceci fait qu'un dimensionnement de type bielles et tirants, ne 

peut être considéré que comme une approche statique "incomplète", si bien que l'on ne peut pas a 

priori interpréter les charges calculées par ce type d'approche, ni comme des minorants ni comme des 

majorants des charges de ruine. Une des critiques que l'on peut également formuler vis-à-vis de cette 

méthode est que le critère de résistance du béton n'est pas défini de manière explicite, pour un état de 

contraintes autre que de compression uniaxiale. Ceci amène généralement à adopter un coefficient 

réducteur a (formule (1) ), destiné à rendre compte d'une éventuelle fissuration transversale aux 

bielles et plus généralement d'un état de contrainte multiaxial, ce coefficient pouvant atteindre des 

valeurs très faibles (voir par exemple Nielsen et al., 1978). 
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Conclusion 

Malgré les critiques formulées précédemment vis-à-vis du dimensionnement par la théorie du 

treillis, une application rigoureuse de la théorie du calcul à la rupture aux structures en béton armé 

paraît être une voie prometteuse. En effet, cette méthode permet une formulation mécanique claire, 

n'exigeant que peu d'informations sur les matériaux, et nécessite un coût numérique raisonnable pour 

sa mise en œuvre. Ainsi, antérieurement même à la méthode des bielles et des tirants, certains auteurs 

ont étudié l'application directe de la théorie du calcul à la rupture au dimensionnement des structures 

en béton armé. Ainsi dans (Drucker, 1961), (Chen et Drucker 1969) et (Chen et Covarrubias 1971) est 

posée de manière théorique la question de la validité d'une telle approche, en proposant comme 

critère de résistance pour le béton le critère de Coulomb tronqué en traction. Dans (Chen, 1970), une 

étude sur l'interprétation de l'essai brésilien de traction indirecte est présentée, et la comparaison avec 

les résultats expérimentaux semble montrer la validité de la démarche. A leur suite, ont été effectuées 

des études plus systématiques sur le dimensionnement des structures en béton armé, notamment pour 

le problème de l'effort tranchant dans les poutres et pour certains détails constructifs (Nielsen et al., 

1978 ; Chen, 1982 ; Nielsen, 1984). Parmi des travaux plus récents, on note également la mise en œuvre 

de la méthode cinématique, pour le dimensionnement des poutres épaisses au moyen d 'une 

optimisation numérique de mécanismes de blocs (Ashour et Morley, 1994). Une telle étude a conduit à 

l'évaluation de coefficients de réduction à adopter sur les capacités de résistance du béton afin de caler 

les charges limites ainsi calculées sur les valeurs expérimentales (Ashour et Morley, 1996). Cependant, 

la majorité des applications du calcul à la rupture aux structures en béton armé reste le plus souvent 

limitée au dimensionnement des dalles et coques, pour lesquelles ont été effectuées des études 

théoriques ainsi qu'une validation expérimentale plus ample (voir par exemple Save et Massonet, 

1972). 

C'est donc dans ce cadre que nous proposons une méthode de dimensionnement des 

structures en béton armé fondée sur le calcul à la rupture. On a souhaité ici adopter une méthode 

proche de la pratique de l'ingénieur, dont la mise en œuvre ne nécessite ni l'identification d'un nombre 

important de paramètres des lois de comportement, ni un coût numérique trop élevé. Comme nous 

l'avons souligné, la formalisation d'une telle approche passe en premier lieu par le choix d'une 

modélisation mécanique du béton ainsi que des armatures, puis par le choix de critères de résistance 

pour ces deux constituants (éventuellement pour les interfaces). Cette présentation fait l'objet du 

chapitre suivant. 
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Chapitre 2 

Présentation de la modélisation 

des structures en béton armé 
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Introduction 

Ce chapitre est destiné à présenter la modélisation géométrique et mécanique des structures 

en béton armé dont on va étudier la stabilité. On insiste dans ce chapitre sur la modélisation du 

composite béton armé et plus particulièrement sur les armatures. On adopte dans la suite, pour les 

décrire, deux types distincts de représentation. La première consiste à les considérer comme des 

milieux curvilignes (milieux continus unidimensionnels) inclus dans le béton considéré comme un 

milieu continu bidimensionnel. Cette modélisation mixte sera plutôt utilisée pour décrire les 

armatures longitudinales. La seconde modélisation que nous employerons, cette fois pour les 

armatures transversales des poutres, sera issue de la théorie de l'homogénéisation en calcul à la 

rupture et utilisée en raison de la régularité et de la densité de la distribution de ces armatures dans 

les poutres. 

La première partie du chapitre est donc consacrée à la construction par la méthode des 

puissances virtuelles de la modélisation mixte, où le béton est modélisé comme un milieu continu 

bidimensionnel et les armatures comme des milieux curvilignes (milieux continus unidimensionnels), 

puis à sa mise en œuvre dans le cadre du calcul à la rupture. Après un premier exemple d'application, 

on s'intéresse au cas d'un bloc fretté par un grand nombre d'armatures parallèles. Ce second exemple 

est utilisé comme introduction à la deuxième technique que nous utiliserons pour modéliser les 

armatures transversales : l'homogénéisation périodique en calcul à la rupture. 

La deuxième partie du chapitre est consacrée à l'application de cette théorie aux structures en 

béton armé. On y décrit notamment comment le critère de résistance macroscopique adopté pour 

modéliser le composite "béton armé renforcé transversalement" se déduit des capacités de résistances 

de ses composants, puis on donne un éclairage succinct sur les problèmes liés aux effets d'échelle, en 

nous appuyant sur notre exemple. 
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1. La modélisation mixte 

1.1 Introduction 

La résolution d'un problème de mécanique doit toujours passer par le choix d'une 

modélisation géométrique et mécanique. Celle-ci dépend bien sûr du degré de précision et des 

informations que l'on souhaite obtenir du calcul, mais aussi des moyens disponibles (analytiques, 

numériques, e tc . ) pour résoudre îe problème, une fois la modélisation choisie. On peut distinguer 

dans la modélisation géométrique du système à étudier, plusieurs degrés de complexité croissante, 

allant d'une description unidimensionelle (type milieu curviligne) généralement employée pour 

décrire des structures élancées, à une description tridimensionnelle (figure 2 -1). Afin de proposer 

une méthode dont la mise en œuvre numérique soit réalisable sans moyens informatiques lourds et 

qui présente une plus grande richesse qu'une simple modélisation unidimensionneîle (les limites 

d'une telle modélisation seront mises en évidence dans le chapitre suivant, dans le cadre du 

dimensionnement des poutres en béton armé), on développe dans ce chapitre une modélisation 

bidimensionnelle (en contrainte plane) des structures en béton armé. Le passage entre les 

représentations tridimensionnelle et bidimensionnelle se fait en "distribuant" les armatures sur toute 

l'épaisseur de la structure. Ce choix permet d'envisager de traiter des problèmes dans lesquels la 

structure est soumise à un chargement dans son plan. Il est à noter que, dans le cas des structures en 

béton armé, du fait de la complexité de la géométrie des armatures et de la présence d'effets de 

confinement dus à celles-ci, il n'est pas clair qu'une modélisation bidimensionnelle soit suffisante pour 

traiter ce type de problèmes. En effet, bien que des structures comme des poutres soient généralement 

modélisées en contrainte plane, il est difficile, d'un point de vue théorique, de positionner la valeur de 

la charge extrême par rapport à celle que l'on obtiendrait grâce à une modélisation tridimensionnelle. 

On pourra se reporter à (Salençon, 1983) pour une présentation détaillée des modélisations en 

contrainte et déformation plane dans le cadre du calcul à la rupture. 

Dans le cadre même d'une modélisation bidimensionnelle, plusieurs possibilités de 

description du composite béton armé s'offrent à nous. On peut : 

• modéliser le béton ainsi que les armatures comme des milieux continus bidimensïonnels, 

dotés de caractéristiques mécaniques différentes (figure 2 - 2). 

• tirer parti de l'élancement des armatures afin de les représenter comme des milieux 

continus monodimensionneis, tout en conservant une modélisation de milieu continu 

bidimensionne] pour le béton (figure 2 - 3). 

24 



s: „,: .ss." 
^ ^ : 

"V :s: i 
JJ 

Figure2-1 Modélisation tridimensionnelle 
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Figure 2-2 Modélisation bidimensionnelle 

Figure 2-3 Modélisation mixte 
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Dans le cadre de ce travail, c'est la seconde formulation, appelée modélisation mixte, qui a été 

adoptée. Ce choix est fondé en premier lieu sur l'idée intuitive que, en raison de leur élancement, il est 

suffisant pour les applications que l'on en attend, de modéliser les armatures comme des milieux 

curvilignes. De plus, d'un point de vue pratique, ü s'avère très difficile en calcul à la rupture, du fait 

de l'hétérogénéité des constituants, de construire des solutions complètes dans la modélisation 

bidimensionnelle, alors que la modélisation mixte se révèle souvent plus aisée à manipuler. D'autre 

part, pour une mise en œuvre numérique, le rapport entre le diamètre des armatures et les 

dimensions des structures à modéliser rend difficile la discrétisation de la géométrie, et peut 

introduire des causes d'imprécisions dans les calculs. 

La modélisation mixte fournit donc un cadre mécanique rigoureux permettant de manipuler 

dans un même système des milieux continus dont les représentations géométriques et mécaniques 

sont différentes. Le cas de la modélisation mixte (2D-1D) et son application au calcul à la rupture des 

ouvrages en sols renforcés est présentée dans (Anthoine, 1989) et (de Buhan, 1993 ; de Buhan et 

Salençon, 1993), et son extension au cas (3D-2D) est envisagée dans (Chateau et Dormieux, 1995). 

On effectue dans la première partie de ce chapitre une présentation générale de la 

modélisation mixte (2D-1D), en montrant comment on peut construire une représentation des efforts 

intérieurs grâce à la méthode des puissances virtuelles (Germain, 1973 ; Salençon, 1988). On montre 

ensuite la mise en œuvre de la modélisation mixte dans le cadre du calcul à la rupture puis on illustre 

la méthode grâce à un exemple d'application. 

1.2 Construction de la modélisation mixte (2D-1D) par la méthode des puissances 
virtuelles 

On considère un milieu continu curviligne orienté A, paramétré par une abcisse curviligne s, 

s0 < s < su plongé dans un milieu continu bidimensionnel B du plan (O, g,, £y). La réunion des deux 

milieux continus est notée S = Â u B (voir figure 2 - 4). De plus, on note ĝ  = e, A g r Les points du 

milieu curviligne A sont décrits dans le plan (O, s.x, gy) par leur position ¡>(s). On notera t(s) = ~f%s) le 

vecteur unitaire tangent en s à la courbe A et n(s) le vecteur unitaire normal, tel que (t(s), n(s)) forment 

une base directe. 
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Figure 2-4 Modélisation géométrique du système S 

12.1 Description cinématique et représentation des efforts intérieurs 

On décrit les mouvements virtuels du système par un champ de vitesse UB(x) défini sur B et 

un champ de distributeurs défini le long de A, dont les éléments de réduction en p_(s) sont notés 

(UA(s), Q(s)). Le vecteur UA(s) représente la vitesse virtuelle du point du milieu curviligne A d'abcisse 

s, et Q(s) la vitesse de rotation de la microstructure associée, cette définition correspondant à la 

description cinématique classique d'un milieu curviligne plan (voir par exemple Salençon, 1988). Un 

champ de vitesse virtuel est alors défini par : 

(1) U = 0IB(x), x e B ; (UA(s), £2(s)), s e [s, ; s,]} 

On suppose dans un premier temps que les champs UB(x) et (UA(s), H(s)) sont continus et 

différentiables. On fait de plus l'hypothèse de la continuité du champ de vitesse virtuel au passage de 

A en imposant l'égalité lim UB(x)=UA(s). 
X->p(s) 

En postulant alors que la puissance des efforts intérieurs P¡ est une forme linéaire du champ U 

et de ses dérivées premières, on peut écrire : 

(2) Pj (U) = -J"B (a (x) .U B (x) + b(x) :gr^U B (x))dS- | A (ç(s) .U A (s ) + d(s)a(s) + ê( S ) .^^ + f (s )^^)ds 

On définit alors les mouvements rigidifiants du système. Ils correspondent à des champs U 

tels que : 

(3) 

Vs,n(s) = Q(s0) 

V s, UA(s)= UA(s0) + D(s0)âz A (g(s)-p(So)) 

•V x, UB(x)= UA(s0) + D(s0)e2 A (x-rj(s0)) 
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La dernière condition assure la continuité du champ U. On remarque qu'un tel mouvement 

est entièrement déterminé par la donnée de UA(S0) et Q(sa). 

On exploite tout d 'abord la nullité de la puissance des efforts intérieurs pour tout 

sous-système S' de S, dans tout mouvement virtuel rigidifiant (premier énoncé de la médiode des 

puissances virtuelles). 

Figure 2 - 5 Types de sous-systèmes de S à considérer 

On considère en premier lieu les mouvements de translation (définis par £2(s0)~0), tout 

d'abord pour des sous-systèmes S' d'intersection vide avec A (cas 1 de la figure 2 - 5), ce qui permet 

de conclure à la nullité du cofacteur a(x). Le cas des sous-systèmes d'intersection non vide avec A (cas 

2 de la figure 2-5) entraîne alors la nullité de ç(s). 

On passe ensuite au cas des rotations pour des sous-systèmes de type 1 (d'intersection vide 

avec A), ce qui permet de d'aboutir à la modélisation classique des efforts intérieurs par les 

contraintes dans un milieu continu (symétrie du tenseur b(x), noté g(x) dans la suite). On considère 

ensuite des sous-systèmes de type 2 (d'intersection non vide avec A). Le premier terme dans 

l'expression de la puissance des efforts intérieurs étant nul, on est ramené au cas de la modélisation 

des efforts intérieurs dans un milieu curviligne plan classique, si bien que l'on obtient finalement 

l'expression suivante : 

(4) Pf (U) = -J"B(2(x):dBfe))dS - ̂ { s ) . ß M , n ( s ) a ( s ) ) + M ( s ) ~ ^ ) d s 

où l'on note dB(x) = — ( grad U8 + 'grad LIB) le taux de déformation virtuel associé à UB. Le vecteur X(s) 

se décompose classiquement suivant les vecteurs tangent et normal à la courbe A en 
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X(s) = N(s) i(s) + V(s) n(s), où N et V représentent respectivement les efforts normal et tranchant dans 

le milieu curviligne. M représente le moment de flexion. 

122 Obtention des équations d'équilibre 

On établit maintenant les équations d'équilibre du système grâce au second énoncé de la 

méthode des puissances virtuelles, ce qui nous amène à proposer une forme de la puissance des 

efforts extérieurs Pext appliqués à un sous-système de S. On considère en premier lieu des 

sous-systèmes S* de type 1 (d'intersection vide avec A), pour lesquels la puissance des efforts 

extérieurs s'écrit, en présence d'un chargement volumique de densité jf : 

(5) Pext = Jgg. 1 (s).LJB(x)dl+ JsJÛd.U8(x)dS 

On applique alors le second énoncé de la méthode des puissances virtuelles. Dans tout 

mouvement virtuel, on a : 

(6) Pi(U) + P r t(U) = 0 

Ceci permet alors, grâce au théorème de la divergence, d'obtenir les équations d'équilibre 

classiques du milieu continu : 

(7) V x e S ' , divo(x) + ̂ x)=Q 

(8) V x e a S ' , a(x).n(x)=l 

On obtient également, en autorisant les discontinuités du champ g(x) au passage d'une 

ligne E : 

(9) Vx€£,02Ûi)I.nÛs)=Û 

où [Içî(x)l représente la discontinuité du champ de contrainte au passage de E enx-

On complète la présentation par les équations d'équilibre du milieu curviligne. On considère 

pour ce faire les sous-systèmes S' de type 2 (voir figure 2-6) . On note alors A' = A n S'. Dans un tel 

sous-système, le domaine B' = B n S ' est séparé par A' en deux sous-domaines notés B'+ et B'", définis 

de telle sorte que n soit la normale sortante à B'' le long de X". On note de plus P'0 et P\ les extrémités 

de A', définies dans le sens des abcisses curvilignes croissantes. 
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Figure 2-6 Sous-système S'de type 2. 

On écrit la puissance des efforts extérieurs sous la forme : 

(10) Pext (U) = JgB T.UB(X) dl + JB^(x).UB(x)dS + Rp.0.UA,F0 + Hr&ro + Xri-lLri + H n Q P 1 

Les termes supplémentaires par rapport à un sous-système de type 1 (sans intersection avec 

A), représentent ¡es actions des parties du milieu curviligne A extérieures à S', sur A'. De plus» on a ici 

négligé les actions à distance s'exerçant sur A (comme par exemple le poids linéique des armatures). 

On applique de nouveau le second énoncé de la méthode des puissances virtuelles. Dans tout 

mouvement virtuel, on a : 

(11) P,(U) + Pei t(U) = 0 

Soit V S', V U : 

(12) - J B . o ( x ) : d B ( x j ) d S - j A X ( s ) . ( ^ ^ - ^ ^ ^ 

+ EP-O-ÎIAJ'O + Hrn£V0 + HP-I-UA,!»! + Hp^fíp-jsO 
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On utilise alors le théorème de la divergence appliqué à la première intégrale sur le domaine 

B' en tenant compte que la normalen est sortante pour le sous-domaine B1 * et rentrante pour B,+, puis 

une intégration par parties pour l'intégrale curviligne : 

(13) JB,(div a(x)+2(x)).IIBfe))dS+JA,[LJA(s).^-+Q(s)( ^^+X(s)û(s))]ds+JI,fefe).nfe)).L[8fe)dl 

+¿--(5fe)-Q(x))Il8(20dl+J8B.(T^fe)n(x)).líB(x)cil+ 

Epo-llAj.o+Hp(PFo+Epi-IlAj"i+HFinF1+ß(.lJA]p';+[Mi2]f>=0 

On a ici supposé par commodité d'écriture la continuité et la différentiabilité du champ de 

contrainte ç> dans B', sauf au passage de la ligne A, où les discontinuités sont envisagées. 

En séparant les intégrales de contour des intégrales de surfaces, on obtient pour l'équilibre du 

milieu curviligne, en invoquant la continuité des champs de vitesse virtuels considérés, les équations 

suivantes : 

J^-+lIg(2ç).Q(x)I =0 
(14) 1 dM(s) v , , , , „ 

[-572+X(s).n(s)=0 

où ÜQJ représente la discontinuité de la quantité Q au passage de la ligne A ( flQJ = Q+ - Q"). 

On obtient également les conditions aux limites suivantes 

¡Ap'o = " ßro e^ Xpj = Sri 
(15) j 

iHpo = - M ro et Hj,0 = MP0 

31 



La projection des équations d'équilibre sur les directions n et i donne ensuite : 

(16) 

r ~ ( s ) + [ [ a j ( s ) = 0 

dV 
d¡-(s)+ ifoj(s)=0 
dM 

ld¡-(s) + V(s)=0 

où l'on note am = n.a.rt et ant = n . a i les contraintes normale et tangentielle agissant sur la facette de 

normale ri. 

Les équations (16) ont un sens physique très clair. Elles permettent d'expliquer la variation 

des efforts normal et tranchant dans les armatures comme résultant d'une discontinuité du vecteur 

contrainte au passage de l'armature. Les équations correspondent donc à l'équilibre d'un milieu 

curviligne soumis à une densité linéique d'efforts tto;(x)J.n(x). Elles peuvent être également obtenues 

en considérant l'équilibre d'un segment élémentaire de poutre (voir figure 2 - 7) de longueur 

infinitesimale (Anthoine, 1989). 

-N(s)-* 

-M(s) I + ( S ) ~ -+~{S) M(s+ds) 

•v(s) ' ^ ^ N ^ X 

-I-(s)= o-.(-n(s)) 

N(s+ds) 

V(s+ds) 

® 
Figure 2-7 Equilibre d'un tronçon de poutre de longueur infinitésimale 

12.3 Conditions aux limites pour le milieu curviligne 

L'écriture des équations d'équilibre pour un sous-système de type 3 englobant une des 

extrémités de A, permet d'établir que si l'on n'autorise pas de singularité du champ de contrainte aux 

extrémités du milieu curviligne A, on obtient les conditions aux limites suivantes pour les efforts 

intérieurs au milieu curviligne A : 

(17) 
jM(So) = M(s.) = 0 

U(so) = X(Sl)=0 
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1.2,4 Le cas des champs de vitesse virtuels continus et différentiables par morceaux 

On considère maintenant le cas de champs de vitesse virtuels continus et différentiables par 

morceaux, afin de pouvoir prendre en compte ultérieurement des champs de vitesses virtuels 

discontinus, ce qui sera nécessaire dans la théorie du calcul à la rupture. Comme on a pu le voir 

précédemment grâce au principe des puissances virtuelles, l'expression obtenue pour la puissance des 

efforts intérieurs du système S, n'est autre que la somme de la contribution des milieux continus A et 

B. Les termes supplémentaires dans la puissance des efforts intérieurs issus des discontinuités dans 

les milieux continus A ou B peuvent être évalués de manière classique (voir Salençon, 1988). On 

obtient les expressions suivantes : 

(18) P ? 01») = - ¿l(2Û-OOs)-Œli.]l ¿S 

(19) P ? (UA,£Î) = - I (X(s¡).|ILIJ +M(Si)[[ß]j) 
i 

On étudie maintenant le cas particulier d'un champ de vitesse continu et différentiable 

partout dans A et dans B, mais présentant une discontinuité de vitesse entre le milieu continu 

bidimensionneî et le milieu curviligne. On considère pour ce faire les sous-systèmes S' de type 2 (voir 

figure 2 - 8), en adoptant les mêmes notations que précédemment. A une abcisse curviligne s donnée, 

on note UA la vitesse du point matériel du milieu curviligne A, et respectivement LT* et U* les limites 

des vitesses des points de B' lorsque x tend vers p_(s). 

Figure 2-8 Discontinuité du champ de vitesse au passage du milieu curviligne 

On applique le principe des puissances virtuelles séparément aux trois sous-systèmes B'+, B'* 

et A'. On suppose, pour simplifier la présentation, l'absence de forces surfaciques à distance dans B' et 

linéiques le long de A'. 
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On a pour B»* (resp. B-) : - £ , c|(x.):dB(x.)dS +JaBXUB(x)di +jzX-U+&) ds =0 

Pour A' : JA r(X(s) .(^^-£2(s)n(S))+M(S)^-)ds+JA , -UA , ( r+r)ds =0 

où l'on note T* (resp. T) le vecteur-contrainte agissant sur le milieu continu B,+ (resp. B'') le long de A'. 

L'expression de la puissance des efforts extérieurs dans la deuxième équation est obtenue 

grâce aux équations d'équilibre (16) du milieu curviligne. On effectue ensuite la sommation de ces 

trois expressions : 

(20) -JB,ç>(x):dB(x)dx-JA,-(X(s).(^^-Q(s)n(s))+M(s)^I)ds+JAr-(U+(x) - LIA(s))ds 

+JA,r-(U-(x) -UA(s))ds +JÔB,X.LLB(x) dl =0 

La discontinuité du champ de vitesse entre le milieu continu bidimensiorunel et le milieu 

curviligne introduit donc un terme supplémentaire dans la puissance des efforts intérieurs du 

système mixte : 

¿,r-(u+(x) - iu(s))ds+JAx.(ii-(x) - uA(s))ds = JA.r.Œn(s)r ds+|A,r.iai(s)i- ds 

où l'on note HU(s)ir =U+(r>(s))-UA(s) (resp. Elis)]]- = LT(p.(s))-UA(s) ). 

Ayant établi la représentation des efforts intérieurs et extérieurs, ainsi que les équations 

d'équilibre, on peut se doter maintenant de lois de comportement pour les matériaux constitutifs. On 

envisage dans la suite l'application de la modélisation mixte au calcul à la rupture, en présentant la 

mise en œuvre des approches statique puis cinématique. 

1.3 Mise en œuvre de la modélisation mixte dans le cadre de la théorie du calcul à 
la rupture 

On considère un système bidimensionnel S constitué d'une armature modélisée par un milieu 

curviligne A (de point courant p_(s)) plongée dans du béton, représenté par un milieu continu B (voir 

figure 2 - 9), Ce système est soumis à un chargement défini par un mode de chargementQ dépendant 

de n paramètres Q,. 
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On s'intéresse à déterminer l'ensemble K des chargements Q_ (potentiellement) supportables 

par la structure, dans le cadre du calcul à la rupture. Cette analyse nécessite la connaissance de la 

géométrie du système, du mode de chargement qui lui est appliqué ainsi que des capacités de 

résistance des matériaux constitutifs. 

D'après la définition du mode de chargement, la puissance des efforts extérieurs Pext se met 

sous la forme : 

(21) P„t(U)=Q.4(U), 

où 4(U) désigne le vecteur des paramètres cinématiques duaux des Q¡. 

Comme précédemment, dans le milieu continu bidimensionnel B, les efforts intérieurs sont 

représentés par le tenseur de contraintes a, tandis que dans le milieu cirviligne A, ils sont décrits par 

un torseur [X] dont les composantes des éléments de réduction au point d'abcisse curviligne s sont 

notés : 

(22) [X(s)j =[P(s) ; X(s) = N(s)t(s) + V(s)n(s), M(s) ] 

Les capacités de résistance des deux matériaux sont déterminées par les domaines de 

résistance du béton GB et des armatures GA. Ces domaines de résistance sont définis de manière 

équivalente par les deux fonctions critères fB(g) et fA(M,N,V). On peut également définir un critère de 

résistance G, par l'intermédiaire d'une fonction critère f¡(n, T) ) pour l'interface. Il convient cependant 

de noter que, contrairement aux autres constituants, la détermination expérimentale de G¡ ne peut se 

faire que de "manière inverse", c'est-à-dire par l'interprétation d'un essai complexe, comme 

l'arrachement d'une barre dans un massif. Ceci rend cette détermination très délicate. 

Figure 2-9 Approches statique et cinématique du calcul à la rupture en modélisation mixte. 
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13.1 Approche statique du calcul à la rupture 

Dans ce paragraphe on étend la formulation classique de l'approche statique du calcul à la 

rupture à la modélisation mixte. Cette approche repose de la même manière sur la construction de 

champs de contrainte "mixtes" {g(x) ; [X ](s)} statiquement admissibles avec le chargement et 

respectant les critères de résistance des constituants. Cette définition nous amène à utiliser les 

équations d'équilibre du milieu curviligne (16) qui relient les champs G(X) et [X](s), obtenues dans la 

section précédente. 

On appelle statiquement admissible avec un chargement O. un champ de contrainte mixte 

{er(x) ; [X](s)) qui vérifie : 

* les équations d'équilibre (en l'absence de chargement volumique) : 

(23) V x e B, div g = Q 

(24) V P(s) e A, < 

fdN 
ds 
dV 

¿¡-(s)+lloj(s)=0 

(s) + ŒaJ| (s)=0 
ds 

|jf<s) + V(sH) 

« les conditions aux limites en efforts (équilibre avec Q). 

On appelle (potentiellement) supportable une charge Q telle qu'il existe un champ mixte de 

contrainte jc(x) ; [X](s)} statiquement admissible dans le mode de chargement équilibrant Q (S. A. 

avec Q), qui vérifie en tout point le critère de résistance de chaque matériau : 

(25) 

Vxe B,fB(a)<0 

^p(s)€A,f A (M,N,V)<0 

V £(s) e A, f,( o*(p(s)).n(s) ) < 0, (resp. çf) 

où l'on note a+(g(s)) et cr(r¿(s)) le tenseur de contraintes dans le béton de part et d'autre du point de 

l'armature g(s). 
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On note alors K l'ensemble des chargements Q supportables par la structure. Il est défini par : 

K={Q/3{ g,[X] J S. A. avec Q et V xe B, fB(a)<0 ; V p_(s)e A, fA(M,N/V)< 0 ; 

fi(o+(r>(s)).n(s))<O,(resp.0)} 

Dans le cas d'un mode de chargement à un seul paramètre Q, on définit la valeur extrême Q+ 

supportable par la structure par : 

Q+ = Sup {Q / E{ çj,[X]} S. A. avec Q et V xe B, fB(a)<0 ; V g(s)e A, fA(M,N,V)< 0 ; 

f . ( r (p(s)) .n(s))<0,(resp.çf) } 

Il est à noter que la charge Q+ est obtenue par la résolution d'un problème de maximisation 

d'une fonction linéaire des contraintes sous conditions non linéaires. 

132 Approche cinématique du calcul à la rupture 

On établit la formulation de l'approche cinématique du calcul à la rupture par dualisation de 

l'approche statique, grâce au théorème des puissances virtuelles. Les champs de vitesse virtuels à 

considérer sont ici encore des champs mixtes de la forme : U = (HB(X), LIA(S)/ ß(s)}. Ces champs sont 

composés de la vitesse virtuelle UB(x) des particules du béton et du couple (IIA(s), Œ(s)) représentant 

la vitesse des points formant les armatures ainsi que la rotation de la microstructure associée (voir 

figure 2 - 9), 

Une condition nécessaire pour qu'une charge Q soit supportable est qu'il existe un champ 

mixte de contrainte statiquement admissible avec O. et vérifiant les critères de résistance en tout point. 

On a alors nécessairement, d'après le principe des puissances virtuelles, pour tout champ de vitesse 

virtuel U ; 

(26) Pcxt(U) = J B ç ^ ) : d B ( x ) d x + J A ( X ( s ) . ( ^ ^ - Q ( s ) n ( s ) ) + M ( s ) ^ ^ ) d s 

=jBa(x):dB(x)dx + JA(N(s) ^ - . t ( s ) + V ( s ) . ( ^ ) . . n ( s ) - Q ( s ) ) + M ( s ) ^ I ) d s 

où l'on note dB(x) = - (grad UB + 'grad UB) le taux de déformation virtuel associé à UB dans le béton. 
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Si le champ U est discontinu, il est nécessaire de rajouter au membre de droite de l'équation 

précédente les contributions des discontinuités : 

pour le béton : ¿aGû-gûo-lIIÎBlDdE 

• pour les armatures: I (N(s1)t(sI)+V(si)a(si)).miA(si)]|+M(si)|IQ(s,)]l 
i 

• à l'interface entre béton et armatures : X(s)- DUB* dZ + Lr(s). EU - dX 
JA JA 

On introduit alors, comme dans la formulation classique du calcul à la rupture, les fonctions 

d'appui n v nB et n ¡ des convexes de résistance des armatures, du béton et de l'interface 

béton-armature : 

(27) % (dB) = Sup c?:dB 
CTeGB 

(28) M £ % Ä ~ ) = Sup Í N t . ^ f V ( ^ - . n - í 2 ) + M ( s ) ^ } 
ds ' ' d s ' (M^,V)eGA 

ds ds 
.dfl. 
'ds" 

et respectivement, afin de prendre en compte des discontinuités de vitesse : 

(29) K* (a; HUBB) = Sup fa-amU} 
geGB 

(30) «AU;imAMûB)= Sup {NtBIJ+Vii . |mj + Mpî]iJ 
(M,N,V)eGA 

(31) (̂ŒLIJ) = Sup (1. BUB) 
l e G j 
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On formule alors une condition nécessaire de stabilité sous le chargement Q en écrivant que, 

pour tout champ de vitesse virtuel cinématiquement admissible (c'est-à-dire vérifiant les conditions 

aux limites en vitesses) on a l'inégalité suivante : 

(32) P e x t (U)<Pr(U) 

f f dU_A à£l 
où l'on note P ™* (U) =JRiB (dB)dS+ I JCA (fc—r—;ñ;-7—)ds la puissance résistante maximale du champ 
de vitesse U. 

Afin de permettre la prise en compte de discontinuités de vitesses dans le champ U, on doit 

rajouter à la puissance résistante maximale les termes suivants : 

• pour le béton: nB (n; ¡BU) d£B 

• pour les armatures: X tAtt(si);!HiA]l(si);IIß]I(si)) 
i 

• pour l'interface entre béton et armatures : . (̂ (DU]]*)+ (̂IIU]1") )^s 

L'équivalence entre les formulations statique et cinématique du calcul à la rupture pouvant 

être démontrée, sous réserve de quelques hypothèses mathématiques (voir (Frémond et Friaà, 1978) 

pour plus de détails), on peut alors donner la définition cinématique duale du domaine de stabilité : 

K= { Q /VU C. A., Q4(U)<P r (U) } 

Cette définition permet la construction par "l'extérieur" du domaine de stabilité, grâce à une 

interprétation géométrique classique de l'inégalité Q.q(U)<P ™" (U) (voir figure 2-20). En effet, dans 

l'espace des paramètres de chargements Q¡, cette inégalité définit pour un champ U fixé, un 

demi-espace contenant l'origine, à l'intérieur duquel se situe K. 
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• * Q.go =Min { P ^ U ) ; q (U)=^ J 

Figure 2-10 Approche par l'extérieur de K 

Dans le cas d'un chargement défini par un seul paramètre, on peut donner la définition duale 

de la charge extrême Q* : 

p max *TJ\ 

ÇT=Inf{ - a t - i - ¿ / v c Â . ; q(U) s âO} 
q{U) 

Les fonctions P ™* (U) et q(U) étant respectivement positivement homogènes et linéaires en la 

variable U, on obtient la formulation équivalente : 

Q+= Inf {PET(U);q(U)=l} 
UC.A. 

On vient de montrer dans cette partie comment il est possible de construire une modélisation 

mécanique rigoureuse qui permette de prendre en compte des inclusions monodkrtensionnelles dans 

un milieu continu bidimensionneî. On a ensuite donné une présentation complète de l'application de 

la modélisation mixte au calcul à la rupture. On va maintenant, afin d'illustrer la présentation 

théorique qui a été faite, donner un exemple d'application de la méthode. 
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1.4 Un exemple d'application : le bloc renforcé par une armature droite 

On considère un bloc rectangulaire de hauteur 2a et de largeur 2b, constitué d 'un matériau 

homogène, modélisé en déformation plane (voir figure 2-11). Ce bloc est renforcé par une armature 

horizontale placée en son milieu. Ce dernier est posé sur un massif rigide et soumis à l'action d'un 

poinçon exerçant une force verticale P. Les interfaces entre le bloc, le massif et le poinçon seront 

supposées lisses. Le problème sera traité par la modélisation mixte, si bien que l'armature sera décrite 

comme un milieu continu monodimensionnel. On fait les hypothèses suivantes sur les capacités de 

résistance des matériaux : 

• Le bloc est constitué d'un matériau de Tresca de cohésion C, 

• On adopte pour l'armature le critère de résistance suivant : 

M=V=0 et 0 < N < N0 

(c'est à dire qu'elle n'est susceptible de supporter que des efforts de traction inférieures à N0. 

Les résistances à l'effort tranchant et au moment fléchissant sont négligées.), 

• Les interfaces entre l'armature et le matériau sont supposées parfaitement adhérentes. 

Figure 2-11 Géométrie du problème 

On présente dans la suite, une mise en œuvre des approches statique puis cinématique de 

l'application du calcul à la rupture à la modélisation mixte. 
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1.4.1 Approche statique 

On construit dans ce paragraphe des champs de contrainte mixtes pour üUustrer l'approche 

statique du calcul à la rupture. Le principe de la méthode consiste à construire tout d'abord un champ 

de contrainte statiquement admissible dans le milieu continu bidimensionnel, puis de compléter par 

le champ des efforts intérieurs dans l'armature en intégrant les équations d'équilibre du milieu 

curviligne. 

On considère le champ de contrainte constant par zone, à 10 zones défini sur la figure 2 - 22, 

utilisé dans (Kobayashi et Trtomsen, 1965) pour un problème d'extrusion. Compte tenu des symétries 

du problème par rapport aux axes Ox et Oy, on se ramène à la détermination des tenseurs de 

contraintes dans les zones (1), (2) et (3). 

Figure 2-12 Champ de contrainte constant par zones. 

On construit alors les champs de contrainte grâce au diagramme des cercles de Mohr de la 

figure 2 - 23, correspondant aux trois zones (1); (2), (3), et respectivement (1'), (2') ainsi que leurs 

symétriques. En supposant le critère saturé en tout point, on obtient alors les valeurs des champs de 

contrainte dans ces trois zones : 

ç2 = -2 C (cosî(2a)+cos 2a) £, ® £„ -2C(sur(2a) +cos 2a) £y ® £y - C sin4a ( s.y ® s* + £x ® £y) 

03 = -4 C cos 2a g, ® £5 -2 C (l+2cos 2a) £y ® gy 
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On notera qu'il convient d'imposer la condition a <—, afin que la construction par les cercles 

de Mohr proposée soit valable (des valeurs supérieures aboutiraient à un diagramme comprenant 

trois cercles confondus). 

Figure 2-13 Représentation des états de contraintes des zones (1), (2), (3), dans le plan de Mohr 

On complète ensuite le champ de contrainte mixtes, en intégrant les équations d'équilibre du 

milieu curviligne (16), afin d'obtenir la tension dans l'armature, qui est ainsi donnée par la formule 

suivante : 

(33) N(x)=-íX¡IaJdx 
•'-h 

Ici, la prise en compte des conditions aux limites sur les efforts intérieurs (nullité du torseur 

des efforts intérieurs au deux extrémités) permet d'obtenir directement la distribution de tension 

représentée sur la figure 2-14, 

Remarque 

On notera que, dans un cas plus général, les milieux curvilignes inclus dans le continu 

bidimensionnel peuvent former une structure "hyperstatique". On aurait donc à introduire de 

nouvelles inconnues statiques pour déterminer le champ d'efforts intérieurs dans les milieux 

curvilignes. 
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8 a C cos 2 a 

sin a cos a 

Figure 2-14 Tension dans l'armature 

Par construction, le champ de contrainte dans le continu bidimensionnel B est statiquement 

admissible et vérifie le critère de résistance du matériau de Tresca. Les équations d'équilibre du milieu 

curviligne A ayant été prises en compte, il ne reste plus qu'à imposer la condition de résistance de 

l'armature, et à calculer îa charge P équilibrée par la distribution d'efforts construite dans cette 

approche. On obtient : 

(34) 
(b 

P = - tf„v(x,a)dx = 2C a cot a + 2C (1+2 cos 2a) (b - a cota) 
J-h " 

= 2 C b (1+2 cos 2a (1 - g-cota)) 

jt 1 
Cette approche est valide sous la condition géométrique — > a >rarcsin(2a/b) et la condition 

de résistance de i'armature 0 < 8 aC cos2a á N„. 

a 1 
Pour des valeurs de a comprises entre arctanr- et — arcsin(2a/b) on adopte le champ de 

contrainte mixte présenté dans l'annexe 1, qui conduit à la valeur P=2 C b (1+2 cos 2a (1 - pco ta ) ) 
b b 

sous la contrainte 8 aC cos 2 a cota ( — - cota) < N0. 

On cherche ensuite la valeur maximum de P par rapport à a , pour obtenir le meilleur 

minorant de la charge extrême. 

1.4.2 Approche cinématique 

On doit en premier lieu calculer la valeur de la fonction %Acorrespondant au critère de 

résistance de l'armature : 

(35) * A < t ; % # ; ^ r ) = S u P ( N t ^ } = S u P { 0 ; N a . ^ ds '"* ' ds 0<N<Nn 
ds ds 
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et respectivement, afin de prendre en compte des discontinuités de vitesse : 

(36) %A fc EZJ;|[QI) = Sup { M.ŒUJ h Sup { 0 ; H t E U } 

0<N<N0 

On rappelle la valeur de la fonction % du matériau de Tresca pour les discontinuités de vitesse : 

(37) nB (n; EU!) = C ŒUJ.i si ElaB-ji = 0 et ns& E I J ) =+- sinon. 

On considère la famille de champs de vitesse mixtes définis sur la figure 2 - 35. Le champ de 

vitesse est uniforme en translation dans chaque bloc. On impose la continuité des vitesses entre le 

milieu continu bidimensionnel et l'armature, soit UA = IJB. Le champ est alors paramétré par l'angle ß 

et le module U de UA. 

77777777777777777777777777777777777777777777777, 

Figure 2-15 Approche cinématique 

On calcule alors la puissance Pext des efforts extérieurs. En notant P la force appliquée par le 

poinçon sur le massif, on obtient : 

(38) Pext = PU sinß 
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Selon les valeurs de l'angle ß, on obtient différentes expressions pour la puissance résistante 

maximale : 

(39) P mâx _ , 2CUb 
cosß 

si 0 á ß < arctan—=ß0 

2CUb 
cosß 

+ N0U cos ß 
2a 

siß0<ß<arctan-r-=ß1 

On optimise ensuite sur la valeur de ß pour obtenir une borne supérieure de P+, en fonction 

de N0. On notera que dans le cas d'une armature infiniment résistante en traction (N0=+«>), les seuls 

champs de vitesse pertinents (pour lesquels la puissance résistante maximale n'est pas infinie) sont 

ceux dans lesquels la déformation longitudinale de l'armature est nulle, ce qui correspond au cas 

0<ß<ß0. 

1.43 Résultats et commentaires 

On reporte sur la figure 2-16 les valeurs obtenues pour vrp," en fonction du taux de 

renforcement h= -~, pour une géométrie de a = 0,45 b. 
43L. 

4bC 
1,6 

1,4 

1,2 

1 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0 

-

0,00 

-Approche statique 

Approche cinématique 

0,50 1,00 

Taux de renforcement 

1,50 

1,45 

1,32 

j A, 

2,00 

Figure 2-16 Comparaison des approches statique et cinématique 
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Les courbes précédentes permettent d'illustrer la mise en œuvre des approches statique et 

cinématique du calcul à la rupture. Dans l'exemple présenté, on met en évidence l'augmentation de 

résistance due à la présence d'une armature. Ce gain de résistance à la compression dans la direction 

perpendiculaire à l'armature s'interprète aisément comme la conséquence du "confinement" de la 

matrice dû à la présence de l'armature. On notera également l'existence d'un plateau pour la charge 

extrême lorsque la résistance de l'armature augmente. Ceci s'interprète simplement dans l'approche 

cinématique. En effet, dès que le taux de renforcement atteint une certaine valeur, les mécanismes 

optimaux ne déforment plus l'armature, si bien qu'une augmentation de sa résistance n'induit aucune 

augmentation de la charge extrême. La valeur obtenue ne dépend donc plus que de la géométrie du 

bloc. 
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2. L'homogénéisation en calcul à la rupture 

2.1 L'exemple de l'éprouvette frettée 

On considère maintenant le cas plus général d'un bloc carré de côté 2b = 2 pa (p > 1), constitué 

d'un matériau de Tresca de cohésion C, modélisé en déformation plane. Ce bloc est renforcé par p 

armatures parallèles espacées entre elles d'une distance constante 2 a. Il est posé sur un massif rigide 

et soumis à l'action d'un poinçon exerçant une force verticale P sur celui-ci. Les interfaces entre le bloc, 

le massif et le poinçon sont supposées lisses. Le problème est traité grâce à la modélisation mixte, en 

adoptant les mêmes critères de résistance que dans l'exemple précédent. On présente de même que 

précédemment des approches statique puis cinématique du problème. 

Figure 2-17 Le problème du blocfretté 

2.1.1 Approche statique 

Le principe de construction de l'approche statique que l'on utilise, consiste à employer de 

nouveau les champs construits dans le paragraphe précédent- Pour ce faire, on considère des champs 

de contrainte mixtes périodiques dans la direction ev, de période 2a. On restreint donc le problème à 

l'étude d'une seule couche d'épaisseur 2a du matériau, contenant une armature en son milieu. De 

même que dans l'exemple précédent, on construit alors un champ de contrainte constant par zone 

dans le matériau de Tresca, dont on déduit les tensions dans l'armature. Le champ est construit par 
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juxtaposition de n "mailles élémentaires" formées des trois triangles (a¡ ; b¡ ; c¡ ). Ici encore, on peut 

construire grâce aux cercles de Mohr, les champs de contrainte dans toutes les zones, puis obtenir la 

tension dans l'armature. On remarquera que l'exemple précédent correspond au cas n*=l. 

I 

Figure 2-18 Construction du cliamp de contrainte dans une tranche d'épaisseur 2a comprenant une armature 

On obtient les expressions suivantes pour les valeurs du champ de contrainte dans les 

différentes zones : 

i-l 

aa¡ = -2 Ce¥ ® ey - 4 C £ eos 2 a, (ex ® ex +ey ® ey) 
j= l 

ç w = -2 C (cos2(2a¡)+cos 2a¡) ex ® e_x -2C (sin2(2a¡)+cos 2a¡) e_y ® ey - C sin 4a, ( £y ® ex + 

i - l 

ex ® Êy) - 4 C X cos 2a, fex ® g, +Êy ® ey) 
j=i 

i 
ac#i = -2 Cey ® ey - 4 C X cos 2a, (ex ® ex +ey ® ey) 

j= l 

Les expressions précédentes ont une interprétation mécanique très claire. Le passage de la 

maille i-l à la maille i est obtenu en ajoutant au champ précédent un champ de contrainte isotrope de 

valeur : - 4 C eos 2a¡ (ex ® e„ +ey ® ey) 

Ceci correspond à une translation des cercles de Mohr parallèlement à l'axe a dans la 

direction des compressions, ce qui permet d'augmenter en valeur absolue la contrainte verticale grâce 

à un "confinement horizontal". Les champs ainsi déterminés vérifient cette fois encore, par 

construction, le critère de résistance ainsi que les équations d'équilibre. 
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De même que précédemment, on obtient la tension îe long de l'armature par intégration des 

équations d'équilibre, en prenant en compte les conditions aux limites du problème. Le diagramme 

obtenu est linéaire par morceaux : 

N 

2aC(tanai+cota¡)sin 4a¡ 

'i i 

^ > t ' 

a(tanoCi+CGtOi) 

Figure 2-19 Tension dans les armatures 

La charge équilibrée P est alors donnée par la formule suivante : 

Íb n n 

a (x,a)dx =2 £ CFyyfo) acotcq + o^fc) atancq +(b - a£ (cota¡ +tanoi)) o ^ c j 
b j=i H 

On considère maintenant pour simplifier le cas particulier où tous les angles cc¡ ont la même 

valeur, notée a. Pour les mêmes raisons que précédemment, on impose a <~ et l'on pose t=tan(a) 

<te[0;l]). 

On obtient pour la charge P l'expression suivante : 

(41) P = 4bC (l+2n ~ - n ~ ^ ~ [nCl+t2) + 1-t2] ) 

On obtient comme précédemment la condition géométrique suivante : 

(42) 
na t 
b "1+t2 

On écrit de plus que la tension maximale dans l'armature reste inférieure à sa résistance : 

(43) •î+t2" 8 n a C 7 - ^ £ N 0 

On effectue ensuite une optimisation sur n et t pour obtenir les plus grands minorants de la 
9. 

charge extrême en fonction du paramètre de géométrie e = r et du taux de renforcement 
adimensionnel X - -r~^ • 4aC 
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2.12 Approche cinématique 

On s'inspire ici aussi de l'approche cinématique proposée dans la partie précédente, en 

considérant la famille de mécanismes à un paramètre présentée sur la figure 2 - 20. 

u^-^-^y^-VK-^u 

Figure 2-20 Mécanismes envisagés 

On calcule alors la puissance Pex, des efforts extérieurs. En notant P la force appliquée par le 

poinçon sur le massif, on obtient : 

(44) Pext = PUsinß 

Un calcul facile permet d'obtenir l'expression suivante pour la puissance résistante maximale : 

(45) 
2CUb 
cosß 

+ 2 N0Ucos ß m(ß) 

où m(ß) représente le nombre d'armatures traversées par les discontinuités de vitesses. 

On établit donc que : 

H 1 

m(ß)= E (—tgß+ r ), E(x) représentant la partie entière du réel x. 

On effectue ensuite une optimisation sur ß pour obtenir des majorants de la charge extrême. 
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213 Resultate et commentaires 

N„ On présente sur la figure 2-22 l'influence du taux de renforcement adimensionnelX= -— sur 

la charge extrême supportée par l'éprouvette, pour diverses valeurs du paramètre d'élancement e = r-: 

2,5 

0,5 

Charge extrême 
Approche statique 
Approche cinématique 

0,2 0,4 0,6 0,8 1.2 1,4 1.6 1.8 

Figure 2-21 Influence dufrettage de l'éprouvette sur sa résistance à la compression 

Les résultats présentés sur la figure 2-22 permettent de mettre en évidence l'influence du 

frettage de l'éprouvette sur sa résistance à la compression. On observe les résultats suivants : 

• le frettage induit un renforcement important dans la direction perpendiculaire aux armatures. 

Comme dans l'exemple précédent, ceci est dû au "confinement" horizontal induit par les armatures 

sollicitées en traction. 

on observe dans cet exemple encore, la présence d'une valeur plateau pour la charge extrême. 

Cette valeur ne dépend que du paramètre géométrique e, et est fonction décroissante de ce dernier. 

la courbe présente un comportement asymptotique lorsque e tend vers zéro, à taux de 

renforcement constant. Ceci correspond à un nombre d'armatures tendant vers l'infini, la 

résistance de chaque armature diminuant de manière inversement proportionnelle. L'existence de 
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ce comportement asymptotique nous amène donc à proposer d'utiliser comme alternative à la 

modélisation mixte, la méthode d'homogénéisation en calcul à ia rupture pour prendre en compte 

la présence d'armatures régulièrement réparties (armatures transversales dans les poutres). 

Conclusion 

Le dernier exemple présenté nous montre comment il est possible de prendre en compte dans 

le formalisme du calcul à la rupture, la présence d'armatures dans un massif, grâce à la modélisation 

mixte. Il apparait qu'en présence d'un nombre important de renforcements, la prise en compte de 

chaque armature de manière discrète pose rapidement des problèmes de mise en œuvre. Ces 

difficultés dues à la complexité géométrique ainsi qu'au contraste des propriétés mécaniques entre 

béton et renforcement peuvent être palliées en considérant le composite "béton armé" comme un 

matériau homogène anisotrope. Le processus d'homogénéisation qui conduit à l'évaluation des 

caractéristiques mécaniques de ce matériau, ne peut bien sûr être appliqué qu'en présence d'une 

distribution régulière d'armatures. Dans le cas de poutres en béton armé, il parait donc légitime 

d'appliquer cette théorie au renforcement transversal, mais de conserver une description des 

armatures longitudinales par la modélisation mixte. La section suivante est donc consacrée à une 

présentation de la théorie de l'homogénéisation périodique en calcul à la rupture. On y détaille 

notamment ia construction du critère de résistance homogénéisé du matériau composite "béton armé 

renforcé transversalement". Ce sera l'occasion de définir les capacités de résistance des matériaux 

constitutifs (béton, armatures, interfaces), capacités de résistance qui nous serviront pour établir le 

critère homogénéisé. 
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2.2 La méthode d'homogénéisation périodique en calcul à la rupture 

(Suquet, 1983 ; de Buhan, 1986) 

2.2.1 Position du problème initial et principe de la méthode 

On s'intéresse à la détermination du domaine de stabilité d'une structure hétérogène, notée £le, 

soumise à un mode de chargement Q. Cette structure est supposée fortement hétérogène, et l'on note 

dans la suite e un paramètre représentant le rapport entre la taille des plus grandes hétérogénéités et 

la taille de la structure. Dans le cadre théorique du calcul à la rupture, on donne la définition statique 

du domaine des charges potentiellement supportables Ke, de la manière suivante : 

(46) KE = {Q / 3 a S.A. avecQ ; V xe Oe, ofe) e Gfe)} 

où l'on note o S.A. avec Q, les champs de contrainte statiquement admissibles avec Q, c'est-à-dire 

vérifiant les équations d'équilibre ainsi que les conditions aux limites en contraintes. 

On remarquera que le domaine Kc ne dépend que des domaines de résistance locaux des 

différents matériaux, notés en chaque point x, G(x), et de la géométrie de la structure. 

La détermination directe du domaine Ke (numériquement ou analytiquement) présente 

généralement des difficultés importantes dues à l'hétérogénéité même des constituants, difficultés que 

l'on peut surmonter grâce à la méthode d'homogénéisation périodique en calcul à la rupture. Cette 

méthode repose sur deux hypothèses-clés dont on discutera ultérieurement la pertinence dans le cas 

du béton armé : 

(A) la périodicité des caractéristiques géométriques et mécaniques de la structure, (on 

appelle Ae le motif élémentaire). 

(B) la forte hétérogénéité de la structure (dimensions des hétérogénéités petites devant les 

dimensions caractéristiques de la structure et du chargement). 

La validité de ces deux hypothèses permet alors la mise en œuvre de la théorie de 

l'homogénéisation périodique en calcul à îa rupture, dont on expose le principe dans la suite. Cette 

théorie repose sur la possibilité de définir une structure puis un problème homogènes associés au 

problème initial, dont la résolution est généralement plus aisée que celle du problème initial. 

La première étape de la méthode consiste à déterminer le critère de résistance macroscopique 

du matériau homogénéisé en fonction du comportement microscopique des constituants. Ceci se fait 

grâce à la résolution d'un problème auxiliaire de calcul à la rupture posé sur la cellule de base A, 
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déduite par homothétie du motif élémentaire Av de sorte que | A | =1. L'existence de cette cellule de 

base est liée à l'hypothèse (A). On peut ensuite formuler puis résoudre le problème homogène associé. 

L'hypothèse (B) quant à elle, permet d'établir des résultats de convergence des solutions du problème 

initial vers celles du problème homogène associé. 

222 Détermination du critère de résistance macroscopique 

Le critère de résistance macroscopique du matériau homogénéisé, noté G1™", est obtenu par la 

résolution d'un problème auxiliaire de calcul à la rupture, posé sur la cellule de base A. On définit 

alors grâce au lemme de Hill généralisé, un mode de chargement de la cellule de base, qui met en 

relation les contraintes et taux de déformation à l'échelle microscopique et à l'échelle macroscopique. 

Ceci permet d'établir que le mode de chargement est déterminé par les 6 composantes du tenseur des 

contraintes macroscopiques S. 

Structure hétérogène périodique Cellule de base A 

Figure 2-22 Définition de la cellule de base 

On note alors S l'espace des champs de contrainte microscopiques g statiquement admissibles 

(S. A.), définis sur la cellule de base par les conditions suivantes : 

• div a = 0 

• !Io;]].n= 0 sur les surfaces de discontinuités des contraintes, de normale n. 

• ç.n antipériodique, c'est-à-dire prenant des valeurs opposées en des points 

homologues de faces opposées de A. n représente la normale extérieure à A (voir 

figure 2 - 23). 
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-1 = ç.(-n) 

1 = a. in) 

Figure 2-23 Conditions d'antipériodicité 

On définit de même l'espace C des champs de vitesse microscopiques v cinématiquement 

admissibles (C. A.) : 

• v est continu et differentiate par morceaux sur A. 

• v = F x + u, où u est un champ périodique sur A. 

On montre tout d'abord que le tenseur F est une fonction linéaire du champ y, définie par 

l'égalité: 

(47) F = J A grad v dA+ £ M ® n d Z 

où [[v]3 représente la discontinuité du champ v au passage de la surface S, de normale n. 

On définit également le taux de déformation macroscopique D qui est lui aussi fonction linéaire 

du champ y. : 

(48) D = i J A (gradv + 'gradv )dA+ ~ Jfa ® Hy]]+ U! ® a) dZ 

On note de plus 5 = — (gradu + 'gradu ) le taux de déformation associé à une champ u 

quelconque. 
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Définition du mode de chargement (Suquet, 1983) 

Il est formulé en écrivant le lemme de Hill généralisé sur la cellule de base A : 

(49) V 0 e S , V v s C , P f e v ) = | : D 

où P(g, v) représente la puissance de déformation dans la cellule de base A, D le taux de déformation 

macroscopique et E = <a> la moyenne spatiale des contraintes sur la cellule de base A. 

Le lemme de Hill permet de montrer que les espaces S et C définissent un mode de 

chargement de la cellule de base A, dépendant linéairement de six paramètres scalaires. Ces six 

paramètres scalaires sont les composantes dans un répère orthonormé du tenseur de contraintes 

macroscopique X, auquel est associé par dualité le tenseur vitesse de déformation macroscopique D. 

Définition statique de Ghom 

Ayant précisé le mode de chargement de la cellule de base A, on définit le critère de résistance 

macroscopique Ghom des chargements supportables par la cellule : 

(50) Ghom = i | / 3 a e S ; < a > = | ; V x e A , g ( 2 < ) e G(x)} 

Définition cinématique de Ghom 

La définition cinématique du critère de résistance macroscopique Ghom se fonde sur le 

raisonnement classique de dualisation en calcul à la rupture, qui permet de définir la fonction d'appui 

nhom du convexe Ghom par : 

(51) nhom (D) = Inf <j^ (D +5) > 
~~ ueU _ 

où U désigne l'ensemble des champs de vitesse périodiques sur A, et \( . ) la fonction d'appui du 

convexe de résistance G(x) au point x. 

La convexité de la fonction nhom , se déduisant aisément de la convexité des fonctions \ , on 

montre que la donnée de la fonction d'appui nh o m et du domaine Ghom sont équivalentes, moyennant 

certaines hypothèses mathématiques (voir Frémond et Friaà, 1978). 
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Les deux relations liant le convexe Ghom et sa fonction d'appui sont : 

(52) nh o m(g) = Sup { Z : D ; | e Ghom } 

(53) Ghom = n { | ; | : D < n h o m ^ ) } 
D 

223 Résolution du problème homogénéisé 

Définition de la structure homogène associée 

Ayant déterminé le critère de résistance macroscopique G1101", on associe à la structure 

hétérogène périodique initiale, une structure homogène définie par : 

• une géométrie identique à la structure initiale. 

• un matériau constitutif homogène dont les capacités de résistance sont définies par le 

convexe Ghctn. 

Définition du problème homogène associé 

Le problème homogène associé est un problème de calcul à la rupture posé sur la structure 

homogène associée à la structure initiale. Le mode de chargement auquel est soumise cette nouvelle 

structure est identique au mode de chargement initial, et permet de définir le domaine des 

chargements potentiellement supportables Khom pour la structure homogène associée : 

(54) KhDm = ( Q / 3 o S.A. avec Q ; V xe Cl, q(x) e Ghom ] 

2.2.4 Résultats de convergence et justification de la méthode 

(Suquet, 1983) puis (de Buhan, 1986) ont établi la convergence du domaine de stabilité initial 

Ke lorsque e tend vers 0, vers un domaine de stabilité asymptotique, noté K° : 

(55) K°=lim Ke 

E~»0 

Ces auteurs ont montré de plus que, aux effets de bord près, les domaines K° et Khom sont 

confondus, si bien que l'on peut ramener l'étude du problème initiai à celle du problème homogène 

associé dès que le paramètre e est suffisament petit. Ce résultat de convergence justifie donc a 

posteriori la validité et l'intérêt de la démarche d'homogénéisation. 
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La méthode théorique qui vient d'être présentée permet la prise en compte de la présence 

d'armatures régulièrement distribuées dans le béton. Cette modélisation va donc être appliquée au cas 

des armatures transversales. La première étape nécessaire à l'application de la théorie de 

l'homogénéisation consiste, comme il a été souligné, en la détermination d'une cellule de base, puis du 

critère de résistance du matériau homogénéisé par la résolution d'un problème de calcul à la rupture 

posé sur cette cellule. On va maintenant dans le paragraphe suivant présenter les critères de résistance 

adoptés pour les matériaux constitutifs (béton, armatures et interfaces béton-armatures) puis le critère 

de résistance macroscopique que l'on en déduit. 
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Probleme initial 

Determination de Ke 
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homogénéisées 
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Problème auxiliaire de 
calcul à la rupture 

Détermination de G h o m 

Cellule de base A 

Problème homogène associé 
Détermination de K n o m 

77777 

Figure 2-24 Résumé de la méthode d'homogénéisation 
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2.3 Choix des critères de résistance des matériaux constitutifs 

Avant de définir le critère de résistance macroscopique du béton renforcé transversalement, 

on commence par présenter les critères choisis pour les matériaux constitutifs : béton, armatures, 

interface béton/armatures. 

23.1 Le béton 

Pour le béton, notre choix s'est porté sur un modèle simple, celui du critère de Coulomb 

tronqué en traction, dont la courbe intrinsèque est représentée sur la figure 3 - 25. Ce critère a en effet 

été adopté par divers auteurs (Nielsen et al. 1978 ; Nielsen, 1982 ; Chen, 1982) pour représenter de 

manière approchée le domaine de résistance du béton. Il est défini par : 

(56) fB ( g ) < 0 avec : fB ( çj ) = Sup (o", (l+sin<p)-o"j (l-sin(p) - oc (1 - sincp) ; a¡ -T) 
i,j 

où a¡ sont les valeurs principales de a et a c et T représentent respectivement les résistances à la 

compression et à la traction simples du béton, cp désigne l'angle de frottement interne, que l'on choisit 

suivant (Chen, 1982), égal à 9=37°. 

critère non tronqué 

états de contraintes uniaxiaux 

Fig 3-25 Choix du critère de résistance pour le matériau béton (courbe intrinsèque) 
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On définit de manière équivalente les fonctions îcB(d) et îce(njY), fonctions d'appui du convexe 

de résistance du matériau (Salençon, 1983) : 

(57) KB(d) = S t ( I |d , | - t rd) + ~ ^ ( t r d - ( X Idjjsixup) p o u r t r d ^ ¿ |d,l)siiup 
i=l i=l i=l 

= +c» 
i=3 

p o u r t r d < ( X id¡|)smq5 
i=l 

(58) 7cB(n;Y) =f (|vl- X,n)+í¿^G£n-(lYl) sirup) pourV.a>(!v | ) 

pour V.n. < ( ! V| ) sincp 

Dans le cadre de notre modélisation, on aura également besoin du critère de résistance du 

béton en contrainte plane. Son expression analytique se déduisant aisément du critère (56), on en 

donne simplement une représentation en courbe intrinsèque sur la figure 2-26. 

Figure 2-26 Critère de résistance du béton en contrainte plane (courbe intrinsèque) 
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232 Les armatures 

Pour décrire la résistance des armatures, on adopte un critère ne portant que sur la tension. 

On néglige donc dans ce choix toute résistance à "l'effort tranchant" et au moment fléchissant, choix 

qui nous place du côté de la sécurité. 

On adopte donc le critère suivant pour les armatures : 

(59) - k N 0 < N < N 0 e t V = M = 0 

où N0 représente la limite en traction de l'armature et k est un coefficient adimensionnel compris entre 

0 et 1, destiné à rendre compte de la limitation de la résistance à la compression des armatures par 

flambement. Dans la suite on choisira généralement k=0 (résistance nulle en compression). Il est à 

noter en effet que, d'après les dispositions réglementaires du BAEL 91, il est nécessaire de disposer 

des armatures transversales très peu espacées (moins de quinze fois le diamètre des armatures 

longitudinales) pour pouvoir éviter le flambement des armatures longitudinales, si bien que dans la 

majorité des cas, leur résistance à la compression doit être supposée nulle. Finalement, le critère choisi 

est donc : 

(60) 0 < N < N0 et V=M=0 

On définit également les fonctions nA correspondantes : 

(61) M^Äf^Ju^Ntf^Sup^N.tf^, 

et, respectivement pour les discontinuités de vitesses : 

(62) TCA CMUAU) = Sup {Nt.[[UJ}=Sup{0;Nt.irUAI!} 
0<N<No 

2.33 Interface béton / acier 

Bien que la méthode permette en toute généralité de prendre en compte un critère de 

résistance de l'interface béton/acier, on supposera dans ce travail pour des raisons de simplicité, 

l'adhérence totale entre le béton et les aciers d'armatures. On se placera généralement dans des 

situations où le phénomène de perte d'adhérence des armatures n'intervient pas. Il est à noter 

cependant qu 'un tel critère de résistance reste de toutes façons très difficile à déterminer 

expérimentalement, du fait du caractère tridimensionnel du problème de structure à résoudre pour 

interpréter les essais. 
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2.4 Le critère de résistance macroscopique du matériau renforcé par armatures 

2.4.1 Choix de ïa cellule de base 

On représente sur la figure 2 - 27 la cellule de base choisie pour déterminer le critère de 

résistance macroscopique du béton renforcé transversalement. Dans notre étape de la modélisation, le 

choix de la cellule de base se fait dans l'hypothèse d'une représentation bidimensionneîle de la 

structure. 

^ y 

1 
i 
\ 

\ 

fi 
% i 
Hj 
P 
1 
P 

I i-

¿. 

< 

\ x 
* W i 

J*f-

! 
1 

J 
/ 

/ 

Cellule de base 

Figure 2 - 27 Géométrie de la cellule de base 

Le cas que nous envisageons est celui du matériau renforcé par des armatures parallèles. Cette 

situation a été traitée par (de Buhan, 1985) dans le cas bidimensionnel puis (de Buhan et 

Taliercio, 1991) pour des matériaux composites, dans le cas tridimensionnel. Ce type de critère de 

résistance a également été utilisé dans le domaine des matériaux composites et dans le domaine de la 

géotechnique pour analyser la stabilité de massifs en terre armée (de Buhan et al., 1989 ; Abdi et 

al., 1994). On donne dans la suite une présentation des résultats obtenus. 
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2.4.2 Définition statique 

Dans le cas où la proportion volumique armatures/béton est faible et où la capacité de 

résistance du matériau constituant les armatures est grande devant celle du béton, on obtient la 

définition suivante pour Ghom (dans l'hypothèse d'adhérence parfaite entre armatures et béton) : 

q + a ÊV ® g. •y w ^ y 

(63) £eGhom<=yj qeCB 

0 < a < a ¡ o 

où l'on note GB le domaine de résistance du béton et a0 la résistance à la traction de chaque armature 

rapportée à l'unité d'aire transversale (dans l'expression précédente, on néglige toute résistance des 

armatures à la compression), et où l'on note ey la direction du renforcement. 

Il est à noter que cette définition de Ghom n'est valable que dans le cas de l'adhérence parfaite 

entre armatures et béton. Dans le cas contraire, on est amené à considérer une réduction de la 

capacité de résistance macroscopique due à des conditions de résistance de l'interface. Dans le cas que 

nous observons, on a bien évidemment l'inclusion GB a Ghom qui prouve le caractère de renforcement 

des armatures. On notera également que le critère homogénéisé est clairement anisotrope, et fait 

apparaître la direction des armatures comme une direction privilégiée du matériau. 

Dans le cas où la proportion volumique des armatures n'est plus faible devant l'unité, des 

travaux théoriques (de Buhan et Taliercio, 1991) ont prouvé que la définition précédente de Ghom 

constitue une approche par l'intérieur du critère de résistance homogénéisé. Des approches 

numériques (Francescato, 1994) ont permis également de montrer que cette définition constituait une 

bonne approximation du domaine de résistance macroscopique. 

Il est également possible de considérer plusieurs directions de renforcement, en adoptant une 

formulation similaire. En notant a'0 (1 < i < n) les résistances à la traction par unité de surface 

perpendiculairement aux armatures de directions e¡, on obtient l'expression suivante pour le domaine 

Qhom ^ e Buhan et Taliercio, 1991) dans l'hypothèse de l'adhérence parfaite : 

f « 
? = 2 + S o i e i ® Ê i 

a eG„ (64) LeGhom<=>-hom ,...,< 

{Q^a.ï&a l < i < n 
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2.43 Définition cinématique 

Après avoir défini le domaine de résistance macroscopique G1™™, on donne une détermination 

duale de ce convexe par sa fonction d'appui n1"""^) : 

(65) n h o m O = S u p ( | : D ; | = a + aÊy®Êy ;geGB ;0<oâ(i0) 

= Sup (g : D + aDyy; a eGB; 0 <G<G0) 

Les variables g et a étant indépendantes, on obtient: 

(66) nhom(D) = Sup (q : D ; a e GB) +Sup (aD ï ï ; 0 < a áa„) 

D'où : 

(67) ntom(D) = ÎCB (D) + CF0 < Dyy > 

où l'on note JtB (D) la fonction d'appui du convexe de résistance GB du matériau non renforcé, et <> la 

fonction partie positive. 

2.4.4 Représentation du critère de résistance 

Afin de représenter le critère de résistance macroscopique, on définit dans le plan des 

vecteurs contraintes T = (Tx ; Ty) la famille de domaines G1^"1 des vecteurs contraintes admissibles pour 

une facette de normale n donnée. On suppose que n forme un angle a avec Ox, si bien que l'on a 

n = cosa ex + sina ev. Pour une valeur de a fixée, on obtient donc la définition suivante de Gh^m : 

(68) 1 s G ta
a
mo 3 1 e Ghom tel que 1 = |.(cosa g, + sina £y) 

D'où : 

(69) T € G h°m <=> 3 a e GB, 0 < a < a0 tel que T= a.(cosa es + sina ey)+ o" sina e.y 

En notant GB le domaine des vecteurs contraintes admissibles pour une facette de normale n 

correspondant au matériau non renforcé, on construit dans le plan (Tx,Ty), le domaine G h°m comme 

l'enveloppe convexe des translatés du domaine Gg du vecteur o* gy, pour les valeurs de a comprises 

entre 0 et a0 sina (voir figure 2 - 28). 
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Figure 2-28 Représentation de G h„m 

2.5 Un retour sur l'exemple de l'éprouvette frettée, notion d'effet d'échelle 

On revient ici au problème de l'éprouvette frettée, en le traitant dans le cadre de la théorie de 

l'homogénéisation (voir figure 2 -29), grâce au critère de résistance homogénéisé défini dans la section 

précédente. On compare dans la suite ces résultats avec ceux obtenus par une approche directe. 

2 pa =2b 

a) Problème initial b) Problème homogène associé 

Figure 2 -29 Retour au problème du blocfretté 
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2.5.1 Résultats et commentaires 

Approche statique 

On propose pour l'approche statique un champ de contrainte uniaxial de la forme : 

(70) Z = Z e x ® e x 

On vérifie aisément que ce champ est statiquement admissible. La plus grande valeur de la 

charge P est donc obtenue en choisissant pour Z la résistance à la compression simple du matériau 

homogénéisé, perpendiculairement à la direction des armatures. D'après la définition de Ghom, cette 

résistance est obtenue pour la "décomposition" suivante du champ Z : 

(71) Z = a + G0 Êy ® Ëy avec g = - (2 C + o0) ex ® ex - 0O £y ® S.y 

(72) soit I = - (2 C + o0) a, ® ex 

La résistance à la compression "macroscopique" du matériau renforcé, dans la direction x est 

donc égale à 2 C +0O. On obtient donc la minoration suivante pour la charge extrême Fh*m : 

(73) PJm>2b(2C+CT0) 

Approche cinématique 

On choisit le champ de vitesse (cinématiquement admissible) suivant : 

U 
(74) V = -2h~(xe 1 ! -ye y )avecU>0 

U 
Le taux de déformation associé au champ V est homogène et égal à D = — (e,,®_£,. -^x®^x) 

La puissance des efforts extérieurs est donc égale à Pext =PU et la puissance résistante 

maximale à : 

(75) P™x = J^-(C(|D,|+|D2 |)+CT0<Dyy>)dV=2bU(2C+o0) (cartrD=0) 
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p + 

4bC 

On obtient donc en comparant avec les résultats de l'approche statique de la formule (73) pour 

la valeur exacte : 

(76) 
Ph:m_2b(2Oq0) 
4bC 4bC = 1+X 

où l'on note X = r-~le taux de renforcement adimensionnel de 1 eprouvette. 

Ce résultat est à comparer avec la valeur obtenue par une approche directe dans l'annexe 2 : 

(77) 
P : 
^ > (l+X) (1- e f(X)) pour e < £m M 

où l'on note e = r-(voir figure 2 -29), la fonction em (X) étant définie dans l'annexe 2. 

On porte sur la figure 2 -30 les résultats obtenus par l'approche directe rapportés à la valeur 

obtenue par la théorie de l'homogénéisation. 

1,2 

0,2 -

i r 
Approche statique 
Approche cinématique 

0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Figure 2 -30 Estimation des effets d'échelle 
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On peut donc faire les commentaires suivants sur les résultats obtenus par cette approche 

directe : 

• Tout d'abord on a construit des estimations analytiques de la solution du problème initial. Cette 

solution fait apparaître un paramètre d'échelle e, que l'on peut ici clairement identifier comme 

étant le rapport entre la distance entre deux lits d'armatures et la largeur de l'éprouvette. 

• On peut montrer également sur cet exemple simple que la solution obtenue converge vers la 

solution du problème homogénéisé lorsque e tend vers 0, tant dans l'approche statique que dans 

l'approche cinématique, et vérifier ainsi le théorème d'homogénéisation (55). 

(78) lim P E* = P^ m 

E-»0 

• On remarque également que dans ce cas précis, la théorie de l'homogénéisation amène à surestimer 

la valeur de la charge extrême. On notera également que l'erreur commise en substituant le 

problème homogénéisé au problème initial est d'autant plus importante que le rapport entre les 

capacités de résistance de la matrice et du renforcement est élevé (c'est-à-dire f(k) croissant et e^X.) 

décroissant). 

• De plus, dans ce cas précis, on est en mesure d'avoir une estimation analytique de l'erreur commise 

en considérant le problème homogène associé à la place du problème initial. On obtient donc une 

majoration linéaire de l'erreur commise en fonction du paramètre e, pour des valeurs faibles de ce 

paramètre. Cette estimation de l'effet d'échelle nous donne donc une information sur le domaine 

d'application de la théorie de l'homogénéisation à notre problème. 

• Le résultat obtenu fait également apparaitre naturellement une longueur d'ancrage égale à b em(X), 

qui correspond à la longueur minimale pour saturer la résistance à la traction des armatures. 

2.52 Application de la théorie de l'homogénéisation à la modélisation des armatures transversales 

Au cours de ce chapitre, plusieurs hypothèses nécessaires à l'application de la théorie de 

l'homogénéisation ont été faites. Nous allons dans ce paragraphe discuter leur validité dans le cadre 

de l'étude des structures en béton armé : 

• Il apparaît tout d'abord que les premières hypothèses faites sur la régularité de la distribution des 

armatures sont satisfaites, au moins localement, le long d'une poutre de béton armé. En effet les 

armatures transversales (étriers ou autres) sont généralement disposées avec un espacement 

constant. 
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• On note également que la proportion volumique de renforcement transversal dans la pratique est 

effectivement faible (de l'ordre d'un pour cent au maximum, pour des pièces normalement 

renforcées). 

• De même que pour l'exemple de l'éprouvette frettée, on peut s'interroger sur l'ordre de grandeur 

de l'erreur commise due à l'emploi de la théorie de l'homogénéisation dans le calcul d'une poutre, 

en fonction du rapport entre l'espacement des armatures transversales et de la hauteur des pièces 

considérées. En effet, ce rapport peut atteindre des valeurs relativement importantes (de l'ordre de 

l'unité). Il sera donc nécessaire de s'assurer de la validité de l'emploi de la théorie de 

l'homogénéisation, dans la cadre du dimensionnement de poutres en béton armé renforcées 

transversalement. 
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Conclusion 

Ce chapitre montre comment il est possible d'envisager, dans le cadre théorique du calcul à la 

rupture, la prise en compte d'éléments monodimensionnels dans un milieu continu bidimensionnel. 

On a donc proposé tout d'abord d'adopter une modélisation mixte pour décrire le composite béton 

armé. Cette modélisation repose sur l'idée intuitive qu'une description monodimensionnelle des 

barres de renforcement suffit à représenter le comportement de la structure sous sollicitation dans son 

plan. La deuxième possibilité qui a été présentée consiste dans le cas de répartition régulière 

d'armatures (comme le renforcement transversal des poutres), à choisir un critère de résistance 

homogénéisé, pour le composite béton armé renforcé transversalement, bien entendu tout en 

conservant une modélisation mixte pour décrire les armatures longitudinales (voir figure 2 - 24). 

La modélisation mixte combinée à la théorie de l'homogénéisation en calcul à la rupture parait 

donc particulièrement adaptée au traitement des problèmes de béton armé. Le modèle ainsi bâti 

permet la mise en œuvre des approches statique et cinématique du calcul à la rupture, que nous avons 

pu illustrer sur l'exemple de î'eprouvette frettée. Nous avons ainsi observé que, de même que pour 

des structures homogènes, l'approche cinématique semble être la plus facile à mettre en œuvre de 

manière analytique. Cependant, celle-ci ne fournit que des valeurs par excès de la charge extrême. Il 

est donc impératif, dans une perspective de dimensionnement, de pouvoir utiliser l'approche statique 

du calcul à la rupture qui, elle, est du "côté de la sécurité". Il devient alors nécessaire d'avoir recours à 

des méthodes numériques. 

Dans le but de fournir un outil permettant de présenter des approches statiques ainsi que des 

approches cinématiques performantes, deux programmes informatiques fondés sur la méthode des 

éléments finis et mettant en œuvre les deux approches ont été développés. Ces deux programmes 

permettant une exploration systématique d'une classe de champ de contrainte ou de champs de 

vitesse utilisent la modélisation mixte ainsi que l'homogénéisation. Le détail de ces programmes est 

présenté dans le chapitre quatre. 

Cependant, dans la perspective de traiter le problème de la prise en compte de l'effort 

tranchant dans le dimensionnement des poutres en béton armé, nous avons entrepris, avant d'avoir 

recours à des méthodes numériques, de traiter ce problème en construisant à partir de notre modèle, 

une modélisation unidimensionneîle (modèle de milieu curviligne) des poutres. Cette modélisation 

passe, dans le cadre du calcul à la rupture, par la détermination du critère de résistance d'une section 

de poutre renforcée longitudinalement et transversalement. Le chapitre suivant est donc consacré à la 

présentation du critère en flexion composée ainsi construit, puis à la possibilité d'y inclure une 

dépendance vis-à-vis de l'effort tranchant. Les résultats obtenus dans ce chapitre serviront par la suite 

de base de comparaison avec les analyses numériques que nous présenterons dans le dernier chapitre. 
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Chapitre 3 

Approche du dimensionnement 

des poutres en béton armé 

par la théorie des milieux curvilignes 
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Introduction 

Comme on l'a vu dans le premier chapitre, la majorité des méthodes de calcul réglementaires 

des poutres en béton armé reposent sur l'élaboration de critères de résistance formulés en termes de 

limitation portant sur les valeurs du moment fléchissant et de l'effort tranchant. Ces considérations 

amènent à se poser la question théorique de savoir dans quelle mesure on peut modéîiser le 

comportement des poutres par celui d'un milieu curviligne, auquel on aurait bien entendu affecté un 

critère de résistance adapté. Cette question du passage d'une description tridimensionnelle à une 

description monodimensionnelle a donné lieu à diverses publications (voir par exemple Rigolot, 1972 ; 

Sanchez-Hubert et Sánchez-Falencia, 1992). De présentation très mathématique, ces textes établissent 

une théorie asymptotique des poutres en mettant en évidence des résultats de convergence des 

solutions tridimensionnelles vers les solutions des problèmes traités par la théorie des milieux 

curvilignes. Généralement, seul le comportement élastique est envisagé, et les résultats de 

convergence sont fondés sur des critères énergétiques. 

Dans le cadre du calcul à la rupture, l'utilisation de la théorie des milieux curvilignes est, de 

même qu'en élasticité, très répandue (voir par exemple Save et Massonet, 1972), notamment pour le 

dimensionnement des plaques, ou des poutres métalliques. Ici encore, se pose le problème de 

l'existence d'un "comportement asymptotique" des poutres, que nous étudierons dans ce chapitre, 

dans le cadre de notre modélisation des poutres en béton armé. Dans une première partie, on rappelle 

brièvement la construction de la modélisation des milieux curvilignes par la méthode des puissances 

virtuelles. A partir des critères de résistance choisis pour le béton et les armatures, on construit un 

critère de résistance en flexion composée d'un milieu curviligne modélisant une poutre rectangulaire 

renforcée longitudinalement et transversalement. Ce critère est déterminé au moyen de la résolution 

complète d'un problème de calcul à la rupture auxiliaire posé sur un élément de poutre 

tridimensionnel. Dans la seconde partie du chapitre, on s'intéresse à l'existence du comportement 

asymptotique des poutres obéissant au modèle construit précédemment. On examinera pour ce faire 

un problème particulier de flexion quatre points. La comparaison d'approches cinématiques 

tridimensionnelles de ce problème avec la solution donnée par la théorie des milieux curvilignes 

permettra alors de montrer que le résultat de convergence asymptotique recherché n'est pas toujours 

vérifié. 
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1. Les milieux curvilignes 

En raison de l'élancement de certaines structures, comme les poutres, il est habituel pour les 

représenter, d'utiliser une modélisation unidimensionnelle. Cette modélisation, dite des milieux 

curvilignes est fondée sur la description géométrique d'un milieu continu tridimensionnel par une 

courbe, appelée courbe directrice, à laquelle on attribue une cinématique donnée. 

On peut grâce à la méthode des puissances virtuelles (Salençon, 1988) construire une 

représentation des efforts intérieurs associés à la donnée des mouvements virtuels du milieu 

curviligne. On décompose ensuite classiquement les éléments de réduction du torseur des efforts 

intérieurs [X(s)] ainsi construit, en ses composantes longitudinales et transversales afin de dégager les 

notions d'effort normal N(s), effort tranchant V(s) moment de torsion C(s) et moment fléchissant M(s). 

La pertinence de ce modèle repose alors sur deux points essentiels : 

• En raison de la difficulté à réaliser des expériences visant à déterminer directement le 

comportement de telles structures, il est nécessaire de recourir à des moyens théoriques 

pour l'obtenir. Dans notre cas, on étudiera donc le choix du critère de résistance f(M,N,V) à 

adopter pour un tel milieu curviligne, en portant notre attention sur la possibilité d'inclure 

une dépendance vis-à-vis de l'effort tranchant. 

• En raison de la description géométrique adoptée, la pertinence de la théorie est intimement 

liée à l'élancement des structures considérées (c'est à dire au rapport entre la longueur 

mesurée le long de la courbe directrice et ses dimensions transversales). La question de 

pouvoir estimer le domaine d'application de cette théorie apparaît donc également comme 

essentielle. Ce point n'est que peu abordé dans ce chapitre. On trouvera des éléments de 

réponse à cette question dans le dernier chapitre, où l'on effectuera une comparaison entre 

des approches mono- et bidimensionnelles pour le problème de référence de la flexion 

quatre points. 

Avant de passer à l'obtention des critères de résistance des milieux curvilignes, on rappelle 

dans un premier temps les étapes essentielles de la modélisation au moyen de la méthode des 

puissances virtuelles, le principe étant le même que celui suivi dans le chapitre précédent pour 

construire la modélisation mixte. On se reportera à (Salençon, 1988) pour une présentation détaillée. 
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Reprenant les notations du chapitre deux, on définit la géométrie du milieu curviligne par la 

courbe orientée formée des points de position g(s), se [s¡¡ ; s j . Dans un deuxième temps, on choisit 

l'espace des mouvements virtuels U pour le milieu curviligne : 

(1) U={P(s),îi(s),ffl(s)} 

En postulant que la puissance des efforts intérieurs est une forme linéaire de U et de ses 

dérivées premières par rapport à la variable s, puis en exploitant le premier énoncé de la méthode des 

puissances virtuelles (nullité de la puissance des efforts intérieurs dans les mouvements rigidifiants), 

on obtient l'expression générale de la puissance des efforts intérieurs : 

(2) P;(U) =_x(s).( ̂ M+i(s)Aia(s)) .r(s). Ä 

dp(s) 
où i(s)= —*r—représente le vecteur tangent en s à la courbe, au point g(s). 

Cette expression introduit les variables d'effort X(s) et E(s). Ces deux quantités se 

décomposent alors classiquement, en introduisant l'effort normal N, l'effort tranchant V, le moment 

fléchissant M et le couple de torsion C : 

fX(s)=N(s)i(s)+V(s) 
(3) \ 

lr(s)=C(s)t(s)+M(s) 

La seconde étape de la modélisation consiste à obtenir les équations d'équilibre du milieu 

curviligne grâce au second postulat de la méthode des puissances virtuelles. On obtient les équations 

classiques : 

1 - ^ '• +f(s)=0 

(4) 
ds 

dE(s) 
ds 

Î ( S ) A X ( S ) = 0 

où f(s) représente une densité linéique de forces le long du milieu curviligne (la densité linéique de 

moments est ici supposée nulle). 
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Détermination du critère de 
résistance : f(M, N, V) < 0 

Problème en modélisation 
milieu curviligne 

Modèle ID 

Figure 3 - 1 Résolution d'un problème de calad à la rupture d'une poutre en béton armé 

par la théorie des milieux curvilignes 
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Dans le cadre de la théorie du calcul à la rupture, l'emploi de cette modélisation, qui jusqu'ici a 

été construite sans faire référence au milieu tridimensionnel, passe par la détermination du critère de 

résistance du milieu curviligne, qui doit s'effectuer par la résolution d'un problème de calcul à la 

rupture auxiliaire sur un élément représentatif de la poutre tridimensionnelle (voir figure 3-2). Dans 

le cas d'un critère de résistance portant sur le moment fléchissant et l'effort normal (on néglige 

l'influence de l'effort tranchant), on peut formuler aisément un problème auxiliaire permettant de 

déterminer un tel critère. En revanche, dès lors que l'on souhaite introduire une dépendance du critère 

de résistance vis-à-vis de l'effort tranchant, la formulation d'un tel problème auxiliaire se révèle plus 

délicate. On s'attache donc tout d'abord à déterminer le critère de résistance du poutre en béton armé, 

sollicitée en flexion composée. 
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2. Formulation du critère de résistance d'une section en flexion 
composée. Position et résolution du problème auxiliaire. 

On présente dans cette partie une méthode de détermination d'un critère de résistance en 

flexion composée d'une poutre en béton armé. La poutre considérée comporte des armatures 

longitudinales. Le cas envisagé est celui d'une poutre rectangulaire, mais l'approche proposée est 

facilement généralisable au cas de sections quelconques. Afin de déterminer le critère de résistance de 

la poutre renforcée, on examinera en premier lieu le cas de la poutre homogène puis dans un 

deuxième temps, celui de la poutre renforcée îongitudinalement. 

2.1 Critères de résistance des matériaux constitutifs 

On rappelle ici brièvement les choix faits pour les critères de résistance des matériaux. 

2.1.1 Le béton 

Pour le béton, on choisit : 

(5) fB ( 0 ) < 0 avec : fB ( q ) = Sup (a¡ (l+siníp)-^ (1-sincp) - ac (1 - sin<p) ; a ; -T) 

M 

où 0j sont les valeurs principales de a et a c et T représentent respectivement les résistances à la 

compression et à la traction simples du béton, cp désigne l'angle de frottement interne, que l'on choisit 

selon (Chen, 1982), égal à (p=37°. 

On rappelle les valeurs des fonctions %(d) et ftB(n;V) correspondantes : 

(6) 7iB(d) = | " ( X l d i | - t r d ) + ~ - ( t r d - ( S Idjjsirwp) p o u r t r d > ( ' ¿ Idjjsinq) 
i=l V i=l i=l 

i=3 

= +<» p o u r t r d < ( X !dj)sin<p 
i=l 

(7) % ( D j Y ) - Y ( ! v | - V . n ) + j : ^ - ( V . n - ( | v | ) s i n ( p ) pour V.n > (I V|) sinç 
-sinip 

:+oo pour V.n < ( | v | ) sin(p 
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2.1J2 Les armatures 

On adopte le critère suivant pour les armatures : 

(8) 0<N<N„e tV = M = 0 

où N0 représente la limite en traction de l'armature. 

On rappelle également les valeurs des fonctions 7tA correspondantes : 

(9) » * t e ^ ; 0 ; ^ - o | S i o ( N t ^ } - 9 u p [ 0 ; N l t ^ ï 

et, respectivement pour les discontinuités de vitesses : 

(10) *A (fcEÍAÜ) = Sup {Ni.ŒUJ}=Sup{0;Ni.!njA]l 
0<N<Ns 

2.2 Cas de la poutre homogène 

2.2.1 Position du problème et mode de chargement 

On considère le prisme rectangulaire de béton de longueur 1 représenté sur la figure suivante ; 

|vx=o 

a/m \M 

z 

•y 

IIIo 1 

Figure 3-2 Problème auxiliaire de calcul à la rupture 

On suppose que ie tronçon de poutre considéré est soumis à un chargement appliqué à ses 

deux extrémités par des poinçons indéformables (figure 3 - 2). Les interfaces en x=0 et x=l sont 
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supposées lisses, ce qui impose les conditions Ty=Tz=0 en x=0 et x=l. De plus, la vitesse du poinçon est 

définie en x=0 par Vx~ 0 et en x=i par Vx= oc - coy. Les faces latérales sont supposées libres de 

contraintes. 

La donnée de ces conditions aux limites permet de définir ie mode de chargement 

correspondant par le calcul de la puissance des efforts extérieurs, qui donne (la pesanteur est 

négligée) : 

(11 ) Pexl = JJ o„vxdydz = «jjx=)^xx dy dz + û) j ) -y a ** d y d z = a N + û > M 

La puissance des efforts extérieurs s'exprimant comme une forme linéaire des deux 

paramètres de chargement N et M, effort normal et moment fléchissant, on définit bien un mode 

chargement par la donnée des conditions aux limites précédentes du problème. On remarque que les 

deux paramètres cinématiques duaux de N et M, respectivement a et (û s'interprètent naturellement 

comme la vitesse horizontale du milieu du poinçon ainsi que sa vitesse de rotation. 

On s'intéresse maintenant à la détermination du domaine des chargements (N, M) 

potentiellement supportables par la structure. Pour ce faire, on propose des approches statique puis 

cinématique du problème. 

2.22 Approche statique par l'intérieur 

On considère le champ uniaxial suivant : 

/ n \ ~ ™ J ö „ = - 0 c P o u r y e [ e ; h ] 
(12) c r = c e x ® e x a v e c | a = G . pour y € [-h ; e] 

Dans ces formules, les valeurs de o~t et <JC correspondent aux contraintes limite en traction et en 

compression uniaxiales pour le béton modélisé par un critère de Coulomb limité en traction, soit : 

(13) ct=mf£f^;T) 
v ' ' v (l+sin(p) ' 

On notera que pour le béton, on a toujours at=T. 
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Figure 3-3 Champ de contrainte uniaxial 

Par construction, íes champs de contrainte de la famille considérée sont bien statiquement 

admissibles avec les données en efforts du probième. On détermine alors les valeurs de l'effort normal 

N et du moment fléchissant M équilibrés par ces champs : 

(14) 
= JJ ö„dydz 

M=JJ-y cxxdydz 

On obtient alors facilement pour chaque valeur du paramètre e 

(15) 

N= b [r-(a,- oc) + e(a,+ crc)] 

|M=b 
h2/4-e2 

(o,+ ac) 

Afin d'obtenir les couples (N, M) recherchés, on élimine le paramètre "e" entre les deux 

équations définissant N et M. On obtient donc à partir de cette approche statique une première 

estimation par défaut du critère de résistance de ia section. 

8¿. 



Celle-ci est définie par la donnée de la fonction f (N, M) suivante : 

(16) f (N^M | t (™j. : 

OU N„ = - bh o\ 

N t = bh c t 

e t M a ; : ^ b h = 
o 

Le domaine correspondant à la condition P(N, M) < 0 (approche statique par l'intérieur) est 

représenté sur la figure 3-4. 

Les deux paramètres Nc et N t représentent respectivement les résistances en compression et en 

traction simple de la section. M0 représente le moment maximum que peut supporter la section. On 

notera que celui-ci n'est pas obtenu pour un effort normal nul (voir figure 3 - 4). 

Figure 3-4 Approche par l'intérieur 

223 Approche cinématique par l'extérieur 

Ayant obtenu une estimation par défaut du critère de résistance de la section, nous allons 

maintenant montrer que ce critère correspond à la solution exacte du problème, c'est à dire que l'on 

peut lui associer une approche cinématique aboutissant aux mêmes valeurs des paramètres de 

chargement. Ce problème est traité dans (Nielsen, 1984) dans le cas de la flexion simple (N=0) pour le 

matériau sans résistance à la traction (T=0). On donne ici une approche cinématique originale 

permettant de traiter complètement le problème de la flexion composée, dans le cas du matériau dont 

le critère est tronqué en traction. 
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Pour ce faire, on considère le champ de vitesse suivant : 

r x 
V x =(a -ûy)y 

(17) 
J „T Ki(y) , coz2K2 coz2K, CÔX2 

+1T 
[V2=-(a-coy) 

Par symétrie, on se limite aux valeurs suivantes des paramètres : 

(18) c û > 0 e t - e [ - h / 2 ; h / 2 ] 

La fonction K^y) est choisie constante par morceaux et définie par : 

• pour ot-coy > 0, K^y) = Kj 

• pour a-coy < 0, K,(y) = K\ 

On vérifie immédiatement le caractère cinématiquement admissible des champs de vitesse 

considérés, pour toutes les valeurs des constantes K:, K\, K2 : 

• en x = 0 , on a Vx = 0 

• en x = 1, on a \\ = a-coy 

On remarque que le champ de vitesse considéré est continu et l'on peut alors calculer le 

tenseur taux de déformation d, en tout point : 

(19) 
= l 

f \ 0 0 \ 

o *M o 

On doit maintenant imposer des conditions sur les constantes Ku K\, et K2/ (qui par la suite, 

seront toujours choisies positives) afin d'assurer la pertinence du champ de vitesse vis-à-vis du critère 

de résistance du matériau. Ceile-ci s'écrit pour le matériau de Coulomb limité en traction d'après 

l'équation (6) : 

i-3 
(20) t r d > ( X ld¡|)sin<p 

i=l 
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On obtient donc les conditions suivantes sur les constantes Klr K\, K2 : 

K +K K +K 
• pou ra - coy>0 1- - l 2 > (1+ -1-—l ) sincp soit K,+K2<2K, 

K'+K K'+K 
• p o u r a - i o y < 0 1--Y^<~(1+ -^-)sincp soit K;+K,>2Kp 

Les valeurs des constantes Ka et Kp sont données par les expressions classiques : 

l-sin(p l+sin(p 
» _ . et Kn = ——7—— 

l+sin<p p l-sin(p 

Il est toujours possible de choisir pour les constantes Kv K\, K, des valeurs telles que : 

1-sinY TC 
K,+K2=2Kaï= -—:—avec ye [<P,;d I 1 2 a„ 1 + s m y ï IT-2-I 

^ ' 1 l+sin6 ir 
[ K ; + K 2 = 2 K P , 9 = í ^ Q - a v e c 9e [<p|[ 

On vérifie d'après le sens de variation des fonctions Ka et Kp par rapport à cp, que ce choix des 

paramètres y et 9 assure la pertinence du champ de vitesse vis-à-vis du critère de résistance considéré. 

La puissance des efforts extérieurs étant donnée par la formule (11), on effectue le calcul de la 

puissance résistante maximale P^«- Comme le champ de vitesse est continu, on obtient : 

(22) P£x= K ( d ) d V 

D'où 

(23) P » = b r " (a-ray)[KaYac+ ^ L ' f ?> J d y + P '2 (ay-a)[ae+ J ^ ' f ^ J á y m " J-h/2 v J ' a'Y^c (l-sin(p)(l+siny) J Ja/cov 7 /L c (l-sm<p)(l+smy)J J 

On fixe alors : 

• 9 = 9 

7C 

• si T > Kaöc on prend y =—sinon y =9 
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Après calculs, on obtient la valeur de la puissance résistante maximale : 

(24) P»x= b[ (—+ m — ) - ^ - i + a j(ot-oc)] pour co > 0 

Dans l'espace des paramètres de chargement (N, M), l'approche cinématique nous donne donc 

une approche par l'extérieur du domaine de résistance G de la section considérée. Celie-ci s'écrit : 

(25) Gc{(M, N) / a N+a> M < b[ (— + (û—) ^^+a =-(at-oe)] ) V a et a> 
CD 4 Z À 

D(a/a>) N c 

Figure 3-5 Approche cinématique par l'extérieur 

oc 
Pour chaque valeur du paramètre —, cette inégalité délimite un demi-espace noté P2 (voir la 

UJ 

figure 3 - 5), contenant le domaine G. Le critère est donc inclus dans l'intersection des demi-plans P2, 
ex 

pour les valeurs du paramètre — comprises entre -h/2 et h/2. La frontière de cet ensemble est 
oc 

l'enveloppe convexe des droites D(oc/co) obtenues pour toutes les valeurs du paramètre —. Après 
UJ 

calculs, on montre que l'estimation par excès du critère de résistance de la section fournie par cette 

approche cinématique coïncide avec celui que l'on a obtenu par l'approche statique. Il est donc 

déterminé par la fonction f5(N, M) définie par la formule (16). 

Commentaires 

• On remarque tout d'abord que les résultats obtenus par les approches statique et 

cinématique coïncident, si bien que l'on est assuré d'avoir l'expression exacte du critère de 

résistance de la section. De plus on vérifie que les "champs solutions" sont reliés par le théorème 

d'association (au moyen de la correspondance e = oc/to) : dans l'approche statique, le critère de 
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résistance du matériau constituant est saturé partout où, dans l'approche cinématique le champ 

de vitesse considéré correspond à une déformation non nulle. 

• Le critère ainsi obtenu doit être transposé à la structure modélisée comme un milieu 

curviligne avec précautions. En effet, pour le déterminer, on a fait implicitement le choix d'une 

fibre de référence (dans notre cas la fibre médiane de la poutre) pour le calcul des moments. Le 

critère ainsi obtenu n'est donc pas unique, et il conviendra de se le rappeler au moment de la 

définition du mode de chargement, lorsque l'on souhaitera traiter un problème tridimensionnel 

au moyen d'une modélisation par le milieu curviligne, dès lors que l'on se trouvera en présence 

d'effort normal. Il faudra donc prendre garde de bien choisir la même fibre, comme fibre de 

référence pour la définition du chargement et du critère. 

• On vérifie a posteriori que le critère de résistance obtenu est identique à celui que l'on 

aurait déterminé en procédant à une analyse similaire, à partir d'une représentation 

bidimensionnelle de la poutre, sous l'hypothèse d'un critère de résistance du béton en contrainte 

plane. Ceci est dû au fait que l'approche statique solution proposée vérifie la condition de la 

contrainte plane. Ce résultat sera utilisé comme base de comparaison dans le chapitre cinq, où 

l'on mettra en œuvre par voie numérique des approches statiques et cinématiques dans le cadre 

de la modélisation bidimensionnelle présentée au chapitre deux. 

2.3 Cas de la poutre renforcée longitudinalement 

Dans ce paragraphe, on va étudier la présence d'armatures longitudinales et leur influence sur 

le critère de résistance à adopter pour le milieu curviligne. Afin de simplifier la présentation, on 

considère une section ne comportant qu'une seule armature longitudinale placée en z=0, y =-ô (voir 

figure 3 - 6). Les résultats obtenus sont ensuite très facilement généralisables au cas de sections 

possédant plusieurs armatures longitudinales. La méthode présentée est valable dans les cas des 

sections renforcées ou non transversalement. Il suffit, selon le cas envisagé de considérer la résistance 

à la compression simple relative au matériau homogène ou renforcé transversalement (voir chapitre 

deux). Le calcul étant similaire, on ne présente ici que le cas de la poutre non renforcée 

transversalement. 
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T,=0 

Figure3-6 Section renforcée longitudinalement 

23.1 Approche statique par l'intérieur 

On considère dans le béton la même famille de champs de contrainte que dans la première 

partie, que l'on complète par un champ de tension uniforme dans l'armature de valeur F telle que 

F e [0;N 0] , 

On obtient alors pour tout couple de valeurs des paramètres e et F : 

(26) 

N= b [ - (a, - ac) + e(a t + ae)]+F 

M= b — r — (a, + <TC)+8F 

A F fixé, on voit que le domaine obtenu est le domaine de résistance obtenu pour la poutre 

homogène, translaté dans le plan (N, M) du vecteur de composantes (F, 5F). Ceci étant vrai pour tout 

F G [0 ; N0] , le domaine de résistance ainsi obtenu contient l'ensemble réunion de ces domaines 

translatés pour toutes les valeurs du paramètre F e [0 ; N0j (voir figure 3-7). 

232 Approche cinématique par l'extérieur 

Pour cette nouvelle approche cinématique, on conserve la même famille de champs de vitesse 

que précédemment pour le béton. Ce champ est complété dans l'armature en imposant la continuité 

des vitesses entre le béton et le renforcement. 
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Pour l'armature, on choisit donc le champ de vitesse suivant, égal à la trace du champ de 

vitesse du béton donné par (17) en y=-S et z=0 : 

r x 
Ux=(cc + coô) j 

(27, lv^«> + «?+$ 
K 

JJ,= - (a + coo) •£ 

La puissance des efforts extérieurs restant inchangée, on effectue le calcul de la puissance 

résistante maximale P ;^, due à la présence de l'armature, qui vient s'ajouter à la contribution du béton : 

(28) P r
A
m = jAnA (fc ̂ ) d s = ¿ S u p {0 ; t. ̂ * } d s - ¿ S u p {0 ; N0 2 ± ^ | d s 

• si a + co 8 > 0 alors P r„ = N0 (a + co ô) 

• si a + co 5 < 0 alors P r„ = 0 

On obtient donc pour cette approche cinématique : 

• si co > 0 

• si a+coo > 0 alors oN+coM < b[ ( — + co—) •'• ' + a — (a,-ac)] + N0(oc+coS) 

• si cx+coô < 0 alors ctN+coM < b[ ( — + co—) ' ' +a rh(a,-ac)] 

• si co < 0 

• si CX+CÛ5 > 0 alors oN+coM < -b[ (—+ to-r) ' t+o&-(o,-gc)l 
co 4 2 2 

• si a+coS < 0 alors oN+coM < -b[ (—+ co-j-) c '+or-(at-ac)] + N0(oc+co8) 

On peut donc construire le domaine de résistance de la section à partir des inégalités 

précédentes. Là encore, on constate que les approches statique et cinématique coïncident et sont liées 

par le théorème d'association, grâce à la correspondance e= a/co. On obtient donc le critère de 

résistance de la section renforcée comme l'union des domaines de résistance de la section non 

renforcée (figure 3 - 7), translatés du vecteur (F, 5F) pour toutes les valeurs de F e [ 0 ; N0]. 
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On notera sur cette figure la valeur Mfl de la résistance à la flexion simple de la poutre (N=0). 

On calcule la valeur de Mfl qui nous sera utile dans la suite, en notant d = ô + h / 2 : 

(29) 
N0+h at. h _ N0+h a, 

•~ r ) + o tr-(h Mn = N0 (d - £ £ £ * ) + ot £ ( h - ^ r 1 ) pour N0 < dac 

AM 

Critère de résistance de 
a section non renforcée % 

Mode 3 -____̂  \fr y ^ 

Ne / 

Mode l-^~^^ 

Mfl 

Nr\/S^ 1 M JrJT 

No 

ÔNQ 

^ Mode 2 

N 
. . . . _ . ..„ . - ^ 

Figure 3-7 Critère de résistance de la section renforcée longitudinalement 

Sur la figure 3-7 sont également représentés les modes de rupture correspondant au critère ; 

• le mode 1 est relatif à une rupture de la 

section de bé ton , ainsi que de 

l'armature en compression. 

Ux 

a/u><~ô 

• le mode 2 correspond lui à une rupture L::;;:;;,:.:„: 

simultanée de la section de béton, ainsi :{:{:|:j:|:r_ 

que de l'armature sollicitée cette fois t;rî':'"""-":' 

en traction. 

Ux 

o/co>-8 
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ux 

• le mode 3 est obtenu par une rupture 

de la section de béton seule, l'armature 

n'atteignant ses limites de tension, ni 

en traction, ni en compression. 

On notera que l'on obtient des résultats similaires concernant les modes de rupture dans le 

des sols renforcés, et des matériaux composites à fibres (voir de Buhan et al , 1989). 
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3. La problématique de l'effort tranchant 

Comme on l'a vu précédemment, il est possible de formuler puis de résoudre un problème 

auxiliaire de calcul à la rupture permettant de déterminer le critère de résistance en flexion composée 

d'un milieu curviligne. On va dans cette section s'intéresser à la possibilité de formuler un tel critère 

incluant cette fob également une dépendance vis-à-vis l'effort tranchant. Ce problème a été abordé par 

de nombreux auteurs pour des poutres homogènes constituées de matériaux obéissant à des critères 

de von Mises ou de Tresca (Green, 1954 ; Drucker, 1956 ; Hodge, 1957 ; Neal, 1961) et plus récemment 

(Guessab et Turgeman, 1991), dans le but de déterminer des courbes d'interaction entre moment 

fléchissant et effort tranchant. Ces auteurs déterminent de telles courbes en étudiant la résistance 

d'une poutre simplement appuyée soumise à une flexion trois points (ou des poutres encastrées). La 

courbe d'interaction est alors déterminée en faisant varier les dimensions géométriques de la poutre, 

ce qui modifie le rapport entre le moment fléchissant et l'effort tranchant. 

Cependant, l'existence d'un critère de résistance prenant en compte l'effort tranchant qui soit 

indépendant des dimensions longitudinales de la poutre n'est pas vraiment établie. En effet, on 

conçoit facilement que du fait que l'effort tranchant et le moment fléchissant sont liés par les équations 

d'équilibre du milieu curviligne, l'existence d'un critère ne dépendant que des caractéristiques des 

sections droites n'est pas assurée. On va dans la suite postuler l'existence d'un tel critère f(M,N,V) puis 

considérer un problème simple de flexion quatre points d'une poutre renforcée iongitudinalement 

(voir figure 3 - 8). Dans ce cas particulier, on conclura à l'impossibilité de mettre en évidence un tel 

critère, en examinant le comportement des solutions lorsque l'élancement de la poutre devient grand. 

Cet exemple nous permettra de montrer que l'on est incapable, dans ce cas précis, d'exhiber un 

comportement asymptotique liant le milieu curviligne et un modèle tridimensionnel, dans le cadre du 

calcul à la rupture. 

Considérons une poutre rectangulaire de hauteur h, largeur b, renforcée Iongitudinalement 

par une armature de résistance N0. La poutre est constituée d'un matériau de Coulomb tronqué en 

traction, de résistance à la compression a0 et à la traction T. Cette poutre est soumise à la flexion 

quatre points présentée sur la figure 3-8. On recherche la valeur de la charge de ruine P de cette 

poutre. 
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Figure 3-8 Flexion quatre points 

Dans le cas présenté, on est dans l'impossibilité de résoudre de manière analytique le 

problème. On considère donc l'approche cinématique représentée sur la figure 3 -9. On suppose qu'un 

bloc délimité en partie supérieure de la poutre par les points d'application des charges et de côtés 

inclinés à a sur l'horizontale est animé d'un mouvement de translation verticale de vitesse V. On 

suppose la continuité du champ de vitesse entre le béton et l'armature. 

7777? 7777} 
Figure 3 -9 Approche cinématique par blocs 

On calcule la puissance des efforts extérieurs Pe. 

(30) Pe» = 2PV 

La puissance résistante maximaleP ™x se réduit à la contribution du béton, car la discontinuité de 

vitesse au niveau de l'armature longitudinale est perpendiculaire à celle-ci (voir la formule (10) ). On 

obtient donc : 

(31) p maïc 
1 res = bJjcB(n/V) dl 
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Après calculs, on obtient en utilisant la formule (7) : 

(32) P r = V(bhac ^ + 2 b h T .""**** ) K ; m \ c sma (l-sm(p)sinct ' 

K 

sous les conditions a < — - ip (pertinence de la discontinuité de vitesse) et h cot a < a (condition 

géométrique). 
On obtient alors une majoration de la charge extrême P : 

^ „ , , 1-cosa , , „ cosa-sinœ h % 
(33) P+ < Pj = bhac — +bh7-r-.—rrr— pour a r c t a n - < a < ^ - ffl 
v ' i c 2 s i n a (l-sincp)sina v a 2 T 

Cette fonction de l'angle a est décroissante, si bien que la plus petite borne supérieure est 
h 

donnée par a= arctan—. Supposons maintenant que la résistance à la traction du béton soit nulle 
(T=0), et effectuons un développement de P, lorsque h est petit devant a (cas de la poutre élancée). On 

a : 

Vh2 + a2 - a , , h 
(34) P, = bh0 c ^—~- h « bhcrc — 

2h - -» 0 4a 

Ceci entraîne que : 

(35) P +
h < bhCTc — +o(h/a) 
—-> o 4a 
a 

Comparons maintenant ce résultat avec une approche de type milieu curviligne du même 

problème (voir figure 3 - 10). On suppose que le critère de résistance d'un tel milieu curviligne est 

défini, pour un effort normal nul (c'est le cas considéré) par la fonction f(M,V). 
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Figure 3-10 Approche de type milieu curviligne 

Compte tenu de l'analyse statique illustrée par les diagrammes de la figure 3 -10, on montre 

aisément par un raisonnement de convexité que le critère ne peut être atteint qu'en les points M¡ i=l,3 

représentés sur la figure 3 -10 et dont les efforts intérieurs (V, M) correspondants sont représentés sur 

la figure 3 -11. 
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M=aV 

Figure 3-11 Critère de résistance dans le flan (V, M) 

En notant MfI la résistance à la flexion de la poutre en l'absence d'effort tranchant et d'effort 

normal (voir figure 3 - 7), et P* la charge extrême obtenue par un calcul de type milieu curviligne, un 

raisonnement de continuité immédiat montre que lorsque a devient grand devant les dimensions 

transversales de la poutre (poutre élancée), sur le diagramme (V, M) les représentations des points M, 

et M2 tendent vers le point de coordonnées (0,Mfl) et celle de M3 tend vers le point (0,0) si bien que l'on 

a : 

(36) 
h/a->0 

Ma 

En utilisant la valeur de la résistance en flexion simple calculée dans la première partie du 

chapitre et donnée par la formule (29), on montre aisément, que l'on a pour T = 0 : 

(37) 
Nn 

Mn = N0db(l- 2 ^ ~ ) pour N0 < dö c 

Comparons maintenant les résultats de (35) et (36). L'examen de ces deux formules montre que 

p o u r certaines valeurs de la résistance de l 'armature longitudinale, on peut obtenir une 

incompatibilité. En effet, même si les deux expressions présentent la même dépendance par rapport à 

ia variable a, on remarque que l'approche cinématique (35) fournit une borne supérieure qui ne 

dépend pas du renforcement longitudinal N0, Ceci est dû au fait que dans le mécanisme choisi, 

l'armature ne subit aucune extension longitudinale. On note également que si l'on fixe par exemple les 

96 



valeurs N0=dac et d=0,9 h, l'approche cinématique tridimensionnelle (35) fournit une valeur inférieure 

(0,25 bh2Gc/a contre 0,405 bh20c/a) au calcul effectué par l'approche de type milieu curviligne (36). 

Ceci est dû principalement au fait que la résistance à la traction du béton T a été choisie nulle, si bien 

que la valeur de la fonction nB(n ; V) tend vers zéro, dans la famille de mécanismes envisagés (l'angle a 

tend vers 0). Ceci permet d'obtenir des charges extrêmes tendant également vers zéro, lorsque 

l'élancement tend vers l'infini. Un second facteur explicant ce phénomène est l'anisotropie induite par 

le renforcement longitudinal, qui explique que l'on puisse modifier la résistance à la flexion de la 

poutre, sans améliorer la résistance vis-à-vis du mécanisme envisagé. 

Ce résultat a priori paradoxal réfute dans ce cas extrême, toute possibilité d'exhiber un critère 

de résistance d'un tel milieu curviligne, prenant en compte l'effort tranchant. En effet un tel critère s'il 

existait, fournirait, comme on l'a montré, une valeur de la charge extrême égale à P* (calcul effectué 

sans influence de l'effort tranchant) lorsque a devient grand devant h (car l'effort tranchant devient 

négligeable devant le moment de flexion). Or l'approche cinématique tridimensionnelle proposée 

fournit une borne supérieure de la charge extrême inférieure à P*, qui serait donc incompatible avec le 

calcul par le modèle de type milieu curviligne. 
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Conclusion 

On peut dire que même si le résultat obtenu ne présente pas de caractère de généralité, 

l'exemple précédent a permis de montrer que l'existence d'un critère de résistance de la forme 

f(M,N,V) permettant un passage d'une description tridimensionnelle au modèle milieu curviligne n'est 

pas assurée. L'existence d'un comportement asymptotique lorsque l'élancement des poutres augmente, 

est certainement soumise à des conditions portant sur les paramètres de résistance des matériaux, 

conditions qu'une étude théorique plus complète permettrait sans doute de déterminer. On a vu 

également que dans le cas examiné de la flexion quatre points, la résistance à la traction du béton ainsi 

que l'élancement des poutres considérées jouaient un rôle crucial dans l'adéquation entre le modèle 

milieu curviligne et le problème initial. Les résultats présentés ici montrent de façon claire certaines 

limites d'un modèle de type milieu curviligne, ainsi que la nécessité de recourir à une modélisation bi-

ou tridimensionnelle des structures. Ceci nous amène donc à utiliser des moyens numériques de calcul 

des charges extrêmes. Un des premiers objectifs en sera la détermination du domaine de validité de la 

modélisation par les milieux curvilignes, question laissée en suspens dans ce chapitre. Ce sera 

également un moyen d'analyse pour les geometries où une telle modélisation ne s'applique plus. On 

présente donc dans le chapitre suivant les méthodes numériques employées. 
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Chapitre 4 

Mise au point d'une méthode numérique 

par la programmation linéaire 
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Introduction 

Comme on l'a vu dans les chapitres précédents, la mise en œuvre analytique du calcul à la 

rupture se révèle souvent difficile, notamment lorsqu'il s'agit de traiter des problèmes définis sur 

des geometries complexes. La mise au point de méthodes numériques destinées à évaluer le 

comportement à la ruine des structures s'avère donc nécessaire si l'on souhaite utiliser la théorie 

du calcul à la rupture. Dans ce cadre théorique, de nombreuses formulations numériques ont été 

proposées pour la résolution de problèmes en déformation plane. Pour la plupart, ces formulations 

se fondent sur la méthode des éléments finis (Frémond et al., 1974 ; Delbecq et al , 1977). Des 

formulations de l'approche cinématique grâce à une "régularisation viscoplastique" du critère de 

plasticité ont été également mises en œuvre (Friàa, 1978 ; Guennouni et Le Tallec, 1982), toujours 

dans le cadre des éléments finis. Récemment, une nouvelle formulation numérique de l'approche 

cinématique a été développée dans (Maghous, 1993), et (de Buhan et Maghous, 1995), pour évaluer 

les charges de ruine de structures constituées de matériau de Tresca ou von Mises. Cette dernière 

formulation repose sur l'utilisation d'un potentiel-vecteur destiné à ramener le problème de 

minimisation initial à une optimisation sans contraintes. 

Parallèlement aux méthodes évoquées précédemment, ont été développées des 

formulations numériques du calcul à la rupture fondées sur la programmation linéaire (Ceradini et 

Gavarini, 1965 ; Pastor 1978, 1983 ; Turgeman, 1983 ; Sloan, 1988, 1989). Ces méthodes ont été 

utilisées dans leurs débuts, surtout pour le dimensionnement de structures formées de poutres ou 

de dalles, mais ce n'est que récemment qu'elles ont pu être appliquées à des calculs de structures 

bi- et tridimensionnelles, ceci grâce notamment à l'augmentation de la capacité de calcul des 

ordinateurs modernes, et à l'optimisation des codes industriels de résolution. Ces techniques ont 

généralement été appliquées à l'étude de problèmes de stabilité d'ouvrages de géotechnique. Les 

méthodes présentées ici s'inspirent largement de ces travaux. 

Le principe de la formulation numérique adoptée repose sur la possibilité de "linéariser" 

les critères de résistance des matériaux constituant le système, c'est à dire de trouver un convexe 

dans l'espace des contraintes, délimité par des portions de plans (un polytope), qui approche le 

convexe initial de résistance des matériaux mis en jeu. On montre alors que la discrétisation de 

l'espace des champs solutions, tant dans l'approche statique (Pastor, 1983) que dans l'approche 

cinématique (Turgeman, 1983), permet de réduire le problème initial d'optimisation sous 

contraintes non linéaires à la résolution d'un programme linéaire, dont le traitement numérique est 

beaucoup plus aisé. Le principal avantage de la méthode est alors de fournir un encadrement 

rigoureux des charges extrêmes du système étudié, ce qui n'est pas le cas pour une méthode de 

calcul d'évolution de type élasto-plastique, qui ne peut fournir que des estimations de cette valeur. 

L'outil numérique qui a été développé permet donc de déterminer des bornes inférieures et 

supérieures des charges de ruine de structures en béton armé modélisées en contrainte plane, au 
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moyen du calcul à la rupture. Dans le cadre de la modélisation présentée dans le chapitre deux, on 

décrit les armatures soit au moyen de la modélisation mixte en adoptant une formulation 

différente de celle mise au point dans (Ciss, 1985), soit grâce à l'emploi d'un critère de résistance 

homogénéisé du béton pour des distributions régulières d'armatures (notamment pour les 

armatures transversales). La prise en compte de ce critère homogénéisé modifie légèrement la 

formulation numérique si bien que dans la suite, on présentera la méthode dans le cas le plus 

général, c'est à dire en considérant un critère homogénéisé du béton. Le cas du matériau homogène 

représente une simplification du cas présenté et s'en déduit donc aisément. 
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1. Approche statique 

L'approche adoptée est formulée pour des éléments finis triangulaires. On impose de plus 

au maillage de la structure, que les armatures représentées par la modélisation mixte (décrites de 

manière discrète) soient localisées aux interfaces entre des éléments situés de part et d'autre de 

celles-ci, c'est à dire qu'aucun élément fini ne les traverse. Il est à noter que le maillage 

bidimensionnel ainsi défini, induit naturellement un maillage en éléments finis linéiques des 

armatures. D'un point de vue pratique, on définit les armatures comme une suite de segments 

(interfaces entre éléments), à laquelle est affectée la valeur de la résistance à la traction (la 

résistance d'une armature est supposée constante dans chaque élément linéique, mais il est 

possible de la faire varier d'un élément à l'autre afin de représenter, par exemple des lits de 

longueurs différentes). 

\Armature 

Figure 4-1 Maillage d'une poutre 

On suppose totalement déterminées les capacités de résistance des armatures (leur limite 

en traction), et du béton (résistance à la compression, à la traction et angle de frottement interne) 

ainsi que le mode de chargement de la structure. Nous considérons ici le cas d'un seul paramètre 

de chargement Q. L'approche statique définit la charge extrême Q* par une maximisation sur les 

champs de contrainte. Le principe de l'approche numérique consiste à rechercher la valeur 

maximale de la charge extrême en explorant une sous-classe de champs mixtes de contrainte, qui 

soient statiquement admissibles avec le chargement et vérifient en tout point les critères de 

résistance des matériaux considérés. Grâce à une linéarisation préalable des critères de résistance 

des matériaux, on ramène ce problème à la résolution d'un programme linéaire. 
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1.1 Description des champs de contrainte 

Les éléments finis adoptés sont des triangles à trois noeuds, dont les fonctions 

d'interpolations N¡(x,y) sont linéaires. Afin de prendre en compte un critère de résistance 

homogénéisé du béton, en s'inspirant de la formulation de (Pastor et Abdi, 1989 ; Abdi, 1992 ; Abdi 

et al., 1994) on introduit en plus des trois composantes {£„, E, r 2 ,̂} du tenseur bidimensionnel Z 

des contraintes macroscopiques, une quatrième variable a, si bien qu'à chaque nœud est attribué le 

vecteur : 

(1) P?J = {^¿,2^,2^, &) 

L'interpolation du champ de contrainte permet donc d'écrire, dans chaque élément : 

3 
(2) ÍIe} = lN i(x,y){I i} 

i=l 

où l'on note {Ee} = { Exx (x,y), Sxy(x,y), Zyy(x,y), o(x,y) } le vecteur des composantes du champ de 

contrainte et du paramètre a, dans chaque élément. 

On forme alors le vecteur {£} des inconnues du problème : 

(3) m= © {£} 
i=l, n 

où © désigne le symbole de la somme vectorielle et n le nombre de nœuds (trois par triangle). 

Dans la formulation adoptée, chaque nœud géométrique est dédoublé, ce qui autorise les 

discontinuités du champ de contrainte. Il a été en effet constaté que numériquement, il est 

préférable, voire indispensable dans certains cas, d'autoriser ces discontinuités. 
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Comme les fonctions d'interpolation sont linéaires dans chaque élément, ces données 

suffisent à déterminer complètement le champ de contrainte dans toute la structure. De même que 

dans l'exemple d'illustration du bloc renforcé présenté au chapitre deux, on déduit le champ de 

tension dans les armatures de la donnée du champ de contrainte, par intégration des équations 

d'équilibre (4) reliant ces deux champs : 

(4) 

' 'dN 
7k<s)+iftJ(s)=0 

dV 
¿Ê<s)+|PUI(sM> 

ï 
où [RD = R2 -Ri représente la discontinuité du champ R au passage de l'armature (voir la figure 

4-2) dans le sens de la normalen, et Y.^ et Snt les composantes normale et tangentielle du vecteur 

contrainte appliqués à l'armature (c'est-à-dire 2^ = n.E.n et 2^, = n.Z.t). L'orientation des vecteurs i 

et n se fait de manière cohérente avec le choix du sens de variation de l'abcisse curviligne le long 

de l'armature (t et n forment une base directe). 

Armature 

Figure 4-2 Discontinuité au passage de l'armature 

1.2 Principe de la méthode 

12.1 Calcul de la charge extrême 

On explore la classe de champs mixtes de contrainte discrétisés définis dans le paragraphe 

précédent. Afin de mettre en œuvre l'approche statique du calcul à la rupture, on est amené à 

imposer les conditions suivantes sur les champs de contrainte. 
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Equilibre 

(a) conditions d'équilibre à l'intérieur de l'élément. 

(b) conditions d'équilibre entre éléments (continuité du vecteur contrainte). 

(c) conditions aux limites en efforts. 

Résistance 

(d) vérification du critère linéarisé en tous les sommets des éléments (le critère de 

résistance du matériau étant convexe, cette condition est nécessaire et suffisante à ce 

que le champ de contrainte soit admissible dans tout l'élément). La linéarisation 

adoptée est donnée dans l'annexe trois. 

(e) vérification des conditions de résistance des armatures. 

D'après le type d'éléments adoptés, les conditions (a) à (c) s'expriment aisément sous forme 

de conditions linéaires. La condition de résistance (d) ayant déjà été linéarisée, il nous reste à 

linéariser la condition (e). 

D'après les équations d'équilibre (4) du milieu curviligne, comme la variation des 

contraintes est linéaire dans chaque élément fini, l'effort normal N(s) varie de manière quadratique 

par rapport à l'abcisse curviligne, dans chaque élément linéique d'armature. 
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Éléments linéiques 
d'armature 

Figure4-3 Eléments linéiques d'armatures 

En numérotant les éléments linéiques d'armature selon un sens de parcours arbitraire, et 

en effectuant un changement de variable sur l'abcisse curviligne, dans l'élément i (reliant les 

nœuds A¡ et B,) la distribution de l'effort normal se met sous la forme suivante : 

(5) Nj (s)= a¡ s2 + b, s + c¡ s e [0,1] 

où les coefficients du polynôme sont des fonctions dépendant linéairement du champ de 

contrainte de part et d'autre de l'armature. 

On obtient par intégration des équations d'équilibre (4) les valeurs des coefficients a¡ et b¡ 

en fonction des contraintes aux nœuds adjacents. La valeur des coefficients c¡ est donnée par la 

relation de récurrence exprimant la continuité de l'effort normal entre deux éléments linéiques 

successifs de la même armature. On obtient alors facilement les expressions suivantes pour les 

coefficients a¡, b¡, et c¡ : 

r M, 

(6) 

(Ait, A U " Ait, Ai , l + *-nt,Bi,2" At,Bi, l) 

) b ¡ = A j B , \Au,Ai. i— Ait.Ai.2/ 

vq = aM + b M +c¡.i et c0 = 0 
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D'après le critère de résistance des armatures choisi au chapitre deux, il est nécessaire de 

vérifier le long de chaque armature une condition du type : 

(7) V s e [0,l] ,0<N(s)<N0etM = V=0 

Les deux dernières conditions sont assurées grâce aux équations d'équilibre, en imposant 

la continuité de la composante normale du vecteur contrainte £„„, ce qui permet d'assurer que 

l'effort tranchant et le moment fléchissant restent nuls dans les armatures. Quant à la première, elle 

se ramène d'après la variation de la tension (5) le long d'un élément, à imposer deux conditions de 

la forme : 

(8) V s e [0, l],P(s)=as2+bs + càO 

On peut tout d'abord faire quelques remarques sur la structure de l'ensemble C des points 

de l'espace (a, b, c) vérifiant la condition (8). Ce domaine est clairement convexe, puisque si : 

V s e [0,1], aj s2 + ̂  s + q > 0 

V s € [0,1], a2 s
2 + b2 s + c2 > 0 

alors V X e [0,1], on a : 

V s e [0,1], (X a, +(1-À)a2)s? +(k bx +(1-A,)b,)s + (X c, +(1-X)c2)> 0 

De plus il est clair que la frontière dC de l'ensemble C est un cône de sommet O. Cette 

frontière est formée des points tels que Min (as2 + bs + c) =0 
se [0,1] 

Pour construire la linéarisation recherchée, on va appuyer une suite de plans sur 9C. On 

étudie donc cette surface. 

Si a < 0, alors le minimum de P(s) est atteint en 0 ou en 1, sinon celui-ci est atteint en - —— 
b2 2 a 

et vaut c - —— . Tout point de C doit donc vérifier les deux conditions a + b + c > 0 e t c > 0 . Si 
b 4 a b2 

- —— € [0,1], ce point doit vérifier c - —— > 0. La surface constituée des points (a, b, c) tels que 
b2 = 4 ac et - ——e [0,1] est un cône de sommet O. Afin de définir les plans recherchés, on 

¿. a 

construit donc une suite de droites passant par O et incluses dans cette surface. Ce sont les droites 

D¡ définies par : 

(9) 
b=-2a-

P 

c=a(î-)2 
0 < i < p 
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Les droites de la famille D¡ passant toutes par le point O, on construit alors la famille de 

plans qui s'appuient sur les couples (D¡. j ; D¡) pour 1 < i < p. Ce sont les plans d'équations : 

(10) 2 i (i-1) a + (2 i - l)p b + 2 c p2 = 0 

On obtient donc par ce procédé, grâce à la convexité de l'ensemble C, une linéarisation par 
l'intérieur de la condition (8) : 

(11) 

"a + b + c àO 

c>0 

2i(i-l)a + ( 2 i - l ) p b + 2 c p 2 à 0 , l<i<p 

Cette linéarisation du critère de résistance constitue une bonne approximation de la 

condition (8), même pour des valeurs de p assez réduites (de l'ordre de 2 ou 3). 

C 10+ 
Critère initial 

Critère linéarisé 

Figure 4-4 Linéarisation du critère (p=2) 
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On peut donc, en combinant (6) et (11), formuler la condition de résistance des armatures 

(e) sous une forme linéaire. On regroupe alors toutes les conditions linéaires portant sur le vecteur 

{£} et assurant le respect de l'équilibre ainsi que des critères de résistance. 

D'après la définition du mode de chargement, le paramètre de chargement Q est une forme 

linéaire des inconnues, si bien qu'on peut l'écrire sous la forme suivante : 

(12) Q=(Q}.{5:) 

Le problème de calcul à la rupture initial se ramène alors au programme linéaire suivant : 

Maximiser 

sous les contraintes : 

Q = {Q}.{2] 

[E] . m = {0} 

[R] • Œ < {B} 

(E S. A. avec Q) 

(équilibre) 

(résistance) 

où le vecteur [T.] représente le vecteur des inconnues du problème et les matrices [E] et [R] 

expriment respectivement les conditions d'équilibre (a), (b), (c) et le critère de résistance des 

matériaux (d) et (e). 
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2. Approche cinématique 

La mise en œuvre numérique de l'approche cinématique en calcul à la rupture présentée ici 

est inspirée des travaux de (Turgeman, 1983), et permet de la même manière que pour l'approche 

statique, de ramener le problème initial de minimisation d'une fonctionnelle non linéaire sous 

contraintes non linéaires à la résolution d'un programme linéaire. Cette méthode a été complétée 

de manière à pouvoir traiter des problèmes utilisant la modélisation mixte, et en incluant 

éventuellement la prise en compte, par la méthode d'homogénéisation, de renforcement par 

armatures transversales. 

Afin de clarifier la présentation, on détaille en premier lieu le principe de l'approche 

numérique dans le cas du matériau homogène, puis dans une deuxième partie, on précise la mise 

en œuvre de la modélisation mixte dans le cadre de cette approche. 

2.1 Description des champs de vitesse considérés 

De même que pour l'approche statique, un maiHage formé de triangles est adopté. (Dans le 

cadre de la modélisation mixte, celui-ci est soumis aux mêmes conditions concernant la disposition 

des éléments par rapport aux armatures, si bien qu'il est possible d'utiliser un même maillage pour 

les deux approches). 

Dans chaque élément fini, le champ de vitesse est linéaire, et les discontinuités de vitesse 

sont permises entre éléments adjacents, si bien que l'on a dans chaque triangle : 

3 
(13) iu^lHCM'HuJ 

i=l 

où les fonctions N¡(x,y) sont les fonctions d'interpolations linéaires introduites précédemment, les 

vecteurs {u¡! les vecteurs vitesse aux nœuds correspondants, et où l'on note ¡uB} = (ux(x,y) ; uy(x,y)J. 

On forme ensuite le vecteur |U| définissant le champ de vitesse : 

(14) {U} = © M 
i=l,n 
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2.2 Principe de la méthode 

Afin de simplifier la présentation, on se place ici aussi dans le cas d'un chargement défini 

par un seul paramètre Q, la généralisation au cas à n paramètres ne présentant pas de difficulté 

majeure. On présente dans la suite la méthode qui permet de ramener la formulation de l'approche 

cinématique à la résolution d'un programme linéaire, dans le cas d'un matériau homogène. On se 

reportera à (Turgeman, 1983) pour plus de détails. Les modifications apportées pour l'application 

de la modélisation mixte seront explicitées dans le paragraphe suivant. 

Considérons un champ U de vitesse correspondant au vecteur {U} des vitesses nodales 

défini par (14). 

On utilise la définition cinématique de la charge extrême : 

(15) Q + = Inf { P r ( U ) ; q ( U ) = l } 
U C . A . 

D'après la définition du mode de chargement, la puissance des efforts extérieurs 

est une forme linéaire du champ de vitesse virtuel U. Ce dernier étant une fonction linéaire du 

vecteur valeurs nodales des vitesses (U}, il s'ensuit que q(U) également. On peut donc le mettre 

sous la forme suivante : 

(16) q(U) = {q}.{U} 

On est donc ramené à la minimisation de la fonction (non linéaire) puissance résistante 

maximale sous une condition linéaire, par rapport au vecteur des inconnues {U}. On évalue alors 

dans le cas des éléments finis adoptés l'expression de P ™* (U). On note nel le nombre d'éléments du 

maillage, S¡ leur surface, et nin, le nombre d'interfaces Ij entre les éléments. Le champ de vitesse 

étant linéaire dans chaque élément, le taux de déformation d est constant si bien que l'on obtient 

pour la puissance résistante maximale l'expression suivante : 

"el nint f 

(17) P ™" (U) = I S, 7CB&) + S jcfo, DXIBB) ds 
i=l ~ j=l Jl> 

Comme la fonction 7tB(n, V) est convexe par rapport à V, et que HIBD varie linéairement le 

long d'une interface I¡ entre deux éléments, on établit la majoration suivante : 

(18) JL %(% ŒUBE) ds < j tafoj , 0Ulfl)+ **,(% Bill)) lj 

où l'on note í¡ la longueur de l'interface L et DÜ'J, i=l,2 la discontinuité du champ de vitesse virtuel 

aux deux extrémités de l'interface j . 
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De cette dernière majoration, on déduit alors aisément la majoration suivante de P ™ : 

(19) P ~" (U) S £ S¡ «.oí) + I J(*»<% IttiiB) + *B(ÜJ, mil)) 1, 
i=l j=l 

Supposons maintenant que l'on dispose d 'un critère linéarisé Gn pour le matériau 

constitutif. Ce critère est choisi de sorte que G c Gn. On définit alors l'appartenance à G„ par les 

inégalités suivantes, en identifiant le tenseur de contraintes macroscopique X et le vecteur 

{£} = {Zxx, Zyy, 2xy}, de ses composantes dans un repère fixe : 

(20) | e G n « { E } . { c i } < b i , l < i < n soit I eGn<=> [C].{I} < {b} 

où l'on note [C] la matrice formée des n vecteurs lignes {c¡} et{b} le vecteur des constantes b¡. 

Le critère de résistance linéarisé étant choisi de telle manière qu'il contienne le critère 

original, la fonction d'appui associée à ce critère, notée nn, est supérieure à la fonction d'appui nB 

du convexe d'origine. On identifie alors le tenseur de taux de déformation d et le vecteur 

{d) = (dxx, dyy, 2dxy) de manière à avoir S:d = {£}.(d}. On peut ainsi définir la fonction nn par : 

(21) Jin({d}) = Sup Z:d 
Z e G n ~ -

= Sup lZ}.{d} 
[CMljsibf 

En utilisant un résultat classique de dualisation en programmation linéaire, on peut 

donner la définition duale équivalente de ia fonction jin, en introduisant le vecteur i formé des 

variables duales X¡, 1 < i < n : 

(22) î i n ( d > Sup {Ij.{d} 
" [CUD s Ib) 

= Inf {b|.{d} 
'[C].(M = Id} 

{XJÄQ 

Il est à noter que les deux conditions '[CJ.fÀ.} = {d} et {Xj > Q s'interprètent géométriquement 

de manière très simple. Elles traduisent le fait que le vecteur {dj appartient au cône des normales 

au critère G„. 
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Cette dernière écriture permet compte tenu de la minoration de nn(d) par icB(d) (resp. de 

Jtn(£LV) par JCB(n,Y) ), de reformuler la majoration (19) de la puissance résistante maximale sous la 

forme : 

(23) P r (U) < I S; Inf ({b}. (dj) + I | ( Inf ({£}. {U|}) + Inf ({1}. pj}) 
i=l '[Cl-ftMdJ ]=i ¿ '[H].{X;} = (UJ| 1HHXÍ)={U¿| 

WMO) UÎUiO} {xj}i{0) 

où l'on note f[H](nj) et {fj} la matrice et le vecteur des seconds membres, associés à la fonction 

nJOj, U) et {U¡} le vecteur associé à la discontinuité de vitesse Quai. 

En pratique, on préfère, comme dans le chapitre deux, définir le domaine G£ des vecteurs 

contraintes admissibles T sur une facette de normale n_=cosa e, +sina ê  et interpréter la fonction 

îtn(dj, U) comme étant Sup (T. V). On procède alors à la linéarisation de G£ , qui est présentée dans 

v * • I e 6 S 

1 annexe trois. 

On complète alors l'approche en majorant de nouveau la puissance résistante maximale de 

la manière suivante : 

(24) P ~* (U) < P J£ (U) = Inf. ( J Si {b}.{dj+ £ i({f}. jU}}+ {f}. JU¿}) 
{UhíUIXjLUj} i=1 H

 z 

sous les conditions linéaires suivantes : 

(25) 

ÏC]. W = (d.) 

milK) = {Uil 1 < i < rw, 1 < j < r w k=l, 2 

On forme alors le vecteur {A} des multiplicateurs : 

(26) {A) = ( © (AJ)©( © {K)) 
i=l, n j=l, p 

k=l,2 

ainsi que le vecteur des inconnues du problème : 

(27) {V} = {U} © {A} 

On notera également que les opérateurs de dérivation spatiale et de transposition d'une 

matrice étant linéaires, les tenseurs dL (constants dans chaque élément), sont des fonctions linéaires 

du vecteur {U}. 
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Sous la forme précédente, il apparaît alors que l'on obtient une approche cinématique du 

problème initial qui conduit à la résolution d'un programme linéaire, en utilisant la majoration (24) 

sous les conditions linéaires (16) et (25). Ce programme linéaire peut se formuler de la manière 

suivante : 

Minimiser 

sous les contraintes : 

P«({V}) = {P}.{A} 

[S].{VJ = {0} 

{qMUj = 1 

ÍM â {0} 

où [S] est la matrice regroupant les conditions de pertinence (d'admissibilité) du champ de vitesse. 

Il est à noter que la valeur de la fonctionnelle P |¡£ obtenue, n'est égale à la puissance 

résistante maximale du champ de vitesse considéré que dans le cas où la substitution de l'intégrale 

curviligne correspondant au terme de discontinuité par la demi-somme des valeurs extrêmes 

n'introduit pas de différence. Ceci correspond au cas où les multiplicateurs {X[} et {X'2} sont 

colinéaires, ce qui est très souvent vérifié dans la pratique. 
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2.3 La modélisation mixte 

On s'intéresse maintenant au cas de la modélisation mixte, en décrivant les modifications à 

apporter dans la formulation numérique de l'approche cinématique. Elles tiennent en deux points 

principaux : l'ajout de variables cinématiques pour définir le champ mixte de vitesse, et le calcul de 

la puissance résistante maximale du système. 

23.1 Champ de vitesse dans les armatures 

On complète la description cinématique par la donnée du champ de vitesse virtuel des 

armatures. Le critère de résistance adopté ne portant que sur l'effort normal, on n'attribue pas de 

rotation de la microstructure aux éléments d'armatures (on se restreint à un modèle "fil"). 

Le champ de vitesse virtuel adopté est linéaire par morceaux, le long de chaque armature, 

avec la possibilité de discontinuités de vitesse entre deux éléments linéiques, On obtient donc dans 

l'élément linéique reliant les noeuds i et j d'abcisses curvilignes s¡ et Sj, l'expression suivante du 

champ de vitesse : 

(28) {UA}=ff{U1)+f^{U j» 

où {U¡} et ¡Uj} sont les vitesses aux nœuds i et j et (UJ ={Ux(s), Uy(s)}. 

Il est à noter que la formulation adoptée permet de prendre en compte d'éventuelles 

discontinuités de vitesse entre le béton et les armatures, et de pouvoir ainsi considérer un critère 

de résistance de l'interface. On se limite ici au cas d'interfaces parfaitement adhérentes entre les 

armatures et le béton, ce qui revient à considérer comme critère d'interface le critère de résistance 

du béton. 

On forme ensuite le nouveau vecteur {U} définissant le champ mixte de vitesse : 

(29) {U} = ( © {11 ,1)0(0 {Uj}) 
i=l, n j=l, p 
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232 Evaluation de la puissance résistante maximale 

Dans le cas du domaine de résistance adopté pour les armatures (voir chapitre deux), le 

critère de résistance est déjà défini par des conditions linéaires. On adopte donc la même 

procédure que dans le cas du matériau homogène pour obtenir une formulation linéaire du terme 

de la puissance résistante maximale provenant des armatures. 

La fonction JCA est alors donnée par la formule suivante (on note {t} le vecteur unitaire 

tangent à l'armature) : 

(30) KA ((t); ̂ - ) = Sup { 0 ; N0 {t}. ^ } 

= Inf {N0Xl/{t}.^-=X1-h} 
X„ A, à0 a s 

Pour le type d'éléments linéiques adoptés (variation linéaire de la vitesse dans l'élément), 

on évalue la puissance résistante maximale correspondant à un élément situé entre les nœuds i et j 

(le terme correspondant à une discontinuité de vitesse se calcule de façon analogue) : 

fs d(U 1 f$ 1 
(31) P S?, = J ' *A ({t}; - 5 ^ ) d s = J ' Sup {0 ; N0 ft}. — (ÍU^-fUJ) }ds SfSl 

= Inf ¡KUi/Stj .üUjHU,}))^-^} 
X„ Xj SO 

Dans la formulation du problème, il suffit alors d'ajouter les contributions des armatures à 

la puissance résistante maximale, ainsi que celles correspondant aux discontinuités de vitesse entre 

le béton et les armatures (ces discontinuités sont prises en compte de la même manière que des 

discontinuités de vitesse dans le béton). Le problème conserve donc la forme d'un programme 

linéaire. 
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3. Résolution 

3.1 L'algorithme de résolution 

Les programmes linéaires que l'on obtient sont résolus grâce au code industriel 

d'optimisation, XPRESS (Dash Associates, 1984-1995). L'algorithme employé par ce code est une 

variante de l'algorithme du simplexe inventé par Dantzig dans les années quarante. On trouvera 

une présentation détaillée des techniques de programmation linéaire ainsi que de l'algorithme du 

simplexe dans (Minoux, 1983). On donne brièvement dans ce paragraphe une idée intuitive du 

fonctionnement de l'algorithme du simplexe. 

Soit à minimiser la fonction z = £. x. sous les conditions linéaires [A].x < b 

Dans l'espace des & l'inégalité [A].x S h. définit un domaine convexe F, délimité par des 

plans, appelé polytope ou polyèdre (éventuellement vide, ou non bomé). 

Minimum recherché 

Figure 4 -5 Principe de l'algorithme du simplexe (dans R2) 

Le minimum de la fonction linéaire z, s'il est atteint, ne peut pas l'être dans l'intérieur de P, 

car z étant une fonction régulière, son gradient serait nul, ce qui est impossible. On montre de 
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manière algébrique, que le minimum de la fonction z ne peut en fait être atteint qu'en les points 

extrêmes (ou sommets) du polytope P (voir la figure 4 -5). L'algorithme du simpîexe consiste à 

rechercher un sommet du polytope (si ce dernier est non vide) de manière algébrique, puis à 

décrire une suite de sommets en atteignant à chaque itération une valeur inférieure pour z. On 

démontre alors que le simpîexe converge en un nombre fini d'itérations. 

En pratique, la résolution des programmes linéaires amène souvent à considérer le 

programme dual du programme initial, appelé primai. Ceci a pour but de réduire le temps de 

calcul, car il a été observé qu'il est préférable d'avoir des matrices de contraintes possédant plus de 

colonnes que de lignes. On applique donc généralement cette technique de dualisation du 

problème dans l'approche statique. 
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Conclusion 

Les deux méthodes numériques présentées permettent la mise en œuvre des approches 

statique et cinématique du calcul à la rupture dans le cadre de la modélisation mixte, et pour un 

critère de résistance homogénéisé. Nous allons donc pouvoir reprendre l'étude du problème de 

l'influence de l'effort tranchant sur la résistance des poutres au moyen de cet outil. Ce sera 

l'occasion de comparer les résultats du chapitre précédent avec une approche plus complète du 

problème, puis de nous livrer à la validation de notre modèle, grâce à la comparaison avec des 

résultats expérimentaux. Cette partie fait l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 5 

Exemples d'applications 

Validation et limitations de l'approche 
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Introduction 

Après avoir montré dans les chapitres précédents comment le dimensionnement des 

structures en béton armé pouvait s'effectuer au moyen du calcul à îa rupture, de manière analytique 

puis au moyen d'une mise en œuvre numérique, on va dans ce chapitre présenter des exemples 

d'application. On s'intéresse ici encore au dimensionnement des poutres en présence d'effort 

tranchant. Ce problème complexe est abordé tout d'abord par une étude paramétrique montrant 

l'influence des paramètres fondamentaux mis en évidence dans le premier chapitre (élancement, taux 

de renforcement longitudinal et transversal...) sur la résistance des poutres à l'effort tranchant. Dans 

cette partie, on s'interroge de nouveau sur l'importance des effets d'échelle, et sur la justification de 

l'utilisation de la théorie de l'homogénéisation pour modéliser les zones renforcées par armatures 

transversales. 

Dans une seconde partie, on mène une comparaison avec les résultats expérimentaux 

rapportés par divers auteurs. Les écarts constatés entre les résultats d'essais et les calculs effectués 

nous amènent à définir des valeurs "efficaces" pour les paramètres de résistance des matériaux à 

introduire dans le calcul. Ainsi, on montre dans un premier temps que le fait de choisir pour la 

modélisation du béton une résistance à la traction très faible, permet de retrouver les résultats obtenus 

par Kani concernant la diminution de la capacité de flexion due à l'effort tranchant, pour des poutres 

sans renforcement transversal. Dans une seconde section, on compare les valeurs théoriques calculées 

avec des essais expérimentaux de (Smith et Vansiotis, 1982). On montre que l'on obtient un accord 

satisfaisant en adoptant un coefficient de réduction pour la résistance à la compression du béton. On 

conclut cette partie par une discussion sur la légitimité de l'application de la théorie du calcul à la 

rupture au dimensionnement de ce type de structures, compte tenu du caractère partiellement fragile 

du matériau béton. 

121 



1. Étude de la poutre en flexion quatre points, sans renforcement 
transversal 

1.1 Position du problème 

On reprend dans cette partie l'étude de la résistance d'une poutre en flexion quatre points, 

abordée dans le chapitre trois. On considère une poutre rectangulaire (de hauteur h et de longueur 1) 

constituée d'un béton homogène de résistance en compression Gc et en traction T (angle de frottement 

interne <p=37°). Cette poutre (voir la figure 5-2) modélisée en contrainte plane est renforcée par une 

armature horizontale de résistance à la traction Ne par unité de longueur transversale à la figure (la 

résistance à la compression de l'armature est ici supposée nulle), située à une distance d de la face 

supérieure de la poutre. L'adhérence entre le béton et l'armature est considérée comme totale. Ne 

pouvant modéliser de charge ponctuelle dans l'approche statique du calcul à la rupture, on convient 

de définir le chargement de la structure par le biais d'une pression p uniforme appliquée sur les deux 

intervalles de longueur s placés de part et d'autre de l'axe de symétrie de la figure 5 - 2. La relation 

entre ia pression p et la charge totale appliquée P est alors donnée par : 

(1) P=ps 

Les appuis sont choisis de même largeur que la zone d'application du chargement. 

Figure 5-1 Géométrie du problème 

Il est à noter que la valeur du paramètre s (dimension des appuis et des zones d'application du 

chargement) est suffisante pour que la rupture de la structure ne survienne pas par poinçonnement. 

De plus, on a prévu une longueur d'ancrage importante pour l'armature longitudinale (longueur 

supplémentaire de l'armature située au delà des appuis) de manière à éviter les modes de rupture par 

perte d'adhérence de celle-ci. 
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On introduit alors les paramètres adimensionnels suivants dont on va dégager l'influence sur 

la valeur de la charge extrême : 

• P ~ vT paramètre d'élancement de la poutre, 

• Í» = —- taux de renforcement longitudinal de la poutre. 

1.2 Résultats 

On présente sur la figure 5 - 2 les résultats obtenus par des calculs par éléments finis (pour des 

raisons de symétrie, les calculs ne sont effectués que sur la moitié de la structure, en adoptant des 

conditions aux limites adéquates sur l'axe de symétrie : déplacement horizontal bloqué et cission 

nulle), pour l'approche statique ainsi que pour l'approche cinématique. Les calculs sont effectués pour 

les valeurs numériques suivantes : 

• c c = 20 MPa ; T = 1 MPa ; ç =37°. 

• h=0,55 m, d= 0,50 m et s= 0,20 m. 

Sur la figure 5-2, sont représentées les valeurs des pressions p extrêmes calculées par les 

approches statiques et cinématiques, en fonction de deux paramètres : le taux de renforcement 

longitudinal <I> et l'élancement p =a/h. 
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Figure 5 - 2 Résultats et comparaison des approches statique et cinématique 

Commentaires 

• On remarque tout d'abord que dans l'ensemble, l'écart entre les approches statique et 

cinématique est faible (il est toujours inférieur à 9%), Il convient même de noter que celui ci 

est presque nu l pour des valeurs de l'élancement supérieures à trois, et n'augmente 

significativement que pour les courbes correspondant à 0=0,4 et 0=0,6 et pour de faibles 

élancements (p < 3). Ceci est dû, comme on le verra dans la suite, au mode de rupture 

observé, le cas le plus défavorable correspondant à des ruptures "localisées", donc peu 

faciles à reproduire numériquement 

• On remarque également que le taux de renforcement longitudinal a une influence très 

importante sur la valeur de la charge extrême obtenue. Néanmoins, pour des élancements 

faibles, on observe que la charge extrême calculée (tant dans l'approche statique que 

cinématique) n'augmente quasiment plus entre «ï» = 0,4 et <& =0,6. 
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Figure 5-3 Approche statique : p= 1,5 ; 0= 0,4 

Figure 5-4 Approche cinématique (rupture en flexion) p - 1,5 ; 0 - 0,2 
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Figure 5-5 Approche cinématique (mécanisme de type "effort tranchant") p = 1 ; 0-0,5 

Afin de comparer les résultats obtenus par l'approche de type milieu curviligne présentée 

dans le chapitre trois et les valeurs calculées grâce à une modélisation bidimensionnelle de la 

structure, on représente sur la figure 5-6, les charges extrêmes données par l'approche statique, 

rapportées aux charges de ruine évaluées grâce au critère de flexion établi au chapitre trois. Pour 

reprendre la présentation des résultats proposée par Kani (voir le premier chapitre), on choisit de 
M 

manière équivalente de représenter le rapport r r - entre le moment extrême au droit des charges 

(calculé par la relation Mst = a s psl) obtenu par l'approche par éléments finis, et la résistance à la 

flexion Mfl calculée au chapitre trois. Dans ce dernier cas et compte tenu des conditions aux limites, 

l'effort normal est nul dans la poutre, si bien que l'on peut aisément calculer la valeur de Mfl en 

fonction du taux de renforcement. En se servant de la formule (29) du chapitre trois, il vient : 

(2) 
. , ^ w , dc&Œ+h T . h„, d$o c+h T ^ , 
Mfl =4> acd (d - - - ^ y ) + T - (h - - - ^ r - - ) pour * < 1 
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Figure 5-6 Comparaison approche milieu curviligne - approche directe 

Commentaires 

• On observe que la théorie des milieux curvilignes donne dans la majorité des cas, une très 

bonne approximation de la charge extrême (Mst /Mfl=l). Cependant, pour des valeurs 

faibles de l'élancement ("poutres épaisses"), et un taux de renforcement longitudinal 

important, on observe que le rapport entre la charge calculée par éléments finis et la charge 

calculée par la théorie des milieux curvilignes décroît. On notera d'ailleurs que la valeur du 

moment fléchissant calculé au moyen de la théorie des milieux curvilignes représente une 

borne supérieure des moments calculés par une analyse bidimensionnelle du problème. 

Ceci justifie a posteriori le terme de réduction de la capacité de flexion, qui est souvent 

employé pour décrire l'influence de l'effort tranchant. 

• On représente également les champs de contrainte obtenus (figure 5 - 3), les contraintes de 

compression étant dessinées en rouge et les tractions en noir. L'épaisseur du trait noir 

figurant l'armature est proportionnelle à l'effort de tension au point considéré. On notera 

127 



que le modèle des bielles et des tirants représente ici une bonne approximation des champs 

optimaux obtenus. On remarquera également l'influence de la zone d'ancrage de 

l'armature, où s'effectue une partie du transfert des efforts du béton vers les armatures 

(augmentation de la tension dans l'armature). 

• Au vu des mécanismes de ruine obtenus par le calcul, on peut interpréter les résultats 

précédents. Dans la majorité des cas, la poutre rompt selon un mécanisme de type "flexion" 

(figure 5 - 4), où la rupture intervient dans une zone très localisée, au droit des points 

d'application des charges ("rotules"). 

• Dans le domaine des faibles élancements, et pour des poutres dont le renforcement 

longitudinal atteint des valeurs moyennes, apparaît un deuxième type de mode de rupture 

(figure 5 - 5). Il correspond à une rupture de type "effort tranchant", où les déformations 

sont localisées dans une bande de "cisaillement" (les isocouleurs représentent la valeur de 

la fonction JtB dans l'élément). On remarque également que l'élancement minimum à partir 

duquel ce type de rupture intervient est d'autant plus grand que le renforcement est 

important. Ceci s'interprète naturellement en notant qu'en augmentant le taux de 

renforcement de la section, on augmente le moment ultime, si bien que l'on "favorise" 

plutôt une rupture par "effort tranchant". 

• On observe également que le type de mécanisme de ruine obtenu ne sollicite pas l'armature 

longitudinale (l'invariance de la charge extrême par rapport à ce paramètre est visible sur 

la figure 5 - 2). Ceci est dû au fait que dans la modélisation, les capacités de résistance des 

armatures, on néglige toute résistance des armatures à l'effort tranchant (effet de "goujon"). 

Conclusion : 

La méthode numérique proposée a permis de mettre en évidence deux modes de rupture des 

poutres. Un premier mécanisme de rupture par flexion, qui intervient majoritairement pour des 

poutres faiblement renforcées longitudinalement, ou dont l'élancement est élevé. Pour des poutres 

plus épaisses, on observe plutôt un deuxième type de mécanisme de ruine, qui peut s'interpréter 

comme un mécanisme d'effort tranchant. Le modèle proposé permet donc de déterminer les valeurs 

du renforcement longitudinal ainsi que de l'élancement pour lesquelles apparaît une réduction de la 

capacité de flexion de la poutre, due à l'effort tranchant. 

C'est donc dans ce domaine de valeurs qu'apparaît la nécessité de disposer des armatures 

transversales visant à réduire l'influence de l'effort tranchant sur les charges de ruine. 
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2. Influence de la présence d'armatures transversales sur le 
comportement à la rupture des poutres 

2.1 Effet d'échelle 

On se propose dans la suite d'étudier l'influence des armatures transversales sur le 

comportement à la ruine des poutres. Comme on l'a montré dans le chapitre deux, on peut choisir 

deux types de modélisations pour rendre compte des armatures transversales. Soit les discrétiser grâce 

à la modélisation mixte (de la même manière que les armatures longitudinales), soit adopter un critère 

homogénéisé pour le matériau "béton renforcé transversalement". Cependant, dès lors qu'on adopte 

un comportement homogénéisé, se pose la question de l'effet d'échelle, c'est-à-dire de l'erreur commise 

sur les valeurs des charges extrêmes en substituant le problème homogénéisé au problème initial. 

Cette question est en effet d'une très grande importance pratique, et elle sous-tend la validité de la 

démarche d'homogénéisation. 

Afin de déterminer pour quel domaine des paramètres d'échelle la théorie de 

l'homogénisation constitue une approximation correcte du problème initial, on se propose d'étudier 

un exemple sur une géométrie fixée, en comparant les résultats numériques obtenus grâce à une 

modélisation mixte des armatures longitudinales et transversales avec le choix d'une modélisation 

par homogénéisation des zones renforcées par armatures transversales. 

Pour ce faire, on considère le problème décrit sur la figure 5-7. On reprend les mêmes 

paramètres de résistance des matériaux que dans la section précédente, en fixant deux couples de 

valeurs pour le taux de renforcement longitudinal O et l'élancement p (respectivement i> = 0,5 et 

p = 1,0 pour la figure 5-8 puis O = 0,6 et p = 2,0 pour la figure 5 - 9). Ces valeurs correspondent dans 

le diagramme de la figure 5 - 6 à des mécanismes de ruine par "effort tranchant". 

Pour des raisons pratiques de convergence de l'algorithme et de limitation des temps de calcul 

nécesaires pour effectuer cette étude, on ne disposera les armatures transversales (dans le cas de la 

modélisation mixte de ces dernières) que dans la zone comprise entre la charge et l'appui. Ceci est 

partiellement justifié par le fait que, pour les valeurs de l'élancement et du renforcement longitudinal 

considérées, le mécanisme de ruine obtenu en l'absence de renforcement transversal était de type 

"effort tranchant". Ceci sera justifié a posteriori par les résultats obtenus. 
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Figure 5 - 7 Analyse de l'effet d'échelle 

Dans les calculs présentés, afin de pouvoir comparer les calculs en modélisation mixte avec un 

modèle homogénéisé« on choisira pour les armatures transversales, une résistance à la traction dont la 

valeur dépend du nombre d'armatures disposées. En notant l=a-s la longueur de la zone où sont 

réparties les armatures transversales (voir figure 5 - 7), et o"0 la résistance à la traction (dans la direction 
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ey) induite par les armatures transversales dans la procédure d'homogénéisation (voir chapitre deux), 

n le nombre d'armatures transversales, N, leur résistance à la traction par unité de longueur 

transversale, on a : 

(3) 
0"nl 

1 n 

Dans le chapitre deux, on avait vu que la rapidité de la convergence dépendait en grande 

partie du taux de résistance induit par les armatures. On va donc représenter l'évolution de la charge 

extrême obtenue par l'approche cinématique en fonction du renforcement transversal induit o"0. 
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Figure 5-8 Comparaison modélisation mixte-homogénéisation : p-1, <P= 0,5 
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Figure 5-9 Comparaison modélisation mixte-homogénéisation : p = 2, «2>= 0,6 

Commentaires 

• A la vue des graphiques 5 - 8 et 5 - 9, où l'on rapporte les charges calculées par la 

modélisation mixte à la valeur obtenue par la procédure d'homogénéisation (représentée 

avec la valeur e~0), on constate que les résultats fournis par la méthode d'homogénéisation 

sont en très bon accord avec les résultats obtenus par une modélisation discrète des 

armatures transversales, et l'on observe effectivement la convergence. En effet, l'écart de 

calcul entre ces valeurs est de 3'ordre de quelques pour cents, même pour des nombres très 

réduits d'armatures. 

• Dans le premier cas (figure 5 - 8), on constate que la convergence n'est pas monotone. En 

effet, il s'avère plus efficace de positionner la totalité du renforcement transversal à égale 

distance de la charge et de l'appui (£=1), que de le distribuer sur toute la longueur. 
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Figure 5-10 Mécanisme de rupture (une armature transversale) 
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Figure 5-11 Mécanisme de rupture (trois armatures transversales) 
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• On remarque également que, contrairement à l'exemple traité au chapitre deux, on 

n'observe pratiquement pas de dépendance de la rapidité de convergence avec les valeurs 

du renforcement transversal choisies. Ceci est sûrement dû au fait que les taux de 

renforcement restent faibles. Néanmoins, il est à noter que ces valeurs correspondent à des 

taux de renforcement communément utilisés dans la pratique (les taux de renforcement 

transversal dépassent rarement 1%). A titre d'exemple, la norme BAEL 91 préconise 

simplement a0 > 0,4 MPa. 

• Dans le second exemple traité (figure 5 - 9), on remarque cette fois une différence plus 

sensible (bien que l'écart reste toujours inférieur à 5 %) entre le calcul homogénéisé, et le 

cas où l'on ne dispose qu'une seule armature transversale placée à égale distance de la 

charge et de l'appui, ce dernier se révélant ici défavorable. Ceci s'interprète en observant le 

mécanisme optimal obtenu (figure 5 - 10). On remarque l'existence de deux zones de 

déformation localisée, à droite de l 'appui et de l'armature transversale. D'une certaine 

manière, dans ce mécanisme, les zones de déformation tentent "d'éviter" l'armature située 

en milieu de travée. En revanche dans les autres mécanismes observés (figure 5 - 11), les 

armatures transversales sont toutes sollicitées en traction. 

• Dans le cas précédent (figure 5 -10), on remarque que la distance entre cette armature et 

l'appui est alors de l'ordre de grandeur de la hauteur de la poutre. On rapportera cette 

valeur avec l'écartement maximum s, entre armatures transversales recommandé par le 

BAEL 91 : 

s, < Sup (0,4 m ; 0,9 d) 

Dans nos calculs, cet espacement correspond également à la valeur à partir de laquelle on 

commence à noter une différence sensible entre homogénéisation et modélisation discrète. 

Conclusion 

Les résultats numériques obtenus justifient a posteriori l'emploi de l'homogénéisation 

pour décrire les zones renforcées par armatures transversales. D'une manière générale, on 

peut observer une bonne adéquation entre les calculs effectués avec l'homogénéisation, et avec 

une description discrète des armatures. Ceci reste vrai tant que l'espacement des armatures 

transversales reste inférieur à une distance égale approximativement à la hauteur de la poutre. 

Dans le cas contraire, il est préférable d'adopter une description discrète des armatures 

employées. 
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2.2 Rôle de renforcement des armatures transversales 

Ayant justifié dans le paragraphe précédent l'emploi de la théorie de l'homogénéisation pour 

modéliser les armatures transversales, on va maintenant s'intéresser à l'influence de celles-ci sur les 

charges extrêmes calculées, ainsi que sur les modes de rupture observés. 

Pour ce faire, on considère un nouvel exemple dans lequel on fixe le taux de renforcement 

longitudinal à une valeur de «6=0,6. On représente les valeurs obtenues dans l'approche statique en 

fonction de l'élancement et du renforcement transversal, la résistance à la traction des armatures 

rapportée à l'unité d'aire transversale {voir le chapitre deux) étant notée ici a0. Le cas de référence de la 

poutre sans renforcement transversal est obtenu pour G0 = 0. 

Rupture par "flexion" 

M st/Mfl 

'effort tranchant" 

a0(MPa) 

Figure 5-12 Influence des armatures transversales 
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Commentaires 

Le graphique de la figure 5-12 illustre comment le renforcement transversal permet de 

mettre à profit la totalité de la capacité de flexion de la poutre. A partir d'une situation où 

la poutre rompt selon un mécanisme de type "effort tranchant", l'addition de renforcement 

transversal permet d'augmenter la résistance de la poutre, jusqu'à atteindre la totalité de sa 

capacité de flexion. A partir du moment où la charge correspondante est atteinte, on notera 

qu'il n'y a plus d'influence du renforcement transversal. 
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Figure 5-13 Comparaison des champs de contrainte homogénéisés avec et sans renforcement transversal 

(aB - 3 Mpa, p =2) 
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• La comparaison des champs de contrainte homogénéisés dans des poutres renforcées ou 

non transversalement (figure 5 - 23) obtenus dans l'approche statique permet de visualiser 

l'action du renforcement transversal. On observe en effet une "rotation" des directions 

principales des contraintes, par rapport aux champs obtenus dans les poutres non 

renforcées transversalement. Ceci est conforme aux observations des expérimentateurs qui 

relèvent souvent une variation de l'inclinaison des fissures observées en fonction du taux 

de renforcement transversal. 

• De plus, les contraintes observées dans la zone entre la charge et l'appui présentent une 

composante en traction (en noir sur les schémas), qui traduit l'action des armatures 

transversales. On notera également que les champs de contrainte obtenus sont en très large 

désaccord avec schémas de type bielles et tirants, qui par essence sont peu aptes à rendre 

compte d'une distribution dense d'armatures transversales. 
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3. Comparaison avec les expériences 

3.1 Poutres sans renforcement transversal : les expériences de Kani 

Comme on l'a montré dans le premier chapitre, les expériences de Kani (Kani, 1964, 1966) 

permettent de mettre en évidence la réduction de la capacité de résistance à la flexion des poutres sans 

renforcement transversal. Kani a montré que si l'on représentait le moment fléchissant ultime rapporté 

au moment fléchissant calculé par la théorie des poutres, on obtenait une surface permettant de 

visualiser cette réduction de la capacité de flexion. Celle-ci, nulle pour des faibles taux de 

renforcement longitudinal, est d'autant plus grande que ce dernier est important. Le minimum est 

obtenu selon Kani pour des valeurs de l'élancement (a/d) de 2,5. Cependant, si les résultats que nous 

avons obtenus jusqu'ici pour les poutres sans renforcement transversal (voir la figure 5-6) présentent 

bien une telle réduction de la capacité de flexion dès que la rupture se produit par "effort tranchant", la 

surface que nous obtenons par nos calculs ne possède pas la même forme que celle obtenue par Kani. 

On constate notamment que l'on n'obtient pas de ruine par effort tranchant pour des élancements 

dépassant des valeurs de l'ordre de trois, alors qu'expérimentalement, Kani observe de tels modes de 

rupture pour des valeurs nettement supérieures, ce qui induit des valeurs des charges de ruine 

sensiblement inférieures à celles que nous calculons. 

Il apparaît donc que les résultats de notre approche sont trop "optimistes" par rapport à 

l'expérience. La raison principale de cette inadéquation semble être le fait que la ductilité du béton est 

très limitée, et qu'une approche de type calcul à la rupture suppose implicitement une certaine 

ductilité du matériau. Ainsi, si l'on considère la courbe de traction uniaxiale du béton (voir la figure 

5 - 2 4 ) on observe une rupture quasi fragile, caractérisée par une brusque chute de la courbe de 

chargement au delà de son "pic". Adopter comme résistance à la traction la valeur T apparaît donc 

trop optimiste. En effet, si dans le mécanisme de ruine réel la rupture se produit pour des 

déformations importantes en certains points, la contrainte correspondante en ces mêmes points sera 

beaucoup plus faible (voire nulle s'il y a fissuration) que la contrainte de pic T, a priori retenue dans le 

calcul à la rupture. Le calcul à la rupture risque donc d'induire une surestimation des charges 

extrêmes, ce qui dans notre cas est conforme aux comparaisons avec les expériences que nous avons 

faites. Il convient donc, pour notre modèle, d'adopter comme valeur de calcul une valeur plus faible 

que la valeur réelle. 

Cette analyse rapide est confirmée par l'étude théorique du chapitre trois, qui nous montre 

que la valeur de la résistance à la traction T est un des paramètres fondamentaux concernant 

l'influence de l'effort tranchant sur la résistance des poutres en flexion quatre points. Cependant, on a 

vu que si l'on choisissait de prendre une valeur nulle pour T, on n'obtenait pas, pour des poutres 

fortement renforcées longitudinaîement, de mode de rupture en flexion, quel que soit l'élancement de 
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la poutre considérée. On adopte donc dans la suite comme résistance à la traction une valeur très 

faible mais non nulle. 

0,005 0,01 0,02 £(o/o) 

Figure 5-14 Courbes-types du comportement en traction uniaxiale de deux bétons d'après (Chen, 1982) 

Dans la suite des calculs, afin de prendre également en compte le comportement radoucissant 

du béton en compression (figure 5-15), il nous a semblé nécessaire de choisir comme valeur efficace 

de la résistance à la compression du béton une valeur légèrement inférieure à la valeur de pic. 

Cependant, même si la ductilité du béton en relativement réduite en compression, la rupture ne 

présente pas un caractère fragile aussi marqué que celui observé en traction. La réduction des 

capacités de résistance à adopter est donc beaucoup moins importante, si bien que nous avons choisi 

de considérer comme valeur efficace, une résistance en compression égale à 85% de la valeur 

expérimentale. On notera néanmoins qu'en règle générale, la détermination expérimentale exacte des 

caractéristiques de résistance pose des problèmes. En effet, ainsi que le fait remarquer Kupfer dans 

(Kupfer et al., 1969), la résistance en compression mesurée d'après un essai sur éprouvette 

cylindrinque ne coïncide avec la résistance à la compression simple du matériau que pour des 

specimens dont l'élancement dépasse quatre, alors que généralement ces tests sont menés avec des 

éprouvettes d'élancement deux. Ceci laisse à penser que la résistance ainsi mesurée est surestimée en 

raison de la présence d'effets de bord et d'un confinement dû au frottement sous les plateaux de la 

presse. Kupfer les évalue environ à au moins 10% pour des éprouvettes standard. 
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Figure 5 - 15 Comportement uniaxial du béton en compression, d'après (Kupfer et al., 1969) 

Résultats 

On se propose maintenant de reprendre une partie de l'étude précédente en adoptant comme 

nouvelles valeurs de calcul T/20 pour la résistance à la traction et 0,85 oc pour la résistance à la 

compression. Afin de pouvoir comparer nos anciens résultats avec ces nouveaux calculs, on choisit îe 

même mode de représentation des résultats que précédemment. 
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Figure 5-16 Influence de l'effort tranchant (calculs par l'approche statique) 

Commentaires 

• La surface obtenue (voir figure 5-16) présente un aspect différent de celui que nous avions 

pour le premier choix de la résistance à la traction T. En effet, comme le laissaient présager 

les résultats du chapitre trois, on obtient des modes de rupture par effort tranchant jusqu'à 

des valeurs de l'élancement plus importantes que précédemment. De plus l'aspect de la 

surface obtenue est proche de celle décrite par Kani (voir la présentation des résultats 

expérimentaux de Kani dans le premier chapitre). Le moment au droit de l'appui Mst lors la 

ruine présente un minimum en fonction de l'élancement, qui se situe aux alentours de trois. 

Ceci est à rapporter aux observations expérimentales décrites dans (Morrow et Viest, 1957) 

et (Kani, 1964,1966) qui relèvent une variation similaire. 

• La différence entre les surfaces des figures 5-6 et 5 - 26 peut éventuellement s'expliquer 

par l'obtention d'un mode de rupture légèrement différent (voir figure 5-17) des modes de 

rupture par "effort tranchant" présentés précédemment. Celui-ci fait apparaître une zone 
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rompant en compression, située près de l'appui, alors que les modes de rupture observés 

auparavant présentaient plutôt une bande soumise à une déformation de type cisaillement 

(voir figure 5 - 5). Cette explication n'est cependant pas totalement satisfaisante, et il serait 

intéressant de mieux comprendre la raison de ce changement de forme de la surface 

obtenue. 

Figure 5 - 17 Nouveau mode de rupture résultant de l'adoption de coefficients de réduction sur les résistances en 

traction et compression simples du béton 

Conclusion 

On a vu qu'on pouvait reproduire de manière assez correcte les modes de rupture des poutres 

en béton armé non renforcées transversalement, en choisissant une valeur faible de la résistance à la 

traction. Dans la suite, on va s'attacher à comparer les résultats obtenus et les essais de manière plus 

quantitative en nous rapportant à l'étude expérimentale décrite dans (Smith et Vansiotis, 1982). Cette 

partie nous fournira également l'occasion de valider notre approche par homogénéisation de la 

modélisation des zones renforcées par armatures transversales. 
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3.2 Les expériences de Smith et Vansiotis 

Comme on l'a mentionné dans le premier chapitre, on recense dans la littérature de nombreux 

essais visant à mettre en évidence l'influence du renforcement transversal sur le comportement des 

poutres soumises à un effort tranchant. On peut citer entre autres (Kong et al., 1970), (Smith et 

Vansiotis, 1982) (Kordina, 1985, 1987), (Rogowsky et al., 1986). Dans la majorité des cas, ces auteurs 

ont réalisé de nombreux essais, en faisant varier différents paramètres (généralement l'élancement, les 

taux de renforcements longitudinal et transversal, la résistance à la compression du béton, e t c . ) , afin 

d'en déterminer l'influence sur le comportement de ces poutres. Dans les travaux mentionnés, les 

auteurs s'attachent principalement à décrire les modes de ruine observés, la fissuration (espacement et 

ouverture) ainsi que les charges extrêmes. 

Afin de tester la validité de notre modèle, nous avons choisi les essais présentés dans (Smith et 

Vansiotis, 1982), qui proposent une étude assez complète de l'influence du taux de renforcement 

transversal ainsi que de la géométrie sur les charges de ruine, pour des poutres de faible élancement. 

3.2.1 Dispositif expérimental 

Smith et Vansiotis ont effectué une série de 52 essais sur des poutres épaisses simplement 

appuyées. Ceux-ci consistent en quatre séries de 15,16,19 et 2 poutres (notées de A à D) d'élancement 

p = — respectifs 0,86 1,04 1,15 et 1,79 avec des taux de renforcement transversal variables (taux 

volumique de 0 à 1,25%). Toutes les poutres sont rectangulaires et chargées en flexion quatre points. 

Les poutres comportent toutes un renforcement longitudinal principal constant, constitué de 

trois barres de format #5 (de section totale 600 mm2) ainsi qu'un renforcement longitudinal secondaire 

réparti dans la section. Toutes les poutres étudiées sont de même section, de hauteur h= 0,356 m et 

d'épaisseur 0,102 m. Le béton utilisé a une résistance à la compression de l'ordre de 20 Mpa, et une 

résistance à la traction estimée à 2 Mpa. L'acier des armatures a une résistance de 431 Mpa (437 Mpa 

pour les aciers transversaux). La géométrie en est précisée sur la figure 5 -18. On notera que toutes les 

poutres possèdent une longueur d'ancrage de 0,305 m destiné à éviter toute rupture par perte 

d'adhérence des armatures longitudinales, qui sont dépourvues de tout autre type d'ancrage. Les 

armatures transversales quant à elles, sont formées par des étriers (en "U") fermés. Les armatures 

d'âme secondaires sont constituées de barres droites, sans ancrages par courbures. La disposition des 

différentes armatures est précisée sur la figure 5 - 19. 
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Figure 5-18 Géométrie des essais (d'après Smith et Vansiotis, 1982) 
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Figure 5-19 Disposition des armatures (d'après Smith et Vansiotis, 1982) 
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Les poutres sont soumises à un chargement de flexion quatre points représenté sur la figure 

5-18. Ce chargement est appliqué au moyen de plaques de dimensions 102 x 102 x 25 mm. Des 

plaques identiques sont employées pour les appuis. Le chargement est incrementé progressivement 

jusqu'à la rupture, et ceci à faible vitesse de chargement (8,90 kN/rrun). 

3.2.2 Résultats expérimentaux 

Dans l'article mentionné, Smith et Vansiotis décrivent le comportement des poutres au cours 

du chargement (voir figure 5 - 20). A partir d'un seuil égal à 20% de la charge de ruine, apparaissent 

des fissures verticales de flexion dans la région de moment maximum (étape 1). Au fur et à mesure de 

l'augementation de la charge, se forment des fissures à égale distance de la charge et de l 'appui 

(étape 2), qui se propagent d'abord vers les points de chargement puis vers les appuis. Les fissures se 

stabilisent ensuite vers 50 à 60 % de la charge ultime, alors qu'apparaissent de nouvelles fissures 

parallèles aux précédentes. A 90 % de la charge de ruine, on observe la création de fissures presque 

verticales situées au droit des appuis (étape 3). 

Les auteurs rapportent que presque toutes les poutres ont subi des mécanismes de ruine de 

type "effort tranchant" (étape 4). Ils relèvent deux causes principales de la ruine des poutres : 

1. Écrasement du béton dans la partie supérieure de la poutre au niveau des fissures inclinées 

ainsi que sous la plaque de chargement. 

2. Rupture en traction du béton le long des fissures inclinées. 
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Etape 1 

~M, V? 

À 

LL 

Etape 2 

M& 
LÀ 

Etape 3 

Etape 4 

Figure 5-20 Évolution de la fissuration des poutres 

Parmi les poutres testées, certaines ont selon les auteurs, atteint voire dépassé leur capacité de 

flexion M,,, calculée selon les dispositions réglementaires (ACI building code). Elles correspondent aux 

poutres les plus élancées, et le plus renforcées transversalement. De plus, les auteurs notent que pour 

chaque essai, l'hypothèse d'adhérence entre le béton et les armatures longitudinales a été vérifiée. 
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3.3 Comparaison avec les calculs 

Afin de pouvoir comparer directement les valeurs expérimentales avec les calculs, on a choisi 

de ne présenter parmi les essais que ceux pour lesquels la valeur de la résistance à la compression ne 

différait pas de plus de 5% de la valeur recherchée de 20 Mpa. De plus, parmi les quatre séries d'essais, 

n'ont été retenues que les séries A et C, qui présentaient le moins de dispersion parmi les valeurs 

extrêmes obtenues. Dans l'étude des résultats par les auteurs, l'influence du taux de renforcement 

horizontal secondaire sur la valeur des charges de ruine est examinée. Ceux-ci concluent que l'action 

de ce type de renforcement est négligeable. Afin de disposer d'un nombre suffisant d'expériences, on 

prendra donc en compte toutes les poutres, sans faire de distinction vis-à-vis de ce renforcement 

secondaire. En revanche, pour les calculs par éléments finis, on ne considérera pas ces armatures. 

Comme précédemment, on adopte des valeurs réduites pour les capacités de résistance du béton. 
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Rupture par "écrasement des appuis"' 
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Taux de renforcement transversal (%) 
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Figure 5-21 Comparaisons expériences-calculs pour la série A 
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Résultats 

Les deux figures (5-21) et (5 - 22) montrent une bonne concordance entre les essais et les 

calculs, malgré une dispersion importante des résultats expérimentaux, ici encore, on obtient par le 

calcul plusieurs modes de rupture. Les poutres de îa série A présentent un premier mode de rupture 

par "effort tranchant", ainsi qu'un second qui correspond à un écrasement des appuis. La comparaison 

des mécanismes optimaux obtenus et de la fissuration expérimentale observée permet de relever 

certaines similitudes. Dans le deuxième cas (série C), qui correspond à des poutres dont l'élancement 

est plus important, on observe encore deux modes de rupture distincts. Le premier correspond à une 

rupture de type "effort tranchant", tandis que le second est un mécanisme de flexion. Dans les deux 

cas, les valeurs numériques obtenues montrent que la modélisation des armatures transversales par la 

théorie de l'homogénéisation permet de rendre compte de manière convenable de l'action de celles-ci, 

qui restent toutefois limitée. 
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Figure 5 - 22 Comparaisons expériences-calculs pour ¡a série C 
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Conclusions 

Nous avons donné dans ce chapitre, un exemple d'application de la méthode de 

dimensionnement proposée dans le chapitre deux. L'étude que nous avons menée sur la prise en 

compte de l'effort tranchant dans la rupture des poutres a permis tout d'abord de montrer que la mise 

en œuvre pratique de la méthode était relativement aisée et permettait d'entreprendre des études 

paramétriques assez complètes. 

Dans la majorité des cas présentés, la précision des résultats obtenus, évaluée par comparaison 

entre les approches statique et cinématique, s'est avérée très satisfaisante (la charge de ruine est 

connue au pire à dix pour-cents près). De plus une étude paramétrique de comparaison entre une 

modélisation mixte des armatures transversales et une modélisation par homogénéisation a montré 

que pour des espacements standards entre armatures transversales, il était légitime d'employer la 

théorie de l'homogénéisation. 

Dans un deuxième temps, on a montré qu'en adoptant des caractéristiques de résistance 

réduites pour le béton, le modèle proposé et son traitement numérique permettaient d'obtenir une 

concordance satisfaisante entre les résultats expérimentaux et les calculs, tant pour les poutres non 

renforcées transversalement que pour celles pourvues d'un tel renforcement. Cependant on peut 

s'interroger sur la détermination des coefficients réducteurs à adopter. Il parait clair que leurs valeurs 

ne comportent a priori aucun caractère de généralité, et peuvent dépendre de la qualité du béton 

employé. Les valeurs que nous avons choisies (un vingtième de la résistance à la traction et 0,85 ac 

pour la résistance à la compression) nous ont néanmoins permis d'obtenir des résultats de calculs 

réalistes pour des bétons de qualité moyenne, tant pour les valeurs des charges de ruine, que pour les 

modes de rupture obtenus. Ces résultats sont donc encourageants pour l'emploi du calcul à la rupture 

appliqué au dimensionnement des structures en béton armé. En effet, si a priori le calcul à la rupture 

peut paraitre trop optimiste en raison de la ductilité limitée du béton en compression et de sa fragilité 

en traction, notre étude a montré que moyennant un ajustement des caractéristiques de résistance du 

matériau, on pouvait obtenir une concordance correcte entre les résultats expérimentaux et la 

modélisation. Il convient cependant d'être prudent car à ce point, la méthode nécessite encore des 

études comparatives pour diverses qualités de béton, avant de pouvoir se prononcer sur la validité de 

la méthode (il serait notamment intéressant d'étudier les bétons de fibres, qui sont réputés plus 

ductiles). Notre travail fournit l'outil théorique permettant d'entreprendre de telles études. 
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Conclusions générales 
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Il est temps maintenant, à la suite de notre étude, de dresser un bilan des acquis, et d'envisager 

des perspectives pour l'avenir. 

Nous avons au cours de ce travail, formulé puis mis en œuvre analytiquement et 

numériquement, une méthode de dimensionnement des structures en béton armé fondée sur le calcul 

à la rupture. Celle-ci repose sur une modélisation du composite béton armé, où les armatures 

longitudinales sont décrites comme des inclusions unidimensionnelles plongées dans un milieu 

continu bidimensionnel : le béton. Les zones renforcées par armatures transversales, sont en revanche 

modélisées dans le cadre de la théorie de l'homogénéisation en calcul à la rupture. 

Nous intéressant plus particulièrement au problème de la flexion quatre points, et plus 

spécifiquement à la prise en compte de l'effort tranchant dans la résistance des poutres, nous avons pu 

mettre en évidence les limites d'un calcul de type milieu curviligne, dès lors que l'élancement de la 

poutre est trop faible. Dans un deuxième temps, nous avons validé l'emploi de la théorie de 

l'homogénéisation pour représenter les zones renforcées par armatures transversales, en évaluant 

l'effet d'échelle, grâce à une comparaison entre une description discrète et homogénéisée de ces 

armatures. Revenant dans la suite à la flexion quatre points, nous avons montré qu'il était possible 

d'obtenir une concordance satisfaisante entre calculs et expériences, tant pour les modes de ruine que 

pour les charges extrêmes, en tenant compte de la ductilité réduite du béton dans le choix des 

capacités de résistance du matériau. 

Les résultats obtenus sont donc encourageants. La méthode numérique que nous avons 

développée semble donner des résultats de précision satisfaisante vis-à-vis du but recherché, et ce 

pour un temps de calcul raisonnable, si bien que l'on peut penser à l'appliquer à d'autres ouvrages 

relevant de la modélisation mixte en calcul à la rupture, notamment dans le domaine de la 

géotechnique (modélisation de rideaux de palplanches, tirants actifs et passifs, gabions cellulaires...). 

La méthode semble être encore limitée par une certaine dépendance des résultats vis-à-vis du 

maillage, inconvénient dont l'importance est atténuée par la possibilité d'obtenir une estimation de 

l'erreur commise sur la charge de ruine par comparaison des approches statique et cinématique. Une 

étude des conditions de localisation suivie de l'utilisation de maillages adaptatifs pourrai t 

éventuellement permettre de lever cette difficulté. 

D'un point de vue plus fondamental, il paraît encore prématuré de valider complètement la 

méthode, pour le dimensionnement de structures quelconques en béton armé. Un travail systématique 

de comparaison entre expériences et modélisation reste à faire, pour les divers types de béton existant. 

Parmi les applications auxquelles on peut penser, il semble intéressant d'envisager les bétons de fibre, 

matériaux réputés plus ductiles que les bétons classiques, et dont le comportement pourrait se prêter 

plus aisément à notre approche. De plus, nos résultats ne sont a priori valables que pour la 

problématique envisagée. Il serait donc nécessaire d'aborder d'autres geometries de pièces massives, 
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(comme des bossages d'ancrage de précontrainte, chevêtres, pièces avec des ouvertures, e t c . ) en 

ayant chaque fois recours à l'expérimentation, pour valider complètement la méthode. 
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Annexe 1 

Une autre approche statique pour le bloc renforcé 

par une armature droite 

On construit de manière analogue à l'approche proposée dans le chapitre deux, un champ de 

contrainte mixte statiquement admissible et respectant les conditions de résistance des matériaux. 

Pour ce faire, on considère le champ de contrainte constant par zone, à 12 zones représenté sur la 

figure Al - 1. D'après les symétries du problème par rapport aux axes Ox et Oy, on se ramène à la 

détermination des tenseurs de contraintes dans les zones (1), (2), (3) et (4). 

Figure Al -1 Champ de contrainte constant par zones 

On construit alors les champs de contrainte grâce au diagramme des cercles de Mohr de la 

figure Al - 2 correspondant aux zones (1), (2), (3) et (4) en supposant le critère de résistance du bloc 

saturé, puis respectivement (]'), (2') et leurs symétriques. 
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On obtient alors les valeurs des champs de contrainte dans ces quatre zones : 

g, = -2 0^® a •y w ^ y 

o2 = -2 C (cos2(2a)+cos 2a) £„ ® £x -2C(sin2(2a) +cos 2a) £y ® % - C sin4a ( £y ® £x + £„ ® £y) 

çj3 = -4 Ccos2aex ®e„-2C (l+2cos2a) e_ ® £ 
•y * » • 

a4 = 0. 

Il convient de plus d'imposer la condition a < —, afin que la construction par les cercles de 

Mohr proposée soit valable (des valeurs supérieures aboutiraient à un diagramme correspondant à 

trois cercles confondus). 

Figure Al - 2 Représentation des états de contraintes des zones (1), (2), (3) et (4), dans le plan de Mohr 

On complète ensuite le champ de contrainte mixte, en intégrant les équations d'équilibre du 

milieu curviligne, afin d'obtenir la tension dans l'armature. Ici, la prise en compte des conditions aux 

limites sur les efforts intérieurs permet d'obtenir directement la distribution de tension représentée sur 

la figure Al- 3. 
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N 
A 8 C cos 2 a cot a (b -acot a) 

(l+cot2 a) (b -acot a) 

Figure A 1 - 3 Tension dans l'armature 

Par construction, le champ de contrainte dans le mileu continu bidimensionnel B est 

statiquement admissible et vérifie le critère de résistance du matériau de Tresca. Les équations 

d'équilibre du milieu curviligne A ayant été prises en compte, on calcule la charge P équilibrée par la 

distribution d'efforts construite dans cette approche. On obtient : 

(1) P+ = 2C a cot a + 2C (1+2 cos 2a) (b - a cota) = 2 C b (1+2 cos 2a (1 - g-cota)) 

Cette approche est valide sous les conditions suivantes : 

n ^ <. a 
• — > a > arctan — 

2 b 
(géométrie) 

• 8 aC cos 2a cota ( — - cota) < N0 a (résistance de l'armature). 
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Annexe 2 

Estimation de l'effet d'échelle par l'approche statique 

pour le bloc fretté 

D'après les calculs présentés dans le chapitre deux, une borne inférieure de la charge extrême 

F* est donnée par l'expression : 

(1) P = 4 b C ( l + 2 n ^ - n | ^ ^ [ n ( l + t 2 ) + l-t2]) 

pour tous n > 1 et t vérifiant les deux conditions suivantes : 

(a) " " Ï + Ï Ï (géométrie) 

2 1-t 
(b) 8 na C —¡r < N0 (résistance de l'armature) 

En supposant que la résistance de l'armature est saturée après la dernière maille, on obtient la 

relation suivante, qui vérifie naturellement la condition (b) : 

1-t2 

(2) N 0 = 8 n a C ^ 

Dans la suite on note comme dans le corps du texte : 

No o"0= — la résistance moyenne par unité d'épaisseur induite par l'armature, 

et >v= — le taux de renforcement relatif entre l'armature et le matériau de base. 
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On calcule ensuite la charge équilibrée par le champ, en reportant dans l'expression (1) la 

valeur de n donnée par (2). La charge P vaut donc après calculs : 

(3) ^ c - (1 +X) (1 - e ^ i t ( 1 . e ) )) 

a 
où l'on note e = r- le rapport d'échelle caractéristique de la géométrie. 

X (l+ff+l (1-t2)2 

On est donc amené à rechercher le minimum de la fonction g(t)= — .— pour 

te [0;1], afin de maximiser la valeur de P. 

X. 1+t2 

On calcule %'(*)= a(1 d^tt* Q-+2) ' 2^{3X+2) +A.+2) dont la seule racine dans [0;1] est : 

(4) t0(x) — 4ï^2 

La valeur maximale de de la charge est donc égale à : 

Î5) F ,'i,,\ui c x .w+umw-wrr 

Le résultat obtenu est valable sous la condition géométrique (a) que l'on récrit sous la forme 

suivante, en reportant la valeur de n donnée par (2) : 

(6) n e - ^ <1 

«v 2t(l-t0(X)2) (7) S O l t £ < £ m W ^ + ¿ ^ 

Après calculs, on obtient : 

(8) em(X) = - ¿ p _ 
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Annexe 3 

Linéarisation du critère de résistance 

de Coulomb tronqué en traction 

Le but de la linéarisation des critères de résistance est de fournir un jeu de plans 

(d'hyperplans) dans l'espace des variables d'effort qui "approche" le mieux possible le critère de 

résistance initial du matériau considéré. De plus, il est indispensable, si l'on souhaite construire de 

véritables approches statiques, que le domaine de résistance linéarisé soit inclus dans le domaine de 

résistance initial (linéarisation par l'intérieur). De même, dans l'approche cinématique, le domaine 

initial doit être inclus dans le domaine linéarisé (voir figure A3 - 1), Les linéarisations adoptées pour 

l'approche cinématique sont donc légèrement différentes et font l'objet du paragraphe suivant. 

Linéarisation 
cinématique 

Critère initial 

Linéarisation 
statique 

Figure A3 -1 Principe des linéarisations statique et cinématique 
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A 3 - 1 . Approche statique 

Le problème posé est donc de trouver un ensemble de plans délimitant une région de l'espace 

(a„, v2 o"sy, 0yy) incluse dans le domaine de résistance du matériau. On va d'abord traiter le cas du 

matériau homogène, le cas du critère homogénéisé correspondant à un matériau renforcé, s'en 

déduisant immédiatement. 

A 3 -1.1 Cas du matériau homogène 

On peut tout d'abord faire la remarque que dans l'espace (o~xx, -J2cxyr oyy), tout critère de 

résistance isotrope possède une symétrie de révolution autour de l'axe D défini par (o"xx = 0yy ; axy = 0). 

En effet, on montre facilement que les cercles centrés sur D et situés dans les plans 

perpendiculaires sont les lieux des points correspondant à des contraintes principales o¡ et an 

constantes données. Le critère de résistance étant isotrope, il n'est défini que par la valeur de ces 

contraintes principales. Le domaine de résistance présente bien donc la symétrie annoncée. 

Figure A3 - 2 Critère de résistance de Coulomb tronqué, en contrainte plane 

Dans le plan (o",, a¡, ), le critère de résistance de Coulomb tronqué en traction est délimité par 

des segments de droites. Dans l'espace (aXK, -\/2axy, o"yy), la surface du critère est donc constituée de 

troncs de cônes (voir figure A3 -2). Le principe de la linéarisation consiste donc, comme dans le cas 

de la déformation plane (voir Pastor, 1983), à appuyer des plans sur un ensemble de génératrices 
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régulièrement réparties sur la surface de ces troncs de cône (voir figure A3 - 3 ). Des calculs 

géométriques simples donnent alors les 3 n conditions fournissant la linéarisation du critère : 

< 

. 2nt . * 2m jr . 2irc _., v n 
o» (eos—+ sin <p cos — )+ cu-cos—+ sin © cos — ) - 2 o~,v s i n — < 2(l-cosq>) ac cos — 

*̂  n T n ' yx n Y n ' xy n v T c n 
. 2iît n , , 2m % . lin _ ji 

o". (cos — - cos —)+ av (-cos—- cos —) - 2 ö,v sin — < 2c, cos — 
*v n n / y v n n ' sy n c n 

. 2ijt ji 2iît it. . . 2iît n 
c, (cos—+ cos —)+ 0v(-cos—+ cos — ) - 2 a„ s i n — < 2T cos— - xv n n ' y,L n n ' *y n n 

l<i<n 

Figure A3- 3 Critère de résistance linéarisé en contrainte plane (statique) 

A 3 -1.2 Cas du matériau renforcé par armatures 

D'après la forme du critère de résistance, on est amené à introduire le paramètre 

supplémentaire c (voir chapitre deux). Le renforcement étant positionné selon la direction Oy, on 

obtient immédiatement la linéarisation recherchée, d'après la définition statique de Ghom : 

< 

T> / 2 l 7 t *s / ^ w 2lTC . 7C ,, „ . 2lTC Jt 
S,x (cos — + sin <p cos—)+ (Zvv - c) (-cos—+ sin <p cos—) - 2 £„, sm — < 2(l-coscp) c, cos — v n Y n ' v yy 'v n T n ' xy n c n 
v / 2 i r t n \ /•*• \ / 2 i j t t x o -r • 2 Í 7 t ^ -, 1 Z„ (cos—- cos — )+ (Zvv - a) (-cos — - cos — ) - 2 Zxv sm — < 2a, cos — n n ' * yy / \ n n ' «y n c n 

Z^fcos—+cos —)+ (IL,-c)(-cos—+cos— )-2 Z»„ sin—<2Tcos— ^v n n ' v " M n n ' xy n n 
- a < 0 

v a < a 0 

l<i<n 
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A3 -2. Approche cinématique 

On examine dans la suite la linéarisation cinématique du critère de Coulomb tronqué en 

traction en présence d'armatures, le cas homogène s'en déduisant aisément. Comme il a été expliqué 

dans le chapitre quatre, on doit effectuer la linéarisation d'une part du domaine Ghom, d'autre part de 

l'ensemble G ho^ des vecteurs contraintes admissibles sur une facette de normale n = cosa ex+sina ey. 

A 3 - 2 . 1 Domaine Ghoin 

Dans le cas de l'approche cinématique, la linéarisation à adopter doit nécessairement 

constituer une approximation par excès du critère de résistance initial. La méthode de linéarisation est 

similaire à celle adoptée dans l'approche statique, mais on choisit cette fois des plans tangents au 

critère original si bien que l'on obtient pour le matériau homogénéisé : 

t- / • 2 Í 7 lv ,TT w 2 Í T t • v - H T • 2 i , r - > • , / • • , 
2*, (sin <p -cos —•)+ (2. -o) (cos i —+ sin <p) - 2 ZOT sm — < 2(l-cos<p) ac n *y n n 

<̂  
Lxx (cos — - 1 ) - (lyy-a)(1 + c o s — ) + 2 1 , , sin —-< 2o£ 

., , 2iJtv lr. w„ 2irc _ 2i7C „„. l £ l S n 

-xx (1 - c o s — ) + (Iy y-a)(l + cos — ) - 2 Zxy s i n — < 2T 

- o < 0 
vcr<cr0 

A 3 - 2 . 2 Domaine Gho
a
m 

Pour établir la linéarisation du domaine Gh°m, on se sert d'une représentation en coordonnées 

polaires de ce domaine, suivant la figure A3 - 4. Ort obtient alors la linéarisation suivante : 

2k?t 
(1) Txcos (a+ak) + T sin(a+ak) < r(ak) avec ock= , 0 < k < n 

n 
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-horn 
j a 

Figure A3- 4 Linearisation du domaine G *£" 

La définition de la fonction r(ock) est ensuite obtenue géométriquement pour des valeurs de a 

comprises entre 0 et 71 (on se restreint à cet intervalle par symétrie) : 

• SiO<a<|-cp 

• Si y + cp < ak < 2ît- a, r(ak) = r- (T(l-Kr)+ac)+ - (T(l+KP)-ac)cosak 

• Si 2JI - a < ak <r - <p. r(ak) =-(T(l-Kr)+Gc)+ -(T(l+Kr)-0c)cosak+aosin(a+ak)sina 

,. n £ , • Si j - (p < ak < TI- a, r(ak) =-^(l-cosak) + o¡jSin(a+ak)sina 

• Si 7t - a < ak <— + (p, r(ak) =—(l-cosak) 

• S i - - ( p < a < - + 9 

• Si — + (p < ock <j- <p, r(ak) = - (T(l-Kr)+a£)+ — (T(l+Kp)-oc)cosak+a0sin(a+ak)sina 

Tí O* 

• Si — - <p < ak<7t - a, r(ak) =-r-c(l-cosak) + Obsin(a+ak)sina 

• Si 7C - a < ak < 2JC - a, r(ak) =yc(l-cosak) 

3ÎC 
• Si 2JC - a < ak<y- + <p, r(ak) =-îp (l-cosak) + q,sin(a+ak)sina 
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K 

• Sir-+cp<a<7î 

• Si —-+<p < ak < % - a, r(ak) = j(T(l-KP)+ac)+ — (T(l+KI,)-ac)cosak+ff^in(a+ak)sina 

n 1 1 

• Si n - a < ak < - - <p, r(ak) = j(T(l-KP)+ac)+ r-(T(l+KP)-crc)cosak 

• Sir--(páak S2jc-a, r(ak) =-^(1-0030^) 

• Si 2ÏÎ - a < ak S"̂ ~+ <p, r(ak) =-^(1-008^) + q,sin(a+ak)sina 
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Ce travail est destiné à mettre au point une méthode de dimensionnement à l'Etat Limite 

Ultime des structures en béton armé fondée sur le calcul à la rupture. La méthode propose 

une analyse bidimensionnelle, en contrainte plane, dans laquelle les armatures sont 

représentées comme des milieux continus unidimensionnels plongés dans le béton 

considéré comme un milieu continu bidimensionnel (modélisation mixte). Appliquant la 

méthode à la prise en compte de l'effort tranchant dans le dimensionnement des poutres 

en flexion, on propose de modéliser le renforcement transversal des poutres par la 

procédure d'homogénéisation en calcul à la rupture, tout en conservant une modélisation 

discrète des armatures longitudinales. Ayant choisi des critères de résistance simplifiés 

pour le béton et les armatures, on montre ensuite les limites d'une approche 

unidimensionnelle du dimensionnement des poutres par le calcul à la rupture. On 

développe donc une approche numérique fondée sur la programmation linéaire dans le 

cadre de la méthode des éléments finis. Cette dernière approche permet ainsi d'évaluer 

l'influence de l'effort tranchant sur la résistance des poutres et de déterminer le domaine 

de validité de l'approche unidimensionnelle proposée précédemment. La modélisation et 

l'approche numérique sont finalement validées par comparaison avec des résultats 

expérimentaux. 

This work is devoted to the implementation of a method based on limit analysis for the 

Ultimate State Design of reinforced concrete structures. This method is based on a 2D 

analysis in plane stress in which the reinforcement bars are represented by ID continua 

embedded in the 2D continuum describing the concrete (mixed modelling). Dealing with 

the shear design of reinforced concrete beams, we model the transverse reinforcement 

(stirrups) using an homogenization procedure for limit analysis, while keeping a discrete 

representation for the longitudinal reinforcement. After chosing yield criterions for the 

concrete and the reinforcement bars, we show the limits of a ID approach for the design 

of beams. We therefore implement a numerical approach that is based on linear 

programming, within the framework of the finite element method. This latter approach 

allows us to evaluate the influence of shear on the strength of beams and to determine the 

field of validity of the ID approach. The model and numerical approach are eventually 

validated by comparison of calculations with experimental results. 

Mots-clés : Béton armé, État Limite Ultime, calcul à la rupture, modélisation mixte, 

homogénéisation, approche numérique, modélisation poutre, effort tranchant. 


