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‘Il est dans le plus grand ordre
quil y ait un petit désordre’

G.W.Leibniz,
("“Theodicée',III,248)
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Entre le cristal et [a fumée [1]

Kenneth Wilson avait coutume de citer, de fagon résolument
provocante, comme les trois états de [a matiére, les suivants: |

- L'état ordonné dont [archétype est le cristal , mais qui comporte
toutes les phases présentant un certain ordre relativement d un paramétre pertinent
pour telle ou telle propriété considérée

- L'état désordonné qui inclue les gaz et les fiquides , voire méme les
solides amorphes

- L'état critigue qui correspond d [état dun milieu, précisément & une

transition de phase.

Le caractére provocant dune tefle classification est clair. Il ne s'agit
bien siir pas du fait que Cordre et le désordre puissent coexister au sein dune méme
structure, comme pour les cristaux liquides (sefon (a direction envisagée), ou encore
les quasi-cristaux (selon que [on sattache d Lordre dorientation, ou au désordre de
position), et de tels exemples abondent. Une telle classification ne vise 4 décrire
naturellement qu'un simple aspect, qu'une seule propriété de [a matiére. Non, ce qui
choque dans cette classification sommaire, c'est le caractére apparemment stable de
deux des états (ordonné et désordonné), et instable de [état critique. Une transition
de phase est, comme son nom [indique, [a séparation fugace et ponctuelle entre deux
états stables. Elle n'a [épaisseur que du ‘point’ mathématique auquel se référe
lappellation de ‘point critique’. Bien que ces propos dussent étre modulés par (a
prise en compte concrétement dun certain élargissement de [a transition par des
effets de taille finie, ou autre, il n'en demeure pas moins que le caractére critique
d'une transition représente souvent le type méme de [instant insaisissable, de (o
chimére rebelle aux efforts de [étude expérimentale ou méme numérique. Si de méme
le cristal n'est jamais parfait, car il contient toujours une part de défauts, et que le

miliew désordonné comporte toujours des corrélations comme un fossile dordre, les
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deux états ordonné et désordonné, semblent plus stables, et plus proches de la notion

intuitive détat.

La pertinence de (a classification de Kenneth Wilson apparait lorsque
nous considérons deux traits particuliers lids & la dynamique du phénoméne (cf.
Figure 1.1):

- Le ralentissement critique et
- Le caractére attractif du point critique pour certaines dynamiques.

Le premier point était originellement mis en avant par Wilson pour
Justifier le statut 4 ‘état’ qu'il conférait aux états critiques. En effet au voisinage
du point critique, [a dynamique est extrémement ralentie et, d'une certaine maniére,
elle est quasiment figée & {a transition méme. I[ apparait donc possible de piéger des
états critiques en exploitant cette propriété.

Le caractére éventuellement attractif du point critique pour [a
dynamique du phénoméne a été trés récemment mis en avant par Per Bak, pour
justifier Lexistence de tels états critiques naturellement, alors méme qu'ils semblent
correspondre 4 un concours de circonstances trés fragile. Le modéle spécifique que
mentionne ‘Bak. [2] (cf Figure 1.2) pour étayer ce concept détat critigue auto-
organisé est un modéle dempilement que nous étudierons plus en détail au chapitre
4. Mais au-deld de ce modéle particulier, lidée de caractére attractif du point
critique mérite que Lon sy arréte un instant.

Il n'est certes pas toujours possible de construire une dynamique qui
conduise vers un état critique, mais il est des exemples qui suffisent & [égitimer
Cexistence de tels états naturellement. Un illustration simple est fournie par [a
percolation. (e phénoméne est comme nous le verrons au chapitre prochain un
modéle simple de transition de phase géométrique. Pour générer ce modéle juste au
point critique, (une des méthodes les plus simples consiste & envahir progressivement
un mifien en utilisant & chaque instant (e point accessible [e plus favorable. Nous

obtenons alors [a ‘percolation dinvasion’, qui n'est pas un modéle de percolation



Etat

critique
Etat stable Etat stable
Etat instable Etat instable
Etat
critique

"auto-organisé”

Figure 1.1: Alors que classiquement ['état critique apparait comme la
séparation fragile entre deux états stables (hant), il est possible de considérer

des situadons physiques ou I'état critique est un attracteur de la dynamique du
systeme (bas).



Figure 1.2: La présentation du concept d'état critique auto-organisé telle
que faite par P.Bak utilise un modéle de structure d'empilement. Ce concept
est cependant beaucoup plus général et puissant que ce modele précis. Nous ne
le mentionnons ici que comme un paradigme (Figure extraite de P.Bak, C.Tang
et K. Wiesenfeld, in "Directions in Chaos”, Hao Bai-Lin ed., World Scientfic,
Singapore 1988).
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particulier mais plutét un mode de génération damas de percolation, on il est
‘naturel” de se situer juste au point critique.  Lintérét de [a percolation dinvasion
a été reconnu depuis longtemps, bien que la terminologie de ‘phénomeéne critique
auto-organisé’ n'ait pas été utilisée 4 son propos.

Aujourd hui, nombre de phénoménes de [a physique des milieux
aléatotres appamisserit comme des exemples détats critiques auto-organisés, jusqu'au

fameux processus d' ‘agrégation limitée par diffusion’ [3].

Désordre et Bruit

Dans [ensemble de ce mémoire, nous allons nous intéresser d des
phénoménes caractéristiques des milieux hétérogénes aléatoires. Le désordre étant soit
spatial (hétérogénéité) soit temporel (bruit). Trés schématiquement, il c:(iste'dbux_
grﬁmfes classes de problémes:

- d'une part, les phénoménes ot [a présence de désordre ne fait que
modifier quantitativement [ physique de [état ordonné, sans défaut.

- dautre part, ceux ou le désordre se traduit par des régimes nouveaux,
des comportements spécifiques qui n'apparagissent pas en Labsence de désordre. Nous
verrons que dans bien des cas, Loriginalité des comportements, et surtout leur
pertinence sur une grande gamme de taille ou de temps proviennent de [existence
dun régime critique sous-jacent, qui justifie ou ligitime existence de lois déchelle,

par Lauto-similarité des structures présentes.

L'originalité de comportement ou de structure, constitue [intérét méme
de ces problémes. ‘En effet, de facon schématique (qui souffre de nombreuses
exceptions), Lessentiel de (a physique repose sur des hypothéses de [inéarité, ou de
proportionalité entre [a cause et [a conséquence, pour lesquels nous disposons d'un
formalisme mathématique puissant. Or cette linfarité, toujours sur un plan trés

schématique , n'est valide que pour de petites perturbations par rapport & une
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situation de référence sur laquelle sont forgé les concepts de base utiles d fa
description. Ceci suffit & justifier [intérét de carctériser le mieux possible ces états de
référence.  Pour illustrer ces propos, nous péuvons citer Lexemple d'une instabilité
hydrodynamique bien connue (dite de Rayleigh-Benard). Considérons un fluide
confiné soumis & un gradient spatial vertical de température. Pour un faible
gradient, [a description du fluide se fait en considérant des faibles perturbations par
rapport & un état de référence trivial, [état de repos dun fluide fomogéne. Ainsi (a
répartition du gradient de température se sera uniforme dans le fluide. Au-deld dune
valeur seuil du gradient de température, une instabilité apparait. Nous assistons a
une convection dans le fluide qui dessine des cellules qui sagence dans le milieu selon
une répartition cristalline. I[ s'agit (d dun processus d'auto-organisation du fluide &
une échelle macroscopique dictée par (a taille du systéme plutét que par la taille des
molécules constitutives. Clest & partir de cette structure, de ces cellules, qu'il faudra
dés lors décrire le comportement hydrodynamique de ce fluide.

Au-dels de son intérét physique, ["auto-structuration’ est un sujet
fascinant. ‘Et comme toute fascination, elle cache une part détonnement et de
défense. Le terme méme d auto-organisation” en témoigne. Il suggére qu'alors le
systéme se détermine [ui-méme, comme si dans son état normal nous le controlions et
que, passé un certain seuil, il prengit son ‘autonomie’, nous volant notre fonction
‘démiurgique’. Cette vision caricaturale, traduit pourtant bien une incompréhension
des phénoménes qui président & cette structuration. On connait dautres exemple
dintrusions de vocabulaires ‘défensifs” dans [a science, y compris en mathématiques,
comme les ‘nombres faux' pour désigner les nombres négatifs, aux débuts de leur
utilisation, ou méme [exemple encore vivace des nombres ‘imaginaires’. Au deld de
cette question de terminologie, cette fascination a depuis longtemps débordé les
frontiéres de [a science. On trouve aujourd hui une abondante (et plus ou moins
heureuse) littérature sur ce sujet [4]. Partant de [a physique, les extensions de ces
concepts ont gagné [a biologie ( cf. H..Atlan, F.Varela), la philosophie (cf. E.Morin,
C.Castoriadis), [a sociologie (cf. R,Girard), [économie et la politique (cf. J.P.Dupuy,
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P.Dumouchel),....L auto-organisation est méme {un des thémes majerrs de reflexion

du Centre de Recherche pour [Epistémologie et [Autonomie (CREA) [5].

Revenons sur notre propos initial, et voyons comment peut apparaitre

cette structuration 4 un milien aléatoire.

Transport et structure

Nous nous intéressons plus particuliérement aux propriétés de
transport dans les milieux aléatoires. Npus entendons ici transport dans un sens
large, incluant le transport de charges électriques, de chaleur (conduction), de fluide
dans un milieux, poreux; (perméabilits), de matiére par diffusion, et aussi le transport
de force (élasticité). Dans tous ces phénoménes, nous traiterons des propriétés d'un
champ, soit scalaire (potentiel, température, pression, concentration), soit vectoriel
(déplacement) qui satisfait & une équation différentielle linéaire du second ordre
elliptique (e.g. Laplacien nul pour un champ scalaire), dans le cadre du transport
linéaire. Ces propriétés sont bien sir eminemment dépendantes de [a géométrie du
milieu, et donc naturellement nous serons amené 4 étudier spécifiquement, les
structures, ou sous-structures qui supportent le transport. Cest ainsi que la
schématisation géométrique de [amas infini en percolation, par limage du super-
réseau construit & [échelle de [a longueur de corrélation, fournit simplement des
renseignements importants sur [a fagon dont [a conductivité dun milien conducteur
dégradé s'annule au seuil de percolation.

Sur un plan plus générique, nous pouvons montrer que, dans certaines
circonstances, les propriétés géométriques peuvent étre vuces comme des propriétés de
transport trés simple, avec une algébre Booléene plutét que scalaire ou vectorielle,
doi le nom de transport logique. Nous mettrons en conséquence Laccent sur [a

linéarité, qui reste [élément primordial de ces analyses.
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Mais, & coté des propriétés linéaires, il est important de considérer aussi
dautres comportements, ow, au liew de se répartir le plus uniformément possible, en
fonction des contraintes géométriques, la dissipation (ou [a déformation) se focalise
sur une sous-structure ‘optimale’ en un certain sens. Ces [oca[isqtions {au sens
mécanique du terme) sont caractéristiques des systémes non-linéaires, et nous les
rencontrerons essentiellement dans des processus dynamiques éventuellement associés
d des phénoménes de transport. Clest, nous en sommes convaincus, un domaine tout
4 fait nouveau et potentiellement trés riche de [a physique des milieux infomogénes.
Car en effet, il n'est pas besoin daller construire des situations de désordre aussi
‘pathologiques” que (@ percolation pour observer alors des phénoménes critiques
réalistes. Dans beaucoup de processus associés 4 des phénoménes non-linéaires, le
désordre est considérablement amplifié. Son réole devient dés lors fondamental, méme
si son amplitude n'est pas ‘infinie’ (ou "tout ou rien’, comme en percolation). Cela

se pergoit aisément dans Cexemple de [a fracture fragile des matériaux hétérogénes.

C'est particuliérement dans ce cadre qu'il faut chercher les phénomeénes

critiques auto-organisés qui sont pertinents pour les matériaux réels.
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Ouverture

Qu'une telle stabilité des phénoménes critiques puisse exister suggere
alors une démarche inverse. ‘En e¢ffet, dans .Eeaucoup danalyses phénoménologiques,
nous rencontrons des lois de puissance. Ces lois de puissance peuvent constituer la
trace dun phénoméne sans échelle caractéristique, donc auto-similaire, qui
éventuellement correspond & un point critique. Si cela est effectivement le cas, alors
il est important de chercher des lois déchelle, de tester une possible universalité des
exposants critiques, didentifier une éventuelle longueur de corrélation... concepts sur
lesquels nous allons revenir en détail & maintes reprises.

Une telle démarche commence & étre mise en @uvre dans certains
domaines en mécanique, mais, [a dichotomic entre physique et mécanique (que Lon se
souvienne de [a fameuse classification des Sciences d Auguste Comte) est une barriére
culturelle difficile & franchir. Gageons cependant, qu'd linterface entre ces deux
disciplines, des progrés seront accomplis dans (a compréhension et (a modélisation de

maints phénoménes aujourd hui mal pris en compte.

Plan

Brossons 4 grands traits [organisation de ce mémoire. Npus
commengons par le cas de désordre le plus simple : [a dilution, et son symétrique, le
renforcement. Alors le désordre est dorigine purement géométrique, sous (a forme de
‘tout ou rien. ‘Dans cette situation existe un point critique de transition de phase
géométrique simple, [a percolation (Chapitre 2). Nous verrons un modéle trés voisin,
oi [a transmission d'information & travers [e systéme est partielle (Chapitre 3).
Dans ce cas le "hon’ critére de criticalité ne sera plus la connexité de la structure mais
cependant nous verrons que Lon conserve essentiel des propriétés de la percolation

usuelle.
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‘Puis nous quitterons ce probléme de dilution simple pour aborder un
champ plus vaste ot nous nous interesserons aux, structures minimales dans un
systéme & désordre imposé, figé dans Cespace (Chapitre 4). Dans ce cadre, (a selection
de structures se fait selon des critéres purement géométriques simples.

Nous aborderons également le cas ow [a croissance de structures se fait
non pas selon une minimalité de fonctionnelle géométrique, mais suivant (a valeur
dun champ extérieur qui subit [ui-méme (influence de [a structure déja crée
(Chapitre 5). L'exemple type de ce domaine sera [a rupture de milieux fragiles
désordonnés. Dans ce méme chapitre, nous étudierons [a situation voisine on le
désordre est un bruit plutdt quune hétérogéneité figé dans la géométrie.

De fagon schématique, nous résumons cette organisation selon :

- Géométrie imposée - Percolation
- Percolation de Forces Centrales
- Désordre figé - Géométrie déterminée par un critére de

minimalité de structures
- Géométrie déterminée par une croissance dans
un champ Laplacien (ou assimilé) & [extérieur
de [a structure

- Bruit - Géométrie déterminée par une croissance dans
un champ Laplacien (ou assimilé) @ [extérieur

de [a structure

Une présentation alternative des thémes évoqués dans ce mémoire est
donné sur [a figure 1.3. Ne considérant que [a géométrie, nous mettons en avant la
complexité croissante des probléemes évoqués:

1) Soit cette géométrie est directement imposée de Lextérieur (désordre

exogéne) {Chapitre 2 et 3}



Exempies

Désordre
Géométrie Percolation

# (Chapitres 2 et 3)
Transport
Désordre
Transport Structures

* Minimales
Structure (Chapitre 4)
Désordre

Rupture

Transport 4

‘ (Chapitre 5)
Structure

Figure 1.3: Architecture de ce mémoire en trois grandes étapes:

- Dans le premier cas, (haut), le désordre est présent dans la géométrie du
milieu et impose certaines propriétés de transport.

- Dans le deuxiéme cas, (milieu), un désordre inhérent au milieu affecte
directement les propriétés de transport, qui a leur tour selectionnent une sous-
structure du systeme.

- Dans le dernier cas, (bas), i la différence du cas précédent, la structure du
milieu qui est dessinée par le transport modifie en retour le désordre.
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2) Soit elle est fixé par Cintermédiaire de propriétés de transport du
milieu, en particulier pour des comportements non-linéaires donnant liew & une
‘localisation’. {Chapitre 4] -

3) Soit enfin, elle résulte de [a compétition entre une hétérogénéité locale
ou un bruit et le champ de potentiel (au sens large) dans le miliew (désordre endogéne
modulé). {Chapitre 5]

Précisons cependant que de telle schématisations sont toujours trop
nettes pour étre toujours respectées, et Lon s'interessera par exemple & [a rupture
d'un miliew (troisiéme catégorie) ayant la géométrie dun réseau de percolation
(premiére catégorie). Inversement, dans des situations de fort désordre, [a rupture
d'un miliew aléatoire (troisiéme catégorie) sapparente & une dégradation aléatoire

(premiére catégorie).

Enfin nous concluerons ce mémoire en tentant de dégager certains traits

qui nous semble mériter des développements plus importants dans le futur.
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Références :
{1] Titre emprunté a H.Atlan "Entre le cristal et la fumée",
’ Seuil, (Paris, 1979)
Nous ne pouvions résister au plaisir de citer ce titre, car I'ensemble de cet
ouvrage traite de l'auto-organisation, essentiellement en relation avec des
problémes de biologie, mais, sur un plan trés général, les concepts
évoqués ne sont pas trés €loignés de ceux qui nous préoccupent ici.
[2] P.Bak, C.Tang et K.Wiesenfeld Phys.Rev.Lett. 39, 381,(1987)
[3] voir par exemple dans "Random Fluctuations and Pattern Growth”,
(Cargese 1988), N.Ostrowsky et H.E.Stanley eds., le texte de
P.Alstrgm, Trunfio et H.E.Stanley, p.340, celui de P.Bak, C.Tang et
K.Wiesenfeld, p.329, et celui de Obukhov, p.336.
{4] P.Dumouchel et J.P.Dupuy eds. "L'auto-organisation”,
Colloque de Cerisy 1982,
Seuil, (Paris, 1983)
et les références que cet ouvrage contient.
[5] J.P.Dupuy "Ordres et désordres”, Seuil,
(Paris, 1982)
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- Seuils de percolation

- Exposants critiques

- Schématisation de 'amas infini
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- Symétrie, Linéarité et Localité

- 2.2 Transport scalaire, Conduction
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-24 Transgort vectoriel, Elasticité

- Symétries
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- Bornes sur I'exposant T

- Relations avec la mécanique des milieux continus
- Flexion & deux dimensions

- Probléme dual

- Précontrainte

- Vibration
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2P lation T3 C ‘s

Dans ce chapitre, nous rappellerons rapidement certaines propriétés
classiques de la percolation usuelle, ou I'on s'intéresse i la connexité géomérrique de la
structure. Il ne s'agit pas d'une revue exhaustive du sujet, loin s'en faut, mais une bréve
introduction ou nous définissons les notions élémentaires qui nous servirons tout au long
de cette étude. Ainsi, les références correspondants a la partie géométrique seront
omises. Nous nous permettons de suggérer les références 1 & 10 au lecteur intéressé par

une description plus précise et plus compléte.
- 2.1 Rappel de propriétés géométriques

Considérons un réseau régulier de taille infinie, et coupons une fraction (1-p)
des liens de ce réseau choisis aléatoirement (Fig.2.1). Lorsque p est proche de 1, seuls
quelques trous auront été créés. Au contraire lorsque p est voisin de 0, I'ensemble du
réseau est morcelé en petits amas. Entre ces deux extrémes, il existe une valeur de p
particuli¢re, nommée seuil de percolation, et notée pg, telle que pour p>p. existe un amas
d'extension infinie, et pour p<p, ne subsistent que des amas de taille finie (Fig.2.2).

La percolation a pour objef de décrire les propriétés statistiques des systemes
au voisinage immédiat de leur seuil de percolation. Le phénomeéne physique mis en jeu
est alors une véritable transition de phase du deuxiéme ordre. Le paramétre de contrdle de
cette transition (I'équivalent de la température) est la fraction p. Le parametre d'ordre
(I'équivalent de la magnétisation) est la probabilité d'appartenir a 'amas infini. La
percolation est donc un phénomene critique trés simple (puisque purement géométrique),
mais assez complexe cependant pour ne pas étre soluble exactement, tout au moins dans
le cas général.

La mise en correspondance du probléme de percolation et d'une transition de

phase a €t€ démontrée par Kasteleyn et Fortuin [11]. 11 s'agit en I'occurence de la limite



Figure 2.1: Réseau hexagonal sur lequel une fraction p = 0.653 de liens sont présents,
alors que les aurres, tirés aléatoirement, ont 16 coupés. Nous sommes juste au seuil
de percolation de la structure.



Figure 2.2: Le plus grand amas du réseau précédent est ici seul représenté. Le réseau
est au seuil de percolation effectif. (C'est un fractal de dimension 1.89).
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du modele de Potts a S états lorsque S tend vers 1. Ceci permet, en particulier,
d'identifier sans ambiguité I'équivalent des quantités physiques usuellement rencontrées
dans les transitions de phases, en termes ici géométriques. Par exemple la présence d'un
champ extérieur peut étre représentée par un champ fantdme ("Ghost field") qui relie
certains sites du réseau avec un site extérieur unique. Ceci a aussi permis d'obtenir les
valeurs exactes de certains exposants critiques 2 deux dimensions.

On peut essentiellement distinguer deux classes de propriétés : celles qui sont
purement géométriques, et celles qui sont liées a des phénomeénes de transport sur la
structure. Nous €tudierons principalement cette seconde catégorie qui cependant est
intimement liée 2 la premiére.

L'intérét de l'étude de la percolation provient en grande partie de son
universalité. Nombre des propriétés que nous étudierons sont dites universelles, c'est-2-
dire qu'elles ne dépendent pas des détails fins des structures étudiées. Ceci est une
conséquence du fait que la percolation est un phénomeéne critique. En particulier, la
schématisation élémentaire dont nous nous sommes servis pour introduire le sujet, et plus
précisément le fait de situer ce phénomeéne sur un réseau, n'a d'importance que dans la
valeur du seuil. L'ensemble des propriétés critiques (que nous définirons plus loin) ne

dépendent que de la dimension de l'espace dans lequel le systéme est inclus.

- Seuils de percolation

Nous avons vu précédemment la définition du seuil de percolation. Celui-ci
dépend du type de réseau considéré et de la fagon dont on le dégrade. Nous avons déja
introduit un processus qui consiste & couper les liens aléatoirement, ceci définit la
percolation de liens mais on peut également retirer les sites du réseau, il s'agit alors de la
percolation de sites. La table 1 donne la valeur des seuils de percolation pour différents

réseaux (montrés dans la figure 2.3), obtenus soit exactement (€crits en caracteére gras



Réseau carré Réseau triangulaire

>
>
>

XX

Réseau hexagonal (nid d'abeille) Réseaun kagomé

Figure 2.3: Différents types de réseaux bidimensionnels dont les seuils de percolation
de sites et de liens sont donnés dans la table 1.
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dans la table 1), soit par des simulations numériques. Deux types de transformations de

réseaux sont utiles pour relier différents seuils :

Table 1
Seuils d lati
Réseaux 2D
Site Lien
Carré 0.59273 1/2
Triangulaire 1/2 2sin(n/18)=0.3473
Hexagonal 0.6962 1- 2sin(n/18)=0.6527
Kagomé 1- 2sin(n/18)=0.6527
Reéseaux 3D
Cubique simple 0.3116 0.2488
Cubique centré 0.245 0.1785
Cubiques faces centréesj 0.198 0.119
Diamant 0.428 0.388
Réseaux 4D
Hypercubique simple 0.198
Ré 5D
Hypercubique simple 0.142

Les nombres indiqués en caractéres gras sont exacts, les autres sont obtenus par

simulations numériques.

La premigre correspondance utilise la notion de réseau dual. Il est construit a
partir du réseau original (primal) de fagon a ce que ses liens coupent chacun un lien du

réseau primal. Les sites du réseau dual sont donc situés au milieu des cellules du réseau
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primal et réciproquement. Ceci définit la g€éométrie du réseau (Fig.2.4). Ainsi le réseau
dual d'un réseau carré est aussi un réseau carré de méme maille, le dual d'un réseaun
triangulaire est en nid d'abeille (hexagonal) et vice versa. Si maintenant nous adoptons la
convention de couper les liens duaux de liens primaux intacts, et de conserver les liens
duaux de liens primaux coupés, nous mettons en correspondance deux problémes de
percolation de liens sur deux réseaux distincts (Fig.2.5). Remarquons enfin que si le
réseau primal posséde un amas infini, le réseau dual n'en posséde pas et réciproquement.
Ceci nous permet de conclure, par exemple que le seuil de percolation de lien sur réseau
carré est exactement 1/2. De méme, le seuil de percolation de liens d'un réseau
triangulaire est égal au complément a2 1 du seuil de percolation de liens sur réseau

hexagonal. (cf.Table 1).

La seconde correspondance permet d'associer a la percolation de liens sur un
réseaun, un probléme de sites sur un second réseau. Cette correspondance est illustrée
Fig.2.6. A chaque lien, on associe un site, et on détermine la connectivité du second
réseau de fagon 2 respecter les voisinages initiaux. Deux sites du second réseau seront
ainsi relié€s par un lien si ils correspondent & deux liens du réseau initial qui ont un site en
commun. On montre ainsi, par exemple que le seuil de percolation de liens sur réseau
hexagonal est €égal au seuil de percolation de sites sur réseau kagomé. D'autres
correspondances existent, et 1'on pourra trouver un récapitulatif plus complet dans la

revue de Essam [5].

- Exposants critiques

Avant de continuer, précisons que 1'amas infini que nous avons introduit a un
sens intrinséque. I n'est pas défini par des conditions aux limites particulieres. Malgré
cela, sur un réseau de taille finie, cette définition est un peu ambigiie. Pour lever cette

indétermination, on considére généralement un point (ou un ensemble de points)



Réseau dual (triangulaire)

| |
| i

t
% |
! |
| |

I
\ Réseau primal (hexagonal)

Figure 2.4: La constructon du réseau dual consiste 2 joindre les centres des mailles du
réseau primal par des liens qui coupent une et une seule fois les liens du réseau primal.



Réseau dual (triangulaire)

3

5

| |
| |

|
|
|
|

\ Réseau primal (hexagonal)

Figure 2.5: Nous pouvons établir une relation de correspondance sur deux réseaux
duaux si nous choisissons comme liens présents sur le réseau dual, ceux qui sont
duaux de liens absents sur le réseau primal. Les deux réseaux ainsi consauits auront
alors des seuils de percoladon complémentaires.



Réseau associé (kagomé)

\ Réseau initial (hexagonal)

Figure 2.6: Correspondance site-lien entre un réseau en percoladon ds liens (ici le
réseau hexagonal) et un réseau en percolaton de sites (ici kagomé). Les sites du
second réseau ont les mémes voisins que les liens du réseau original.



Chapitre 2.1 7

source(s), et I'amas qui y est attaché. Si cet amas traverse le réseau, on le considérera
comme étant "infini". Ou bien encore, pour s'affranchir du critére consistant a "traverser
le réseaun”, on pourra introduire deux ensembles de points, a priori éloignés l'un de
l'autre, et on appellera "infini" un amas qui relie 1'un des sites du premier ensemble & au
moins un site du second. C'est désormais toujours dans cet esprit que nous nous
référerons a 1' "amas infini".

Nous avons déja mentionné que le paramétre d'ordre en percolation étair la
probabilité d'appartenir a I'amas infini P.,. Par définition du seuil de percolation, pour p
inférieur a p, P, est nul (pour un systéme infini). Au contraire, pour p supérieur a p,,

P.. est non nul. Il s'annule au seuil en suivant 1a loi de puissance:

Poo o< (p-po)P (2.1.1)

pour p>p,, , oit f} est un exposant critique. B (ainsi que les autres exposants critiques que
nous décrivons dans ce chapitre) a une valeur précise qui ne dépend que de la dimension
de l'espace. La valeur de B en fonction de la dimension de l'espace est donnée dans la
table 2. (Cette table ainsi que les figures 2.7 et 2.8 montrent les exposants critiques en
percolation.) Pour un systéme de taille finie, P, a un comportement que 1'on décrira un
peu plus loin.

Une autre caractéristique essentielle de la percolation concerne la distribution
des tailles d'amas. Soit ng le nombre d'amas (par site) de taille s omettant le plus grand
amas. Au seuil de percolation, toujours pour un systéme de taille infinie, on observe une

distribution en loi de puissance (Fig. 2.9):

ngoe s°° (2.1.2)
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Table 2
Exposants critiques
imensi 2 3 4 5 6

Géometrie
v 4/3 =133 | 0.88 | 0.64 | 0.51 12
B 5/36 =0.14 ] 0.44 | 0.56 | 0.67 1
Y 43/18 =2.39 | 1.76 | 1.43 1.21 1
T 187/91=2.05 { 2.20 | 2.28 | 2.35 52
c 36/91 =0.39 | 0.45 | 0.50 | 0.53 12
D¢ 91/48 =1.89 | 2.50 | 3.12 | 3.69 4
Dy 162 1 1.74 | 19 1.93 2
Doin 1.13 | 1.34 | 1.50 1.75 2
Dg.p 3/4 =075 1.14 | 1.56 196 | 2

JLransport
D, 1.32 1.33 | 1.35 1.35 4/3
D, 2.87 377 | 4.64 | 5.45 6
t 1.30 2.02 | 225 | 243 3
$ 1.30 0.75 | 0.6 0
T 3.96 3.8 4
c 1.30

La signification physique d'une telle loi est qu'il n'existe pas de taille
caractéristique d'amas. On peut trouver des amas de toutes tailles. La coexistence de ces

différentes échelles est caractéristique des phénomenes critiques. Cependant cette
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propriété est en quelques sortes idéale, dés que l'on s'éloigne un tant soit peu du seuil de
percolation (ou, bien sur, dés que l'on considére un systéme de taille finie) cette
distribution est tronquée. Etudions d'abord l'effet d'une variation de p. Pour p différent
de p., on peut, si I'on reste cependant au voisinage de p, mettre la distribution sous la

forme:

ng =5 f( (p-p.) %) (2.1.3)

11 existe, et cela est observé numériquement, une unique fonction d'échelle f
qui permet de représenter sous une simple forme, I'ensemble des résultats obtenus pour
différentes valeurs de p (Fig.2.10). Bien sur, f(x) tend vers une constante non nulle
lorsque x tend vers 0. En fait, une étude numérique [1] révele que f(x) a une allure de
courbe gaussienne. © est encore un exposant critique dont on trouvera la valeur dans la
table 2. Quel est le sens de I'arguament a l'intérieur de 7 Il introduit une coupure
supérieure 2 la distribution n,. Cette coupure supérieure s,,, varie comme (p-p.)-1/o.
Elle est fondamentale et va nous permettre de définir une longueur de corrélation. Mais
auparavant, montrons que O n'est pas un nouvel exposant. Au dessus du seuil de
percolation, un site appartient soit a l'amas infini, soit @ un amas fini et donc, nous

déduisons le bilan suivant:

P_+Zsn,=p (2.1.4)
soit

P =p-Zsng 2.1.5)
ou encore

d P_/dp = 1- Z sd(ny)/dp (2.1.6)

remplacant la somme sur s par une intégrale continue:



- In(ny(p)/ny(p.))

0.18
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- 0.08
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Figure 2.10: Fonction d'échelle montrant la distribution des tailles d'amas sur des
réseaux triangulaires hors du seuil de percolation de sites, contenant jusqu'a
2.56 1019sites. (Courbe extraite de D.C. Rapaport J. Phys. A, 19, 291, (1986)).

&
0 :(p-p.) ==x0.0005
® : (p-p.) =x0.001
v (p-po) = 0.002 B
ol m :(p-p.) ==%0.004
|
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dP_Jdp=1-[ 55750 £(p-p,) °) ds 2.1.7)
Notons maintenant
A= [ 2295 £(z) dz 2.1.8)

(intégrale définie), nous avons

d P_/op = 1- (A/o) (p-pp)*de-1 (2.1.9)
Utilisant maintenant la définition de 1'exposant 3, nous identifions :

B=(t2)/c (2.1.10)

Revenons sur la coupure supéricure s Nous pouvons définir la taille

max*

typique des plus grands amas & que l'on trouve en dessous du seuil par I'argument

suivant. Le nombre de sites occupés par un amas de taille € est :

Ed ApP =s_ (2.1.11)
Or, nous avons vu que:

Smax ° Ap1/° (2.1.12)
d'ot

Ed oc Ap(-1/0-B) (2.1.13)
Qu

E o Apv (2.1.14)
avece

v =(1/o + B)/d (2.1.15)

L'exposant v que nous venons d'introduire joue un rdle tout a fait
considérable, puisqu'il gouverne la divergence d'une échelle de longueur, qui, en

quelques sortes, est propre au phénomene critique considéré. La longuear & ainsi définie
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est appelée longueur de corrélation. Utilisant maintenant v et B comme exposants

principaux, nous déduisons:

6 =1/ (vd-B) (2.1.16)
et

t=2+Po=2+p/(vd-B) (2.1.17)

Telle que nous l'avons dérivée, la formule (2.1.15) ne semble valable que
pour p<p.. En fait, nous pouvons montrer (trés facilement, dans le cas bidimensionnel,
par un argument de dualité) qu'il existe une longueur de corrélation au-dessus du seuil,

qui diverge de la méme manicre, soit:

£ oc Ip-p,| -V (2.1.18)

En fait, ce résultat que l'on peut obtenir par un argument de dualité (applicable
uniquement dans le cas bidimensionnel) est valable pour toute dimension d'espace et n'est
pas spécifique du cas bidimensionnel. Au dessus du seuil, £ donne la taille des plus
grands "trous” dans l'amas infini. Nous pouvons déja nous représenter un réseau de
percolation de taille infinie au voisinage du seuil de percolation: en dessous d'une échelle
de longueur &, le systéme apparait comme s'il était exactement au seuil et l'observateur
non averti ne peut distinguer si le systéme est au dessus, en dessous ou au seuil. Au
contraire, lorsque la taille du systéme dépasse &, alors, on peut distinguer si 'on est au
dessus du seuil. Dans ce cas, I'ensemble a une allure homogene: il existe un amas infini
percé de trous de toutes tailles inférieures a £. En dessous du seuil, nous avons une
collection d'amas de tailles toutes inférieures a &.

Nous venons de voir comment prendre en compte le fait de ne pas étre

exactement au seuil. Voyons maintenant comment inclure un effet de taille finie dans
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notre description. Prenons l'exemple de P, pour un réseaun de taille L. Comme

précédemment, nous allons utiliser une fonction d'échelle @:

P..= (p-po)P 9(L/E) (2.1.19)

ol l'argument de la fonction est le rapport entre 1a taille du systéme et Ia seule longueur
macroscopique d'intérét dans notre probléme. @(x) est une fonction homogeéne de degré
0. On peut obtenir les comportements asymptotiques de ¢ au voisinage de O et de l'infini
par des arguments physiques simples. Pour L trés grand devant &, le syst®me apparait

comme homogene entre I'échelle & et L, et donc P_, doit étre indépendant de L soit:

o(x) = 1) (2.1.20)

lorsque x tend vers l'infini, comme ceci est visible en comparant P, pour une taille infinie
et pour une taille finie. Au contraire lorsque L est trés petit devant &, alors, modifier p et
le rapprocher du seuil n'a pas d'effet visible a I'échelle L. Seule la coupure supérieure

qui est déja plus grande que le systéme, varie. Ainsi,

dP_/op =0 (2.1.21)

Postulons la forme asymptotique de ¢ au voisinage 0 sous la forme :

P(x) o< x5 (2.1.22)

ou { est pour l'instant inconnu. Utilisant 1a dépendance de x en p,

§ = (Ap) (2.1.23)

on obtient
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P, =< ApB+tv (2.1.24)
d'ou

L=-Prv (2.1.25)
Donc

@(x) o< x-BV x<<1 (2.1.26)

Finalement, pour un réseau de taille L,

P_ o LBV si L<<§ (2.1.27)

Nous pouvons tirer de cette derniére relation une propriété importante. Lorsque nous
sommes au seuil de percolation, pour un réseau de taille L, la masse de 1'amas percolant

__s'il existe__ est proportionnelle a :

Ld .P_(L) o< Ld-BV (2.1.28)

En d'autres termes, 'amas infini est un objet fractal de dimension:

D = d-Biv (2.1.29)

Encore ne faut-il pas se méprendre sur le sens donn€ ici au terme fractal. La propriété est
a prendre ici au sens statistique car en changeant la taille du réseau, ce qui apparait comme
amas percolant peut se révéler étre fini, alors que tel amas fini, coupé par un bord, peut
faire partie de 'amas percolant pour un systéme de taille supérieure.

D'autres moments que le premier peuvent €tre calculés pour la distribution
des tailles d'amas. On peut en particulier s'intéresser a la taille moyenne, Y, des amas en

dessous du seuil de percolation.
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x=ZsZn (2.1.30)

Cette quantité est I'analogue de la susceptibilité pour une transition de phase magnétique.

Utilisant la méme approche que précédemment, nous écrivons:

P =Jsz st f((p-pc) s°) ds (2.1.31)
ou, si

B= J z3-v/o-1 f(z) dz (2.1.32)
alors

X =< B/c Ap(r-3)io (2.1.33)

Reprenant la notation conventionnelle ou x diverge avec un exposant ¥ selon:

X o< (Ap)Y (2.1.34)
nous avons

Y= (3-t)/c (2.1.35)

On peut, bien sur, refaire I'analyse pour tous moments m de la distribution et trouver

pour m21:
T sm ng o< (Ap)vd-mDi) (2.1.36)

Remarquons ici que tous les exposants obtenus, v(d-m Dy), sont affines en m. Cette
‘simplc propriété (souvent qualifiée de "constant gap scaling") lorsqu'elle ne sera pas
vérifiée, ménera & définir le concept de multifractalité. Notons simplement maintenant
que ce caractere affine indique la présence d'une coupure supéricure (2 la taille &)
extrémement brutale. Il n'existe que trés peu d'amas (ou de trous) dont la taille excéde

cette longueur.
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Avant de conclure ce paragraphe, rappelons encore une propriété de base. Il
existe un cas simple ou le probleme de percolation est analytiquement soluble: sur un
arbre de Bethe, on peut obtenir tous les exposants critiques de fagon trés simple. Un
arbre (ou réseau) de Bethe est une structure arborescente de coordinance fixe et ne
comportant aucune boucle. C'est I'archétype d'un réseau dans un espace de dimension
infinie. Or, il se rouve que si la dimension de l'espace dans lequel nous nous trouvons
est suffisamment élevée, alors les boucles du réseau deviennent non-pertinentes et
n'affectent pas les propri€tés d'échelle en percolation. Des lors, le cas du réseau de Bethe
donne la solution du probléeme. En ce qui concerne la percolation, ceci est vrai a partir de
la dimension 6. Il s'agit de ce que 1'on appelle la dimension critique supérieure du

probléme.
- Schématisation de 'amas infini

La description précédente nous a permis d'introduire les concepts de base de
la géométrie de 'amas de percolation. Nous allons maintenant donner une description de
I'amas infini, qui permetira de mieux appréhender les phénoménes de transport.

Plagons-nous au seuil de percolation dans un milieu infini, et considérons
I'amas infini. Définissons ici encore l'amas infini par rapport 2 deux ensembles de
points, comme explicité précédemment. Beaucoup de structures ne sont attachées a cet
amas infini que par une seule terminaison. On les appelle des bras morts. Ils ne
participent bien sur pas aux propri€tés de transport sur I'amas infini, 2 moins que I'on y
place des sources. Nous supposerons maintenant que les seuls sources et puits, (ou
connexions vers l'extérieur), présents sur la structure appartiennent aux deux ensembles
de définition de I'amas infini. Si nous débarassons 1'amas infini de tous ses bras morts,
nous obtenons une structure (voir Fig.2.11) que l'on appelle le squelette ("backbone™)
[12]. Le squelette ainsi défini peut aussi étre considéré comme étant le support de toutes

les marches auto-évitantes sur l'amas infini, partant de 1'un des ensembles de points et



Figure 2.11: Squelette de l'amas infini présenté dans les figures 2.1 et 2.2. Nous
avons enlevé toutes les souctures qui n'éezient rattachées & l'amas principal que par un
lien unique. Les deux ensembles de définidon de cette stucture sont les deux bords

extrémes haut et bas, c'est pourquoi ils sont représentés ici. (C'est un fractal de
dimension 1.62).
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arrivant au second. Il conditionne tous les transports sur I'amas infini mais ne représente
cependant qu'une infime partie de ce dernier. C'est aussi une structure fractale dont la
dimension, Dy, est donnée dans la table 2. L'obtention du backbone est généralement
une opération extrémement délicate[13]. A deux dimensions pourtant, l'utilisation du

réseau dual permet de simplifier considérablement l'algorithme d'extraction.

En examinant de plus pres la structure du squelette, nous voyons qu'il
consiste en une série d'amas de boucles, appelés blobs, reliés entre eux par des liens
simples, non redondants, que 1'on qualifie de sensibles (voir Fig.2.12). En effet dés que
ces liens sensibles sont coupé€s, le squelette (et donc aussi I'amas infini) est disconnecté
en deux parties. L'ensemble des liens sensibles forme un ensemble fractal non
nécessairement connexe dont la dimension est exactement 1/v {14]. Quant i la
distribution des blobs sur le squelette, elle est justiciable d'un traitement similaire 2 celui
que nous avons présenté pour les amas finis [15]. On peut ainsi redéfinir un nouvel
exposant T pour la distribution en taille ng < s-*. I est alors relié  la dimension fractale

du squelette par la méme relation que précédemment pour les amas finis :

T =1+d/Dbb’ (2.137)

De plus, il a été montré que ces blobs sont agencés le long du squelette,
comme des perlcks sur un collier, aléatoirement, sans corrélation de taille entre deux blobs
consécutifs [15].

Enfin, lorsque l'on veut relier les deux ensembles de définition de I'amas
infini par le chemin le plus court, on définit encore un nouvel objet fractal (Fig.2.13),
dont la dimension D,;, est donnée dans la Table 2.[16]

Au dessus du seuil de percolation, 'amas infini peut tre vu comme un milieu

homogéne percé de trous dont la taille n'excéde pas la longueur de corrélation, &. 1l est

donc raisonnable de le schématiser par un "super-réseau” homogeéne dont la maille



=
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Figure 2.12: Le squelette représenté sur cette figure (identique 2 celui de la figure
2.11) comprend des liens que l'on qualifie de sensibles et qui sont tels qu'une fois

coupés, le réseau n'est plus percolant. Ces liens sont dessinés en trait gras. Ils
consdtuent un objet fractal de dimension 3/4.



B

Figure 2.13: L'un des plus courts chemins a travers l'amas infini qui relient les deux
bords extrémes du réseau. Il appartient bien siir au squelette. C'est un fractal de
dimension 1.13.
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élémentaire est de longueur £. Les liens de ce super-réseau ont alors une géométrie
proche de celle de I'amas infini juste au seuil de percolation. Nous pouvons donc ici
encore distinguer le squelette et les bras morts. Le squelette garde lui aussi 1a structure de
super-réseau de maille £. Nous raisonnerons donc souvent sur une structure simplifiée
du squelette au-dessus du seuil de percolation, en nous figurant un réseau régulier dont
chaque (super-)lien de longueur & est formé de blobs connectés par des liens sensibles
(ici, “"sensible” est 4 comprendre & I'échelle du super-lien) dont le nombre est de ['ordre
de EV. Entre chaque site la longueur du plus court chemin sera de l'ordre de §Dmin,
Cette schématisation a €té introduite par Skal et Shklovskii [17] d'une part et de Gennes
[18] d'autre part. Elle a ensuite ét€ reconsidérée par Stanley [19]. Nous verrons son
intérét dans la section suivante o elle permet d'obtenir trés facilement des bornes

d'exposants critiques.
- Transport "logique”

Une fagon simple de se figurer la connexité d'un réseau de percolation,
consiste a introduire une matrice C;; dont les éléments sont des variables Booléennes ou
logiques : "vrai" et "faux" ou O et 1, et dont les indices représentent les sites du réseau.
Plus précisément, Cj; vaut 1 si un lien existe entre les sites i et J, et sinon il vaut 0. Par
convention C;; vaudra 0. Choisissons maintenant un site i au hasard sur le réseau, et
explorons l'amas auquel ce site appartient. Au premier pas, nous découvrons les sites
immédiatement voisins, puis au second, les seconds voisins etc... Introduisons
maintenant le vecteur Booléen A; dont le seul élément non nul est celui correspondant au
site i choisi. Les sites qu'il est possible d'atteindre en un pas seront les éléments non nuls
du vecteur A'=CA ou la multiplication Booléenne de matrice est une simple transposition

de la multiplication matricielle habituelle :

A'j = OUk (C]k et Ak) (2. 1 .38)
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ou l'addition est le "ou" logique et la multiplication le "et” logique. Nous garderons dans
ce paragraphe les notations de somme et de multiplication habituelles, bien qu'il s'agisse
toujours d'opérations logiques. En itérant I'équation précédente, au bout de n pas, les
sites que 1'on peut atteindre sont donnés par CRA oul la ni¢me puissance est & prendre au
sens du produit matriciel défini comme ci-dessus. Les sites atteints en, au moins n pas,

seront donc donnés par:

I+C+C2+Cl.+ClA (2.1.39)

ou I est la matrice identité. L'opérateur devant A, va tendre vers une limite que l'on
appelle G, lorsque n tend vers l'infini, et ce en un temps fini si I'on est en-dessous du
seuil de percolation, infini sinon. Symboliguement, nous pourrons écrire G = (I-C)-1,
bien que ni l'inversion, ni la soustraction ne soient définies. L'opérateur G est un
projecteur, qui, a un ensemble de points de départ, associe les sites des amas qui leurs
sont connectés. Il est I'analogue Booléen‘formel de la fonction de Green du probléme.
Le paralléle que 'on peut faire entre ce niveau de description logique trés rudimentaire, et
un probléme de transport sur la méme structure est tout A fait frappant. Notons enfin que
la formulation ici présentée est tout a fait générique et ais€ément adaptable a des problemes
d'automates cellulaires.[21]

Nous pouvons poursuivre ces paralleles algébriques de la fagon suivante: La
maniére 1a plus courante de générer un réseau de percolation consiste a tirer pour chaque
lien i (ou site) un nombre aléatoire x; équidistribué entre O et 1, et de décider que le lien
est présent si x; est inférieur a p, ou absent si x; est supérieur a p.

Définissons maintenant une procédure pour calculer le seuil de percolation
effectif pour un réseau de taille finie, une fois que les nombres x; ont été tirés. Soit un

chemin particulier, ®, joignant un site de I'un des ensembles de définition, A, a un site de
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l'autre ensemble, B. Pour que ce chemin soit connecté, il faut que chacun des liens qui le

constituent, soit présent. Donc pour chaque lien i, x; < p, ou encore,

P 2 max;e 5 (X;) (2.1.40)

Ceci définit une norme sur les chemins 2, que nous noterons {2 ll. Le seuil de
percolation du réseau, défini par rapport aux ensembles A et B, peut &tre maintenant
exprimé de la maniére suivante. Au seuil de percolation effectif, il existe au moins un
chemin P, connecté qui relie A a B. Donc p, apparait comme étant le minimum sur

I'ensemble des chemins P55 de liP,g Il ou:

P = min p { max;. »(xy)) (2.1.41)

I existe ainsi un et un seul lien i tel que p, = x;. Il s'agit d'un lien sensible dans la
terminologie introduite précédemment.

Notons également que ceci permet de définir une distance d(i,j) entre deux
points i et j, comme étant le seuil de percolation effectif relatif aux deux ensembles A et B
réduits aux deux points considérés. Il est immédiat de voir que d constitue effectivernent

une distance :

dG,i =0 (2.1.42)
d(i,j) = dG.i)
dGik) < dG.j) +dG.k

et nous avons méme une propriété plus forte que l'inégalité triangulaire:

d(ik) = max(d(,j) ; d(.k)) (2.1.43)
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et donc d est une ultra-distance. La structure ultra-métrique ainsi définie refléte
simplement la hiérarchie des amas inclus les uns dans les autres lorsque p augmente.

A un niveau purement algébrique, on voit aisément la correspondance que
I'on a établi entre d'une part le "et" logique et le "max" et d'autre part entre le "ou"
logique et le "min”. Nous voyons ici une formulation trés simple de la percolation qui
permet de mettre sur un méme pied beaucoup d'autres modeles. C'est ainsi que nous
serons amenés dans le chapitre 4 a redéfinir 1a norme sur un chemin, mais en gardant la

méme structure.

- Symétrie, Linéarité et Localité

Dans le probléeme de percolation de connexité, il existe quelques propriétés
élémentaires qui rendent le probléme simple. Nous verrons par la suite qu'il existe des
modeles de percolation dépourvus de ces "attraits”, ce qui rend la situation beaucoup plus
complexe, car l'aspect géométrique de la transition n'est plus aussi transparent que dans
le cas présent.

Citons ainsi la symétrie des liens. Si un site i est reli€ a un site j par un lien,
alors le site j est aussi relié a i. La transmission d'information est symétrique sur le lien et
peut s'effectuer dans les deux sens. Ceci transparait dans la formulation Booléenne par 1a
symétrie de la matrice C. Dans le cas de la percolation de diodes [22], au contraire, la
transmission d'information est unilatérale. Dans ce cas la notion d'amas doit éwre
redéfinie. Nous pourrons ainsi trouver un amas aval, i.e. I'ensemble des sites qui
peuvent étre rejoints a partir d'un ensemble donné de départ (cet amas aval est donné par
G appliqué a un vecteur de départ), et aussi un amas amont, i.e. I'ensemble des sites qui
peuvent rejoindre 'ensemble de départ ( celui-ci est donné par I'application itérée de la
matrice transposée de C sur le vecteur de départ). En imposant de plus certaines
contraintes globales sur l'orientation des liaisons, nous pouvons définir la percolation

dirigée [23], qui appartient & une classe d'universalité différente de la percolation usuelle.



Chapitre 2.1 21

La connexité d'une structure est une propriété locale. On peut l'exprimer en
termes de chemins sur la structure comme nous l'avons vu au paragraphe précédent.
Ainsi toute l'information géométrique qui nous intéresse ici, (mais aussi d'autres
informations comme par exemple un potentiel €lectrique), peut €tre transmise par
l'intermédiaire d'un seul lien. C'est en ce sens que la percolation de connexité, peut étre
vue comme un phénomene de percolation de systemes A transmission d'information
totale. C'est aussi la raison pour laquelle nous pouvons donner une représentation
Booléenne des propriétés géométriques. Ceci a des retombées pratiques intéressantes sur
le plan algorithmique et, certainement, la simplicité avec laquelle on peut faire des
simulations numériques du probléme a joué un réle considérable dans le "succés” de la
percolation.

Nous verrons cependant dans la suite, que la localité ne joue pas de rdle
déterminant pour identifier la classe d'universalité du probléme. En revanche il existe
une seconde propriété, beaucoup plus importante a cet égard : il s'agit de la linéarité.
Nous avons vu que 'on pouvait schématiser les propriéiés géométriques de la percolation
en termes de transport "logique” ou Booléen. Si maintenant, nous considérons deux
ensembles de sites de départ, représentés par deux vecteurs A et B, I'ensemble des sites
envahis est donné respectivement par GA et GB. De par la correspondance entre
I'addition et le "ou” logique, nous pouvons superposer les deux ensembles initiaux en
formant D = (A ou B) (i.e. site par site D; = (A, ou B;)). De par Ia "linarité" de la
multiplication booléenne de matrice de connectivité C, nous avons la propriété de
superposition suivante GD = ( GA ou GB). La linéarité n'est pas directement liée au
caractére Booléen de notre représentation. Il existe des modeles ou l'occupation de
plusieurs sites voisins est nécessaire a la propagation de l'information. Dans le cas de
deux sites, nous pourrons alors adopter une formulation voisine de celle présentée ci-

dessus, ot la connectivité est donnée par un tenseur Booléen du troisieéme ordre.

A'i = OU}k (Cijk et A] et Ak) (2 1 44)
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Nous pouvons nous représenter l'équation précédente par une triode ou l'activation
simultanée de deux entrées est nécessaire a un signal de sortie. Nous noterons l'analogie
formelle entre ces triodes et les mondmes du second degré, de 1a méme facon que nous
avions identifié les diodes précédentes avec les mondmes du premier degré, et les termes
de sources comme des termes constants. L'analogie peut étre poursuivie plus avant en
introduisant en particulier le concept de dérivation. Ceci a une application tout 2 fait
directe dans la propagation de défauts dans des réseaux d'automates cellulaires, comme
en particulier le probleme de Kauffman.[21]

Des problémes de percolation a transmission partielle d'information, donc
non-locaux et réfractaires 2 toute schématisation Booléenne, peuvent cependant comme
nous le verrons ultérieurement, étre linéaires. Toutefois, un modele non-linéaire ne peut
pas étre local. Dans l'exemple des triodes, nous voyons que l'information n'est pas
transmise par un seul "canal” et nous ne pouvons donc réduire le probléme a de simples
propriétés de chemins sur la structure; au contraire, il faut considérer des structures plus
complexes avec des boucles et des branchements. Ceci a pour conséquence non-
seulement de rendre le probléme plus complexe mais aussi de changer sa classe
d'universalité.

Citons finalement quelques exemples de modéles que l'on trouve
communément dans la littérature ainsi que leurs propriétés de symétrie, localité et linéarité

éventuelles.
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Percolation de connexité Symétrique Local Linéaire
Percolation de diodes Non-symétrique | Local Linéaire
Percolation dirigée Non-symétrique | Local Linéaire
Percolation de force-centrale | Symétrique Non-local | Linéaire
Percolation de Bootstrap Symétrique Non-local | Non-linéaire
3PAFT! Non-local | Non-linaire
Modé¢le de Kauffman Non-symétrique | Non-local | Non-linéaire

T 3PAFT : Modele de Potts 2 trois états, antiferromagnétique, dilué, a température nulle. Ce modele sera

défini et étudié dans le paragraphe 3.3
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- 2.2 Transport scalaire, Conduction

Apres avoir introduit les principales données géométriques de la percolation
qui nous seront utiles dans la suite, nous abordons maintenant les propri€tés de transport
sur l'amas infini de percolation. Nous commengcons par le cas le plus simple en la matiére
qui nous servira de référence pour la suite de notre discussion, 2 savoir le transport
“scalaire", dont 'archétype est le réseau aléatoire de résistances ("Random Resistor

Network™)
- Probléme primal

Considérons un réseau de percolation dont chaque lien présent représente une
résistance électrique unité, et ou chaque lien absent est supposé parfaitement isolant.
Chacun des deux ensembles de définition qui nous a permis de définir la structure de
percolation est maintenant assimilé 2 une électrode (équipotentielle). Les objets de base
qui vont nous servir a définir le comportement critique du systéme sont ici les courants
qui transitent dans chaque lien.

Commengons d'abord par le support de la distribution des courants.
Evidemment, aucun courant ne peut passer dans les bras morts. Ils sont trivialement
équipotentiels. Ainsi, les seuls liens qui portent un courant non-nul appartiennent au
squelette que nous avons défini par des critéres purement géométriques (i.e. comme
I'intersection de toutes les marches auto-évitantes qui rejoignent les deux ensembles de
définition [12]). IIs constituent ce que nous appellerons le squelette électrique. Notons
tout de suite que certains liens du squelette géométrique n'appartiennent pas au squelette
€lectrique. En effet, sur un réseau régulier, certains liens peuvent étre parfaitement
équilibrés, (comme la branche centrale d'un pont de Wheatstone), et donc ne porter aucun
courant, bien qu'ils soient membres du squelette géométrique. Un tel exemple de

structure est fourni par la figure suivante :
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A

ot le lien AB appartient au squelette géométrique mais non électrique. Remarquons
cependant que de telles propriété€s ne sont pas "robustes” car dés qu'un bruit, aussi faible
soit-il, est ajouté au systéme__en modifiant, par exemple de fagon infinitésimale, les
conductances des liens de fagon aléatoire__, alors aussitdt, le squelette €lectrique devient
confondu avec le géométrique.

De plus, nous avons montré récemment, par des simulations numériques
[24], que 1a densité des liens équilibrés sur le squelette est constante. Ainsi par exemple
sur un réseau carré en percolation de liens, la densité de ces liens est de 1'ordre de
0.50%. Ainsi, ils n'affectent pas la valeur de la dimension fractale du squelette, et dans
la suite, nous ignorerons la distinction entre les deux squelettes. Nous pouvons
comprendre la constance de la densité¢ de ces liens, en remarquant qu'ils peuvent
appartenir a des sous-structures Jocales qui peuvent apparaitre sur le squelette avec une
probabilité finie non-nulle, et indépendante de la taille du systéme.

La caractéristique la plus importante des réseaux de résitance concerne
I'évolution de la conductivité, X, au voisinage du seuil de percolation p. [25]. Pour un
réseau de taille infinie, l1a conductivité s'annule en effet au seuil de percolation en suivant

une loi de puissance caractérisée par un nouvel exposant critique t.

Z o< (p-p)t (2.2.1)

ol la valeur de I'exposant t est donnée dans la Table 2.
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Comment se manifeste l'effet d'un réseau de taille finie sur I'évolution de la
conductivité au voisinage du seuil de percolation? Nous pouvons encore développer ici
un argument similaire a celui que nous avons utilisé pour obtenir la dimension fractale de
I'amas infini. Nous "corrigeons" la loi de puissance valable pour un systéme infini, par
une fonction qui dépend de la taille du systtme. De fagon a rendre l'expression
homogéne, nous introduisons €galement la seule longueur pertinente du probleme de
percolation a savoir la longueur de corrélation &. Ainsi nous postulons que la

conductivité X varie selon:

T o (p-p) P(L/E) (2.2.2)

Les limites de @(x) sont obtenues d'une part en considérant le cas ou L tend vers l'infini,

et ott I'on s'attend a:

T o< (p-p)t (2.2.3)
soit

ox) = (1) (2.2.4)

pour x tendant vers l'infini. D'autre part, lorsque L est plus petit que &, alors il devient

impossible de sentir les variations de p, d'ou:
0X/op =0 (2.2.5)
soit, compte-tenu de la variation critique de &:

§ o< (p-p) (2.2.6)
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nous devons avoir

Q(x) o X1V (2.2.7)

pour x tendant vers 0. Dans cette limite
L«§& (2.2.8)
nous pouvons écrire

T o LtV (2.2.9)

Ainsi, exactement au seuil de percolation, la conductivité d'un syst€me varie avec la taille
de ce dernier selon une loi de puissance. Numériquement, c'est d'ailleurs le moyen
privilégié d'obtention de l'exposant t (comme d'ailleurs beaucoup d'autres exposants
critiques, justiciables du méme argument) (cf. Fig.2.14). Les déterminations numériques
de t/v abondent, citons seulement quelques méthodes et résultats représentatifs : matrice
de transfert [26, 271, énumération exacte de marches aléatoires et calcul de serie [28],
Monte-Carlo sur marches aléatoires [29], Monte-Carlo et transformation triangle-étoile
{30]. Le calcul le plus poussé connu aujourd'hui est donné par matrice de transfert, et
exécuté sur un calculateur spécialisé {31]. Il indique, a deux dimensions,

t/v =0.9745£0.0015.
- Bornes sur l'exposant t

Soit un réseau de percolation au-dessus du seuil de percolation. Nous avons
vu que le systeme était homogeéne au-delad de l'échelle donnée par la longueur de
corrélation & La conductivité est donc constante dés que la taille du réseau est plus
grande que &. Nous nous limitons donc 2 un hypercube de cdté & pour évaluer la
conductivité . Définissons l'exposant { qui donne la relation entre la résistance R et la

distance L entre €lectrodes au seuil de percolation:
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Figure 2.14: Evolution de la conductivité pour un réseau carré en percolation de liens
au seuil et en son voisinage obtenue par matrice de transfert sur un ruban de largeur N
et de longueur comprise entre 10* et 10°. Pour p = pc = 0.5, on observe une ligne
droite traduisant une loi de puissance d'exposant -t/v. (Courbe extraite de B. Derrida
et J. Vannimenus J. Phys. A, 15, 1557, (1982))
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R LS (2.2.10)

Si le réseau est soumis 2 un champ électrique E, et est traversé par une densité de courant

j» nous pouvons écrire a l'échelle &, la différence de potentiel aux bornes de notre

hypercube:

AV =EZ (2.2.11)

et le courant total passant a travers une face:

I=j.kdl (2.2.12)

Utdlisant maintenant la loi d'échelle de la résistance, nous avons:

AV =RI (2.2.13)
E & ocjgd188 (2.2.14)

donc
T =j/E ee x2d-L (2.2.15)

Connaissant la divergence de & au seuil, § = (p-p.)", nous déduisons :

T o Ap Y+ V(d-2) (2.2.16)
soit

t=v{+v(d2) (2.2.17)

Le probléme est donc de déterminer {. Il n'existe pas d'argument exact

notre connaissance pour obtenir {, mais cependant nous pouvons donner des bornes [32]
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en utilisant la schématisation du super-réseau explicitée ci-dessus. Nous devons encadrer
la résistance d'un "super-lien”. Il consiste de "blobs"” (amas de boucles) multiplement
connectés, reliés entre eux par des liens sensibles. Ces liens sensibles ont une dimension
fractale de 1/v [14]. Nous pouvons donc simplement minorer la résistance totale du
super-lien en supposant que les blobs, étant abondamment connectés, contribuent de
facon négligeable a la résistance totale. R sera donc supérieur a la résistance diie aux liens

sensibles disposés en série. Or ces derniers sont au nombre de:

N, o< E1WV (2.2.18)
d'ou

R>AEIV (2.2.19)

ol A est une constante. Inversement R sera inférieur a la résistance de n'importe quel
chemin parcourant ce super-lien de bout en bout, et a fortiori si nous considérons la plus

court chemin. Utilisant maintenant la dimension fractale du plus court chemin D_;, nous

déduisons:

R <B & Dmin (2.2.20)
ainsi

IVLE <Dy, (2.2.21)
et donc

1+v (d-2) £t v (D,+d-2) (2.2.22)

Nous avons donc I'encadrement suivant selon la dirmension de 1'espace:
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d 1+v (d-2) t Vv (Dpip+d-2)
2 1 1.30 1.51

3 1.88 2.02 2.07

4 2.28 2.25 2.24

5 2.53 2.43 2.42

6 3 3 3

Si pour la dimension 2, la précision n'est pas trés bonne, elle devient correcte
a d=3 (10%) et est difficile 3 améliorer au deld de d=4. Notons que les deux bornes se
croisent a d=4 et 5. Ceci provient d'une certaine inconsistance dans les valeurs de v et
D,;n qQue l'on trouve dans la littérature; en effet D_,;, doit étre nécessairement supérieur 2
1/v . La majoration de t convient (aux barres d'erreurs pres), car les valeurs citées
proviennent d'estimations de t/v et de D_;; et donc la méme valeur de v est utilisée dans
les deux colonnes. Le rapport entre t et la borne supérieure n'est pas affecté par une

sous-estimation de v.

- Renormalisation de petites cellules

La renormalisation dans l'espace réel pour obtenir une estimation des
exposants critiques est une méthode directement héritée de la physique des transitions de
phases. Nous l'explicitons ci-dessous pour un cas extremement simple ou cependant on
obtient déja un bon ordre de grandeur des exposants t et v. Le principe de Ila
ransformation appliquée sur réseau carré en percolation de liens est dii & Bernasconi [33].
L'idée consiste a partir d'un réseau au voisinage du seuil de percolation, et a construire, 2
partir de celui-ci, un second réseau de méme structure que le premier, mais avec une taille

différente. Ainsi dans l'exemple considéré, nous partons d'une cellule 2x2 d'un réseau
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carré et lui associons une cellule élémentaire (deux liens) d'un second réseau. Plus
précisément, comme le montre la figure (2.15), nous partons d'une structure en H et lui
associons un lien. La maille du réseau se trouvant ainsi multipli€ par un facteur 2. Le
lien renormalisé sera dit présent si il existe dans la cellule initiale en H un chemin reliant la
base au sommet. En énumérant les différentes configurations i possibles avec leurs
probabilités respectives p;, nous déduisons en particulier la probabilité d'avoir un lien

présent p'(p) pour le réseau renormalis€, en fonction de la probabilité initiale p.

p'(p) = p° + 5pq + 8p3q? +2p?q3 (2.2.23)

ou q = 1-p (Fig.2.16 et 2.17). La transformation peut €tre itérée a l'infini. Dans la
relation p'(p), il existe deux points fixes stables (triviaux) p =0 ou p = 1, et un point fixe
instable p = 1/2. Ce point fixe instable est identifié avec le seuil de percolation.

Partant d'une valeur de p voisine du seuil p = 1/2 + €, aprés transformation,

nous obtenons une nouvelle valeur :

p'(p) = 1/2 + €0p'/dp|p_ (2.2.24)

au premier ordre en €. Dans cette transformation, la longueur de corrélation §, est
devenue &/2 puisque 1'échelle de longueur a doublé. Oublions les corrélations introduites
par cette renormalisation et considérons le résean obtenu comme ayant une structure de

percolation, nous déduisons de la loi

€ o< (p-p.) v (2.2.25)
que

€ (p-po)Y = &/2 (p-p.)Y (2.2.26)

ou



p p'(p)

Figure 2.15: La renormalisation de pedtes cellules consiste & remplacer une cellule
2 x 2 qui engendre le réseau carré par une cellule £lémentaire. La correspondance se

fait en schématsant chaque lien renormalisé comme une structure quivalente 2 la
figure llustrée en bas & gauche: i.e. en H.



\ p'(p)

Figure 2.16: Probabilité p'(p) d'avoir un lien renormalisé présent. (i.e. une cellule en
H connectée d'un bord a l'autre. I existe deux points fixes stables (0 et 1) dans la
p'(p) et un point fixe instable: p = 1/2)
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Figure 2.17: Pour les différentes conformaticns de la cellule en H, nous donnoans ici,
tant les probabilités d'occurence que la conductance associée.
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2= (@p/p) | p,)" (22.27)

et finalement

v = log (2)/log (dp'/dp) (2.2.28)
utilisant la relation p'(p), nous calculons aisément

ap'/oplp. = 13/8 (2.2.29)
ou
v=Ilog2/log(13/8) =1.428 (2.2.30)
a comparer a la valeur exacte 4/3. Nous procédons de méme pour calculer la

conductance. Donnons au lien renormalisé une conductance égale a la moyenne de la

conductance sur les configurations qui percolent (Fig. 2.17):
g=Lipig/LIp (2.2.3D)
Alors €crivant que la conductance globale varie comme (p-p)t nous déduisons:
t=1log g/ log dp’/dp (2.2.32)
soit t = 1.17, ou utilisant un effet de taille finie
t/v=1log g/log2=0.82 (2.2.33)'
a comparer avec la valeur obtenue directement par simulations numériques : t=1.30,

t/v=0.975. Nous sommes aussi libres de définir la moyenne a considérer comme étant

géométrique alors:
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g=exp (X p; log g/ Zpy
et donc t = 1.26 ou t/v = 0.88. Adoptant enfin une moyenne harmonique:
g=Zp;/(Zpi/g) (2.2.35)

= 1.47 et t/v = 1.03. Aux vues de la rusticité de l'argument, il est dé€ja remarquable
d'obtenir ainsi de tels ordres de grandeur.

La sensibilité au choix de la moyenne a considérer est bien sdr une
conséquence de I'approximation du modeéle. Sous-jacente est la motion d'auto-
moyennage”, i.e. toutes les moyennes ont-elles le méme comportement asymptotique? La
réponse A cette question sur réseau Euclidien, est sans ambiguité oui. La seule exception A
cette regle est le cas de la percolation continue pour des disributions singuliéres de

conductances locales pour les liens présents.
- Probléme dual

Partant du probléme original ol certains liens ont une conductivité nulle, et
d'autres une conductivité unité, nous pouvons prendre en compte une situation moins
extréme ou le milieu est constitué de deux phases de conductivité o, et 6, avec un fort
contraste (disons 05 « 6;). Le cas précédent correspond & la limite 6, = 0. Un rapport
de conductivité non nul va tronquer le cbmportcment critique de la méme fagon que
lorsque nous considérons un systéme de taille finie, ou bien lorsque nous sommes au
voisinage mais non exactement au seuil. De part et d'antre du seuil, nous passerons
cependant d'une conductivité de l'ordre de ¢, 4 une conductivité de l'ordre de ¢,. Nous
savons maintenant décrire la chute de conductivité au-dessus du seuil. Considérons alors

le comportement en-dessous du seuil. Exprimé en unité ot o, =1 (1« 5y), la
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conductance du réseau, initialement finie, va croitre trés rapidement au seuil. Ceci nous
conduit naturellement a considérer le probléme de percolation suivant. Une proportion p
de liens est supraconductrice et une proportion (1-p) est résistive: &, est infini, alors que
G, = 1. Approchant le seuil, la conductivité du milieu va diverger et ce en suivant un

nouveau comportement critique [34, 35] :
Z o< (p.-p)s (2.2.36)

Nous qualifierons souvent ce second probléme de dual du précédent, car, comme nous le
verrons, 3 deux dimensions, on peut par dualité [36], mettre ces deux problémes en
correspondance et obtenir en particulier s = t.

Revenons maintenant au probléme du milieu & deux phases de conductivité o,
et Gy, avec O, « G, (Fig. 2.18). Postulons l'existence de deux fonctions d'échelle [37]
décrivant le comportement au voisinage du seuil de percolation: la conductivité X étant

donnée par:

Z=0; (p-p)t 0.(0y/0; (P-P)®  p>p.  (2.2.37)
=0y (P-P)* 9(0,/C1 (PP)®  p<p. (2.2.37)

Comparant ces comportements avec ceux correspondant a un contraste infini 6, =0, 6; =

1, nous obtenons:

Q. (x) = (1) (2.2.38)

lorsque x tend vers zéro . Pour 6,= 1, et G tendant vers l'infini :

Q.(x) o= (1) (2.2.39)

lorsque x tend vers z€ro.



log(Z) (®-p)°

Figure 2.18: Schéma montant qualitativement l'évolution de la conductvité £ en
foncton de p, pour un milieu constitué de deux phases de conducdvité ¢, (proportion
p) et ¢, (proportion l-p) tels que ©; >> ©,. Les deux courbes en trait fin
correspondent aux comportements purs de type percolation en dessous du seuil
(G = +oe) et au dessus (¢, =0). La zone en gris représente un régime intermédiaire
décrit dans le texte.
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Si le contraste des deux conductivités n'est pas extréme au seuil de

percolation, Z n'a plus de comportement critique; il doit saturer a une valeur non nulle et

donc au premier ordre, Z doit ére indépendant de p lorsque p tend vers p, et donc:

P,(x) e xt/a (2.2.40)
et

Q(X) o< xS/2 2.2.41)
x tendant vers l'infini d'olt

X o< 61 (Oy/0))V2 (2.2.42)
p tendant vers p_*

Zoc (¢} (02/61)'5/3 (2243)
p tendant vers p.~. En égalant ces deux contributions, nous obtenons :

a=s+t (2.2.44)
Ainsi, au seuil de percolation, X doit étre fonction de (6,/G,) selon :

T o< (G5 OpH)H/s+D) (2.2.45)
En particulier & deux dimensions, utilisant I'€galité s = t, nous avons :

PR (01 02)"/2 (2246)

Cependant, dans notre dérivation de ce résultat, une question se pose. Pourquoi avons-

nous choisi le méme exposant , a, de part et d'autre du seuil ? Pour répondre a cette
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question, plagons-nous exactement au seuil. Choisissons deux points distants de L. La
résistance typique entre ces deux points vaudra ¢, L-%V, si ils appartiennent tous deux 2
un méme amas de la premiére phase. Au contraire, si ces deux points ne sont pas
connectés, la résistance typique sera de l'ordre de o, L-5/V. 1l existe donc une taille
typique ot il est aussi avantageux de suivre les tortuosités de l'amas infini de la premiére
phase, que d'emprunter quelques liens de la seconde phase qui sont pénalisants en termes
de conductivité mais peuvent raccourcir le chemin considérablement. Cette longueur

typique L sera telle que:

T, LW = 02 Lsh ‘ (2247)
ou

L= (0,/0,)¥/s+) (2.2.48)

Ainsi, d&s que la longueur de corrélation & excéde £, on ne voit plus le comportement
critique. Produit en termes de valeurs de p, nous obtenons les deux limites (au-dessus et
en-dessous du seuil) qui correspondent 2 une saturation du comportement critique.

L'écart au seuil sera dans les deux cas:

ApV = L (2.2.49)
ou

Ap = (0,/0,)V/is+) ‘ (2.2.50)

tant d'un cOté du seuil que de l'autre. Ceci permet donc de retrouver l'expression de
I'exposant a, et son apparition tant pour f, que pour f_.

Montrons maintenant I'égalit€ s = t 4 deux dimensions, en reproduisant un
argument dd a Straley {36]. Considérons un lien AB d'un réseau de résistance. SoitR la

résistance du lien, v la différence de potentiel a ses bornes et i = v/R le courant qui le
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parcourt. Au lien AB, nous associons par dualité le lien CD du réseau dual (cf. Figure ci-

dessous). Imposons dans le lien CD un courant, v, et une

B B
e M . ST Pt =
\ V ' 1 ¥
: i | L C ity P
L C D T
T UL A S

A A

Vi-ha=v o =1

différence de potentiel i, donc une conductance R. Répétons ceci pour chaque lien du
réseau primal. II est maintenant facile de voir que nous aurons par la-méme, construit une
solution en potentiel et courant, de la conduction électrique dans le réseau dual. En effet,
la loi des noeuds du réseau primal devient la loi des mailles du réseau dual et
réciproquement. Si, dans le réseau initial nous avions choisi comme conditions aux
limites, un cOté au potentiel zéro, le coté opposé au potentiel unité, et les deux autres
bords isolés, alors les conditions aux limites du probléme dual auraient ét€ que deux cotés
soient des équipotentiels a travers lesquels passe un courant unité (égal a la différence de
potentiel entre électrodes du réseau initial). Une telle transformation ne présuppose rien
quant 2 la géométrie du réseau ou bien quant a la distribution des résistances qui sont
initialement quelconques. Mais si maintenant nous considérons un probléme de
percolation, disons des conductances zéro et unité, alors, par dualité nous aurons le
probléme supraconducteur-conducteur, sur le réseau dual, toujours au seuil de
percolation. Dans la transformation nous avons simplement interverti différence de
potentiel et intensité, et donc, conductance et résistance. Si dans le probléme original,

nous avions une conductance
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Z =< (p-po)t | (2.2.51)
alors pour le probléme dual,
e (q"-q.0) (2.2.52)
ol q* représente la fraction de liens normaux égal é.p, sur le réseau dual, et donc, notant

pr=1-¢q" (2.2.53)
T o (p* - pY)-t (2.2.54)

d'ott la relation exacte s = t, valable & deux dimensions.

De fagon a rendre la ransformation de dualité plus fagile a transposer dans
d'autres cas, il est préférable en fait de la présenter comme suit :

Nous pouvons, afin de résoudre la distribution des courants et des potentiels
dans la structure, considérer les courants de boucles, ¢;, (Fig.2.19), qui sont centrés sur
chaque maille i du réseau. Le courant réel traversant le lien AB qui sépare deux cellules C
et D, est la différence ¢c-¢p. La solution du probléme est donc donnée par

minimisation, sur les champs ¢ qui satisfont aux conditions aux limites, de 'énergie E :
E= z RAB ((PC'(pD)Z (2.2.55)

oll R\ est la résistance du lien AB. La transformation de dualit€ consiste 2 identifier les
courants de boucles ¢, a des potentiels sur les sites i du réseau dual, les résistances Rpg a
des conductances et les différences de potentiel R yp (@c-0p) 4 l'intensité transitant dans le

lien CD.



— —— v -

Figure 2.19: Courants de boucles sur un réseau de résitance. Ces champs de courants
admissibles @, permettent de wrouver la solution du probléme par minimisation de
I'énergie sur les champs @ qui satisfont aux conditons aux limites. La ansformation

de dualité associe alors les courants de boucles @ 2 des potentiels sur les sites du
réseau dual.
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- Bruit

Nous avons vu pour l'instant les lois d'échelles suivies par le support de la
distribution des courants non nuls, et par la conductance. Voyons maintenant quelques
propriétés du bruit résistif aux bornes d'un réseau aléatoire de résistance [38, 39, 40].
Supposons que les liens présents du résean aient une résistance non plus unité mais
fluctuante: r+ & ry;olir;; = L et d r;;est un bruit gaussien décorrélé en espace de faible

intensité (8 r; << 1yy).

< 5 rij >=0 (2.2.56)

<3 rij b Ty == pZ 5” 81(1 (2.2.57)

Une telle situation physique est assez simple 4 obtenir. Un bruit résistif de la
sorte, (avec un spectre en fréquence voisin de 1/f) est une propriéié extrémement
commune dont 'explication physique est par ailleurs trés controversée. La résistance

globale du circuit R va aussi fluctuer:
R=R +3R (2.2.58)
On définit alors le bruit normalisé€ S sous la forme:
Sg=< R &R >/R? (2.2.59)
Avant de nous intéresser au comportement critique de Sg, décrivons une
propriété intéressante de Sg. L'influence de la variation d'une seule résistance de r;; a

1+ 8 1 sur la résistance totale (de R & R +8R) peut étre obtenue par le théoréme de Cohn

sous la forme:
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ou ij; est le courant circulant dans le lien ij. Donc lorsque toutes les résistances du réseau

fluctuent, par superposition, nous avons:

5R=< R 3R >/R2
= Zija (< 8 1338 1y > §;2;2) / R4 (2.2.61)
= p2¥; (iy® / R (2.2.62)

Ainsi, le bruit S est proportionnel au quatrieme moment de la distribution des courants.
Le comportement critique du bruit au seuil de percolation peut étre décrit par

un nouvel exposant critique b tel que:

Sg < (p-pc)® (2.2.63)

Nous pouvons adopter pour la mesure de cet exposant toutes les techniques utilisées pour
la conductivité, comme en particulier le calcul par matrice de transfert [41].

Cet exposant b est un nouvel exposant pour lequel nous pouvons adapter le
calcul de la renormalisation sur réseaux hiérarchiques [42], ou I'encadrement donné par
notre schématisation de 'amas infini en super-réseau [43], ou encore le formalisme de la
théorie des champs [44]. 1l n'est pas directement relié aux exposants introduits
jusqu'alors. Nous verrons au prochain paragraphe qu'il appartient a une famille infinie
d'exposants critiques qui conduisent a la notion de spectre multifractal. Cet exposant a

aussi ét€ mesuré expérimentalement [45, 46].
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- Multfractalité

Nous avons vu que le support des courants non nuls au seuil de percolation

était fractal. Le moment d'ordre 0 des courants, varie avec la taille du syst¢me L selon:

My =<Zi0>y
o< ], Dbb (2.2.64)

ou les crochets < >y désignent une moyenne sur différentes réalisations, avec les mémes
conditions aux limites : une différence de potentiel unit€ appliquée aux bornes du
systéme.

La conductance du réseau suit aussi une loi de puissance avec L. Avec lés
conditions aux limites considérées ici, nous pouvons écrire la conductance comme

I'énergie dissipée dans le systeéme soit:

G=2M=2<Zil>y
oc L-(-v(d-2NN (2.2.65)

Le bruit donne également une loi de puissance entre le quatriéme moment des courants et

la taille du systeme,

5“'{2 = SR R2 I4
ec L-(b+2t-2v(d-2)fv (2.2.66)

et finalement le courant maximum donne encore une contribution du méme type. Nous

introduisons donc une série infinie d'exposants y(n) [47, 48] tels que:
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M,=<Zlir>y
o Ly (2.2.67)

Lorsque chaque réseau est soumis 2 une différence de potentiel unité. Cette série
d'exposants y(n) n'est pas simplement affine en n, (cf.fig 2.20) comme c'était le cas pour
les moments de la distribution de taille d'amas finis. Tous les exposants y(n) sont
nécessaires pour caractériser complétement les propriéiés de transport conductif. Cette

propriété est souvent qualifiée de "multifractalit€” et I'on représente parfois cette série

y(n) par sa transformée de Legendre [49]:

o = dy(n)/on
f(a) = y(n)-na (2.2.68)

Si 'obtention de y(n) nécessite de considérer un effet de taille au seuil de
percolation, il n'est pas utile d'effectuer la dérivation dy/on pour obtenir o et f : en effet,
mesurer un exposant tel que y(n) se fait avec une précision limitée et il serait vain
d'essayer de déterminer y(n+dn) avec une grande précision. Il est possible de considérer
une interpolation polynomiale de y(n) a partir d'un nombre discret de valeurs de n, mais
ce n"est pas la méthode la mieux adaptée au probleme. De fagon plus précise, il est utile

de considérer les moments logarithmiques [50] £, définis par:
Ly=<Zlilrloglil>y (2.2.69)
En effet, dérivant I'¥quation (2.2.67) par rapport a n, il vient:

oM, /on =< Zlilnlog i 1>y
o< LYM logL dy(n)/on (2.2.70)
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Figure 2.20 : Exposants y(n) qui gouvernent le nieme moment de la distribution des
courants en fonction de la taille du systeme (exwrait de G.G.Batrouni, A.Hansen et

M.Nelkin J.Physique 48, 771, (1987))
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et donc formant le rapport L,/ 4£,, nous obtenons:

L,/ (M, logL) = on) (2.2.71)

et donc on) peut Ere mesuré pour une seule taille.

L'ensemble du spectre multifractal, f(t), peut &tre aussi obtenu tout i fait
directement, en considérant I'histogramme de la distribution des courants. Ceci permet
alors de mieux comprendre le véritable sens de ce spectre. Soit N(i,L) la distribution des

courants dans un réseau de percolation de taille L. Le moment d'ordre n s'écrit:

9, = [ liInNGL) di (2.2.72)
ou
M, = fexp( n log(li)+log(N(i,L))) di (2.2.73)
- Posons
N(,L) = L8dos(li Dlegl) (2.2.74)
alors,
M, = jexp( n log(i)+ g(log(i)/logl)logl) di (2.2.75)

Appliquant un argument du col [49] pour calculer cette intégrale, nous calculons

I'extremum de I'argument de 1'exponentiel, par rapport a i, ou plutét log(i):

o {n log@i)+ g(log(i)/logL) logL} /dlog(i)
= n + g'(log(i)/logL) (2.2.76)

Le courant typique i qui contribue donc au moment, M, sera tel que :

g'(log(ip)/logl) = -n (2.2.77)
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posons

B = log(ig)/logL ‘ (2.2.78)

pour cette valeur, nous avons alors:

M, < exp(n B logL+ g(B) logL ) (2.2.79)

Comparant ceci 3 'expression de définition de y(n):

y(m)=np +g(PB) (2.2.81)
Dérivons cette égalité par rapport a n:

dy(n)/on = & =P + {n+g'(B)} db/on
=B (2.2.82)
et donc
gB) =ym)-np
=f(a)+na-nf

= f(o) (2.2.83)
Le sens de a et f(at) est maintenant clair: o est a un facteur 1/log(L) pres, le

logarithme du courant qui contribue au ni¥me moment f(a) & un facteur 1/log(L) prés, est

le logarithme de I'histogramme N(i,L) exprimé en termes de logarithme de i:

g(x) = log( N(Lx.L) )/logL (2.2.84)
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Le formalisme du spectre multifractal ne cache rien de plus qu'un
histogramme en coordonnées logarithmiques. La figure 2.21 montre differents
"histogrammes” de ce type, correspondant a differentes tailles de réseaux de percolation.

Nous pouvons nous représenter physiquement I'argument du col de la fagon
- suivante (Fig.2.22). Portons sur le spectre, une droite de pente -n, de fagon a ce qu'elle
soit tangente & la courbe. Le point de tangence correspond, comme nous I'avons vu (Eq.
2.2.77), aux courants qui vont effectivement contribuer au moment M. Si maintenant,
nous tragons l'histogramme pondéré des courants: i I® N(i) nous obtenons un pic treés
pointu (2 la limite thermodynamique, il devient une distribution de Dirac) centré autour du
courant correspondant.

La propriété physique intéressante de l'aspect multifractal est que
asymptotiquement, la fonction f(or) est universelle. Chaque point de cette fonction
représente un exposant critique. Dans le cas ou une distribution n'est pas multifractale,
par exemple pour la distribution de taille d'amas au seuil de percolation, le spectre est
réduit & un point unique. Nous avons vu en effet que le ni®me moment de cette |

distribution variait comme (2.1.36), donc au seuil pour un systéme de taille L, nous

aurons:

2 s™ ng o< (p,-p)v(d-mDDH (2.2.85)

oc | mDf-d (2.2.86)

Ainsi

y(m) =m D¢gd (2.2.87)
d'ou

o =D (2.2.88)
et

fla)=-d (2.2.89)
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Figure 2.21 : Histogramme de la distribution des courants sur un réseau de résistances
au seuil de percolation log(N(i,L))/Tog(L) en fonction du courant log(i)/log(L) dans
'ensemble i intensité constante 2 deux dimensions sur réseau carré. Cette courbe doit
tendre asymptotiquement vers une fonction universelle : le spectre multifractal (o).



o) A log(NG,L))log(L)

log(i)/log(L)

=

&

A imNGL)

log(i)/log(L)

—

Figure 2.22 : La conmibudon majeure du ni¢me moment de la disaibution des courants
provient des courants i, definis par le point de tangence de la droite de pente -n avec le
spectre f(cr) (figure du haut). L'histogramme pondéré N(i,L) i" va progressivement
tendre vers une fonction de Dirac centrée sur i, lorsque la taille du sysieme
augmente.(figure du bas)
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Revenons sur la signification de f et de o dans le cas de la distribution de
courant. Comme il transparait dans I'équation (2.2.74), { peut étre interprétée comme la
dimension fractale du support des liens qui contribuent & un moment donné. Par
exemple, pour le moment d'ordre 0, tous les liens contribuent, et l'on vérifie aisément

que:

f(0(0)) = y(0) = Dy, (2.2.90)

f est aussi maximum en ce point puisque:

of/on = dy/on - o - n d/dn (2.2.91)
=-n do/on (2.2.92)

d'ou
of(n=0)/on =0 (2.2.93)

f est donc une fonction convexe qui atteint son maximum en o(n = 0). Plus l'on
s'intéresse &2 un moment d'ordre €levé, plus l'on est sensible aux liens les plus "chauds”
du réseau, et donc plus ils deviennent rares; f, en effet, diminue avec n. A la limite,
lorsque I'on considére un moment dont 'ordre tend vers l'infini, ne contribuent que les
liens dont le courant est maximum. Or, nous avons déja vu que ces liens sont les liens
sensibles dont la dimension est 1/v. Il s'ensuit que f(a) tend, lorsque n tend vers l'infini,
vers 1/v. La valeur de o en ce point se calcule aisément. Puisque les réseaux sont
soumis a une différence de potentiel unité, le courant total qui les traverse sera égal a la
conductance du réseau, soit I proportionnel 4 L-¥@ o y(2)=(t-v(d-2))/v. Le courant

maximum suivra aussi cette méme loi de puissance, d'ou:

Ol ax =(t-V(d-2))/V (2.2.94)
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Notons en passant que 'approximation, que nous avons préseniée pour le
calcul de l'exposant t de la conductivité, peut se traduire dans le langage du spectre
multifractal par une schématisation du spectre ou celui-ci serait réduit & un point isolé qui
correspond aux liens sensibles (et donc ne serait plus multifractal).

Nous pouvons aussi considérer des conditions aux limites différentes pour
comparer des réseaux de tailles variables. En particulier, un "ensemble” (au sens
thermodynamique) est particulieérement bien adapté. 11 s'agit d'appliquer un courant unité
dans chaque réalisation. Avec ces nouvelles conditions aux limites, nous introduisons

une nouvelle famille d'exposants x(n) tels que:
<Zlilm> e LX® (2.2.95)

Alors nous pouvons relier x(n) 2 la famille précédente y(n), car nous
connaissons la variation de la conductance du systéme avec la taille du systéme. En effet,

pour un réseau donné, nous pouvons €crire:

(Zhm)=(ZH/GR)y
=(Z liln )y /Gn (2.2.96)

Prenons la moyenne sur différents réseaux, alors:

<Zlimp>=<Zliin>y /<G> (2.2.97)
Cette derniére égalité est valide dans la limite thermodynamique (syst¢me de grande taille)
car les liens contribuant aux moments d'ordre n et 2 (pour <G>) sont distincts et donc

décorrélés. De méme, <G™> suit la méme variation que <G>". Nous en déduisons donc

que:
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Lx(n) =] y(n)-ny(2) (2.2.98)
ou

x(n) =y@) -ny2) (2.2.99)

Inversement puisque x(2) = -y(2),

y(n) = x(n) -nx(2) (2.2.99)

Dans I'ensemble & courant constant nous pouvons calculer le spectre multifractal f*(o*):

o* = dx(n)/on = dy(n)/on - y(2)
=0 -y(Q2) (2.2.100)

f*(a*(n)) = x(n)-nor#
=y(n)-na

= f(cu(n)) (2.2.101)

Nous en déduisons ainsi que le nouveau spectre s'obtient 2 partir du premier par une
translation de y(2) de l'axe «. Notons que dans I'ensemble a courant constant, x(n) tend,
lorsque n tend vers l'infini, vers 1/v, la dimension fractale des liens sensibles.

Le formalisme du spectre multifractal est tout a fait général et s'applique 2 de
nombreuses situations physiques. Il a €t€ introduit pour décrire certaines propriétés de
systemes turbulents en hydrodynamique [51], puis a servi a décrire la distribution de
probabilit€é de croissance des sites périphériques d'amas d'agrégation limitée par
diffusion, {DLA) [52],... En ce qui concerne la distribution des courants sur des fractals
il existe quelques cas simples comme le réseau hiérarchique considéré par de Arcangelis et
coll.[48], ou le tamis de Sierpinski {53], ou la distribution des courants est aussi

multifractale.
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Méme dans le cas de la percolation, qui pourtant est un cas relativement
simple, de nombreuses questions restent ouvertes sur la limite du spectre. Exposons en
particulier deux points fondamentaux.

Apres avoir remarqué que les liens sensibles gouvernent le comportement du
spectre pour la limite ou l'ordre du moment tend vers l'infini, il est légitime d'essayer
d'obtenir les exposants y(n) cu x(n) en se limitant aux "blobs" du squelette. Dans ia
limite thermodynamique, en effet, les liens sensibles ne doivent pas contribuer aux
moments d'ordre fini.

Ceci a €té appliqué [54] en ne calculant la somme des courants que sur les
"blobs". Or, numeériquement, il apparait que ces moments suivent des lois de puissance
avec la taille mais avec des exposants légérement différents de ceux obtenus pour les
moments bruts. Ceci suggere différentes explications:

a) Soit ces moments évalués sur ces blobs montrent des corrections d'échelle
trés apparentes en particulier pour les moments d'ordre élevé, alors on s'attend 4 ce qu'a
la limite thermodynamique, on reconstruise des liens qui suivent la loi d'échelle des liens
sensibles, mais que pour des systémes de taille limitée, on observe numériquement un
"déficit" apparent du nombre de ces liens.

b) Au contraire, les moments bruts sont emprunts de fortes corrections
d'échelle qui font surestimer les exposants x(n) et y(n).

c) Cette différence n'est pas un artéfact numérique due 2 la taille finie des
réseaux considérés, mais traduit l'existence d'une singularité isolée dans le spectre
multifractal global: dans ce cas, il n'existerait pas.de liens correspondant a un intervalle
fini [a;, 0., ] de valeur de o, (ou pour &tre plus précis, les valeurs de f(a) dans cet
intervalle seraient strictement inférieures a celles obtenues en prenant I'enveloppe convexe
du spectre) et donc les exposants apparaissant dans les lois d'échelle des moments de
blobs seraient des corrections d'échelle pour les lois d'échelle des moments bruts. Les

spectres correspondants auraient alors l'allure indiquée dans la figure 2.23.
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Figure 2.23 : Allure hypothétique du spectre multifractal due aux "blobs” (courbe
pointilide) et contribution des liens sensibles (point). Le specire complet sera alors
l'snveloppe convexe des deux éléments (courbe pleine).
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Le choix entre ces différentes possibilités est aujourd'hui impossible tant par
des simulations numériques que théoriquement.

Une autre question importante concerne la loi d'échelle des moments d'ordre
négatif [24]. Cette question est importante pour les phénomenes physiques sensibles a
des faibles courants. Tel est le cas par exemple du probléme de la convection-diffusion
de traceurs dans un milieu poreux dont la géométrie est de type percolation. En effet, une
fois piégée dans des zones a faibles débits, le traceur doit s'extraire par diffusion
moléculaire, ce qui pénalise d'autant le temps moyen de transit dans le réseau. Or ce
temps est , dans les canaux ot le nombre de Péclet est plus grand que 1, proportionnel &
l'inverse du débit (soit un moment pondéré d'ordre -1)[55]. On peut également citer le
cas du bouchage de filtres par dépot, ou 'obstruction de pores de faible débit est
favorisée.

Or si maintenant I'on observe les histogrammes remis a 1'échelle du courant
_ dans l'amas infini (fig.2.21), nous remarquons que la partie du spectre correspondant aux
zones froides (moments négatifs, et donc pentes positives de l'histogramme), se
comporte assez "mal”. Le spectre a alors I'allure d'une loi de puissance sur plusieurs
décades et ce, & une taille fixée, ce qui suggere plutdt 'existence d'une singularité isolée,
plutdt que d'un spectre plein. En effet, la fonction f(o) est toujours convexe et donc
comme dans le cas précédent, (hypothése c), le spectre observable sera l'enveloppe
convexe éventuellement d'une série de singularités isolées (voir figure 2.24). C'est donc
l'existence de lignes droites dans le spectre qui rend possible la présence de singularités
isolées. Une auntre conséquence de ceci est que si nous nommons P la pente de la droite,
les moments d'ordre supérieur a -p, seront gouvernés par la partie droite du spectre,
(apres la portion linéaire) et les moments d'ordre inférieur a -p seront, eux, sensibles
exclusivement 2 la partie gauche du spectre. A -p, existe donc une discontinuité, en
particulier dans la reléﬁon on) (pour n = -p). Mais de plus, la pente de la droite du
spectre, correspondant aux moments d'ordre négatif, change (diminue) avec la taille du

systéme. Or ceci est le signe que la propriété observée n'est pas caractéristique du



D - Forme asymptotique possible

Singularité isolée oL

Figure 2.24 : Allure hypothétique du spectre multifractal pour un systeme de taille
finie. Lorsque la taille du systéme augmente la singularité “froide” se déplace vers la
gauche eventuellement sans limite, rendant ainsi le spectre asymptotique plat 2 gauche
du maximum de la courbe.
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systeme dans la limite thermodynamique. En effet, on s'attend alors 4 ce que (o) soit
indépendant de la taille du syst¢me. Ceci suggere qu'éventuellement, la singularité
"froide" soit en fait asymptotiquement rejetée a moins !'infini (cf. Fig.2.24).

Si tel était le cas, il est évident que pour tout systéme de taille finie, le spectre
aurait l'allure vue numériquement, car un tel spectre piat, avec une densité constante de o
égal 4 moins !'infini, jusqu'a un « fini, ne serait pas sommable et donc ne correspondrait
a aucune distribution. Si la limite éventuelle de & = -e pour la singularité __ soit une
pente nulle a la gauche du maximum du spectre___ n'est toujours qu'une conjecture, il
n'en demeure pas moins que la singularité existe et qu'une discontinuité de la relation
ou(n) apparait pour une valeur de n négative et supérieure 3 -0.5 (cf. la référence [48]).

Trés récemment, un comportement similaire, (spectre plat pour les ordres de
moments négatifs) a été suggéré dans le cas de la distribution de probabilité de croissance
d'amas de diffusion limitée par diffusion [56].

Deux autres arguments militent en faveur de l'occurence d'un spectre plat
pour les valeurs négatives de l'ordre des moments. D'une part, nous avons noté que sur
réseaux, il existe des liens parfaitement équilibrés, donc traversés par un courant nul, bien
qu'ils appartiennent au squelette géométrique. S'il fallait replacer ces liens sur le spectre
multifractal, ils correspondraient évidemment a un point isolé, de coordonnées o = -eo et
f= Dy, (la dimension fractale du squelette puisque nous avions noté que leur masse
suivait la méme loi d'échelle que le squelette lui-méme). Or, utilisant le fait que le spectre
est nécessairement convexe, €t que son maximum est atteint pour le moment d'ordre 0 et
vaut alors f(a(n = 0)) = Dy, cela conduit a prolonger le spectre a gauche du maximum
par une horizontale jusqu'a l'infini. Mais évidemment, les liens parfaitement équilibrés
doivent étre exclus des liens sur lesquels les moments sont calculés pour donner un sens
aux moments négatifs. Cependant, il n'est pas exclus que ces liens soient "reconstruits”
progressivement lorsque la taille du systéme augmente de fagon a reproduire une limite
universelle. Ceci se traduirait effectivement par la diminution progressive de la pente de

la partie linéaire du spectre.
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Les liens parfaitement équilibrés n'ont de sens que lorsque les valeurs des
résistances des liens conducteurs sont toutes identiques. Dans tout milieu réaliste, cette
condition est bien siir inconcevable. Mais d'autre part, nous nous attendons ici a ce que
les propriétés d'échelle ne soient pas sensibles a la présence d'une telle dispersion de
valeurs (lorsque celle-ci est faible). En conséquence, il serait intéressant d'étudier la
modification éventuelle du spectre induite par une faible fluctuation des conductances
locales. Incidemment, c'est par une telle procédure qu'ont ét€ identifiés numériquement

les liens exactement équilibrés dans 1'étude de la référence [24].

Un deuxiéme argument réside dans une redéfinition d'un nouvel ensemble.
Nous avions vu précédemment, I'ensemble a potentiel constant et I'ensemble & courant
constant, nous introduisons maintenant 'ensemble ol un moment donné d'ordre m est
choisi constant, et donc de réalisations a réalisations, le potentiel extérieur est adapté de
facon a reproduire ce moment A, constant. Si nous fixons un tel moment, d'ordre
négatif, constant, alors nous pouvons observer les lois d'échelle des moments d'ordre
voisin avec une grande précision. Une telle procédure [24] conduit & observer un spectre
dont la singularité froide est maintenant fixe, et elle correspond effectivement 2 une valeur
de f proche de 0, alors que la partie "chaude” du spectre est translatée vers la droite
lorsque la taille du systéme augmente. Ceci est encore en accord avec la conjecture du
spectre plat, puisqu’'alors nous nous attendons & ce que progressivement, le spectre
s'éloigne vers la droite, jusqu'a plus l'infini.

Concluons ce paragraphe en rephrasant encore cette conjecture en de
nouveaux termes. La partie froide du spectre sera horizontale a la limite
thermodynamique, si le courant le plus froid (i,;;) d'un réseau de taille L décroit plus vite
que toute loi de puissance de L (e.g. comme une exponentielle de -L).

Ainsi, si 'allure globale de la partie positive du spectre est claire, des deux
cOtés extrémes se posent des problémes fondamentaux dont la compréhension n'est pas

aujourd'hui parfaite.
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- 2.3 Transport scalaire, Problémes assimilés

La solution d'un probléme de conductivité sur un réseau de percolation peut
étre vue sous la forme de la résolution de 1'équation de Laplace sur un objet fractal.
Ceci peut étre justifi€ de deux points de vues. Le premier consiste a observer que en
toutes dimensions d'espace, la solution en potentiel V d'un probléme de conductivité est

solution de 1'équation de Laplace

AV

[
L

(2.3.1)

et, par généralisation, il en va de méme sur I'amas infini au seuil de percolation, qui est
bien un objet fractal. La seconde justification provient de la discrétisation sur réseau
dégradé de I'opérateur laplacien. Le potentiel en chaque site est la moyenne arithmétique
du potentiel sur les sites adjacents (reliés au site initial par un lien présent). Toutes les
propriéiés des fonctions harmoniques peuvent donc se traduire sur le probléme de
percolation. On pourra ainsi définir des fonctions de Green, par exemple, dont les
propriétés moyennes seront semblables a celles que 1'on obtient dans un espace
euclidien [57]. Nous pourrons aussi définir les fonctions propres de l'opérateur

laplacien:

Ap=1¢ (2.3.2)

qui nous permettra de donner les modes de vibrations propres de sructures fractales et
d'introduire la notion de fractons, (analogue de phonons) ou modes localisés. Citons
donc les principaux types de problémes considérés ci-dessous :

« Diffusion : o9 /ot = A@

s Vibration : d2¢ /o2 = A

» Jonctions Josephson: Ap =V
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- Diffusion

L'un des problemes les plus importants reli€s directement au cas du
transport scalaire étudié précédemment, concerne le probléme de la diffusion [58]. La
correspondance entre 1'équation de Laplace et le phénomeéne de diffusion est en effet
bien connu, par exemple sous la forme de la relation d’Einstein.

Dans un milieu Euclidien, considérons une marche aléatoire sans biais. Soit
N le nombre de pas de la marche, et R(N) la distance entre le point de départ et le point

d'arrivée de la marche. Il est bien connu que :

<R(n)2> e N (2.3.3)

Le méme processus peut aussi étre étudi€ sur un milieu de géométrie

fractale. Alors, la relation précédente est modifiée et prend la forme [59]:

<R(n)2> = N2/Dw (2.3.4)

ou D, est un exposant caractéristique généralement supérieur a2 2. La diffusion est alors
ralentie par la présence de bras morts, de passages obligés (liens sensibles) et autres
tortuosités. Ce phénomene est appelé "diffusion anormale” de par la présence d'un
exposant D, différent de 2.

La diffusion anormale est un phénomeéne caractéristique du milieu fractal sur
lequel il a lieu. Nous rencontrons donc ce phénomene sur 'amas infini de percolation.
(La valeur de D, est donnée dans la table 1 pour la percolation).

Considérons le probléme suivant : Soit C;(t) la concentration en une
substance diffusante au site i en fonction du temps t. Résolvons en chaque noeud i

I'équation :
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3C(1) /3t =T g 8; (C(D-C(v) (2.3.5)

ou g est une constante de diffusion, Bij vaut 1 si le lien i-j est présent et 0 sinon. Les
conditions aux limites sont de deux types : sur un bord du réseau, A, nous imposons un
flux d'entrée sous la forme d'une impulsion de Dirac en temps, et sur le bord opposé,
B, une condition de puits (C=0). Alors par transformée de Laplace sur le temps, nous

obtenons :
s Ci8) =Z; g8 (Ci(5)-Ci(s) (2.3.6)

oil s représente la variable conjuguée du temps. Les conditions aux limites sont alors un
courant unité injecté en A et une concentration nulle en B. Soit I le courant de sortie

en B. Nous pouvons le developper en série de s pour obtenir :
J()=a-bs +0(s?) (2.3.7)

Par conservation de la matiére a vaut simplement 1 (puisque un courant unité a été
injecté), et b vaut alors simplement <t>, la valeur moyenne du temps nécessaire a la
diffusion de A a B [60]. La référence [61] montre I'évolution de <t> en fonction de la
distance L entre entrée et sortie. On observe bien une relation similaire a 1'Eq.(2.3.4)

sous la forme
<t>oc LDW (2.3.8)

La présentation ci-dessus du probléme peut étre vue comme décrivant un

réseau aléatoire de résistances au seuil de percolation, otl les sites sont connectés a la



Chapitre 2.3 56

masse par un condensateur [62). La diffusion anormale traduit alors le ralentissement
critique de la propagation d'un signal dans ce réseau.

La formulation en termes de réseaux de résistances et de capacités a permis
d'étudier le phénomene de diffusion anormale par I'évolution de I'impédance complexe
Z{w) en fonction de la fréquence ®. Cette étude a été réalisée sur un réseau réel [63] et a
montré le régime de diffusion anormale sur plusieurs décades.

Ce ralentissement critique est tout a fait générique des transitions de phase,
ol les fluctuations qui ont lieu sur des distances de plus en plus grandes au fur et &
mesure que I'on se rapproche du point critique, entrainent une dynamique trés lente.

Il est intéressant de remarquer que la discrétisation en temps de 'équation
(2.3.5) nous autorise a faire le lien avec un autre phénomene de relaxation & dynamique
trés lente : La relaxation numérique (dite de Jacobi) qui permet la résolution des
potentiels en chaque noeud d'un réseau aléatoire de résistances , suit trés exactement 1'
Eq.(2.3.5) discrétisée en temps. Ainsi I'on comprend que le probléme purement
numérique de la résolution des potentiels au seuil de percolation est aussi sujet au
ralentisserment critique au seuil de percolation [64]. La quantité C(t) peut étre vue
comme l'erreur par rapport a la solution exacte C(t=e<). Ceci a conduit dans les
premieres études numériques de 1a conductivité i sous-estimer le temps nécéssaire 2 la
convergence du calcul. Ainsi, les premiéres déterminations de t (de 1.0 4 1.1) furent-
elles trés inférieures i ce que 'on considére €tre sa valeur aujourd'hui (1.300).

Notons que, malgré tout, la compréhension de ce biais numérique a permis
depuis de mettre au point des algorithmes de relaxation qui évitent au moins
partiellement ce ralentissement critique [64, 65], par accélération "forcée" par
transformée de Fourier, ainsi que des méthodes qui sont dépourvues de cette tare
(marrice de transfert [26, 27], transformations triangle-étoile [30],...).

D'autres versions de ce probléme existent , comme par éierﬁple la célebre
"fourmi dans le labyrinthe” suggérée par de Gennes [66] ou la diffusion est réellement

éxécutée par des marches aléatoires dans le labyrinthe que constitue I'amas infini de
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percolation [67]. Ceci représente un moyen trés rapide de résoudre le probléme [68]
bien que cependant 1l'on superpose deux sources de fluctuations: la géométrie du réseau
de percolation d'une part et la marche aléatoire de chaque "fourmi" d'autre part.

La relation entre l'exposant D, et les autres exposants que nous avons
considérés jusqu'a présent, peut &tre obtenue par la relation d'Einstein [59]. Rappelons-

la dans sa forme originale. Elle relie la conductivité ¥, a la constante de diffusion D par
2 =q2nD/kT (2.3.9)

ou n est la densité de porteurs de charge q. D est d'autre part reli€ a la loi précédente par

D = <R2(N)>/N (2.3.10)

pour grand N. Juste au seuil de percolation, nous avons vu que Y, variait avec la taille

du systeme L selon
> e LWV (2.3.11)
Lé densité de porteurs, n, est uniforme sur I'amas infini, soit :

o LBV (2.3.12)
Identifiant <RZ(N)>1/2 } la distance L, nous obtenons

Lo L-B¥L2/N (2.3.13)

soit
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N o L2HN-BV (2.3.14)
ou
D,, = 2+(t-B)/v
=D +{ (2.3.15)

Une notation aussi fréquemment rencontrée consiste a noter 8 'écart de D,
par rapport i sa valeur usuelle 2: D,=2+8

Il existe beaucoup de variations sur le théme de la diffusion en adjoignant
éventuellement un biais aux marches aléatoires. Ce biais pouvant étre soit externe
(Champ constant extérieur) ou suivant les conformations du réseau : champ convectif
proportionnel a l'intensit€ d'un courant dans un milien poreux modele (réseau de
capillaire) de méme géomérrie [60, 69], biais suivant le plus court chemin du point
courant au point d'arrivée [69]... Nous n'aborderons pas ces différents problémes ici,
et nous renvoyons le lecteur intéréssé par ces questions aux différentes revues
référencées : pour l'aspect diffusion sur les fractals [58] et pour l'aspect dispersion

hydrodynamique sur des géométries hétérogeénes [71].
- Vibratdons

Toujours en relation avec le probléme de la conductivité électrique, nous
considérons maintenant le probléme des vibrations sur la structure [72]. Pour l'instant,
nous nous restreignons au cas scalaire. Soit donc un champ scalaire V;(t) satisfaisant en

chaque site i la relation
2vi() /92 = T; g &j (V;0-Vj(©) (2.3.16)

ol Sij vaut 1 ou 0 selon que le lien i-j est respectivement présent ou absent. Par une

transformation de Fourier sur le temps t, nous obtenons une équation aux valeurs
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propres pour 'opérateur laplacien discrétisé sur notre réseau de percolation. Cette
équation est tres voisine du cas précédent, ol la dérivée seconde en temps €tait alors une
dérivée premicre.

Quelle est la forme de la densité spectrale ? Pour répondre 2 cette question,
nous utiliserons l'argument [73] qui relie la densité d'états A{€) a la probabilité de retour

a l'origine, P(O,N), d'une marche aléatoire de N pas :

P(O,N) = [Afe) exp( -eN) de (2.3.17)

(obtenue par transformée de Laplace). Or, sur un milieu fractal comme 1' amas infini de
percolation, aprés N pas, une marche aléatoire a visité un nombre, M, de sites

proportionel & RPf et oit R est proportionnel & :

R o« N1/Dw (2.3.18)
soit

M oc NDfDw (2.3.19)

La probabilité de retour a l'origine est donc de l'ordre de 1/M

P(0,N) o« N-Di/Dw (2.3.20)
soit

A(€) o< gDI/Dw-1 (2.3.21)

Utilisant maintenant le fait que sur un espace Euclidien de dimension d, 1a relation

précédente est la relation classique :

AJE) o< V21 (2.3.22)
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cela engage & proposer une nouvelle dimension, appelée dimension spectrale, Dy, telle
que
Dg = 2D/ D, (2.3.23)

2Df/(Df+t/V+2"d)

Dy

qui décrit une dimension effective pour l'opérateur de Laplace. Ainsi en fonction de la

pulsation @,

Aw) o wPs-1 (2.3.24)

Comme on peut le constater sur la table 2, la valeur de Dy est trés proche de
4/3 en toute dimension. Ceci a amené Alexander et Orbach [72] a suggérer comme
conjecture une telle relation. Ceci a bien sur pour conséquence de relier I'exposant

dynamique t aux exposants purement géométriques par :

t = v(2 (D;/Dg) - D¢+ d-2) (2.3.25)
ou utilisant Dg = 4/3:
t = v((D¢/2) +d-2) (2.3.26)
ou encore
£ =(D;/2) (2.3.27)

Malheureusement, de nombreuses études trés soignées [26-31] ont tenté de
tester cette conjecture et ont montré que, bien que trés voisine de la vérité, cette
conjecture n'était pas exacte. A deux dimensions, l'erreur commise est de l'ordre de

3%.

Par analogie avec la distribution du spectre de vibration d'un solide usuel, et

le concept de phonon, Alexander et Orbach ont introduit le mot de fracton [72] pour
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qualifier les €tats propres du laplacien sur une structure fractale. Une caractéristique
fondamentale des fractons est qu'ils représentent des modes non propagatifs. Les
fractons sont localisés sur l'amas infini dés que Dg<2. De fagon plus précise,
I'enveloppe des amplitudes de vibration d'un €tat propre donné, doit s'évanouir a une

distance r du centre comme une hyperexponentielle :

A(r) o< (1/r @DD) exp (- r ) (2.3.28)

De nombreuses valeurs de 1'exposant o (voir e.g. [74]) ont ét€ proposées. Il est borné
par les exposants 1 et D,;,. Cependant la valeur précise de o est toujours une question
trés débattue, et une étude numérique récente [75] suggére un exposant ¢ trés différent
de toute attente. Il existe une vaste littérature qui explore en particulier la transition
fracton-phonon, ainsi que les relations de ce probléme avec la diffusion. Mentionons
simplement un bref mais clair article de revue par Orbach [76].

Enfin le systéme expérimental sur lequel ce phénomeéne a été le plus étudié

est assurément les aérogels de silice [77].

- Jonctions Josephson

Considérons un réseau formé de liens supraconducteurs (avec une
probabilité p) et normaux (probabilité (1-p)). Supposons de plus que les liens
supraconducteurs consistent en deux parties supraconductrices jointes par une jonction
Josephson. (Un tel modele a récemment été€ suggéré A propos des nouveaux composés
supraconducteurs a hautes températures critiques [78]) L'ensemble du réseau est plongé
dans un champ magnétique B uniforme et constant, qui dérive d'un potentiel-vecteur A.
Appelons o; la phase de la fonction d'onde au site i. Soit Sij une variable de valeur 1
lorque le lien i-j est supraconducteur, et 0 lorsqu'il ne I'est pas. L'Hamiltonien, H, du

systeme peut alors étre écrit sous la forme :



Chapitre 2.3 62

H =73 §;cos( ;- 9;-Ay) (2.3.29)

ou Ay est la circulation du potentiel vecteur A sur le lien i-j. Dans la mesure ol le
champ magnétique est faible, il est possible de linéariser la loi de comportement et donc

d'obtenir la forme quadratique suivante :

H=-1/2 ZU 8“ ((‘Pl - (PJ - AIJ)Z (2.330)

L'énergie, E, du systéme est donnée par la minimisation de -H sur les
variables de phase @. La dérivée seconde de cette énergie par rapport au champ B nous

permet de définir la susceptibilité diamagnétique du réseau, 7, par la relation :
- % =1/8 (3°E/9dB2) (2.3.31)

ou S est la surface totale du réseau.

Dans l'approximation linéaire, le courant circulant dans le lien i-j vaut :
Jij = Sij (@;- ¢;- Ay) (2.3.32)

Nous pouvons donc identifier ce probléme avec un réseau aléatoire de résistances, ol
®; joue le rOle de potentiel, et Ay représente un terme de source de différence de
potentiel . L'energie est alors I'énergie tot;'ile dissipée dans le réseau par effet Joule.
Une telle formulation rend transparente la correspondance avec le probléme étudié
précédemment.

Nous nous intéressons ici au comportement critique de la susceptibilité  au

seuil de percolation. Soit b l'exposant critique défini par :



Chapitre 2.3 63

% o< (P-po)® (2.3.33)

Le probléme a €té considéré pour la premicre fois par de Gennes [79] et on lui attribue la

conjecture suivante
b=2v-t (2.3.34)

Le probleme a ensuite €té reconsidéré par Rammal, Toulouse et Lubensky [80] qui,
apres avoir résolu le probléme sur un Tamis de Sierpinski, ont suggéré par analogie une

relation différente
b=2v+p-t (2.3.35)

Si la différence entre les deux prédictions est faible a deux dimensions (ou § =0.13),
elle devient tout a fait conséquente 2 trois dimensions : en effet, selon la premiére
relation, b <0, et donc la susceptibilité s'annule au seuil de percolation, alors qu'avec
la seconde suggestion, b>0 et donc y diverge. Différentes simulations numériques de
ce probléme ont été publiées [81, 82], aucune ne semblait trancher entre les deux
propositions.

La formulation en termes de réseaux de résistances rend facile la
transcription d'algorithme adaptée a l'étude numérique de ce probleme. Ainsi par une
méthode de matrice de transfert, nous avons obtenu [83] a deux dimensions un résultat
en excellent accord avec l1a conjecture de de Gennes, b = 2v - t. Quelle est la raison pour
laquelle cette relation est valable pour un réseau de percolation, et non pour un fractal
déterministe comme le tamis de Sierpinski ? En fait la raison est simple : Sur un réseau
de percolation, tous les amas, méme finis, contribuent a la susceptibilité diamagnétique,
la densité n'est donc pas critique, alors que sur un fractal déterministe comme le tamis

de Sierpinski, on ne considére que la contribution donnée par un objet fractal. Ainsi
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donc, considérant exclusivement l'amas infini de percolation, la réponse aitendue est

une divergence de la susceptibilit€ avec un exposant b' ol
b'=b + (2.3.36)

soit en fait la prédiction de Rammal, Toulouse et Lubensky. Les deux conjectures sont
donc correctes mais ne se rapportent pas exactement au méme probléme. Quoiqu'il en
soit, la situation expérimentale usuelle consiste a étudier un réseau global et non pas a
extraire l'amas infini, dans ce cas la prédiction de de Gennes est donc correcte.

Nous pouvons retrouver ces conjectures de la fagon suivante : Le terme Ay
qui joue le rdle de source de potentiel, provient de la circulation du potentiel vecteur, or
pour obtenir un champ magnétique uniforme, il faut que A varie linéairement en l'une
des coordonnées spatiales. Supposons a deux dimensions que A soit linéaire en x.
L'énergie correspondant a une source de potentiel unique ponctuelle est proportionnelle
a la conductance du systéme, et au carré de la différence de potentiel. Nous intéressant
simplement & la loi de variation de 1'énergie avec la taille du systéme au seuil de
percolation, nous pouvons sommer les énergies correspondant & chaque source
(attention : les énergies ne peuvent étre additionnées stricto sensus, il faut en toute
rigueur prendre en compte les énergies mutuelles, cependant nous utilisons ici cette
sommation de fagon a n'obtenir que la loi d'échelle de E, et non une égalité stricte, et
dans ce cas, la réponse fournie par l'argument est correcte) . Pour un réseau carré de

taille L, utilisant le fait que la conductance varie comme L-%V nous obtenons :

E o B2 L~ ([]x2 dx dy) (2.3.37)
soit

2 o< LW ([ x2 dx dy)(J] ax dy) (2.3.38)

y o< LWV L2 (2.3.39)
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or
§ = LIV (2.3.40)
donc

b=2v -t (2.3.41)

ne prenant en compte que 1'amas infini, nous aurions di remplacer l'intégrale de surface
au dénominateur de 1'Eq.(2.3.38) par la surface de I'amas infini, et donc nous aurions
eu un terme de densité supplémentaire L-B~ au dénominateur soit pour l'exposant b la
seconde conjecture.

La conjecture de de Gennes vient récemment d'étre démontrée par des
arguments issus de la théorie des champs [84].

11 est possible de pousser 1'étude de ce probléme un peu plus loin, en effet,
il est légitime de se demander si la linéarisation est appropriée, au voisinage du seuil.
Méme si le champ B est faible, localement, nous pouvons observer des courants
intenses, car la taille des boucles diverge au seuil et donc 1a source de potentiel cumulée
le long d'une boucle (i.e. le flux du champ B a travers elle) va diverger également. Il
s'ensuit que la plage linéaire exprimée en terme de champ magnétique, s'évanouit au
seuil de percolation. Ce phénomene est par ailleurs extrémement général : les non-
linéarités du systéme sont toujours critiquement amplifi€es au seuil de percolation, ce
qui pose rapidemment des problemes dans la mesure de propriétés critiques au voisinage
immédiat du seuil de percolation.

La référence [85] étudie plus particuliérement cet aspect de la question, ainsi

que la structure multifractale du probléme linéaire, et les relations entre ces deux points.
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- Résistances non-linéaires

Toujours dans le voisinage des réseaux aléatoires de résistances, nous
pouvons citer le cas des résistances non-linéaires étudiées en grand détail et par
différents outils dans les références [86-88]. Plus précisément, considérons des dipdles
électriques passifs, tels que la relation entre potentiel et intensité 2 ses extrémités et le

courant i qui les traverse est de la forme
v=ri% (2.3.42)

ol o est un exposant caractéristique. Au seuil de percolation, la résistance globale d'un

réseau suivra la loi critique :
R =< (p-pc)t(ﬂ) (2.3.43)

ol t(a) est une famille d'exposants qui dépend de .. Bien sur, nous retrouvons le cas
usuel pour a=1, t(1)=t. Nous voyons donc apparaitre une nouvelle série infinie
d'exposants qui rappellent la hiérarchie d'exposants renconwée dans la cas multifractal
[87]. Elle est cependant d;une tout autre nature car ici, un seul exposant de la famille
t{o) est considéré pour chaque valeur de o alors que la famille précédente x(n) ou y(n)
était engendrée par différents moment d'une seule et méme distribution.

Le paramétre & permet de donner différents poids aux différents chemins
qui relient les deux électrodes, comme on peut le voir en calculant la résistance totale, R,
d'éléments en série ou en paralléle. Il est fagile d'obtenir les régles de composition

suivantes pour deux résistances r; et r; disposées en :

série : R =141, (2.3.44)
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paralléle : R = { (Ur)) Vor(l/ry) Yo}~ (2.3.45)

Nous pouvons alors considérer les cas limites suivants : Lorsque o tend

vers 07, alors la régle de composition de chemins en paralléle devient :
{ (Ur) Yer(1/ry) Yo} ™ min(ry, 1)) (2.3.46)

Ainsi la résistance totale du réseau devient simplement égale a la longueur du plus court

chemin entre électrodes, et donc
() = v(Dpy,) +V (d-2) oa- 0" (2347

Le courant, dans cette limite, n'emprunte que le plus court chemin et, si nous
considérons le squelette , nous trouvons qu'il a une dimension fractale de D,;,,. De fait,
l'ensemble du spectre multifractal que l'on peut construire a partir de la distribution des
courants est réduit & un point unique d'ordonnét D,;,. Pour toute autre valeur finie non
nulle de o, la dimension du squelette reste fixe a sa valeur usuelle Dy,

Lorsque o tend vers plus l'infini, alors
{ (1) Vor(1/ry) 12} % (1, 1p)12 (2.3.48)
Il est dans ce cas plus judicieux d'introduire les conductances g telles que

i=gvle

g =( 1/r) Va (2.3.49)

car nous aurons les régles de compositions suivantes :
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parallele : G=g,+g, (2.3.50)
série : G={ (l/g)) ®+(1/gy) *} ™V (2.3.51)

Ainsi, 1'on voit que la conductance du réseau va tendre vers la conductance du plus petit
¢lément en série et donc la conductance ne va étre sensible qu'aux "étranglements” du

réseau que constituent les liens sensibles. Soit

G o< (p-p)! (2.3.52)
et

t(o) = 1 +v(d-2) o — oo (2.3.53)

11 est donc remarquable de voir que ces résistances non-linéaires pour o
positif permettent d'obtenir des réalisations physiques réelles des bornes que nous
avions considérées péur I'exposant t dans la schématisation du superréseau (paragraphe
2.2.2)

Suivant l'exemple des références [88], nous pourrions continuer 1'étude de
ces réseaux pour les valeurs de o négatives et donc obtenir ainsi en particulier lorsque o
tend vers O par valeurs inférieures, la notion de plus long chemin entre
électrodes...Cependant, les cas ol & est négatif sont non-physiques et n'ont d'intérét ici
que par symétrie par rapport au cas & positif.

Au contraire, les cas ol & est positif se rencontrent asssez naturellement,
par exemple lorsque 1'on considére un fluide non-Newtonien dans un milieux poreux,
ou dans le cas €lastique, lorsque les liens du réseau représente des contacts élastiques de

Hertz...
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- 2.4 Transport vectoriel, Elasticité

- Symétries

Nous suggérons au lecteur ayant quelques notions de résistance des
matériaux de passer directement au paragraphe suivant.

Nous allons introduire maintenant le modele le plus simple (mais faux) a
partir duquel on peut décrire le comportement élastique d'un réseau. Il s'agit du modele
de Born. On peut le présenter de fagon extrémement simple & partir du réseau de
résistances que nous avons considéré précédemment. Maintenant, au lieu de traiter de
potentiels (scalaires), nous devons prendre en compte les déplacements (vecteurs) de
chacun des sites du réseau. Nous restreignons ici la discussion au cas bidimensionnel,
bien que la généralisation & des dimensions supérieures soit tout a fait immédiate. Pour
un lien unique i-j, nous définissons l'axe x le long du lien, et l'axe y perpendiculaire. Les
déplacements des deux sites extrémes sont (x;,y;) et (x;,y;). Appelons k; et k; les
raideurs dans la direction axiale et transverse respectivement. L'énergie élastique d'un

lien prend alors la simple forme suivante :

E=1/2 { k; (57)2 + K, (72 ) (2.4.1)

Ainsi la force a appliquer par exemple au site i pour obtenir les déplacements imposés

vaudra :

F, = 9E/dx; = k; (x;x;) (2.4.2)
et

F, = 0E/dy; = k; (yi-y)) (2.4.3)
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Ce modeéle est donc trés proche du cas de la conduction €lectrique que nous
avons considéré précédemment. Ceci est d'autant plus vrai que comme on le voit dans
I'expression des forces ou de l'énergie, il n'y a aucun couplage entre les déformations
axiales et wransverses. Ce couplage est éventuellement introduit sur un réseau si les liens
ne sont pas tous orthogonaux. Mais dans le cas d'un réseau carré, nous avons deux
problémes complétement découplés selon les deux directions principales du réseau.

Dans le cas d'un réseau carré au seuil de percolation, nous avons donc trés
simplement }'annulation du module élastique du réseau selon la méme loi de puissance

que pour la conductivité {18], 1.e.:
K o< (p-p)t (2.4.4)

ainsi que la contrepartie pour le probleme analogue du cas scalaire dual (liens infiniment

rigides et élastiques normaux):
Ko< (p-p)* (2.4.5)

I1 est légitime de se demander si ce résultat trés simple n'est pas dii a la
"pathologie"” particuli¢re du résean carré. En fait, il n'en n'est rien, comme nous allons le
montrer: supposons, par exemple, que 0 < k; < k,. Nous pouvons alors encadrer

I'énergie élastique par les deux formes "sphériques” suivantes:

E < 1/2k; (%2 + (7792 (2.4.6)
E21/2k; {(xqx)2 + (y-¥)?) (2.4.6)

Considérons maintenant un réseau guelconque au voisinage du seuil de
percolation sur lequel nous nous intéressons a 'une des deux formes sphériques de

I'énergie élastique. Maintenons un bord du réseau fixe alors que le bord opposé est
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astreint i une translation V. Dans ce cas, le déplacement de tous les sites du réseau se
fera parallélement 2 V. Le module du déplacement dans cette direction, en chaque §ite,
peut étre mmis en correspondance avec un potentiel électrique, pour un réseau de géométrie
identique et dont les liens ont une conductivité ky (ou k,) selon la forme choisie de
I'énergie (2.4.6) ou (2.4.6"). Ainsi le module €lastique du réseau pour chacune des
formes sphériques s'annulera selon (2.4.4). Compte-tenu de l'encadrement proposé,

nous aurons pour la rigidité du modele original (€nergie donnée par (2.4.1)):
A (p-p)* Sk <A (kpfky ) (p-pot (2.4.7)

et ainsi nous en déduisons 'équation (2.4.4). Un argument tout a fait similaire peut étre
construit pour le probléme dual.

Le probléme du comportement du module élastique d'une structure au seuil
de percolation est-il donc résolu ? Non! En effet la forme de 1'énergie élastique n'est pas
physique. En particulier si nous imposons une rotation rigide a un lien (et a fortiori pour
le réseau), I'énergie élastique varie! En effet, si nous considérons uné rotation d'angle 6
supposé petit, autour du site i, au premier ordre, le délacement en i est nul et en j vaut

(0,6]) ou1 1 est la longueur du lien. Ainsi, I'énergie vaut:
E=1/2 k, 6212 (2.4.8)

Et donc la seule forme admissible du modele de Born est obtenu pour k; = 0. Ceci
correspond précisément au cas d'un ressort ou d'une barre élastique articulée 2 ses
extrémités [88]. Le réseau alors formé est un treillis élastique. L'argument que nous
avons développé pour montrer le caractére critique du modele de Born, s, s'applique
encore dans la limite k, = 0, mais il donne alors un résultat trivial: I'énergie €lastique est
dominée par le cas scalaire correspondant mais en fait, cette énergie est strictement nulle

au voisinage immédiat du seuil de percolation de connexité. La structure, tout en étant
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connexe n'est pas généralement rigide. Ce cas sera étudié plus en détail dans le chapitre
3.

Cherchons maintenant & modifier I'Hamiltonien de fagon & construire un
modéle réaliste (i.e. invariant par rotation et translation) qui est critique au seuil de

percolation de connexité.
- Réseaux de poutres

De fagon a satisfaire l'invariance par rotation, il est nécessaire de considérer
des variables supplémentaires. Nous décrirons le mouvement d'un site par un torseur
rigide. Ainsi, nous aurons d variables de translation et d(d-1)/2 variables de rotation. A
nouveau, considérons simplement le cas bidimensionnel. Pour un lien i-j, nous aurons
des déplacements extremes, aux sites i: x;, y; et 0, (rotation) et j: X;, yj et Gj. A des fins
de simplicité, nous noterons z; = 8; 1 au lieu de 8;, ainsi toutes les composantes du
déplacement seront homogenes a une longueur. Maintenant nous allons considérer la

forme quadratique la plus générale possible qui décrive I'énergie élastique du lien i-j:
E=12DiCD (2.4.9)

ou D est le vecteur (XX, ¥;, ¥» Z»> Zj ) et Gy un tenseur 6x6 symétrique positif. C
dépend donc de 15 parameétres. En fait l'utilisation de considérations de symétrie et
d'invariance peut réduire considérablement le nombre de parametres libres.

Supposons d'abord que le lien soit symétrique par rapport soﬁ axe. 1l
s'ensuit dés lors que E doit étre invariant dans la transformation qui a (x, y, z) associe (X,

-y, -z). Alors C peut se décomposer en deux parties:

E=12XCX+YC"Y) (2.4.10)
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ou X' = (x;,x;) et Y' = (y;, ¥j» %, Z; ). X et Y sont découplés. L'invariance par

translation dans la direction x impose:
XtC X =a (xx)? (2.4.11)

L'invariance par translation selon y impose l'invariance de E par rapport 4 la
transformation Y- Y + (o, a. 0, 0), alors que pour l'invariance par rotation, nous

considérons Y = Y + (0, B, B, B). Ceci impose:

C'y = -C'y 2.4.12)
ct

C'y=C"y - C'ws (2.4.13)

pour tout k. Tenant compte de la symétrie de C", nous avons encore trois parameétres
libres pour C". Usant maintenant de la symétrie du lien par rapport a I'échange i j, nous

imposons C"33 = C"44. 1l ne reste plus que deux paramétres libres que nous noterons b

etc:
b b b2 bR
o b o cato
| b2 b2 b2c ¢
et )
ca5 (2.4.15)

Nous pouvons également exprimer 1'énergie sous sa forme conjuguée avec
les variables conjuguées de x (effort normal noté N), de y (effort tranchant noté T) et de 6
(moment fléchissant noté M, ou utilisant la variable z, la variable conjuguée devient M/1

ou 1 est 1a longueur du lien) (Cf. Fig.2.25). Rappelons que les équations d'€quilibre (qui



Figure 2.25 : Déformée d'une poutre élastique repérée par les wois coordonnées des
déplacements aux extrémités (figure du haur) et efforts correspondants (figure du bas).
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constituent une forme duale de l'invariance étudiée précédemment) imposent que Net T
soient constants tout au long du lien, alors que M varie linéairement avec l'abscisse

curviligne. L'énergie €lastique prend alors la forme simple suivante :

2E= a'NZ2+b' T? +¢' M2 (2.4.16)

ol My est le moment fléchissant au milieu du lien (i.e. la demi-somme des moments aux
extrémités).

Ainsi nous avons construit 1'Hamiltonien le plus simple qui satisfait tant aux
symétries du lien (qui ne joue en fait aucun rdle) qu'a l'invariance (quant a elle tout 2 fait
fondamentale) dans toutes transformations rigides. En fait nous n'avons fait que
retrouver la trés classique théorie des poutres (Saint Venant) [89]. Le modgle physique
auquel nous aboutissons est ainsi un réseau de poutres encastrées aux noeuds du réseau,
de fagon a ce que le déplacement d'un site soit identique pour tous les liens y aboutissant
[901. 1 est clair que dés que la structure est connexe elle est aussi rigide, et donc les
modules élastiques, K, de la structure doivent s'annuler exactement au seuil de

percolation en suivant une loi de puissance

K o< (p-p.)* (2.4.17)

ou t est l'exposant critique correspondant & t pour la conductivité électrique. Nous
verrons que l'exposant T est différent de t contrairement 2 ce que suggérait le modele de
Born.

Notons cependant que d'autres modeles physiques existent qui reproduisent
un comportement €lastique réaliste. En particulier, si, partant de la situation des treillis
réticulés, nous adjoignons a chaque paire de liens ij, ik ayant un site commun, un ressort

angulaire, nous obtenons alors 'Hamiltonien suivant [91]:
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E =12 T k; (x;x)2+ 1/2 TKAG2 (2.4.18)

ol Ay est la variation d'angle formé par les liens ij et ik entre 1'état déformé et 1'état
libre. Ce dernier hamiltonien donne trivialement les mémes propriétés que le réseaun de
"poutres” mais il fait intervenir des termes & trois sites qui rendent plus compliqués
certains calculs [92]. Le "squelette” élastique doit étre redéfini en incluant les liens qui

sont attachés au squelette usuel.
- Bornes sur 'exposant ©

Nous pouvons, pour le modele des poutres, obtenir un encadrement similaire
a celui obtenu sur l'exposant t dans la schématisation du super-réseau [91]. Encore une
fois, nous sommes amenés i évaluer le module élastique du super-réseau a 1'échelle & de
la longueur de corrélation. L'ensemble du réseau est soumis 2 une contrainte ¢ et subit
alors une déformation €. La sollicitation typique d'un lien du super-réseau sera constitué

de forces (effort normal et effort tranchant) dont I'ordre de grandeur sera typiquement:
f=g&dt (2.4.19)

ainsi que de moments M (de flexion & deux dimensions et aussi de torsion pour des

dimensions d'espace plus élevées) dont l'ordre de grandeur sera:
M=ff=gé&d (2.4.20)

Nous voyons immédiatement que la divergence de la longueur de corrélation rend les
moments dominants par rapport aux forces. Comme dans le cas précédent, nous
pouvons encadrer le module élastique d'un super-lien par deux schématisations extrémes.

Dans la premiére, les blobs (puisqu'ils sont multiplement connectés) seront considérés



Chapitre 2.4 76

comme infiniment rigides, alors que les liens sensibles absorberons l'ensemble des
déformations locales. Dans la seconde schématisation, au contraire, nous ne
conserverons que le plus court chemin, en considérant comme infiniment "simple" le reste
du squelette. Négligeant d'ores et déja les déformations dites aux efforts tranchants et
normaux pour ne conserver que celles diies aux moments, nous obtenons des rotations 6

locales proportionnelles au moment M et au nombre de liens déformés, soit:
MEW < <M EDmin (2.4.21)
Ces rotations vont s'accompagner de déplacements d dont l'ordre de grandeur typique

sera D = 0 & puisque le rayon de giration transverse des macro-liens est aussi de 1'ordre

de £ [93]. Réunissant ces différentes inégalités nous aurons finalement:

g EHITINSKD <@ §d+1+Dmin (2.4.22)
Soit une déformation € = D/E; .
o £+ < g < ¢ Ed+rDmin (2.4.23)

Le module élastique Y variant selon (Ap)®, nous avons finalement

I1+vd<t<v (Dyyn+d) (2.4.24)

La table ci-dessous donne l'encadrement de < selon la dimension de 1'espace. Cette table

est sujette aux mémes commentaires que la table correspondante pour t.
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d 1+v d T t+2v V (Dpip+d)
2 3.66 3.96 3.97 4.17

3 3.66 3.80 3.85

4 3.56 3.53 3.52

5 3.55 3.45 3.44

6 4 4 4 4

11 est immédiat que T est trés différent de t. Remarquons que l'encadrement
de T ainsi obtenu diffeére trés exactement de celui obtenu pour t d'un terme 2v. L'origine
de ce terme supplémentaire est clair dans les schématisations proposées ci-dessus. En
effet, un premier facteur € vient de la "traduction"” de forces en moments et un second de
la "traduction™ de rotations en déplacements. Hormis ces deux opérations, le déroulement

de l'argument est exactement identique. Ceci conduit a la conjecture suivante [94]:
T=t+2V (2.4.25)

que l'on peut étayer de la fagon suivante. Sur une stucture topologiquement
unidimensionnelle, la propagation des moments sur une structure élastique, et des
courants sur une structure conductrice est tout a fait similaire. Cette corespondance

s'explicite comme suit:
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Transport électrique Transport élastique
Potentiel........ooiiiiii, Rotation
Intensité.........oceveninieninns Moment fléchissant
Conductance.........cceeunenns Module élastique
Energie dissipée............... Energie potentielle

Si les super-liens €taient véritablement unidimensionnels, nous aurions donc
explicitement le résultat propos€. Or dans la structure réelle, il existe des amas de boucles
ot un effort tranchant ou normal peut exister pour contrebalancer un moment global
transmis. Utilisant une approche variationnelle, il est cependant possible de montrer

qu'alors [94]:

TSt+2v (2.4.26)

Cependant, 'égalité semble atteinte d'aprés des simulations numériques trés
poussées {95]. En effet, malgré des corrections d'échelles extrémement fortes
(logarithmiques), l'estimation de l'exposant T a deux dimensions est de T = 3.96 + 0.04,
a comparer a t + 2v = 3.966. La figure 2.26 montre la valeur de /v apparente pour
différentes tailles, t/v étant évalué par la pente de la tangente a la courbe log(Y) fonction
du logarithme de la taille du systéme. Nous voyons que pour des syst¢mes dont la taille
est de 96, /v est encore de l'ordre de 2.6-2.7 soit plus de 10% en dessous de sa valeur
asymptotique /v = 297 £ 0.03. Ces valeurs sont obtenues pour des réseaux
hexagonaux constitués de ressorts linéaires et angulaires, par une technique de matrice de
transfert pour des réseaux dont la géométrie est celle de rubans de largeur étroite, ici
jusqu'a 96, et de grande longueur, ici quelques dizaines de millions de liens, ce qui
permet d'obtenir des moyennes satisfaisantes, le plus possible dépourvues d'effets de

bord parasites. Vue la difficulté d'estimer l'exposant T déja & deux dimensions, et la
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Figure 2.26 : Evolution de 1"exposant” apparent t/v (pente tangente de la courbe
module €lastique fonction de la wille du systéme, en coordonnées logarithmiques) en
fonction de l'inverse de la racine de la taille du systéme. Loin d'étre constante, cette
pente est marquée par de fortes corrections d'échelle (logarithmiques). La valeur
extrapolée pour un systéme de taille infinie est 2.97%0.03. (courbe extraite de
J.G.Zabolitzky, D.J.Bergman et D.Stauffer J.Stat.Phys. 44, 211, (1986))

—
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précision de 'encadrement de T dans les dimensions d'espace supérieures, il ne sembie
pas raisonnable d'essayer d'améliorer la précision.sur T par des simulations numériques
dans un avenir proche. Le calcul de T 4 deux dimensions a déja représenté 200 heures de
calculs sur un Cyber 205 avec un code numérique trés optimisé. Remarquons avant de
conclure ce paragraphe que certains modeles de fractals déterministes ne semblent pas
suivre la relation T =t + 2v [96]. Ceci provient du fait que dans ces cas, le rayon de
giration transverse ne suit pas la méme loi de variation que la taille du systéme. Ces
modeles apparaissent donc comme "pathologique” par rapport au cas simple de la
percolation. Il en est également de méme pour le tamis de Sierpinski [97] constitué
d'éléments articulés : alors, seuls les liens extérieurs participent 2 la rigidité de
l'ensemble. Le module élastique Y varie alors dans ce cas proportionnellement 2 1a taille
du systéme, alors que la conducivité suit une loi de puissance de la taille avec un exposant
log(5/3)/1og(2). Sile méme tamis est maintenant constitué de poutres encastrées, alors Y
est proportionnel au carré de la taille.

De fagon a obtenir d'autres estimations de T, on peut, comme dans le cas de
la conduction électrique, effectuer un calcul de renormalisation dans 1'espace réel sur
"petites cellules”. Ce calcul a été effectué par Feng et Sahimi [98], et (bien qu'érroné
dans le détail du calcul) il redonne un ordre de grandeur de 7 satisfaisant. Il apparait
cependant qu'une seule configuration contribue réellement a 'estimation de T et que en
changeant par exemple de type de moyenne (arithmétique ou harmonique plutét que
géométrique), nous pouvons obtenir un éventail extrémement large de valeurs, ce qui
donne & la méthode dans le cas présent un caractere peu prédictif.

Nous avons jusqu'd présent parlé de module €élastique en des termes res
vagues sans jamais préciser de quel type de déformation il s'agissait; cisaillement,
compression uniaxiale, compression isotrope... En fait, ceci était fait 2 dessein car
qu'importe le type de sollicitation, la loi d'échelle du module élastique est id;ntiquc. Seul
un type de déformation locale domine: la flexion & deux dimensions et aussi la torsion

dans des dimensions d'espace supérieures. Ce (ou ces) type(s) de déformation est (sont)
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identique(s) pour toutes sollicitations et il s'ensuit que seul un parameétre décrit le
comportement élastique. Il en découle que le coefficient de Poisson en particulier n'est
plus un parametre libre du probleme. Il acquiert au seuil de percolation une valeur
universelle, indépendante des caractéristiques locales (rapport des modules €lastiques des
liens). Ainsi & deux dimensions C;;/u tend, pour un sytéme de grande taille au seuil de

percolation, vers 3.5+0.2 {99].

De méme que pour la conduction électrique nous avions pu considérer le
probléme dual de supraconducteurs et de conducteurs normaux, ici par analogie, nous
définirons le probléme renforcé par une proportion p d'éléments infiniment rigides et
(1-p) d'éléments élastiques. Par opposition, le probléme precedemment discuté sera

denommé dilué. Nous abandonnerons la denomination de probleme dual et primal dans

un contexte €lastique pour des raisons qui apparaitrons clairement dans la suite.
Pour la probléme renforcé, en dessous du seuil, le module élastique du réseau

est alors fini et diverge au seuil selon [100,101]:

Y oe (pc-p)-c (2.4.27)

ol l'exposant ¢ est I'équivalent de s pour le probléme électrique. De la méme fagon que
T, © représente aussi un exposant géométrique défini dans la table 2. Il va cependant de
soi que ces exposants n'ont rien de commun avec leur emploi dans le contexte du
transport élastique. Nous continuerons donc a perpétuer cette notation quelque peu
maladroite. Que vaut l'exposant ¢7?7

Nous pouvons nous figurer la structure de ce probléme renforcé comme suit.
En dessous du seuil existent des amas rigides de tailles inférieure a § connectés entre eux
par des liens élastiques. Ces différents amas s'interpénétrent les uns les autres sans pour
autant se toucher. Ainsi les rotations des amas seront extremement pénalisées d'un point

de vue énergétique, comme étaient favorisées ces mémes rotations dans le probleme dilué,
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si bien que nous pouvons nous affranchir de la propagation de moments, ici sous-
dominants pour ne garder que celle des forces. Ceci revient 3 un niveau plus fondamental
a "oublier" l'invariance par rotation et donc a considérer un modeéle de Born. Alors il
découle immédiatement que les problemes de transport élastique seront, composantes par
composantes, identiques au transport conductif pour les problémes renforcés. Ainsi,
nous suggérons ¢ = s [100] en toutes dimensions d'espace. Ceci est en effet confirmé a
deux dimensions par des simulations numériques récentes par Bergman et al [101]. En
effet, a deux dimensions s =t = 1.30, et ¢ =1.3030.02 (Feng [100] suggeére une valeur
inférieure 1.0240.07). Nous avons aussi réalisé€ une étude numérique a deux dimensions
sur un réseau de poutres par matrice de transfert particuliérement adaptée a cette situation)
et obtenu o/v = 0.95 (2 comparer a t/v = 0.9745). 1l s'agissait d'un réseau carré de liens
de forme ruban avec conditions aux limites périodiques dans la direction transverse. Les

largeurs considérées allaient de 2 2 16 et de longueur 105.
- Relations avec la mécanique des milieux continus

Nous avions déja noté 1'analogie entre la solution du probléme de transport
conductif sur 'amas infini et les propriétés attachées a 'opérateur A sur un fractal. De la
méme fagon, nous pouvons, pour un probleme d'élasticité, nous représenter la
distribution des déplacements locaux comme solution de 1'€quation de Lamé sur un

fractal. Rappelons la forme de cette équation:
A+ 1/(1-@d-1Hv)VV)V =0 (2.4.28)

ou v est le coefficient de Poisson et V le champ de déplacement.
Dans le cadre de 1'élasticité plane, nous pouvons montrer qu'il est possible de
représenter la solution d'un probléme élastique par une fonction scalaire biharmonique

(par exemple avec la fonction d'Airy). Il n'est pas sans intérét de noter alors que la
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différence observée entre les comportements élastiques et conductifs, et en particulier la
différence entre les exposants t et T =t + 2v, peut étre interprétée comme le carré d'une
longueur (puisque v est I'exposant critique de la longueur de corrélation). Or le champ de
contrainte est reli€ au potentiel d'Airy par un opérateur différentiel du second ordre et
donc le champ de déplacement est 1ié au potentiel par un opérateur du premier ordre.
Ainsi la différence entre courant électrique et contrainte élastique d'une part et, potentiel
électrique et déplacement élastique d'autre part, est la présence d'un opérateur différentiel
du premier ordre. Or l'énergie étant une forme quadratique des courants (ou des
contraintes), il est cohérent d'obtenir un facteur 2v, si la longueur caractéristique
intervenant dans l'opérateur gradient est £ pour le cas du probléme dilué et 0, si la
longueur caractéristique est la maille du réseau dans le probléme renforcé.

La correspondance suggérée ci-dessus est cependant spécifique du cas
bidimensionnel. Nous pouvons malgré tout prolonger l'argument dans le cadre
tridimensionnel 2 'aide de potentels élastiques, dits de Grodski [102]. En effet, la
solution en déplacement V d'un probléme élastique tridimensionnel peut étre exprimée en

tonction de quatre fonctions harmoniques By, B, B, et B4, sous la forme:
V;=B; - 1/4 (1-v)'1 o( By + x; Bp/ox, (2.4.29)
(i variant de 1 & 3) ou, notant B le vecteur de composante (B4, B,, B3)
V=B-1/4({1-v)y!V(B;+xB) (2.4.30)
Ceci suggére que dans le probléme dilué, la contribution dominante (de fagon

dimensionnelle) provient du champ By (scalaire harmonique), alors que dans le probleme

renforcé le champ B (vectoriel harmonique) impose la loi d'échelle.
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Les arguments présent€s ci-dessus ne sont en aucun cas des preuves des lois
d'échelles observées, mais simplement des justifications dimensionnelles, et ils suggérent

éventuellement des éléments qui pourraient conduire a une démonstration plus rigoureuse.

- Flexion a deux dimensions

Jusqu'a présent, nous n'avons discuté que les cas ou la déformation se faisait
dans I'espace ol le systéme était construit. En particulier, dans le cas bidimensionnel, les
déformations se faisaient dans le plan. Nous pouvons nous demander si les
comportements critiques considérés jusqu'alors sont aussi valables pour des déformations
hors du plan. La réponse est non, bien que la solution du probléme hors du plan soit
directement reliée a celle dans le plan.

Considérons tout d'abord le cas dilué: soit un réseau plan de poutres
élastiques au voisinage du seuil de percolation, soumis & un essai de flexion pure. Sur
deux des bords opposés du réseau nous appliquons un moment fléchissant M. Chaque
lien n'est soumis qu'a un moment fléchissant ou/et un moment de torsion. La
correspondance évoquée précédemment entre un probléme de conduction €lectrique et un
probleme élastique s‘applique encore, mais cette fois-ci nous n'avons plus a établir de
traduction entre force et moment d'une part et entre rotation et déplacement d'autre part,
puisque, au-dela de 'échelle £, les moments se propagent de fagon dominante. 1l s'ensuit
de fagon tres simple que le comportement critique du module de flexion Y en fonction de

p est identique a celui de la conductance €lectrique et donc:

Yg o< (p-p.)* (2.4.31)

out =t

Pour le probléme renforcé, 1a situation est toute autre. Comme nous 1'avions

aussi remarqué pour les déformations planes, les rotations sont pénalisées sur un plan
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énergétique et le mode de déplacement le plus favorable consistera en de simples
ranslations. Mais ici, lorsque le syst®me est homogéne (au-dela de i'échelle &) nous
avons une flexion pure et donc nous imposons des moments fléchissants et de torsion. 11
s'ensuit que nous devons, & l'échelle § effectuer une "traduction” inverse. Si M est le
moment de flexion typique aux bornes d'un amas fini rigide, nous devrons avoir des
forces tranchantes f de l'ordre de f = M&-1, et des rotations hors du plan d'amas finis
rigides de 'ordre de 0, soit des déplacements D = £€8. Maintenant, par analogie avec la
propagation du potentiel dans le cas du probléme dual, nous supposons que, composante
par composante, le "transport” de forces suit la méme loi d'échelle. Nous aurons entre D

et f la relation:

foc EED (2.4.32)
ou { est I'exposant qui décrit la croissance de la conductance avec la longueur de
cormrélation dans le probléme dual. Cet exposant & deux dimensions est égal a celui
décrivant la divergence de la résistance aux bornes d'un super-lien de longueur &, dans le
probleme primal. Ainsi nous pouvons relier M & 0 par:

MeE 5550 (2.4.33)
Soit donc un module de rigidité a la flexion Yg qui varie selon:

Y o £24 (2.4.34)

on

Y o= (p-p) V@ N (2.4.35)

Nous avons donc une divergence de Yg au voisinage du seuil selon la loi:
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Yg o< (p-p)® (2.4.36)

o' =Lv+2v (2.4.37)

Comme (v = s = t, nous aurons finalement ¢' = s + 2v. Nous pouvons résumer dans la

table ci-dessous les exposants apparaissant dans les problemes dilués et renforcés, pour

les transports électrique et élastique & deux dimensions:

primal dual
Transport électrique:
Conductance G o< (p-p )t Goe (pep)s | s=t
Transport élastique:
Module élastique Y o< (p-p)t|T=1+2V | Ygoe (p-p)©| O'=t
Ype< (p-pJt| 7=t Y <(@p°| o=t

N.B. les relations soulignés sont exactes alors que celles en italique sont simplement

conjecturées et vérifiées numériquement.

Ainsi donc nous voyons que dans le cas de la déformation de flexion, nous
intervertissons les valeurs des deux exposants.¢' =t et ¢ = t. Nous verrons que nous

pouvons relier par une véritable transformation de dualité I'annulation du module

élastique dans la déformation plane avec dans le cas dilué (probléme primal) la divergence
du module de flexion dans le cas renforcé (probléme dual). Nous verrons €galement

(dans le chapitre suivant) que nous pouvons aussi établir une correspondance semblable
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dans le cas de la percolation de forces centrales. Ainsi les trois relations obtenues par

dualité sont véritablement:

G =1 (2.4.38)

et G =1
- Probleme dual

Nous allons maintenant montrer la relation de dualité élastique dans la cas des
réseaux de poutres.

Nous allons maintenant présenter un argument exact qui montre la
transformation de dualité dans un systeme élastique bidimensionnel. Nous allons le
montrer dans le cas d'un réseau de poutres encastrées sur réseau carré. Pour ce faire,
nous devons d'abord introduire la notion de potentiel dans ce contexte.

11 est possible de trouver la distribution des efforts et déplacements locaux en
chague noeud en minimisant I'énergie du syst¢me sur l'ensemble des champs de
contrainte admissibles (i.e. satisfaisant en chaque site les équations d'équilibre). Or ces
champs de contrainte peuvent tre engendrés par des stuctures précontraintes Jocales pour
lesquelles seuls quatre liens formant une cellule carrée supportant des efforts non nuls.
Ces structures sont I'équivalent de dislocations centrées en chaque cellule. Elles sont an
nombre de 3 par cellules correspondant respectivement a une discontinuité en translation
(selon les deux amas du systéme) et en orientation (cf. Fig. 2.27). Cependant, si ces
discontinuités sont une facon commode de se représenter ces champs, elles ne
correspondent 2 aucune discontinuité physique. De fagon a mieux comprendre ceci, il est
commode de faire appel au cas analogue dans le cas de la conductivité. Alors des
structures précontraintes locales sont les courants de boucles. Bien sur, pour engendrer

de réels courants de boucles, il est nécessaire d'introduire des discontinuités de potentiels



o

Figure 2.27 : Représentation schémarique des wois précontraintes qui engendrent
I'ensemble des champs de contrainte auto-équilibrés pour une cellule constituée de
poutres encastrées aux neuds.
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(analogues aux discontinuités de x,y ou z dans le cas élastique) mais nous raisonnons sur
des courants de boucles virtuels, sans source. La figure 2.28 montre alors la distribution
des efforts et des moments dans chaque structure précontrainte de base.

Dans la premiere, que nous appellerons ¢,, seules les bornes horizontales ont
un effort normal non nul et les bornes verticales subissent un effort tranchant. Le
moment fléchissant sera donc constant dans les poutres horizontales, alors qu'il variera
linéairement dans la poutre verticale. La seconde structure (¢, ) se déduit de la premi¢re
par une rotation de ®/2 (aux conventions de signe prés). Quant 2 la derniére, les efforts
normaux et tranchants sont nuls partout, et le moment fléchissant M est constant et égal a
.

Considérons maintenant une poutre horizontale AB et calculons les
sollicitations qui lui sont appliquées. Appelons @,, @,, W les trois scalaires caractérisant
le champ de contrainte de la cellule inférieure au lien AB et les termes équivalents pour la
cellule située au-dessus du lien AB. Dans la poutre AB, par superposition, l'effort

normal, N, sera:

N= 0,9’y (2.4.39)

I'effort ranchant T:

T= @ +¢', (2.4.40)

et le moment fléchissant, calculé au centre de la poutre, sera:

M=12 (¢y+@'y)+ (V¥ - Yy (2.4.41)

L'énergie totale de la poutre, en adoptant la relation donnée en fonction des efforts

appliqués (2.4.17)



M=(/2)p,
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Figure 2.28 : Distibution des efforts dans les wois configurations précontraintes de
base. N est I'effort normal, T I'effort anchant, et M le moment fléchissant.
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2E =2 (@,-0',)2 + b (0,92 +¢' (112 (0,+9',)+ (y - y)2
(2.4.42)

Nous pouvons de méme exprimer (N,T,M) dans chaque poutre verticale en
fonction des champs ¢ et y des cellules adjacentes. Finalement, nous résolvons le
probléme €lastique en minimisant 'énergie totale par rapport aux champs ¢ et y, en
respectant les conditions aux limites.

Le probléme dual de 1a déformation €lastique dans le plan s'obtient finalement
en identifiant les contraintes ¢ et W avec des champs de déplacement. Identifions donc y
avec un déplacement normal au plan. ¢, avec un angle de rotation par rapport a l'axe x,
¢, avec un angle de rotation par rapport a l'axe y (cf. Fig. 2.29). On remarque qu'alors,
la forme de 1'énergie écrite pour le lien AB précédent comprend trois termes qui
correspondent respectivement & une énergie de flexion, une énergie de torsion et un terme
d'effort tranchant. Comme nous pouvons le voir en comparant cette expression a celle
obtenue en déplacement pour les déformations dans le plan. De plus, dans cette
correspondance une souplesse devient une rigidité.

Ainsi, si le lien AB est absent (infiniment souple) alors
l/a'=1/b"=1/c'=0. 1l s'ensuit que, par dualité, le lien correspondant sera
infiniment rigide et réciproquement.

Un probléeme dilué de déformation dans le plan sera donc associé a un
probléme renforcé de déformation hors du plan et inversement. De 13, découle

directement les égalités entre exposants critiques énoncées précédemment dans le tableau.
- Précontrainte

Les précontraintes présentes dans un milieu élastique sont rarement prises en

compte dans les modélisations de mécanique des milieux continus. En effet, elles sont



Figure 2.29 : Interprétation des variables @ et y en termes de déplacements, qui
permet de définir la dualité dans un contexte d'élasdcité de réseaux bidimensionnels.
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difficilement mesurables et sont, par ailleurs, souvent inférieures aux contraintes induites
par la déformation.

Rappelons brievement de quoi il s'agit: Partant d'une situation d'équilibre,
nous avons par définition un champ de déformation €, nul. Le champ de contrainte G,

satisfait donc pour une densité volumique de forces extérieures appliquées

div (65) =0 (2.4.43)

Considérons maintenant un champ de déplacement U 2 partir de 1'état de

référence. Le tenseur des déformations vaudra alors:

Eij =172 (aUl/’axj + alj-]/ax1 + aUk;"axi aUk/aXJ)
= el + &% (2.4.44)

ou nous distinguons explicitement les contributions du premier et du second ordre. Le

tenseur des contraintes comprendra donc alors en plus du champ de précontrainte, G, un

terme d'ordre 1 en U, o4, tels que
c;=H ) (2.4.45)
ou H est le tenseur de Hooke local.
Ne considérant que les termes d'ordre 2 dans l'expression de 1'énergie, nous

obtenons:

2E =0,el + 5 €2 (2.4.46)
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La premiere contribution est habituelle, alors que la seconde est généralement négligée
pour les raisons mentionnées ci-dessus, méme si l'existence de ce terme a été largement
discutée par Cauchy [103] il y a plus d'un siécle.

Si maintenant nous considérons un cas extréme [104], ou contrairement a
I'habitude, 0, << Gy, et que nous négligeons donc cette contribution 4 1'énergie nous

obtenons une énergie proportionnelle a

E o o €2 (2.4.47)
o< cOij aUk/aXi aUk/aXJ (2448)

soit, si par exemple Gg;; est un terme de pression Opy; =p §;;

Eep X, VU2 (2.4.49)

Alors composante par composante, on reconnait un terme sililaire au cas d'un potentiel
€lectrique, d'ott un champ de déplacement harmonique.

Ceci conduit naturellement & obtenir alors un comportement critique au
voisinage du seuil de percolation semblable au cas de la conductivité; soit un module

élastique Y qui s'annule au seuil comme:

Y o< (p-po)t (2.4.50)

Un tel comportement a déja été observé dans le cadre du modeéle de Born. Nous 'avions
alors rejeté car il n'était pas invariant par rotation. Qu'en est-il ici? Il faut simplement
noter ici que le terme G de précontrainte est bien entendu attach€ au solide et donc dans
tout mouvement rigide, 6, évolue comme le solide. Il s'ensuit que la contribution due
aux précontraintes est aussi invariant par rotation. C'est en fait le seul cas physique pour

lequel le modele de Born est gitime.
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Nous pouvons distinguer deux grandes classes de systémes précontraints:
dans la premiére, le terme de précontrainte est imposé par des efforts appliqués sur la
structure, aiors que dans la seconde, G, est simplement un champ de contrainte
autoéquilibré. Dans la premicre classe, nous trouvons entre autres le cas simple que nous
avons considéré ol Ggest une pression isotrope. Ce cas ne pose pas de problémes
fondamentaux et, sous réserve de respecter la condition de prédominance énergétique du
terme de précontrainte, le comportement de type “conduction scalaire” est valable. Nous

pouvons donc proposer la loi d'échelle suivante, ol le module €lastique Y suit:

Y =Y, (p-p)* 9(0¢/ Y (P-P)) (2.4.51)

ou au voisinage de x =0:  @(x) o< 1

X = +oo! B(X) o< X (2.4.52)

ot Yyest une constante €lastique du matériau et Oy le niveau de précontrainte.

11 reste alors & évaluer, sur un cas réel, I'évolution du terme de précontrainte
O qui peut dans certains cas étre Iui aussi critique (et donc varier avec (p-p,) au voisinage
du seuil). Si cependant G, n'est pas critique, alors nous devons observer au voisinage
immédiat du seuil un comportement "scalaire” avec 'exposant t, puis pour une valeur de

p telle que:

(P-po) = (C/ Y/ (2.4.53)

nous devons passer dans un nouveau régime ou le comportement est de type habituel avec
un exposant critique 7.

Un tel comportement a en effet été observé sur un gel de silice [105]. Dans
ce cas, la précontrainte G, peut étre vue comme l'action exercée par le solvant sur le

réseau solide constitué par les agrégats de silice soudés les uns aux autres. On notera que
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I'obtention d'exposants critiques par une mesure expérimentale est déja une opération
délicate, et donc que la recherche de deux exposants critiques dans une méme zone
critique est extremement difficile. Cependant, dans I'étude citée, la mesure de ia viscosité
sous le point de gel, associée A la mesure du module élastique au-dessus a permis
d'exclure de simples comportements en loi de puissance pour a la fois la viscosité et le
medule élastique en imposant un méme seuil.

La deuxiéme classe de systémes précontraints pose plus de problémes
compte-tenu de l'absence de sollicitations imposées de l'extérieur. Dans ce cas, les
précontraintes proviennent généralement de "frustrations” géométriques. 1l est impossible
de respecter la géométrie du syst€me sous contrainte sans imposer, soit des ouvertures,
soit des chevauchements de matiére, ou encore des glissements locaux. Il va donc de soi
que d'une part, la précontrainte G, est naturellement trés sensible aux modifications de
géométrie. Lorsque l'on dégrade le systeme, alors au voisinage du seuil odoit
s'approcher de zéro, d'autre part, la résultante des précontraintes sur un sous-systéme de
taille L doit varier comme L(3-1%/2, soit 1a racine carrée du nombre d'éléments soumis (il
n'y a pas d'effets exercés par Vextérieur). Soit une contrainte effective de 'ordre de
L1/ (d-1) = _-@-1)12,

Si maintenant nous considérons des propriétés de vibrations de la structure,
alors le terme de précontrainte qui est pertinant a une longueur d'ordre donnée, doit varier
avec cette longueur. Une telle situation pourrait apparaitre dans le cas des aérogels de
silice qui sont naturellement des systémes €ventuellement proches d'un seuil de
percolation, et dont la structure méme est telle que les précontraintes doivent étre trés

élevées.

" En conclusion de ce paragraphe, notons que la présence de précontraintes
dans un systéme percolant est apte & modifier considérablement le comportement critique.
La diversité des situations physiques nécessitent cependant des études plus poussées pour

mieux appréhender les changements de régimes en fonction des divers parameétres
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(distance au seuil, amplitude de sollicitation, longueur d'onde de vibration, précontraintes

appliquées...).

- Vibration

De méme que dans le cas du réseau aléatoire de résistance, il est possible dans
le cas élastique de considérer les problémes de vibration (de fractons) et de diffusion
(propagation d'impulsions dans un milieu visco-€élastique). Ce deuxigme type de
probléme sera traité dans le chapitre suivant.

En ce qui concerne les propriét€s de vibration, on peut exactement répéter
I'argument scalaire en changeant cependant t en T. Nous définirons donc une dimension

spectrale D' €lastique donnée par

D', =2D;/ D+ TV +2-d) (2.4.54)

telle que la densité d'états A{m) varie selon:

AN{®) e«  D's-1 (2.4.55)

une telle forme de loi de distribution a en effet été obtenue par Webman et Grest [106]. T
est curieux de noter que D' est numériquement négatif pour d=2 et d=3.

En liaison avec le phénomene de diffusion, on observe qu'a deux dimensions
D', =2 + D, et donc la diffusion est tres fortement ralentie {107]. 1l découle de 12 que la
technique numérique de relaxation usuelle (Jacobi ou Gauss-Seidel) n'est pas du tout
adaptée & I'étude numérique du probleme élastique. Ceci, combiné avec les fortes
corrections d'échelle déja mentionnées, rend caduque toute tentative de résolution

numérique du probléme qui ne prend pas ce ralentissement critique en compte.
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3p lation IL : T . {'inf S ot

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, il existe un modéle de
transport élastique qui satisfait a I'invariance par rotation et par translation et qui ne
met en jeu, dans l'expression de 1'énergie de chaque lien, que les déplacements aux
nceuds : il s'agit du treillis réticulé, oli chaque lien est une barre €lastique articulée a
ses extrémités. Ce modele, dit de percolation de forces centrales [11, a priori tres
voisin de la percolation dans son esprit et sa formulation, pose grand nombre de
questions qui lui sont tout a fait spécifiques.

Ces difficultés inhérentes au modele ont fait que le statut de la
percolation de forces centrales a beaucoup évolué (et fluctué) au cours du temps, au
gré des simulations numériques effectuées sur le sujet. Nous présentons dans ce
chapitre nos résultats et conclusions qui différent encore de la plupart des travaux
antérieurs. Nous prions donc le lecteur de se forger un jugement par les faits et
arguments que nous présentons, mais de ne pas considérer le sujet comme déja clos
et nos conclusions comme des vérités fermement établies. Il va de soi que des
confirmations par d'autres groupes seront nécéssaires avant d'en arriver a ce stade.
Espérons simplement que nous sommes maintenant arrivés a un point
raisonnablement proche de la convergence !

Le chapitre est subdivisé en quatre parties : la premiére présente le sujet
et les propriétés du modéele qui ont un équivalent en percolation de connexité, Ia
deuxidme s'intéresse A des propriétés spécifiques du modéle de forces centrales, et
la troisiéme traite d'un probléme voisin de la percolation de forces centrales, qui
partage nombre de spécificités (information partielle, non-localité, non-linéarité..) et
qui permet d'étendre la discussion & des cas moins atypiques que notre modele
élastique de départ. Le chapitre se conclue par un bref récapitulatif des modeles de

percolation et des propriétés de transport critiques qui leur sont relatifs.
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- 3.1 Percolation de forces centrales I : Propri€tés classiques

- Linearité et non-localité

Considérons un réseau dont les liens sont des barres élastiques
articulées aux nceuds du réseau. Ces liaisons rotules parfaites imposent la nullité
des moments aux deux extrémité€s de chaque lien et par voie de conséquence la
nullité des efforts tranchants. Chaque barre ne sera donc soumise qu'a un effort
normal N (force axiale) (Fig.3.1). Ceci justifie la dénomination de forces centrales
pour ce modele. Notons U; et Ujles déplacements aux deux extrémités des liens

i-j, nous avons vu au chapitre précédent que I'effort normal, Nj;, peut €tre €crit :

N; =k (n;; ® ny)(U; - U) (3.1.1)

ol k est une constante élastique (raideur), n;; un vecteur unitaire orienté le long du
lien i-j, et ® est le symbole du produit tensoriel. (ny; ® ny; est ainsi 'opérateur de
projection dans la direction du lien, et dont les coordonnées aff sont

(n;; ® n)°B =n,;*nyP ). L'énergie €lastique du lien sera donc E:

E=1/2k) N
= (1/2) k (ny(U; - Up)}2 (3.1.2)

On reconnait alors le seul modele de Born qui satisfasse aux impératifs
d'invariance par rotation et translation.

Comme précédemment, nous coupons une fraction (1-p) des liens
choisis de fagon aléatoire. Le module de rigidité du réseau va s'annuler pour une
valeur seuil de p=p,, appelée seuil de rigidité. La valeur de ce seuil pour un réseau

triangulaire est de p,= 0.642 (nous justifierons cette valeur dans la suite), a
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Figure 3.1 : Un lien du réseau de forces centrales dans 1'état non-déformé (trait gris) et
dans 1'état déformé (trait noir). Les articulations aux extrémités de chaque lien font que

les seules sollicitations auxquelles sont soumises les barres sont des efforts normaux,
montres sur la figure.
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comparer au seuil de percolation p.= 0.347. Pour une valeur intermédiaire de p, le
réseau est donc bien connecté (p>p,.), mais il peut librement étre déformé (p<p,).
Le réseau est alors un mécanisme.

Pourquoi avons-nous d'emblée considéré un réseau triangulaire ? 1l
s'agit simplement de I'un des seuls réseaux réguliers bidimeunsionnels planaires o
le probléme ne se pose pas en des termes triviaux. En effet, un réseau carré, méme
intact, ne résiste pas a un cisaillement. Sa résistance a une sollicitation de type
extension uniaxiale le long d'une djmction propre du réseau, si elle n'est pas nulle
pour p=1, est cependant extrémement fugace: le module élastique est alors
simplement égal au nombre de colonnes de liens intacts. Le probléme est alors
véritablement unidimensionnel. Nous pouvons calculer exactement la probabilité
Pyn(p) pour qu'un réseau de taille N par N soit rigide vis 4 vis d'une telle
sollicitation: pour qu'une colonne soit intacte, il faut que chaque lien qui la

compose le soit, d'olr:

Peo; =pN (3.1.3)

et donc pour que le réseau soit rigide,

Py(p)= 1-(1-P)N
=1-(1-pNN (3.1.4)

La valeur de p=p*(N) pour que P(p*(N))=1/2 va alors rapidement

tendre vers 1 avec N. De fagon plus explicite, un rapide calcul donne
p*(N)= 1-1/{N log(N/log(2))} (3.1.5)

Le cas d'un réseau carré est donc juste marginal : son seuil de rigidité est p,=1. 1l

s'ensuit qu'il ne constitue pas un bon systéme d'étude. Nous pouvons poursuivre
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I'argument en calculant le degré dhyperstaticité global d'un réseau de coordinance z
(la coordinance est le nombre de plus proches voisins), suivant Feng et al [2] et
Garboczi et Thorpe [3]. Les inconnues du probléeme sont les déplacements, soit d
inconnues scalaires par site. Le nombre de liaisons est égal au nombre de lien par
site soit z/2. Aprés dilution, ce nombre est réduit & pz/2. Un argument de type
champ moyen, ot I'on néglige les fluctuations, donne alors un ordre de grandeur
grossier du seuil de percolation en écrivant que le systtme est globalement

isostatique, soit

p,z/2=d (3.1.6)
ou

pr=2d/z (3.1.7)

Ce calcul est bien siir 1égitime pour un réseau régulier intact, et donc, c'est sans
surprise que !'on retrouve dans le cas du réseau carré p,=1, et dans un esprit tout a
fait similaire, le réseau kagomé ou 1a encore p,=1. Pour des réseaux de plus faible
coordinance, co:mme le réseau hexagonal ou z=3, le réseau intact est largement
hypostatique, et donc nous sommes déja dans une phase de mécanisme pour p=1.
Au contraire, pour un réseau triangulaire, z=6, I'argument donne une valeur de seuil
non dégérérée, p,=2/3, proche mais différente de la valeur réelle p,= 0.642.

Un résultat du méme type est fourni par un calcul auto-cohérent du
module €élastique en fonction de p. Le module obtenu par ce calcul s'annule alors
pour une valeur de p égal & 2d/z [2,3]. Une analyse similaire du cas renforcé donne
un seuil identique pour la divergence du module élastique [3]. L'approche peut
¢galement étre étendue au cas de la dilution de sites [4].

A trois dimensions, nous pouvons formuler plusieurs modeles ou le
seuil de rigidité sera distinct du seuil de percolation. Hormis le cas précité, nous
pouvons envisager le cas d'un réseau de poutres tridimensionnel, comme au

chapitre précédent, dont toutefois le module de torsion des liens est nul. Alors nous
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aurons encore une phase de mécanisme entre le seuil de percolation et le seuil de
rigidité. 11 est encore possible de continuer les variations sur le théme, en annulant
une ou plusieurs valeurs propres du tenseur de rigidité local.

Revenons majntenmt au cas bidimensionnel, ot 1a situation est déja fort
complexe et représentative des cas de dimension d'espace plus élevée). La difficulté
essentielle du probleéme de percolation de forces centrales réside dans 'absence de
propriétés géométriques simples qui sont critiques au seuil de rigidité.

Soyons précis : si nous modifions la valeur de la raideur locale d'un lien
présent dans le réseau, (sans cependant 1'annuler) cela n'affecte pas le fait que le
réseau soit ou non rigide. En ce sens, la géométrie est prépondérante, l'opérateur
de projection apparaissant dans l'expression de 1'Hamiltonien (Eq. 3.1.2) est
fondamental, mais non son préfacteur. Ainsi devrait-il exister une formulation
"pauvre" du probléme qui permettrait de répondre par oui ou non a la question : le
réseau est-il rigide?, sans pour autant calculer explicitement un module élastique.
Ceci constituerait I'équivalent de la formulation Booléenne introduite au chapitre
précédent pour la percolation de connexité. Cependant, malgré des effort répétés,
une telle formulation n'a pu étre mise au point de fagon opérationnelle, c'est-a-dire
en simplifiant le probléme par rapport a la version élastique compléte.

Toujours sur le plan des propriétés géométriques, quelques résultats
existent [5,6]. IIs ont été obtenus par des mathématiciens qui travaillent sur ce type
de probléeme dans un contexte trés différent de celui de la percolation. Citons l'un
des résultats les plus originaux, du 2 Lovasz [7], qui malheureusement, ne se traduit
pas de fait par un algorithme simple, mais qui représente bien les spécificités du
probleme.

Soit une structure constituée de n solides S; (i=1,..,n) liés les uns aux
autres par des barres élastiques articulées. Ces solides peuvent eux-mémes Etre
constitués de barres articulées, comme sur I'exemple de la Figure 3.2. Tragons sur
cette structure un arbre, 7; qui connecte tous les solides S; qui empruntant les liens.

Recommengons l'opération pour générer ainsi trois arbres 7;, Ty et 3. Si ces trois



Figure 3.2 : Un ensemble de barres articulées (haut) peut €tre dans un premier temps
décomposé en quelques solides rigides élémentaires (représentés en grisé en bas, et
numérotés de A a I) reliés les uns aux autres par des liens ou des articulations
communes. Le choix des solides n'est pas unique, et en particulier, le solide F aurait pu
étre choisi aurement.
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arbres peuvent s'éviter mutuellement, (un lien donné n'appartenant qu'a un seul
arbre T;), alors la structure sera isostatique, comme sur le cas de la Figure 3.3. Sj,
au contraire, il n'existe pas de telle configuration de trois arbres auto-évitants, alors
la structure est un mécanisme. Ces trois arbres représentent la transmission de trois
informations indépendantes qui sont nécessaires pour bloquer les trois degre’é de
liberté d'un solide dans le plan. Ce cas est générique (c'est-a-dire valable sans
prendre en compte des alignements éventuels de liens), mais il peut &tre adapté a des
situations un peu plus complexes : lorsque deux solides ont un site commun, on
peut les considérer comme relié€s par deux liens distincts. Dans notre probléme de
percolation, il n'est pas nécessaire de parcourir tous les sites du réseau, mais il faut
qu'existe une sous-partie (d'extension infinie pour un réseau infini) du systéme qui
satisfasse au critére précité pour que l'on soit au dessus du seuil de rigidité€. La
propri€té équivalente en percolation de connexité est bien entendu triviale,
puisqu'elle se réduit a I'existence d'un seul arbre. Cet arbre peut alors étre construit
a partir de 1'amas infini en "ouvrant" toutes les boucles (i.e. en n'excluant un lien
dans chaque cycle élémentaire).

Dans le cas précis de notre probleme ou les solides a considerer sont
naturellement les sites du réseau, alors la situation est un peu différente: en effet un
site n'a que deux degrés de liberté et non trois: la rotation d'un site ne compte pas
comme degré de liberté. 11 est possible cependant dans ce cas de formuler un critére
semblable au précédent [8] : un ensemble de sites reticulés sera isostatique si et
seulement si il existe trois arbres qui s'évitent mutuellement, tels que chaque site
appartienne 3 exactement deux arbres, et enfin tels qu'il n'existe pas de sous-
ensemble de sites du sytéme qui ne soit atteint que par deux sous-arbrés des trois
arbres précédents (Figure 3.4). Une structure plus générale est alors rigide si il est
possible d'extraire une structure isostatique au sens précédent qui contienne tous les
sites du réseau.

On comprend bien ainsi la nature non-locale du probléme de percolation

de forces centrales. Un seul arbre, et g fortiori un seul chemin, ne fournit aucune



Figure 3.3 : Les connections entre solides de I'exemple de la figure précédente sont
schématisées dans le graphe de gauche. Deux solides reli€s entre eux par une articulation
commune sont représentés comme connectés par deux liaisons indépendantes. Si il est
possible de couvrir l'ensemble du graphe par trois arbres (traits fin continu, gras pointllé
et grisé de la figure de droite) qui s'évitent mutuellement et qui visitent chacun I'ensemble
des solides, alors la structure est isostatique. (Exemple extrait de H.Crapo,
prépublicaron)
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Figure 3.4 : L'exemple de la structure de la figure 3.2 peut étre analysé comme
isostatique car il existe trois arbres (traits fin continu, gras pointillé et grisé) qui s'évitent
mutuellement et tels que chaque site appartient 3 deux arbres parmi les trois, et enfin tels
qu'il n'existe pas deux sous-arbres qui couvrent une sous-partie de ce syst¢me.
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information sur la rigidit€ du systeéme. La nécessité de répartir ces trois arbres de
facon a ce qu'ils s'évitent mutuellement introduit des contraintes non-locales.

La non-localité que l'on trouve ici est une simple conséquence de la
| partialité de l'information transmise par un seul lien. En effet un lien ne contraint
deux sites que partiellement (dans la composante axiale de la différence de
déplacements). On peut le percevoir dans la présence de l'opérateur de projection
qui intervient dans l'expression de l'énergie élastique (Eq. 3.1.2). Nous aurons
l'occasion de revenir sur ce point fondamental.

Un point essentiel également concerne la linéarité. En toute rigueur, un
treillis réticulé, surtout au voisinage du seuil de rigidité, a un comportement non-
linéaire. La non-linéarité est implicitement contenue dans l'écriture de 1'énergie, car
le vecteur ny; est align€ sur le lien ij et est donc fonction des déplacements Uj; et U,
Ces non-linéarités proviennent des grandes déformations locales, et incluent
également des effets de flambement. Cependant, dans toute la discussion qui suit,
nous nous bornerons au cas linéaire, i.e. relatif aux petites déformations locales, et
ou le flambement ne sera pas considéré. Ceci revient, dans le modele, a considérer
les vecteurs m;; comme fixés 2 leurs valeurs dans 1'état non-déformé.

ij
L'Hamiltonien (Eq.3.1.2) est alors bien une forme quadratique en U.

- Notations

Dans tout ce chapitre, nous noterons les exposants relatifs au probleme
de forces centrales de 1a méme fagon que pour la percolation usuelle, sans pour
autant préjuger ainsi de leurs valeurs. Dans les cas ol nous comparerons ces deux
situations, nous spécifierons la classe de probléme considérée.

Ainsi, nous introduisons une longueur de corrélation, &, qui diverge au
seuil de rigidité, p,, de fagon symétrique au dessus et en dessous du seuil, avec un

exposant v :
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& o< | p-p IV (3.1.8)

Pour le probléme dilué, l'annulation du module élastique, Y, lorsque l'on

s'approche du seuil par valeurs supérieures, est caractérisée par l'exposant T,

Y o (p-p,)* (3.1.9)

et, pour le cas renforcé, Y diverge lorsque p se rapproche du seuil par valeurs

inférieures selon:

Y < (p-p)° (3.1.10)

Considérons maintenant au cas dilué. Le squelette, défini ici
exclusivement par des propriétés de transport, est l'ensemble des liens qui portent
une force non nulle dans une géométrie et un type de sollicitation donné. 11 s'agit
encore d'un objet statistique fractal. La masse de ce squelette (en valeurs

moyennes), My, varie avec la taille, L, du systéme selon :

M, o< LP"® (3.1.11)

ou Dy, est la dimension fractale.

Abordons maintenant un point plus délicat. En percolation de
connexité, I'amas infini est un concept clair et simple. Sa transposition au cas de la
percolation avec transmission partielle d'information est a priori non unique.
L'information qui caractérise 1'état d'un site ou d'un lien donné, n'est pas un simple
scalaire. Pour fixer les idées, représentons I'état d'un site i par un vecteur, V;, dans
un espace de dimension D, (bien que ceci ne soit pas nécessaire, c'est le cas
notamment de 1a percolation de forces centrales ot D est égal i la dimension de

'espace réel d). Dans une géométrie donnée, et avec des conditions aux limites
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Figure 3.5 : Squelette d'un treillis rétcul€ dilué (de taille 80 par 80) au seuil de rigidité.
Les conditions aux limites sont périodiques dans le sens horizontal, (un peu plus d'une
période est monté sur la figure). Une force de traction verticale est appliquée sur les
deux bords haut et bas (représentés en noir) considérés comme infiniment rigides.
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fixées, le vecteur V; peut étre soit compiétement déterminé, soit totalement
indéterminé, mais, plus généralement, il sera astreint a appartenir a un sous-espace
de dimension D'. Maintenant, pour définir le parameétre d'ordre de notre probléme,
nous sommes naturellement amenés 2 envisager l'ensemble, £, des sites dont ie
vecteur V est contraint & un espace de dimension inférieure ou égale A n, pour n
(strictement) inférieur a D. Partant, nous introduisons les exposants critiques, B,

tels que

Card(%,) o< (p-p,)Pn (3.1.12)

ou Card(...) est le cardinal (nombre d'€léments) de I'ensemble considéré. Dans le
cas de la percolation de connexité ot D=1, l'exposant § introduit au chapitre
précédent est simplement (3, le seul membre de cette famille.

Pour que le systéme soit critique, il faut et il suffit qu'une information
puisse étre propagée a l'infini. Ainsi, il semble raisonnable, (et nous verrons dans
la suite que les résultats numériques le confirment pour la percolation de forces
centrales, et que ceci peut étre démontré dans certains modeles simples), d'opter
pour le choix du parametre d'ordre, I'ensemble Ep_; des sites qui ont au moins une
contrainte. Cet ensemble est nécessairement connexe et de plus il doit s'étendre a
l'infini pour que l'information se propage. Dans les comparaisons entre différents
modeles, locaux ou non, que nous ferons dans la suite, retenons que le "bon"
exposant est Bp ;.

Les relations d'inclusions qui découlent naturellement des définitions :

Ep1 2 EpD ... D EIDE (3.1.13)

fournissent les inégalités entre exposants:

Bp.1 SBpas... £B1sS By (3.1.14)
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Si de plus nous faisons I'hypothe¢se d'une décorrélation entre-le cheminement des
différentes informations dans le systéme, nous sommes amené€s 2 la relation simple

suivante :

Bpi=1iBp. (3.1.15)

pour tout i variant de 1 2 D. Si cette derniére relation est vraie dans un cas simple
soluble (BPAFT explicité plus loin), elle ne semble pas vérifiée numériquement pour
le cas de la percolation de forces centrales.

Spécialisons maintenant notre discussion a ce demnier cas. L'ensemble
Foest alors I'ensemble des sites rigidement liés dont la position est complétement
déterminée, alors que I'ensemble E, correspond aux sites partiellement contraints,

libres de se mouvoir dans au plus une direction.

Considérons le cas de la percolation de connexité: les bords d'un

réseau induisent de propriétés de surface originales, différentes de celles du milieu

infini. En particulier, si la probabilit€¢ d'appartenir & 1'amas infini pour un site

quelconque varie [9] comme

P (p-po)? (3.1.16)
il en va différemment pour un site qui serait sur la frontiere d'un domaine semi-
infini. Nous avons alors une probabilité P',, qui suit une loi d'échelle différente

{10,11,12}:

P'_ee (p-po)f (3.1.17)
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Ainsi, A deux dimensions, B = 5/36, & comparer a ' = 4/9. La plus grande valeur
de P, traduit 'effet répulsif de la coupure du domaine infini. En effet, certains
sites de la frontiere ne seront pas partie intégrante de l'amas infini, alors qu'ils
l'auraient ét€ si le domaine avait ét€ infini, car la coupure a empéché la propagation
de la connexité dans un demi-espace (voir figure 3.6 A et B).

Nous pouvons étudier ce comportement critique de surface par un effet
de taille finie de la mani¢re suivante. Considérons un réseau de percolation dont la
géométrie est celle d'un ruban de largeur finie w, et de longueur infinie. Un site sur
I'un des bords de ce ruban aura une probabilité P'(w) d'€tre connecté par un chemin
continu au bord opposé. Alors, au seuil de percolation, nous pourrons écrire (en

suivant un argument développé a de nombreuses reprises) que
Pi(w) o< w PN (3.1.18)

Dans le contexte de la percolation de forces centrales, nous aurons donc 3 introduire
deux comportements critiques de surface, selon que 1'on s'interessera aux sites

rigidement liés
P'o(w) o= w POV (3.1.19)
ou partiellement

P'y(w) o= w BN (3.1.20)

C'est effectivement par une méthode de ce type que nous pouvons estimer ces

exposants [13].

- Découplage

Nous allons briévement considérer un cas particulier, ou,

exceptionellement, quelques résultats sont obtenus de manieére exacte.
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Figure 3.6 A : Représentaton schématique d'un amas infini (montré en grisé) dans un
plan sans limite. La probabilité d'appartenir A 'amas infini est caractérisée par un
exposant critique {.



Figure 3.6 B : Représentation schématique d'un amas infini (montré en grisé) dans un
plan limité par une droite. La probabilité d'appartenir 2 I'amas infini pour un point situé
sur la droite frontiére (traits gras) est caractérisée par un exposant critique de surface f'
différent de B.
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Malheureusement, ce cas partiellement soluble a perdu le sel de la non-localité, et ne
peut étre étendu au cas le plus général.

La simplification de ce cas particulier est obtenue en imposant que tous
les liens orientés dans une direction particuliere, disons 1, soient présents. Les
autres liens du réseau triangulaire sont absents avec une probabilité (1-p) ou
présents avec une probabilité p. Nous nous réfererons souvent a ce probléme sous
la dénomination un peu vague d' "anisotrope”.

La présence de tous les liens dans une direction donnée, découple le
probléme en deux parties indépendantes : l'une, triviale par construction, dans la
direction 1, et l'autre dans la direction orthogonale. En effet, une force appliquée
dans une direction quelconque aura toujours sa composante selon 1 équilibrée par
les liens présents dans cette direction. La seule question qui se pose concerne la
composante de la force perpendiculaire a la direction 1. Comme nous avons vu que
les seuls efforts supportés par les barres articulées étaient des efforts normaux, il
faut chercher exclusivement parmi les liens orientés selon les directions 2 et 3 ceux
qui transmettent cet effort. Il s'ensuit alors, comme le montre la figure 3.7, que
pour équilibrer une telle force, il faut qu'existe une structure continue du point
d'application de la force jusqu'a un bord (ou a I'infini), dans le sous-réseau formé
par les liens 2 et 3. Ce sous-réseau étant de fait un réseau carré, le seuil de rigidité
du réseau triangulaire anisotrope sera le seuil de percolation de connexité du réseau
carré (soit pour un probléme de lien, p=0.5).

Nous voyons alors que le découplage du probléme nous permet une
simple correspondance avec un probléme de percolation usuelle. Ceci est vrai, non
seulement pour la détermination du seuil de rigidité et pour les propriétés
géométriques qui en découlent, mais €galement pour certaines proprié€tés de
transport.

Considérons le probleéme renforcé : tous liens dans la direction 1 sont
infiniment rigides, alors que pour les directions 2 et 3 ils ne le sont qu'avec une

probabilité p. Les liens qui ne sont pas infiniment rigides sont présents mais ont un
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Figure 3.7 : La force F verticale appliquée sur ce réseau ne peut pas étre équilibrée car
comme le montre la courbe C, la résultante des efforts transmis par les liens qui
interceptent cette courbe est nécessairement horizontale. Il en est de méme pour tous les
amas formés par les liens non-horizontaux de ce réseau.
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module élastique fini, disons l'unité. La compliance C du systéme (I'inverse du

module élastique) doit alors s'annuler au seuil de rigidité en suivant la loi
C o< (p.p)° (3.1.21)

ol nous avons introduit un nouvel exposant ¢". Utilisant comme toujours un
argument de taille finie, nous savons qu'au seuil de rigidité, la dépendance de la

compliance avec la faille du systéme sera de la forme :
Coc LoV (3.1.22)

Une simulation par matrice de transfert [14] de cet exposant a fourni 1'évaluation
o"/v=10.99 x 0.03 (Cf. Fig.3.8). Cette valeur est trés voisine de celle rencontrée
dans le probleéme élastique renforcé en percolation usuelle (systemes avec élasticité
angulaire, 0.97 % 0.03), et également de celle du probléme supraconducteurs-
conducteurs (exposant s/v, 0.9745 + 0.0015) comme nous l'avons vu au chapitre
précédent. De fait Wang et Brooks-Harris [15] ont montré que cette

correspondance é€tait ici exacte :
o"=s (3.1.23)

Nous reproduisons ici leur argument. Introduisons x; ety; les
coordonnées du déplacement de chaque site 1 dans la direction 1 et
perpendiculairement. Puisque les liens 1 sont infiniment rigides, tous les sites
d'une méme ligne 1 auront un méme déplacement selon 1, x. De plus, pour un
réseau de taille suffisante, il existera, avec une probabilité aussi voisine de 1 que
I'on désire, au moins un hexagone constitué de liens infiniment rigides qui joindra
rois lignes consécutives dans la direction 1.(Cf. Fig.3.9). Ces hexagones étant

rigides, ils imposent naturellement que le déplacement x soit une fonction affine de
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Figure 3.8 : Evolution de la compliance du réseau anisotrope de forces centrales au seuil
de rigidité en fonction de la taille du systéme, en coordonnées bilogarithmiques. La
pente donne I'exposant ¢"/v estimé ici 2 0.99 + 0.03. Courbe extraite de la référence

[14].



Figure 3.9 : Dans le cas anisotrope, ot seuls les liens infiniment rigides ont été
représentés, il existe, avec une probabili% finie, des hexagones (tracés en traits gras) qui
rigidifient les déplacements horizontaux de chaque wiplet de lignes horizontales
consécutives.
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la coordonnée perpendiculaire 3 1. Nous pouvons ainsi imposer que x soit nul pour
tout lien, car une telle fonction affine correspond 2 une simple translation et 4 une
rotation de l'ensemble du réseau, or un mouvement rigide ne saurait modifier
I'énergie élastique du systéme. Ainsi I'expression de 'énergie se réduit dans ce

probléme 2 la simple expression suivante :

E= 1/2 (Y3/2)2 I;; (y;-y;)? (3.1.24)

la somrme étant restreinte a tous les liens élastiques (donc sur le sous-réseau 2-3). 1l
est alors simple d'identifier une telle expression de l'énergie avec celle d'un
probléme de percolation de connexité, o des supraconducteurs et des conducteurs
sont présents en lieu et place des liens infiniment rigides et €lastiques respectivement
sur le sous-réseau carré. y est alors interprété comme un potentiel, et la conductivité
des liens résistifs vaut (3/4). Le module €lastique du probléme élastique anisotrope
original va donc diverger au seuil comme la conductivité du probléme électrique, et
donc l'égalité (3.1.23) résulte. Si nous conjuguons a ce résultat exact, la conjecture
selon laquelle la divergence du module élastique pour un systeéme €lastique renforcé
avec €lasticité angulaire, se fait encore avec un méme exposant (c=s) (cf. chapitre
précédent), alors nous obtenons le résultat que la présence ou non d'élasticité
angulaire ne joue pas de role significatif pour ce comportement critique. Le cas
dilué malheureusement ne se préte pas aussi aisément a une telle correspondance.

Ce résultat ne peut non plus étre étendu au cas générique de la
percolation de forces centrales. En effet, la présence de tous les liens dans une
direction (et donc le caractere essentiel qui rend le probléme soluble dans certains
cas) peut modifier la classe d'universalité du phénomene. Nous connaissons en
particulier le cas de la percolation dirigée, ot la présence de tous les liens dans une
direction rend également le probléme soluble analytiquement, en établissant une

correspondance exacte avec des marches aléatoires, mais modifie la valeur des
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exposants critiques (par exemple v, =2et Vv, = 1 dans le cas anisotrope, et
vy=1.7334 et v, = 1.0972 dans le cas général).
Revenons maintenant dans le cadre général de la percolation de forces

centrales dans le cas isotrope.
- Scalaire ou Vectoriel ?

La distinction que l'on fait souvent pour différencier les systémes
électriques (ou assimilés) et élastiques, consiste a qualifier les premiers de scalaires
et les seconds de vectoriels. Cette appellation repose, bien entendu, sur le caractére
scalaire des potentiels électriques (des pressions pour la perméabilité, des phases
pour les jonctions Josephson, des concentrations pour la diffusion, ou finalement
des températures pour !a conduction thermique) mis en jeu dans les premiers, et e
caractére vectoriel des quantifés correspondantes (i.e. les déplacements) dans le cas
de l'élasticité. Comme nous allons le montrer, bien que commode, cette distinction
ne repose que sur des fondements trés superficiels: Certains problémes vectoriels
(cf. le modele de Born vu au chapitre précédent) ont un comportement identique au
cas de la conduction électrique. De fagon symétrique, nous pouvons formuler 1a
percolation de forces centrales en des termes exclusivement scalaires [16].

Nous avons vu au chapitre précédent la notion de champ de contrainte
admissible, et la formulation du probléme qui découlait de son utilisation. Ceci
nous avait, entre autres, permis de définir une relation de dualité entre différentes
situations. Une technique similaire peut €tre utilisée dans le cas de la percolation de
forces centralés. La structure de base qui va nous permettre d'engendrer tous les
champs de contraintes admissibles est montrée sur la figure 3.10. 1l s'agit d'un
hexagone régulier dont les liens radiaux sont soumis a une force @, alors que les
liens périphériques portent une force -@. Il est trivial de voir que de tels objets sont
effectivement en équilibre d'une part, et d'autre part, qu'ils engendrent I'ensemble

des champs de contraintes admissibles. Chaque structure élémentaire dépend donc



Figure 3.10 : Configuration de précontrainte élémentaire (a), ou les liens radiaux de
I'hexagone supportent une force @ alors que les liens périphériques supportent une force
opposée -@. La figure de droite (b) représente la structure équivalente pour un probléme
de conduction €lectrique. 1I s'agit alors d'un courant de boucle .
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ainsi d'un parametre scalaire, @;, la force dans les liens radiaux, que nous associons
conventionellement au centre, i, de I'hexagone.

La force supportée par un lien i-j provient alors de la superposition de
quatre structures précontraintes élémentaires. En effet, le lien i-j est radial pour les
deux hexagones centrés en i et en j, et il est périphérique pour deux autres
hexagones de centre k(i,j) et 1(i,j) (Cf. Fig. 3.11). La force fij transitant dans le lien

sera donc :

£ = 040 -Pyqij) ~Pii) (3.1.25)
I'énergie élastique du réseau peut alors s'écrire :

ij
ou 8ij vaut 'unit€ pour les liens ij élastiques, l'infini pour les liens absents dans le
cas dilué et zéro pour les liens infiniment rigides dans le cas renforcé. k est la

L)

raideur de chaque barre élastique, soit encore
E = (12K) Zj; 8 (0;+0; -0 P (3.1.27)

La solution du probléme €lastique est alors donnée en minimisant E sur
I'ensemble des champs ¢ qui respectent les conditions aux limites. Cette
formulation est finalement trés voisine de celle obtenue en utilisant les courants de
boucles pour le cas de la conduction électrique. Cependant une différence
essentielle apparait ici. Nous avions obtenu dans le cas €lectrique une formulation
tout & fait semblable en tcrfnes de potentiels ou bien de courants de boucles. Ceci
nous avait permis alors d'identifier le probléme dual au probléme primal (Cf.
Chapitre 2). Ici, nous aboutissons 3 une formulation scalaire du probieme de forces

centrales dont la forme de I'énergie est originale.



VAN /
/ N\ / N
/ B / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ N\ / \
/ Y k / \
/ K/ "
/ N\ \
Ja kY "p —
/N *\ VAN i i
\ / AN i I
4 Y A / \ 1 !
! N ! \ / \ ' |
i N 4 \ 1
/ \ / \ 7 \, ] |
/ \ / \ / AN ! |
/ \ / \ / \ ] i
/ \ / N / \ i i
/ \ 4 \ 7 \ i |
/ A\ ! \ s \ ! !
// \\ // \\ 73 \ b i
/ 1% x-] ) | |
K /‘\ VY / 4 4
\ 7N VA / 1 1 i J
N / \ / \\ / b |
\ / K / \ / ! '
A / / 1 i
\, / \ / ! / I |
\ / \ / \ / f |
\ / \, / \ / ] i
\ / \ / N / !
\, / / i 1 !
\ / A\ 1 / \\ 7 § |
N/ N/ \/ i |
X /< 4 ! |
\ 7\ / I i
\\ / \\ ; i |
\ ! /
\ 4 N /
\ / \ /
\ I \ /
\ / \ 4
/ /
\ / \ /
N / N\
\ /
\/ Y

Figure 3.11: Utilisant la distribution des forces dans une structure élémentaire
précontrainte, il est aisé de déduire, par superposition, la force réelle qui transite par un
lien ij donné. Les quatre hexagones qui contribuent sont montrés en pointillés (a). La
figure de droite (b) donne la construction équivalente pour la conduction électrique, ou
seules deux mailles interviennent.
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L'invariance de l'énergie élastique dans tout déplacement de corps
rigide transparait ici dans les différentes formes du champ ¢ qui donnent la méme

énergie €lastique. Il est aisé de se convaincre que I'addition a ¢ d'un champ affine
¢ = @ +A+Bx(1)+Cy(i) (3.1.28)

en les coordonnées (x(i),y(1)) de tout point i dans le plan n'a aucune conséquence
physique. Cette invariance est l'analogue élastique de l'addition d'un potentiel
constant & un réseau de conducteurs. Cette symétrie est, elle, donc tout a fait
fondamentale et subsiste bien entendu dans toute formulation du probléme, qu'elle
soit scalaire ou vectorielle.

Notons en passant I'analogie entre cette formulation et la notion de
fonction d'Airy en élasticité plane [17]. Rappelons a ce propos que la fonction

d'Airy W est définie comme un potentiel de contrainte par les relations suivantes

O, =3 ¥/ ay?
Opy = ¥/ 0x" (3.1.29)
O,y = -0* ¥/ 9xdy

Les équations de compatibilité¢ (équations de Beltrami) imposent alors que la
fonction d'Airy soit biharmonique. Symétriquement, toute fonction scalaire
biharmenique peut ainsi engendrer un champ de contrainte solution d'un probléme
d'élasticit€ plane. L'équation (3.1.25) peut €tre considérée comme la discrétisation
d'un opérateur différentiel du second ordre, agissant sur le champ ¢ pour donner les
forces transitant dans chaque lien. La minimisation de 1'énergie (3.1.26) exprimée
en termes de ¢ donnent alors des relations scalaires sur ¢ qui seraient des
discrétisations d'opérateurs différentiels du quatriéme ordre, analogues a la

condition de biharmonicité de la fonction d'Airy.
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Notons de fagon plus générale que d'autres formulations potentielles
existent en élasticité plane [17] (Muskhelishvili, ...) et il serait intéressant d'explorer
les conséquences de telles formulations dans notre contexte (version discréte sur
réseau et "dilution" de ce réseau) afin de mieux mettre en évidence le role joué par
les opérateurs tant laplacien que bilaplacien dans le comportement critique de
réseaux elastiques dilués ou renforcés au seuil de percolation. Il s'agit 1a encore
d'une voie vierge ou tout reste a faire.

Nous avions déja utilis€é la formulation en termes de champs
admissibles dans les problémes de conduction électrique et d'élasticité afin d'établir
des correspondances de dualité entre différents problémes. Ici également, nous
pouvons maintenant interpréter les variables ¢ introduites précédemment en leur
donnant une nouvelle significaton [16]. Nous proposons de comprendre ¢; comme
un déplacement du site i dans la direction normale au plan du réseaun. Il faut alors
interpréter 1'énergie élastique (3.1.26) dans ce nouveau cadre. Cette énergie est une
somme de différents termes (initialement un pour chaque lien) qui mettent en jeu
quatre variables ¢ aux sommets de losanges composés de deux triangles
élémentaires voisins. Nous qualifierons de plaguettes les losanges ainsi formés.

Pour I'une de ces plaquettes (i,j,k,1), I'énergie sera nulle si et seulement si

Qi+ Q- P-4 =0 (3.1.30)

11 est facile alors de voir que cette condition, ol ¢ est un déplacement hors du plan,
correspond a une condition de coplanéité des quatre sommets (i,j,k,1). L'énergie

associée a une plaquette

Ejjg = 1/Q2K) 3;; (9;+0; -0y -0y )? (3.1.31)

est donc une énergie de courbure de la plaquette (Cf. Fig. 3.12). k, qui était

précédemment une raideur (d'une barre), devient alors une souplesse de flexion de



Figure 3.12 : Flexion d'une plaquette élémentaire. Les variables ¢ qui symbolisaient les
forces dans chaque structure précontrainte sont maintenant interprétées comme des
déplacement hors du plan par la correspondance de dualité explicitée dans le texte.
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chaque plaquette. Si dans le réseau initial, un lien ij était élastique de raideur k,
alors la plaquette de diagonale courte ij sera €lastique normale de souplesse k; si le
lien était absent, alors la plaquette sera infiniment rigide, et fmaiement si le lien était
infiniment rigide alors la plaquette sera absente (ou infiniment souple).

11 est tout a fait remarquable de noter que la correspondance que ['on
€tabli ainsi entre la déformation dans le plan d'un treillis réticulé dilué
(respectivement renforcé) et la déformation hors du plan d'un réseau de plaquettes
renforcé (resp. dilué) est tout a fait serblable a la correspondance que nous avions
montré par dualité pour les réseaux de poutres encastrées (entre déformation

perpendiculaire et paralléle au plan).

Nous allons maintenant nous attacher exclusivement au cas de la
déformation dans le plan. Comme nous l'avions déja mentionné, le probléme du
comportement critique de ces systemes est une question tout a fait délicate tant au
niveau théorique que numérique. Nous présentons donc dans un premier temps les
résultats publiés dans la littérature, puis nos propres résultats en tentant une analyse

critique.
- Bref historique

Le probléme de la percolation de forces centrales (cas dilu€) a été étudié
pour la premiére fois par Feng et Sen [1]. Ces auteurs ont utilis€ dans leur travail
numérique un algorithme de relaxation . Nous aurons l'occasion de revenir sur les
problémes inhérents a cette technique numérique. Disons simplement ici qu'elle est
trés mal adaptée a I'étude de ce type de probiéme, et qu'elle donne des résultats peu
fiables. Ceci explique probablement le caractére trés approximatif des résultats
obtenus. L'estimation du seuil de rigidité, p,, et de I'exposant T, qui gouverne

1'évolution du module &lastique, était
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p,= 0.38 (3.1.32)
et

1=24+04 (3.1.33)

Nous verrons que ces valeurs sont maintenant tout a fait exclues par les
estimations actuelles. Cette premiére référence sur le sujet, ne présente plus
aujourd'hui qu'un intérét historique.

Le probléme a ensuite €€ reconsideré par Lemieux, Breton et Tremblay
[18]. Ces auteurs ont utilisé une méthode de matrice de transfert. La détermination
du seuil se faisant en recherchant le "meilleur” comportement critique du module
élastique en fonction de la taille du systéme, a une valeur de p fixée. p, est alors
choisi comme étant la valeur de p qui réalise une variation de type loi de puissance.
En paralléle a ces approches, ces auteurs ont utilisé la propriété d'échelle suivante :
en variant, & la fois p et la taille L. du systéme, il est possible d'écrire la variation du

module élastique Y selon

Y = (p-p)* £L/S)
= (p-p)® L Ip-p; V) (3.1.34)

Ainsi, un simple tracé de Y(p-p,)-T en fonction de L Ip-p,IV permet
d'obtenir deux courbes, l'une relative & p>p, et l'autre A p<p,, qui rassemblent
toutes les données (pour différents p et L). La détermination de T et Vv
indépendamment se fait donc en jouant sur le triplet de parametres p,, tetv de
maniére a obtenir le "meilleur” regroupement des points de mesures (“data

collapse"). Utilisant ces deux critéres, 'estimation fournie est

p, = 0.650 % 0.005
t=1.40%0.20 (3.1.35)
v=105%0.15
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Bien qu'idéale dans le principe, cette étude pose quelques problémes :
La technique de matrice de transfert, implique l'inversion de tenseurs de rigidité

locaux relatifs A un lien, dans la forme

ou chaque terme de cette équation est un tenseur 2x2, (dont les composantes off ne
sont pas ici explicitées K;; = (KijaB), i et j ne_sont pas ici les indices des
composantes). Or le tenseur (K;;+k) a souvent une valeur propre nulle : il n'est
donc pas inversible. Ceci correspond physiquement, a la présence d'une direction
le long de laquelle la raideur est nulle alors que, dans la direction perpendiculaire,
elle ne I'est pas. Cette "inversion” est cependant légitime car si (K;+K) a une
valeur propre nulle dans une direction, alors K;; et K; ont aussi une valeur propre
nulle dans cette méme direction. Ainsi, nous pouvons lé€gitimer la dénomination d'
“inverse" en considérant la limite d'une valeur propre tendant vers zéro. 1 est aussi
possible de librement changer la valeur propre nulle (tout en respectant les directions
propres) avant de procéder a l'inversion, sans modifier le résultat.

Lemieux et coll. ont évité la difficulté en ajoutant en chaque site du
réseau une liaison €lastique faible (de raideur e=10-5) et isotrope qui relie ce site A
un substrat fictif indéformable. Cecirevient a ajouter systématiquement le tenseur
el & chaque tenseur de rigidité. Il devient alors toujours possible d'effectuer les
inversions (au sens strict). Mais en contrepartie, les deux valeurs propres sont
modifiées. Ceci introduit donc un effet pervers: une erreur systématique cumulative.
L'effet de cette procédure ne devient sensible cependant que pour des grandes
tailles.

Une autre difficulté est liée au méme processus: dans l'inversion de ces
tenseurs mal conditionnés (présentant un grand rapport de valeurs propres)

interviennent des instabilités numériques occasionnées par des erreurs d'arrondis.
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Ces instabilité€s deviennent de plus en plus fréquentes lorsque la taille du systeme
augmente. Il est cependant possible de guérir de telles instabilités en redéfinissant

l'inverse, T-1, d'un tenseur, T, ayant une valeur propre nulle, par

Ti1=(/ae(D? T (3.1.37)

ou tr(.) désigne la trace [19].

La raison pour laquelle nous insistons sur de tels détails techniques est
que, le calcul par matrice de transfert ne se congoit, (de fagon a en exploiter les
avantages), que pour des géométries de "rubans”, de faibles largeurs, mais de trés
grandes longueurs. En dessous de longueurs de l'ordre de 104, pour des largeurs
de 20, les fluctuations sont telles qu'il est impossible d'obtenir des estimations
précises. De plus, lorsque la largeur augmente, pour garder une précision
approximativement constante, il faut accroitre la longueur. Or dans leur étude
numérique, Lemieux et coll. n'avaient considéré que des longueurs trés faibles
(2000) pour des largeurs variant de 3 2 48 et finalement pour la largeur maximale,
77, la longueur générée fut seulement de 460. En conclusion, nous ne prétons
qu'une confiance trés limit€e aux valeurs correspondant a des largeurs supérieures a

30.

Revenons maintenant sur les résultats annoncés : le fait le plus
marquant est la valeur de 'exposant de la longueur de corrélation v = 1.05 £ 0.15.
Cette estimation est, en effet, trés différente de celle que l'on rencontre en
percolation de connexité, ot v = 4/3 = 1.33. la conclusion qui s'impose est alors
que : la classe d'universalité de la percolation de forces-centrales est
différente de celle de la percolation de connexité. Dans ces conditions,
tous les exposants géométriques (v, B, Dy, ...) que nous avons mentionnés au
chapitre précédent, doivent étre recalculés. Il en va, g fortiori, de méme pour les

exposants de transport (T, G, Dy, D, ...).
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Attardons nous un instant sur ce résultat : En extrapolant A trois
dimensions, il semble alors raisonnable de penser que tous les modeles d'élasticité a
transmission partielle d'information que nous avons mentionné appartiennent
chacun a une classe d'universalité différente! La situation devient alors tellement
diverse que les applications de modele de type percolation a la transition sol-gel, en
particulier, doivent étre étudi€es au cas par cas en fonction de la structure des

liaisons chimiques entre molécules (torsion et/ou flexion libre ou non....).

L'étude de Lemieux et coll. [18] a été poursuivie par Day, Tremblay et
Tremblay [20] du méme groupe, avec des outils différents. La méthode numérique
utilisée était alors une relaxation par gradient conjugué. Cet algorithme, bien
qu'aussi sujet au ralentissement critique, prés du seuil de rigidité, est beaucoup plus
str que la relaxation de Gauss-Seidel ou de Jacobi. En effet, nous savons que cette
méthode converge vers la solution exacte en un nombre fini d'itérations (égal au
nombre de degrés de liberté du systeme). Cette seconde étude a donné les résultats

suivants, confirmant les calculs précédents :

p, = 0.650+ 0.005
v =135%0.10 (3.1.38)

D'autres quantités ont alors pu étre mesurées grice a cette technique,

comme en particulier la dimension fractale du squelette qui fut estimée a

0.06
Dyp= 1.94 7510 (3.1.39)

Encore une fois, cet exposant apparait comme trés différent de son
équivalent en percolation de connexité, ou Dy, = 1.62. La valeur de Dy, =2 n'est
méme pas exclue de leur encadrement. Ceci traduit une structure beaucoup plus

compacte que pour les réseaux aléatoires de résistances.
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Revenons encore sur le détail du calcul : deux critiques peuvent étre
formulées. La taille des systémes considérés était cette fois tres faible (jusqu'a 28
par 28). Mais surtout, le nombre d'itérations nécessaires a la convergence du calcul
était supérieur au nombre maximum théorique! 11 est possible de rencontrer un tel
phénomene si I'algorithme de gradient conjugué a été mal implant€ : en eifet, si les
directions de relaxations successives ne sont pas orthogonales (par rapport au
tenseur de rigidité), alors on obtient un algorithme du méme type que la relaxation
dite de Jacobi. A savoir, la convergence vers la solution du probléme aura toujours
lieu, mais elle sera beaucoup plus lente que dans le cas ou la relaxation par gradient
conjugué est implémentée de maniere correcte. La figure présentée dans l'article
[20], représentant le squelette d'un réseau, vient étayer la possibilité d'une mauvaise
implémentation de l'algorithme. Il est possible de voir dans cette figure que
plusieurs liens ne peuvant supporter aucune force (pour des raisons géométriques),
font cependant partie du squelette tel que dessiné dans cette référence. Ceci indique
donc nettement un manque de convergence du programme. La taille des systdmes
considérés est cependant suffisament faible pour que les résultats ne ressentent pas
trop la difficile convergence de l'algorithme.

Sahimi et Goddard [21] ont étudié 1a divergence du module élastique
dans le probléme renforcé. La procédure suivie numériquement était la
renormalisation sur petits réseaux (de tailles 8, 12 et 18). L'algorithme de
résolution utilis€ n'était pas spécifiée dans la référence [21]. Les résultats obtenus

étaient les suivants :
p,= 0.65
o/v=1.02 (3.1.40)

v=1.1

sans barres d'erreurs estimées.
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Dans un travail ultérieur [22] concernant la rupture de réseaux
élastiques, ces mémes auteurs ont reproduit un calcul concernant le cas dilué. Leurs
résultats, obtenus par une technique numérique non précisée, ont confirmé les

estimations de Lemieux et al [18], et de Day et al [20].

p= 0.65
/v =1.50 £ 0.20 (3.1.41)

Tres récemment, Arbabi et Sahimi [23] ont étendu les calculs précédents
(cas dilué) a différents types de dilution : A) liens, B) liens corrélés et C) sites.
La dilution de liens corrélés introduite par Kirkpatrick [24], consiste a introduire des
nombres aléatoires S; en chaque site i, puis a évaluer pour chaque lien ij de

nouveaux nombres Sy; évalus a partir des farécédents par
Si= 1/2 (IS;1+IS;1+IS;-51) (3.1.42)

Enfin la dilution est réalisée en enlevant tous les liens dont le nombre §;; est

supérieur a un limite A choisie. La proportion de liens présents vaut alors

p(A)= (3/4) A? si 0<A<1 (3.1.43)
p(A)=A - (1/4) A? si 1€A<2

Cette derni¢re procédure est une des multiples variations sur le théme de la dilution,
qui ne modifie que le seuil en ce qui concerne la percolation usuelle, puisque les
corrélations entre liens introduites par ce modele, sont de portée finie (plus proche
voisin uniquement). Elle constitue simplement un cas intermédiaire entre dilution de
sites et de liens. Arbabi et Sahimi ont alors généré des réseaux de tailles variant
entre 10 et 45, pour ces trois modeles par une méthode d'élimination de Gauss. Ils

ont ainsi estimé p,, vet /v :
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Cas A (liens):
p,= 0.65
t/v=1421+0.04 (3.1.44)
v=1.1

Cas B (liens corrélés):
p,= 0.58 £ 0.01
t/v=128+0.04 (3.1.45)
v=0.90%0.05

Cas C (site):
p=0.71£ 0.01
Tv=114+0.04 (3.1.46)
v=10.94%0.05

Ces estimations ont été faites en prenant en compte des corrections d'échelle
importantes (logarithmiques) identiques a celles observées par Zabolitsky et al [25]
dans le calcul du module élastique de sytémes, avec €lasticité angulaire, dilués, au
seuil de percolation usuel.

La conclusion que semblerait suggérer une telle étude est qu'il n'existe
pas de classe d'universalité de la percolation de force centrale. Les exposants
observés dépendant du processus méme de dilution. Cette demiere conclusion est
choquante! En effet, si l'idée d'universalité est rejetée par cette analyse, il n'en
demeure pas moins que des lois de puissance seraient observées pour le module
élastique ainsi que pour la longueur de correlation. Or l'idée méme de lois de
puissance provient de l'existence d'un régime ot le systéme n'est plus sensible aux
détails locaux du modéle comme la structure du réseau, et a fortiori le processus de
dilution. Ceci constitue par exemple le fondement méme de la renormalisation. De
fagon quelque peu inconsistente, Arbabi et Sahimi [24] ont estimé les exposants

critiques précités par renormalisation. Dans la suite de ce travail, nous prendrons le
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parti pris de ne considérer ces résultats que comme un artéfact numérique, ou
comme le fruit d'une analyse insuffisamment précautionneuse. Il est également
intéressant de noter que Garcia-Molina, Guinea et Louis [26] sont parvenus a une
conclusion similaire a celle d'Arbabi et Sahimi suivant des résultats numériques
différents, mais dans ce dernier cas il etait facile [27, 28] de démontrer que cette
conclusion était erronée, comme les auteurs l'ont eux-mémes reconnu
ultérieurement [291.

Une autre étude a laquelle nous nous référerons est celle de Burton et
Lambert [30] qui se sont interéssé au spectre de vibration du probléme renforcé.
Ces auteurs ont obtenu ce spectre, N(w), par un algorithme de matrice de transfert
pour différentes valeurs du seuil de percolation de rigidité : 0.630, 0.635, 0.640, et

0.650. En superposant ces différents spectres sous la forme
N(w) L? = ¢ (0 L2¥Ds) (3.1.47)

ils ont estimé tant p, que la dimension spectrale correspondant au cas renforcé, D,.
Si l'on considére leurs graphiques, il semble que les deux valeurs extrémes de p
essayées sont A rejeter, alors que pour p=0.635 et 0.640, I'accord est raisonnable
pour certaines plages de valeurs de D,. Les auteurs font preuve d'un peu

d'optimisme en concluant que :

p, = 0.6375 % 0.0025
et D=4.0+02 (3.1.48)

soit, en utilisant la relation liant D, a o/v:
D,=2d/ (2-0/v) (3.1.49)

on tire:

o/v=1.00%0.05 (3.1.50)
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car les valeurs de p, intermédiaires entre les deux cas extrémes rejetés sont g priori
possibles. Nous ne donnerons donc pas de crédit trop important aux barres
d'erreurs citées, en remarquant qu'en tout €tat de cause ces derniéres sont toujours
évaluées de mani¢re quelque peu subjective.

Marshall et Brooks-Harris [31] ont enfin eux aussi analysé le probléme
dilu€ de fagon numérique, par une technique d'élimination de Gauss. Ces auteurs
se sont intéressés aux moments de la distribution de tailles d'amas. Ils ont donc été
amenés 2 calculer des exposants essenticllement géométriques, par effet de taille

finie, sur des réseaux de tailles 12, 18, 24 et 36.

p, = 0.640 + 0.002

v=1.14%0.10 (3.1.51)
B = 0.46 + 0.40
y=1.60 £ 0.30

Ces résultats confirment donc encore que la classe d'universalité de la
percolation de force centrale (puisque nous considérons ici qu'une telle classe
existe) est différente de celle de la percolation usuelle. Cependant, si ¥ est
violemment différent de sa valeur en percolation de connexité (2.39), v est
relativement proche de la valeur équivalente (4/3), et la large barre d'erreur sur 3

autorise également la comparaison avec (0.14).

Certte énumération de résultats a au moins un avantage, celui de sa
diversité! Ceci suffit & convaincre que ce probléme est délicat et qu'il est facile
d'aboutir & des conclusions aussi originales que possible. Nous allons maintenant
présenter nos propres résultats obtenus par différentes techniques numériques et

pour plusieurs comportements critiques, puisqu'il semble indispensable de vérifier
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1a cohérence des résultats et la slireté des algorithmes utilisés. Nous ne répéterons

pas les précautions qu'il y a lieu d'apporter aux conclusions de notre travail.

- Résultats

Les problemes que nous avons considérés sont les suivants :
-Module élastique pour le cas dilué, par matrice de transfert [19]
-Module €lastique pour le cas renforcé, par matrice de transfert [19]
-Probabilité de rigidité€ en surface pour le cas dilué, par matrice de transfert [13]
-Diffusion anormale, par matrice de transfert [32]
-Structure du squelette, Module élastique [33], Bruit... Spectre multifractal {34] de
la distribution des forces pour le cas dilué, par gradient conjugué.

Nous avons déja évoqué la difficulté liée a 'algorithme de matrice de
transfert dans le cas dilué, a savoir I' "inversion” des tenseurs de rigidit€ dégénérés.
Dans le cas renforcé, nous rencontrons une difficulté un peu similaire: un lien
infiniment rigide est toujours 2 méme de tourner librement & ses extrémités, donc
son tenseur de souplesse (I'inverse du tenseur de rigidit€) avec lequel il est naturel‘
de travailler, comporte deux valeurs propres : 1'une nulle et l'autre infinie. Ainsi, ni
la souplesse, ni la rigidité, ne sont de bonnes représentations. La fagon la plus
simple de contourner cette difficulté consiste simplement a considérer simultanément
une paire de liens formant un chevron. La souplesse du site ajouté au réseau sera
alors toujours finie puisque tous les liens sont présents. Mis a part ce détail, la mise
en ceuvre du calcul est tout a fait standard et ne pose pas de probléme de stabilité,

En ce qui concerne la probabilité¢ d'appartenir 4 un amas rigide a la
surface d'un domaine, la procédure suivie est trés proche de celle du calcul du
module €lastique toujours par matrice de transfert. Les détails de 1'algorithme sont
explicités dans l'article [19].

Quant a la "diffusion anormale”, nous 'étudions ici [32] de la méme

maniére que dans le cas de la conduction électrique. Nous aurons 1'occasion de
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revenir sur ce sujet mais il ne nous a pas servi explicitement a déterminer le seuil de
rigidité.

Finalement, la seconde technique utilisée, la relaxation par gradient
conjugué, [33,34] bien que lourde & mettre en ceuvre, nous permet d'avoir accés 2
une multitude d'informations sur le systtme. Cette technique est sujette au
ralentissement critique au seuil de rigidité. Nous avons essayé de réduire ce
ralentissement critique par un reconditionnement du tenseur de rigidit€ dans l'espace
de Fourier [35]. Cette technique est weés rentable dans le cas de la conductivité a
partir de tailles réduites (de I'ordre de 30 par 30). Dans le cas des forces-centrales,
le nombre d'itérations nécessaires pour obtenir une méme erreur résiduelle, est
effectivement diminué, mais cela ne se traduit pas encore par un gain de temps de
calcul global pour la taille des réseaux que nous avons considérée (jusqu'a 80 par
80). Les raisons de cette difficulté sont discutées en détails dans la référence [35].
Une fagon de pallier cet obstacle, consiste probablement 3 utiliser la formulation
scalaire discutée ci-dessus, mais cela n'a pas encore été test€. Notons, finalement,
que l'estimation d'erreurs n'est pas critique : c'est une mesure fiable de la
convergence de l'algorithme, alors que dans certains cas, comme pour la relaxation
de Gauss-Seidel [35], certains estimateurs d'erreur donnent des sous-estimations
systématiques d'erreur de plus en plus graves, au fur et & mesure que l'on se
rapproche du seuil, ou que le systéme devient grand.

Enfin, ces deux grands types d'approche ont été¢ mutuellement vérifiés,
en calculant des quantités sembiables sur un méme réseau, avec ces deux

approches.

Nous avons tenté, pour différentes valeurs de p, d'obtenir une
évolution de différentes quantités physiques critiques selon une loi de puissance
avec la taille du systéme. (Cette loi de puissance est reliée, comme nous 1'avons vu
maintes fois, & I'exposant critique correspondant au phénomene étudié). Les

valeurs de concentration, p, essayées ont varié depuis 0.630 jusqu'a 0.660. Nous
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pouvons maintenant donner une synthése des résultats obtenus, en présentant plus
précisémment deux valeurs du parametre p, qui selon les cas donnent de "bons” ou
de "mauvais" résultats.

Dans un premier temps, nous avons tenté d'évaluer le seuil en étudiant
le module élastique du probleme dilué [19]. Les comportements qui suivaient le
mieux une loi de puissance, dans ]la gamme de taille 2-30, ont étés obtenus pour
p=0.653. Lorsque p est supérieur a cette valeur, la courbe log(Y) en fonction de
log (L) (Y: module élastique, L: taille du syst¢me) présente une nette courbure vers
le haut, traduisant le fait que la valeur de p estimée était au dessus du seuil de
rigidité (le reste de la discussion montrera que, effectivement, toutes les autres
quantités physiques considérées présentent les caractéristiques semblables). Au
contraire, pour des valeurs de p inférieures, il existe une courbure constante vers le
bas, qui indique que soit le seuil de rigidité est supérieur, soit qu'il existe des
corrections d'échelle importantes. L'estimation p, = 0.653 est compatible avec
l'estimation donnée par Lemieux et coll.[18] et Day et coll.[20] qui procédaient de
cette maniére de facon & estimer le seuil. Dans ces conditions, pour p = 0.653,
nous mesurons un exposant (cf. courbe 3.13) apparent t/v = 1.35 toujours en
accord avec les études précitées. Acceptant pour l'instant cette valeur du seuil, nous
pouvons estimer les autres comportements critiques :

- Dans le probléme renforcé, le module €lastique obtenu par matrice de
transfert, ne suit pas une 1oi de puissance franche. Il existe une forte courbure vers
le bas dans la figure 3.14 qui indique alors une valeur de l'exposant o/v tres élevée,
marquée de foﬁcs corrections d'échelle (typiquement : /v 23)

- Les probabilités de rigidité de surface Py et P'; tendent & saturer vers
des valeurs non nulles lorsque la taille du systéme augmente. Au mieux peut-on
estimer que les exposants f'y/v et B';/v sont trés faibles (typiquement inférieurs a
0.05) [13]

- La dimension fractale du squelette, Dy, est rigoureusement égale a 2

[33].
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Figure 3.13: Evolution du module élastique Y en fonction de la taille du sysi2me w en
coordonnées bi-logarithmiques, pour une valeur de p = 0.653. Les deux symboles
correspondent 3 un module de traction (x) et de cisaillement (+). L'exposant apparent
pour les plus grandes tailles est 1.33.
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Figure 3.14 : Evolution de la compliance 1/Y en fonction de la taille du systéme w en
coordonnées bi-logarithmiques, pour une valeur de p = 0.653. Les deux symboles
correspondent 4 un module de traction (0) et de cisaillement (A). L'exposant apparent
pour les plus grandes tailles est supérieur a 3.
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L'ensemble de ces données est donc compatible avec les résultats
publiés de Lemieux et coll.[18] et Day et coll.[20]. Cependant, il convient de
remarquer que le seul comportement véritablement satisfaisant qui suit effectivement
une loi de puissance, sans de fortes corrections d'échelle, est le cas du module
élastique du probléme dilué. Pour les autres quantités étudides, les valeurs

suivantes ne sont pas exclues :

O/V = +00

Bo/v=0 (3.1.52)
B'y/v=0

Dyy=2

Or ces valeurs-ci indiquent plus vraisemblablement que le seuil de

rigidité a été mésestimé, et qu'il est de fait inférieur a la valeur test p, < 0.653.

Nous avons donc repris I'étude du seuil en se fixant maintenant un
nouveau critere d'appréciation : a savoir d'une part, la dimension fractale du
squelette et d'autre part, la variation du module élastique du cas renforcé. En
essayant d'autres valeurs test du seuil, nous avons obtenu des comportements tout &
fait "satisfaisants” pour la valeur p = 0.642.

- Dans ce cas, le squelette a une dimension fractale

Dyy= 1.64 +0.03 (3.1.53)

sans corrections d'échelle appréciables pour des tailles de systémes supérieures a
20. (cf. Fig.3.15) [33].

- Le module élastique, dans le probléme renforcé, suit une loi de
puissance avec la taille, toujours avec de faibles corrections d'échelle, dont

I'exposant G/v est estimé 2
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Figure 3.15 : Masse du squelette en fonction de [a taille du syst¢me en coordonnées bi-
logarithmiques, pour une valeur de p = 0.642. La pente de la droite est la dimension
fractale du squelette. Elle est estimée ici 2 1.64 £ 0.03.
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o/v=0.97£0.02 (3.1.54)

- Les probabilités de rigidité de surface P’y et P'; suivent encore des

lois de puissance qui donnent

B'o/v = 0.54 + 0.03 (3.1.55)
et

B'y/v=031%0.03 (3.1.56)

Jusqu'a présent, tous les exemples cités, se révelent "acceptables”, au sens ou les
valeurs d'exposants ne sont ni nulles, ni infinies, et que les corrections sont faibles.
Mais pour le probléeme dilué, le cas du module élastique est peu satisfaisant. La
courbe 3.16 représentant log(Y) en fonction de log(L) présente une forte concavité.
Prise isolément, comme dans le procédure précédente, cette seule courbe inciterait a
croire que le seuil est sous-estimé. La seconde alternative consiste a admettre, pour
ce cas précis, que les corrections aux lois d'échelle sont trés importantes, et que
I'exposant T/v est grand (T/v 2 2.2).

Comparons maintenant la situation avec celle que nous rencontrons en
percolation usuelle toujours pour le comportement élastique, comme par exemple
sur le réseau de poutres, ou alors le seuil est bien connu. Les exposants Dy, o/v,
et B'/v (correspondant respectivement a Dy, o/v, et B';/v) montrent de faibles
corrections d'échelle, alors que le cas de l'exposant t/v, comme nous l'avons vu au
chapitre précédent, est trés marqué par des corrections d'échelle, comme ['illustrait
en particulier la figure 2.26 tirée de 1'étude numérique de Zabolitzky et coll. {25].
Insistons sur le fait qu'alors, l'estimation du seuil ne peut étre incriminée, et donc
que ces corrections apparaissent comme un trait intrinséque de 1'élasticité en

percolation (cas dilug).
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Figure 3.16 : Evolution du module élastique Y en fonction de 1a taille du systeme w en
coordonnées bi-logarithmiques, pour une valeur de p = 0.642. Les deux symboles
correspondent & un module de traction (3) et de cisaillement (A). L'exposant apparent

pour les plus grandes tailles est supérieur 2 2.2. ‘
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Figure 3.17 : Evolution de la compliance 1/Y en fonction de la taille du systéme w en
coordonnées bi-logarithmiques, pour une valeur de p = 0.642. Lles deux symboles
correspondent 3 un module de traction (x) et de cisaillement (+). L'exposant apparent

pour les plus grandes tailles est 0.97.
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En s'inspirant donc du travail de Zabolitzky et coll. {25] nous avons
cherché a déterminer l'exposant ©/v en introduisant dans notre analyse des facteurs

correcteurs. Dans un premier temps, nous avons tenté la forme simple suivante :
Y=AL"({1-BL%) (3.1.57)

ol A et B sont des constantes. En cherchant le meilleur couple d'exposant /v et x,
nous avons alors ét€ amenés 2 considérer des valeurs de x trés faibles. Cela engage

donc 2 tester une forme éventuelle de correction logarithmique :
Y = A L% (1- B/ log(CL)) (3.1.38)

oit A, B et C sont des constantes. Mais méme cette forme de correction ne permet
pas de reproduire fidélement le comportement global. Finalement, en raffinant de
plus en plus les formes de corrections, nous aboutissons 2 une trés bonne

adéquation pour la forme
Y = AL-™ (1- B/ log(CL)+ D/L) (3.1.59)

ot A, B, Cet D sont des constantes. Il va sans dire cependant que avec de telles
formes de lois il est facile de suivre beaucoup de comportements qui ne sont pas des
lois de puissance! Cependant, adoptant la méme démarche que Zabolitzky et coll.,
nous aboutissons & des conclusions tres proches : - la forme de loi a ét€ obtenue a la
suite des mémes appréciations de qualité, - les valeurs de l'exposant et des

préfacteurs de 1'Eq. (3.1.59) finalement obtenues, sont trés voisines :

T/v=3.0+02
C=60x05 (3.1.60)
DB=10+0.1
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Figure 3.18 : La figure 3.16 donnant le module élastique, Y, en fonction de la taille du
systéme w, montrait de fortes corrections d'échelle. Cette figure montre le résultat
d'une analyse prenant en corpte des corrections ici logarithmiques.
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a comparer a
/v =297 £0.03
C=22 (3.1.61)
D/B =0.34

suivant [25].

Compte-tenu du fait que la forme des lois de correction est, a priori,
inconnue, nous estimons, de fagon assez subjective, la barre d'erreur sur t/v
comme le double de celle obtenue en considérant la forme de la loi comme établie.
Dans ce cadre d'analyse, il est alors ais€ de comprendre l'origine de l'erreur
commise dans l'analyse précédente : Les corrections d'échelle induisent une
concavité de la courbe log(Y) fonction de log(l.). Si maintenant nous surestimons
le seuil de rigidité, alors, nous imposons au dela d'une taille correspondant 2 la
longueur de corrélation, une convexité de cette méme courbe. Ces deux effets
antagonistes imposent par voie de cons€équence un point d'inflexion dans la relation
log(y)-log(L) (Cf. Fig. 3.19). Or sur un intervalle de taille limitée, un point
d'inflexion ressemble plus & une ligne droite qu'une courbe concave!
Raisonnablement, nous aurions pu escompter que 1'étude de systemes de "grande”
taille (au-dela de 30) puisse révéler ce biais. Or, dans ce cas en particulier, les
simulations numeériques de Lemieux et coll.[ 18] ne peuvent €tre considérées comme
concluantes pour les raisons explicitées précédemment. Nous n'avons nous méme
investi qu'un effort mesuré pour les grandes tailles a une valeur de p de l'ordre de
0.653, compte-tenu des résultats auxiliaires cités, et du coiit de ce type de calculs.
De plus, nous avons présenté€ ici les résutats de fagon assez schématique. 11 est aisé
de concevoir que la dichotomie entre les deux situations p = 0.653 et p = 0.642
n'est pas franche. Pour des valeurs de p intermédiaires, nous pouvons repousser la
position du point d'inflexion, améliorer certains comportements et en appauvrir
d'autres. C'est pourquoi, il est plus satisfaisant de viser l’optiinum pour quelques

quantités, plutdt qu'un compromis timide.
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Figure 3.19 : Représentation schématique des deux effets antagonistes présents dans une
sur-évaluation du seuil de rigidité: les corrections d'échelle imposent une concavité de la
courbe alors que les effets de saturation induisent pour les grandes tailles une convexité
de la courbe. Combinant ces deux effets, il est facile d'obtenir un comporiement

sensiblement rectiligne au point d'inflexion.
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Remarquons, finalement, que les estimations que nous obtenons dans
cette seconde analyse, sont cohérentes avec les résultats obtenus par Burton et
Lambert [30] (et partiellement avec Sahimi et Goddard [21]) qui ont aussi fondé
leurs conclusions sur une quantité autre que le module élastique du probléme dilué.

Enfin, pour conclure ce paragraphe, signalons que la diffusion
anormale dans un contexte d'¢élasticité, a également été étudiée et ce par matrice de
transfert [32]. Mais ce dernier calcul n'a pas été€ effectué de fagon a corroborer une
détermination précédente du seuil, mais simplement, une fois acceptée la valeur de
ce seuil, obtenir une estimation de l'exposant de diffusion anormale. En paralléle
avec la diffusion d'un potentiel électrique, nous considérons un réseau de barres
élastiques articulées, au seuil de percolation de rigidité, et ol tous les sites du réseau
sont connectés 2 un substrat indéformable par l'intermédiaire d'un pot visqueux
parfait. (cf. Fig. 3.20). Puis, imposant une impulsion a l'instant initial sur un bord
du réseau, nous calculons le temps moyen <t> mis par cette impulsion pour
atteindre la bord opposé. Ce temps <t> depend alors de la taille du systéme, L,

selon une loi de puissance :

<t> oc 129 (3.1.62)

ou l'exposant ' est reli€ aux exposants précédemment introduit par

8' = (t-B)v (3.1.63)

A deux dimensions nous nous attendons donc a une valeur de l'ordre de

2+6' =4.87. La valeur obtenue numériquement était 2+6' = 5.0 £ 0.5 [32], en

bon accord avec la valeur attendue.



Figure 3.20 : Schématisation du réseau de barres élastiques et de pots visqueux, utilisé
pour 1'étude de l'analogue de la diffusion anormale en élastcité. Chaque site est connecté
3 un substrat indéformable alors que le réseau de barres articulées est dilué. On étudie
alors le temps moyen mis par une impulsion pour traverser le systéme de part en part.
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- Multifractalité

Nous avions vu en détail au chapitre 2 le caractére multifractal de la
distribution des courants dans un réseau aléatoire de résistances électriques au seuil
de percolation. Il est donc naturel de chercher a identifier une telle propriété pour
les réseaux de forces centrales au seuil de percolation de rigidité [34]. Dans ce cas,
la définition des moments de cette distribution ne présente pas de difficultés
particuligres, puisque 1'état de contrainte d'un lien individuel est caractérisé par un
seul nombre scalaire a savoir l'effort normal. Nous sommes donc amenés 2

introduire les moments A, définis par :

et ce pour un méme type de conditions aux limites appliquées aux syst¢mes. Nous
distinguerons en particulier trois ensembles: celui  force appliquée constante, celui
a énergie élastique constante et enfin celui a3 déplacement constant, que nous
dénoterons au besoin par les indices F, E et D respectivement. Les lois d'échelle
suivies par ces différents moments en fonction de la taille du systéme au seuil de
rigidité nous fournissent une série d'exposants critiques a priori indépendants les

uns des autres:

M, o< LHW (3.1.65)
zp(n) pour l'ensemble a force constante, et de fagon similaire, zg(n) et zp(n) pour les
deux autres ensembles.

Comme pour le cas des réseaux de résistances, z(0) est la dimension

fractale du squelette

z(0)= Dy, (3.1.66)



N(t,L) |

Figure 3.21 : Histogramme de la distibution des forces dans le réseau de percolation de
forces centrales au seuil de rigidité estimé a p = 0.642, en coordonnées
bi-logarithmiques, pour des réseaux de taille 5S0. Cet histogramme doxt tendre pour des
systémes de grande taille vers le spectre multifractal.
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quelque soit l'ensemble considéré. zg(2) est relatif a l'exposant du module

élastique, Y, car :

d'ou

zZp(2) = v (3.1.68)

Utilisant la relation entre les différentes séries d'exposants selon

I'ensemble considéré, obtenue en exploitant I'équation précédente,

zg(n) =zg(n) - (0/2) zg(2) (3.1.69)
et

zp(n) =zg(n) - n zg(2) (3.1.70)

nous obtenons simplement zg(2) = 0, par définition méme de cet ensemble, et
zp{(n) = -zg(n).

Le quatrieme moment de la distribution des forces est reli€ au "bruit
élastique” [36] , c'est-a-dire, la variation de module élastique global induit par des
fluctuations de module élastique local dans chaque lien. La preuve de ceci est
absolument identique 2 celle décrite au chapitre précédent, puisque les seules
propriétés exploitées par cetxargument reposent sur la linéarité du probléme. La
démonstration du théoréme de Cohn pour les problémes de forces centrales n'est
donc qu'une simple question de vocabulaire comme nous pourrons nous en
convaincre aisément en lisant la référence [36] de Wang et Brooks-Harris.
L'appellation "bruit élastique”, bien qu'explicite, est un peu formelle car, a notre
connaissance, peu de systtmes sont dotés de telles propriétés qui rendraient
mesurable un tel bruit. Cette propriété ne concerne pas les variations entre

échantillons, mais est relative aux fluctuations au sein d'un méme milieu.
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Le moment M, lorsque n tend vers I'infini, est plus facile a exploiter
car il traduit la variation, avec la taille du systeéme, des liens les plus fortement
contraints, tant en amplitude qu'en nombre.

I serait souhaitable de pouvoir comparer ces séries d'exposants, avec
leurs homologues obtenus pour des systemes élastiques possédant une é€lasticité
angulaire, au seuil de percolation de connexité. Avant de tenter une telle
comparaison, il est nécessaire de s'interroger un peu plus en détail sur ce dernier
cas.

Dans un réseau de poutres, 1'état de contrainte de chaque lien est
caractérisé par, non seulement des forces, mais aussi des moments. Considérer
séparément ces deux catégories ne semble pas naturel, aussi nous suggérons de
plutdt considérer une quantité scalaire qui soit représentative (bien que non
équivalente) de la fagon dont le lien est contraint. Il est alors naturel d'étudier
I'énergie élastique de chacun des liens constituant le réseau. Et, en fait pour
pouvoir comparer directement ces moments a ceux introduits au début de ce
paragraphe, nous choisirons de préférence la distribution de la racine carrée de

I'énergie €lastique ¢;; de chaque lien ij.
My =2 v—;’ijn (3.1.71)

Ainsi les seconds moments correspondront dans chaque situation 2 un module
élastique, etc... Les exposants gouvernant les variations de ces moments avec la
taille du systémes seront notés y(n), pour les distinguer ici de leur équivalent en
percolation de forces centrales, z(n). Ces derniers exposants n'ont jamais étés
étudiés dans 1a littérature. Nous nous contenterons donc de suggérer, (conjecturer)
[34], une relation générale entre y(n) et les exposants apparaissant dans le cas de la
conduction électrique sur réseaux de percolation, x(n) (dans les trois ensembles

équivalents 3 F, Eet D, i.e. courant 1, énergie dissipée E et potentiel V constant).
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11 est évident que la structure du squelette est identique dans les deux

cas, réseaux de poutres et de résistances, donc

v(0) =x(0) (3.1.72)

D'autre part, nous avions mentionné la conjecture reliant 'exposant t (concernant le

module €lastique) a I'exposant t (gouvernant la conductivité) :

T=t+2v (3.1.73)
soit

YE(2) = x((2) +2 (3.1.74)

Suivant un raisonnement similaire, il est possible de généraliser cette derniére

conjecture 2 la forme suivante, pour tous moments d'ordre n:

yr() = xy(n) +n (3.1.75)
Ainsi, c'est par l'intermédiaire d'une telle relation que nous allons tester, a la fois
cette conjecture et I'éventuelle identité d'exposants entre le modele de forces

centrales et celui de réseaux de poutres:

z(n) = y(n) (3.1.76)

La figure 3.22 montre la comparaison entre les exposants z(n) estimés
dans les trois ensembles et les prédictions issues des deux conjectures ci-dessus.
Ces données ont €té obtenues durant les simulations numériques effectuées par
gradient conjugué, comme explicité au paragraphe précédent, au seuil estimé 0.642,
et pour des tailles allant jusqu'a 60. Bien que la précision des exposants chute

considérablement pour les ordres élevés, et ce plus ou moins selon I'ensemble



Figure 3.22 : Comparaison entre les valeurs obtenues par simulations numériques et les
conjectures pour les exposants critiques gouvernant les premiers moments de la
distribution des forces dans trois ensembles, force (F), énergie (E) et déplacement (D)
constants.
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choisi, l'accord obtenu est tout a fait satisfaisant. De plus amples détails sont

donnés dans l'article [34].

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que toutes les caractéristiques
critiques que nous avons étudiées numériquement pour la percolation de forces
centrales, et qui ont un équivalent pour la percolation de connexité¢, donnent des
résultats indistinguables, a la précision du calcul, pour ces deux situations a priori
distinctes. Notons également que ces résultats contrastent fortement avec ceux
publiés antérieurement par d'autres groupes, et que par conséquent, une certaine
prudence est recommandée pour l'utilisation desdits résultats. Cependant 'effort
numérique fourni dépasse d'au moins un ordre de grandeur les efforts

précédemment dépensés.












Chapitre 3.2 43

- 3.2 Percolation de forces centrales II : Propriétés originales

Malgré la conclusion du paragraphe précédent, la percolation de forces
centrales ne peut étre réduite au cas de la percolation de connexité€. Nous allons
ainsi voir maintenant que certaines quantités, qui peuvent étre définies dans le cadre
présent, sont griginales (sans équivalent pour les systémes a transmission
d'information compléte). Elles utilisent naturellement les propriétés spécifiques de
la phase de mécanisme existant entre le seuil de percolation de forces centrales et le

seuil de percolation de connexité.

- Rigidité orientationnelle

Dans certains cristaux liquides, la description des propriétés élastiques
du milieu requiert l'introduction du concept de rigidité "grientationnelle". Nous
emploierons ici cette expression pour traduire I'expression anglaise souvent utilisée
comme telle en francais : “Splay rigidity".

Que recouvre ce concept pour nos treillis réticulés ? 1 est facile
d'imaginer, et la figure 3.23 en montre un exemple simple, des structures qui soient
des mécanismes, mais qui conservent cependant des orientations fixes. Sien effet
nous choisissons deux liens quelconques dans la structure réprésentée en traits gras
dans la figure, nous pouvons, 2 loisir, translater librement une barre par rapport a
I'autre, cependant, l'orientation relative de ces deux barres restera toujours fixe, tant
que 1'on respectera les liaisons du systéme. Pensons simplement a une régle de
table A dessin industriel, il est possible de positionner l'extrémité de 1a régle en un
endroit quelconque de la table, mais l'orientation de cette régle reste fixe. Un tel
systéme sera dit doté de rigidité orientationnelle. Comme nous venons de le voir, il
est possible que le méme systéme ne soit pas rigide vis a vis de sollicitations de

types traction ou cisaillement simple. Par commodité d'expression, nous dirons



Figure 3.23 : Un exemple de structure qui forme un mécanisme bien que l'ensemble des
barres (représentées en traits gras) forme un amas doté de rigidité orientationnelle. En
effet I'orientation mutuelle de deux barrres de cet amas reste fixe dans toutes
déformations de l'ensemble qui respectent les liaisons.
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qu'un lien est O-rigide par rapport 4 un autre, pour désigner une telle rigidité
orientationnelle.

De fagon i quantifier cette propriété, il est usuel d'introduire la
constante €lastique de Frank, K, qui mesure la rigidité orientationnelle. Elle est
définie par l'expression suivante de I'énergie €lastique pour un milieu homogéne

(bidimensionnel) de champ de déformation u = (uy, uy) :

1 2
E=5K [ (V@,u.d.uy)) dxdy (3.2.1)

Si le systéme est également rigide vis & vis des translations alors la
constante élastique K tend vers 1'infini avec la taille du systéme.

Wang et Brooks-Harris [37], ont suggéré qu'il était possible qu'existe
une phase particuliére dans le processus de dilution qui soit caractéris€e par une
rigidité orientationnelle non nulle alors que, vis a vis de toutes translations, le
systéme soit libre. Cette phase serait donc limitée par deux valeurs du paramétre de

contrdle p:

Pss<P<Pr (3.2.2)

La constante de Frank s'annulant pour p = p,,, et divergeant lorsque p se rapproche
de p, pour un syst¢me de taille infinie (Cf. Fig.3.24). Cette suggestion €tait étayée
d'arguments issus de la théorie des champs, dans lesquels nous ne nous
immiscerons pas, ainsi que par des calculs effectués par la méthode des séries
(extrapolation de résultats obtenus par dénombrement exact d'amas de tailles fixées,

ici inférieures A 12) qui fournissaient la valeur suivante:

Pe = 0.61 % 0.02 (3.2.3)



Constante élastique de Franck

P

' » ->
Seuil de rigidité # B B  Seuil de rigidité
orientationnelle transiationnelle

Figure 3.24 : Représentadon schématique de l'évolution de la constante €lastique de
Franck, entre le seuil de rigidité orientationnelle et celui de rigidité translationnelle.
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Associé a ce nouveau point critique, il est possible de définir tous les
exposants habituels. Une propriété intéressante dans ce contexte est que l'on peut
définir une notion d'amas liée a la rigidité orientationnelle. En effet si un lien A est
O-rigide par rapport 2 un lien B, lui-mé&€me O-rigide par rapport 2 un troisiéme lien
C, alors A sera O-rigide par rapport 2 C. La rigidité orientationnelle défini une
relation d'équivalence, dont les classes seront les amas. Il ne se pose donc aucun
probléme "de principe" pour calculer les caractéristiques géométriques de ces amas,
et donc pour définir les exposants f, v, v, etc... introduits dans le chapitre 2.
Wang et Brooks-Harris dans cette méme étude [37] ont donné les estimations

suivantes :

B =045 +0.20
y=0.95+0.10 (3.2.4)
v =0.60+0.15

Nous verrons par la suite que le méme groupe, Marshall et Brooks-
Harris [31] ont effectué d'autres simulations numériques de ce méme probléme,
avec des résultats tout 2 fait différents. Un poids trés limité doit donc €tre accordé a
ces estimations. Mais plus que les valeurs numériques, les concepts sont
importants et particulierement la notion de rigidité orientationnelle qui peut aussi
jouer un role important dans un contexte fort différent comme 1'ordre orientationnel
et le comportement mécanique d'empilements désordonnés {38,39].

Dans certains modéles, il est aisé de voir que la phase de rigidité
orientationnnelle existe vraiment : Ainsi dans le cas de réseaux de forces centrales
anisotropes, ol tous les liens sont présents dans une direction, la rigidité
orientationnelle est non nulle pour toute valeur de p positive. La constante de Frank
diverge alors au seuil de rigidit€ usuel, p, = 0.5, mais est finie pour des valeur de p

inférieures, comme 1'ont montré Wang et Brooks-Harris [40].
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Ces mémes auteurs [41] ont aussi montré que pour des modeles moins
patholpgiques que le cas anisotrope, il était possible de trouver une phase de rigidité
orientationnelle.

Qu'en est-il alors du cas général de la percolation de forces centrales
isotrope? La question est toujours débattue. Nous venons de présenter le premier
résultat obtenu dans ce cadre par la méthode des séries [37].

Tremblay et al [42] ont effectué des simulatons numériques en calculant
la fraction, f(p,L), de réseaux présentant une rigidité orientationnelle mais non
translationnelle, en fonction de p, pour des systémes de différentes tailles, L:6, 10
et 16. La résolution numérique faisait appel a une technique de relaxation par
gradient conjugué. La forme globale des réseaux triangulaires était carrée, avec
deux bords libres et deux bords lié€s a des solides rigides sur lesquels deux moments
opposés étaient appliqués pour tester la rigidité orientationnelle, et deux forces de
compression opposées pour la rigidité translationnelle. La figure 3.25 extraite de
leur publication [42] montre que cette probabilité f(p,L) décroit avec la taille du
systéme pour toutes valeurs de p. La conclusion naturelle est alors que p,; est trés
proche de p, et que la phase de rigidité orientatonnelle semble disparaitre a la limite
thermodynamique (systémes de tailles infinies). Au vu de la sensiblilité du
probléme aux effets de taille, il est difficile de tirer des conclusions définitives sur
des systémes de si petites tailles. Notons également, suivant Wang et Brooks-
Harris{41], que la géométrie méme des réseaux favorise la rigidité translationnelle
au profit de la rigidité orientationnelle, du fait de la présence de bords infiniment
rigides qui couplent différents amas, et donc introduit peut-€tre un biais pernicieux
dans la determination d'une quantité différentielle comme f.

Une troisie¢me étude sur ce sujet a été publiée par Marshall et
Brooks-Harris [31]. Nous avons déja évoqué au paragraphe précédent la procédure
numérique suivie en ce qui concerne la rigidité translationnelle. Pour ce qui est de la
rigidité orientationnelle, ces auteurs ont identifié les amas définis par cette propriété

dans des systémes de taille allant jusqu'a 36. L'analyse des différents moments de
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Figure 3.25 : Proportion de réseaux montrant une rigidité orientationnelle mais non
translationnelle, pour différentes tailles, L, de systémes (6,10,16), en fonction de la

proportion, p, de liens présents.(Figure extraite de [42] R.R.Tremblay, A.R.Day et
AM.S.-Tremblay Phys.Rev.Lett. 56, 1425, (1986).)
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la distribution de ces amas avait conduit & la determination d'exposants critiques
donnés ci-dessus. En s'affranchissant de la critique portée contre Tremblay et al
[43] concernant !'effet induit par les conditions aux limites, Marshall et Brooks-
Harris ont aussi déterminé la probabilité de rigidité orientationnelle sans rigidité
translationneile. Ils ont montré numériquement qu'une telle probabilité décroissait

effectivement lorsque la taille du systéme augmentait, approximativement selon

Pe< L™ (3.2.5)

x=11 (3.2.6)

Un tel comportement suggére, en accord avec le travail précédent, que
la phase de rigidité orientationnelle devrait disparaitre a la limite thermodynamique.
Si cependant une telle loi (Eq.(3.2.5)) n'est pas avérée, ils ont majoré la différence

probable entre les deux seuils pg; et p,:

Pr - Ps: < 0.007 £ 0.002 (3.2.7)

Dans cette méme €tude, s'intéressant aux propriétés des amas, tant totalement
rigides, que O-rigides, les exposants critiques obtenus dans ces deux cas se sont
révélds indistinguables.

Notons que ces estimations sont contraires aux premiers résultats
obtenus par ce méme groupe. La différence de méthode employée ainsi que
I'investissement réalisé, légitime un tel renversement.

Les deux derniers travaux rapportés, tendaient a estimer une éventuelle
différence entre les deux seuils en étudiant directement le probleéme en fonction du
parametre p. On connait les difficultés li€es a la détermination d'exposants en
fonction de p plut6t qu'en fonction de la taille du systéme. Nous proposons donc

»

une approche alternative [13] qui consiste & se placer au seuil de rigidité
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translationnelle tel qu'estimé précédemment et de considérer le comportement
criique d'une quantité spécifique de la phase de rigidité orientationnelle.

C'est dans cet esprit que nous avons étudié [13] la probabilité pour
qu'un lien situé a la surface d'un domaine semi-infini soit O-rigide. Nous avons
déja mentionné les résultats de ce type relatifs a la rigidité de sites, (exposants B de
surface). Ces derniéres quantités étaient évidemment relides a la rigidité
translationnelle. L'algorithme utilisé était par matrice de trénsfert. Pour une valeur
de p = p, = 0.642, la probabilité, Pgp, pour qu'un lien soit O-rigide ne semblait pas
suivre de loi de puissance avec la taille du systéme. Au contraire une telle quantité

semblait saturer 3 une valeur non-nulle, et méme remarquablement élevée :
Pgp(L) = Pgg(eo) +A L! (3.2.8)
Pgr(eo) = 0.5540.05 (3.2.9)

Contrairement aux conclusions précédentes, nous sommes amenés a suggérer que la
différence entre les deux seuils ne semble pas disparaitre. Il est important de noter
que cette étude ne visait pas a estimer le seuil Psr mais simplement 2 tester son
éventuel caractére critique au seuil de rigidité total, p,. D‘autre part, la valeur
importante de Psg(eo) ne peut pas donner d'estimation de la distance au seuil p, car
une telle quantité doit s'annuler au seuil avec un exposant critique B de surface
éventuellement faible, et donc traduisant des variations rapides de Pgg.

L'éventuelle existence d'une phase de ngidité orientationnelle est donc,
comme nous le voyons, une question délicate, comme 'était également le probiéme
original de la rigidité totale du réseau. Elle est pourtant d'importance pratique
considérable dans certains problemes d'empilement ol des schématisations de type
percolation de forces centrales sont parfois utilisées. En effet, dans ce contexte, la
phase de rigidité orientationnelle correspond 2 une phase hexatique ol l'ordre

d'orientation est toujours présent alors que 1'ordre de position est perdu. Une telle
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structure joue un role crucial pour les propriétés mécaniques du systéme comme

suggéré par une étude récente de Travers [38].

- Elongation libre

Une autre propriété originale de la percolation de forces centrales
exploite simplement la différence de seuils entre celui de rigidité, p,, et celui de
connexité, p.. En effet, entre ces deux seuils, le systéme est un mécanisme, que
I'on peut librement déformer. Nous ignorerons ci-apres la distinction entre les deux
seuils de rigidité totale et orientationnelle, qui ne modifie en rien la discussion
qualitative des phénomeénes rapportés ici (cf. Ref. [44] pour une discussion plus
précise de ce point).

Considérons un réseau dilué sur lequel est imposée une force de traction
F. Tant que p est supérieur 2 p,, les équations linéarisées donnent une extension
relative, A, simplement proportionnelle 2 F et 4 l'inverse de la rigidité Y. Entre les
deux seuils p, et p, les équations linéarisées donnent littéralement un déplacement

- .

infini. Physiquement cela est bien siir irréaliste, et les grandes déformations du
réseau auront tOt fait de limiier cetie extension. Ces grandes déformations
correspondent aux termes non-linéaires des équations du modele que nous avons
négligés jusqu'a présent. En fait, pour une valeur de p comprise entre p, et p,, si
'on décroit simplement Ia force de traction F, partant d'une valeur non nulle ou

résultait une extension relative A(p,F), il va de soi que 'extension va tendre vers

une limite non nulle, A.(p), Ioi‘sque F tend vers zero.

A(p,F) —~ A (p) (3.2.10)
F-0

Tant que A est inférieur & A (p), la force nécessaire pour atteindre cette
déformation est nulle. Lorsque A (p) est atteint, suffisament de nouvelles liaisons

ont été crées par les grandes déformations du réseau pour empécher de plus amples



Chapitre 3.2 50

extensions sans qu'il n'en codte d'énergie €lastique. A (p) est I'extension relative
libre maximum. L'ensemble de ces comportements est représenté dans la
figure 3.26, ou nous montrons de fagon schématique les caractéristiques force-
déplacement, en fonction du parametre p. Ce probleéme a ét€ considéré par Tang et
Thorpe [45] dans une analyse du probléme de type champ moyen qui tente d'effacer
ou au moins d'estomper les aspects critiques du probléme qui sont comme nous
allons le voir tout 2 fait omniprésents [44,46]. Il n'en demeure pas moins que
beaucoup des éléments que nous allons tenter de décrire sont illustrés dans le travail
numérique publi€s par ces auteurs[45].

Dans le plan (A,p), la ligne A (p) dessine un véritable diagramme de
phase, séparant deux types de situations : une phase de mécanisme, et une phase
rigide. Naturellement, pour p>p;, A (p) est identiquement nul, alors que cette méme
extension libre maximum diverge au seuil de connexité.

Nous pouvons d'ores et déja nous interroger sur la forme de cette
frontiere et, en particulier, sur le cornﬁortement de A (p) au voisinage de p. et de p,.

Il est naturel de chercher des lois critiques du type

Ae(p) = (p-p)* (3.2.11)
Ae(p) == (p-po)”® (3.2.12)

Nous pouvons proposer des ordres de grandeurs de a et b selon la
schématisation suivante:

- D'une part au voisinage du seuil de rigidit¢, nous pouvons nous
représenter le systéme comme constitué de larges amas rigides dont 1a taille
maximale est &, i.e. la longueur de corrélation du probléme de percolation de
forces centrales. Ces amas sont connectés entre eux par des liaisons, libres de se
déformer. Un ordre de grandeur grossier de 'élongation relative libre maximum du
systéme consiste & évaluer sensiblement & un lien I'amplitude du déplacement sur

une échelle de . Ainsi,



Figure 3.26 : Schématisation du comportement mécanique de réseaux en dessous du
seuil de rigidité. Les caractéristiques force (F) -déplacement (D) sont montrées en
foncton de p. La zone représenté en grisé, est la trace dans le plan F = 0, du diagramme
de phase, rigidité-mécanisme, discuté dans le texte.
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Ac(p) o= 1/&¢
o< (pp)’ (3.2.13)

oi1, comme nous l'avons vu, selon les différentes estimations de cet exposant,
a =V est compris entre 1 et 4/3.

- D'autre part, en ce qui concerne le comportement au voisinage du seuil
de connexité, nous pouvons utiliser la structure connue des plus courts chemins.
En effet, on sait que les plus courts chemins, sur une longueur inférieure a la
longueur de corrélation du probléme de percolation de connexité, &, ont une
dimension fractale de D,;,. L'extension relative libre maximum sera donc, bien sGr

limitée par la longueur des plus courts chemins, soit

;\'c(P) < (écDmin - &c)/ &c

< gPmint

< (p-pp)¥Pmin~D (3.2.14)

ainsi b est bomné par v(D;,-1) = 0.17. Des expériences effectuées par Gilabert et
Benayad sur des systémes réels [46] ont donné des estimations des exposants a et b
en accord raisonnable avec ces suggestions.

Pour une extension de A (p), le systéme arrive juste en limite de
déplacement libre. Il s'ensuit que, pour une extension supplémentaire infinitésimale
A.(p)+O8A, la fraction des liens supportant une contrainte non-nulle, i.e. le
"squelette” est une structure trés peu dense. Au fur et 3 mesure que la force de
traction augmente on assiste a une densification de ce squelette. Ceci est du au fait
que de nouveaux liens arriveront en contrainte sous l'effet des grandes
déformations. Nous sommes donc en droit d'attendre une variation du module

¢lastique avec la déformation, donnant donc lieu 4 un comportement €lastique non-
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linéaire, (hyperélastique). Le fait que A (p) constitue une ligne critique suggére une

variation du module élastique selon
Y < (A-A(p)° (3.2.15)

ou ¢ est un nouvel exposant critique. De méme le squelette doit voir sa densité,

dyp, augmenter avec l'écart a A (p) selon
dpp = A-A(p))Y (3.2.16)

ol Y est un autre exposant critique. Toujours dans le méme esprit, il est
raisonnable d'attendre une longueur de corrélation, &, qui diverge au seui} Ap)-
11 est ainsi naturel d'introduire tout le florilége usuel de quantités critiques telles
qu'étudiées jusqu'a présent.

Il est aussi possible d'envisager le probléme renforcé. Dans ce cas, la
frontiere A (p) introduite précédemment reste inchangée. Elle sépare maintenant
deux phases : 'une infiniment rigide et l'autre élastique. Les lois d'échelle
introduites précédemment auront alors leur contrepartie naturelle [44], sur lesquelles
nous n'insisterons pas (divergence du module élastique pour A = A (p), ...).

Indépendamment de 'aspect non-linéaire du aux grandes déformations,
nous voyons poindre différents régimes critiques selon l'ordre relatif des différentes
longueurs qui interﬁennent dans le probléme. A savoir, premigrement, la longueur
de corrélation & ¢ du probléme de percolation de forces centrales. Cette longueur
donne la taille typique des plus grands amas rigides. Si nous renormalisons le
réseau au dela de cette taille, et de fagon a assurer la continuité au voisinage de p,, il
est normal d'introduire la longueur de corrélation £_ du probléme de percolation de
connexité ainsi construit. Cette seconde longueur est, suivant l'idée de la
renormalisation, exprimée en unité de & Soit au voisinage de p,, une divergence

selon



Chapitre 3.2 53

Ec o< & (D-p)” (3.2.17)
o< (p-p)” (3.2.18)

mais également au voisinage de p,, une seconde divergence due a celle de &
. < & Ces deux longueurs sont schématisées dans la figure 3.27.

11 est important de remarquer que ces deux longueurs sont fixes. Elle
ne dépendent que du parametre p que nous avons considéré comme fixe dans cette
discussion. Tel n'est pas le cas d' une troisi¢me longueur de corrélation, &;, qui
doit apparaitre selon la loi suggérée ci-dessus lorsque A s'éloigne de A (p).

A quoi correspond cette derniére longueur, ou plus généralement, ce
dernier phénomene critique que nous avons introduit ? Il correspond au
comportement relatif aux syst€mes proches de A (p), et pour p distant de p, et p,.
Nous suggérons, et de fagon encore plus spéculative que ce que nous avons évoqué
jusqu'a présent, qu'il pourrait s'agir 12 (pour &, >> &_) d'un probléme de faible
désordre. Ce modele sera étudié plus précisément au chapitre prochain (Chap. 4).
Sans déflorer le sujet de fagon prématurée, disons qu'il s'agit d'un régime de faible
désordre d'origine exogéne (et non endogéne comme dans notre probléme original
(grandes déformations)), ou l'enrichissement progressif du milieu supportant
effectivement les contraintes est pris en compte par la présence de contacts
unilatéraux. Si ce parallele est 1égitime, alors pour simplement évoquer 1'aspect
prédictif de cette approche, nous pouvons par exemple nous attendre a observer un
exposant ¢ de l'ordre de 2 ou 3, soit donc une relation entre force et déplacement
selon une loi de puissance avec un exposant de l'ordre de 3 a 4.

Quoiqu'il en soit, nous pouvons schématiser les comportements suivant

petA.
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W P<P<P;: * Faible extension : Ex>> &,
Régime de faible désordre {domaine C sur la figure 3.27).
W P=De * Extension modérée: &, >> &, >> &c.f
Régime de percolation de connexité (domaine B sur la
figure 3.27).
W P=P; * Extension forte: Ecs>> &y
Régime de percolation de forces centrales (domaine A surla

figure 3.27).

I1 existe cependant, parmi toutes ces situations complexes, un cas
remarquablement simple, mais malheureusement aussi trés ponctuel (au sens
propre dans le diagramme (A,p)). Il s'agit du cas d'un réseau de ressorts de
longueurs au repos nulle et lorsque le systeéme est au voisinage de p.. Dans notre
situation, il s'agit de la limite ol A tend vers l'infini. Alors, Tang et Thorpe [47]
ont montré que l'on pouvait mettre en correspondance simplement le probléme
élastique avec la conductivité d'un réseau de méme topologie, donc au seuil de
percolation de connexité.‘ La conductivité du réseau électrique donne alors la force a
appliquer de fagon a maintenir le systéme sous tension. La figure 3.28 extraite de la
référence [47] montre simultanément la géométrie du réseau initial et ceile du réseau
élastique déformé.

Pour conclure ce paragraphe, signalons encore quelques points délicats
: La prise en compte de non-linéarités de grandes déformations, et en particulier,
I'analogie avec les probiémes de contacts unilatéraux, suggérent encore deux autres
éléments qui interviennent naturellement dans les grandes déformations : d'une part
les non-linéarités de contacts dues aux encombrements stériques, d'autre part le
flambement local de sous-structures en compression. Jusqu'a présent, ces
instabilités n'ont jamais été prises en compte dans l'analyse des propriétés critiques
de la percolation de forces centrales. Il n'est pas du tout exclu que de tels

phénoménes modifient 1a classe d'universalité du modele, et donc les exposants



Figure 3.27 : Diagramme de phase L-p illustrant la schématisation proposée pour rendre
compte des propriétés élastiques en fonction de la taille du systéme considérée. Le
domaine A est caractéristique du régime de percolation de forces centrales, B du régime
de percolation de connexité, et C du domaine de faible désordre.
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Figure 3.28 : Partant d'une géométrie de réseau carré dilué (a) (ici p=0.7), si chaque lien
est un ressort de longueur 2 vide nulle, le milieu prend une conformation A I'équilibre

€lastique tel que représentée en (b). Figure exmaite de la référence [47], W.Tang et
M.F.Thorpe, Phys.Rev.B 36, 3798, (1987)
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introduits jusqu'alors. Dans la discussion précédente, le flambement peut induire
des muitiplicités d'états finaux possibles partant d'une méme structure. Nous avons
ainsi représenté le domaine accessible A<\ (p) comme un segment connexe avec
une limite bien définie. Pour un systéme donné, cependant, il est possible de
rencontrer plusieurs limites différentes A (p) selon telle ou telle configuration
choisie apres un flambement spécifique. De la méme maniere, il est aussi possible
d'envisager des domaines admissibles non connexes (e.g. A < A (p) et
Aea(p) < A <A 3(p)). Cette multiplicité d'états constitue une difficulté
additionnelle de ce probleme.

D'autre part, de fagon & simplifier la discussion, nous n'avons
considéré que l'extension. Il va de soi que le cas général doit englober toutes les
positions possibles (en translation et rotation) d'un bord du réseau par rapport a
l'autre. Alors apparait naturellement le cas de la compression uniaxiale et isotrope.
Si le probleme de 1'encombrement stérique est bien pris en compte, alors le seuil de
percolation de connexité n'apparait plus comme une limite du probléme. Il a encore
un sens jusqu'a p=0. Nous aurions alors a traiter le cas de la fragmentation [48].
Cependant un tel prolongement semble plus proche du jeu d'esprit que d'un

quelconque intérét pratique.
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- 3.3 Modele de Potts antiferromagnétique dilu€ 3 trois états 3
_température nulle

Nous n'avons considéré jusqu'a présent que le cas de I'élasticité de
forces centrales. Loin d'en avoir épuisé la richesse, nous allons cependant nous
arréter 12 pour ce probleme précis. Nous allons plutdt nous attacher a explorer un
modele a priori trés éloigné de la percolation de forces centrales, mais qui
cependant, comme nous le verrons, partage quelques traits communs avec ce
dernier. Il s'agit de la propagation d'ordre dans le modéle de Potts
antiferromagnétique de liens 2 trois états sur réseau triangulaire, dilué, et a
température nulle, que nous désignerons dorénavant par 3PAFT [49]. Ce probleme
a été pour la premiere fois introduit par Devoret [50] dés 1980 sous le nom
évocateur de "percolouration”, puis redécouvert récemment par Adler et coll. [49].
Nous remergions ici J.Vannimenus de nous avoir indiqué le travail original de

Devoret.

- Modéle complet non-linéaire

Dans ce modele, chaque site, i, d'un réseau triangulaire est occupé par
un spin, ;. Ce spin peut prendre trois états : A, B ou C. Chaque lien, ij, présent

du réseau triangulaire, a une énergie définie par

Eij =] S(Gi,ﬁj) (33.1)

ou J est une constante que nous prendrons égale A 1 dans la suite, et d est la
fonction de Kronecker, qui vaut 1 lorsque les deux spins sont égaux, et 0 lorsqu'ils
sont différents. Nous considérons le probléme de la configuration du réseau
lorsque la température est nulle, et donc nous chercherons 1'état ou les €tats qui

minimisent 1'énergie totale du systéme, i.e. la somme sur tous les liens présents de
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I'expression donnée ci-dessus (Eq.3.3.1). 1l est alors facile de voir que lorsque le
réseau est intact, il n'existe que six configurations de spins possibles qui minimisent
I'énergie (ici, d'énergie nulle). Ces configurations sont obtenues en répartissant les

spins de facon a ce que deux sites voisins n'aient pas le méme spin.

C

NANAAA/

A

VAVAVAVAVAVAY

B C

La dégénérescence en six états correspond aux six configurations que l'on peut
obtenir par permutations de paires de spins (échange A-B par exemple). Nous
considérons alors une dilution du réseau. Une fraction (1-p) des liens, choisis
aléatoirement, est omise. Alternativement, il est possible d'envisager une dilution
de sites. La question que nous nous posons est la suivante : L'ordre des spins se
propage-t-il a distance infinie?

Il va de soi que lorsque p est proche de l'unité, la réponse a cette
question est oui. Si l'on se fixe deux spins voisins dans un état déterminé (qui
n'introduit pas de frustration), avec une probabilité finie, & une distance
arbitrairement grande, il existe des spins qui seront dans un €tat unique a
température nulle. Au contraire, lorsque p est faible, le choix de deux spins voisins
n'imposera un ordre qu'a distance finie. Il existe donc une valeur de p seuil, px,
qui séparera le domaine ou l'ordre se propage a distance infinie, de celui ol l'ordre
est de portée finie.

Dans le cas du modéle 4 deux é&tats, (ferromagnétique ou
antiferromagnétique), la propagation d'ordre est simplement li€e a I'existence d'un
chemin continu de liens présents. Il s'agit donc d'un probléme de percolation de

connexité. Au contraire, pour le 3PAFT, la connexité n'est pas suffisante a la
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propagation d'ordre. En effet, si un spin 1 est dans ['état A, et si un site voisin est
reli€ a i par un lien, il sera dans I'état B ou C indifféremment, s'il n'existe pas
d'autres connections. Un site second voisin, sera alors dans n'importe quel état A,
B ou C.

Quel est donc le lien avec la percolation de forces centrales ? 1l est vain
de chercher une correspondance rigoureuse entre les deux problémes, mais
cependant, le modele de 3PAFT représente un exemple simple de transmission
d'information partielle, au méme titre que les barres articulées du modele de forces
centrales. La présence d'un seul lien dans les deux cas ne suffit pas a assurer la
rigidité ou l'unicité de I'état du spin d'un site voisin. Il faut donc chercher des
cheminements complexes d'informations par des structures plus riches que de
simples chemins. De la le caractére non-local du modele [49]. La figure 3.29
illustre une telle non-localité dans la transmission d'ordre dans le réseau. Les trois
liens marqués d'une fléche forme un "canal” juste suffisant a la propagation d'ordre
‘d'un amas a l'autre.

Devoret [50] puis Adler et coll. [49] ont mis en avant cet aspect du
probléme, en donnant des bornes simples sur le seuil p. qui excluaient tout lien
direct avec un simple probléme de connexité. Il est en effet facile de voir que si il
existe un amas infini de triangles de liens présents attachés les uns aux autres par un
bord commun (et non simplement un sommet) alors l'ordre se propage sur cet
amas. Cependant dans le modele ainsi défini, I'ordre n'est bien siir pas confiné a
cet amas de triangles, et il peut se propager en dehors. Nous obtenons donc ainsi

une borne supérieure pour le seuil p«. Ainsi

P+ < Pui (3.3.2)

Le seuil de percolation de triangles ainsi définie est p,y = 0.775 [50] ou py; =

0.782 £ 0.004 [49], pour la dilution de sites.



Figure 3.29 : Propagation d'ordre dans le modéle 3PAFT. Les trois liens marqués d'une
fleche sont nécessaires et suffisants a la propagaton d'ordre de la gauche vers la droite.
IIs forment en quelque sorte un "canal unique" bien qu'ils soient fort distant les uns des
autres. De 1 le caractére non-local du probléme.
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Une borne inférieure est obtenue en cherchant une condition nécessaire
a la propagation d'ordre. Devoret [50] a ainsi proposé€ le seuil de percolation de site
du réseau carré. Une meilleure borne est donnée par la référence [49].
Remarquons, suivant Adler et coll., qu'un site doit recevoir deux informations pour
étre ordonné, donc avoir deux liens présents qui lui soient attachés. Et pour
pouvoir transmettre cet ordre, ce site doit avoir encore un troisi¢me lien présent a sa
disposition. Sélectionner un amas infini de sites avec trois voisins définit une
percolation de "Bootstrap”. Pour une dilution de site, cela donne un seuil p3=
0.628 £ 0.008. En affinant quelque peu cette condition nécessaire, Adler et al ont
introduit une variante de cette percolation de "bootstrap” de seuil cependant voisin :

p's = 0.635 +£ 0.010
pP'3 <ps (3.3.3)

Nous verrons dans la suite une autre procédure pour améliorer cette
borne inférieure.

Devoret a précedemment proposé des bornes similaires

La nature discréte du modele 3PAFT semble & premiére vue plus simple
a étudier qu'un modele continu comme le modéle de forces centrales. Il serait méme
tentant d'y voir 13, I'analogue de la formulation Booléenne (cf. Chapitre 2) de la
_ percolation de connexité pour le modele de forces centrales. En fait, il n'en est rien.
La nature discréte du modele impose de chercher la propagation d'ordre dans ux;e
approche d'optimisation combinatoire assez lourde.

Une premiére estimation du seuil réel a été€ proposé par Devoret [50], 2
partir de simulations numériques (pour lesquelles malheureusement fort peu de
détails sont donnés): p+ =0.72 £0.03

Une telle méthode a été€ suivie par Fried et Schick [51] en identifiant,
pour chaque amas de triangles, les contraintes sur la configuration de spin de I'amas

imposées par les connections du réseau. Nous renvoyons le lecteur a la référence



Chapitre 3.3 60

[50] pour les quelques détails fournis sur l'algorithme suivi par ces auteurs. La
conclusion de leur étude est que le seuil de propagation d'ordre en dilution de site

vaut :

px = 0.735 £ 0.020 (3.3.4)

soit, une valeur bien compatible avec les encadrements cités ci-dessus (Egs. 3.3.2 et
3.3.3) et le résultat de Devoret. Plus intéressant que la valeur du seuil, cette étude a

aussi permis d'apprécier certains exposants critiques :
=1.34 +0.06 (3.3.5)
B=0.11%0.05 (3.3.6)

avec la nomenclature habituelle. L'article cependant ne fournit que de trés maigres
détails sur la procédure suivie dans l'estimation des exposants critiques. Nous
verrons par la suite que la définition méme d'un état ordonné n'est pas
nécéssairement un concept unique et bien défini. Gardons donc ces chiffres a
'esprit comme des ordres de grandeurs.

La conclusion de ce travail provient de la comparaison entre les deux
exposants ainsi estimés (3.3.5 et 3.3.6) et les quantités analogues en percolation de
connexité (v=4/3=133etP =5/36=0.14). La proximité des deux séries de
valeurs suggere que le modele 3PAFT est dans la méme classe d'universalité que la
percolation usuelle. Si une telle proposition est favorable a nos conclusions
précédentes suggérant que la non-localité de ia transmission d'information ne jouait
aucun role dans la classe d'universalité du probléme considéré, encore faut-il €tre
prudent. En effet, le modele 3PAFT est non-local mais de plus il est non-linéaire.
Il est en effet impossible de formuler un principe de superposition pour ce

probléme, contrairement au modéle de forces centrales qui est non-local mais
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linéaire. Nous allons voir qu'il est possible de formuler une version linéarisée du
modele qui est soluble, mais qui est différente du modele original. Cette non-

linéarité rend un peu surprenante la conclusion précédente.
- Modg¢le continu et linéarisation

Nous allons aborder ce probléme en deux étapes distinctes. La
premiére consiste 2 donner au probléme une formulation continue, la seconde
permettra de linéariser le probléme ainsi obtenu et de le résoudre [52]. Nous
verrons cependant que le modele linéarisé, est différent du probléme originai.

Pour formuler le modéle de 3PAFT en des termes continus, il faut
d'abord s'affranchir de l'aspect discret des €tats de spins possibles. Pour ce faire
nous allons associer a chaque état propre A, B et C une direction dans un espace a
trois dimensions, £, de fagon & ce que ces trois directions soient orthogonales. Par
convention, nous noterons 1'€tat A par le vecteur de composantes (1, 0, 0), B par
(O: 1, 0) et C par (0, 0, 1). Chaque spin du réseau est alors représenté par un
vecteur unitaire dans cet espace E, d'orientation quelconque. Le caractére
antiferromagnétique du modele est traduit par l'expression suivante de l'énergie

pour un lien ij:
- 2
E;;= (0.0) (3.3.7)

On voit que cette expression est bien équivalente a celle du modéle de départ lorsque
l'on astreint les spins a s'orienter le long de I'une des directions propres A, B ou C.

Cette formulation continue a l'intérét de se préter a des calculs
quantitatifs de la rigidit€ du systéme vis a vis de la propagation d'ordre. En effet,
supposons que le réseau soit connecté 4 deux bords sur lesquels nous forgons un
certain ordre. Sur le premier par exemple, nous imposons la succession d'états

purs suivant A, B, C, A, B, C, A.... Sur le bord opposé, nous fixons les spins
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dans la configuration PA, PB, PC, PA, PB, PC, PA... ou P est un opérateur de
rotation dans 1'espace Z, éventuellement combiné 3 un opérateur de symétrie plane.
Un seul de ces deux bords induirait un ordre a éhergie nulle dans tout le plan qui lui
est attaché pour p=1. Cependant, pour des valeurs quelconques de P, ces deux
ordres sont incompatibles: le systéme est donc contraint d'accommoder cette
frustration en minimisant son énergie. L'énergie du systéme en fonction de P
donne donc une estimation de la "rigidité” du réseau vis a vis de la propagation
d'ordre. Le seuil p« correspond alors a l'annulation de la rigidité pour tout
opérateur P qui envoie tous les états propres sur d'autres états propres, (produit de
toutes les permutations de paires d'états).

Il semble alors raisonnable, dans un premier temps de généraliser cette
définition du seuil en considérant tout opérateur P. Par voie de conséquence, il est
légitime de ne considérer dans un premier temps que de faibles perturbations de
I'ordre, i.e. une faible incompatibilité entre les deux ordres imposés. Dans ce cas,
si 'on raisonne sur des faibles perturbations des orientations des spins par rapport &
leur orientation dans l'état non-déformé (P=I), il est possible de linéariser les
€quations autour de 1'équilibre. C'est ce que nous allons faire maintenant.

Nous considérons une faible perturbation autour d'un état pﬁr, par
exemple I'état A. Les composantes du spin seront donc ¢ = (1+€,€;,€3), 0l £;<<1
(voir Figure 3.30). La normalisation des spins, impose qu'au premier ordre en g,
o*=1, donc g,=0. Ainsi I'état perturbé s'écrira (1,€;,€5). Pour deux spins G; et O
reliés par un lien ﬁrésent, I"énergie sera fonction de 1'€tat de référence des deux
spins. Prenons pour exemple de I'état de référence de o, A, et pour G;, B. Alors

G; = (1,€,€3) et 0;=(N;,1,M3). L'énergie aura alors la forme suivante :

— 2 _
Exj = (O‘i.O'j) o

= (M +&)? (3.3.8)

au second ordre en € et 7). Le minimum d'énergie sera obtenu pour £;= - 1.



Figure 3.30 : Représentation d'un spin dans l'espace €. La linéarisation consiste 2
étudier de faibles perturbations d'un spin par rapport 2 un état de référence donné,
parallele A I'un des trois axes. Dans la figure, I'état de référence est A.
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Nous voyons donc que dans cette formulation linéaire du probleme,
l'opérateur de rigidité élémentaire est dégénéré, comme dans le cas du modéle de
forces centrales. Cette dégénérescence est la simple traduction de la partialité de
I'information transmise par un lien.

Considérons maintenant un site particulier, i, du réseau, €t supposons
que son état de référence soit A. Les composantes de o; peuvent alors s'écrire
(1,85,64). Ce site peut tre connecté jusqu'a six sites voisins par des liens présents.
Parmi ces six sites, trois auront pour référence l'état B, et donc de spin
o=(n lj, 1, n3j), et trois 1'état C, de spin Gk=(')’1k_. -yzk, 1). L'énergie des six

liens sera ainsi

E;= ZSij (82+n31)2 + Zﬁik (83-5-’)/1;)2 (3.3.9)
]

ol ;; vaut l'unité lorsque le lien ij est présent et 0 sinon. Cette somme peut donc se
décomposer naturellement en deux termes : Le premier traduit les interactions entre
spins dont les états de références sont A et B, alors que le second traite des
interactions AC. L'ensemble méme du réseau se découple alors naturellement en
trois sous-réseaux de géométrie hexagonale (nid d'abeille), chacun relatif 3 une
interaction particuliere. Considérant indépendamment ces trois contributions 2

'énergie, E, du réseau, nous voyons que 'on peut symboliquement I'écrire
E= EAB +EBC +ECA (3310)

De plus la structure de chacun de ces termes est tout a fait analogue a
l'expression de I'énergie d'un réseau aléatoire de résistance. Prenons, par exemple,
le réseau formé par les interactions de type AB. Le paraligle que l'on peut établir
avec un réseau de résistances conduit & l'identification suivante : la seconde
composante des spins aux sites de référence A sera interprétée comme un potentiel,

alors que la premiére composante des spins sur les sites de référence B sera



Figure 3.31 a: Amas connexe attaché au bord (montré en grisé) ou l'ordre est imposé.
Cet amas représente la propagation d'ordre de 1'un des trois réseaux d'interaction dans le
modele 3PAFT linéarisé.



Figure 3.31 b: Amas connexe attaché au bord (montré en grisé) ou l'ordre est imposé.
Cet amas représente la propagation d'ordre de 1'un des trois réseaux d'interaction dans le
modele 3PAFT linéarisé.



Figure 3.31 c: Amas connexe attaché au bord (montré en grisé) ot l'ordre est imposé.
Cet amas représente la propagation d'ordre de l'un des trois réseaux d'interaction dans le
modele 3PAFT linéarisé.
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Figure 3.31 d: Superposirion des trois figures précédentes, montrant les sites to
ordonnés (symbolisés par un cercle @) et ceux qui le sont partellement (autres sites)

dans le modéle 3PAFT linéarisé.
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l'opposé du potentiel. Les conditions aux limites que nous avons choisies, satisfont
également a cette interprétation. Le fait d'imposer un état ordonné (non frustré) sur
deux bords sera analogue a une condition d'équipotentiel.

Les figures 3.31 a, b et ¢ montrent les trois amas AB, BC et AC
connectés a un bord d'un réseau. La supérposition des ces trois amas, (Figure
3.31 d) donne la structure des sites recevant une information partielle (car ils
n'appartiennent qu'a un seul sous-réseau), ou totale (car ils font partie des deux
amas qui sont susceptibles d'emprunter ce site). Les sites totalement déterminés
sont symbolisés par un cercle noir sur la figure 3.31 d.

Nous venons donc de résoudre complétement ce modéele 3PAFT
linéarisé: Le seuil de propagation d'ordre sera naturellement le seuil de percolation
de connexité sur réseau hexagonal, soit pour une dilution de lien pay,= 0.6527, et
pour une dilution de site paj,= 0.6962. La rigidité, R, du systéme vis a vis d'un
ordre donné, va s'annuler au seuil de propagation d'ordre avec un exposant critique
égal a celui de la conductivité¢ d'un réseau de résistances au seuil de percolation, soit

t=1.300.
R o< (p-payip)’ (3.3.11)

Juste au seuil, I'amas infini formé par les sites recevant une information au moins
partielle d'un site (ou d'un bord) donné forme un ensemble connecté de dimension

fractale, Dy;, égale a celle de 'amas infini en percolation de connexité soit
Dy = d-fwv (3.3.12)

Soit Dgy= 1.89. Il en va différemment des sites recevant une information totale.
Un site dont I'état de référence est A par exemple ne sera completement défini que si
il se trouve simultanément dans 'amas infini du réseau d'interaction AB et dans

I'amas infini du réseau AC. La premiére condition impliquera que ce site n'est pas
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dans 1'état B, alors que la seconde imposera que ce site n'est pas dans I'état C. Il en
va de méme pour les sites de type B et de type C. Pour chacun de ces trois types de
sites, I'ensemble des sites d'états totalement définis sera donc l'intersection de deux
amas infinis dont la structure sera celle d'amas de percolation de connexité. Partant,
il n'est pas assuré que cet ensemble soit connexe. Sa dimension fractale, Dy, est
facilement obtenue en notant que chacun des trois amas infinis, AB, BC et CA sont
indépendants. Ainsi, on peut simplement ajouter les codimensions de deux de ces
amas pour obtenir la codimension de l'ensemble des sites d'états complétement

déterminés :

Dy = d-2B/v (3.3.13)

soit Dgy = 1.79. Cette relation est de fait identique a celle que nous avions proposée
(Eq. 3.1.15) dans un contexte plus large & propos des systémes a transmission
partielle d'information.

Nous pouvons comparer a présent ce résultat & celui obtenu pour les
exposants f'; de surface en percolation de forces centrales. Nous avions vu que
l'exposant 'y relatif & un seul degré de liberté figé était identique a celui de la
percolation de connexité, B, alors qu'il en allait différemment pour l'exposant 8y
de rigidité totale. Nous voyons qu'il en est de méme dans le modele 3PAFT

linéarisé. Cependant, la relation

Bo=2B" (3.3.14)

semble étre violée en percolation de forces centrales, traduisant le fait que
I'argument d'intersection ne peut s'appliquer car les cheminements des différentes
informations partielles ne sont pas indépendants.

Est-ce donc 1a la solution du probléme que nous nous sommes

initialement posé ? Certes non ! Parmi les deux pas qui nous séparent du probleme
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original, l'un est légitime : il s'agit de la généralisadon du modele au cas d'un spin a
valeurs continues dans l'espace £. L'autre €tape, la linéarisation, a eu quant a elle
des effets pervers : Dans le modele original, nous avions déja remarqué que sur une
ligne unidimensionnelle, l'information ne se propageait pas au dela d'un lien. Ainsi
sur la ligne MNPQR représentée ci-dessous, l'information issue de M n'affecte que

le site N. Les spins des sites P, Q et R peuvent prendre toutes valeurs.

Au contraire dans le modele linéarisé, si cette ligne s'incrit sur 1'un des
réseaux hexagonaux relatif 2 une seule interaction, alors l'information partielle se
propage comme un potentiel électrique, tout au long de cette ligne Ainsi par
exemple le spin au site Q ne peut pas étre dans le méme état que celui en M sans
qu'il n'en cofite de I'énergie. Ce travers est inhérent a la linéarisation : en effet,
nous ne pouvons considérer que de petites modifications d'un spin par rapport a
son état de référence. Or la perte d'information au bout de deux pas sur une ligne
provient de la possibilit€ de changer I'état du spin au bout d'un pas, et donc au dela
de son état réel, de modifier aussi son état de référence, et par conséquent les types
d'interactions supportées par les liens en aval. Un autre exemple est montré dans la
figure 3.32 ou l'ordre se propage dans le modele linéaire, alors qu'existe un état,
explicité sur la figure, ot l'ordre est différent dans les parties gauche et droite du
réseau, sans que l'énergie du systéme ne soit modifiée. Il s'ensuit que le seuil de
propagation d'ordre du modgle linéaire est une borne inférieure du seuil du modgle

complet original:

P+ > P+lin (3.3.15)



Figure 3.32 : Dustration de la différence entre modéle 3PAFT linéaire et original. Les
deux ordres monués sur cette figure (parties gauche et droite) sont incompatibles.
Cependant dans le modéle original, ils n'induisent aucune frustration: l'ordre ne se

propage pas. Dans le modele linéaire, au contraire, les trois sous-réseaux AB, BC et CA
sont connexes et donc l'ordre se propage.
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Cette borne est bien en accord avec les travaux de Adler et coll. [49] et Fried et
Schick [51]. Tl nous faut également mentionner le fait que cette borne a déja été
proposée par Devoret dans une note ajoutée aux épreuves de son article ref.[50].

Le fait que la procédure méme de linéarisation soit en défaut rend
complexe toute approche du probléme, car ainsi il ne suffit pas d'envisager un
changement individuel de chaque spin et d'en déduire les propriéiés de I'ensemble
du systéme par superposition. Au contraire, il faut aussi traiter les situations ou
deux, trois ... ou un nombre quelconque de spins sont modifiés ensemble. Cest
bien 12 le caractére rebelle des problémes non-linéaires ou le comportement collectif
est irréductible a celui de ses constituants.

1l est remarquable de voir que le modele de percolation de forces
centrales présente également un tel caractére : Nous avons en effet assez rapidement
évoqué, lors de la définition du modele, que les phénomenes de flambement étaient
a priori partie intégrante du modele, mais exclus de notre approche linéaire. Le
flambement est véritablement l’analogue des changements d'état de référence des
spins car un tel phénomeéne modifie non seulement le champ local (déplacement ou
spin) mais surtout le type d'interaction qui suit.

Nous pouvons donc résumer les ressemblances et différences entre le

modele 3PAFT et celui de percolation de forces centrales :

Modéle de forces centrales

JPAFT

Modgle non-linéaire

Modeéle non-linéaire

non-local

non-local

continu (réduction au cas discret

inconnue)

discret (extension au cas continu

possible)

Modele de forces centrales

linéarisé

3PAFT linéarisé
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Modele non-local

Modgle non-local

Exposants critiques indistinguables de

percolation de connexité

Exposants critiques €gaux a ceux de la

ceux de la percolation de connexité

Propriétés originales pour les sites a

information partielle

Propriétés originales pour les sites a

information partielle

Modele non découplable

Modele découplé

Nous voyons donc que, malgré les points communs entre ces deux
problémes, ils ne sont pas identiques. Cependant, une meilleure compréhension
d'un modéle est trés directement transposable a l'autre. En particulier, les
conséquences du caractére non-linéaire des deux modeles envisagés au départ sont

certainement & explorer avec plus d'attention.

- Autre mod¢le

Nous allons maintenant envisager un modéle trés proche du modele
3PAFT original, qui se révéle cependant étre abordable. Il s'agit encore de la
propagation d'ordre 4 température nulle pour un modele de Potts a trois états
antiferromagnétique. La différence avec le modele 3PAFT original est que I'énergie
est évaluée sur tous les triangles de trois liens présents, au lieu de I'étre sur chaque
Hien:

E- Y

triangles ijk

8, (0, 0}, O (3.3.16)

Dans cette équation, &;; vaut l'unité si les trois liens du triangle formé par les trois
sites i, j et k sont présents et zéro sinon. ¢ est une fonction qui ne vaut z€ro que
lorsque les trois arguments forment, & des permutations pres, le triplet (A, B, C)
(les trois états de spins accessibles). Sil'un des états est répété€ au moins deux fois,

la fonction ¢ prend la valeur unité.
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La définition de modele est donc trés voisine de celle utilisée
précédemment. 1I se trouve que cependant, dans ce cadre, il est possible de définir
une procédure simple pour extraire I'ensemble des sites qui sont ordonnés a partir
d'une semence donnée. En effet, la forme de I'énergie choisie ici ne permet de
transmission d'information qu'entre triangles ayant soit un site commun soit un
bord commun.

Remarquons que dans toutes configurations de spins d'énergie
minimum, concernant deux triangles accolés par un coté commun, les deux spins

aux sites M et P de la figure ci-dessous seront dans le méme état.

N

Ainsi, nous sommes amenés a considérer une liaison "illégitime" dans ce réseau,
qui relie M & P. L'ensemble des liaisons de ce type forme trois réseaux
triangulaires, R,, Rg, et Rc, de maille ¥3, par rapport 3 la maille du réseau
triangulaire initial. Chacun de ces réseaux relie des sites de méme état de référence
dans la situation ordonnée.

Considérons donc 1'un de ces réseaux. Il est construit de la maniére
suivante: si les deux triangles élémentaires MNQ et PNQ, sont présents dans le
réseau initial, alors, le lien MP est présent. Sil'un des triangles est manquant, (ou
incomplet), le lien MP est absent. Partant d'un bord ol 'ordre est imposé, nous
pouvons facilement extraire les trois amas, 4;, des sites qui lui sont connectés par
I'un des trois réseaux K;. Chacun des sites de ces amas sera bien évidemment dans
un état précis, pour une énergie nulle du réseau. Mais il en existe d'autres : En

effet, si un triangle élémentaire quelconque est tel que deux de ses sommets
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appartiennent a un amas 4;, alors nécessairement, 1'état du troisiéme sommer est
également dans un état bien défini. Cette derniere opération consiste donc 2 inclure
dans chacun des sous réseaux R;, quelques sites dont l'ordre est imposé par un
triangle élémentaire. A partir de ces nouveaux sites, nous pouvons alors envahir de
nouveaux amas dans chaque réseau ®;. Nous conservons ces nouveaux amas au
méme titre que ceux at‘tachés au bord dont l'ordre est originaire. Réitérant ce
processus jusqu'a saturation (i.e. jusqu'd ce que l'on ne trouve plus de triangles
n'ayant que deux sommets ordonnés), nous obtenons finalement I'ensemble des
sites d'ordre imposé.

Le processus de construction de cet ensemble comprend donc deux
phases bien spécifiques. La premiére consiste simplement a extraire les
composantes connexes a partir de semences données, alors que la seconde se
rapproche de la construction de la percolation de bootstrap. C'est dans cette
seconde étape que l'on retrouve la composante non-linéaire du probléme étudié. II
n'est en effet pas possible de formuler de principe de superposition dans cet
algorithme. De fagon plus précise, dans les termes de la formulation Booléenne
utilisée au chapitre 2, nous avons affaire ici 2 une opération Booléenne quadratique :
Dans cette écriture, S; est une variable Booléenne qui prend la valeur "vrai" si le site
est ordonné, et "faux" s'il ne l'est pas. La variable T;y vaut "vrai” si le triangle
élémentaire ijk est présent, et "faux" sinon. Enfin le OU est I'itéré du "ou" inclusif,

sur tous les triangles éiémentaires dont un sommet esti. Alors
S;i = OUj { Ty S; Sk} (3.3.17)

ou la juxtaposition tient lieu d'opérateur logique "et”.

L'intérét de cet exemple réside dans le fait qu'une procédure itérative
simple permet de résoudre efficacement le probléme. Partant, il met en lumiére de
fagon explicite 1'aspect non-linéaire, (ici "quadratique”) du probléme. Cependant,

bien des questions restent ouvertes: Quel est le rapport entre ce modele et le
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probléme 3PAFT initial? Les classes d'universalité des deux situations sont-elles
identiques? Sinon, a quelle raison fondamentale fant-il attribuer l'origine de cette

différence?

- Bomne sur le seuil d