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ABSTRACT

During the last years, mechanical articulated systems have become increasingly important in
the field of automation. This work makes two important contributions towards a better utilization

of mathematical abstraction:

e The first contribution concerns the dynamic modelisation of articulated systems like mechan-
ical manipulators and complex open kinematic chains. The mathematical abstraction by the
Lie groups and Lie algebras theory offers an excellent means for simplifying the syntactical
form of expressions of models. New methods for describing (by fundamental families) con-
figurations of mechanical systems and an original efficient recursive computational scheme
of Newton-Euler dynamics are developed. With this formulation, it should be possible to

compute a near-optimal Newton-Euler dynamics in real time.

e The second contribution concerns algebraic typing, term rewriting theory and automatic gen-
eration of codes. These problems lead to new computer algebra system architectures based
on artificial intelligence methods and representations in multi-equational specifications. In
this order of ideas, a prototype of computer algebra system (SURVEYOR) and an extension
{MEDUSA MF77) of Maple system, based on object oriented programming and artificial
intelligence control, are realized. A software tool for generating Fortran and Maple iterative
symbolic optimized codes of our dynamic formulation is developed with MEDUSA MF77 sys-

tem.

Keywords:
Kinematics, Dynamics, Simple and Complex Open Kinematic Chains, Differential Geometry,
Lie Groups and Lie Algebras, Artificial Intelligence, Object Oriented Programming, Automatic

Generation of Codes.
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INTRODUCTION

0.1 Contexte de notre travail

L’un des objectifs de la recherche en mécanique est 'analyse mathématique du comportement
des systémes articulés (massivement utilisés par la technologie moderne), d’expliquer ce comporte-
ment par des modélisations et ce afin de faire des prévisions ou de le reproduire par la commande.
L’entrelacement entre différentes disciplines des sciences appliquées et la difficulté croissante des
systémes font de 'informatique, coordonnée avec I'étude mathématique des modeéles, un outil in-

dispensable 4 cette analyse.

Ainsi, la complexité croissante des systémes meécaniques, le progrés des automates pro-
grammables et la variété des domaines des applications mécaniques des systémes articulés (in-
dustries manufacturiéres, spatiales, sous-marines, nucléaires, transports, ... etc) exigent une adap-
tation permanente de la formalisation mathématiques et la conception de nouveaux modeéles et
algorithmes performants pour le calcul du comportement de tels systémes. Cette coopération des
mathématiques et de I'informatique a ouvert un important domaine de recherche oi la conception
et la réalisation des systémes d’aide & la modélisation et 4 la génération des sché:nas de calcul as-
sistées par ordinateur sont des outils indispensables. De nombreux systémes informatiques ont été
consacrés & une partie ou une autre de ces questions [R. Sturges[STUR-73], W. Khalil [KHAL-78],
J.Y.S. Luh [LUH—81}, M.G. Aldon [ALDO-82], J. Wittenburg & U. Woltz [WITT-85], Ch. Gar-
nier [GARN-90]].

Les multiples faces des problémes que nous venons de soulever peuvent étre classées en deux

catégories:

e Les problémes de modélisation d’ordre mathématique: Un modéle est une représentation
simplifiée de la réalité. Il repose sur un ensemble d’hypothéses simplificatrices décrivant une
partie du modele réel et de son fonctionnement. Pour tous les systémes articulés, qu’ils

soient motorisés ou non, il existe plusieurs modes de fonctionnement (ou de commande): par
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apprentissage, en position, en vitesse et dynamique. L'intérét de la description basée sur le

modele dynamique est de permettre notamment:

o de prendre en compte les termes:

— d’inertie, des forces centrifuges et de Coriolis,

~ éventuellement, de frottement, de déformation, ... etc.
o d'évaluer les forces et couples transitcires des actionneurs:

— pour dimensionner les efforts,

— pour déterminer au mieux les rapports des transmetteurs.

Les objectifs technologiques et industriels qui motivent le choix d’un tel modele sont es-
sentiellement liés & la précision et la répétabilité de la tache d’une part et V'accélération du
rythme de travail et de production d’autre part. En effet, une commande dynamique permet

notamment d’accroftre la vitesse de travail en gardant:

o la méme précision que pour la commande en position,

o la méme répétabilité qu’en commande par apprentissage.

Cependant, les difficultés dues 4 la complexité du modeéle dynamique résident essentiellement
dans le volume du calcul matriciel et les incidences qu’il peut induire sur le facteur temps

réel lorsque cette complexité n'est pas maitrisées.

o Les problémes d’ordre informatique liés & la conception et la réalisation d’un systéme d’aide &
la mod#lisation et & la génération de codes répondant aux “facteurs de qualité”. Ces facteurs

de qualité doivent recouvrir deux aspects:

o Les qualités générales du logiciel d’aide 4 la modélisation: convivialité, ergonomie, ra-

pidité, fiabilité, modularité, souplesse, adaptabilite, ... etc.

o Les qualités spécifiques liees A la cohéience, la modularité et la compréhensibilite du

code source généré par le systéme logiciel:

— décomposition modulaire: le systéme logiciel doit réduire la complexité apparente
des équations générées en mettant en facteur les calculs communs afin d'optimiser

le code source,

~ précédence modulaire: les sous-modules du code source doivent etre disposés selon
Pordre de précédence des calculs; c'est a dire, de telle maniere qu’a 'exécution
des programmes, les variables figurant dans le sous-module en cours de traitement

doivent étre évaluées 4 des étapes antérieures,

~ compréhension modulaire: d’une part, les sous-modules doivent avoir un sens {dans

le cas qui nous intéresse, ils doivent avoir un sens mécanique) de facon A ce que

-
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Putilisateur puisse comprendre les étapes du calcul. D’autre part, le systéme logi-
ciel doit &tre capable de déclarer automatiquement dans les “zones de déclara-
tion” du code source: le type, la dimension et la précision de calcul des différentes
variables. Le cas échéant, le systéme doit pouveir commenter automatiquement
les sous-modules du code source pour aider les utilisateur & mieux comprendre le

déroulement du processus de calcul des programmes.

Les solutions, proposées par la résolution informatique, a ces problémes relévent de deux

catégories:

¢ La premiére catégorie, dite algorithmique, correspond aux cas ot 'on dispose de modeéles

mathématiques (c’est le cas du probléme de calcul du modéle dynamique). La solution
consiste alors & choisir les mathématiques comme langage de programmation: pour cela,
on dispose entre autres d’'un large choix de systémes de calcul formel permettant une

bonne représentation du contexte mathématique du probléme.

La seconde catégorie de solutions correspond aux cas ¢t I'on dispose de connaissances et
d’heuristiques générales! (c’est le cas des problémes d’obtention des facteurs de qualités
du code généré). L’intelligence artificielle propose, dans de tels cas, des systémes basés
sur des régles de production (i.e. des modules de la forme: condition => action),
des régles de réécriture, des stratégies de résolution, des heuristiques, ... etc. Cette
démarche ambitieuse cherche & combiner la simulation du raisonnement mental humain

aux performances de rapidité de l'ordinateur.

L’intérét d’un approche hybride (Algorithmique-I.A.) dans le probléme qui nous préoccupe
vient du fait que des algorithmes, des concepts, des axiomes, des lois, ... et méme des
jugements de bon sens ou intnitifs coopéreront ensemble pour atteindre la solution finale.

C’est le type de solution que nous préconisons dans cette thése.

0.2 Fondements et buts de la thése

Le but principal de cetie thése est donc le développement des outils nécessaires a I'élaboration

d’un algorithme performant pour le calcul du modele dynamique en temps réel, sa généralisation

4 une large catégorie des systémes articulés -arborescents- et enfin la conception et la réalisation

des outils informatiques basés sur des systémes de calcul formel, pour la génération automatique:

o d'un schéma de calcul symbolique itératif optimisé en nombre d’opérations élémentaires du

modéle dynamique dans le langage Fortran;

Notons que dans nombre de cas, ces connaissances et heuristiques peuvent se ramener 4 des descriptions
par des modéles mathématiques. Mais, pas dans le sens de la modélisation mathématique invoquée an
paragraphe précédent. Dans ce cas, il s’agit surtout de problémes de gestion d’hypothéses, de gestion
arborescente, de planification, ... etc. On peut donc reccurir selon les cas & divers types de représentations:

bases de régles, logique, probabilités, recherche opérationnelle, ... etc.

.
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s des équations formelles explicites du modele dynamique dans le langage du calcul formel.

Dans cet esprit, la partie mathématique de notre thése poursuit les travaux de D. Chevallier
sur la modélisation des systémes articulés & l'aide de la théorie des groupes et alggbres de Lie
[CHEV-86]. L’auteur a exposé, dans cet article, les aspects algébrigues du groupe D des déplace-
ments et la structure de variété différentielle de I'espace S des configurations d’un solide rigide.
L'existence d’un produit intérieur “[.|.]”, qui munit S d’une structure rimannienne invariante par
D, permet d’exposer la théorie newtonnienne de 'inertie d’un solide rigide et d’aboutir & certaines
propriétés particuliéres de Popérateur d’inertie. Une description axiomatique des liaisons et la
relation entre vitesses des corps en liaison permettent d’aboutir & une formulation analytique des

équations explicites de la dynamique 4 partir du principe des puissances virtuelles.

Nous nous somme inspirés également des travaux de J-M. Hervé [HERV-78] sur la représentation
formelle des liaisons dans les paires cinématiques par des sous-groupes de déplacements. Mais, notre
approche est différente dans la mesure oil elle se base sur la caractérisation de tels sous-groupes
par les générateurs infinitésimaux de leurs décompositions relatives & des familles fondamentales?.
En effet, afin d’atteindre la rigueur du raisonnement analytique de la représentation formelle,
nous avons cru nécessaire de faire ressortir 'agpect infinitésimal de cette modélisation. Nous nous
sommes attaché dans les différents points traités dans ce mémoire & mettre de 'ordre dans les idées
pratiques et de la rigueur mathématique dans les fondements théoriques. Nous avons d’ailleurs
obtenn, indépendamment des travaux précédents et conformement aux ambitions exprimés au
début de cette introduction, nombre de résultats nouveaux. Nous avons cherché A exprimer un
formalisme ou n’interviennent que des structures {algébriques) et des opérations {propices aux
traitement informatique); pour cela il &tait nécessaire de substituer & la notion de repéres affines

orthonormés directs la notion intrinséque de familles fondamentales.

0.3 Etat de la question de dynamique

Aujourd’hui, toutes les méthodes de génération des équations du mouvement résultent de

I'une des deux approches de base, & savoir:

e Premiére approche: il s’agit de la traduction du mouvement par un ensemble

d’équations algébro-différentielles déduites des théorémes généraux de la mécanique classique.
Dans cette classe se retrouvent toutes les formulations qui sont basées sur le formalisme de

Newton-Euler.

s Seconde approche: dans cette approche, on exprime les équations de la dynamique

d’un systéme articulé holonome a l'aide d’un systéme différentiel du second ordre sur la

variété différentielle représentant 'espace des configurations. Les aquations sont généralement

*C’est une notion gue nous proposons comme alternative a la notion classique de repéres affines or-
thonormés directs et dont nous exposerons l'intérét et les avantages plus loin dans ce texte.

[«]
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0.3. Etat de la question de dynamique Partie 0

exprimées dans des systémes de coordonnées et/ou quasi-coordonnées et peuvent revétir
diverses formes classiques: équations de Lagrange, équations de Gibbs-Appel, formalisme de
Hamilton, formalisme de Kane; traduisant ainsi une des multiples formes du principe des

puissances virtuelles.

La recherche contemporaine dans ce domaine concerne deux grandes catégories de problémes

de dynamique:

(a) Modéle dynamique inverse : ou tout simplement modéle dynamique; est le probléme

qui consiste & chercher les efforts (i.e. forces/couples) qu'il faut appliquer aux actionneurs
pour produire ou reproduire un mouvement caractérisé par la donnée des positions, vitesses
et accélérations articulaires du systéme articulé. Les méthodes exposées dans la littérature

revétent deux formes:

¢ La forme explicite ot le vecteur des efforts articulaires sont déterminés par des équation

de la forme:
Q= Alg) ¢+ b(g,9)
ou:
Q vecteur d'ordre N (o0 N est le nombre de degrés de liberté de la structure

articulée) des couples/forces des actionneurs, selon la nature des articulations
{rotoide ou prismatique),

q vecteur des N positions articulaires,

g vecteur des vitesses articulaires,

q vecteur des accélérations articulaires,

Alg) matrice d’ordre N x N, généralement appelée matrice de Pénergie cinétigque ou

e . 1. .

matrice d'inertie du robot du fait que I"énergie cinétique s’écrit F = 3 d* A(q) 4,

b{g,q) vecteur des termes de Coriolis et des forces centrifuges, non-linéaires en fonction
de ¢ et g, et des ternes des forces de gravité.

» Forme récursive (implicite) ot 'on ne peut séparer les différentes variables articulaires,

mais qui présente de nombreux avantages comme nous le montrerons dans cette thése.

(b) Modéle dynamique directe : dans ce probléme, il s’agit d’exprimer les accélérations

articulaires en fonction des positions, vitesses et efforts des actionneurs.

Ainsi, plusieurs formalismes ont &té utilisés pour obtenir las éguations du mouvement des
systémes mécaniques articulés [E.T. Whitteker [WHIT-04], W. Hooker & G. Margulies [HOOK-65],
V.I. Arnold [ARNO-66], R. Roberson & J. Wittenburg [ROBE-66], J. Wittenburg [WITT-77],
J.Y.S. Luh, M.W. Walker & R.P.C. Paul [LUH—80}, T.R. Kane & D.A. Levinson [{IXANE-80],
J.M. Hollerbach [HOLL-80], M. Renaud [RENA-80], P. Coiffet [COIF-81], D. Chevallier & Helmer
[CHEV-84], M. Vukobratovi¢ [VUKO-85], D. Chevallier [CHEV-86], M. Valasek [VALA-91]].

7
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0.3.1 Formalisme de Lagrange

Le formalisme des équations de Lagrange consiste & exprimer des équations différentielles
du second ordre & 'aide de 'énergie cinétique. La formulation standard du modeéle dynamique
basée sur ce formalisme pour des systémes articulés & structure quelconque découle des travaux
de J.J. Uicker [UICK-65]. Cette méthode générale est basée sur le calcul de la trace de matrices
et représente ainsi un puissant outil de calcul. Mais, son défaut majeur est qu’elle présente trop
de calculs redondants. Plusieurs auteurs ont utilisé cette méthode [Kahn [KAHN-69], Kahn & B.
Roth [KAHN-71}, J.M. Haollerbach [HOLL-80], M. Renaud [RENA-80]].

0.3.2 Formalisme de Gibbs—Appel

Les travaux de bases qui sont & 'origine de ce formalisme remontent 4 la fin dn XJX° siecle
[J.-W. Gibbs |GIBB-879], P. Appell [APPE-00] & [APPE-11]]. Les équations sont exprimées &
Paide de Vénergie d’accélération et de la dérivation d’Appell. S’appuyant sur ce principe, AF.
Vereschagin [VERE-74] a proposé¢ un modele dynamique explicite pour les mécanismes & structure
de chaine dont les articulations sont de type prismatigue ou pivot. Plus récemment, T.R. Kane
et D.A. Levinson [T.R. Kane & D.A. Levinson [KANE-80}, [ICANE-83] & [IKANE-85]] ont formulé
sur ces bases ce qu'on appelle les équations de Kane, utilisées depuis par plusieurs auteurs {E.A.
Desloge [DESL-87], J.E. Keat [KEAT-87], D E. Rosentha! [ROSE-87]1.

0.3.3 Formalisme de Newton—Euler

Ce formalisme découle des théorémes généraux de la mécanique. Il est fréquemment utilisé
dans la commande dynamique des systémes articulés. L’étude faite par Hooker et G. Margulies
JHOOK-85] présente I'une des premigres tentatives de systématisation du modeéle dynamique pour
des systémes mécaniques A structures arborescentes. Cette formulation a été améliorée par R.
Roberson et J. Wittenburg en introduisant la théorie des graphes [R. Roberson & J. Witten-
burg [ROBE-66]|. Cependant, I'inconvénient de ces méthodes est qu’il est souvent difficile de
prévoir 'élimination des efforts intérieurs a la structure articulée. P.W. Likins a apporté une
solution & ce probléme en ramenant toutes les articulations 4 un seul degré de liberté donnant
forme ainsi a la premiere méthode explicite de la formation du modeéle dynamique [P.W. Likins
[LIKI-71] & [LIKI-74]]. C'est dans cette méme période, que les équations de Newton-Euler ont été
utilisées pour la premiere fois dans la modélisation des structures biomécanique telles que le corps
humain |R.L. Huston & C. E. Passerello [HUST-71], Stepanenko & Vukobratovi¢ [STEP-76], Orin
& al. JORIN-T9]).

En 1979, J.Y.S. Luh, M.W, Walker et R.P.C. Paul ont proposé une méthode itérative trés adap-
tée 4 la commande dynamique en temps réel des robots 4 chaine cinématique simple [LUH—80].
Depuis, cette méthode a &té utilisée sous diverses formes par de nombreux auteurs [J.M. Hollerbach
[HOLL-80] , E. Dombre & W. Khalil [DOMB-88]]. Par ailleurs, plusieurs auteurs ont développé des
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U.4. Plan et apports de la thése Partie 0

méthodes d’analyse topologique pour les formulations récursives de la dynamique des mécanismes
[J. Wittenburg [WITT-77], R.S. Hwang & E.J. Haug [HWAN-89)]].

En 1966, V.I. Arnold a publié un article [ARNO-66] consacré 4 'étude du mouvement d’Euler—
Poinsot par la théorie des groupes et algébres de Lie o1 il exprime notamment les équations d’Euler
a partir de 'étude des géodésiques du groupe classique SO(3). Sur les mémes bases théoriques,
dans les années 80, . Chevallier a proposé une méthode analytique explicite permettant de for-
muler les équations de la dynamique de fagon intrinseque dans 1'algébre de Lie associée au groupe
des déplacements & partir du principe des puissances virtuels pour des systémes multicorps avec
des articulations quelconques [D. Chevallier [CHEV-86]].

En utilisant la notion des nombres duaux, découverte par le mathématicien W.K. Clifford
[CLI-873] & [CLI-878] et utilisée depuis en cinématique par de nombreux auteurs [A.T. Yang
[YAN-64a], A.T. Yang and F. Freudenstein [YAN-64b], F.M. Dimentberg [DIME-65], G.R. Veld-
kamp [VELD-82}, D. Chevallier [CHEV-91}], nous avons développé une formulation itérative du
modéle dynamique des robots manipulateurs [A. Hamlili [HAML-91]]. En 1992, nous avons
amélioré cette formulation [HAML-92] pour donner forme & un algorithme basé sur une double
récurrence, d'une efficacité quasi-optimale, trés adapté au calcul du modele dynamique des struc-

tures articulés en temps réel.

0.4 Plan et apports de la thése

Ainsi, comme on peut le voir aprés ces quelques lignes, le but pratique de notre travail dans le
domaine de la dynamique ne peut étre atteint qu’au prix de développements théoriques et trouve sa
confirmation par comparaison avec les résnltats classiques de la mécanique des systémes articulés

de corps rigides. Ce mémoire de thése comporte quatre parties.

0.4.1 La partie 1

1! est souvent intéressant et parfois nécessaire de changer la représentation d’un probléme afin
de se ramener & un probléme pour lequel on dispose d’outils d’analyse plus naturels permettant
d’exprimer les idées trds clairement et avec moins d’efforts. La premiére partie & pour objet de
définir les bases théoriques préliminaires aux théories abordées pour établir nos modeéles. Elle
comporte des développements et outils mathématiques fondamentaux. Ainsi, elle est essentielle &
la compréhension des raisons qui ont motivé nos choix autant dans la. modélisation géométrique

que dynamique du comportement des systémes articulés.

Le chapitre 1 s’attache aux éléments de la théorie des nombres duaux et les méthodes de base
permettant leur implémentation en calcul symbolique. Les raisons qui nous ont amenés 4 étudier
les extensions sur I'anneau des nombres duaux et & dégager nombre de résultats qui semblent ne
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pas étre étudiés ailleurs sont au nombre de deux:

e la premiére raison et la plus importante se rattache a Pimplantation de telles structures dans

des processus de calcul formel;

¢ la seconde raiscn est absence, dans la littérature, d'un travail rigoureux qui puisse servir de

référence de base sur ce point particulier.

Le chapitre 2 est consacré 4 la présentation de 'ensemble des outils mathématiques que nous
allons adopter pour la modélisation des aspects géométriques et dynamiques des systémes articulés
dans le cadre de la théorie des groupes et algébre de Lie. Dans ce chapitre, nous proposons les no-
tions des familles fondamentales et familles mobiles comme une alternative aux notions classiques
de repéres affines orthonormeés directs et repéres mobiles de P'espace géomeétrique affine suclidien.
En substance, ces deux notions ne traduisent aucune autre prétention que celle “d’algébriser” to-
talement la notion de repere afline orthonormé direct. Ainsi, elle apporte une clarification formelle
des calculs (cette fagon de voire les choses est étroitement lite 4 la représentation des configu-
rations d'un solide par celles d’un triédre orthonormé direct). Les idées que nous proposerons,
seront méthodiquement développées par des séries de théorémes et de propositions donnant ainsi

un corpus mathématique & ces aspects théoriques de la modélisation.

0.4.2 La partie 2

La deuxiéme partie se compose également de deux chapitres. Elle présente les modeles de
comportement des systémes articulés A structure de chaine cinématique ouverte simple ou arbores-

cente dans le contexte théorique défini dans la premiére partie.

Le chapitre 3 est consacré 4 'étude du modeéle géométrique des systémes articulés & chaines
cinématiques ouvertes simples et arborescentes. Les aspects développés dans le chapitre 2 nous ont
conduit naturellement & proposer la généralisation des définitions des angles d’Euler et des angles
de Briant permettant ainsi la description des déplacements et des mouvements de 1 4 6 degrés de
liberté. Grace a l'outil de calcul formel et compte tenn des résultats démontrés au chapitre 1 sur
Iinversibilité des prolongements canoniques duaux, nous exprimerons les conditions d’application
de telles conventions généralisées. L'identification des paramétres de description du mouvement
va permettre, entre autres, de déterminer le modsle géométrique inverse et les configurations sin-
guliéres pour de tels paramétrages du groupe des déplacements. Enfin, ce chapitre se termine en
établissant des modéles géométriques itératifs pour les mécanismes & structure de chaine cinéma-
tique ouverte simple ou arborescente. La traduction des conventions de Denavit—-Hartenberg dans
ce langage mathémarique permettra de mettre en évidence un algorithme itératif simple pour ex-
primer une méthode analytipue pour déterminer tels paramétres 4 partir de la donnée des familles

fondamentales associées aux élément de la chaine cinématique.
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[ Modteie du solide

v Flexible

Rigide

Mt”y’iluie/

Recitrsive . )
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Symboligue
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Cette figure schématise les champs de la recherche en dynamique des systémes multicorps suivant trois axes car-
dinaux. La région colorée situe les champs de d'action de cette thése dans le vaste domaine de la recherche en

dynamique des systémes articulés.

Fig. 0.1: Champs de recherche concernés par notre travail

Le chapitre 4 porte entiérement sur la modélisation dynamique des mécanismes A structure de
chaine cinématique ouverte simple ou arborescente. Nous définissons notamment dans ce chapitre
la notion de pseudo-accélération, le procédé de calcul d’un tel champ de vecteurs et sa relation
avec les notions classiques d’accélérations angulaire et linéaire en un point du solide. L’expression,
dans ce formalisme, des lois fondamentales de la dynamique et du bilan des efforts agissant sur
chaque corps d'un systéme articulé permmettent alors de déduire un algorithme performant pour
le calcul du modele dynamique (applicable au calcul en temps réel). Nous proposerons alors
une comparaison, basée sur le cofit de calcul, de cet algorithme avec sept autres algorithmes de
référence. Enfin, ce chapitre se termine par la généralisation de cet algorithme au cas des systémes
articulés arborescents. Dans ce contexte, les modéles que nous allons proposer présenteront un
intérét double: simplicité syntaxique des modeéles d'une part et description de la réalité dans des
cas complexes d'autre part.
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Partie 0 Chapitre 0. INTRODUCTION

0.4.3 La partie 3

Dans cette troisiéme partie, nous considérons les problémes relatifs & la génération d’un code
optimisé du modele dynamique itératif. Nous présenterons le prototype SUREVEYOR et le logiciel
MEDUSA MF77 que nous avons développés 4 cet effet. Sur un exemple simple, nous montrons
que les fonctionnalités actuelles des systémes de calcul formel classiques ne permettent pas encore
la production de codes qui requiérent les facteurs souhaités de qualité. Nous exposerons ensuite
les solutions que nous apportons & ces problémes par la réécriture dans des algébreg libres (ab-
stractions algébriques) de termes du premier ordre {i.e. contenant des variables) au moyen des

techniques de Pintelligence artificielle.

Enfin, cette partie se termine par Pexposé, sur des exemples, des principales fonctions du
module dualstruc.map de calcul formel sur les objets duaux. Ce module définit de puissants
outils informatiques de calcul et de manipulation formelle des objets duaux pour le mathématicien,
d’autant plus certains d’entre eux sont méme spécialiser en mécanique. Le but de leur couception
est de permettre d’écrire et manipuler des expressions mathématiques formelles & partir d’objets
duaux. L’ensemble de ces outils permet d’exprimer dans une syntaxe simple des modéles de réalités

matérielles et physiques trés complexes.

0.4.4 Les annexes

La premiére annexe propose un rappel succinet des différents résultats de la théorie générale
des groupes et algébres de Lie. Elle pourrait ainsi servir de référence rapide aux lecteurs. Les
autres annexes proposent des applications variées des différentes méthodes proposées dans cette

thése 4 des problémes d’ingénierie.
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— Résumé de la partie 1 —

PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES
ET BASES DE LA MODELISATION

Il est souvent intéressant et parfois nécessaire de changer la représen-
tation d’un probléme afin de se ramener & un probléme pour lequel on
dispose d’outils d’analyse plus naturels qui permettent d’exprimer les idées
trés clairement et avec moins d’efforts. Dans cette premiére partie, nous
nous fixons pour objet de définir les bases théoriques et les fondements
mathématiques préliminaires aux thémes abordés pour établir nos mod-
éles. Ainsi, elle essentielle & la compréhension des raisons qui ont motivé
nos choix autant sur le plan de la modélisation géométrique que dynamique
du comportement des systémes articulés.

Enfin, nous verrons comment ces méthodes exactes peuvent servir pour
Palgébrisation de notions physiques dont Putilisation sous la forme clas-
sique, dans des développements formels, est souvent responsable 4 la com-
plication des calculs et des modéles. Nous montrerons, plus loin dans ce
mémoire, que 'ensemble des moyens que nous proposons font de nos méth-
odes des outils indispensables 4 une détermination systématique de modéles
généraux des systémes articulés. Les modéles s’exprimeront alors dans ce
langage mathématique sous des formes syntaxiques relativement simples.
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Chapitre 1

ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

1.1 Introduction

Le mathématicien William Kingdon Clifford (1845-1879) a introduit une idée trés originale

"1 qui réside dans D'utilisation d’un certain opéraieur ¢ qui permet

sur la théorie des “moteurs
d’exprimer symboliquement un “moteur” (M, M;) sous forme d’un vecteur spécial?: M + ¢ My ou

¢ est un opérateur nilpotent du second ordre.

C’est ainsi, & la suite des travaux de W.K. Clifford {[CLI-873] & [CLI-878]], que I'existence
d'un tel opérateur a été implicitement acceptée. Plus tard, en se basant sur les travaux de Ball et
Zanchevskiy sur la théorie des vis et de ceux de Kotelidikov sur P'application des nombres dnaux
a la théorie des vecteurs, F.M. Dimentberg a proposé une large application du calcul dual sur
les vis pour le traitement des problémes de cinématique [F.M. Dimentberg [DIME-65]]. Dans de
récents travaux, plusieurs auteurs [K. Sugimoto & J. Duffy [SUG-82a}, G.R. Veldkamp [VELD-82],
A K. Pradeep, P.J. Yoder & R. Mukundan [PRAD-89], D. Chevallier [CHEV-91]] ont proposé des

présentations modernes des applications de tels nombres en cinématique.

Dans le chapitre présent, nous allons introduire la notion de nombres duaux comme un outil
mathématique. Nous nous attacherons 4 mettre de la rigueur mathématique dans notre exposé afin
de ressortir les idées réelles qui existent derriere 'utilisation des nombres duaux. Avec cet outil,

nous allons construire un certain nombre de structures algébriques adjacentes et établir nombre

! Nous avons utilisé ici la traduction du mot anglais: Motor.
2L’introduction de ce type de vecteurs qui résulte d’une telle construction formelle a conduit Clliford a
des résultats intéressants [DIME-65]:

¢ Les opérations sur les moteurs sont indépendantes du point de l'espace géométrique ot ils sont
réduits.

o La partie vectorielle d’un moteur apparait comme le résultat de 'opération par &€ du méme moteur.
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de résultats analytiques et algébriques afin de mettre en évidence les propriétés caractéristiques
qui nous permettrons d’envisager un calcul symbolique direct (et systématique) sur cette notion.
Contrairement 4 ce que I'on pourrait croire, travailler sur des structures algébriques et des outils
basés sur les nombres duaux n'est pas une simple généralisation® du calcul sur ces mémes notions
dans R. 1l s'agit en fait de travailler dans de nouvelles structures algébriques qui n’ont plus les
meémes propriétés que les structures algébriques correspondantes sur K. En effet, méme si les
axiomes d’un module sont identiques 4 ceux d'un espace vectcriel, au changement prés du corps
de base en un anneau, et méme si les principales définitions d’algebre linéaire sont valables dans
les modules, les propriétés algébriques d'un module peuvent différer substantiellement de celles
d’un espace vectoriel. En particulier, des propriétés intuitives de la géométrie cu de existence
d'une norme peuvent étre en défaut dans un module. Et manque d’une justification mathématigue

rigoureuse des résultats, on ne peut affirmer avec certitude Ia validité des modeles généralisés.

1.2 Nombres duaux

Dans ce paragraphe nous allons définir les éléments de base du calcul sur les nombres duaux.
Les éléments de ce langage sont indispensables pour aborder des structures algébriques duales plus

complexes.

1.2.1 Définition structureile

En un certain sens, les nombres duaux peuvent tre concus comme des doublets* de nombres

réels munis de certaines lois de composition interne.

Définition 1.1
On appellera ensemble des nombres ducuz et on va noter A, Uensemble R muni des lois
d’addition et de muitiplication, sur des couples de nombres réels, définies respectivement par:

(zy,22) + (g, 02) = (21 + 91,22 + y2) (Eq.1.1)
et
(T a2} (y,y2) = (T may2 +2201) (Eq.1.2)

Deés a présent un nombre de remarques immeédiates peuvent étre faites sur la structure al-

gébrique de A:

s D'abord, Pensemble A a une structure d'anneau unitaire commutatif pour les lois d'addition

et de multiplication définies ci-dessus.

¢ Son élément unité est: 1o = (1,0).

®Cependant, il est vrai que la restriction des résultats qu'on peut établir sur les A-modules, aux
structures réelles correspondent aux résultats classiques sur les B-espaces vectoriels A des isomorphismes
prés.

‘D’autres définitions peuvent étre envisagés. A titre d’exemple, 'ensemble des nombre duaux peut
atre bonsidéré comme étant une alpébre quadratique de type (0,0) [N. Bourbaki [BOUR-70}], ou encore la
structure R[X]/[X?2L.
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1.2. Nombres duaux Partie 1

s De plus I'élément £ = (0, 1) est nilpotent d'ordre deux; c’est a dire:
ef= 0a (Eq.1.3)
L’ensemble A n’est donc pas un anneau intégre, puisqu'il contient des diviseurs de zéro.

e Par ailleurs, 'ensemble {(a,0)/a € R} est un sous-anneau de A isomorphe & R. Ainsi, dans

la suite, nous pourrons identifier cet ensemble & K.

s L’ensemble A peut étre muni d'une stracture d’espace vectoriel de dimension deux sur R,
dont une base canonique est donnée par la famille {1a,e}, de sorte que V'on peut désormais
identifier A 4 R@® ¢ R. On s’accordera donc d’écrire, de fagon symbolique, pour tout nombre

dual z = (xy,z2):

z= 3latexzys = T1+exg; avecx, 2 € R (Eq.1.4)

1.2.2  Parties réelle et partie duale d’un nombre dual

Définition 1.2

Nous appellerons parties réelle et duale d’un nombre dual, les fonctions Re et Du 4 arguments
dans A et & valeurs dans R qut & tout nombre dual x = 11 + ¢ x5 de Uensemble A, associent
respectivement les composantes réelles:

Re(z)= 1z et Du(z)= =z

On a 'habitude d’utiliser un support géométrique pour représenter intuitivement la notion
de produit cartésien. Cependant, bien que cet approche soit assez commode pour se faire une
idée intuitive, il ne faut pas trop s’y fier pour les démonstrations mathématiques. Ainsi, il peut
arriver que l'on rencontre dans la littérature le terme de points du plan A. A chaque point sont
associées deux coordonnées et, de ce point de vue, les parties réelle et duale d'un nombre dual sont
respectivement les projections sur les axes de la premiére et la seconde coordonnée du point du

plan qui représente ce nombre.

1.2.3 Nombres duaux inversibles — Quotient

D’aprés la relation (Eq.1.2) qui définit la multiplication sur les nombres duaux, les éléments

inversibles de A sont les nombres duaux z = z; + € 1y, avec ; # 0, tels que:

1
7l = g xzﬁ (Eq.1.5)
5] r*

Corollaire 1.1 N
Soient deuz nombres duauz r et y, avec Be(y) # 0. 5 _g; désigne le quotient de x par y, alors:

z, Re(z) wi(Ey = Re(y) Du{z)} — Re(z) Du(y)
Re(Q)= Rem PG = Re (y)?

(Eq.1.6)
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Partie 1 Chapitre 1. ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

1.3 Fonction d’une variable duale
1.3.1 Définition — Exemples

Définir une fonction f, d'une variable duale £ = 71 + £x2, revient a définir une application
d’un domaine D C R? dans R?, telle que: f(z) = fi(z1,22) + ¢ fo(zy, z2), 00 fy etfo peuvent &tre

considérées comme deux fonctions de deax variables réelles et 4 valeurs dans ER.

Exemples

A iitre d’exemples, on peut définir des fonctions sinus et cosinus duales, pour tout nombre

dual x = z; + £ x5, pan:

$INT = SINI] +ETc05T) € COSZT = COSTy — & I95iNTy (Eq.1.7)
Si aucune confusion n'est & craindre, on peut noter tout simplement sin et cos au lieu de

stn et ¢os, ces fonctions sinus et cosinus duales.

Lemme 1.2
Soit n un nombre entier naturel quelconque. Alors, pour tout nembre dual z:

1" = Re(x)” +en Du(z)Re(z)" ! {Eq.1.8)

B Preuve :
A étant un anneau commutatif, on peut appliquer la formule du bindme en tenant compte

de €2 = 0. Ainsi, si z = x; + ¢, alors:

n
no__ § k.. -k
T o= Cnl?1
k=0

Ce qu'il fallait démontrer. [ |

i

Fpok = " denzy !

m

Proposition 1.3
Seit x un nombre dual arbitraire, alors, les séries formelles suivantes sont convergentes dans
A et on a:

oo —1)n-1 p2n
Z L—()i—zm’i— = l-cosx (Eq.1.9)
=1 )
et
o (__1)11 pin+l ,
e == n: Eq.1.10
; Cn+1)! s (Eq.1.10)
B Preuve :

La démonstration est immédiate, elle découle du lemme 1.2, de la définition des fonctions sinus
et cosinus duales et du développement en série des fonctions sinus et cosinus de variable réelle. |
Plus généralement, toutes les identités établies pour la trigonométrie réelle, peuvent étre
étendues, quand elles sont définies, & la trigonométrie duale en tenant compte des propriétés

d’inversibilité® des nombres duaux.

5Je fait allusion ici aux formules ol pourrait intervenir un quotient dual.
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1.3 Fonction d’une variable duale Partie 1

1.3.2 Limite et continuité de fonctions de variable duale

Considérons maintenant © = z;+z x2 et @ = a; +z as. Nous dirons q’une fonction de variable
duale f(z) = fi(ry,z2) + ef2{z1,22) tend vers une limite b = by + e b; lorsque © — a et nous

noterons lim f(x) = b, si f(z) tend vers b au sens de la topologie de R%. C’est & dire aussi:
T

( lim  filz,z2)= b

Ty — ai

Zo — G2

lim f{r)=5b <= ( (Eq.1.11)
Ta lim falzr, z2) = bo

T — ay

L Ty — A9

Ainsi, nous dirons que la fonction de variable duale est continue en un point a, si et seulement

si elle est continue en (a1, a2) pour la topologie de R

lim f(z) = f{a) {(Eq.1.12)

T—a
et elle sera dite continue sur un domaine D C R?, si elle est définie et continue en tout point de
D.

1.3.3 A-différentiabilité — Dérivée d’une fonction de variable duale

Par définition, une fonction f de variable duale sera dite A-différentiable, en un point
z, lorsqu'il existe un nombre dual A € A et une fonction de variable duale © tels que :

flz+h)= f(z)+Ah+hOh)et lim O(h)= 0 (Eq.1.13)

heA

h -0
Ainsi, la valeur A sera dite: dérivée de la fonction de variable duale f au point . Plus généralement,
une fonction f de variable duale sera dite A—différentiable sur un domaine D (< A} lorsqu’elle est
A-différentiable en tout point de D. Dans ces conditions, la fonction f': x + A{zx), ainsi définie,

sera dite fonction dérivée de la fonction f.

1.3.4 Conditions de A-—différentiabilité

Nous voulons déterminer dans ce paragraphe une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction de variable duale soit A-différentiable.
Théoréme 1.4

Soit une fonction de wariable duale f, notons fi et fi les fonctions, de R* dans R, qui
définissent ses parties réelle et duale. Alors:

( f est R?-différentiable
oh _ of
f est A-différenticble < 81, O (Eq.1.14)
of
Zit
01‘2

;
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jl Preuve :

Considérons une fonction de variable duale f définie par:
flx)= filzy,22) +¢ falz1,22) o0 fi,fo € F(R® ,R) et = 1, +ex2 € A

{a) Si f est A—différentiable, alors d’aprés la relation (Eq.1.13), Uapplication:

R? - R?
h +— Ah
est une application linéaire -particuliere- de R> dans R?. En effet, posons A = a+¢b,

= hy + € hy et écrivons le produit matriciel dans R? associé au produit A A dans A:

Al = [hll hé]t = [ahl ahz—l-bhq]t = ( g 2 ) {hl h2]t

or &' nest autre que l'image de h par la matrice jacobienne de f dans R? et ceci pour tout

h € R®. Donc:
af1 8y
( a 0 > . 8:51 T
b a y 8{2 3 £q
&z, dTa

Ainsi, on conclut que:

oh_on , o
dr1 Oz 8z

(b) La réciproque est triviale.

Ce qu'il fallait démontrer. |

Corollaire 1.5
SiD = Ix R, ool est un ouveri de R, et si f est une fonction de varieble duale A~
différenticble sur D, Alors:

{a} x2 v fi(z1,22) est constante (= f1(z1,0)).

(b/} Vf(ll,xg)tD f(l'l,fﬁz;!: f(11,0)+€1‘2 a——i(li,g\}

B Preuve :

La proposition {a) découle immédiatement du théoréme 1.4.

Pour montrer Ja proposition (b}, il suffit de voir que:

) 29
falzr,22) = fa(22,0) + —fz(:cl,t}dt
0 5’3)2
, = 9 5
= fle0+ | 3.—£($1,t)dt= fz(mﬂ)“'?a-_Q(x“O)
N . o] a
Ainsi, f(z1,22) = (fi(21.0) + € fo(21,0)) += 22 i(11,0)+g_&(;rl,o) - |
N ~ 3.’731 8.7:1
flz1,0}
2L (2,0)

Sry

Il en découle aussitot le corollaire suivant:

N

2,

IS
=
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1.3.  Fonction d’une variable duale Partie 1

Corollaire 1.6
Si I est un ouvert de R et g : I — /A est une fonction de classe C2(I). Alors, il existe un
prolongement A-différentiable unique f: I x Rv= A de g qui s’exprime par:

fle,u)y= g(z)+eyg'(z); V(z,y)elIxR (BEq.1.15)

1.3.5 Prolongement canonique dual d’une fonction de variable réelle

Définition 1.3
Soit f une fonction de variable réelle et & valeur dans R de classe C* sur l'intérieur® de son
[2)

domaine de définition V = Dm) Nous appellerons prolongement canonique dual de la fonction
7 et nous noterons f, son unique prolongement A-différentiable sur V défini par:

fz)= flz), Vo € Dom(f) (Eq.1.18)

L’existence et 'unicité du prolongement canonique dual découlent direciement du corollaire
1.6.

Théoréme 1.7

Sotent I et J deur ouverts de R et f : I +— J un difféomorphisme de classe C? de I sur J.
Notons g = f~1, le difféomorphisme récinrogque. Alors, les prolongements canoniques f : I x R
Jx Retg: Jx Re Ix R sont des bijections réciprogues ["une de Usutre.

B Preuve :

En fait, il suffit de vérifier que:
gof=fog=id

En effet, soit z = z; + €z, un nombre dual appartenant & J x B (C A), montrons par

exemple que: f o gz)= =z

e D’abord, comme fog{u) = u, alors (fog)' (u) = 1 pour tout réel u. Donc d’apres la formule

de la dérivée de la composée de deux fonctions numériques, nous pouvouns écrire:
flgw) gd(w)= 1; Yue R (Eq.1.17)
e En suite, puisque g{z) = g{z;) + c229'(a1), alors:
F@@) = flol@))+ezag' (@) f (g(z1)) (Eq.1.18)

e En fin, en portant la relation (Eq.1.17) dans la relation (Eq.1.18), on obtient le résultat

recherché.

La démonstration de §o f = {d se fait de la méme facon. Ainsi, le théoréme est démontré. i

SRappelons que lintérieur d’un ensemble est par définition le plus grand ouvert contenu dans cet
ensemble.
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Partie 1 Chapitre 1. ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

Exemples et applications

Dans cet ordre d'idées, nous avons écrit le module dualstruc.map [Chapitre 7] pour le
systéme de calcul formel Maple V [Fig. 1.1]. Ce module rend possible le calcul symbolique sur
les nombres et guantités duaux. Ainsi, des calculs trés complexes peuvent &ire menés de facon
purement symbolique. Les exemples suivants ont été obtenus grace & ce module:

Le lecteur pourra vérifier alors que les prolongements canoniques:
. fl et fg, sont réciproques l'une de Vautre.
. fg et ﬁ sont réciproques 'une de autre.

e La multiplication de f:r, par elle méme (au sens de la multiplication de ses valeurs duales) est

équivalente 4 l'application identique sur RY x R (C A).

fs est involutive.

L ]
I Tableau 1.1 : Exemples de prolongements canoniques duaux |
“ ) ” fonction f; f Prolongement canonique dual f; —ﬁ
1| z— sinz {z1,29) — sin{x1) + €2 cos(zy)
2l xvwrcoszx {z1,79) — cos(xy) — e 22 sin(zy)
3 | x—arcsine | (21,3,) — arcsin{zy) + :/fﬂ_ﬁ
-
4 | © = arccosx | (T1,22) — arcces{xzy) — _i_f.z_Q
p—
5 :C.'—#\/E (317552)*—’\;’1711‘-%
6 |coz (z1,22) =2y~ = £2
7 hog (z1,72) = hig(z1)) + ez 9'(z1 ) B (g{z1))
8| faohi | (x1, ) > arccos(sin(z; ) - S22LelEy)
1—sin{z)2
’ I € 3 - 7T
91 foofsofs (z1,T3) > cos(arcsin(zy)~1) + LZzsiniarcsin(ey)” )
' wresind{z; )? \/1~11‘

1.4 Vecteurs duaux
1.4.1 Construction des vecteurs duaux — Définitions

Soit E l'espace vectoriel euclidien réel de dimension 3. Considérons I'ensemble £ x E muni
de Paddition:

(t,u)+ (v.w)= {t+v,u+w); Viuv,we€E (Eq.1.19)
et la multiplication par un scalaire dual:
(M A2) (v = (Mu,Aiv+du); YAl e R, YuveE (Eq.1.20)

L’ensemble E x E reste stable par ces deux opérations. De plus, il est facile de voir que

cet ensemble posséde une structure de A-module 7. L’ensemble £ » E muni des lois d’addition

"Etant donné un anneau commutatif A, on appelle module sur 4 ou A-module, un ensemble M muni
d’une structure algébrique définie par la donnée:

(=)

=
&,
£
5
=
&
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[8) Mupie V Rolgasa 2 ) Wb 8] wh
fle  Eat  Mew  Optans Heip
— oY% ol Hed Rpr 14 14:31202 1
- oup__ G ] [ wemgt  } [ Pame | b @
3> generaiediorm{aresin); :
L N eps x2 4
o {(xl,x2) — arcsin{x]) + === omars
. J1-xP (@ wioad
oy generalizediorm{sin@arccos); calliope
2x1
0 (xLx2)— J1-xP - HEXE
o j1-x
LR D=u-a1du;
o 1
‘ Fomu~—s 2
> generalizedform(f):
£ 1 epsx2 i
(8 e o 22
{x},x2}— ] 7
¢
of> generaiizediorm{log@f);
7| 1 3
L) gpsxe
i3 (xLxZ)—oln(u) <1
a:=Pheps™o;
i a=x+ 10 eps
Ee I+ b:-appliquedfarccos@sin.aj;:
b :-%1: +1C eps
oy ‘ > cal’La parile resile de b “.Ae(bl" sulvie de sa partie duale *,Dulb));
La partie reelle de b (% 1!). suivie de se partie duale .10
B> < -appliqued(sin@arccos, 1i2+eps 18)
ey B-Lope i fi
- > pi=be:
p:-(%1!+ 10 eps)(-zl-ﬁ~%epsﬁﬁ)
dualsimp{p)
9 ' 1 o
Eﬁ“‘ﬁﬁ(mxﬁ‘w) eps NJAMEEE] ~mm e PHmrm oo ———————
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Actuellement, le module dualstruc.map [Chapitre 7] compte un grand nombre de nouvelles fonctions, entiére-
ment implémentées, dans le langage Maple {construction symbolique des nombres duaux, pariies réelle et duale
d’expressions duales, diverses types de simplifications sur tout genre d'expressions duales, ...etc) pour la manipula-
tion symbolique des objets et structures algébriques duaux (fonctions de variables duale, construction automatique
des prolongements canoniques, vecteurs duaux, matrices duales, ...etc). Dans la fenétre (Maple V Release 2) de la
figure ci-dessus, en présente une session de travail sur Maple ol 1'on expérimente certaines fonctions développées

dans le module dualstruc.map.

Fig. 1.1: Session de travail sur Maple avec le module dualstruc.map

(a) d’une loi de groupe commutatif dans M (notée additivement dans la suite);

{b) d'une loi d’action {a, z) ++ az, dont le domaine d’action est 'anneau A, et telle que:

(bl) a(z+y) = (az)+(ay); Vo.y e M, a € 4

5 Dy 1INTS 6 £iLaasLEs



Partie 1 Chapitre 1. ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

et de multiplication, définies respectivement par les relations (Eq.1.19) et (Eq.1.20), sera dit dans
la suite A-module des vecteurs duaux et noté E. De plus, pour des raisons semblables & celles

invoquées au paragraphe 1.2.1:

e L’ensemble {{u,0)/ u € E} est un R-espace vectoriel qui peut &tre identifié 4 1’espace vectoriel

FE, 4 un isomorphisme d’espaces vectoriels prés.

e E peut étre identifié & E @ ¢ E 4 un isomorphisme de A-module prés et les éléments de

E pourront &tre notés symboliquement:

(w,v) = 1a{u,0)+c(v,0)= u+cv; Yu,v)eE (Eq.1.21)

e De la méme facon, on peut définir les parties réelle et duale d’un vecteur dual par:
Re(u,v) = u et Du(u,v)= v; V(u,v)e E (Fq.1.22)

Proposition 1.8
Le A-module E est libre et de dimension trois.

l Preuve :

Pour montrer que E est libre, il suffit de voir que E est un espace vectoriel de dimension trois
et que toute base de E est & la fois libre et génératrice du module E (i.e. E=A @p E. Ainsi,
E posséde des bases). De plus, si w = wu+¢e v est un vecteur dual et si {161, ug, us) &t (v, vz, v3) sont
les systémes de coordonnées associés respectivement aux vecteurs 4 et v relativement & une base
donnée de E, alors {u; + £ vy, u9 +£ vz, u3 +£v3) est le systéme de coordonnées représentant w par

rapport a cette méme base.

Maintenant, toutes les bases de E sont équipotentes, puisque Pannean A est commutatif et en

conséquence, le module E est libre de dimension 3. |

1.4.2 Opérations élémentaires sur les vecteurs duaux

Dans cette section nous allons voire que toutes les opérations définies sur I'espace vectoriel

E s’étendent, quand elles sont définies, de manidre naturelle au A-module E.

1.4.2.a Produit scalaire canonique - Vecteurs duaux erthogonaux

Le A-module libre E peut étre muni d’une forme bilinéaire symétrique dite produit scalaire

dual canonique, notée par un point et définie par la relation:

u.v = Re(u).Re{v)+e(Re(w).Du{v) + Du(n).Re(v}) (Eq.1.23)
(62) (a+B)z= (ez)+(Bz); Va,B€ A, z € M;
(b3) a(fz)= (aPx; Vo, € A, £ € M;
(b4) laz=2z; Yz e M.

Adinsi, les ensembles A, A? ou, d’une facon générale, AP sont des exemples types de A-module.
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1.4.  Vecteurs duaux Partie 1

w7

ot le symbole -point- dans w.v représente le produit scalaire dans E et dans les expressions

Re{u).Re (v), Re (uw).Du (v) et Du{u).Re(v) le produit scalaire dans E.

Maintenant, si (uy,ue,us) et (v1,v2,v3) désignent les systémes de coordonnées duales associés
aux vecteurs u et v relativement 4 une base orthonormée de E (nous allons caractériser dans la

suite de telles bases), alors on peut montrer facilement que:

3
uy = Z U; V; (Eq.1.24)

=1

Deux vecteurs duaux u et v seront dits orthogonaux dans le module E pour le produit scalaire

dual, si u.v = 0; c’est A dire aussi:
Re(u).Re(v)= 0 et Re(u).Du(v) = ~Du(u).Re(v) {Eq.1.25)
1.4.2.b Pseudo-norme duale

Le but que nous nous fixons dans ce paragraphe est de définir une extension canonigue de
la norme euclidienne {définie sur E) aux vecteurs duaux dont la partie réelle n'est pas nulle. 11
n’est pas question d’espérer vérifier les inégalités triangulaire ou de Cauchy-Schwartz pour une
telle extension. En effet, cela n’est pas possible puisqu'on ne peut pas définir de relations d’ordre

totales sur les scalaires duaux.

Ainsi, pour tout vecteur dual u de E, tel que Re (u) % 0, on va poser:

| uwila= Vauu (Eq.1.26)

ot le symbole ¢, /" désigne le prolongement canonique dual de la fonction racine carrée. Main-

tenant, si u = 0, on convient donc de poser:
lwlia= 0 (Eq.1.27)

Par un calcul simple, on peut montrer que la relation (Eq.1.26) s'écrit:

Re{u).Du{u)

lulla= | Re(w) ||+ = gles

si {| Rel{u) ||# 0 (Eq.1.28)

on “|| . J" est la norme euclidienne habituelle associée & la structure d’espace vectoriel euclidien
de E. La relation (Eq.1.28) montre bien que les bases orthonormées de F sont, & un isomorphisme

prés, des bases orthonormées de E.

1.4.2.c Produit vectoriel dual

Le module libre E étant de dimension 3, nous allons définir le produit vectoriel dual comme

étant une application bilinéaire antisymétrique de ExE — E:
wxv= Re(u)x Re(v)+e(Re(u) x Du(v)+ Du(u) x Re(v)); Yu,vé€ E (Eq.1.29)
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Partie 1 Chapitre 1. ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

ol le symbole “x” dans le membre de droite désigne Papplication R-bilinéaire du produit vec-
toriel sur E et “x” dans le membre de gauche est son extension & E. Ainsi, si (ug,u2,us) et
(v1, v2,vs) désignent les coordonnées associées aux vecteurs duaux u et v relativement 4 une base

orthonormée de E, on peut remarquer que:
U Xv= [’lbz Vg — U3 V2 U3V — ULV U V2 — Uy ’U}F (quSO)

1.4.2.d Propriétés générales

Les relations (Eq.1.24) et (Eq.1.30) montrent bien que les opérations sur le A-module libre
E héritent de toutes les propriétés immédiates des opérations du produit scalaire et du produit
vectoriel de l'espace vectoriel euclidien orienté E. Ainsi, si u, v et w sont trois vecteurs duaux

arbitraires et o un nombre dual quelconque, les relations suivantes sont vérifiées:
{(a) La relation du double produit vectoriel:

(uxv)xw= {vwv—{vwlu (Eq.1.31)

(b) L’'identité de Jacobi:

ux{vxw)+ox{wxu)+wx{uxv)=0 (Eq.1.32)

(c} La relation du produit mixte:

uwvxw)= wluxv)= v.{wxu) (Eq.1.33)

{d) u x v est orthogonal & la fois & u et & v, pour le produit scalaire dual.

1.5 Matrices duales

1.5.1 Construction

Dans la suite, nous allons nous intéresser, pour des raisons d’ordre pratique, aux matrices
duales carrées d’ordre 3 x 3. Nous pouvons construire la structure de matrices sur les nombres
duaux, & partir de M3(R) x M3{R) muni de certaines lois internes et externes, par une démarche
analogue & celle qui nous a permis de construire les nombres et les vecteurs duaux. Toutefois,
donnons une description succincte des étapes de construction des opérations usuelles sur de telles
matrices et de l'identification de U'ensemble Ma(R) x M3(E) 4 l'ensemble des matrices 4 com-

posantes duales Ms(A):

o _Addition de matrices: {4, B) + (C,D)= (A+C,B+D); VA, B,C,D € M;(R),

o Muiltiplication de matrices: (A, B){C. D)= (AC,AD+ BC); YA, B,C,D¢e M;3(R),

e Mulsiplication de matrices par des scalaires duaux:

{a,0)(A,B)= (aA,aB+bA);, VA,B e M;3(R),Va,bE R

3
e I,
&5
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1.5, Matrices duales Partie 1

» Action des matrices duales & gauche sur les vecteurs duaux:

(A, B)(u,v) = (Au,Av+ Bu); VA Be M3(R),Vu,vec E

e L’ensemble M3({R) x M3(R) des matrices duales, ainsi construit, posséde la structure al-
gébrique de A-module libre de dimension 9 (i.e. 9 composantes duales indépendantes). 1l

sera noté Mz(A) et dit ensemble des matrices duales d’ordre 3 x 3.

s L'ensemble {(4,0)/ A € M3(R)} = {{(ai;,0)}; 2, 3/0i; € R, Vi,j = 1..3} est un sous-
anneau de AM3(A) isomorphe & M3(R). Ainsi, dans la suite, nous pourrons identifier ces
ensemble & M3(R).

e M3(A) peut 8tre identifié & Ms(R) @ e M3(R) par l'isomorphisme de A-modules:

(A,B) - laA+eB= A+eB= [aij-{—sbij]

i,5=1..3

Ainsi, nous pouvons étendre la notion de parties réelle et duale aux objets mathématiques de
type matrice duale. Les opérateurs Re et Du peuvent, donc, étre définis de M3(A) dans M3(R) A

partir des parties réelle et duale de nombres duaux:

Re(A)= [Re (aij)]i,j=1..3
A= [Aij]i,jzl..S = (Eq.1.34)
Du(A)= [Du (aij)]i,jzl.,a

Ainsi, toute matrice duale peut étre décomposée, de facon unique, en fonction de ses parties

réelle et duale:
A= Re(A)+:zDu(A); VA€ M3(A) (Eq.1.35)

En conséquence, les opérations usuelles sur les matrices duales peuvent étre réécrites dans
une notation symbolique gui peut étre retenue comme représentation canonique pour leur implé-

mentation algorithmique dans des processus de calcul formel:

(a) La somme de deux matrices duales se réduit & la somme de matrices réelles par:

A+B= Re(A)+Re(B)+¢ (Du(A)+ Du(B)) (Eq.1.36)

{b) Le produit de composition matricielle, de deux matrice duales, se réduit au produit de ma-

trices réelles par la relation:

AB= Re(A)Re(B)+¢e(Re(A)Du(B)+ Du(A)Re(B)) (Eq.1.37)

{c) Le produit d’une matrice par un scalaire dual se traduit par:
A A= Re(\) Re(A)+¢e (Re(X) Du{A)+ Du(A) Re{A)) {(Eq.1.38)

& 27
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Partie 1 Chapitre 1. ELEMENTS DE LA REPRESENTATION DUALE

(d) L’action d’une matrice duale sur un vecteur dual se résume a:

Av = Re(A)Re(v)+¢e (Re(A)Du{v)+ Du(A) Re (v)) (Eq.1.39)

(e) La transposée d'une matrice duale se traduit par la somme des transposées de ses parties

réelle et duale:
A= Re(A) +eDu{A) (Eq.1.40)

1.5.2 Inversion de matrices carrées duales

Le but de ce paragraphe est de caractériser les matrices carrées duales inversibles et d’exprimer

Pinverse, de telles matrices, quand il existe.

Théoréme 1.9

Pour gu’une matrice A soit inversible dans le module M3z {A), i faut et i suffit que la matrice
Re{A) soit inversible (c’est & dire det Re{A) # 0). Dans ces conditions la matrice A~ s’exprime
par lo relation:

A = Re(A)"!—cRe(A)"! Du(A)Re(A)™? (Eq.1.41)

B Preuve :
Pour que A € A3 ({A) soit inversible, il faut et il suffit qu’il existe B € M3 (A), telle que
AB = BA= I{ou 7estla matrice unité); c’est a dire, d’une part:

Re(BYRe{(A)= Re(A)Re(B)= 1 {(Eq.1.42)

et, d'autre part:

Re(A)Du(B) + Du(A)Re(B) = 0
(Eq.1.43)
Re(BYDu{A)+ Du(B)Re(Ay= 0

La relation {Eq.1.42) cignifie que si 4 est inversible, Re{A) est inversible. Réciproquement si

i

Re(A) est inversible et si les relations (Eq.1.42) et {Eq.1.43) sont satisfaites par B alors:
B= Re(A)™ —e¢Re{A)"'Du{A)Re(A)?

ce qui montre le théoréme. [ |

1.5.3 Matrice duale orthogonale

Dans ce paragraphe, nous souhaitons caractériser les matrices duales orthogonales.

Définition 1.4
Une malrice carrée duale sera dite orthogonale, st et seulement si elie est inversible et vérifie
la condition d’orthogonalité:

AtA= O (Eq.1.44)

3
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1.6. Conclusion Partje 1

Cela veut dire que A™* = A°. Donc, d’apres le théoréme 1.9, d’une part, la matrice Re (A) est

une matrice orthogonale au sens classique Re (A)™! = Re{A)' et, d’autre part:

Re(A)Du{A) + Du{A)Re(A) =0 (Eq.1.45)

Théoréme 1.10
Soit A une matrice carrée duale. Si A est orthogonale, alors, il existe deur vecteurs réels u et
v, tels que:

A= (I+eca)Re(A)= Re(AY(L+c7v) (Eq.1.46)
ot i est la matrice antisymétrique définie par: Tt w = u X w pour tout w € E.

R Preuve :

La relation (Eq.1.45) exprime que la matrice Du(A) Re (A)' est une matrice réelle anti-
symétrique. Par la suite, il existe un vecteurs u € E tel que: 4 = Du(A4)Re(A)* et posant
v = Re(A)*u Re(A), on obtient le résultat recherché. [ |

1.6 Conclusion

Dans le domaine de la modélisation, on est souvent tenté par des généralisations et des
changements de représentations algébriques successives® du probléme initial afin de se ramener a
des domaines plus riches en outils de calcul symbolique et qui conduisent & une implémentation
optimale des algorithmes. Changer la représentation algébrique d’un probléme peut conduire &
des solutions de problémes plus généraux que le probléme initial sans compliquer pour autant la
représentation syntaxique du modeéle utilisé. Ainsi, dans les problémes qui nous intéressent pour
la description de modeles assez généraux, la structure de module sur Panneau des nombres duaux
semble 8tre particulierement pratique pour le calcul symbolique. Cependant, contrairement a ce
que 'on pourrait croire, méme si les axiomes d’un module sont identiques A ceux d’un espace
vectoriel, au changement prés du corps de base en un anneau, et méme si les principales définitions
d’algebre linéaire sont valables dans les modules, les propriétés algébriques d’un module peuvent
différer substantiellement de celles d'un espace vectoriel. En particulier, des propriétés intuitives
de la géométrie ou de lexistence d’une norme peuvent étre en défaut dans un module. En effet,
faute d’une justification mathématique rigoureuse des résultats, on ne peut affirmer avec certitude
1a validité des modéles généralisés. Mais, une fois le contexte mathématique de ces extensions
est bien défini, il devient naturel de chercher les correspondances qui existent entre les modéles
exprimés dans les diffsrentes représentations. Ces correspondances permettraient de relier les

structures algébriques aux modéles étudiés. Cette étape fait 'objet du chapitre suivant.

8Et souvent excessives si ces généralisations ne sont pas efficacement contrdlées.

5
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Chapitre 2

CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

2.1 Introduction

Plusieurs méthodes existent pour la modélisation mathématique des probléemes de la mé-
canique du solide rigide. La prise en compte de 'évolution des outils mathématiques dans la
modélisation de tels problémes est un paramétre important dans la conception et ’élaboration de
modeles généraux. Le calcul numeérique et symbolique de ces modéles fait généralement appel 4
la notion de changement de repéres pour décrire les déplacements relatifs des différents éléments
du systéme mécanigue les uns par rapport aux autres. La construction de repéres conduit a la
définition de systémes de coordonnées pour la paramétrisation du groupe des déplacements et de

Vespace des configuratious.

Ce chapitre est consacré 4 la présentation de 'outil mathématique qui permet une telle descrip-
tion dans la théorie des groupes et algébres de Lie. Nous allons par la suite associer une structure
de module a 'algébre de Lie des torseurs. Pour définir les systémes de coordonnées, nécessaires 3 la
manipulation numérique et symbolique des étres mathématiques intervenant dans la modélisation,
nous allons introduire la notion de familles fondamentales de I’algébre de Lie des torseurs 0 comme
une alternative & la notion classique de repéres (i.e. systémes d’axes) de I’espace géométrique affine
£ et nous montrerons que ces deux notions sont équivalentes. Notre choix est justifié pour deux

raisons essentielles:

¢ L’automatisation du calcul symbolique 4 un degré d’abstraction assez élevé. Cela va permetire
de faire des manipulations symboliques sur les familles fondamentales; donc directement sur

les repéres associés.

o L’ergonomie de la représentation syntaxique des modéles, pour permettre une meilleure trans-
parence du calcul symbolique et une plus simple localisation des simplifications du calcul &

un degré d’abstraction assez élevé,
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OQUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

2.1.1 Notion du groupe des déplacements euclidiens

En se plagant dans le cadre de la géomeétrie euclidienne, la théorie mathématique des groupes
peut étre appliquée & 'ensemble des déplacements de corps rigides {i.e. déplacements euclidiens).
Cet ensemble forme un groupe de Lie [J. Favard [FAVA-57|, J-M. Hervé [HERV-78], A. Karger &
J. Novak [KARG-85}, D. Chevallier [CHEV-86] & [CHEV-91]] que nous noterons dans la suite ID.
Dire que Pensemble D est un groupe de Lie signifie que cet ensemble est muni d’une structure de
groupe, d’une structure de variété différentielle et que la composition et l'inversion des déplace-

ments sont des opérations différentiables [Annexe A].

Dire qu'un corps rigide C est contraint & évoluer dans un sous-groupe de D, signifie que ce corps
est soumis & des liaisons d’origine mécanique. Nous reviendrons sur cette idée, pour développer

plus amplement la notion de contraintes lors de P'étude des liaisons mécaniques [Chapitre 3].

2.1.2 Notion de configuration d’un corps rigide

La notion de configuration du corps rigide € est un élément de modélisation assez abstrait.
Généralement, une configuration s est donnée par rapport & une référence r, éventuellement
virtuelle. On caractérise, souvent, cette notion par la donnée de la position et l'orientation du corps.
L’ensemble des configurations d'un corps solide forme une variété différentielle & L’opération du
groupe des déplacements Da gauche sur I’ensemble S peut 8tre définie de facon complétement

abstraite par les trois axiomes suivants [D. Chevallier [CHEV-86}}:
(a1) VA, BelD, vscS: Ae(Bes)= (AB)es.

(az) Vs eS: ees= s

(az) Vr(fixé) € §: A+ Aer est une bijection de D sur s.

Ces trois axiomes traduisent le fait gue Pespace {5, D, ) est un espace homnogane sans points
fixel. Nous allons montrer dans ce chapitre qu'il est possible d’identifier la variété S, & un isomor-
phisme prés, a Pensemble § des familles fondamentales donnant ainsi une interprétation de S par

i

des éléments de O et une interprétation de I’action “e” par l'action naturelie du groupe de Lie

D sur ’algébre de Lie des torseurs 0.

2.2  Algébre de Lie des torseurs
2.2.1 Rappels — Définitions — Notations

Notons £ Pespace géométrique affine et F espace vectoriel associé. Dans cette section, nous
ailons, d’une part rappeler, la terminologie de base et les propriétés immeédiates de la notion de

torseur et, d’autre part, définir les notations dans lesquels nous allons travailler:

11 lecteur pourra se rapporter & l'annexe A.
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2.2, Algeébre de Lie des torseurs Partie 1
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L'acticn de "“déplacement” est I'opération qui permet un changement de configurations d’un corps tout en restant
dans ’hypothése du solide rigide. Amsi:
s Un changement de configurations [+ — s3] est indépendant du chemin suivi pour atteindre la configuration
finale s2.

s 5ion applique & un corps rigide C un déplacement Dy, pour remettre C dans sa configuration initiale; il suffit
de Iui appliquer 'opération inverse Dy~ 1;

o La composée Dy D de deux déplacements D3 et D; est également un déplacement;

¢ On convient qu’il existe un déplacement e qui laisse fixe toute configuration de solide rigide. C’est I’élément
neutre du groupe des déplacements.

insi, le groupe ie des déplacements euclidiens, pourra &tre interprété, comme le sformations
Ainsi, le groupe de Lie des dépl t lid , P t terprété, e groupe de transf 4

de la variété différentielle & des configurations spatiales d’un corps rigide.

Fig. 2.1: Action du groupe D sur ensemble des configurations S

¢ Ou appelle champ de vecteurs toute application X de £ sur E.
e Un champ de vecteurs X est équiprojectif, s’il vérifie la condition:

XM)MN= X(N)MN; VM, N €&

o Pour tout champ équiprojectif (ou torseur) X, il existe un vecteur wx tel que:

XM= X{N)+wx xNM; VM N e&
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OQUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

Les vecteurs wy et X(M) sont dits les éléments de réduction du torseur X au point M. Ui
sont dits respectivement vecteur résultant et moment du torseur X. De plus, la donnée de
la, paire {wx, X{M)} en un point M de £ caraciérise de fagon unique le torseur X. Nous

allons noter, dans la suite, 0 I'ensemble de tous les torseurs.

¢ La magnitude du torseur X est la norme de son vecteur résultant (i.e m{(X) =] wx ||) pour

la norme “|| . || associée au produit scalaire “.” sur E.
¢ On appelle forme bilinéaire de Klein des torseurs X et ¥ et on note [X/Y], la forme R-
bilinéaire symétrique définie par: [X/Y] = wx Y {M)+ X(M).wy.

e Les torseurs élémentaires sont les torseurs isotropes pour la forme de Klein (i.e. tels que

IX/X]= 0). Il existe deux types de torseurs isotropes pour la forme de Klein:

o On appelle torseur constant ou couple un torseur dont le vecteur résultat est nul. On

notera t Uensemble des torseurs constant.

o On appelle glisseur un torseur tel qu’il existe un point M € £ qui annule son moment.

On notera g l'ensemble de tous les glisseurs de 0.

» En tout point A de l'espace affine £, tout torseur X se décompose de fagon unique en
un torseur constant et un glisseur. De plus, soit ¢y = {X € 0/X(M) = 0}, lensemble
s est un sous-espace vectoriel de O sur Ret 0 = ¢y ® {. Cette décomposition est dite

déomposition canonique de O au point M.

¢ Si X € 0\ t, on appelle pas® du torseur X I'application de 0 dans R définie par:

_ _X/X]

e Si X € D\, on appelle axe central du torseur X que nous noterons Ay I'ensemble des points

de £ tels que les éléments de réductions de X soient colinéaires.

¢ On note opérateur 2, lopérateur défini dans 0, qui & un torseur X associe le torseur constant
de moment: QX (M) = wx; VMef.

¢ L'image et le noyau de I'opérateur § sont confondus: ImQ = KerQ = t (ie Q2 = 0).

2.2.2  Structure d’algébre de Lie de 'espace vectoriel des torseurs

On associe, généralement, au groupe de Lie des déplacements euclidiens D, I'algébre de Lie

des torseurs 0 munie du crochet de Lie.

2Traduction anglaise: “pitch”,
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2.3. Représentation duvale des torseurs Partie 1

Théoréme et définition 2.1
L’application bilinéaire (X,Y ) — [X,Y] définie par’:

X Y](My= wxxY(M)+X(M)xwy; VMeé& (Eq.2.1)
muni Uespace vectoriel O de la structure d’algébre de Lie.
B Preuve :

0 est un espace vectoriel. Il est évident que le crochet “[, ], défini par la relation (Eq.2.1), est
une application bilinéaire, antisymétrique. Un calcul simple permet de montrer que le crochet de
Lie “[, ]” vérifie I'identité de Jacobi (ie. [X,[Y, Z]} +[V,[Z, X]] +[Z.[X, Y]] = 0; VX,Y,Z € D).

i

2.2.3 Multiplication des torseurs par les nombres duaux

Considérons maintenant 'espace vectoriel £{0) des opérateurs linéaires sur I'algébre de Lie 0.
La notion d’opérateurs cylindriques? va établir une interprétation, en terme d’opérateurs linéaires,
de la multiplication de torseurs par des nombres duaux.

Définition 2.1
Nous appellerons opérateur cylindrique tout opérateur linéaire de L(0) de la forme:

Tae= aid+al {Eq.2.2)
oU « et a sont des réels quelconques.

Soit Z(0) lensemble des opérateurs cylindriques. Il est clair que cet ensemble est un sous
anneau et un R-sous-espace vectoriel (i.e. sous-algebre) de £{0). De plus Z(0) et A sont isomor-

phes (par I'isomorphisme d’anneaux Ty, — o + £ a).
Aiusi, la multiplication d’un torseur X par un nombre dual o + ¢a, s'identifie & 'image du

torseur X par Vopérateur cylindrique X, .. On écrira:

(a+ea)X = X = aX+a0QX

2.3 Représentation duale des torseurs

2.3.1 Opérateur de réduction d’un torseur en un point

Dans ce paragraphe, nons allons définir I'opérateur de réduction d’un torseur en un point et

les propriétés qu'implique une telle opération sur la manipulation des torseurs.

3Dians la suite, nous préférerons la relation:
X Y)(M) = wx X Y(M) ~ wy x X(AM)

4 la relation (Eq.2.1), pour des raisons de symétrie du calcul symbolique sur les structures duales. En effet,
cette remarque fera 'cbjet de la proposition 2.2 [page 36].

17%ai choisi Vappellation opérateur cylindrique parce que, comme on va le voir plus tard, les générateurs
infinitésimaux des déplacements cylindriques (composition d’'une rotation et d’une translation de méme
axe) se raménent & 'image d'un glisseur nnitaire par de tels opérateurs.
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

Définition 2.2
Soit O un point quelcongue de Uespace euclidien affine £. Nous appellerons opérateur de réduc-
tion au point O, application définie par:
TO ! O — E
X = wx+eX(0)
Pour alléger les notations nous désignerons par Xop, le vecteur dual image du torseur X par
I'application tp.

Proposition 2.2
Soit O un point quelconque de Uespace euclidien affine £. Alors:

i) L'opérateur de réduction vy est un isomerphisme de A-modules.
i1} St “x 7 désigne le produit vectoriel sur le A-module E. Alors:

(X, Y)= wX)xw(Y); VX,Y €D (Eq.2.3)

l Preuve :
Montrons d’bord la proposition 7). Il est évident que O est un A-module et que ty est un
homomorphisme de A-modules. Montrons que cet homomorphisme est bijectif:
Soit un vecteur dual u € E. Nous savons que tout torseur est defini d’une maniére unique
par la donnée de ses éléments de réduction en un point de Uespace euclidien affine £. Ainsi, il
existe un unique torseur X de O tel que: wx = Re(u), X(O) = Du(u). Cela signifie que

Phomomorphisme to est bijectif. Ce qui monire la relation la proposition ).

Ensuite, pour montrer la proposition 4}, il suffit de voir que d’aprés la relation {(Eq.2.1):

Re [X,Y}o = w[X:y] = Wy X Wy = Ref(o X REYO

DulX,Yio= [X,YNHO) = wx xY(O) + X(0) xwy = ReXp x DuYp + DuXp x ReYp
Ce qui montre la relation la proposition i [ |

Ainsi, d'aprés les propositions 1.8 [page 24] et 2.2.4, nous avons le résultat suivant:

Corollaire 2.3

Le A-module (0, +,.) est lidre de dimension trois.
2.3.2 Produit scalaire dual sur le A-module des torseurs

Théoréme et définition 2.4
La structure de A-module libre de 0 pewt étve munie d’une forme A-bilinéuire:

{(X/Y} = wx.wy+e [X/Y] {Eq.2.4)
qui sera dite produit scelaire dual sur 0.
B Preuve :

Il est clair que “{./.}” est une forme R-bilinéaire. De plus elle est symétrique, puisque

le produit scalaire sur E des vecteurs résultants et la forme de Klein le sont (somme de deux
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2.3.  Représentation duale des torseurs Partie 1

fonctions symeétriques). La linéarité par rapport a4 I'addition étant évidente, il reste & montrer que
siz =a+eaq,alors, {zX/Y} = 2{X/Y}. En effet:

{2X/Y}= a{X/Y}+a{eX/Y}= o {X/Y}+acwxwy = z {X/Y}

d’on le résultat. |

Proposition 2.5
Soient X, Y, Z trois torseurs de 0, alors, le double crochet de Lie s’exprime par la relation.:

[(X,Y},2)= {X/2}Y -{Y/Z} X (Eq.2.5)

La démonstration de cette proposition découle directement de la relation (Eq.1.31) en prenant
pour vecteurs duaux les image par to des torseurs X, Y, Z en un point guelconque O € £ |page
26).

2.3.3 Pseudo-norme sur le A-module des torseurs

Nous pouvons, ainsi définir une certaine psendo-norme duale (pseudo-norme euclidienne), issue
du produit scalaire dual sur Pensemble O \ t (i.e. 'ensemble des torseurs non constants) par:
VIX/X}, VX eD\t
o= (Eq.2.6)
0 siX=0

X

Proposition 2.6
Si X est un torseur non constant, alors, la pseudo-norme euclidienne de X s’exprime par la
relation®:

X o= m(X)1+ep(X)]; VX €D\t (Eq.2.7)

La démonstration est simple, elle consiste 4 appliquer la relation (Eq.1.15) avec la fonction
“/ 7 et le nombre dual @ = {X/X}.

2.3.4 Produit mixte dual de torseurs

Théoréme et définition 2.7
Nous appellerons produit mizte dual la forme A~tri-linéaire alternée définie par:

(X.Y,Z) = {X/ Y, Z}}
Cette npplication vérifie:
{(X/I, 2]} = {z/[X, Y]} = {Y/[Z,X]} (Eq.2.8)

SCette pseudo-norme peut é&tre obtenue aussi & partir de la pseudo-norme euclidienne sur A3 [page 1.4.2} par la relaticn:

I X =) Xola; VO €&

£,
{7 U PUNTD BTOHA MRS


file:///fXed/t

Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET GUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

| Preuve :

La démonstration de la partie théoréme de cet énoncé est triviale. Elle découle des
propriétés du produit mixte sur E, compte tenu de la proposition 2.2.7 puisque {X/[Y,Z]} =
Xo x (Yo x Zo), pour tout point O € €. [ |

2.3.5 Torseurs unitaires et torseurs orthogonaux

Définition 2.3

Nous appellerons torseur unitaire tout torseur X € 0, tel que:

X lle= 1 (Eq.2.9)

Il parait donc clair qu’un torseur unitaire est nécessairement un glisseur -de pas égal & zéro-

de magnitude égale & un.

A ce stade du développement, on peut logiquement se poser les questions suivantes:

e Quelles sont les relations entre les bases ortho-normales du A-module libre O et les bases de

la structure de R-espace vectoriel de 0.

¢ Comment sont construites les bases ortho-normales “directes” du A-module libre 0 de di-

mension trois (muni de “{./.}" et du produit mixte)?
o Comment est construit le “groupe orthogonal” de 0, muni du produit intérieur dual “{./.}’?

C’est le propos des deux sections suivantes.

2.4 Famille fondamentale de ’algébre de Lie des torseurs

Nous allons définir dans ce paragraphe une notion qui peut étre interprétée de plusieurs fagons®
selon la structure associée & 0. Cette notion va permettre, ainsi, la paramétrisation de Valgebre

de Lie des torseurs O et, par la suite, la paramétrisation du groupe des déplacements .

Théoréeme 2.8
Considérons l'algébre de Lie des torseurs 0.

(o) Si X €0\ tetp{X)=0, alors, X s’annule sur son aze central Ax.
(b) Si X, Y € O\t tels que p(X) = p(Y) = 0, alors:
[X/Y]=0 <= (Ax et Ay sont coplanaires.) (Eq.2.10)

en particulier si wy Xxwy # 0 (i.e. {X,V]et), les azes Ax et Ay se coupent.

®Voir les théoréme 2.9 et 2.10 [page 39-40].
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2.4, Famille fondamentale de 'algébre de Lie des torseurs Partie 1

B Preuve :

La proposition {a) est évidente. Il reste & montrer la proposition (b):

or, dire que les pas des torsenrs X et Y sont nuls, signifie que tous les deux sont des glisseurs.

Considérons un point O fixe de 'axe Ay, d’aprés la proposition {a):
e
VMeAx: [X/Y]=wx(wyxOM)=0
i.e. 571?.(wx x wy) = 0. Donc, nous avons deux cas & examiner:
s siwy Xxwy = 0, alors, les axes Ay et Ay sont parallgles, ils sont done coplanaires.

o siwy X wy # 0, alors, les axes Ax et Ay ne peuvent pas étre paralléles.
De plus O M .(wx Xwy) = 0 signifie que les vecteurs O M, wx et wy sont coplanaires. i.e. le
point M appartient an plan (O,wy,wx) (qui contient Paxe Ay ). Ceci étant pour tout point

M de P'axe Ay, les axes Ax et Ay sont donc coplanaires.

Ce qui montre le théoréme. |

Définition 2.4
Nous appellerons famille fondamentale de Usnlgébre de Lie O; un triplet de torseurs (£,n,() non
nuls, tels qu’ils vérifient les trois conditions suivantes:

En=¢ n¢= &, ¢8= n (Eq.2.11)
Dauns la suite les conditions (Eq.2.11) seront dites conditions d’ortho-orientation de la famille
fondamentale.

Définition 2.5
On considére le A-module libre 0 muni du produit “{./.}” et du produit mizrte. Soit f =
(£,1,0) une famille ortho-normale de O, f sera dite directe, si et seulement si:

Re {[&m)/¢} > 0 (Eq.2.12)

Théoréme 2.9
Soit un triplet de torseurs (£,1,() de 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) (£,1,C) est une base du A-module libre 0;
(b) (£.0,(.QEQn, Q) est une base du R-espace vectoriel 0,

(c) (NE,Qn, Q) est une partie libre sur R (i.e. (0€,Qn,0() est une base de t)7.

I Preuve :

"Notons que cela veut dire aussi que, tout simplement, (we,w,,w;) est une base de 'espace vectoriel
euclidien E.
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

[@=1]

Soient &, 3,7, a, b et ¢ six nombres réels, la relation: ¢ £+ 8147 +aQ&+bQn+cQ(=0
équivaut &: (e +ca)é+ (3 +eb)n+ (v +ec)( = 0 {une combinaison linéaire a ccefficients
dans A). Sila proposition (a) est vérifite, cela implique: a+ea = B+eb= v+ec= Oet
donc: a= f=~v=a=b=c= 0.

o |(b) = (c)
Cette implication est triviale, puisque toute partie d’une base est une famille libre.

o [{c) = (a)
La combinaison linéaire: (a+za)f+ (B +eb)n+ (v +ec){ = 0 implique (en multipliant
les deux membres par ¢): caf +efl8n+ev( = al{+30n+v0¢ = 0et, d’apreés {(c)
a= f=v= 0. Hrestealors: a2&+00n+c{ = 0, d'ot par le méme raisonnement:

a= b= c= 0.

Ce qui prouve léquivalence entre les proposition (a), (b} et {c}). B

Théoréme 2.10
Soit un triplet de torseurs (€,m,¢) de Q. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

{(a) (£.1,C) est une famille fondamentale de U;
(b) (£,1,¢) est une base directe du A-~module libre O;

{e) il existe un repére ortho-normé direct (O;4,7, k) tel que les torseurs £, 1 et  soient déterminés

par:
§M)= TxOM,
WM)= FxOM, ; VMEeE (Eq.2.13)
((My= kxOM
De nlus, dans ces conditions:
{&n /=1 (Eq.2.14)

 Preuve :

|

=

* {a) = (b)
A priori, (&,7, ¢} étant une base du A-module libre 0, il existe a, b, ¢ € A tels que: [£,7] =
a

£ + by + c( cette base étant ortho-normale, alors:
{¢/16m} = a{&/€h = 0. {n/{& 1]} = bln/n} = 0, {{/lEn]} = {¢/(} = c.

ainsi, [{,n] = e avec c= {{/[£, 1]}
et plus généralement [£, 9] = c(; 7. = & [(, €] = cn (avec le méme ¢).

40
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2.4,  Famille fondamentale de algébre de Lie des torseurs Partie 1

On en déduit alors: [n,{€,n]] = e, (] = ¢2¢ et d’aprés la formule (Eq.2.5) du double

crochet de Lie:

&= {n/m}&-{n/&}n= ¢
finalement: £ = ¢*¢£ d’olt ¢ = 1 et comme Rec= Re {{/{¢,n]} > 0, alors: ¢ = 1.

—
e (b)) = (a)
La relation (b) entraine, d’'une part, que: {{/n} = {n/¢} = {¢/€} =0
et, d’autre part: {§,£} = {n,n} = {{,{} = {{/{&n}}= ¢

et

{6, = {l&n)/gn
{[& [, €]} /n}
{€,¢} {n.n} — {&/n} {&/}
= {£¢} {n.n}

d’'oit ¢ = ¢? et I'on a deux solutions possibles (dans A); a savoirc = Oetc= 1.

Or,si¢c= 0alors: £ = 5= { = 0 (ce qui est exclu par hypothese). Donc, ¢ = 1 et en
conséquence la famille (£,7, () forme une base ortho-normale du A-module libre Q.

——

o [(a) = (o)

Les relations exprimant 'ortho-normalité de la famille (£,7, () impliquent que:

o les vecteurs sommes: ¢ = wg;) = wWy;k = w forment une base ortho-normale de

Pespace vectoriel réel de dimension trois E:

o les parties duales: [{/¢] = [9/n] = [(/{] = 0. Cela implique que les axes A¢, A, et
A¢ sont deux & deux sécants et deux & deux orthogonaux. Ces axes se coupent en un
méme point O € £ et £(0) = 7(0) = 0, or nous avons montrer que (i x j).k =
Re {¢/6,m]} > 0, donc, le repere (O;1,],k) est un repére ortho-normé direct de
P’espace euclidien orienté £.

° (C)=>(a)i

La démonstration de cette implication découle d’un calcul immeédiat.
Ce qui montre le théoréme. [ |
Définition 2.6

Soit § = (£,1,¢) une famille fondamentale de Ualgébre de Lie 0. Nous appellerons ovigine de
f et nous noterons 0(f) Uintersection® des azes A¢, A, et A¢.

8L’ unique point O de £ (Voir le théoréme 2.10 [page 40]) tel que:
£(0) = n(0) = {(0) = §
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

Cette figure schématise les axes associés & une famille fondamentale. Ces axes forment un trié¢dre dont l'origine est

celul de la famille fendamentale.

Fig. 2.2: Famille fondamentale

2.5 Groupe orthogonal de 0 — Déplacements euclidiens

Le but de cette section est de déterminer le “groupe orthogonal” de 0 et caractériser les
déplacements euclidiens en tant qu’opérateurs sur Q.

Théoréme 2.11
Soit une application F : O — O ensembliste & priori. Les deuz propositions suivantes sont
équivalentes:

(a) F est un endomorphisme qui conserve la pseudo-norme <} . |, ™

(b) F conserve le produit scalaire dual sur le A-module libre 0.

Une telle application est nécessairement bijective et elle détermine une isométrie du A~module
libre Q.

B Preuve :

| 42 5
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2.5.  Groupe orthogonal de 0 - Déplacements euchidiens Partie 1

. { (a) => (b)

Considérons deux torseurs arbitraires X et YV:{F(X) + F(Y)/F(X}+ F(Y)} = || F(X) ||2
+ | F(Y) |2 +2{F(X)/F(Y)} et comme F est linéaire, alors:

{FX)/F)}= 5 WWFX)+F) IS - FXOIE - | FOY) 1]

[N-F IS SV

NEX+Y) 3 - FX) 12~ FY) 3]

et d’aprés (a) on a: {F(X)/F(Y)} =

B =

X+Y R -0xX -1y = {X/v}

¢ | (b) = (a)
Soit (£,7,¢) une base ortho-normale du A-module libre 0. Comme F conserve le produit

scalaire, alors:
{{F(é)/F(E)}= {F)/F(m)}= {FO/F(Q}= 1
{FO/FmY= {FM/FQO}= {FE/F(}= 0

(F(¢), F(n), F({)) est une famille de trois glisseurs unitaires deux i deux orthogonaux, donc

(Eq.2.15)

elle définit également une base ortho-normale de O (cela découle du corollaire 2.3 et du fait

que 'anneau A est commutatif). Maintenant:
{Flal+yn+20/F@}= {zl+yn+z{/{}= =
{Fleg+yn+2Q/Fm}= {z{+yn+z(/n}= v

{Fl&+yn+2Q/F(Q}= {ef+yn+z(/(}= =
done F{z&+yn+2z2() = o F{)+yF(n)+ zF(() et F est alors A-linéaire. Par ailleurs,
d’aprés (b) on a: {F(X)/F(X)} = {X/X}, donc || F(X) {la= || X lls.
ce qui montre le théoréme. [ |
Ce théoreme caractérise le groupe orthogonal du A-module libre Q.

Corollaire 2.12
Soit F: 0 — O ensembliste a priori. Les deux propositions suivantes sont équivalentes:

(a) F conserve le produit scalaire dual et le produit mizte sur le A-module libre 0.

(b) Il existe un déplacement euclidien D de D, tel que:

J Preuve :

(=]

Elle découle du théoréme précédent.



Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

o@:‘—,’(b)

F conserve le produit mixte, en d’autres termes:
si Re{{X,Y]/Z} > 0 alors Re {{F(X),F(Y)]/F(Z)} = Re{lX,Y/Z}> 0

et compte tenu du théoréme 2.11, cela implique que F transforme les repéres ortho-normés
directs de £ en d’autres repéres ortho-normés directs de £. Donc, il existe un déplacement
Dtel que F= D,

2.6 Action du groupe des déplacements 4 gauche sur §

Notons par § 'ensemble de toutes les familles fondamentales. Nous allons établir dans ce
paragraphe des propriétés qui présentent un intérét capital pour tous les aspects de modélisation
et les interprétations ultérieures.

Proposition 2.13
Le groupe D opére § a gauche® par Uaction “o” définie par:

Dof= (D&, D, D, ():¥DelD etvi= (6,0, e (Eq.2.17)

fl Preuve :
It suffit de montrer que d’une part I'ensemble § de toutes les familles fondamentales reste

stable par I'opération “o” et que d’autre part D opére & gauche de §. En effet:

¢ Considérons une famille fondamentale f € § et un déplacement euclidien D ¢ Da priori

arbitraires:

[ En= ¢ D.igal= Dg (D:6, Dl = D¢

["7:(} = £ = D, {77341 D.f = fDdI,D*C] = D.¢
&= n D.[¢.§l= Dy [D«(. Duf] = D.n
ce qui montre que D o { est bien une famille fondamentale.

e Par ailleurs:

o soit f € § (quelconque), si e désigne ’élément neutre du groupe D, alors, e, = fet,
donc,eof = f.
o pour tout déplacement D, I'application f — D ¢f§ est bijective. En effet, son inverse est

I'application f+» D™ of.

9Voir Annexe A [pp. 214-215].
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2.7. Isomorphie de (8, D, o) et («3", D, %) Partie 1

o Posons, maintenant, § = (£,7,() et considérons deux déplacements A et B quelconques
du groupe D-

Ao{(Bof)= Ac¢(B.& B,.n B.()

(Au(B. £), A(B.n), A(B.()

({(A. 0o B,)E (A o B,)n,(A.0 B,){)

Il

= (AB)oj

ce qui monire que D opére & gauche de § par I'opération “o”. | ]

Théoréme 2.14
L’ensemble (§, H}), o) est un espace homogéne sans points fizes.
B Preuve :
11 s’agit de montrer que: Vf;,fo € &, 3! D € D tel que: fo = Dofy.

« Existence: Berivons d’abord: fi = {(&,m,.Q) et 2 = (&,7,() et considérons
I'application F € £(0) définie par sa matrice duale:

{&2/6} {m/&} {¢/&}
{F} = ( {52/771} {772/7)1} {C2/7h} )
{&2/G1} {m2/G} {Ce/Gi}

L’application F' est visiblement orthogonale pour le produit scalaire “{./.}" (sa matrice est
duale orthogonale), donc F conserve le produit scalaire dual et le produit mixte dual. Donc,

compte tenu du corollaire 2.12, il existe un déplacement D € D tel que: F = D,. De plus,

Fl&) = {&/Gra +{&/m}m +{&/G} 4 = &. Deméme, F(m)= n et F({1) = (.
DOHC, fz = D¢ fl

e Unicité: Suppoesons qu’il existe deux déplacements D et Do tels que:
fo= Diyofi= Daofy
Donc: (D; 7 Dy)ofy = fu, ainsi, VX € 0: (D7 D)), X = Xie Dy7'Dy = e

Ce qui acheéve la démonstration. B

2.7 Isomorphie de (S, D, 0) et ({S",D, <>)

L'idée que nous développons dans cette section consiste & adjoindre & une configuration
s donnée du solide, une famille fondamentale f qui en soit rigidement solidaire. Cela est justifié
par le fait que (s, D e) et (S,D;o) sont des espaces homogeénes sans points fixes opérés par le
méme groupe D et done isomorphes [Annexe A, paragraphe A 4.3, page 215]. En effet,
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

i} on peut définir une application invariante {ou équivariante) s v+ fs de S dans § telle que:

fDos = D‘)fs (Eq218)

1) comme les deux espaces sont homogénes sans points fixes, une telle application est bijective

(c’est un isomorphisme d’espaces opérés par le groupe D).

i11) si une configuration de référence r € S et une famille § € §, telles que f = f., sont données,
alors, il existe un unique isomorphisme, de (S, D, o) sur (&D;o), caractérisé par la relation
(Eq.2.18).

Ainsi, action de “lier une famille fondamentale & un solide rigide” consiste tout simplement
& donner un isomorphisme de (S,D; e} sur (S,D; o). Cette facon de voir les choses peut etre

généralisée & tous les types d’objets “liés & un solide rigide”.

2.8 Notion de mouvement de solide rigide — Familles mobiles

Pour décrire en cinématique le mouvement d’un solide ou d’un mécanisme en général, nous
allons définir la notion de familles mobiles qui peut étre vue comme une abstraction de la notion
de repéres mobiles!?. Les calculs associés & la notion de familles mobiles peuvent étre décrits par
Paction du groupe D sur I'ensemble F des familles fondamentales et donc par 'action des matrices
duales de M3(A) sur le A-module libre A3 de dimension 3 (puisque toute famille fondamentale

définie un systéme de coordonnées sur E).

Définition 2.7
Nous appelons fumille mobile toute application de R (ou encore de [Lg, +ool en prenant to comme
origine des temps) dans Uensemble §.
En conséquence, si fy € § est fixé, il existe une application unique t — D(t) de R dans D,

telle que:
()= D)oo (Eq.2.19)

Cela revient au méme de décrire un mouvement du solide rigide & partir de sa trajectoire ¢ +
s(t) € S telle que pour une configuration de référence fixe r, s(t) est déterminée par Papplication
t— D{t} telle que s(t) = D(t) e r (les deux descriptions sont liées par les isomorphismes évoqués

plus haut).

2.9 Exponentielle de torseurs — Générateur infinitésimal d’un déplacement

Au point ou nous en sommes de nos développements, de point de vue théorique, il est tout 4 fait

ralsonnable de se contenter d’une vision relativement simple de ce qui peut &tre appelée application

0Nous avons démontré qu'upe famille fondamentale est équivalente au triédre ortho-normé direct formé
par les axes centraux des glisseurs qui la composent {Chapitre 2, Théoréme 2.10, page 40]. Munir une telle
{amille d’un mouvement donné revient & munir le repére associé du méme mouvement.

5
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2.9. Exponentielle de torseurs ~ Générateur infinitésimal d'un déplacement Partie 1

exponentielle de torseurs. Cette fonction est définie pour tout groupe de Lie et généralise ainsi
la notion d’exponentielle habituelle {sur Q oun encore la fonction exponentielle d’opérateurs. En
effet, la théorie générale des groupes et algebres de Lie permet de définir une telle application a
partir de la notion de sous-groupes & un paramétre |[Annexe A, paragraphe A.5.2, page 219-220].
Ainsi, si e désigne I'élément neutre du groupe D, pour tout torseur X € 0; la solution maximale

t— Dy (t) des équations différentielles avec condition initiale:

[ d _ . _
Te(N) = Xo®(t), B(0)= e
ou encore (Eq.2.20)
d

] (—i—t-@(t) = 3(t)o X, B(0)= e

est un sous-groupe A un parameétre engendré par le torseur X. La fonction exponentielle du groupe
D nest autre que Papplication notée “exp” telle que: ezpX = ®x(1). Il reste, cependant, que
cette définition demeure abstraite et il fant bien passer par une représentation adéquate pour décrire
les calculs. En effet, un calcul ne peut se faire qu’en termes d’une représentation opératoire. Pour
contourner cette difficulté, nous allons définir 'exponentielle de torseurs 4 partir de exponentielle
d’opérateurs de £(0). Pour une telle définition, nous nous devons de signaler que nous admettons
un certain nombre de résultats qui se démontrent de fagon générale dans la théorie des groupes et

algébres de Lie!! & savoir:
1) Daus le groupe DA, =B, = A= B.
73) On admet que:

o D) — D, coincide avec la représentation adjointe,

e (expX). = expladX) = ZM

n!
n=y

iii) Soient M = {X € 0/ | wx || QZWN*} et My = {X € 0/ || wx {| < 7}. La restriction
de l'application exponentielle & M définit un homéomorphisme local de M sur un ouvert
de ID. Sa restriction & 9 est un -homéomorphisme de My sur un voisinage ouvert i/ de
e dans IID. L’image par I'application réciproque de tels homéomorphismes définit la notion de
“générateur infinitésimal” d'un déplacement. Dans la théorie générale des groupes et algébres
de Lie on parle aussi, d’application logarithme (définie du groupe de Lie dans l'algébre de
Lie). On appelle alors générateur infinitésimal d’un déplacement son image par I’application

logarithme.

"Pour la démonstration de ces résultat dans le cadre général de la théorie des groupes et algébres de
Lie le lecteur pourra se reporter, par exemple, 4 la référence [DIE—T1].

]
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET OUTILS PRELIMINAIRES DE MODELISATION

2.10  Calcul de la représentation adjointe d’un déplacement

Nous proposons ci-aprés une méthode pour la détermination analytique de la représentation
adjointe d’un déplacement quelconque. Cette méthode est purement intrinséque et indépendante

de tout choix du systéme de coordonnées.

Lemme 2.15
Soit X un torseur de U. Alors:

(a) §i X €t ie lo magnitude de X est nulle), alors, pourn > 2 :
{ad XY= 0 (Eq.2.21)

(b) Si X € 0\t (e la magnitude de X est non nulle), alors:
e pourn > 1.
(ad X)) = (=11 || X {22 (ad X)? (Bq.2.22)
e pourn > O

(ad XY™ = (=1)" | X " ad X (Eq.2.23)

]l Preuve : \

s La démonstration est évidente dans le cas ou X € t.

e Danslecason X € 0 \t, la demonstration s’etablit donc par récurrence, en calculant d’abord
{ad X)® et (ad X)*. En effet, d’apres la relation du double crochet de Lie:

(@dXPY = ad X (|X,[X,Y]) = ad X ({X/Y} X ~ {X/X}Y) = —{X/X}[X,Y]

ie. (@ad X)® = —{X/X}ad X.
Ensuite, en multipliant chacun des deux membres de cette égalité par ad X, on obtient
la relation (ad X)* = —{X/X}(ad X)2. Pour le reste il suffit d’exprimer I'hypothése de
récurrence.
Ce qui achéve la démonstration du lemme. |

Considérons maintenant un déplacement D (par exemple: le déplacement de passage entre

deux configurations de 'organe terminal), a priori, & un ou plusieurs degrés de libertés.

Théoréme 2.16
Soit un déplacement D € D et notons X son générateur infinitésimal. Alors:

o Si X et (i.e. la magnitude de X est nulle), alors:
D, = f[+adX (Eq.2.24)
e Si X €0\t alors:
sin | X iy .. (1—cos || X |jp)
———ad X + ~
X i X 13
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D,= 1+ (ad X)? (Eq.2.25)




211, Déplacements éiémentaires - Décomposition canonique des déplacements Partie 1

B Preuve :
. . . I — (ad X)"
La représentation adjointe du déplacement D s'écrit: D, = 1+ E e
7
n=
e 5i X ¢t la relation (Eq.2.24) est évidente.

* Si X € D\, en remplagant les termes de puissances paires par leur expression dans (Eq.2.22)
et les termes de puissances impaires par leur expression dans (Eq.2.23}, compte tenu du lemme
2.15 et en regroupant d’une part les termes de facteur commun ad X et d’autre part les termes

de facteur commun (ad X)?, on obtient:

1 = (—1)n || X 2t 1 = (=)L Xx \2
D, =1+ : o ad X + ‘ ' ad X
X (Z @ D! xE X T e (ad X)

Compte tenu des relations (Eq.1.9) et (Eq.1.10) [Chapitre 1, corollaire 1.3, page 18], on

obtient le résultat recherché.

Ce qui montre le théoréme. [ |

2.11  Déplacements élémentaires — Décomposition canonique des déplace-

ments

Vu leur rdle essentiel dans la modélisation, il nous semble logique de chercher, 4 se stade du
développement, & caractériser les déplacements élémentaires (i.e. translations et rotations). En
effet, tout déplacement peut se décomposer en une rotation et une translation suivant un méme
axe.

Proposition 2.17

T est une transletion de vecteur @ si et seulement, s’il existe un torseur U tel gue.

T = exp{U) avec t > U de vecteur @ {Eq.2.26)

J Preuve :
Soit T est une translation de vecteur o, alors: VM € £: M T@ =T ' M)M = 1,
or, YWeO,VMel: (T.YYM)=Y(T Y M))

et comme Y est un champ équiprojectif, il vient:

(T YYM)= Y(M)+ T ' MM xwy = Y(M)+ 1T x wy

ceci étant en tout point Af de I’espace affine £. Prenons le torseur U € t de vecteur ¥. La relation
précédente impligue: T.Y = Y+[U Y] = (F+adU)}Y. Or, comme le résultat est vérifie pour
tout torseur ¥ de 0, on en déduit (Eq.2.26).

La réciproque est évidente, elle découle directement de la définition d’une translation. Ainsi,

elle ne souleve aucune difficulté particuliére. [ |
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Partie 1 Chapitre 2. CONCEPTS ET QUTILS PRELIMINATRES DE MODELISATION

Corollaire 2.18
Soit § une famille fondamentale donnée et R le repére ortho-normé direct qui en est associé!?:

R ¢
@fr = [uy ug us]
T est une translation de vecteur € <= 1 —£uU3 Eun
[T*} /5 = EUsg 1 —£& Uy
—EUy EUL 1

Proposition 2.19
Si X € g, alors, le déplacement défini par R = exp X est une rotation d’aze Ax.

l Preuve :
Soit un glisseur X, alors, il existe un point A € € tel que X(A4) = 0. De plus application
t — exp(t X)}{A) est la solution de I'équation différentielie avec condition initiale:
iF(z) =0, FO)= 4
it
done ¢ — exp(t X)(A) est une application constante de valeur égale & A. D’ou le déplacement
R; = exp{t X) € Rot{ 4) (ot Rot{ A) est I'ensemble des rotations autour du point A). Cela é&tant

pour tout point A € Ax, donc R = exp X laisse invariant 'axe Ax. B

Théoréme 2.20
Tout déplacement D € D se décompose en un déplacement de rotation R & D et un déplace-
ment de translation T € D suivant un méme aze, tels que:

D= TR= RT (Eq.2.27)

R Preuve :
Soit D un déplacement du groupe D, notons X son générateur infinitésimal {i.e. D = exp X).

¢ Si X = 0, alors, la translasion et la rotation du théoréme se réduisent & I'élément neutre

e du groupe des déplacements.

e Si X €t alors, il suffit de prendre T' = exp X et R = e.

X) X)ip{X
mY) oo mAPEY)

— - X,
X 1 X

e Si X € 0\ t, alors, || X ||, est inversible. Posons Z =

Ainsi, les torseurs Z et U vérifient:

c U e tet Zettel que [Z/Z) = 0. Donc, d’apres les propositions 2.17 et 2.19 le
déplacement T = expl est une translation et le déplacement R = exp Z est une

rotation.

o X= Z+Uet|Z,U]= 0,donc expU et exrpZ commutent (i.e. de méme axe). Ainsi:
D= ecapX = (expZ)o{explU) = (expU)oc(expZ)

Ce qui montre le théoréme. | |

Y Voir le thésréme 2.10 {page 40].
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2.12, Changement de coordonnées relatif 4 un changement de configurations Partie 1

2.12 Changement de coordonnées relatif & un changement de configurations

Considérons une configuration de référence r d’un solide et une famille fondamentale
f, = (&,m-, ¢ ) rigidement solidaire & r. A toute autre configuration s transformée de » par un
déplacement D (i.e. s = D e}, nous pouvons associer également une famille f, = (&5, 95, () telle
que §, = D(t)of,. Les familles §, et f, en tant que bases ortho-normales, du A—module libre 0 de
dimension trois, définissent deux systémes de coordonnées de 0. Soit Y un torseur quelconque de
0, notons Y; et Y; les vecteurs duaux colonnes (i.e matrices 3 x 1) qui représentent les coordonnées
locales de Y, respectivement, dans les bases ortho-normales f_ et §,. Alors, en notant [D,] la
matrice duale, associée a Vopérateur D, relativement & la base §,, les systémes de coordonnées

du torseur Y par rapport i ces deux bases sont liées par la relation:
Yoo = [D,]Y, (Eq.2.28)

Soit, maintenant, une transformation linéaire A dans 0 (ie. A € £(0)). Si [A4], et
[A], représentent les matrices duales associées & A relativement aux familles fondamentales §, et

f,, alors:
[Alp,. = [D.] 4], [D,]7 (Eq.2.29)

Cette relation traduit le changement de bases associé au changement de configuration du solide.

2.13 Conclusion

Famille fondamentale et configuration de corps rigide sont des représentations équivalentes &
un isomorphisme prés. Nous avons vu que la notion de famille fondamentale permet une “algébri-
sation” de la notion classique de repére affine orthonormé direct. En effet, il est difficile de munir
un caleul direct des reperes affines. Ce calcul se fait en deux étapes distincte et souvent fait appel

& des techniques différentes:
o calcul de l'orientation du repére étudié dans un repére de référence,
s calcul de la position du repére étudié dans le repére de référence.

L’intérét d'atiliser des familles fondamentales permet de traduire ces deux transformations
en une seule transformation duale traduisant le déplacement associé au changement de configura-
tions -changeant le repére associé 4 la famille fondamentale de référence en le repére associé a la
famille fondamentale étudiée- de 1'objet “famille fondamentale”. Cette vision des choses permet

de conduire un calcul symbolique & un degré d’abstraction assez élevé.
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Partie 2:

MODELISATION DE

S SYSTEMES
ARTICULES
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— Résumé de la partie 2 —

MODELES GEOMETRIQUE ET
DYNAMIQUE DES MECANISMES

Cette partie présente I’ensemble des modéles de comportement des
systémes articulés 4 struciure de chaine cinématique ouverte simple ou
| arborescente dans le contexte théorique défini dans la premiére partie et
basée sur la notion de structure algébrique qui va permettre d’opérer &
un degré d’abstraction assez élevé. Les méthodes que nous y développons
s’appliquent & une grande classe de systémes mécaniques.

Soulignons que 'application de la théorie des groupes a4 'ensemble des
déplacements et 4 la caractérisation des liaisons mécaniques offre un lan-
gage naturel intéressant pour la description des modéles des mécanismes.
Ce langage favorise en particulier une formulation analytique et un calcul
symbolique simple (i.e. la syntaxe des modéles s’exprime de facen trés sim-
ple dans un tel langage). Ces méthodes seront donc implémentées dans
des processus de calcul formel. La théorie des graphes offrira alors 'outil
permettant de généraliser ces modéles et méthodes & I'étude de systéines
articulés plus complexes.




Partie 2
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Chapitre 3

MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

3.1 Introduction

Dans le domaine des applications robotiques, on décrit en général la tadche du manipulateur
dans un repére lié & P'organe terminal. Le modéle géométrique du robot ou systéme articulé per-
met alors de traduire cette tache dans le repére de travail (généralement lié au socle) [Fig. 3.1].
Dans ce chapitre, on considére des manipulateurs et des systémes articulés sous forme de chaines
ouvertes (arborescentes ou simples) & N + 1 éléments dont le corps de base est d’indice 0 (socle
généralement fixe dans le cas de robots manipulateurs industriels). Les corps sont articulés par

des liaisons mécaniques.

Les outils de modélisation que nous allons établir se basent sur les résultats de la partie 1 de ce
mémoire. Nous présenterons d’abord une classification des paires cinématiques par les sous-groupes
du groupe des déplacements D et 1a caractérisation des ensembles des déplacements cinématique-
ment admissibles par les articulations dans de telles paires cinématiques. Ensuite, nous allons
donner quelques éléments de la théorie des graphes qui permettra d’étudier des systémes & strue-
ture arborescente. La définition de cosinus directeurs duaux nous permettra de généraliser les
conventions d’Euler et de Briant afin de pouvoir établir des paramétrages duaux définis par des
cartes [Aunexe A, paragraphe A.1.1, page 211] de la variété -de dimension six- des configurations du
solide rigide {ou encore du groupe de Lie des déplacementis, une fois une configuration de référence

-du solide rigide- est préalablement fixée).

L’expression dans la théorie des groupes et algébres de Lie du modéle géométrique des robots et
systémes articulés i structure de chaine ouverte simple et la traduction des conventions de Denavit-
Hartenberg, dans ce formalisme, en utilisant la notion des familles fondamentales permettent de

mettre en évidence un langage mathématique propice 4 un calcul symbolique itératif du modéle
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

géométrique des chaines cinématiques. L'utilisation de la théorie des graphes, nous permettra de
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Cette figure schématise les différentes parties d'un systéme robotisé. L'interaction des différents éléments de ce
systdme est assurée a travers un systéme d'interface qui acquiert les commandes du contréleur et convertit les

signaux en données numérigues, le repére de travail étant celui des capteurs.

Fig. 3.1: Iustallation robotisée

généraliser le modéle géomeétrique itératif & des chalnes cinématique & structure arborescente.
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3.2, Liaison — Paire cinématique — Degrés de liberté Partie 2

3.2 Liaison - Paire cinématique — Degrés de liberté

Considérons un solide C. 1l est dit isolé &'il peut se mouvoir librement sans étre soumis a
aucune contrainte. Sinon, on dit qu'il est soumis & des liaisons. En mécanique, il existe plusieurs
types de liaisons. Daus la littérature, les auteurs ont employé différents formalismes et différentes
notations pour décrire de telles liaisons. Pour notre part, nous nous tiendrons a une terminologie

en relation avec le formalisme des groupes!.

En fait, le terme liaison a un sens purement mathématique. Cependant, il existe en général
plusieurs moyens, en mécanique, de réaliser matériellement une liaison [Fig. 3.3]. Dans le cadre
de cet exposé, nous allons modéliser une liaison d’origine mécanique par une relation binaire sur
lensemble § (des familles fondamentales). Considérons deux corps C; et C; entrant en liaison.
Dans la suite nous allons adjoindre & ces deux corps deux familles fondamentales qui en soient
rigidement solidaires. Soient f; et f; ces deux familles; alors, & tout moment, on peut déterminer
le mouvement relatif de C; par rapport & C; par un déplacement D(t) tel que: f; = D{t)of;. Ce

déplacement traduit la liaison L entre les corps C; et C, et I’on écrira:

fiﬁfj = fj = D(t) o] f,‘ (EQSI)
Définition 3.1

On appellera ensemble des déplacements cinématiquement admissibles pour la laison L,
Uensemble implicitement défini par:

C(i,j)= {Del/ij= Dof} (Eq.3.2)

Remarquons que la détermination de ’ensembie des déplacements cinématiquement admis-
sibles est ohtenue & un déplacement (constant) prés. En effet, considérons deux corps C; et C; et

trois familles mobiles telles que par exemple:
» f; est rigidement solidaire an corps C;,
e [ et f;, sont rigidement solidaires au corps C;.

Comme §;. et f;, sont rigidement solidaires d’un méme corps, alors, il existe un déplacement fini
n 22 g p 3 3 p

-constant- Dj tel que:
1
fj:e = D2 © fjl
Ainsi, les ensembles cinématiquement admissibles €(3, 7;) et €(i,j2) sont liés par la relation:

(i, ja) = Ep; €4, 1) (Eq.3.3)

"Le formalisine que nous adopterons pour la modélisation des liaisons s'inspire des travaux de D.
Chevallier [CHEV-86] et M. Hervé [HERV-T8].

2(ela signifie que lorsque ces deux corps sont animés de mouvement les deux familles se comporteront
comme deux familles mobiles chacune animée du méme mouvement que le corps auquel elle est associée.




Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

A la liaison £, entre les corps C; et C;, correspond une liaiscn conjuguée L telle que: §; £ f; — §; Lf.- Ainsi, pour

toute liaison entre deux corps C; et C;: L=c

Fig. 3.2: Liaison entre deux corps

ott Rp: désigne l'action de multiplier, & droite®, tous les déplacements de 'ensemble €(z, ;) par le

déplacement Dj.

Par ailleurs, La réciprocité du mouvement relatif entre les corps C; et C; entralne qu’a la liaison
L reliant le corps C; par référence au corps C; est associée une liaison L reliaut le corps C; par

référence au corps C;, telle que:
Ll <= f.Lf; (Eq.3.4)

L’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles €(j,7) associé & la liaison £ est donné

par la relation:

i) = €1, J) (Eq.3.5)

ott €71(i,7) désigne I'ensemble des inverses des déplacements de I’ensemble €(7, j}. On a immédi-

atement:

3Exp1icitement, cela signifie:
R Dl D= DD}.
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3.2, Liaison - Paire cinématique - Degrés de liberté Partie 2

(a) (b)

Dans cet exemple, on matérialise la liaison cylindrique de deux fagons différentes:
(a) La liaison cylindrique est réalisée 4 partir de la paire 812 = {C1,C2} {(verrou).

{b} La laison cylindrique est réalisée & partir de la paire Sy3 = {C{,C3} = {C1,C2} 0 {Cz,C3} par composition
des liaisons de la paire S12 = {C;,C2} (paire prismatique) et de la paire S33 = {C1,C3} (paire rotoide).

Dans 'exemple (a) le montage est réalisé a partir de deux piéces mécaniques, alors que dans ’exemple {b) le montage

est réaliser & partir de trois piéces mécaniques. Cependant, les deux montages définissent la méme liaison mécanique.

Fig. 3.3: Matérialisation d’une paire cinématique

Proposition 3.1
Si €{i,7) est un sous-groupe de D, alors:

() = i) (Eq.3.6)
Définition 3.2

o Une liaison géométrigue (ou “holonome'”) entre deuz corps C; et C; est une relation binaire
L dans § qui vérifie les deux aziomes suivants:

(hy) Sif; et f; sont deur familles fondamentales rigidement solidaires respectivernent des
corps C; et Cj : vDelD: §iLf, = Dol LDs§

(h2) L’ensemble €(i,j) des déplacements cinématiquement admissibles par la laison L est
une sous-variété différentielle de D.

*Il est vrai qu'on mécanique on a ’habitude d’appeler liaison holonome une liaison définie par une
relation mathématique qui fait intervenir les positions des solides mais pas les dérivées, par rapport au
temps, des positions. Cependant, toutes les liaisons holonomes qu'on sait réaliser matériellement vérifient
la définition qu'on adopte dans cet exposé (les deux axiomes (h1) et (h2)).
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

e Dans le cas contraire, la liaison sera dite cinématique (ou “non-holonome”).

Un grand nombre de liaisons mécaniques matérialisent des sous-groupes de D [Tableau 3.1,

page 67]. Elles vérifient en fait un axiome plus fort que axiome (hy):

(hy) L’ensemble €{i, j) des déplacements cinématiquement admissibles par la liaison £ est un

sous-groupe de Lie du groupe D.

Par ailleurs, 'axiome (h,) signifie que si les familles §; et f, sont congrues modulo la relation
L, alors, il en est de méme pour les famille Dof; et Dof; pour tout déplacement D € D {Fig. 3.4].
Cela va traduire le fait que dans un systéme multicorps, le déplacement qu’induit un changement
de configurations d’un élément de référence, sur les configurations des autres éléments de la chaine
articulée, n’affecte pas la nature de la liaison entre ces corps.
Définition 3.3
e Une paire cinématique est la réalisation matérielle -technologique- d’une laison (géométrigue

en général) entre deux corps.

o Une paire cinématique inférieure est une paire cinémactique qui réalise un sous-groupe du
groupe des déplacements (par des contacts surfaciques, selon des surfaces tnvariantes par les
sous-groupes).

e Une paire cinématique supérieure est une paire cinématique qui correspond & un contact
ponctuel ou linéaire [Fig. 3.5 & Fig. 3.6].

Définition 3.4
Le nombre de degrés de liberté d’un solide en mouvement esi le nombre de paramétres indépen-
dants nécessaires & la description de la variéié des configurations du solide dans son mouvement.
La notion de groupe & un paramétre joue un réle essentiel dans la modélisation de liaisons,
puisque les déplacements cinématiquement adimissibles d’une liaison géométrique quelle qu’elie soit,
peuvent etre décomposés en un produit de sous-groupes & un paramétre®. En effet, nous avons
vi gue dans une configuration donnée, on peut adjoindre au corps € une famille fondamentale
f = (&,7.¢) alaquelle est associé un repeére orthonormé R (matérialisé par les axes centraux
des &léments de la fawille §). Ainsi, si une famille fondamentale f = {£,7n,{) est fixée et si une
configuration de référence de C est choisie, alors il existe un unique isomorphisme de § sur S. Par la
suite, le nombre de degrés de liberté permis par une liaison peut étre défini comme étant le nombre
de sous-groupes & un paramétre indépendants nécessaires pour engendrer la variété différentielle

des déplacements cinématiquement admissibles par cette liaison.

Exemple

Ainsi, une facon de compter ces sous-groupes 4 un paramétre pour un solide isolé C consiste
A dire que U'ensemble des déplacements cinématiquement admissibles est le groupe D en entier,

donc C peut effectuer:

5Cette idée se réfere 4 la notion de coordonnée de seconde espéce de la paramétrisation d'un groupe de
Lie [Annexe A, paragraphe A.5.5, page 220).
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3.2.  Liaison — Paire cinématique — Degrés de liberté Partie 2

Cette figure schématise une interprétation géométrique de I’axiome (hy):
fi Lf; = DofiLDof;, VYDeD

Elle exprime le fait quune liaison géométrique implique que si deux famille fondamentales (i.e les corps auxquels

elles sont liées) sont congrues modulo une liaison, alors, la propriété reste vrai & un déplacement prés de tout le blec

{fi, 1;}-

Fig. 3.4: Interprétation géométrique

o trois translations indépendantes suivant les axes Ag, A, et A, & savoir:
Te= exp(aQ€), Ty= expbQn) et T,= exp{cQ(). (Eq.3.7)
o a, b et ¢ sont les longueurs respectives des translations T, T, et T'¢.

¢ trois rotations autour des axes Ag, A, et A, soit:

Re = exp(aé), R, = exp(Bn) et R;= exp(v(). (Eq.3.8)

i

ou «, 3 et 7y sont les angles respectifs des rotations R¢, R, et R¢.
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

j ! SPHERE CYLINDRE PLAN

R VRN

MmO Z™~=0
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A D'exception du contact plan-plan, dans un contact externe entre deux surfaces usuelles obtenues par usinage dun

matériau, tous les autres contacts définissent des paires cinématiques supérieur.

Fig. 3.5: Paires cinématiques réalisées par contact entre surfaces externes

Un solide isolé a donc six degrés de liberté (d.d1). Deés qu'une liaison est établie entre deux

solides, chacun d’eux perd de ses d.d.l. vis-a-vis du second.

3.3 Classification des paires cinématiques par sous-groupes de D

La théorie des groupes offre une méthode trés simple pour la classification des paires cinéma-
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3.3 Classification des paires cinématiques par sous-groupes de I} Partie 2

SURFACE INTERNE

; ! SPHERE CYLINDRE PLAN
s
P
H
E
R
sl E
0
R
Flc
Al
clt
E|
N
Elp
X| g
Tl g
E
R
N
£
P
L
A
N

Les seuls assemblages surfaciques de type surface interne contre surface externe possibles (entre surfaces élémentaires:
spheére, cylindre, plan) sont:

o L’assemblage sphére intérieure contre sphére circonscrite extérieure qui définit une paire inférieure.
¢ L’assemblage cylindre intérieur contre cylindre circonscrit extérieur qui définit également une paire inférieure.

¢ L’assemblage sphére intérieure contre cylindre circonscrit extérieur qui, quant & lui, définit une paire
supérieure.

Fig. 3.6: Paires cinématiques réalisées par contact interne—externe

tiques. En effet, quelle que soit la réalisation matérielle d’'une liaison mécanique, les déplacements
cinématiquement admissibles pour cette liaison peuvent &tre décomposés en un produit de sous-
groupes de D. Gracea P’application exponentielle définie dans le contexte de théorie des groupes de
Lie et la notion de familles fondamentales, il est possible de caractériser explicitement ces déplace-

ments pour permettre de faire un calcul symbolique direct dans P’algébre de Lie O (par exemple:
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES
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Cette figure schématise lez sous-groupes & un paramétre associés aux six degrés de liberté relativemnent aux axes

d'une famille fondamentale.

Fig. 3.7: Degrés de liberté

la transformation de familles fondamentales).

Dans le tableau 3.1, les déplacements cinématiquement admissibles sont donnés dans le systéme
coordonnées de seconde espéce (a,a, 3, b, v, ¢) associées & la base (£, £,7,01,(,0() de 0 lice & la
famille fondamentale §f = (£, 9, () convenablement choisie [Annexe A, paragraphe A.5.5, page 220].
Ces déplacements peuvent avoir des expressions différentes dans d’auires systémes de coordonnées.
La correspondance entre les différentes représentations sont obtenues par des changements de cartes

sur le groupe de Lie D

3.4  Chaine cinématique

Un solide peut éventuellement entrer en liaison dans la réalisation technologique de plusieurs
paires cinématiques & la fois. Cette aspect de la mécanigue donne lieu & la notion de chaine

cinématique ou mécaunisme.

Définition 3.5

Une chaine cinématique (i.e. mécanisme) est la réalisation matérielle, technologique, d'un
assemblage de N corps (rigides}, tels que chacun de ses éléments entre en linison {géométrique en
général} avec au moins un deuziéme élément de cet assemblage. On distingue deuz grandes classes
de chatnes cinématiques: les chafnes cinématiques simples et les chaines cinématiques complezes.
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Chafine cinématique

Partie 2

|

Tableau 3.1 : Classification des paires cinématiques par sous-groupes de I

”7 Paire

T e

[ Caracténsation géométrique de la liaison

|-

] Déplacements cinématiquement admissibles

Encastrée Eq n’auiorise pas de mouvements relatifs. e
{(0d.d.1} Elément neutre du groupe I\
Prismatique [ P le contact prend effet sur une surface prisma- { exp{ce()
(1d.d.L) | tique. Les déplacements cinématiquement admissi- | tel que { est un glisseur unitaire et l'axe
bles s’obtiennent par des translations sur le bord du | A¢ matérialise le bord du prisme.
prisme de contact.
Pivot R le contact est établi sur une surface cylindrique, Les | ezp (v ()
(1d.d.l) | déplacements cinématiquement admissibles, par une | tel que { 2st un glisseur unitaire et A¢ matéri-
telle liaison, s’obtiennent par une rotation autour de | alise Paxe de rotation.
I’axe du cylindre de contact.
Hélicoidale Hy.¢ le contact est défini par une surface de laforme d'une | exp(~v {1+ pe)(}
{1d.d.l.) | vis. Cette surface est entiérement déterminée par la | tel que ¢ est un glisseur unitaire et A; matéri-
donné de I'axe du cylindre inscrit et le pas p définie | alise I'axe de la vis.
par la vis.
Cylindrigue || C¢ la surface de contact entre ses deux éléments est | exp{(v+ ce)()
(2d.d.1.) | un cylindre de section circulaire. Les déplace- | tel que ¢ est un glisseur unitaire et A, matéri-
ments cinématiquement admissibles s’obtiennent par | alise 'axe du cylindre.
la composée d'une rotation dont 'axe est celui du
cylindre et une translation le long du méme axe.
Translation P les éléments d'une telle paire peuvent translater li- | exp{e(af + b&7n)})
plane {(2d.d.L) | brement I'un par rapport & I'autre en restant dans | tel que | = {£,7,¢) forme une famille
un méme plan. fondamentalie.
Plane I, en plus des translations dans le plan de contact, les | exp(e{af +bn)) exp(v{)
(3d.d.1.) | éléments de la paire peuvent subir des rotations au- | tel que f = (£,7,() forme une famille
tour d’une normale & ce plan. fondamentale,
Translation P3 la liaison permet des translations indépendantes, des | exp{e(af +bn -+ c())
spatiale (3d.d.l) | éléments de la paire I'un par rapport & I'autre, dans | tel que | = (£,%,¢() forme une famille
les trois directions de Vespace. fondamentale.
Sphérigue S0 le contact entre les éléments de la paire prend lieu | exp(af) exp(Sn) ezp(v{)
{3d.d.l.} | sur une sphére. La situation de chacun des éléments | tel que | = (£,n,¢) forme une famille fonda-
de la paire est donnée par rapport i celie de son | mentale d’origine le point O.
partenaire par irois angles de rotation autour du
centre O de la sphére de contact.
Y Yo¢ définie par des déplacements hélicotdaux suivant une | exp(e{af+ 8n)) ezp(v{(1 +<p) )
{3d.d.}l) | direction de V'espace et des translations cardans in- | tel que | = (£,7,(} forme une famille
dépendantes dans deux directions du plan perpeu- | fondamentale.
diculaire & cet axe [Fig. 3.8].
X X¢ définie par des déplacements cylindriques suivant | exp(e{a €+ 87)) exp({v+ec){)
{4d.d.l.) | une direction de l'espace et des transiations cardans | tel que { = (£,%,¢() forme une famille
indépendantes dans deux directions du plan perpen- | fondamentale,
diculaire 4 l'axe des déplacements cylindriques |Fig.
3.8}
Libre E n'impose aucune contrainte exp{{atea) f) expl{B+eh)n) exp{{v+ec)()
(6d.d.l} tel que | = (£,n,{) forme une famille
fondamentale.

o Une chaine cinématique est dite simple, st chacun de ses éléments participe & la réalisation
d'au plus deuz paires cinématiques (de la chaine cinématique en question). Il existe deur
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES
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Cette figure schématise deux mécanismes cardans congu sur la base de la ciassification algébrique des mouvements
gue nous décrivons au tableau 3.1:

¢ Dans le mécanisme de droite:
o Les paires {C1,C2} et {C2,C3} réalisent des mouvements prismatiques cardans.
o La paire {C3,(4} réalise un mouvement hélicoidal.
o La paire {C1,C4} réalise un mouvement Y.

¢ Dans le mécanisme de gauche:
o Les paires {C;,C2} et {C2,(3} réalisent des mouvements prismatiques cardans.
o La paire {C3,C4} réalise un mouvement cylindrique.
o La paire {;,C4} réalise un mouvement X.

Les mouvernents Y et X, dans les deux cas de figure, sout obtenus au terme de la composition des mouvements des

paires {C1,Ca}. {C2.C3} et {C3.C4} pour la loi de composition interne du groupe D

Fig. 3.8: Exemples de mécanismes et de paires cinématiques

types de chaines cinématigues simples:

o une chafne cinématique simple est dite ouverte si elle posséde deux corps extrémes {qui
entrent dans la réalisation d’une paire cinématique et une seulement),

o sinon, la chaine cinématique est dite fermée (ou encore une boucle).

o S5i une chatne cinématique n'est pas simple, alors, elle est dite complexe (ou composée). La
encore on distingue deur types de chaines cinématiques compleres:

=+
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3.5. Structure topologique des mécanisines Partie 2

o si une chaine cinématique compleze ne posséde pas de boucles, elle est dite arborescente,

o sinon, elle est dite bouclée.

3.5 Structure topologique des mécanismes

Nous entendons par topologie, les propriéiés morphologiques invariantes d'une structure artic-
ulée indépendamment de la nature des liaisons qui définissent ses articulations. A toute structure
topologique. on peut associer un graphe, tel que les arcs de ce graphe représentent les articulations
et les sommets du graphe représentes les éléments du systéme articulé. L’objet de cette section est

de caractériser le graphe des chaines cinématiques arborescentes.

3.5.1 Graphe des mécanismes i topologie arborescente

Dans ce paragraphe, on étudie la structure topologique des mécanismes & chaines cinéma-
tiques arborescentes. Un mécanisme & structure arborescente et N degrés de liberté est constitué
par N +1 corps dont un élément de référence d’indice 0. Cet élément sera dit racine de la structure
arborescente {Exemples: dans le cas des robots manipulateurs, 1'élément d’indice 0 sera le socle,
généralement fixe. Dans le cas de la modélisation des satellites et vaisseaux & structure arbores-
cente, on pourra prendre un corps fictif G lié & Pespace), N articulations et K organes terminaux.
En général, on peut numéroter arbitrairement de 1 & N les éléments autres que le corps Co. Pour
numéroter les articulations, on attribue le méme indice & un corps et son articulation amont. La

construction du graphe d’un tel mécanisme consiste a [Fig. 3.10]:
o la donnée d’une racine du graphe (en général cela représentera 'élément Cp),
o la donnée d'un ensemble de NV sommets représentant les éléments de la structure articulée,

+ la donnée d'un ensemble de /N segments joignant les sommets, tels que chaque segment

correspond A une articulation entre deux éléments du mécanisme.

Le graphe d'une chaine arborescente est donc un arbre. Maintenant, pour obtenir le graphe
orienté de la structure arborescente, il suffit d’attribuer un sens d’orientation, arbitraire & prioni,
aux arétes du graphe ainsi obtenu. De tels segments orientés sont dits des arcs. Une fois qu'on a
construit le graphe orienté de la structure arborescente, on peut déterminer les matrices d’incidence
et de référence d’'un tel graphe qui permettent I'automatisation du processus de description de la
topologie de la structure arborescente {J. Wittenburg [WITT-77]}. L’approche que nous adopterons
est différente. En fait, nous travaillons simplement sur des arbres et par la suite nous pouvons
introduire la notion de graphe d’arbres ordonnés. En effet, nous allons introduire un ordre naturel
pour le parcours des arbres. De ce fait, nous n'aurons plus besoin de la détermination des matrice
d’incidence et de réfévence du graphe orienté (en entier). Cependant, nous aurons besocin de
connaitre les prédécesseurs immédiats des éléments de I’arbre. Bien évidement, dans les problémes
(d’automatisation du processus de modélisation) qui nous intéressent, le caractére arbitraire, du

choix d'indicage des sommets ct P'orientation des arcs du graphe associé & la structure articulée,
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Construcsion

Orientation du graphe

Dans une premiére étape, cn commence par numéroter les éléments du satellite. Ensuite, aprés le choix d'un élément
de référence, on peut dessiner le graphe associée a la structure arborescente. Enfin, pour obtenir le graphe orienté,

on donne aux arcs des orientation arbitraire A priori.

Fig. 3.9: Graphe associé & une structure arborescente (graphe orienté)

augmente inutilement la complexité du probléme et n’arrange en rien le caractére itératif que 1'on
souhaite établir pour mener les calculs (des modéles géométriques et dynamiques des mécanismes

A structure arborescente).

3.5.2 Parcours en largeur de ’arbre topologique

Pour construire un ordre récursivement reconnaissable sur un arbre, il faut tout d'abord
choisir un élément de référence {racine de I’arbre: corps éventuellement fictif) d’indice 0. Ensuite,
pour pouvoeir faire correctement la récurrence sur les indices des corps, les solides composant la
- 5
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3.5. Structure topologique des mécanismes Partie 2

Construction

Ordonnancement
du graphe
rang 4

Dans une premiére étape, on commence par dessiner Je graphe de la stracture. On classifie les noceuds de P'arbre
selon leurs profondeurs. On numérote les noeuds de arbre. Enfin, on rapporte cette numérotation aux é&léments

correspendant du systéme articulé, Clest celte méthode qui sera retenue dans la suite de notre discours.

Fig. 3.10: Graphe associé & une structure arborescente (graphe ordonné)

structure articulée doivent nécessairement étre indicés de 1 a4 N de fagon que le parcours -sans
retour en arriére- des indices des sommets de 'arbre topologique associé & la structure du systéme
articulé, se fasse dans un ordre croissant du socle vers les différents organes terminaux. Enfin, la
numeérotation des articulations doit pouvoir 8tre déduite de celle des éléments du mécanisine.
Définition 3.6

Nous appellerons profondeur ou rang d’un élément, le nombre des liaisons amont reliant ce
corps & 'élément d’indice 0. Un ordre sera dit “de parcours en largeur” du graphe associé 4 un
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

mécanisme 4 structure arborescente, s’tl obéit aur régles suivantes:

o On se fite un élément d’indice 0 (éventuellement fictif).
e On trace le graphe associé au systéme articulé.

o On numérote dans Uordre crotssant les éléments du premier rang, en partant de ['élément
de extréme gauche de la représentation graphique du robot (ou du mécanisme) & structure
arborescente {cette régle est conventionnelle puisque il y a plusieurs facons de représenter
["arbre topologigue associé & un mécanisme & structure arborescente).

e On numérote de la méme maniére les éléments du second rang, en commencant d’abord par
les sueccessenrs du corps d’indice 1 et ainsi de suite.

& On réitére le méme processus aux éléments du troisiéme rang et ainsi de suite jusqu’d la
numérotation de tous les organes terminaug.

* Lo numérotation des licison sera déduste de celle des éléments du robot {ou mécanisme), en
affectant le méme indice & Uélément et sa liaison amont.

Ainsi, on peut construire la matrice T = ('Um,'j)i:j: o des successeurs immédiats des éléments
de la structure arborescente, d’ordre (V + 1) x (IV + 1), telle que:
1 siC; est directement 1i6 4 C; et 1 < 5
Ui = (Eq.3.9;
0 sinon
ou y désigne 'élément d’indice k& (£ € [0..N]) du systéme articulé. Ainsi, si u;; = 1, cela signifie
que le corps C; est un successeur immédiat du corps C;. A partir de la matrice T, on peut
donc construire deux applications ¢* et 1~ qui donnent respectivement 'ensemble des successeurs
immédiats et le prédécesseur immédiat des sommets du graphe ordonné.

Définition 3.7
Soit N le nombre des articulations® d’un mécanisme & structure arborescente ouverte. Con-
sidérons Iy Uensemble fini des N + 1 premiers entiers natureis {i.e. Iy = {0,1,---,N}),
Iy Uensemble Iy privé de Uélément 0 et P(I}) Uensemble des parties de I};:
s On appellera indicairice des successeurs immédiats des éléments de la structure arborescente;
Vapplication ¥ © Iy — P{I};} qui & un entier k de Iy associe lensemble des indices des
successeurs immédiats de [élément Oy dans Darbre topologique du robot ou systéme articulé.

e On appellera indicatrice du prédécesseur immeédiat d'un élément du robot: I'application
7 Iy = Iy gui & un entier k de I}, associe {indice du prédécesseur immiédint de élément
C). dans Uarborescence.

De cette définition et de celle de la matrice T, il découle immédiatement la proposition

suivante:

Proposition 3.2
Soit un mécanisme d structure topologique d’arbre et & N degrés de liberté. Siit eti™ désignent
ses deuz applications indicatrices, alors:
Vikely: itk = {7ely/u; =1}
(Eq.3.10)
Viely: kR)=j & ur=1

SDans l'étude topologique du mécanisme, on ne s'occupe jamais de la nature des articulations mé-
caniques. Dans le cas od Pon dispose d’un mécanisme dont toutes les articulations sont simples (prisma-
tiques ou rotoides), I nombre N désignera le nombre de degrés de liberté de la structure articulée.

rT 2 l f;

£,
elt

E TR PRI S Y



3.5.  Structure topolegique des mécanisimes Partie 2

3.5.3 Exemple de structure arborescente

Considérons le mécanisme donné par la figure Fig. 3.11. Il contient 8 éléments en plus du socle,

Dans Pexemple présent, le robot dispose de trois organes terminaux. La numérotation de la structure arborescente
va pouvoir étre effectuée en deux étapes schématisées par les figures (a) et (b):

{a) Déterminations de 'ordre des éléments de la structure articulée et leur indigage suivant les régles de la
définition 3.7.

(b) Indigage des articulations de la structure arborescente suivant les régles de la définition 3.7.

Fig. 3.11: Ordre récursivement reconnaissable sur un arbre topologique

8 degrés de liberté et 3 organes terminaux. La matrice des successeurs immédiats des éléments de

cette structure est:

6 10000000
001100000
600010000
000001000
T = 060000110
0 0 0000 0 0 I
6 6 000O0O0UO0CTCO0OO
6 6 00 O0O0CO0TCO0COCO
0 0 0 0O0O0O0O0CO

Ainsi, en notant ’ensemble vide par @, les indicatrices de la structure arborescente de la figure

Fig. 3.11 sont données par le tableau 3.2.

3 BOY MRS ET CHALS RS



Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

| Tableau 3.2 : Indicatrices de la structure arborescente de la figure Fig. 3.11 ||

(| Corps d’indicek || 0 1 2 3 4 5 6 7 8]
Rang du corps Cy, 0 1 2 2 3 3 4 4 4
i (k) {1} {23} {4 {3} {67} {8} @ 8 0
i~ (k) indéfini 0 11 2 3 4 4 5

3.6 Variétés d’étude des systémes articulés

L’intéreét de savoir situer un solide dans Pespace s’est manifesté, tout d’abord, a propos
de la mécanique céleste, puis ces méthodes ont été généralisées A I'étude des mécanismes et plus
tardivement a la robotique, avec la naissance de cetie discipline, dans les annéesg cinquante. L’étude

des robots et mécanismes fait appel a deux sortes de variétés.

3.6.1 Espace opérationnel

On a 'habitude de définir 'espace opérationnel d’un robot ou d'un mécanisme comme Atant
la variété dans laquelle sont représentées les configurations de son organe terminal. Plusieurs solu-
tions peuvent étre proposées pour la représentation d’une telle variété. Celle que nous préconisons
consiste & décrire une configuration gréce & des déplacements indépendants relatifs aux axes d’une
famille fondamentale -de référence- dans un systéme de coordonnées donné. Si m désigne le nombre
des paramdires néceysaires & la description de Pespace des configurations, la valeur m constitue
alors le nombre de degrés de liberté maximum que peut avoir 'organe terminal. Etant donné que

le nombre de degrés de liberté d’'un solide isolé est 6, alors 0 < m < 6.

3.6.2 Espace articulaire

Par opposition & 'espace opérationnel qui définit le mouvement absolu de Porgane terminal,
Pespace articulaire permet de décrire les mouvements relatifs des différents éléments, d’un robot

ou d’un systéme articulé, par rapport a leurs prédécesseurs immédiats.
Définition 3.8

e On appelle configuration articulaire d'un robot manipulateur ou d'un systéme articulé, la col-
lection (81, 85, -, sy ) des configurations de ses différents éléments (0w s; est la configuration
du corps C; ).

e Ces configurations peuvent éire décrites par coordonnées articulaires {qui définissent le d.d.l.
de chaque élément par rapport d son prédécesseur dans la chaine articulée). L’espace engendré
par ces coordonnées est appelé espace articulaire.

o Le nombre de variables articulaires -réelles- indépendantes” entre elles est dit degrés de liberté
du robot.

o On dit qu'un robot ou un systéme articulé est redondant, si le nombre de degrés de liberté de
Uorgane terminal est inférieur au nombre des articulations motorisées.

‘En général, dans les structures cuvertes simples (cu arborescentes), les variables articulaires sont
indépendantes, tandis que dans les structures qui comportent une ou plusieurs boucles fermées impérative-
nment, il existe un nombre de relations qui relient ces variables entre elles.
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3.7.  Cosinus directeurs duaux Partie 2

Pour une chaine ouverte simple, on peut se retrouver dans le cas d’une structure redondante,

par exemple si:

¢ Deux articulations prismatiques dont les générateurs infinitésimaux des mouvements articu-

laires sont R-proportionnels (i.e. articulations prismatiques paralldies).

e Plus de trois articulations prismatiques {puisque t est un R-espace vectoriel de dimension
3).

o Deux articulations rotoides dont les générateurs infinitésimaux s’annulent simultanément en

plus d’'un point de Vespace £ (i.e. axes confondus).

e Plus de trois articulations rotoides dont les générateurs infinitésimaux s’annulent simultané-

ment en un méme point de 'espace (i.e. axes concourants).

¢ Plus de trois articulations rotoides dont les vecteurs sommes des générateurs infinitésimaux

sont équipollent (i.e. axes paralleles).
o Plus de six articulations motorisées (puisque O est un R-espace vectoriel de dimension 6).

Dans les problémes de planification des trajectoires en présence d’obstacles, la redondance
permet d’augmenter 1'accessibilité de 'organe terminal. Dans de tels cas les robots doivent satis-
faire différents types de critéres d’optimisation sur des contraintes d’anti-collision entre autres [P.
Tournassoud [TOUR-88], E. Dombre & W. Khalil [DOMB-88], J. Angeles, A. Alivizatos & P.J.
Zsombor-Muray [ANGE-90]]. Le choix du nombre de degrés de liberté minimal dont doit disposer
le robot peut étre déterminé en fonction de la tache prévue. En fait, ce nombre de degrés de liberté
doit &tre supérieur a celui de la tache pour que le mécanisme puisse placer son organe terminal dans
la configuration désirée. Par ailleurs, les caractéristiques géométriques de 'objet manipulé peuvent
alder & la détermination du nombre de degrés de liberté. Un robot non redondant doit disposer
de six degrés de liberté pour situer un corps quelconque dans une configuration quelcongue. Si le
corps présente une symétrie de révolution, alors, cing degrés de liberté suffisent, puisgu’il devient
inutile de spécifier la rotation autour de 'axe de révolution du solide. Seulement trois degrés de
liberté en translation sont nécessaires pour le positionnement d’un corps qui présente une symétrie

sphérique.

3.7 Cosinus directeurs duaux

Généralement nous pouvons, non seulement, construire une famille f_ rigidement solidaire &
une configuration r» donnée de l'organe terminal; mais aussi, décrire les configurations de celui-
ci dans 'espace relativement & une configuration de référence. En effet, la description d’une
configuration s par rapport 4 une configuration de référence r peut étre traduite en fonction du

déplacement D tel que:

s= Der

E
Y
o
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

S

Cet figure schématise le changement de familles fondamentales associé au changement de configurations de 'organe
terminal d'un manipulateur. A titre d'exemple, I'angle dual o = arccos {£5/&-} = 8 + e d correspond au cosinus
directeur {&,/&;}, ol 8 est Vangle formé par les directions des axes centraux Ag, et Ag, et d est la distance de da

Paxe Ag, al'axe Ag, .

Fig. 3.12: Positionnement de 'organe terminal

Le déplacement D, ainsi obtenu, décrit la transformation géométrique qui change la config-
uration r en s. Si la représentation adjointe du déplacement D est parfaitement connue, alors la

famille §, peut étre calculée:

:
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3.8 Systémes de coordonnées Partie 2

c'est & dire;
&= Du&ryns = Duneet (o= Do

Maintenant, si les coordonnées des éléments de la famille f,, exprimées dans la famille |

$? )

sont parfaitement connues; alors, expression de la matrice duale [D,] (d’ordre 3 x 3) associée &
Vopérateur D,, relativement & la base §,, est définie par:
{&/&) {n/&} {6/}

{D*]: {gs/nr} {T)s/nr} {Cs/nr} (qull)
{&/6 An/&t {676}

En résumé, comme les éléments des familles fondamentales §, et f, sont unitaires pour le pro-
duit scalaire dual, le produit scalaire des éléments de la famille f, par ceux de la famille f_ définit
les cosinus (duaux) des angles duaux formés par les deux axes des glisseurs de chague produit [Fig.
3.12). Ainsi, nous dirons que les composantes de la matrice [D,] sont les cosinus directeurs duaux

relatifs aux familles §,. et f, pour le produit scalaire dual sur 0.

Eufin, lorsque s(t) décrit la trajectoire associée & un mouvement donnée par application
t v+ D(t), les assignations D(t) décrivent le mouvement de la famille mobile f, par rapport a la
famille de référence f.. En se reportant & la relation (Eq.3.11), on voit bien que la 7 colonne
{ou j = 1..3) de la matrice [D,(t)] décrit les variations en fonction du temps du 7 élément de la

famille f, relativement & la base f, du A-module libre 0.

3.8 Systémes de coordonnées

Dans les problémes de mécanique classique, pour situer un repére R = (O;?, 7 i:) par rapport

A repere de référence Rg = (Oy; ;0,_;0, En), on a I'habitude de donner [Fig. 3.13]:

e La position: Elle est définie par la position du point O dans le repére Ry décrite par
trois coordonnées -cartésiennes, cylindriques, sphériques ou autres- {on choisit le systéme de
coordonnées le mieux adapté au probléme géométrique en fonction de la structure de base

du manipulateur),

e L’orientation: L'orientation du repére R par rapport & Rg revient i représenter une

rotation R d’angle ¢ autour d'un axe de vecteur unitaire # permettant, & une translation
prés, de faire coincider le repére Ro avec R. Si @ = (uy,uy,u.)" sont les coordonnées du
vecteur & relativement & Rg, 1& aussi plusieurs choix sont possibles, pour la description d'une

telle rotation. A titre d’exemple:

o Les paramétres d’Euler ou d’Olinde—Rodrigues: un jeu de quatre

paramétres p, q, r et s {i.e. coordonnées du quaternion représentant la rotation R)

définis par:

P = Uz Sin %, g = uysin 3 r= u,sn %, $ = cos % (Eq.3.12)
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Euler avait montrer qu'il suffisait, & une translation prés, de trois rotations pour amener un tridédre de référence a
entrer en coincidence avec un second trieédre d'orientation quelcongue 118 & un solide dans 'espace:

s Orientation: comme nous avons montrer que la notion de repére affine coincidait avec celle de famille fonda-
mentale. Exprimons }'orientation grice aux angles d’Euler classiques dans le langage des familles fondamen-
tales:

o on transforme [a famille fp en [* par rotation d'un angle ¢ autour de l'axe A,

ot

o ensuite, on transforme la famille §' en {7 par rotation d'un angle # autour de 'axe Ay,

1

o enfin, on transforme la famille f' en §1 par rotation d’un angle ¢ autour de Paxe Agw.

s Position: on calcu! les coordonnées cartésiennes (x, u, z) du point O (origine de la famille | dans {a famille §p.

La translation correspondant au positionnerment étant la translation de vecteur Og O de la famille §;.

Fig. 3.13: Angles d'Euler classiques

ces quatre parametres sont liés par une relation de normalité:

P riesi= 1 {Eq.3.13)

3
&
3

O e PET ] CHAND B,



3 8. Systémes de coordonnées Partie 2

Pintérét de cette paramétrisation est qu’elle ne présente pas de singularités. Par contre
elle comporte l'inconvénient de représenter 3 d.d.l. par quatre parameétres lis entre eux

par une relation de dépendance exprimée par (Eq.3.13).

o Les paramétres de Rodrigues: donnés par 'ensemble des trois paramétres:

€1 = Uy tg—tf-, €2 = Uy tg%, ez = U, tg% (Eq.3.14)
L’intérét, de cette paramétrisation, est qu'elle offre une représentation de V'orientation
avec trois paramétres indépendants. Par contre elle comporte U'inconvénient présenter

des singularités pour ¥ = 7.

D’autres représentations sont possibles en utilisant les angles d’Euler [Fig. 3.13], de Briang

ou autres.

Dans Ia thécrie générale des groupes et algébres de Lie, on utilise plutot la notion de co-
ordonnées de premidre et seconde espéce. Dans cet ordre d'idée et dans ['état actuel de nos

développements, il est naturel de se demander:

1} Est-il possible de décrire un déplacement D guelconque par la composition de trois déplace-

ments cylindriques?

i1} Si une telle description est possible, peut-on généraliser les descriptions classiques des orien-
tations par les angles d'Euler ou de Briant (cartes de SO(3)) a des déplacements quelconques
ent utilisant cette fois des cartes -sur les nombres duaux- du groupe de Lie D
(les descriptions classiques par les angles de Briant et d’Euler pourront étre retrouvées en
considérant tout simplement des rotations au lieu de déplacements cylindriques dans cette

éventuelle description).
172) Quel intérét pratique présenterait le recours 4 de telles généralisations de conventions?

La réponse a la question ¢) est oui. C'est en fait la décomposition associée aux coordonnées de
seconde espéce dans la base (£, Q2 £.79,Q1,¢, Q) de O liée 4 une famille fondamentale f = (£,1,¢).
La réponse & la question i1) fera I’objet des paragraphes 3.8.1 et 3.8.2. La méthode de généralisation
des conventions d’Euler et de Briant, que nous y proposous consiste 4 se donner deux familles

fondamentales f, et f, et procéder ensuite suivant les étapes:
(a) partir de la famille fondamentale f,,

{b) proceder par trois déplacements cylindriques indépendants avec des conventions, de transfor-
mation des familles fondamentales successives, semblables & celles proposées dans la littéra-
ture pour les rotations par des angles de Briant ou d’Euler, a la différence prés gue chaque fois
que 'on fera “tourner” une famille par une rotation autour de Paxe de 'un de ses éléments,

on suivra cette rotation par une translation le long du méme axe.

(c) arriver a la famille fondamentale f,.

By,
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Pour chacune des méthodes proposées, nous allons commencer d’abord par décrire algorithme
des transformations correspondantes, puis nous allons identifier les paramétres intervenant dans

ces descriptions et donner les conditions d’application de telles méthodes.

Quant a l'intérét de nos méthodes, c'est qu’elles vont permettre de faire un calcul syrmbolique
trés simple & partir de la théorie des groupes en utilisant I'outil formel des nombres duaux qui
permet de simplifier la syntaxe des modeles. Le calcul sur les paramétres réels du modele pourra
donc étre obtenu de facon automatique en séparant les parties réelles et duales des expressions

duales.

3.8.1 Angles de Briant duaux: Roulis, Tangage et Lacet duaux
3.8.1.a Algorithme

{a) Appelons Roulis dual ¢ = o + ¢ a et appliquons e déplacement cylindrique Dy d’angle dunal
¢ suivant Paxe central de &. Il transforme alors la famille §, en une deuxiéme famille f'.

D, s’exprime alors par:
Dy = exp(d) (Eq.3.15)
La matrice duale associée 4 la représentation adjointe de D, relativement 4 la famille f,, est

donnée par:

1 0 0
Dy = 0 cos¢p -—sing (Eq.3.16)

D sing coso

{b) Appelons Tangage dual 8 = (3 + ¢ b et, de la méme facon, appliquons & la famille fl le
déplacement Dy d’angle dual # suivant l’axe de ;. Une troisiéme famille f” est obtenue au

terme de cette transformation. Done:
Dy = exp(@n) (Eq.3.17)

la matrice associée & sa représentation adjointe s'exprime, alovs, par:

cosf 0 siné
(Do} = 0 1 0 (Eq.3.18)
—sinf 0 cos@

{c) Appelons maintenant Lacet dual ¢ = + + ¢ ¢. A la nouvelle famille f” nous allons appliquer

le déplacement Iy, d’angle dual ¥ suivant 'axe du glisseur ¢”:
Dy = exp(y(") (Eq.3.19)

et la matrice associée 4 sa représentation adjointe s’exprime par:

cos —siny 0
Dy, ] = siny  cosy 0O (Eq.3.20)
0 0 1

O eabusdi iR



3.8. Systémes de coordonnées Partie 2

Schématisation du paramétrage, d'un déplacement quelconque, correspondant aux angles roulis, tangage et lacet
duaux. Chaque rotation duale, autour d’un élément de la famille fondamentale en présence, se traduit par une

rotation réelle autour de son axe central et une translation de longueur finie le long du méme axe.

Fig. 3.14: Angles de Briant duaux

La composition des trois déplacements décrits par cet algorithme permet d’écrire:

D= exp( (") exp(07')exp(d &)

que nous noterons plus simplement:

D = D¢. .Dg Dd’ (Eq.3.21)
La matrice duale associée 4 la représentation adjointe d'un tel déplacement D est donnée par la
relation:
cosyPp ~sinyg 0 cos® 0 sinf 1 0 0
D=1 siny cos¢ 0 0 10 0 cos¢p —sing (Eq.3.22)
0 0 1 —~sinf? 0 cosé 0 sing cos¢

c’est & dire encore:

cosycos cosysin@sing — sinycosdp cosPsinbcosd + siny sing
[D.] = sinycost sinysinfsing +coswcosg sinpsinfcosp —cospsing | (Eq.3.23)
~sinf cos @ sin g cos B cos ¢

&
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GECMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

ol les symboles cos et sin désignent les prolongements canoniques duaux des fonctions cosinus et

sinus au sens trigonométrique classique.

Les parties réelle et duale de cette matrice sont données par les matrices réelles®:

sin ycos$ sinysin@sina-+cos yeosa sin v sinf coso —¢os ¥ singa

cos ¥ cos§ cos ysinFsina — sin vy cosax  cos 7y sind cosox + sin 7y sina
Re{D.] =
—sin 8 cos § sino cos 3 cosax

et

—sin vhsinB+ccos v cos 3

—cos vbsinG — ¢sin 7y cos 3
1° colonne
—bcosf

cos v sinffa cosa + cos v b cos @ sina — ¢ sin <y sin [ sina 4+ sin ~v o sina — ¢ cos ¥ cos o
Du{D.) = 2° colonne sin vsinfFacosa4sin yhcosGsina + ¢ cosysinB sina —cos va sina — ¢ sin v cos o
cosBa cosa—bsinfsina

—sin v sinfBasine+sinvbcosPeosxy+ccosysinf cosa —cos ya cosa 4+ ¢ sin v sina
} , } Y

—~cos vsinfBasina4cos v cosf cosa — csin vy sinf coso +sin ya cosa + ¢ cos vy sina
3° colonne
—cosfFfasinx —bsinf cosa

3.8.1.b Identification des parameétres et singularités

Jusqu'a présent nous n’'avons fait que décrire la généralisation des conventions des angles de
Briant. Pour pouvoir justifier ce paramétrage, il est nécessaire de résoudre le probléme inverse. Le
probléme d’inversion consiste a déterminer les angles duaux (des transformations cylindriques) qui

correspondent 3 cette décomposition. Ainsi, si:

b1 b1z b1
(D.] = 621 b22 d23 (Eq.3.24)
é31 b3z b33,

Cette matrice peut, éventuellement, &tre la matrice des cosinus directeurs duaux correspondant au
passage de la famille §; 4 la famille {, de type {Eq.3.11). La solution dépend en fait de la résolution
dans A d’un ensemble de 9 équations transcendantes qui expriment P'égalité entre les composantes
des matrices (Eq.3.23) et {Eq.3.24). Ainsi, la solution sous sa forme duale est donnée par:

6 = arcty ---—:—_6—;:
Vol + 8,
{ b= arety | B2ifcost (Eq.3.25)
v ared b11/cos b
Sag/cosd
b == ¥+ ~
. ? arc‘q(ég,g/cosé’)

L'existence du prolongement canonique de la fonction trigonométrique inverse arctg est as-
surée par le théoréme 1.7 que nous avons établi au chapitre 1 [page 21]. L’extraction des parties
réelles et duales de 8, ¢ et ¢ permet de retrouver les six parameétres réels qui décrivent une telle

8Ce calcul & été effectué grace au module dualstruc.map que nous avons implémenté dans le langage
de Maple.
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décomposition. Ainsi, si nous posons 7;; = Reéd;; et di; = Dué;; pourd, j € [1..3], alors:

¢ 3!
v = arctg (—)

11

B = arclg ———77,‘31 =
Vi + i,

(%)
a = arctg| —
733

$ {Eq.3.26)
~rirder +dry i,
"'%1 + T%I

4 2 2 4
_—raidinrii —raideiray vdayryy +2dairizrg; v dairy,
) 7 (2 2 2
™y i (T8 8y +rE)

3

o= —~razdsz+dzaryg
- 2 "2

N T3a 733

D’apres les relations (Eq.3.25) qui expriment les angles duaux ¢ et 9, la méthode que nous
venons de décrire présente certaines singularités lorsque la quantité duale cos 8 n’est pas inversible
(division par un nombre dual), c'est & dire, lorsque Re(cos#) = 0. En effet, la solution dégénere

lorsque:

Re(0)= (= =% (Eq.3.27)

[

auquel cas les deux transformations intermédiaires se retrouvent colinéaires et le déplacement total

se résume & une rotation duale autour de 'axe (. Ce déplacement s’exprime alors par:
p p p

D= ezp((v£¢)0) (Eq.3.28)

Les configurations singuliéres sont alors données par les valeurs du tangage dual ¢ dans
I'ensemble :tg @eR(ie —g ®ecR U % @eR).

3.8.2 Angles d’Euler duaux: Précession - Nutation et Rotation propre duales

3.8.2.a Algorithme

(a) Appelons précession duale ¢ = « +¢a. Dans un premier temps, appliquons a la famille f; le

déplacement Dy d’angle dual ¢ suivant l'axe de (, et notons Dy ce déplacement, il s’écrit:
Dy~ eap($G) (Eq.3.29)

la matrice associée 4 sa représentation adjointe s'exprime par:

cosp —stng O
[Dy,]= sing cos¢g O (Fq.3.30)
0 0 1

)
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MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Chapitre 3.

Partie 2

Schématisation du paramétrage, d'un déplacement guelconque, correspondant aux angles d'Euler duaux. Comme
dans le cas précédent, chaque rotation duale, autour d’un élément de la famulle fondamentale en présence, se tracuit

par une rotation réelle autour de son axe central et une translation de loiigueur finie le long du méme axe.

Fig. 3.153: Paramétrage par des angles d 'Euler duaux

(b) Appelons nutation duale 8 = 3+ ¢ b et appliquons 4 la famille f’ le déplacement Dy d’angle
dual 0 suivant ’axe de 7. Alors:
Dy = exp(8y) {Eq.3.31)
la matrice associée A sa représentation adjointe est donc:
cosf 0 sind
[Dg,] = 0 1 0 (£q.3.32)
~sin8@ 0 cosf
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{c} Enfin, appelons rotation propre duale 4 = v + ¢ et appliquons & la nouvelle famille f" le

déplacement D, d’angle dual ¢ autour de 'axe de " pour la faire cotncider avec la famille

fa:
Dy = exp(i() (Eq.3.33)

la matrice associée & sa représentation adjointe est:

costy —siny 0
iDy.]= siny  ecosyp 0 (Eq.3.34)
0 0 1

La composition des trois déplacements décrits ci-avant permet d’écrire:
D= exp(y(")exp(dn')expl(oG) (Eq.3.35)
ou tout simplement:

D= D,D; D, (Eq.3.36)

si aucune confusion n’'est & craindre. La matrice duale associée & la représentation adjointe d’un
tel déplacement est donnée par la relation:

cosyp —siny O cos@ 0 sinf cos¢p —sing O
[D.] = siny cosy O 0 1 0 sing cosp O (Eq.3.37)
0 0 1 —sinf 0 cos@ 0 0 1
soit encore:
cospcosfcosd — sinysing —cospcosfsing —sinycosgd cosy sinf
[D.] = sinipcosbcosd+cospsing —sinYcosfsing +cosycosd sinysind [(Eq.3.38)
—~sinfdcos d sinfsing cos f

Les parties réelle et duale d’une telle matrice duale sont données respectivement par:

cosy cosF cosa — sin~y sinw  —cosy cos 3 sina —sin<y cosa  cosvy sin 3
Re[D.] = sinycosF cosa + cosy sina  —siny cosd sina + cosy cosa siny sin 3
—sin{gd) cosa sin 3 sina cos 3
et
—~cosycosBasina —cosybsinfcosax—csiny cos G cosa —sinya cosa — ¢ cosy sina
1° colonne —~cosycosPacosa+cosyhbsinlsina + csiny cosFsina +sinya sina — ¢ cosy cosa
cosyb cos @ — ¢ siny sin g
—sin~ cos3a sina —sinybsinf cosa+ ccosy cosf cosa+ceosya cosa — ¢ siny sina
Du[D.] = 2% colonne --sinycosJa cosa+sinybsin3 sinax —ccosy cos@ sin —cosya sina — ¢ sin<y cos o
sinfacosa+ bcosF sina
sinfasina — b cos B cosa
3" colonne sinybecos @+ ccosy sinf
~bsing
A
2
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3.8.2.b Identification des parameétres et singularités

Comme pour la méthode précédente, 'inversion du positionnement décrit ci-avant dépend de
la résolution d'un ensemble de 9 équations transcendantes qui expriment P'égalité entre les matrices

{£q.3.33) et {Eq.3.24). La solution sous sa forme duale est donnée par:

f (57 T EE )
8= a,frctg (M)

633

62 3/5'?:7’1,9 (F 3 39\’
= bl Sddida q.3.39]
¥ = arcg ((51 3/51’718)

832/5in 8 )

h= arct —
L ¢ g (-—531/51'718

L’extraction des parties réelles et duales permet de retrouver alors les six parameétres réels qui
décrivent une telle décomposition:

(7= arctg(T22)
T13

) P
4= arct.g(——i’ﬂ—)
733
Ty
o= —a'rctg(—ﬁ)
731

(Eq.3.40)

)
razdiz —dazris
T13% + o3’

2 2
_Tai1"dzz+ragTdys —raidiaves —rsadsatas

V7312 + 1323 (ras? 4+ rai? 4+ rga?)

_ razday —dsars:

\ r31? + rga?

b=

Les relations exprimant les angles duaux ¢ et 1 {Eq.3.39) permettent de conclure que cette
méthode présente certaines singularités lorsque la quantité duale sin § n'est pas inversible. c’est &
dire si Re{sinf) = 0. En effet, la solution dégéndre lorsque:

0
Re(f)= B= ou {Eq.3.41)

s
auquel cas les deux transformations intermédiaires se retrouvent colinéaires et le déplacement total
se résume A un déplacement cylindrique d’axe A;. Le déplacement D s’exprime, dans de tels

conditions, par:
D= exp({v+£¢)() (Eq.3.42)

et ensemble des configurations singuliéres est donné par les valeurs de la nutation duale § dans
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3.9. Modéle géométrique des mécanismes a structure ouverte simple Partie 2

3.9 Modéle géométrique des mécanismes a structure ouverte simple

La configuration de 'organe terminal est obtenue en positionnant ce dernier par une succession
de mouvements aux niveaux des articulations du bras manipulateur. Pour le moment nous allons
considérer seulement des robots sous forme de chaines ouvertes simples. Le modéle géométrique

des chaines cinématiques arborescentes sera donnée plus tard.

N .-
PRt
&“l 2 N
W B M
[Pl i !
! ’
' \w' v’
(N e

. ““ Epaule *’
A D)

i R IR S,
. C e e e m ) ‘“‘Hanche ™
( “Bassin’ )

Le positionnement de 'organe terminal peut étre décrit par un changement de configuration articulaire. Un change-

ment de configuration articulaire se traduit alors par des déplacements &lémentaires au niveaux des articulations du
robot manipulateur. Ainsi:

s La configuration articulaire {B) est obtenue & partir de la configuration articulaire {4} par simple rotation
d'un angle de —7/2 autour de I'articulation “Epaule”.

¢ La configuration articulaire {C) est obtenue A partir de la configuration articulaire (4) par simple rotation
d’un angle de 7 /2 autour de l'articulation “Hanche” et d'un angle de —# /2 autour de Particulation “Epaule”.

Fig. 3.16: Configuration articulaire
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

3.9.1 Déplacements de passage entre éléments adjacents du robot

Considérons un manipulateur en chaine ouverte simple comportant N articulations. Nous
allons donner au socle l'indice 0 et numéroter successivement les N éléments du robot, dans 'ordre
ou ils sont rencontrés lors du parcours de la chaine cinématique, en partant de Vélément qui
est directement lié au socle jusqu’a 'organe terminal qui portera alors Vindice N. Cetie chaine
cinématique se compose donc de N + 1 éléments Cy, Ci, ..., Cn. Ensuite, pour numéroter les
articulations nous allons associer le méme indice a chaque élément et son articulation amoxnt.
Erfin, nous allons associer & chacun des corps C; une famille fondamentale |, = (&,n:;, ) qui
en soit rigidement liée (cela revient au méme d’associer aux corps C; les repéres orthonormés qui
matérialisent les familles §;}. Notons DfH le déplacement de passage de la famille f, = (&,m:.¢) &

fier = (&is1,Mie1, Gaa). SiVon se reporte & la figure Fig. 3.17 [Page 89)]:

fipr = DZ-}-I o f; (Eq.3.43)

Le déplacement inverse permet le passage de §,,, = (&1, g1, Ge1) & F, = (&, 7, (), il sera
noté dans la suite DS, Ainsi:

Di*'= DI, (Eq.3.44)

3.9.2 DModeéle géométrique en terme de déplacements de passage

Si 7 et j sont deux indices relatifs & deux éléments du robot tels que ¢ > 7; alors d’aprés la
relation (Eq.3.43) et la définition de Popératinn “o”, le déplacement de passage entre les familles

f; et f; peut étre obtenu a partir de la relation récurrente:

D= D D! (Eq.3.45)

soit sous forme explicite:
Di=Di,DI, - DY (Eq.3.46)

Donc, le déplacement de passage total permettant de décrire les configurations de Porgane terminal

relativement a la famille f,, liée au socle, est donné par:
DY = DY_,DNZ). - DD} (Eq.3.47)

sont associés & des translations. Donc, la relation {77) est vérifiée dans le cas N = 2.

3.10 Conventions de Denavit—-Hartenberg

La méthode des conventions de Denavit-Hartenberg [J. Denavit & R.S. Hartenberg
[DENA-55]] est une démarche trés répandue pour la description systématique du modeéle
géométrique des robots et mécanismes. Elle consiste & affecter des triedres particuliers aux éla-
ments du robot et ensuite & écrire le modéle géométriques en fonction des paramétres caractérisant
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(b) 3.10. Conventions de Denavit-Hartenberg Partie 2

Le manipulateur ci-dessus se compose de ¢ articulation. La chaine robotique se compose donc de 5 éléments Cq, C1,
..y C4. Lies familles fondamentales qui en sont rigidement solidaires peuvent, i priori, &tre prises de fagon arbitraires.
On générale pour la résolution des problémes d’ordre pratique, le choix des familles §; est fait de fagon & ce qu'il
simplifie les expression des quantités exprimés {coordonnées articulaires, générateur infinitésimaux des mouvements

articulaires, ...).

Fig. 3.17: Repérage des éléments du robot

les transformations entre les repéres ainsi construits. Cette méthode est généralement présentée
par une description matricielle d’ordre 4 x 4. La version que nous proposons ici est basée sur la
théorie des groupes. Eu effet, nous avons adapté la méthode des notations de Denavit-Hartenberg
au contexte général de la formulation de la mécanique par la théorie des groupes et algébres de
Lie en utilisant la notion des nombres duaux [A. HamlililHAML-91]]. Cette présentation couduit

alors & une présentation matricielle d’ordre® 3 x 3.

3.10.1  Algorithme pour les systémes en chaine ouverte simple

(a} Choix de la famille fondamentale associée au socle: on affecte au socle fixe une

famille fondamentale f, = (&, 70, o), & priori, quelconque.

9La présentation matricielle duale 3 x 3 conduit A une présentation matricielle 3 x 3 dans R en séparant
les parties réelles et duales des matrices duales.
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Cette figure schématise la construction géométrique d’une famille associée 4 un élément du robot & partir de celle

associée a son prédécesseur.
Fig. 3.18: Familles fondamentales associées aux notations de Denavit-Hartenberg

Initialisation et boucle de construction des familles §,: pours variant de 1 a N,

on applique les étapes de (b1) & (b4):
(b1) Construction du glisseur (;: ; sera construit de facon que 'axe A, coincide avec
Paxe du mouvement relatif de I'articulation ;. Ainsi, si X; est le générateur infinitésimal

du mouvement relatif de larticulation d’indice i, {; est tei que:
X; .
S1 1\1' E a \ t,

“= Tx R
(Eq.3.48)
a
we, = ~ si X, = ed.
“T gl

&
Ly
£

&
Cresis

(b2) Choix de l'origine de la famille §,:
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3.10. Conventions de Denavit~Hartenberg Partie 2

e Si Particulation d’indice i est prismatique (ie. ReX; = 0), l'origine O; peut, 3
priori, &tre pris arbitrairement.

o siles axes A¢,_, et A¢, se coupent,l'origine O, de la famille §; va pouvoir étre pris
3 leur intersection,

e sinon, O; sera pris 4 I'intersection de la normale commune aux axes A, _, et A¢, avec
l'axe Ac, [Fig. 3.18].

{b3) Détermination du glisseur ¢;: si les axes A¢,_, et A¢, ne sont pas paralleles, le

glisseur £ sera pris tout simplement tel que:

We ., Xw e
we, = TG o f (M= we, x O; M, YMEE  (Eq3.49)
H Wiy X W, H

Sinon, on prendra wg, un vecteur quelconque dans le plan perpeundiculaire & A¢, et:
ey )
E(M)= weg, xO; M, YMe€& {Eq.3.50)

{b4) Détermination du glisseur 7;: on établit le glisseur 7; par la relation:

=[G &) (Eq.3.51)

(c) Identification des parameétres de Denavit—Hartenberg: pour ¢ variant de 1 &

N on développe les étapes de {c1) a (c4):

{(c1) Détermination de ’angle v;: 7; est I'angle de rotation autour de l'axe Ag, qui

raméne l'axe A,_, 4 une droite paralléle & A¢,. Ainsi:
vi= arcos (we,_,.we,) (Eq.3.52)

{¢2) Détermination de la distance [;: [; est la distance depuis Vorigine O; de la

\

famille §, jusqu’au point d’intersection des axes A¢,_, et A, mesurée sur Paxe Ag,.

Ainsi:

I (Vi< (Eq.3.53)

\/1——— {weiy .wgi)g

(¢3) Détermination de D’angle §;: 9; est I'angle de rotation autour de I'axe A¢,_, qui

rameéne 'axe Ag, | & une droite parallele & Ag, . Ainsi:
8, = arcos (we,_, .we,) (Eq.3.54)

(c4) Détermination de la distances d;: d; est la distance mesurée sur axe A,_, en-

tre l'origine O;.; de la famille f,_; & Pintersection des axes A¢,_, et Ag,. Ainsi:

d;i= - /6l (Eq.3.55)

2
1- (wf!‘—x 'wfs)
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Les quatre parameétres associés aux notations de Denavit—Hartenberg peuvent &tre regrouper en deux classes:

e Deux paramétres constants qui caractérisent la disposition géométrique du corps du méme indice par rapport
a la disposition de son prédécesseur.

¢ Deux paramétres variables gqui caractérisent le mouvement relatifs au niveau de V'articulation du méme indice.

Sur la figure de gauche sont représentés les paramétres géométriques constants et sur celle de droite sont représentés

les paramétres cinématiques variables.

Fig. 3.19: Paramétres associés au notations de Denavit-Hartenberg

1

(d) Formation des déplacements D! relatifs aux familles §,: pour ¢ variant de 1

a N, le déplacement D?_, relatif A I'articulation ¢ est obtenu par la relation:
Di7'= B, AT o Al7' = eap(aiGiy) et By = exp(8:i &) (Eq.3.56)
avec:

= B +ed; et Ji= vy, +el; (Eq.3.57)

{e) Elaboration des matrices duales relatives aux opérateurs D!~ : pour : vari-

ant de 1 & N, la matrice qui correspond A la représentation adjointe du déplacement DLI,

&
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3.10.  Conventions de Denavit-Hartenberg Partie 2

relativernent & la famille f, est donnée par:

(D7) = [Bu] [A7]

1 0 0 cosc; —sinca; 0 (Eq.3.58)
= 0 cosfB; —sing; sina;  cosay O
0 sinf; cosf; 0 0 1
ie.
' oS8 & — 8T O 0
[D}_l*] = cos B; sina;  cos Ficosa;  —sin B (Eq.3.59)

stn B; sina;  sinB;cosa;  cosf;
3.10.2 Commentaires et preuve de ’algorithme

L’intérgt du langage mathématique que nous avons proposé dans cet algorithme réside dans
le fait que la détermination des parametres de Denavit—Hartenberg est effectuée par une méth-
ode analytique trés simple [Relations (Eq.3.52), (Eq.3.53), (Eq.3.54) et (Eq.3.55)]. Désormais,
Pantomatisation du processus de calcul des parameétres de Denavit-Hartenberg sera possible dés
que les familles fondamentales (i.e. les repéres) associées aux éléments du robot sont données. En

résumé algorithme général que nous venons de présenter se compose de trois parties:

e Phase 1: la construction des familles fondamentales associées aux éléments du robot com-
prend les étapes (a) et (b), o (b) est une boucle itérant les étapes de (b1) a (b4).

¢ Phase 2: Pidentification des parameétres de Denavit—Hartenberg est donnée par la boucle
(c) 1térant les étapes de (c1} & (c4).

e Phase 3: la construction des matrices duales de passage entre les familles fondamentales
définies dans la phase 1. Cette phase comprend deux boucles: (d) au terme de quoi sont
formés les déplacements de passage et la boucle (e} qui permet de calculer les matrices de

passage associées & ces déplacements.

Par ailleurs, seules les relations {Eq.3.52), (Eq.3.53), (Eq.3.54) et {Eq.3.55) nécessitent une
justification complémentaire. Pour ce faire, il suffit de voir que {&—1/&} et {(;—1/¢} sont les
cosinus directeurs duaux définis par le produit scalaire dual des torseurs &y par &—; d’une part
et de (;.; par ¢ d'autre part [le paragraphe 3.7, page 75]. Or, la définition géométrique des

parametres vy, I;, 6; et d; permet d’écrive:

{€i-1/&} = cos(0: +eds) et {Gi1/Ci} = cos(yi+eli)
ol ces est le prolongement canonique dual de la fonetion cosinus. De plus, d’aprés le théoréme 1.7
[Chapitre 1, page 21] on peut écrire:

6; +cd; = arcos ({&i=1/&}) et v +ely = arcos ({Ci=1/6:}) (Eq.3.60)

ol arccos est le prolongement canonique dual de la fonction arc cosinus. Ce passage est justifié par
le théoréme 1.7 [Chapitre 1, page 21]. Les relations (Eq.3.52), (Eq.3.53), (Eq.3.54) et (Eq.3.55) en
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Partie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES
découlent.

Par ailleurs, la relation (Eq.3.59) implique, compte tenu des relations {(Eq.3.57):
‘ cosc; cosB; stney;  sin B stna;
[D}_l *] = —sina; €08 [5;cosa;  Sin P;cos
0 —sin 3; cos [3;

le calcul des parties réelle et duale de la matrice [D:_l*] donne:

cosB; cosvy, sinf; sin~y, sind;

Re [ 2_1*] = —sinf, cosv,cos6; siny;cosé; (Eq.3.61;
0 —8in Y Co8 v;
et
, ~d:stnf; cosvy,d;cos8; —;siny; sinb; s1ny; d; cosB; + 1; cosy; sin B;
Du [Dﬁ:_l *‘ = —~d;c0s8; —cosvy;d;sinb; — l; siny;cos8; —sinv;d, sin8; + 1; cosy; cos 8;

0O —[; cos~y; =l sin -y,

3.11 Modéle géométrique d’un manipulateur i structure arborescente

Dans cette section, nous allons décrire les aspects algorithmiques permettant d’obtenir le
modéle géométrique associé a des systemes articulés & topologie arborescente, mais nous conservons,
néanmoins, la terminoclogie définie pour les structures & chaine simple et les notations définies dans

la section 3.5 pour les systémes arborescents.

3.11.1 Formulation itérative du modéle géométrique

Cousidérons un systéme articulé a structure arborescente dont les éléments sont numérotés
selon un ordre récursivement reconnaissable sur le graphe du mécanisme. Si j et k sont les indices
de deux éléments d'une méme branche tels que j < & et si i7{k) définit indice du prédécesseur
immédiat du corps d’indice &, alors, la traduction de la relation récurrente (Eq.3.45) pour un tel
systéme s'écrit:

b

D = DL, D (Eq.3.62)

Done, si la structure arborescente posséde [ organes terminaux d'indices respectifs
» . . N Fa -
Ny, Ng, -+ Nk, le modele géométrique est obtenu en calculant Dy, Dé\‘, s Dév‘" selon le mod-

éle récurrent {(Eq.3.62}.

Exemple

Reprenous Pexemple du robot & structure arborescente de la figure {Fig. 3.11, page 73]. Ce

robot posséde trois organes terminanx, done, son modéle géométrique est donnée par les trois

94 | sg
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3.11. Modéle géométrique d’un manipulateur a structure arborescente Partie 2

déplacements:
Dy = D§D;DiDg
Dj = Dj]D;DiD;
D; = DiDjDiD;

3.11.2 Généralisation de D’algorithme par les conventions de Denavit—
Hartenberg aux systémes arborescents

(a) Choix de la famille fondamentale associée au socle: on affecte au socle fixe une

famille fondamentale f, = (&, 79, o) & priori, quelconque.

(b) Initialisation et boucle de construction des familles f,: pour & variant de 1 4
N et j = i~ (k), on applique les étapes de (bl) & (b4):

{b1) Construction du glisseur {;: (i sera construit de fagon que 'axe A, coincide

avec 'axe du mouvement relatif de D'articulation k. Ainsi, si Xi est le générateur

infinitésimal du mouvement relatif de articulation d’indice &, (. est tel que:

Xk
L= ——— si Xp e 0\ f{,
“= xep S AEE0)
e
we, = -~ si Xy = e
“T Dl ’

(b2) Choix de Porigine de la famille §,:

e Si Particulation d’indice k est prismatique (i.e. Re X = 0), Porigine Oy peut, a
priori, &tre pris arbitrairement.

o siles axes A¢; et A¢, se coupent.l’origine Oy de la famille f, va pouvoir étre pris a
leur intersection,

e sinon, O, sera pris & 'intersection de la normale commune aux axes A¢; et A¢, avec

l’axe A(k [Flg 320]

(b3) Détermination du glisseur ;: si les axes A¢; et A¢, ne sont pas paralitles, le

glisseur £ sera pris tout simplement tel que:

Wy X e,

3 %]
we; x we, |l

Tn

—_—
et & (M) = we, x Ox M, M €

We,, =
Sinon, on prendra wy, un vecteur quelconque dans le plan perpendiculaire 4 A, et:
-_—
Ee(M)= we, xOL M, YMec &

{b4) Détermination du glisseur #;: on établit le glisseur 7. par la relation:

M = iCe.&x]

g‘; !;__9—5_]

&
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Partie 2 Chapitre 3. MOQDELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Cette figure schématise les parameétres cinématique associés aux éléments adjacents d'un systéme a siracture ar-
borescente de corps articulés indéformables.

Fig. 3.20: Parametres cinématiques pour un systéme arborescent

(c) Identification des paramétres de Denavit—Hartenberg: pour & variant de 1 a
N et j = i~ (k), on développe les étapes de (c1) & {cd):

(c1) Détermination de ’angle ~;: v est 'angle de rotation autour de I'axe Ag, qui

raméne 'axe A¢, & une droite paralléle & A¢, . Ainsi:

Y = arcos (WC]' wCA)

g
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3.12. Conclusion Partie 2

(c2) Détermination de la distance I;: [, est la distance depuis lorigine Oy de la

famille f, jusqu’au point d’intersection des axes A;, et Ag, mesurée sur 'axe A¢, . Ainsi:

Io= — KJ/C’C}
R 1] N
V1= (wg we)?

(c3) Détermination de I'angle 6;: 8, est Pangle de rotation autour de I'axe A¢, qui

raméne 'axe A¢. & une droite paralléle & A, . Ainsi:
B = arcos (we, we,)

{c4) Détermination de la distances d.: d; est la distance mesurée sur axe A¢, entre

Porigine O; de la famille §, & I'intersection des axes A; et Ag,. Ainsi:

g = - J5/8]

1- (wfj Wey, )2

(d) Formation des déplacements D! relatifs aux familles f,: pour k variant de 1 &

N et 7 = i17(k), le déplacement D;‘ relatif a l'articulation d’indice %k est obtenu par la

relation:
D= By Al ot Al = explar(;) et By= exp(Bi&s)
avec: ap = O +edy et B = v +eli.

(e) Elaboration des matrices duales relatives aux opérateurs D{;*: pour k vari-

antde 1 A Netj= i (k) [Dé*} = [By.] [AJA*]

3.12 Conclusion

Les méthodes que nous avons développées dans ce chapitre s’appliquent a un grand nombre de
mécanismes. L’application de la théorie des groupes A 'ensemble des déplacements et 3 la caractéri-
sation des liaisons mécaniques offre un langage naturel intéressant pour la description du modéle
géométrique des mécanismes. Ce langage favorise en particulier une formulation analytique et un
calcul symbolique simple des modeles du comportement géométrique et cinématique des systémes
mécaniques articulés {i.e. les expressions syntaxiques des modeles dans un tel langage s’expriment
de facon trés simple). Ces méthodes peuvent donc étre implémentées dans un processus de calcul
formel. La théorie des graphes offre alors I'outil pour généraliser ces méthodes et modeles a I'étude
de systémes articulés plus complexes. On a vu que pour déterminer les indicatrices de la structure
arborescente ouverte, il suffit de connaitre la matrice des prédécesseurs immédiats. Cette méthode
est trés économique par rapport A celle utilisée par Wittenburg [WITT-75] qui pour déterminer les

indicatrices!® de la structure arborescente. Dans les développements de Wittenburg [WITT-75].

Wes indicatrices définies par Wittenburg dans son exposé sont, en fait, différentes des indicatrices que
nous avons définies dans le cadre de notre travail.
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Pariie 2 Chapitre 3. MODELE GEOMETRIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

la détermination des indicatrices nécessite la connaissance des matrices d’incidence et de référence
de l'arbre topologique. Cependant, la connaissance compléte de ces deux maftrices introduit une
information inutile pour le calcul itératif du modéle dynamique. En effet, la reconnaissance du
graphe dans un processus itératif va se faire de proche en proche et par la suite on aura seulement
besoin d’une description locale du graphe et non une connaissance globale. Dans le chapitre suivant

nous appliquerons ces techniques et résultats au calcul du modéle dynamique des mécanismes.

3
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Chapitre 4

MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

4.1 Introduction

Jusqu'a présent, notre analyse des systémes articulés était uniquement focalisée sur des con-
sidérations cinématiques. Dans ce chapitre, nous présentons les causes qui sont & Porigine du
mouvement de tels mécanismes. Les buts que nous nous fixons dans ce chapitre peuvent &tre

résumés en trois points essentiels:

¢ Apporter une contribution & la modélisation du probléme dynamique a partir du formalisme
des groupes et algébres de Lie et des outils de modélisation que nous avons développés

jusqu’ici avec la notion de nombres duaux.

¢ Automatiser le processus de génération des équations du mouvement des systémes mécaniques
articulés. Pour ce faire, nous allons établir une formulation itérative quasi-optimale perme-
ttant de calculer le modéle dynamique d’un systéme articulé & chaine ouverte simple ou

arborescente.

o Relier les modeles dans le formalisme des groupes et algébres de Lie avec les modeéles classiques

de la mécanique.

Comme nous allons le voir, une comparaison selon P'efficacité du calcul algorithmique, entre
notre formulation et sept autres méthodes de référence parmi les algorithmes les plus réputés pour
leur efficacité, permettra de mettre en valeur la puissance de notre formulation et son adaptabilité
a la commande dynamique des robots en temps réel. Comme nous allons le voir dans un prochain

chapitre, les performances de nos algorithmes peuvent atteindre une efficacité optimale grace:

e d'une part, & une implémentation itérative symbolique utilisant I'outil de calcul formel et
les techniques de réécriture pour le regroupement des termes qui interviennent plusieurs fois

dans le schéma des calculs,
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

s d’autre part, & l'automatisation du processus de simplification de tels calculs chaque fois
qu’interviennent des termes nuls ou des multiplications par 1 [Chapitre 6, section 6.5, page
183].

4.2 Descriptions du champ des vitesses
4.2.1 Dérivée temporelle d’un champ

Considérons un champ de vecteurs ¥ variable au cours du temps (i.e. t — Y(¢) définit une
application de R dans 0). Si on se fixe une famille fondamentale § = (£,7,¢) de Palgébre de
Lie des torseurs 0, on peut exprimer Y par son systéme de coordonnées par rapport 4 la famille

fondamentale f:
Y ={a+eca)f+(B+ebin+iv+ec)C

la dérivée temporelle du champ de vecteur Y, rapporté 4 la famille fondamentale §, est compléte-

ment déterminée par les dérivees des coordonnées de Y relativement 4 la famille §; c’est 4 dire:

d , . . . ]
EY:(d+5a}£+(/3+sb)7)+("}'+ac')§ {Eq.4.1)

d ’ \ Y
Remarquons cependant que si M est un point mobile: E[Y(M’)] # Y (M)

4.2.2 Descriptions eulerienne et lagrangienne des vitesses

Généralement en mécanique du corps solide on définit deux descriptions du mouvement selon

que lon se réfere & Pespace ou au solide lui méme.

4.2.2.a Champ eulerien de vitesse

Définition 4.1
Le chamyp eulerien de vitesse (ou tout simplement vitesse eulerienne) est le champ des vitesses
du corps dans un référentiel lié & Uespace.

Pour un mouvement de corps rigide caractérisé par t — D(t) relativement & une configuration
de référence v, la théorie des groupes et algébres de Lie permet d’exprimer le champ eulerien de
vitesse & partir de Ia dérivée & droite du déplacement D par rapport i la variable temporelle:

U= gT dD

o= {Eq.4.2°
D=t g¢ {Fq.4.2)

4.2.2.b Champ des vitesses lagrangiennes

Définition 4.2
Le champ lagrangien de vitesse (ou tout simplement vitesse lagrangienne) est le champ des
vitesses du solide dons un référentiel lié au solide lui méme.

Soit un mouvement de corps rigide caractérisé par I'application ¢ +— D(t) relativement & une
configuration de référence r. D’aprés la théorie générale des groupes et algébres de Lie, le champ
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4.2. Descriptions du champ des vitesses Partie 2

lagrangien de vitesse peut &tre exprimé 3 partir de la dérivée & gauche du déplacement D par
rapport a la variable temporelle. Ainsi:

Ve IT dD

Dt 'E?‘ (Eq.4.3)

Corollaire 4.1
Si U et V désignent respectivernent les champs eulerien et lograngien de vitesse d’un mouve-
ment donné par t + D(t) relativement & configuration de référence, alors:

V= DI'U (Eq.4.4)

4.2.2.c Cas du sous-groupe des mouvements cylindriques

Le cas des paires cinématiques de type C {paires cylindriques) présente un intérét particulier
dans la modeélisation des systémes mécaniques articulés. En effet, ce cas englobe toutes les ar-
ticulations dont le mouvement relatif entre les deux éléments de la paire cinématique se réduit &
un meuvement selon un axe fixe. Nous avons vu, au chapitre précédent, qu'un mouvement quel-
conque peut étre décomposé en trois mouvements de types C. En fait, un mouvement de type
C peut &tre caractérisé par le fait que le génératenr infinitésimal du déplacement D(t) = exp X (1),

relativement & une configuration de référence, peut se mettre sous la forme:
X(t) = a(t)¢ avec o € C3(R,A) et (€0 telleque |[(lo=1 (Eq.4.5)

oi C2(R, A) est 'ensemble des fonctions d’une variable réelle et 4 valeurs duales deux fois contin-
uement dérivables. Cette condition de dérivabilité traduit dans ce cas particulier le principe de
dérivabilité de la cinématique (i.e. existence des vitesses et des accélérations). Les mouvements de
type C recouvrent toutes les paires cinématiques associées 4 des sous-groupes de C {les déplace-
ments cinématiquement admissibles par les articulations de type C forment un sous-groupe du
groupe de Lie D -qui admet 4 son tours des sous-groupes propres- et ,en tant que variété différen-
tielle sur R, il est de dimension 2). On retrouve ainsi les quatre types d’articulations mécaniques

A axe fixe (pour le mouvement relatif} au cours du temps:
o les paires cinématiques prismatiques (un degré de liberté en translation) de type P,
e les paires cinématiques pivots (un degré de liberté en rotation) de type R,
¢ les paires cinématiques hélicoidales (un degré de liberté suivant un axe) de type H,

o les paires cinématiques cylindriques {deux degrés de liberté: une rotation et une translation

indépendantes suivant le méme axe) de type C.

Cou.ollaire 4.2
Sit — D(t) = expX(t) désigne un mouvement de type C, alors le champ des wtesses
euleriennes et confondu avec le champ des vitesses lagrangiennes et on a:

X=af = U= V= 4¢( {Eq.4.6)
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

4.3  Accélérations d’un corps rigide — Lois de composition de mouvements

Avant d'entamer la description des accélérations, nous allons tout d’abord discuter bri¢vement
le probléme de différentiation de la représentation adjointe du déplacement associé & un mouvement

donné.

4.3.1 Résultats préliminaires

Lemme 4.3

Considérons Papplication t — Y (t) de R dans O et lapplication t — D(t) définissant un
mouvement donné par rapport & une configuration de référence. Si'V désigne la vitesse lagrangienne
de ce mouvement et si on pose Z(t) = D.Y(t), alors:

Y= D'Z+[D12 V] (Eq.4.7)

I Preuve :
Soient O et N deux points fixes de £, alors Vapplication t — M{¢) = D{N) définit un point
mobile M {1} animé du mouvement correspondant & ¢t — D{¢). Rappelons d’abord la régle génerale

de dérivation:

dY (M) : dOM
dY (M) = Y{M)+wy x

dt

Maintenant, posons Z{t}) = D, Y(t}) et notons D la partie linéaire DD, alors on peut écrire:

= Y(M)+wy x U(M) (Eq.4.8)

Z(M)= [DoY](N) (Eq.4.9)

D’une part, compte tenu de {Eq.4.8) on a:

dzd(iw) = Z(M)+wz x UM) (Eq.4.10)

et, d’autre part, en dérivant relation {Eq.4.9) par rapport a ¢ on obtient:

d Z{M)
dt

= wy x DY(N))+ D(Y(N))

= wy x [D.Y)D(N)) + [DY)D{NY) (Eq-4.11)
= wy x Z{M) +[D,Y](M)
les deux relations (Eq.4.10) et (Eq.4.11) sont équivalentes, donc:
Z(My= [D.YJ(M)+wy x ZIM) —wz x U(M)

cela entraine: Z = D,V + [U, Z], d'of la relation (Eq.4.7) compte tenu du corollaire 4.1. [ |

Théoréme 4.4

Soit {’applicetion t — D(t) décrivant un mouvement donnée par rapport 4 une configuration
de référence. SiV désigne son champ des vitesses lagrangiennes , alors:

4
dt
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4.3.  Accélérations d’un corps rigide ~ Lois de composition de mouvements Partije 2

et

d
17 D'= —@dVoD! (Eq.4.13)
§ Preuve :

La relation (Eq.4.13) est évidente. Il suffit de prendre Z un torseur fixe de 0, considérer

Y(t)= D' Z et d’appliquer le lemme 4.3.

La relation {Eq.4.12) n’est pas plns difficile & obtenir, il suffit d’appliquer le lemme 4.3 avec
Y €0 (ie. Y ne dépend pas du temps) et le champ Z tel que Z(t) = D, Y. ]

Corollaire 4.5
Soit U le champ des vitesses euleriennes associé au mouvement caractérisé t — D(t) relaitve-
ment & une configuration de référence v. Alors:

% D.,= adUo D, (Eq.4.14)
et
d - -1
Et_D* = —-D; oadlU {Eq.4.15)
B Preuve :
Il suffit de voir que dans (Eq.4.12) et (Eq.4.13), V = D;'U. Les relations (Eq.4.14) et

(Eq.4.15) en découlent directement. [ ]

4.3.2 Vitesses et accélérations dans une paire cinématique

Soit une paire cinématique donnée S;; = {C;,C;}, notons f; et f; deux familles mobiles

rigidement solidaires & C; et C; respectivement.

4.3.2.a Notations

Dans la suite nous adoptons la notation qui consiste & noter *X le systéme des coordonnées
duales du torseur X relativement & la famille f; et /X ses coordonnées par rapport & la famille
f;. Ainsi, dans ces notations, D;(t) représente le mouvement de la famille f; par rapport & §; et
‘Vf les coordonnées du torseur lagrangien de vitesse relative du corps C; par rapport & C; et enfin
WioetJ V; les coordonnées des champs lagrangiens de vitesse des corps C; et C;, respectivement

rapportés aux familles f; et f;.

4.3.2.b Composition des vitesses

La loi de composition des vitesses se traduit par le fait que la vitesse absolue d'un corps est
égale a la somme de ses vitesses relatives et d'entrainement. Ainsi, pour les éléments de la paire

cinématique S;; cette loi s'exprime par la relation:
WVi= DV + V! (Eq.4.16)
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Les algorithmes de calcul des vitesses angulaire et linéaire du corps C; & partir de celles du
corps C; peuvent étre retrouvés par l'extraction des parties réelle et duale pures de la représentation
matricielle de la relation (Eq.4.16). Notons D; la partie linéaire du déplacement D;, la loi de

composition des vitesses angulaires s’exprime par:

1

wi= Dt (Eq.4.17)
et la composition des vitesses linéaires se déduit de (Eq.4.16) par:

WiM) = DLIV,(0,)+ D% iw; x DLO; M+ VI(M) (Eq.4.18)
[ N = N ,
vitesse d'entiainement vitesse relative

vitesse abrolue

Si le point A/ est choisie & I'origine O; de la famille §; (i.e. du repére R;), notons 7 p; le vecteur
0Q; O; pris dans le repére R;. Alors, Valgorithme permettant de déduire la vitesse linéaire an poing
O, & partir de celle du point O; s’écrit d’aprés la relation (Eq.4.18) et compte tenu de la bilinéarité

dn produit vectoriel et de l'orthogonalité de 1a matrice D;' par:

i

v = Di vy + 7wy x Ip) + ivf (Eq.4.19)
4.3.2.c Pseudo-accélération — Loi de composition des accélérations

Avant de ¢é&finir ce que nous entendons par pseudo-accélération, rappelons tout d’abord que
les accélérations angulaire et linéaire usugl!es en mécanique classique ne définissent pas un champ
équiprojectif, pour la simple raison que E[Y{’\/fﬂ # Y(M).

Définition 4.3
Nous appelons pseudo-accélération, la dérivée temporelle du champ des witesses. On distingue:
o Lo pseudo-accélération eulerienne qui découle de la dérivée du champ eulerien des vitesses,

, . . d
relativement & une famille fondamentale liée & Despace, que l'on pourre noter U = (—i—l;U.

¢ La psendo-accélération lagrangienne induite par la dériwée du champ lagrangien des vitesses,

relativement & une femille fondamentale lie au corps, que U'on pourre noter V = 7V.

Nous avons choisi d’appeler, une telle dérivée, pseudo-accélération pour deux raisons con-

flictuelles:

i) Sa dimension est celle d’uue accélération, puisque elle s’obtient & partir de la dérivée par

rapport au temps du torseur vitesse et donc elle s’apparente aux accélérations.

11} Elle n’est pas exactement une une accélération, pour la simple raison que sa partie linéaire

{moment en un point} n’en est pas une au sens physique du terme.
Ainsi, il nous semble tout A fait opportun de remarquer au lecteur que:

{Rm;) Le vecteur résultant de la pseudo-accélération définit exactement 'accélération angulaire du

mouvemernt.
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4.3. Accélérations d’un corps rigide — Lois de compesition de mouvements Pariie 2

(Rmgz) Quant au moment de la pseudo-accélération (i.e. pseudo-accélération linéaire), elle ne cor-
respond pas exactement 4 'accélération linéaire telle qu'elle est définie généralement en mé-

canique classique du point matériel.

{Rmg) Toutefois, si besoin est, 'accélération linéaire v du point mobile M peut &tre déduite du
moment du torseur pseudo-accélération au point M, en lui rajoutant le terme wy x V{M).

i.e.
Y= V(M)+ wy x V(M) (Eq.4.20)

(Rmy) En conséquence, le calcul des accélération des particules d’'un solide rigide, & un instant
donné, se ramene a celui des torseurs V et V a cet instant.
Théoréme et définition 4.6

La composition des pseudo-accélérations dans une paire cinématique S;; se traduit par la rela-
tion:

W= DLtV + [V, V] + VY (Eq.4.21)

Bl Preuve :
La composition des pseudo-accélérations dans une paire cinématique S;; se traduit par déri-

vation des membres de la relation (Eq.4.16). Ainsi, compte tenu du lemme 4.3:

Yo DLV DL V] (P42
or, d'aprés la relation (Eq.4.16), on peut écrire: Dj* IV, = W - ‘Vij.

de plus, nous savons que pour tout torseur X: [X,X]= 0.

Ainsi, de (Eq.4.22), il vient: *V; = D}, 7V, + [iVi, ’Vf] 4+ [ |

Pour le modele de calcul des pseudo-accélérations, nous préférons la relation (Eq.4.21) A
(Eq.4.22) pour des raisons d’optimisation de la complexité algorithmique (i.e. nombre des opéra-
tions élémentaires en calcul de 'algorithme). En effet, lorsque nous écrirons, plus tard, I'algorithme
complet qui permet de calculer les coordonnées des pseudo-accélérations, le calcul des coordonnées
des vitesses aura été effectué a une étape antérieure. Ainsi, la relation (Eq.4.21) permet d’éviter

des calculs redondants.

La traduction en vecteurs sommes de la loi de composition des pseudo-accélérations permet de

déduire 'algorithme de composition des accélérations angulaires dans la paire cinématique S, ;:
g P 3

W= DI04 fwi x !+ ] (Eq.4.23)

i

et 'évaluation de la relation (Eq.4.21) en un point M permet d’écrire:

WiM)y= D}IVi{0;)+D\Jw; x DLO; M + V(M) x ‘w)+
| {Eq.4.24)
Wy X V(M) + V(M)
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Partie 2 Chapiire 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

ainsi, lorsque le point M est pris & origine O;, on obtient la relation permettant de calculé la
pseudo-accélération linéaire du corps €; au point O; & partir de celle du corps C; au point O;.

, ——y
Ainsi, si 7p; = O; O, est décrit par rapport au repére R;, alors:
Yoy = DY (Foy 4 Jdy x )+ o x ! 4ty x ol + (Eq.4.25)

A ce stade du développement et compte tenu des remarques (Rm;) et (Rms), il nous sem-
ble important de faire un certain nombre d’observations qui permettent de faire le lien avec Ia

mécanique classique du point matériel:

{Ob;) Le point matériel {abstraction mathématique du solide infiniment petit) se congoit comme

un cas particulier du solide rigide.

(Obg) Compte tenu de la remarque (Rmg}, ia loi usuelle de composition des accélérations linéaires,
en mecanique classique du point matériel, se déduit de la loi énoncée par la relation (Eq.4.24).
En effet compte tenu des relations (Eq.4.17), {Eq.4.24) et (Eq.4.20) Paccélération absolue du
point mobile M s’écrit:

. s Do : —_— i .
vy = D;H@(O])«i-D; ijx DjOjM—ﬁ— Dj 9wj X 1V¢(]\/f)+ )
(Eq.4.26)

g x V(M) 4 V(M)

soit en remplagant *V;{ M) par son expression dans la relation (Eq.4.18) et en prenant compte

de la bilinéarité du produit vectoriel et de Porthogonalité de 'opérateur D_i-:

vw = Dj (JVJ-(O]»)+ Twy X TVi(05) + Fwi X w; X O M+ Jw; X O.’!A‘{)'*_

2D, x VI (M)+ (Eq.4.27)

Wwix V(M) + V(M)

or V(00 4+ 9wy x TV(0;) = o, et Wl x VI V(M) = oy

Done, finalement:

i 3 . ‘. . R4 5. m———
M = Dj }’yojﬁ—’wjxfwjx O; M+ 70, x O;M )+
accélétation absobue -
acvéleratinn dleuntralnement
ig 127 Y E Y
205w, x V(M) + (Eq.4.28)
~ oW
accdleratinn de Cariolis
iJ
Viag
——

aceéldration telative

La relation (Eq.4.28) traduit la loi de composition des accélérations linéaires d’un point

mobile AL.
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4.4.  Cinétique du corps solide Partie 2

4.4 Cinétique du corps solide

Cette section s’inspire de 'exposé de D. Chevallier [CHEV-86] concernant la dynamique des
solides rigides. Partant de I'idée de non-nécessité de décomposition systématique des articulations
“complexes” (i.e. & plus d’un degré de liberté!) des systémes articulés en paires prismatiques et
pivots, il montre Yexistence d’un opérateur généralisé d’'inertie qu’il caractérise par un nombre
de propriétés dans Palgebre de Lie 0. Dans le but d’appliquer ces résultats au calcul formel du
modele dynamique des systémes articulés et en utilisant les outils de modélisation basés sur les
nombres duaux, nous allons établir une forme pratique de cet opérateur généralisé d’inertie [A.
Hamlili {HAML-91]].

4.4.1 Description de la masse inerte

La description spatiale de la répartition de masse dans un solide rigide est étroitement lice &
la notion de mesure positive. Ainsi, si p; est la distribution de masse dans le solide rigide C dans

une configuration s, la masse m du solide est définie par:
m= [, p({M) (Eq.4.29)

oti M est un point matériel, du solide C dans la configuration s, de masse infinitésimal ps(M). La
masse totale doit nécessairement &tre indépendante du choix de la configuration s du solide €. En
effet, cette indépendance refléte le principe de 'invariance de la masse en mécanique newtonienne.

Pour cela, il faut que la mesure positive y satisfasse le relation:
#ipes = D), YDelD (Eq.4.30)

ot D{u;) est la mesure image de p, par 'application affine D (tout déplacement est une application

afline de 'espace géométrique &) définie par:
D)= p.(D7YV)); VVeEBp (Eq.4.31)

sachant que Bp est la tribu des ensembles I tels que: D™ (U} € P(E) (ensemble des parties de £).

4.4.2 Description du centre de masse

En mécanique, on appelle centre de masse (ou centre d'inertie) du solide € & la configuration

8, le point G, caractérisé par:
—— ——p .
mOG,= [, OMp(M); YOe¢& (Eq.4.32)

Pour alléger les notations des calculs avenir, nous allons noter ’opérateur linéaire:

e

K,0)= m0G. (Eq.4.33)

s -_—
tel que pour tout vecteur if de E, 51(.5(0)17 =mO0G; x 1.

'Exemples: les poignets, les rotules, les articulations cylindriques... etc.
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Propriétés 4.7
e Soit D un élément du groupe DetD sa partie linéaire. Alors:

Kp..= DoK,oD™ (Eq.4.34)

o Soient M et N deux points de £. Alors:

o

K, = K, N)+mNM (Eq.4.35)

J Preuve :
La démonstration est évidente. La relation (Eq.4.34) découle directement de (Eq.2.29)
[Chapitre 3, page 51]. En suite, la relation {Eq.4.35) découle de la définition du tenseur K.

4.4.3 Tenseur d’inertie d’ordre deux

De facon générale, on définit le tenseur d'inertie du second ordre {ou tout simplement le

tenseur d'inertie) en un point O, lié au solide par:

I.(00)u= / Ou M x (ux O M) dus(M); VYue K (Eq.4.36)
C
i.e.
I.0.) = —/ O, M dp (M) (Eq.4.37)
[

Si {z,y,2) est le systéme de coordonnées cartésiennes associé & un repére (ou une famille

fondamentale) d’origine le point O 1ié au solide, alors, la matrice associée & un tel opérateur s’écrit:

-[a.',a: "I.‘c,y _Ix,z

0] = L, I, —I. (Eq.4.38)
'—Iw,: ‘_Iy,: Iz,;
ot les éléments scalaires de cette matrice sont donnés par les relations:
o= [+ ), Ly= [ 43 a0, Lo= [ (340 dun,
c c c
Iy = / zydps(A), Ip.= / zzdus(M), I, .= / yzdps{M).
¢ s c

avec ps{M) est la distribution de masse au point M du corps C qui occupe la configuration s.

Lorsque le point U, coincide avec le centre d'inertie G, on obtient le tenseur central d’inertie.

Théoréme 4.8
si 0, désigne Le tenseur d’inertie du second ordre lié au solide C, alors:

o 51 O, est un point lié au solide C, alors:
, —~2 ,
L0 = LG -mop: (Eq.4.39)
—
ot pi = OsGy. Cette relation traduit le théoréme de Huygens.

108

-
&
%,

£
£33 DEs RN BT 1A RS



4.4. Cinétique du corps solide Partie 2

La distribution de masse dans un solide peut étre décrite a toute configuration s et tout instant. Si p est la densité
da corps C, la masse de U'objet infinitésimal M de volume dv, est égale a dm, = dp,(M) = gdv,

Fig. 4.1: Distribution de masse dans un solide & une configuration donnée

e si T est une configuration de S, D un élément du groupe DetD e partie linéaire de I,
alors:

Ip,,= Dol,oD™ (Eq.4.40)

J Preuve :

La démonstration est évidente. Comme dans le cas précédent, la relation {(Eq.4.39) découle
directement de la définition du tenseur d’inertie d'ordre deux et la relation (Eq.4.40) découle de
(Eq.2.29) [Chapitre 3, page 51). [ |

4.4.4 Torseur cinétique — Opérateur généralisé d’inertie

Généralement, on définit le torseur cinétique comme étant le torseur dont le vecteur somme

est donné par le vecteur quantité de mouvement et dont le moment est le moment cinétique. Le
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

but de ce paragraphe est de definir, si possible, un opérateur de Q qui permet d'obtenir le torseur
cinétique A partir du torseur des vitesses. Ainsi, si nous arrivons A construire un tel opérateur,
on aura démontré que la notion d’opérateur d’inertie se généralise 4 la description cinétique dans

0 d’un mouvement quelconque.

D’une part, si nous notons 7 le vecteur quantité de mouvement:
7= mV(GE,)

pour tout point Q rigidement solidaire de C, la vitesse linéaire du centre de gravité peut se réécrire

de la forme:
V(@)= V(0)-0G,xwy
ainsi, le vecteur quantité de mouvement se réécrit en fonctions de 'opérateur KS{O}:
7= mV(0) - K, (0)wy (BEq.4.41)
D’autre part, le moment cinétique P(O) au point O est donné par la relation:

P(O) = /Zﬁf % V(M) dps (M)
C
—_—
or V(M) = V(0)+ wy xOM, donc:
P(O) = (/ oM dus(M)) V(0) - </ oM dﬂs(M)> wy
C c

= K,0yv©) + 10w

(Eq.4.42)

les relations (Eq.4.41} et (Eq.4.42) permettent de définir ['opérateur généralisé d’inertie en tout
point & de £ par

H.0)= [(-K.0)+:1,0)) o Re + M+ K (0)) e Dul 015 (Eq.4.43)

tel que si P désigne le torseur cinétique, alors: Py = H.(0)V.
De plus, comme la détermination d'un torseur A partir de ses éléments de réduction en un point

donné est unique, alors:
H,= G e [(-K,(0)+el,(0)) o Re + M+ K ,(0)) o Du) 0 vo (Eq.4.44)
est indépendant du choix du point O et on peut écrire:

p= H.v (Eq.4.45)

Proposition 4.9
Soient r, 8 deux configurations d’un corps € et D un déplacement du groupe D tels que
8= Doer:
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4.5. Torseur dynamique - Loi de Newton-Euler Partie 2

(a) sic,®t= 0 estla décomposition en somme directe de I’algebre de Lie O au point G, {centre
d'inertie de C ¢ lo configuration s), elors:

H,c)c t et Hit) C ¢, (Eq.4.46)

{b) les opérateurs H, et H, relatifs sux configurations v et 8 du corps C sont liés par la relation:

H,= b,oH.. b (Fq.4.47)

B Preuve :
La démonstration est simple. Pour prouver la proposition (a), il suffit de voir que pour tout
torseur X de 0:

Re[H,(G) X] = m X(G,) et Du[H,(G,) X} = L(G)wx

Quant & la démonstration de {b), il suffit de voir que H, est R-linéaire et donc elle découle
(Eq.2.29) [Chapitre 3, page 51). |
La relation mathématique (Eq.4.46) traduit le fait que le torseur cinétique engendré par le
mouvement de rotation autour du centre d’inertie est un couple et le torseur cinétique engendré

par une translation du solide est un glisseur dont I'axe passe par le centre d’inertie.

4.5 Torseur dynamique — Loi de Newton-Euler

Le torseur dynamique se définit comme étant la dérivée par rapport au temps du torseur

cinétique. Pour établir une telle dérivée montrons le résultat préliminaire suivant:

Théoréme 4.10
La dérivée de Uopérateur généralisé d'inertie est donnée par:

(_id—t(H°) = adVo H,- H,o0adVv (Eq.4.48}

B Preuve :
Soit une situation de référence fixe v. Notons D(t) le déplacement qui définit la trajectoire

s{(t) par rapport a la configuration ». Alors, d’aprés la proposition 4.9 (b):

d = i o o D!
(H,) = - (D. H., - D7)

dt .
(Eq.4.49)
= %D*(t) o H, o D'+ Du(t)o H, o %D:l

Ce qui montre la relation (Fq.4.48) compte tenu du théoréme 4.4. [ |

Corollaire 4.11
Le torseur dynamique est donné par:
d . .
E Py = Hs( Vi+ [Vw Hs( V)] (Eq<4-50)
g 111
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

f Preuve :

Il suffit de voir que H, est un opérateur R-linéaire sur 0, donec:

L(Hv) = Hv)+ Hv) (Eq.4.51)

et comme {V, V] = 0, compte tenu de (Eq.4.48), la relation (Eq.4.50) découle directement de la
relation (Eq.4.51). B

Connaissant les caractéristiques inertielles d'un solide, les lois d’Euler et de Newton permettent
de déterminer, par le calcul, les efforts (i.e. forces et couples) inertiels qui agissent en son centre de
masse. La représentation torsoriel des forces et couples permet d’exprimer ces deux lois sous une
forme synthétique en terme du torseur dynamique. Rappelons ici que nous admettons ’objectivité
des efforts inertiels?. Ainsi, Soit F¢ le torseur résultant des efforts extérieurs agissant sur le solide

C, alors:

d
e _ 4.52)
F= Lp (Bq.4.52

cette loi sera dite loi fondamentale de Newton-Euler et nous I'énoncerons souvent, compte tenu de
la relation (Eq.4.50), sous la forme:
Fe= H,(v)+(v,H.(v) (Eq.4.53)
Explicitons cette relation pour voir comment s’identifient et s'interprétent les grandeurs vec-
torielles qui découlent de sa réduction en point. Revenons a la relation (Eq.4.50):

d

a_zps = Hyv)y+[v,H,(v)

. == . d d
en tout point O de £ en notant p* = O G, la partie réelle de [—cﬁ Ps] = to (:i_t Ps) est donnée
. o ,

par:

d .
Re (—PS] =m (V{O}—pgwaervx(V(O)—pgxwv))
o

{(Eq.4.54)

il

m (12’(0) +wy X V(O)) Yoy X g+ wy X (wy X pY)

J

—

accélésation du oovps © au peint Q
“ ”
—~p—

acctlPration an ventie de minsee G fu coaps ©

ce qui donne exactement la force d'inertie au centre de masse G (loi fondamentale de la dy-

namique).

*Les lecteurs soucieux de cette question peuvent se rapporter aux références indiqués dans notre bibli-
ographie et notamment i [H. Poincaré {POIN-02], J. Ullmo [ULLM-65} pour les aspects philesophiques de
la question, P. Germain [GERM-86] pour I'aspect pratique].
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4.8. Modéle dynamique des robots & chaine ouverte simple Partie 2

Maintenant, calculons le moment V¢, au point O, de la dérivée temporelle du torseur cinétique

P(t). 1l est donné par la partie duale du vecteur dual 77 Ps] . Done:
1 o
d \ .
Du J;Ps = Lioyiy + wy x L(0)wy +
o T d

momnent cinétigque duc A {a rotation aatour du poiut O

m (V(0)+ wy x V(0)) xp; (Eq.4.55)

~

accélération dn corps C an point O
~ )
T

omeut cindtique due an mouvenent linéaire du peint O

Cela donne, exactement, le moment résultant auv point O. En effet, la relation qui exprime
Paccélération du point O en fonction de celle du centre de masse G n’est autre que:
V(O)+ wy x V(0)= V(G + wy x V(Gs) — wy x pi+
(Eq.4.56)
—wy X (wy % p})
en rapportant la relation (Eq.4.56) dans (Eq.4.55) et compte tenu du théoréme de Huygens, on

obtient donc:

Du [fi Ps] = Ld(G)ov +we x Li(GHwr +
o g

i

mosent résnitant due an monvement piopie Jde €

m (V(G.) + wv x V(Gs)) x 0} (Eq.4.57)

- s
-

nccfléention du corps € an point G

-~
woment de la force d'inertie au peint O

Oor, conme NOUs Savons que: FE(G;) = HS(GS)LZJV + wy X HS(Gs)wV
et WEe = m (V(Gs) + wy X V(Gs)>. Donc, on a:
e d .
F(O)= N¢= Du|-—DF {(Eq.4.58)
dt o
le vésultat exprimé par la relation (Eq.4.58) est connu sous le nom du théoréme du moment ciné-

tique.

4.6 Modéle dynamique des robots i chaine ouverte simple

On considére dans ce paragraphe simplement les robots manipulateurs & un seul organe
terminal et des mécanismes 4 chaine ouverte simple. Le modéle dynamique des robots & plusieurs
organes terminaux et mécanismes a structure arborescente feront 'objet d'une section & part.
Définition 4.4

Toute loi qui présente le colcul d’une quantité indicée sur un ensemble totalement ordonné a
partit de sa valeur au rang précédant ou succédant est dite récurrente,

{a} Si ce calcul fait appel au rang précédent, la récurrence est dite directe (i.e. ascendante).
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

(b} Si, au contraire, il fait appel au rang succédant, la récurrence est dite inverse (i.e. descen-
dante).

Nous allons considérer maintenant le probleme du calcul des efforts généralisés Q qui corre-
spondent 4 une trajectoire donnée du systéme articulé, chaque élément du robot ou du systéme
articulé étant supposé un corps rigide. Aussi, nous supposerons connues, les positions, vitesses
et accélérations généralistes (g,q,§) des éléments du robot qui caractérisent, ainsi, complétement
sa cinématique. Les opérateurs généralisés d’inertie Hi (relatifs aux corps C; et pris aux origines
O; des familles fondamentales §; rigidement solidaires aux corps C;} seront également supposés con-
nus pour chaque élément C; du systéme articulé. Dans le calcul du modéle dynamique, on s’intéresse
& décrire toutes les guantités mécaniques relativement 4 un référentiel de laboratoire {ou de tra-
vail, souvent lié au socle, quand il g’agit de robots manipulateurs). Ainsi, nous allons privilégier
la description lagrangienne du mouvement. Sl v a besoin d’utiliser 1a représentation eulerienne
du mouvement, les relations correspondantes pourront &ire retrouvées comme nous 'avons décrit
au paragraphe 4.2.2, De méme, dans notre analyse, nous allons privilégier des articulations cylin-
driques, les articulations classiques de la robotiques (mouvement a4 un degré de liberté) peuvent
étre retrouvées en annulant les paramétres inutiles (i.e. cas des articulations pivots et prisma-
tiques) ou en imposant une relation de dépendance entre ces parametres (i.e. cas des articulations

hélicotdales).

4.6.1 Algorithmes récurrents pour le calcul des vitesses et accélérations

On couserve ici les mémes conventions d’indicage -des éléments d’un systeme articulé et de ses
articulations- définis au paragraphe 3.9.1 [Chapitre 3, page 88]. A chaque articulation, nous allons
associer une famille f; = (&,n.,¢,) telle que le glisseur (; définisse I'axe de l'articulation d’indice 1.
Ainsi, nous proposerons pour le calcul des vitesses et accélérations une méthode récurrente directe,

partant du corps d’indice 0 et s’arrétant au corps d'indice NV (ie. organe terminal).

4.6.1.a “Propagation” des champs cinématiques
D'une part, d'aprés la relation (Eq.4.16), la propagation® des vitesses est donnée par:
W= DYV WV (Eq.4.59)

or la paire S ;41 = {C;,Ciy1} étant une paire cylindrique, notons a, 11 = 6;41 +&diyy le paramétre
dual associé aux deux degrés de liberté d'une telle paire {on 8,41 est le degré de liberté de rotation
autour de 'axe A, , de la paire S;;; et diyq le degré de liberté de translation le long de I'axe

Acii.). Alors, d’aprés la relation (Eq.4.6), on a:

Wi = i T (Eq.4.60)

3 . ) " . a B 7
°Il faudrait comprendre ici le mot “propagation” dans le sens figuré relatif au mode du calcul récurrent
(les termes de rang supérieurs sont exprimés en fonction de leurs prédécesseurs).
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4.6. Modéle dynamique des robots & chaine ouverte simple Partie 2

Ainsi, I'équation (Eq.4.59) se met sous la forme:
Fyi = DUV dodny PG (Eq.4.61)
d’aprés la relation (Eq.4.21), la “propagation” des psendo-accélérations est obtenue par la relation:
FWipr = DIV + [DIF VWV ]+ RV (Eq.4.62)

et en dérivant par rapport au temps la relation (¥q.4.60):

WL = G G (Fq.4.63)
la relation (Eq.4.62) devient:
HIWo = DRV 4G (DI VL, ] + i TP G (Eq.4.64)
d’ou 'algorithme suivant:
Algorithme 4.1
e Cas général:
"Lwi-lvw1 - D;;H iy; 4 i+1vil;§»1

FWon = DI+ DIV, V]

e Cas des articulations de type C:
. 1 o
Wi = DV 4 die PG
; . “liv R i1 g ; .. :
Wi = DiFVVi+ duer [DITVVE, TG ] + i TG

Sauf mention coutraire, dans toute la suite, on ne considére que des articulations admettant

un axe fixe -dans le temps- (i.e. des articulations de type R, P, H ou C).

4.6.1.b “Propagation” des vitesses et pseudo-accélérations angulaires et
linéaires

Notons O; et O;41 les origines respectifs des familles /;, = (&,7m:,G) et figr =
(€i41,Mix1, Gip1 ) rigidement solidaires au corps C; et C;4y et telles que le glisseur (41 définit I'axe
de l'articulation de la paire cylindvique §,4) = {C;,Ciq1}. Ainsi, la partie réelle de la relation

{Eq.4.59) permet d'exprimer la loi de propagation des vitesses angulaires:
i+1u'i+1 = D::+1 "wi -+ éi+1 ’H'lzﬁ.l (Eq.4.65)

et sa partie duale exprime la loi de propagation des vitesses linéaires aux origines des familles

fondamentales solidaires aux éléments du robot, ainsi:
Hloir = DI (o 4w X i) + dopr g (Eq.4.66)
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Partie 2 Chapiire 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Les grandeurs cinématiques caractérisant le mouvement du corps C; sont évalud au point O; (Origine de la famille

f:) rigidernent solidaire & C;.

Fig. 4.2: Schématisation des grandeurs cinématiques

. —
ol *p;y1 désigne le vecteur O, O, pris dans le repére R; gqui matérialise la famille §;.

Maintenant, la partie réelle de 'équation (Eq.4.64) donne la loi de propagation des accélérations
angulaires:

i+l - D:‘+1 i i+l . < 9 1., 0 i1, Fa.d.67

Wil = 3 wj + Witr X bagq Skl t Ui Zig1 (Eq.4.67)

Quant A la loi de propagation des pseudo-accélérations linéaires aux origines des familles fonda-

mentales f; et f;,;, elle est obtenue par la partie duale de ’équation {Eq.4.64), soit:

Hliy = D7 (Pl + i X i) + o x 0 T+
(Eq.4.68)

i+1 1

7 i1, 7 i4-1 .
Wit: X dig1 Tz + dopr T

Algorithme 4.2

i+lu};+1 = D;Ll l’-u'i + 9.3‘.,-_1 i+1:i+1

Hlyn = DI (s 4 fwi % Tpip) + dig o

H"lul)i_;_g = D;.H Jw; + i'“w,_;,; X 91‘_” H"lsi.;.l + éi+1 i+'1:¢+1

Flpy = DIV (R4 s Tpgr) + ey x 8 Tl o+
i+

L .
Yopey X digr o + digy o
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4 8. Modéle dynamique des robotls & chaine ouverte simple Partie 2

4.6.1.c Algorithmes dans le cas des articulations prismatiques et pivots

Les articulations pivots et prismatiques sont des articulations trés utilisées dans la réalisation

technologique des systémes articulés en général et particuliérement en robotique.

o Cas des articulations pivots:
Pour obtenir le modéle daus le cas des articulations de type pivot, il suffit d’annuler dans les

équations de Valgorithme 4.2 les occurrences des paramétres di4, di+1 et Ji+13

Algorithme 4.3

Py, = D+ iy,

o = Flop+ 0y o

By = DEFVig 4o ity x

. Dt iy,

Hln = Ok PPy x i Pl 4 G T i
i = DZ:H W o < o 4ty X éi+1 Hlan

o Cas des articulations prismatiques:
De fagon analogue, pour obtenir le modeéle dans le cas des articulations prismatiques, il suffit

d’annuler dans les équations de Palgorithme 4.2 les paramétres angulaires 6,41, 6;41 et fisy:

Algorithme 4.4

Hlygr = DIt iw,

i+1thl — Df“ ivi + i+lwi+1 w i+1ﬂi+1 + d-;+1 1:+1z£+1

i = DI,

i+1‘i’i+1 — Di‘“ 1’1-)}, + i+1¢)i+1 v i+1pi+1 + -;+1w1+1 ¥ di-{—l i+12’1‘+1 + (.i.i+1 i+1zi+1

¢ Implémentation itérative mixte:
Dans le cas de mécanismes qui ne comportent que des articulations prismatiques et pivots,
afin de donner une formulation mixte qui traite aussi bien les articulations prismatiques et
rotoides, nous allons utiliser les classiques?partitions binaires (o;,&;) de I'unité. Ainsi, pour

tout entier 1 € [1..N] {ou N est le nombre de degrés de liberté du robot ou de la chaine

Les partitions binaires de 'unité sont trés utilisées en algorithmique pour désigner le processus condi-

tionnel:
si --- alors

sinon
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

cinématique ouverte simple), nous allons définir la partition (o;,7;) par:

o og;= 1 si I’articulation 7 est rotoide
o o, = 0 si I'articulation ¢ est prismatique =0, F0; == 1
o 7;= 1-o; coflicient conjugué de o;

les coordonnées articulaires €; et d; peuvent donc se mettre sous forme d’une notation unifiée

grice au changement de variables:
q;: = Oy 9;‘ -+ di (Eq.4.69)

Ainsi, les deux algorithmes 4.3 et 4.4 se réduisent i un unique algorithme incluant a la fois

les deux types d’articulations prismatique et pivot:

Algorithme 4.5

i+l’u,’,; = Di+1 tu)i

Wy = e o b Tz

i+1’L’," — Dz:—l—l i'U’g

iy = oy o x My + g G Tz

H-Ii;.‘i - D§+1 iwi

Froipr = o (Mo X die Mz + G g

o, = DIty

Floger = i+ o x o 4oy Pluigg X g T+
Fivt ("Mlwigs X Gigr o + G i)

4.6.2 Application des lois de Newton-Euler

Connaissant les familles fondamentales §; et les caractéristiques inertiels {i.e. les opérateurs
d’inertie Ht) associées aux éléments C; d’un robot ou d’un systéme articulé a chaine cinématique
ouverte simple dans le cas général, il est possible de connaitre les efforts qui agissent sur les corps
C;. 11 suffit pour cela d’exprimer la loi fondamentale de Newton-Euler (Eq.4.53) pour chaque corps

C; et d’évaluer les expressions obtenues respectivement aux points O; associés:
e = cHLOVH + v (W) (Eq.4.70)
la séparation des parties réelle et duale de la relation {Eq.4.70) permet d’obtenir les relations:
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Partie 2

4.6. Modéle dynamique des robots & chaine ouverte simple

Fe
i
Les vecteurs {FIE est proportionnel a ’accélération *v; du centre de masse ;. Ces deux vecteurs sont tels que

m; *v; [Relation {Eq.4.71)].
Fig. 4.3: Résultantes des efforts agissant sur un élément

iFf =

{Eq.4.71)

¢ La loi de Newton:
CFE = omy (M + i x Yol + ws x (o Ty x o))

ol m; désigne la masse du corps C,.
o Le théoréme d’Euler au point O;: si "H,_- exprime le tenseur d'inertie an centre de
masse G, alors, le théoréme d'Euler au point O, découle des relations (Eq.4.57) et (Eq.4.58):
(Eq.4.72)

1Hizwi+ AT 1Hilwi+ 1[)*\< ife
1

sz:

Efforts des actionneurs au niveau des articulations
Il s’agit maintenant d’établir les loi de “propagation” des efforts moteurs qui produisent le

mouvement de la structure articulée. Comme dans les paragraphes précédents, les calculs vont

4.6.3

étre effectués sur les grandeurs dynamiques avec la description lagrangienne des efforts. Notons,

Tf‘l le champ résultant des forces et couples qui agissent au niveau de 'actionneur de articulation
119

d'indice ¢ sur corps C; par le corps C;—;. Dans de telles notations, d’aprés le principe des actions
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

F &
i
Lorsqu'une force est considérée en un point autre que son point d'applicaiion elle induit un couple correctif égal au

moment de la force en ce point. Ainsi, *NF = ‘NI + iF‘f X tpf,oa 'NY = h w4 twy XU

Fig. 4.4: Correction associée au déplacement d'nne force

mutuelles, le champ résultant des forces et moments agissant au niveau de Particulation 7 + 1 sur

corps C; par le corps C.yy, s’écrit relativement 4 la famille §; sous la forme:

T = DL T (Eq.4.73)

1

Dans le cas général, le bilan des forces et couples appliqués au corps C; permet d’écrire:

iFE= Tt 4oy, (Eq.4.74)

1

olt le torseur H; désigne le champ résultant des forces et couples agissant sur le corps C;, mis &
part les champs ‘77" et "Ti’“. Ce champ peut représenter toutes sortes d’actions appliquées
an corps C; (frottements, résistance de Paire dans le cas de mouvements & grande vitesses, vents,

gravitation, ...etc) [Fig. 4.5].

Pour fixer les idées, si on suppose que les seuls efforts exercés sur le corps C;, mis & part les
champs ‘777! et *7°7!, dérivens de Paction du champ de gravité terrestre. Ainsi, si § désigne
le vecteur gravité, ‘g sa représentation relative au repére R; -associé & la famille §;- et si on note
G, le glisseur de vecteur 7 dont 'axe Ag, passe par le centre de gravité G; du corps (;, le bilan des

forces et couples appliqués au corps C; permet d'écrire tout simplement:
i.Ff = i?;i_l + 1'711'%—1 + m; igi
120
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4.6. Modéle dynamique des robots 4 chaine ouverte simple Partie 2

Ur satellite placé en orbite est soumis & plusieurs forces, entre autres, la gravité terrestre, la gravité lunaire {ainsi
que les gravités des autres planetes), les efforts exercés par les vents de radiations et de particules ... etc. Dans ce

cas, pour chaque élément du satellite, le torseur 7; doit prendre en compte les effets de tous ces efforts.

Fig. 4.5: Satellite géostationnaire Anik E

soit en tenant compte de la relation (Eq.4.73), il vient:
i}—f — ir];i—l _ D§+l*i+17;i~l + m; igi

Ainsi, nous obtenons la relation récurrente (dans P’algebre de Lie 0) permettant de déduire

i+l

le champ ’If"l du champ it
Tl iy Di,,, T —maiG (Eq.4.75)
Pour déduire les expressions vectorielles des algorithmes récurrents calculant les forces et

moments agissant aux niveau de I'articulation d’indice ¢ & Uorigine O; de la famille fondamentale

f; relative au corps C;, nous allons écrire:
T = fidetng (Eq.4.76)
ol f; désigne la force exercée sur le corps C; par le corps C;—; et 'n; le couple exercé, au point O;,

sur le corps C; par le corps C;—;. La séparation des parties réelle et duale de la relation (Eq.4.75),

compte tenue de 'égalité (Eq.4.76), permet d’écrire, d’une part:

fi= FF 4+ DIt i —mitg (Eq.4.77)
et, d'autre part:
g = INE 4+ Diyy (Floigs + S x i) —my ol x g (Eq.4.78)
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Cette figute schématise [a représentation aux niveaux des points O;, O;41 et G; de l'ensemble des forces et couples

exercés sur un élément du systéme articulé par les éléments qui lul sont adjacent dans la chaine cinématique.

Fig. 4.6: Bilan des efforts exercés par les corps adjacents 4 un élément

4.6.4 Algorithme de “propagation” des forces et couples articulaires

Maintenant, pour alléger les notations et optimiser les calculs du processus itératif, considérons

le torseur F; tel que:
Fi= _7:1.9 —m; G (Eq479>
il en résulte que la relation (Eq.4.75) devient:

‘Tl = iF 4+ Dl T (Fq.4.80)

k1

Posons alors 'F; = 'F; + ¢ *N; relativement & la famille f; et notons W; = *5; — g. La
séparation des parties réelle et duale de 'équation (Eq.4.80) compte tenu des relations (Eq.4.71),
(Eq.4.72), (Eq.4.77) et (Eq.4.78) permet de déduire I'algorithme suivant:

Algorithme 4.6
¢ Calcul intermeédiaire:
Fr= omy (Wt o x pf 4w x (P A+ fwy x Tpr))
_ _ o (Eq.4.81)
i]\lri: Iﬁii‘;’i"' 1wixlﬁz"wi+tp?x ze’
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4.6. Modéle dynamique des robois & chaine ouverte simple Partie 2

4.6.5
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Récurrence inverse:
= iFi + D§+1 lew»l
in;= N, + D::+1 (g + L fipy x Hlpy)
Efforts généralisés — Ccefficient caractéristique
Cas des articulations cylindriques:
Dans le cas d’une paire de type C, le mouvement s’effectue avec deux degrés de liberté suivant

un méme axe, les efforts généralisés correspondant a ces deux degrés de liberté sont donnés

par les parties réelle et duale du produit scalaire dual:
{7 = kitem (Eq.4.82)

cela s’interpréte par I'adjonction d’une force généralisée donnée par:

ki = fiz (Eq.4.83)
qui résulte du degré de liberté en translation au couple généralisé au niveau de l'actionneur
d’indice 1:

= mi.zi {(Eq.4.84)
qui résulte du degré de liberté en rotation.

Cas des articulations prismatiques et pivots:

Dans, le cas ou le mécanisme ne comporte que des articulations de type prismatique on
pivot, pour pouvoir déterminer les efforts généralisés au niveau des actionneurs de facon
complétement systématique, nous allons introduire un coefficient dual qui nous permettra
de caractériser le type de l'articulation en cours de traitement dans le processus itératif du
parcours des actionneurs du systéme articulé.

Définition 4.5

Nous appelons ceefficient caractéristique du type de Uarticulation d’indice i d’un mécanisme
ne comportant que des articulations prismaetiques ou pivots le nombre dual:

vi= 0, +ET; (Eq.4.85)

ot (0;,5;) est la partition binaire de l'unité associée ¢ larticulation d’indice 1.

Utilisons 14 encore une notation unifiée @J; pour représenter aussi bien les forces généralisées

que les couples généralisés qu’on appellera tout simplement effort généralisé.

Par definition, Peffort généralisé appliqué A l'actionneur i est égal & la composante du champ
7.1 suivant 1’axe (ou suivant le vecteur lorsqu’il s’agit d'une articulation prismatique) défini

par le mouvement. Clest 4 dire:
Qi= ['TI™V/wi*¢] (Eq.4.86)
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTTCULES

done, Q; = oy ny.z; + T f;.2,, telle que:
fi-z; st Particulation 1 est prismatique
Qi =

n;.2; si Varticulation 7 est de type pivot

De fagon générale, on écrira la relation (Eq.4.86) sous la forme:
Qi= (oini+7i fi)z (Eq.4.87)

4.6.6 Algorithme itératif du modeéle dynamique

Dauns ce paragraphe, nous donnons Palgorithme complet pour la formation du modéle dy-
namique itératif des systémes mécaniques articulés & structure de chaine cinématique ouverte

simple. Il inclut les algorithmes 4.5, 4.6 et la relation (Eq.4.87).
Algorithme 4.7

e Pourt variant de 0 4 N — 1 faire:

41, _ D;:H i
i+lwl+1 — a+lwi + Oig1 (;Ii-i-l i+1zi+1
g, _ D::—H iy,
Flogy o= Ty s Tl + T o i
i-}-l’-&:’i — Di-\)-l id)@'
o = O o (Mwier X G Tz + G T ain)
i+1Wi —_ DE+} iVV.;
1+1 "VH-I — i—HWi + i+ld,i - i+1pi+1 + i1 1+1'Ui+1 X oy i+l i+
Firr (Mwipr X i1 Tl rier + Gopr zig)
£+1F7‘+1 = Mis1 (1‘+1n;i+1 + i+]b‘-’i+1 % i“p;},i A i+lwi+} x (iu{-lvﬂ_l + i*1w1+1 w 1+1p?+1
NG, = i-{-lﬁﬂ_l g+ g X z‘+1ﬁz+1 g+ 1‘+1p:+1 x H1EL
fin faire.
e Pouri veriant de N a4 1 faire:
Ifi — iFl+D’;+l i+1fz'+l
‘ng = iNi+D§+1 (i+177'i+1 + S fi x ’.HP-;H)

Q: = {o:n+7T; fi)x

fin faire.
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4.7, Complexité du calcul algorithmique Partie 2

4.6.7 Initialisation des récurrences

Dans le cas ou le robot manipulateur est lié & un socle fixe, on peut initialiser la récurrence

directe de V'algorithme 4.7 en prenant:

{1}

Owg =0, %we=10, Cu=
Quant & la quantité W, elle peut &tre initialisée a:
OI‘VQ = bl 0§

tel que, pour le calcul extrinséque, " désigne le vecteur gravité, dans le repére de travail. En
géunéral, dans les problémes de la robotique, le choix du référentiel associé 4 l'espace de travail (i.e.

la famille de référence fo) est fait de telle sorte® que:
%= [00 £g)* (Eq.4.88)
ol g est la constante locale de gravité.

0

Dans le cas oi on a des robots mobiles, les quantités %wg, %%y, %vg, %9y seront initialisées aux

vitesses et accélérations du support mobile et:
“Wo= %9 — 07

Par ailleurs, pour prendre en considération dans I'algorithme 4.7 Peffet relatif a Paction de
P'organe terminal sur son envirounement (i.e. P'opposé des efforts exercés par le milieu extérieur
sur Porgane terminal®; par exemple: charges, couples, ... etc), il va suffire d’initialiser la récurrence
inverse au rang N + 1 en considérant V1 fy,y et Y Ftlny,, comme étant respectivement la force

et le couple qu’exerce Porgane terminal sur I'environnement extérieur.

4.7 Complexité du calcul algorithmique

La définition de la complexité qu'on propose ici consiste & compter le nombre maximal
d’opérations arithimétiques élémentaires d’additions et de multiplications nécessaires au calcul du
modale (ou de 'algorithme) en fonction du nombre de degrés de liberté du systéme articulé. Ainsi,
dans la suite, nous appellerons ce nombre d’opérations: complexité de calcul, cofit de calcul ou
encore temps de calcul. Dans le but de la mise en ceuvre d’une commande dynamique, de nom-
breux auteurs ont mis au point plusieurs algorithmes permettant d’obtenir de fagon numérique
le modele dynamique [Section 0.3, page 4]. En réalité, ce sont les limitations pratiques liées au
temps de calcul qui vont permettre de juger des performances d’un modele (puisque les différents
formalismes de la dynamique conduisent & des équations équivalentes). Dans nombre de cas, les

limitations du temps de calcul peuvent s’opposer & 'utilisation d'un modéle pour la commande en

SD'autres choix peuvent étre faits: °5 = [£g00]* ou encore °F = [0 £ 90)*.
5D aprés la loi de Paction et de la réaction de Newton.
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

temps réel des structures articulées. Un modeéle qui nécessite un temps de calcul gigantesque est
proscrit malgré les progrés technologiques étendus des nouveaux calculateurs. Ainsi, des efforts

considérables ont été déployés dans le but d'optimiser le cont de calcul des différents modeéles.

Déterminons maintenant le cofit de calcul de V'algorithme 4.7, et comparons son colt & ceux
d’un nombre d’algorithmes de la littérature. Soit N -supérieur ou égal & 3- le nombre de degrés
de liberté du robot, pour pouvoir comparer tous les algorithmes étudiés dans ce paragraphe dans
les mémes conditions, on suppose donnés les tenseurs d'inertie des différents éléments du robot en
leurs centres de masse’, le tableau 4.2 donne une comparaison en complexités du calcul algorith-
mique des modeles décrits dans Uicker [UICK-65]/Kahn {KAHN-69}, Raibert & Horn {RAIB-78],
Waters [WATE-79}, Hollerbach [HOLL-80], {[LUH—80], Dombre & Khalil [DOMB-88] et Hamlili
[HAML-92] (algorithme 4.7). Pour établir le calcul des complexités de ces algorithmes, on va donc
compter le nombre maximal® des opérations élémentaires “effectives” & chaque étape du calcul en

ligne qu’ils induisent.

Ainsi, & titre d’exemple et en supposant que le nombre de degrés de liberté N > 3:

o Le calcul du nombre d’opérations nécessaires au caleul de Dit? est donné par la relation
(Eq.3.61) |page 94]. Soit 4 multiplications et 0 additions pour le calcul de D Don

4 N multiplications et 0 additions pour le calcul des IV matrices de passage D:“.

s Le décompte des opérations associées an calcul des quantités définies dans D'algorithme 4.7
s'obtient directement des expressions qui permettent leur calcul. Cependant, dans ce dé-
compte, la multiplication par o; et 7; ne sont pas réellement des multiplications puisqu’elles
vont se traduire au moment de la programmation par des tests conditionnels de la forme:

si --- alors ---
sinon

et donc seules les opérations de la séquence d’instructions sélectionnée pourront étre effec-

4

tuées. De méme, toutes les expressions de la forme o "z, représentent, en fait, des vecteurs

de la forme [0,0,a]7 et n'induisent donc pas d’opérations effectives.

¢ Le calcul des quantités J; ne nécessite aucune opération, puisqu’il s’agit de poser ; comme
étant la troisieme coordonnée de * f; ou *n; selon que la nature de Varticulation d'indice 7 est

de type prismatique ou rotoide.

"Dans plusieurs cas pratiques, certains calculs peuvent é&tre fait hors ligne. Cela permet de diminuer
substantiellement la complexité des algorithmes. Ainsi, dans le cas o le mécanisme ne comporte que des
articulations rotoides, le calcul hors ligne des tenseurs d'inertie aux points C; induit une amélioration
de la complexité des algorithmes basés sur le formalisme de Newton-Euler de 21 N multiplications et
12 NV additions (ces calcul pouvant étre effectués hors ligne dans un module A part). A titre d’exemple:
la complexité de notre algorithme n'est plus que 93 N ~ 85 multiplications et 76 N — 72 additions celle de
I'algorithme [DOMB-88] n’est plus que 127 NV —- 47 multiplications et 89 N — 33 additions [Dombre & Ihalil
[DOMB-88]].

8Cas oi toutes les articulations du mécanisme sont supposées de type pivot.
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4.7.

Camplexité du calcul algorithmique

Partie 2

L

Tableau 4.1 : Complexité de l'algorithme

-

[ Quantité Il Multiplications | Additions
D 4N 0
’“th &8N -6 6N -8
0 14N 15 11N —19
Ty 10N - 15 8N —10
ST 1IN - 18 gN —11
T, 21N - 18 18N~ 15
N, 24 N —13 15N -9
T AN EN
', 14N 14 NV

| Total I 114 N — 85 | 88N — 72 I

Le tableau 4.1 résume le nombre d’opérations nécessaires aux calcul de ces différentes quantités.

Le nombre maximum des opérations élémentaires de 'algorithme 4.7 est donc de; 114 N — 85 mul-
tiplications et 88 N — 72 additions.

I Tableau 4.2 : Comparaison des complexités dans le cas général 1
[ Méthode i Formulation | Multiplications | Additions i
Uicker [UICK-65]/ Kahn || dynamique lagrangienne | 16 N* + 22 N¥ + [ 25 NT + 22N° +
[KAHN-69] HLNZ + 8N — | N2 2N 96

128
Raibert & Horn [RAIB-78] || dynamique lagrangienne | 2 N3 + N2 N3+ N? 42N
Waters [WATE-79) dynamique lagrangienne | 53 N? + 310N — | 82N? + 514N —
512 384
Hollerbach (a) [HOLL-80] || dynamique lagrangienne, | 830 N — 592 675 N — 484
récurrente, (4 x 4)
Hollerbach (b) [HOLL-80] || dynamique lagrangienne, | 412N — 277 320 N — 201
récurrente, (3 x 3)
Luh, Walker & Paul || dynamique de Newton— | 150 N — 48 131N — 48
|[LUH—-80] Evler, récurrente, (3 x 3)
Dombre & Khalil || dynamique de Newton— | 148 N — 47 101N — 33
[DOMB-88] Euler, récurrente, (3 x 3)
Hamlili [HAML-92] dynamique de Newton—- | 114 N — 85 83N — 72
Euler, récurrente, (3 x 3) j

Bien que les deux formalismes de Newton-Euler et de Lagrange donnent licu 4 des équations

équivalentes qui aboutissent au méme résultat & Perreur de arrondi prés du calcul 4 la machine,

on remarque que les méthodes basées sur le formalisme de Newton-Euler sont généralement moins

coliteuses. Ainsi, lorsque le nombre N est inférieur ou égal 6, on remarque que notre algorithme

est jusqu’a 100 fois plus efficace que certaines formulations basées sur la dynamique lagrangienne

[Tableau 4.3]. Toutefois, la méthode de Raibert & Horn [RAIB-78] est moins colteuse lorsque

N dewmeure inférieur 3 6.

Cela vient du fait que le ccefficient du monéme de plus haut degré en

N des polynémes qui représentent la complexité de calcul de ce modéle, est relativement faible

&,
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Partie 2
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Cette figure donne les comportements asymptotiques des fonctions de cott des modéles comparés:

valeurs gigantesques.

e mé&me.

e Notre algorithme demeure le plus économique de tous.

Fxg 4.7

Comparaison des comportements asymptotiques des modeles

Lorsque le nombre de degrés de liberté cront, on voit bien que le coiit en nombre d’opérations élémentaires
des méthodes de Uicker/Kahn, Raibert & Horn et celle de Waters grimpe trés rapidement pour atteindre des

Le nombre de multiplications dans les méthodes de Luh, Walker & Paul et Dombre & Khalil est pratiquement

J

[Tableau 4.2].
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4.8. Modéle dynamique des mécanismes a structure arborescente

—

Tablean 4.3 : Le nombrede d.d]. N =6

I

Partie 2

| Méthode {| Multiplications | Additions ||
Uicker |UICK-65]/ Kahn [KAHN-69] 66271 | 51 548
Raibert & Horn [RAIB-78] 468 264
Waters [WATE-79] 7 051 5 652
Hollerbach (a) [HOLL-80] 1388 3 586
Hollerbach (b) [HOLL-80 2195 1719
Luh, Walker & Paul [LUH-—80] 852 738
Dombre & Khalil [DOMB-88] 841 573
Hamiili [HAML 92] 599 456

Ce rapport d’efficacité grimpe jusqu'a 200 fois lorsque le nombre de degré de liberté NV est égal
4 10 |[Fig. 4.7, Tableau 4.4]. A P'exception des algorithmes de Hollerbach (a) et (b) [HOLL-80], les
formulations basées sur le formalisme de Lagrange ne peuvent apporter une solution simple aux

problémes de la commande dynamique des robots en temps réel.

Tableau 4.4 : Le nombre de d.d.]l. N =10 i

T ——

| Méthode [ Multiplications | Additions ||
Uicker [UICK-65]/ Kahn {KAHN-69) 200 157 278 494
Raibert & Horn [RAIB-78] 2100 1120
Waters [WATE-79] 7 888 12 956
Hollerbach (a) [HOLL-80 7708 6 286
Hollerbach (b) [HOLIL-80 3 843 2 999
Luh, Walker & Paul [LUH—80] 1452 1262
Dombre & Khalil [DOMB-88] 1433 977
Hamlili [HAML-92] 1055 808

Tous ces résultats et remarques permettent de conclure que ce sont des méthodes récurrentes
telles que [LUH—80], [DOMB-88] ou [HAML-92} qui vont fournir une solution économique au
probléme de la commande en temps réel. Enfin, ils mettent en valeur les idées sous-jacentes qui
nous ont permis de construire notre algorithme, puisqu’il demeure le plus efficace de tous lorsque

le nombre de degré de liberté est assez grand.

4.8 Modéle dynamique des mécanismes a structure arborescente

Dans ce paragraphe, on généralise 'algorithme 4.7 & des robots et mécanismes 4 structure
d’arbre topologique Nous avons vu au chapitre précédent que dans les systémes articulés & chaine
arborescente, une fois fixé le corps de base, le parcours sans retour en arriére de I'arbre topologique &
partir du corps de base dans le sens des organes terminaux révele I'existence d'un unique antécédent
et éventuellement plusieurs successeurs immédiats pour chaque corps du systeéme mécanique -ou
sommet du graphe associé- (excepté, bien sfr, le corps de base -la racine de 'arbre graphique- qui
ne peut avoir d’antécédent immeédiat).
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

4.8.1 Equations du mouvement d’une structure d’arbre topologique

Dans le cas ot le systéme de solides articulés est 4 topologie d’arbre, la partie du calcul
décrite par la récurrence directe de Palgorithme de “propagation” des grandeurs cinématiques et
dynamiques n'est pas plus compliqué que dans le cas des structures 4 chaine ouverte simple. Il

découle de Valgorithme 4.7 en posant:

Algorithme 4.8

io= i
b, = D? Te;

kwk = "‘"wj + O qkkzk

k”Uj = Df j’Uj

kvk = k’U) + kwj X kpk -+ Tk q;:"'zk

Bo; o= DSy

Mo o= Ry ton (Fow gt Gy )

W, o= DYIW,

Wi = Wi ROy x Rpe Fonton x geFan + 78 (Fws X e Mo + g Fan)
ka = Ty (kI/Vk + U x "pz + Fup X (_"‘vk + *uy x kp}:))

ka = kﬂkkuﬁk + kw,-;. X kakwk + kp.‘g X ka

C’est dans la partie calculée par une récurrence inverse gue les expressions du modele dy-
namique itératif d’une structure arborescente ouverte different de celles de Valgorithme 4.7 établi
ponr les structures en chaine ouverte simple. En effet, le bilan des efforts exercés sur un élément
doit prendre en compte le fait qu’un corps peut admettre plusieurs successeurs immédiats A la fois.

La modification de cette partie de D'algorithme est cbienue de la maniére suivante:

Algorithme 4.9

f; = Fi+ ) DLMA

keit ()

jnj = J.NJ‘ -+ Z D{ ("“n;\. -+ kfk X fcpk:)
ke ()

@; = (o,n;+5; fi}.3;

Enfin, l'ordre de parcours déterminé par la définition 3.6 {parcours en largeur de V'arbre
topologique) permet d’énoncer 'algorithme de calcul du modele dynamique -des mécanismes &
structure d’arbre topologique- sous forme itérative:
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4.8. Modéle dyvnamique des mécanismes i structure arborescente Partie 2

Algorithme 4.10

o pour & variant de 1 ¢ N faire:

io= (k)
kw}- = D";ij
Fop = "wj + o gr * 2
ko, = kg,
v; = Dj7v;
P = Fup o Fuy x Fp 4T F o
- LY
wy; = Djlw;
L. s I sk ek
Wy = kijO'k \kwk X Gkt zg + qk}‘zk)
k”/j = DEWVJ—
Wi = FWi 4 ROy x P4 o Foe X g P + Tk (Fwk X di P+ G Fan)
k‘Fk = M (ka -+ k(;.)k bed kp; + kwk X (k’U)C -+ "'wk X kpZ))
‘!“']\7;C = ka ko + ku.)k X kakwk -+ kpz X ka
fin faire.
e pour 7 variant de N 4 I faire:
y ; 7k e
o= R+ Y DL
keit(s)
j — ik k k
In; = IN;+ E - DI (P + Ffx Fp)
ket {5}
Q; = (0505 +7; f)%
fin foire.

Cet algorithme résume les deux algorithmes 4.8 et 4.9.

4.8.2 Initialisation de ’algorithme itératif
Comme dans le paragraphe 4.6.7, pour initialiser 'algorithime 4.10, il faut:

¢ D’une part, initialiser la récurrence directe en fixant les vecteurs %wq, %g, ®vg et %oy selon
les données du problénie A traiter (Exemples: repére terrestre ou non, corps de référence en
mouvement ou fixe, ...etc.} et poser le cas échéant: "Wy = % — %5 (°F = 0 dans le cas

d’absence de champ de gravitation).

o D’autre part, initialiser la récurrence inverse en fixant les les valeurs des efforts exercés par
les organes terminaux sur leur(s) environnement(s).
34 131
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Partie 2 Chapitre 4. MODELE DYNAMIQUE DES SYSTEMES ARTICULES

Cette figure schématise les efforts exercés sur l'élément C; par les éléments adjacents dans Parborescence de la
structure topologique du mécanisme. Ce bilan des efforts doit prendre en considération le fait qu’un corps peut

aveir plusieurs successeurs immédiats.

Tig. 4.8: Bilan des efforts entre corps adjacents dans une structure arborescente

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord défini la notion de dérivée de champ [Paragraphe
4.2] et celle de la représentation adjointe de mouvements [Paragraphe 4.3]. Ces définitions nous
ont permis de définir la notion de champ de pseudo-accélération {Définition 4.3] et la loi de com-
position de tels champs. L'expression explicite de l'opérateur généralisé d'inertie que nous avons
&tabli, au paragraphe 4.4, nous a permis de regrouper le principe fondamentale de la dynamique
et le théoréme du moment cinétique dans une méme formule synthétique [Paragraphe 4.5]. Nous

avons ensuite donné une structuration itérative compléte du modeéle dynamique des mécanismes 4
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4.8. Conclusion Partie 2

chaines ouvertes simples, au moyen de la théorie des groupes et algébres de Lie. Cette formulation
est intrinséque et elle est applicable aussi dans le cas o1 les mécanismes présentent des articulations
de type quelconque et particulidrement dans le cas des articulations de type €. Les mécanismes
dont les articulations sont de type prismatique ou pivot sont de loin les plus nombreux®. Aussi, la
formulation des modéles en prenant compte de cette hypothése revét-elle une importance partic-
uliére. En introduisant les notions de partitions binaires de I'unité et du ceefficient caractéristique
dual d’une articulation nous avons établi un algorithme efficace (de faible cofit) pour le calcul du
modéle dynamique des systémes articulés 4 chaines ouvertes simples dont les articulations sont
de types rotoides ou prismatiques [Paragraphe 4.6.6, Algorithme 4.7]. La comparaison de la com-
plexité de notre algorithme & sept autres algorithmes de référence a révélé que notre algorithme
demeure celui qui nécessite le plus faible coit de calcul. Ce qui implique qu’il est trés adapté a

étre intégré dans une commande en temps réel.

Enfin, grace 4 la théorie des graphes et 4 l'introduction d’un bon ordre de parcours de I'arbre
topologique des systémes mécaniques arborescents, nous avons généralisé notre modale dynamique
itératif pour recouvrir une large catégorie de mécanismes [Paragraphe 4.8.1, Algorithme 4.10).
L'ordre de parcours des éléments d’un robot ou un systéme articulé & chaine arborescente que nous
avons introduit dans le chapitre précédent permet, alors, I'automatisation du processus itératif

pour le calcul du modéle dynamique de telles structures.

9Méme dans le cas contraire, on peut toujours se ramener & des modéles de ce type.
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Partie 3:

CONCEPTION ET REALISATIONS
INFORMATIQUES

135






— Résumé de la partie 3 —

LES SYSTEMES SURVEYOR ET
MEDUSA MF 77

Dans cette troisiéme partie, nous présentons le systéeme SURVEYOR,
notre prototype de systéme de calcul formel basé sur la réécriture typée
et les techniques de Vintelligences artificielle, Il s'avérera un puissant outil
de transformation syntaxique des expressions mathématiques dans des spé-
cifications équationnelles et le logiciel MEDUSA MF77 développé dans le
but de générer automatiquement des schémas quasi-optimaux pour le calcul
des équations de la dynamique des systémes articulés. Ainsi, nous consid-
érons les problémes relatifs 4 la génération d’un code optimisé du modéle
dynamique itératif, nous allons montrer sur un exemple simple que les fonc-
tionnalités actuelles des systémes de calcul formel classiques ne permettent
pas la production de code qui requidrent les facteurs souhaités de qualité.

Nous exposerons ensuite les solutions que nous apportons & ces prob-
lémes par la réécriture et les techniques de I'intelligence artificielle. Ainsi,
nous allons introduire la faculté de suspendre momentanément des informa-
tions au toplevel du logiciel de calcul formel pour laisser aller 4 son terme
le processus de génération du code source guasi-optimal décrivant ainsi un
schéma de calcul itératif.
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Chapitre 5

LE PROTOTYPE: SURVEYOR

5.1 Introduction

L’informatique se définit comme l'ensemble des disciplines scientifiques et des techniques
spécifiquement applicables au traitement de 'information, notamment par des moyens automa-
tiques. L’intelligence artificielle est une discipline trés avancée de I'informatique dont elle utilise
les techniques pour essayer de réaliser des automates adoptant une démarche proche de la pensée
humaine. Ainsi, elle concerne 'ensemble des modélisations de la connaissance et des techniques
permettant d’atteindre ce but. En informatique traditionnelle, les programmes traitent essentielle-
ment de 'information numeérique; donc, une information quantitative. Par contre, les programmes
de l'intelligence artificielle traitent essentiellement les informations de nature symbolique et qual-
itative. Une des raisons qui ont poussées au développement des programmes de 1'intelligence
artificielle est celle de concevoir des machines qui permettent 4 Putilisateur de déclarer des faits
plutdt que des ordres. L’outil essentiel dans de tels développements est donc la notion ensembliste
de relations [J.P. Sansonnet [SANS-85]].

Citons ici J. Pitrat “Presque tout reste encore & faire en intelligence artificielle” [J. Pitrat
[PITR-90]]. En effet, malgré les efforts considérables qui ont été déployés dans la recherche dans ce
domaine et 'immense succés rapporté dans la conception et le développement de logiciels généraux
et donc “réutilisables”, il reste encore beaucoup A faire pour améliorer les performances de ces sys-
témes et bien gue 'on soit parvenu dans les tarvanx actuels A décrire des procédés pour améliorer les
performances d'un certain nombre d’applications, on est encore incapable de pouvoir les généraliser
par des méthodes universelles “réutilisables” dans toute autre application. Ces difficultés sont par-
ticuliérement ressenties par des chercheurs qui ont réalisé des logiciels capables de résoudre une
grande classe de problémes [J.L. Lauriere [LAUR-76], D. Fieschi [FIES-84]].
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Le systéme SURVEYOR est un prototype de systéme algébrique basé sur la réécriture typée!
des expressions formelles. Il permet de traiter des expressions mathématiques par réécriture a
partir d’une description déclarative (et/ou semi-déclarative) exprimée par une ou plusieurs spéci-
fications &quationnelles (i.e. réécriture au moyen d’un ou plusieurs systémes d’équations). Ainsi,
Pobjectif général du projet SURVEYOR est d’étudier, concevoir et tester des mécanismes et des
outils permettant la réduction systématique d’expressions mathématiques & partir de spécifica-
tions axiomatiques équationnelles. Son implémentation était faite dans la perspective de répondre
4 des questions dont la difficulté se révéle avec I'étude de points délicats concernant les prob-
lémes d’évaluation, d’unification, de transformation symbolique, de suspension et de restauration
d’informations au toplevel d’un interpréteur symbolique. Ainsi, ce chapitre est dédié & décrire les
idées qui nous ont permis de réaliser SURVEYOR et les solutions proposées pour la résolution d'une
large catégorie de problémes on le contréle de la connaissance peut se faire par des spécifications

équationnelles.

5.2 Conception et prototypage

11 existe différentes méthodes pour concevoir un logiciel. Ces méthodes se basent en général sur
un ensemble de recherches théoriques et pratiques. Cependant, 'ensemble des recherches menées

dans ce domaine mettent en relief trois étapes essentielles:

¢ Etape de réflexion et d’analyse du probléme: elle consiste & définir les fonctious, les taches
et 'ensemble des services du systéme en fonction des objectifs initiaux d'une part et des

objectifs et besoins déconverts au cours du développement d’autre part.

s Etape de réalisation: pour réaliser un systéme informatique, il faut choisir un langage de

programmation en fonction des besoins de conception.

o Etape d’évaluation et de critique des solutions: une critique défavorable peut amener le
concepteur & une nouvelle analyse et un noaveau développement pour améliover la solution

ou pour combler ses défaillances du systéme.

On imagine bien gue ces trois étapes sont plus ou moins paralléles et vont coexister jusqu’a

I'élaboration complete ou partielle du produit informatique.

Pour concevoir un logiciel qui répond 4 un nombre de critéres de qualité, on passe scuvent par
un prototypage rapide. En général, 'ensemble des besoins et objectifs pour construire un systéme
-qui n'existe pas encore- sont exprimés dans le langage naturel. Par ailleurs, il est souvent difficile
et voir méme impossible, d’avoir A Pavance une idée compléte de ce que sera le systéme aprés sa
réalisation. On ne pourra le constater qu'une fois le produit fini et testé au bout d'une certaine

période. Ainsi, le développement doit &tre guidé non seulement par des aspects théoriques mais

'La réécriture typée telle que nous allons la définir consiste en une généralisation de la réécriture (au
sens classigue en informatique théorique).
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5.3. Choix du langage de programmation Partie 3

ausst par les problémes que Pon rencontre au cours de la réalisation. Les avantages que présente

cette méthode de conception peuvent étre énumérés en six points essentiels:
¢ on peut donner forme aux objectifs initiaux exigés dans le produit final;
» on peut détecter des objectifs manquants;
s on peut détecter des fonctions manquantes;
¢ on peut simuler les fonctions difficilement atteignables;
» on peut découvrir des incohérences au cours du développement du prototype;

» le prototype peut servir de spécification pour le développement du produit final.

5.3 Choix du langage de programmation

Nous pensons que le choix d’un systéme quelconque de calcul formel comme langage de pro-
grammation pour réaliser un logiciel permettant la représentation des connaissances algébriques et
équationnelles revient & privilégier un mode de communication Homme-Machine. Le développe-
ment informatique d’une méthode de représentation des connaissances équationnelles sous une
forme déclarative -ou algorithmique- & travers le langage d’un systéme, aussi puissant soit il,
présente toujours l'inconvénient de conditionner la fagon de penser du programmeur -dans la ré-
solution d’un probléme mathématique donné- aux impératifs de représentation des connaissances
dans le systéme en question. Ainsi, ce choix n’est pas neutre puisqu’il préjuge de Defficacité de
représentation de ces connaissances {définition des types, algorithmique de résolution d’un probléme

. etc). En réalité, un prototype peut étre écrit dans n'importe quel langage de programmation
et, de ce fait, dans les problémes qui se rattachent i la connaissance, on préfére généralement
I'exprimer dans un langage proche du langage naturel et, surtout, un langage qui permettra de

modifier facilement les premiéres ébauches des travaux.

Dans le cas qui nous intéresse, nous avons choisi de prototyper notre systéme dans le langage
Lisp?. Ce choix se justifiait, non seulement parce que la solution que nous préconisions concerne
la manipulation symbolique de l'information, mais encore, parce que la structure interne de Lisp

{basée sur des listes) est trés proche de la structure d’arbre (représentation abstraite des termes).

5.4 Modéles de représentation des connaissances

Le cerveau humain “machine & penser” de notre corps est tellement complexe qu'il est im-
possible de dire avec certitude comment la connaissance y est représentée et stockée ou de décrire
les fonctions par lesquelles nous arrivons a exploiter cette connaissance. Ici, nous entendons par

connaissance toute forme du savoir humain. Par ailleurs, il est certain et évident que méme dans

2SURVEYOR est écrit dans le dialecte le_lisp {version 15.24).
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Partie 3 Chapitre 5 LE PROTOTYFPE: SURVEYOR

les taches intellectuelles les plus simples, Phomme fait appel 4 des connaissances tellement éparses
et composées pour prendre part & une idée, trouver une ressemblance entre deux choses, prendre
une décision, démontrer un résultat ...etc. Ce “mouvement de recherche” continu de l'esprit est
trop complexe pour étre décrit par un modeéle universel ou d’une manidre fidéle. Cependant, on
peut donner des modéles partiels qui imitent ces fonctions dans des cas particuliers. En 1A, il

existe différents modeles pour la représentation des connaissances:

les programmes traditionnels (la représentation procédurale),
les automates finis,

les bases de données,

les réseaux sémantiques et Frames,

les représentations logiques,

les systémes de réécritures,

les spécifications formelles,

les régles de production.

Les tendances actuelles en I.A. s'orientent vers la conception de systémes qui autorisent simul-
tanément différents types de représentions des connaissances et de raisonnements dans le but de

mieux recueillir, traduire et traiter la connaissance.

5.5 Programmation traditionnelle

Nous entendons par programmation traditionnelle (anglais: traditional programing):
Pensemble des activités orientées vers la conception, la réalisation, le test et la maintenance des
algorithmes écrits dans un langage de programmation donné. La programmation traditionnelle
n’est souvent utilisée en 1.A. que pour 'écriture du systéme de controle. Mais, elle est rarement
utiliste pour représenter des connaissances -souvent déclaratives- vu sa faiblesse & structurer les
données et sa lourdeur de mise en ceuvre. Cette difficulté vient du fait que ces connaissances ne

sont généralement pas suffisamment claires pour 2tre décrites & I'avance.

5.6 Reéécriture

La réécriture concerne tous les aspects de la manipulation symbolique de 'information. Elle
consiste en la transformation syntaxique des expressions exprimées dans des spécifications équa-
tionnelles. Dans la suite nous entendons par spécification équationnelle un ensemble d’axiomes

équationneis.

Exemple

La spécification équationnelle décrivant les calculs dans un groupe G, dont la loi de composition
interne “*” est notée multiplicativement et I’élément neutre est noté e, peut &tre formulée sous la

forme de six équations:
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5.6. Réécriture Partie 3

Txe= z S oexz= g
zxx~l= ¢ o oxTlsg= e
(zry)'=gy7lxat ; (zxy)rz= sx(ys2)

Sila loi “+” est commutative, la spécification équationnelle du groupe G devient alors:

Txe= 2z . TxTTI = e

@xy)™t=ytxa™t 5 (@ry)rz=zx(y*z)

T*xYy= Y*2x

5.6.1 Termes

Pour introduire le cadre formel de la notion des termes du premier ordre nous allons considérer

Cette figure schématise les axiomes ) et i) qui définissent la construction des termes de T(X, ¥) sur lalphabet T et
I'ensemble des variables 9. Dans cette figure &5 désigne l'ensemble des constantes (symboles de fonctions d’arité

égale & 0) et %’ désigne 1'ensemble des symboles de fonction d’arité non nulle (ie. & =S U¥set T/ Te =0 ).

Fig. 5.1: Construction des termes

deux enszembles:
e Un ensemble ¥ de symboles de fonctions.

& 143
g

2,
(DRI TCHAUSSES



Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

e Un ensemble ¥ de symboles appelés variables.

et une application ar : £ — N. L'image ar(f) d’un symbole de fonction est dit arité de f.

Définition 5.1
Tout terme est formé par Uapplication des deuz axiomes suivant:

1) Les constantes et les variables sont des termes.

1) S f € T est un symbole de fonction d’arité n ef si t),ta,--,t, sont des termes alors
flti, s, ,t,) est un terme (on considére ici la notation pré-fizée).

On notera, dans toute la suite de cet exposé, T'(Z,¥) Uensemble des termes construits sur
Palphabet U 4.

5.6.2 Arbre étiqueté — Sous-terme

Soient une application ¢ de N* (ici N* est considéré comme étant ensemble des mots
construits sur I'alphabet N\ {0} par 'opération de concaténation} dans TuU¥ et O(¢) son domaine

de définition. Alors ¢ est appelé arbre étiqueté sur X U ¥, si et seulement si:
e Le mot vide® ¢ appartient & O(t).
e Sip appartient a O(t), alors p.i (produit de concaténation) appartient 4 O(t), si et seulement
si, 1 <4 < ar{t{p)).

Définition 5.2
Soient un terme t et p une occurrence de t. Le terme issu de t & Uoccurrence p (noté i) est
défini par:

hd r/éz t:

. f(fl,tg,"',tn);lep = ii/P'

5.6.3 Substitution — Filtrage — Unification

On peut définir le remplacement du sous-terme & Uoccurrence p d’un terme ¢ par un terme
t'. De point de vue mécanique {au sens machinal du terme), ce remplacement peut &tre regardé

comme une succession de deux opérations subordonnées:
o effacement du sous-terme tip de t & 'occurrence p,
o greffage du terme ¢’ 4 l'occurrence p {occurrence libérée a Pétape précédente).

Cette opération peut &tre fornialisée comme il suit:

Définition 5.3
Considérons deuz termest et t' de T(XS,9) et p une occurrence de t. par remplacement de son
sous-terme & Uoccurrence p par t' et que 'on notera dans la suite t{p «—— t'] est défini par:

o tle —t']= 1,

3 Attention, il ne faut pas confondre la calligraphie du mot vide € et celle de 'unité duale €.
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5.6, Réécriture Partie 3

. f<t17t27"'vtn)[3"p — t’} = j(tlvi@a' . 7ti[p - tl])' "1t‘n)‘

Ainsi, daus la suite, 'ensemble des variables d'un terme t € T(Z,9) peut étre défini implicite-

ment par:
Vi={x€d/3dpeO(t) tel que t;, = x} {Eq.5.1)
ou inductivement par:
i gi ¢ est un terme clos
Vi= {x} si t = x est une variable de ¢ (Eq.5.2)

WXUWZU‘“UWH Sit:f(t11t21"'7tn)

Définition 5.4
On appelle substitution toute application o de ¥ dans T(Z,7) telle que son ensemble de défini-
tion est défini par: dom{o) = {z € 9/a(z} # x} soit fini.

Proposition 5.1
Considérons une substitution o. Il existe un unique prolongement & & T(3,9) qui vérifie pour
tout symbole de fonction f {avec n = ar(f) et pour toute suite ty,ts, -, t, de termes de T(Z,9):

&(f(thti‘: T vtn)) = f(&(tl)v&(tﬂ)v e r&(tﬂ))

i.e. tel gue & soit un endomorphisme de T'(%, ).

fl Preuve :
Supposons qu’il existe deux prolongements de o notés &, et &q tels que:

{ G1(fty, ta, - tn)) = fl@1{t1),1(t2), -+, 51(tn))
G2(f(t1,to, -+ tn)) = f(G2(t1),alte), -, 02(tn))

Il faut montrer que pour tout terme t € T3, 9):
G2(t) = 61(1) (Eq.5.3)
Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur la longueur {¢} du terme ¢:
» sit est un terme de longueur |#| = 1, alors deux cas se présentent:

o t = c, est une constante de T, alors: d2(c) = ¢ = d1(c),

o i = z, est une variable de 9, alors: §3(z) = o(z) = 4:(2),

s soit m > 1, supposons que la relation (Eq.5.3) soit vérifiée pour tout terme de longueur
|t} < m et montrons que cela reste vrai si |t} = m + 1. Considérons alors un terme t tel que
[t} = m+ 1, alors il existe un symbole de fonction f et n termes ty,¢2, -+, t, (0¥ n = ar(f))
de T(X, ) tels que: t = f(t1,t0, -, tn). Alors: §3(t) = f(Fa2(t)), Falta), -, F2(tn))
or pour tout ¢ € {1..n): {t;] < |t} -1 = m, donc par hypothése de récurrence: §2(t;) = 41 (t:).
Ce qui montre la relation {Eq.5.3) pour tout terme de longueur m + 1.
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Fartie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

C.Q.F.D. [ |

Dans la suite aussi bien une substitution ¢ que son prolongement & T'(X, 9} seront représentés
par le méme symbole o. Par ailleurs, 'ensemble V7 des variables introduites par la substitution
o peut étre défini comme la réunion des ensembles de variables des termes obtenus par instanciation

de son domaine de définition:
Vo= Vo (Eq.5.4)
z€domls)

Deéfinition 5.5
Sotent t et t' deux termes de T(X,9). On dira que t filtre t' {i.e. t' est une instance de t), 57!
existe une substitution o telle que: t' = o(t).

La substitution o ainsi définie s’appelle un filtre de ¢ vers ¢'.

Proposition 5.2
Soient t et t' deux termes de T{E,9) et ¢ un filtre de t vers t', Alors:

Vi = (Vi \dom(o)) uV?° (Eq.5.5)

lf Preuve :

Pour montrer 1'égalité (Eq.5.5), il suffit de montrer la double-inclusion équivalente:
o D’une part, il est clair que 4’apies la définition de i': V; \ dom{e) C Vi et V7 C V.
e D’autre part, soit z € Vi, alors deux cas:

o x €V, or commet = ot), z € V; \ dom{c).

o x¢ Vi, alors ¢ provient de la substitution des variables Vi N dom(o), i.e. x € V7.

C.Q.F.D. [ |

Définition 5.6
Soient t et t’' deur termes de T(X,9). On dira qu'ils sont unifiables, s'il existe une substitution
o telle que: o{t) = olt’).

La substitution o ainsi définie s’appelle un unificateur des termes t et ¢/,

5.6.4 Systémes de réécriture

Lorsque la connaissance relative & une théorie est exprimée par un ensemble d'équations
E= {g: = di/g;,d; € T(T,9), i = 1.N}, la théorie de réécrituve considére ces équations comme
des régles de réduction orientées de la forme g; — d; ou d; — g;. L'ensemble R de ces régles de
réécriture est alors appelé systéme de rééeriture induit par la spécification équationnelle E.
Définition 5.7
Soient R un systéme de réécriture et deux termes t, i’ € T(X, 7). Nous dirons que t se réécrit en

t' et on notet — g t', st il existe une régle g — d de R, une occurrence p de t et une substitution
o telles que:
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s o filtre g (terme membre-gauche de la régle g — d) vers le sous-terme t/, a Poccurrence
pdet.

o t/ soit le résultat du remplacement de son sous-terme & loccurrence p par linstance de
d (terme membre-droit de la régle de rééeriture g — d) par o.

Lorsqu’un terme ¢ se réécrit en un terme t', on dit aussi que ¢ se réduit en ¢'. Cela peut

s’écrire, sous forme relationnelle, dans le formalisme que nous avons défini jusqu'’ici:

t;, = ofg) et t' = t{p — o(d)]

I

Soient la relation de réécriture —p et — 7} sa cléture réflexive-transitive sur T(Z,9). En

général, on dit qu'un terme t se réécrit en ¢/, si: t — 7 t'.

5.6.5 Terminaison et confluence d’un systéme de réécriture

Pour que la rééceriture d’un terme au moyen d'un systdme de réécriture soit correcte, il faut
qu’elle aboutisse 4 une forme irréductible au bout d'un nombre fini de transformations {propriété
de terminaison) et que deux termes égaux dans la spécification équationnelle E se réécrivent en un

méme troisieme terme (propriété de confluence de Church-Rosser).
Deéfinition 5.8

o Un terme t de T(Z,9) est dit en forme normal ou irréductible, s’il n'existe pas de terme
t' e T(,9) tel que: t ——pg t'.

e Untermet est dit forme normale d'un termet, sit se rééerit ent’ et t’ est en forme normale.

Il est clair que si un terme posséde une forme normale, celie-ci n’est pas nécessairement unique.

Définition 5.9
Considérons un systéme de réécriture R. On dit que R est natherien ou que —>g posséde la
propriété de terminaison fini, si pour tout terme t de T{E,9) il n'existe pas de dérivation infinte:

t=ti —Rt; —R Rt R

Cela signifie que lorsque la relation de réécriture — g pcsséde la propriété de terminaison

fini, tout terme posséde au moins une forme normale.

Définition 5.10
Etant donné un systéme de réécriture, la relation — g est dife:

s confluente en t, si:

Vi, b2 € T(E,0) 1t —h t) et t —§ to] == (3t € T(T,9) : ty — {1’ et ty —} ']
o localement confluente en t, si:

Vi, 12 € T(E,9) it —p ty ett —pty] = [ € T(Z,9) : 8y —x 1 etty — Rt
e fortement confluente en t, si:

Vi, t2 €ET{E, W) 1t — gty ett —pto] = 3t € T(E,0) 1ty —pt ettty —gt']
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

Un systéme de réécriture R est dit confluent, locelement confluent ou fortement confluent, si la
relation — g associée est respectivement confluente, locelement confluente ou fortement confluente
pour tout terme de T(Z, ).

En général, la propriété de confluence n’est pas vérifiée par une représentation équationnelle.
En ajoutant de nouvelles équations déduites des régles de réécriture dont les termes gauches se
superposent (i.e ils “chevauchent”) et en orientant ces équations, la procédure de Knuth-Bendix
{D.E. Knuth & P.B. Bendix [KNUT-70]] permet alors de construire dans certains cas un systéme
confluent [J.P. Jouannaud & E. Kounalis [JOUA-86], N. Dershowitz & J.P. Jouannaud [DERS-89]].

5.6.6 Ordre de réduction

Définition 5.11
Soit > un ordre sur Ualgebre T(X,9). On dit que = est un ordre de réduction, s’il posséde les
propriétés suivantes:

o = est bien fondé. Clest 4 dire, qu’il n'existe pas une suite infinie de fermes telle que:

PR SRR M

o >~ posséde la propriété de compatibilité. v.e.:

Ve S Vi ta € T(S,0): ty>-ty= f(- by, )= floov by e)

o = est stable par instanciation. 1.e. pour toute substitulion o:

th,tQET(E,'ﬂ)Z t1>-t2——"50'(t1)>0'(t2)

5.7 Reéécriture typée

Dans ce paragraphe, nous allons définir le cadre axiomatique et formel de 'idée de base qui
va nous servir pour représenter la connaissance dans le systéme SURVEYOR et le modéle de son
calcul symbolique. Ainsi, dans désormais, on ne considére plus une réécriture d'un terme & partir
d’un seul systéme de réécriture, mais & partir d’une succession de systémes de rééeriture.

Définition 5.12

Nous appelons réécriture typée, sur Ualyebre T(X, 1), la donnée:
P h ] 4 ¥ »
o d’un ensemble fini R de N systémes de réécriture notés (R;ji=1. v,

o d’un ensemble A = {Ay,As,---, Ay} de N éléments, dits attributs de réécriture, muni d’une
relation d'ordre partiel stricte < avec premier élément; c’est d dire, telle que:

Vie [ZN] A < A
e d'une applicetion d’attribution bijective att définie de R dans 2.

D’'un point de vue formel, du fait que nous avons supposé l'application att bijective, nous
aurions pu définir la réécriture typé seulement & partir d'un ensemble partiellement ordonné avec
premier élément (pour cette relation d’ordre partiel) de systémes de réécriture. Mais pour des
raisons de clarté de 'exposé nous préférons la définir & partir du triplet T = (R, A, att).
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5.8. Arbres — Représentation des termes dans SURVEYOR Partie 3

Définition 5.13
Nous dirons que le terme t se réécrit en t pour la rééeriture typée T = (R, U, att), et on

écrira t -—Z ', s’il existe un sous-ensemble F = {A;, Ai,, -+, A, } totalement ordonné de %Y (les
Az, sont supposés étre donnés dans l'ordre croissant) et n termes t),tz, -, thya de T(E,0) tels
que:

s A = A € F,

e Vje[l.n]: Rii = att‘l(AiJ.),
L4 t1 = { et tn+1 = t',

L] V7 IS {ln} : tj “—'Pi;zl_; t7'+1.

Lemme 5.3
Dans le cas ou R est un singleton, on retrouve la réécriture au sens classique.

J Preuve :
En effet, dans ce cas précis F' est également un singleton et F = *R. | |
La réécriture typée se présente ainsi comme une généralisation de la réécriture classique.
Théoréme 5.4

Une réécriture typée posséde la propriété de terminaison finie, si tous ses sysiémes de rééeriture
subordonnés sont nethériens.

ll Preuve :

En effet, si tous les systémes de réécriture subordonnés 4 une rtéécriture typée ‘X sont
neethériens, alors, lors de la réécriture ¢ l t', la réécriture de ¢; en t,4y se fait au terme d'un
nombre fini d’étapes n; pour tout j € [1..n] (ou n est le cardinal de 'ensemble F associé & la

"
réécriture ¢ 2 ). La réécriture typée de t en ¢’ s’effectue donc en Z n; étapes. Ce qui montre

5=1
que la réécriture typée posséde la propriété de terminaison fini. B

5.8 Arbres — Représentation des termes dans SURVEYOR

Lorsqu'on doit écrire un systéme informatique basé sur la connaissance, il est clair que
Uisomorphie entre la représentation interne des objets manipulés et leur représentation externe
permet une lucidité indéniable du processus de raisonuement. Ainsi, nous avons choisi d’exprimer
les termes dans le systéme SURVEYOR par une représentation relativement complexe puisque
nous considérons des arbres et non seulement des chaines de caractéres.

Définition 5.14
Un arbre est un ensemble fini partiellement ordonné qui vérifie les deux ariomes suivants:

i) Il existe un élément plus petil que tous les autres appelé racine de Uarbre.

it) Les minorants de tout élément forment un ensemble totalement ordonné.
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

Dongc, les successeurs d’un nosud (i.e. élément de I'arbre) sont des nceuds plus grand. De
plus, si 'on munit chaque neeud d'une relation d’ordre totale sur ensemble de ses successeurs, on

obtient un arbre ordonné* [Fig. 5.2].

Le systéme SURVEYOR manipule des relations et des expressions sous forme d’arbres éti-
quetés. Un arbre étiqueté est constituer de nceuds comportant chacun une étiquette qui désigne

une information atomique (i.e. constante). A chaque nceud sont reliés, par un certain nombre de

.
Representution

((sin(x)+(y**3))+(0.5%({3*x)+((5%y)+3))))

.
Parenthesee

s .
Representation

sin 5% 0.5 +
s \\ / \ par un arbre

R y i,/ * \ / * \ etiquete’
3 X % 3
N
5 y

Les deux représentations ci-dessus de ’expression mathématique sina + y% +0.5(32 + 5y + 3) sont équivalentes.

Fig. 5.2: Représentations d’une expression mathématique

“branches”, autant de nouveaux arbres que nécessaires. Ainsi, la structure d’arbre peut représenter
toute sorte de connaissances. Plusieurs raisons justifient le choix des arbres comme structure de

données:
s Leur utilisation est & priori indéterministe.

s Leur capacité de représenter des informations complexes, sous une forme organisée hiérar-

chiquement.

*C’est exactement cette idée que nous avons utilisée le parcours de {’arbre topologique d’un systéme
articulé de fagon & pouvoir établir des modeéle itératifs [Chapitres 3 et 4].
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5.9. Formalisation de Paffectation forestiére Partiz 3

¢ La simplicité de leur manipulation informatique.
s La rigueur du formalisme algébrique qui les représente.
s La lisibilité incomparable de leur représentation sous forme graphique.

Malgré tous ces avantages, leur maniement (concaténation, substitution, ...etc) n’est pas tou-
jours facile. C’est pourquoi, dans la pratique, il est trés important d’employer une notation paren-
thésée dans laguelle tout arbre est codé sous forme d’une liste entre parenthéses®. La représentation
des termes peut se faire alors & I'aide d’expressions parenthésées qui contiennent des variables® qui
peuvent éventuellement pointer vers d’autres termes qui 4 leur tour portent sur des variables et
ainsi de suite. Un arbre qui contient des variables représente une infinité d’arbres possibles selon
les valeurs que 'on donnera & chacune de ses variables. Ainsi, la forme générale de 'arbre est fixée
mais son architecture exacte va dépendre des valeurs que vont prendre ses variables. Lorsqu’on
fixe les valeurs des variables d'un terme donné, on peut calculer sa valeur en remplacgant chaque
occurrence de chacune des variable par sa valeur. Nous appellerons cette 'affectation qui permet

une telle transformation syntaxique “affectation forestiere” [Fig. 5.3

5.9 Formalisation de Paffectation forestiére

Attirons tout d’abord Pattention du lecteur sur le fait que le remplacement d'un sous-terme
d’un terme & une occurrence donnée et ['affectation forestiére sont deux aspects différents différents
de la substitution. Elle correspondent, en effet, 4 deux opérations différentes sur les termes. Ainsi,

elles seront notés differemment dans la suite de ce chapitre.

Définition 5.15

Soient t,t1,tz, -, tn, n + 1 termes de lalgébre T(X,0) et xy,29,--,%n, 1 variables dis-
tinctes de 9. Nous appellerons affectation forestiére du terme t pour les veleurs des variables
Ty, X9, -, Ly prises successivement égales a ty,ta, -, t,, le terme résultat de la substitution de
t; & chaque occurrence de la variable x; pour ¢ € [1.n].

En d’autres termes une affectation forestiére t pour les valeurs des variables xy, z3, - - -, 2, prises

successivement égales & £, 5, -+, £, est le résultat d’une substitution ¢ telle que:
e son domaine de définition est: dom{o) = {z1,22, -, 20},
o o filtre les variables zy, 29, <+, 2, vers les termes ¢y,42,- -+, ¢, respectivement.
Ainsi, le terme résultant d’une telle affectation sera noté dans la suite:

t{‘rl — tl7$2 — t2a"‘a$n - tn]

5C’est P'une des raisons qui ont motivé notre choix du langage Lisp pour lécriture du systéme
SURVEYOR.
5C’est & dire des objets dont la valeur n'est pas spécifiée.
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

+
L, * N Affectation N yd AN .
- - orestiere p “
/ N ’ " 05/ e

sin %t 0§ + =9 S sin N\ T \
! / \\ // N yi=(a+5) 9‘ £ 5/ x_ +\

X y 5 g * + s \ \ //
j"/ \\ »/’/ \3 a/ 5 3 g , *\ 3

X , *\ // N

N 5 N

5 Y VRN
a 5

Cette figure représente la transformation syntaxique associée a une affectation forestiére. Toutes les occurrences des
variables x et y sont remplacées par leurs valeurs respectives dans 'affectation forestiére. Cette affectation consiste
4 substituer les occurrences de la variables en “greffani” leurs valeurs, autant de fois que nécessaires, sur 'arbre.

Cette “greffe” peut avoir la forme d’un atome ou d’un arbre.

Fig. 5.3: Affectation forestiére

Lemme 5.5
Sotent t, ty,te, - - by, n+1 termes de Valgebre T{X,9) et 21,23, - -, T, el n variables distinctes
de 9. Posons w = t{x) — £, 72 ~— tp, -, &y — t.], alors:

Vi= (Vi\{a, 22, 2. DU Ve
1:1

B Preuve :

La démonsiration découle directement de la définition 5.15 et de la relation (Eq.5.5). [ |

Propriétés 5.6
Soitent t,ty,ta, -, t,, n+1 termes de Ualgébre T{E,0) et &y, 72, -+, 1, et n variables distinctes
de §, nous avons les quatre propriétés suivantes:

(P1)} sit estun terme clos {i.e. t € %), alors:

t{.l?l =ty — g, Ly tn] =t

[
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5.9. Formalisation de "affectation forestiére Partie 3

(P2) sit= x (o8 x est une variable de 9\ {z1,%q, -, 2}, alors:

tlay —t1, 22 —ta, T — by =

(P3) s’il existe i € [1..n}, tel que t = x,, alors:

tley =, @0 —ta, -l =ty = 8

(P4) si f est un symbole de fonction d’arité m > 1 et s’il eziste uy, ug, -+, um € T(Z,9) tels que
t= flui,uz, -, um), alors:
t{ﬂ?] — iy, Ty gy Ty tn] = f(‘U},’UQ, e ,'Um)
0t v = wilTy — b,T3 — by, 0, Tn = tn), Vi€ {L.m].

l Preuve :

La démonstration de ces propriété découlent directement de la définition de Daffectation

forestiére et de la proposition 5.1. B

Lemme 5.7
Sotent t,t1,t2, -, tn, n+1 termes de U'elgebre T(X,0) et xy,22,- -, Tn, 1 variables distinctes
de 9\ Vi (o2 V; représente l'ensemble des variables qui apparaissent sur les neeuds de Uarbre du

terme t) : tiry — ti,mp 1y, 0, Tn — tR] = L
J Preuve :
Elle découle par induction sur ¢, & partir des propriétés (P1) et (P2). [ ]

Maintenant considérons &,, 'ensemble des permutations de I'ensemble [1..n].

Théoréme 5.8
Pour toute permutation o € &, on a:

tlzy —t1, 22 —to, - Tn —tp] = [T,0) — ta(1), To(a) < te(2)s s Tofn) = tain)]

J Preuve :
La démonstration de ce théoréme peut &tre faite en composant une récurrence sur ia longueur

du terme ¢ par une induction sur ¢t. En effet:
e si{t] == 1, alors, trois cas:
(a) t est un symbole de constante, donc:
tlzy - t1, 22 = ta,- -, 20 — ta] = = HTo1) = to1)s To(2) = te(2)r 1 To(n) = o))

compte tenu de la propriété (P1).

(b) t = z est une variable distincte de xy, 23, -, 2, alors:
t[Il — b, by, Ty tn] == t{ma(l) “ ta(l)xxa(2} - ta(2)1 o To(n) T ta('n)]

compte tenu de la propriété (P2).
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

(c) il existe 1 € [1..m), tel que, t = 2, alors:
t[ilfl — i1,y ety Ty — tn] =, = t[(l),(l) = to1s Ta(2) = bo(2)s " s Ta(n) t,,{n)]
compte tenu de la propriété (P3).

s supposons maintenant que le théoréme est vérifié pour toutes les valeurs de [¢] inférieures ou
égales & m (1 < || € m) et montrons qu'il le reste pour |{| = m + 1. Donc il existe un

symbole de fonction f et m termes %y, u2, -, Um € T(Z,9) tels que:
t= flui,uz, -, tm)
done, d’aprés la proprigté (P4), on a:
tlzy — t1, 29 == ta, o T — ta] = f(U1,02, 0 Um)

o vy = wifry — t1,T2 - fp, 0, Te — ], VI E [1im].

Or,¥i€l.m): 1 <jus} €|t — 1= m, donc d’aprés Phypothése de récurrence:
Yi € [1..77?,],\71!7 €EG,: vy, = v ol ’Uor = ui[zail) — 501}, To(2) — tc-('g}, oy Ta(n) ﬁg(n)}

i.e. compte tenu de la propriéte (P4

t{l’l"‘thi'z ‘H’tQ,"'yxn“tﬂ]: f(vf’vg’”.vgl)
= HTo01) = tr(1)s To(2) < to(2ysy To(n) = ta(n))

C.QFE.D. 1

Définition 5.16

Sotent t,ty,tg, -, tn, n+ 1 termes de T{L, 0} et T, 23, ,Tns V1, %2, "+, Ym, M+ 1 variables
distinctes de 9. Nous dirons que les variables y1,ya, <« . Ym Sont libres dans Uaffectation forestiére
w = tloy — fy, 2y — ty, -, 1n — ta)], s les variables yr, Y2, 0, Ym ne figurent pas parmi les

variables introduites par cette affectation. i.e.:

n
{ylwyzw" ':yﬂl}n U Vt. = (EQ‘SG)
i
Théoréme 5.9
Soient t,uy, ug, ,Un, V1, Ve, ", U, T+ 0+ 1 termes de algebre T{Z, ) et x1, 20, -, T,
Y1, Y2, ", Yms M + 10 varicbles distinctes de 9. Si les variables y1,v2, -+, ym sont lbres dens

Uaffectation forestiére u = t{zy «—~ uy, T2 - Uz, -+, Tn “—~ Uy, alors:

tley —ug,x2 — wa, - T — Un) (Y1 — VLY V2 Y V] =
I P e & oz P P P P
try — w1, 22 —ugy T Uno Y1 VL, Y2 Uy, Ym e U
J Preuve :

Procédons encore par induction sur t:
¢ Sijt} =1, alors, il faut envisager 3 cas possibles:
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5.10. Régles de production Partie 3

{a} sit estunsymbole de constante ou une variable distincte de z1, %2, -+, To, ¥1, Y2, * » Yo

d’aprés le lemme 5.7:

{ : 1 : T — -
oy — u1,@2 = U, -, Ty — Unj[Y1 — V1, Y2 — V2, Y = U] = L=
t[371 T ULT2 T Uy, T T Uy Y T YL Y2 T V2, Um ‘—"’L’m]

{b) s'il existe i € [1..n], tel que, t = =z;, alors compte tenu du fait que y;,ya, - -, ysm solent

des variables libres dans 'affectation forestiére t{zy «—~ uy, 22 — ug,- -+, ZTn — vn):

t{xl — UL, T — UQ, "y Tn ‘_Unj[yl z_fvl’yz ‘_U2,...,ym A_vm] e
Uy — V1, Y2 V2, Ym = U] = Uy =
tlor — Ui, To — Uz, Bn o Un, Y1 VL Y2 V2,0 Ym U

(c) s'il existe? € [1..mj, tel que, t = y,, comme les variables zy, 23, -, Zn,¥1, U2, * y Ym SONL

distinctes et compte tenu du lemme 5.7;

r
iy = Wy, T2 ~— U2, -, Ty "*Un]{yx UL Y2 T V2 Ym Um] =

t[yl VLY Ve, Ym ‘_vm] = Uy =

t£$1 ULL,T2 UL,y By T Un, YL T VLY U2,y Y 'l"m}

» nous supposerous par récurrence que le théoréme est vérifié pour tout terme t de longueur
inférieure ou ggale 2 I {i.e. 1 < |tj € I) et montrons qu'il le reste 4 Vordre {t| = { +1. En
effet, comme || > 1, il existe un symbole de fonction f et s termes wy,ws, -, w, tels que:
t = flui,ug, - <, um) avec 1 < jwy} € I pour 1 € [1.s]. Ainsi, d’aprés 'hypothése de
récurrence, pour tout ¢ € {1..s]:

wilTy =, Ty vz, T = U]y — V1L Y2 Vs Y U] =
Wi[T1 = g, T2 = U, T o Uy Y1 VL Y2 V2, Y o U
ce qui achéve la démonstration. |
Ainsi, la réalisation d’un systéme d’intelligence artificielle dans cette représentation suppose

nécessairement:
s Une implémentation particuliére des principes généraux du traitement des arbres.

e Un contrdle particulier du processus de réécriture, tel qu'a tout instant, le choix de la régle

de rvéécriture {4 “armer” ) soit en fonction de I’état actuelle de la réduction du terme.

5.10 Regles de production

Les regles de production sont des parcelles de connaissances de la forme:
Si condition Alors action

Clest A dire si les prémisses (i e. condition) sont vérifiées alors une action (i.e. action) peut
étre déclenchée. Ainsi exprimée, la connaissance est représentée de maniére purement déclarative
et par la suite: la connaissance d'une part et le systéme de contréle qui permet son exploitation
d'autre part peuveut étre totalement indépendants {ce qui n'est pas le cas dans les descriptions
algorithmiques traditionnelles). Au cours de V'exécution, une régle de production dont la partie
condition est satisfaite peut étre activée par Pinterpréteur SURVEYOR.
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYQOR

5.11 Architecture du systéme SURVEYOR

Comme tout systéme & base de régles, le systéme SURVEYOR se compose de trois parties

essentielles:

» La base des faits.
s La base de connaissance.
s [Le moteur d’inférence.
Nous nous proposons maintenant de décrire ’architecture du systéme SURVEYOR, son modéle

de représentation des connaissances et son mode de contréle de cette connaissance.

5.11.1 Base des faits

La base des faits du systéme SURVEYOR est une liste (représentation Lisp d’un arbre étiqueté)
qui représente le terme en cours de réduction. Il s’agit d’une mémoire de travail caractérisée
par un arbre qui g’enrichit de faits nouveaux (i.e. transformations syntaxiques) découverts par le
mécanisme de raisonnement jusqu’a ce que celui-ci parvienne i une solution. Lorsgue le mécanisme

de raisonnement parvient & un terme irréductible la base de fait est remise & zéro (i.e. liste vide).

5.11.2 Base de connaissance

La base de connaissance présente la mémoire & long terme d'un systéme d’intelligence arti-
ficielle. Dans le cas du systéme SURVEYOR, elle décrit le savoir faire opératoire des régles de

rééeriture et elle se compose essentiellement:

s D’un ensemble de systémes de réécriture associés a des statuts de transformation différents.
Chaque systéme de réécriture se compose d'un nombre de schémas de régles de réécriture
codées sous forme de régles de production structurées. C’est 4 dire, chacune des régles est

représentée par un ensemble de champs [Fig. 5.4}

o Le nom de la régle: il permet au systéme de contréle de reconnaitre une régle parmi les

autres.

¢ Le statut de transformation: spécifiant le contexte général qui nécessite l'activation
de cette regle. Conformemment 4 la partie théorique de cet exposé. il faut noter que
lorsqu'il s’agit d'une régle de réécriture le statut de transformation n'est autre que
Pattribut de réécriture associé au systéme de réécriture (subordonng & la réécriture
typée} dans lequel elle est considérée. La technique d’attribution d'un statut de trans-
formation aux régles va permettre au systéme de contrdle de SURVEYOR une meilleure
efficacité de la résolution de conflits. En effet, cela va lui permettre de limiter le nombre
de tentatives infructueuses an cours de chaque cycle d’inférence. En outre, il permet
de prendre en compte les connaissances des concepts profonds (réécriture typée et con-

naissances heuristiques) sur lesquels se base le raisonnement et d’éviter au systéme la

4
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5.11. Architecture du systéme SURVEYOR Partie 3

Objet: Regle de reecriture

Une régle de réécriture se présente sous la forme d’un objet structuré dans le systéme SURVEYOR. Chaque régle

de réécriture est codée par un ensemble de quatre champs: Nom, Statut, Prémisses et Action

Fig. 5.4: L'objet: Regle de réécriture

non-terminaison du processus de réécriture. En effet, des régles de réécritures sus-
ceptibles d’amener le processus de réécriture A diverger peuvent étre classées avec des
attributs de réécriture différents. La propriété de terminaison fini est alors assurée sous

les hypothéses du théoréme 5.4.

Exemple

Des régles inverses telles que:

Rl . f(fc1,'--,.’l:n)-*-*g(.'h,‘--,mn)

RZZ : 9(1711"'1:511}H.f(xl)"'axn)

peuvent étre utilisées pour la réécriture d'un méme terme avec des attribuis différents
Ay et As. Bien entendu, A ces deux attributs peuvent étre associées d’autres régles tant

que les hypothéses du théordme 5.4 sont vérifiées.

o Une partie prémisses: traduisant la ou les conditions éJémentaires immeédiates qui per-
mettent le déclenchement de la régle. Ces conditions sont représentées par un prédicat
qui permet de tester si le membre gauche de la régle de réécriture s’identifie & un terme

de la base des faits. Cette méthode de représentation des régles va permettre non seule-

157

&
3
.
ky
S
5

£ 13 PONTS K74 HALRERS



Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYFE: SURVEYOR

ment de représenter des régles de réécriture simples, mais aussi des régles de réécriture

conditionnelles. C’est & dire des régles de la forme:
Si cond(V;) Alors g — d

ou coud est un prédicat qui porte sur Pensemble des variables V, du membre gauche

g de la régle g — d.

Exemple

Cela permet de prendre en compte des régles de la forme:

( Ry siz= Qalors f(z) — g(z)

|
Ry @ siz# 0alors f(z) — h(z) J

o Une partie action: qui permet de transformer syntaxiquement Uarbre identifié au mem-
bre gauche de la régle de réécriture. Cette transformation est décrite par le membre
droit de la ragle en substituant les occurrences de chaque variable par la valeur issue de
Pappariement (anglais: patern matching) des variables du membre gauche de la régle

de réécriture au sous-termes de 'expression mathématique en question.

» Des régles qui permettent de passer d’un systéme de rééceriture & un autre. Ces régles sont
en fait des méta-régles, puisqu’elles portent sur des heuristiques qui traduisent une méta-

connaissance.

5.11.3 Codage interne des régles

A titre d’exemple, la regle de rééeriture (21 +exxg) + (1 Fe*yz) — {1 +u1) Fe*x {22+ y2),
qui permet d'opérer syntaxiquement la somme de deux nombres duaux, peut étre codée dans le
systéme SURVEYOR sous différentes formes:

s Implémentation semi-déclarative: ce premier mode d’implémentation permet dé-

clarer certains champs de 'objet régle de réécriture de facon procédurale. L’appellation
semi-déclarative signifie ici que la régle est déclarée sous forme de champs suivant un proto-

type bien défini:

Nom: <xl+eps*x2>+<yl+eps¥y2> --> <xl+yld>+epsk<x2+y2>
statut: dual_number

Prémisses: (add_dual_form left)

Action: f+ (+ ,x1 ,y1) (* eps (+ ,x2 ,y2)))

ou left désigne le terme gauche de la régle de réécriture et la fonction add_dual_form est

définie par:
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5.11. Architecture du systéme SURVEYOR Partie 3

(de add_dual_form (form)
(and {(not (atom form))
(match ?(+ (? xx) (7 yy)) form)
(dual_form xx x)
(dual_form yy y)

Cette définition se base sur la fonction d’appariement match {du systéme de contréle) et la
fonction dual_form qui cherche & déterminer un renommage dual de 'expression & laquelle
elle est appliquée. Examinons, & présent, 'implémentation de la fonction dual_form qui est

propre au codage de cette régle de réécriture:

(de dual_form (var root_var)
{(and (not (atom var))
(match ‘(+ (? ,{(make_name root_var 1))
{(* eps (? ,(make_name root_vaxr 2)))
)

var

ol make_name est un constructeur de nom de variables défini par:

(de make_name (root num)
(implodech ‘{(,root ,num))

)

Le constructeur make_name permet de construire de iouveaux noms de variables a partir
d’une racine root {chaine de caractéres) et un nombre entier num. Ainsi, a titre d’exemple,

a P'exécution sous le top level du dialecte le_lisp:

? (make_name 'x 1)
= x1

Cette fagou de coder les régles est relativement complexe, mais, elle présente un intérét
essentiel qui est celui de présenter les prémisses sous forme d’'un prédicat. Ainsi, toute sortes

d’heuristiques. relatives & I’application d’une régle, peuvent &tre décrites dans ce prédicat.

¢ Implémentation déclarative: le systéme SURVEYOR offre la possibilité de coder une

regle de réécriture sous une forme simple et relativement naturelle:

Z 159
A
S
&,
£ 15 PORYS BT CHAL M EBY



Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

Nom: <x1+eps*x2>+<ylteps*y2> --> <xi+yl>+eps*<x2+y2>
statut: dual _number

Prémisses:  (+ (+ (7 x1) (*x eps (7 x2))) (+ (7 y1) {*x eps (? y2))»)

!
;
Action: Y+ (+ ,x1 ,yl) (* eps (+ ,x2 ,y2))) i
J

Alnsi, la regle de réécriture est codée sous une forme déclarative. C’est l'interpréte du systéme
SURVEYOR qui va se charger de l'appariement de la partie prémisses qui sous cette forme
n’est plus un prédicat mais une expression mathématique qui contient quatre variables notées

respectivement (7 x1), (7 x2), (? vy1) et (? y2).
Par ailleurs, le systéme SURVEYOR offre la possibilité d’appliquer la régle:
<xi+eps*y1>+<x2+eps*y2> -=> <x1+x2>+eps*<yl+y2>

dans des contextes différents. Ainsi, i titre d’exemple, cetie régle peut étre appliquée avec les
statuts dual_number et dual_vector. Il suffit, dans ce cas d’exprimer la régle avec la suite des
statuts de réécriture. Cette approche permet d’attribuer un sens sémantique & 'application des

régles de réécriture.

Enfin, c’est les méta-régles qui vont permettire d’exprimer la méta-connaissance décrivant le
passage d'un statut de transformation & un autre. Ainsi, la méta-régle permettant le passage du

statut dual_number au statuf dual_vector va s'exprimer sous la forme:

Nom: dual_number ==> dual_vector 7

statut: dual _number

Action: {(prog O
(setg current_goal ’dual_vector)

!

i

Prémisses: (($ path)) !
;

(return path) E

)

On voit bien sur cette exemple qu'une méta-régle présente les mémes champs qu'une régle
sauf qu'elle décrit une méta-connaissance {ici c’est le passage du statut dual_number au statut

dual_vector).

5.11.4 Moteur d’inférence pour la réécriture typée

Lorsque nous voulons déduire d’un ensemble d’axiomes équationnels quelque propriété ou
encore transformer une expression dans le contexte définis par ces axiomes. nous parcourons d'un
“mouvement de pensée” continue I’ensemble de ces équations jusqu’a ce que nous ne pourrons plus

en appliquer aucune. C’est ainsi que nous exploitons la connaissance computationnelle relative
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Une fois un statut de transformation sélectionné, les régles d’'inférence répertoriées sous ce statut peuvent contribuer
3 la transformation syntaxique d'un terme. Lorsque le systéme de contréle identifie une sous-expression du terme
au membre gauche d’une régle de réécriture, il déclenche la transformation décrite par cette régle. Pour ce faire, le
moteur d’inférence du systéme SURVEYOR dispose d’un sélectionneur et d’un méta-sélectionneur:

o le méta-sélectionneur spécifie tour-a-tour les statuts de transformation possibles.

¢ le sélectionneur spécifie si une régle examinée est déclenchable ou non.

Fig. 5.5: Modele conceptuel de SURVEYOR

a une théorie axiomatique. Le résultats final est atteint 4 travers un ensemble d’étapes intermé-
diaires par un enchainement de raisonnements. Cette faculté d’aveir en soi un procédé déductif

permettant de rendre raison d'une connaissauce computationnelle peut &tre mécanisée.

Le moteur d’inférence du systéme SURVEYOR est un programme chargé d’exploiter les con-
naissances et les faits pour mener un raisonnement qui intégre plusieurs systémes de réécriture. Le
moteur d’inférence du systéme SURVEYOR raiscune sur des variables substituables tour a tour par
des termes. Une telle re; rézentation des connaissances qui autorise la présence de variables est dite
d’ordre 1. Cette représentation confére au systéme une grande puissance d’expression ol chaque

régle représente un schéma qui résume un ensemble de régles d'ordre 0 (i.e. ol n'interviennent que
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

des constantes]. Le mécanisme de raisonunement de SURVEYOR est un mécanisme de chainage
mixte: un interpréte 4 chainage avant pour faire de la réécriture dans un contexte défini par un
statut donné, guidé par un méta-interpréte i chainage arriére permettant de changer le contexte
de réécriture. 1l consiste, une fois le statut de transformation spécifié, & produire des régles de la

forme:
Si condition. Alors action
A chaque étape du raisonnement, le moteur d’inférence parcours trois phases:

{a) Restriction du domaine: par détection des régles dont la partie prémisses est vérifiée {vérifi-
cation des spécifications conditionnelles). Notons que les régles sont disposées en vrac dans
la base de régles. Clest le systéme de controle qui, en fonction de I'état de réduction du
terme, va décider quelles régles peuvent &ire déclenchées. A ce stade les régles sont classées

en deux catégories de régles:

o les régles déclenchables: sont les régles susceptibles d’étre activées & un moment ou un

autre.

» les régles inactives: sont les régles qui ne peuvent étre déclenchées.

{b) Résolution de conflits: sélection d'une régle parmi les candidates. En effet, lorsque plusieurs
régles sont candidates & étre déclenchées, elles le sont 4 priori & égalité de chance. Pour “mener
4 bien” la réécriture (i.e. convergence de la réécriture) , SURVEYOR offre la possibilité de
décrire la priorité des régles dans une pile de priorité ol les régles sont repérées par leurs
noms. Cet ordre de priorité n’est en fait antre que 'ordre dans lequel le systéme de réécriture
va “fonctionner”. C’est cette heuristique qui permettra au systéme SURVEYOR de savoir le

moment venu quelle régle il doit choisir parmi les régles candidates.

{c) Déclenchement de la régle sélectionnée: la structure du graphe représentant le terme en
cours va étre modifiée compte tenu de la siraciure syntaxique du membre de droite de la

régle déclenchée,

Mais, insistons sur le fait qu'une régle qui se trouve dans une pile & examiner de maniére prioritaire
n'est pas nécessairement déclenchable pour autant et que les priorités de déclenchement des régles
sont des priorités locales gui permettent par cette heuristique de classer les régles corvespondant 4

un méme statut de réduction les unes par rapport aux autres.

Par ailleurs, le systéme de contrdle de SURVEYOR est basé sur un contréle de la profondeur
de développement. En effet, on peut avoir besoin de déclencher une méme régle plusieurs fois.
Ainsi, le cycle va reprendre, autant de fois que nécessaire, jusqu’a ce que le terme devienne irré-
ductible et atteint une forme normale. En d’autres termes, jusqu’a ce qu’il ne serait plus possible
de déclencher aucune régle de la base de connaissance. Ainsi, lorsgu'une régle a été déclenchée

avec un jeu d'instanciations, le moteur d’inférence va teuter de la redéclencher avec d'auntres jeux
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5.11. Architecture du systéme SURVEYOR Partie 3

d’instanciations jusqu’a ce gqu'il ne puisse plus en trouver de nouveaux. Mais une fois déclenchée
avec toutes les instanciations possibles, la régle est désactivée. Elle ne sera réactivée que si des

sous-termes correspondant & ses prémisses réapparaissent dans le terme en cours de réduction.

Pour le contréole de la réécriture, SURVEYOR offre la possibilité de décrire la connaissance
mathématique par un jeu de systémes de réécriture. A chaque systéme de réécriture, comme on
Pa déja vu, est associé un statut de transforration par réécriture. Ainsi, on peut deécrire des
connaissances heuristiques qui permettent & SURVEYOR de savoir dans quelles conditions il est
intéressant de chercher & appliquer les régles de tel ou tel systéme de réécriture. Cette méthode
permet au systéme de limiter le nombre de tentatives infructueuses au cours de la recherche d’une

solution.

Le systéme SURVEYOR va résoudre un probléme mathématique “bien posé” par réécriture
jusqu'a saturation de tous les paquets de régles d'inférence. Chaque paquet contient alors un
ensemble de régles de réécriture et une méta-régle qui permet de pointer vers un nouveau statut

de réécriture.

5.11.5 Exemple

Une méthode efficace pour la description déclarative du probléme classique de la différentiation

formelle des polynoéines consiste en la donnée des régles sous forme de trois systémes de réécriture:

» Le systéme de réécriture pré-processeur:

Regle pré-processeur;: x—y — T+ (—1%y)

Reégle pré-processeury: — — m* Yy~

pour éviter de programmer les régles de réécriture traduisant la dérivation des différences
et des quotients, qui peuvent etre déduites des régles de réécriture sur les sommes et les

produits.

e Le systéme de réécriture de différentiation:
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P& SURVEYOR (nwiigent Symimic Syalaen) by Al KAMLILL CERA-EHPL 8- mal ke arpc.ir
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Dans exemple ci-contre, le systéme SURVEYOR procéde a la différentiation symbolique d’une fonction polynomiale.

Fig. 5.6: Session de travail sur SURVEYOR

Reégle différentiationy :
Regle différentiation;:
Regle différentiations:
Regle différentiation,:

Regle différentiations:

d(const)
dx

dx

—_—— ]

dx
d(u + v)
dx
d(u *v)
dz
d{u™)
d:L‘

—s o (")

- 0

du . @
dr dz

du
z

dv
dr

— = X U U F
d

du

W —

" dx

qui tradunisent un systéme minimal de régles permettant de décrire la

fonctions polynomiales.

¢ Le systéme de réécriture post-processeur:
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5.11. Architecture du systéme SURVEYOR Partie 3

Reégle post-processeur;:  z° —

Reégle post-processeur,: 1% — 1
Regle post-processeur;: zr+l — =z
Regle post-processeury:  lxz —

Reégle post-processeury: %0 — 0
Régle post-processeurg:  Oxz — 0
Regle post-processeur,: z+0-—=x
Régle post-processenry:  O0+4+z —
Régle post-processeury: T+ (—=1lxy) —>z—y

Regle post-processeur;y: z*y~! —

Y

pour permettre de simplifier les expressions obtenue par les régles de dérivation.

o Pour obtenir des arbres qui ont des représentations semblables, les propriétés de commuta-
tivité et d’associativité peuvent étre exploitées & cette fin en ajouttant les régles orientées

suivantes:

Régle équivalent,: const 4+ x — z + const
Regle équivalenty: (x4 y) + 2 — z + (y + 2)
Ragle équivalent;: x const —— const * x

Regle équivalent,: zx(yxz2) — (2 xy)*z

Ces quatre régles permettent ainsi de normaliser la représentation des expressions en écrivant

le facteur constant & “gauche” dans un produit et le terme constant d'une somme a “droite”

des l'expressions mathématiques.

Ainsi, 4 ces quatre systémes de réécriture peuvent étre attribués trois statuts de réécriture
différents. Bien entendu, les trois systemes de réécriture peuvent dtre entichis de régles de facon &

ce que le processus de différentiation soit applicable & des fonctions plus générales.

A titre d’exemples:

1) la régle de réécriture “différentiation;” traduit en faite une régle de réécriture exprimée dans

un spécification conditionnelle:

!

. - du
différentiations = Si u est constante Alors: o — 0
T
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Partie 3 Chapitre 5. LE PROTOTYPE: SURVEYOR

“u est constante” tient lieu de prédicat de premier ordre portant sur la variable .

2) la regle de réécriture “équivalent,” & pour effet de présenter des formes normales parenthésées
telles que toute sous-expression de la forme {z + y) + z soit réécrite sous la forme parenthésée
x + {y + 2). Cette régle permet en contribution avec la régle “équivalent,” de rassembler

entre eux les termes numériques. Des schémas de régles de la forme:
consty + consty — evaluate(const1 + consts)

tiennent le réle d’évaluateurs.

5.12 Observations

La modélisation par des régles de réécriture offre ainsi un outil conceptuel précis pour représen-
ter une connaissance équationnelle, mais assez général pour ne pas spécifier la maniére d’exploiter

cette connaissance (description non-algorithmique). Ainsi, on peut remarquer que:
e La connaissance est organisée sous forme de modules indépendants.

e Les différents modules peuvent se traduire sous le format:

Si condition Alors gction

o La partie condition examine la forme syntaxique du terme en cours de réduction et in-
stancie le cas échéant les variables du membre gauche (partie prémisses de la représen-
tation sous forme de régle de production) de la régle de réécriture candidate. La régle

de production est ainsi “armée”.

o Quand la partie prémisses de la régle est instanciée, les variables du membre gauche
peuavent &tre évaluées pour les valeurs de 'affectation forestiére associée. Cette régle

peut alors contribuer & la reduction du terme et sa partie action est déclenchée.

o Le sous-terme identifié au membre gauche de la régle subit la transformation syntaxique
décrite par le membre droit de la régle de réécriture en instance. L'instanciation du
membre droit par Vaffectation forestiere consiste alors & remplacer toutes les occurrences
initiales des variables par les instances correspondantes i Uappariement des variables du

membre gauche.

e Chaque régle fonctionne de facon indépendante et elle est déclenchée dés que les variables de

son membre gauche peuvent 8tre instanciées.
o La solution est construite de fagon incrémentale.

e La stratégie de réduction consiste alors & passer au but de réduction suivant dés que l'espace

de recherche du but de réduction en cours est saturé.
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5.13. Conclusion Partie 3

s Lorsque tous les statuts de réductions sont saturés, le systéme rend la forme irréductible du
terme au moyen des systémes de réécriture associgs 4 ces statuts et pour Pordre de réécriture

décrit par la classification de priorité des régles dans leurs systémes de réécriture.

5.13 Conclusion

Le systeme SURVEYOR s’avére un puissant outil de transformation syntaxique des expres-
sions mathématiques dans des spécifications équationnelles {i.e. réécriture typée). Le prix a payer
dans un tel systéme, lorsque la propriété de Church-Rosser n’est pas vérifiée, est le fait qu’il ne va
pas donner toutes les solutions possibles au probléme. Cependant, il va donner la solution associée
4 ordre de réécriture décrit par 'ordre de priorité de 'application des régles. La représenta-
tion irréductible va différer d'un ordre de description 4 un autre (selon 'heuristique définissant la
priorité de déclenchement des regles). Ainsi, en Pabsence d’une heuristique décrivant 'ordre de
priorité de déclenchement des régles, on ne peut assurer la terminaison ni la convergence de la
réécriture vers une représentation optimale de la solution, mais, 4 une solution tout simplement.
L’obstacle essentiel qui interdit de trouver automatiquement une représentation optimale du prob-
léme de réécriture étant celui de “I’explosion combinatoire” des possibilités d'ordonner les systémes
de réécriture proposés pour la résolution du probléme considéré. Ce nombre de possibilités croit
de maniére exponentielle. Actuellement, cette combinatoire est un handicap auquel ne peuvent

échapper totalement les applications en intelligence artificielle.

Ainsi, un usage judicieux de la fragmentation de la connaissance computationnelle est forte-
ment recommandé pour augmenter lefficacité d’emploi de la réécriture typée et tirer un meilleur
profit de I'usage des techniques d’intelligence artificielle. Cela permettra, entre autres, d’échapper
aux problémes de Pexplosion combinatoire et de diminuer substantiellement le temps de réduction

d’une expression.

Enfin, la puissance d’expression de la réécriture typée permet an mathématicien (non infor-
maticien) de réaliser, dans un systéme tel que SURVEYOR, de maniére tout a fait naturelle des
calculs algébriques décrits en grandes partie par des considérations théorigues et mathématiques

et non plus par un codage algorithmique informatique {et par définition non mathématique).
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Chapitre 6

LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

6.1 Introduction

La génération automatique des équations de la dynamique des systémes articulés est, avant
tout comme son nom lindique, 'automatisation du processus d’obtention du code décrivant le
comportement dynamique de tels systémes. En vu d’automatiser Pobtention des équations du
mouvement, les premiéres études eurent pour but la génération de programmes en code Fortran
pour la résolution de différents problémes liés au comporiement des systémes articulés. Rapide-
ment plusieurs logiciels furent réalisés [R. Sturges[STUR-73], W. Khalil [KHAL-78], J.Y.S. Luh
[LUH—81], M.G. Aldon [ALDO-82]]. Plus tard, la fascination des ingénieurs et chercheurs (en dy-
namique des systémes articulés) par les logiciels de calcul formel, les a amené & développer un nom-
bre d’outils sur la base de ces systeémes informatiques [J. Wittenburg & U. Woltz [WITT-85|, Ch.
Garnier [GARN-90]]. En effet, la représentation mathématique du comportement dynamique des
systémes articulés, nous le savons tous, ne se réduit pas a la manipulation des données numériques.
Avant tout, elle cherche a étudier les propriétés qualitatives du mouvement de tels systémes.
L’utilisation des logiciels de calcul formel a introduit alors de nouvelles options pour le traitement

des équations du mouvement:

e Exploitation numérique des expressions formelles pour des valeurs numériques des paramétres

symboliques du modéle [Annexe BJ.
» Exploitation symbolique des expressions formelles [Annexes B et CJ:

o transformation des expressions avec moindres efforts de programmation [Chapitre 7},

o simplifications et développements formels de différentes sortes: trigonométriques, poly-

nomiaux, algébriques, ...etc [Annexe C],
o dérivation formelle, intégration formelle, linéarisation, ...etc,

o génération automatique de codes symboliques optimisés: Fortran ou C [Annexe CJ.
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Mais & coté de ces avantages, utilisation classique des logiciels de calcul formels comporte

Pour explorer Mars (projet Mars 2000), le groupement robotique d’intervention sur cite planétaire (regroupant le
CNRS, le CEA, 'INRIA et PONERA) développent un robot intelligent sur quatre roues motrices. Puisqu'il faut
quarante minutes aux ondes électro-magnétiques pour faire l'aller-retour (Terre-Mars) le robot devra &tre capable
de prendre seul des décisions. Ce robot sera équipé d'une camera laser, il devra reconstituer le relief par mesures
multiples. Des capteurs internes {gyrométre, accélérométre) et tactiles contréleront le robot {Le Journal du CNRS

- N° 30 (Juin 1992)].

Fig. 6.1: Robot intelligent autonome dans un environnement variable

certains inconveénients et se fait en général au détriment d’autres formes pratiques de la représenta-
tion des équations du mouvemeni. En effet, un grand nombre d’applications robotiques nécessitent

une structuration itérative du modeéle:

e applications oo 'on souhaite modifier & la main certaines parties des programmes obtenus
(sans toucher aux programmes de genération du code) afin de les réutiliser. En effet, la
réutilisation de programmes est une pratigue de plus en plus fréquentée. Un systéme principal
permet d’obtenir le code source selon un modeéle général et les cas particuliers sont obtenus
en modifiant & la main certain module de ce code. C’est le cas lorsqu’on scuhaite ajouter de
certains termes supplétifs obtenus par des procédés autres que celui du logiciel de génération

du code. Par exemples: les termes de frottements, changements des conditions limites (i.e.
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initialisation des récurrences) pour prendre en compte des efforts supplémentaires exercés sur

les organes terminaux (voir méme sur tous les membres du robot), ... etc.

s applications robotiques non-manufacturiéres ot 'environnement du robot est mal connu ou
sujet & des modifications imprévisibles et ot 'on souhaite avoir une commande en temps réel.
Le robot doit avoir des réfiexes et prendre des décisions en temps réel [Fig. 6.1]. Clest, par
example, le cas dans les applications spatiales, sous-marines, nucléaires. ... etc, actuellement
assurées par télé-opération [B. Espiau [ESPI-86}}.

Ainsi, nous avons congu et réalisé le systéme MEDUSA MF77 -provient de 'acronyme de

“MEechanism Dynamics by Using Symbolic Algebra systems”- pour répondre 4 un besoin dou-

ble:

e la génération d’un code source itératif optimisé en nombre d’opérations élémentaires (mul-
tiplications, additions et évaluations des fonctions trigonométriques) destiné & étre intégré

dans des programimes de calcul,

e la génération des équations sous forme symbolique, pour faire éveniuellement 'objet de dif-

ferentes transformations formelles.
Les principales composantes du systéme MEDUSA MF77 sont [Fig. 6.2]:
¢ le systéme Maple: qui permet de manipuler les expressions formelles.

e le module DATASEIZE: interface Homme-Machine qui permet une saisie correcte des données

du probléme mécanique.

s le module DYNAMIQUE: proposant les schémas de calcul du modéle dynamique selon 1a
partie théorique du chapitre 4 et la simplification automatique, du modele, relative & la

description paramétrée,

o le module DEFSTRUC et le générateur de régles qui permettent de structurer le probléme

dynamique dans des “bases de connaissances”.

e un générateur du code Fortran optimisé qui permet, quant a lui, de traduire le code
générer i Iétape précédente dans le langage Fortran. Ce code source représente un schéma
itératif du calcul optimisé en nombre d’opérations élémentaires et en évaluation des fonctions
trigonomneétriques (les fonctions trigonomeétriques sont évaluées & des étapes antérieures du

code en ligne).

6.1.1 Le systéme de calcul formel Maple

1l existe actuellement sur le marché de nombreux systémes de calcul formel! (SCF), pour la

plupart et depuis plusieurs années disponibles sur un grand nombre d’ordinateurs, dont: Axiom,

!Dans la suite nous allons noter les systémes de calcul formel par les initiales SCF.

171

1,
£
5
K

3 VS PUTS BT HATSERS



Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

Ecriture T
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Transfert
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Cette figure schémarise la nature des liaisons entre les différents composantes du systéme MEDUSA MF77. Ces
liens sont les actions de:

e Lecture: simple lecture de données ou du module.
o Ecriture: écriture de données.
e Transfert: transfert de données (transite P traitement).

e Interprétation: interprétation ou réécriture des données symboliques.

Fig. 6.2: Modéle conceptuel de MEDUSA MF77

Macsyma, Maple, Mathcade, Mathematica, Reduce, ... etc. Les raisons qui nous ont poussé a
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Dans cette session de travail sur Axiom, on calcul des nombres duaux. Le systéme Axiom, & la différence des autres
systémes de calcul formel, posséde la facuité du calcul typé et, de ce fait, il opére automatiquement au niveau
du toplevel toutes les simplifications relatives & ce type de données. L’unité duale ¢ est noté dans 'output par le

symbole ey.

Fig. 6.3: Session de travail sur Axiom

choisir le systéme Maple, pour le développement de MEDUSA MF77, sont multiples:

e D’abord, Maple est un logiciel de calcul formel et en ce sens il constitue un ensemble d’outils?

au service du mathématicien.

211 a été développé & 'université de Waterloo & 'Ontaric au Canada par “Maple Symbolic Computation
Group”.




Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

¢ Il se compose:

o d'un noyau de trés petite taille (inférieur & 400 Ko) comparée aux systémes Macsyma
ou Axiom. Ecrit dans le langage C, il est plus rapide que les logiciels écrits dans des
langages interprétés (Macsyma est écrit en Mac-Lisp® et Franz-Lisp, alors que Axiom
est écrit en Xyoto Common Lisp - KCL).

o d’une importante librairie mathématique (de 7 & 8 Mo).

e Le systéme Maple est disponible sur une large varigté d’ordinateurs (Micro-ordinateurs, sta-
tions de travail, Micro-Vax, Vax ...}. Cela va assurer, par la méme occasion, la portabilité de

toute application basée sur Maple & toutes ces machines.

e Le fait que Maple ast livré avec les sonrces des programmes de sa librairie mathématique écrits
dans le langage Maple (95 % du systéme) permet une grande lisibilité du systéme. Ainsi,
Certaines fonctions du systéme peuvent étre modifiées pour des bescins personnels. En effet,
il est parfois trés important de modifier certaines fonctionnalités du systéme afin de mieux les
adapter & une application en cours. Cependant cela n’est pas toujours facile et, parfois, on
est obligé de modifier tout une série de programmes {cela sous entend que l'on a décortiqué le
programme ef ressortit les parties de 'algorithme qui peuvent &tre adaptés autrement) pour
modifier une seule fonction. Cela nécessite bien évidement un temps considérable pour la
compréhension des programmass et leur modification. Pour illustrer ce propos, 1'étude com-
parative publiée par 'USAF* en 1972, peut servir de référence. Selon cette étude, écriture
d’une nouvelle instruction cofiterait 75§, alors que la modification d’une instruction dans un
logiciel cofiterait 40008, soit & peut prés 53 fois plus cofiteuse. Cette programmation peut
aller, comme c’est le cas dans MEDUSA MF77, jusqu’a disparition totale du systéme de cal-
cul formel et la création d’un nouveau produit, tel que 'utilisateur du produit final n’aurait
plus besoin d’aucune connaissance sur I'utilisation du noyau pour la saisie des données des

problémes et U'obtention des résultats.

6.2 Le code Fortran

La génération antomatique de codes sources constitue une technique efficace quand il s’agit
d’écrire des programme reflétant 'état dynamique de systémes articulés complexes. En effet, cela
permet, d’une part, de laisser cette tAche fastidieuse & la machine er, d’autre part, d'évite le risque

de se tromper dans I'écriture de ces programmes.

Nous nous sommes intéressé au code Fortran, non pas par golt & la difficulté ni 4 la spécificité

311 existe actuellement une version Maxima du systéme Macsyma écrite complétement en Common Lisp.
1“The High Cost of Software”, USAF, Monterey, USA, {1972). Cette référence a été citée par B. Meyer
et C. Baudoin [MEYE-80],
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6.3. Difficultés de générer des schémas optimisés par les SCF Partie 3

de ce langage® primitif & bien des égards, mais, par souci de répondre & un large besoin dans le
monde industriel. Les principales difficultés auxquelles nous devions apporter une solution pour la
génération automatique du code itératif en ligne -dans le langage Fortran- peuvent &tre énumérées

dans les régles lexicales suivantes:
1} Une ligne de code est une chaine de 72 caractéres de I'alphabet Fortran.

i1) Les instructions sont écrites en colonnes 7 & 72 sur une ligne initiale et sur au maximum 9

ligne de continuation.

1i1) Une ligne initiale contient un espace en colonne 8. les colonnes de 1 4 5 peuvent contenir une

étiquette ou alors que des espaces.

iv) Une ligne de continuation contient des espaces en colonnes 1 & 5 et un symbole spécial $ en

colonne 6.
v} Une ligne commentaire doit commencer par un symbole spécial ¢ en colonne 1.
vt} Une ligne de commentaire ne peut &tre suivie d’une ligne de continuation.

viz) La déclaration de I'entéte du sous-programme est de la forme:

subroutine <nom _identificateur> (<liste des arguments>)
viii) La déclaration de la précision de calcul suit I'instruction de déclaration de P'entéte.

1) Les zones de déclaration des variables communes & d’éventuelles autres sous-programmes
complémentaires est de la forme:

common / <iden_var > /<liste des variables>
x) Une instruction ne contenant que des espaces n'est pas admise.

x7) La derniére instruction d’un sous programime est 'instruction end.

6.3 Difficultés de générer des schémas optimisés par les SCF

Le but étant de générer les équations de la dynamique au terme d’un processus symbolique
itératif. Le schéma de ce calcul est décrit essentiellement par Palgorithme 4.7. Ainsi, le proces-
sus de calcul symbolique se rameéne & un calcul vectoriel et matriciel dans 'espace de dimeunsion
trois. Le systéme Maple permet de faire un tel développement. Cependant, si I'usage classique
des systémes de calcul formel s’avere trés efficace pour le développement explicite des équations
de la dynamique {par substitution symbolique des termes), la capacité de tels logiciels 4 générer

des schémas de calcul itératifs optimauz susceptibles de faire I’objet d’une traduction automatique

SEn effet ce langage impose des régles de syntaxe trés rigides {strictes). Il posséde un mécanisme
strictement statique. On peut manipuler des variables scalaires et éventuellement des tableaux & un
nombre fixe de champs, wmais il n’est pas question de déclarer dynamiquement des variables.
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Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

dans un langage de programmation usuel -tel que Fortran, C, Ada, ... etc- est trés faible®. Dans un -
SCF, une formule mathématique est surtout destinée & faire 'objet de transformations formelles:
factorisations diverses, simplifications formelles, dérivation, intégration ... etc. De plus, au bout
d’un développement formel, une formule mathématique ne se présente pas nécessairement sous sa

représentation d’arbre topologique optimal.

Pour illustrer ce propos, counsidérons 3 tiire d’exemple le double produit vectoriel de trois
vecteurs symboliques. Soient trois vecteurs a = [ajagas)’, b = (b1 by b3]t et ¢ = [crepes]’. Le
double produit vectoriel de a, b et ¢ donne:

[ ag (bl ey —byci) —as (bst’l — by ca)

d= ax(bxc):-: ag(b263—b362)—'al(blcz—bglﬁl)
ay (bger - by ca) —az (bacs — b3 c2)

CLQ’)lCQ—CLngCl—agbgCl‘i‘agbng
= azbacy —asbscs —aybyoa +ay bacy
aibar; —aybycs —asbocy +azbacy

L

La complexité apparente de ce développement est 9 additions et 18 multiplications, alors que la
réalisation numérique de ce double produit en deux étapes d = bxcet d = a xd -0 ¢ désigne

I’'ancienne valeur de d- ne nécessite plus que 6 additions et 12 multiplications.

6.3.1 Premiére critique

Analysons maintenant le comportement des primitives du systéme Maple pour générer un
schéma optimisé. La primitive de Maple qui permet de générer du code Fortran est fortran et
Poption qui permet d’optimiser un tel code est optimized. Considérons, dans un premier temps,
la forme parenthésée du vecteur d.

N~/ MAPLE ¥
AN 1/1_. Copyright (c) 1981-1980 by the University of Waterlco.
\ MAPLE / 411 rights reserved. MAPLE is a registered trademark of
e e > Waterloo Maple Software.

I Type ? for help.
> with{linalg):
> ar=array{[al,a2,a3]):
> bi=array([b1,b2,b3]1):
> c:=array(lcl,c2,c31):
> d:=crossprod{a,crossprod(b,c));
d := [ a2 (bl c2 ~ b2 cl1}) - a3 (b3 c1 - bl ¢3),
a3 (b2 €3 -~ b3 ¢2) - al (bl 2 - b2 ci),

al (b3 c1 -~ bl c3) - a2 (b2 ¢3 - b3 c2) ]

> fortran{d,optimized};
t4 = bl*c2-b2*cl

SEn fait, ce n'est pas l'ordre d’idée des applications dans lequel ont été concus ces systémes.

176

&
TEVMED £ Gt
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t9 = b3*ci-bl¥c3
t16 = b2*c3-b3*c2
d(1) = a2+t4-al3%t?
d{2) = a3*ti6-alxtd
d{3) = al*t9-a2*xtif

le code est bien optimal puisqu'il présente 6 additions et 12 multiplications.

Considérons maintenant la forme éclatée du vecteur d:

> d:=map{simplify,crossprod(a,crossprod(db,c)));
d := [ a2 bl ¢2 - a2 b2 c1 - a3 b3 cl + a3 bl 3,
a3 b2 c3 - a3 b3 ¢2 - al bl c2 + al b2 ci,
al b3 c1 - a1l bl 3 - a2 b2 ¢3 + a2 b3 c2 ]

>fortran(d,optimized);

tli = bl*c2
t3 = b2*ci
t6 = b3%ci
t9 = blxc3
t12 = b2*c3
t14 = b3%c2

d(1) = a2*til-a2%t3-a3*t6+a3*t9
d(2) = a3*t12-al3*tld-al*xti+al*t3
d(3) = al*t6-al*t9-a2*t12+al*t14

le code présenté, cette fois, est loin d’étre optimal puisqu’il présente 9 additions et 18 multiplica-
tions et cela va &tre le cas de toute expression qui aura subit des transformation avant de faire
Pobjet d’une traduction dans le code Fortran. Ce comportement bizarre -tout au moins inattendu-
de l'option optimized peut s’expliquer par le fait qu'une telle opération se base sur le processus de
hachage {anglais: hash coding) de I’expression traitée et ne va donner effectivement le code optimal
de cette derniére que si I'arbre de 'expression mathématique est sous sa forme optimale (i.e. quesi
I'expression mathématique est de signature’ minimale). Les complexités établies dans ces deux cas

restent les mémes méme aprés cowmpilation des fragments de programmes correspondants [Annexe

Le lecteur pourra remarquer que dans un cas simple comme celui-¢i, un programmeur habitué

au langage Fortran écrirait le premier fragment de programme plutdt qu'au deuxieéme.

6.3.2 Seconde critique

Cette critique liée aux applications préecédentes. On remarque qu'il n'y a pas de moyens pour
contréler les noms des variables intermédiaires dans le code généré. Ainsi, P'utilisateur n'a pas la
possibilité de les déclarer, par un processus antomatique, dans la zone de déclaration des variables

au début du code généré.

‘Nous entendons par signature, le nombre des sous termes quand il s’agit d’un terme somme et le
nombre de facteurs lorsqu’il s’agit d'un terme produit.
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6.3.3 Troisiéme critique

La. troisiéme critique est liée 4 1'évaluation dynamigue au toplevel des logiciels de calcul
formel. En fait, il n’y a aucun processus naturel i rendre statique une opération. En effet, quand
des valeurs sont affectées 4 des symboles, toute opération sur ces symboles au niveau syntaxique

entraine automatiquement un calcul conséquent sur les valeurs.

6.3.4 Quatriéme critique

La primitive fortran procéde automatiquement (sans qu’une demande expresse de la part de
I'utilisateur ne soit faite) & la décomposition d’une expression en instructions intermédiaires. Le

fragment de programme résultant ne peut 8tre facilement interprété par un autre utilisateur.

Les solutions proposées dans MEDUSA MF77 sont de sorte & contourner toutes ces difficultés.
Les deux prochaines sections décrivent, sur des exemples simples, un langage formel typé totalement
implémenté dans le langage de Maple. Il permet ainsi d’apporter des solutions 4 ces problémes
et de répondre aux critéres qualitatifs des solutions aux problémes de génération automatique des

schémas de calcul optimisés.

6.4 Création dynamique d’objets dans le systéme MEDUSA MF77

La solution que nous proposons se base sur la programmation orienté chjet. En effet, la
programmation orientée objet permet de regarder le systéme comme une collection d’objets gui
communiquent entre eux. Ainsi, notre approche sera basée sur le “masquage” des informations
manipulées par le systéme de calcul formel. Ces objets décrivent alors des représentations intermé-
diaires ou des interprétations selon un certain niveau d’abstraction des données initiales. Au cours
du processus de génération automatique des &quations de la dynamique, leur ensemble refléte donc
I'état de résolution du systéme MEDUSA MF77.

Pour établir le schéma de calcul du modeéle dynamique, le systéme MEDUSA MFE7TT utilise les
algorithmes établis au chapitre 4, il effectue essentiellement un calcul matriciel et vectoriel. Ainsi,

les objets symboliques considérés par MEDUSA MF77 sont de trois types {ou classes):
e les symboles de type scalaire,
o les symboles de type vecteur,
¢ les symboles de type matrice carrée.

Comme dans la plupart des logiciels de calcul formel, sous le systdme Maple, on ne peut utiliser des
opérations sur des structures vectorielles ou matricielles -telles que les fonctions: crossprod, add,
multiply, transpose, ...etc- que si elles sont appliquées & des données de type vecteur ou matrice.
Pour pouvoir appliquer dynamiquement de telles fonctions, ce type de représentation oblige & créer
178 P

) s

by

&+,
{3 b o L LUHAUSS RS



6.4. Création dynamique d’objets dans le systéme MEDUSA MF7?7 Partie 3

® Pragmatique
Niveaux » :
d’abstraction Semantique
des donnees Syntaxique
o Morphologique

On peut distinguer quatre niveaux d’abstraction des données: le nivean pragmatique, le niveau sémantique, le niveau
syntaxique et le niveau morphologique. Chaque niveau d’abstraction rassemble des interprétations des données de

méme niveau d’abstraction.

Fig. 6.4: Niveaux d’abstraction des données

de nouveaux objets et d’écrire de nouvelles fonctions dans le langage du systéme Maple. C’est dans
cet ordre d’idées que nous avons implémenté le module defstruc.map. Totalement écrits dans le
langage de Maple, les outils définis dans ce module permettent de créer de fagon analogue au
systéme de calcul formel Axiom des données typées [Fig. 6.3]. Cet ensemble de moyens permet 3
MEDUSA MF77 de créer dynamiquement des scalaires, des vecteurs ou des matrices a partir des
identificateurs qui les symbolisent. Les fonctions lites & la création de ces structures de données

sont résumées dans le tablean 6.1.
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!l
]
[

Tableau 6.1 : Syntaxe des fonctions

Il Fonction

Il Syntaxe

Domaine de définition

constructeur de
strucfures

make_object(iden,class,dim)
Vargument dim pour le type
scalaire est facultatif il n’a aucun
effet.

iden == identificateur,

class € {scalar,vector,matrix},

dim &€ N*

T£ el b

identité des objets

object(iden)

iden = identificateur

Il prédicat du type
i| scalaire

scalarp(iden)

iden = identificateur

i prédicat du type
| vecteur

vectorp{iden)

iden = identificateur

, prédicat du type
! matrice carrée

matrixp(iden)

iden == identificateur

6.4.1 Constructeur de classes make_cbject

Un constructeur de MEDUSA MF77 est un généralement identifié par le préfixe make. Il

comporte obligatoirement des sélecteurs qui lul permettent d’identifier la classe de 'objet que Uon

sonhaite créer. Cependant, il n'indique aucune valeur en retour, sinon le nom de la classe de

Pobjet créé. Le constructeur de classes make_object permet d’associer & un symbole une classe de

représentation de données.

Exemples

> read ‘defstruc.map’:

> make_cbject (MM,matrix,5);

> object(MM);
[ MMi1,

MMz,
MMi3,

MM{4,

e N B B B e B B W Y

s,

Class: matrix(5,5)

11 mMli, 21 MM[1, 31 MM[1, 4]
1] wmMf2, 21 mmiz, 3] MMl2, 4]
1] MME3, 21 MMI3, 3] MM[3, 4]
1] MM[4, 2] MM[g, 231 MMi4, 4]

11 MM[5, 21 mM{5, 31 MM[s, 41

MM{1, 5]
M2, s8I
MMi3, 5]

mMl4, 8]

et i e e e b ) Lt L

MMi5, 5]

la fonction object permet donc de visualiser la morphologie d'un tel objet, alors que le prédicat
matrixp permet au systéme de tester si un objet est de type matrice:

> matrixp(MM);

true

Des exemples semblables peuvent étre donnés & propos des classes d'objets de type vecteur et

scalaire:
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> make_object(VV,vector,4) ;
Class: vector(4)

> object(VV);
{ vwi1l, vv[2], vv[3l, vvi4] ]

> make_object(s,scalar);
Class: scalar

> scalarp(s);
true

Jusqu’a nouvel ordre le symbole s sera considéré comme étant de type scalaire.

Ainsi définis, les objets sont structurés par les attributs qu’ils possédent. Chaque attribut
peut alors recevoir une ou plusieurs instanciations {symboliques ou numériques). Cette définition
des objets est plus générale que celle des objets Maple. Elle permet de définir dynamiquement
des objets. Par contre, les objets Maple sont définis & partir d’instanciations {par I'affectation

classique “:=").

6.4.2 Counstructeurs opératoires

Sur ces bases, nous avons implémenté un ensemble d’outils® qui permettent d’opérer des
ubjets & partir de leurs identificateurs. Les structures convenables, pour opérer correctement de
telles opérations, sont créées de facon dynamique et peuvent dés lors étre utilisées dans des calculs
ultérieurs comme des objets structurés (i.e. ayant un type bien défini). Les opérations définies

sont données dans le tableau 6.2.

Exemples

Le constructeur make_rotation permet de créer des rotations suivant les trois axes définis par
une famille fondamentale {(i.e. un repére). L’angle d'une telle rotation peut étre éventuellement
sous forme d’une expression formelle:

>make_rotation(Rotl,x"2+2#%x+3,1);
Class: matrix(3,3)

> object(Rotl);
i 0 0

[ 1
[ 1
[0 cos(¥1) - sin(%1) ]
[ b
[0 sin(%1) cos(f1) ]

2
% o= x +2x+3

81 terme “constructeurs” dans ce paragraphe ne correspond pas tout & fait 4 la terminologie classique
au sens de la programmation A objets. Les constructeurs ici désignent des constructeurs de symboles au
sens du calcul symbolique sur des structures.
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Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

1 Tableau 6.2 : Syntaxe des constructeurs opératoires 1
| Fonction | Syntaxe | Domaine de définition i
constructeur || make_rotation{iden,ang,axis) iden = identificateur,
de rotations ang = expression,
axis € {1,2,3}
constructeur | make_transmat(iden,mat,dim) iden,mat =
de identificateur,
transposées dim € N*
de matrices
constructeur | make multmat(iden,matl,mat2,dim) iden,matl mat2 =
de  produit identificateurs,
de matrices dim e N*
constructeur || make_addmat(iden,matl,mat2,dim) iden ,matl,mat?2 =
de somme de identificateurs,
matrices dim € N*
constructeur || make_crosvect(iden,vecl,vec2) iden vecl,vec2 =
du pro- identificateurs

duit vectoriel
en dimension

trois
constructeur || make_addvect{iden,vecl,vec2,dim) iden,vecl,vec2 =
de somme de identificateurs,
deux dim € IN*
vecteurs
constructeur {f make vecparmat(iden,mat,vec,dim) iden,mat,vec =
du identificateurs,
. y . *
produit d’un gime N

vecteur par
une matrice
constructeur || make_mulscal(iden,iscal,istruc,class,dim) | iden,iscal,istruc =

du  prodnit identificateurs,

d’une struc- class €
fure par un {scalar,vector,matrix},
scalaire dim €

Le constructeur make_transmat (B,A,4) crée un objet B de type matrice et pointe sa référence
vers un autre objet 4 de méme classe:

> make_transmat(B,4,4);
Class: matrix(4,4)

> ebject(B);

[ Al1, 13 al2, t] A[3, 11 Al4, 13 ]
EA[1, 21 al2, 23 a3, 21 als, 2] %
%A[l, 3] af2, 31 A(3, 3] als, 31 %
EAH, 4] Af2, 4] A[3, 41 Ala, 4] %
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Fartie 3

6.5. Abstraction symbolique des objets par “masquage”

i ’ .
Interpretation

Niveau
syntaxique

Niveau
morphologique

Abstraction

L’interprétation d'une opération, décrite au niveau syntaxique, se traduit par un nombre d’opérations plus important

Fig. 6.5: Interprétation des opérations

an niveau morphologique.

Nous pourrons tenir le méme propos au sujet des constructeur make_addmat, make_mulmat,

matrix(2,2)

Class:
R[1, 1] S[1, 21 + RIL, 21 S[2, 2] ]

make_addvect, make_crosvect et make_mulscal. En voici quelques exemples:
]

> make_multmat(T,R,S$,2);

1]
R(2, 1] s[1, 21 + R[2, 2] s[2, 2] )

> object(T);
1]

[ R[1, 1] s[1, 11 + R[1, 2] s[2,
[ R[2, 1] s(1, 1] + R[2, 2] s[2,

L

Class: vector{3)

> make_crosvect(V,V1i,V2);

> object(V);
[vi[2] v2{3] - vi1[3] v2([2], v1[3] v2[1) - vi(1] v2[3], vi{1] v2{2] - vi{2] v2[1]]

6.5 Abstraction symbolique des objets par “masquage”
Le terme masquage est souvent utilisé en conception des systémes informatiques et en

génie logiciel ~comme synonyme de secret- pour indiquer toutes les informations qui concernent
I'implémentation d'un module privé (au développeur), sauf quand elles sont déclarées publiques, le
183

module est alors protégé officicllement par un copyright. Le sens que nous donnons au masquage
ici est tout A fait différent. Il est relatif, en quelque sorte, & la simulation de I'appel par nom au
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Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

toplevel du systéme de calcul formel. masquer une ezpression mathématique reviendra a lui at-
tribuer un nom par réécriture formelle. Ce nom ne sera pas directement interprété par 'interpréteur
du toplevel du systéme de calcul formel. Ainsi, tant que le masquage ne sera pas lever expression
mathématique sera manipulée symboliquement sous ce nom. Cette technique nous permettra
d’élargir le champ d’application des systémes de calcul formel, 4 des problémes de “décision” dans
la génération automatigue de programines, en introduisant la possibilité de suspendre momentané-
ment des informations au niveau du toplevel du systéme de calcul formel pour laisser aller 4 son
terme le processus de génération d’un code source quasi-optimal. Le code source décrira dans un

langage de programmation (ici ce langage sera Fortran), un schéma de calcul par étapes.

En effet, pour établir des schémas de calcul par étapes, MEDUSA MF77 a besoin de masquer
certains termes, voir méme, des objets pour pouvoir s’en servir dans le processus itératif. Cepen-
dant, puisqu’il est maladroit de masquer dans un calcul matriciel des termes égaux 4 0 ou +1 {ces
valeurs n’entrainent pas d’opérations supplémentaires}, chaque fois que le processus de masquage
rencontrera de telles valeurs, il va les laisser intactes. Un ensemble d’outils ont &té implémentés
pour permettre de telles opérations. La fonction de base qui accorde & MEDUSA MF77 les trans-
formations décrites ci-avant est essentiellement rewrite_obj qui permet de masquer des objets de

type scalaire, vecteur ou matrice.

Exemples

Counsidérons une matrice A et un vecteur V que nous allons définir dans la suite. Mais décrivons
auparavant le processus de masquage et de réeécriture des valeurs masquées:

> initialize(knowledge):
A cette étape, on prépare la base de connaissance qui doit etre créée par le générateur de régles a
recevoir des informations. Ensuite, définissons la matrice A:

> A:sarray([[0,2,a%x+b],[1,sin(x),c],[0,-1,0]1]);

{o 2 ax+b]
{ ]
A :=[1 sinf{x) c ]
{ )i
[o -1 0 1

Pour masquer la matrice 4, il suffit alors de demander sa réécriture:

> rewrite_obj(4);
# REECRITURE ... -=> 1
Class: matrix(3,3)

> make_code_obj{A,double);
Done

L'application make_code_obj permet alors de générer le code Fortran associé A la définition de A:
184 | 3
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5.5. Abstraction symbolique des objets par "masquage”

<
¢ The parameter A(1,1) is equal to
c

A(1,2) = 2.D0

A(1,3) = axx+b
¢
¢ The parameter A(2,1) is equal to
c

A(2,2) = dsin(x)

A(2,3) = ¢
c
¢ The parameter A(3,1) is equal to
c
¢ The parameter A(3,2) is equal to
c
¢ The parameter A(3,3) is equal to
c

Partie 3

Zero

one

zZero

minus one

zZero

L’option double précise au générateur que le code doit 8tre généré en double précision. Maintenant,
Pinterpréteur de Maple ne connalt plus la matrice A que sous une forme masquée:

> object(A);

[ o al1, 2]
{

L1 af2, 2]
[

[o -1

Al1L, 311
]

A2, 31 1
)

o 3

En fait, rewrite_obj est un processus de masquage et de génération de code symbolique. Il va

masquer 'objet sujet de cette opération et pointer sa référence vers la forme explicite de cet objet

dite dans la suite sa référence objective.

Réitérons le méme processus pour le vecteur V:

> V:=array(l0,2.55,-11);

Vv :=1[0, 2.85, -1]

> make_code_obj{A,doudble);

Done

> rewrite_obj(V);
# REECRITURE ...

Class: vector(3)

Au terme de ce processus, la base de connaissance, généré par MEDUSA MF77, relative &
ce probléme simple contient les régles de réécriture reliant chaque objet masqué & sa référence

objective:

# The rewrite rule : R_1

O e PATIET CHALDER
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= array(1 .. 3, 1 .. 3,[(3, 1)=0,(1, 1)=0,(3, 2)=-1,(1, 2)=2,(1, 3)=a¥x+
,(3, 3)=0,(2, 1)=1,(2, D=sin(x),(2, 3)=c]) ;

The rewrite rule : R_2

<N H H W W% O =W

;= array(l .. 3,[(1)=0,(2)=2.85,(3)=-11) ;

Cette base de connaissance ne sera pas directement exploitée au niveau du toplevel de
Pinterpréte de Maple. Cependant, elle sera controlée par un processus de contrdle propre &
MEDUSA MF77.

Les champs des objets A et V pointent vers leurs interprétations (i.e. références objectives)

grace des pointeurs notés [voir les régles R_1 et R_2 ci-avant}:
s (i) avec i = 1..3 pour 'objet vecteur V de dimension 3,
e (i,j) aveci,j = 1..3 pour l'objet matrice A de dimension 3 x 3,

qui ne sont en fait que les champs respectifs des véférences objectives de la matrice A et du vecteur
V. Les r3gles de réécriture R_1 et R_2 tradunisent en réalité des systémes de régles de réécriture, au

niveau morphologique, induits par le masquage des objets & et V:

I Tableau 6.3 : Systémes de réécritures correspondants !
| Reégle de réécriture objet || Systéme de réécriture champ 1l
AlL,21 — 2
- Af1,3] — axx+b
Régle k1 LEN AR,2) — sin(
A72,3] — ¢
Regle R_2 5, = V{21l — 2.5%

Les objets & et V peuvent faive I'chjet de toutes sortes de manipulations symboliques. Etab-
lissons, par exemple, le code associé au produit de V parA:

> W:= multiply{(A,V):

> make_code_obj(W,double);
Done

Une fois, on n’a plus besoin de cette représentation abstraite, le systéme d’inférence peut
étre déclenché pour restaurer au toplevel les informations masquées. La fonction qui permet le
déclenchement du systéme d'inférence est control:

> control(knovledge);
Deone

la “valeur symbolique” de I'objet ¥ devient donc:

> object(W);
[ 5,10 - a x - b, 2.55 sin(x) - ¢, -2.55 ]
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6.5, Abstraction symbslique des objets par “masquage” Partie 3

OBJET

Identificatenr : =

Champ © wwwserevoeree
f o e e e .

Cham . 2 ameemrenseanuas : :

| H TRANSCRIPTION EQUIVALLENTE E

Champh : oo ; DANS LE LANGAGE DE '

‘ CALCUL FORMEL :

! CALCUL SYMBOLIQUE !  FREGLE DE REECRITURE CARMP N | ;
SUR DES OBJETS ABSTRAITS | | i
E s + § Obiett -@hz_{mnN —— Objei2 ChampN :
‘Y REGLE DE REECRITURE OBJET | ! E 'REGLE DE REECRITURE CHAMP? |, E
E : ' REGLE DE REECRITURE CHAMP1 | |
o ———— opa o Traduction : o} :
; : ; Chjet!. Chump] =~ Objer2, Champi |

Un objet peut étre vu comme une collection de champs. Ainsi, une régle de réécriture sur des objets transcrit un
systéme de régles de réécriture champs. Nolre systdme de génération de régles génére des régles de réécriture sur
des objets écrit dans le langage de Maple. La traduction des régles objets en régles champs est établit dans la base

de connaissance dans le langage de Uinterpréte du systéme Maple.

Fig. 6.6: Traduction de la régle objet en régles champs

qui n’est autre que le produit du vecteur V par la matrice A.

Ce processus a permis de généré le code Fortran en ligne associé au schéma de calcul du produit
de V par A:

c
¢ The parameter A(1,1) is equal to zero
A(1,2) = 2.0
£(1,3) = a*x+b
c
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Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

¢ The parameter A(2,1) is equal to one

A(2,2) = dsin(x)
A(2,3) = ¢
c
¢ The parameter A(3,1) is equal to zero
c
¢ The parameter A4(3,2) is equal to minus one
c
¢ The parameter A(3,3) is equal to zero
c
¢ The parameter V(1) is equal to zero
C
V{2) = 0.255D1
[
¢ The parameter V(3) is equal to minus one
W) = A(1,2)%V(2)-4(1,3)
W{2) = A(2,2)+V(2)-A(2,3)
W(3) = -v(2)

Les paramétires nuls ou égaux 4 =1 sont placés en commentaires pour permettre & tout
autre utilisateur du code généré de connaitre leur valeurs exactes. Par contre, elles sont prises en

compte dans le développement du schéma de calcul.

Par ailleurs, ce processus va permettre, dans les problémes de calcul du modéle dynamique du
systéme articulé, de générer automatiquement un code quasi-optimal tout en contrélant les noms
des variables. Il permetira aussi d’avoir des schémas de calcul clairs et commentés. Ainsi, les
programines générés seront plus compréhensibles. Lenr modification & la main pour une éventuelle

réutilisation sera désormais possible.

6.6 Module de saisie des donnéee dans MEDUSA MF77
6.6.1 Principe de la description paramétrée

Pour faciliter® l'utilisation de MEDUSA MF77, dans des problemes de génération du code
nécessaire au calcul du modéle dynamique, nous avons &crit un interface permettant la saisie
des données mécaniques du probléme. Le module DATASEIZE permet de saisir la description
parametrée d'un probléme spécifique dans un mode totalement interactif. Le systéme MEDUSA
MF77 va guider I'utilisateur par un systéme de “Questions/Réponses” a fournir une description
paramétrée du robot manipulateur aussi compléte que possible. Toutefois, quand I'usilisateur ig-

nore certaines informations demandées par le systéme, il a la possibilité de répondre par “aute",

9Une étude publié au rapport final de la délégation & la recherche et & I'innovation auprés du ministére de
I'équipement a révélée que le profil des utilisateurs des logiciels chez certains organismes clients, ingénieurs
et techniciens, vont des plus compétents aux trés faibles [Etude de Définition dune Stratégie de Valorisation
de Deux Produit Logiciels, Marché N° 91 01073 00 223 75 01}.
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6.6. Module de saisie des données dans MEDUSA MF77 Partie 3

Cette commande a pour effet d’indiquer &4 MEDUSA MF77 qu’elle doit elle méme générer automa-
tiquement une variable correspondant a la donnée en cours de saisie. La spécification d’une donnée

peut étre de nature:
¢ Numérique: auquel cas, Putilisateur deverra spécifier la valeur numérique de cette donnée.
o Symbolique: 13 encore, il y a possibilité de faire deux choix:

o T'utilisateur peut imposer I'identificateur symbolique de la donnée en question selon son

propre choix.

o Putilisateur peut laisser au systéme le soin de créer dynamiquement la variable corre-

spondante. Il doit répondre par “anto”.
La description paramétrée proposée par le module DATASEIZE consiste alors 4 spécifier:

o L’identificateur commun des nom de fichiers que doit créer le systéeme MEDUSA MF77 sur

le disque de la machine hote.
¢ Le nombre de degrés de liberté du robot manipulatenr.
» La nature des articulations de la structure articulée.
o Prise en compte ou non de 'effet de grvité.

e Sens de ’axe normal dirigé vers le centre de la terre par rapport aux axes de la famille

fondamentale de référence.

¢ Donnée des parameétres de Denavit-Hartenberg pour la description de la géométrie de la

structure articulée.
e Spécification des masse des corps.
¢ Caractérisation ou non des centres de masses des différents éléments de la structure articulé.
s Caractérisation des tenseurs d’inertie au niveau du centre de masse.
» Demande de la génération ou non des équations explicites de la dynamique.
6.6.2 Langage de description — Régles syntaxiques

Par définition un langage est un ensemble de caracteéres, de symboles et de régles qui permettent
d’assembler ces caractéres. Ainsi, I'ensemble des caractéres définit ’alphabet du langage et la
concaténation des caractéres permet de former des mots. Cela constitue un vocabulaire. Malis,

dans un langage les mots sont disposés sous forme d’énoncés:

e Ceite disposition est décrite par les régles de syntaxe qui expriment les rapports entre les

caractéres de 'alphabet.
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Partie 3 Chapitre 6. LE SYSTEME SYMBOLIQUE: MEDUSA MF 77

o Ces énoncés doivent avoir une signification sémantique traduisant leurs rapports avec le réel.

Le systéme MEDUSA MF77 pose des question précises a l'utilisateur. La réponse & ces
questions ne nécessite aucun préaquis du savoir faire en programmation informatique ni aucune
connaissance sur les fonctionnalités et les fonctions de base du logiciel de calcul formel Maple.
Cependant pour pouvoir répondre convenablement aux questions de MEDUSA MF77, il faut re-
specter un nombre de régles de syntaxes propres aux systéeme MEDUSA MF77. Cette syntaxe peut
&tre exprimeée dans les notations EBNF 0 (Extended Backus-Naur Form). Les régles données par
le tableau 6.4 [page 191] expriment une version simplifiée de la syntaxe du langage de la descrip-
tion paramétrée proposée dans le module DATASEIZE. Pour construire un énoncé syntaxiquement
valide dans le langage de saisie de MEDUSA MF77, il faut nécessairement passer par un nombre

de ces régles.

6.7 Calcul du modele dynamique optimisé

Pour optimiser le nombre d’opérations élémentaires -en additions, multiplications et évalu-
ations des fonctions trigonométriques- MEDUSA MF77 procéde & la génération d’un nombre de

variables intermédiaires.
6.7.1 wvariables relatives aux déplacements de passage entre corps adjacents

Elles découlent du calcul symbolique des parties réelles et duales des matrices duales associées
aux déplacements entre corps adjacents:
variables relatives A la partie réelle d'une matrice de passage

La partie réelle de la matrice [D™! ] n’est autre que la matrice:

‘ cos(f;) - sin(f;) 0
Dt = cos{v;) sin{f;) cos(v;) cos{f;) — sin{v;)
sin{v) sin(f;)  sin(7y;) cos(8;)  cos(vi)

pour optimiser le nombre d'opérations élémentaires et 'évaluation des fonctions sinus et cosinus a

chaque multiplication d'un vecteur par la matrice D;“’l ou sa transposée dans le processus isératif

Dans de telles notations 4 chaque régle est associée une variable syntaxique notée < ... >. Cette
variable va dénotée chaque fois qu'elle sera utilisée 1'ensemble des &noncés qu'elle décrit. Chaque régle va
pouvoire &tre lue comme une expression. Ainsi:

o <a>u= < expr> selit “la variable < o > se définit comme étant Yexpression < expr >”.
o <a><bh> selit “<a> suivide <b>” {produit de concaténation).
o <a>|<b>selit “<a>oun <b>" (alternative de cas).

o <a>{<b>}selit “<a > suivid’aucune ou plusieurs variables décrites par < b >”.

190

&
&
£y

ey

&7
D13 T ETCHAUERS.



6.7. Calcul du modéle dynamigque optimisé Partie 3

ﬂ Tableau 6.4 : Syntaxe du langage de la description paramétrée de DATASEIZE
’[F Régle 1: < REPONSE >:= < UNE REPONSE >< FIN >
Régle 2 <FIN>u=  ;|:
Régle 3: < UNE REPONSE >u= auto|oln}
< NOM COMMUN DES FICHIERS >|
< NOMBRE DE D.D.L. >|
< NATURE DE L’ARTICULATION |
< PARAMETRE DE D-H >|
< QUANTITE INERTIELLE >|
< SENS DE LA NORMALE >
Régle 4: < NOM COMMUN DES FICHIERS >::= < IDENTIFICATEUR >
Régle 5: < IDENTIFICATEUR >:i= < LETTRE > {< LETTRE >} |
< LETTRE > {< LETTRE >} < ENTIER SANS SIGNE >
Reégle 6: < ENTIER SANS SIGNE >:= < CHIFFRE > {< CHIFFRE >}
Régle 7: < CHIFFRE >u= 0{1{2]3}415[6]|7|8]9
Régle 8 < LETTRE >u= alblc}---|zly|z|A|B{C|-- | XY {Z
Régle 9: < NOMBRE DE D.D.L. >::= < ENTIER SUPERIEUR A 2 > {< CHIFFRE >}
Régle 10: < ENTIER SUPERIEUR A 2 >u= 2|3|41{5]6]|7|819
Régle 11: < NATURE DE L’ARTICULATION >u= prismatique | pivot
I Régle 12: < PARAMETRE DE D-H >::= < EXPRESSION >
Régle 13: < EXPRESSION >:i= < TERME SANS SIGNE > {< TERME AVEC SIGNE >} |
< TERME AVEC SIGNE > {< TERME AVEC SIGNE >}
Régle 14: < TERME AVEC SIGNE >u== < SIGNE >< TERME SANS SIGNE >
Régle 15: < SIGNE >u= + |-
Régle 16: < TERME SANS SIGNE >::= < OPERANDE SIMPLE > {< OPERATION >< OPERANDE SIMPLE >}
Reégle 17: < OPERATION >u= | /] *x|"
Régle 18: < OPERANDE SIMPLE >:i= < IDENTIFICATEUR >|< NOMBRE SANS SIGNE >
Régle 19: < MOMBRE SANS SIGNE >:ui= P17 |< ENTIER SANS SIGNE >>|
< ENTIER SANS SIGNE >< POINT > {< CHIFFRE >}
Reégle 20: < POINT >u=
Régle 21: < QUANTITE INERTIELLE >:i== < EXPRESSION >
Régle 22: < SENS DE LA NORMALE >n= —-3|-2]-1{1}2]3

des algorithmes proposés au chapitre 3, on propose les rencmmages suivants:

CTE; = cos(f;) , STE; = siu(8;)

CGA; = cos{:) , SGA; = sin(y;)

CCG; = CTE; *CGA, , B8CG; = STE; *CGA;

S5G; = STE; *SGA; , C8G; = CTE; *SCG;
aiusi, la matrice D! s’écrit:

' CTE; —STE; 0
D' = SCG; CCG;  —SGA;
$SG; CSG;  CGA;
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variables relatives i la partie duale d’une mairice de passage

Ecrivons maintenant: L' = Du[D7! ],

on peut &crire:

_ —d; sin(6;) —d; cos(8;}
L™t = | cos(v)d; cos(6;) ~ I; sin(y:) sin(6;) — cos(v;)d; sin(6;) — I; sin(;) cos(f;)
sin{7;) d; cos(8;) + I, cos(v;) sin{f;) —sin{+y,)d; sin(8;) + L, cos(;) cos(8;)

On peut rééerire L3

Lii; L12; 0
Lt = L21; L22;, L23
L31, L32, L33

avec:
L11; = —STE; *q; , L12; = —CTE; *d;
L21; = —1,;%8SG; + CCG; =xd; , L22; = —1;*CSG; — SCG; *d;
L23; = -1, *CGA; , L31; = 1;*5CG,; + C5G; *d:
L32: = 1,;*C0G; — 558G, *d; , L33, = —1,%8GA,

6.7.2 Autres variables intermédiaire

0
-1; cos(v:)
~li sin(”yi)

Résumons sous forme d’un tableau {Lableau 6.5] les noms des variables utilisées par MEDUSA

MF77, pour la génération du code Fortran issu du calcul symbolique itératif du modéle dynamique:

il Tableau 6.5 1 Nomination des variables intermédiaire Ji
t Variables Signification des variables dans le texte
| dans les
!l programmes
0 oq, 1€ variable articulaire de position: position généralisée
Dq;, i€ variable articulaire de vitesse: vitesse généralisée
DDg;, 1¢ variable articulaire d’accélération: accélération généralisée
Qg i€ variable articulaire d’effort: effort généralisé
YO0S; le vecteur C)_lé_: position du centre de gravité
om; le vecteur w;: vitesse angulaire
vl; le vecteur v,: vitesse linéaire
Dom; le vecteur w,: accélération angulaire
W; le vecteur W; (i.e. le vecteur “o; — §)
Fe; le vecteur F;: force inertielle
Ne; le vecteur V;: moment inertiel
fa, le vecteur f,: force articulaire
Il na; le vecteur n;: moment articulaire
Ixx; lyy; Izz; || les moments autour du centre de masse du corps ;
Ixz;Ixv,.Iyz, || les produits de masse associées au corps C;
gravity le parametre local de gravité g |

Le systéme MEDUSA MF77 utilise d’autres variables auxiliaires pour décrire les découpages

des expressions:

192 |



&
£
o

6.8. Conclusions Partpe 3

Variables intermédiaires pour le calcul des Fe;

VOG; (1) = v1,(1) + om; (2) *ros; (3) -om; (3) *ros; (2)
V0G; (2) = v1;(2)+om {3)*ros; (1)-om; (1) *ros;(3)
V0G,;(3) = v1;(3)+om; (1) *ros; (2)-om; (2)*ros; (1)

Variables intermédiaires pour le calcul des Ne;

IOM; (1) = Ixxpeom;(1)-Ixy,*om;(2)-Ixz;*om;(3)
I0M;(2) = -Ixy;*om;(1)+Iyy,*om;(2)-Iyz,*om;(3)
I0M; (3) = -Ixz;xom;(1)-Iyz*om;(2)+Izz;*om;(3)

Variables intermédiaires pour le calcul des Na;

NFR; (1) = mna;y; (124014, 0%fa, 1 (1) 4021, *fa;4, (2)+L31, ;3 %fa, ;1 (3)
NFR;(2) = ma;y1(2)+L12;1%Fa, 1 (1) +L222xfa; 1 (2)+L32;, 1%fa;41(3)

NFR;(3) = na;y;(3)+L23;11%fa, (2)+L33;*%fa;4,(3)

L’annexe D traite un exemple complet de génération des équations de la dynamique et du code
Fortran optimisé correspondant au calcul numérique du modéle dynamique du robot manipulateur
Puma 560.

6.8 Conclusions

Nous avons vu dans ce chapitre comment des techniques d’intelligence artificielle, de réécri-
ture et de programmation orientée objet peuvent contribuer a élargir le champ des applications
possibles & partir des logiciels de calcul formel. En particulier, la notion de masquage des infor-
mations nous a permis de générer automatiquement des schémas de calcul quasi-optimaux tout en
permettant de controler les variables intermédiaires nécessaires 4 optimiser le code. Sur le plan
pratique, cette méthode présente 'avantage d’offrir la possibilité de générer automatiquement des
schémas de calcul structurés et commentés. Cela permet d’accroitre la transparence des calcul et la
compréhension des modules. Le générateur des régles de réécriture (liens entre les objets et leurs
références objectives) permet A 'aide d’un systéme de contrdle relativement simple A restaurer
Pinformation masquée 4 tout instant du processus de calcul formel. Contrairement 4 la primitive
fortran les outils définis dans MEDUSA MF77 permettent de garantir la génération d’un code
source quasi-optimal commernté comme nous avons déja évoqué. Toutefois, une utilisation judi-
cieuse des outils définis dans MEDUSA MF77 permet de bénéficier de toutes les facilités lides aux

classes d'objets ainsi que leur fiabilité.
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Chapitre 7

MODULE DU CALCUL DUAL

7.1 Introduction

Nous avons écrit le module dualstruc.map dans le but de disposer d'un ensemble d’outils
permettant d’effectuer des calculs sur des données de type duale (nombres duaux, vecteurs duaunx,
matrices duales, fonctions de variables duale, construction automatique des prolongements canon-
iques, ...etc). Actuellement, ce module compte un grand nombre de fonctions auzilizires et un
nombre plus restreint de fonctions principales. Entiérement implémentées dans le langage Maple,
elles peuvent étre combinées aux fonctionnalités de base du systéme Maple pour étendre les pos-
sibilités du logiciel & la résolution d’un nouveau type de problémes (utilisant des données duales).
Dans la fenétre (Maple V Release 2) de la figure ci-aprés, on présente une session de travail sur
Maple o Von expérimente certaines fonctions développées dans le module dualstruc.map. Ce

chapitre est consacré & présenter les fonctions principales définies dans ce module.

7.2 Présentation des constructeurs duaux

Afin de donner un avant godt de la programmation avec les outils définis dans le module
dualstruc.map, nous allons présenter des exemples simples, mais qui illustrent déja quelques
différences de style avec le calcul classique sur le systéme Maple. Les fonctions du module -
dualstruc.map doivent explicitement &tre chargées avant utilisation.

N/ MAPLE V
AN {/1_. Copyright (c) 1981-1990 by the University of Waterloo.
\ MAPLE / All rights reserved. MAPLE is a registered trademark of
Qe > Waterloo Maple Software.

! Type ? for help.

> read ‘dualstruc.map‘:

Comme le module defstruc.map, le module dualstruc.map dispose d'un constructeur d’objets
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Fig. 7.1: Session de travail sur Maple

matriciels. vectoriels et scalaires. La définition des constructeurs duaux est conforme aux idées
développées dans le module defstruc.map 4 la différence prés que dans le présent module ces
constructeurs permettent de définir de facon antonome des objets de type dual. Clest a dire qu’an
nivean morphologique de P'objet, les champs sont des symboles qui représentent des scalaires (i.e.

entités élémentaires) de type dual

Exemple

La maniere la plus simple pour construire une matrice duale est de spécifier toutes ses com-
posantes. L’opération principale permettant une telle définition est laffectation:

> Dmat:=array([{1.+7.%eps,e},{3,ateps*bll);

[ 1. + 7. eps e ]
Dmat := [ ]
{ ]

3 ra + eps da + eps b
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ol le symbole eps désigne 'unité duale «.

7.2.1 Constructeur de classes

Comme nous l'avons déja évoqué au chapitre précédent, un consiructeur est une fonction
d’initialisation que 'on peut appeler (avec des sélecteurs spécifiques) chague fois que 1'on souhait-
erait créer une instance d’une classe donnée. Grice & son constructeur de classes make_duobj, le
module dualstruc.map offre la possibilité de définir des entités duales de fagon plus autonome.
Le constructeur make_duobj permet de créer un objet a partir de son nom et de la spécification

de sa nature {classe d’appartenance} et de sa dimension.

La syntaxe d’un tel constructeur est: make_duobj(iden,struc,dim)
ol
iden : désigne ideuatificateur de 'objet qu’on souhaite créer,
struc : désigne la structure qu’on souhaite créer,
dim ¢ désigune la dimension de Pobjet.

La déclaration de la dimension dim est inutile lorsque la structure struc désigne le type scalaire.

Exemples

> make_duobj(A,matrix,3);
Class: dual matrix(3,3)

> object(A);
[ ral1, 1] + eps dal1, 1] ral1, 2] + eps dAl1, 21 rAl1, 3] + eps dAll, 3] ]

{ ]
[ ra[2, 1] + eps dA[2, 1] <rA[2, 2] + eps dA[2, 2] rAf2, 3] + eps dal2, 3] ]
[ ]

[ rAl3, 1] + eps dAal3, 1] =rAl3, 21 + eps dA[3, 2] =rA[3, 3] + eps dA[3, 31 ]

> make_duobj(V,vector,2);
Class: dual vector(2)

> object(V);
[ xV[1) + eps dV[1l, rV[2] + eps dV([2] ]

> make_duobj(a,scalar);
Class: dual scalar

> object(a);
ra + eps da

La fonction object permet ainsi de visualiser la structure morphologique d'un objet construit a
partir de make_duobj. Les objets duaux, ainsi créés, comportent une partie réelle dont le nom est

un symbole racine préfixée par la letire r et une partie duale préfixée par la lettre d.
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7.2.2 Opérateur ad d’un torseur

A partir de la donnée des coordonnées duales X d’un torseur X, Vopérateur ad permet de
calculer la matrice duale associée & l'opérateur ad X et telle que: ad XY = [X,Y] pour tout
torseur Y de 0.

Exemples

> make_duobj{X,vector,3);
Class: dual vector(3)

> EE:=ad(X);
L 0 - rX[3] - eps dX{3] rXI[2] + eps 4X{2] ]
L ]
EE := [ rX{3] + eps dX(3] 0 - rX{1] - eps d4x({1] ]
{ ]
[ - xX[2] - eps dX[2] =rX[i] + eps dX[i] 0 ]

7.2.3 Déplacements autour des axes d’un repére

La matrice d’'un déplacement cylindrique exprimée relativement a une famille fondamentale
£ = (£ n,¢) de Palgébre de Lie O dont I'un des axes est celui du déplacement, s’écrit de facon
relativement simple. Le module dualstruc.map offre la possibilité de définir de telles matrices. Les
fonctions RD1, RD2 et RD3 permettent de construire les déplacements cylindriques respectivement

suivant les premier, second et troisiéme axes de la famille f.

Exemples

Si a est le scalaire dual défini dans Pexemple précédent, la rotation duale, d'angle dual a et
d’axe A¢ s’exprime dans la famille fondamentale | par:

> Depl:=RDi(a);
1 0 0

L b
{ ]
Depl := [ 0 «cos(ra) - eps da sin(ra) - sin(ra) - eps da cos(ral) ]
[ 1
[ 0 sin(ra) + eps da cos{ra) cos(ra) - eps da sin{ra) 1]

> Dep2:=RD3(Pi/2+eps*c};

[ -epsc -1 01
[ ]
Dep2 := [ 1 -eps ¢ 0]
L ]
[ 0 0 1]

La matrice de tout autre déplacement peut étre obtenue a partir des trois matrices RD1, RD2 et

RD3 {grace 4 différentes cartes du groupe de Lie D).
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7.3. Simplificateurs Partie 3

7.3 Simplificateurs

Pour mener un processus de caleul formel, étant donné que le but de 'implémentation du
module dualstruc.map est de pouvoir utiliser, aussi bien des fonctions de base de Maple que des
fonctions définies dans ce module, il était nécessaire de conceveir des simplificateurs qui permettent
d’appliquer en plus des régles de simplification définies au toplevel, des régles de transformation de
type £2 — 0. Les simplificateurs les plus importants sont dualsimp pour opérer des simplifications
sur les nombres duaux, objdualsimp pour la simplification des objets duaux, duwithopt pour la
simplification et 'optimisation des expressions scalaires duales et obiwithopt pour la simplification

et Poptimisation des expressions des champs d'un objet dual quelconque.

Exemples

> AEE:=multiply(A,EE);
AEE :=
2

[rAl1, 21 zXI31 + ral1, 2] eps dX[3] + eps dA[1, 2] rX[3] + eps dal1, 2] 4X[3]

- rAl1, 31 rX{2] - ral1, 3] eps dX[2] - eps dAl1, 3] rX[2]

2
- eps dAl1, 31 axi[2], - rAli, 1] rX[3] - xAli, 1] eps dX[3]

2
- eps dA[1, 1] rX(3] - eps dA[t, 1] 4X[3] + raAl1, 3] =X[i]

2
tAl1, 3] eps dX{1] + eps dA[1, 31 rX[1] + eps 4dAl1, 3] axfil,

+

rAlt, 1] rX[2] + rAl1, 1] eps dX[2] + eps da[1, 1] rX[2]

2
+ eps dA[1, 1] dX([2) - rAl1, 2] =X[1] - rA[1, 2] eps dX[1]

2
- eps dAl1, 21 rX[1] - eps dA[1, 2] dX[1l]

2
[xal2, 2] rX(3] + rAl2, 2] eps dX[31 + eps dA[2, 2] rX{3] + eps dAl2, 2] d4X[3]

- rAl2, 3] zX[2] - rA[2, 3] eps dX[2] - eps dA[2, 3] rX[2]

2
- eps dA[2, 3] aXx[2], - rA[2, 1] rX[3] - rA[2, 1] eps dX[3]

2
- eps dA[2, 1] rX[3] - eps dA[2, 1] dX[3] + rA[2, 3] rX[1]

2
+ rAf2, 3] eps dX[1] + eps dA[2, 3] rX[1] + eps dal[2, 3] dX[1],

rA{2, 1) rX{2] + ral2, 1] eps dX[2] + eps dA{2, 11 rX[2]
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Partie 3 Chapitre 7. MODULE DU CALCUL DUAL
2
+ eps dA[2, 11 dX[2] - rA[2, 2] rX(1] - ral2, 2] eps dX[i]

2
- eps dA[2, 2] rX{1] - eps 4Al2, 2] 4x[1]]

2
[ral3, 2] rX[3] + rA{3, 2] eps dX[3] + eps dA[3, 2] rX([3] + eps dA[3, 2] d4x{3]

- TAl3, 3] rX[2] - raA[3, 3] eps AX[2] - eps dA[3, 31 rX[2)

2
- eps d&l[3, 3] 4X(2], - ral3, 1] rX(3] - ral3, 1] eps dax(s]

2
- eps dal3, 1] rX{3] - eps da(3, 1] dX{3] + ra{3, 31 rX[1l

2
+ rAl3, 3] eps dX{1] + eps dal3, 31 rX[1] + eps dal[3, 3] ax{:1,

rAl3, 1] zX[2] + rA[(3, 1] eps dX[2] + eps da[3, 1] rX[2]

2
+ eps dA[3, 1] d4X[2] - ral3, 2] rX[1) - rA[3, 2] eps dxii}

2
- eps dA[3, 21 rX[1] - eps dal3, 2i 4x[1l]

Dans cet exemple, la matrice duale AEE est définie a4 partir du produit des matrices duales
A et EE. L’opérateur qui a permis une telle opération est la fonction multiply (fonction de base
de Mapie). Visiblement, nous pouvons remarquer qu’vn tel opérateur a généré des termes en ¢2.
Pour les éliminer, on peut appliquer la fonction objdualsimp.

> objdualsimp(AEE);
[(xal1, 2] dX[3] + dal1, 2] rX{3] - ra[1, 3] ax(2] - dAl1, 3] rX[21) eps

+ ralt, 2] rX[3] - rA(1, 31 rx(2],

(- raAlt, 1] axi3) - dafi, 17 zX[3) + ra(:, 31 aX[1] + dali, 33 rX[1]) eps
- rAlt, 11 X{3] + ra{1, 33 rx{1],

(raf1, 1} ax{2] + 4dalt, 17 rx[2] - A1, 2] dx{1} - QAl1, 2} zXx{1]) eps

+ rAly, 137 rx{2] - rAl1, 2] =X{11]

{(ral2, 2] ax[3] + QA[2, 2] rx{3] - ra{2, 3} ax{2] - dal2, 3] rx[2]) eps

+ rAf2, 2] rX[3] - ral2, 3] rx{2],

dal2, 1] rX03] + raf2, 3] dx[1] + dAa{2, 31 rX[1]) eps

(- Al2, 11 dX[3]
- rAf2, 1] rx(3] + rAf2, 3} rX[1],

(raf2, 1] dx[2] + daf2, 1] rX{2] - ral[2, 2] dX{1] - da{2, 2] rX[1]) eps
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+ rA{2, 1] rX{2] - ra{2, 2] rX(1]]
[(rA[3, 2] dX[3) + dA[3, 2] rX[3] - rA(3, 3] aX[2) - dA(3, 3] rX[2]) eps

+ rA[3, 2] rX[3]

rA[3, 3] rx(21,

(- A3, 13 ax[3]

da(3, 11 rXI3]1 + r&l3, 3] AXI[1] + d4A{3, 3] rX[i]) eps
- rA{3, 1] rX[3] + rA[3, 3] rXx{1],
(xA[3, 1] dX[2] + dA[3, 11 rX[2] - rA[3, 2] dX[1] - dA[3, 2] rX[1]) eps

+ ral3, 11 rX[2] - raf3, 2] rX[1]

Maintenant, considérons le nombre dual a précédemment défini et le polynéme dual dupolyl défini
par:

> dupolyl:=a*(y~2%x"2 + Biy~2+#x + Txy*x~2) + eps*{4*y*x + x°2 + 2%x):

Le simplificateur duwithopt va permettre de simplifier la forme de ce polyndme a deux vari-
ables x et y et définir ses parties réelle et duale avec un cofit minimum en nombre d’opérations
élémentaires:

> duwithopt (dupolyl);
xray (Tx+ (x+5)y) +epsx (x+2+ (4 +7dax+ (x+6)dayy)

Le simplificateur objwithopt permet de faire la méme opération sur des ohjet de type scalaire,
vecteur ou matrice.

> dupoly2:=eps*(x~2+3*x+4):
> W:=array([dupolyl,dupoly2]):
> objwithopt(W);

lxray (Tx+(x+5)y) +epsx{x+2+(4+7dax+ (x+5)day)y),
eps (4 + (3 + x) x) ]

de telle fonctions peuvent s’avérer frés intéressantes pour la préparation de la génération de codes

optimisés (en Fortran par exemple).

7.4 Fonctions

Le module dualstruc.map offre non seulement la possibilité de définir des fonctions d'une (ou
plusieurs) variable duale, mais aussi de bénéficier de tous les développements théoriques &tudiés

dans la partie mathématique de ce mémoire de thése.

7.4.1 Fonctions parties réelle et duale

Nous avons implémenter les fonctions Re et Du calculant respectivement les parties réelle et

duale. Elle peuvent étre appliquées aux différents types d’objets.
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Partie 3 Chapitre 7. MODULE DU CALCUL DUAL

Exemples
On conserve ici en mémoire les différentes quantités définies dans les exempies précédents:
e La partie duale d’un scalaire dual:

> 1:=Du(a);
1:= da

¢ La partie réelle de la matrice duale d’une matrice:

> Rd:=Re(Dep2};

[0 -1 0]
[ 3
Rd:=[1 0 0]
[ ]
[o o0 1]

Elle représente la matrice de la partie linéaire du déplacement.

e La partie duale du produit de deux matrices duales:

>Dulmultiply(A,Dep2)) ;
{ - crafy, 1] + daf1, 21 - dal1, 11 - c rali, 21 aalt, 3] 1

L ]
[ - crAl2, 1] + dal2, 2] - dA[2, 1) - c rA[2, 21 dAl2, 3] 3
L ]

[ - ¢ rAl3, 1] + dA[3, 2] - dA[3, 1] - c r&l3, 2] 4al3, 31 1

7.4.2 Prolongement canonique

Les fonctions essentielles, du module dualstruc.map, pour la génération des prolongements
canoniques des fonctions de variable réelle sont generalizedform qui donne la forme générale
d'un prolongement canonique & partir de la fonction de variable réelle qu'on souhaite prolonger
et appliqued qui applique le prolongement canonique duale d'une fonction de variable réelle 4 un

nombre dual.

Exemples

Les deux fonctions constructrices generalizedform et appliqued peuvent étre appliquées 3

toute sortes de fonctions de variable réelle. Ainsi dans cette exemple on considére une fonction:

g = expoarcsino fosin+log
olt f est une fonction de variable réelle dont on ignore & priori la forme explicite. Posons:

> g:=explarcsin@f@sin+log:

> gtild:=generalizedform(g);
gtild := (x1,x2) -> exp(arcsin(f(sin(x1)))) + 1n(x1)

fcos(x1) D{f)(sin(x1)) exp{arcsin(f(sin(x1))}) 1\
+eps X2 oo e e + -=n-]
§ 2 1/2 x1 |
\ (1 - f{sin(x1)) ) /
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7.5. Fonctions spéciales Partie 3

Le module dualstruc.map offre alors deux possibilités pour appliquer gtild 4 un nombre dual:

e grace & la fonction appliqued:

> e:=Pi/4+epskc :
> appliqued(g,e);
1/2
explaresin(£(1/2 2 }3)) + 1n(1/4 Pi)

/ 1/2 1/2 1/2 \
| 2 D(£)(1/2 2 ) explarcsin(f(1/2 2 O 4|
+oeps € [1/2 ~omme e + o]
| 1/2 2 1/2 Pi |
\ 1 -f£/22 )) /

e 2 partir de la fonction gtild elle méme:

> gtild(Re(e),Dule));
1/2
exp{arcsin{(£(1/2 2 ))) + 1n(1/4 Pi)

/ 1/2 1/2 1/2 \
! 2 D(£)(1/2 2 ) explarcsin(£(1/2 2 ))) 4 |
¥ eps € | 1/2 mmm e + -]
| i/2 2 1/2 Pi |
\ 1 - £(1/2 2 ) /

La solution dans les deux cas est absolument la méme.

7.5 Fonctions spéciales

Dans cette rubrique sont classées les constructeurs de ce que nous avons convenu d’appeler

dans la partie théorique angles d'Euler duaux et angles de Briant duaux.

7.5.1 Angles d’Euler duaux associés & un déplacement

Les précession, nutation et rotation propres duales pour un déplacement -quelconque, mais,
sans singularité- sont données respectivement par les fonctions constructrices make_phi_eunl,

make_theta_eul et make_psi_eul.

Exemple

En supposant que la matrice duale A est la matrice associée & un déplacement donné relative-
ment a une famille fondamentale quelconque:
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Partie 3 Chapitre 7. MODULE DU CALCUL DUAL

> make_theta_eul(4);
2 2 1/2
(xAl3, 11 + ral3, 21 ) 2
arctan(------=--mcmmmmme e ) - eps (raAl3, 11 daAl3, 3]

+ rA[3, 2] da[3, 3] - dA[3, 1] rAl3, 1] rAl3, 3]

- dal3, 2] rAl3, 2] A3, 3D
/ 2 AN
/ 2 2 1/2 21 raf3, 11 + ral3, 21 |
/ ({xrAf3, 11 + ra{3, 2] ) rAl3, 3] i+ seremmmimiieee e 1
/ | 2 |

> make_psi_ewl(a);
ral2, 31 eps (- ral2, 3] 4Af1, 3] + dAf2, 3] rAl:, 31)
arctan(-------- Y e e
rhl(1, 3] 2 2
rali, 31 + rxaf2, 31

> make_phi_eul(A);

TA{3, 2] eps (- rA(3, 2] dAl3, 11 + 4Al3, 2] xAl3, 1D
- arctan(-------- B I e T e T T P

ral3, 11 + ril3, 2]

7.5.2 Angles de Briant duaux associés a4 un déplacement

Les roulis, tangage et lacet duaux pour un déplacement -quelconque, mais, sans singularite-
sont données respectivement par les fonctions constructrices make_phi_bri, make_theta_bri et

make_psi_bri.

Exemple
> make_theta_bri(d);
rAl3, 1]
- arctan{--=s=-=-w--sweeee-e-oeono2) - gps (- vA[3, 17 dAl1, 11 raft, 13
2 2 1/2

2 2
- ra{3, 1] dAf2, 1] rAf2, 11 + QA(3, 1] rA(1, 11 + 4A[3, 1] rA{2, 11 )

/ 2 \

/ 2 2 3/2 1 TA[3, 1] |
/7 ((xAl1, 11 + zAl2, 11 ) [1 + mocccmmmemmmmm e 1)
/ ! 2 21

> make_psi_bri(A);

ra{z, 1] eps (- ra[2, 1} aalt, 1] -~ dal2, 1] rali, 11)

A
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ral1, 11+ raf2, 1]

> make_phi_bri(4};
ral3, 21 eps (raf3, 21 dAl3, 3] - <qA[3, 2] ral3, 31

Il est, bien entendu, clair que Pexpression formelie de la matrice A peut &tre aussi complexe

qu’on puisse I'imaginer (provenant de la multiplication des matrices de plusieurs déplacements).

Exemple

A titre d’exemple, le tangage dual d’un déplacement obtenu du produit des matrices duales
des trois déplacements RD3(Pi/4+eps), A et RD3(Pi/3+eps*c) est donné par:

> DD1:=matdualsimp(multiply{A,RD3(Pi/3+eps*c))):
> DD:=multiply(RD3(Pi/4+eps),DD1):

> make_theta_bri(DD);
1/2 1/2 2
- arctan(1/8 (2 rA{3, 1] rA{2, 1] raf2, 21 3 + rAl3, 21 3 ral1, 1]

1/2
+ 2 rA[3, 1] rAlt, 1) rAf1, 23 3+ 6 rA(3, 2] rAl[2, 1] rA[2, 2]

2
+ 6 rA[3, 2] raft, 23 rAl1, 1] + ra(3, 1] ral2, 1]

1/2 2 2 2
+ 3 rAl3, 21 3 ralti, 21 + 3 rA[3, 1] rA[1, 2] + ra[3, 1) ral1, 1]

2 1/2 2
+ 3 ral3, 1) rAal2, 21 + rA(3, 2] 3 ral2, 1]

1/2 2/ 2
+ 3 rAl3, 21 3 rAl2, 21 ) / (3/4 rA[2, 2]
/

1/2 1/2 2
+1/2 raf2, 1] xAl2, 21 3+ 1/2 rA(1, 1) rA{t, 2] 3 + 3/4 rali, 2]

2 2 2
+1/4 ral1, 1)+ 174 rAl2, 1] )~3/2) - 1/8 eps (4 rAl3, 2] c rAl[2, 1)

1/2 1/2
- 3 rAl3, 21 3 dal1, 2] xal1, 23 - raf3, 2] 3 dafz, 1] ral2, 1]

/2 1/2 2
- ral3, 21 3 dal1, 1] ra(1, 11 - 4 rA[3, 1] ¢ 3 ral2, 2]

1/2 2 1/2
4 ral3, 1] ¢ 3 rAl1, 2] + 2 dAf3, 1] ralt, 1] ralt, 21 3
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1/2 1/2
+ 2 dA[3, 11 raf2, 1] a2, 231 3 + 4 rA[3, 2] c rAl2, 11 ra{2, 2] 3

1/2 1/2 2
+ 4 rAl3, 21 ¢ raf1, 1] ral1, 21 3 + dAf3, 21 3 raf2, 1]

1/2 2 1/2 2
+ 3 dAl3, 21 3 rAl2, 21 + 3 dA[3, 21 3 =zAl1, 2]

+ 6 dAf3, 21 ral2, 11 ral2, 21 + 6 dA[3, 2] rafi, 1] rali, 21
- 3 rAl3, 27 aal2, 1] za{2, 21 - 3 zAl3, 2] dal2, 2] ralz, 1]

- 3 A3, 21 4Al1, 17 rAf1, 2] - 3 rAl3, 2] d4al1, 23 rAl1, 13

1/2 1/2
- raf3, 11 dA{1, 1] rA{1, 23 3 - rA{3, 1] dAf2, 21 3 rA(2, 1]
1/2 1/2
- rAl3, 11 dal2, 11 rA(2, 23 3 - ral3, 11 dal1, 21 3 <zAf1, 1]
1/2 1/2 2

- 3 rAl3, 21 3 dAl2, 2] rA{2, 2] + da[3, 21 3 rAlt, 1]

2 2
+ dA[3, 1] ral2, 11 + 3 A3, 1] rA{1, 21 - 3 zA[3, 1] dali, 2] xAl1, 2)

- TA[3, 1] dA[2, 1] rA[2, 1] - 3 zA[3, 1] dAf2, 2] ra(2, 2]
- 4 TA(3, 1] ral1, 2] c ral1, 1] - 4 raAl3, 1] ral2, 11 c rAl2, 2]

2 2 2
+ 3 dA[3, 11 rA2, 2] + 4 rA(3, 2] c rAli, 11 + dAl3, 1] ral1, 1)

/ 2
- rA{3, 1] 4Al1, 1) rAl1, 11) / ((3/4 rAl2, 2]
/

1/2 1/2 2
+ 1/2 rAl2, 11 ral2, 2] 3 + 1/2 rAl1, 1) rAft, 2] 3 + 3/4 rA[1, 2]

P 2
+ 1/4 rAl1, 1]+ 1/4 raf2, 1] )°3/2 (1 + i/64 (

1/2 1/2 2
2 rA[3, 1] ra(2, 1] ral2, 21 3  + zA(3, 21 3  =i{1, 1}

1/2
+ 2 rAl3, 1] rAl1, 1] rafz, 21 3 + 6 ral3, 2] ral2, 1] raf2, 2]

2
+ 6 rAl3, 21 rafi, 2] rAl1, 11 + A3, 1] xal2, 1]

1/2 2 2 2
+ 3 rA[3, 21 3 raf1, 21 + 3 rA(3, 1] rAll, 21 + xA(3, 1] xalt, 1]

iﬂg_, j’
&
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2 1/2 2
3 rAf3, 1) ral2, 21 + rAl3, 21 3 ral2, i]

+

1/2 2 / 2
3 rA(3, 23 3 rAl2, 2} )2 / (3/4 rA(2, 2]
/

4

1/2 1/2 2
1/2 ral2, 1] raf2, 2] 3 + 1/2 rA{1, 1] rA{1, 2] 3 + 3/4 rAl1, 23

+

2 2
1/4 a1, 11 + 1/4 rAl2, 1] )~3))

+

7.6 Conclusion

Le module dualstruc.map définit de puissants outils informatiques de caleul et de manipu-
lation formelle des objets duaux pour le mathématicien. D’autant plus, certains de ces outils sont
spécialisés en géométrie et s’appliquent & des problémes de mécanique. Le but de leur concep-
tion est de permettre d’acrire et de manipuler des expressions mathématiques formelles & partir
d’objets duaux. L'ensemble de ces outils permet d’exprimer dans une syntaxe simple des modeles
de réalités matérielles et physiques trés complexes. Ils sont le fruit d’une étude théorique trés
approfondie des outils mathématiques qu'ils simulent. Ils apportent ainsi au mathématicien, pour
ces besoins de modélisation, toutes les performances de rapidité et de précision du calcul sur la
machine. Pour 'étudiant et I'utilisateur occasionnel, ils représentent une boite & outils qui facilite
grandement 'utilisation de 'ensemble des moyens de cette représentation mathématique. Le meé-
canisme d’héritage utilisé permet d’aller encore plus loin dans la programmation sous MEDUSA

MF77 et avec un moindre efforts de programmation.
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Annexe A

NOTIONS DE LA THEORIE DES GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

Al Introduction

Un groupe dont les éléments sont étiquetés par un ou plusieurs parameétres continuement vari-
ables peut &tre considéré comme une variété différentielle en prenant pour coordonnées le ou les
paramétres d’étiquetage. Cette idée est & 'origine de la théorie des groupes de Lie. Cette théorie,
ou interviennent des techniques de géométrie, d’algébre, d’analyse et de topologie, est relativement

récente: elle remonte A la fin du siécle dernier.

Le but de cetie annexe est d’introduire les définitions et propriétés essentielles de la vaste
théorie des groupes algébres de Lie. Ainsi, elle ne présente aucune originalité. Dans le cadre de
ce rappel mathématique, aucune démonstration des résultats énoncés ne sera donnée, sauf s'ils
découlent naturellement d’autres relations préétablies dans notre exposé. Toutefois, les lecteurs
soucieux des aspects théoriques, pourront se rapporter pour les démonstrations aux références

spécialistes abondamment indiquées dans la bibliographie de notre mémoire de thése,

A.1.1 Variété différentielle — Carte

La notion de variété différentielle consiste a attribuer & un espace topologique de Hausdorft
la propriété d’étre localement isomorphe 4 R™.
Définition A.1

On appelle carte d'un espace topologique E lao donnée d’un ouvert O, € Of et d’une bijection
fo: Ofq — Uy (§ Fig. A.1) ot Uy est un ovvert d’un espace vectoriel euclidien E, de dimension

Jinde.

Ainsi, la notion de carte permet de définir des espaces localement euclidiens et par la suite la

notion de coordonnées locales.

Définition A.2

On dira que l'espace E est localement euclidien si pour toui point M de E il eziste une carte

211



Partie 4 Annexe A. NOTIONS DE LA THEORIE DES GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

A un point M de I'ouvert Oy de l'espace E correspond un point fo (M), du sous ensemble fo{O4) de Vespace
euclidien Ey, qui est donné par ses coordonnées [z1, ..., z5) dans E,. Ainsi on définit une paramétrisation lacale

de Pespace E sur 'espace euclidien E.. C’est pour cette raison qu'on dit que E est localement isomorphe & R™.
1 P P q q

Fig. A.1: Carte différentielle

(O, fo) telle que:

A.1.2 Changement de cartes
Définition A.3

i {Ou, fa) et (Og, fa) sont deux cartes d'un espace topologique E, on appelle changement de
cartes Vapplication fo g (§ Fig. A.2) définie par la relotion:

Joag = fao f5t (Eq.A.1)
son domaine est donné par:

Uap = f3(0a NOg) (Eq.A.2)

Remarquons au passage que, si on pose Ug o = fo(OaNO3), alors Vapplication fo 3: Oup —

Og, définie une bijection entre les ouverts Uy z et Upgo.
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A.2. Groupe de Lie Partie 4

)

IXCY

En trait continu on peut voir, sur cette figure lapplication fo 3 1 Uy g = Ug q, elle est donnée par fo o f;l et en
trait discontinu son application inverse fg o 1 Og,o — Oq,s qui est donnée par f5 o .

Fig. A.2: Changement de cartes

A.2 Groupe de Lie

La structure de groupe de Lie confére 4 un ensemble, 3 la fois, une structure algébrique de

groupe et une structure de variété différentielle.

Définition A.4
On appellera groupe de Lie, un groupe G qui est muni d’une structure de variété différentielle,
telle que les opérations du groupe soient différenticbles. Ces opérations sont:

a) d’une part Uopération de composition des éléments du groupe, notée multiplicativement:
p g

composition: GxG — G

(@b) — ab (Eq.A.3)

(b) d'autre part opération d’inversion des éléments du groupe:
inversion: G G .
v - (Bq.A.4)

a = a”

4 ' 21
6\‘
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A.2.1 Sous-groupes immergés d’un groupe de Lie

Considérons deux groupes de Lie G et Gy tels que la dimension de Gy -en tant que variété
différentielle- soit an plus égale & celle de G.
Définition A.5

On dira que Gy est sous-groupe de Lie de G, s'il existe une immersion de Gy dans G.

A.3 Groupe opérant dans un ensemble

Les groupes de Lie apparaissent le plus scuvent comme étant des groupes de transformations

d’autres variétés différentielles.

A.4  Action d’un groupe sur un ensemble

Définition A.6

Une aciton d’un groupe G & gouche sur wn ensemble donné M est un homomorphisme
¢+ G — Bi(M) de G dans le groupe des bijections dans M tel que' sion note ¢, la transformation
de M déterminée par g € G et e dénote l'élément neutre de G, alors:

(G’) ¢€ = id,‘»ff,‘
(b) by est une application bijective: Vg € G,
(c) Ggon = ¢ Vg, hEG

Ainsi, des relations précédentes (a) et (c) on déduit que:

Byt = 7 (Eq.A.5)
A.4.1 TFidélite

L'action (G, M, ¢} est dite fidele si Thomomorphisme ¢ est injectif.

A.4.2 Transitivité
L’action (G, M, @) est dite transitive si:
Ve, yeM,dgeG: ¢, =1y (Eq.A.6)
Dans la pratique, il suffit de montrer qu'il existe un élément a de 'ensemble M tel que:
Ve eEM, 3G ¢ga= <z {Eq.A.T)

puisque, si ¢oa = T et ¢pa = y, alors: ¢y -1 z = y.

L’action {G, M, ¢) sera dite simplement-transitive si:

Ve, ye M, g eG: ¢,r =1y {(Eq.A.8)

!De maniére analogue on définit une action & droite d’un groupe sur un ensemble, mais en remplacant
la proposition (c) par:

$g o0 dr = dng¥g.h €G
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A.4.3 Homogénéité

L’ensemble MM est dit espace homogéne s’il existe une opération transitive de G sur M. I est
dit espace homogene sans point fixe s’il existe une opération simplement-transitive de G sur M.
On montre que tous les espaces homogénes sans point fixe d’'un groupe & sont isomorphes.
A.4.4 Actions d’un groupe de Lie sur lui méme

Considérons un groupe Lie G, il agit sur lui méme par sa loi de composition interne.
Définition A.7

{a}) On définit les translations & gauche de G par:

Ly: G — G

¢ — ga (Eq.A.9)
(&) On définit les translations ¢ droite du groupe G par:
R,: G — G
e — ag (Eq.A.10)
(c) On définit les automorphismes intérieurs dans G par:
Ing: G — G X (Eq.A.11)

a — gag”
Les quatre propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition précédente:
Propriétés A.l1

(a) La composition des translations & gauche de G opére par:
LyeLp= Lyn; Yg,heG (Eq.A.12)

(b) La composition des translations & droite de G opére par:
RyoRn= Ry Vg, heG (Eq.A.13)

(c) La composition des automorphismes intérieurs de G opére par:

Ingolny = Ingn; Vg, h €@ {Eq.A.14)

{d) Les trois actions Ly, R, et Ing sur G sont liées par la relation suivante:

Ing= Lo Ry (Eq.A.15)

Ainsi, d’apres les relations (Eq.A.12) et (Eq.A.14) les actions L, et Ing définissent des homo-
morphismes dans G et d’aprés la relation (Eq.A.13) l'action R, définie un anti-homomorphisme
dans G.
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A.5 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

L'idée générale de I'algébre de Lie g associée & un groupe de Lie & est de construire un champ
de vecteurs sur le groupe, & partir d'un vecteur assigné en un point, par des translations & gauche

sur le groupe G, lui méme.

Soient G un groupe de Lie, g un élément de & et L la translation & gauche du groupe G associée
& ¢g. Chaque application L, est un difffomorphisme de la variété G dans elle méme. Soit alors
LZ; Phomomorphisme tangent induit par L, sur 'espace tangent 743G & la variété G au point g.
Comme L est une action de G sur lut méme alors:

T

;

LT, = (LyoLy)
(Eq.A.16)

fi

L_Z:::LZ

Si e dénote 1’élément neutre du groupe de Lie G, on définit alors le vecteur tangent X, en

g comme étant la translation & gauche du vecteur X.; soit sous forme explicite:
Xo=LTX,; Vged& (Eq.A.17)
et d’apres les relations (Eq.A.17) et (Eq.A.18) on a:
LIXp= (ILToL]) X.
= Lg‘h,\’e (Eq.A.18)

= .'Yg h

c’est 4 dire que 'on translate & gauche X, de e jusqu’a h, puis de h jusqu’a gh, ou que 'on translate
4 gauche tout simplement X, de e jusqu'a gh, le résultat est le méme (§ Fig. A.3). En d’autres
termes, cela veut dire que le champ de vecteurs X défini par cette construction est indépendant
du choix de I'élément par rapport auquel il est défini et que pour toute translation 4 gauche, on

peut écrire:
LTX = X: Vgea (Eq.A.19)

Ainsi, le champ de vecteurs X reste invariant par toute translation A gauche.

Inversement soit un champ de vecteurs invariant par translation & gauche, si X, est sa valeur

en e, alors, en vertu de l'invariance & gauche on peut écrire:
Tv -
L,X.= X, (Eq.A.20)

Donc, un champ de vecteurs .\ invariant par translation a gauche est complétement défini &

partir de sa valeur en e.

S
)
<
L
=
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On translate X. de e jusqu'a h par L,TI‘! puis de h jusqu’a gk par Lgﬁ

Fig. A.3: Un champ de vecteurs dans le fibré tangent du groupe G

Soient maintenant deux champs de vecteurs X et Y invariants & gauche et v et 5 deux nombres

réels, alors d’aprés la linéarité de L, on peut écrire:

[T(aX +8Y)= aLTX +BLTY
{Eq.A.21)
= aX+8Y

c'est & dive que o X + Y est également invariant & gauche. Ainsi, invariance & gauche des
champs de vecteurs induit une structure d’espace vectoriel, sur R, qu’on notera g. pour l'instant,

on appellera cet ensemble espace vectoriel des champs de vecteurs invariants & gauche.
217
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A5l Crochet de Lie

Soit g le R-espace vectoriel des champs de vecteurs invariants & gauche sur le groupe de Lie

G. Un crochet de Lie [, ] sur g est une application bilinéaire vérifiant les relations:
X, X]= 0, VYVXeg (Eq.A.22)
et
X, v Z]+ W, 2, X1+ {2, X,)Y]]= 0, VX, Y, Z€g {Eq.A.23)

la relation (Eq.A.23) s’appelle identité de Jacobi. Une conséquence immédiate de la relation

{Eq.A.22) est que le crochet est antisymétrique c’est 4 dire que:

(X,Y]= -IY,X]; VX,Yeg (Eq.A.24)

i

Compte tenu de la construction des champs invariants 4 gauche que nous venons de donner au
paragraphe précédent, pour définir le crochet, de Lie d’une fagon unique, il suffit de le construire,
par exemple, sur 'espace tangent T.G 4 la variété G en son élément neutre e {pour la structure de

groupe de G). Le crochet de Lie sur g est induit par la relation:
[X,Y].= [X..Y] (Eq.A.25)

ol X et Y sont des champs de vecteurs déterminés par leurs valeurs X, et Y, au point e et on

peut écrirs:

T ey 7
L[ XY= {Lg X, L, Y]
= [X.Y] (Eq.A.28)
On appellera donc algébre de Lie, 'espace vectoriel § muni d’un crochet de Lie. Soit (X*); une
base de cet espace vectoriel, le crochet de deux éléments de la base est par définition du crochet

un élément de g et donc s'écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des éléments de la base;

c’est A dire:
XLyl = Tl x* (BEq.A.27)

Les nombres ai‘j ainsi définis s’appellent les constantes de structure de 'algebre g dans la

base (X*);. La relation {(Eq.A.25} se traduit alors par:

ai}j = —a{;’i (Eq.A.28)
et 'identité de Jacobi entraine:
alal™ 4 abtal o™l = 0 (Eq.A.29)
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Algébre de Lie d'un groupe de Lie
Sous-groupe 4 un paramétre
On appelle sous-groupe & un parametre ¢ du groupe de Lie G, un difféomorphisme de groupes

défini du groupe additif R dans le groupe de Lie G tel que:

p(s+t) = o(s)pl(t) (Eq.A.30)
p(0) = e {Eq.A.31)
(Eq.A.32)

Soient M une variété différentielle, G un groupe de Lie opérant 4 gauche de M et ¢ un
o(t)z

groupe & un paramétre de G, alors ¢ définit un groupe & un parameétre de difféomorphismes de

o) =

A caractérisé par la relation:

sent des sous-groupes & un parametre de Diff{ Q) (groupe des difféomorphismes de G).

En particulier lorsque M est égale 8 G lui méme, alors les actions Ry, Loy et Inyggy définis-
(Eq.A.33)

Application exponentielle
VX eg
{(Eq.A.34)

A.5.3

Soient un groupe de Lie G, son algebre de Lie g et un groupe & parameétre ¢. On peut
exp(X)=

ol wx est un sous-groupe a un paramétre de G. Enfin, par changement du paramétrage nous

(Eq.A.35)

{Eq.A.36)

construire donc une application exponentielle en posant:
= vx(1);
exp(t X)) =
A partir des propriétés des sous-groupes & un parameétre, on déduit les trois relations suivantes:

ox(t); Vtc RVX € g

exp{{s +t) X)

obtenons:

€

exp(s X)exp(t X)

[e2p (X)) = exp(~X)
exp(0)
qui caractérisent toutes applications exponentielles ainsi construites.
L’application exponentielle exp de g dans G définit un difféomorphisme analytique au voisinage
de 0y {(zéro de g) sur un voisinage de 'élément neutre ¢ du groupe de Lie G.
L’espace tangent To @ 4 l'espace vectoriel g en son zéro 0y peut étre identifié 4 g. De méme
i 219

Pespace tangent T.G au groupe de Lie G en son élément neutre e peut étre identifié & P'algébre de
Lie g. Donc, I'application exp” induite par 'application exponenticlle en 04 définit une application

de g dans lui méme.
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A.5.4 Homomorphismes de groupes et d’algébres de Lie

L’idée de Vapplication exponentielle peut étre introduite afin de simplifier les résultats con-
cernant les homomorphismes. D'abord si 9 : G — H est un homomorphisme de groupes de Lie et
exp (t X un sous-groupe a un parametre de G, alors, ¥ (ezp(t X)) est un groupe & un parameétre
de H. De plus:

w(Rea:p{tX) g) = I,'U(gez‘th)
(g lexp t X)
= BEytesp 1x)%(9) (Eq.A.38)

d’ou la relation:
Po Rexp tX = Ra,b(ezp tX)© w (EqA39\}

En conséquence, le générateur des translations & droite Ry(..p ¢ x) est ¢-li€¢ & X. On notera
YT X ce générateur, alors ¢7 est une application des champs de vecteurs invariants & gauche du
groupe de Lie G vers les champs invariants a gauche du groupe de Lie H. L’application ¢7 définit

donc une application linéaire de I'algébre de Lie g dans l'algébre de Lie b telle que:
XY= T X pTY] (Eq.A.40)
Ainsi, ¢7 : g — B est un homomorphisme d'algebre de Lie. De plus elle vérifie Ia relation:
Ylexpt X) = exp(tv? X); VX € g (Eq.A.41)
donc finalement:
Yoexp= exporyl {Eq.A.42)

Cette relation peut alors se metire sous la forme du diagramme suivant:

d'T
g — 7
exp | lLexp
¢ 5 H

A.5.5 Coordonnées canoniques

La fonction exponentielle permet de construire des cartes sur le groupe de Lie G en tant
que variété différentielle, telles que, si on note d(e, G) 'ensemble des voisinages de 1'élément nentre
e dans G, 9(a, R™) I'ensemble des voisinages de a € R™ et si (X;)i=1. . désigne une base de I'algébre

de Lie g, alors:
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A.5. Algébre de Lie d’un groupe de Lie Partie 4

s Coordonnées de premiére espéce: Plusieurs définition peuvent &tre données. Pour

notre part, nous considérerons que ce sont les cartes de la forme:
g—exp(q X1+ +gnXn)od

ol A est un élément fixe du groupe GG et g décrit un voisinage de 0 dans R™. On obtient

ainsi une carte aun voisinage de I’élément A.

e Coordonnées de seconde espéce: Ce sont les cartes de la forme:

g+ explq X1) o -0 eap(gn Xn) 0 A
on A est un élément fixe du groupe G et ¢ décrit un voisinage de 0 dans R”.

A.5.6 Représentation adjointe
Définition A.8

On appelle représentation d'une algébre de Lie g dans une autre algébre de Lie [) une application
linéaire de g dans B, vérifiant la propriété:

X, Y]g) = [f(X), f(¥)ly (Eq.A.43)

ou {,lg et {, }h désignent respectivement les crochets de Lie associés auz structures d’algébre de
Lie des espaces § et H. De plus si la représentation f est invective on dira qu’elle est fidéle.

Soient ¥ : G — H un isomorphisme de groupes de Lie et 7 : g — b l'isomorphisme
d’algebres de Lie associé. Si en particulier 1 est un automorphisme du groupe de Lie G alors
$T est un automorphisme de l'algébre de Lie g. L’automorphisme intérieur In, de G induit

l'automorphisme intérieur I-ngT de g, qu’on notera aussi g.:
gs = Ing; Yge G (Eq.A.44)
Ainsti, il résulte de la relation (Eq.A.44) que:

exp(g. X) = Ingexp(X)
= gexp(X)g™! (BEq.A.45)

d’ot:
exp(g.X)= gerp(X)g!;VgeG, VX eg (Eq.A .46)

Comie P'application g +— In, est un homomorphisme de G dans Aut(G) alors:

In? oInl = In?h (Eq.A 47)
et, donc, nous pouvons écrire:
groh. = {gh). {Eq.A.48)
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Partie 4 Annexe A. NOTIONS DE LA THEORIE DES GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

L’application (.}, est une action du groupe de Lie G dans son algébre de Lie g. Ainsi, pour
tout élément g € G, g, est un automorphisme de P'algébre de Lie g. C'est donc une transformation

linéaire non singulidre de g qui satisfait la relation:
g [ X, Y] = lg. X,0.Y] {Eq.A.48)

En résumé, (). est une représentation de &G dans g appelée représentation adjointe et comme
le champ de vecteur est invariant & gauche la relation (Eq.A.19} permet d’écrire:
g.Y = 1 nZY
_ pT 1T
= R.L)Y
= RIL.Y (Eq.A.50)

ainsi, si X est le générateur infinitésimal du sous-groupe 4 un parameétre R x), en posant dans

la relation (Eq.A.50) ¢ = exp(t X il vient:

(exp t X). Y

T -
R(ezp EX)y s ¥

= Rl,cx)Y (Eq.A.51)

soit en différenciant le terme de droite de la relation (Eq.A.51) relativement 4 la variable réelle £ en
¢t = 0 nous obtenons la dérivée de Lie [X, Y], ainsi:
d AN ¥ X =y
~—(exp i X . ¥ = [X.Y] (Eq.A52)
dt =0 )
Le groupe Aut{g) des automorphismes de P'algébre de Lie g dans lui meme est un groupe de
Lie. Alors, la représentation adjointe (.). : G — Aut(g) est un homomorphisme de groupes de
Lie. L'algébre de Lie a(g), associée au groupe de Lie Aui(g/, est I'espace de dérivation de ¢; c’est

4 dire, des applications linéaires D : g — g telles que:
DIY.Z)= [DY.Z]+[Y,DZ;VY.Z €g (Eq.A.53)

Maintenant soit X un élément quelconque de g, Vapplication Y — [X,17] définit une dérivation

dans g, puisque d’aprés I'identité de Jacobi:

X, .2 = (X,Y),2]+ [V, X, Z)]

v {f

D’apres la théorie générale. la représentation adjointe (.}, : & — Aut{@) induit un homomor-
phisme d’algébres de Lie ()7 : g — a(g) qu’on va noter dans la suite “ad”. Pour tout champ de
vecteur X de g, 'homomorphisme adx est défini par:

-
adx Y = [%(emth)J’ (Eq.A.54)
at

t=0

ainsi, compte tenu de la relation (Eq.A.54), on a:
adx Y = [X,Y] (Eq.A.55
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Par ailleurs, compte tenu de la relations (Eq.A.55), l'identité de Jacobi devient:
adx [Y,Z) = [adxY,Z}+[Y,adx Z}; VY, Z c g {Eg.A.56)

ce qui exprime que adx : @ ~— @ peut &tre interprété comme une dérivée? de Valgebre de Lie
g [§ (Eq.A.53)]. Reprenons l'identité de Jacobi; compte tenue de la relation (Eq.A.54), elle peut

se mettre sous la forme:
adx ocady Z = adixy)Z+adyoadx Z; VZ € g (BEq.A.57)
Finalement, la relation:
adix,y) = adxoady —adyoadyx; VX,Y €9 {Eq.A.58)

La relation (Eq.A.58) représente une interprétation de 'identité de Jacobi pour le crochet de
Lie [§ (Eq.A.23}] en termes d’endomorphismes de I'algébre de Lie g. Elle permet ainsi le calcul de
la dérivée de Lie associée au produit du crochet de Lie de deux champs de vecteurs en fonction des

dérivées de Lie qui leurs sont associées.

2Elle est dite dérivée de Lie.
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Annexe B

MODELE GEOMETRIQUE DU ROBOT ACMA-HS80

B.1  Description du robot ACMA-HS80

Le robot ACMA-H80 se compose d'un porteur et d’un poignet. La chaine cinématique du
porteur du robot est du type PRR et sou poignet comporte trois rotations d’axes concourants {voir
Fig. B.1). Tous les calculs nécessaires au traitement de cet exemple ont été effectués a 'aide de

notre logiciel' dualstruc.map:

I — Paramétres de Denavit-Hartenberg du robot ACMA-~-H80 —-1

[ Elément dindices | [ 4 |86, ] di ]
1 0 0 0 | d;
2 0 0 0 | 0
3 G Lz 1810
4 0 Lsy 16410
5 '-71'/2 0 95 H 0
6 —~7T/2 0 95 } 0

B.2 Modéle géométrique

Notons g; la i coordonnée articulaire. Ainsi, nous avons le renommage de variables suivant:

j ~ Paramétres articulaires du robot ACMA-H80 - j
[ Elément d’indice 1 || Type de larticulation Paramétre de D-H _ Variable articulaire |

1 P dy 0
2 R ) 22
3 R 03 g3
4 R 04 4
5 R 5 5
6 R 95 ds

'Voir le chapitre 7 [§ Page 195).
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Cette figure schématise Jes articulations du robot ACMA-HS80 et les familles fondamentales associées aux éléments

de la décomposition du robot avec les conventions de Denavit—Hartenberg.
p

Fig. B.1: Schématisation du robot ACMA-H80

Les matrices duales de passages, entre les éléments adjacents du robot, associées aux conve-

nions de Denavit-Hartenberg sont:

¢ pour le porteur:

1 —eq; O
[Dﬁl)*} = € q1 1 0
0 0 1
cos(gs) —sin(ge) O
[Df*] = sin{gy) cos(qu) O
0 0 1
cos(qs) —sin{qg3) 0
[Dg*] = sin(gs) cos(gs) —g L3

e L3 sin(gs) &Lz cos{gs) 1
226 .5_;
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B.2. Modéle géométrique Partie 4

¢ pour le poignet:

cos(gs) —sin{gy) 0
[D;J = sin(gy) cos(qy) ~eL,
€Ly sin{qs) ¢ L4 cos{gq) 1

cos(gs) —sin(gs) O

(D3] = 0 0 1
—sin{gs) —cos{gs) O

cos(gs) —sin(gs) O
AR 0 1
—sin(gs) —cos(gs) O

Le déplacement de passage qui caractérise la configuration de I'organe terminal est donnée

par le produit de ces six déplacements:
6 6 o 3
D = D} D] DiD;D: D}

3

Ainsi, le modéle géométrique du robot, qui en découle est donnée par la matrice duale {Dg,k B

Apres regroupement des paramétres angulaire, on obtient, les composantes duale de cette matrice:

[ 6 _ g1 sin{go+q5+qa+g3+9g2) q1 sin{—gs+gs+qs-+g3+qz) L3 cos(ge+g93+q2) L3 cos(~ge+gqs-+gz)
iDo*}l 1= (_ B - 2 + 3 - 3 +

Ly cos(go+ai+-93+qz2) Ly cos{—g5-+qa+q3+g2) cos{qe+gs+ga+gatgr) cos{—go+as+aa+ga+ga)
) - 2 €+ 3 + 2

Dt _ Ljsin{—go+astg2) _ Lg sin{gs+gs+astaa) 91 cos{—ge+qs+74+93+g2) @1 cos(gstas+gstgatqa)
[ 0*}1,2 - 2 2 - 2 2 -
Ly sin(gotgatea) | Lu sin(—qe+q4+qs+qz)) € - sin{go+gs+ga-tgatqa} _ sin(—go+gstgatgatyz)
2 2 3 2
{Dg*hﬂ — (L:a sin(q?2+qs+q4) + La sixx(—qzo+¢5+q4) 4+ Ls Sin(2%+%) + L sin(;‘io‘l‘%)) ¢ — sin(ge)
3] H
[Dg,Jor = —sin{gs +qu+q3+q2) —eq: cos(gs + gs + gz + q2)
6 e .
(D3l = —cos(gs +qa+gs+q2)+eqsin{gs +qa + a3+ q2)
1 8 ;
{(Dg, )23 = {Ls cos(gs + qq) + cos(gs) L)€
DS . Lasin{—go+g3+9z) Ly sin(—qotgstaatge)  Lj sinflgs+gs+q2) _ g cos{gg+gs+aa+ga+qs)
[Doudsa = (- 2 TR T 2 2 +
g1 cos(—qotgotastaatae) Ly singqs+q4+qa+qz)) e+ sin(—qgot+gs-+qit+esta2) _ sin{ge+gstas-+as+ag2)
2 2 2 2
[DG ] _ L3 cos(qotqatgr) _ Lg coslg+qatqatge)  La cos(—qo-tgs+qatqe) _ La cos{—gotaataqa)
03,2 = 2 P 2 2

q1 sin{—qg-Fqs+qi+qataz) . qusin{qgetas+gs+qatqz) cos{gs+g5+qs+93+qe) , cos{—gs+gs+gs+93+yg2]}
2 + 2 €- 2 ™ 2

-~ cos(gs)

6 _ L3 cos(gs+g5+4q4) Ly cos{—g6+g5+94) Ly cos{gs+gs) Ly cos(—go+g5) \
[DG*}:LT?‘ = ( 2 - 2 + 2 == 2 ©
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Annexe B. MODELE GEOMETRIQUE DU ROBOT ACMA-HS80

B.3 Configuration de l'organe terminal dans 'espace opérationnel

Dans l'application suivante nous cherchons 4 exprimer les coordonnées opérationnelles en fonc-

tion des coordonnées articulaires du robot ACMA~HS80. En d’autre termes, on cherche 4 exprimer

le modele géométrique inverse du robot. Plusieurs paraméirages du groupe des déplacements eu-

clidiens sont possibles. Nous donnerons ici le modéle géométrique inverse associé au paramétrage

de D par ce que nous avons convenu d’appeler “les angles d'Euler duaux”.

B.3.1 CCalcul formel

D’apreés les relations (Eq.3.39), les angles d’Euler duaux associés & la transformation [D§ ] sont:

r hl
V/IDLB L+ (D8R,
6 = arctg -
[DC‘*}B,S
[ 8 ,
| 6= orag (1pER0)
{Do*fi,sgsm&,,
(DS 1, -
¢=amm(gg%bﬂﬁi_)
) —{Dp,Js.1/siné

Ainsi, le caicul et la simplification symbolique de ces trois paramétres duaux grice aux outils

définis dans le module dualstruc.map donne les expressions algébriques suivantes:

e pour 4:

1/2
theta := (I 2

+ cos{%2) cos(¥1) L3
+ 8in(%2) sin(%1) L3
+ L3 cos(i4) cos(i2)
+ L4 sin(%7) sin{%2)
+ L3 cos(¥%6) cos(%2)
+ L3 sin{%4) sin(42)
- L3 =in(%4) sin(%1)
- L& cos(47) cos(i1)
- L& cos(%5) cos(U1)
+ L4 cos(%5) cos(i2)
- cos(%2) cos(}1) L3

+ cos{%2) cos(%1l) L4

(- sin(%2) sin(¥%1) L4 ces(- q{6] + q[51)

cos{gf6] + q(5] + ql4])

cos(g{6] + qfs] + qla])

cos{(qf{6]) - L& sin(%5) sin(%1) cos{q{61)
cos{ql6]) - L3 sin(¥%6) sin(%1) cos{ql6l)
cos{g[6]) - L& sin(%7) sin(%1) cos(gl[6])
cos(qlB)) + L4 sin(¥5) sin(%2) cos(ql€])
cos(ql8]} - L3 cos(i8) cos{1l) cos{ql6l)
cos{ql[6l) + L& cos(U7) cos(%2) cos{(q[6])
cos(ql61) + L3 sin(%6) sin(%2) cos(ql6])
cos{q{6]) - L3 cos{¥%4) cos(¥%1) cos{ql6])

cos(~ ql6] + ql[51 + ql4D)

cos(ql6] + ql51}

g
b

Py
&

¥,
[SIFESTIY RTINS Y
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cos(%2) cos(%1) L4 cos(- qf6] + q[5])
- 5in(42) sin(%1) L3 cos(- ql81 + q[51 + qla])
+ 5in{%2) sin(%1) L4 cos(ql6] + q[Bl) - L3 cos(q[6] + q[5] + qlaD)

+ L3 cos(- q(6) + q[5] + ql4]) + L& cos(- q[6] + q[5])

i/2  1/2
2 %3 1/2
- L4 cos(ql6) + ql[5])) eps - 2 I arctanh(1/2 ~--=--m--- ) %3
cos(q[6]1)
2 /
(- 2 cos(ql6]) + cos(¥2) cos(¥1) - 1 + sin{¥%2) sin(%1))) / (

/

1/2 2 1/2 1/2
-4 %3 cos(ql6l) - 2 %3 + 243 sin(%2) sin(%1)

1/2
+ 2 43 cos(%2) cos(%1))

o= qls] + qf5] + ql4] + qf3] + qf2]

%2 = - ql6] + ql58) + ql4] + qI31 + ql2]
%3 = cos(%2) cos(%1) - 1 + sin(%2) sin(Y%1)
ha := qf6] + qi3] + qf2]

%5 = - ql6] + ql4l + q[3] + qf2]

%6 = - q6] + ql3] + qf2]

%7 o= ql6] + ql4) + q[3]1 + qf2]

ot le symbole arctanh désigne la fonction arc tangente hyperbolique et I 'unité complexe

i telle que 42 = —1.
e pour ¢
phi := ((8 q[1] - 2 cos(¥%2) L3 sin(%8) + 2 cos(%1) L& sin(%a)

- 4 cos(%2) ql1] cos(%1) - 2 cos(%2) L3 sin(%6) + 2 cos(%1) L3 sin(V6)
+ 2 cos(%1) L3 sin(%8) + 2 cos(%1) L4 sin(%7)

- 2 cos(41) L4 sin(%4) sin(%2) sin(i1)

- 2 cos(41) L4 sin(%7) sin(%2) sin(%1)

- 2 cos(%1) L3 sin(%56) sin(%2) sin(i1)

- 2 cos(%1) L3 sin(%6) sin(%2) sin(%1)
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2 cos(%2) L3 sin(%5) sin(f2) sin(%1)

2 cos(42) L4 sin(%4) sia(¥2) sin(¥1)

2 cos(%2) L& sin{%7) sin(%2) sin(%41)

2 cos{A2) L3 sin(%6) sin(%2) sin(%1)

4 cos(%2) ql1) cos(%1) sin(¥%2) sin(1) - 4 L4 cos{i7) sin(%l)
4 L4 cos(¥4) sin(%1) + 4 L3 cos(%S) sin(%2)

2
cos(%1) L4 sin(¥%3) cos(¥2) + 4 L4 cos(%7) sin{}2)

2 cos{%2) L4 5in(%7) + 4 L4 cos(%4) sin(Y%2) - 4 L3 cos(%6) sin{¥%1)
4 L3 cos(i6) sin(%2) - 2 cos(¥2) L4 sin(%4)

2
L4 cos(%7) sin(%41) cos(¥1) - 8 qf1) sin(¥2) sin(%1)

2
4 L3 ces(45) sin{%1) - L3 cos{(%8) sin(%2) cos(%2)

2 2
2 ql1] sin(42) sin(%1) cos(%1} + 2 qf1] sin(%1) sin(¥%2) cos(Y%2)

2 2 2
L3 cos(%5) sin(%1) cos{%1) + 4 ql1] cos(%2) <cos(f1)

2 2
L3 cos(%5) sin{%2) cos(¥2) - cos(¥1) L4 sin(%7) cos()2)

2 3 3
L3 cos(¥6) sin(¥1) cos(%1) -~ cos(i1) L4 sin(%a) - cos(¥%1l) L& sin(%7)

2 2
3 L4 cos(¥4) sind%2) cos(l1) + 3 L3 cos(¥5) sin(i1l) cos{%2)

2 2
L4 cos{%4) sin(%2) cos(%2) + L& cos(%4) sin(¥%1) cos(%1)

2 3
L4 cos{i7) sin(%2) cos{%2) + cos(%2) L& sin(%4)

2 3
3 L4 cos(47) sin(f2) cos(¥l) + cos{¥2) L3 sin(¥5)

2 2
cos(%1) L3 sin(%6) cos(%2) + 3 L4 cos{%7) sin(¥%1) cos(}2)

3 2
cos(%1) L3 sin(%5) - cos(¥%i) L3 sin(¥%5) cos(%2)
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2 3
cos(%2) L3 sin(%6) cos(%1) + cos(%2) L3 sin(¥6)

3 3
2 cos(¥2) ql1]) cos(¥1) + 2 cos(2) ql1] cos(ii)

2 2
cos(%2) L4 sin(%7) cos(%1) + cos(%2) L3 sin(¥%5) cos(%1)

3 3
cos(%1) L3 sin(%8) + cos(¥2) L4 sin(47)

2 2
3 L3 cos(¥6) sin(¥1) cos(U2) + cos(}2) L4 sin(%4) cos(%1i)

2 2
3 L3 cos(%6) sin(%2) cos(¥1) - 3 L3 cos{¥8) sin(%2) cos(%1)

2 2 2
3 L4 cos(%4) sin(%1) cos(%2) - 6 ql1] cos(%l) - 6 qli]l cos{%2) ) eps

2 2 3 3
4 %3 cos(%2) cos(%1) - 2 %3 cos(%2) cos(¥1) - 2 %3 cos(%1l) cos{%2)

4 43 cos(A2) cos(%1) + 8 %3 sin(¥2) sin(%1)

2
4 %3 sin(%2) sin(%1) cos(%2) cos(%1) - 2 %3 cos(¥%2) sin(%42) sin(i1)

2 2 2
2 %3 sin(%2) sin(%1) cos(%1) + 6 %3 cos(¥2) + 6 %3 cos(%1l) - 8 %3}

/ 2 2 3 3
(8 + 4 cos(%2) cos(%1) + 2 cos{h2) cos(h1) + 2 cos(%L) cos(%2)
2 2

4 sin(%2) sin(%1) cos(%2) cos(¥1) - 6 cos(¥2) - 6 cos(i1)

2
4 cos(%2) cos{¥%1) - 8 sin{%2) sin(%1) *+ 2 cos(%2) sin(%2) sin(%1)

2
2 sin(%2) sin(%1) cos(¥1) )

ql6] + q[S] + ql4] + q[3] + q[2]
- ql6] + qI8] + ql4] + q[3) + gl2]
cos(%2) - cos(%1)
arctan(----------------- )
sin(%2) - sin(%1)

- qf6] + qf4] + qf3] + ql2]

- ql6] + ql3] + qf2]

231



Partie 4 Annexe B. MODELE GEOMETRIQUE DU ROBOT ACMA-HE0

%6 = qf6] + ql31 + ql2]
%7 := ql6] + qi4l + gqf31 + ql2]
& pour 1:

(L3 cos(qlb] + ql4]) + cos{ql5]) L4) eps

sin(q[61)

B.3.2 Application numérique

Maintenant, st 'on suppose que les paramétres constants La et Ly sont égaux (Lz = L4 =

50cm) et sil'on se donne la configuration articulaire suivante:

‘i — Configuration articulaire du robot ACMA-HS&0 -

]
J
| Elément d’indicei || Type de larticulation Variable articulaire  Valeur |

1 P ¢ 10em
2 R 02 /4

i 3 R 3 7?/4

’ 4 | R q4 7/4
5 R g5 /4
6 R %  wm/4

les coordonnées duales correspondant & la configuration de 'organe terminal sont données par le

tableau suivant:

| - Configuration de l'organe terminal du robot ACMA-H80 — I

rAngIes d’Euler duaux 1] Angle dual en (radian,cm) ﬂ

H ;
[ Précession duale: ¢ [ {10252 ¢
7 . (5024 100)

+ e
2

Nutation duale: 8 —

ot
il

Rot. prop. duale: —30¢

En séparant les parties réelles et duales des angles duaux on obtient les six coordonnées

articulaires réelles.

L - Coordonnées opérationnelles du robot ACAMA-H80 — *]
LAxe de transformation ﬂ Aungles d’Euler classiques en radian } Translations cardans en cm —|
A o = 0 radian a= (10-25 ﬂ) cm
— 50 v2 + 100
A, 8= —-7 radian b= L——Q————) cm
A¢ v = Oradian c= —-50cm
232
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Annexe C

SCHEMAS OPTIMAUX DU CALCUL DES ANGLES D’EULER ET DE

BRIANT DUAUX

C.1 Introduction

Dans cet annexe nous proposons des schémas optimaux pour le calcul et la simulation
numérique de ce que nous avons convenu d'appeler les angles d’Euler et de Briant duaux asso-

ciés & un déplacement donnée.

C.2 Position du probléme

Dans les schémas que nous proposons dans les sections C.3 et C.4, on suppose que la matrice
duale associée & la représentation adjointe d’'un déplacement A est donnée relativement i une

famille fondamentale f:

’I‘Al'l + EdALl TA1,2 +€ dAl‘z 7‘Aly3 +e dAl,S
](A_*} = 1‘442'1 + & (iAQ,l 7".4-23 +e dA2,2 TA2'3 + & dA2,3
TAg,l +edAs 1"43‘2 +¢ dA:«;,'g 7‘A3,3 +¢£ (1143,3

o les paramétres symboliques 74, ; et dA;; désignent respectivement les parties réelle et duale

de la composante [A.]; ;.

L'implémentation automatique des schémas de calcul des parametres associés aux parties réelle
et duale des angles d'Euler et de Briant duaux a été décrite grace aux outils définis dans les modules

dualstruc.map et defstruc.map que nous avons écrit pour Maple V.
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C.3 Schéma de calcul des paramétres associés aux angles d’Euler duaux

L’implémentation du schéma optimal de calcul des angles d’Euler duaux suppose que la

matrice [A.] est A-orthogonale et qu’elle vérifie les deux hypothéses suivantes:

’I‘Al’g ?‘3 0

TA} +TAS,# O

€ oo e
c calcul des parametres associes aux angles d’Euler duaux
C _______________________________________________________
c
c calcul de la partie reelle de theta
c
crA31l = rA(3,1)%x2
crh32 = TA{3,2)**2
scrA = crA31+craA32
crh = sgrt{scri)
beta = atan(1/rA(3,3)*=crd)
c
c calcul de la partie duale de theta
c
crA33 = rA(3,3)**2
b = -(crA31%dA(3,3)+cri32+dA(3,3) -dA(3,1)*rA(3,1)*rA(3,3
$ )-dA(3,2)»rA(3,2)*rA(3,3))/crhA/(cTA33+scrd)
c
c calcul de la partie reelle de psi
c
gamma = atan(rA{2,3)/ri(1,3))
calcul de la partie duale de psi
crAl3 = TA(1,3)%*2
crA23 = rA(2,3)**2
¢ = (-rA(2,3)%dA(1,3)+d8{2,3)*rA(1,3))/ (crAl13+crAD3)
c calcul de la partie reelle de phi
c
alpha = -atan(rA(3,2)/ra(1,3))
c
c calcul de la partie duale de phi
c

a = (rA(3,2)*dA(1,3)-dA(3,2)*rA(1,3))/(crAl3+crA32)

Y
5
7
2

&
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C.4

Schéma de calcul des paramétres associés aux angles de Briant duaux Partie 4

Schéma de calcul des paramétres associés aux angles de Briant duaux

Comme pour le schéma précedent, 'implémentation du schéma optimal de calcul des angles

de Briant duaux suppose que la matrice [A.] est orthogonale et qu’elle vérifie deux hypothéses:

O 0O 0 0 00

TA3,3 35 0

rA? +742,# 0

calcul de la partie reelle de theta

crAll = rA(1,1)*%2

crA21 = rA(2,1)%%2

crA = sqrt(crAli+crA21)

beta = -atan(rA(3,1)/crh)

calcul de la partie duale de theta

scrh = crA+crA2l

sqrA = sgrt{scri)

SSTA = scrh**2

crA31 = rA(3,1)*=2

b = -(-rA(3,1)*dA(1,1)*rA(1,1)-TA(3,1)*dA(2,1)*rA(2, 1)+
$ AA(3,1)*crA11+dA(3,1) xcrA21) *sqrA/ssrA/ (1+crA31/scrh)
calcul de la partie reelle de psi

gamma = atan(rA(2,1)/rA(1,1))

calcul de la partie duale de psi

¢ = (~-r&(2,1)*da(1,1)+dA(2,1)*xA(1,1))/(crAll+crA2l)
calcul de la partie reelle de phi

alpha = atan(rA(3,2)/rA(3,3))

calcul de la partie duale de phi

crA33 = rA(3,3)%*2
crA32 = rA(3,2)%*2
£10 = -(rA(3,2)*dA(3,3)-dA(3,2)*rA(3,3))/(crA33+cra32)
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C.5 Application

Revenons sur V'exemple du modéle géométrique inverse du robot ACMA-H&0. Rappelons que
le bras porteur du robot est une chalne cinématique de type PRR et que son poignet est de type

RRR a axes concourants. Les paramétres de Denavit-Hartenberg du robot ACMA-H80 étant:

[ — Paramétres de Denavit-Hartenberg du robot ACMA-HS0 - }

| Elément d'indice i || v [ L 16 [ ds |
1 0 0 0 dy
2 0 0 g 10
‘ 3 0 Ts 610
4 0 Lal 6|0
5 —7j270 (8,10 g
6 | —m/2]0 (6810

comme précédement, en notant g¢; la 1* coordonnée articulaire, nous avons le renommage de

variables sulvant:

L — Paramétres articulaires du robot ACMA-H80 - E
| Elément d’indice i || Type de larticulation Paramétre de D-H  Variable articulaire |
1 P a1 d1
2 R B2 gz
3 R 03 g3
4 R B4 Qa
5 R b5 g5

6 R s gs |

Nous 'avons déja vu, la matrice duale qui décrit la configuration de l'organe terminale peut

gtre calculée 4 partire de ses composantes duales:

e _ g sin{go+qs+astgatae) gy sin{—qo+qgstqutgates} | Ls cos{gotqataen) L3 cos(—qgo+93-+92)
[ 0sj1,1 = - 3 - 2 + b3 - 2 +
Ly cos{getas+aatgal _ Ls COS(~qc+Q4+qa+q:)) e 4 coslgotgstestaatgn) | zos(—qetgstartoatan)
2 2 £ 2 ‘ 2
Ip¢ — Ly sin(~qo+gatgel _ Ly sin{getgatoatga) g1 cos{—qotastqatqatage) _ gy cos{getgs+qa-rgatqz)
L Q*h:z - 9 ) - B) 3 —_—

Ly sin{go+qa+g2} + Ly Si!l(—‘is+Q4+Q3+q:)) £ — sin{gc+gs+9atgatqa) _ sin{—gotystqiteatgs)
2 2 2 2

{Dg*]l s = (Ls sin(:zc,2+q5+qi) + Ly sin(—zlizc-i--":s-kqu + Ly sin(Qqc-ﬁ-qgl + Ly sin(;%-i—qs)) ¢ — sin{gs)
{Dg*]z,l = —sin{gs + g1+ g3 + q2) — £q1 cos(gs + q5 + g3 + q2)
[D§ )z = —cos(gs +qa+ a3+ q2) +£qu sinlgs + g1 + gz + @2)

(D, ]2s = (La cos(gs +qa) + cos(gs) Ls) €

Py
£
<

op,
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C.5. Application Partie 4

s - _Lasin(—gstgatge} Lz sin{—gu+gst+qatgr) L3 sin{gs+g3+qa) 91 cos{go+g5+qatoatga) ,
(Do Jsn = 5 : 3 - > +

g: cos(—go+astgatgataz) Ly sin(qs+tJ4+qa+qz)) €+ sin{—go+gs+gatgatye) _ sin{go-tgstqatgatgs)
2 2 Pl 2

D¢ — L3 cos(go4-g3+az) L4 cos{go+gat93tgz) L4 cos{—qgg+qe+q3dgz) L3 cos{—gqs+q3+qg2}
[Dg.js2 = 2 - 2 - 3 - 2 -

q1 sin{—qo+gs+gstgatqez) , g1 sin{getastqatqa-tar) cos{go+gs+ga-+gatae) |, cos{—g5+gstgatastygn)
2 + 3 &€ 3 + 2

(DS Jss = (La costgotastan)  La cos(~gotastes) | Le coslotas)  Ls cos(;qs«‘rffs)) e — cos(ge)

Le robot ACMA-H80, comme tout mécanisme est une chaine cinématique 4 mouvement forcé.
Les mouvements des éléments qui le composent sont établits relativement a un élément de référence.
Ces mouvements peuvent étre de natures diverses. Les trajectoires suivent donc des loi de différents
types: linéaire, Bang-Bang, polynomiale -en général, dans les problémes d’ordre pratique, de degrés
trois ou cing- ... etc. A titve d’application, on s’interesse & savoire comment varient les six
parametres rééls -decrivants ’espace opérationnel- associés aux angles d’Euler et de Briant duaux.
Ainsi nous proposons d’étudier leurs variations dans le cas ol toutes les trjectoires suivent une loi

Bang-Bang.

C.5.1 Description des trajectoires — Loi Bang-Bang

Dans des problémes de simulation, on est souveut amener & préciser les lois que suivent les
trajectoires. Une trajectoire qui suit une loi Bang-Bang comporte une phase accélérée j'usqu’a
Vinstant £;/2 et une phase décélérée. Dans ces deux phases, le mouvement s’effectue avec des
accélérations constantes telles que les vitesses de départ et d’arrivée soient nulles. Ainsi, le mou-
vement est continu en position et en vitesse et discontinu en accélération [Fig. C.1]. La position

articulaire correspondant & un tel mouvement est donnée par:
t\? ¢
q(t) = 2(¢ —¢*) (t—> +q" sio<t< L
f
2
N 13 t - .t
g(t) = =2(¢/ = ¢) (—) _2—}+— +q¢  sitgt<iy

Ainsi, dans la suite, toutes les trajectoires seront supposées suivre une loi Bang-Bang.

C.5.2 Simulation des configurations de 'effecteur du robhot ACMA-HS80

Cette simulation, sera faite A partir des angles d’Euler et de Briant duaux. On prendra le

centimetre comme unité de mesure des distance et le radian pour la mesure des angles.

&
£
£
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q
(]f : s
q
o t itf
. /2 :
q :
Ziqf. qt'/t ......................... /
// i :
0 t 1,
. /2 :
7 _:
d1g/ - qilf 2 —
q'- 9 /tf2 ‘;
0 N
|
4
/2

Le mouvement est continu en position et en vitessz mais discontinu en accélération. Les accélérations durant ces

deux phases sont égales en valeurs absolues et de signes contraires.

Fig. C.1: Loi Bang-Bang

- Canfigurations articulaires du robat ACMA-HS0 -

|

i Elément d’indice § !i Type de 'articulation  Configuration initiale q}

Configuration finale q{ }

L

L 1 p Ocm 10 cm

; 2 R 0 radian 10 radian
3 R 0 radian 10 radian
4 R 0 radian 10 radian
5 R 0 radian 10 radian
6 [ R 0 radian 10 radian
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10 H v ¥ T 1 T 1 T T -
‘SimulBangBan&dﬁ(—-
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@ 7r B
2
5
=2
g 6 .
o
g
S 5F 4
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8 4r 1
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@
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/
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Axe des temps

Fig. C.2: Simulation numérique de la loi Bang-Bang
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Fig. C.3: Simulation numérique de la précession duale de 'organe terminal du robot ACMA-H80
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Fig. C.4: Simulation numérique de la nutation duale de l'organe terminal du robot ACMA-H80
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Fig. C.5: Simulation numérique de la rotation propre duale de 'organe terminal du robot ACMA-HE0
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Fig. C.6: Simulation numérique du roulis dual de I'organe terminal du robot ACMA-HS80
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Fig. C.7: Simulation numérique du tangage dual de I'organe terminal du robot ACMA-HS80
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Fig. C.8: Simulation numérigue du lacet duale de l'organe terminal du robot ACMA-HS80
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Annexe D

LE ROBOT PUMA 560

D.1 Introduction

Nous présentons dans cet annexe un exemple complet traité par le systéme MEDUSA

MF77 pour la générations des codes associés au modéle dynamique du robot PUMA 560.

D.2 Caractéristiques

Le Puma 560 est un robot & six degrés de liberté de type pivot. Les caractéristiques du robot,

supposées connues dans le cas présent, sont donnés par le tableau suivant:

|| - Parameétres de D.H. associés — ||

Lill ] di | L] 6]

1 0 0 016,
2 M =n/2 0] 06
3 0 Ds | Ly | 65
4 —71’/2 D4 L4 94
5 T('/2 G 0 05
6| —7/2 01 06

Les autres caractéristiques (masses, moments d’inertie, produits d’'inertie, centres d’inertie
des éléments) du robot nécessaires & la description paramétrée seront supposées symboliques.
D.3 Description paramétrée grice au module DATASEIZE

Cette section décrit la saisie de la description paramétrée par le module DATASEIZE du
systéme MEDUSA MF77 :

ENTRER L'IDENTIFICATEUR COMMUN DES FICHIERS: knowledge == Pumab60;

ENTREZ LE NOMBRE N DE D.D.L. DU ROBOT: N == 6;
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Eymp8y) — Eymg.by): —
Gamzbp): — Gsmsls): —=
€3m3.85): —= EeMsibg): --->

Fig. D.1: Le robot PTUMA 560

s e ok e ok S e e s ok sk o Rk sk o R SR KRR ok K s s R KOk Kk sk o ok ke
* SAISIE DE LA NATURE DES ARTICULATIONS x
sk b sk o o sk s kR o K KR oK o K SR 6 o ok e ko ok s Sk R R K

HATURE DE LA le ARTICULATION: JoiNaturel == pivot;

NATURE DE LA 2e ARTICULATION: JeciNature2 == pivot;

NATURE DE LA 3e ARTICULATION: JoiNature3 == pivot,;

57
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D} 3. Description paramétrée grace au module DATASEIZE Partie 4

NATURE DE LA 4e ARTICULATION: JoiNature4 == pivot;

NATURE DE LA 5e ARTICULATION: JoiNatureb == pivot;

NATURE DE LA 6e ARTICULATION: JoiNature6 == pivot;
o sk e ok 3 e o ok Sk R s ok o kRS o oo o ke ok SRR K R K
* SAISIE DES PARAMETRES NON VARIABLES *

* CARACTERISANT LES ELEMENTS DU ROBOT =*
o8 e e o o e e s ook sk ok oo o oo sk ok sk ok ok kel ok s e e ok Rk ok sk ko

ENTREZ LES CARACTERISTIQUES GEUOMETRIQUES

DE LA CHAINE ROBOTIQUE.

PARAMETRE ANGULAIRE CONSTANT DU 1e CORPS: gammal == O,

2d PARAMETRE EUCLIDIEN CONSTANT DU 6e CORPS: d6 == 0;
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REECRITURE ...
REECRITURE ...
REECRITURE ...
REECRITURE ...

H oW o R

REECRITURE ...
REECRITURE ...
REECRITURE ...
REECRITURE ...

HoH o OH O O R R B K K-

Annexe D. LE ROBOT PUMA 560

DEBUT DE LA GENERTION DES CODES EN

MAPLE ET FORTRAN 77

LA BASE DE CONNAISSANCE CONTENANT LE SYSTEME DE REECRITURE EN CODE MAPLE
DU MODELE DYNAMIQUE DU ROBOT EST DANS LE FICHIER: Pumab60.map ...

LES SOURCES DU CODE FORTRAN (OPTIMISE POUR LE CALCUL DU MGDELE DYNAMIQUE
EST DANS LE FICHIER:

Pumab60.for ...

VOULEZ VOUS AVOIR LES EQUATIGNS EXPLICITES DU MODELE

DU ROBOT POUR DYEVENTUELLES TRANSFORMATIONS FORMELLES 7

REPONDEZ PAR (o%n): Reponse == n;

D.4 Base de connaissance en code maple générée par MEDUSA MF77

Cette base de connaissance est sous forme d'un code reconnaissable par le systéme Maple,

fermée de 1égles représentant les références objectives des objets nécessaires & la définition d'un

schéma itératif pour le calcul du modéle dynamique du robot Puma 560.

#

#

#

#

# The rewrite rule :
#

STE1 := sin{qf1])
#

# The rewrite rule :
#

CTE1 := cos{ql1])
#

# The rewrite rule :
#

STE2 := sin(q(2])

T aam 1
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D.4. Base de connaissance en code maple générée par MEDUSA MF77

#

# The rewrite rule :
#

CTE2 := cos(gq{2])

#

# The rewrite rule :
#

STE3 := sin(q[3})
#

# The rewrite rule :
#

CTE3 := cos(ql3D)

#

# The revwrite rule :
#

STE4 := sin{(q(41)

#

# The rewrite rule :
#

CTE4 := cos(ql4])
#

# The rewrite rule :
#

STES := sin{(q[5])

#

# The rewrite rule :
#

CTE5 := cos{q[5])
i

# The rewrite rule :
#

STE6 := sin(ql61)
#

# The revwrite rule :
#

CTE6 := cos(ql6])

#

# The rewrite rule :
#

L113 := STE3xD3

#

# The rewrite rule :
#

L123 := -CTE3%*D3

#

# The rewrite rule :
#

L133 := 0 ;

#

# The rewrite rule :
#

L213 := CTE3«D3

3

R_4

R_5

R_6

R_7

R_9

R_10

R_12

R_13

R_15

R_16

Partie 4
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#

# The rewrite rule :

#
L223 :=  STE3%D3
¥

H

# The rewrite rule :

#
L233 := -1.,%L3
#

# The rewrite rule :

#
L323 :=  L3%CTE3
#

H

# The rewrite rule :

#
L333 := 0 ;
#

# The rewrite rule :

#
Lii4 :=  STE4xD4
#

# The rewrite rule :

#
Li24 := -CTE4*D4
#

# The rewrite rule :

#
L134 = 0
#

# The rewrite rule :

#
L214 :=  L4xSTE4
#

# The rewrite rule :

#
L224 := -L4xCTE4S
#

# The rewrite ruls :

#
L234 := 0
#

# The rewrite rule :

#
L324 :=  STE4xD4
#

# The rewrite rule :

#
L334 := -1.xL4 ;
#

# The rewrite rule :

#
oml := array(i

248 |

R_17

R_18

R_19

R_20

R_21

R_22

R_23

R.24

R_25

R_26

R_27

R_28

R_29

. 3,[(1)=0,(2)=0,(3)=Dql11])

H

Annexe D. LE ROBOT PUMA 560
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#

# The rewrite rule : R_30

#

om2 := array(l .. 3,[{(1)=-1 *5TE2*om1[3], (2)=CTE2%om1[3], (3)=Dql2]1]) ;

#

# The rewrite rule : R_31

#

om3 := array(l .. 3,[(1)=CTE3#om2[1]-1.*STE3*om2{2], (2)=STE3*om2[1]+CTE3*om?2 [
21,(3)=om2[33+Dq[3]1]) ;

#

# The rewrite rule : R_32

#

om4 := array(l .. 3,[(1)=CTE4%om3[1]-1.#3TE4*om3{3], (2)=STE4*om3[1]+CTE4*om3[
3],(3)=-1.+om3[2]+Dq[4]]) ;

#

# The rewrite rule : R_33

#

omb := array(l .. 3,[(1)=CTES*om4[1]+STES*om4[3], (2)=5TES*om4 [1]~1.*CTEG*om4 [
3], (3)=on4[2]+Dql511)

#

# The rewrite rule : R_34

#

om6 := array(i .. 3,[(1)=CTE6*om5{1]-1.*STE6*om5[3], (2)=STE6*om5 [1]1+CTE6*om5 [
3], (3)=-1.*om5{2]+Dql611) ;

#

# The rewrite rule : R_35

#

vlil:= array(i .. 3,[(1)=0,(2)=0,(3)=01) ;

#

# The rewrite rule : R_36

#

vi2:= array(1 .. 3,[(1)=0,(2)=0,(3)=01) ;

#

# The rewrite rule : R_37

#

v13:= array(l .. 3,[(1)=L113*om2{11+L213*om2[2]+L313*0om2{3], (2)=L123*om2[1]+
L223*om2{2] +L323%om2[3], (3)=L233+om2[21]) ;

#

# The rewrite rule : R_38

#

vl4:= array(l .. 3,[(1)=L114*om3[1]+L214%on3[2]+L314%0om3 [3] +CTE4*v13[1]-1.*

STE4*v13[3], (2)=L124*0om3 1] +L224*om3 [2] +L324*om3 3] +STE4*v13[1]+CTE4%v13[3], (3)
=L334*om3{3]1-1.%v13(2]1]) ;

#

# The rewrite rule : R_39

#

v15:= array(l .. 3,[(1)=CTE5*v14[1]+STES*v14[3], (2)=STE5+v14[1]-1.+CTES5*v14[
31,(3)=v14[21]) ;

#

# The rewrite rule : R_40

#

vlig:= array(1 .. 3,[(1)=CTE6xv15[1]-1.%STE6*v15[3], (2)=STE6%v15{1]+CTE6*v15[
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Partie 4 Annexe D. LE ROBOT PUMA 560

3],(3)=-1.%v15[201) ;

: The rewrite rule : R_41

§om1 :=  array(l .. 3,[(1)=0,(2)=0,(3)=DDq[111) ;

Z The rewrite rule : R_42

gom2 ;= array(l .. 3,[(1)=Dq[2]*CTE2*om1[3]-1.#STE2*Dom1{3], (2)=Dq[2] *STE2+*
omi[3]+CTE24Dom1{3],(3)=DDq{211) ;

: The rewrite rule : R_43

§0m3 ;= array(l .. 3,[(1)=Dql31*STE3*om2[1]1+Dg[3]1*CTE3*om2[2]+CTE3*Dom2[1]-1.

*STE3*Dom2[2], (2)=-1.%Dq[3] *CTE3*om2[ 1] +Dq[3] *STE3*om2 [ 2] +STE3*Dom?2 [1] +CTE3*
Dom2[2], (3)=Dom2[3]+DDq{331) ;

#

# The rewrite rule : R_44

#

Dom4 := array{i .. 3,E{(1)=Dq[4]1*STE4*om3({1]+Dq[4]*xCTE4*om3[3]+CTE4*Dom3[1]-1.

*STE4*Dom3[3], (2)=-1.*Dq[4]*CTE4*om3[1] +Dq[4] *STE4*om3 {31 +STE4*Dore3 [1]+CTE4*
Dom3{3],(3)=-1.%Dom3[{2]+DDq{41]) ;

#

# The rewrite rule : R_45

#

Dom5 := array(l .. 3,[(1)=Dq[5]*STES*om4[1]-1.+Dq[5]*CTES%0om4 (3] +CTES*Dom4 [1]

+STES*Dom4 3], (2)=-1.%Dq[5] *CTES*om4 [1] -1 .#Dq [5] *STES*om4 [3] +STES*Dom4 [1]-1. %
CTES*Dom4 {37, (3)=Dom4 [2]+DDg[511) ;

#

# The rewrite rule : R_46

#

Dom6 := array(1l .. 3,[(21)=Dq[6]*STE6*xom5[1]+Dq[6]*CTEG*om5[3]+CTES*Dom5[1]-1.

*STE6*Dom5 (3], (2)=-1.*Dq (6] *CTE6*omS5 [ 1] +Dq[6] *STE6*om5 [3]+STE6+Demb [1] +CTE6*
Dom5[31, (3)=-1.%Dom5[2)+DDq{6]1)

z The rewrite rule : R_47

31 ;= array(l .. 3,[(1)=0,{2)=0, (3)=gravity]) ;

i The rewrite rule : R_48

32 :=  array(i .. 3,[(1)=-1.%5TE2+W1[3],(2)=CTE2*W1[3],(3)=0])

i The rewrite rule : R_49

is :=  array(l .. 3,[(1)=CTE3+«W2[1]-1.*STE3«W2[21+L113*Dom2[1]+L213*Dom2[2]+

L.313*Dom2[3]1+Dq[3]%xL123*om2 [1]+Dq[3] *L223%0om2 [2] +Dg (3] *L323%xom2[3] , (2)=STE3*W2[
11+CTE3*W2[2]+L123*Dom2[ 1] +L223*Dom2 [2]+1.323*Dom2[3] -Dq [3] #L113*om2[1] -Dq[3] *
L213*om2[2]-Dql3]#L313*om2[3], (3)=L233xDom2(2]1]1) ;

#

# The rewrite rule : R_ED
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D.4. Base de connaissance en code maple générée par MEDUSA MF77 Partie 4

W4 = array(l .. 3,[{1)=CTE4*W3[1]-1.*STE4*W3{3]+L114*Dom3[1]+L214*Dom3[2]+
L314*Dom3[31+Dq[4]#L124*om3 [1] +Dq (4] *L224%om3 [2]+Dq[4]*¥L324%om3[3] +Dq[4] *STE4*
v13[1]+Dq[4]*CTE4*v13[3], (2)=STE4*W3[1] +CTE4*W3 [3]+L124*Dom3 [1]+L224*Dom3 [2] +
L324*Dom3[3]}-1.#Dgl4]1+*L114*om3[{1]-1.+Dq[4]*L214*om3{2]-1.*Dq[4]#L314%om3{3]-1.*
Dq[4]#CTE4%v13[1]1+Dq[4]*STE4*v13[3], (3)=-1.*W3[2]+L334*Dom3[3]]) ;

#

# The rewrite rule : R_51
#
W5 := array(1l .. 3,[(1)=CTES*W4[1]+STES=W4[3]+Dq[5]*STE54v14[1]-1.%Dq[5]*CTES

*v14([3], (2)=STES*W4[1]-1.%CTE5+W4[3]-1.+Dq[5]*CTES*v14[1]-1.%Dq[5]1*STES*v14[3],
(3)=wal21]) ;

#

# The rewrite rule : R_52

#

W6 := array(1 .. 3,[(1)=CTES*W5[1]-1.*STE6+W5[3]+Dq[6]*STEG*v15[1]+Dq[6]*CTES
*v15[3], (2)=STE6*W5[1]+CTE6+W5[3] -1.*Dq[6]*CTE6+v15[11+Dq[68]*STES*v15[3],(3)=-1
W5 [217) ;

#

# The rewrite rule : R_53

#

VOGl := array(l .. 3,[(1)=-om1[3}*ros1[2],(2)=om1[3]*r0os1[1],(3)=01) ;

#

# The rewrite rule : R_54

#

Fei := array(l .. 3,[(1)=-m1l*(Domi[3]*ros1[2]+om1[3]*V0G1[2]),(2)=ml*(Doml[3]
*ros1[1]+om1 {3]1*V0G1[1]),(3)=mixW1[3]11) ;

#

# The rewrite rule : R_55

#

VOG2 := array(l .. 3,[(1)=om2{2]*ros2[3]-om2[3]*ros2[2], (2)=om2[3]*ros2[1]-
om2[1]*ros2[3], (3)=om2{1]*ros2[2] -om2[2] *ros2[11]) ;

#

# The rewrite rule : R_56

#

Fe2 := array(i .. 3,[(1)=-m2%(-W2[1]-Dom2[2]*ros2[3]+Dom2[3] *ros2[2]-om2[2] *

V0G2 [3] +om2[3]1%v0G2{2]), (2)=m2* (W2[2] +Dom2[3]) *ros2[1] -Dom2[1] *r0s2[3] +om2[3] *
V0G2{1]-0om2[1]1%V0G2[3]1), (3)=m2* (Dom2[1} #ros2[2] -Dom2 [2] *ros2 [1]}+om2 {1]*V0G2[2] -

om2[2]*V0G2[1]1) 1) )

#

# The rewrite rule : R_57

#

VOG3 := array(i .. 3,[(1)=v13[1]+om3[2]*ros3[3]-om3[3]*ros3[2], (R)=v13{2]+om3

[31*ros3[1]-om3[1]*ros3[3], (3)=v13[3]+om3{1]*ros3[2] -om3[2] *xros3[11]) ;
#

# The rewrite rule : R_58
#
Fe3 := array(l .. 3,[(1)=-m3*(-W3[1]-Dom3[2]*ros3{3]+Dom3[3]*ros3[2]-om3[2]*

V0G3[3]+om3[3]1%V0G3[2]), (2)=m3% (W3 [2] +Dom3[3]*ros3{1] -Dom3{1] *ros3 [3]+om3[3]*
VOG3[1]-0om3{11*V0G3[3]),(3)=-m3*(-W3[3]-Dom3[1]*ros3[2] +Dom3 [2] *ros3[1] -om3[1]*
voG3[2]+om3[2]%V0G3[1]01)

#

# The rewrite rule : R_59
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Partie 4 Annexe D. LE ROBOT PUMA 360

#

V0G4 := array(l .. 3,[(1)=v14[1])+omd[2]*ros4[3]-om4[3]*rosa[2], (2)=vi4[2]+om4
{(3]*ros4[1]-om4 [1]*ros4[3], (3)=v14[3]+omd (1]*ros4{2] -om4[2]*ros4[1]1]1) ;

#

# The rewrite rule : R_60
#
Fe4 := array(l .. 3,[(1)=m4»(W4[1]+Dom4[2]*ros4[3]-Dom4 [3]*ros4[2]+om4[2] *

V0G4 [3]-om4[31*VDG4[2]), (2) =m4x* (W4 [2]+Dom4 [3] *ros4 [1] -Doma [1]1*ros4[3] +oméd [3] *
V0G4{1]-om4 [1]*V0G4[3]), (3)=ma% (W4 [3]+Dom4[1] *ros4 (21 -Domd [2] *ros4[1] +oma [1]*
V0G4 [2] -om4 [2]1+V0G4[1]1)1) ;

#

# The rewrite rule : R_61

#

VOGS := array(l .. 3,{(1)=v15[1]+omB{2]*ros5{3]-omb [31*ros5[2], (2)=v15{2] +om5

(3]*ros5[1])-om5f1]*ros5[3]1, (3)=v15[3]}+omb[1])*rosBb[2] -om5 (2] #Tros5{1]1])
#

# The rewrite rule : R_62
#*
Fe5 := array(l .. 3,[(1)=m5*(Ws{1]+Dom5[2]*ros5{3]-Doms[3]*ros5{2]+om5(2]*

VOG5{3]-om5[314V0G5L2]), (2)=-m5% (-W5{2] -Domb[3]*ros5[1] +DomE {1] *rosb {31 -om5[3] *
V0G5{1]+om5[1]*V0G5[3]), (3)=m5+ (W5 [3] +Domb[1] *ros5[2] -Domb{2] *ros5{1]+om5[1] *
VOGS5[2] -om5[2]*VOG5[1131)

#

# The rewrite rule : R_63

#

V0G6 := array(l .. 3,[(1)=v16[1]+om6[2]*ros6[3] -om6[3]*ros6{2], (2)=v1i6[2]+omb

(3I*ros6[1]-om6{13*ros6[3], (3)=vi6[3]+om6{1]*ros6 (2] ~om6[2]*ros6(1]]) ;
#

# The rewrite rule : R_64
#
Fe6 := array(1l .. 3,[(1)=m6*(W6[1}+Dom6[2]*ros6[3]-Dom6 [3]*ros6[2]+om6[2]*

V0G6[3]-om6 [3]1*V0GE[2] ), (2)=m6x (W6 [2]+Domb [3] *ros6{1] -Dom6 1] *ros6[3] +om6[3] *
VOGE[1]-om6[1]%VOG6 3] ), (3)=-m6* (-WE[3]) -Dom6{1]}*ros6[2] +Dom6 [2] *ros6 1] -om6[1] *
V0G6[21+om6[2]*V0G6[11)1)

#

# The rewrite rule : R_65

#

I0M1 =  array{l .. 3,[(1)=-Ixz[1l*om1[3], (D)=-Iyz[1l*om1{3],(3)=Izz{1]*om1[3]
no

#

# The rewrite rule : R_66

#

Net := array(l .. 3,[{(1)=-Ixz{1]1*Domi[3]-om1[3]*I0M1{2]+ros1{2]*Fel1(3]-10s1{3
IxFe1{2],(2)=-Iyz[11#Domi [3]+omi [3]*I0M1[1]+ros1[3]*Fel[1] -rosi[1]*Fel[3], (3)=
Izz[{1]*Dom1[3]+rosi[1]+Fel[2] -ros1[2]1xFel[1]]) ;

#

# The rewrite rule : R_67

#

I0M2 := array(1l .. 3,[{1)=Ixx[2]#*om2[1]-Ixy[2]*om2[2]-Ixz{2]*om2(3],(2)=-Ixy[

21xom2 [1]1+Iyy[2] *om2[2] -Iyz[2]*om2 [3], (3)=-Ixz[2]*om2[1]-Iyz[2]*om2[2]+Iz=[2] *
om2(311)
#
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# The rewrite rule : R_68
#
Ne2 := array(1 .. 3, [(1)=Ixx[2}*Dom2[1]-Ixy[2]*Dom2(2]-Ixz[2]*Dom2{3]+om2[2]*

I0M2[3]-om2 {31 #I0M2 (2] +ros2[2]*Fe2 (3] -ros2[3]#Fe2(2], (2)=-Ixy (2] *Dom2 {1} +Iyy{2]
*Dom2[2] -Tyz{2]*Dom2[3]+om2 [31*I0M2{1] -om2[ 11 *I0M2[3] +ros2[3]1*Fe2[1]-ros2[1]*
Fe2{3], (3)=-Ixz[2)*Dom2[1]-Iyz[2]*Dom2[2]+I12z[2] *Dom2[3] +om2[1]1*10M2[2] -om2[2] *
ioM2[1]+ros2{1]1*Fe2[2] -Tros2[2]*Fe2[1]1]) ;

#

# The rewrite rule : R_69

#

I0M3 := array(1l .. 3,[{1)=Txx[3]*om3[1}-Ixy[3]*om3{2]-Ixz[3]%om3[3],(2)=-Ixy{

3}*om3[1]+1yy[3]*om3[2]-Iyz[3]*om3[3], (3)=-Ixz[3]*om3[1]-Iyz[31*om3[2]+Izz[3]*
om3[311) ;

#

# The rewrite rule : R_7C

#

Ned := array(l .. 3,[(1)=Ixx[3]*Dom3[1]-Ixy[3]#Dom3[2]-Ix=[3]*Dom3[3]+om3[2]*

I0M3[3]-om3[31*IDM3[2] +ros3[2]*Fe3[3]-ros3[3]*Fe3[2], (2)=-Ixy[3}*Dor3[1]+Iyy (3]
*Dom3{2] -Iyz[3]1*Dom3[3]+om3[3]*I0M3{1] -om3[1]*I0M3[3]+ros3{3]1*+Fe3[1]-ros3[1]*
Fe3[3], (3)=-Ixz[3)*Dom3[1]-Iyz{3]*Dom3[2]+Izz[3]*Dom3 [3]+om3 [1]*I0M3[2] -om3[2] *
I0M3[{1]+ros3[1]*Fe3[2] -ros3[2)*Fe3[1]]) ;

#

# The rewrite rule : R_71

#

I0M4 := array(l .. 3,[(1)=Ixx[4])*omd[1]-Ixy[4]+omé[2])-Ixz{4]*om4[3],(2)=-Ixy[
4)*oma [1]1+Iyy[4] *oma [2] -Iy=z[4]*om4 [3], (3)=-Ixz[4] *omd[1] -Iyz[4] *oma [2] +1zz[4]*
om4{31]) ;

#

# The rewrite rule : R_72

#

Ned4 := array{l .. 3,[(1)=Ixx[4]1*Dom4[1]-Ixy[4]*Dom4[2]-Ixz[4]+Dom4[3]+om4[2]*

10M4 (3] -oma[3]*I0M4[2} +ros4[2] *Fed [3] -ros4 [31xFe4[2], (2)=-Ixy[4] *Doma [1] +Iyy[4]
*Dom4 [2] -Iyz[4] *Dom4 [3] +om4 [3]*I0M4[1) -om4 [1] *I0M4[3] +ros4[3]*Fe4[1]-ros4a[1]*
Fe4[3], (3)=-Ixz[4]*Dom4[1]-Iyz[4]*Dom4 [2]}+Izz[4]*Dom4 [3] +toma [1]*I0M4[2] -om4 [2] *
I0M4[1]+ros4[1]*Fed 2] -ros4[2]*Fe4[1]])

#

# The rewrite rule : R_73

#

I0M5 :=  array(1l .. 3,[(1)=Ixx[5]*omb5[1]-Ixy[5]*omb[2]-Ixz[5]*om5{3], (2)=-Ixy[

51xomb[1]1+Iyy 5] *om5[2] -Iyz[6)*om5[3], (3)=-Ixz[5]*om5 (1] -Iyz[5]*omb[2]+Izz[5] *
om5[3]]) ;

#

# The rewrite rule : R_74

#

Ne5 := array(i .. 3,[(1)=Ixx[5]*Dom5[1]-Ixy[5]*Dom5[2]-Ixz[5]*Dom5(3]+omb[2]*

I0M5{3] -om5[31*I0M5 (2] +ros5[2] #Feb [3] -ros5[3] *Fe5(2], (2)=-Ixy [5]*Dom&[1]+Iyy (5]
*Dom5 [2] -Iyz (5] ¥Dom5 [3] +om5 [3] *I0M5 (1] -om5 (1] *IOM5[3] +ros5[3]*#Feb[1] -ros5[1]*
Fe5[3],(3)=-Ixz[5]*Dom5[1]-Iyz[5]*Domb[2]+Izz[5]*Domb[3]+om5 [1]*I0M5[2] -om5 [2] *
I0M5{1]+ros5[1]#Fe5[2] -ros5[2]*Feb5[1]11)

#

# The rewrite rule : R_75

#
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Partie 4 Annexe D. LE ROBOT PUMA 560

I0M6 := array(l .. 3,[(1)=Ixx{6]*om6[1]-Ixy[6]*om6[2]-Ix=z[6]*om6[3], (2)=-Ixy[
61 *om6[1]+Iyy[6]*om6[2]-1yz[6]*om6[3], (3)=-Ixz[6]*om6[1]-Iyz[6]*om6[2]+Izz[6]*
om6131]) }

#

# The rewrite rule : R_76

#

Ne6 := array(l .. 3,[(1)=Ixx[8]*Dom6[1]-Txy[6]*Dom6[2]-Ixz[6]*Domb[3]+omb[2]*

I0M6[3] -om6 3] +I0ME [2]) +ros6 2] *Fe6[3] -ros6[3]*Feb[2], (2)=-Ixy{6]*Dom6[1]+Iyy (6]
*Dom6 2] -1yz [6]*Domb [3] +om6 [31*I0OM6 (1] -om6 [ 1] *I0M6 [3] +ros6 [3]*Fe6[1]-ros6 1]+
Fes5[3], (3)=-Ixz[6]*Dom6{1]-Iyz{6]*Dom6[21+1z=[6]*Dom6 [3] +om6 [1]*IOM6 [2] -om6 [2] %
10M6[1]+ros6[1]*Fes[2]-Tos6[21*%Feb6[11])

z The rewrite rule : R_77

zas :=  array(l .. 3,[(1)=Fe6[1],(2)=Fe6[2],(3)=Fe6[311) ;

: The rewrite rule : R_78

zaS :=  arrayfl .. 3,[(1)=CTE6*faB[1]+STE6+xfas8{2]+Feb[1], (2)=-1.%fa6{3]+Feb[2]
,(3)=-1.xSTE6*fas [1]+CTE6*fab [21+Fe5(3]])

i The rewrite rule : R_79

?aé :=  array(1l .. 3,[(1)=CTE5*fa5[1]+STES=fa5[2]+Fe4 (1], (2)=fa5[3]+Fe4[2],(3)
=8TES*fa5[1]-1.*CTES*fa5[2] +Fe4[31])

i The rewrite rule : R_80

:a3 :=  array(l .. 3,[(1)=CTE4xfas{1]+8TE4xf24[2]+Fe3[1],(2)=-1.xfad[3]+Fe3[2]
, (3)=-1.%STE4*fa4 [1]+CTE4*fa4 [2]+Fe3([3]]) ;

z The rewrite rule : R_81

:a2 := array{l .. 3,[(1)=CTE3#£a3[1]+STE3xfa3[2]+Fe2{1], (2)=-1.%STE3*fa3[1]+
CTE3*fa3[2]+Fe2[2], (3)=fa3[31+Fe2(3]1]) ;

i The rewrite rule : R_82

?al :=  array{(l .. 3,[(1)=CTE2#fa2[1]1+STE2*fa2{2]+Fel1[1], (2)=-1.4£fa2({3]+Fell2]
,(3y=-1.#STE2%fa2[1]+CTE2*£fa2[2]+Fel [3]1])

z The rewrite rule : R_83

:aS i=  array(i .. 3,[(1)=Ne6[1],(2)=Ne6[2],(3)=Ne6(3]]1) ;

i The rewrite rule : R_84

§FR5 :=  array(l .. 3,0(1)=na6[1], (2)=na6(2],(3)=na6311) ;

z The rewrite rule : R_85

#

nab := array(l .. 3,[(1)=Ne5[1)+CTE6*NFRS[11+STE6+NFR5[2], (2)=Ne5[2]-1.*NFR5[

[
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3], (3)=Neb5[3]-1.+STE6*NFR5[1]+CTES*NFR5[2]11)

3 The rewrite rule : R_86

§FR4 :=  array(1l .. 3,[(D)=na5[1], (2)=na5[2], (3)=naS[313) ;

: The rewrite rule : R_87

:a4 :=  array(l .. 3,[(1)=Ned4[1]+CTEE+NFR4 [1])+STES+NFR4[2],(2)=Ne4[2]+NFR4[3],
(3)=Ne4[3]1+STES*NFR4[1]-1.*CTES*NFR4[2]1) ;

z The rewrite rule : R_88

gFRB t=  array(i .. 3,[(1)=na4[1]+L114*fad{1]+L214*fa4[2]+L314%£a4[3], (2)=na4[

2]+L124xfa4 [1]+L224*fa4 (2] +L324*fa4[3], (3)=nads[3]+L334*£a4[3]1]) ;
#

# The rewrite rule : R_89

iaB :=  array(l .. 3,[(1)=Ne3[1])+CTE4+NFR3[1]+STE4*NFR3[2], (2)=Ne3[2]-1.*NFR3[
31, (3)=Ne3[3]-1.*STE4*NFR3[1]+CTE4*NFR3[2]1) ;

: The rewrite rule : R_90

gFRQ := array(l .. 3,[(1)=na3[1]1+L113+fa3[1]+L213%xfa3[2]+L313*fa3[3], (2)=na3{

2]+L123*£a3[11+1.223x£a3 (2] +L323*£a3[3], (3)=na3[3]1+L233*fa3[2]]) ;
#

# The rewrite rule : R_91

#

na2 := array(1l .. 3,[{1)=Ne2[1]+CTE3*NFR2[1]+STE3*NFR2[2], (2)=Ne2[2]-1.*STE3*
NFR2[1]+CTE3*NFR2{2] , (3)=Ne2[3]+NFR2[3]1]) ;

#

# The rewrite rule : R_92

#

NFRY1 := array(1 .. 3,[(1)=na2[1],(2)=na2[2],(3)=na2(3]]) ;
#

# The rewrite rule : R_93

#

nal := array(l .. 3,[{1)=Neil[1]+CTE2+«NFR1[1]+STE2%NFR1{2], (2)=Ne1[2]-1.*NFR1[
3],(3)=Ne1[3]-1.*STE2*NFR1[1]+CTE2*NFR1[2]]) ;

#

# The rewrite rule : R_94

#

Qgl := nmnaif3s] ;

#

# The revwrite rule : R_95

#

Qg2 := na2(3] ;

#

# The rewrite rule : R_96

#

Qg3 := na3(3] ;
#
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# The reurite rule : R_S7
#

Qg4 = nasl3] ;

#

# The rewrite rule : R_98
#

Qg5 := nab[3] ;

#

# The rewrite rule : R_99
#

Qg6 := na6(3] ;

D.5 Code Fortran généré par MEDUSA MF77

Dans cette section, nous présentons le code en ligne dans le langage Fortran généré automa-

tiquement par le systéme MEDUSA MF77. 11 présente un schéma de calcul, du modéle dynamique

itératif, optimisé en nombre d’opérations élémentaires d’addition et de mulziplication et en nombre

d’évaluations des fouctions trigonométrigues cos et sin.

c
c  ===== mmmmm———a e mmmae—o
c -- The Fortran file Pumab60.f automaticlly generated by
c MEDUSA MFT7 (version 1.0).
c -~ Ali HAMLILI, CERMA-ENPC, Paris, France.
c E-mail: ha@thalie.enpc.fr,
c Tel: (1) 43 04 40 983,
c Fax: (1) 43 04 63 64.
c
¢ ====sm======x === R = ==
c

subroutine Pumab560( q, Dg, DDg, Qg)

implicite double precision (a-z)

c
c -- This subroutine computes the generalized forces and torques
fo needed at the joints in order to balance the reaction forces
C and moments acting on the links.
c
c -~ The effect of gravity loading on the links is included simply
o by setting the linear fundamental acceleration W= Gravity,
¢ where "Gravity" is the gravity vector.
c
c
c
c Auxiliary variables
€ mmemmemmmmm—mmmmm o
c
c Type of variables

double precision NFR4(3), IOM2(3), NFR2(3), VOG2(3), IOM3(3), NF
$ R3(3), VOG3(3), VOG4(3), I0M4(3), CTE1l, STE1, CTE2, STE2, CTE3,

{25Ea
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$ STE3, CTE4, STE4, CTE5, STE5, IOM5(3), NFR5(3), VOG5(3), IOM6(3)
$ , NFR6(3), V0G8(3), CTE6, STE6
c Common declarations

common/Vaux/ IOM2, CTE1, STE1, CTE2, STE2, NFR2, V0G2, IOM3, CTE3,
$ STE3, NFR3, VOG3, IOM4, CTE4, STE4, NFR4, V0G4, IOM5, CTES, STE
$ &, NFR5, VOG5, IOM6, CTE6, STE6, NFR6, V0G6

c
c
c Dynamic model variables
€ e e
c
c Type of variables
double precision q{6), Dq(8), Dbq(6), Qg(6), Ixx(6), Iyy(6), Izz
$ (8), Ixy(6), Ixz(6), Iyz(6), gravity
double precision om1(3), Dom1(3), v11(3), Wi(3), Fel(3), Nel(3),
$ fal(3), nal(3), resi(3), ml
double precision om2(3), Dom2(3), v12(3), W2(3), Fe2(3), Ne2(3),
$ £a2(3), na2(3), ros2(3), m2
double precision om3(3), Dom3(3), v13(3), W3(3), Fe3(3), Ne3(3),
$ £fa3(3), na3(3), ros3(3), m3
double precision om4(3), Dom4(3), v14(3), W4(3), Fe4d(3), Ned(3),
$ fad4(3), na4(3), ros4(l3), m4
double precision om5(3), Dom5(3), v15(3), W5(3), Fe5(3), Neb5(3),
$ £a5(3), na5(3), ros5(3), mb
double precision om6(3), Dom6(3), v16(3), W6(3), Fe6(3), Neb(3),
$ £fa6(3), na6(3), ros6(3), mb
double precision L3,D3,L4,D4
c
c
¢
c
c Common declarations
c
common/Vgen/ q, Dg, DDg, Qg
c
c
common/Vemg/ rosl, ml, Ixy, m4, m5, Iyy, Ixx, m6, ros2, ros3, Izz,
$ gravity, m3, Ixz, Iyz, ros4, roshb, ros§, m2
c
c
common/Vmec/ omi, Doml, vll, Wi, Fel, Nel, fal, nal
$ , om2, Dom2, v12, W2, Fe2, Ne2, fa2, na2
$ , om3, Dom3, v13, W3, Fe3, Ne3, fa3, na3
$ , om4, Dom4, v14, W4, Fed, Ned4, fa4, nad
$ , om5, Domb, vlh, W5, Fe5, Ne5, fab, nab
$ , om6, Dom6, v16, W6, Fe6, Ne6, fab, naé
c
c

common/Vscal/L3,D3,0L4,D4

(3%
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C

-- Where q:
Dq:

DDq:

Qg:

Tos_i:

om_1i:
vi_i:
Dom_1i:

Fe_i:
Ne_i:

fa_i:
na_i:

Ixx,Iyy,Izz:
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6 dimensional vector
6 dimensional vector
6 dimensicnal vector
6 dimensional vector
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of generalised positions,

of gemeralised velocities,

of generalised accelerations,

of generalised forces and torques,

three dimensicnal vector position of the center of mass
relative to the origine 0_i of frame i attached to

i_th link,

angular velocity of link i,

linear velocity of link i in the origine O_1i,

angular acceleration of link i,

W_i: the linear acceleration of link i in

the origine O_i augmented by m_ix*Gravity_i,

where m_i is the mass of the i_th body and

Gravity_i is the Gravity vector expressed in the i_th frame,
the total external force exrted on link i,

the total external moment exerted on link i in

erigine 0_i,

the force exrted on link i by limk i-1,
the moment exerted on link i by link i-1 evaluated
in the origine O_1i,
the 6 dimensional vectors of the link mass
menents about the centers of mass,
Ixy,Ixz,Iyz: the 6 dimensional vectors of the link mass
products about the origins of frames attached to links,
g: the local gravitational parameter.

STEL = dsin{q(1))
CTE1 = dcos{q(1))
STE2 = dsin(q(2))
CTE2 = dcos{q(2))
STE3 = dsin{q(3))
CTE3 = dcos{q(3))
STE4 = dsin{q(4))
CTE4 = dcos{(q{4))
STE5 = dsin(q(5))
CTES = dcos(q(5))
STE6 = dsin(gq(6))
CTE6 = dcos{q(6))
1113 = STE3%D3

1123 = -CTE24D3

L213 = -L123
L223 = L113
L233 = -L3

L313 = -L3=*3TE3
L323 = L3=CTE3
L333 is equal to zero

L114 = STE4+D4
L124 = -CTE4xD4
L214 = L4%STE4

g
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L224 = -L4*CTE4
c L234 is equal to zero

L314
L324
L334

CTE4*D4
STE4*D4
~L4

-~ Now the program computes angular velocities.

* 1st coordinate
om1(1l) is equal to zero

* 2nd coordinate
oml(2) is equal to zero

O 00 0000000000

* 3rd coordinate
om1(3) = Dq(1)

<
c  mmmemmeen The 2nd link ---------
c
c * 1st coordinate
om2(1) = -3TE2*oml1(3)
c * 2nd coordinate
om2(2) = CTE2*omi(3)
c * 3rd coordinate
om2(3) = Dg(2)
C
c mmmmeeee- The 3rd link ---------
c
c * 1st coordinate
om3(1) = CTE3*om2{1)-STE3*om2(2)
c #* 2nd coordinate
om3(2) = STE3*om2(1)+CTE3*om2(2)
[of * 3rd ccordinate
om3(3) = om2(3)+Dq(3)
c
c  emmmmeeee The 4th link ---------
c
C * 1st coordinate
om4(1) = CTE4*om3(1)~-STE4*om3(3)
c * 2nd coordinate
om4(2) = STE4*om3(1)+CTE4*om3(3)
c * 3rd coordinate
om4(3) = -om3(2)+Dq(4)
c
c  mmmmmemee The 5th link ---------
c
c * 1st coordinate
om5(1) = CTE5*om4(1)+STES*om4(3)
P %9
5
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Partie 4
c * 2nd coordinate

om5(2) = STES*om4 (1) -CTES*om4(3)
c * 3rd coordinate

omb{3) = om4{(2)+Dq(5)
c
c e The 6th link ------=-~
c
c * 1st coordinate

omb(1) = CTE6*om5(1)-STEG*om5(3)
c % 2nd coordinate

O 0O 0 0 6 0 0 00600 0660060 00a0000O000O000O0O0:0

60

om5(2) = STEG*om5(1)+CTEE*om5{3)
* 3rd coordinate
om6(3) = -om5(2)+Dq(6)

-~ Now the program computes linear velocities.

* 1st coordinate

v11(1) is equal to zero

* 2nd coordinate

v11{2) is equal to zero

* 3rd coordinate

v11(3) is equal to zero

* 1st coordinate

v12(1) is equal to zero

* 2nd coordinate

v12(2) is equal to zero

# 3rd coordinate

v12(3) is equal to zero

* 1st coordinate

v13(1) = Li13%om2(1)+L213*om2(2)+L313*cm2(3)
* 2nd coordinate

v13(2) = L123*om2(1)+L223%om2(2)+L323*0om2(3)
* 3rd coordinate

v13(3) = L233%xom2(2)

Annexe D. LE ROBOT PUMA 560

ein,
N

oy vy

BRI ED halnbks



a0 00

a0 0 0

a o0 6 0 00 000600

a0

O 0

g
&
3
&
CPETRRTN ETOHATSLTS

. Code Fortran généré par MEDUSA MF77 Partie 4

* 1st coordinate
v14(1) = L114*om3(1)+L214%om3(2)+L314%0om3(3)+CTE4*v13(1)-STE4*v13(
$ 3

* 2nd coordinate
v14(2) = Li124*om3(1)+L224%om3{2)+L324*%om3{(3)+STE4*v13{1)+CTE4*v13(
$ 3)

* 3rd coordinate
v14(3) = L334*%om3(3)-v13(2)

* 1st coordinate

v15(1) = CTES5*v14(1)+STES*v14(3)
* 2nd coordinate

v15(2) = STES*v14(1)-CTES*v14(3)
* 3rd coordinate

v15(3) = v14(2)

* 1st coordinate

v16(1) = CTEG*v15(1)-STE6*v15(3)
* 2nd coordinate

v16(2) = STES*v15(1)+CTE6*v15(3)
* 3rd cocrdinate

v16(3) = -v15(2)

-- Now the program computes angular accelerations.

————————— The 1st link ---------

* 1st coordinate
Dom1(1) is equal to zero

* 2nd coordinate
Dom1(2) is equal to zero

* 3rd coordinate
Dom1(3) = DDq{1)

* 1st coordinate

Dom2(1) = Dq{(2)*CTE2*om1(3)-STE2%Domi (3)
* 2nd coordinate

Dom2(2) = Dq(2)*STE2+*om1(3)+CTE2xDoml (3)
* 3rd coordinate

Dom2(3) = DDg(2)
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O 0 00 OO a0 o0

a o o0

O

O 00 0 0 0 0 0000

2]

Wi(1)

Wi(2)

*  1st
Dom3(1)
Dom2(2)
*  2nd
Dom3(2)
*Dom?2(2)
*  3rd
Dom3(3)

* 1st
Dom4 (1)
Dom3(3)
* 2nd
Dom4 (2)
*Dom3(3)
* 3rd
Dom4 (3)

* 1st
Dom5(1)
Dom4 (3)
*  2nd
Dom5(2)
*Dom4(3)
*  3rd
Dom5(3)

* 1st
Dom6(1)
Domb{(3)
= 2nd
Dom6(2)
*Domb5(3)
* 3rd
Dom6(3)

-- Now the

*  1st

* 2nd

Annexe D. LE ROBOT PUMA 560

coordinate
= Dg(3)*STE3*om2 (1) +Dg (3} *CTE3*om2 (2) +CTE3*Dom2 (1) -STE3*
coordinate
= -Dq(3)*CTE3*om2(1)+Dq(3)*STE3*om2(2) +STE3*Dom2 (1) +CTE3
coordinate
= Dem2(3)+DDq(3)

————————— The 4th link ---------
coordinate
= Dq(4)*STE4*om3(1) +Dq(4) *CTE4*om3(3) +CTE4*Dom3 (1) -STE4*
coordinate
= -Dq(4)*CTE4*om3(1)+Dq(4)*STE4*om3 (3)+STE4*Dom3 (1) +CTE4
coordinate
= -Dom3(2)+DDq(4)

————————— The 5th link ~--------
coordinate
= Dg{(5)*STES*om4 (1) -Dq(5)*CTEE*om4 (3) +CTES*Dom4 (1) +STES*
cocordinate
= -Dq(5)*CTE5+om4 (1) -Dg(5)*STES*+om4 (3)+STES*Dom4 (1) -CTES
coordinate
= Dom4(2)+DDq(5)

————————— The 6th link -----=---
coordinate
= Dq{6)*STE6%omb (1) +Dq{6) *CTEB*om5 (3) +CTE6+Domb (1) -STEG*
coordinate
= -Dq(B)Y*CTE6*om5 (1) +Dq(6)*STES*om5(3)+STES*Dom5 (1) +CTES
coordinate
= -Dom5(2)+DDq(6)
program computes linear fundamental accelerations.

coordinate

is equal to zero

coordinate

is equal to zero
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* 3rd coordinate
W1(3) = gravity

* 1st coordinate
W2(1) = -STE2x*W1(3)
* 2nd coordinate
W2(2) = CTE2%W1(3)
* 3rd coordinate
W2(3) is equal to zero

* 1st coordinate

W3(1) = CTE3*W2(1)-STE3*W2(2)+L113*Dom2(1)+L213*Dom2(2)+L313*Dom
$ 2(3)+Dq(3)*L123%0om2(1)+Dq(3)*L223*om2(2)+Dq(3)*L323*om2(3)

* 2nd coordinate
W3(2) = STE3*W2(1)+CTE34W2(2)+L123*Dom2 (1) +L223+Dom?2 (2)+1.323*Dom
2(3)-Dq(3)*L113*om2(1) -Dq(3)*L213*om2(2) -Dq{(3) *L313*om2(3)

* 3rd coordinate
W3(3) = L233*Dom2(2)

&

* 1st coordinate
W4(1) = CTE4*W3(1)~-STE4*W3(3)+L114+%Dom3(1)+L214+Dom3(2)+L314*Doum
3(3)+Dg(4)*L124*om3 (1) +Dq(4) *L224*om3 (2) +Dq(4) *L324*om3 (3)+Dq(4) *
STE4*v13(1)+Dq(4) *CTE4*v13(3)

¥ 2nd cocrdinate

W4(2) = STE4*W3(1)+CTE4*W3(3)+L124*Dom3(1)+L224%Dom3(2)+L324*Dom
3(3)-Dq(4)*L114*om3 (1) -Dq(4)*L214*om3(2) -Dq(4)*L314*om3(3)-Dq(4) *
CTE4*v13(1)+Dq(4)*STE4*v13(3)

* 3rd coordinate
W4(3) = -W3{(2)+L334*Dom3(3)

©“r P

@ H

* 1st coordinate
W5(1) = CTES*W4(1)+STE5*W4(3)+Dq(5)*STES#v14(1)-Dq(5)*CTES*v14(3
$ )
* 2nd coordinate
W5(2) = STE5*W4(1)-CTES*W4(3)-Dq(5)*CTES*v14(1)-Dq(5)*STES*v14(3
$)
* 3rd coordinate
W5(3) = W4(2)

* 1st coordinate

Partie 4
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W6(1) = CTE6+W5(1)-STE6*WS(3)+Dq(6)*STE6*+v15(1)+Dq(6)*CTE6*v15(3

$
c * 2nd coordinate
W8(2) = STES*WH(1)+CTESxWE(3) -Dq(B)*CTES6+v15(1)+Dq(6)*STES*v156(3
$
C * 3rd coordinate

W6(3) = -W5(2)

-- Now the program computes inertial forces acting at
the center of mass.

Local priliminary calculations

OO0 00 000 000

VOG1(1) ~oml1{3)*rosl1(2)
V0G1(2) om1(3)*ros1 (1)
VBG1(3) is equal to zero

O 60 O
L}

* 1st coordinate
Fel(1) = -m1%{Doml(3)*rosi(2)+om1{3)*V0G1(2))
c * 2nd coordinate
Fel(2) = mix{Dom1(3)*rosi(1)+oml (3)*xVOG1{1))
c * 3rd coordinate
Fel(3) = m1xW1(3)

Local priliminary calculations

O 0O 0 0 a0

VaG2(1) om2{2)*r0s2(3)-om2(3) *xros2(2)
VDG2(2) om2(3)*1ros2(1)-om2{1) *ros2(3)
VOG2(3) om2{1)*ros2(2)-om2{2) xros2(1}
c * 1st coordinate
Fe2(1) = -m2%(-W2(1)-Dom2{2) *1r0s2(3)+Dom2(3) *ros2(2) -om2 (2)*V0G2(3
§ >+om2(3)*VGG2(2))
c * 2nd coordinate
Fe2(2) = m2*{W2(2)+Dom2(3) *ros2(1)-Dom2 (1) *ros2(3)+om2 (3} *V0G2(1) -
$ om2(1)*V0G2(3))
c * 3rd coordinate
Fe2(3) = m2*{Dom2(1) *ros2(2) -Dom2(2) *ros2{1)+om2{1)*V0G2(2) -om2(2)
$ *v0G2(1))

[

c
c memmmee The 3rd link -----~----
c
c
¢ Local priliminary calculations
c
VOG3(1) = v13(1)+om3(2)*ros3(3)-om3(3)*ros3(2)
264
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VOG3(2) v13(2)+om3(3) *ros3(1)-om3(1) *ros3(3)
VO0G3(3) = v13{3)+om3(1)*r0s3(2)-om3(2)*ros3(1)
c * 1st coordinate
Fe3(1) = -m3»(-W3(1)-Domr3(2)*ros3(3)+Dom3(3)*ros3(2)-om3{2)*V0G3(3
$ )+om3(3)*V0G3(2))
c * 2nd coordinate
Fe3(2) = m3*(W3(2)+Dom3(3)*r0os3(1)-Dom3(1)*ros3(3)+om3(3)=VOG3(1)-
$ om3(1)*V0G3(3))
c * 3rd coordinate
Fe3(3) = -m3*(-W3(3)-Dom3(1)*ros3(2)+Dom3(2)*ros3{1)-om3(1)*V0G3(2
$ )+om3(2)*VOG3(1))

c

c mmememe e The 4th link ---v-----

c

c

¢ Local priliminary calculations

c
V0G4 (1) = v14(1)+omd (2)*ros4(3) -om4(3) *ros4(2)
V0G4 (2) = v14(2)+omd(3)*ros4(1)-om4(1)*ros4(3)
V0G4 (3) = v14(3)+om4 (1) *ros4(2) -om4(2)*ros4 (1)

c * 1st coordinate
Fe4 (1) = m4x(WA(1)+Domd(2)*ros4(3)-Dom4{3)*ros4(2)+omd (2)*VDG4(3)-
$ om4(3)*VDG4(2))

c * 2nd coordinate
Fe4 (2) = mdx(W4(2)+Dom4(3)*ros4 (1) -Domd (1) *ros4{3) +oma (3)*V0G4(1)-
$ om4 (1)*V0G4(3))

c * 3rd coordinate
Fed4(3) = m4*(W4(3)+Dom4 (1) *ros4(2)-Domd (2)*ros4 (1) +om4 (1)*V0G4(2) -
$ omg (2)*V0G4(1))

c

c mmemee—e- The bth link --~------

c

c

¢ Local priliminary calculations

C
VOG5(1) = v15(1)+om5(2) *ros5(3) -om5(3) *ros5(2)
VOG5(2) = v15(2)+om5(3)*ros5(1)-omb(1)*rosb(3)
VOG5(3) = v1i5(3)+omb(1)*ros5(2) -omb(2) *ros5(1)

c * 1st coordinate
Fe5(1) = m5%(W5(1)+Domb5(2)*ros5(3) -Domb(3) *ros5(2)+omb5(2) *VAG5(3) -
$ omb (3)*V0G5(2))

c * 2nd coordinate
FeS5(2) = -mb*(-W5(2) -Demb(3) *ros5(1)+Dom5(1) *ros5(3) -om5 (3) *VOG5(1
$ )+om5(1)*VDG5(3))

c * 3rd coordinate
Fe5(3) = m5*(W5(3)+Dom5(1)*rosb5(2) -Domb(2)*ros5 (1)+om5(1)*VOGE(2)-
$ om5(2)*VOG5(1))

a0 o000

Local priliminary calculations
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VOG6(1) = v16(1)+omB(2)*ros6(3) -omb(3) *ros6(2)
VOG6(2) = v16(2)+omb(3) *ros6(1)-omb6(1)*ros6(3)
VOG6(3) = v16(3)+omb (1) *ros6(2) -om6(2)*ros6(1)

* 1st coordinate
Fe6(1) = m6*{W6(1)+Domb(2)*ros6(3)-Domb(3)*ros6{2)+omb(2)*VOGE(3) -
$ om6(3)*V0G6(2))

* 2nd coordinate
Fe6(2) = mb*{(W6(2)+Domb(3)*ros6{1) -Domb(1)*ros6(3)+omb(3)*VIGE(1)-
$ om6(1)*V0GE(3))

* 3rd coordinate
Fes5(3) = -m6*(-W6(3) -Domb (1) *ros6(2)+Domb(2) *ros6(1)-omb6 (1) *V0OG6 (2
$ )+omb (2)*VDGB(1))

-- Now the program computes moments in the origine of
frame "1i" resulting of the inertial motion.

————————— The 1st link ---------

Local priliminary calculations

I0M1(1) -Ixz(1)*omi(3)
I0M1(2) = -Iyz(1)*om1(3)
IOM1(3) Izz(1)*om1(3)
% 1st coordinate
Nel(1) = -Ixz(1)*Deml1(3)-oml{3)*I0OM1(2)+rosi(2)*Fel(3)-rosi(3)*F
$ e1(2)
* 2nd coordinate
Ne1(2) = -Iyz(1)*Dom1(3)+oml1(3)*I0M1(1)+rosi(3)*Fel(1)-rosli(1)*F
$ e1(3)
* 3rd coordinate
Nel(3) = I1zz{(1)*Domi(3)+rosi{(1)*Fel(2)-ros1(2)*Fel(l)

i

Local priliminary calculations

I0M2(1)

Ixx(2)%om2 (1) -Ixy(2)*om2(2)-Ixz(2)*or2(3)
I0M2(2) = -Ixy{(2)*om2(1)+Iyy(2)*om2(2)-Iyz{(2)*om2(3)
I0M2(3) ~Ixz (2)*om2 (1) -1yz(2) *om2(2) +Izz(2) *om2(3)
* 1st coordinate
Ne2(1) = Ixx(2)*Dom2(1)-Ixy(2)*Dom2(2)-Ixz(2)*Dom2(3)+om2(2)*I0M
$ 2(3)-om2(3)*I0M2(2)+ros2(2)*Fe2(3)-ros2(3)*Fe2(2)
* 2nd coordinate
Ne2(2) = -Ixy(2)*Dom2(1)+Iyy(2}*Dom2(2)-Iyz(2)*Dom2(3)+om2(3)*I0
$ M2(1)-om2(1)*I0M2(3)+r0os2(3)*Fe2(1)-ros2(1) #*Fe2(3)
* 3rd coordinate
N¥e2(3) = -Ixz(2)*Dom2(1)-Iyz(2)*Dom2(2)+Izz(2)*Dom2(3)+om2( 1) *I0
$ M2(2)-om2(2)*IOM2(1)+ros2(1)*xFe2(2)-ros2(2)*Fe2{1)
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<

c  mmeee—ee- The 3rd link -----w---

c

c

¢ Local priliminary calculations

c ,
IOM3(1) = Ixx(3)*om3(1)-Ixy(3)*om3(2)-Ixz(3)*om3(3)
I0M3(2) = -Ixy(3)*om3(1)+Iyy(3)*om3(2)-Iyz(3)*om3(3)
I0M3(3) = -Ixz(3)*om3(1)-Iyz(3)*om3(2)+Izz(3)*om3(3)

c * 1st coordinate
Ne3(1) = Ixx(3)*Dom3(1)-Ixy(3)*Dom3(2)-Ixz(3)*Dom3(3)+om3(2)*I0M
$ 3(3)-om3(3)*I0M3(2)+ros3(2)*Fe3(3)-ros3(3)*Fa3(2)
c * 2Znd coordinate
Ne3(2) = -Ixy(3)+#Dom3(1)+Iyy(3)*Dom3(2)-Iyz(3)+*Dom3(3)+om3(3)*I0
$ M3(1)-om3(1)*I0M3(3)+ros3(3)*Fe3(1)-ros3{1)*Fe3(3)
C * 3rd coordinate
Ne3(3) = -Ixz(3)*Dom3(1)-Iyz(3)*Dom3(2)+Izz(3)*Dom3(3)+om3(1)*IC0
$ M3(2)-om3(2)*I0M3(1)+ros3(1)*Fe3(2)-ros3(2)*Fe3(1)

c

c  mmeeeeeee The 4th link ---------

c

c

¢ Local priliminary calculations

c
I0M4(1) = Ixx(4)*omd(1)-Ixy(4)*om4(2)-Ixz(4)*oms(3)
I0M4(2) = -Ixy(4)*omd(1)+Iyy(4)*omd(2)-Iyz(4)*omd(3)
I0M4(3) = -Ixz(4)*om4(1)-Iyz(4)*oma(2)+Izz(4)*om4(3)

c * 1st coordinate
Ned4(1) = Ixx(4)+*Dom4d(1)-Ixy(4)x*Domd(2)-Ixz(4)*Domd(3)+om4(2)*I0M
$ 4(3)-om4(3)*I0MA(2)+ros4(2)*Fe4(3)-ros4(3)*Fed(2)
c * 2nd coordinate
Ne4(2) = -Ixy(4)+*Dom4(1)+Iyy(4)*Dom4(2)-Iyz(4)*Dom4 (3)+om4(3)*I0
$ M4(1)-omd(1)*I0MA(3)+ros4(3)*Fed(1)-rosd(1)*Fe4(3)
c * 3rd coordinate
Ne4(3) = -Ixz(4)+Dom4(1)-Iyz(4)+Doma(2}+Izz(4)*Dom4{3)+omd(1)*I0
$ M4(2)-om4(2)*I0M4(1)+ros4(1)*Fed(2)-rosd(2)*Fed(1)

Local priliminary calculations

O o0 0 0 0 0

)

IOM5(L) = Txx(5)#*omB(1)-Ixy(5)+omb(2) -Ixz(5)*om5(3)
I0M5(2) = -Ixy(5)*om5(1)+Iyy(5)*om5(2)-Iyz(5)*om5(3)
I0M5(3) = -Ixz(5)*omb5(1)-Iyz(5)*om5(2)+Izz(5)*om5(3)
c * 1st coordinate
Ne5(1) = Ixx(5)*Dom5(1)-Ixy(5)*Dom5(2)-Ixz(5)*DomE(3)+omb(2)*I0N
$ 5(3)-om5(3)*I0M5(2)+rosb(2)*Feb(3) ~ros5(3) *Fe5(2)
c * 2nd coordinate
Ne5(2) = -Ixy(5)*Dom5(1)+Iyy(5)*Domb(2)-Iyz(5)*Domb(3)+om5(3)*10
$ M5(1)-om5(1)*IOM5(3)+ros5(3)*Fe5(1) -ros5(1)*Fe5(3)
c * 3rd coordinate

1]
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Ne5(3) = -Ixz(5)*Dom5(1)-Iyz(5)*Dom&{2)+I2z(5)*Dom5(3) +omS(1)*10
$ M5(2)-omb(2)*I0M5(1)+ros5(1)*Fe5(2)-rosb(2)*Fe5(1)

c

c  mememe—een The 6th link ---------

c

c

¢ Local priliminary calculations

c
IOM6(1) = Ixx(6)*om6(1)-Ixy(B)+omb(2)-Ixz(6)*omb6(3)
I0M6(2) = -Ixy(8)*om6(1)+Iyy{B)*om6(2)-Lyz(6)*om6(3)
I0M6(3) = -Ixz(6)*om6(1)-Iyz(6)*om6(2)+Izz(6)*omb(3)

c * 1st coordinate
Ne6(1) = Ixx(6)+Domb(1)-Ixy(6)*Domb(2)~Ixz(6)*Domb(3)+omb(2)*I0M
$ 6(3)-om6(3)*IOM6(2)+T056(2) *Feb(3) -rosB(3)*Feb(2)
o * 2nd coordinate
Ne6(2) = -Ixzy(6)*Domb(1)+Iyy(6)*Domb6(2)-Iyz(6)*Domb(3)+omb(3)*I0
$ M6(1)-omb(1)*I0M6(3)+ros6(3)*Feb(1)-ros6{1)*Fe6(3)
d * 3rd coordinate
Ne6(3) = -Ixz{6)*Dom6(1)-Iyz(6)+*Dom6(2)+Izz(6)*Dom6(3)+om6(1)*I0
$ M6(2)-omb(2)*I0ME6(1)+ros6(1)*Fe6(2)-rosB(2)*Feb(1)

c
c -~ Now the program computes forces exerted by link i-1
¢ on link i.
c
Lo R ittt The 6th link ---------
c
c * 1st coordinate
fa6(1l) = Feb(1)
c * 2nd coordinate
fa6(2) = Feb{2)
c * 3rd cocordinate
fa6(3) = Fe6(3)
C
c  mememaea The 5th link -------~--
c
c *# 1st coordinate
fab(1) = CTES*fa6(1)+STE6*fa6(2)+Feb(1)
o * 2nd coordinate
fab(2) = -faB(3)+Fe5(2)
c * 3rd coordinate
fab(3) = -STE6xfa6(1)+CTE6*fab(2)+Fe5(3)
o
o The 4th link ------~--
c
o * 1st coordinate
fa4(1) = CTEG*fab{1)+STES*fab(2)+Fe4(1)
c * 2nd coordinate
fad(2) = fab(3)+Fed(2)
c * 3rd coordinate
fa4(3) = STEG*fab(1)-CTES*fab(2)+Fe4(3)
C
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c  mmemmmees The 3rd link ---------
c
c * 1lst coordinate
fa3(1) = CTE4*fad4(1)+STE4*fad(2)+Fe3(1)
c * 2nd coordinate
£a3(2) = -fa4(3)+Fe3(2)
c * 3rd coordinate

fa3(3) = -STE4*fa4(1)+CTE4*fad(2)+Fe3(3)

(&
. memmmeeen The 2nd link ---------
c
c * 1st coordinate

£a2(1) = CTE3#£a3(1)+STE3*fa3(2)+Fe2(1)
C * 2nd coordinate

fa2(2) = -STE3#fa3 (1) +CTE3*fa3(2)+Fe2(2)
c * 3rd ccordinate

fa2(3) = fa3(3)+Fe2(3)

* 1st coordinate
fal(1) = CTE2%£a2(1)+STE2xfa2(2)+Fel (1)
C * 2nd coordinate
fal(2) = -fa2(3)+Fel(2)

* 3rd coordinate
fal(3) = -STE2xfa2(1)+CTE2%fa2(2)+Fe1(3)

a0 00

©

c
c -- Now the program computes torque exerted by link i-1
c on link i.

c
c
c e The 6th link ---------
c
c * 1st coordinate
na6(1) = Ne6(1)
c * 2nd coordinate
na6(2) = Ne6(2)
c * 3rd coordinate
na6(3) = Ne6(3)
c
c  mmmmmmee- The 5th link ---------
c
C
¢ Local priliminary calculations
c
NFR5(1) = na6(1)
NFR5(2) = na6(2)
NFR5(3) = na6(3)
c * 1st coordinate
na5(1) = Ne5(1)+CTE6*NFR5(1)+STE6*NFR5(2)
c * 2nd coordinate
na5(2) = Ne5(2)-NFR5(3)
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c * 3rd coordinate
nab(3) = NeBE(3)-STE6*NFRS(1)+CTE6*NFR5(2)

OO0 06 00 a O 0O 0 00 O 00 0 600

o 0O 0 00

--------- The 4th link ----~--~-
Local priliminary calculations
NFR4(1) = nab(1)
NFR4(2) = nab(2)
NFR4(3) = na5(3)
[ * 1st coordinate
na4(1) = Ned4(1)+CTES5*NFR4(1)+STES*NFR4(2)
c * 2nd coordinate
nad4(2) = Ned(2)+NFR4(3)
c * 3rd coordinate
nad4(3) = Ned4(3)+STES*NFR4(1)-CTES*NFR4{2)
————————— The 3rd link ------=--
Local priliminary calculations
NFR3(1) = nad(1)+L114*fa4(1)+L214xfa4(2)+L314*fa4(3)
NFR3(2) = na4(2)+L124+fa4{1)+L224%fad(2)+L324%£ad (3}
HFR3(3) = nad4(3)+L334%xfad(3)
c * 1st coordinate
na3(i) = Ne3(1)+CTE4*NFR3(1)+STE4*NFA3(2)
c * 2nd coordinate
na3(2) = Ne3(2)-NFR3(3)
c * 3rd coordinate
na3(3) = Ne3(3)-STE4*NFR3(1)+CTE4*NFR3(2)
————————— The 2nd link ---------
Local priliminary calculations
NFR2(1) = na3(1)+L113*fa3(1)+L213*fa3(2)+L313*fa3(3)
NFR2(2) = nal3(2)+L123*%fa3(1)+L223%fal3(2)+L323xfa3(3)
KFR2(3) = na3(3)+L233xfa3(2)
c * 1st coordinate
na2{1) = He2(1)+CTE3*NFR2{1)+STE3*NFR2(2)
c * 2nd coordinate
na2(2) = Ne2(2)-STE3*NFR2(1)+CTE3*NFR2(2)
c * 3rd coordinate
na2{3) = Ne2(3)+NFR2(3)
————————— The ist link -----=-=-
Local priliminary calculations
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c
NFR1(1) = na2(1)
NFR1(2) = na2(2)
NFR1(3) = na2(3)
c * 1st coordinate
nal(1) = Ne1(1)+CTE2*NFR1(1)+STE2#NFR1(2)
< * 2nd coordinate
nal(2) = Nel(2)-NFR1(3)
C * 3rd coordinate
nal(3) = Nel(3)-STE2*NFR1(1)+CTE2*NFR1(2)
c
c -~ The generalized torque in the 1st joint.
c
Qg(1) = nai(3)
c
c -- The generalized torgue in the 2nd joint.
c
Qg(2) = na2(3)
c
c -- The generalized torque in the 3rd joint.
c
Qg(3) = na3(3)
c
c -~ The generalized torque in the 4th joint.
c
Qg(4) = na4(3)
c
c -- The generalized torque in the 5th joint.
c
Qg(5) = nab5(3)
c
c -- The generalized torque in the 6th joint.
c
Qg(6) = nas(3)
return
c -- All’s well that ends well
end
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Annexe E

COMPLEXITES EFFECTIVES APRES COMPILATION DU CODE EN

LIGNE

E.1 Introduction

Revenons aux exemples donnés dans le paragraphe 6.3.1 [page 176]. Les compilateurs Fortran
sont réputés pour leur optimiseurs. Le but de I'annexe présent est de prouver que, méme aprés
compilation, les codes générés par la primitive fortran de Maple avec I'option optimized ne

donnent pas nécessairement de complexités optimales.

E.2 Code assembleur de 'implémentation initiale

Le code en assembleur, généré par le compilateur Fortran 77, associé au code en ligne:

t4 = bil%c2-b2xcl
t9 = b3*cl-blx*c3
t16 = b2*c3-b3*c2

d(1) = a2%t4-a3%t9
d(2) = a3*tl16-alx*t4
d(3) = alxt9-a2%t16

est:

.seg "data"

.seg "data"

.seg "bss"

.seg "data"

.align 8

.seg "bss"

.align 8

.reserve VAR_SEG1,32,"bss"

.seg "text"

.proc 020
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.global _ali_

_ali_:

1#PROLOGUE# 0

sethi %hi(LF1),%gl
add %gt,%lo(LF1) ,%gl
save %sp,hgl,%hsp

! #PROLOGUE# 1

st %il, [%fp+0x48]

st %12, [4fp+Oxdc]

st %13, [4fp+0x50]

st %i5, [4fp+0x58]
L16:

sethi %hi(VAR_SEG1+4096),%17
add %17,%lo(VAR_SEG1+4086) ,%17
Li4:

1d {%fp+0x58], %00
1d2 [%e0],%f0

1d [%fp+0x4cl,%ol
1d2 [Yoi],%f2

fmuld %£2,%f0,%f4

14 [Yfp+0x60],%02
1d2 [%02],%f6

1d [%fp+0x481,%c3
142 {%e31,%f8

fruld Y%£8,%f6,%£10
fsubd %£10,%f4,%f12
1d [%fp+0x64], %04
st2 %£12, [Yo4]

1d [%fp+0x5c],%o5
1d2 [%o5]1,%f14

1d [%fp+0x48],%o7
1d2 [%e7],%f16

fmuld %£16,%f14,%£18
1d (%£p+0x58],%10
142 [%10],%f20

1d [%£fp+0x50],%11
1d2 [%111,%f22

fmuld {£22,%£20,%f24
fsubd %£24,%£18,%£26
1d [%fp+0x68],%12
st2 %£26,[%12]

1d [%fp+0x60],%13
142 [%13],%f£28

1d [%£p+0x50],%14
142 {%147,%£30

fmuld %£30,%£28,%£0
1d [%fp+0x5c]),%15
1d2 [%15],%f2

1d [%£p+0xdc], %16
1a2 [%161,%f4

fmuld %£4,%f2,%f6
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E.2. Code assembleur de I'implémentation imtiale Partie 4

fsubd %£6,%£0,%L8
st2 %£8, [417+-0xfe8]
1d [%fp+0x68],%i0
142 [%i0],%f10
1d2 [%17+-0xf£0],%f12
fmuld %£12,%£10,%f14
1d [Afp+0x64],%il
142 [%i11,%f16
1d2 [%17+-0xff8],%f18
fmuld %£18,%£16,%£20
fsubd %£20,%f14,%£22
1d [%fp+0x74],%i2
st2 %£22, [%i2]
1d [%fp+0x64],%i3
1d2 [%i3]1,%f24
1d2 [%17+-0x1000] ,%f26
fmuld %£26,%£24,%£28
142 [%17+-0xff£0],%£30
142 [%17+-0xfe8],%f0
fmuld %£30,%f0,%f2
fsubd %f2,%£28,%f4
1d [V%fp+0x7cl,%id
st2 Yf4,[%ial
1d [%fp+0x68],%ib5
142 [%i5],%f8
1d2 [%17+-0x1000],%£8
fmuld %£8,%f6,%4£10
1d2 [%17+-0xf£8],%f12
1d2 [%17+-0xfe8],%f14
frmuld %£12,%£f14,%£16
fsubd %£10,%f16,%f18
1d [%fp+0x78],%00
st2 %£18, [%o0]
b L13
nop
L13:
Li1:
LiZ:
b LE1
nop
LE1:
ret
restore
.optim "-0"Q~R~S"

LFi = -84
LP1 = 64
LST1 = 64
LT1 = 64
.seg "data"

donc, on a bien 12 multiplications (12 occurrences de “fmuld” dans le code assembleur) et 6

additions (6 occurrences de “fsubd” dans le code assembleur; en réalité, c’est des soustractions).
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E.3 Code assembleur de I'implémentation transformée

De méme, pour le code en ligne obtenu par la traduction du double produit vectoriel aprés sa

transformation par la fonction simplify:

t1 = bixc2
t3 = b2*cl
t6 = b3*xcl
t9 = bil#*c3
t12 = b2x%c3
t14 = b3%c2

d{1) = a2xtl1-a2%t3-a3*t6+a3*t9
a{2) a3xt12-a3*tl14-alxti+al*t3
a(3) al*tB-alxt9-al2+t12+al2*t14

]

le code en assembleur généré par le compilateur Fortran 77, est:

.seg 'data”
.seg "data"
.seg "bss"
.seg "data"
.align 8

.seg "bss”
.align 8
.reserve VAR_SEG1,24,"bss"
.seg "text"
.proc 020
.global _ali_

_ali_:

'4PROLCGUE# 0

sethi %hi(LF1),%gl
add %gl,%lo(LF1),%gl
save %sp,%gl,%sp
'#PROLOGUE# 1

st %i0, [%fp+0x44]

st %i1, [%fp+0x48]

st %i2, [%fp+0x4c]

st %13, [%£p+0x50]

st %i4, [%fp+0x54]

st %i5, [%4fp+0x58]
L16:

sethi %hi(VAR_SEG1+4096),%17
add %17,%lo(VAR_SEG1+4096) %17
Li4:

1d [%£fp+0x60],%00
1d2 [%o0],%£0

1d [Yfp+0x48],%ot
1d2 [%o1l,%f2

fruld %£2,%£0,%f4

1d [%fp+0x44],%02
st2 %f4, [%o2]
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E.3. Code assembleur de I'implémentation transformée Partie 4

1d [%fp+0x58],%03
1d2 [%o31,%f6

1ld [%fp+Ox4cl,¥o4d
1d2 {%o04],%f8

fmuld %£8,%f6,%£10
1d [%£fp+0x54],%c5
st2 %£10, [%o5)]

1d [%fp+0x58],%07
1d2 [%o7],%f12

1d [%fp+0x50],%10
1d2 [%10],%f14

fmuld %f14,%f12,%£16
1d [%fp+0x64],%11
st2 Y%£16, [%11]

18 [%£fp+0x5c],%12
1d2 [%12],%f18

1d [Yfp+0x48],%13
142 [%13],%£20

fmuld %£20,%f18,%f22
1d [%fp+0x68],%14
st2 %£22, [%14]

1d [%fp+0x5cl, %15
1d2 [%15],%f24

1d [%fp+0x4cl,%16
142 [%16],%f26

fmuld %£26,%£24,%£28
la [%fp+0x6c],%i0
st2 %£28,[%i0]

1d [%£fp+0x60],%i1
1d2 [%i1],%£30

1d [%fp+0x50],%i2
142 [%i2],%f0

fmuld %£0,%£30,%£2
1d [%fp+0x70],%i3
st2 %f2,[%i3]

1d [%fp+0x5471,%i4
132 [%ial,%f4

1d2 [%17+-0xff8],%£6
fmuld %£6,%f4,%f8

1d [%fp+0x44],%i5
1d2 [%i5],%£10

1d2 [%17+-0xf£8],%f12
fould %£12,%£10,%f14
fsubd %£14,%£8,%f16
1d [%fp+0x64],%00
1d2 [%o0],%f18

1d2 [%17+-0x££0],%£20
frmuld %£20,%f18,%£22
fsubd %£16,%f22,%f24
1d [4fp+0x68],%01
1d2 [%o1],%f26

1d2 [%17+-0xff0],%£28
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fmuld %£28,%£26,%£30
faddd %£24,%£30,%f0
1d [%fp+0x74],%02

st2 %£0, [%o02]

1d [%fp+0x70],%03

142 [%o03],%f2

142 [%17+-0x££0],%f4
fmuld Y%£4,%f2,%f6

1d [%fp+0x6c],%od

1d2 [%o4],%f8

1d2 [%17+-0x££0],%f10
fmuld %£10,%£8,%f12
fsubd %f12,%f£6,%f14
1d [%fp+0x44],%05

1d2 [%o05],%f16

142 [%17+-0x1000] ,%f18
fmuld %£18,%£16,%4£20
fsubd %f14,%£20,%£22
1d (%fp+0x54],%07

142 [%oT7],%f24

1d2 [%17+-0x1000] ,%f26
fmuld %£26,%f24,%£28
faddd %£22,%£28,%4£30
1d [hfp+0x7c],%10

st2 %4£30, [%10]

1d [%fp+0x68],%11

1d2 [411]1,%50

1d2 [%17+-0x1000] ,%f2
fmuld %£2,%£0,%f4

1d [%fp+0x64],%12

1d2 [%12],%6

1d2 [%17+-0x1000]},%f8
fmuld %£8,%£6,%£10
fsubd %£10,%f4,%f12
1d [%fp+0x6c],il13

142 [%131,%f14

1d2 [%17+-0xff8],%£16
fmuld %£16,%f14,%£18
fsubd %f12,%£18,%£20
1d [%fp+0x70],%14

142 [%147,%£22

1d2 [%17+-0x££8],%£24
fmuld %£24,%f22,%£26
faddd %£20,%£26,%f28
1d {%fp+0x78],%15

st2 %28, [%15]

b L13

nop

Li3:

Lii:

L12:

b LE1
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E.4. Conclusion Partie 4

nop

LE1:

ret

restore

.optim "-07Q7R"S"
LFl = -64

LP1 = 64

LST1 = 64

LT1 = 64

.seg "data"

le calcul est effectué en 9 additions et 18 multiplications et cela donne absolument le meéme résultat,

méme si on untilise Poption d’optimisation “-0” du compilateur Fortran.

E.4 Conclusion

Cela confirme notre critique de V'optimiseur du code Fortran {sous Maple) des expressions
formelles. La compilation des deux implémentations ne donne pas la méme complexité. La com-

plexité du code obtenu aprés une transformation formelle n’est pas nécessairement optimale.
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Partie 4 Annexe E. COMPLEXITES EFFECTIVES APRES COMPILATION DU CODE EN LIGNE
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]
Résumé

Dans cette thése nous apportons deux contributions importantes par 'outil de
Pabstraction mathématique:

¢ La premiére contribution concerne la mécanique et plus précisément la modéli- |
sation dynamique des systémes articulés. L’abstraction mathématique par la
théorie des groupes et algébres de Lie coordonnée avec un usage judicieux de la
notion des nombres duaux permettent d’élaborer un langage trés commode ou|
les modéles géométriques et dynamiques des systémes mécaniques poly-articulés |
s’expriment sous une forme syntaxique relativement simple (malgré la complex-
ité du systéme). De nouvelles méthodes pour la description des configurations
des systémes multicorps et un algorithme récurrent original (et trés efficace)
sont alors développés grce & ce langage.

o La seconde contribution concerne le domaine informatique en calcul formel. Elle
est basée sur le typage algébrique, les techniques de réécriture et la génération
automatique des codes (programmation assistée par ordinateur). Les problémes
soulevés nécessitent de nouvelles architectures de systémes de calcul formel.
Dans cet ordre d’idées, un prototype de systéme de calcul formel (SURVEYOR)
basé sur la réécriture typée et une extension (MEDUSA MF77) du systémes
Maple ont été réalisés. Un outil informatique pour la génération automatique
des codes Fortran et Maple des schémas de calcul optimisés relatifs & notre
formulation dynamique est développé 4 Paide du svstéme MEDUSA MF77.

Plusieurs applications en calcul symbolique et en robotique sont, par ailleurs,{
présentées en annexes sous forme de réalisations informatiques des aspects théoriques !

traités.

Mots clés:

Cinématique, Dynamique, Chaines Cinématique ouvertes, Géométrie Différen-
tielle, Groupes et Algébres de Lie, Intelligence Artificielle, Programmation Orien-
tée Objets, Prototypage de Systémes de Calcul Formel, Génération Automatique de
Codes.




