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Introduction

-

Pour situer cette these dans son contexte, on peut la voir comme un pont jeté entre théorie
et applications véritables avec pour souci permanent de justifier les algorithmes présentés
et leurs propriétés par des démonstrations mathématiques rigoureuses. En général, il faut
reconnaitre qu’il y a un décalage surprenant entre ’énorme littérature théorique consacrée
aux probabilités et les applications qui utilisent effectivement cette littérature. Le domaine
des probabilités numériques essaie d’articuler les deux; il peut étre vu comme un mailion
indispensable entre la théorie et les applications. Cette thése en fait partie. On propose
dans ce travail des algorithmes de simulations accompagnés a la fois de résultats portant sur
leurs performances observées ainsi que des démonstrations mathématiques expliquant ces
performances. Le corpus mathématique utilisé fait intervenir des concepts probabilistes ainsi
que des théoremes et des techniques relevant de la théorie ergodique. Tout ceci avec pour
préoccupation d’améliorer ou de construire des méthodes numériques réalistes et efficaces.

La these se compose de deux parties indépendantes. La premiere est consacrée a ’étude
de la méthode du décalage, dite aussi méthode du shift, pour le calcul d’espérances mathéma-
tiques en dimension grande ou infinie. La deuxieme partie s’attache au probléeme de I’approxi-
mation des mesures invariantes pour les chaines de Markov.

La méthode de Monte Carlo pour le calcul d’espérances mathématiques, c’est a dire
Pimplémentation informatique de la loi forte des grands nombres, est connue et utilisée depuis
longtemps dans de trés nombreuses applications des sciences de 1’ingénieur ou le hasard
intervient, aussi bien que dans des phénomenes physiques et économiques tres variés. Dans
le premier chapitre nous commengons par quelques rappels. Il s’agit ici d'une présentation
rapide et élémentaire qui s’appuie sur la simulation des variables aléatoires et son application
aux calculs d’espérances mathématiques. Au passage, les résultats classiques sur la vitesse
de convergence de la méthode de Monte Carlo sont rappelés.

Cependant, I'usage du théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff pour le calcul d’espérances
mathématiques, a cause des particularités de son implémentation informatique se trouve
étre, dans de nombreuses situations, plus efficace que la méthode de Monte Carlo “clas-
sique”, quoique cette méthode ne soit pas encore répandue. Dans le chapitre 2, on rappelle
d’abord quelques résultats de la théorie ergodique puis on présente la méthode du décalage
(ou du shift), pour le calcul d’espérances en dimension grande ou infinie (voir {1], [2] et [12]).
Pour P'essentiel, la méthode du décalage est la mise en ceuvre informatique du théoreme er-
godique ponctuel pour 'opérateur du décalage (a gauche ou, a défaut, a droite). L’espérance
mathématique est simulée sur des trajectoires dépendantes ; les performances de ce procédé
proviennent d’une “boite de stockage” qui évite de recommencer inutilement certains cal-
culs partiels en passant d’une trajectoire & une autre et qui permet, donc, une vitesse de
convergence informatique plus grande que la méthode de Monte Carlo.
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L’utilisation de cette méthode nécessite comme Monte Carlo des estimations de la vitesse
de convergence, telles que la loi du logarithme itéré et le théoreme de la limite centrale, dont le
théoréme ergodique ponctuel général ne dispose pas (cf. Krengel [32]). Dans le but de donner
des criteres d’arréts effectifs pour ce type d’algorithmes, je me suis intéressé a ’obtention de
vitesses de convergence pour une certaine classe de fonctions que ’on rencontre fréquemment
en pratique : la classe des fonctionnelles F' de carré intégrable et mesurables par rapport a
la tribu Fr des événements antérieurs a un temps d’arrét 7.

Le chapitre 3 commence par quelques rappels sur ’énoncé d’'un théoreme de Gal et
Koksma {18], sa démonstration dans un cadre probabiliste et sa formulation dans le cadre de
Iopérateur du shift. La suite du chapitre est consacrée a une “loi du logarithme itéré faible”
qui donne une vitesse de convergence dans le théoréeme ergodique de Birkhoff dans le cas de
transformations fortement mélangeantes. Ce résultat, appliqué a la transformation du shift,
permet d’obtenir une vitesse de convergence du méme ordre en pratique que la méthode
de Monte Carlo pour une certaines classes raisonnablement générales de fonctionnelles F
couramment emplovées en pratique.

Afin d’étudier le comportement asymptotique en loi de ’erreur normalisée de cette mé-
thode, on établit au chapitre 4 des théoremes de limites centrales. Dans une premiere partie
de ce chapitre et en utilisant des techniques similaire a celles de Billingsley [9], on démontre le
théoréeme de la limite centrale pour les classes de fonctions introduites au chapitre précédent.
Dans une deuxieme partie, on s’appuie cette fois sur des techniques d’analyse fonctionnelle
pour obtenir le méme résultat pour les fonctions lipschitziennes. Cette derniere classe de
fonctions est moins utile dans le cadre de nous applications, cependant, la démonstration
nous parait intéressante et permet en outre d’obtenir une vitesse de convergence dans le
théoreme de la limite centrale de type Berry-Essen.

Au chapitre 5 nous présentons d’abord quelques résultats sur la loi du logarithme itéré
de Walter Phillip et William Stout [42] puis leur formulation dans le cadre de 'opérateur
du shift ; ceci nous permet d'obtenir la lot du logarithme itéré pour une classe de fonctions
strictement contenue dans celle vérifiant la loi “faible” au chapitre 3, la restriction s’exprime
en conditions sur les moments. L’étude de la vitesse de convergence dans le théoreme de
Birkhoff pour 'opérateur de décalage 4 droite semble mieux adaptée aux résultats théoriques
existants (voir N. Bouleau [13]} ; ceci fait 'objet de la derniere partie de ce chapitre. Dans un
premier temps sont rappelés les résultats obtenus par N. Bouleau sur la vitesse de convergence
de la méthode du décalage a droite. En particulier, il est montré que, pour une certaine classe
de fonctions, dite classe de Gordin, le théoreme de la limite centrale et la loi du logarithme
itéré sont vérifiés. Pour notre part, nous montrons que les classes de fonctionnelles introduites
au chapitre 3 sont dans la classe de Gordin ; ceci améliore le résultat de N. Bouleau sur les
fonctions dépendant d’un temps d’arrét.

La conclusion essentielle de ces trois derniers chapitres est que la méthode du décalage
a une vitesse de convergence asymptotique {mathématique) du méme ordre de grandeur,
O(;—};)7 que la loi des grands nombres, pour une large classe de fonctionnelles parmi les plus
couramment rencontrées. Cette vitesse de convergence est contrélée par un parametre o2,
représentant la somme de la variance et des corrélations entre les trajectoires décalées; le
role de o? est similaire a celui joué par la variance dans la méthode de Monte Carlo.

Le chapitre 6 est une application de cette méthode a la résolution d’équations elliptiques.
On observe notamment que la vitesse de convergence de 'algorithme est controlée par le
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parametre o2 qui lui, dépend de la représentation du mouvement brownien et de la trans-
formation ergodique choisie. En effet, pour une discrétisation du brownien par le schéma
d’Euler “classique” et pour diverses transformations, on observe des vitesses de conver-
gence completement différentes, une application naive de la méthode pouvant aboutir a des
problémes ; une estimation du terme o, dans chaque cas, permet d’expliquer ce phénoméne.
A la fin de ce chapitre nous proposons d’autres représentations du mouvement brownien
dont nous pensons que 'usage avec la méthode du shift pourraient se révéler efficace que le
schéma d’Euler.

La deuxieme partie de cette these, constituée du chapitre 8, s’attache au probleme
de l'approximation des mesures invariantes. Il s’agit d’une présentation élémentaire des
chaines de Markov ergodiques suivie d'un panorama sur l'utilisation de cette théorie par
les physiciens; on trouve en outre leur point de vue sur la vitesse de convergence de ce type
d’algorithme. Une application aux calculs des exposants de Lyapunov est donnée a la fin de
ce chapitre. Ceci se situe dans le droit fil des préoccupations de D. Talay[52][20].

Pendant ma these, je me suis servi des simulations numériques comme outils d’expérimen-
tation permettant d’illustrer les résultats obtenus et de tester I'efficacité informatique des
méthodes proposées, autrement dit de confirmer, d’infirmer, ou de découvrir de nouvelles
propriétés mathématiques. On trouvera, donc dans chaque chapitre, des résultats numériques
accompagnés de commentaires.






Partie 1

La METHODE DU DECALAGE






Chapitre 1

Rappel sur la méthode de Monte
Carlo.

1.1 Simulation de variables aléatoires.

En théorie, toute variable aléatoire X peut étre mise sous la forme X = ¢(U) ou ¢ est
dz—intégrable sur [0, 1] et U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1)] : on prend

o(U) = inf{z/F(z) 2 u}

ou F(z) = IP(X < z) est la fonction de répartition de X. A priori, simuler une suite
de variables aléatoires donnée revient donc a simuler une suite de nombres au hasard, plus
précisément une réalisation d’une suite de variables aléatoires Uy, Uy, ---,U,,, - - - indépendan-
tes de loi uniforme sur [0,1]. Malheureusement, ce probléme est mathématiquement difficile
et il n’est pas effectif puisqu’il exclut toutes les suites obtenues par un algorithme donné
(cf. Dellacherie et Martin Lof [11]). Cependant on peut construire des nombres, dits pseudo-
aléatoires, vérifiant plusieurs tests statistiques. Ces derniers on fait 'objet de nombreux
travaux (cf. par exemple [4]). La précision des ordinateurs étant finie, dans la pratique
on n’a acces qu’a des suites finies de nombres pseudo-aléatoires que 'on assimile 2 une
réalisation Uy (w), Ux(w), ---,Un{w),- - - d’une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [0, 1]. Un procédé trés employé pour construire ces suites est de considérer
des suites z, a valeurs entiere entre 0 et m et de prendre U, = Z*. On peut définir les z,
par récurrence a partir d’une formule de type

Tnyy = aT, mod m on Tpi1 = AT, + bmod m

ou a et b sont des entiers et m est un entier assez grand. En prenant a et m premiers entre
eux on obtlent une suite de période r, avec r le plus petit entier tel que a” = 1.

Donc, a premiere vue la simulation de variables aléatoires de loi £(X) ne semble pas poser
de probleme particulier ! Cependant, sauf dans des cas tres simples (loi exponentielle, somme
d’uniformes, lois a supports finis) ¢ n’est pas numériquement accessible. En outre la con-
naissance explicite de  étant clairement équivalente a celle de la loi de X (via F) il est bien
évident qu’une telle situation ne se rencontre que rarement dans les problémes réels. Par
contre cette technique peut étre utilisée pour simuler des variables intermédiaires.
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En effet, le plus souvent, une variable aléatoire X apparait naturellement sous la forme :
X = f(lh,,Usgy--)

ou Uy, -+, Uq,--- est une suite, finie ou non, de variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0,1] et f une fonction intégrable de R® dans R ou de R™ = U,,R" dans R. La
fonction f est généralement définie a partir d’un algorithme : elle traduit mathématiquement
4 la fois le systeme (physique, économique, etc) qui engendre X et les méthodes de simula-
tion utilisées pour engendrer d’éventuelles variables intermédiaires (dans le cas de ’emploi
de la méthode de rejet par exemple). Nous renvoyons & N. Bouleau {11] pour la simulation
de variables aléatoires.

La représentation de X par la fonction f sur R nous permettra grace a la loi forte des
grands nombres de déterminer I'espérance de X, IE(X).

(N

1.2 La loi forte des grands nombres.

Le calcul d’espérances mathématiques est 1'un des poles essentiels des probabilités
numeériques. D’un point de vue théorique le calcul d’espérance d’une variable aléatoire réelle
X est un simple calcul d’intégrale

IEXzL:Ep(d.’z:)

ol p (la loi de X) est une mesure de probabilité sur IR. Malheureusement il est exceptionnel
que |'on dispose d'une expression analytique explicite de la mesure p permettant par exem-
ple un calcul d’intégrale par quadrature. D’ailleurs lorsqu’une telle situation se présente la
connaissance de g est incomparablement plus riche d’informations que celle de son espérance.

Le plus souvent on procede donc a un calcul approché en se fondant sur la loi forte des
grands nombres, dite méthode de Monte Carlo qui assure que :

Xy(w) + -+ + Xa(w)

7

IP(dw) ~ ps —rntes EX

st Xi, -+, Xn, - est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi que
X.

Sur un plan pratique la méthode de Monte Carlo consiste a exploiter ce résultat en
simulant sur ordinateur (ou en engendrant expérimentalement) le début X;(w), -, Xp(w)
d’une trajectoire (X, (w))n>1 de la suite (X, )n>; puis a assimiler [EX 3 M lorsque
n est “grand” (i.e. quelques milliers, voire plus). Cela revient a poser :

.1 ¢ .

EX = lim - S fUgk=vya+1s Uk=ryaszs -+ Uka)s
k=1

une fois que X a été simulée sous la forme X = f(U;,Us,---,Uy) . Il est clair que, lorsque la

simulation est faite, la programmation de la méthode est immédiate, en plus elle s’applique

sans hypotheése de régularité sur f : f est simplement supposée borélienne intégrable sur

[0, 1]%.
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1.3 Vitesse de convergence de la méthode de Monte
Carlo.

Par les inégalités de Bienaymé-Tchebichev, de Chernov ou le théoreme de la limite centrale
la méthode de Monte Carlo dispose d’un critére d’arrét probabiliste. C’est a dire que, pour
un seuil d’erreur admissible ¢ donné, on peut a priori décider du nombre de simulations
qui rendra la probabilité que ce seuil ne soit pas respecté inférieure 4 une valeur fixée. Par
exemple, si X est de carré intégrable, on utilise l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev et on
obtient :

X+t X o P
n

P{| (X)ze} < (1.1)

ot 0? = Var(X;). L'utilisation du théoréeme de la limite centrale avec reste, dit théoreme
de Berry Essen (cf.[16] et [50]), dans le cas ou X admet un moment d’ordre 3, donne une
majoration plus fine. En effet ce théoreme assure qu’un seuil de précision € > 0 étant fixé :

P{|ftutta _EX| >} <

ne?’

(1.2)
P{N(0;1)] > =2} + G < e

ot 02 = Var(X,), p = E|X,|® et N(0;1) désigne une variable aléatoire réelle de loi normale
centrée réduite. Lorsque X a des moments exponentiels (IEe"'X! < o0), on utilise un critere
plus précis, dit de Chernov, a savoir que :

Xi+--+ X,

n

P{] —E(X)| 2 e} < (p(e))" + (¥(e))™, (1.3)

o) = X ~EX)~~e - YEX ~X)—vey
avec p(¢) 73%)1;]1]3(6 ) et P(e) ‘Yg]g’b]IE(e )

D’autre part, la loi du logarithme itéré (cf.[50] ) indique, elle, que si X;, X5, -, Xn, - est
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi et de carré intégrables,
alors :

Xy 4+ X —nEX

lim s )
lgfogp V2nloglogn 7
et
. X+ -+ X, —nEX
lim inf = —0.

n-+00 V2nloglogn

Ainsi, si 6% # 0, autrement dit si X n’est pas déterministe, la quantité Z1t=tXa=nBX \/Tzi:Tﬂax oscille
nloglogn
indéfiniment entre un voisinage de o et un voisinage de —o. On peut dire aussi que :

P(dw) —p.s. Ve>0 3nf, telque:

Xi 4 n logl
Vi >, X X< (14 )0y [[EET
n 2n
log logn

mais il ne faut pas attendre de cette méthode une précision meilleur que o(X) et

1l convient aussi de remarquer que la vitesse de convergence de la méthode de Monte Carlo
ne dépend pas de la simulation de X, autrement dit elle ne dépend pas de la fonction
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f(Us,---,Uq,-++) choisie. En effet, 'erreur asymptotique ne fait intervenir que I’écart-type
pour l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev et le logarithme-itéré, le moment d’ordre 3 pour
le théoreme de Berry-Essen, des moments exponentiels pour I'inégalité de Chernov. Dans la
suite on comparera la méthode du décalage 4 la méthode de Monte Carlo dont les résultats
ci-dessus conduisent a affirmer que la vitesse de convergence “tourne autour” de 0(71ﬁ)



Chapitre 2

Présentation de la méthode du
décalage

L’usage du théoreme ergodique de Birkhoff pour le calcul d’espérances mathématiques n’est
pas tres fréquent en simulation. Cependant, dans le cas de certaines transformations, et
a cause des particularités de leur implémentation informatique, la programmation de ces
algorithmes se trouve étre plus efficace. Dans ce chapitre on rappellera quelques résultats de
théorie ergodique et on présentera une méthode aléatoire, dite de décalage ou de shift, pour
le calcul d’espérance en dimension grande ou infinie (voir [12], [1] et [2]). Cette méthode est
basée sur le théoreme de Birkhoff.

2.1 Cadre mathématique de la méthode.

Désignons par (X, A, A) un espace de probabilité et par 7 une transformation mesurable de
(X,.A) qui préserve la mesure A (c'est & dire A(t7*A) = A(A) pour tout A € A). On rappelle
qu’un ensemble A € A est dit 7—invariant si 77}(A4) = A.

Définition 1 Une transformation 7 est dite ergodique si les parties mesurables T—inva-
riantes de A sont négligeables ou de complémentaires négligeables.

|
En 1931 Birkhoff a démontré que pour toute fonction f de X, a valeur réelle et A—intégrable,
la limite de £+ (”H’ +I(7'2) existe A—presque sirement. Il est facile de voir que si la
limite est constante elle est égale 4 l'intégrale de f. On retrouve ainsi le théoreme de Birkhoff
pour les transformations ergodiques.

Théoréme 1 Birkhoff.
Soit (X, A, A} un espace de probabilité et 7 : X — X une transformation ergodique alors
pour toute fonction f € L'(X,A) on a :
sty k
=Y for -—o/de/\ A —p.s..

n o

Preuve : Voir Krengel [32].

12
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Dans la suite, on rappellera la définition d'une transformation mélangeante et on donnera
un critere simple de mélange.

Définition 2 Une transformation mesurable T d’un espace de probabilité (X, A, ) est dite
mélangeante si pour tout f € L?, la suite (foT™) converge faiblement dans L? vers la fonction
constante [y fd), c’est & dire si pour tout g € L?

fx forgdh — oo /X Fdx /X gd)

|
Manifestement, une transformation mélangeante est ergodique. En effet, en prenant f et g
égale a 'indicatrice d’un ensemble mesurable A, on a :

VAE (X, AN AT (A)NA) — oo (MA))

Par conséquent, si 771(A) = A alors A(A) = (A(A))? et donc A est négligeable ou de
complémentaire négligeable. La réciproque est fausse. L’introduction de la convergence faible
dans la définition précédente est essentielle. En effet la suite (for",n € IN) ne peut converger
fortement dans L? pour un f € L? que dans le cas trivial ou f o 7 = f parce que pour tout
fel*:||for—fll = |If o™ — for™|| quel que soit n € IN. Le lemme suivant fournit
un critére simple de mélange; il sera utilisé par la suite pour montrer que la transformation
du shift est mélangeante.

Lemme 1 Pour qu’une transformation mesurable 7 de (X, A, A) soit mélangeante il suffit
que :

[ Fommfdh — ([ fdA)?
X X
pour tout f d’un ensemble générateur de L?

Preuve : Evident par polarisation et approximation.

Comme nous I'avons dit au premier chapitre, il est trés rare, sauf cas simple, que la simu-
lation d’une variable aléatoire réelle se réduise effectivement a une simulation en dimension 1.
Cependant, le plus souvent, par simulation d'un certain nombre de variables aléatoires in-
termédiaires on arrive a définir un algorithme de simulation de la variable aléatoire X. Ainsi,
on obtient une représentation de X sur [0,1] ou plus précisément une représentation sur
[0, 1] = U,51[0,1]". 11 est donc intéressant d’étudier un algorithme qui calcule I'intégrale
d’une fonctionnelle sur [0, 1]N. Considérons [0, 1], ’espace produit de I'intervalle [0,1], muni
de la mesure de Lebesgue produit A = dz®" et notons par # la fonction de décalage, appelée
aussi opérateur de shift, définie sur [0, 1]V par

Q(Ul,Ug,...,Uk,...) = (Uz,[/fg,...,Uk+1,...).

Il est clair que 8()\) = A, ou 8()) est la mesure image. Dans le lemme suivant on rappelle un
résultat classique & savoir que 8 est non seulement ergodique mais mélangeante.

Lemme 2 0 est une transformation mélangeante qui préserve la mesure A.
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Preuve : Pour établir ce résultat il suffit, d’apres le lemme précédent, de démontrer que :
VA€ B([0,11®Y) ona A(#7"(A)NA) e AMA)MA).

Il suffit de vérifier cette propriété sur la classe des ensembles cylindriques. Soit A un en-
semble o(Ug,- -, U;)—mesurable on a 67"(A) est 0(Ukyn, -, Ui4n)—mesurable. Par suite,
pour n assez grand on a § "(A) et A sont indépendant, par conséquent A(6~"(A)N A) =
A8 (A)A(A) = (M A))2. Ceci acheve la démonstration.

|

Le systéme dynamique ([0, 1[N, B([0,1]®N), ), 8) est donc en particulier ergodique. Par con-
séquent, d’apres le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff on a :

] N-1 i

NZ_%FOG —sEF A—p.s., (2.1)
pour toute fonctionnelle F A—intégrable sur {0,1]". Donc une simulation de I’espérance
mathématique d’une variable aléatoire réelle représentée sur [0,1]N par X = F(U) =
F(Uy,---,Uk,- ) consiste a calculer la fonctionnelle F' aux points successifs U, 8(U), 68*(U),

--+. Ces points sont des suites de points de [0,1] :

U = (U,Uyy -, Usy- )
B(U’) = (UQa U3’ Tty Uk+1’ t ')

et de prendre la moyenne des termes.

Remarque :
Nous désignerons ici par 6¢ les puissances de § avec d € IN". Il convient donc de remarquer que
les résultats ci-dessus restent valable pour I'espace ([0, 1], B([0, 1]®™), A, 64). En particulier,
le systeme dynamique ([0, 1]%, B([0,1]®V), ), 8%) est ergodique et par suite :

] N-1

52 Fo o —EF A—pas., (2.2)

n=0

pour toute fonctionnelle F A—intégrable sur [0, 1]N.

Dans le prochain paragraphe on expliquera !'intérét de cette méthode en montrant par
un exemple générique le principe du dispesiti{ informatique.

2.2 Principe du dispositif informatique.

La modélisation des phénomenes aléatoires, fait souvent intervenir des processus a temps
discret, ainsi les problemes de transport de particules, la discrétisation des équations di-
flérentielles stochastiques, etc. Pour calculer I’espérance d'une fonctionnelle des trajectoires
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d’un processus, on est ramené a des intégrations en dimension infinie et on se retrouve dans
des situations voisines de celle ci : Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires sur [0,1)N
telle que, Vn € IN, X, est o(Uy, - - -, U,)—mesurable et soit T un temps d’entrée du processus
(Xn)nen, ou de (X, n)nen, dans un ensemble donné, on a a calculer les quantités suivantes :

o IE(T), E(X7), E[G(X7,T)], G: R® N — R.

e EYT_, C(Xk, Xk41), ot C est une fonction de IR? & valeurs réelles, représentant des
couts.

e Ou plus généralement IE( H) avec H une fonctionnelle Fr—mesurable.

Trés souvent ces processus sont des chaines de Markov. Nous allons décrire, par un exem-
ple générique, comment s'implémente la simulation d’une telle chaine par la méthode du
décalage. Soit X, une chaine de Markov définie par :

-XO = T, Xn+1 = H(Xn; n, h(Und+19 e 3L[(n+1)d))a

ou les U, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Ainsi le
processus (X, ).en admet une représentation sur ([0, 1]V, dz®M).
On considere le temps d'arrét T = inf{n > 1;X, € A} et les fonctionnelles associées
F = G(Xr,T). L'espérance [EG(X7,T) peut étre calculée par le théoreme de Birkhoff,
puisque
1 ‘N'Bl
EG(X7,T)= lim < > G(Xt.T)o6™ X —p.s., (2.3)
7 n=0

des que G(Xr,T') € L'. L'implémentation de cet algorithme exploite de fagon essentielle la
notion de pointeur {ou tout autre procédé équivalent de gestion de piles). Pour appliquer
la formule (2.3) nous avons a calculer G(Xr,T) aux points successifs U, §(U), 0*4(U),...
Ces points sont des éléments de [0, 1]V

U = (U],Lfg,"',Ud,"‘,[jk,“')
gd(U) = (Ufi-&-hUti-‘i-zﬁ'"vUZJa"'aUd+k3"'

e

Alors si le temps d’arrét T est fini, ce que nous supposons ici, le calcul G(X1,T) ne dépend
que d’un nombre fini de coordonnées, le long de chaque trajectoire U = (Uy, Uy, -+, Uk, -+ +) :
la suite U étant calculée jusqu’a I'indice k = dT(U) ou T(U) est déterminé par le test

<test>{X"€A = n<T(L’;

X, € A pour la premierefois = n=T(U

Notons par :
Y, = h(U(n—l)d+la MY Und)~

Supposons qu'on ait calculé G{Xt,T) au point U = (Uy,Us,--), et que les calculs des
termes intermédiaires, Y, = A(Upn-1)a41,- "+, Una), 1 £ n < T(U), aient été mis dans des


file:///-p.s
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pointeurs comme indiqué dans la figure 2.1. La simulation de G(X7,T) sur la trajectoire
0%4(U) = (Ua41,Uds2,--+) sera plus simple puisque le calcul intermédiaire des Y; associés
4 04(U) est fait au moins partiellement. En effet, soit on a T(84(U)) < T(U) auquel cas
aucun calcul supplémentaire n’est requis, soit on a simplement a rallonger la chaine entre
T(U) et T(8%(U)) auquel cas nous avons la figure 2.2 :

Y, Yo || caeve- Y

Voo

XO > Xl > X2

b
@D @D

Figure 2.1

Y

¥
i

n

Y, Yy | -oa--- Yol e

Voo

Xg— X} Xg—t

Vo
= @

Figure 2.2

A

:
1n-l

Dans ces diagrammes les fleches représentent essentiellement le calcul de :
Xnt1 = H(Xm n, h(Und-Hs Tty U(n-H)d)) = H(Xm n, Yn+1)'

1l est clair que les performances de cette méthode proviennent de la boite de stockage qui
évite de recommencer inutilement les calculs partiels des variables Y;. Ce stockage doit étre
fait évidemment lors du rallongement de la suite lorsque ce dernier intervient comme expliqué
ci-dessus.

Dans la suite de ce chapitre nous testerons ’efficacité de cette méthode, nous la comparerons
a la méthode de Monte Carlo classique et nous mettrons en évidence par des exemples
I’économie de temps de calcul, mais aussi de nombres aléatoires qu’elle permet de réaliser.
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2.2.1 Quelques résultats numériques sur Pefficacité du shift.

Pour comparer les deux méthodes on a calculé sur plusieurs exemples le temps machine,
dit temps C.P.U, pour chaque algorithme. Pour un méme rang d’itération N, on remarque
que la méthode du décalage est nettement plus rapide que la méthode de Monte Carlo
classique. Le gain du temps C.P.U est en moyenne de ’ordre de 90%. Ce gain peut étre plus
important si ’on prend des situations ou le calcul de la fonction h est trés long, autrement
dit si 'on considére des exemples ou la simulation des Y, est donnée par des méthodes
lentes ; par exemple : la méthode du rejet, schéma de résolution d’une équation différentielles
stochastique. En outre, cette méthode économise le générateur de nombres aléatoires. En
effet, la consommation de nombres aléatoires doit étre limitée & une certaine fraction du
générateur pour en préserver la qualité. Il convient aussi de remarquer que la méthode de
Monte Carlo pour des problemes de taille équivalente risque souvent de dépasser ce seuil. Tous
les résultats numériques donnés dans les exemples suivants sont calculés sur des SUN4/330.

Exemple 1

Une fagon de simuler la marche aléatoire réelle de loi normale centrée réduite, issue de

Vorigine, est de prendre : X, = 0, (i1 = X + —2InUznyq cos(27Uszn42), 00t (Up)nen

est une suite de variable aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1}. Considérons le
temps d’arrét T = inf{n > 1, X,, ¢ [—10,10]}. Pour des fonctionnelles différentes, F = Xr
et F =T, on a les résultats suivants.

e Pour F = ,YT.
Temps C.P.U. Nombres aléatoires
Nombres d’itérations | Shift | Monte Carlo | Shift | Monte Carlo
1000 | 1.3 18.0 2876 220232
5000 5.2 93.1 10214 1132330
10000 | 10.5 159.5 20610 2260466
50000 | 59.0 916.4 100664 11209942
100000 | 118.8 2078.1 200108 | 22440720
Tableau 2.1
o Pour F=T.
Temps C.P.U. Nombres aléatoires
Nombres d’itérations | Shift | Monte Carlo | Shift | Monte Carlo
1000 | 1.3 18.2 2876 220232
5000 | 5.3 94.3 10214 1132330
10000 | 10.8 187.2 20610 2260466
50000 | 60.4 936.4 100664 11209942
100000 | 123.1 1854.1 200108 22440720

Tableau 2.2
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Ces résultats confirment que le gain du temps C.P.U. ainsi que celui en nombres aléatoires
dépend essentiellement du temps d’arrét T et non de la fonctionnelle F. Ceci était d’ailleurs
tout a fait prévisible.

Exemple 2

Dans la pratique, les spécialistes utilisent rarement les nombres pseudo-aléatoires fournis par
l’ordinateur. Ils les génerent par une procédure. Ceci explique le fait que, méme dans un
exemple simple ou les variables intermédiaires (Y, ),en suivent une loi uniforme, la méthode
du shift paraisse plus efficace. On a testé ce résultat sur une marche aléatoire réelle de loi
uniforme sur [—0.5,0.5], issue de l'origine. Prenons donc : Xo = 0, et X, 41 = X, + 2—“%’-:-1-,
ol (Un)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur [0,1].
Considérons le temps d’arrét T = inf{n > 1, X,, ¢ [—5,1]}. Pour les fonctionnelles F = X7
et F' =T on a les résultats suivants.

¢ Pour F = Xr.
Temps C.P.U. Nombres aléatoires
Nombres d’itérations [ Shift | Monte Carlo | Shift | Monte Carlo
1000 | 0.270 2.710 1064 69183
5000 | 1.680 13.80 5208 355140
10000 | 3.460 27.890 10069 718189
50000 | 17.680 138.870 50042 3581028
100000 | 38.160 276.320 100298 7122491
Tableau 2.3
e Pour F=T.
Temps C.P.U. Nombres aléatoires
Nombres d’itérations | Shift [ Monte Carlo | Shift ] Monte Cario
1000 | 0.280 2.720 1064 69183
5000 | 1.680 13.770 5208 355140
10000 | 3.510 27.830 10069 718189
50000 | 18.900 138.670 50042 3581028
100000 | 38.280 269.630 100298 7122491
Tableau 2.4

Exemple 3

Nous avons utilisé la méthode du shift pour une chaine de Markov a 2 dimensions. Dans
une étude faite par O. Faure([15]) sur le temps de sortie d'un disque pour un Brownien plan
(Bt)i>0, il a été confronté a une situation typique ou la dimension de la simulation est tres
grande. Si I'on utilise la méthode de Monte Carlo, avec un pas de discrétisation trop fin,
alors le temps de calcul devient trés important et le nombre trop élevé d’appels a la fonction
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random peut engendrer des erreurs de calculs. Soit par arrondi soit, pire, par épuisement du
générateur. Pour contourner cette difficulté nous avons utilisé la méthode du shift. Ceci nous
a permis de confirmer 1'intérét de cette méthode, a savoir I’économie de nombre d’appels a
la fonction random et celui du temps de calcul.

Plagons nous dans IR®. Soit C le disque de centre 0 et de rayon 1.

On désigne par

T=mf{t>0, |B|gC}

le temps de sortie du disque C. La simulation du Brownien B, est donné par la simulation
d’une chaine de Markov définie par :

Xo=0, Xiy1=Xi+Yena

avec Y4, est une suite de variables aléatoires dans IR® indépendantes, de loi gaussiennes
centrées et de variance At. Le parametre At est appelé le pas de discrétisation. Une simulation
de la suite (Y} )ren est donnée par :

Y} = V/—-2AtIn Uy cos(2nUsisr)
Y2 = /=24t In Uy sin(27Usk41)

ou Y}! est Pabscisse de Yi, Y2 est 'ordonné de Yi et (U,).en est une suite de variable
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Le temps de sortie T est pris comme le
premier temps de sortie, 4%, de la chaine de Markov approchante. On vérifie classiquement
a l'aide de résultats de convergence fonctionnelle (voir{15]) que :

: At _
lim [E(T4%) - E(T)| = 0.

La valeur théorique IET = % est prise comme critere de comparaison des deux méthodes.
Tout d’abord nous allons montrer les difficultés numériques rencontrées par la méthode de
Monte Carlo. Nous donnons dans le tableau suivant, pour quelques valeurs du parametre At
des statistiques sur le nombre d’appels a la fonction random et le temps mis par la machine

pour faire les calculs sur une seule trajectoire :

e Temps C.P.U-moyen : le temps moyen de calcul d’une simulation en C.P.U. Plus
précisément, on a pris la moyenne des temps de calcul sur 10 000 simulations.

e Nbres aléatoires-moyen, le nombre moyen d’appels a la fonction random pour simuler
une trajectoire de sortie.

Le temps moyen, T —moyen, dépend bien siire de la machine utilisé (ici un SUN4/330).

At 0.05 0.01 0.005 | 0.001 | 0.0005 | 0.0001 | 0.00001
Temps C.P.U-moyen 0.0048 | 0.0206 | 0.0396 | 0.1841 | 0.3691 | 1.6611 17.7
| Nbres aléatoires-moyen 26 112 216 1000 2000 9000 | 80 000

Tableau 2.5
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Ceci permet de justifier 'utilisation de la méthode du shift puisqu’on simule en dimension
grande. En effet, la taille de simulation est équivalente au nombre moyen d’appels a la
fonction random.

Nous calculons ensuite I’espérance par Monte Carlo sur 10 000 simulations suivant diffé-
rentes valeurs du parametre de discrétisation At. Nous donnons aussi quelques résultats de
performance pouvant servir d’éléments de comparaison :

e Temps C.P.U.-total : le temps de calcul des 10 000 simulations en temps C.P.U.

e Nbres aléatoires-total : le nombre d’appels a la fonction random pour simuler les 10 000
trajectoires de sortie.

At 0.05 0.01 0.005 0.001 | 0.0005 | 0.0001
E(T-3) 0.1588 0.0608 0.0420 | 0.0209 | 0.0124 | -0.0042
Temps C.P.U.-total 48 206 396 1840 | 3690 | 16 611
Nbres aléatoires-total | 260 000 | 1 120 000 | 2 160 000 | 10’ 2.10° | 9.10°

Tableau 2.6

Nous calculons maintenant ’espérance par la méthode du shift sur N = 10 000 itérations et
suivant les mémes valeurs du parametre de discrétisation At.

At 0.05 0.01 | 0.005 ; 0.001 | 0.0005 | 0.0001
E(T - 1) 0.1383 | 0.0560 | 0.0485 | 0.0215 | 0.0134 | -0.0638
T-total 7 20 35 170 300 900

Nbres aléatoires-total | 20 020 | 20 070 | 20 113 | 20 500 { 21 000 | 29 000

Tableau 2.7

Dans cet exemple, on remarque que 'erreur théorique est pratiquement du méme ordre.
Cependant, le gain du temps C.P.U et celui des nombres aléatoires est tres important. En
particulier, lorsque le pas de discrétisation At est tres fin. Une étude plus précise sur la
résolution des équations différentielles stochastiques par la méthode du shift sera faite au
chapitre 6.

2.3 Les résultats existants sur la vitesse de conver-
gence.

L’utilisation de la méthode du shift nécessite des estimations de la vitesse de convergence,
tels que la loi du logarithme itéré et le théoreme de la limite centrale. Malheureusement, le
théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff ne dispose pas d’un tel résultat. Des études sur
le comportement asymptotique dans le théoreme ergodique (voir [33], [22]), montrent que
la vitesse de convergence peut étre arbitrairement lente ou proche de 0(+). En effet, si on
considere le systeme dynamique ([0, 1)V, B([0,1)®N), X, 8), on a :
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D’une part : pour toute suite (@n)nen,an > 0,a, — 0, il existe une fonction continue F
de [0, 1}N a valeurs réelles telle que

lN -1
[—ZF 0" — EF|)—o00, A—p.s..

n-O

D’autre part : pour toute suite (¢, )nen,cn > 0, croissant vers l'infini, avec ¢; > 2, il existe
un ensemble mesurable A avec P{A) = %, pour lequel

].N 1
VN ]—21,409"-——] <X
n-O N
Par ailleurs, soit (E, || ||) un espace de Banach et U une transformation linéaire de £ dans

E. On dit que a € E est un U—cobord si et seulement si a € (I — U)(E), autrement
dit s’il existe b € E tel que @ = b — U(b). Il est clair que si a est un U—cobord alors la

: U A YTy
suite - +Ul@) -+ U a) converge en O(2). Les cobords ont été étudiés dans le cas de

certaines transformations ergodiques par exemple : voir [34] pour les suites {na} et [39] pour
les transformations de Kakutani. On montre que, pour ces transformations particulieres, il
existe des ensembles A non triviaux tels que les 14 sont des cobords.

Ces fonctions, pour celles actuellement connues comme étant lentement convergentes, sont
construites avec le lemme de Rohlin-Halmos. Par la nature abstraite de ce lemme, 'intéret
de ces résultats est essentiellement théorique. En effet, il se trouve que les fonctionnelles
courantes en simulation ne présentent pas la pathologie des cas lentement convergent du
théoreme ergodique. Ainsi, notre objectif est d’obtenir des estimations de vitesse de conver-
gence pour des classes de fonctions couramment employées en pratique.



Chapitre 3

Vitesse de convergence presque siure.

N-1

— ) Fof" vers EF
N n=0

pour certaines classes raisonnablement générales de fonctionnelles F' couramment employées
en simulation. Ces résultats s’obtiennent a partir d’'un théoréeme de Gal et Koksma (voir [18]).
Dans le premiere paragraphe nous rappelons I’énoncé de ce théoréeme, sa démonstration dans
un cadre probabiliste et sa formulation dans le cadre de 'opérateur de décalage. Le second
paragraphe est consacré a la proposition théorique principale sur la vitesse de convergence
dans le théoreme ponctuel ergodique pour 'opérateur de décalage, a sa démonstration et &
une premiere application. Dans le troisieme paragraphe, le plus utile pour les applications, on
applique cette proposition a la classe des fonctionnelles F de carré intégrable et mesurables
par rapport a la tribu Fr des événements antérieurs a un temps d’arrét 7. On montre
notamment que si T admet un moment d’ordre p > 2 et si F est une fonction de L?,
Fr—mesurable, alors F' vérifie “une loi du logarithme itéré faible”, a savoir que :

Le but de ce chapitre est de déterminer un ordre de convergence de

N-1
S Fof" — EF| = o{ N"%(log(N))3**) A—ps. (3.1

n=0

1
Ve >0 =
lN
Le quatrieme paragraphe illustre par des simulations numériques les résultats théoriques
obtenus sur les fonctionnelles d’arrét. En outre, nous avons vérifié la loi du logarithme itéré

habituelle par des simulations numériques. Nous y reviendrons au chapitre 5 pour donner les
résultats théoriques.

3.1 Théoreme de Gal et Koksma et vitesse de conver-
gence dans le théoreme de Birkhoff.

Tout d’abord nous allons donner quelques définitions.

Soit (X, 1) un espace mesuré avec y une mesure non nécessairement finie. On considere une
famille de fonctions (S{M, N, -))m.~en, appartenant a LP( X, u) et telles que S(M,N,z) >0
pour tout M et N appartenant &4 IN et £ € X. On suppose enfin que S(M,0,-)=0 pour tout
M € IN et que S(M, N, ) vérifie I'inégalité triangulaire

S(M,N,) < S(M,N',y+S(M+ N ,N—-N',.) (3.2)

22
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pour tout M, N,N' € Net 0 < N' < N. Typiquement, S(M, N,-) est la valeur absolue d’une
N
sommation partielle S(M,N,z) =| Y  fi(z)|. A partir de ces définitions, on démontre le
k=M+1
résultat suivant.

Théoréeme 2 On suppose que p > 1.
Si ./X S(M,N,z)Pdu = O(¥(N)) uniformément en M, (3.3)

on UN)

5~ est une fonction croissante au sens large, alors pour toute >0 ona :

S(0,N,z) = o ((¥(N) (log(N))"+1+¢)7) u — p.s. dans X.

Preuve : Ce résultat a été démontré dans 'article de Gal et Koksma “Sur P’ordre de grandeur
des fonctions sommables”, sous ’hypothése que X est une partie mesurable d’un espace
euclidien, voir référence [18],théoréme 3, page 646 et la définition, page 640.

i
Le but de D'article était d’appliquer ce résultat a la somme partielle d’une série, (fn(z))yens
N
non nécessairement convergente. En effet, si on pose S(M,N,z) = | > fi(z)| ol les
k=M+1

fonctions fy(z) sont & p—iéme puissance sommables, le théoréeme donne une estimation pour
la somme fi{z) + fa(z) 4+ --- + fwn(z) qui est valable presque partout.

Toutes ces remarques nous ont conduit a reprendre la démonstration de ce théoreme avec
des notations et des arguments de théorie de la mesure, essentiellement le lemme de Borel-
Cantelli et I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, de facon a mieux mettre en valeur les idées
sous-jacentes. A I'inverse, I’hypothése “X est une partie mesurable d'un espace euclidien”
qui figurait dans I’énoncé “historique” est en fait inutile. Comme nous ne ferons usage de ce
théoreme que dans un cadre probabiliste nous nous placerons dans la démonstration sur un
espace ({1, 4, IP) avec IP(Q1) = 1. Cette hypothese u'est cependant pas néeessaire. On pourra
alors, si I'on considére une suite de variables aléatoires (X;),en sur un espace probabilisé
quelconque ({1, A, IP) avoir une estimation du comportement de la somme

| X1(w) + Xa(w) + -+ Xn (W),
valable IP(dw)—presque siirement.

Théoréme 3 Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, (X, )nen une suite de variables aléatoires
appartenant a L¥, p > 1, verifiant

E|Xa41 4+ Xnmgz + -+ Xpgn [P = O((N)) (3.4)

. , « YN . .
uniformément en M ou “{;J«—l est une fonction croissante au sens large. Alors pour tout e > 0,
ona:

X1(w) + Xp(w) + - + Xn(w) = o(T(N) (log(N))P*1+)7 P(d(w)) — p.s.
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Preuve : Soit a > 0 et ¢ > 0 fixés. Pour tout k£ > 1, on pose :

Ak

i

U {ZX|>a 2’°)k"+’+‘)}

Nefek 2kt L =1

o0
Le probléme se raméne a montrer que » IP(Ax) < oo. En effet, d’aprés le lemme de
k=1

Borel Cantelli, on obtient alors que pour tout a > 0 P (n U Ak) = 0, c’est a dire
nok>n

P (U N Ai) = 1, ou A{ désigne le complémentaire de I’événement A;. Autrement dit :

n k>n
VYa >0 IP(dw)— p.s. il existe n € IN tel que Vk > n, YN € [2%,2**)[ on a

N Y
|57 Xl < a(0(2F) kPHIt)s,
i=1
Il résulte de la monotonie de la fonction %& et celle de la fonction logarithme que

P(2%) < \IJ(J’V)"'k < Y(N) et que k < %9%((%2 Ceci montre que : Va > 0 IP(dw) — p.s. il

N 1
existe n € IN tel que VN > 2" {3 X;| < ¢(¥(N) (log(N))P**)7, avec ¢ = .

i=1 (log 2)
Soit encore

N
Ve>0 |3 Xl = O (((N) (log(N)y"+1+)5) P(dw) —
=1
Du fait que 'estimation est donnée pour € > 0, on peut conclure que :

N 1
Ve > 0 13" Xl = o ((B(N) (log(N))P+1+)7) IP(dw) ~ p.s.

=1

Il reste donc a prouver que, Va > 0 on a EIP(Ak) < oo. Pour ceci, on considere le
k=1
développement dyadique de N € {2", o 2k 1}

N=2%4e,2" 4+ 462+ (3.5)
ou g; € {0,1} pour ¢ = 0,1, -,k — 1. D’apres I'inégalité triangulaire on obtient de proche
en proche, que

2k+ck_l2k“1
}ZX|<|ZX| + > X+
1=1 1=2% 41

2% 4ep 125V gy 2450

-+ | Z X:;l.

i=2% ey 2K~ 144y 241
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Par convention, on prendra la somme égale a 0 si exposant en haut est plus petit que
I'exposant en bas. On pose :

S(M,N,w) = | Xp01(w) + Xpgg2(w) + -+ + Xpan (W),
pour tout M et N € IN® et S(M,0,w) = 0. L'inégalité précédente s’écrit :
N k ,
DX < 50,25, ) + 3 S(Aj,65202°7, ).
i=1 1=1
avec A; = £;2/ + .-+ + 2%, Soit encore
N % 4
‘ZX'I < S(O’ 2k, ) + z ej—IS(AJ'a 21_11 )
i=1 =1

En majorant €;_; par 1, on obtient le résultat snivant :

N k
DXl < 8(0,25,) + 3 5(2;,2771,). (3.6)
=1 =1

On remarque que cette majoration dépend de N. Cependant, on est en train de chercher un

N
majorant du  sup X;l.
1

Ne[2k 26+ 2
e si p=1:

N
On majore sup |)_ X;| par
Nelzkv2k+l[ 1=1

S(Oa2k1’)+ Z S(Aj’Qj-le')'

A,possible

Or \; =2u; + 2% avec 0 < p; <257 — 1. Par conséquent :

N k21 ) .
lZX!l < 3(072ka)+2 z S(2J#J + 2k72]_11') (37)
=1 3=1 u;=0

et donc
k 2k ‘ ‘
P(A) <P {5(0,2", F+3 3T S0+ 25,2771, ) > a(T(2F) (k)P
j=1 p,=0
I résulte de V'inégalité de Bienaymé-Tchebichev que :

1 K N T
IP(Ak) < WE(S(O,Q,-)+Z E 5(2;1]4-2,2 ,)

j=1 u;=0

C N k 2k-1-1 ;
< W (‘I’(Q )+Z Z (2 )) )

Jj=1 u,=0
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avec C la constante sous-jacente du “0O” de l'erreur. Soit encore

C k 2201 (9
P(Ax) < -5 ak2te (1 +2 > Qk;)

i=1 #;—*0

Par la monotonie de la fonction ﬂNﬁl, on déduit que

2¢-ia
PA) < —o (1+Z T o k)

J=1 ;=0
C(k+1)
a k2+.-:

Ceci achéve la démonstration dans le cas p = 1.

esip>1:
Soit ¢ > 1 tel que %—i—% = 1. En appliquant I'inégalité de Holder au niveau de I’équation
(3.6), on obtient :

N k H k L
!ZX‘I g (1 +Zl) (S(Oagkv)p+ZS(A]a21—17)p)
1=1 3=1 .

1=t

IN

(14 k)3 (5(0,2",-)” + Xk:S(f\j,Qj”l, -)”) P

=1

On majore alors  sup ZX | par
Ne[2k 2541 =

b ] L

(1+k)% (5(0,2",-)’°+ > S(,\j,?“,-)”)

x,possible

Comme dans le cas p=1, on obtient

N ) k 2¥-1-) ;
|ZX.'|S(1+A~)3( 5(0,2%,) +Z ST S(h, 277 1-9) ,

i=1 1=1 pj:O

Puis :

2k=i_1 ‘I,(Qk) kp+1+s)}
P(A) < P{S(0,2F 7+ S(A;, 2771, o’
(A { Z Z ; (1+ k)¢

(14 k)% ) L anio N . i
ar¥(2k) klp+1+eIE (5(0’2 P+ >_‘ 2 S(2p; +2°,277°, )

J= uy=0

C(1+ k) LAl

= aP U (2F ) kp+ite (\I’(Q )"'; g,z.—:o v(2")
C(l+k)s k2201 ()
Takrtite (HZ D)

7=1 ;=0
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Par la monotonie de la fonction Y&

~—> on en déduit que

C(1 + k)e LA i
P(Ax) < W(1+Z E 93—k

J=1 u;=0
C(1+ k)'*s
ab kptlte
Du fait que 1+ 2 = p, la derniére inégalité s'écrit : IP(A;) < SEHEE

Ainsi la demonstration est achevée.

Ce résultat s’applique d’une fagon naturelle a une suite de variables aléatoires fortement
stationnaire.

Définition 3 Soit (2, A, IP) un espace probabilisé€. On dit qu’une suite de variables aléatoires
{Xn)nen est fortement stationnaire si Vm € IN, les processus (Xn)nen €t (Xn)n>m ont méme
loi.
On a alors le résultat suivant :
Corollaire 1 Soit (X;);en une suite de variables aléatoires fortement stationnaire vérifiant :
E|X, + X2+ -+ XnIF = O(¥(N))
ou ﬂNﬁl est une fonction non décroissante, alors pour tout € > 0, on a :
Xy(w) + Xa(w) + -+ + Xn(w) = o ((U(N) (log(N))P1+)5) P(dw) - p.s.
Preuve : Puisque (X;);en est fortement stationnaire alors VM € IN :
ElXpa+Ame+ + AminPF =EX 1+ Xo+ -+ AnfF =0 (9(N)).
Le résultat se déduit du théoréme précédent. |

Remarque :
On utilise souvent ce théoréme dans le cas W{N) = N et p = 2; ce qui conduit an résultat :

S / S(M, N,z)*dz = O(N) uniformément en M,
X
alors pour tout € > 0
S(O,N,z) =0 (N%(log(N))%“) p(dz) — p.s..

Pour une suite de variables aléatoires, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 2 Seit (2, A,IP) un espace probabilisé, (X, )nen une suite de variables aléatoires
appartenant a L?, vérifiant

E|Xper + Xmez + -+ Xuen|? = O(N) uniformément en M, (3.8)
alors pour tout € > 0
Xa() + Xa(w) + -+ + Xn(w) = o (N3 (log(N))F*°) P(dw) ~ p.s.
Preuve : Il suffit de prendre ¥(N) = N et p = 2. |

Exemple : Les processus L?—stationnaires.

Considérons maintenant un systéeme dynamique (X, 4, A, 7). On peut déduire du théoreme
précédent un résultat ergodique fort qui nous suggere une estimation de la vitesse de con-
vergence, dans le théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff.

Proposition 1 Soient (X, A, A, 7) un systéme dynamique et [ une fonctionnelle de X,
d’intégrale nulle et telle que :

N-1
/ X fortfidr=0(N) (3.9)
n=0
alors
Ve >0 %E for™(z) = o( N ¥(log(N))i**) Mdz) - p.s..  (3.10)

Preuve : Cette proposition découle du corollaire précédent (corollaire 2). En effet, utilisons
la propriété (3.9) et le fait que T préserve la mesure A pour vérifier la propriété (3.8). Clest
a dire :

N-1 2 M N-1 9
/XS(M,J\/,I)zd)\ - /X;n;fww o™X = /X;Z for™fd) = O(N).

n=0

Par suite, les hypotheses du corollaire 2 sont vérifiées. Donc pour tout € > 0

N-1
Y for" = o(N#(log(N))5**) A= p.s.,
n=0
soit encore
1 N-1 1 3
v Y for™ =o(NZ(log(N))z*) A—ps..
n=0

Dans le cas ou I'intégrale de la fonctionnelle f est non nulle, on utilise le corollaire précédent
comme suit.
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Corollaire 3 Soient (X, A4, A, 7) un systéme dynamique et f une fonctionnelle de X, telle

que
N-1

Var(z_: for™) = O(N), (3.11)
alors
1= ) 3
z_j form— /X Fd) = o( N3 (log(N))3+) A—ps.  (3.12)

Preuve :1l suffit d’appliquer la proposition précédente & f — [y fdA.
|

Dans la suite, on donnera une hypothese de base pour le résultat ergodique fort dans le cas
d’une transformation mélangeante.

3.2 Sur la vitesse de Convergence du shift.

On considére un systéeme dynamique (X, 4,7, A), avec 7 une transformation mélangeante.
On suppose que fy FdA =0 et on pose

ot i= o} (F) = |F|3 +2% < For*F > (3.13)
k=1

si la série est convergente et +0o sinon.
On désigne par < , > le produit scalaire sur L2{X) et || . ||z la norme sur L*(X) :

n _ ST 2 1
< F,G>= /XFGdA HFH;,_(/XF )},
Si F' est d’intégrale non nulle on prend :

0? =0} (F —EF)=Var(F)+2) Cov(For* F) (3.14)
k=1

si la série est convergente et +o0 sinon, ou Var désigne la variance et Cov la covariance. On
a alors le résultat suivant :

Proposition 2 Soit F € L*( X, A, )) d’intégrale nulle et telle que c®(F) fini alors :

N-1

;EEEON/ |§)FOT (3.15)
et par consequent
1 N-1 a1 3.
Ve >0 7 > For™=o(N7%(log(N)):**) A= p.s..
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Preuve : Une fois que le premier résultat est établi, le deuxieme s’obtient en appliquant
la proposition 1 de la section 2, corollaire du théoreme de Gal et Koksma sur les systemes
dynamiques.

N-1
LIZFOT“Isz = > <ForfFor>

n=0 1<k IKN

N N-i
= N|F|i+2Y (0 < For*  F>)

I=1 k=1
N N
= No*-23( Y < ForF>)
=1 k=N-Il+1
N o0
23 (Y <FortF>)
I=1 k=N+1
) ) N o0
= ]\’o’"——QZk<Fork,F> —2N Z <Fork F>
k=1 k=N+41

donc

1 N-1 2 N 0
2 2 k k
N/X|ZFOT"5 MA=0?= S k<FortF>-2 3 <For*\F>.
n=0 k=1 k=N+1
Le deuxiéme terme, a droite de I’égalité, converge vers zéro, d’apres le lemme de Kronecker
(cf. par exemple [35]). Le troisiéme terme, lui, converge vers zéro, comme reste d’une série
convergente. On a donc

I -E-/INZ—IFO 24\ = o2 C.Q.F.D
NI_{I]OON ¥ = T =g VI A N

Remarque : On a utilisé seulement que la série o%(F) est convergente et que T préserve la
mesure A. Cependant si 7 n'est pas mélangeante, la classe des fonctions F tel que 02(F) < oc
ne contient aucune fonction de quelque intérét.

Reprenons notre systéme dynamique ({0, 1]V, B([0, 1]®N), X, 8). Rappelons la définition de o2
dans le cas de la transformation du décalage.

o? = o} F)=Var(F)+2)_ Cov(F o6 F). (3.16)

k=1

Si de plus F' est d’intégrale nulle alors :

oo
ot =0 (F)=||Fl3+2Y, <Fob*" F> (3.17)
k=1
Il découle de la proposition précédente le résultat théorique principal sur la vitesse de con-
vergence dans le théoreme ergodique pour l'opérateur de décalage. Ce dernier sera considéré
comme hypothese de base pour déterminer des classes de fonctionnelles utiles pour les ap-
plications.
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Proposition 3 Soit F € L*([0,1]N, B([0,1]®N), ), 8), d’intégrale nulle et telle que o*(F) est
fini alors :

niz2 __ 2
.N—»ooN [Oljulnz_% o' =0 (3.18)
et par conséquent
Ve > 0 L ZF 0 0 = o( N~} (log(N))3+) X pas.
n—ﬂ

Preuve : Ce résultat est un simple corollaire de la proposition précédente. En effet, il suffit
de remarquer que la transformation du décalage est une transformation mélangeante. Ceci
a été fait dans le premier chapitre.

Remarques :

1/Les fonctions dépendant d’un nombre fini de variables, dites fonctions cylindriques, vérifient
la condition 0? < co. En effet, si F ne dépend que des N premieres coordonnées et si 'on
suppose que f[o,l]N Fdl =0, alors :

N=-1
A(Fy=|IFll}+2Y <Fob" F>.

k=1

2/0n sait que si (X, )nen est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes équidis-
tribuées d’intégrale nulle et telle que [EX? < oo, alors

[ST80

1
<(Xi 4 -+ + Xn) = O(N~3(loglog(N))

N( )

L’hypothése d’indépendance a été affaiblie dans plusieurs travaux (cf. Berger [7]).

3/11 est évident que les estimations de la remarque précédente, connues sous le nom de
propriété du logarithme itéré, sont plus fortes que le résultat de la proposition 3. L’intérét
de notre résultat est de donner une estimation assez voisine du logarithme itéré mais sous
des hypothéses plus faibles et assez naturelles dans le cadre de la simulation.

En simulation on rencontre essentiellement deux types de fonctionnelles dépendant d’un
nombre infini de coordonnées :

e Soit la fonctionnelle F ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées, le long de
chaque trajectoire U(w) = (U(w),Usz(w), -+, Ur(w),--+); cette classe fera 'objet du
troisieme paragraphe.

¢ Soit I’on arrive a approcher F a une vitesse suffisante par une suite de fonctions ( Fi)ren
ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées ; ceci fait 'objet du théoreme suiv-
ant.
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Théoréme 4 Soit F' une fonctionnelle d’intégrale nulle et ayant un moment d’ordre 2. Si
Uon suppose qu’il eziste (Fi)ren une suite de L*([0,1]N, B([0,1]8N), ), 8), telle que Fy est
o(Uy,- -+, Ux)—mesurable et que Fy converge vers F dans L%*([0,1)%, B(|0, 1}®N), X, 8) avec

o0

Y |IF — Fyll2 < 0o alors

k=1
| < Fob*, F > | <||F|l2l|IF = Fella- (3.19)

Par conséquent o*(F) est une série absolument convergente et

N=
Ve >0 7172 Fo8™ = o(N~%(log(N))5**) A=p.s.

n=0

Preuve : L’estimation de la vitesse de convergence découle de la proposition 3. Pour ce faire
on démontre que la série, définissant ¢?(F') dans (3.17), est absolument convergente. En effet

<FoblF F>=<Fob*  F,>+<Fob" F—F,>.

En remarquant que Fof* est 0(Us4,,- - -)—mesurable et que Fy est o(Uy, - - -, Uy )—mesurable, .
on a F o 6% et F; sont indépendantes, ainsi

<F08“,Fk>=/ Fo65d\ Fud) =0,

[o.a]"¥ [CaN

et par suite, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 'invariance de A par 0 :

|<Fob"F>| = |<FobF—-F,>|
< NFLF = Fill2.

D’ou le résultat annonce.

Remarque :
Il est équivalent de prendre Fy = IE(F/o(U},---,Us)), puisque P'espérance conditionnelle
minimise ||F — G||; pour toutes G € L?.

Exemples :
1/ Soit f une fonction de carré intégrable sur [0,1] et d’intégrale nulle. Si l'on pose

e o3
a fLU;) avec Za? <L &0,

=1

(e

F =

I
I
—

et si I’on considere la suite de variables aleatoires,

k

Fe =Y aif(Us),

=1
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[+ o]
alors la condition Z F — Fill2 < o0, devient
k=1

i(Za?)% < o0.

=1 1>l

En particulier, pour a, = — cette série converge si et seulement si o > 3
n

2/ On dira qu’une fonction F est lipischitzienne sur [0, 1}V, s’ il existe une constante M € R

o0 ‘b" —- !
tel que |F(U) — F(U)| < M dU,U") YUU €[0,1]N avec d(U,U') = kz:l—k—é;—qk—l
=1
Soit F une fonction lipischitzienne sur {0, 1]V, si I'on considére la fonction Fy de [0, 1]* dans
IR définie par

Fk(:n,,u-,:ck):/ Flay, -,z Uy, Uss - - AU

(0N

et si 'on note par II; la projection canonique de [0, 1]N dans [0, 1]%, alors F' est approchée
dans L? par la suite de fonctions (Fy o [l )ren. De plus, on a :

(= a]

P@) = Feoly(a)l < [ 1F(@) = Playze, o za U, U, )MU)
!Unmk — xnl
on

< M|
[o.)¥
M

M& 1
= yg—gn-x = 5

A(dl)

n=k+1

o0

La condition ) _ ||F — FyoIl}l2 < oo est donc vérifiée. Il en résulte que, pour toute fonction
k=1

lipischitzienne sur {0,1]N on a :

j A 1 3
Ye >0 N S Fof™ = o( N 7(log(N))=*) A —p.s.
n=0
3/ Soit F une fonctionnelle sur [0, 1]N, Fr—mesurable, avec T un (o(Uy, < - - , Up)n )nen—temps

d’arrét. Si 'on suppose que F est d'intégrale nulle et de carré intégrable et si 'on considere
o0

la suite de variables aléatoires Fi = F 1(7<;; alors la condition, Z || F'— Fill2 < oc, devient
k=1

S NF Lizsiylle < oo (3.20)
k=1

En appliquant linégalité de Cauchy-Schwartz, on montre que la série converge pour les
fonctions vérifiant : F admet un moment d’ordre 2p et T un moment d’ordre supérieur a g,
avec -:; + % = 1.
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Le principe du dispositif informatique et les exemples numériques, donnés dans la deu-
xiéme section du deuxiéme chapitre, montrent que la méthode du décalage a été congue,
essentiellement, pour le calcul d’espérance des fonctions Fr—mesurable ou T est un temps
d’arrét. Cette classe, étant la plus utile application, on consacrera le paragraphe suivant a
I’étude de ces fonctions. Nous y améliorerons notablement le premier résultat (exemple 3)
que nous venons d’obtenir.

3.3 Vitesse de convergence des fonctions Fr mesura-
bles.

Dans la grande majorité des cas les fonctionnelles sont issues de modeéle non anticipatifs
et se trouvent étre Fr—mesurables pour un temps aléatoire T' qui est un temps d’arrét.
Or, des que le temps d’arrét admet un moment d’ordre plus grand que 2 les fonction-
nelles Fr—mesurables ne contiennent pas de cas pathologiques de type “convergence ultra-
lente” comme ceux évoqués au chapitre précédent (section 2.3). Pour plus de généralité, on
considérera, un temps d’arrét T de (F,)nen et une fonctionnelle F, Fr—mesurable, avec
F. =o0o(Ui,-+-,U,). On a alors le premier résultat suivant :

Théoréme 5 Si T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour toute F € L*([0,1]N, Fr),

telle que fio v F =0, on a

Joap |F*M(ET?)5
k% ’

par conséquent o?(F) est une série absolument convergente et

|< Fob*F>|<

(3.21)

N-1
Ve >0 fiv S Fof" = o N™3(log(N))i**) A —p.s.

n=0

Preuve : Il suffit d’établir ’équation (3.21), le reste est immeédiat.
< Foé)",F >=< Fogk’F. 1{T5k} >+ < Fo()",F- 1{T>k} > .

Comme dans le théoreme 4, en remarquant que F o 8 est o(Uy4,- - -)—mesurable et que
F-1i7<ky est o(Uy, - - -, Ux)—mesurable, on déduit que Fof*et F. 1{r<#) sont indépendantes.
D’on

<FolF-lgey>= [  Fo#tdh[ F-lggdi=0,

[o,1}¥ [0,1)
et par suite

|« FofF>| = |<FobF Yoy > |
| < Fob Lrsny, F - Lirsiy > |
1 1
(o F 08 LersmPE - ([ IF 1msiPabt. (3.22)

IA

0.1)¥

On obtient la une majoration plus fine que celle du théoreme 4. Ceci est dii au fait que F est
Fr—mesurable et donc les fonctions Fy sont égales a F'- 1{r<i}. A ce stade on constate que
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F o 6% est o(Uysy,--

-}—mesurable, et que {T > k} appartient & o(Us,---

,Uk), il apparait

que F o8 et 1¢75&) sont indépendantes. Par suite

/[01 |F 0 0% - LirsiyPd)

d’ou

| < Fob*F > |

IN

Comme T € L?, il vient alors

|<F09’°,F>|§?

avec

(f e PPV}

/{0 PPN (B(T > k)3,

/[0 [P o0 Pax /{o o Lrsndd

/{0 PPN (T > §),

W=

(B> B ([ IF s P

C

2

C=(f . |FFdN) (ET?)3,

Ce qui acheve la démonstration.

Remarques :

1/ Les techniques utilisées & la fin de la démonstration exploitent les propriétés d’une fonction
Fr—mesurable. Ainsi, le résultat obtenu n’entre pas dans le cadre du théoreme 4.

2/D’apres la démonstration, on observe que la condition

e

P(T > k)7 .

-
Il
—

(f

1
Folr nl2d))7 < oo
¥ l IR ,

(3.23)

est en fait suffisante pour avoir le résultat.

3/Contrairement aux apparences majorer, comme on le fait dans la démonstration, le terme

F-1 A /
/o 1]"| {T>k}l pat fo,)

|F'|*d) n’est pas grave car ce que ’on perd est récupéré dans

I’énoncé un peu plus général du théoreme ci-dessous.

4/Sous les hypothéses du théoréme 5 on a :

o}(F) <

<

=1
2 VIET? -z
at (1 +2VET [ —i‘f_)
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On a donc dans ce cas un majorant relativement explicite pour 6%(F) donné par :

(F) < IFIE (1+ -2 VET?) 324)

Souvent, dans la pratique F' admet des moments a tout ordre, par exemple : si 'on prend
la marche aléatoire réelle de loi normale et T le temps de sortie d’un intervalle et si 'on
considére F' =T ou F' = X7 alors F' admet des moments d’ordre p Vp € IN. Cependant,
il apparait, d’apres la démonstration du théoréme 5, que si la fonctionnelle F' admet un
moment supérieure a 2 alors on a une condition plus faible sur le moment du temps d’arrét
T. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 6 Pour toute F € L([0,1]N, Fr), ¢ > 2, telle que fio v FdX = 0, si T vérifie

ad 1
ZIP(T>k)P<ooavec%+%=l, on a:
k=1

ol

< Fobt F>|<( /[OJ]N PPN} - ( /MN IFPdNY - (IP(T > k) (3.25)

par conséquent o2(F) est une série absolument convergente et

N-1
Ve >0 %E F o8 = o(N~}(log(N))+*) A= ps.

n=0

Preuve : On remarque que ¢ > 2 et par suite p < ¢. En reprenant donc la démonstration
du théoréme 5 et en appliquant I'inégalité de Hélder au niveau de ’équation(3.22) en lieu
et place de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient le résultat suivant

k k. P4NL . X EINY
|<Fof ,F>xs(/[0'”,q [P o0 LrsyFdh)? - IF - Lsnlidh)t.

On conclut comme dans le théoreme précédent et on obtient :

-1 L

([ IF]FdN)s - (IP(T > k)

[0.a]¥

b1

< Fob*  F>|< (/ |F|7d))
o

F € L? car on a pris F € L% et p < ¢ puisque g > 2. Ceci acheve la démonstration.

Remarques :

¢ Sip>1, > P(T> k)% < oo par exemple dés que T € L™**({0,1]™) pour € > 0.
k=1

o Sip>1,T e LP**(|0,1}V) pour ¢ > 0, F € L%([0,1]N) d’intégrale nulle et =1

q
on a un majorant relativement explicite pour o?(F) :

o

IETP+:
A(F) < IR+ 2 FIL I B
kT

2 1
(F) < |IFI+ ZIIFI I (ET™)> (3.26)
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e Sip=1,) IP(T > k)=IET < co si et seulement si T € L!([0, 1}M).
k=1

e Sip=1et F e L°([0,1]N) d’intégrale nulle on a :

2 < 2
(F) < IIFIG+2 [ FO)d) suwp |P(U)ET

Uelo,¥
< IF|2(1 + 2ET) (3.27)

On a donc dans ce cas un majorant relativement explicite pour o?(F).

Un exemple courant de fonctionnelle bornée qui rentre dans le cadre de nos applications est
de prendre F = X7, ou T est le temps d’entrée dans un compact.

3.4 Illustration informatique.

Nous avons voulu vérifier la validité du résultat obtenu dans le paragraphe précédent et tester
I’existence éventuelle d’une loi du logarithme itéré “classique” en faisant des simulations.
Nous avons considéré des marches aléatoires définies de la facon suivante :

XO =I, Xn+l = ){n + h(Ui+17 ’ Un+1)

ou les (U!)nsen sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1}. Pour
chaque marche aléatoire, on considere le temps d’arrét T = inf{n > 1; X, ¢ [a,b]} et des
fonctionnelles de type F = G(X7,T).

En dehors des majorations que I'on peut éventuellement obtenir a partir des remarques
faites a la page 35 et page 37, I’estimation de o s’obtient a partir de ’équation 3.18, démontrée
dans la proposition 3, a savoir que :

N-1
hm NVar(Z Fof™) =

n=0

L'utilisation du lemme de Kronecker dans la prieuve de ce résultat ne favorise pas une
détermination de l'erreur théorique. Ainsi nous n’avons pas actuellement de méthode plus
fiable que d’attendre une stabilisation numérique de cette suite et d’assimiler la valeur stable
a4 sa limite. Si l'on note par Nmax la valeur & partir de laquelle les premiers chiffres des
termes de la suite ne sont plus modifiés, on prendra comme estimation de o la quantité,

Nmaz-~1 N-1
6= ! Var( ) Fo6"). Pour N fixé, on simule Var(}_ F o 6") par la méthode de
Nmazx = =

Monte Carlo sur 5000 trajectoires mdependantes Une fois & assimilé & o, une simulation des
trajectoires du processus

F+Fof+ -+ Fof" ! —nEF
&\/n(logn)"'

doit alors confirmer sa convergence vers 0. De toute fagon, une erreur sur o n’empéche pas
le principe de la vérification de la vitesse de convergence puisqu’elle ne modifie le rapport
que par un facteur constant.

B(F) =

?
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Exemples : Considérons la marche aléatoire :

Wiyt — 1

XO = O’Xn+l = Xn + 9

et T=inf{n>1,X.¢[-51]}

e Pour F = Xt :

En prenant Nmaz = 10 000, on obtient & = 23.724. Le tableau suivant représente la
convergence vers 0 de la suite B,(X7).

n 1000 | 10 000 | 100 006 | 200 GO0
B,.(Xt) | 0.0249 | -0.0032 | -0.0358 | -0.0231
n 400 000 | 600 000 | 800 000 | 1 000 000
B.(Xr) | -0.0238 | -0.0014 | 0.0050 | -0.0031

Tableau 3.1

e Pour F=T1:

En prenant Nmaz = 10 000, on obtient & = 574.281. Le tableau suivant représente la
convergence vers 0 de la suite B,(T).

n 1 000 10 000 | 100 000 | 200 000
B.(T) | -0.0242 | 0.0180 | 0.0383 0.0236
n
B

400 000 | 600 000 { 800 GO0 | 1 000 000
«(T) | 0.0180 | 0.0067 | -0.0037 | -0.0057

Tableau 3.2
La représentation graphique ci-dessous illustre la méme simulation.

0.10 T T

T 1

y = Bn(Xr)
0.05 - -

L’axe des y
représente (.00 St
Bn(XT) WW

-0.05 4 . -

-0.10 . ' 4 ’

0 200000 400000 600000 800000 1000000

L’axe des T représente le nombre d’itérations n

Figure 3.1
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La représentation graphique ci-dessous illustre la méme simulation.

0.10 T T T T
y = Bu(T)

0.05 ]
L’axe des y W\w\
représente (.00 v MW\‘

By(T)
-005 I~ -
_010 H 4 1 1
0 200000 400000 600000 800000 1000000

L’axe des x représente le nombre d’itérations n

Figure 3.2

Il parait naturel d’essayer de vérifier expérimentalement si la loi du logarithme itéré est
satisfaite. Cette loi a fait I'objet de nombreux travaux, voir Berger [7] dans le cas d’un
espace de Banach ; Walter Phillip et William Stout dans [42] ont étudié la somme partielle
de plusieurs suites de variables aléatoires faiblement dépendantes et iis ont proposés des
principes d’invariances. Nous verrons au chapitre 5 que la loi du logarithme itéré s’applique
sous des hypotheses plus restrictives sur les moments de F' et T. Pour ce faire on a simulé
des trajectoires du processus :

_F+Fof+---4+ Fof ! -nlEF
B &/nloglogn '

On remarque clairement sur les simulations que les courbes ont changé d’allure : la plupart
oscillent entre -1 et 1, sans se rapprocher d’une valeur particuliere. Pour les exemples étudiés
précédemment, les résultats obtenus sont représentés par la figure 3.3 et 3.4. Toutes les suites
ont été simulées jusqu’a l'indice 10%. Ce nombre se trouve étre assez grand pour observer
une convergence par la méthode des tirages indépendants. Le fait que toutes les trajectoires
restent entre —1 et 1, sans se rapprocher d’une valeur particuliere pour 10° itérations, peut
é&tre considéré comme la meilleure observation numérique de la loi du logarithme itéré. En
effet, il est difficile d’observer numériquement une limite supérieure ou limite inférieure. En
plus, les nombres pseudo-aléatoires eux-mémes ne vérifient pas la loi du logarithme itéré. Ces
résultats positifs pour les différents exemples traités nous suggerent que la loi du logarithme
itéré est susceptible d’étre satisfaite pour une sous-classe de fonctions vérifiant o < oo. Nous
y reviendrons au cinquieme chapitre.

Cal(F)

e Pour F = Xt :

Les réalisations du processus, obtenues par simulation, ont cette allure :
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0.4 I 1 T -
0.2 | y=Cn(Xr) A
0.0

L’axe des y g 9 __

représente

Cﬂ( ’T) -0.4 -
-0.6 -
-0.8 -
-1.0 1 I 1 1
0 200000 400000 600000 800000 1000000
L’axe des T représente le nombre d’itérations n
Figure 3.3
e Pour F=T:

Les realisations du processus, obtenues par simulation, ont cette allure :

1.2 —r T T

-
1.0 y - Cn(T) —
0.8 ~
L’axe des y 0.6 N
représente (4 .
Cn(T) 0.2 =
0.0 T ¥
-0.2 —u M
-0.4 i i i 1
0 200000 400000 600000 800000 1000000

L’axe des T représente le nombre d’itérations n

Figure 3.4

3.5 Conclusion.

Les résultats établis ci-dessus montrent que la méthode du décalage pour le calcul de I’es-
pérance de fonctionnelles de processus aléatoires a une vitesse asymptotique mathématique
du méme ordre de grandeur en pratique que la loi des grands nombres, pour une large classe
de fonctionnelles parmi les plus couramment rencontrées. En effet, 'erreur théorique de la
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méthode du shift et celle de Monte Carlo “tournent autour” 0(#) Ceci renforce I'intérét
de cette méthode dont I’avantage essentiel, il convient de le souligner, réside dans I’économie
de calculs et de nombres aléatoires que permet son implémentation informatique et permet,
donc, une vitesse informatique plus grande que la méthode de Monte Carlo.



Chapitre 4

Convergence en loi de ’erreur
normalisée.

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement en loi de 'erreur de cette méthode
N-1

d’intégration, plus précisément on déterminera la loi asymptotique de 7117( ZO Fof™—~NEF)
n=

pour certaines classes de fonctions. Dans le premier paragraphe on s’intéressera au fonction-

nelles F' couramment employées en pratique. On montre notamment que si T admet un
moment d’ordre p > 2 et si F est une fonction de L?, Fr mesurable et d’intégrale nulle, alors
on a le théoreme de la limite centrale a savoir que :

N=-1
U\I/NZFOB'* £, N(0;1), (4.1)
n=0

ou NM(0;1) est la loi normale centrée réduite et = désigne la convergence en loi.

Dans la littérature on démontre le théoreme de la limite centrale pour des processus dé-
pendants mais sous des hypotheses moins bien adaptées aux situations pratique rencontrées
en simulation, par exemple les processus dits p—mélangeants (voir Billingsley [9]). Dans le
deuxieme paragraphe on montrera par des techniques différentes que les fonctions lipschitzi-
ennes vérifient aussi le théoreme de la limite centrale. Ces techniques ont été utilisées pour
une classe de transformations définies sur I'intervalle [0, 1] (voir [48]). Les fonctions lipschitzi-
ennes sont moins utilisées en pratiques, cependant, la démonstration nous parait intéressante
et permet d’obtenir une vitesse de convergence dans le théoreme de la limite centrale de type
Berry-Essen. Le troisieme paragraphe illustre par des simulations numériques les résultats
théoriques obtenus.

4.1 Théoréme de la limite centrale pour les fonctions
dépendant d’un temps d’arrét.
Tout d’abord nous allons rappeler quelques résultats sur les processus ¢ —mélangeants (voir

Billingsley [9]). Les techniques utilisées nous ont été utiles pour démontrer nos théoremes.
Cependant, notre suite (F o 8%),cn ne rentre pas dans le cadre de ces processus. Nous allons

42
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donner la définition d’un processus p—mélangeant. Soit
"',X—I,XO)Xls"' (4'2)

une suite de variables aléatoires strictement stationnaire sur un espace de probabilité quel-
conque (£, A, IP). Si Pon note par M} la tribu engendrée par les (Xi)a<ich, M la tribu
engendrée par les (X;)i>o et M2 la tribu engendrée par les (X;)icp et si 'on considére
une fonction ¢ sur IN a valeurs positives, vérifiant lim ¢(n) = 0, alors (X;);en est dit
p—mélangeant si pour tous ket n € N avecn > 1:

sup {|P(E; Ey) — P(Ep)| : Ex € MY, By € MZ,} < o(n). (4.3)
Soit encore Vk,n € N.n > 1,E; € MX et E; € M, ona:

Si ¢(n) est petit alors E, est pratiquement indépendant de E;. Dans un processus @—mé-
langeant le future lointain est pratiquement indépendant du présent et du passé. Billingsley
a démontré le théoréeme de la limite centrale fonctionnelle et donc le théoreme de la limite
centrale pour des processus ¢ —mélangeant (voir [9]). Par suite on a le résultat suivant.

Théoréme 7 On suppose que (X;)ien est py—mélangeant avec (p(n)% < oo et que Xo est
n=1
d’intégrale nulle et de variance finie. Alors la série

o? = E(X5)+2) E(XoXk)
k=1
est absolument convergente. Si de plus o > 0 alors

Xo+ X1+ + Xooy
U'\/';l-

£ N(0; 1),

_y . f g £ g, :
ou N (0;1) est la loi normale centrée réduite et — désigne la convergence en loi.

Preuve : Voir Billingsley [9]. |
Exemple :

Une suite de variables aléatoires est dite m~dépendantes si les vecteurs (Xj, -, X)) et
(Xi4ny -+, Xgen) sont indépendants pour tous n > m. Dans cette terminologie, un processus

indépendant est un processus 0—dépendant. Un processus m—dépendant est un processus
p—mélangeant avec o(n) =0 Vn > m et il vérifie donc le théoreme de la limite centrale.

Reprenons notre systeme dynamique ([0, 1}&, B([0,1])®N), A, 8). Le processus (F o 8¥)ien as-
socié a4 une fonction F ne dépendant que des N premieres coordonnées est un processus
N —dépendant. Par conséquent, les fonctions cylindriques vérifient le théoreme de la limite
centrale.
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Proposition 4 Soit F une fonction cylindrigue ne dépendant que des N premiéres coor-
N-1

données d’intégrale nulle et de variance finie. On a o*(F) = ||F|l1+2 Y < Fo 6" F > et
k=1
si o2 > 0 alors :
1 N-1 c
Y Fog" — N(0;1), (4.4)

U\/"N_ n=0

ou N(0;1) est la loi normale cenirée réduite.

Preuve : Le processus (F 06 ).en est un processus p—mélangeant avec p(n) =0 Vn > N.
11 vérifie donc les hypotheses du théoreme précedent.

Etudions maintenant les classes de fonctions introduites dans le troisieme chapitre. Com-
mengons par les fonctions les plus utiles pour les applications. On a un temps d’arrét T de
(Fn)nen et une fonctionnelle F', Fr—mesurable, avec F, = o(Uh, -+, U,). Traitons d’abord
le cas le ou F' admet un moment d’ordre 2.

Théoreme 8 Si T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour toute F' € L*([0,1]N, Fr),
telle que Jio v F =0 et *(F) >0 on e

N-1
U\/W_ZFOB“—C-»N(O;I), (4.5)
n=0

ou N(0;1) est la loi normale centrée réduite.

Pour établir le théoréme de la limite centrale, on calculera les limites de o?(F. 7<)
et 0?(F.175;) lorsque I tend vers l'infini. En effet, si pour ! € IN on note par :

G'l2 = O‘Q(F.ITSI) Var F1T<, Z F1T<100 F1T<l)

et
1} = 0*(Flrs) = Var(F.lrs)) + 2 Z Cov(F.1rs;0 6% Flr),
k=1
on a les résultats sutvants.

Lemme 3 Si T admet un moment d’ordre p > 2, alors pour toute F € L*([0,1]N, Fr), telle
que fuyn =10, on a
lim o} = o2, (4.6)

{00

Preuve : En effet

012 = 0‘2(F.1151) = Va’r(F.lTsz) + 2 Z COU(F.ITSIOGk,F.ng).
k=1
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D’apres le théoreme 5, il résulte que :

ET?)z
|Cov(F.174060%, F.1rg)| < /[O |F.lrg — 1EF.1TS,|2d,\( ,_,)"’
< / |F17‘<1I2d/\(IET )2
<

/ prar BT
joaN k3

D’oli o} est une série absolument convergente uniformément en ! et puisque chaque terme

de la série converge vers < F o 85, F >, lim ¢? = ¢2.
’ ’l—»oc !

Lemme 4 : 5i T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour toute F € L2([0, 1)V, Fr), telle
que fon F=0, on a

lim 77 = 0. (4.7)

{—s00
Preuve :
Tf = UZ(F.1T>[ - IEF.ITN) = Var(F.1T>1) + 2 Z COU(F.1T>109k,F.1T>().
k=1

Par la méme démonstration que le lemme précédent on obtient :

|Cov(F.175108%, F.1r5)] g/ |F12d,\(IET ki

D’oli 72 est une série absolument convergente uniformément en [l. Puisque chaque terme
. b2

converge vers 0, ihm 7 =0.
—00

Démontrons maintenant le théoreme.

Preuve : On se donne F € L*([0, 1]V, Fr), pour tout [ € IN on écrit
F= (F.l‘rsg - IEF.ITQ) + (F.1T>: — ]EF.IT>1).

Par suite

N-1

1
= S (Flrs — EF.1751)08".
‘ n=0

La fonction F.ly<; — EF.1r¢ est o(Uy,---,U;)—mesurable. D’apres la proposition 4, le
premier terme a droite de I’égalité converge en loi vers N'(0, ¢?), pour tout I € IN, avec

1 N-1 1 N-1
= Fof" = — (F.Ij‘([ IEF. l;r<1 of" +
7wz 7w & (P

0,2 = GZ(F.ITSI) = Var(F.lTSJ) +2 Z CO‘U(F.lrszook,F.lfsg).

k=1
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D’apreés le lemme 3, on a la convergence en loi de N(0, o?) vers A'(0, 0?). Par conséquent, il
suffit de montrer que :

N-1

hm hmsup]P{l\/__ S (Firsi~EF.175)0| 2 ¢} =0

n=0

pour tout ¢ positif. D’aprés 1'inégalité de Bienaymeé-Tchebichev

N
f[o,l]N ] E(F-ITM - H-‘H:‘-l’r>.')09n|2

IP{|\/—— Z_%(F lry; — EF1r51)00"| 2 €} < n=0 e

En utilisant la proposition 3 (dans le chapitre 3) et en faisant tendre N vers I'infini, il résulte

que :
N-1 2

hmsupIP{l\/_ Y (Fl7s— EF.1r5)08"| > €} <

nz=0
La démonstration est achevée par simaple application du lemme 4.

[

De la méme facon, on démontre le théoreme de la limite centrale pour les fonctionnelles F',
o

Fr—mesurable de moment ¢, ¢ > 2, avec T un temps d’arrét vérifiant y_ IP(T > k)% < o0
k=1

s 11 _
ou >+ =1
Théoréme 9 Pour toute F € LI([0,1]™, F1), ¢ > 2, telle que fig e FdX = 0 et telle que T
o0
vérifie Y P(T > k)? < oo avec sti=1lo0na

k=1

1 .
0\/_’;%}700 N(0;1),

ot N(0;1) est la loi normale centrée réduite.

Preuve : On utilise la méme démonstration que pour le théoreme précedent. On décompose
N-1
la somme —= Fob" Pourtout /€ INona:
>
1 N-1 1 N-1 1
z Fof" = Z(F lr<i — [EF.174)of™ 4 Z(F1T>l EF1751)00".
'n.-0 n,..() \/’— n=0

Le premier terme a droite de ’égalité converge en loi vers N(0,5?), pour tout I € IN, avec

of = c*(Flrg) = Var(Flra) +2Y, C'ov(F.lngo()k,F.ITg).
k=1

Le deuxiéme terme, lui, vérifie :

N-1 2

h,f«na.solipﬂj{lx/_ ’;)(F.lbl ~IEF.175)00" > ¢} £ =
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11 suffit, donc, de démontrer que Ilim ot =colet llim 7% = 0. Pour ce faire, on utilise I'inégalité

3.25 démontrée dans le théoreme 6 du chapitre ;;?écédent, a savoir que :
|<Foft,F>l<([ IFPaN}-([ [FlaNi - (BT > k)b,
fo.)™ foa)¥

En remplagant la fonction F.1r<;, dans cette inégalité, en lieu et place de la fonction F', on
majore |Cov(F.17<00%, F.17¢)| par

( / |Flre — EF.1raPd\)5 - ( / |Flre — EF.1r)'d\) - (P(T > k))5.
fo.J¥ - - foaN - B

Or pour tous p > 1 on a {|F — EF||, < 2||F||,. Par suite

|Cov(F.1rqo8%, F.lrg)| < & /[ o |F.1ra|PdA)? - ( /{0 N |F.lr<|%dN)s - (IP(T > k)

= 0,1 = 1 =

4 FPPdA)s - Fl"d\)s - (P(T > k))s.

(o o FFPANE ([ IFIdN)S - (P(T > K))
Ainsi, on démontre que la série o} est absolument convergente uniformément en [. Puisque

chaque terme converge vers < F o 85, F >, Ilim o} = o%. Par le méme procédé, on montre
e OO
que :

-

IN

ICov(F.1rs06%, F.lps))| < 4(/ IFPans - ([ |F1dN)s - (P(T > k))*
CRYL ORI
et on conclut que Ilim 7 =0. R

En particulier, on peut dire que si le temps d’arrét T est intégrable et la fonctionnelle F est
bornée alors le théoréme de la limite centrale est vérifié.

Etudions maintenant le cas général lorsque F' n’est pas nécessairement Fr—mesurable.
Cependant, on suppose que l'on arrive a approcher la fonctionnelle F', a une vitesse suffisante
par une suite de fonctions (Fi)ren ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées. Nous
les appellerons les fonctions pratiquement cylindriques.

4.2 Théoreme de la limite centrale pour les fonctions
pratiquement cylindriques.

Dans cette section, on démontre, par les mémes techniques que le paragraphe précédent, le
théoreme de la limite centrale pour la classe de fonctions F, introduites au troisieéme chapitre,
et vérifiant : on suppose qu’il existe une suite de fonctions (Fi)ren dans L2([0, 1]V), telle que
Fy est o(Uy,---,Ux)—~mesurable et que Fy converge vers F dans L?([0, 1], B([0,1]8™), ), 6)

avec Z |F' — Fill2 < oc. Lorsque F' est Fr—mesurable on prenait Fi = F.lr<x. Dans le
k=1

cas général les fonctions F) ne sont pas explicite. Cependant on peut les prendre égales a

E(F/F:). En effet, F étant Fr—mesurable, il résulte de la définition méme de I'espérance

conditionnelle que :

|F = E(F/Fi)ll2 £ [|F = Fill2.
Il n’y a donc aucune perte de généralité de supposer Fy = IE(F/Fy).
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Théoreme 10 Soit F' une fonctionnelle d’intégrale nulle et ayant un moment d’ordre 2. Si
l'on suppose qu’il eziste (Fi)ren une suite de L2([0, 1]V, B([0,1)®™), A, 8), telle que Fi est
o(Uh,- - ,Ug)—mesurable et que F} converge vers F dans L*([0,1]N, B({0, 1]®™), X, 8) avec
STIF — Fill2 < oo et si 0? := ¢*(F) > 0 alors

k=1

U\l/_ T Fodm £ N(01), (4.8)

ou N(0;1) est la loi normale centrée réduite.

Preuve : On peut supposer que Fj = IE(F/F}). Notons que (Fi)ren est alors une (Fi )ken—-
martingale. On pose Ry = F — F alors IEF, = [ER; = 0. Pour tous [ € IN, on a la
décomposition suivante :

1 N-1 1 N-1 N-1
ZFOH"— ZF;OH“ ZR;OH"
"_0 n—O n-O

L’idée est la méme : Approcher le premier terme a droite de 1’égalité par une normale lorsque

N est grand et montrer que le deuxieme terme est petit. En effet, d’apres la proposition 4,
1 =

Vei Z Fi 0 8" converge en loi vers une normale A(0;0?), avec

n=0
=0} F))=Var(F)+2)_ Cov(Fio 0%, ).
k=1

Maintenant, il faut démontrer que llim o} = o*. Or, d’apres 'inégalité 3.19 on a, pour tout
leIN:
| < Fro 6% Fy > | < ||l [|1Fy = EB(F/Fi)llz = [|Fllz [|F: = Finellz-

On veut majorer || Fi||2 ||Fi — Fiatl|2 indépendamment de I. L’inégalité de Jensen nous donne
HEl2 < [|F|{2- Outre et, si k < I,

|Fi = Fillz = lE(F — Fi/F) |12 £ | F — Filla-

Si k < I, le second membre est nul. Donc o} est une série absolument convergente uni-

formément en /. Puisque chaque terme de la série converge vers Cov(F o 8%, F'), llim ot = o’
— 00

D’apres la démonstration du théoréme 8, il suffit de vérifier que ilim 7l =0, avec
2= 0¥ (R) = Var(R)+2Y Cov(Ri o 6% Ry).
k=1

D’apres l'inégalité 3.19 on a maintenant :

| < Rio 6", R > | < ||Rill2 [|1R — E(Ri/Fi)lla.
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Dune part || Ryl = ||F — Fillz < ||F{l2 + [|Fill2 < 2| F]lz. D’autre part :

1R — IE(R;/ Fi)lla |F — F, = IE(F/F) + E(Fi/Fi)ll2
UE — Filla + |1F1 = E(F/Fi)ll2

<
< 2||F - Fella.

Par suite 7 est une série absolument convergente uniformément en I. Chaque terme converge
vers 0, donc, lim 7 = 0.
=00

Il résulte du deuxieme exemple de la page 33 et du théoreme précédent que les fonctions
lipschitziennes vérifient le théoreme de la limite centrale.

Corollaire 4 Soit F une fonction lipschitzienne sur [0,1]N d’intégrale nulle. Si ’on suppose
que 02 := o*(F) > 0 alors

1 N-1 c
Fof" N(0; 1), 4.9
U\/Nngo © I ( ) ( )

ou N(0;1) est la loi normale centrée réduite.

Dans le paragraphe suivant on démontre ce dernier résultat par des techniques différentes,
issues de ’Analyse fonctionnelle. Ces techniques fournissent également un résultat de type
Berry-Essen.

4.3 Théoréeme de la limite centrale pour les fonctions
lipschitziennes.

Dans ce paragraphe, on utilisera d’autres techniques d’analyse fonctionnelle pour obtenir
le théoreme de la limite centrale pour la classe des fonctions lipschitziennes. En étudiant
le spectre de l'opérateur de Perron-Frobenius associé au shift §, on montre que o? étant
fini et non nul, alors le théoréeme de la limite centrale est vérifié. Cette technique a été
utilisée par Doeblin et Fortet qui ont en particulier étudié les deux exemples principaux
parmi les transformations dilatantes et monotones par morceaux sur l'intervalle unité [0, 1]
: la transformation “ fraction continue ” et la transformation “(2z) mod 1” , voir Rousseau
([48]). Comme il a été fait dans cette article ([48]) et celui de Guivarch et Hardy ([21}), par
ces techniques on peut aller plus loin que le théoreme de la limite centrale et obtenir une
vitesse en ;1;; de ce théoréme. On démontrera ce résultat dans le cas du shift.

4.3.1 L’opérateur de Perron-Frobenius et ses perturbations.

Reprenons le systeme dynamique ([0, 1}™, B([0,1]8™), ), 8). L’opérateur de Perron-Frobenius
associé a la fonction de décalage 6 est Popérateur P de L*{[0,1]™, X) dans L'([0, 1], )) défini
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par :

P(F)-Gd) = F-Go6d)

(o)™ o,

ou F € L'([0,1]N) et G € L=([0,1]N). La définition de 'opérateur § permet de donner une
forme explicite a P :

PF(U) = /0 ' Pz, U)da.

On notera C([0,1]™) et Lip(]0, 1)) respectivement les espaces des fonctions continues et des

fonctions lipschitziennes et on les normera respectivement par ||Fllc = sup |F(U)]
01N
|F(U) - F(U')| n _ o= Uk = U
et |Fllpip = [F]+ | Flle avec [F] = su et d(U,U') = R S
1Pl = (F)+ 1Pl svee [F) = sup I e a0 = 3 B

cette derniére distance définie la topologie produit sur [0, 1)%.

Rappelons dans un premier temps certains éléments de la théorie spectrale. Soient F un
espace de Banach sur C et ¢ un opérateur linéaire de E dans E alors le spectre de F est
défini comme le complémentaire de I’ensemble résolvant.

Définition 4 On appelle ensemble résolvant de ¢, noté R(¢), l'ensemble :
R($) = {z € C tel que (zI — ¢)! existe }.
L’ensemble complémentaire est appelé spectre de ¢ et il est noté o(p).

On montre que R(¢) est un ouvert et que o(¢) est un compact non vide (voir par exemple
{14]). Le rayon spectrale d’un opérateur linéaire est défini par :

Définition 5 On appelle rayon spectrale de ¢ de réel positif p(¢) définie par :

p(8) = sup |z|.
s€a(9)

On montre que p(¢) = lim |l67}|= (voir par exemple [14]).

Etudions maintenant le spectre de P, P étant ici considéré comme un opérateur sur le
sous-espace des fonctions lipschitziennes. Il est clair que Lip([0, 1]V, || ||Lip) est un espace de
Banach et que Lip([0, 1]V) est dense dans C([0,1]™, ] |lec). Le spectre de P est décrit a aide
du théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu ([29],[37]) :

Théoréme 11 Soient V et L deuz espaces de Banach complezes de normes respectives ||.}{v
e avec ¥V C L. On suppose :

et |

(a) St fa €V, feL, lim|[fa—fllc=0c¢t fnlly < M pour tout n, alors f € V et
[ fllv < M.

Soit ¢ un opérateur borné de V dans L, par rapport @ la norme || ||lv. On suppose de plus :

(b) Slilg{lléﬂfna,f eV, Iflle £1} < oo.
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(¢) L’inégalité de Doeblin et Fortet est vérifiée, c’est-a-dire, il existe ng, a <1 et § < oo

tel que :
llg™ fllv < allfllv + BlIfllc ~ pour tout feV.
(d) Si V est une partie bornée de (V,|| ||v) alors ¢V est relativement compacte dans
(L, [l 1le)-

Alors ¢ n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de modules 1 : A\y,--+, A,. Les sous-espaces

propres correspondants E; = {f € L : ¢f = A\if} sont de dimension finie et contenus

dans V. Ainst espace L se décompose en somme directe des sous-espaces E; plus un espace
P

supplémentaire a @ E; :

1=1
P
L=EsF (4.10)
=1
Soient ¢; les projections sur les sous-espaces propres E;, ou les projections se faisant para-
llelement auz supplémentaire dans la décomposition ({.10) ci-dessus. Ces opérateurs vérifient
loille <1, ¢id; = ¢,0; =0 sii # j et ¢? = ¢;. L'opérateur ¢ peut s’écrire :
P
d=>_ Xigi + ¢,
=1

ou Y est un opérateur sur L tel que sup ||yl < oo. Il vérifie de plus ¢ip = ¢ =0
n>1

Vi€ {1,---,p}. Si 'on note par ¢" les_puissances de ¢, alors ¢™ peut s’écrire :
P
o =Y Al +y" Vn 21,
=1
Enfin (V) CV et ¢ a un rayon spectrale p(b) < 1 dans (V, {} |Iv).

L’opérateur de Perron-Frobenius associé au shift vérifie les hypotheses du théoreme.

Proposition 5 L’operateur P verifie les hypothéses du théoréme précédent avec
V= Lip([0,11%), [1llv = i1l + [}, £=C([0,1]%) et [|.l|z = []-lleo-

Preuve : En effet soit F, une suite de fonctions lipschitziennes, vérifiant |[Fyl|Li, < M, et
F une fonction continue telle que '}r& HE, — Fllee = 0, alors [F,] < M et pour tout U et

U'el0,1Mona:
Vne N  (Fa(U) = Fa(U')] < [FJ(U,U") < Md(U,U").

par passage a la limite il résulte que |F(U)—F(U")| £ Md(U,U") et donc F est lipschitzienne.
Il est clair que P est un opérateur de norme plus petite que 1 et par suite les puissances
P™ de P sont bornées par 1. La quatrieme propriété est un corollaire du théoreme d’Ascoli
a savoir qu’une famille de fonctions uniformément lipschitzienne étant équicontinue elle est
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relativement compacte pour ||.||o dés qu’elle est bornée. Il nous reste 4 établir I'inégalité de
Doeblin et Fortet. Soit F' lipschitzienne alors ;

PRW)~ PR < [ » |F(z,U) = F(z, U)|d)

< I B - o,

Il en ressort que PF est lipschitzienne, [PF] < [F] et que :

1 1
HPFllLip < §I|F||Lep + -2'||Flleo-
Ceci acheve la démonstration. |

Du fait que 8 est fortement mélangeante on démontre dans le lemme suivant que P admet
une seule valeur propre de norme 1. Ainsi la valeur propre 1 est seule et isolée sur le cercle
de rayon 1.

Lemme 5 Si PF = ¢“F avec w € R et F € L}([0,1]) alors e = 1 et la fonction F est
constante.

Preuve : En effet, pour tout n € IN, on a P*"F = ¢™F. Il se déduit que :

VG e L=([0,1]N) etn e IN / F.-Gob"d) = P"F-Gd\ = ™ F-GdA

[0 [0,1]¥ o™
Lorsque n tend vers 'infini le membre & gauche converge vers fjg v FdX fio 3yv GdA, puisque 6
est fortement mélangeante. Le membre a droite lui converge que pour w = 0. Par conséquent,
on a w = 0 et F est une fonction constante.

Soit F une fonction de Lip([0,1]%), & valeurs réelles et w € IR. On pose P(F,iw) (G) =

P(e*F@). Cet opérateur s’introduira naturellement dans I’étude de la fonction caractéristique
n—1

de > Fo6*. Une décomposition spectrale de P(F,iw) nous permettra de calculer ses itérées.
k=1

Dans la proposition suivante nous allons décrire le spectre de P(F)iw) lorsque w est voisin

de 0. Ce résultat est di a Rellich ([14]) qui a décrit comment les points isolés du spec-

tre d’'un opérateur varient lorsque I'on fait dépendre cet opérateur d’un parametre d’une

maniére analytique. Dans le lemme suivant, on montre que 1'opérateur P(F,iw) dépend de

w analytiquement.

Lemme 6 Pour tout w € IR, lopérateur P(F,iw) est un opérateur continu sur Lip([0, 1}N)
et Uapplication qui @ w fait correspondre P(F,ww) est analytique.

Preuve : P(F,iw) est le composé d’opérateurs continus. Pour la deuxiéme affirmation, a
savoir que ’application w — P(F|ww) est analytique, il suffit de remarquer que

le" lwl"

T IPF Gy < S IIFlIL Gz
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D’ou, la série E ) ~—— P(F*G) est normalement convergente dans Lip([0,1]").
k=0

Le résultat suivant nous permet de démontrer le théoréeme de la limite centrale. On définit
par perturbation, au voisinage de w = 0, une valeur propre dominante k(F,iw), également
simple et isolée.

Proposition 6 Il existe un réel a > 0 tel que si |w| < a, on ait :

(a) Pour tout G € L([0,1]N) et n > 1
P*(F,iw)(G) = k(F,w)"$i,(G) + %i(G)

ot, k(F,ww) est 'unique valeur propre dominante de P(F,iw), ¢;, est la projection sur
le sous espace propre E;, correspondant a k(F,iw), ;, est un opérateur sur Lip([0, 1]N)
de rayon spectral

plbi)<1l—c >0

et ¥, F;, = 0.
(b} Les applications w — k(F,iw), w — ¢, et w — ¥, sont analytiques.
(¢) YL ()lLip £ Ciw|(1 — £)™ ou C est une constante positive.
Preuve : Pour la démonstration voir ({14],{48]). i
La fonction k(F,iw) possede des propriétés analogues a celles d’une fonction caractéristique.

Dans le lemme suivant on donne un développement limité a I'ordre 2 de la fonction k(F,iw)
pour w petit.

Lemme 7 Soit F une fonction lipschitzienne sur 0,1}V, k(F, iw) la valeur propre dominante
de P(F,w) définie ci-dessus. Alors la fonction k(F,iw) est analytique au voisinage de 0. En
particulier k(F,0) = 1, K'(F,0) = fo v FdX et k"(F,0) = o* pour les fonctions d’intégrale

nulle.

Preuve : On note par M et Q 1es operateurs définis sur Lip([0,1]N) par M(G) = P(F G)
)

et Q(G) = P( P(F*@G) étant normalement convergente on peut dire
que : k=0
P(F,iw) =P 4+ iwwM — MT;Q + o{w?). (4.11)
D’apres la proposition précédente on a :
P(F,iw) = k(F,1w)din + Viu (4.12)
avec ¢t = Viudiw = 0, ¢, = @2 et les fonctions w — ¢y, w — k(F,iw) sont

analytiques. Un développement limité d’ordre 2 de ces fonctions nous donne : d’une part

i = §+ wa — w-Q—Zﬂ + o(w?) (4.13)
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ou ¢ est la projection sur le sous espace propre E; correspondant a la valeur propre 1 de
Popérateur P(F,0) = P; d’autre part

2
k(F,iw) =1 + iwa — %—b+ o(w?). (4.14)

A partir de ces équations, on peut identifier a et b ( définies dans 1'équation 4.14 ) qui
représentent la dérivée premiére et la dérivée seconde de la fonction k(F,iw) au point w = 0.
D’une part, le développement limité d’ordre 2 de la fonction k(F,iw)e,, :

E(Fyiw) = (14 wa— %ib + o(w?)) (¢ + twa — fzjﬂ + o(w?))

w?

= ¢+iw(ad+a) - (20 + b + ) + o(w’).

D’autre part, on a aussi le développement limité d’ordre 2 de la fonction ¢, P(F,w) :

. w2 wz
¢ P(F,iw) = (¢+ wa-— ?,3 + o(W?*))(P + iwM — —Q—Q + o(w?))
2
= P +iw(aP + $M) = S(6Q +2aM + BP) + of?).

Ol‘, on a vu ci-dessus que P(Fv u‘") = k(Fa iw)¢iw + zi'biwa avec qsiutpiw = d)iw‘ﬁiw = 07 ¢iw = d>,2w
et donc k(F,1w)¢,, = ¢i, P(F,iw). Par identification des développements limités ci-dessus
on obtient le systeme suivant :

6Q 4+ 2aM + 8P = 2aa+bdp+

En appliquant la deuxiéme équation du systeme a la fonction 1, il résulte que
ag(1) = M4(1).

Comme ¢(1) = 1, on déduit que a = M ¢(1). Par définition de M, M(1) = P(F), on obtient,
donc, que a est la projection de PF sur le sous espace propre E; associé a la valeur propre 1
de l'opérateur P. D’apres le lemme 5, E; est de dimension 1 et il est égale a ’ensemble des
fonctions constantes. Par conséquent :

a=<PF,1>.1=/

fo.)¥

PFd) = / Fd.

[o,1]

Dans la suite de la démonstration, on suppose que la fonction F est d’intégrale nulle. D’aprés
I’équation ci-dessus on a a = 0. La troisieme équation du systeme devient

#Q + 2aM + BP = b + B.
En I'appliquant a la fonction 1, il résulte que :

b= ¢P(F?) + 2aP(F). (4.15)
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Comme la fonction F' est d’intégrale nulle, la deuxieme équation du systéme s’écrit
a(l — P) = ¢M.

Or (I — P) est inversible puisque le rayon spectrale de P est strictement plus petit que 1 sur
I'ensemble des fonctions lipschitzienne sur [0,1]N et d’intégrale nulle. Il ressort que

a=¢M(I+P+P+..-)

et que

b= ¢P(F?) + 2¢M(I + P + P> + ---)P(F).

Le premier terme a droite de ’égalité s’identifie a :

6P(F?) =< P(F}),1> .1 = /{0 o P = IFIE,

’

le deuxieme terme lui se calcule comme suit :

20M(I+ P + P*+..)PF

2¢M(PF+P2F+ )
= 2§:®P(FP’° -22/ F P*Fd)

i

2Z<FP’°F> QZ<F09‘°F>

k=1 k=1

Ainsi, K'(F,0) = [ig v FdA et k"(F,0) = o pour les fonctions d’intégrale nulle.

4.3.2 Théoreme de la limite centrale.

Considérons S, la somme ergodique associée a la transformation du shift et définie par

n—1
Sp = Z F o 6*. Pour montrer le théoreme de la limite centrale on calcule la limite de la
k=0

: e S
fonction caractéristique de —=

7

Théoréme 12 Soit F une fonction lipschitzienne sur [0,1]N d’intégrale nulle et de o*(F) >
0 alors :

N-1
U\}NZFOGH £, N(0: 1), (4.16)
n=0

ot N(0;1) est la loi normale centrée réduite.

, . ) S
Preuve : On note par @, la transformée de Fourier de la loi de =2

7

O.(w) = /[ - eV d) pour tout n € IN et w € IR.
0,1
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On pose T(F,iw)(G) = e“F (G o 8). L'opérateur P(F,iw) s’introduit naturellement dans
le calcul des @, via T(F,iw). En effet, P(F,iw) est l'opérateur adjoint de T(F,iw) et
T™(F,iw)(G) = €5 G o 8. La fonction caractéristique de —= s’exprime en fonction de

/n

Popérateur P(F,iw) de la fagon suivante :

o, (w) = <T™(F, )1 1>

\/_
\/'

< 1, P*(F, )1 > (4.17)

Reprenons la décomposition de P(F,iw) donnée dans la proposition 6 (c) : on a pour w petit
P™(F,iw) = k*(F,1w)¢i, + ¥7,. En particulier, on peut écrire que pour \—‘/‘,-’; petit on a :

w w
PYF,—)l = k"(F,—
(R 5= k(R )
Etudions la convergence des termes a droite de 1’égalité 4.18 lorsque n est grand. Il découle
du lemme précédent que le développement limité & 'ordre 2 des valeurs propres k(F,ww) est
donné par :

iw o 1. 4.1
il + wm (4.18)

. w? 2
k(F,w)=1- X + o(w*).
W2 - -
Ceci montre que k*(F, & ) converge vers e~ 7" . En remarquant que 7}2{.10 ¢§' = hn% biw = &,

w

on déduit que le premier terme a droite de ’égalité 4.18 converge vers e~z *. La limite du
deuxiéme terme est donnée par la troisieme propriété de la proposition 6 : il existe un réel
a > 0 tel que si |w| < a, on ait :

WL (Wllzip < Clol(l —€)"

w
ou C est une constante positive. Il résulte que si — est petit alors ||¢%, (1)l < C ol (1 —g)m
p e si < est petit alors |47, (1)l < C(1-2)

et donc llm ”%,_(I) = 0. On acheéve la démonstration, par une application du théoreme

n

de convergence dominée dans (4.17). Pour ce faire, on montre qu’il existe deux constantes
.- w . .
positives A et B telles que pour —= assez petit la suite ||P"( ,7--=)1|ioo soit bornée par

vn
Ae~B<* En effet : _
w
n < " — S .
|1P™(F, \/—)Hlm < |BMF, V’r‘i)|+ %15 1loe

2

ws L2

Il est clair que pour jw| < ¢’ on a [k(F,ww)] < e7 77 et on déduit que si -1‘—;% < ¢ alors:

2

Ik (F, 22 )] < e

 ——
NG
D’apres la propriété 4.3.2 ci-dessus, on déduit que si {‘7"& <a:

|w] _ 2
—— — =t << () ne.< ) ?‘;.
Hl/’ 1”00__ \/ﬁ(l e <Cae™. <Cace
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2
, . o € ,
Le résultat est obtenu avec A =C+1et B = sup(—i-, —)- En vertu de ces résultats, on a
a

Sn e
ovn

la convergence des transformées de Fourier de

vers e~ 7, ce qui établit le théoréme.
|

On veut, maintenant, caractériser les fonctions lipschitzienne vérifiant % = 0, en montrant
b b} b
que ce sont des cobords de la transformation du shift.

Proposition 7 Soit F une fonction lipschitzienne alors 0*(F) = 0 si et seulement si F est
de la forme F = G o8 — G, ou G est une fonction lipschitzienne.

Preuve : Supposons qu’il existe G € Lip([0,1]N) telle la fonction F s’écrit F = Go0 -G
n—-1
alors 3 Fo 8¥ = G 0 6™ — G et par suite :

k=0

n—1
o’ = lim l'Var (Z Fo 9") < 2 lim lVaﬁr'(G) = 0,

Inversement, supposons que ¢ = 0. D’aprés la proposition 6, P = ¢ + 1 avec ¢ la projection

sur l'espace propre E; et i est un opérateur de rayon spectrale plus petit que 1, donc
o0

(I — P) est inversible sur I'ensemble des fonctions lipschitziennes. En posant G = > P*F,

k=1
(s est solution de I'équation de Poisson :

(I-P)G=PF, (4.19)
et par suite F' = G o 8§ — G, puisque
HF+G—-God|

I

HWE+GIE+|IGIIP-2<Gob,F+G >
HWFI2+2 < F,G>+2||GlE-2< G,PF+ PG >
NWFIP+2< F,G>42<G,G—- PF-PG>

D’apres ’équation 4.19 le troisieme terme a droite est nulle. En remarquant que o%(F') est
définie par o*(F) := ||F||?4+ 2 < F,G > on obtient ||F + G — G 0 8}|3 = 0. Ceci acheve la
démonstration.

Remarque :
Soit G une fonction mesurable, solution de I'équation fonctionnelle :

F=Gob-G.

n—1
Alors on a EFOH" =God" — (. Soit ¢ > 0, alors :

: A (% > c) = A (\% > c) (4.20)
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n—1
Fog*
2L Fol® L m_ g

k=0

N

Dans le paragraphe suivant on obtient un résultat plus précis, en démontrant le théoréme de
la limite centrale avec reste.

et donc tend vers 0 en probabilité.

4.3.3 La vitesse dans le théoréme de la limite centrale.

La méthode précédente permet de préciser la vitesse de convergence dans le théoréme de
la limite centrale. La démonstration repose sur !'inégalité d’Essen ({16],[50]) et un calcul de
développement limité plus poussé que précédemment. Ainsi, on obtient une vitesse exacte

1

€n 7’;.

Théoreme 13 Soit F une fonction lipschitzienne sur [0, 1)V d’intégrale nulle et de o*(F) >
0 alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout t € IR, on ait :

¢ 2
|A{ \/_ZFOHk<t}—— 121r /_me"%dmls%. (4.21)

Preuve : Pour alléger les notations, on prendra o = 1. D’apres l'inégalité d’Essen, on a pour
touta>0etn>1:

1t 2 ko1 e @, (w) — e
mphE S ret 0 - o [ cfar s Lo [ el

avec k = 12 et @, la transformée de Fourier de la loi de —= Sn o, (w) = / ¢ Ad). Pour
i V' o

, . . , . . w .
établir le résultat on démontre qu’il existe A > 0 telle que pour — assez petit, autrement

l! ﬁ
jw

dit il existe £’ > 0 telle que pour —= < ¢/, on a :

n

() - -%’iSA('—\}iﬁ!-u—) --('\‘jf i“}’)) (4.23)

N . - , , w .
L'inégalité 4.23 étant supposée valable pour 7_ plus petit que &', prenant a = ¢'\/n dans
n
Vinégalité de Berry-Essen 4.22, le premier terme s’écrit ;-;];37-; et le second terme Jui est majoré
par :

dw, (4.22)

A , . 1 x p 2y ‘fi l / Y
- P 4 : i 4.24
{?\l eyt + f[ (14 le je dwf { )

L€ . . . .z . ) .
et donc par —. Ceci donne la majoration voulue. Il reste a établir I’équation 4.23 et donc

7

4 majorer |®,(w) — ¢~ 7 |. Comme :

. S, w2
18, (w) — e F| = |/[0‘11Ne F e~ d)|
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I

| o PO R)

/[O . (P"(F,z_ﬁ)l — e 5 ld),

on estime la derniére intégrale a4 1'aide d’un développement limité, poussé a 'ordre 3 de

P™(F, 1) Or rappelle que :

1- e""ﬁ_dx\l

Y ) = k(F, i

Pn(Fsi% \/ﬁ)¢'\_;"= + d’:‘:‘ﬁ'xs

i

avec llz,b}‘v‘.;;(l)HL,-p < CM(I — €)" pour —= assez petit. Il résulte que :

vn vn

(.l/2 N Wz
|[PM(F,is)] — em5 | < [k*(Fi%) — e T |+
| (4.25)
k"(F, i3] 6ianl = 1lloo + [tbi 1o
“,2

'L«)! : n . _w - W
On constate que, pour T assez petit, [K"(F.i%=)] < e7T et que Hcﬁ;vwzl ~ Uiy £ C%.

Soit encore il existe ¢’ > 0 telle que pour % < €' on ait :
. 50‘2 B U2
|P"(F,27“’;)l —e 7| < |k"(F,27“’;) —e 7|+

C’%e'q’ + C%(l —e)"

«, on utilisera un développement d’ordre 3,

(4.26)

. L w lwi _
P kM(F - —
our majorer |k"(F,: n) e~ T { par C \/_e
de la fonction k(F,iw). En effet :

LJZ L.3

(sz)_l-?-—zgn—}-we( w),

avec 1 = k"(F,0) et lin%s(w) = 0. On a donc :

“,2 -w3 wa w
K i) = ¢~ 7 et melR),

SiE

Soit alors :
5 - @
[k (F,z—\/ﬁ

avec p € IR. En outre, on peut trouver un réel ¢’ > 0 tel que 2|pje’ < 1 et pour % < ¢ on
a:

v

we . w3 w® ( @ )
) —-e l = e_TIe‘Wp.‘}“?:C vl — 1',

W w?

w3 w3 [53)
— e [ e Y| < < —.
i Zmrt S s

On obtient le résultat & I'aide de I'inégalité : |e* — 1] < |ze!. n
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Remarque :

w? w? » 12 .
La majoration de |k™(F, z:‘}’;) — e~ 7| par A{%;e“? est un résultat élémentaire valable pour
toute fonction h{w) trois fois dérivable pour w petit avec h(0) = 1, 2'(0) = 0 et A"(0) = —1
[50]. Sous ces hypothéses il existe une constante A telle que :

P

\/_

(=) — e T | < AL

7

w .
pour —= assez petit.

vn

4.4 TIllustration informatique.

Comme dans le cas de la convergence presque siire, nous allons vérifier la validité des résultats
théoriques obtenus. Ainsi, on considére des marches aléatoires définies par :

XO =z, Xn+1 = X + h( ndly 7 7Ug+1)7

ol les (Ui) sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Pour chaque
marche aléatoire, on définit le temps d’arrét T = inf{n > 1; X,, ¢ [a, b]} et des fonctionnelles
de type F = G(X7,T). Dans le plupart des applications, T admet un moment d’ordre p > 2.

Comme nous 'avons dit au chapitre précédent, 'estimation de o s’obtient & partir de
I'identité (3.18) établie dans la proposition 3, a savoir que :

N-1

hm -1-—Var(z Fof™)=
o N =0

Rappelons qu’une stabilisation numérique de cette série sera assimilée a sa valeur limite :
ainsi, si 'on note par Nmaz la valeur a partir de laquelle les premiers chiffres des termes de
la suite ne sont plus modifiés, on prendra comme estimation de ¢ la quantité :

R 1 Nmaz-1 .
o= Nma:z:var '; Fod™)
N-1
Pour N fixé on simule Var(}_ Fo#6") par la méthode de Monte Carlo sur 5 000 trajectoires
n=0

indépendantes.

Pour observer numeériquement la convergence en loi du processus

F+Fob+-- -4 Fof"! —nlEF
&/n ’

vers la loi normale centrée réduite, on a calculé la distance du x? entre A,(F) et A(0;1) :
ainsi, on a partagé l'espace des observations IR en m = 57 catégories par discrétisation de

An(F) =
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Pintervalle | — 2.8, 2.8], avec des pas de longueur 0.1, et en considérant la catégorie résiduelle
] — o0, —2.8[U]2.8, +00|. A partir, de N = 5 000 simulations indépendantes de A,(F') on a
calculé les fréquences empiriques (3 )i<i<m - On rappelle que la “distance de Khi-deux” entre
A(F) et N(0;1) (pour les m classes définies en précédemment) est donnée par la formule :
m ;= N i 2

Dy = Dy (An(F), N(0;1)) = 3 (—"—K,;E)—

=]

(4.27)

ot p; = IP{N(0;1) € classe i}.

On sait que lorsque N est grand, on peut approcher la loi de la distance DY par la loi de
x*(m — 1). Intuitivement, si An(F) - N(0;1), DY doit étre “petit” pour n grand.
Supposons que 'on veuille savoir si, pour n donné, les simulations de A,(F) s’assimilent

bien & la loi A(0;1). Nous utiliserons le test de x?, en tant que test d’adéquation, dont la
formulation est la suivante :

(Hp) laloi de A.(F) est A(0;1)
{ (Hyy laloi de An(F) n’ est pas N(0;1).

La réponse au probleme du test est définie par la région critique :

W = {(n1,-+-,nm) tel que DY > C,}, dont la puissance est égale 2 P(W) = a.

Pour une puissance o = 0.05 et m = 57, on trouve C, = 74.12. On qualifiera donc la distance
DY de “petite” si elle est inférieur 4 la la valeur C, trouvée.

Exemples : Considérons la marche aléatoire :

2Un+l -1

Xo=0, X = Xn+ —

et T =inf{n 21, X, ¢ [-5,1]}.

e Pour F = X7 :
En prenant Nmaz = 10 000, on obtient & = 23.724.
Le tableau suivant représente la variation de DY en fonction de n.

n 100 1000 | 5000 | 10000 | 100 000
DY 31 667.18 | 759.11 | 113.92 | 70.39 | 67.66

Tableau 4.1

A partir de n = 10 000 la loi de A,(X7) s’assimile bien a une gaussienne centrée réduite.
La représentation graphique ci-dessous illustre la convergence en loi de 4,(X7r) vers la
loi normale A'(0;1), elle représente ’histogramme associé & Aigoooo( X7)-
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250 T T T ]
200 - -
Paxe des y 150 -
represente
les nombres
n; 100 + =
| m”” h _
0 1 J__IUHI” il '“Ilhu l
-4 -2 0 2 4

I’axe des x tepresente la discrétisation de P’intervalle {-5,5] en classes (1)

Figure 4.1

e Pour /' =T : En prenant Nmax = 10 000, on obtient & = 574.281. Le tableau suivant -
représente la variation de DY en fonction de n.

n 100 1 000 | 5000 | 10 000 | 100 000
DY 12 187.10 | 258.07 | 92.10 | 64.81 | 72.89

Tableau 4.2

A partir de n = 10 000 la loi de A,(T) s’assimile bien a une gaussienne centrée réduite.
La représentation graphique ci-dessous illustre la convergence en loi de A,(T) vers la
loi normale M (0;1), elle représente ’histogramme associé a A100 000(T").

250 T T T T
200 + _
Paxe des y 150 |- 4
represente
les nombres
Ty o —
W ”
0 J R ulllm!l‘ 18 “““”11 i !
-4 -2 0 2 4

I'axe des x represente la discrétisation de I'intervalle [-5,5] en classes ()

Figure 4.2
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4.5 Conclusion.

Les résultats établis ci-dessus montrent que la méthode du shift pour le calcul de 'espérance
de fonctionnelles de processus aléatoires vérifie le théoreme de la limite centrale pour une
large classe de fonctionnelles parmi les plus couramment rencontrées. De plus, la convergence
de cette méthode est contrdlée par le parameétre 0. Ce parametre joue un role similaire
celui que joue la variance dans le cas de la méthode de Monte Carlo.



Chapitre 5

Sur la loi du logarithme itéré

Dans le chapitre 3, on montre que pour certaines cla,ssles de fonca:tions I’erreur théorique
d’intégration par la méthode du décalage est en o( N~ 3(log(/N))7*°). Ce résultat donne
une estimation assez voisine du logarithme itéré; elle est donc suffisante pour la simula-

tion puisqu’elle affirme que I'erreur asymptotique “tourne autour” de 0(—=). Cependant
puisq N p ’

pour avoir une vitesse de convergence plus fine, j’ai cherché a établir dans ce cadre la loi .
du logarithme itéré. Le premier paragraphe est consacré a I’étude de la transformation de
décalage naturel, donc au systéme dynamique ([0, 1]%, B([0, 1]®™), A, 8). Dans ce paragraphe,
j’obtiens la loi du logarithme itéré pour une classe de fonctions moins large. En particulier,
pour des fonctions dépendant d’un temps d’arrét, on montre que si T admet un moment a
tous les ordres et si F est une fonction de L**®, avec § > 0, alors F vérifie la loi du logarithme
itéré. Dans le deuxieme paragraphe et pour contourner les difficultés techniques affrontées,
j’ai considéré I’algorithme associé a la transformation du shift & droite (voir N. Bouleau [13]
ott il a étudié le systéme dynamique ([0, 1]V, B([0,1]®N), A,871)). Dans cet article {13), est
établie la loi du logarithme itéré pour une certaine classe de fonctions dite classe de Gordin.
Pour ma part, j’obtiens la loi du logarithme itéré et le théoreme de la limite centrale pour
les fonctions introduites précédemment (chapitre 3 et 4) en vérifiant que ces fonctions sont
dans la classe de Gordin. Ceci améliore les résultats de [13].

5.1 Sur la loi du logarithme itéré pour 'opérateur de

décalage.
Dans la littérature, on trouve des résultats sur le comportement asymptotique de la somme
N-1
S, = Z Nk, OU (Nk)ken est considéré comme un processus p—mélangeant, ou comme une
k=0

fonctionnelle de processus yp—mélangeant (voir [9],[42]). Plus précisément, on prend

n = f(Can-Ha' : ')’

ol ({r)nen est un processus w—mélangeant et f une fonction de RN dans R. La définition
d’un processus ¢—mélangeant a été rappel’ee dans le quatrieme chapitre. Walter Phillip
et William Stout dans [42] ont étudié la somme partielle de plusieurs suites de variables

64
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aléatoires faiblement dépendantes et ils ont proposés des principes d’invariances. En parti-
culier, ils ont traité le cas oll (1,)nen est une fonction de processus ¢—mélangeant. Il y est
établi les résultats rappelés ci-aprés.

5.1.1 Résultats théoriques existants pour les fonctions pratique-
ment cylindriques.

Soit ((n)nen une suite de variables aléatoires réelles. Soit f une application mesurable de
Pespace des suites infinies a valeurs réelles (a;, a2, - -). On s’intéresse au processus

= f(Cﬂ)Cﬂ+la' : ')) n Z 1. (51)

Ces variables aléatoires sont des fonctionnelles du processus ((n)nen. Walter Phillip et
William Stout ont introduit la notion de p—mélange retardé, condition qui relaxe I'hypothese
de p—mélange habituelle sur la suite (¢, )nen. Si ’on note par F? la tribu engendrée par les
variables aléatoires (,, a < n < b, ils supposent alors que :

IP(AN B) — P(A)P(B)] < ¢(nt), (5.2)
pour tous A € Fj et pour tous B € F2_, avec k une constante réel positive. On suppose

que @(n) est décroissante et que nllonolo p{n) = 0. Le cas k = 0 correspond au cas classique

de p—mélangeance introduit par M. Rosenblatt [47]. Enfin, on suppose qu’il existe pour
tout n > 1 une suite de variables aléatoires (7. )ien. FH —mesurable, et telle que 7, est
approchée dans L**® par la suite (7, )ien. On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 14 Soit (({,)nen une suite de variables aléatoires réelles et f une fonction me-
surable de RY dans IR, on suppose que 1, = f(&as Crgr, - - +) vérifie :

(a)
Vn>1 En, = 0. (5.3)

Il existe une famille de variables aléatoires réelles (ng)ni>1 €t des constantes 0 < 6 < 2
et C > 0 telles que
Elp./*** < C (5.4)

et, pour tous n et I € IN

l1nn = nnill2+s < frres (5.5)

(b) En plus, on suppose que

¢ 2

E (f: nn) = N + O(N'"#%) (5.6)

n=1

lorsque N tend vers Uinfini.

(c) Enfin, on suppose que (, vérifie la condition de p—mélange retardé définie par 5.2
avec : 5

k=117

(5.7)

et
p(s)=o (3"168(1+%)) . (5.8)
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Si 'on définit le processus a temps continu par

St = Znna (59)

n<t

alors il existe un espace de probabilite (2, A, IP), un mouvement Brownien standard (W (t))i>0
et (S(t))i>0 un processus ayant méme loi que (S;)i>o tels que :

S(t) - W(t) = o(t?™")  p.s (5.10)
VA< 5%-8, lorsque t tend vers 'infini,

Preuve : Voir chapitre 8 dans les travaux de Walter Phillip et William Stout {42].
]

A partir de 5.10 et les propriétés classique du mouvement brownien, notamment la loi du
logarithme itéré, on déduit que le théoreme de la limite centrale et la loi du logarithme itéré
sont vérifiés pour le processus 7,,.

Reprenons notre systéme dynamique ([0, 1]N, B([0, 1]®N), ), 8) et écrivons ces résultats
dans le cadre de nos applications. Soit F une fonction de L2+4([0, 1]™) avec 6 > 0. Supposons
qu'il existe une suite de fonctions (Fi)ien, F¥—mesurable, qui approche F dans L**¢. On a
alors le théoréme suivant ou F o 6" joue le role 7, et Fi 0 0™ celui de 5, 4.

Théoreme 15 “14.bis” On suppose que F vérifie les propriétés :

(a.bis)
EF = 0. (5.11)
Il eziste 0 < 6 <2 et C telle que :
EF* <C (5.12)
el
C
HF — Filla4s < pETSs (5.13)
pour tous k € IN.
(b.bis) En plus, on suppose que :
N-1 2 ]
IE(Z Fob“k\ =N+ O(N'"%) (5.14)
k=0 /

lorsque N tend vers linfini.

Alors le processus (F o 0%)en vérifie le théoréme de la limite centrale @ savoir que :

N-1
%}; Z Fobd* —L—H'V'(O;l),
k=0
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ot N(0;1) est la loi normale centrée réduite et N désigne la convergence en loi. En outre,
on a la loi du logarithme itéré, c’est a dire

N-1

ZFOG"

lim su k=0 =1 A —p.s.
N—mp V2N loglog N P
et
N-1
Z Fo#*
lim inf —=2 = -1 A — p.s.

N—co /2Nloglog N

Preuve : D’une part, (Ui)ren est une suite de variables aléatoires indépendantes, en partic-
ulier, elle est p—mélangeante, avec p{(n) = 0 Vn > 1. Ainsi, la condition (¢) du théoreme 14
est trivialement vérifiée. D’autre part, le processus (F 0 6*)icn est stationnaire. La condition
(a.bis) est donc suffisante pour vérifier le (a) du théoreme 14. On acheéve la démonstration
en appliquant le théoreme précédent.

Remarques :

1/ Ces résultats s’étendent pour les fonctions non centrées et vérifiant o > 0 en appliquant
F-TEF

o(F)
2/ Lorsque F est cylindrique il suffit de prendre F € L?*%, § > 0, les autres conditions sont
trivialement vérifiées.

ie théoreme a

Ce théoreme, appliqué aux fonctions dépendant d'un temps d'arrét, fournit les résultats
énoncés dans le paragraphe suivant.

5.1.2 Formulation dans le cas des fonctions Fr—mesurables.

FEtudions maintenant les classes de fonctions & temps d’arrét introduites dans le chapitre 3.
Considérons un temps d’arrét T, (F7')nen—adapté, et une fonctionnelle F', Fr—mesurable.
On a alors le théoreme suivant.

Théoréme 16 Soit § €]0,2]. Si 'on suppose que le temps d’arrét T admet un moment
2 )
d’ordre p, p > max(2 + -1—63, (2+6 ;; 5)(26 + 7)) alors pour toute F € L*%([0,1)N, Fr)

d’intégrale nulle le processus (F 0 0*)ien vérifie les propriétés suivantes :

(a) Sio:=0(F)>0 on ale théoréme de la limite centrale :

1 N-1 . C N )
Fof" = N(0;1),
oy (

. . . gy . z .. .
ou N'(0;1) est la lot normale centrée réduite et — désigne la convergence en loi.
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(b) La loi du logarithme itéré est vérifié, c’est a dire

N-1
Z Fo6*

lim sup —2=2

m SUp — g Seloz =0 A — p.s.

et

N-1
Z Fot*

lim inf —==2

= - A—p.s.
N—oo /2N loglog N p-

Preuve : Sans perte de généralité, on peut prendre o%(F) = 1. Vérifions donc les hypothéses
(a.bis) et (b.his) du théoréme 15 ci-avant. Dans la démonstration de la proposition 2 du
chapitre 3, on montre que :

N-1 2 N oo
IE(ZFOB“) =N-2Y k<Fof"F>-2N Y <Fof" F>. (5.15)
n=0 k=1 k=N+1

Par ailleurs, si T est un temps d’arrét ayant un moment d’ordre p > 2 alors pour tous
F e L*([0,1]N, Fr) on a ( voir théoreme 5 du chapitre 3 ) :
S | FIFAAETP)3

k%

En remplagons ce résultat dans ’équation 5.15 on trouve que :

| < Fo8* F>|<

N-1 2 N o
]]E(ZFoO") - N| << Y k|<Fob F>|+N Y kl<Fob5F>|

n=0 k=1 k=N+1
N I3 > 3
<< Y FTi4N D ke
k=1 k=N+1
<< N¥%

oli << signifie que le terme de gauche est majoré a une constante multiplicative pres par le
terme a droite. En prenant p =2 + %, on vérifie I’hypothese (b.bis) a savoir que :

N-1 2 ,
IE(Z FoG“) = N 4+ O(N'"%).
k=0

22+ 6)(1+8)

Enfin, si I'on prend Fy = F - 1<k et si I'on pose 7 = 2(1 + 6) et s = 5 ,on a
par les inégalites de Holder et Bienayme-Tchebichev :
oy EEE)
HF = Fellavs < |F{IJIP(T > k)> < HFHr——k;;%——,
2024+ 8)(1+6)(26+T7)

(5.13) est donc vérifiée des que T admet un moment d’ordre

&2
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Corollaire 5 Si T admet un moment d tous les ordres et si F est une fonction de L*5,
avec & > 0, alors F vérifie la loi du logarithme itéré et le théoréme de la limite centrale.
|

Lorsque 1'on cherche a démontrer, directement, la loi du logarithme itéré pour le processus
(F o0 6%)ien, par les méthodes utilisées dans les travaux de W. Phillip et W. Stout, on
affronte plusieurs problémes techniques que je ne sais pas résoudre actuellement. En revanche,
I’étude de la vitesse de convergence pour la transformation de décalage a droite semble plus
adaptée aux résultats théoriques existants (voir [13}). En effet, les premiers résultats, en terme
d’opérateur unitaire sur un espace de Hilbert, sont dus & Gordin [19]. Ces résultats ont été
développés par la suite par D. J. Scott et C. C. Heyde (voir [27] [49] [23]) et repris dans le cas
de variables aléatoires a valeur dans un Banach par Berger (voir [7]). Dans ces travaux, on
considére un espace probabilisé (2, .4, IP) muni d’une transformation ergodique et inversible

- o 1
T et on s’intéresse, en particulier, a la vitesse de convergence de la somme ~ Z X(r*(w)),
k=1

ou X est une variable aléatoire de carré intégrable et mesurable par rapport a une sous-tribu

M C A vérifiant M C 771 (M).

5.2 Sur la loi du logarithme itéré pour opérateur de
décalage a droite

Considérons [0,1}%, ’espace produit de l'intervalle [0,1], muni de la mesure de Lebesgue
produit A = dz®% et notons par 6 la fonction de décalage, appelée aussi opérateur de shift,
définie sur [0,1)% par

0(...,U_,Up, Uy )y = (..., Us, Uh, Usy...) He. O(U)x = Urpa
Elle est inversible sur {0,1]% et son inverse 8~ est définie par
671 U, U Uny. oy = (. U, UZq, Uy, . ).

Il est clair que 87'(A) = A, ou #7'()\) est la mesure image. Comme dans le cas du shift
sur [0, 1]V, on vérifie que le la transformation 6-! est fortement mélangeante (on renvoie le
lecteur au chapitre 2). Il en résulte donc que le systeme dynamique ([0, 1]Z, B([0,1)%), A, 671)
est ergodique et par conséquent

1 N-1

— SN Fob0* —EF A —p.s., (5.16)
N k=0

Rappelons que 'intérét de I'utilisation du théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff, pour
certaines transformations, réside dans son économie de temps de calcul. Il est clair que
I'implémentation informatique de 'algorithme déduit (5.16) présente les mémes particu-
larités que celle du shift. On obtient a nouveau dans ce cadre la loi du logarithme itéré
pour certaines classes de fonctions, notamment pour les fonctions F' de carré intégrable
et mesurables par rapport a la tribu Fr des événements antérieurs a un temps d’arrét T.
Rappelons que ces fonctions sont tres employées en simulation et qu’elles ont fait 'objet de
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plusieurs paragraphes dans les chapitres précédents. Dans la suite, on étendra les résultats de
N. Bouleau (voir [13]) dans le cas des fonctions dépendants d’un temps d’arrét, en relaxant
les conditions portées sur la fonction F et le temps d’arrét T. On notera par F la tribu
engendrée par les coordonnées Up,,---,Un :

Fr=0(Uiym<i<n) YVm<nelZ

m
De la méme fagon, on notera par :
Fr, = o(U,1<n) VneZ

Fh o(Ui, i2m) VmeZ
FHo = ol i€ Z)

On considére sur L([0,1]%, F, A) I'opérateur P défini par :
1
PF(U) =P F(U,Us ) = [ F(z,U3,Us,-)dz VF € D(F7, ).

Il est clair que P F = IE(F/F{) 06~ € Fr°. Par ailleurs, si (E,]] |]) est un espace de
Banach et P est une contraction de E dans E alors on montre (cf. par exemple [34], [39],

[13]) que P’ensemble (I — P)(F) est égale a {a € E/suplla+ P{a)+--- + P*(a)]l < +oo}.
n<l1
L’opérateur P est ici une contraction de ’espace de Banach L*([0,1]%, 2, )) et il vérifie,

donc, le résultat suivant.

Lemme 8 Soit F € L*([0,1}2,F,)) et d’intégrale nulle. Les propriétés suivantes sont
equivalentes :

N
(a) 3 P* F est bornée dans L*.

k=0

N
%) > P* F converge faiblement dans L?.

=0

N
(¢) 3 P* F converge dans L*.
k=0

(d) Il eziste G € L*([0,1)%, F®, \) telle que F =G~ P G.

Preuve : Nous donnons ici la démonstration proposée par N. Bouleau [13].

N

(b)=(d) : Si }_ P" F converge faiblement alors sa limite G appartient & L*(F°, ).
n=0

Ceci est dii au théoréme de Banach-Steinhaus. La limite G vérifie ’équation de Poisson

F=(I-P)G.
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(d)=>(c) : Sil'on considére F' = (I — P) G avec G € L? d’espérance nulle alors PN G
converge vers 0 lorsque N tend vers l'infini. En effet, ||PY G||; = E (]E (G / 1%°+1)2)

et IE (G /fﬁ:"ﬂ) est une martingale inverse qui converge vers 0 dans L?. Par suite

N
>~ P* F =G~ PN*! G converge vers G dans L2

k=0
N
(2)=(b) : Comme ) _ P" F est un compact pour la topologie de la convergence faible,
k=0
Ny
il existe une sous-suite ) P" F qui converge faiblement dans L%(F{°, A) lorsque k
k=0

tend vers l'infini. Notons G sa limite. Il résulte de la définition de G que :
G’~F+klim P G=pPG
par les méme arguments que I'implication (d)=>(c) on montre que klim PNt G =0
—00
dans L%
i

On utilisera les mémes définitions que N. Bouleau (voir [13]) en introduisant la notion de
classe de Gordin.

Définition 6 On dira qu’une fonction F de L*([0,1}%, F, \) est dans la classe de Gordin
et notera F' € G si F — IEF vérifie l'une des propriétés du lemme 8 ci-avant.

Les fonctions de cette classe vérifient le théoreme de la limite centrale et la loi du logarithme
itéré. Les démonstrations sont basées sur la décomposition suivante {13].

Proposition 8 Une fonction F € L*([0,1])%, F=, )} est dans la classe de Gordin si et seule-
ment si il existe G et b € L}(F) vérifiant E (é/fzm) =0 et IER = 0 telles que

F-EF=G+hob~h, (5.17)
cette décomposition est unique.

Preuve : Soit une fonction F appartenant a la classe de Gordin. D’apres le lemme précédent,
il existe G € L*([0,1}2, 7%, A) telle que F — IEF = G — P G. Posons :

G = G-E(G/F)

et h=P G =IE(G/F5°) 0o07'. On obtient ainsi la décomposition voulue. Réciproquement,
si F' admet une telle décomposition on a alors

PG=E(G/F)ob =0

et P(ho8) =E(ho8/F)o0™! = h. Par suite, F — IEF = (I — P)G avec G =G + ho.

Pour 'unicité de la décomposition, prenons G + h o § — h = 0, on déduisons que Ph = h
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puisque P G = 0 et P(h 0 8) = h. Par itération, nous obtenons h = ,.l.l..% PPh=FEh=0et
G=0. n
En utilisant les résultats de Heyde et Scott (voir [27] [49]), on obtient le théoreme de la limite

centrale et la loi du logarithme itéré pour I'opérateur de décalage a droite.

Théoréme 17 (N. _Bouleau (13]) Soit F € L*([0,1)%, F*, ) et d’intégrale nulle. Si 'on
suppose que F est dans la classe de Gordin et l'on note par G €t h les éléments associés a
sa décomposition alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a)

Jim \/_HEFOB"‘Hz—-IIGHza

ot || ||» désigne la norme L2,

() Si|lGllz > 0 on a le théoréme de la limite centrale :

_1 -k

ot N(0;1) est la loi normale centrée réduite et £, désigne la convergence en lot.

c) La loi du logarithme itéré est vérifié, c’est a dire
g ’

N-1
Y Foo™*
li =2 = A —p.s.
I?jgpmw ”GH? p.s
et

N-1

Z Fob*
s k=0 - _ A _
lim inf N NGl A —p.s.

Preuve : Reprenons la démonstration de N. Bouleau [13]. D’apres la décomposition 5.17 on

a
N-1

N-1
S Fol =3 Gob™*+hob—hoo NV,
=0
1 N=-1
Il suffit de démontrer que hm \/_._H Z G 0 07%||; = ||G||2. En effet, par I'inégalité trian-

gulaire on a :
i N=-1

”\/-,VZFOH LHZ"“

k=0

g A1l
; 07*]lz| < Q—ﬁ-

ﬂl
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Ce terme converge vers 0 lorsque N tend vers l'infini. Comme IE (G’/ f2°°) = 0, on déduit
quequsi k' >k E(Go6*Gof™™)=EGob*G) =0car God"*est F,,, C

F3°—mesurable. Donc :

N-1

1 3 Gob7F|f; = NIIGI}:.

k=0
Ceci acheve la démonstration de (a). Pour le théoreme de la limite centrale, il suffit de
démontrer que :
————= ) Gof™F = N(0;1).

IGllVN (=

Ceci est un résultat de Scott (voir [49]). Pour démontrer (c), on distinguera deux cas. Si

G = 0, on applique le théoréme de Birkhoff & la fonction A% et on déduit via le lemme
-N

VN

Maintenant, si G # 0, on montre que :

de Kronecker que %im

h—hoN
¥

=0 X —p.s. D'ou le résultat puisque —= Z Fo#* =

\/.

N-1
Z Gof*
lim sup —=2 - = |G|}z A — p.s.
Nooo +2NTloglog N
et
N-1 _
> Go 97k
liNrriicr.}f \/}%W = —||Gll2. A —p.s.
Ceci est du a Heyde et Scott (voir [27]). i

Remarque : Ces résultats ont été raffinés par Heyde ([26]), ou il démontre le théoreme de

la limite centrale et la loi du logarithme itéré sous leur forme fonctionnelle. Pour plus de

détails, on renvoie e lecieur au livre de Hall et Heyde ([23], chapitre 5).

Dans la proposition suivante on fait le lien entre la classe de Gordin et la quantité o*(F) =
[o o]

Var(F)+2) Cov(Fo 6%, F) introduite au chapitre 3.

k=1

5.2.1 Classe de Gordin et finitude de o?.

Proposition 9 Soit F € L*([0,1]%, dxg’z) et d’intégrale nulle. St l'on suppose gue F
est dans la classe de Gordin et l'on note par G et b les éléments associés d sa décomposition
alors la série a*(F) est convergente et

o*(F) = |G|} (5.18)

Preuve : Soit F € ¢ d’intégrale nulle. En constatant, que I’opérateur P pris sur l'espace
L*([0, 1]V, dz®N) est 'opérateur de Perron-Frobenius associé & la fonction de décalage 6, on
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déduit que < Fo6,F >=< F,P F > VF € L*([0,1)%, F,dz®2%). Par suite on a pour
tout N € IN :

N N
S <Fob . F> = Y <FP'F>

k=1 k=1
N
= <FY P*F>.
k=1
N
La fonction étant dans la classe de Gordin, la somme Z P* F est faiblement convergente
k=1

dans L? et par conséquent o?(F) est fini. Par ailleurs, on a montré dans la proposition 3 du
chapitre 3 que si F € L%([0,1]V), d’intégrale nulle et telle que o2(F) est fini alors :

N-1
i il n|2 A = 2 .
A;T;Nf[m |§Foa 2d) = o*(F)
N-1 N1 ‘
Soit encore, puisque/ | Y Fod"| ) = / I | z Fof™d),
n=0 (0.1 n=0

o*(F) = lim —Il Z Fob™||3 = |Gl

n=0

Une fagon de présenter les résultats du théoreme 17 et la proposition 9 est de dire : Si
F e L*([0,1])%, F, dz®%) est dans la classe de Gordin alors :

(a) o*(F') est une série convergente.

(b) Si 02 := ¢*(F) > 0, on a le théoréme de la limite centrale :

1 N~1 r L N
Fof™™ — N(0;1),
vy, B3 (0:1)

< a7 : T £ 4. .
ot N(0;1) est la loi normale centrée réduite et — désigne la convergence en loi.

(c) La loi du logarithme itéré est vérifié, c’est a dire

N-1
Z Fofk

k=0

lim sup — A —p.s.
N—o 2Nloglog N~
et
N-1
}: Fog™*
o A—ps

f
limin \/_——-QNlog e N
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Dans la proposition suivante nous rappelons une condition suffisante pour qu’une fonction
F soit dans la classe Gordin. Ce résultat se trouve dans ’article de N. Bouleau [13].

Proposition 10 Soit F € L*([0,1)%, =, dz®%) telle que :
S E (F/F,) = EF|l; < +oo, (5.19)
k=0

alors F est dans la classe de Gordin. En outre, si l'on note par G et h les éléments associés
a sa décomposition alors :

1Gll: < 3 NE (F/F,) - EFL

k=0

1
Preuve : Par définition de P, on a P F(Uh,U;,---) = f F(z,U,,U,,--)dz. En calculant
0
ces itérés on obtient P* F(U,,U,,--) = ,/{ " F(xy, -+, 2%, Uy, Us,- - -)dzy - - - dzg. Soit encore
0.1
P F =TE(F/F%,) 067 Ainsi,ona:

|PX(F — EF)||2 = |[E (F/F{3,) — EF)..

-'V

On déduit, donc, que la série P* (F — EF) est normalement convergente et donc F est
k=0

dans la classe de Gordin. Si I'on pose G = > P¥ (F —IEF), alors G = G —E(G/F>®) et

k=0
on a donc :

1Gllz < NGl < iran ~E(F/FE) I

Etudions maintenant les classes de fonctions introduites dans les chapitres précédents. En
montrant qu’elles sont dans la classe de Gordin, on déduira qu’elles vérifient la loi du
logarithme itéré et le théoreme de la limite centrale. En particulier, ceci améliore le résultat
de N. Bouleau sur les fonctions dépendant d’un temps d’arrét. Commencons, donc, par les

fonctions mesurables par rapport a une tribu Fr des événements antérieurs a un temps
d’arréet T.

5.2.2 Vitesse de convergence des fonctions Fr mesurables pour
le shift a droite.

Nous travaillons toujours sur le systeme dynamique ([0,1}%, B([0,1]%), dz®%,6). Cepen-
dant, nous considérons des temps d’arrét (F°),en—adaptés et des fonctionnelles Fr—me-
surables. On a alors les résultats suivants.

Théoréme 18 Si T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour tous F € L*([0,1)%, Fr),
telle que fig v F =0, F est dans la classe de Gordin.
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Preuve : Montrerons que la série (5.19) de la proposition 10 est convergente, c’est a dire

> IE (F/F54) Il € +00. Or

k=0
E(B(F/75)") = B(FE(F7))
= E(F Lrsw E(F/F)) +E(F- Ly E(F/FS))

En remarquant que IE (F /.7',‘,’_‘;1) est F23,—mesurable et que F - 1(7<j) est F&—mesurable,
on déduit que IE (F / fff,’_l) et F' - 1;7<1y sont indépendantes. D’olt

E (F-lirgy E(F/F5)) = E(F 1) E(E(F/F5.)) =0,
Par suite,
IE(IE(F/}‘;il)ﬁ) _ IE(F']-{T>I¢}1E(F/ l?il))

IE(F "Lk E(F/ffix)'l{bk}) |
< IF- 1{T>k}||2HIE (F/ ;?.'}1) : 1{T>k}”2~ (5.20)

En outre, en constatant que IE (F / ff‘j_l) est F¢, —mesurable, et que {T > k} appartient &
F¥ on déduit que IE (F / fﬁl) et 1{7>x) sont indépendantes. Il ressort que :

2
E(E(F/7%4)") S IIF - 1aonllP(T > B (F/F2.) Il
Soit encore :

NE (F/F2) 1l € F - LgsiyllP(T > k)3
(ET?):
k5

IN

IFl

puisque T € LP.

Remarque :

1/D’apres la démonstration, on observe que la condition (toujours la méme voir chapitre 3
et chapitre 4)

[~z

P(T > k)% : (/{0 - |F - 1{T>k}!2dA)% < 00, (5.21)

x~
[
v

est en fait suffisante pour que F soit dans la classe de Gordin.

Prenons, maintenant, la classe des fonctions, F' Fr—mesurables ayant un moment ¢ > 2,

et T ayant un moment d’ordre p, avec — + — = 1. Montrons que ces fonctionnelles sont

q
également dans la classe de Gordin.
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Théoreme 19 Pour toute F € L9([0,1)2, Fr), ¢ > 2, telle que Joqn FdX =0 et tel que T
vérifie Y IP(T > k)¥ < oo avec ;+ ¢ =1, F est dans la classe de Gordin.

k=1

Preuve : En reprenant la démonstration du théoreme précédent et en appliquant I’inégalité
de Holder au niveau de I'équation (5.20) en lieu et place de I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
on obtient le résultat suivant.

2
E(E (F/F5)") < IF - LasnllulE (F/F) - Lasnlio (5.22)
En constatant que IE (F /Fﬁl) et 1(r>x) sont indépendant et p < 2, on déduit :

2 1
E(B(F/F5)") € WP 1asnluliE (F/72) o - P(T > kS,
< F - LrsillllE (F/Fg) Il - P(T > k).

Soit encore

NE (F/F5:) I S F - Lasuylize - P(T > k)?. (5.23)

Ceci acheve la démonstration. | |

Remarque : Rappelons que, par application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, la con-

dition Y P(T > k)lP < oo est vérifiée, des que T admet un moment strictement supérieur a
k=1
p, et que, lorsque F est bornée, il suffit de supposer T" intégrable.

Il reste maintenant a étudier le cas général ou la fonction n’est pas nécessairement Fr—me-
surable mais en revanche pratiquement cylindrique. Ces fonctions ont été introduites dans
les chapitres précédents.

5.2.3 Vitesse de convergence des fonctions pratiquement cylin-
driques pour le shift a droite.

Dans cette section, on montre, de la méme fagon, que si 'on arrive a approcher F, a une
vitesse suffisante par une suite de fonctions (Fi)ren ne dépendant que d’un nombre fini de
coordonnées, alors F est dans la classe de Gordin et par suite elle vérifie le théoreme de la
limite centrale et la loi du logarithme itéré. En particulier, on remarquera que les fonctions
cylindriques vérifient ces propriétés.

Théoréme 20 Soit F' une fonctionnelle d’intégrale nulle et ayant un moment d’ordre 2.
Si l'on suppose qu’il existe {(Fi)ren une suite de L2([0,1)%, F, dz%Z,6), telle que Fj est
o)

FF¥—mesurable et que Fy converge vers F dans L*([0, l]z,f{"’,)\,O) avec Z [|F — Fills < oo
k=1
alors F' est dans la classe de Gordin.
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Preuve : De la méme fagon, on écrit :

E(E(F/F5)") = B(FE(FIFR))
= E(RE(F/F5)) +E((F - F) E(F/73,))

Le premier terme a droite de I’égalité est nulle puisque Fj et IE (F / f_‘;l) sont indépendant.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on majore le deuxieme terme et on obtient

E (B (F/75:)") < IF - FllllE (F/75,) I

Soit encore :

NE (F/F25) ll2 < |IF = Filla. (5.24)
|

Corollaire 6 Soit F' une fonctionnelle d’intégrale nulle et ayant un moment d’ordre 2. Si
lon suppose que F est Fl'—mesurable alors F' est dans la classe de Gordin.

Application : La méthode de shift est donc aussi efficace pour une intégration en dimen-
sion grande, c’est a dire pour 'intégration des fonctions cylindriques.

Remarque : La méthode du shift a une vitesse de convergence du méme ordre que la
méthode de Monte Carlo. Cependant, on peut dire que sa convergence est controlée par le
terme,

o0
c*(F)y=Var(F)+2) Cov(Fo 6%, F),
k=1
tandis que la méthode de Monte Carlo, elle, est controlée par la variance de F. Or ce terme
o*(F) peut étre plus petit que la variance. Dans une telle situation, on aura une convergence
théorique plus rapide, sans oublier I'économie du temps de calcul. Auquel cas 'intérét de la

méthode est double. Malheureusement, on ne connait pas de classe de fonctions raisonnables
pour lesquelles on sache démontrer que :

S Cov(Fob* F) <0,
k=1
meéme si 'on sait exhiber quelques cas d’école.
Exemples :
1/ Sil’on prend F —IEF = ho8 — h avec h € L?, on a alors 0?(F) = 0. La convergence a

lieu en O(=). On peut construire d’autre exemples a partir de la décomposition de Gordin.
n

2/ Soit f une fonction de carré intégrable sur [0, 1] et d’intégrale nulle. Si on pose

F = alf(Ul) + azf(U2)a



5.3, Conclusion 79

1

alors 0*(F) = Var(F) + 2&102/ f*(z)dz. 1l suffit donc de prendre a; et a, de signes
0

contraires.

Ces résultats sont évidemment tres artificiels et le probleme de trouver des fonctions, mémes
cylindriques, vérifiant 0?(F) < Var(F), reste ouvert. Il est aussi intéressant de trouver une
estimation a priori (théorique ou numérique) du terme o2. Il convient de mentionner que
dans le cas des fonctions Fr—mesurable nous avons, suivant les hypotheses sur les moments

de F et T, des majorants relativemnent explicite pour o%(F') (voir les remarques a la page 35
et 37).

5.3 Conclusion

Tous les résultats établis ci-dessus renforcent les conclusions faites dans les chapitres pré-
cédents a savoir que la méthode du décalage pour le calcul de I’espérance de fonctionnelles de
processus aléatoires a une vitesse asymptotique mathématique du méme ordre de grandeur
que la loi des grands nombres, pour une large classe de fonctionnelles parmi les plus couram-
ment rencontrées et que cette vitesse de convergence est contrdlée par le parameétre o dont
le role est similaire a celui que joue la variance dans le cas de la méthode de Monte Carlo.




Chapitre 6

Résolution des équations elliptiques
par la méthode du shift

Un champ d’applications naturel des méthodes de simulations est la résolution numérique
des équations elliptiques et paraboliques en dimension grande. Dans ce cas les méthodes
d’analyse numérique peuvent devenir inutilisables & cause de leur temps de calcul et seules
des méthodes probabilistes sont envisageables. Nous avons appliqué la méthode du shift a la
résolution des équations elliptiques. Sur un exemple, on a observé qu'une utilisation naive
de la méthode peut aboutir a des problemes. Une estimation asymptotique du terme o?( F')
en fonction du pas de discrétisation A nous permet d’expliquer les résultats numériques
obtenus. Nous proposons, par la suite, d’autres transformations ergodiques dont la vitesse
de convergence mathématique est “indépendante” du pas de discrétisation h, pour h petit.
A la fin de ce chapitre nous suggérons que la méthode du shift soit employée sur d’autres
représentations du mouvement brownien.

6.1 Représentation probabiliste des solutions d’une
équation aux dérivées partielles

Soit L un opérateur elliptique défini sur un domaine borné D € IR™ de bord régulier. On
considere I'opérateur linéaire du second ordre :

. 0%u = du
2 a8 g+ L ble)g +els) u (6.1)

t‘,]“—'l

Lu=

O~

ot (a;j)i<ij<ns (bi)icicn €t ¢ sont des fonctions du domaine D dans IR. On suppose que
l'opérateur L est elliptique c’est a dire que pour tout £ € D la matrice (a;;(T))1<ij<n €St
symétrique définie positive. On cherche i résoudre le probleme de Dirichlet suivant :

{Lu(z) = f(z) dansD

u(z) = ¢(z) surdD (62)

ou f et ¢ sont des fonctions régulieres de IR™ dans IR. Sous certaines conditions de régularité,

le systéeme (6.2) admet une solution unique (voir Friedman [17]). Cette solution admet une
représentation en termes de solution d’équation différentielle stochastique. En effet, la matrice

80



6.1. Représentation probabiliste des solutions d’une équation aux dérivées partielles 81

(aij(z)) étant définie positive, il existe alors une unique matrice (0y;(z)) définie positive
vérifiant, ¢(z)o(z) = a(z). De plus, on montre que si (a;;(z)) est lipschitzienne sur D alors
(0ij(x)) Vest aussi (voir Friedman [17]). On prolonge o(z) et b(z) sur IR", telle que

lo(z) — a(y)l < Clz -yl 6(z) = b(y)| < Clz — 9|
On considere I’équation différentielle stochastique
dz; = b(zi)dt + o(z)dw, et zo=z € D (6.3)
ot (wi)ico est un mouvement Brownien standard sur (2, A, 1P).
Théoreme 21 S: l'on suppose que :
® (aij)i<ij<n, (Bihi<icn sont lipshitziennes sur I’adhérence D de D

o ¢ <0, holderienne sur D

Uopérateur L est uniformément elliptique sur D, c’est-d-dire : il eziste u > 0 tel que

n

Vz € D,Vé € R” > aii(z)6t; > plEl.

1,5=1

la frontiére de DD est de classe C*

f est une fonction hélderienne sur D

e ¢ est continue sur 0D

alors le probléme de Dirichlet (6.2) admet une solution unique et cette solution est donnée
par :

u(e) = Ex (¢(z)exp { [ clzas}) ~ B ([ fayexp{ [ cladshat) (6.9

ouT:=inf{t >0 tel que z, ¢ D}.

|
La démonstration de ce résultat se trouve dans le livre de Friedman “stochastic differential
equations and applications”, voir [17], théoréme 5.1, page 145.

Considérons le cas particulier ou les fonctions f et ¢ sont nulles. Soit, donc, L 'opérateur
différentiel défini par

_—-‘31?_, + ; bi(.’L’)—g;:, (6.5)

on cherche a résoudre le probleme de Dirichlet

(6.6)

Lu = 0 dans D
u = ¢ surdD



6.2. Résultats numériques 82

D’apres ce qui précede, la solution est donnée par :

u(z) = IE;¢(z,) (6.7)

avec dz; = b(z,)dt + o(z;)dw, et 7 = inf {t > 0 tel que z, & D}. De méme, si 'on prend ¢ et
c nulle et si 'on suppose que f est une fonction constante, alors la solution du systeme :

{Lu = ( dans D (6.8)

u = 0 surdD

est donnée par u(z) = —CIE.(7).

Rappelons que les techniques d’analyse numérique “classique” pour la résolution des
équations elliptiques en grande dimension n > 4 peuvent devenir inutilisables a cause de leur
temps de calcul. Par suite, une méthode de type Monte Carlo est envisageable. Par ailleurs,
le calcul numérique des solutions des systemes (6.6) et (6.8) se rameéne a des intégrations en
dimension infinie, et il se trouve donc trés adapté ‘a la méthode du shift. Pour calculer la
solution u en un point £ donné, nous avons utilisé ce procédé pour approcher IE (7). Une
discrétisation classique par la méthode d’Euler de I'équation différentielle stochastique nous
donne l'algorithme suivant

~h
Iz, = =z
{ Thp = I+ 0(EHh+o(ZHVE gen

avec (g;)ien est une suite de gaussiennes centrées réduites. Dans un premier temps, nous
avons utilisé la méthode d’une fagon naive (des applications moins naives de la méthode du
shift sont indiquées 4 la fin de ce chapitre). On a calculé 7" aux points successifs

g = (ghg%"'agk"")
9(9) (92,93,"”gk+la ’ )

et on a pris la moyenne des termes. Nous avons testé ce procédé sur des exemples simple et
on a obtenu les résultats numeériques suivants.

6.2 Résultats numériques
D’aprés ce qui précede, la solution du systeme différentiel

w'z) = -1 Vre[-2,2]
u{2) = u(-2)=0

est donnée par u(z) = IE.(7), avec T est le temps de sortie du mouvement Brownien standard
w(t) de l'intervalle [~2,2]. I est clair que u(z) = 4 — z* sur I'intervalle [-2,2}. Pour calculer
u au point 0, on considere 'algorithme

=0
R 4+ VR gen
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avec (g;)ien est une suite de gaussiennes centrées réduites et h est le pas de discrétisation. On
approche u(z) = IE(7) par E.(h7"), ol A7" est le temps de sortie de la chaine approximante.
Une comparaison de la méthode du shift et de la méthode de Monte Carlo avec des pas de
discrétisation de plus en plus fins, a donné les résultats suivants :

e La représentation graphique ci-dessous représente la convergence du shift et de Monte
Carlo avec un pas de discrétisation h = 0.1.

7.0 | 1 | I | i ! 1 i

Monte Carlo — |
6.5 Shift —

6.0 [ -

L’axe des ¥ 5 5
représente

RIEL(7*) 50
4.5 -

T
1

4.0 + i

35 i 1 | i 1 [ H ! I

18000 20000 30000 40000 50000 66600 70000 80000 90000100000
L’axe des T représente le nombre d’itérations n

<o

Figure 6.1

¢ La représentation graphique ci-dessous représente la convergence du shift et de Monte
Carlo avec un pas de discrétisation A = 0.001.
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Figure 6.2
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Ces courbes permettent d’observer que par la méthode du shift et avec un pas de discrétisation
h = 0.1, une précision de 10~2 sur hIE.(7*) est définitivement atteinte & partir de 40000
itérations alors que pour une valeur plus fine k = 0.001, apres 40000 itérations, on observe
encore des fluctuations de plus de 5.107! en valeur absolue. On remarque donc que la vitesse
de convergence dépend du pas de discrétisation. Ceci peut étre expliqué par le raisonnement
heuristique suivant. Pour un pas de discrétisation A donné, on calcule notre fonctionnelle sur
une trajectoire brownienne w € C([0, +oo[,R), puis sur la trajectoire décalée d’un pas de
temps h ; aprés plusieurs itérations on prend la moyenne de Césaro. Le probléme se présente
lorsque h est trop petit, auquel cas on reste pratiquement sur la méme trajectoire et on aug-
mente, donc, les corrélations. Les justifications théoriques sont données dans le paragraphe
suivant.

6.3 Interprétation des résultats obtenus

Désignons par = C([0,+o0[, R), ’espace des fonctions continues sur I'intervalle [0, +oo].
On munit € de la mesure de Wiener IP. Les trajectoires du mouvement brownien (w:)i>0
sont définies par : Yw € Q, wy(w) = w(t). Pour h fixé on notera 8, la transformation du
shift définie sur Q par §rw(.) = w(. + k). On désigne par (F:)i>0 la filtration naturelle
complétée du brownien (donc continue & droite puisque (w);>¢ est un processus a accroisse-
ments indépendants stationnaire). Considérons I'équation différentielle stochastique définie
par :
o = z, z€R
{ dz; = b(zy)dt + o(zy)dw, (6.9)

ou b et o sont deux fonctions a valeurs réelles. On cherche a calculer IET ou T est le temps
de sortie du processus (z:);»0, d’un ensemble A donné, T' = inf{t > 0 tel que z, € A}. Sous
certaines conditions sur A, le temps aléatoire T est un (F;);>o—temps d’arrét (exemple A
est un fermé). Une discrétisation de 1’équation (6.9) par le schéma d’Euler nous suggere
Palgorithme suivant :

]

=h
1;0 :
6.10
{ft“ = &4 b(EDR + o(EVE ginn (6.10)

avec (g;)ien est une suite de gaussiennes centrées réduites. Si 'on note par " le temps de
sortie de la chaine (Z})ken,
" = inf{k > 0, % ¢ A},

alors IE.(T) est approchée par [E;(hv*). En outre, si 'on pose
h = zh Vt € [kh, (k + 1)k],

il est clair que le temps de sortie du processus (i?)zzo vérifie T* := hr*. On dira par la suite
que T" est le temps de sortie de la chaine approximante.

Il résulte des chapitres précédents que la vitesse de convergence pour le calcul de IE,(T*)
par la méthode du shift est controlée par :

(T, 0) = Var(T") +2 3 Cov(T" 0 0%, ")

k=1
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ol 8 est le shift “habituel” défini sur RN par 8(gy,92,-+-) = (g2, 93, - - -). Pour interpréter les
résultats numériques obtenus, on s’intéressera au comportement asymptotique de o?(T*). Par

ailleurs, pour définir (gx)ren sur le méme espace de probabilité (2, A, IP) que le mouvement
Wkh — W(k-1)h

Vvh

brownien (w)¢>0, il est commode de prendre gf = pour k > 1. Il est intéressant

de noter que dans ce cas :

T" o ek(g{l(w),gg(w), o ) = T"(g,':ﬂ(w),gﬁ“(w), o )
= Th (o] ﬂkh(w),

o0

et que par suite 0>(T*,8) = Var(T") + 2 > Cov(T* 0 84, T"). De plus, le temps de sortie
k=1

T* de la chaine approximante est aussi un (Fi)ipo—temps d’arrét.

Pour plus de généralité, on considérera donc une variable aléatoire X, Fr—mesurable et
on supposera qu’il existe un processus (X")xs0 qui approche X dans L? lorsque h converge
vers 0 et que X" est Frn—mesurable pour tout A > 0. Dans la pratique le processus est
obtenu a partir du schéma d’Euler. On désigne par

o*(h) := o} (X" 0) = Var(X?) + 23 Cov(X" 0 Oin, X*), (6.11)
k=1
et par
T2(h):= o*(X,0) = Var(X) +2)_ Cov(X o s, X). (6.12)
k=1

Dans la proposition suivante on montre que 72(h) est asymptote & c2(h) lorsque h tend vers
z€éro.

Proposition 11 Soite > 0, fizé. Soient T et (T*)n>0 des (Fi)iso— temps d'arréts vérifiant :

{TST"

| SUPnr>o T 24 < 00

X est une variable aléatoire Fr—mesurable et Yh > 0, X* est Frn—mesurable. Si X* et X €
L? alors o*(h) et T%(h) sont finis. En outre,

si Var(X — X*) =o(h?) alors limh (o%(h) = T2(R)) = 0. (6.13)

Preuve : Pour ce faire, on commencera par remarquer que la fonction, F — o(F) :=

v @*(F'), est une semi-norme sur L%. En effet, d’apres la proposition 2 du chapitre 3, on a :

o N-1 )
g} (F) = Nl;l_r’r;?v—Var(Z Fofm).

n=0

Soit encore Ny
1 _
F)Y= lim — F—-IEF)o8",,
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et, Par conséquent, o(F + G) < o(F) + o(G) et o(AF) = |A|o(F) pour tous F, G € L? et
A € R. 11 suffit, donc, de montrer que }‘iné ho*(X — X*) = 0, puisque :

lo(h) = (k)] = lo(X)—a(X™)
< o(X - XM,
Or ce terme est par définition égal a
0% (X - X*) := Var(X = X*)+ 23 Cov (X — X*) 0 61, (X — X*)) (6.14)
k=1

Le premier terme i droite de 1’égalité (6.14) converge vers 0 puisque X* converge vers X
dans L?. Les termes de la série se décomposent comme suit :

Cou ((X — Xh) o ek_h’ (X - Xh)> == CO'U ((JY e Xh) o} gkh, (‘Y —_ Xh) . 1{Th_<_kh})
(6.15)
+ Cov (X = X") 0 8pn, (X = X*) - Liznsuny) -

Comme T < T* on déduit que la variable aléatoire X est Frn—mesurable et par suite-
(X - X*)- lyrn<kny est Frn—mesurable. Par conséquent, les variables aléatoires X b oGy et
(X — X™) - 1{rnackny sont indépendantes. Ceci montre que le premier terme de P’égalité (6.15)
est nul. En appliquant Cauchy-Schwartz au deuxieme terme, il vient que

[Cov (X = X*) 0 01, (X — XM))| < \/Var ((X = X*) 0 4 - Lignsay )y/Var (X — X*)
En constatant que 1yray sy est Fin—mesurable on déduit que :

|Cov ((X = X*) 0 0, (X = XM)| < Var (X - X*) IP( > kh)

hy24¢
< Var (X~ X*) Syroe % T
Var(X—-Xh)
K15 p1+5

<<

ou << signifie que le terme & gauche est majoré a une constante multiplicative pres par le
terme & droite. A ce stade, en faisant X ou X* = 0 on retrouve comme d’habitude que (%)
et 7°(h) sont finis. Enfin, en introduisant cette inégalité dans I’équation 6.14 on obtient et
en multipliant par h :

Var (X X h)

ho? (X - Xh) << :

Ceci acheve la démonstration.

Wi

Remarque : Malheureusement, en parcourant la littérature on est surpris de ne pas trouver

des estimations de Var(T — T"). Cependant, il nous semble possible qu’il existe ¢ > 0 tel
que Var(T — T*) = 0(h®).
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Montrons maintenant que la somme 72(k) diverge lorsque h converge vers zéro. Pour ce faire
on montrera que la fonction qui & ¢ fait correspondre Cov(X o 8¢, X) est continue et qu’elle

est intégrable sur [0, co[. Pour I'intégrabilité on montre (cf. la démonstration ci-dessus) que
1
si T admet un moment d’ordre 2+ ¢ et X € L? alors Cov(X 08, X) << e La continuité
2

est vraie dés que X € L2
Lemme 9 Soit X € L? alors la fonction px(s) = Cov(X 08,,X) est continue sur [0, oof.
Preuve : On remarque que :
lox(s) —ex(R)] = [|E(X08,X)-IE(X o6,X)
< IX 0 0_p) — X2l X 2.

1l suffit, donc, de montrer lim X o §, = X dans L?. Comme la topologie de la convergence

2=0

5>0
uniforme sur les compacts, définie sur C([0, +co[, IR}, est métrique séparable, il existe une

suite de variables aléatoires (X, )nen continues bornées définies de C([0, +o0[, R) dans IR qui
approche X dans L2, Dans ce cas :

X o8, — X|l. < [Xob,—X,068,]]z+[|X — Xnllo + [{Xn 08, — Xl
< 2||X_Xn”2+HXnoes““Xn”%

et par suite

lmsup < 2||X — X,ll, Yne N

s—Q
Sans perte de généralité, on peut donc supposer X une vanable aléatoire continue bornée.
Or, si la variable aléatoire X est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts sur C([0, +oo[, R) alors :

Yw € C([0, +00[,R) lirréX 00,(w)— X(w)=0

et si on suppose qu’elle est bornée alors on a convergence dans LZ. |

Le lemme suivant nous donne 'intégrabilité de la fonction ¢x sur [0, c0].

Lemme 10 Soite > 0, fizé. Soit T un (F)i>0— temps d'arréts de L**< et X est une variable
aléatoire Fr—mesurable alors

/]E Tote
lox(s)] < Var(T)——(—~—) (6.16)

s1+3
et par conséquent ¢x € L'(IR4,dz).
Preuve : En utilisant le méme raisonnement que la proposition précédente, on montre que :
|Cou(T 0 6,,T)] Cov (T 06,,T  Lir54) |
< Var(T)WP(T > s)
IE (T2%+=)

1+%

IA

Var(T)

S
Ceci acheve la démonstration. |
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Proposition 12 Soit € > 0, fizé. Soit T un (F)ivo— temps d’arréts de L**¢ et X est une
variable aléatoire Fr—mesurable alors }‘irré hr?(h) = 2/ w(s)ds.
- 0

Preuve :

A
|hr?(h) — 2 / (s)ds| < hVar(T)+2lh 3 @(hk) /0 o(s)ds]

kh<A
+ 20 Y fo(hk)| +2 j lo(s)]ds.
kh>A
D’apres le lemme 10, |p{hk)] << TTERAE ou << signifie que le terme a gauche est plus
2 2
petit que le terme a droite & une constante multiplicative prés, on déduit que
dz 1
h hk)| << / —3F << =7

et, donc, on peut choisir A assez grand pour que le troisieme terme a droite de 1'inégalité soit
aussi petit qu'on veut umformément en h. Il est de méme pour le quatrieme terme puisque

1
/ le(s)]ds << / - +£ << — a . Pour A choisi, le deuxiéme terme, lui, converge vers 0 |
2

lorsqu’on fait tendre h vers 0 puisque ¢ est continue et donc Riemann intégrable {voir lemme
9). Ceci acheve la démonstration. ]

Corollaire 7 Soit € > 0, fizé. Soient T et (T")nso des (Fy)iso—temps d’arréts vérifiant :
{ T<Th

SUPp~g ”ThH2+e < o0

Si Uon suppose que Var(T — T*) = o(h%) alors o?(h) = e (T") = O(+)

Preuve : Ce résultat découle des deux propositions précédentes. [

At

Remarque : D’apres le corollaire ci-dessus et les résultats numériques obtenus on conjecture

qu'il existe ¢ tel que Var(T — T*) = o(h®) et par conséquent o?(h) = 0(71;)

Cette étude asymptotique de o?(h), pour h petit, nous a permis de choisir d’autres
transformations ergodiques dont la vitesse de convergence mathématique est “indépendante”
du pas de discrétisation, pour h petit. En outre, pour ces transformations on a conservé les

particularités de I'implémentation informatique de la méthode du shift, c’est a4 dire une
vitesse de convergence informatique plus grande que la méthode de Monte Carlo.

6.4 Application de la méthode du shift a la résolution
des équations elliptiques.

Pour diminuer les corrélations, nous avons décalé les trajectoires d’un pas de temps in-
dépendant du pas de discrétisation. Autrement dit, pour un pas de discrétisation h donné,
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on calcule notre fonctionnelle sur une trajectoire brownienne w € C([0,+oo[,R), puis sur
la trajectoire décalée d’un pas de temps a, a > 0; apres plusieurs itérations on prend la
moyenne de Césaro. Pour simplifier les notations, on prendra o = l et h = 3, n € IN.
Rappelons que ’espérance du temps d’arrét T est approchée par l’espérance du temps de
sortie de la chaine approximante T* et que 7" = hr" ou 7" est le temps de sortie du schéma
discrétisé. On a aussi considéré la discrétisation de ’équation (6.9) donnée par 'algorithme :

=h
T, T
{ 1-724—1 T + b(iﬁ)h + 0(5:2)\/}—2 gl}:+1

w — Wek_ " ’ ” s : b
avec gh = —E—\/—T(kﬁ Le procédé proposé au début du paragraphe consiste a calculer 7*
aux points successifs g*, 9*(g"). 6*"(g"), - - - avec
h h h
g = (g5 gk gm g )
h o h h h
en(g ) = (gn+l?gn+2’ el 5gn+k’ ot )

o 8 est le shift “habituel” sur IRY. D’apres les résultats des chapitres précédents, la vitesse
de convergence, pour 'opérateur 8", est contrdlée par :

o} (T 6") = Var(T*)+2) Cov(T" 0 67, T")

k=1

= Var(T") 423 Cov(T" 0 furn, T).

k=1

En particulier et parce qu’on a choisit nh = 1 on a alors :

o*(Th,6™) = Var(T*) + 23 Cov(T" 0 6, TH).

k=1

On cherche a montrer que }‘in% o} TH 6"y = o*(T,0") = Var(T) + 2> Cov(T o 6;,T).
- k=1
Reprenons le cas général ot X est Fr—mesurable et X* est Frn—mesurable pour tout

k > 0. Si l'on note par %(h) := d?(X*,6") et par 72 := 0*(X,0") on a alors le résultat
suivant.

Proposition 13 Soite > 0, fizé. Soient T et (T")nso des (Fi)i>o— temps d’arréts vérifiant :

{ T<Th
suPpyo [T |l24e < 00

X est une variable aléatoire Fr—mesurable et Vh > 0, X" est Fpan—mesurable. Si X" et X €
L? alors 5*(h) et 72 sont finis. En outre,

=207y 22
’111_1-1(130 (h) = 7~ (6.17)
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Preuve : Par la méme démonstration que la proposition 11, on a

5(h) = 7| = |o(X,8") - a(X",6™)
< o ((X-X"),6").

11 suffit, donc, de montrer que }linf(l) (X - X*=0on

X ~ X*) = Var(X — X*) + 2 i Cov (X — X*) 0 6;, (X — X*)) (6.18)

k=1

Le premier terme & droite de ’égalité (6.18) converge vers 0 puisque X* converge vers X
dans L?. Par une démonstration analogue a la proposition 11, Les termes de la série sont
majorés comme suit :

Cov (X = X") 00k, (X = XM)| < Var (X - X*){/P(T* > k)

< Var (X—X") __.___‘W

JARS
Var (X - X")

<<

Enfin, en introduisant cette inégalité dans 1’équation 6.18 on obtient :
7 (X - X*) << Var (X - X*).
Ceci acheve la démonstration. [ |

En particulier, on peut dire que la vitesse de convergence mathématique, de cette méthode,
pour le calcul des espérances des temps d’arréts, est indépendante du pas de discrétisation.

6.5 Illustration informatique.

Nous avons voulu vérifier la validité du résultat obtenu ci-dessus par des simulations nu-
mériques. Nous avons repris ’exemple ci-avant, c’est a dire le systéme différentiel

%uﬂ(z) = -1 Vzre [-—-2,2]
u(2) u(—2) =0,

et on a calculé u au point 0. Rappelons que la sclution de ce systéme est donnée par u(z) =
IE.(7), avec 7 est le temps de sortie du mouvement Brownien standard w(t) de I'intervalle

[—2,2]. Les résultats obtenus montrent que la vitesse de convergence a été améliorée (voir
figures 6.3 et 6.4).

¢ La représentation graphique ci-dessous représente la convergence du shift modifié et de
Monte Carlo avec un pas de discrétisation h = 0.1.
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o La représentation graphique ci-dessous représente la convergence du shift modifié et de
Monte Carlo avec un pas de discrétisation h = 0.001.
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Figure 6.4

Nous voyons donc la méthode de décalage appliquée de la facon expliquée au paragraphe
6.4 et 6.5 apporte déja une amélioration sensible vis-a-vis de la méthode de Monte Carlo
“classique” pour le temps de calcul sur machine en raison de 1’économie de tirage de gaussi-
ennes a chaque itération.

Mais on peut espérer aller beaucoup plus loin comme nous allons le discuter maintenant.
Contrairement a la méthode de Monte Carlo, la vitesse de convergence mathématique, pour
le calcul de P’espérance d’une variable aléatoire X par la méthode du shift, dépend de la
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simulation choisie. En effet, sil existe deux algorithmes de simulation de X, représentés
par deux fonctionnelles F et F' sur IRF, il est clair que o(F) et o*(F’) peuvent avoir des
ordres de grandeurs completement différents. Ainsi, il faut penser i tester d’autres schémas
de discrétisation et d’autres représentations du mouvement brownien. Par exemple, il est
possible de simuler le mouvement brownien avec une procédure récursive.

6.6 Emploi de la méthode du shift sur d’autres repré-
sentations du mouvement brownien.
On peut montrer facilement 4 partir des propriétés suivantes :

e At fixé, pour tous s, la variable aléatoire w;y, — w, est une gaussienne centrée de
variance t.

e Pour 0 < t; < t; < --- < tn, les variables aléatoires Wiy, Wy, — Wy ooy Wy
sont indépendantes.

N T Wiy,

que pour s < t,

y t— s)
4 Y

c’est a dire que, conditionnellement aux valeurs déja prises par le brownien aux temps s et ¢,
la loi du brownien au temps “$* est une gaussienne de moyenne % et de variance 13*. Ainsi,
pour simuler une trajectoire brownienne sur V'intervalle [0, 1} par exemple, on commence par
tirer les points wy = 0, w, de loi M(0,1), puis simuler wy par la propriété précédente et
on fait alors de méme pour obtenir w1, w3 - . On dnspose ainsi d’une procédure récursive

ﬁ (wt_g_,/w, =I,w; =y) =

qui permet, a la profondeur m, d’ obtemr les valeurs de (wzk Jo<k<zm. Nous renvoyons a O.
Faure [15] pour une comparaison numérique sur la simulation du mouvement brownien par
la méthode récursive et la méthode itérative.

Comment peut-on utiliser la méthode du shift 7 Chaque réalisation fait intervenir des
simulations de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. Le mouvement brownien ad-
met donc une représentation sur l’espace (IRN, B(IRMy, M (0, 1)®N), décrite par la procédure
récursive. Supposons qu'on ait a simuler le mouvement brownien, sur l'intervalle [0,1] a
une profondeur m, et qu'on ait donc utilisé les g;,9s,- -, gom premieres coordonnées, alors
la deuxieme trajectoire “décalée” est calculée par la méme procédure sur les coordonnées
(92,93, gam41)-

Toujours dans le méme esprit : il est possible d’utiliser les développement de mouve-
ment brownien sur la base de Haar, voir d’autres bases de L?[0,1]. En effet, soit (xn(%)),s0
une base orthogonale de L%[0,1], si I'on pose w,(t) = [y xn(s)ds alors pour toute suite
(gn)nyo de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites, considérée comme coordonnées

oo
e (N,A,P) = (IRN,B(IRN),N(OJ)@N), la série ) gn(w)pn(t) converge dans C[0,1] et
n=0
dans L?(Q, A, IP), p € [1,00[, vers un mouvement brownien (voir {13]). Dans ce cas aussi
le mouvement brownien admet une représentation sur (IRN, B(R™), N (0, 1)®N>, décrite par
la série ci-dessus. Comment peut-on utiliser la méthode du shift ? Supposons qu’on ait a
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N
simuler le mouvement brownien, sur I'intervalle [0, 1] par ) gn(w)@n(t), avec une précision
n=0
fixée au début, et qu'on ait donc utilisé les g1,¢g2,--+,gn premieres coordonnées, alors la
N

deuxiéme trajectoire “décalée” est donnée par Z gn+1(w)pn(t). Ce sont, donc, les gaussi-
n=0
ennes qui sont décalées et non la trajectoire. Par suite, on peut espérer que la corrélation

entre les trajectoires soit moins importante.

La base de Haar est définie par : soit x = 15 23y—1j1 4;; sil'on pose xmi(t) = 27 x (2™t —k),
pour tout t € Ry,m € Z et k € IN, alors les fonctions (Xmk)mezZ ken forment une base de
L?(IR,). Nous renvoyons & N. Bouleau [13] pour plus de détails.

Des travaux sont en cours sur le sujet.



Partie 11

Approximation des mesures
invariantes






Chapitre 7

Calcul d’une intégrale par rapport a
une mesure invariante.

Pour calculer 'intégrale d’une fonction f par rapport a une mesure p, prise comme €tant la
mesure invariante d'une chaine de Markov (X}, )nen, on peut utiliser les théoremes ergodiques
pour les chaines de Markov, a savoir sous des hypothéses convenables que

1 N
[ fdu= Jim ~ 3 f(Xa). (7.1)

Cette technique a été utilisée dans la résolution de problemes physiques. Dans la premiere
partie, on rappelle I'essentiel des résultats sur 'ergodicité des chaines de Markov qui con-
stituent le socle théorique de cette méthode. Au point de vue vitesse de convergence, nous
rapporterons les observations retenues par les physiciens sur l'efficacité de cette méthode.
La deuxieme partie est consacrée a l'application de ce procédé au calcul d’exposants de
Lyapunov d’une équation différentielle stochastique elliptique. Pour calculer cet exposant de
Lyapunov A, on commence par discrétiser I’équation puis on calcule directement I’exposant
de 'équation obtenue (voir Pardoux et Pignol[40), et Talay[52]). Autrement dit on approche

A par nlgg} —log || X2, avec (X")nen le processus approchant et h le pas de discrétisation.

Par ailleurs, ’exposant de Lyapunov A est aussi donné par une formule de type A =

/ - q(s)du(s), ou u est la probabilité invariante d’un processus de Markov a valeurs dans
S -

la sphére unité S%°! et ¢ une fonction explicite. Ceci fournit un autre procédé de calcul.
Une comparaison de la stabilité numérique de ces deux méthodes sera donnée a la fin de ce
chapitre.

7.1 Présentation de la méthode ergodique.

Pour situer le cadre mathématique de la méthode ergodique, on rappellera quelques résultats
sur la théorie des chaines de Markov et on donnera, dans la derniere partie de ce paragraphe,
des exemples ou elle a été utilisée.

Notations et définitions : Désignons par (X, )nen une chaine de Markov a valeurs dans
un espace E, muni d'une tribu .A. On supposera que A est séparable. On notera par P(z,)

95
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la probabilité de transition de ce processus définie par :
P(I:!A) = IP(Xn+1 € A/Xn = :r)

Dans la littérature on montre sous des conditions diverses ’existence d’une mesure invariante
u vérifiant uP = P, c’est-a-dire

VA€ A, p(A)= /E P(z, A)p(dz).

u est appelée la mesure invariante par P ou la mesure stationnaire du processus de Markov.
Dans la suite nous donnons, brievement, I'essentiel des résultats connus. Commengons par
le cas ou I’espace des états E est dénombrable.

7.1.1 Rappel sur la récurrence des chaines de Markov a espace
d’états dénombrable.

La probabilité de transition P(z,-) est, donc, définie par la donnée d’une matrice P(z,y)
vérifiant, 3 ,cp P(z,y) = 1 Vz € E et P(z,y) > 0;Vz,y € E. Cette matrice représente la
probabilité de passage de I’état z a ’état y, P(z,y) = P(Xp41 = z/X, = y). Si V'on note
par N; = 3 ,.en1l{x,=z} le nombre de passage par z, on a alors le résultat suivant (cf. par
exemple [46]).

Proposition 14 Pour toutz € E :
{a) ou bien IP(N, < oo/ Xo = z) =1 l'état = est alors dit transitoire.
(b) ou bien P(N, = 0o/ Xo = z) = 1; l’état z est alors dit récurrent.
[

La proposition précédente n’étudie les passages par un état y d’une chaine de Markov par-
tant de I’état z que lorsque z = y. Pour étudier le cas général on introduit I’hypothese
d’irréductibilité qui simplifie notablement la situation. Un sous-ensemble non vide A de
I'espace des états F sera dit clos pour la matrice de transition P si, IP(z,A) =1 Vz € A.

Définition 7 Une matrice de transition P est dite irréductible si elle ne posséde d’autre
ensemble clos que E. |

A cet effet, il est nécessaire et suffisant que Y52, P*(z,y) > 0 pour tout (z,y) € E?, ou
P¥(z,y) = P(Xn4x = y/Xn = z). Introduisons la notion de chaines récurrentes et de
chaines transitoires.

Proposition 15 Pour toute matrice P irréductible, deuz cas seulement sent possibles

(a) soit IP(N, < oo/Xo = z) = 1, quels que soient z,y € E ; la matrice P et la chaine
sont dites transitoires.

(b) soit IP(N, = cof/Xo = z) = 1, quels que soient z,y € E ; la matrice P et la chaine
sont dites récurrentes.
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Ces résultats montrent qu'une chaine de Markov récurrente irréductible visite p.s. chacun
des états de F une infinité de fois quel que soit son état initial. On montre qu’une telle
matrice P admet une mesure invariante u et que la fréquence du nombre de visites a y avant
I'instant n, soit L 3, . 1(x,.=y}, est asymptotiquement proportionnel a u(y).

Proposition 16 Toute matrice récurrente irréductible P admetl une mesure positive invari-
ante p sur E (uP = P), et une seule ¢ une constante multiplicative pres.

L’intérét de la mesure invariante u introduite par la proposition précédente tient notamment
au résultat suivant qui découle du théoreme ergodique.

Proposition 17 Soit (X, )nen une chaine de Markov récurrente irréductible et soit P sa
matrice de transition. Si P admet une probabilité invariante p sur E, alors

) 1 N-1
lim = % f(Xn) = [ f@uldz)  Pdw) = ps.

N—oo n=0

quelle que soit la fonction f € L'(u) ou f positive. En général si u désigne “la” mesure
positive P—invariante sur E alors

i T fXe) _ Jp f()ulde)
W TN (%) Ip g(e)n(da)

pour toute f € L'(u) et g positive.

P(dw) — p.s.

7.1.2 Rappel sur la récurrence des chaines de Markov a espace
d’états non dénombrable.

Dans le cas général oul E n’est pas dénombrable nous donnerons des hypotheses de récurrence,
souvent utilisée dans des textes élémentaires (voir par exemple [46], [38], [24] et [36]), sous
lesquelles certaines chaines dites de Harris vérifient les résultats de la proposition précédente.
Soit v une mesure de probabilité sur E. Donnons la définition d’une chaine v—irréductible.

Définition 8 Une chaine de Markov (X, )nen associée & une probabilité de transition P est

dite v—irréductible si, pour tout A € A tel que v(A) > 0, on a Z Pk(x,A) > 0 pour tout
k=1
z € E, ot P*(z,A) = P(X; € A/ X, = 0).

Introduisons la notion de chaines récurrentes et de chaines transitoires.

Proposition 18 Pour toute probabilité de transition P, v—irréductible, deuz cas seulement
sont possibles

(a) soit E est le réunion croissante d’ensembles transitoires, ¢ ’'est-a-dire il existe une suite
croissante A, telle que UpenA, = E et P(Ny, < oo/Xp=2z) =1 pour tousz € E et
n € IN ; la probabilité de transition P et la chaine sont dites transitoires.
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(b) soit il existe une mesure positive o—finie u, P—invariante telle que v << p vérifiant :
VA € A tel que u(A) > 0 on a, P(Ng = 00/Xo = z) = 1Vz € E; la chaine est dite
récurrente au sens de Harris ou de Harris.

Pour une chaine de Harris, il existe une famille finie d’ensembles (C;)i1<i<a deux a deux
disjoints telle que :

(1) Le complémentaire de la réunion des (C;)i<i<d est de mesure nulle.
(12) P(z,Cy)=1Vz € Cyet P(z,Cjy1)=1Vz e CjetV1<j<d-1.
d est appelé la période de (X, )nen. Quand d = 1 la chaine est dite apériodique.

Théoréme 22 (Orey) Soient (X, )nen une chaine de Harris apériodique, alors pour toutes
vy et v, mesures de probabilités sur A

lim [I(n = v2)P")| = 0.

En particulier s’il existe une probabilité invariante alors elle est unique et, pour toute mesure
de probabilité v, sur A

lim |[vP™ — p|} = 0.

n—00

La norme ||v|| désigne la norme totale de la mesure signée v. |

Dans certain cas, la vitesse de convergence de ces limites est géométrique (Doeblin récurren-
ce). Il est intéressant de remarquer que pour un espace d’état E dénombrable, les chaines
récurrentes irréductibles sont toutes des chaines de Harris.

7.1.3 Utilisation de la méthode par les physiciens.

Pour calculer des grandeurs relatives a I’équilibre thermodynamique en physique statistique
{voir [3],{10],(25]) ou pour calculer des grandeurs attachées aux modéles de théorie de jauge
sur réseaux en mécanique quantique (voir [3},{25],{30],[45]) on est fréquemment dans la situ-
ation suivante :

e On veut calculer /Ef(x)d,u(x) ou E est un espace fini discret.

o Pour chaque r € F les nombres u{z), f(z) sont accessibles au calcul.

e Mais le cardinal de E est vertigineux, c’est [’espace des configurations, et on ne dispose
pas d’une structure de données permettant de décrire simplement les ensembles {z €

E:pu(z) > <},

Dans une telle situation les physiciens utilisent beaucoup les méthodes de Monte Carlo selon
le principe suivant {voir [25]) : On choisit une probabilité de transition P(z,y) de E dans E
admettant u comme probabilité invariante. Partant d’une loi yo sur E on construit la chaine
de Markov X, de loi initiale g et de matrice de transition P et on calcule :

N
[ f@aute) = Jim —}\—,gﬂxn) (7.2)
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en supposant que les hypothéses de la proposition 17 des chaines de Markov s’appliquent.
On comprend donc que 1'algorithme définie par ’équation (7.2) réalise en fait deux choses

simultanément. Il approche u par poP" et il calcul / f(z)dp(z) par une moyenne de Ce-

saro le long d’une trajectoire de la chaine de Markov stationnaire. La mesure initiale est
généralement choisie égale a la masse de Dirac en un point zp. Il convient de souligner qu’il
v a toujours plusieurs fagons de construire la probabilité de transition P. D’autre part, il
n’est pas nécessaire pour définir P de passer en revue tous les points z de E mais seulement
de dire comment (par quels appels a la fonction random) on passe d’un r connu a un certain
Y.
La faiblesse de ce procédé est la vitesse de convergence. En effet, si ’'on parcourt la littérature,
notamment sur la chromodynamique quantique sur réseaux on s’apergoit que les physi-
ciens ont rencontré des vitesses de convergence de I'algorithme (7.2) extrémement variables
{voir [25]) suivant les situations. Ils obtiennent souvent des résultats significatifs avec une
précision de 1072 avec 500 itérations seulement. Parfois méme il y a stabilisation au bout de
30 itérations. Au contraire pour certains probleme ils ressentent la nécessité de procéder a
21000 itérations représentant 17 heures sur le CDC 76000 du CERN.

A quoi sont dues de telles vitesses de convergence, surprenantes en simulation aléatoire 7
La vitesse de convergence est controlée par la variance qui est égale / (f- / fdu)*du. Dans -

certaines applications en physique ce parameétre est petit parce que f est presque constante
sur les points ou p a une valeur significative.
Nous présentons dans le paragraphe suivant un exemple d’une situation analogue.

7.2 Exposant de Lyapunov.

Nous considérons 1’équation bilinéaire stochastique sur IR?, donnée au sens de Stratonovich
par :
m
dz(t) = Az(t)dt + Y Biz(t) o duj (71.3)
i=1
ou {wi(t), -, wm(t);t > 0} est une famille de processus de Wiener standard, mutuelle-
ment indépendants, définis sur un espace de probabilités (1, F,P) muni d’une filtration
(Fi)evo z(t) € IR? et A, By, -, B, sont des d x d matrices. Pour une variable aléatoire zo,
Fo—mesurable, on notera par z(-,zo) la solution de ’équation (7.3) vérifiant la condition
initiale IP {z (-, z9) = 20} = 1.
Dans une large mesure, le comportement asymptotique de la solution de 'équation (7.3)
est caractérisé par son exposant de Lyapunov. En effet, si la limite ci-dessous existe, elle est
indépendante du hasard et de la condition initiale.

1
A= tlim " log |z(t, zo)| P(dw) — p.s. (7.4)
ou | -| désigne la norme euclidienne sur IR?. Le réel A est appelé exposant de Lyapunov de

Iéquation (7.3). Si A < 0 le systéme est dit stable, auquel cas la solution de I’équation (7.3)
décroit vers 0 a une vitesse exponentielle.
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Il s’ensuit que la projection de la solution z(t,zo) sur la sphére unité S4! = {z €
IR? tel que |z| = 1}, notée par :

.‘B(t, Io)
|z(t, zo)|”

Zo
SQ=|—

7 t’ =
wOI 8( 30)

est un processus de diffusion sur S9! (voir N. lkeda et S. Watanabe [28], page 109), qui
vérifie I'équation

s(0) = so _
ds(t) = ho(S)dt+Zhi(s)odw:. (7.5)

Le champ de vecteur ho(s), hi(s), -, hm(s) est donné par

ho(s) = h(A,s)
hi(s) = h(B;,s) 1<i<m,

ot Vs € §971 et VC une d x d matrice
h(C,s) = (C — (s'Cs)I) s. (7.6)

Dans I’équation ci-dessus (7.6}, on a noté s’ le transposé de s et par I la matrice identité.
Dans la suite du chapitre, on supposera que le champ de vecteurs {ho,---,An}, défini
dans le systéme (7.5), vérifie I’hypothese suivante :

(H) dim L.A{ho, - hm}(s)=d -1 Vse 5%, (7.7)

ou L.AAhg, -, hm} est Valgébre de Lie engendré par le champ de vecteurs {ho, -+, hn}-
Sous cette hypothese, Arnold, QOeljeklaus et Pardoux {5] ont établi le résultat suivant.

Théoréme 23 Sous l'hypothése (H) et sizg #0 on a :

{a) L’ezposant de Lyapuncv X eziste, a savoir que
d 1
Vzo, € R® — {0} A= ,1“2? log |z(t, z0)| p.S.

(b) En plus le processus (s(t)):>0 admet une unique probabilité invariante p et I’ezposant
de Lyapunov A est donné par

A= [ Q)du(s), (7.8)

ou

Q(s) == s'As + % S {5/ A% + [Ausl? — 2(s' As)?) (7.9)

=1
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En parcourant la littérature, on ne trouve pas de formules explicites qui don
exacte de A. Sauf dans certains cas, pour des systémes dynamiques en dimension 2, on trouve
des résultats dans cette direction, en particulier pour 'oscillateur harmonique aléatoire (voir
Arnold, Papanicolaou et Wihstutz [6], Pinsky [43], Pardoux et Wihstutz [41], Pinsky et
Wihstutz [44] et Kleimann [31]). En outre, dans la plus part de ces travaux, on a un systéme
dynamique qui dépend d'un parametre ¢ et on étudie le comportement asymptotique de
I’exposant de Lyapunov lorsque ¢ tend 0. Il est donc intéressant d’approcher numériquement
I’exposant de Lyapunov A.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les résultats obtenus par D. Talay sur 'appro-

ximation de ’exposant de Lyapunov d’un systeme différentiel stochastique bilinéaire; il ap-
proche A par lim . log ||Z2|] ot (2%),.en le processus approchant et h le pas de discrétisa-
—co n

tion. Pour notre part, nous proposons une autre méthode de simulation basée sur I'approxi-
mation de la mesure invariante g. En effet, 'exposant de Lyapunov A peut étre approximer

par /d . Q(s)di"(s) ot i" est la mesure invariante du processus approximant et h le pas de
S —

discrétisation. Une comparaison de la stabilité numérique de ces deux méthodes est donnée
a la fin de ce paragraphe.

7.2.1 Approximation des exposants de Lyapunov.

A ce sujet, D. Talay [52] a proposé un algorithme de calcul de stabilité des systémes
différentiels stochastiques bilinéaires. Il a également étudié le cas non linéaire avec Axel
Grorud (voir [20]). Il a montré que, pour plusieurs schémas de discrétisation (i;‘, p € IN),
les exposants de Lyapunov associés

- . 1 a
2= )Lrg o log l:cgl p.s. (7.10)

sont bien définis, et il a estimé en fonction du pas de discrétisation h 'erreur théorique

| 1
A~ Jirg, 5 log |25 (o)l
ou z est une condition initiale non nulle arbitraire. Plus précisément, en supposant que
le générateur infinitésimal de I'équation (7.3) est strictement elliptique, il a montré que les
schémas d’Euler et de Milshtein vérifient (voir [52]) :

A= X = O(h)

et que les schémas du second ordre pour 'approximation de IEf(z(t)) en temps fini vérifient
(voir [52]) :

A = X = O(h?)
Dans la suite on se restreindra au schéma d’Euler “classique”, et on remplacera donc les
accroissements du mouvement brownien par des gaussiennes indépendantes. Le systeme dy-
namique (7.3) étant équivalent au systeme :

dz(t) = (A + —;— i B?) z(t)dt + f: B,-:c(t)dwi,

=1 i=1
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il résulte que la discrétisation de I’équation différentielle stochastique (7.3) par la méthode
d’Euler est donnée par :

3_:3 = To
. “hoy Ash L N=posh i 7.11
Th., = I+ Az} + > B;m’;g';+1\/z (7.11)

=1

- 1 & ; . : s . .
ol A=A+ B?et (93)p.jen est une famille de variables aléatoires gaussiennes centrées

=1
réduites. Précisons les hypothéses des résultats obtenus par D. Talay dans le cas du schéma

d’Euler.
Proposition 19 Sous lhypothése (H) et sizg# 0 on a :

(a) Pour h assez petit, il existe \* € R :

3 1 _
Yz, € R? ~ {0} M= plirg ;)71- log |1‘2[ p.S.

(b) et méme :

1
d h : =h
Vzo € R® — {0} At = phrn hIEiog ]mpl.

=k
z
¢) En plus, le processus 5" := —E est ergodique, il admet, donc, une unique probabilité
P p > = Toh g
p

invariante i* et l'ezposant de Lyapunov \* du systéme (7.11) est donné par

W= [ QMedRMs), (7.12)
Q*s) := 7 Elog|24(s) (7.19)

Preuve : La démonstration est basé sur un théoreme de Furstenberg. Voir proposition 4.1
dans l'article de D. Talay[52].

Dans la référence [52], on donne une estimation de la vitesse de convergence.

Théoréme 24 Si l'on suppose que le générateur infinitésimal du processus (s(t))i>o0, défini
par [’équation (7.5), est strictement elliptique, autrement dit il existe o > 0 tel que Vz € gd-t
et V€ € Tsd-x(x)

m

> _(h(Bi,z),€)* 2 ale],

=1
alors on a |A — X*| = O(h).
| i

Pour démontrer le théoréme ci-dessus, on utilise le résultat suivant (voir [52]).
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Lemme 11 Si l'on suppose que le générateur znﬁmteszmal du processus (s(t))i>0, défint par
I’équation (7.5) est strictement elliptique alors, Vzo € R — 0 et pour toute fonction f de
classe C*=, f : 8% ' — R,

N

(s)du(s) - Jim l}:f )| =

=1

= 0(h) p.s.

ot zo € R est une condition initiale non nulle arbitraire.

En effet, en supposant que le générateur infinitésimal est strictement elliptique, on déduit
que ’hypothése (H) est vérifiée et on obtient, donc, les résultats (a) (b) et (c) de la propo-
sition 19. Ceci nous permet de décomposer 'erreur théorique A — \* comme suit :

A= Xe= [ QUe)du(s) — di () + [ (Q(s) ~ QH(s)dRM(s).
Par suite la preuve consiste essentiellement a vérifier que les opérateurs de transition des
processus (EZ )pen approchent celui de la chaine (s(ph)),en et d’estimer ’écart entre les lois
invariantes de (5;;);»61\1 et de (s(t))i>o0.

Les résultats énoncés ci-avant, nous suggerent deux algorithmes d’approximation de
Pexposant de Lyapunov d’'un systeme dynamique différentiel. En effet, soit on approche
A par A* avec :

b= . Q"(s)dp"(s) = hm p——hlog |: | p-s. (7.14)

auquel cas P’erreur théorique |A — A*| = O(k), soit on I’approche par A* ot :

Q(s)di"(s) llm ZQ 'h) p.S. (7.15)

Sd-1

auquel cas 'erreur théorique est donnée par le lemme 11, |A — A = O(R). Il est donc
intéressant de comparer la stabilité numérique des deux algorithmes sur des équations diffé-
rentielles stochastiques dont on connait explicitement 'exposant de Lyapunov.

7.2.2 Reésultats numériques

L’utilisation de ces deux algorithmes pose un probleme pratique important, qui reste ou-
vert. En effet, pour calculer A* (respectivement 3*) on a besoin de determmer le nombre
d’itérations pma:z: (respectivement Nmaz) a partir duquel la quantité log |z (re-

pmarl
N %% Q(3h)) est assez proche de la valeur limite Ak (respectxvement

pmaz: h

spectivemnent

Nz o
M. 1 est donc 1mportant d’estimer la vitesse de convergence des deux suites, log Ia: |
et & E:,V:} Q(S’;‘), en fonction du nombres d’itérations. Dans la référence [53], on exphque
qu’une détermination de la vitesse de convergence nécessite une résolution d’une équation aux
dérivées partielles dont la complexité est comparable 4 celle de ’équation de Fokker-Planck
stationnaire et que cette équation est paramétrée par le terme que nous voulons calculer.
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Plus précisément, si (2¢):»0 est un processus ergodique de loi invariante p et si I'on pose
s 1 /T .

_ o G / _
f=f /fdp on a alors, sous certaines conditions Jim 77 Jo flzs)ds = N(0,V(f))

ou V(f) = Q/f(x)v(:z:)dp(a:) et v(z) est la solution de I’équation de Poisson Lv = — f (voir
Bhattacharyal8]).

Ainsi, nous n’avons pas actuellement de méthode plus fiable que d’attendre une stabil-
isation numérique de la suite et d’assimiler la valeur stable a sa limite. Par ailleurs, il est

important de remarquer que le calcul direct de la formule X log |Z%| pose des problémes

8 ph
numériques graves. En effet, soit A* est positif auquel cas la solution :Ez diverge vers I'infini
4 une vitesse exponentielle, soit A\* est négatif auquel cas elle converge vers 0 et i une vitesse

exponentielle aussi. Cependant, si I’on note par :

~h =h

Yo = So
gha = S+ AR+ Bt Vh o vp21 (7.16)
i=1
9 -
on a alors H_’;“ = s;‘ et ]|:Z:;‘|| = [T I152ll, V p € IN (pour démontrer ces résultats, il suffit de
yp k=1
=h
z
remplacer dans ’équation {7.16) 5;; par H_i“ ). Il est donc préférable d’utiliser I'algorithme
z
P
donné par la formule :
, 1 Y
B Tiew _h
3 = Jim <3 loglIgl (7.17)

p=1

Maintenant, nous allons comparer les deux algorithmes (7.15) et (7.17) sur des exemples
dont on sait calculer les exposants de Lyapunov.

Exempie : Considérons le systeme dynamique dans R? donné par :
dz(t) = Ax(t) + o Bz(1) o dw(t),
ot (w(1))i>o est un processus de Wiener standard sur R, o € IR, A est une matrice carrée

g 2 ) ,avecaet b€ R, et B := ( (1) —01 ) . D’apres [52], 'exposant

de Lyapunov de ce systeme est donné par la formule ci-dessous,

de la forme 4 :=

1 i 27 cos(20) exp{4=4 cos(28))d8
A== b) + =(a — b)= 2
plet )+ gla = O e et os(26))d0
Silon prend a:= 1, b:= —2 et ¢ := 10 on trouve A := —0.489 < 0. Le systeme est donc

stable.

Pour I'algorithme {7.17) et avec des pas de discrétisation de plus en plus fins on a obtenu les
résultats suivants :

e Prenons h := 0.1. La représentation graphique ci-dessous illustre la convergence de la
suite, =4 Y00, log||52]|, vers sa valeur limite A%1.
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Figure 7.1

e Prenons h := 0.001. La représentation graphique ci-dessous illustre la convergence de
la suite, oy Soe; log ||50%%Y|, vers sa valeur limite X%%01,

-2.60 T 1 T i
-2.80 | -
-3.00 | y = A -
320 | -
L’axe des y -3.40 7
représente -3.60 7
j\cj)\}om -3.80 |r -
-4.00 ¢ N
-4.20 F -
-4.40 F 4
-4.60 —
-4.80 ' * . '
0 200000 400000 600000 800000 1000000

L’axe des T représente le nombre d’itérations IV

Figure 7.2

On remarque que pour un pas discrétisation A = 0.1, I'algorithme (7.17) laisserait penser
que le systéme est fortement instable. Pour A = 0.001, il laisserait penser que le systeme
est beaucoup plus stable qu’il ne ’est. L’utilisation de cet algorithme demande beaucoup de
prudence. En effet, a chaque pas de discrétisation h correspond une chaine de Markov dont
Pexposant de Lyapunov A peut étre trés différent de ), il suffit que la constante sous-jacente
de “O” de Derreur soit grande. Ceci nous a conduit a faire une étude numérique plus fine
sur la vitesse de convergence de M vers A en fonction du pas de discrétisation h. Pour cet
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exemple on a été amené a prendre A = 10™* et voir méme 10~° pour obtenir des résultats
acceptables. Par ailleurs, il est intéressant de noter que le nombre d’itérations N dépend
énormément du pas de discrétisation choisi. Enfin, pour un temps d’intégration final Nmaz,
vérifiant Nmazh = 100, les résultats obtenus se résument dans le tableau ci-dessous {pour
h donné, Nmaz est le nombre d’itérations N dans la suite 5 22’:1 log ||z} pour lequel on
a arrété le calcul).

h 0.1 0.01 0.001 0.000 1 0.000 01
M 15.899 | -11.865 | -3.514 -0.895 -0.544
A= A" 116388 | 11.376 | 3.025 0.406 0.055
Nmaz | 1000 | 10 000 | 100 000 | 1 000 000 | 10 000 000
Tableau 7.1

Ceci confirme les explications données ci-dessus sur les phénomenes de convergence trom-
peurs. Dans [52], 'auteur a étudié Papproximation d’un exposant de Lyapunov d’une équation
différentielle stochastique bilinéaires via plusieurs schéma de discrétisation. Pour le méme
exemple, il a observé le méme phénomene en utilisant un schéma de Milshtein. Les résultats
théoriques et numériques étaient plus satisfaisant, lorsqu’il a choisi un schéma de discrétisa-
tion de second ordre (voir D. Talay [52]). En effet, il montre que pour un tel schéma l’erreur
théorique |A — A*| = O(R?) et il obtient pour le méme exemple, en prenant Nh = 100,
M= —0.35 avec h = 1072 et A" = —0.50 avec h = 107*.

Considérons, maintenant, I’algorithme (7.15) & savoir que : A* = limpy o ~ Loy Q(3h).
Sur le méme exemple et avec des pas de discrétisation de plus en plus fin on a obtenu les
résultats suivants.

e Prenons h := 0.1. La représentation graphique ci-apres illustre la convergence de la
suite, 3 Zf:x Q(331), vers sa valeur limite A"
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Figure 7.3
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e Prenons h := 0.001. La représentation graphique ci-dessous illustre la convergence de

L 1 ¥ .
la suite, ¥ > Q(55:99"), vers sa valeur limite A%,
p=1

'042 i T T T 7
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Figure 7.4

De méme que pour 'algorithme (7.17), voir Tableau 7.1, on a fait des statistiques sur la
vitesse de convergence en fonction du pas de discrétisation h : si I'on prend comme critere
sur le nombre d’itérations, Nh = 100, on obtient les résultats suivants.

3 0.1 | 0.05 | 0.01 | 0.005 | 0.001
N 1-0.593 | -0.575 | -0.469 | -0.483 | -0.4885

A= X*| | 0.104 | 0.08 | 0.019 | 0.005 | 0.0004
N~ | 1000 | 2000 | 10 000 | 20 000 | 100 000

Tableau 7.2

Il est clair que d’un point de vue numérique, ces résultats sont plus satisfaisants. On constate
que pour des pas de discrétisation A < 0.001, on a des erreurs absolues de I'ordre de 102
voir méme 1073,

Cependant le probleme de détermination de la vitesse de convergence d'un algorithme
ergodique reste ouvert. Il est donc intéressant de trouver une estimation a priori (théorique
ou numeérique) des variances des erreurs normalisées de type

1 /f ( .
— [ (7x0) = [ sdu) ds
7 Jo f(X,) = [ fdp
ou (X¢)i>0 est un processus ergodique de loi invariante .
Enfin une autre direction de recherche, pour le calcul d’une intégrale par rapport a

une mesure obtenue comme mesure limite invariante, pourrait étre d’approcher le processus
(X:)i>0 par un processus de Markov a sauts obtenu par discrétisation de I'espace d’états.
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7.3 Conclusion.

Sous certaines hypothéses un processus de Markov (X;)¢>0 admet une unique mesure in-
variante u. Par ailleurs, on a une fonction f, par exemple mesurable bornée, et on cherche

a calculer f fdp. Une fagon d’approximer la loi limite est de la remplacer par la mesure
invariante " d’un processus approximant. Ceci revient a considérer / fdii*. Pour Verreur

théorique | / fdp— / fdi"| et dans le cas ol (Xt)e>0 est solution d’une équation différentielle

stochastique sur IR?, nous renvoyons & D. Talay (voir [51], [54], [53]), ou I’on trouve une es-
timation de cette erreur pour plusieurs schémas de discrétisation. En général, et lorsque la

chaine approximante (X})ien est ergodique, on approche / fdi® par

1 X

pour N assez grand. Le choix de N et de A est délicat ; on ne connait pas de résultat général
permettant de faire un bon choix pour une précision donnée. Mais il convient de remarquer
que les résultats numériques obtenus dans le cas des exposants de Lyapunov sont satisfaisant.
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