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RESUME

"COMPACTAGE PAR VIBRATION DES MATERIAUX GRANULAIRES"
“Etude sur le comportement de 1'ensemble sol-rouleau vibrant"

A la suite d'une synthése bibliographique sommaire sur le rdle de la vibration dans
le compactage des matériaux granulaires, on examine les bases théoriques relatives

d la schématisation du comportement de 1'ensemble sol-vibrateur 3 1'aide des modéles
d paramétres concentrés du type masse-ressort-amortisseur ; 1'analyse du rdle des
caractéristiques mécaniques du matériau dans le comportement vibratoire de 1'ensem-
ble sol-rouleau permet d'interpréter plusieurs constatations expérimentales
antérieures (essais sur le Vibrex). Cette approche met par ailleurs en évidence
1'importance de la variabilité de 1'aire de contact sol-rouleau.

-

Les variations de 1'aire de contact en fonction des caractéristiques mécaniques

du matériau et de la charge statique appliquée fait 1'objet d'une étude expérimenta-
le (essais en fosse) et théorique au cours de laquelle, la recherche de modéles aux
éléments finis élasto~plastiques pouvant expliquer les résultats expérimentaux
permet de mieux connaitre le rdle des principaux paramétres dont dépend le

phénoméne réel. ‘

La derniére partie est consacrée @ 1'étude, par la méthode des Eléments Finis, des
sollicitations dynamiques induites dans le massif de sol (supposé élastique ou
viscorélastique). Afin de simuler les conditions aux limites réelles, on est amené
a appliquer la méthode des "bords & amortisseurs visqueux" proposée par Lysmer et
Kuhlemeyer.
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INTRODUCTION

Le travail présenté ici s'insére dans le cadre des recherches menées par les Laboratoires des Ponts et
Chaussées sur le cocmpactage par vibration.

Les rouleaux vibrants ont fait 1'objet depuis plus d'une dizaine d'années d'études expérimentales vi-
sant 3 apprécier leur efficacité et 1'influence des différents parameétres . 1'optique est ici trés concrite :
choisir au mieux les engins et leurs modalités de fonctionnement, en fonction du "cas de chantier" rencontré.

Rapidement, la nécessité est apparue de généraliser les résultats obtenus et de définir en quelque
sorte des "lois". C'est la raison pour laguelle a été &tabli un programme d'expérimentations et d'études avec,
comme outil expérimental, un rouleau vibrant 2 morphologie et param2tres variables, le Vibrex. Ce programme a
été mené pendant plusigurs années au Centre d'Expérimentations Routiéres de Rouen. Dés lors, la mise au point
d'outils conceptuels, supports de 1'interprétation et de la généralisation des résultats s'avérait prioritaire.

On disposait déja de résultats des essais en laboratoire correspondant 3 la variation de 1'indice des
vides et des caractéristiques mécaniques des matériaux granulaires soumis & la vibration. Mais ces résultats ne
peuvent pas étre utilisés pour définir 1'efficacité des rouleaux vibrants, avant que ne soient déterminés les
Tiens qui existent entre, d'une part, les différentes grandeurs correspondant au rouleau et au “cas de chantier"”
et, d'autre part, les sollicitations exercées sur la surface de la couche & compacter.

On a donc étudié le comportement vibratoire des rouleaux pour mieux définir les sollicitations qu'ils
engendrent : les travaux de ces derniéres années, en explicitant les grandeurs force totale appliquée, puissance
dissipée, etc., ont permis de dégager des idées nouvelles comme celle de désacouplage cyclique entre le rouleau
et le sol.

A la suite de ces travaux, la présente étude porte sur le rdle des caractéristiqdes du massif du maté-
riau granulaire d'une part dans 1'interaction entre celui-ci et le rouleau vibrant, et d'autre part dans la
variation des sdllicitations & 1'intérieur de la couche i compacter.

Le premier chapitre rappelle le rdéle de 1a vibration dans le compactage des matériaux granulaires ainsi
que les possibilités et Tes 1imites des moyens expérimentaux et théoriques actuels d'études sur 1'efficacité du
compactage par vibration.



L'influence des caractéristiques mécaniques du matériau et celle de ia gébmétrie de la surface de
contact sur le comportement vibratoire de 1'ensemble sol-vibrateur fait 1'objet de 1'étude bibliographique du
chapitre 2. Les hypothéses de base et les moyens théoriques de 1‘assimilation du massif semi-infini (supposé
élastique ou viscoélastique) par-des modeéles discrets (moddles 3 paramdtres concentrés du type masse-ressort-

amortisseur) ainsi que les conditions de 1'application de ces théories dans le cas particulier des rouleaux
vibrants sont présentées.l'examen, A 1'aide des données expérimentales des théories du semi-espace et de 1'ana-
Togie de Lysmer, qui établit des formules simples explicitant les coefficients du modéle discret, permet

de dégager plusieurs points d'intérét pratique : le rdle de la répartition des pressions dans 1'interface, le
role du substratum rigide, la variation irréguliére de 1'amplitude de déplacement vertical du cylindre en fonc-
tion du nombre de passes , etc.

Par ailleurs, 1'examen de )1'"amortissement géométrique” du systéme sol-rouleau vibrant met en évidence
1'importance de la variabilité de la surface de contact entre le cylindre et le sol, 1'"empreinte", dans le
comportement vibratoire de 1'ensemble sol-rouleau. Pour mieux connaitre les grandeurs réelles de 1'empreinte et
ses variations, une étude expérimentale et théorique a donc été entreprise : elle est présentée dans le
chapitre 3.

Enfin, 1'étude de la variation des déplacements, accélérations et contraintes dans le massif du so!l
soumis, & sa surface, & des charges dynamiques est abordée dans le quatrieme chapitre. Aprés avoir étudié, a
1'aide de 1a méthode des éléments finis, 1a réponse des monocouches 3 substratum rigide et avoir comparé les
résultats numériques avec ceux des essais de Vibrex, on étudie 1a modélisation par éiéments finisdu massif semi-
infini (élastique ou viscodélastique) en appliquant la méthode des “bords i amortisseurs visgueux" proposée 2
1'origine par Lysmer et Kuhlemeyer.



GPITRE 1

ELEMENTS D'ETUDES SUR L'EFFICACITE
" DU COMPACTAGE PAR VIBRATION

1.1 - INTRODUCTION
Compacter un matériau granulaire c'est, pour le G&nie Civil :

- diminuer les déformations permanentes ultérieures du milieu compacté (tassements différés sous char-
ges mobiles, fluage, etc.) et maintenir ainsi une géométrie pré-congue ;

- diminuer les déformations réversibles sous charges répétées afin de limiter la fatigue des corps sol-
licités (couches souples de chaussées et d'aérodromes) ;

- augmenter la résistance d la rdpture et 1'étanchéité des structures telles que les barrages en terre
et les couches bitumineuses des chaussées.

Un matériau granulaire constitue, en premigre approximation, un systéme triphasé : grains solides, eau
interstitielle (bitume dans le cas des enrobés), air et vapeur d'eau.

Si dans le cas des métaux, pour augmenter la limite d'élasticité, le procédé de modification mécanique
consiste & appliquer une distorsion irréversible (&crouissage), c'est essentiellement par une déformation volumi-
que permanente (densification, compactage) que se modifient les caractéristiques physiques d'un matériau granu-
laire, telles que 1'angle de frottement interne (¢ ), 1a cohésion (C), le module d'élasticité (E) et le coeffi-
cient de permBabilité (K),

Vu la faible compressibilité des grains solides et 1'eau interstitielle, c'est en chassant de 1'air
d'un sol non saturé, ou en expulsant de 1'eau, gue 1'on compacte un milfeu granulaire. Ainsi, le compactage étant
un procédé de chargement rapide, est~il impossible de compacter un sol cohésif (argile, limon) lorsqu'il est
entiérement saturé.

L'état de compacité d'un sol est dé&fini, en pratigue, soit par son poids volumique sec, Tq o soit
par son indice des vides, e.



L'ensemble des recherches relatives au "compactage" des matériaux granulaires comprend deux domaines
distincts :

- 1'influence du compactage (dans le sens de "densification") sur les propriétds physiques du matériau
(ou du milieu) compacid ;

- 1'efficacité du compactage {dans le sens du "procidé de compactage”).

L'efficacitsd d'un compacteur se définit, de maniére générale, par sa capacité d'atieindre une densité
sdche moyenne sur une épaisseur ou une profondeur donnée en un nombre de passes 1imité. Eile déoend de nombreux
facteurs dont les principaux sont les suivants :

1 - Facteurs définissant le "cas de chantier" :
la nature du matériau,

- la teneur en eau,

i'épaisseur de ia couche i compactsr,

- la rigidité du sol support.

2 - Paramétres de constructicn des rouleaux :
a) rouleaux statiques (non vibrants)

- la charge statique appliquée au sol par chaque bille (ng)
- la Tongueur de la biile (L) et son diamétre (¢),

b) rouleaux vibrants ~ Fig. 1.1 :

- le moment d'excentricité (m_e),

la masse de la bille (Mo),

la masse correspondant au poids du chdssis qui pése sur la bille (HE'MQ) 3
- 13 longueur de la bille (cylindre) et son diamétre,
- les propriétés mécaniques de la liaison entre 13 bille{cylindre} et e chissis.

chissis

MO :
MASE DU CrUNORE

bﬂle(hﬁ)
M’-Mo

5

i

Fig. 1.1 - Rouleaux vibrants : a) rouleau automopile ; b) rouleau tracté.

MASSE  SUSPENCLE

A TOTALE M1 - M

* Dans ce qui suft nous nous Timiterons aux compacteurs & cyiindre (rouleaux) et aux matériaux non
traités.



3 - Paramétres d'utilisation (ou de fonctionnement) des rouleaux :

On désigne par ce terme :

- la vitesse d'avancement (V),
- le nombre de passes (N),
- la fréquence de vibration (f ou w = 27 f),

On note la multiplicité des facteurs gouvernant 1'efficacité du compactage par vibration superficielle.
Elle se traduit, en pratique, par une grande diversité de conceptions des compacteurs vibrants.

Etudier 1'efficacité du compactage par vibration c'est, en d&finitive, déterminer 1'influence sur le
rendement du compactage des paramétres ci-dessus et pour cela i1 faut tout d'abord déterminer le rdle de la
vibration, c'est-d-dire 1'influence sur 1'efficacité de compactage de la rotation des balourds & 1'intérieur
de 1a bille.

1,2 - LE ROLE DE LA VIBRATION

Du point de vue technique, 1'introduction de la vibration dans le compactage par vibration superficiel-
le des matériaux granulaires permet de compacter des couches plus épaisses de matériaux difficiles & compacter,
tels que les graves concassées, en assurant une meilleure compacité au fond de la couche et cela sans augmenter
le poids total du matériel. Les raisons principales de ce gain de 1'efficacité technique sont les suivantes :

- 1'application au sol de la charge dynamique, qui est une fonction de 1a force centrifuge, m.e w?.

- 1'introduction d'un grand nombre de cycles de charge-décharge.

- la modification des propriétés mécaniques du matériau soumis & la vibration.

- 1'introduction de nouveaux chemins de contraintes,qui résulte de la propagation des ondes de con-
traintes dans le massif de sol.

1,2.1 - La force dynamique appliquée

Le rdle le plus important de la rotation de(s) masse(s) excentrique(s), dans le compactage par les
compacteurs vibrants (rouleaux et plaques), c'est sans doute 1'application au sol de la force dynamique appelée
“force vibrogéne"., Cette force constitue, en effet, 1'interaction du couple sol-compacteur vibrant et son
amplitude dépend des caractéristiques 4 la fois du matériel et du massif sous-jacent. L'amplitude de
la force dynamique d'interaction des rouleaux vibrants atteint plusieurs dizaines de kilonewtons et dépasse
parfois la charge statique appliquée, M;9. Dans ce dernier cas, la bille décolle du sol pendant une partie de
chague période de la vibration (désaccouplace). La Fig. 1.2 schématise la variation dans le temps de la force
totale appliquée au sol, ¢'est-3~dire la résultante des forces statiques et dynamiques dans les deux cas : a) la
force dynamigue est inférieure & la force statique ; b) la force dynamique dé&passe la force statique.
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Fig. 1.2 - Variation dans le temps de la force totale appliguée au sol
a) compactage couplé ; b) compactage dé&saccouple .

Pour chaque &lément volumique du sol sollicité, le compactage, c'est-d~dire la déformation volumique irré
versible -{E? + e, + eg)/3- dépend du tenseur de contraintes, celui-ci &tant fonction de la force totale appli-
quée & la surface du massif. Le tenseur de contraintes résultant se décompose en tenseur isotrope, qui fait croi-

tre la densité et en tenseur déviatoire qui peut faire augmenter ou diminuer la densité suivant que la densité
"jnitiale" est inférieure ou supérieure & la densité critique correspondant & la pression isotrope de 1'Elément ;

Fig. 1.3.
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Les résultats des essais en vraie grandeur, réalisés au Centre d'Expérimentation Routiére (C.E.R.) de
Rouen, montrent qu'en effet 1a densité s&che moyenne, ainsi que celle en fond de couche, augmentent lorsgue la
force totale appliquée ou, plus précisément, 1a force dynamique d'interaction augmente et vice-versa. Les cour-

bes de la Fig. 1.4 correspondent au compactage par un rouleau vibrant (Vibrex) de la couche de 30 em d'une gra-
ve concgssée. -

§ Ldfc/ ydoen
Yl A Fah (daWen)
Fig. 1.4 - Paralléle force totale appliquée/
—— densification en fond de couche,
en fonction du choix de la fréquence
(d'aprés Quibel[70] ).
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Du point de vue théorique, 1a variation de la force vibrogéne, et plus généralement de la force totale
appliquée, en fonction des paramétres vibratoires et notamment des paramétres relatifs aux compacteurs , a &té
§tudiée par Machet (1976)(60] et Machet et Sanejouand (198C)[E1].

1.2.2 - L'influence de la répétition du cycle de charge-décharge.

Les essais en laboratoire mnntrent que la densit® du sol augmente avec le nombre de cycles d'applica-
tion de 1a charge. Comme on le constate sur la Fig. 1.5, au cours d'un essai de ciasillement simple (cyclique)
le volume d'é&chantillon de sable diminue avec le nombre de cycles.
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rig. 1.5 - Variation de la déformation verticale
permanente avec¢ le nombre de cycles au cours d'un
essaj de ciasillement simple cyclique ; (d'aprés
Silver et Seed[g82]).



Par rapport au compactage statique, le nombre de cycles de chargements engendré par la vibration de ‘a
bille se multipiie par une valeur proportionnelie d'une part & la fréquence de vibration, et d'autre part & 1'in-
verse de la vitesse d'avancement du compacteur. Autrement dit, le nombre de cycles de chargement d'un &lément
du sol correspondant & une passe du compacteur sera approximativement égal 3 2xf , x &tant la distance maximale
entre 1'émément considéré et 1'axe vertical de la bille pour laguelle la 50111c¥tation dynamique subie par
1'&lément pourrait &tre considérée comme significative (Fig. 1.6).
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Fig, 1.6 - Contraintes principales
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1.2.3 - L'influence de la vibration sur les propriétés physiques des sols pulvérulents

L'autre caractéristique des matériaux granulaires non-cohésifs, est la diminution d'une part des
résistances mécaniques et d'autre part de 1'indice des vides des modéles ré&duits de ces matériaux qui sont sou-
mis & la vibration. On trouve cette double constatation dans les essais classiques de Ta Mécanique des Sols tels
que 1'essaj de cisaillement simple et de consolidation dans lesquels la boite de Casagrande ou 1'océdométre sont
fixés sur une table vibrante. Quant aux essais triaxiaux, ils de déroulent sous une pression latérale cycligue.

De nombreux auteurs ont réalisé des essais pour décrire ce comportement des sols, car il concerne
plusieurs domaines tels que la sismique, le tassement des fondations superficielles soumises & la vibration,
1'enfoncement des pieux et le compactage par vibration. Dans ce dernier domaine les noms de Barkan (1962 ) [7]
et D'Appolonia _ (1953)[243 sont assez connus. En France, plusieurs 8tudes expérimentales ont été ef-
fectuées sous la direction de J. Biarez & 1'Université de Grenoble et & 1'Ecole Centrale de Lyon. Citons, par
exemple, le travail de Kolmayer (1970)[48] ‘et celui de Touret (1977)(87] .

a) Influence de la wibration sur l1a résistance au cisaillement _des sables

D'apres Youd et Kolmayer (Fig. 1.7) :

- la résistance "de pic" et "de palier” diminue quand 1'accélération augmente ;
- la pente & 1'origine diminue et le domaine &lastique se retrécit guand 1'accélération augmente,

En ce qui concerne les courbes intrinsdques, les résultats obtenus par différents chercheurs ne
sont guére les mémes : les résultats de Barkan [7] et Youd (1967)[97] deémontrent que la courbe intrinséque
reste une droite passant par 1'origine dont 1a pente varie avec 1'amplitude d'accélération ; Fig. 1.8.
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Fig. 1.8 - Relation entre le coefficient de
frottement interne (tge) et 1'accélération
d'un sable (d'aprés Barkan).

L'Hermite et Tournon (1948) [53] n'obtiennent pas les mémes résultats ; 1'angle de frot-

tement -mesuré uniquement au palier- varie avec la contrainte normale ;(Fig. 1.9) Kolmayer confirme les résul-
tats de Barkan mais i1 constate une diminution de 1'angle de frottement interne, différentede la loi de Barkan.
Enfin, Ermolaev et Senin (1968) [29] obtiennent des résultats encore différents comme le montre la Fig. 1.10.
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Fig. 1.10 - Variation de la courbe intrinséque d'un sable
en tonction de 1'accélération (d'aprés Ermolaev et Senin).
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Plusieurs facteurs entrent en jeu : 1a densité initiale du sol, les contraintes moyennes appligquées,
1'amplitude de déplacement (A), la fréquence et la direction du d&placement. De nombreux auteurs ont &tudié
ces paramétres : tous s’'accordent & dire que le plus important est 1'accélération de la vibration, (Touret,[g7]).
La plupart des expérimentations constatent que 1'indice des vides final (limite dans le temps) d'un échantillon
de sable soumis & Ja vibration -verticale ou horizontale- diminue lorsque 1'accé&lération augmente ; Fig. 1.11.

0.8 T T T
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‘ ! eccélér:tion(an a) Accelératian, g
Fig. 1.11 - Variation de 1'indice des vides Fig. 1.12 - Relation entre 1'indice des vides
Tinal en fonction de 1'accélération ; Final et 1'accélération verticale pour dif-
(d'aprés Selig (1963) [79@). férentes valeurs de la surcharge verticale
imposée ; (d'aprés Whitman et Ortigosa (1968)
[os]).
Barkan énonce 1a 1o suivante :
- - - A
€ = min ¥ (enax ~ €min) EXP (= ov)
od e = indice des vides maximal

max

®min = indice des vides minimal pouvant &tre obtenu

accélération

[+
[}

coefficient qui dépend de la nature du sol.

Cette formule ne met pas en &vidence le fait qu'en-dessous de certaine accélération on n'observe pas
de variation de densité. Aussi, Ermolaev et Senin apportent une correction :

& = enin * (pax - &nin) EXp (= o (v - )

o, Y, dépend & la fois de 1'accélération et de la contrainte .
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Ces résultats sont résumés sur les Fig. 1.12 et 1.13.

L 330 kP
S £
bosmens 88

|

indice des vides (en %)

Y SN

L - L
accéléracion (en g)

Fig. 1.13 - Variation de 1'indice des vides final
dun sable en fonction de 1'accéiération pour
différentes contraintes verticales (d'aprés
Ermolaev et Senin).

I1 convient de noter que 1'utilisation de ces résultats dans 1a recherche de 1'efficacité du compacta-
ge par vibration superficielle reste trés limitée, principé]ement pour les raisons suivantes :

- premiérement, en présence de la vibration dans les essais sur les moddles réduits, les conditions
aux Timites, c'est-d-dire les caractéristiques mécaniques et géométriques de 1'appareil, jouent un réle trés
important dans le comportement de 1'&chantillon. Par conséquent, les résultats obtenus pourraient différer
sensiblement d'un appareil & 1'autre et méme d'un mode de sollicitation & 1'autre.

- deuxiémement, pour des accélérations -de déplacement- et des tenseurs des contraintes statiques
&gaux, les contraintes dynamiques jmposées & 1'&1ément considéré du massif ne sont pas nécessairement les mémes
que celles exercées sur le modéle réduit. En effet, 1'accélération de tout &lément du massif résulte de la pro-
pagation des déformations (et des contraintes) depuis-1a surface vers 1'intérieur du milieu, mais celle du mo-
déle provient du déplacement harmonique de son support (moule fixé sur une table vibrante, etc.).

1.2.4 - Influence de la propagation des ondes de contraintes dans le sol

Par rapport au compactage statique, 1a propagation des ondes de contraintes dans le massif du sol

impose de nouveaux chemins de contraintes & tout élément, et augmente par conséquent la possibilité de défor-
mation permanente.
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Ce phénoméne est schématisé par la Fig. 1.14 :

Fig. 1.14 - Chemins des contraintes g, —G;
dTun &lément du massif de sol sou- 2 (g>q=0})

mis au chargement des - bille,vi--
brante et non vibrante ; (la forme

de la surface de plasticité est J/
inspirée de celle_proposée par : &
Vermer (1978) [91] pour un sable. o‘y hemins de contraines
Dans le but de simplification on §>} compactage statigue —- >
suppose oj > gf = g5. & - vibré i
\\
e
,:/’ surface de
54 Plasticité G\+20)
E}ﬁy ’ domaine élastique 3

1.3 - LES DOMAINES DE L'ETUDE DE L'EFFICACITE DU COMPACTAGE PAR VIBRATION

L'examen des principaux effets de la vibration sur le compactage superficiel nous améne & conclure
que la vibration a principalement pour réle d'introduire une force dynamique d'interaction, c'est-d-dire la
force vibrogéne. En effet, plus la force vibrogéne est grande, plus les contraintes "totales" (dynamigue +
statique) et les accétérations (de déplacement) sont importantes. I1 est donc admissible, & notre avis, de
définir dans une premiére approximation 1'"efficacité de la vibration" par le rapport entre 1'amplitude
de la force vibrogéne et la puissance dissipée (par la rotation des balourds):

-
LiL X , (dimensions : LT).
PD

Toutefois, 1'efficacité du compactage ne peut prs &tre expliquée uniquement par 1'"efficacite
de la vibration", car elle dépend des autres facteurs tels que la contrainte mcyenne (qui varie, elle

aussi, avec la charge statique (Mlg) et la profondeur),l'indice des vides "initial", le nombre de cycles de
¢hargement, 1'aire de contact, etc.

Cela étant, 1'étude de 1'efficacité de compactage par vibration pourrait s'effectuer parallaiement
dans deux domaines différents :

1 - L'8tude de 1'interaction dynamique de 1'ensemble sol-compacteur vibrant, qui vise & déterminer
les variations de la force et des contraintes dynamiques appliquées & 1a surface du sol et celles de la puis-
sance dissipée en fonction de divers paramétres en jeu ;

2 - L'étude du compactage (densification) de 1a couche compactée en fonction d'une part des sollici-

tations appliquées a sa surface et, d'autre part,de ses propriétés physiques ainsi que des conditions aux
Timites.
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En ce qui concerne 1'étude de 1'interaction dynamique, compte tenu de 1'extréme complexité du probléme,
les chemins 3 suivre sont les suivants :

- du point de vue théorique, i1 est indispensable de modéliser le comportement vibratoire de 1'ensem-
ble sol-compacteur vibrant & 1'aide d'hypothéses simplificatrices : citons, par exemple, les moddles mathémati-
ques relatifs auxmilieuwcontinuset au semi-espace (massif semi-infini, isotrope et homogéne) &lastique ou visco-
élastique et le moddle & paramétres concentrés attribués au sol. Le compacteur peut &tre &galement schématisé
par des modéles 3 paramétres concentrés.

v

- au plan expérimental, la présence des sollicitations dynamiques écarte toute assimilation du massif
semi=infini du sol & des moddles réduits. I1 faut donc réaliser des expérimentations en vraie grandeur, qui né-
cessitent des investissements importants et coltent, en conséquence, assez cher.

L'&tude de l1a densification de la couche 3 compacter soumise aux sollicitations du compactage néces-~
site, outre les outils théoriques et mathématiques ci-dessus, des essais en laboratoire sur les modéles réduits
du so) pour en déterminer les lois de comportement sous charges dynamiques. Or, d'une part, la réalisation de
ces essais, comme nous 1'avons noté précédemmént, s'avére extrémement délicate, et d'autre part 1'application de
ces lois de comportement dans les &tudes théoriques reste traés difficile, méme s'il s'agit des mé&thodes les
plus efficaces, comme la méthode des Eléments Finis.

Rappelons enfin que les essais en vraie grandeur constituent & la fois le moyen et la référence
nécessaires de toute &tude de 1'efficacité du compactage par vibration superficielle. Dans ce domaine les essais
réalisés par d'Appolonia[24], [25] aux U.S.A. et par Forssblad (1965) [3], en Suéde sont particulidrement
riches en renseignements. Toutefois, le programme d'expérimentations le plus important, pour les rouleaux vi-
brants, est sans doute le Programme Vibrex, qui a &té réalisé au Centre d'Expérimentations Routiéres de Rouen et

dont les résultats des mesures n'en sont pas totalement encore interprétés. Le sous-chafitre suivant donne un
apercu de ce programme dont les détails se trouvent, entre autres, dans pzj, E72] et DS].

1.4 - LE PROGRAMME VIBREX

Afin de permettre une meilleure connaissance de la technique du compactage par vibration et de connaf-
tre 1'influence des différents paramétres déterminants (§ 1.1) sur la.qualité du compactage (la densité sache
moyenne atteinte et -son gradient en profondeur), les Laboratoires des Ponts et Chaussées ont entrepris, depuis
1973, une recherche expérimentale (Programme Vibrex). I1 s'agit des essais de compactage en. site propre de divers
matériaux & 1'aide d'un rouleau vibrant a paramétres variables. Ces essais, dans une premiére étape, visent 3
mettre en évidence et & quantifier 1'influence sur la qualité du compactage :

- des principaux parametres d'un matériel vibrant (masse vibrante, masse suspendue, moment d'excentri-
que, pulsation, largeur de compactage, etc.) ;

- des parametres définissant le "cas de chantier”,
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On recherche donc & améliorer les méthodes d'exécution des chantiers de compactage et celles de con-
tréle du fonctionnement des machines ; & fournir aux constructeurs des renseignements relatifs & 1'influence
des paramétres de construction des engins sur le compactage des différents matériaux ; a apporter seulement

_des éléments nouveaux pour 1'élaboration d'une (ou des) théorie(s) du compactage par v

ibration.

Les expérimentations ont été faites dans une des fosses du C.E.R. & 1'aide d'un rouleau vibrant &
paramétres variables (le Vibrex), concu en collaboration avec 1a Société Albaret et construyit par celle-ci.
Ce rouleau dont les caractéristiques sont données ci-aprés permet de faire varier les principaux paramétres

définissant un rouleau vibrant automobile monobille : M., M; - M., m.es fetV, ¢, L.

Principales caractéristiques du Vibrex :

a) caractéristiques géométriques :

- Tongueur de la bille : 120 ou 80 cm,
- diametre de la bille : 120 ou 150 cm.

b) paramétres de masses :

- masse totale par centimétre de génératrice (Mi) : variable entre 15 et 60

L
- masse vibrante par centim2tre de génératrice (Mi) : variable entre 15 et
L

- rapport des masses (Ml o M°) : variable entre 0 et 3.
o

c) paramdtres de vibration :

- fréquence : variable en continu entre 10 et 50 Hz,
- moment d'excentricité (mee) : variable, par valeurs discrétes, entre 0,5
- amplitude a vide (A, = mﬁg) : variable entre 0,2 et 6 mm,

-3

- vitesse de translation (assurée par un arrigre-train moteur sur pneus) :
entre 0 et 5 km/h.

kg/cm,
28 kg/cm,

et 9 mkg,

réglable en

continu
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1.4.1 -  déroulement des essais

La Fig. 1.1p indique la coupe transversale de la piste d'essais dont la longueur totale est de 25 m.
Le sol~support est une grave sable-argileuse 0/60 (terrain nature]) surmontée de deux couches de grave 0/20
propre,entidrement concassée,de 20 cm d'épaisseur chacune. Afin d'&viter la ségrégation, la mise en place du
sol 3 compacter se fait au moyen d'un répandeur automatique. Sur la longueur totale de la piste est délimitée

une zone "utile" de mesures de 15 m,
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1.4.2 - Les paramétres mesurés

A chaque passe on enregistre de fagon continue les variations des différents paramétres :

- sur le rouleau :

1 - Force totale appliquée & la bille, F.T.A., ; une jauge de contrainte, collée sur le flanc de la
bille en direction du rayon du flanc et insérée dans un pont de mesure, donne les valeurs relatives de la force
totale appliguée.

2 - Fréquence de la vibration : un compteur &lectronique fixé sur le Vibrex visualise le nombre de
tours par minute des balourds.

3 - Accélération verticale de 1a bille (mouvement relatif bille/chdssis) : elle est mesurée par un
accélérométre inductif, monté sur la partie non tournante de la bille (le cadre).

4 - Amplitude de la vibration verticale de 1a bille : elle est mesurée par un capteur de déplacement
sans contact, “"CAMAN" inséré dans la chaine de mesure,

5 - Pression hydraulique du moteur hydraulique de vibration.

6 - Vitesse d'avancement du rouleau.
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Dans le sol sont enregistrées :

- 12 contrainte normale verticale (pression). La pression induite est mesurée, en certaines profon=
deurs, au moyen des capteurs résistifs en forme de cylindres métalliques dont le diamétre est environ 10 cm ;

- 1'accélération induite. Elle est mesurée & 1'aide des accélérométres inductifs.

A la suite de 2, 4, 8, 16, 32 et 4°me passe, on mesure la tengur en eau moyenne » le gradient de
teneur en eau (dans la profondeur), le poids volumique sec moyen (mesuré par un gammadensimétre & pointe, gui
donne la valeur moyenne de la couche compactée); le gradient de poids volumique sec et le tassement\de la cou-
che {(mesuré par nivellement).

1.4.83 - Les essais réalisés

Les résultats des planches d'essais consacrées & 1'étude de 1'influence des paramétres du rouleau
vibrant ont fait deja 1‘'objet de plusieurs publications :Quibel et Froumentin (1980) [72], Quibel (1980) [70],
Quibel, Froumentin et Morel (1981) D,l]. Ces résultats ont &t& interprétés et confrontés avec les résultats
des &tudes théoriques par Machet [B0] et Machet et Sanejouand [61]. Arquié, Machet et Morel (1876) [3].

Par ailleurs, plus de 55 planches d'essais ont &t& consacrées & 1'&tude des rdles des paramétres
du matériau et de 1'épaisseur de la couche compactée : Khay (1978) [46] et (1980) [47].

I1 convient de remarquer que parall&liement au Programme Vibrex, de nombreuses planches d'essais ont
&té réalisées avec . différents matériaux dans le but d'&tudier 1'efficacité de divers compacteurs vibrants
(rouleaux et plagues) fabriqués en France ou ailleurs. (Voir, par exemple, les Rapports de Recherche n® 24 (1973)
[20], n° 33 (1974) [20], n°® 63 (1976) [62] et n° 70 (1977) [21] des Laboratoires ces Ponts et Chaussées).
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CHPITRE 2

ETUDE SUR LE COMPORTEMEMT DE L'ENSEMBLE.SOL-ROULEAU VIBRAND
A L'AIDE DES MODELES MATHEMATIQUES
LE ROLE DU MASSIF DE SOL

2.1 - INTRODUCTION

Les recherches relatives au comportement de 1'ensemble sol-vibrateur sont menées principalement dans
trois domaines du Génie Civil :

a) conception des fondations pour machines vibrantes,
b) auscultation dynamique des sols et des couches de chaussées,
¢) compactage par vibration des matériaux granulaires.

Elles visent respectivement & :
- minimiser les déplacements et 3 é&viter la résonance;

- déterminer les propriétés mécaniques et méme géométriques (&paisseur de couches) des structures
auscul tées ;

" Optimiser 1'efficacité des compacteurs vibrants, en &valuant Te rdle des divers paramdtres concernés.

2.1.1 - Solution analytigue

Compte tenu de la complexité du probléme & &tudier -1'analyse de 1'interaction dynamique d‘un systéme
composé d'un milieu semi-infini et d'une masse vibrante qui s'appuie sur la surface du premier- il est impossible
de résoudre analytiquement tous les cas rencontrés. Toutefois, en ce qui concerne le comportement sous charges
dynamiques de massifs semi-infinis, de nombreuses recherches fondamentales ont abouti & des solutions analyti-
ques qui sont calcuiables lorsque les charges, harmoniques, ont des répartitions relativement simples -uniforme,
parabolique, etc.- et -qu'ellessappliquent dans des zones ayant des géométries é&lémentaires -point, ligne, bande
infini, cercle, etc. '

Au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, les travaux sur 1'auscultation des chaussées & 1'aide
du vibreur Goodman [11] oot donné lieu, entre autres, & 1'8tude de la réponse d'un massif semi-infini, stratifié
et viscoélastique. soumis & une charge vibrante & sa surface. Cette &tude, entreprise par M. FREMOND {337, donne
une solution analytique pour 1'&valuation de la dé&flexion en tout point de la surface du massif stratifié et
une solution numérique correspondant au cas de la charge harmonique concentrée.
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2,1.2 - M&thode analytique approchée

Une solution approximative pour la détermination du comportement dynamique de 1'ensemble sol-vibrateur
est fgurnie en :

- supposant une forme simple pour la distribution de contraintes sur 1'aire de contact de deux corps ;
- déterminant, par la théorie du massif semi-infini, le déplacement de 1'aire chargée ;
- résolvant 1'équation de 1'équilibre dynamique de la masse vibrante My, supposée indéformable. (Fig. 2.1).

I Q=Q,Exp (iwt) lo
vibrateur W )
M M, = AL .
(1]
PYIPrIrrTr” & LA 'Irrrrrg ol P 'Mozc

massif
semi=infini

Myi;=z Q-P

Fig. 2.1 - Schéma correspondant & 1'approche analytique de
1a réponse du systéme vibrateur-massif semi-infini.

2,1.3 - M&thode des &léments finis

La méthode des &léments finis convient surtout lorsqu'il s'agit de conditions aux limites compliquées
et de non-homogénéité du sol sollicité. En revanche elle est, actuellement, un procédé de calcul onéreux et
présente certaines difficultés quant & 1'assimilation du massif semi-infini & des modéles géométriquement
finis et plus particuliérement Torsqu'il s’'agit de la prapagation des ondes de contrainte dans le massif
semi-infini. Cette derniére question sera discutée au Ch, 4,

2.1.64 - Modé&les mathématiques & paramétres concentrés

Les difficultés de 1'application de la théorie du massif semi-infini ont amené les praticiens & em-
ployer des modéles mathématiques plus simples, comme des modéles rhéologiques dits "modéles mécaniques", compo-
sés, selon le cas, d'éléments mécaniques dont les plus utilisés sont les suivants :

- un ressort qui figure le solide de Hooke -le coefficient de Poisson n'est pas pris en compté- 5

- un amortisseur, c'est-d~dire un piston percé de trous dans un cylindre rempli d'un liquide de vis~
cosité donnée, qui représente le liquide de Newton ;

- un patin symbolisant le solide de Saint-Venant, qui correspond au comportement rigide-plastique ;

- une masse indéformable.

Une combinaison en parallé&le d'un ressort et ¢'un amortisseur représentera le solide de Voigt qui
explique un comportement viscoélastique linéaire - Fig. 2.2.
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Le frottement existant entre deux corps pourra étre schématisé par le-frottement de Coulomb qui est
représenté par un patin [45].

Nous allons présenter quelques modéles courants en nous limitant aux cas ol la force périodique ap-
pliquée est uniquement verticale -il n'y a pas de moment ni de force horizontale-.

2,2 - CARACTERISTIQUES DES MODELES MATHEMATIQUES A PARAMETRES CONCENTRES

2.2.1 - Modéles &lastiques & un degré de liberté

Historiquement, le premier mod&le utilisé a &té un solide parfaitement élastique, c'est-&-dire un sys-
téme - masse-ressort posé sur une base rigide - Fig. 2.3.

fnal JK
nS—— o %
F . m I M,
3 Q
K c 1 R
vib }M:\gﬁq
M :
t sol X
A - —_
fig. 2.3 - Modéle élastique & un degré
t ——— de liberté.
(]
0

Fig. 2.2 - Comportement dw solide de
Kelvin-Voigt lors d'un char-
gement-déchargement. t Q
Mo - MU+ MS

M

£ig. 2.4 - Masse "en phase" (masse
ajoutée) du sol.

Le vibreur est représenté par la masse Met le sol est remplacé
par un ressort non-pesant dont la rigidité, K, sera déterminée
en fonction du module d'élasticité du sol, mesuré par des
essais de plaques, que 1'on multiplie par des coefficients d&-
pendant du type du sol et de la forme de la surface de contact.
Les résultats obtenus par ce modéle ont &té rarement sa-
tisfaisants ; en plus, ils donnent des déplacements infiniment
grands & la fréquence de résonance, ce qui n'est évicemment
pas conforme & la réalité.

Une seconde approche consiste & attribuer une certaine quantité de masse au sol dans Je modé)é précé-
dant. Autrement dit, on suppose qu'une partie du sol vibre avec la méme phase que 1a masse du vibreur - Fig. 2.4,
La masse vibrante sera donc la somme de la masse du vibreur, M,» et celle "en phase" du sol, Ms’ dite"la masse
ajoutée",
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Plusieurs procédés de mesure normalisés ont &té& mis en oeuvre pour la détermination in-situ de la Ms'
Cependant, les essais réalisés n'ont pas pu donner de bons résultats, car, comme i1 a &té démontré par H. Lornez
et autres [54], la valeur de 1a masse supposée en phase avec le vibreur varie en fonction de divers paramétres
tels que la géométrie de la surface de contact.

Une des causes principales de 1'inefficacité des modéles mécaniques ci-dessus provient du fait qu'ils
ne représentent pas du tout cette caractéristique des massifs semi-infinis qu'est 1'amortissement des sollicita~
tions dii & Ta propagation des ondes de contraintes dans le massif. En effet, les modéles é&lastiques finis for-
ment en quelque sorte des systémes fermés ne permettant aucune atténuation de déplacements par la dissipation
de 1'énergie introduite.

2.2.2 - Modéle viscoélastiques 3 un degré de liberté

Pour mieux assimiler les propriétés mécaniques du massif semi-infini, une troisiéme approximation a
donc &té faite en schématisant le comportement dynamique du sol par celui d'un solide de Voigt & un degré de
1iberté. Ainsi, 1'ensemble du sol-vibreur sera-t-il représenté, théoriquement, par une masse de grandeur Mo’
un ressort de rigidité K et un amortisseur de coefficient d'amortissement C, Fig. (2.5).

QT Q Expliwt)

Fig. 2.5 - Modele viscoéolastique a . =W
un degré de liberté. Mo= 5
K *C
Fd
LAY A LAY/

2.2.3 - Comportement sous charges harmoniques des modéles viscoélastiques

La force harmonique appliquée au modéle est la composante verticale de la force centrifuge créée par
la rotation de la masse excentrique du vibreur. L'amplitude maximale de cette force sera donc Q° = meewz, Mo s
e et w étant respectivement la masse excentrique, 1'excentricité et la pulsation du mouvement vibratoire.

Considérons la Fig. 2.5. D'aprés le deuxiéme principe de Newton, 1'équation de 1'équilibre dynamique
du solide représenté s'écrit M°2+ CL+K = Mo.g + meem2 exp(iut). (2.1)
M..g
si 1'&tat initial correspond & 1'état 1ibre du ressort. Une translation de 1'origine 3 z = = simplifie
1'équation ci-dessus : s

Moi +cz+Kz= meemzexp(iwt). (2.2)

Cette translation correspond & la substitution, & 1'état initial préciédant, de 1'&tat sous la charge statique M,g.

Une autre forme classique de 1'Eq.2.2 s'obtient, en divisant ges deux membres par Mo, et en rempla-
C

¢ant = par 2 Ewp (wn =\/ — est la puisation propre du systéme non-amorti) :
Mg M

- m_ew? .
Z+2Euz+ uu; z = -%_w_ exp(iut). (2.3)
0
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La solution de 1'équation homogéne s'écrit : /fj
P
2(t) = (¢} cos wpt + ¢, sinwpt) Exp few t) (2.4) \[ﬁ\
A N
dans laquelle wp est 1a pulsation du mouvement transitoire : N
— \.\\- [
(DD = wn Yl - EZ (2.5) e

On remargue que :

-s8i &= (C/zwn Mg) <1 , le mouvement transitoire du modéle sera un mouvement harmonique amorti
dont la pulsation est inférieure & celle du systéme non-amorti.

-si z=1 1lasolution devient
z(t) =(C1 + C2 t) Exp (- uyt) (2.6)

Je mouvement n'est plus oscillatoire ; i1 décroft et tend vers zéro. L'amortissement correspondant est appelé
"amortissement critique”, Cc :
Cc =2 w Mo (2.7)

Le coefficient £ sera, par définition, le rapport du coefficient d'amortissement réel i 1'amortisse~
ment critique :

g s : (2.8)
¢
On 1'appelle . "taux d'amortissement".
Supposons, par exemple que £ = 0.05 : d'aprés 1'Eq. 2.4, 1'amplitude maximale de la vibration sera
divisée par deux au bout de deux périodes d'oscillation. I1 est donc admissible de négliger la réponse transitoire
dans le cas de systémes de sol-vibrateur pour lesquels le taux d'amortissement est en général supérieur a 0,20.
La réponse stationnaire du modéle a 1a méme pulsation que la force extérieure :

z2=AExp i (wt-9¢) (2.9)

1'amplitude, A, et le déphasage, ¢ , sont donnés par les formules suivantes :

me wz
A= £ (2.10)
Y(K = Mguw?) + C%? )

C
¢ = Arc ty =gz (2.11)
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La substitution des expressions de £ et w " donne :

1
272 2 7
D=,—n:éﬂa,+={(1-(§;)] +[2 aﬁ;} } (2.12)
—K_
2t ﬁ—
¢ = Arc tg_—nﬂ. (2.13)
l- (ﬁ%)

od, D est le “facteur d'amplification dynamique" qui représente le rapport entre le déplacement dynamigue le

‘plus grand, A, et le déplacement statique correspondant a Qy : Q /K- On peut &galement &tablir la relation sui-
vante :

A w2
—-— = (=) . D
ie - &) (2.14)
L
dans Taguelie m.e/M, est appelé  “amplitude nominale" du modele, Ay. E1le représente 1'amplitude de la masse My,

supposée n'avoir aucune liaison avec d'autres corps et soumise uniquement & Ta force centrifuge meew2 Exp (iwt) »
Elle est une caractéristique de la masse vibrante qui sert & définir 1'amplitude normalisée ou sans dimension du
modéle, c'est-d-dire le rapport A—.

A

[ 4
La figure (2.6.a) i1lustre les variations de 1'amplitude normalisée en fonction de la fréquence nor-

malisée (w/w,) pour différents taux d'amortissement. On note que les fréquences de "résonance” sont légérement
sup&rieures & celles du modéie non amorti :

f 1 K
fatn = (foegs /§) (2.15)
m ;1——2—2-_ 3 3

On observe, par ailleurs, que 1'amplitude de déplacement s'approche asymtotiquement de 1'amplitude
nominale Torsque la fréquence de sollicitation dépasse celle de résonance et cela d'autant plus rapidement que £
est plus &levé.

Les variations du déphasage en fonction de fréquence sont montrées sur la Fig.2.6.b. A la fréquence
de résonance, le déphasage entre 1'amplitude instantanée de la force centrifuge et celle du déplacement de la

masse vibrante, M;,atteint la valeur de %- guel que soit le taux d'amortissement, ¢£.

Notons enfin que dans les cas o0 ¢ > 0,50, la courbe amplitude-fréquence n'a pas de maximum et
1'amplitude de déplacement est toujours inférieure 3 la valeur de 1'amplitude nominale.

2.3 - ETUDES SUR L'EFFICACITE DES COMPACTEURS VIBRANTS A L'AIDE DES MODELES A PERAMETRES CONCENTRES

2.3.1 - L'objectif des études actuelles

En pratique, les courbes des réponses en fréquence, tracées & partir de mesures in-situ, de rouleaux
vibrants et celles des fondations des machines vibrantes sont similaires aux courbes de la Fig. 2.6.a. Elles
présentent en effet un maximum dans le domaine des fréquénces habituelles et s'approchent d'une valeur constante
pour des fréquences supérieures & la fréguence de résonance.
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b 0
A sin (uf'y)
. 2 sin Wt
< =
3
Ay
1 1 matériau compantsi
J *« oy  Tvhee.
0
L
Wheom ar wn o o = - T
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Fig. 2.6 - Courbes de réponse -du madale . Fig. 2.7 - Courbes de rdponse en amplitude en
vyscoe!asz1qqe a4 un degreé de fonction de 1'dtat de densité du
Tiberté soumis 2 la force matériau ; (YVibrex) ;(d'apras
centrifuge. Khay [47)

Dans le cas de compactage vibré, catts valeur limite de 1'amplitude est &qale & 1'ampiitude nominaie

du rouleau vibrant - Fig. 2.7.

Les accords constatds entre le comportsment réel du couple soi-vibreur et celui du solide visco-élas-
tique linéaire 4 un degré de libertd a donné lieu 4 de . nombreusas recherches appliquées dans les domaines can-

carnés,
£n ce qui concerne le compactage par des compacteurs vibrants, ces études visent i :

- déterminer le réle de diffadrents paramétres du matériel afin de mieux les choisir et méme pour une
meilleurs conception %technique du compacteur vibrant.

- &valuer la fréguence de résonance relative aux ¢as réels pour optimiser le codt et le temps de
compactage.

- concevoir des méthodes de contréla, 2n continu, de la compacité attainte dans 'a couche i1 compacter.

En effet, au cours d'un compactage & fréquence constante, les variations des paramétres du
matériel tels que 1'amplitude de déplacement du cylindre vibrant dépendent des variations de pdarametres rela-
tifs au 50l -le module d'&lasticits, 1'amortissement, atc.- qui, eux-mémes varient en fonction de la densité
de la couche compactfe. [l serait don¢ possible de contréler 1'&volution de catte dernidre en enregistrant calle

des paramétres du rouleau.
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A titre d'exemple, citons 1'étude de F. DE GRAEVE (1980) [26].sur 1'opti-
misation des performances des compacteurs vibrants par ajustément automatique de la fréquence. I1 s'agit de
compacter & la fréquence de résonance pour laguelle, selon la réponse du modéle mécanique ci-dessus, le dépha-
sage entre la bille vibrante et 1a masse excentrique sera égal & ; . En pratique la méthode proposée est la
suivante : en contrdlant, & chaque passe, la valeur du déphasage, qui est affiché&e au moyen d‘'un appareil élec-

tronique, le conducteur du rouleau ajuste la fréquence de vibration au niveau de la résonance.

2.3.2 - Modéle viscoélastique & plusieurs degrés de liberté

Quant au premier point, 1'&tude la plus détaillée a &té entreprise par J.-M. MACHET, laquelle a fait
1'objet d'un Rapport de Recherche, [g0}, au L.C.P.C. Elle assimile 1'ensemble sol-compacteur vibrant & un modéle
viscoélastique a deux degrés de liberté qui tient compte d'une part de la 1iaison viscoélastique qui existe
entre le rouleau vibrant et son chdssis, et d'autre nart de la possibilité de décollement du compacteur vibrant
du sol sous-jacent - Fig. 2.8,

—

Mi—M, | Rouleau

G K
Fig. 2.8 - Modéle viscoélastique assimi- ' 4 W=M,g
lant 1'ensemble soi-rouleau
vibrant. Q xMeC uf Expiwt)

L 'étude du phénoméne de décollement, appeié également "dé&saccouplage”, qui ne peut pas étre menée 2
1'ajde d'un modéje & un degré de liberté, aboutit & Ta détermination théorique d'une valeur limite pour la force
dynamique appliquée au sol -"force vibrogéne"- au-dessus de laqueile i1 y aura décollement & chaque cycle
de vibration. ’

L'influence du désaccouplage sur 1'efficacité des rouleaux vibrants a &té analysée de fagon plus détail-
lée par J.M. MACHET et R. SANEJOUAND dans [61 ].

Ainsi, la schématisation du couple sol-compacteur vibrant & 1'aide du modéle & trois degrés de liberté
a-t-elle permis d'analyser 1'influence sur 1'efficacité du rouleau de différents paramétres de ce dernier tels
que A, Mtlmo » Kiv Gy

o

Les données des mesures en vraie grandeur qui ont &té réalisées au C.E.R. dans Je cadre du programme
de Vibrex (voir Ch. 1 § 4 )} fournissent une base expérimentale & ces études. Par exemple, les enregistrements
des variations de la force totale appliquée & 1a bille (F.T.A.) mettent en &vidence le phénoméne de dé&saccouplage,
prévu par le modéle ci-dessus, et indiquent la fréquence au-dessus de laguelle il y a décollement dans un cas
donné de compactage.



25.

2.4 - MCDELISATICN DU MASSIF SEMI-INFIMI DU SOL

2.4.1 - Position du probléme

L'interprétation des résultats des essais du compactage réalisés en fosses, & 1'aide des modéles ma-
thématiques reste cependant difficile et se limite & la définition du rdle des caractéristiques du matériel
telles que le rapport des masses, MMo » 1a rigidité de la liaison entre le rouleau et son chdssis, Kl' etc.

Mo

En effet, si 1a schématisation du compacteur par un modéle mécanique n'est pas une approximation gros-

siére, 1'assimilation du massif semi-infini du sol & un solide viscodlastique & un degré de liberté constitue,

par contre, une source d'incertitude et nécessite un raisonnement th&orique particulier,

Quelle est en effet la base théorique de 1'assimilation du comportement sous charges harmoniques du
massif semi-infini de sol & celui d'un solide viscoélastique linéaire ?

Cette question peut &tre formulée sous une forme quelque peu différente : Quels coefficients

faut-i1 attribuer & un solide de Kelvin-Voigt afin qu'il reproduise le comportement sous charge harmonique
d'un massif semi-infini ayant des propriétés mécaniques données ?

24.2 - Analyse du comportement dynamique du massif semi-infini &lastique

Ala b&se de toutes les &tudes théoriques relatives au comportement sous charges dynamiques du massif
semi-infini élastique, se trouve le travail de LAMB (1904) concernant la réponse d'un massif semi-infini &lasti-
que, homogéne et isotrope (semi-espace &lastique) soumis & sa surface libre & une charge sinuso?ﬁa]e verticale
répartie uniformément sur une ligne - Fig. 2.9. Le probiéme est donc bidimensionnel ; (517,

Fig. 2.9 - Semi-espace élastigue
soumis aux charges har-
monigues.

TYY VYT T 77 YT 2272 7872 2P 7077

I )

it

~

I7 a compl&té son analyse en remplagant la force verticale par une force sinusoidale horizontale--
Fig. 2.9.(b).

Enfin, i1 a résolu le problame tridimensionnel, c'est-d~-dire le cas ol une force harmonique concentrée
verticale ou horizontale s’exerce en un point quelconque du semi-espace - Fig. 2.9(c) et (d). Ce dernier pro-
bléme est généralement dit “de Boussinesqg en dynamique”, ‘car le travail de Lamb est en effet 1'extension de la
théorie de Boussinesq (1885) [10] dans le domaine des forces dynamiques.
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Visant 1a détermination des propriétés élastiques des sols par auscultation dynamique, Reissner (1936){76].
a tenté d'é@tablir une théorie pour évaluer 1a réponse dynamique d'une fondation circulaire en fonction des
propriétés mécaniques du sol sous-jacent. Le modéle mathématique représentant le sol est celui du semi-espace
&lastique et la charge appliquée verticale se répartit uniformément sur 1'aire circulaire de la fondation :
P° Exp(iwt) = ¢ rozaz Exp (iut).

En intégrant la solution de Lamb sur la zone circulaire de chargement, Reissner obtient une solution

analytique pour le déplacement au centre de la fondation, z
Py Exp (fwt) ]

= -———GFE__'_'- (f1 + 1f2) . (2.16)

[

0

dans laguelle :

est 1'amplitude de la force dynamique appliquée

2 f, la pulsation ;
Te module de cisaillement du semi-espace ;
le rayon de la fondation ;

1 et f, sont les "fonctions de déplacement" de Reissner.

P
w
G
r
¢
Dans 1'équation ci-dessus, la force et le déplacement sont positifs dans le sens descendant ; f1 et

fz sont des fonctions qui dépendent des paramétres sans-dimension suivants :

- le coefficient de poisson du massif, v .

- la fréquence "normalisée”, a, = %;1 = ury Vo/G . (2.17)
3
Ici, v. est la vitesse de propagation (célérité) de 1'onde de cisaillement dans le milieu élastique

s
dont 1a masse volumique est représentée par ; .

Le déphasage entre la force appliquée, P, Exp (iyt) » et le déplacement z, sera donc

f

= Arc tg b—r-) (2.18)

2.4.,3 - Solution approximative de Reissner pour le comportement du couple vibreur-semi-espace &lastique

Ayant obtenu 1a solution analytique pour le déplacement au centre de 1a fondation (Eq. 2.18), Reissner
établit 1'équation de 1'équilibre dynamique du vibreur de la Fig. 2.10 en adoptant les deux hypothéses simplifi-
catrices ci-dessous :

1 - La répartition de la charge sous la fondation rigide du vibreur est uniforme,

2 - Le déplacement ainsi que 1'accélération de la masse M du vibreur sont &gaux, respect1vement, aux
déplacement et accélération du centre de la fondat1on circulaire.

L'équation de Reissner s'écrit :

2
P Cos wt - SIO Cos (ut + a) = My goy Ry (2)) (2.19)
ou Py Cos ot + —E—— (fy Cos wt ~ f, sin ot} = Gy Cos (ut + a) (2.20)

dans laquelle : ¢ est le déphasage entre 1a force extér1eure. Q. et celle d'interaction, Pyexp(iut).
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QO peut étre une grandeur constante ou bien dépendre de la fréquence de vibration ; i1 en est ainsi
lorsque la force extérieure est engendrée par rotation des masses excentrigues - Fig. 2.10. Dans ce dernier cas

nous avons Q= mg® w?

s Te
vibrateur 2@
Ho :_WQ.
g

fondation ___.
circulaire

re e

{G,vp)

Tig. 2.10 - Fondation circulaire rigide soumise a la force
centrifuge.

La solution de 1'Eq.2.20 donne les grandeurs suivantes :

L'amplitudé de la force dynamique totale qui s'applique & 1'aire circulaire,
. Qg

0 T - pag2f;)Z + (baglf,)? (2.21)
L'amplitude du déplacement du vibrateur,
S T R TS AL (WS g (2.22)
Le déphasage de déplacement par rapport & la force appliquée (Q), ¢ = o + ¥
f
o = Arc tg 2 (2.23)

- ) + bag?(fi%+ A

Le déphasage entre Q et PO exp(iwt)

2§,
o = Arc tg %} (2.24)

La puissance nécessaire pour entretenir la vibration :

- Qo? ~ag f2 (2.25)
ro? Jo6 (1 - bag2f;)2 + (bag ;)2

Mo "

dans lesquelles, p = - est un autre paramétre sans dimension que 1'on appelle le "facteur de masses”.
pro

Les détails de 1'analyse de Reissner peuvent étre trouvésdans 1'ouvrage original et dans les articles

gcrits séparément de P.M. Quinlan et T.Y. Sung en 1953, [73] et [84]. Les équations 2.22, 2.23 et 2.25 représentent
un interét pratique particulier.
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D'aprés ces trois équations, i1 est théoriquement possible de mesurer les caractéristiques du semi-
espace &lastique (G, v, p), en mesurant, lors d'une auscultation dynamique, 1'amplitude de d&placement, A, le
déphasage, ¢ et la puissance dissipée, PD.

La base physique de 1'analyse de Reissner, c'est le phénoméne de propagation divergente des ondes
élastiques,d partir de 1a source de sollicitations vers 1'infini dans le semi-espace considéré,

Les équations aux dérivées partielles de 1'Bquilibre dynamique en tout point du semi-espace sont
résolues par intégration dans le plan de variables complexes.

Malgré certaines erreurs de caicul ({84} p. 37), le travail de Reissner constitue la base de presque
toutes les études analytiques relatives au comportement dynamique du couple vibreur-massif semi-infini qui

1'ont suivi.

2.4.4 - Travaux de Quinlan et Sung (1953)

Les travaux de Quinlan et Sung sont, comme nous 1'avons dit, 1'extension de 1'&tude de Reissner en
ce qui concerne la géométrie de la fondation ainsi que la distribution de la charge sur la surface sollicitée.

Quinlan a &tudié la rébonse du semi-espace &lastique soumis & la vibration par une fondation infini-
ment longue ou circulaire. Les distributions de charge pour chacune de ces fondations sont Jes suivantes :

- uniforme,

- parabolique,

- celle de fondation rigide en chargement statique (Eq. 2.36).

Seule la derniére distribution a fait 1'objet d'un calcul numérique dans 1'article de Quinlan dont
nous donnons ici les résultats relatifs & la fondation rectangulaire de longueur infinie - Fig. 2.12.

Q..Q"Erp(iut)
Fig. 2.11 - Fondation rigide de lon=
————— gueur infinie soumise a A
la charge harmonique sur { Ay
toute sa lonqueur. P
v
o (G,v.P)
oo
2z
Les paramétres sans-dimension choisis sont :
- la fréquence sans dimension, ag = wd vp/G s (2.26)

- le rapport de masses, b' = E%; ; (2.27)
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M',  est la masse par unité de longleur de la fondation.

L'amplitude de la force extérieure par unité de longueur de 1a fondation est Q‘o. Lorsqu'il s'agit
d'une force centrifuge Q'o = mee‘u200 b m'e est la masse excentrique par unité de longueur.

L'équation de 1'&quilibre de la fondation donne les formules ci-dessous :
QI
0

Po = (2.28)
/(1+Db" a'g fj)2 + (b a;z t,)2
o / f2 + f2
A=V (T+b" ap2 £,)2 + (b’ 2,2 1,)2 (2.29)
-1,
= Arc t —
¢ g9 fy+b' a'2(f 2+ £2) . (2.30)
2Q,2 a'y f,
PD = (2.31)

/o8 (1+b' a2 )2 +(b' ay? f,)?

Ces aquations sont parfaitement similaires aux équations de Reissner (Egs 2.21, 2.22, 2.23, 2.25) et
f3 et f4 représentent les fonctions de déplacement relatives @ 1'axe de symétrie (x = 0) de la fondation. La
Figure (2.12) illustre les variations de f3 et f, en fonction de la fréquence normalisée, &, .

038

distnibution distribution

c.32| theorique
i de ia pression | de la pression &
sous une a la rupture !
o.ze tongation - [ "N q
rigide / ! i
1
o2 < s:at"l’que [+53 ﬂ[
0.20 dynamique ] 4
I3:'a !
o g ‘>>._____ =
\/o -statique oq
DOG: CARTINT A I NIALPL I A NS NSOy A NS G
1 l
oo . f s ,
Fig. 2.13 - Variation réelle de la réparti-
tion des pressions & 1'interface

du_systéme sol-fondation circu-
laire (d'aprés Richart et Whitman
[74]).

Fig. 2.12 - Fonctions de déplacement f,
et f, pour la fondation rigi-
de filante (d'aprés Quinlan
(73]).

Selon la distribution considérée, le déplacement du semi-espace sur 1'axe de symétrie s'écrit :
Po Exp (iwt) :
2y = ——p— (f; + if,) (2.32)

dans laquelle P'; Exp(iut) est la force totale appliquée sur 1'unité de longueur de la bande infinie. En effet
le probiéme é&tudié par Quinian est du type de Newman et les conditions aux limites du massif semi-infini portent
sur les contraintes ; cela nécessite une hypothése concernant la distribution sur 1'aire de contact entre la
fondation et le semi-espace. Or la répartition du type "de fondation rigide "
distribution en dynamique comme i1 a &té démontré par Richart et Whitman [74] & 1'aide des mesures dont les
résultats sont illustrés par la Fig. 2.13. Ce phénoméne a été observé aussi dans le cadre des expérimentations
par le vibreur lourd du L.C.P.C. {voir J. Vakili (1969) [89]) : on constate que 1a forme de la répartition de
la charge sous la base rigide du vibreur varie avec la fréquence, 1'amplitude de la force appliquée étant

anonmdambn

en statique ne correspond pas & la
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{

Fig. 2.14 - Relation entre b' et & by

correspondant aux fré-° 28— tyetiel e {100 ——————
quences de résonance de véi f
1a fondation rigide de 2 T ]
longueur infinie ; \ b
20 ‘ R
]

d'apres Quinlan [73]). o
(d'apres Quinlan [73]) =

|
1

G3 o4 o5 o8 OF 08 a8 -

* _ 27fmd
a°'—1;——
Par conséquent, !'hypoth&se relative & 1a distribution du type”fondation rigide, donnée par la théorie
&lasto-statique, doit étre considérée comme une approche du phénoméne réel.

Les éguations 2.22 et 2.29 démontrent que quelle gue soit la fréquence de vibration, 1'amplitude de
déplacement, A, aura une valeur déterminée ; d'ol la discordance entre le comportement du couple vibreur-massif
semi-infini et celui d'un systéme & paramétres concentrés et parfaitement élastique dont le déplacement tend
vers 1'infini lorsque la fréquence s'approche de la fréquence propre du systéme.

Par ailleurs, les expérimentations en vraie grandeur ont montré que lorsque la fréquence de la vibration
atteint la fréquence de "résonance” du systéme sol-vibreur, le déphasage du déplacement par rapport & la force
sinusoTdale appliquée (Q) atteint la valeur de I ; ce qui est compatible avec le comportement du modéle viscoélas-
tique 1llustré par Fig. 2.6. On a donc 2

tg ¢ = =
pour f = fm ;
ou, d'aprés 1'Eg. 2,30 .
fi+b' ao?'(‘f"3 +f,)=0. (2.33)

2r f d
dans laquelle, 5} = "'V;m' correspond & la fréquence de résonance. La représentation graphiqgue de 1'Eg. 2.33
pour deux valeurs du coefficient de Poisson (v = % et %) est donnée dans la Fig 2.14. Elle permet de déterminer
facilement la fréquence de résonance du systéme suivant son rapport de masses (b'). Inversement, il est possible

de déterminer b' si 1'on connait é; & partir des essais in-situ.
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L'étude de Sung concerne uniquement la fondation circulaire en appliquant les trois cas de distribution
de contraintes utilisdes également par Quinlan :

a) distribution uniforme

o« Pofxe (lot) | rery !
1 re? (2.34)
o = 0 , r>rg

) b) distribution parabolique
. 2 Po(rg?- r?) Exp (iut)

g

’ " rgt ’ (2.35)
01_ =0 s r>ry H
¢) distribution de“fondation rigide’en &lasto-statique
Po Exp (iwt)
g = rsryg
. T 2ar M Tpm : (2.36)
g =0 , r>rg

2z

L'intérét particulier de cette étude résylte du fait qu'elle donne des solutions numériques complétes
pour toutes les distributions précédentes en les présentant sous forme de graphiques, ce qui met en évidence le
réle important de la répartition de contraintes dans le comportement en vibration de 1'ensemble sol-fondation.

Les variations des fonctions de déplacement f, et f2 en fonction de a, péur trois types de distributien
sont données par les graphiques de la Fig. 2.15,dans Jesquels  chaque courbe correspond & une valeur constante
du coefficient de Poisson ; ainsi la référence P- l; par exemple, indique-t-elle la courbe relative & v'= 1
dans le cas d'une distribution parabolique de contraintes sur 1'aire circulaire. On remarque la nette variition
des valeurs de f1 et fz d'une distribution & 1'autre toutes choses &tant &gales par ailleurs.

fe) (3] {5
-4.- 1
=0
O
/ \
o — = \\\
) : ey
nz-\l\ = A AN - \\
SNUENNE R
o N ~IN
. L
Fig. 2.15 - Fonctions de déplacement N
correspondant aux diffé- \\\‘
rents types de répartition as w0 15 a3 w0 8 a5 w0 s
des pressions sous une fon- 2 .
dation ¢irculaire et pour as Fonction i
11 1 .
V-O,z,'set-z(dapres L
Sung [84}). o:
. .
¥ ; -4 7
[-1] /AR-T //é /A sl
"“f /U-j g
Qs [J] i3 o3 0 18 as 1] L)
2 .

Fonction $3
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Quant & 1'influence de la distribution des contraintes sur le comportement du couple vibreur-massif
semi-infini, nous nous limitons & la représentation graphique de la Fig. 2.16.a, rapportée dans [75 ] & partir
des résultats numériques de 1'article de Sung [84] concernant le cas ol, v ==, et b = 3?33 = 5, La comparaison
des courbes présentdes démontre que plus les contraintes sont concentrées au voisinage du centre de la fondation,
plus grande est 1'amplitude de déplacement, et moins grande est la fréquence de résonance. Par ailleurs, 1'é&cart
entre les amplitudes de déplacement s'élargit & proximité des fréquences de résonance.

Peur mieux connaitre 1'importance relative de la variation de contraintes, nous présentons &galement
la Fig. 2.16.b qui indique 1'influence de la variation du coefficient de Poisson dans le cas de 1a distribution de
“fondation rigide; Q, Mo’ s étant les mémes pour les deux Figures.

2.5
2.0
zou -1
<Ig (a)
topP .
Fig. 2.16 - Courbes de réponse en fréquence
sk ‘, pour amplitude de la fondation
: & s 2. circulaire (a) pour trois formes
< YR, de répartition des pressions &
Poraboique  Uniorme  Rigide 1'interface , (b) pour la répar-
0 0.5 1.0 1.5 A . . .
. tition du type de "fondation rigi-
° de" ,(d'aprés Richart et Whitman
174}y, .
1.5~ Rigide
b=5
z!.. 10
<lg
o5l
o

Dans son &tude, Sung suppose que la distribution de contraintes reste constante pour le domaine des
fréquences considéré. En fait la distribution de contraintes du type "fondation rigide", qui implique un dépla-
cement constant sur toute la surface en chargement statique, ne peut pas produire un déplacement uniforme dans
le cas dynamique. Bycroft (1956) a évalué la valeur moyenne du déplacement sous une fondation et a donné ainsi
des valeurs plus convenables des fonctions de déplacement, f1 et f2. Ses valeurs des fonctions de déplacement

pour la fondation rigide circulaire sont données par la Fig. 2.17 pourv = O,l et L
4

2
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On peut observer plusieurs points importantssurla Fig, 2.17 : lorsque 3, = 0 (cas statigue), fz =0
et la valeur de fl' introduite dans 1°'Eq. 2.16 doit donner le déplacement statique correct de la fondation.

40 T
4, = Amplitude
3.9
%
0.3 T Y | q: s €30
)
~ g o 2.8
.'.‘ h .‘!.' E 2.9
0.2~ -1 [ ®
z ‘g e L9
b3 £
14 & R
O.ip = <
/2 < os
0
1/4
=l 172 0
i 1 |
0 Q.5 1.0 B 0 6.5 1.0 1.5
ao ) qy = ey ./Gl
Fig. 2.17 - Fonctions de déplacement Fig. 2.18 - Courtes de réponse en frégquence {nor-
=~ des fondations circulaires —— malisée) pour amplitude des fonda-
rigides : (d'aprés Bycroft tions circulaires rigides surmontant
130 le semi-espace élastique (v= + s

{d'aprés Richart[757 ).

Pour une fondation circulaire rigide, le déplacement statique est &gal & :
Py (1 = v
s * 7&"0_1

Notons que fl et f, sont évaluées pour des valeurs de 2, comprises entre 0 et 1,5. C'est le domaine
pratique dans lequel les pics de résomance peuvent se produire et pour Tequel la plupart des études de la réso-
nance & 1‘'état stattonnaire ont &été effectudes.

2.4.5 - Le r8le du facteur de masses, b = -119
ol
0

Les travaux précédemment cités ont mis en évidence le réle particulier que joue le paramétre sans
dimension b, dans la réponse en fréquence du systdme vibreur-massif semi-infini. En fait i1 est un paramétre
arbitraire dans 12 mesure ol ory3 est une masse fictive correspondant & une partie du massif semi-infini de

volume égal ary? . ~.
™
La Fig. 2.18 illustre les variations en fonction de b de 1a réponse d'une fondation rigide circulaire
soumise i une charge harmonique.(oo = constante et Qo = m.e w?) . Si 1'on compare les courbes indiquées avec
celles de la Fig. 2.6, on voit qu'i) existe une forte similitude entre le comportement du systdme vibrateur-
massif semi-infini et celui du solide viscoélastique 4 un degré de libert et que le réle du rapport de masses,
be correspond 2 celui de 1'inverse du taux d'amortissement, :, dans le solide de Xelvin-Voigt.
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Comme le montrent les sclutions analytiques, le systéme vibrateur-massif semi-infini est un systéme
amorti dans lequel les sollicitations introduites s'amortissent en raison de leurs radiations de la source vers
1'infini dans Te semi-espace &lastique. C'est pourquoi ce phénoméne d'amortissement dans un systéme parfaitement
élastique est appelé ‘“amortissement géométrique".

2.4.6 - Equation de Hsieh

Hsieh (1962) a repris les é&quations de Reissner pour &tablir une expression mathématique de 1'amortis-
sement géométrique du systéme sol-fondation circulaire rigide; [44].

Le déplacement vertical d'un disque circulaire de rayon oo supposé non-pesant et parfaitement rigide,
posé sur la surface du semi-espace &lastique et soumis & la force harmonique P = P, Exp (iwt) s'obtient & partir
de 1'Eq. 2.26,

) Py Exp (iut)

2= g (f, +if) (2.37)

fi et fa étant données par les graphiques de Bycroft dans la Fig. 2.17. La vitesse de d&placement sera donc :

dz  Pow Exp (fut)

T (if, = £,) . (2.38)

Multipliant le z par f,y et la %% par -fz, on peut écrire :

Pow EXp ('Hut)

flwz-fzg%=———.m___—_(ff+f§) ; (2.39)
d'ou : P =P, Exp (igt) = - 30 T’r"';'ﬁ Erbry ey 2 s (2.40)
- @ ¥ % 2 + 2
ou encore : P=7C z | ¢ z (2.41)
. z E Z 9 s
. Lyl - f
dans laquelle : C; = 3?— Vo8 (7I5;2?;Q s (2.42)
f
et : kZ = GP‘O (WZ—Q . (243)

Notons que C, et K, incluent tous deux les fonctions fl et f2 : {1s dépendent donc de a et v .

§i 1'on remplace le disque par une fondation de méme rayon, de poids wo et soumise & la force harmoni-
que, Q, de pulsation «, son mouvement sera décrit par 1'dquation ci-dessous :
Hy d2z

7 4z " Q-7 3
(2.44)

ou : MD Fia + Cz %—% + KZ z=0 . (2.45)
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L'Eq. 2.45 présente la méme forme générale que 1'équation d'équilibre d'un systéme & un degré de liber-
té de type masse-ressort-amortisseur, Eq.2.1.

La différence majeure est que le terme d'amortissement <, et le terme de raideur kz sont tous deux
fonctions de la fréquence de vibration. Par ailleurs, 1'Eq. 2.40 montre clairement que 1'amortissement géométri-
que du systéme vibreur-semi-espace élastique est gouverné par la fonction de déplacement f2 tandis que le terme
correspondant & la rigidité &lastique est gouverné par fl'

2.4.7 - Analogre de Lysmer

Pour approcher la réponse dynamique d'une fondation rigide circulairé, Lysmer a envisagé une fondation
constituée d'une série d'anneaux concentriques. En appliquant des pressions uniformes de différentes grandeurs
sur chaque- anneau, il a pu développer un déplacement constant sous la fondation et é&valuer sa réponse dynamique
& une force harmonique verticale ; (Lysmer (1965) [57]).

Tout en développant sa solution, Lysmer utilisa diverses notations commodes pour simplifier la présen-
tation :

ta fonction de déplacement,
f=f +if, : (2.46)

multipliée par 4/(1-v) devient pratiquement indépendante de ,:
F e f=F +iF 2.47
= 1 2 ‘ (2.47)

la Fig. 2.19 montre comment les fonctions de déplacement de Bycroft se raménent & une seule courbe quand elles
sont modifiées par 1'Eq. 2.47.

1.0 T -
Fy
o1.1 5 <,
o e
I-
S o8k ia
[+]
04 4
>Fy
[+]
02l A
! !
o] 0.5 [Xe) (K]
ay

Fig. 2.19 - Variation de F1 et F, avec le coefficient de Poisson ;

(d'aprés Lysmer et Richart - cité dams [75]).
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~

En utilisant cette notation, Lysmer a calculé les valeurs de f, et f, pour des valeurs de a, compri-
ses entre 0 et 8.0 et i1 les a é&tendues, & 1'aide d'une approximation & a, > = - Fig. 2.20.

) T T T 1 ~T T T

Fs Reify

oSk 4

Q.2

a, .
Fig. 2.20 - Variation de.F1 et F2 en fonction de la fréquence norm§11sée ; (d*apres
Lysmer et Richart - cité dans [75]).

L'équation de déplacement de Reissner, Eq. 2.16, en fonction de F devient :

Py Exp (iwt)
2 = —p—— F (2.48)

4

La constante kZ peut étre développée & partir de 1'Eq. 2.43 en remplagant f et f2 par F; et Fz. IT a
remarqué ensuite gqu'en introduisant un facteur de masses modifié,

_l-v, 1~y M 2.4
B, =30 = T gy (2:49)

1'influence du coefficient de Poisson était complétement éliminée. Ainsi a-t-i1 développé& les courbes de réponse
en introduisant les expressions de F et Bz dans 1'Eq. 2.22 qui devient :

- {1 Q
A, = .(_m%u D, (2.50)

dans laquelle D est le facteur d'amplification dynamique par Jequel le déplacement statigue, produit par la
force Qo' est multiplié pour donner 1'amplitude de déplacement As.

Q

Fig. 2.21 - Amplitude relative en fonction de la fréquence normalisée pour différents
facteurs de masses ; [75].
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Au cas ol Qo =me w? , On peut &crire :
mge m.e
= 2 =
AZ ME- (Dao BZ) -M-O— Df‘ (2.51)

olt, le facteur d'amplification dynamique, Dr' est le rapport entre 1'amplitude de déplacement, Az.et 1'amplitude
nominale de la fondation vibrante, A, = Eﬁi ; (Fig. 2.21).
0

Les Figs 2.22 fournissent un moyen simple d'évaluer 1'amplitude maximale du mouvement vertical

d'une fondation rigide circulaire ainsi que la fréquence de résonance pour les valeurs de'Bz comprises entre
0 et 5.

5.0
a0
250
3
Y
"y
1.0
Fig. 2.22 - Réponse d'un vibrateur circulaire
lors de résonance : (a) relation o
entre le facteur de masses et la
fréquence ; (b) relation entre le
facteur de masses et 1'amplitude (a)
re?gtive, (d'aprés Richart et al.
1751).
/3]

Mo

(1-v)

facteurs 4’ amplfication DOw et O

T

Aprés avoir étudié les variations des coefficients d'amortissement et de rigidité avec la fréquence
“normalisée" (ao) » comme cela a &té obtenu § partir de la théorie de semi-espace é&lastique , Lysmer a d&couvert
que 1'on peut remplacer ces coefficients par des termes constants (indépendants de ao). I1 a choisi pour le
terme de rigidité sa valeur statique :

_4 Gr
KZ = TT':QUT {2.52)
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et i1 a trouvé que la meilleure expression pour le terme d'amortissement pour les 3, situées entre 0 et 1,0

est :

3,4 r
¢, = =y 66 (2.53)

L'équation du mouvement devient donc :
d2z | 3,4 rg? dz - 4 Gr
o + Vo6 +
Mo gez * TEo Vel & * T3

Cette &quation décrit en effet le mouvement du solide de Kelvin-Voigt & un degré de liberté schémati-

(2.58)

il
O

sé par le modéle de la Fig. 2.23.

ta Mo

K= 4Gr,

/ “(1-v)
( FNNI IS NN NN/ NN NN T\
2
. A:m"'pe

Fig. 2.23 - Modéle de Lysmer simulant le comportement vibratoire
des fondations circulaires de rayon r,.

Les courbes de réponse pour ce moddle, présentées sur la Fig. 2.24 en lignes pointiliées, illustrent

le remarquable ajustement qui existe entre le modéle de Lysmer et la théorie de semi-espace &lastique.

3
4le Fig. 2.24 - Courbes de réponse en fféquence
S pour 1'amplitude (relative) de -
ql= déplacement des fondations circu-

vo2 Taires rigides soumises & des
& charges harmoniques a amplitude
o constante ; {Lysmer et Richart
§§' [7s]).
E)
588 |
30.- a
335
bl -1
g
=

fréquence normalisé, &¢

Selon 1'Eq. 2.54, le coefficient d'amortissement critigue du systéme sera :

/Gro M .
C.=2 /K My =4/ U&_—%) ; (2.55)
et le taux d'amortissem%yt :
z _ 0,425
£ = . 5 . (2.56)
& /E
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La fréquence de 'résonance” pour Q = m.e w? Exp (fwt) :

f s 0,9 2.57
mo an‘o EZ - 0,45 (2.57)

Lysmer a noté que ces approximations ne fournissent de bons résultats que pour Bz % 1,

L'amplitude maximale, Azm' et le déphasage du déplacement par rapport & la force centrifuge, ¢ ,
seront déterminés par les formules suivantes :
m e B

A, = - z , (2.58) ,
m - My gogs /B, - 0,18

\

¢ = Arc tg g’_sio%‘r : (2.59)
4

L'intérét particulier de 1'étude de Lysmer résulte du fait qu'elle &tablit un pont entre la théorie
du semi-espace élastique et le systéme masse-ressort-amortisseur et fournit des valeurs pour les coefficients
d'amortissement et de rigidité correspondants.

2.4.8 - Vibration verticale d'une fondation rigide rectangulaire

Des solutions analytiques sont développées également pour les probiémes de charges verticales oscil-
lantes sur une zone rectangulaire de la surface d'un semi-espace &lastique par 1'intégration de l1a solution de
Lamb. Sung [8@ a établi 1les expressions mathématiques dans le cas d'une charge harmonique uniformément répar-
tie, mais il n'a pas obtenu de valeurs numériques.

Kobori (1962) et Thomson et Kobori (1963), [8§, ont suivi la méme procédure et ont obtenu les fonc-
tions de déplacement f1 et f2 pour le cas d'une charge uniformément répartie sur une surface rectangulaire. Ils
ont évalué ces fonctions seulement en termes de déplacement au centre de l1a zone chargée, ce qui donnait des
résultats présentant un amortissement négatif pour certaines valeurs de a. (Un amortissement négatif ne peut
pas apparaitre dans ce systéme vibrant).

En 1967, Elorduy, Nieto et Szekely [2g] ont superposé les effets de charge uniforme sur des &léments
carrés pour arriver ainsi & produire le déplacement uniforme de 1'aire rectangulaire sollicité. Ils ont trouveé,
comme le fit Lysmer, que la répartition des céntraintes nécessaire pour maintenir un déplacement uniforme varirait
selon la fréquence de la vibration. Ils ont évalué certaines de ces distributions et ont calculé les fonctions
de déplacement f1 et f2 pour une surface chargée carrée (c/d = 1) et rectangulaire (c/d = 2) pour le cas ol
v = 0,25 ; Fig. 2.25.

Sur la Fig. 2.25 apparaissent aussi les courbes correspondantes de Sung et Bycroft aprés que le rayon
ait &té ajusté, pour arriver i une aire circulaire &gale & celle du carré ou du rectangle (r; = v§/x , S = 2C x 2d).
Puisque ces courbes sont presque les mémes, il est plus facile, en pratique, d'utiliser la solution d'un calcul
d‘une base rigide circulaire de méme superficie pour évaluer 1a réponse d'une base rigide rectangulaire.
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Fig. 2.25 - Fonctions de déplacement des fonda-

tions carrées et rectangulaires
pour la vibration verticale ;
(Richart et al. [75]).

En ce dui concerne les fondations rectangulaires du rapport de longueur & largeur (c¢/d) trés grand,
leurs comportements sont plus proches de ceux des fondations de longueur infinie dont la solution numérique
pour une distribution du type de "fondation rigide” a été donnée par Quinian {voir § 2.4.3).

Pour une fondation de rapport c¢/d moyen, la fréquence de 'résonance' devrait se situer dans les limites
données par la théorie des fondations rigidegcirculaires et celle d'une fondation filante rigide (cas bidimen-
sionnel, déformation plane).
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2.4.9 - L'influence du substratum rigide

IT s'agit des cas ol le massif semi-infini du sol est remplacé par une couche élastique d'épaisseur H
et de dimensions "horizontales" infinies qui est limitée 2 sa base par un massif semi-infini entidrement rigide ;
les déplacements (u, v, w) de la couche & 1'interface sont nuls. Ce probléme a &té traité pour la vibration ver-
ticale des fondations circulaires rigides par Arnold et al (1959) [ 1], Bycroft (1956) [13] et Warburton (1957)[94]
I1 a &té constaté que la distribution de contraintes correspondant & 1a fondation rigide (Eq. 2.36) n'assure pas
le tassement uniforme de la fondation, méme dans le cas de chargement statique. Les courbes de la Fig. 2.26, &ta-
blies par Bycroft, inQiquent les variations en fonction de H/ro' d'une part, du rapport entre le tassement moyen
statique de la fondation sur la couche (avec substratum), Zs’ et celui (uniforme) correspondant au massif semi-
infini &lastique, Es, » et d'autre part du rapport entre la rigidité élastique des deux cas précédents (K/K_ ).
A noter que le rapport des rigidités ne varie notablement que pour les valeurs de H/ro inférieures 4 1.

0.8

0.8

14
LI

0.4

0.2

Fig. 2.26 - Déplacement statique et coefficient de rigidité des fondations
circulaires surmontant un monocouche élastique d'épaisseur H ;

(d'aprés Bycroft [13]).

" Ep ce qui concerne le comportement sous charges harmoniques, Bycroft a résolu }e cas particulier oll
b = 0 qui correspond & un disque rigide sans masse. Cette solution a &té développée par Warburton pour b > o,

La variation de la fréquence de "résonance" (fréquence correspondant & 1'amplitude maximalie) en
fonction du facteur de masses a &té calculée par Warburton pour différentes valeurs de H/ro ; Fig. 2.27.
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Fig. 2.27 - Relation entre le facteur de masses et la frégquence de "résonance” d'un
monocouche élastique surmonté par une fondation circulaire rigide ;
(d'apres Warburton [94]).

A partir des valeurs du facteur d'amplification dynamique, calculées par Warburton, Richart et al.
(1970) [75] ont &tabli la tableau suivant pour les valeurs de D, » Qui représente le rapport entre 1'amplituce
de déplacement maximal sous charge harmonique (Q = Qo Exp(iwt)) et le déplacement statique relatif au semi-
espace élastique correspondant (Zs- ). Ces auteurs soulignent par ailleurs gue les valeurs théoriques du "fac-
teur d'ampliification dynamique” DLm' sont relativement &levées, or en réalité les faibles valeurs ce 1'amortis-
sement intarne des sols auraient pour effet de réduire fortement 1'amplification dynamique du systéme considéré.

H Dim

Fo b=0 b=35 b=10 | b=20 | b=130
1 © 5.8 11.4 20.5 28.9

2 © 8.0 16.1 30.6 40.8

3 © 4.7 9.5 23.7 36.0
4 © (3.4 59 15.6 219
® 1 1.21 1.60 222 2.72

Tableay 2.1 - Facteur d'amplification dynamique (amplitude relative)
des vibrateurs circylaires surmontant un monocouche
élastique(de coefficient de Poisson 0,25 ; 75]).
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2,5 - AMORTISSEMENT DE LA VIBRATION DU SYSTEME VIBRATEUR-SOL

Comme i1 a &té démontré au § 2.4, la vibration verticale du couple vibrateur-semi-espace &lastique
s'amortit en raison de la radiation des ondes &lastiques depuis la zone de contact jusqu'd 1'infini dans le
massif. Cet amortissement est appelé 1'"amortissement géométrique" et i1 est différent de 1'amortissement dd
au comportement hystérétique des sols (amortissement "interne" ou structurel).

Dans la réalité, 1'amortissement du systéme est le résultat de ces deux amortissements : par,consé-
quent, le taux d'amortissement des modéles & paramétres concentrés (masse-ressort-amortisseur), £ , doit repré-
senter, théoriquement, 1'amortissement total des cas réels :

v (2.60)

“total ~ Egéom. int.

2.5.1 - L'amortissement géométrique

D'aprés 1'Eq. 2.56 de 1'analogie de Lysmer, le taux d'amortissement géométrique d'une fondation circu-
laire est proportionnel & M "0, (1-97%5, 0% et ro 1,5
tions du rayon de la base circulaire par rapport aux autres paramétres concernés. Quant aux fondations des ma-
chines vibrantes, le taux d'amortissement géométrique moyen est environ 0,40 ; [75]. Selon Catoire 18], i1 est

enviren 0,30 dans le cas des plaques vibrantes. [1 doit &tre encore plus faible pour les rouleaux vibrants,

. El7e indique en plus 1'importance notable de varia-

compte tenu des faibles surfaces d'empreintes sur le sol.

A titre d'exemple, considérons le cas d'un rouleau vibrant dont :
- le poids de 1a bille, wo = Mog = 30 KN

- la longueur " " , L =2m.

Pour une largueur de 1'empreinte de la bille (1 = 0,20 m) sur un sol caractérisé par un poids volumi-
que v = 20 KN/m* et un coefficient de Poisson v = 0,25, suivant Jes Egs. 2.49 et 2.56, nous avons :

et

On peut considérer 1a valeur de 0,20 comme é&tant la valeur moyenne de 1'amortissement géométrique des
rouleaux vibrants.

- Notons enfin que dans 1'exemple ci-dessus, nous avons négligé 1'effet de la vibration du chdssis du
rouleau sur la réponse dynamique de 1'ensembie bille-sol.
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2.5.2 - Amortissenment interne des sols

Les essais de chargement cyclique, effectués sur des modéles réduyits, ont mis en é&vidence le comporte-
ment hystérétique des sols qui transforment une partie de 1'énergie mécanique en chaleur. Dans le cas des sols
pulvéruients relativement secs, cette “perte” de 1'énergie appliquée est due au frottement des grains.

La mesure de 1'amortissement interne se fait soit par enregistrement des boucles de contrainta-défor-
mation lors d'une sollicitation harmonique - Fig. 2.28, soit par 12 mesure de décrément de 1'amplitude de vibra-
tion libre de 1'é&chantillon considéré.

1001 [ aw ¥ —

Cyeln 10 mn w <.
Yix) / <A - Y
.08 / .05 % /

e ——————. -

™

] e AW 2 G’
. — T LT —
1004 T(x689KPa) - W ¢
Fig. 2.28 - Boucle d'hystérésis Fig. 2.29 - Boucle d'hystérésis du solide
d'un sable ; [82}. - de Kelvin-Voigt.

La premidre méthode repose sur des essais triaxiaux, de cisaillement simple et de cisaillement en
torsion sous charges cycliques dans lesquels 1‘amplitude de déformation se situe entre 10" et 0.5.10'2, [gz].
La boucle d'hystérésis &tant tracée, 1'amortissement interne correspondant est défini généralement par la rela-
tion ci-dessous :

1 aW
R {2.61) '
dans laguelle, aW est T'ajre de 1a boucle et W est &gal- & 1'énergie maximale qui serait appliquée 3 1'échan-
tillon s'i1 &tait purement élastique de module de cisaillement G.

La deuxidme méthode est celle de 1a colonne de résonance, qui consiste & &tudier la réponse d'une
colonne cylindrique de sable i des vibrations forcées. La mesure du décrément de 1'amplitude se fait aprés une
rupture brutaie de 1'excitation. L'amplitude maximale de déformations est en général infé&rieure & 107’ z, eétant
1'amplitude de la néme période, le décrément de 1'amplitude :

4
5= ln 0y ; (2.62)
fi
aussi CLR Y (2.63)

Quoique n'&tant pas visqueux, les sols ont en général des boucles d'hystérésis qui sont & peu prés
similaires & celle des solides viscoélastiques, Aui @st une ellipse - Fig. 2.29.
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C'est pourquoi  on utilise le comportement viscoélastique dans des &tudes analytiques. La relation
de contrainte-déformation correspondant & la courbe de la Fig. 2.29 s'écrit :

T=6y, . (2.64)

ol T est la contrainte de cisaillement dans le plan complexe ; v est la déformation correspondante et § est
Te module de cisaillement,

6=6+i46', (2.65)

pour lequel le rapport de la partie imaginaire & la partie réelle est donné par 1'&quation ci-dessous :

wG'=t =1 oW
B A RS e (.266)
dans laquelle, tg ¢L représente le déphasage entre la contrainte et 1a déformation - Fig. 2.30.

- Re

Fig. 2.30 - Représentation dans le plan complexe des
contraintes et déformations.

Lorsqu'il s'agit du solide de Voigt (G' = constante) de taux d'amortissement relativement faible
(¢ < 0,3), nous avons :

WG’ _ 8 2.67
- | (2.67)
2w E
Et 5:—_—.:2-"5’ (2.68)
V1 - ¢2
ce qui donne :
£ = 1 4% _ 1 A
LT WS (2.69)

L'amortissement interne des sols varie en fonction de divers paramétres tels que 1'amplitude des déformations,
la fréquence de la Vibration, 1'indice des vides et 1a contrainte effective moyenne. Dans une étude expérimep-
tale et comparative, [45, Hardin et Drenvich analysent les variations des propriétés dynamiques (G, é—!'i) des

sols pulvérulents et cohésifs en fonction de treize paramdtres et classent ces paramétres suivant 1euu impor-
tance pour chaque type de sol. Le paramétre le plus important, selon cette 2tude, est 1'amplitude des déforma-
tions - Corme on le voit sur la Fig. 2.31, 1'amortissement et le module de cisaillement varient tous les deux

avec 1'amplitude des déformations. Nous ne nous intéresserons, ici, qu'2 1'influence de 1'amplitude sur 1'amor-

tissement du matériau, car, en effet, nous n'avons pas de moyen théorique suffisant pour étudier les effets
de non linéarité du massif semi-infini.
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Fig. 2.31 - Boucle &~ hystérésis pour différentes amplitudes de déformations.

Le_rdle de_ !'amolitude des déformations

Le rdle de 1'amplitude des déformations fait 1'objet de 1'stude expérimentale de Silver et Seed £82:
qui ont adapté 1'appareil de cisaillement cyclique pour les essais avec de grandes défon;lat'ions (de 0,0001 &
0,01). Comme on Je voit sur 1a Fig. 2.32, ]'amortissement interne s'accroit avec 1'amplitude de déformations ;
le taux d'amortissement (Eq. 2.69) est d'environ 0,15, pour les déformations de 1'ordre de 10™° et il est prés
de 0,05 pour Tes déformations comprises entre 10~ et 10°°

I 1
o, = 500 ib per re I (523,94 Kpa) // 4
de 1'amplitude des déformations,

b 4
du nombre de cycles et de la

r 1 contrainte verticale au cours
0 . e d'un essai de cisaillement cy-
s o0 - clique ; (Silver et Seed [827).

fig. 2.32 - Variation de 1'amortissement
interne d'un sable en fonction
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Nous soulignons ici 1'importance de 1'amplitude des déformations, car elle constitue un facteur
essentiel de différence entre les fondations des machines vibrantes et les rouleaux -

Les dimensions des fondatiors des machines sont en général congues de fagon telle que 1'ampiitude des
déformations du sol ne dépasse pas la valeur de 0,001, ce qui a pour effet de rendre négligeable 1'"influence”
de 1'amortissement interne du massif (& < 0,05) par rapport & celle de 1'amortissement géométrique du systéme
soumis & la vibration verticale ( & 2 0,40).

Par contre, dans le cas des rouleaux vibrants, les amplitudes des déformations étant de |'ordre de
0,01, 1'effet de 1'amortissement interne correspondant (% = 0,15) ne devrait plus étre négligé. Cela d'autant
plus gu'en raison de leurs géométries particulidres les rouleaux vibrants sont affectés par des amortissements
géométriques relativement faibles (& = 0,20).

2.5.3 - Amortissement “interne” et total du systime vibrant

Veletsos et Verbic (1873) ont fait une étude analytique sur la réponse du systdme vibrateur-massif
semi-infini, ce dernier étant supposé milieu viscoélastique linéaire. La base du vibrateur est un cercle dans
lequel la répartition ces contraintes d'interaction est supposée du type "fondation rigide“. Les courbes des
fonctions de déplacement (1’1 et fz) relatives aux trois valeurs de 1'amortissement interne ( § = 0,1 », 0,3r
et 0,5 7) sont ainsi tracées pour Osao ¢ 5. Las auteurs &tablissent ensuite 1'&quation de mouvement du vibra-
teur qui correspond & celle d'un modéle viscoélastique & un <egré de liberté. Cette &quation est similaire &
1'équation de Hsjeh (Eq. 2.45% avec la différence gque, pgour éviter les valeurs négatives de K que 1'on rencontre
ici lorsque 3, >'2, la masse du mod2le est &gale & la masse du vibrateur plus une “"masse ajoutée" du sol dont la
valeur dépend de Bz (Eq. 2.49) et 3,

Les résultats de cette &tude démontrent que pour les valeurs de 2, supérieurss 3§ 1,0 1'augmentation
de 1'amortissement total du systéme (ao = cte.) par rapport & son amortissement géométrique est presque propor-
tionnelle & 1'augmentation de 1'amortissement interme du sol. Par ailleurs, pour une valeur constante de &,
cet écart diminue lorsque 3, augmente et pourrait étre méme négligeable pour les valeurs de 3, > 2,0 - Fig.- 2.33.

1 — = — — modéle de Volgt(Gz= Cte )
024 . 0.4 modéle standard (WG=Cte)
] (v= ?3_) ---------- semi~ espace élastique
L L . ] L i P |
° ‘ 2 3,z Wl } * " i ° ‘ 2 3,z20 3 4 :
Vs =
2) Bz=} | b) Bzz5

Fig. 2.33 - Variation du taux d'amortissement global du systeme sol-vibrateur circulaire
en fonction de la fréguence normalisée pour différentes valeurs d'amortis-
sement interne du 501 ; (d'apres Veletsos et Verbic [90]).
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En revanche, dans les cas ol 3, < 1 et pour une valeur donnée de ¢ , cet &cart s'accroft considérable-

ment lorsque a, diminue et cela, notamment, en raison de 1'augmentation accentuée de 1'amortissement total.

Cette constatation indique 1'importance de 1'amortissement interne du sol sur la réponse des rouleaux
vibrants pour lesquels la valeur moyenne de la fréquence normalisée, a,, est d'environ 0,75.

Le_r8le du facteur de masses

Le résultat le plus intéressant de 1'&tude de Veletsos et Verbic est la mise en &vidence de la rela-
tion qui existe entre 1'amortissement total et le facteur de masses du systéme sol-vibrateur : la comparaison
des courbes de ta Fig. 2.33(a) (BZ = 1) et celle de la Fig. 2.33(b) (BZ = 5) montre en effet que non seulement
1'amortissement géométrique, mais aussi 1'amortissement “interne" du systéme, diminuent lorsque Bz augmente .
A titre d'exemple considérons le cas ol 3, = 0,75 et Eint = 0,15 ; selon les courbes des Figs 2.33, nous pouvons
établir le tableau ci-dessous :

£ int ® Stotal " &géom.:

Amortissement | Amortissement | Amortissement | Amortissement
BZ géométrique géométrigue total “interne"
[ Figs.2.33) (Lysmer) (Fig.2.33)
0,37 0,42 0,56 0,19
0,18 0,19 0,30 0,12

Tableau 2.2 - Le taux d'amortissement géométrique, total et "interne"” du couple
sol-vibrateur pour a_ = 0,75 et 1'amortissement interne du sol,
§ iy = 0,15, (WG =Chel).
L'importance du facteur de masses nous améne 4 étudier le rdle du paramétre dont i1 dépend en premier
lieu, c'est-d-dire de Ty
Dans les limites des grandeurs des paramétres caractéristiques des rouleaux vibrants, une diminution
de ro @ pour effet d'augmenter le facteur de masses‘(BZ est proportionnel & ro's) et, par ailleurs, de diminuer
la fréquence normalisée (a0 = 3%Q). Or comme on le voit dans les Figs 2.33(a) et 2.33(b), ces deux variations
s'opposent en ce qui concerne 1'afortissement global dy systéme. En effet, le taux d'amortissement total diminue
lorsque BZ augmente, mais i1 augmente dans le cas ol a, diminue.

Toutefois, la sensibilité de B, par rapport & ro est telle que le taux d'amortissement total du sys-

téme diminue avec r, comme c'est le cas pour les massifs purement &lastiques (Fig. 2.18). Le tableau ci-dessous

indique un exemple dans Tequel nous avons supposé que (ro = 1) correspond & (BZ =5 et a, = 0,30).

"o ®2 % “tot
Tableav 2.3 - amortissement total du systéme
-~ ° 0,30 0,37 vibrateur-massif viscoélastique pour
1,71 1 0,57 0,57 deux valeurs de r ;(Figs. 2.33(a) et (b))

(UJGI =C+¢-) .
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{
En conclusion, les principaux résultats de 1'&tude sur 1'amortissement des systémes considérés sont

les suivants :

- contrairement aux fondations des machines, 1'amortissement interne des systémes sol-rouleaux vibrants
n'est pas négligeable vis-a-vis de 1'amortissement géométrigue.

- 1'amortissement interne du couple soi-vibrateur n'est pas nécessairement proportionnel & 1'amortis-
sement interne du sol donné par les essais de laboratoire ; il varie en fonction de BZ et de a,-

- 1'amortissement total du couple vibrateur-massif viscoélastique (tel que celui, géométrique, du
couple vibrateur-massif purement &lastique) diminue avec la surface de contact du vibrateur avec le sol.

2.6 - ANALYSE DU COMPORTEME!T DE L'ENSEMBLE SOL-ROULEAU VIBRANT-APPLICATION DES THEORIES DU MASSIF SEMI-INFINI

La plupart des théories précédentes, c'est-d-dire les théories du massif semi-infini ainsi que celles
des modéles discrets correspondants, ont &té confirméespar de nombreux essais in-situ et des constatations rela-
tives aux fondations des machines vibrantes. Citons & titre d'exemple les expérimentations réalisées en U.R.S.S.
par Barkan [ 7], [ 8] et Shekter [81], les essais sur les vibreurs Goodman faits aux Laboratoires des Ponts
et Chaussées en France [12] et enfin les exﬁérimentations sur les plaques vibrantes effectuées par California
Institute of Technologie aux Etats-Unis , [14], [15] et [16] (voir aussi Catoire(1966).[18]).

Mais en ce qui concerne les rouleaux vibrants, 1'application de ces théories se heurte aux particula-
rités suivantes :

décollement de 1a bille du sol lorsgue Ta force d'interaction dépasse le double de la charge stati-
que ;

variabilité de 1'aire de contact ;

translation horizontale du rouleau ;

vibration du chdssis.

Toutefois, &tant donné qu'ici ce sont plutdt les valeurs relatives des paramétres et leurs évolutions
~d'une passe 4 1'autre, d'un matériau & 1'autre, ...qui servent de base pour les &tudes de 1'efficacité ou du
contrdle, la schématisation méme simpliste du comportement vibratoire du systéme sol-rouleau au moyen des modé-
Jes mathématiques précédants présente, & notre avis, des avantages considérables.
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2.6.1 - Les hypothéses simplificatrices relatives aux couples sol-rouleaux vibrants

Se limitant au cas des compactages couplés, rappelons les hypothéses simplificatrices complémentaires
suivant lesquelies nous appliquons ces modéles :

1 - Le sol est un matériau &lastique ou viscoélastique linéaire dont le module d'élasticité et de vis-
cosité varient d'une passe & 1'autre.

Selon cette hypothése, nous négligeons les déformations irréversibles qui se produisent 3 chaque cycle
de la vibration ; ceci est acceptable lorsque le matériau n'est plus en &tat foisonné ; autrement dit, le compor-
tement du systéme n'est considéré qu'a partir de la deuxiéme ou troisiame passe.

2 - La largeur de 1'empreinte ne varie que d'une passe & 1'autre.

Nous suppasons que pendant un cycle de la vibration, 1a largeur d'empreinte oscille trés légérement
autour de sa valeur moyenne correspondant & la charge totale "statique", c'est-i-dire la largeur de 1'empreinte
lorsque Te rouleau ne vibre pas.Ceci est vrai dans les cas ol les sollicitations sont suffisamment inférieures &
celles qui créent le désaccoup1acé.

3 - Les interactions horizontales sont négligeables.

I1 s'agit des cas ol, & chaque instant, la composante horizontale de la force centrifuge est nulle,
c'est-d-dire les cas ol la bille est munie de deux balourds égaux qui tournent symétriquement dans deux sens
inverses. Cela &tant, les forces tangentielles créées par le roulement de Ta bille sont généralement négligea-
bles. '

4 - Le déplacement horizontal du rouleau ne modifie pas la réponse du massif du sol.

La vitesse de déplacement horizontal du rouleau é&tant trés faible (inférieure & 3m/sec) vis-d-vis de
Ta vitesse de propagation des ondes é&lastiques dans le massif (environ 100 m/sec), 1'influence de ce facteur
est négligeable ; (voir [52] et [32]).

Rappelons enfin que, par souct de simplicité, nous utilisons le modéle & un degré de liberté en négli-
geant 1'influence de 1a vibration du chdssis sur la réponse du couple bille-sol; Car, en ce qui concerne le réle
du massif, cette approximation ne nuit pas 3 la généralité de la théorie, dans 1a mesure ol la fréguence propre
du chéssis se situe,en général,d 1'extérieur du domaine des fréquences pratiques : normalement, elle est infé-
rieure @ 10 Hz'

La solution compléte du comportement vibratoire du compacteur s'obtient & partir des éguations sui-
vantes : (Fig. 2.34) /

Mogg— + 01 %{ (2o = 21) + ky (20 = 21) =

meem2 Exp i{wt + a) + Py Exp (fwt) , (2.70.a)
d?z, d
(Hl - Mo) %2 + CI re (Zl - ZO) + Kl(zl - ZO) =0 (2.70.b)

(Po < Mi9)
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Mi— Mo
Fig. 2.34 - Modele 3 deux degrés de
liberts. “ K,
2o I Mo Qo:meeu’
P P.e;ut
(GgPv)

pour lesquelles 1'&tat initial correspond & 1'é&tat sous charges statiques (poids). Si 1'on accepte 1'hypothése

de déformations planes :
Py Exp (iwt)

2y = ————— (f3 + if,) ,

et dans ce cas Mo’ Ml' C1 et K1 désignerons les valeurs correspondant & 1'unité de 1ongueuf du rouleau ;
(voir Eqs. 2.19, 2.20 et 2.32).

IT convient de remarquer que la largeur moyenne de 1'empreinte dépend de la charge statique totale,
Mlg, et que le poids du chdssis a pour effet d'élargir le domaine des fréquences dans lequel le compactage est
couplé (il n'y a pas de désaccouplage). Autrement dit, i1 permet au compacteur d'introduire dans Te sol
de grandes accélérations ( w® A) sans qu'il n'y ait de décollement.

2.6.2 - ‘Variations de 1'amplitude de déplacement du rouleau en fonction du module d'élasticité et de la

" masse volumique du sol.

Compte tenu de la similitude entre le massif viscoélastique et le massif purement é&lastique, et
comme il s'agit d'une étude comparative, nous utilisons les formules relatives au cas &lastique parfait en as-
similant le rouleau 3 une fondation rigide circulaire dont 1'aire est &gale & 1'aire de 1'empreinte de 1a bille :

_ /S [rT .
o TV E T (2.71)

Au cours d‘'un compactage, d'une passe 3 1'autre, la masse volumique, o, et le module de cisaillement,
G, augmentent. Le coefficient de Poisson est supposé constant.

La fréquence normalisée varie donc de la maniére suivante :

2nf r
3 = =t (f = cte.) , (2.72)
° &
Aa ‘
o _arg _1.86 1 45 (2.73)
3, o 2 G 2 ©

Ar AL
—-—0 = —
et r T - {(2.74)

N
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Supposons que la largeur de 1'empreinte, &, varie, comme c'est le cas en &lasto-statique, avec 1'inver-

se de la racine carrée du module d'élasticite :

&% 1 AG
TTOIT (2.78)
i dag _ R AG 1 Ap
d'ol -ﬁ- -G-+-2-‘p— ’ (2.76)
et si 1'on considére gue normalement :
Ay
iG.>>A° . ( s>0) H
G P v
S
on a :
AaJ.<0
ag
4 ‘s .M )
DeYméme fagon, la variation du facteur de masses, b 3;%§ est :
Ab _ 386 _ &p (2.77)
BT "%
(si 3 5@>%)‘ 250 = £ o<
Selon les schémas de la Fig. 2.33 trois cas sont possibles (voir aussi la Fig. 2.18)
3 -
1- w << w {ag << ag m) d 12 12 § w=Cte
alors A A
x>0 e
¢ - w o we alors: | // N
soit % > 0 - ,I(
| ” /14
soit X < 0o .
Mais sur plusieurs passes la valeur moyenne M L
de A augmente.
(D @ (m) ao

3 - w P Fig. 2.35 -
SA 0
alors: T <

L'approche (simpliste)} ci-dessus indique que,dans les cas ol 1'

Schémas des courbes de réponse en
amplitude relative pour différents
degrés de compacité du matériau.

augmentation relative du module d'élas-

ticité est plus rapide que celle de la masse volumique (ou la densité séche), 1'amplitude de la

vibration du rouleau au cours des passes successives pourrait :

- augmenter réguliérement,
- augmenter en valeur moyenne,
- diminuer réguliérement.

Le troisiéme cas peut étre &carté en raison du d&saccouplage qui se produit aux fréquences élevées.
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Considérons le cas inverse dans lequel, d'une passe & 1'autre, le module baisse alors que Ta compacité
du sol augmente. Cela correspond au cas d'un sol cohésif qui, ayant un degré de saturation élevé, perd sa résis-
tance mécanique & partir d'un certain taux de compacité (phénoméne du coussin de caoutzhouc) :

A o AG

. > 0 , mais T 0 :
donc : L8 , o

0] ’
at Ab - Af

T < O T > 0

L'amortissement (géométrique et global) et la fréquence normalisée, tous les deux, augmentent. Suivant
les schémas de la figure précédente, pour les fréquences inférieures et les fréquences &gales ou légdrement su-
périeures i celles de "résonance”, 1'amplitude de la bille diminue réguliédrement ou de fagon altermative.

Les considérations ci~dessus nous améne & penser que les variations alternatives irrégulidres de 1'ampii-
tude de Ta bille avec Te nombre de passes, enregistrées au cours des essais de Vibrex au C.E.R. de Rouen, ne
sont pas nécessairement dues & 1'imprécision des mesures ; elles. sont conformes & la réalité physigque dans les
domaines des valeurs des paramétres concernds - Fig. 2.36.

. PEELASIMENT v‘umctu.I RELEVE SUR LE ROULEAU oy
t d

24,

LiMON Lp

i : :

+ GRAVE LIMONEUSE Gb-GL

o GRAVE CREUSE Gb !

s SABLE MAL GRADUE Sm

. f . i - -
I N DR R
0 1 2 3 4 3 & 7 s ® W N MW W U W W MW 2
‘ wONSAt DT ML

Y

Fig. 2.36 - Variationsde 1'amplitude de déplacement de la bille avec le nombre de
passes (d'apraés Chaigne et al. [19]).
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Cette constatation présente un intérét pratique dans 1a mesure ol plusieurs &tudes sont en cours pour
la mise en application des procédés de contréle de compactage par la détection et 1'interprétation des paramédtres
vibratoirs du rouleau, tels que 1'amplitude de déplacement ou 1'accélération; [2§].

Notons enfin que 1'influence considérable des variations du module d'élasticité sur la réponse du sys-
téme est due, dans une grande mesure, 3 la variabilité de la surface de contact ou bien de 1a largeur de cette
surface, 2. Or, si la surface de contact &tait invariable, comme il en est ainsi avec des plaques vibrantes ou
des fondations superficielles, 1'amortissement géométrique -et global- du systéme ne varierait que trés l1&gére-
ment avec le compactage et cela dans le sens inverse : plus le matériau serait compacté, plus Je mouvement vi-
bratoir du systéme serait amorti, (voir aussi les Eqs 2.49 et 2.56).

2.6.,3 - Variations de 1a fréquence de résonance, fp, avec G et ¢

Considérons la réponse en fréquence (normalisée) d'un rouleau donné avec deux sols différents et sup~
posés comme &tant "complidtement” compactés :

soit : GZ > Gl H

P2 > P1 (et (%%);‘ > -zil) ;

et v2 = v
Nous avons .donc : by > by ,
et : (By)2 > (B)1

d'od : (Agle > (A1 - ,

D'aprés le graphique de la Fig. 2.22, les fréquences normalisées correspondant 3 1'amplitude maximale
dans deux cas sont telles que:

(8ol < (aoph

On peut donc schématiser la réponseé en amplitude (normalisée)de deux systémes par les courbes de la

Fig. 2.37. 4
/]'\ Gz >G
A {
= ] P2 >P
2 =W
Fig. 2.37 - Variation de la réponse en |
amplitude relative de 1'ensem-
ble sol-rouleau vibrant avec ; |
la variation des caractéris- / |
tiques mécaniques du sol. ]
(3om)z  (@omM . 20290

Bk

fwmh (wm)2 ta=Yerd
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Quel est le rapport entre les fréquences de résonance fm1 et fmz des deux matériaux ?

La relation entre deux fréquences est donnée par la formule ci-dessous :

(0n), (a0g), G2 0,50 0,50 P,

= - () .2y (=) (2.78)
mm . iaoms1 61 P2 r02
Mais suivant 1'hypothése de 1'empreinte circulaire équivalente :
0s5 025
ron & = (&
o - (1) () ,
(en),  (2op) g, 0175 0550
tany . 2 = B2 . (a2 . (2L
d'od : 73;7: Tg;;p:' &) (35 s (2.79)
dans laquelle, Aom dépend dér G et p correspondants.
D'aprés 1'Eq. 2.57 de 1'analogie de Lysmer, on peut écrire :
(aom) Bz - 0,45 5 40 .
= ). (2.80)

aOm 1 3 = Uy

Compte tenu de la valeur relativement grande du facteur de masses, Bz' des rouleaux vibrants (environ
5), on accepte la simplification suivante :

(a0y) ) (Bz )o,so *
:aomjl 22 ’
(acy) 0,015 g % '
ou TEEETT = (3%) (E%) H ,
dodi : - (up) 5 (2.81)

Par conséquent, dans le cas ci-dessus ol Gy > Gl’

(F)2> (fa)y

(Nous n'avons pas utilisé directement 1'Eq. 2.57, car nous voulions indiquer le rapport entre les
fréquences normalisées (ao) et les fréquences correspondantes, f).

L'eq. 2.57 correspond au cas du massif purement é&lastique. Or, d'aprés ce que nous avons vu au § 2.4,
la fréquence de résonance, fm, diminue avec 1'amortissement interne du sol. Par conséquent, 1'inégalité
¢i-dessus pourrait changer (e sens en fonction du rapport des amortissements internes desdeux systémes considérés.

La Fig. 2.38 indique la réponse en fréquence pour 1'amplitude de déplacement d'un rouleau (Vibrex)
avec quatre matériaux différents. 11 s'agit d'un limon naturel (h = 30 cm) avec quatre teneurs en eau de mise
en place différentes. Dans chaque cas, 1'essai correspondant a commencé & la suite du compactage maximum
(64 passes) de la couche avec le méme rouleau.

238
D'aprés les résultats des mesures de la densité sache finale -indiqués dans Ta figurEf’Et ceux de la

force totale appliquée, on peut écrire :
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Fig. 2.38 - Courbes de résonance en amplitude absolue en fonction de la teneur
en eau sur un limon naturel ; (d'aprés Quibel et al. [71]).

Pour les premier et deuxidmé cas, en raison des forts degrés de saturation, la résistance mécanique
(G) du limon a baissé & partir d'un certain degré de compacité.

Selon ces courbes expérimentales, nous avons :

(Fda oy s > (P2 > (F)1

et : : Ay oy > (Agla > (Apdi

Ceqai est conforme & la constatation théorique précédente. En revanche, le rapport entre la troisiéme et la qua-
triéme planche ne peut pas étre prévu par la formule 2.81
car ici : (1’m)3 < (fm)u s

alors que : (Apls > (Ap
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2.6.4 - Variations de la force dynamique d'interaction, dvec les caractéristiques mécaniques du sol, G et o

L'amplitude de la force dynamique appliquée au sol, si 1'on suppose que le

rouleau est une fondation rigide de longueur infini, est donnée par la solution de Quinlan (Eq. 2.28)

Ql
P0= 2
V(1 +b" ag2 f3)2 + (b' a2 fu)2
2
. . M€ w v owd o wt
od % =—T— - 20 =y ° 7T
s s
et b'

M aM

bt at2 = Moul

o0 = ‘%G'

On a donc :

(2.82)

Pour un rouleau "moyen" (Hog =30 KN, L=2m, 1 =20 cm) vibrant ~d une fréquence "moyenne"
(f = 25 Hz) sur un sol de module de cisaillement &gal & 20 MPa,
de la Fig. 2.12 nous avons

Yy = 20 KN/m® et v = 1/3, d'aprés les courbes
b’ a'f = 18,5 [b' a'¢ f3| > 1 (fa < 0) .
Par conséquent, lorsque le rouleau travaille & une fréguence constante, (uw

cte), la variation de
)
G

Po est une fonction des variations des f 3/G) et (f4/G). Le probléme se complique dans la mesure ol -f3 et f,
varient dans le méme sens que G. Vu les variations des -f3 et f4 avec a'o (Fig. 2.12) et compte tenu de la dépen-
dance de a'

et o augmentent.

vis-d-vis de G, on peut dire seulement que la force vibrogéne peut diminuer ou augmenter lorsque

Les enregistrements des variatiohs de la force totale app1iquéé (F.T.A. = Po + Mlg) sur le Vibrex
témoignent en effet d'une &volution irréguliére
Fig. 2.39.

de ce paramétre avec le degré de compacité atteinte -
A

|l FT-A(EN)

eot
Fig. 2.39 - Variation de la

force totale appli-
quée avec le nombre
de passes sur un 1i- 70t
mon naturel ;

(Vibrex - fo1]).
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En ce qui concerne la variation de 1'empreinte, sa diminution avec le nombre de passes a pour effet
de faire décroitre la force dynamique quel que soit le sens de la variation de celle-ci.

2.6.5 - Variations de la puissance dissipée en fonction de G et ¢

La puissance dissipée dans le cas d'un semi-espace purement élastique est donnée par 1'Eq. 2.31 de

Quinlan :
pp = 232 a'p fu
/oG (1L +b'a'g f3)2 + (b' a'¢ f,)2
On peut 1'8crire de la fagon suivante :
pp = 220 fuy | P& ;
/o6
ou PD=%G_Q. . P2 R (2.83)

dans laquelle le facteur (wif,)/G diminue considérablement lorsque le module de cisaillement augmente. Cela
a pour effet de compenser les irréguiarités de la variation de Po dans le sens d'une diminution de la résultan-
te (PD) avec le nombre de passes.

Le rdle de la variation de 1'empreinte (£ ) avec le nombre de passes est encore plus important dans
la variation de la puissance dissipée : supposons que la diminution de 5 % de Ta largeur de 1'empreinte entraine
-par rapport au cas ol elle serait invariable- la diminution de 5 % de 1a force vibrogéne, Po. Donc d'aprés
1'Eg. 2.83, la puissance dissipée diminuerait de 15 %.

2.6.6 - Le role de la distribution des contraintes d'interaction

Comme i1 est démontré par 1'étude théorique de Sung (§2.4.4) , la réponse, dans 1'espace de fréquen-
ces, du systéme vibrateur semi-espace &lastique varie en fonction de la répartition des contraintes sur 1‘aire
de contact : plus les contraintes sont concentrées au milieu de la surface de contact, plus 1‘amplitude maxi-
male de déplacement est grande etla fréquence de résonance (fm) ast faible. Cela est comparable en effet & une
augmentation du facteur de masses, b.

~ Les résultats des expérimentations (§ 2.4.4 et Fig. 2.13) montrent par ailleurs que cette distribu-
tion varie en fonction de 1'amplitude de la force dynamique : dans une expérimentation sur un vibrateur & base
rigide circulaire, Lorenz (1953),[55] a constaté que la courbe de réponse du systéme sol-vibrateur varie avec le
moment d'excentricité, LACH Torsque la fréquence de vibration reste constante ; Fig. 2,40. I1 en déduit que lorsque
la force centrifuge augmente, la distribution de contraintes sous la base rigide tend vers une distribution
parabolique (dans le plan de symétrie).
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I1 en est fort probablement ainsi dans le cas des rouleaux vibrants ol, toutes choses &tant par

ailleurs égales, la fréquence de résonance et 1'amplitude maximale correspondante varient en fonction de
mee Fig. 2.41

F Ave (m)
3
5 4
2
4 me/L = 3,58 mkg/m.
|.
(A,)
: 2 3 4 _ il = 2,67 shgin
OO 15 20 25 30
{(Hz)
Fig. 2.40 - Courbes de réponse 2 41 »a/l = 1,58 sikg/a
en amplitude pour B
différentes valeurs _
de i = A, me/L = 0:83. wky/s
(d'a;rés Lorenz [561). 11
Ay > (Ae)> (As)y + ] e sa/L = 0,38 w30

10 15 20 25 30 35 £(Hy)

Fig. 2.41 - Courbes dg réponse en amplitude des différents “me"
i testés (Vibrex) - {71]). &

2,6.7 - Le désaccouplage

Dans tout ce qui précdde, nous avons supposé gue 1a bille ne ddcolle jamais du sol sous-jacent et
que, & chaque passe,la largeur de 1'empreinte reste constante. Or, la force centrifuge des rouleaux &tant é&levée,
le phénoméne de désaccouplage n'est pas rare aux chantiers de compactage par vibration : la force d'interaction,
c'est-3-dire la force totale appliquée au sol (F.T.A.) n'est plus harmoniqﬁe mais seulement périodique et méme,
dans certains cas, non périodique ; (Machet et Sanejouand, {1980) - [61])-

Pour résoudre ce probléme, on peut penser & une approche fondée sur la décomposition de la force
d'interaction -pour laguelle on attribue une forme supposée ou enregistrée- en une série de forces sinusofdales
(série de Fourier)., Mais la variation et surtout 1'annulation périodique de 1'empreinte compliquent considérable-
ment le probléme dans la mesure ol les théories du massif semi-infini ainsi que 1'analogie de Lysmer ne sont
valables que pour une surface de contact constante.

I1 est donc indispensable d'attribuer 3 chague composante de la force d'interaction une largeur d'em-
preinte proportionnelle & 1'amplitude de cette force. Vu 1'Eq. 2.54 de Lysmer, ceci correspond & 1'attribution
au sol d'une série de modéles du type ressort-amortisseur.
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2.7 - CONCLUSIONS

Les bases théoriques de 1'assimilation du comportement de 1'ensemble sol-vibrateur & 1'aide des
modéles & paramétres concentréS ont été présentées : comme i1 est démontré par Lysmer, le comportement
vibratoire du semi-espace élastique est analogue & celui d'un solide de Kelvin-Voigt & un degré de liberté
dont la masse est nulle; la rigidité du modéle sera égale & l1a rigidité du semi-espace pour la surface de
contact entre le vibrateur et 1e massif 5 1'amortissement du modéle représentera 1'amortissement “géométrique”
du systéme qui est une fonction de la géométrie de 1'interface, de 1a masse du vibrateur et de la masse
volumique du semi-espace. Cet amortissement résulte en effet du rayonnement de 1'é&nergie &lastique depuis
Ta source vers 1'infini dans le massif semi~infini.

I1 est rappelé par ailleurs que la présence d'un substratum rigide a pour effet principal d'augmenter
le facteur.d'amplification dynamique du systéme vibrant. La rigidité relative de la fosse d'essais devrait
donc étre considérée comme Un facteur amplificateur.

L'examen d'une part du rdle de 1'amortissement interne dessols et, d'autre part, des particularités
du comportement des rouleaux vibrants met en évidence que, contrairement aux autres systémes tels que les
fondations des machines vibrantes, 1'amortissement "interne" du systéme sol-rouleau (fonction de 1'amortissement
interne du matériau) n'est plus négligeable vis-d-vis de son amortissement géométrique.

L'analyse du rdle des caractéristiques mécaniques du massif de sol dans le comportement vibratoire
de 1'ensemble sol-rouleau nous a permis d'interpréter certaines constatations issues des essais sur le Vibrex.
El1le montre notamment que :

- Au cours d'un compactage & fréquence constante, avec le nombre de passes, 1'amplitude de vibration de
la bille peut selon les cas :

. augmenter réguliérement ;

. diminuer réguliérement ;

. augmenter en valeur moyenne, tout en présentant des variations irréguliéres ; par contre dans le
cas oU, le sol (cohérant avec un degré de saturation élevé) perd sa résistance avec le nombre de
passes, c'est 1'inverse qui deyrait se produire

-~ La répartition des pressions & 1'interface étant variable en fonction de 1'amplitude de la force
dynamique appliquée, la fréquence de " résonance " du systéme diminue avec 1'augmentation du moment
d'excentricité m.e.

- La caractéristique la plus importante des rouleaux vibrants par rapport aux autres systémes comparables
tels que les plaques vibrantes, est la variabilité de leur surface de contact avec le sol. En effet, la
réponse en fréquence du couple sol-rouleau vibrant varie notablement avec la variation de la largeur de
1'empreinte ; ainsi, au fur et & mesure que le matériau se compacte, la largeur "moyenne" de 1'empreinte
diminue, ce qui, par rapport au cas oG celle-ci serait invariable, a pour effet de :

'

. diminuer 1'amortissement global du systéme ;

. diminuer la force dynamique appliquée ;

. diminuer beaucoup Ta puissance dissipée ;

. augmenter les contraintes moyennes (statiques) appliquées au sol ;

. augmenter ou diminuer, selon le cas, 1'amplitude des contraintes dynamiques appliquées.
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CHAPITRE 3

ETUDES EXPERIMENTALES ET THEORIQUES SUR LA
VARIATION DE L'AIRE DE CONTACT ENTRE LE ROULEAU
ET LE SOL SOUS-JACENT

3.1 - INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent (§ 2. 6) nous avons é&tudié 1'influence des variations de 1'aire de contact
bille-sol sur le comportement vibratoire des rouleaux en faisant 1'hypothése qu'au cours de chaque cycle de la
vibration "en couplage”, 1a largeur de 1'empreinte oscille trés légérement autour d'une valeur qui est i peu prés
celle de la bille lorsqu'eile ne vibre pas, toutes choses &tant par ailleurs égales. Mais,vd'une part, on ne
connaft pas la valeur réelle de 1'empreinte de la bille roulante et, d'autre part, en raison de 1'extréme com-
plexité du probléme considéré (contact parabolique, charges dynamigues, comportement non linéaire du sol & proxi-

mité de 'a zone de contact), i1 nous est impossible de justifier rigoureusement la validité de 1'hypothése
ci-dessus. .

Le moyen le plus direct pour connaitre ces inconnues . est en définitive la mesure en continu de la
Targeur d'empreinte dans un essai en vraie grandeur. Or, malgré 1'existence d'importants moyens de mesure en
continu au C,.E.R., la réalisation de cet essai délicat s'avére quasiment impossible en 1'état actuel des choses.

Par conséguent, nous nous sommes proposés d'entreprendre, en premiére approche, un programme d'essais
en vraie grandeur au C.E.R. tout en se Timitant aux moyens disponibles : i1 s'agit de mesurer les variations de
la largeur d'empreinte de la bille en fonction d'une part du poids total transmis au sol et, d'autre part, des
caractéristiques mécaniques du sol, le dép1acemént imposé 3 la bille &tant uniquement une translation verticale.

L'objectif de cette expérimentation est une meilleure connaissance de la valeur réelle de 1'aire de con-
tact et de ses variations, &tant donné’ qu'il est prévisible qu'en raison de la forte concentration "initiale"
des contraintes dans la zone de contact, le sol subit d'importantes déformations irréversibles au voisinage im-
médiat de cette zone, ce qui aurait pour effet de redistribuer les contraintes en augmentant 1'aire de contact.
Ainsi, bien que, selon le principe de Saint-Venant, la réponse du sol & des points loins de 1'empreinte ne chan-
gerait guére (pour une charge donnée), 1'aire d' empreinte, elle, varierait notablement avec la "plastification
Tocale"” du sol sous-jacent.
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3.2 - L'EFFET DE ROULEMENT

Dans cette expérimentation, nous mesurons la largeur d'empreinte de la bille stationnaire, c'est-d-
dire de la bille qui ne roule pas et dont la charge extérieure est une force verticale centrée. La grandeur me-
surée sera donc quelque peu différente de celle de 1a bille roulante pour les raisons principales suivantes :

a) 1'influence des contraintes tangentielles d'interaction

Lorsque la bille roule, i1 se développe, & la zone de contact, des contraintes tangentielles dont 1'in-
tensité et la direction varient suivant qu'elle est tractée ou motrice et que le roulement s'accélére ou se frei-
ne. Dans le cadre d'une &tude générale sur la traficabilité des véhicules en dehors des routes, Karafiatti et
Nowatzki (1978) [103]étudient 1a distribution des contraintes dans 1'empreinte d'une roue rigide roulante. La me-
sure des contraintes d'interaction se fait @ 1'aide de jauges de contraintes fixées sur 1a roue métalligue. Les
résul tats expérimentaux concorde bien avec ceux de la théorie fondée sur le comportement rigide-piastique
{critére de Mohr-Coulomb) du sol sollicité, le calcul & Ta rupture &tant effectué par 1a méthode des différences
finies.

Quoique la variation de 1'aire d'empreinte ne soit pas mesurée, les résultats théoriques de cette étu-
de (§3.2.3) démontrent que 1'introduction de la force de traction ou du moment moteur a pour effet d'accroitre 1a
Targeur d'empreinte de la roue roulante et cela d'autant ptus que 1'angle de frottement entre les deux corps est
élevé. .

En effet, les contraintes tangentielles d'interaction ont pour réle principal d'accroitre le déviateur
des contraintes de fagon significative sur une faible profondeur et d'entrainer ainsi la plastification (&coule-
ment plastique) d'une zone superficielle limitée, surtout quand il s'agit des sols non cohésifs. Ce phénoméne
pourrait donc changer la largeur d'empreinte d'une bille motrice par rapport & son empreinte & 1'état stationnai-
re, pour des maté&riaux granulaires.

b) 1'influence des phénoménes dépendant du temps (fluage, ...)

Un autre phénoméne qui pourrait influencer Tes résultats de nos essais :'est le tassement différé du
sol sollicité, car en réalité, & chaque instant, le tassement sous une charge constante sera la somme du tassement
initial ou instantané (réversible ou irréversible) et du tassement différé (réversible ou irréversible). Or, comme
1'indiquent les schémas de 1a Fig. 3.1, il existe une différence considérable entre 1'histoire de chargement rela-
tive & Ta bille roulante (& une vitesse ordinaire : soit V = In/s) et celle correspondant & la mesure de la
largeur d'empreinte ; alors que la dyrée de contact, c'est-d-dire le temps nécessaire pour que la bille parcourt
une distance égale & son empreinte (soit 1' = 20 cm) est environ 0,2 seconde, le processus des essais réalisés est
tel qu'il s'écoule environ 20 secondes entre Te commencement du chargement et 1'enregistrement de 1'empreinte
(§ 3. 3). Par conséquent la Targeur d'empreinte mesurde serait plus grande que celle de la bille roulante, toutes
choses é&gales par ailleurs.
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Fig. 3.1 - Schémas des variations dans le temps des charges appliquées au sol.

Faute de moyen de vérification expérimentale directe, la quéstion est d'évaluer ou d'estimer indirecte-
ment 1'écart entre les deux valeurs ci-dessus. Le probléme s'avére assez délicat dans la mesure ol 1'on dispose
de trés peu d'é&léments expérimentaux sur le "fluage" (dans le sens général du terme, relatif aux déformations,
réversibles et irréversibles, différées) des sols. I7 existe toutefois des références théoriques intéressantes
concernant notre probléme particulier : 2 savoir les é&tudes analytiques de S.G. Hunter (1961) (102] et de
L.W. Morland (1962) [105] sur 1'interaction entre un cylindre rigide roulant et le semi-espace viscoélastique
sous-jacent. Séparément et par des méthodes analytiques différentes, ces auteurs ont résolu le probléme, en dé-
formations planes, pour une vitesse de translation (V) uniforme, le comportement de matériaux du semi-espace
&tant celui du modéle Tinéaire standard (modéle de Zener) généralisé ; les forces d'inertie ainsi que les contrain-
tes tangentielles d'interaction sont supposées négligeables. Par ailleurs i1 est supposé que la vitesse est suffi-
samment inférieure 3 la vitesse de propagation des ondes de contraintes dans le massif.

Considérons les résultats de la solution numérique présente par Hunter dans le cas du semi-espace dont
la fonction de relaxation est la suivante :

y (%) = u&l (1+f(1-etTy (3.1)

ou 1 est le module de cisaillement dynamique ;
D .

T est le temps de relaxation ;

f est le rapport entre la cisaillement différé et instantané (f = 1 et 9).
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a, et a étant respectivement la demi-largeur d'empreinte en état de repos (V = Q) et celle de 1a vi-
tesse V (Fig. 3.2), la variation du rapport a/a, et de 1'"exceatricité” de 1'empreinte (3{1) en fonction du rap-
port (:—:-) sont indiquées par la Fig. 3.3. Par ailleurs, la distribution des pressions sur la largeur d'empreinte
pour trois valeurs du X—: est présentée sur la Fig. 3.4 On notera que Ta distribution numéro 1 est celle de la
bille au repos donnée par la théorie des contacts &lastiques de Hertz,

—}2%&“- 2:20

Fig. 3.2 - Bille (cylindre) roulant sur le semi-espace viscoélastigue.
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Fig. 3.3 - Variation de la largeur Fig. 3.4 - Distributfon des pressions

d'empreinte (1=2a) etde dans 1'empreinte ; (d'aprés
"1'excentricité®, b, avec Hunter {102}).

1a vitesse de roulement ;

(d'apres Hunter[102]).
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L'examen des courbes de la Fig. 3.3 démontre que pour un cas donné la largeur dlempreinte diminue
trés rapidement avec la vitesse et ceci jusqu'd une certaine vitesse "limite" au deld de laquelle elle ne diminue
guére ; la valeur minimale de 1 ainsi que la vitesse "limite" dépendent toutes les deux de f.

Méme si 1'on accepte le modéle ci-dessus pour les sols soumis & 1'expérimentation, pour qu'on puisse
tirer des conclusions utiles de la solution précédente, i1 est indispensable de connaitre au moins 1'ordre de
grandeur des paramétres T et f.

Dans son &tude sur le comportement dynamique des massifs des sols, dont la partie expérimentale utilise
le vibreur lourd du L.C.P.C. (f = 10 & 100 Mz), J. VAKIL! démontre que le comportement du limon d'Orly (compacté)
peut étre représenté par celui du modéle de Zener (Fig. 3.2 ) dont le module de relaxation & la traction simple
est le suivant : (E en bars) (Vakili (1969) [89]).

E (t) =2 762 + 920 Exp (-658 t) 3.2)

-3
Si 1'on suppose que le coefficient de Poisson est indépendant du temps, on a T = 1,52 .1C et f = 0,331.

Prenant des valeurs plus “pessimistes" pour la vitesse de roulement et la largeur d'empreinte (V = 3m/s et
VT

1=20,05% nous aurons : -— = 0,182.
(-]
Par ailleurs, pour la vitesse moyenne de chargement dans les conditions d'essais : %% =0,

D'aprés les courbes de la Fig. 3.3, pour f = 0,33 1'écart maximum entre deux valeurs de la largeur
d'empreinte sera inférieur & 10 %.

On notera que le modéle de Zener ne tient pas compte des déformations irréversibles.

F
Fig. 3.5 - Solide viscoélastique
~————- standard ?modé]e de
Zener).
Rz
R1
F

En résumé, alors que la largeur d'empreinte de la bille augmente sous 1'action des efforts horizontaux
de roulement, les phénoménes dépendants du temps ("fluage") la diminuent en revanche par rapport & sa valeur en
état stationnaire, Compte tenu de la faible valeur des écarts impliqués par chacun de ces facteurs, il est donc
‘admissible de négliger, en premiére approximation, 1'influence de roulement sur la variation de 1'aire de contact
bille-sol.
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3.3 - Essais en vraie grandeur sur la variation de la largeur d'empreinte de la bille en fonction de la charge
statique appliquée.

PO TP L TY-F-R- -y toup=ni L =0 Pt Dp =7 PR R L R Rt e T TR P

On a réalisé quatre planches d'essai, trois bicouches et une tricouche, dont le sol support (la base de
la fosse) que 1'on assim§1e au massif semi-infini est une grave propre de module d'élasticité (mesuré & 1'aide
de 1'essai de plaque) d'environ 20 MPa. Les couches mises en place sont compactdes par le méme rouleau qui sert
pour 1'exécution de la mesure d'empreinte. Le tableau 3.1 indique les caractéristiques principales des planches
et la Fig. 3.6 schématise la position des planches dans la fosse et celle du rouleau sur les planches ainsi que
les dimensions horizontales approximatives des couches compactées.
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Fig. 3.6 - Vue en plan et coupe verticale des planches expérimentales.



Numé ro Nombre . . Module Densité Diamétre
de la des couches Matériau Ep?liieur dynaplaque Zﬁ"g:: séche Matériel de 1a bille
planche | mises en place (kPa) moyenne (cm)
(kN/m?)
1 1 Grave D1 90 80 000 4,5 21,77 BW215D 150
2 1 Limon nat. 65 10 000 17,3 (n BW215D 150
3 1 Limon nat. 65 20 000 13 18,67 A625 150
4,1 20,87
. ) Srave D1 B 30 000 feeooieodoS2220 A625 150
Limon nat. 65 13 18,67

Pour les planches N°

1l et 2 on autilisé un rouleau vibrant autémobile monobille, BW 215D,

67.

qui a éte

remplacé, faute de disponibilité, par un autre rouleau de méme type, A 625, pour les planches N° 3 et 4. Les

caractéristiques de ces rouleaux sont indiquées par le tableau 3.2.

Poids sur
Longueur de | Diamétre de | Poids sur #";té de Poids de 1a | Poids total ZTS:???EE me
Désignation | Fabricant | la bille la bille bille Mg dg ?geg;1]e bille - Mg | du rouleau sation (kg cm)
L(cm) ¢(cm) (daN) M a/L (daN) Mg (daN) (Hz)
- (daki/cm)
BW 215D BOMAG 210 150 93 600 44,57 4 316 17 230 27,5 8,06
A 625 RICHIER 220 150 77 000 35,00 3 443 10 500 25 5,7

Tableau 3.2 - Caractéristiques des rouleaux utilisés.
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3.3.3 - Caractéristigues des matériaux utilisés.

Parmi les matériaux couramment utilisés au C.E.R,, on a retenu un matériau granulaire frottant et un
matériau cohérant : de Rouen

- Grave D1 : grave 0/20 propre, partiellement concassée (indice de concassage 60 %) et bien graduée ;

- Limon Tourville : limon peu piastique - IP =8 % avec WL = 30,

Les courbes granulométriques de ces matériaux figurent en annexe N° 1. Le tableau 3.3 donne les résultats
d'essais Proctor.

Grave Limon
Dl
Classification
L.P.C. Gb Lp
Granulométrie 0/20 95 %< 80 u
vy d - 17,80 (kN/m?)
0.P.N.
w % - 15,5
Y d 21,25 19,15
0.P.M.
w % 5,5 12,0

Tableau 3.3 - Résultats d'essais Proctor.

Par ailleurs, on dispose des résultats d'essais en laboratoire relatifs aux propriétés mécaniques sur
les éprouvettes compactées de ces matériaux. En ce qui concerne Ta grave Dl, ses caractéristiques intrinséques
(C, ¢') et constantes élastiques (v, E) correspondant & 1'6tat de compacité optimum (Proctor modifié) ont &té
mesurées au moyen des essais triaxiaux & fortes pressions latérales (o', = 400, 500, 600 et 700 kPa). Selon ces
essais dont les courbes sont données en annexe N° 1, C' =0 ¢' = 45° et les valeurs du coefficient de Poissonet
dumodule d'Young varient, suivant Ta pression latérale, entre les limites ¢ci-dessous :

0,32 <v < 0,41
86,5 < E < 119 (MPa).

Pour la méme compacité, la valeur C.B.R. (sans surcharge) est 140.
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Quant au limon, des essais triaxiaux consolidés non drainés sur les éprouvettes compactées (Proctor

normal) donnent les résultats suivants (annexe N° 1):

cu 10 kPa Cep =0

im)
"

© 1 -]
by = 1615 0oy = 3155

Les teneurs en eau initiales des éprouvettes sont supérieures a WopN. T 15,5 %.

Notons que les essais triaxiaux ci-dessus ont &té effectués antérieurement et sur des éprouvettes dont
la compacité et le degré de saturation sont en général différents de ceux des planches que nous avons réalisées.

3.3.4 - Paramétres mesurés

Pour chaque planche, on mesure, 3 différentes charges . P' , appliquées au sol par junité de génératrice
de la bille,les valeurs correspondantes des paramétres ci-dessous - (Fig. 3.7) :

- largeur moyenne d'empreinte, 1 ;
- poinconnemeﬁt de 1a bille, w. 3
- pression verticale induite au sol sous 1'axe de la bille (& 3 ou 4 profondeurs différentes), cz.

Par ailleurs, chague planche s'identifie par la mesure des paramdtres suivants :

- la teneur en eau moyenne de la couche compactée, w ;

le poids spécifique sec moyen, ;ﬁ :
1'épaisseur compactée, h ;
le module de déformabilité de la structure (essai Dynaplaque).

3.3.5 - Moyens_de mesures fig. 3.7 - 3

- Mesure de la largeur moyenne d'empreinte : on la mesure 3 1'aide du papier & tirage sensible & 1'am-
moniaque (papier pour développement & sec Contralux - largeur = 0,75 m et Tongueur = 40 m) que 1'on place, avant
le chargement, sous la bille (sur toute la longueur de la bille) et on pulvérise sous pression, par un pistolet,
1'ammoniaque sur sa partie exposée, une fois que la bille s'appuie sur le sol, le papier étant entre les deux
corps (Fig. 3.8).

- Mesure du poinconnement de la bille : le poinconnement de la bille et 1'épaisseur moyenne des couches
compactées sont mesurés 3 1'aide d'un niveau (Wild, B3) dont Ta précision est de 1'ordre de 0,1 mm. Les déforma-
tions de la bille elle-méme sont évidemment négligeables.

- Mesure de la pression dans le sol : pour cette mesure, on dispose de quatre capteurs de pression de
type résistif. Ce capteur est en effet un montage des quatre jauges de déformation en pont de Wheatstone, collées

sur la face intérieure de 1a base d'un cylindre de révolution métallique de diamétre de 12 cm et de hauteur d'envi-
ron 4 cm ; (Annexe n° 1).
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Fig. 3.8 - Détails des dispositions de mesures.

Les capteurs sont reliés, par 1'intermédizire d'un pont d'équilibrage (SEDEME) 2 un enregistreur
"papier" (GOULD BRUSH & quatre voies - sensibilite de t & 5000 mV ; vitesse de roulement du papier de 1 &
125 mm/sec.). Ils présentent une sensibilits de 1'ordre de 3,7 mV/kPa.

Notons que les valeurs mesurées par le capteur de pression doivent &tre considérées avec prudence, car
il mesure, en un emplacement prévu & 1'avance, la contrainte qui aurait eu Tieu A cet endroit en son absenca.
Or, la différence entre le module élastique du capteur et celui du sol crée une importante distorsion du champs
des isostatiques et introduit par conséquent des erreurs de mesure difficiles 3 évaluer. Par ailleurs, ces cap-
teurs, placés a . faibles profondeurs, sont susceptibles de subir des translations et rotations non négligeables
sous 1'action du compactage par vibfation.

- Mesure de la densité sache moyenne : elle a été réalisée au moyen d'un gammadensimétre & pointe,
DR 30, qui donne Ja densité moyenne de ta couche sur une profondeur de 30 cm (z=032=230cm. La valeur rete-
nue est la moyenne des valeurs mesurées en trois emplacements différents dans la partie prévue
pour la mesure de 1'empreinte.

- Mesure de la charge totale appliquée au sol par Te cylindre : comme on le voit sur la Fig. 3.8 les
déplacements verticaux de la bille s'effectuent au moyen d'un vérin hydraulique et par 1'intermédiaire des dépla-
cements de son chissis. Cela étant, la charge appliquée au sol par la bille est calculée 3 partir de celle sup-
portée par le vérin, cette dernizre étant mesuréde au moyen d'un capteur de force placé entre le vérin et le chés-
sis. I1 s'agit d’un peson (SEDEME, CC 20) €quipé d'un pont de quatre jauges d'extensiométrie alimenté d'un cou-
rant continu de 10 V. 11 fonctionne seulement en compression et ceci jusqu'é 200 KN ; sa sensibilité est de 10°“
mV/daN.
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Les signaux émis par ce capteur sont également enregistrés par 1'enregistreur "papier".

- Mesure du module de déformabilités des couches : les couches compactées ont &té auscultées a 1'aide
de la dynaplaque du C.E.T.E. de Rouen (4 = 600 mm). [1 s'agit d'un appareil de mesure de la déformabilité ou,
plus précisément, de la réaction dynamique des plates-formes de terrassement (dont le module de déformabilité
statique Evz déterming 4 1'essai de plaque, ¢ = 600 mm, suivant le mode opératoire du L.C.P.C., est inférieur & 120MPa

On dispose par ailleurs de résultats des expérimentations réalisées au C.E.R. (1978), dont le but a &té
d'établir une corrélation entre le module "dynaplaque'td et celui & la plaque statique, EVz‘ Sur c¢cing plates-
formes différentes 46 mesures ont &té faites avec chaque appareil (annexe 1 ). D'apres ces résultats
i1 existerait une relation du 2° degré entre les deux modules. Une relation Tin&aire a &té proposée
(Ed = 0,70 Evz + 18,6 en MPa) qui ne nous semble pas &tre significative pour les valeurs de Ed inférieures i
50 MPa.

Vu 1'importante dispersion des points mesurés (dans le systame Ed; EVz)’ i1 nous parait admissible,
dans une premidre approximation, de considérer Ed = EVz'

Netons que le module de chaque planche a été mesuré a plusieurs endroits dans la zone prévue pour
1'emplacement de 1a bille ; le module retenu est la moyenne de différents modules relatifs au deuxieme ou troi-
siéme chargement de la plaque.

3.3.6 - Déroulement des essais

-------- - - - - -

Les essais de chaque planche se sont déroulés suivant les étapes ci-dessous :

1 - Mise en place du matériau au moyen d'un chargeur.

2 - Mise en place des capteurs de pression a la suite d'un précompactage du matériau foisonné (2 passes
statiques).

3 - Compactage (environ 10 passes statiques et 20 passes en vibration).

4 - Mesure par nivellement de 1'épaisseur finale de 1a couche.

5 - Equilibrage du pont de Wheatstone.

6 - Essais dynaplaque.

7 - Mise en place de deux plaques d'acier (100 x 60 x 1 cm chacune) i 1'endroit prévu pour la mesure
d'empreinte.

8 - Mise en place du rouleau de facon que la bille s'arréte au miljeu de la plate-forme métalligue.

9 - Mise en place du vérin et du capteur de forces ; mesure du code de la bille correspondant'au P =0.

10 - Mise en place du papier sensible aprés avoir levé la bille et retiré les plaques.

11 - Déchargement progressif du vérin jusqu'a ce que la bille transmette au sol une quantité de charge
fixée & 1'avance.

12 - Mesure du poinconnement de bille.

13 - Marquage, sur le papier, de 1‘'empreinte par pulvérisation de 1'ammoniaque.

14 - Elévation de la bille pour pouvoir retirer le papier.

On remet ensuite une autre bande de papier en dessous de la bille et on répete les étapes 11 & 14 avec
une charge plus grande. Les charges pour lesquelles on mesure la largeur d'empreinte sont les suivantes :

P = (5), 10, 20, 30, (35,5), (40) et (50) daN/cm/1.
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Remargues

a) Les plaques métalliques servent au départ & répartir la charge de la bille sur une surface suffi-
samment grande. Il s'agit d'éviter dans la mesure du possible le poingonnement de la bille avant la mise en pla-
ce du vérin et du papier, et avant qu'on puisse définir un niveau de référence pour la mesure du poinconnement.

b) Afin de réduire au maximum les tassements immédiats et différés du vérin, qui sont nuisibles au
bon déroulement des essais, on le met sur une plate-forme ayant une grande surface de contact avec le sol (tra-
verse en bois ou pidce métallique selon le cas). Par ailleurs, la distance entre 1'empreinte de la bille et celle
du vérin n'étant pas trés grande (120 cm de centre au centre), on a vérifié, au moyen d'un chargement direct du
vérin par trois Test de 250 kg chacun, le tassement sous 1'axe de.la bille. Il en ressort que 1'interaction vérin-
bille en ce qui concerne le tassement est négligeable. Ceci peut s'expliquer par la faible portance des matériaux
choisis qui subissent des poinconnements localisés et irréversibles. Par contre, les charges appliquées au sol
par le vérin influencent légerement la réponse du capteur de pression qui est placé A 1a profondeur de 90 cm sous
1'axe de Ta bille (p1. N° 1). L'aire de contact du vérin avec le sol &tant constante, cette erreur a été corrigée
suivant 1'hypothése de 1'élasticité linédaire.

¢) Sous 1'action de 1'ammoniaque, les parties exposées du papier qui sépare la bille du sol sous-jacent
changent presque immédiatement la couleur. I1 reste par conséquent une bande blanche correspondant 1'empreinte
au milieu des zones bleues (Fig. 3.19). Pour éviter les erreurs dues i la succion de 1'ammoniaque par la partie
intacte, i1 faut marquer, une fois le papier retiré, les limites de deux zones. Ces limites n'étant pas assez
nettes, la précision de 1'opération est toute relative. Il est difficile par ailleurs -d'évaluer les erreurs de
mesure relatives A 1'incertitude sur la d&termination de la fronti2re entre les deux zones. A notre avis, les &carts d

mesure de la largeur d'empreinte, relatifs A ce facteur, varieraient entre -3 et +3 cm.

Papian. Sensible —

Fig. 3.9 - Schéma de 1'empreinte bille-sol
"enregistrée" sur le papier N

sensible, (voir photos en
- —
\\
P

Annexe N° 1).
-

2,40 oun. 2,20 m™ |
1

L'empreinte ainsi enregistrée forme une bande étroite plus ou moins réguligre dont les parties les plus
irrégulitres se trouvent en général aux deux extrémités de sa longueur (sur - 15 cm & chaque c6té) en raison
d'effets de bords.

Les irrégularités concernant la largeur de 1'empreinte "enregistrée" résultent d'une part de la non-homo-
généité du matériau et d'autre part des irrégularités de 1'8paisseur de la planche, celles-ci diminuant sous
1a charge des plaques métaliiques.
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La valeur retenue pour la largeur d'empreinte est la moyenne arithmétique de 19 mesures : une mesure
tous les 12 cm environ de la longueur de bande. A titre indicatif, nous donnons dans le tableau 3.4 les moyennes
les écarts type et les valeurs extrémes des valeurs mesurées de la largeur d'empreinte sur les planches N° 3
(Limon w = 13 %) et N° 4 ((Limon) + grave D1).

Charge statique appliquée .
(daN/cm/1) 10 20 30 3
. Im (cm) 11,1 13,9 15,7 17,7
Planche N° 3 g (.") , 1,4 1,7 1,8
Imin-1max 8,7 - 13,7 11,0 - 16,0 13,2 - 18,2 15,1 - 20,6

m Ecm) 10,0 +5 13,1 17
Planche N° 4 g™ 2,7 2,1 1.9 2
Imin - Tmax 6,2 - 15,3 8,4 - 14,6 10,5 - 17,0 12,3 - 21,4

Tableau 3.4 - Moyenne, écart type et fourchette des valeurs mesurées
de la largeur d'empreinte.

On notera que la valeur indiquée pour la charge par unité de génératrice de la bille est une grandeur
moyenne et qu'en réalité la distribution.de la charge sur la section longitudinale de 1'empreinte n'est pas né-
cessairement uniforme mais les pression maximales se trouveraient aux deux extrémités de Ta bille en raison de
la grande rigidité de cette derniére par rapport au matériau sous-jacent.

d) Les auscultations des planches au moyen de la dynaplaque ont donné les résultats suivants :

coef. de Restitution (R) =  E4(kPa)

Planche N° 1 (grave D1) 6,61 ~ 80 Q00
" N° 2 (limon w = 17,3 %) 0,12 -~ 10 000
" N3 (" w=13 %) 0,22 - 20000
" N° 4 (limon+grave D1) 0,35 -~ 30000

Notons que la courbe d'étalonnage de 1'appareil n'est suffisamment précise que pour les valeurs du coef-
ficient de restitution comprises entre 0,10 et 0,60. Toutefois, les résultats des essais de plaque (¢ = 600 mm),
réalisés en 1972 au C.E.R. sur les planches de grave et de limon dont les caractéristiques sont tras proches de
celles des planches N°*1 et 2 ont donné des modules de déformabilité Evz presque égaux aux modules ci-dessus
(Ed = 80 000 et 10 000 kPa).

e) Les capteurs de pression sont placés sous 1'axe longitudinal de 1'empreinte (le long duquel la bille
entre en contact avec le sol) et au voisinage ou sous son axe transversal.

f) Dans le cas de la planche N° 2, sous 1'action du compactage, ces capteurs avaient subit d'importants
déplacements et rotations rendant impossible 1'interprétation des signaux enregistrés. Par ailleurs, nar suite

d'une d&fajllance de la Tiaison capteur-nont, la nression en fond de couche das nlanches 3 et 4, n'a pu étre enre-
gistrée.
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g) Le dépdt de limon situé en dehors du site propre, ayant été humidifié de facon excessive par
Ta pluie (w = 17 %), on a dd, pour obtenir une couche plus compacte que celle de 1a planche N° 2, décompacter
cette derni2re par le rotovator et la déssécher i 1'aide d'un appareil de chauffage au fuel (Master).

h) Vu 1'irrégularité de 1'empreinte marquée et les erreurs de détermination de ses limites, il est
pratiquement impossible de faire des essais avec des charges inférieures & 5 daN/cm/1.

3.3.7 - Les résultats des essais

1 - Pression induite.

Les Figs. 3.10, 11 et 12 illustrent 1a variation en profondeur de la pression verticale maximale pour
différents types de chargement : bille en repos pendant une passe statique et pendant une passe en vibration.
Bien que le nombre de capteurs utilisés ne soit pas assez grand, et méme suffisant dans les cas des planches
N°* 3 et 4, les courbes obtenues laissent apparaitre que : :

- sous 1'action du roulement les pressions induites augmentent d‘'environ 30 % par rapport au cas de la
bille stationnaire, que la bille soit motrice (pl. N° 1) ou non (pl. N°¢ 3 et 4).

- sous l'effet de la vibration, les pressions augmenfent d‘environ 50 & 300 pour cent par rapport a la
passe statique. Par ailleurs, 1'écart entre les pressions “statique" et “"dynamique" augmente avec la profondeur.

- quelle que soit la profondeur, les pressions mesurées sur 1a planche N° 4, qui est construite en ajou-
tant une couche de 25 cm de grave D1 sur le limon de la planche N° 3, sont supérieures & celles de 1a planche N° 3.

La variation des pressions induites avec la charge appliquée (bille stationnaire), correspondant aux plan-
ches N°* 1, 3 et 4, est indiquée par les Figs. 3.13, 14 et 15. En comparant les courbes obtenues on constate
que d'une manigre générale, la pression, A toute profondeur, est une fonction non-linéaire de Ta charge appliquée
-ceci est illustré & titre d'exemple pour z = 20 cm sur la Fig. 3.16-.

Pour une charge donnée, l1a pression induite & de faibles profondeurs (z < 30 cm) est d'autant plus gran-
de que le module de Ta planche est plus élevé. Cela n'est pas le cas a partir d'une certaine profondeur car le
gradient des pressions en fonction de la profondeur, gui décroit avec la profondeur, varie d'une planche a 1'au-
tre. Ces deux phénoménes pouraient étre expliqués par la variabilité de 1'aire de contact en fonction d'une part
de la charge appliquée et, d'autre part, du module de déformabilité de la structure sollicitée.

Le nombre insuffisant des capteurs ne permet pas de conclure de fagon significative sur la variation
des pressions dans 1a planche N° 4 et sur sa discontinuité 3 1'interface de la grave et du limon.

2 - Déflexian au centre de 1'empreinte.

La liaison entre la charge appliquée par unité de longueur p' et le poingconnement de la bille est indi-
quée par la Fig. 3.17. On constate que dans le domaine des charges appliquées, la convexité de ia courbe de la
planche N° 1 est toujours vers le haut alors que celle de la courbe de la planche N° 3 est vers le bas.

[
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Mais . la planche N° 4 dont le module & la dynaplaque se trouve entre ceux desdeux planches précédentes a une
réponse intermédiaire : en début de chargement elle est similaire & celle de 1a planche N° 1 (grave D1) mais

a partir d'une certaine valeur de charge, elle change sa convexité et prend 1'allure de la réponse de la plan-
che N° 3, Ceci signifie que la réponse en déflexion du bicouche grave-limon est dominée au départ par celle

de la couche supérieure mais & partir d'un certain niveau de charge, c'est la déflexion de la couche inférieure
(1imon) qui devient la plus importante.

. 12 . . . .
La variation de¥déflexion en déchargement, mesurée sur la planche N° 4, montre qu'il existe une cer-
taine déformation irréversibie (et/ou différée) & la fin du déchargement.

3 - Largeur d'empreinte.

Les variations de la largeur d'empreinte avec la charge appliquée sont présentées Sur la Fig. 3.18.
On note que les valeurs mesurées, qui sont en réalité les longueurs des arcs de contact, sont assez petites par
rapport au diamétre de la bille (150 cm) et on peut donc les confondre avec leurs projections dans le plan hori-
zontaf, 1'erreur maximale &tant inférieure & 3 %. .

En principe, les points relatifs & une planche donnée doivent se trouver sur une courbe réguligre ayant
1'origine des coordonnées pour point de départ. Mais comme on le voit sur la figure, dans le domaine des valeurs
mesurées, la courbe la plus proche n'est qu'une portion de droite dont la direction ne passe pas par 1'origine.
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Fig. 3.18 - Largeur d'empreinte en fonction de la charge statique appliquée -
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L'examen de ces données expérimentales montre que d'une manigre générale :

- la largeur d'empreinte croit trés rapidement dans le domaine des charges dont la limite supérieure
serait inférieure 3 5 daN/em/1, celle-ci étant la charge la plus petite pour laquelle la mesure & pu étre ef-
fectuée.

- la pente des droites expérimentales varie légérement avec 1'inverse du module dynamique.

- quel que soit le matériau, la largeur d'empreinte correspondant a une charge donnée diminue avec
1'augmentation du module Ed. Par exemple, bien que la densité moyenne de la couche supérieure (grave D1) de la
planche N° 4 soit presque égale a celle des 30 cm supérieurs de la planche N° 1 (grave D1), la largeur d'emprein-
te sur la premigre est toujours supérieure & celle de la deuxiéme. Etant donné gue la couche inférieure de la

Congiidrue d . :
planche N° 4 est¥viin matériau peu résistant (1imon : Ed 20 000 kPa), on peut conclure gue, comme le module de
dynaplaque, la largeur d'empreinte varie en fonction non seulement des caractéristiques mécaniques de la partie
supérieure du matériau, mais en plus de la déformabilité globale de la structure sous-jacente.

3.4 - Solution analytigue

Le probléme du contact entre les corps déformables occupe une place importante aussi bien dans le do-
maine des mathématiques appliquées que dans celui des sciences de 1'ingénieur. En génie civil, i1 concerne les
fondations, les éléments de soutgnement, les structures géologiques, etc.

Une solution complete du probléme d'interaction en élasticité consiste en général a déterminer la
géométrie de.la surface de contact et la distribution des contraintes dans cette surface. De 1& 1'état élastique
de chague corps sera calculé selon ses caractéristiques.

L'analyse de 1'interaction entre les corps élastiques a &té développée dans trois domaines distincts :

1

L'interaction entre les corps élastiques : la géométrie de la surface de contact est inconnue.

2 - L'interaction entre un milieu élastique et un corps rigide : i1 s'agit des cas ol la surface de
contact est a priori connue et reste constante pour toute valeur de la charge appliquée.

3 - L'interaction entre un corps élastique et un é1ément structurel simple : i1 s'agit de cas particu-
liers ol le comportement d'un des deux corps élastiques peut étre schématisé par celui d'un élément simple tel
qu'une poutre ou une plaque.

11 est évident que le probieme de 1'interaction bille-sol (en élasticité) se situe dans le premier
domaine ci-dessus, méme si 1'on considere la bille comme un corps rigide.

Historiquement le probiéme du contact entre deux corps élastiques di & une force normale fit abordé
en premier par Hertz en 1881 ; mais comme 1'a souligné Solomon, la plupart de ses résultats, y compris la
solution du probleme du poincon & base elliptique et la suggestion d'utiliser cette solution -dans le probizme
du contact des corps lisses, ont &té obtenus simultanément par Boussinesq.

L'idée de base consiste a assimiler les corps en contact 2 des demi-espaces ; ce qui permet d'examiner
leur comportement au voisinage de la zone de contact, moyennant les résultats connus de 1'étude du probleme de
Newmann pour le demi-espace élastique ( solution de Boussinesq; ...). L'hypothése de contact 1isse raméne le

probléme & celui de la transmission des contraintes normales, inconnues, réparties sur un domaine lui aussi in-
connu. Le probleme de contact entre des structures semi-infinies viscoélastiques et les corps élastiques reposant

sur ces structures est résolu par M. Frémond (1971) [33].
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Le probleme du contact tridimensionnel sans frottement (charge extér%eure normale et centrée) de deux
corps élastiques parfaitement lisses est expliqué d'une facon exhaustive par Solomon dans son livre : "Elasti-
cité linéaire" [108] . L'auteur présente de nombreuses solutions, accompagnées de multiples références biblio-
graphiques précises, relatives aux poincons & base plane elliptique et non elliptique et aux contacts parabo-
lo7daux de deux corps élastiques.

Pour le contact paraboloidal (1a surface de contact est une ellipse), on résout le probléme a 1'aide
d'une deuxieme hypothése (solution de Hertz) qui consiste & supposer que la distribution des contraintes norma-
les dans la surface de contact est un demi-ellipsoide construit sur/1'ellipse de contact (a, b étant les demi-
axes dans le plan xy) :

P (g, n) = qo 1 -2 - -agE € a
a? b?
-bgn < b

On trouve la solution de ce probléme dans la plupart des ouvrages classiques sur 1'élasticité ou la
résistance des matériaux (Théorie de 1'élasticité de Timoshenko (1948) [109]Théorie de 1‘'élasticité de Landau
et Lifchitz (1967) [104 Jet Résistance des matériaux de Courbon (1971) [100]).

Le probiéeme du contact entre deux cylindres le long d'une génératrice commune a &té étudié : soit
comme un probleme plan et par les méthodes propres aux problemes bidimensionnels (I. Chtaerman ; L. Galine :
cités dans [108}; et Mouskhélichvili (1953) DOS} ; soit comme un cas particulier du contact paraboloidal ou
le rapport £ tend vers 1'infini (A. Dinnik ; N. Béliaev : cités dans [108]).

Ce probléme, quelle que soit la méthode d'approche, n'est résolu qu'en déformation plane, ceci ayant
pour inconvénient de rendre indéterminé le rapprochement de deux cylindres. Cet inconvénient constitue en fait
la caractéristique paradoxale des solutions en déformation plane, qui présentent des difficultés pour ce qui
est de la détermination des déplacements ((108]p. 605).

Bornons nous aux résultats : si 1'axe des y est perpendiculaire au plan de la Fig. 3.20 et P' la char-
ge. par unité de longueur, la largeur de la surface de contact entre deux cylindres est donnée par 1a formule
suivante :

- 4 P' (ki + k,) Ry R, .
122 ARl kiR (3.3)

ol R et R, sont les rayons des cylindres et :

R E S B G (3.4)
1"TE1_" Z_TEZ—’ .

La distribution semi elliptique des pressions donne la pression au centre :

L 4P

w1

Qo (3.5)
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Si 1'on attribue ilun des cylindres-une rigidité trés grande, on obtient €n remplacant 1‘autre par un
semi-espace (Fig. 3.2) : '

Go 3 [ —— (3.7)
(1= v1) R

connaissant q, et 1 on peut calculer la tension

en tout point du semi-espace. Ce calcul (de Fig. 3.18
Béliaev et rapporté dans [104) montre que le

point qui supporte la contrainte de cisaille-~

ment maximale est & une certaine profondeur

sur 1'axe des z. La figure 3.21 représente la variation des contraintes suivant la profondeur du point considéré
pour v = 0,3. Le cisaillement maximum se produit & la profondeur 2 = 0,39 1 et sa grandeur est 0,304 q, ol

T
Go = 0,418 V;ERE . Le cisaillement maximum 3 la surface de contact (x = 0) est egal & 0.2q0-
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Fig. 3.20 - Variation des contraintes sur 1'axe des z du semi-espace élastique, (7108]).
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Les hypotheses simplificatrices qui nous permettraient d'utiliser la solution analytique ci-dessus
sont les suivantes :

-- 1a bille est indéformable,
- le sol forme un semi-espace élastique,

Ta longueur de 1'empreinte est trés grande par rapport & sa largeur (par ex. %—) 10),
- la charge extérieure est normale a la surface libre du massif et passe par 1'axe du cylindre,

le contact est lisse.

Notons que la prise en compte du frottement pose des probleémes théoriques importants. Si par exemple
la loi de frottement est celle de Coulomb, on voit que dans la surface de contact i1 faut avoir des portions
dans lesquelles les points desdeux surfaces sont entrainés ensemble dans la déformation, et des portions ol
les surfaces glissent 1'une sur 1'autre. L'effet de frottement se traduit par une réduction du poinconnement
et des déflexions. Dans le cas des fondations superficielles, les calculs numériques réalisés ont mis en évi-
dence que la diminution du tassement réversible due au frottement est inférieure 3 9 % (Selvadurai (1979) |80:
p. 9).

Une étude sur le frottement entre une sphére et un semi-espace élastiques, menée par C. Levy & 1'aide
du programme Rosalie (L.C.P.C.}, montre que la variation de 1'aire de contact sous 1'effet du frottement par
rapport au contajt Tisse est négligeable (Levy (1980) {S5]).

Selon 1'Eq. 3.6 la largeur d'empreinte est proportionnelle & la racine carrée de P' et de R mais elle
diminue avec la racine carrée du module d'Young. En revanche, les contraintes maximales exercées augmentent avec

E. Ainsi une augmentation du module d'Young a pour effet de diminuer la largeur d'empreinte et d'augmenter les
contraintes maximales tout en diminuant les contraintes en deca d'une certaine profondeur (voir Ja Fig. 3.33).

Afin de comparer les résultats expérimentaux avec ceux de la théorie de 1'élasticité, les courbes de
la variation de la largeur d'empreinte en fonction de la charge appliguée par unité de la longueur du cylindre,
relatives aux deux cas, sont représentées Sur la Fig. 3.21.
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Fig. 3.21 - Largeur d'empreinte en fonction de la charge statique appliquée, comparaison des
courbes expérimentales et analytiques.
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Les constantes élastiques choisies pour les modeéles mathématiques sont les modules mesurés par 1'essai
dynaplaque et le coefficient de Poisson choisi arbitrairement égal & 0,3 quel que soit le matériau. On notera
que les variations du coefficient de Poisson ne modifie gudre la largeur d'empreinte ainsi que les tensions ap-
pliquées au massif (Eq. 3.6 et 3.7).

On constate que quelle que soit la planche considérée 1la largeur mesurée est beaucoup plus grande
que la valeur donnée par le modéle élastique correspondant. Dans le domaine des charges appliquées, compris
entre P' = 10 et P' = 50 daN/cm, le gradient de la courbe expérimentale est 1égérement supérieur & celui de la
courbe théorique correspondante.

Approximativement, les courbes expérimentales peuvent étre obtenues par de simples translations des
courbes théoriques (10 < P' < 50) dans 1a direction de 1'axe des empreintes.

Nous avons par ailleurs tracé la courbe théorique relative & E = 3 500 kPa dont la largeur d'empreinte
correspondant 2 P' = 20 daN/cm/1 est égale & celle, mesurée, du limon de la planche N° 3. On voit que les
courbes expérimentales des planches N® 1, 3 et 4 se trouvent & peu prés entre les deux courbes théoriques rela-
tives @ - L = 3 500 et 10 000 kPa. Autrement dit, si le comportement des matériaux concernés était élastique
1inéaire, leurs modules d'Young devraient se situer entre les deux valeurs ci-dessus. Ceux-ci étant trop petits
(enrivon 8 fois plus petits) au regards des valeurs mesurées par la dynaplaque, i) est clair que le modéle élas-
tique précédent ne représente pas le comportement réel des planches d'essais en ce qui concerne les variations
de 1'aire de contact.

Compte tenu du fait que le rapport % des empreintes enregistrées est assez grand (supérieur 3 10 pour
les planches N® 1, 3 et 4) et que 1'influence des déformations en direction de la longueur se limite 3 moins de
1/10¢8 dekﬁongueur-dechaque c6té de la bille, i1 est évident que 1'hypothése de déformation plane ne peut pas étre
& la base des écarts constatés, i1 en est de méme pour ce qui est de 1'hypothése de contact lisse. Les résultats
d'un calcul par la méthode des éléments finis que nous avions faits antérieurement aux essais en ytilisant Te
programme Rosalie (§ 3.5) montraient qu'effectivement le réle de ce dernier paramétre était tout a fait négli-
geable.

L'importante discordance . qui existe entre le modele élastique et les essais en ce qui concerne 1'ac-
croissement rapide de 1'aire de contact au début du chargement de la bille, et le fait que nous avons pu mesurer
sur la dernigre planche une certaine défiexion permanente & la fin des mesures, nous ont amenés & supposer que
les écarts entre les valeurs mesurées et calculées de la largeur d'empreinte résultent de-déformations "plasti-
gques" du matériau qui se produisent au début de 1'application de la charge et, surtout, dans la partie super-
ficielle oli les contraintes sont les plus élevées. Dans ce cas, le probléme posé est celui du contact élasto-
plastique ou, plus précisément, du poinconnement d'un cylindre rigide dans un semi-espace dont les parties subis-
sant des déformations irréversibles sont Timitées et contenues & 1'intérieur des zones élastiques. I1 s'agit
d'un probléme non résolu par des méthodes analytigues.
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3.5 - Etude par la méthode des éléments finis du contact bille-sol en élastoplasticité

La recherche de modéles théoriques pour les planches expérimentales coincidait avec la mise au point
d'un sous-programme, entreprise par A. Barbas (1981) [6] au L.C.P.C., qui, par le couplage de deux sous-program-

mes d Programme Rosalie, visait a résoudre au moyen de la méthode des éléments finis les problemes relatifs au
contact des corps élasto-plastiques.

On a donc pu réaliser, avec A. Barbas; une étude numérique pour, d'une part, établir, & 1'aide de la
méthode des éiéments finis, un modeéle théorique pouvant expliquer les résultats des essais'antérieurs , et
d'autre part pour essayer, en résolvant un probleéme typique de contact en élasto-plasticité pour lequel on dis-
pose d la fois d'ume solution analytique en élasticité pure et _- de certaines données expérimentales
non explicables par cette solution, le fonctionnement du programme avant sa mise en application définitive.

a) Programme Rosalie

Le programme (ou systéme) Rosalie est un ensemble de programmes de calcul par la méthode des éléments
finis. La version actuelle de ce programme est évolutive et tient compte des développements les plus récents des
méthodes de calcul et de }'informatique. Les domaines d'application de ce programme sont les suivants :

- &lasticité, élastoplasticité, viscoélasticité, grandes déformations, dynamique, études des milieux
discontinus ;

- les &coulements en milieu poreux ou fissuré, avec ou sans surface 1ibre, en régime permanent ou tran-
sitoire ; '
- les répartitions de température en régime permanent ou transitoire ;

- les couplages, c'est-d-dire la thermoé&lasticité ou la consolidation, pour les problémes plans, &
symétrie de révolution et tridimentionnels.

Le systéme Rosalie comprend aujourd'huid

- 16 sous-ensembles appelés "Groupes" dont chacun couvre un certain domaine de problémes (massif, pou-
tres, cogues, etc.) ;

- 3 modules de maillage ;

- un systéme de vérification du maillage et des données du calcul, appelé Test, composé de 16 modules
correspondant aux 16 groupes ;

- un programme de sorties des résultats sous forme graphique, Trace, composé également de 16 modules.

La structure de 1'ensemble des différentes parties du programme Rosalie est représentée par le schéma de

la Fig. 3.22. Pour plus de détails voir Guellec (197€) [38], Guellec, Humbert, Ricard (1976) [40]et Guellec,
Ricard (1974) [41].

Les problémes de contact sont traités par le groupe 5 du programme Rosalie.
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MAILLE
MAPLAN MATRID MACOPO
module module module
plan tridimensionnel structure
Groupes Groupes Groupes
1, 3,5,6,7 2,4,10 8, 12, 14
9,15, 16 11, 13
mauvais maillage

TEST groupe n°t
bon maillage

dessins des résultats de Test
impression, perforation

CALCUL groupe nef

[~ sorties imprimées et éventullement perforées ou écrites
sur un support magnétique.

TRACE groupe n°§ — sorties graphiques

Fig. 3.22 - Schéma de la structure du Programme Rosalie [38] -

b} Structure du Groupe 5

Le sous-ensemble "Groupe 5" traite les domaines suivants (en petites déformations)

élastoplasticité ;

viscoélasticite ;

contact (décollement-frottement) ;-
dilatance ;

dynamique pas & pas (massifs).

Le domaine d'application du Groupe 5 se limite actuellement aux problémes plans ou & symétrie de révo-
Tution et aux cas des miTieux isotropes. I1 est composé .- des modules suivants :

- Maplan et Map qui permettent de faire des maillages automatiques dans tous les domaines d'application.

- Test 5, qui vérifie le maillage et les données du calcul. 11 assure un calcul numérique exact.

- Groupe 5, qui comprend les sous-programmes concernant la gestion du calcul comme 1'organisation des
données, calcul et stockage de 1a matrice de rigidité globale.

- Plan 5 et Axis 5, qui regroupent les scus-programmes suivant que le probléme traité est plan ou &
symétrie de révolution.

- Calecul 5, qui regroupe les sous-programmes correspondant & la résolution numérigue.

- Trace 5, qui exécute les sorties graphiques.



Les éléments utilisés par Groupe 5 pour le massif sont des triangles & 6 noeuds, T6, ou des quadrilaté-
res & 8 noeuds, Q8. Ce sont des &1éments isoparamétriques avec interpolation quadratique pour les déplacements
(u et v). Groupe 5 utilise aussi des é&léments de continuité & deux noeuds, CTl, et des éléments raidisseurs 3
3 noeuds,

11 convient de noter que le programme Rosalie utilise le "modéle déplacement" et que la minimisation
de 1'énergie potentielle du systéme étudié permet de résoudre 1'€quation matricielle ci-dessous pour déterminer
les déplacements inconnus des points de maillage.

[F} = [R]. [V (3.8)

ot [F] est le vecteur des forces généralisées ;
[R] est la matrice de rigidité généralisée ;

[U] est le vecteur des déplacements généralisés.

En ce qui concerne les problémes de contact, le sous-programme initial (Frotta), créé& en 1977 par
R. Frank, P. Guellec et P. Humbert, ne traitait que des corps &lastiques. Ce programme a &té modifié et couplé
avec le sous-programme modélisant le comportement élasto-plastique de massifs (PLASTO) par A. Barbas au cours
de 1'anpée 1980. En effet, le probléme de contact bille-sol &lastoplastique a &té un des premiers problémes trai-
tés dans le domaine de contact des corps élastoplastiques par le Groupe 5 du programme Rosalie. Pour toute pré-
cision concernant les algorithmes "FROTTA" et "PLASTO" ainsi que les sous-programmes de couplage (IFROPL), voir
la thése de A, Barbas (1981) [6]. :

Nous nous limitons ici & rappeler certains points essentiels relatifs au fonctiennement du sous-pro-
gramme utilisé :

Ces lois de comportement sont définies dans le cadre de la plasticité, d'une part par les critéres de
contact et d'autre part par les lois d'écouiement. L'état de glissement est donné par le critére de frottement
de Coulomb :

ft] = c +otge =0
avec ¢ : la cohésion,

¢ : 1'angle de frottement,

l7]: 1a contrainte tangentielle & la discontinuité,
o : la contrainte normale & la discontinuité (positive en traction).

Pour des points en état collé ou de glissement on doit vérifier :

ou re est la résistance a la traction.

L'état de décollement est donné dés que ¢ = s et on doit alors vérifier ¢ = © = 0.
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Si e critare de Coulomb est atteint, on n'autorise que des déplacements relatifs tangentiels su, et
les déplacements relatifs normaux av sont nuls. Si le critére de résistance la traction est atteint, il y a
décollement et Je déplacement relatif au est quelconque, alors que le déplacement relatif av a un signe imposé,
indiquant que les domaines s'éloignent 1'un de 1'autre. L'interpénétration étant interdite, le contact est dit
“ynilatéral” (voir Frémond (1980) [34!} Les lois d'écoulement sont donc non associées par rapport aux critéres
de plasticité et le potentiel plastigue est celui de 1'interface lisse avec décollement (voir Salancon (1978) [MW]}.
La figure 3.23 indique ces deux critéres ainsi que les directions de déplacements au et av.
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Fig323 - Critere de frottement de Coulomb avec
résistance 2 la traction le long d'une
discontinuité.

Eléments de continuité

Pour modéliser la discontinuité entre deux corps en contact, on dédouble les noeuds le long de la dis-
continuité et on associe 2 chaque noeud du milieu M1 "son double” du milieu M2 pour former un élément de conti-
nuité (Fig. 3.24). A chaque élément de continuité, on attribue une "épaisseur” qui est égale 2 la distance ini-
tiale de deux points considérés. Ces éiéments sont en effet des ressorts trés rigides de longueur nulle qui
imposent la continuité de déplacements pour les noeuds dédoublés qui se trouvent effectivement en contact.

Fig. 3.24 - Eléments de continuité et forces de contact [38].
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“Critére de contact

Les différents critéres utilisés sont traduits en termes des forces nodales, par conséquent, c'est
1a continuité des forces que 1'on assure aux noeuds en contact. On peut donc écrire :

I - Critére de résistance 3 la traction :

F.. =

N1 FN2>-rS

t

ou S est 1'aire de la surface d'influence d'éléments dépendant du type d'éléments du massif utilisé et re est
la résistance unitaire & la traction.

Il - Critere de frottement de Coulomb :

Frpl Cles «Fytg!

II1 - Le caractére unilatéral du contact impose que pour les joints décollés 1'on ait :

v == v Ke
1 2

\

oU e est 1'ouverture initiale du contact.

Ces critéres en termes de forces et ae déplacement sont schématisés par les Fig. 3.25 et 3.26 ; §38].

Fy glissement
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Fig. 3.25 - Comportement dans la direction rig. 3.26~ Comportement dans la direction
normale : a) joint & ouverture tangentielle.

\ initiale nulle, b) joint & ou-
verture initiale e.

IV - 11 faut définir enfin 1a loi de glissement (avec frottement) qui s'applique uniquement aux points qui
glissent 1'un par rapport 3 1'autre. Elle impose la forme de contact tangentielle égalé 3 la force de frottement
limite de Coulomb :

Fy = FTZ = ¢S + FN tgé
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- Exemple : modélisation de 1'ensemble bille-sol 3 1'aide des &léments de continuité.

Cette méthode nous permet de schématiser 1'ensemblie bille-massif du sol par le modéle de la Fig. 3.27
dans lequel la bille (supposée indéformable) est représentfe par une bande rectangulaire de longueur &gale &
celle du modéle du sol. Par ailleurs, pour assurer la rigidité de cette bande, on introduit des &léments de
continuité entre les points supérieurs interdisant tout déplacement relatifs de ces points. (voir § 3.5.2).

En fait, 11 n'est pas possible d'attribuer un module d'élasticité trés important au modéle de la bille
‘ 5
car, dans les cas ol le rapport entre les modules d'élasticité de la bille et du sol dépasse la valeur de 10 ,
le programme de calcul ne fonctionne plus normalement.
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Fig. 3.27 - Applications d'éléments de continuité dans la modélisation
de 1'ensemble sol-cylindre rigide.

)

Le probléme que nous traitons est en déformations planes et présente un plan de symétrie en absense
des forces extérieures horizontales et des moments par rapport & 1'axe de la bille. Ainsi, 1'axe de Ja bille
est situé dans le plan de symétrie - Fig. 3.27.

Suivant 1'état de contact de 1'&1ément considéré, on impose deux, une ou aucune continuité de dépla-
cements. Ainsi, pour les éléments de contact que 1'on considére comme 1iés, on impose Ta continuité des dépla-
cements suivant Tes axes locaux T et N (Fig. 3.24); pour les &léments considérés en &tat de décollement, on
n'impose aucune continuité et, enfin, pour les &léments qui glissent, on impose seulement la continuité@ de
déplacements suivant 1'axe N. Ainsi, dans le cas de contact bille-sol, on impose la continuité de déplacements
suivant les axes T et N uniquement pour le point situé sur 1'axe de symétrie qui est le point de contact initial.
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Le sous-programme PLASTO applique les critéres de plasticité suivants :

- critére de Tresca,

- ¢critére de Coulomb,

- critére de Von Mises (avec écrouissage),
- critére de Drucker et Prager,

- critére parabolique.

Les Tois d'écoulement relatives & ces criteres sont les lois associées.

o . . la . L
Dans 1'annexe N° 2, nous donnons une bréve introduction sur la théorie deéVvplasticité ainsi que sur
la formulation mathématique des critéres ci-dessus.

Pour résoudre 1'équation matricielle de 1'équilibre du systéme soumis aux charges extérieures,
le calcul se déroule suivant un processus itératif, partant de 1'état initial de contact. A chaque itération,
sont vérifiés, d'une part, les critéres de contact, c'est-d-dire ceux de glissement, de décollement et de recol-
lement et, d'autre part, les critéres de plasticité en tout point des massifs en contact. Par ailleurs, la réso-
lution des égquations non-linéaires de 1'équilibre des massifs &lastoplastiques se fait, & chaque itération, par
une méthode incrémentale (méthode des contraintes initiales) dont le nombre d'incréments est en général inférieur
d 5. Si les critéres de contact ne sont pas satisfaits, le programme corrige, selon le cas, les forces de contact
et (ou) la matrice de rigidité pour commencer 1'it&ration suivante.

- L'itération

Si la charge appliquée entraine des modifications trop importantes du contact, i1 est souvent nécessai-
re de la décomposer en plusieurs incréments, pour diminuer le nombre d'itérations et favoriser la convergence.

- Tolérance

Le nombre d'itérations dépend de la tolérance maximale que 1'on choisie pour la convergence des critéres
de contact et de plasticité. Pour le premier nous avons choisi la valeur de 0,001 et pour le deuxiéme 0,01.

Notons enfin gue, en rajson de 1a complexité des problémes de contact dans lesquels les forces d'inté-
raction et la surface de contact sont inconnues, et de la non-lin&arité du comportement des massifs &lastoplasti-
ques la méthode numérique c¢i-dessus comprend de nombreuses corrections de la matrice de rigidité globale du sys-
téme et des forces d'intéraction et, par conséquent, nécessite un temps de calcul considérable.
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3.28 - Schéma de la planche n® 3
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Les schémas des problémes & résoudre sont indiqués sur la Fig. 3.28. Le contact initial s'établissant
sur une génératrice de la bille, i1 s'agit de calculer pour chaque planche la variation de la largeur d'empreinte
en fonction de la charge appliquée & 1'interface.

Le rapport entre la longueur et la largeur de 1'empreinte étant suffisamment grand (-~ 10), 1'hypothese
de déformation plane a été retenue ; par ailleurs, en 1'absence de toute force horizontale, le probigme est sy-
métrique par rapport au plan vertical passant par 1'axe du cylindre.

La modélisation a &té faite & 1'aide de deux maillages différents : 1'un destiné aux planches N° 4 et
N° { (384 points, 99 éléments Q8 et 68 éléments de continuité CT1), 1'autre aux planches N° 2 et N° 3 ; mais, le
procédé du calcul automatigue étant trés long -donc cher- dans le cas du matériau frottant, on s'est limité fina-
Tement au cas de la planche N° 3 (limon, W - 13 % Ey =20 MPa) dont le maillage correspondant est indiqué par la
Fig. 3.33. 11 a 291 points, 77 éléments de type quadrilataire a 8 noeuds (Q8) qui modélisent la couche de Timon
et la bille, et 45 é1éments de continuité (éléments & 2 noeuds CT1). L'hypothése d'indéformabiiité de la bille
nous permet de la schématiser par une bande dont 1a longueur est &gale a celle du modéle du massif (§ 3.5.1.c).

La limite latérale du modele étant suffisamment loin de la zone de contact, les déplacements imposés
sont nuls. En ce qui concerne 1a limite inférieure, qui est, en effet, 1a limite entre le limon et la base de 1la
fosSe (grave compacte), supposée comme étant semi-infini, nous avons évalué, & 1'aide d'un calcul en élasticité
pure, 1'influence de sa déformabilité. Sur la réponse du modéle, en supposant un modele de Winkler pour le massif
semi~infini : on constate que les erreurs introduites en considérant la limite inférieure indéformable (u = v = 0),
par rapport au modéle doté de ressorts a sa base, n'atteignent pas 3 %. On a donc imposé les déplacements nuis &
Ta base.
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De la méme maniére, les résultats de deux calculs en élasticité pure, 1'un pour le contact lisse
{c et ¢ = 0), 1'autre pour le contact avec frottement (c = 0 et ¢ = 25°), ont démontré que 1'influence du frot-
tement sur la variation de la largeur d'empreinte est négligeable (indécelable par le modéle discret). La seule
différence significative est la distortion des isocontraintes au voisinage de 1'aire de contact (jusqu'a 10 cm
environ de profondeur) sous )'effet des tensions tangentielles. Dans le cas du massif élastoplastique, 1'intro-
duction du frottement augmente considérablement le nombre des itérations, ce qui nécessite un temps de calcul
nettement plus élevé que dans le cas du contact sans frottement. Toutefois un calcul avec un incrément de
chargement a pu &tre fait selon lequel 1'influence du frottement sur la largeur d'empreinte &tait négligeable.

Notons enfin que 1'erreur maximale due & la seule discrétisation de 1'aire de contact est de 1,5 cm.

Quant au choix des critéres de plasticité, les remarques suivantes s'imposent :

- premiérement, on ne dispose pas de résultatsd'essais en laboratoire définissant la fonction de charge,
les lois d'écoulement et d'écrouissage propres au matériau utilisé ; la détermination de ces caractéristigues
nécessite d'ailleurs un travail délicat et long dont les précisions exigées seraient disproportionnées par
rapport 4 celles des essais en vraie grandeur réalisés .

I

- deuxiemement, le limon de la planche N° 3 est un sol non saturé (S = 88 %) et soumis & un chargement
relativement lent (§ 3.2). Or les seuls résultats d'essais en laboratoire dont on dispose sont Ses caractéristi-
gues intrinsdques déterminées au moyen des essais triaxiaux consolidés non drainés (§ 3.3).

Ainsi, faute de données précises concernant le comportement éiastoplastique du matériau, on a di essayer
différents critéres et paramétres dans le but de parvenir & un modéle gqui expliquerait au moins qualitativement
les résultats expérimentaux précédents.

Pour la bille, on impose un comportement élastique trés rigide dans tous les calculs :

Module d'Young, E = 2.10° MPa
Coefficient de Poisson, v = 0,25.

Les parametres élastiques du sol sont les suivants :

E

Y

20 MpPa,
0,35 {choisi approximativement)

le sous-programme IFR OPL1 a été choisi.

Dans une premiére étape, un calcul en élasticité et trois calculs en é&lastoplasticité ont été effectués.
Les critéres et paramiétres correspondants sont les suivants :

1. Critére de Coulomb avec ¢' = 30° et ¢' = 45 kPa.
2. Critere de Von Mises avec ¢ = 45 kPa (K = 2‘; )

3. Critere de Von Mises avec cy= 35 kPa.
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Ensuite nous avons essayé le critdre de Drucker avec ¢’ = 10 kPa et ¢ = 16,59 _

. - Tm A e R . . —

~—

Enfin un calcul pour un seul incrément de charge et utilisant le critére de Von Mises avec écrouis-
sage (cu = 35 kPa et coefficient d'écrouissage = 0,27 (tg 20°) a donné des résultats qui sont trés peu dif-
férents de ceux du calcul N° 3.

Notons que dans le premier calcul, on a choisi arbitrairement une grande cohésion, car le nombre d'i-
térations, qui est normalement une fonction croissante de 1‘étendue des zones plastiques, augmente trés rapide-
ment avec la diminution de la cohésion.

En ce qui concerne la durée des calculs effectués, on rapporte, a titre d'indication, le nombre des
itérations de frottement et de décollement et le temps de calcul relatifs aux cas élastiques et élastoplastiques
(calcul N° 3) dans le tableau 3.5. On constate que le temps de calcul dans le cas élastoplastique est beaucoup

plus grand que celui du cas élastique.

Nombre des itérations
. Charge appliquée Valeur Cal
o | e | it | el | el
1 10 10 3 40 (a)
2 10 20 2 42
3 10 30 1 52
4 10 40 1 80
Cas Cas
élastique élastoplastique
Durée de calcul pour 4 incréments de charge : (v)
sur IBM 360 (CIRCE), second 10 N 145

) Tableau 3.5 - Nombre des itérations de frottement et de décollement (a) et durée
de calcul (b) pour deux calculs en élasticité et en élastoplasticité.
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Sont indiquées sur 1a Fig. 3.29 les courbes de la variation de la largeur d'empreinte en fonction de
la charge appliquée et relatives aux résultats expérimentaux, a la solution analytique (semi-espace élastique),
au modéle discret élastigue et aux modéles discrets élastoplastiques. On constate & partir de la comparaison de
ces courbes que :

- le modéle discret élastique présente une réponse assez proche de celle du semi-espace élastique, ce
dernier donnant des valeurs légérement plus grandes ;

I P comportement du modéle élastoplastique correspondant au premier calcul est plutdt élastique gue
plastique. Ceci est di a la forte cohésion attribuée & ce modéle.;

- les courbes correspondant aux autres calculs élastoplastiques sont en fait des droites qui passent
par 1'origine. Dans le cas du critére de Von Mises la pente de la droite croit lorsque la cohésion diminue ;

- quoique les valeurs relatives aux mod2les élastoplastiques (mis & part le modele du premier calcul)
soient quantitativement plus proches des résultats expérimentaux gue ceux des modeéles élastiques, il n'existe pas
une concordance satisfaisante entre le résultat expérimental et la réponse de ces modales.

En ce qui concerne la déflexion au centre de 1‘empreinte (Fig. 3.30), il convient de rappeler que le
modele aux éléments finis considére un cylindre infiniment Jong (hypothese de déformation plane) reposant sur
une couche aux 1imites inférieures indéformables. Evidemment les erreurs introduites par ces deux hypotheses
sont opposées, toutefois i1 est impossible d'établir un 1{én quantitatif entre les déflexions réelleset théori-
ques. Ainsi, bien que la largeur d‘empreinte et les contraintes sous 1'axe de symétrie longitudinale de- la bille
ne soient guére affectées par les hypothses ci-dessus, il n'en est pas de méme pour la déflexion; par conséquent
i1 est diffile de comparer les résultats théorigues et expérimentaux de la Fig, 3.30.

‘} I{cm)

244
| ¢ cmmm————— resultat eXpéTimental .

20

2 solution analytique ;
. (serni-espace élastique).
[ P— — modéle élastique .

4 Semur em...—e Critere de Coulomb
: ©'230" C'245KPa .

§ e wesmme o»  CTitére Von Mises
Cus= 35KPa .

6 eummun o emme Critere Von Mises
Cu= 45KP; .

7 @emae e e = Critere d¢ Druker
¥z165 C=i0KPa -

!
o P (daN/cm/])
o - 10 20 30 40

Fig. 3.29 - Largeur de 1'empreinte en fonction de la charge statique appliquée ;
Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques.
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de
Les déformées du maillage relatives aux calculs élastigue et élastoplastique (critere'Von Mises,
<, =35 kPa) et 1'extension, au cours du chargement, des zones plastifiées (Mises, Cz45KPa) , sont indiquées

sur les Fig. 3.31 3.32et 3.33.

P’ 40daN/Cm/ 1)

3 Sm——— COUrbe eXpérimentale -

0 o o= = —me Modéle discret Eiastique -

] 40 1[4
l/: /
i / /, P modélaelas-éo-plutiqua:
L y ° critere de Coulomb
* y .-/ '/:’P €'230" Cz45KPa ,
4./ / // B o ey CTIlETe  YON Mises
S Cuz 45KPa ;
ot A4S '
£ 7/ —— g CTilETE VON Miges
!/ // Cuz 35KPa
;o ,/
or A ) [~ Spp—".. ] c'ritere Druker
/A . ¢ 265 ¢ TI0KPa-
0 A N i
0 4 8 12 w(mm)

Fig. 3.30 - D&flexion sous 1'axe de la bille (x = o) en fonction de la charge

statique appliquée.
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Fig. 3.32- Deforméedu mailiage de sol;-
caleul élasto-plastique(von Mises C=35
KPa.),p=30 daN:Cm/1.

Fig. 3.31 -Déforméedu maillage de sol;
calcu) élastique, p=30 daN/Cm/1.
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Fig. 3.33 - Zones "plastiques" correspondant aux étapes successives
de chargement (critére Von Mises Cu = 45 KPa).

La discordance entre la variation de la largeur d'empreinte mesurée et la réponse des modéles élasto-
plastiques d'une part et la ressemblance qui existe entre la courbe expérimentale et celle du semi-espace élas-
tique d'autre part, nous ont conduit & penser que la rapide croissance "initiale” observée de 1'aire de contact
résulterait des facteurs correspondant au comportement du sol dans une zone limitée autour de 1'aire de contact
qui n‘a-pas été prise en compte dans les modeles théoriques. L'idée que ces facteurs soient 1iés au comportement
de la zone de contact vient du fait que la courbe expérimentale relative & la déflexion qui dépend davantage du
comportement "global* de la structure ne refléte aucun changement important du comportement.

Parmi les différents facteurs tels que 1'anisotropie, 1'écrouissage, 1'hétérogénéité, la dilatance,
etc., 1'hétérogénéité du matériau nous a paru étre le facteur le plus déterminant dans la mesure ol la partie
superficielle des matériaux compactés par les rouleaux vibrants est en général mal compactée, méme décompactée
en raison d'introduction de grands déviateurs de contrainte en surface. Notons qu'en pratique il est trés dif-
ficile de mesurer la compacité de cette partie supérieure (de quelgues centimdtres de profondeur) et le limon
étant cohérent nous avions négligé ce facteur dans les premiéres approches.

Pl =P L L T P P AL Lt

Utilisant e maillage précédent, nous avons établi un modéle hétérogéne qui est en effet un bicouche
(Fig. 3.34) dont la couche inférieure (de 58,5 cm d'épaisseur) a pour constantes élastiques les valeurs pré-
cédentes :

E = 20 MPa et v = 0,35.
2

H
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Pour la couche supérieure (de 6,5 c¢m d'épaisseur) un trids faible module d'élasticité a été choisi :

E

1

3 500 kPa et v, 0,35 dans le premier calcul

m
"

2 000 kPa et v, 0,35 dans le deuxizme calcul.

Les déplacements sont continus sur 1'interface de deux couches.

bille rigide

F¥g. 3.34 - Structure 3 couche supérieure
décompactée (modéle non homogéne).

b 1(Cm)

s COUrbE €XPerimentale ;
20
Y ame =mmx  bicouche élastique :
E1,:3.5Mpa EL 2 20MPa,
Ammm o e -8 bicouche élastique :
Et:ZMPa EL=20MPa ;

] P (daN/Cm /1)
0 10 20 30 40

Fig. 3.35 - Largeur de 1'empreinte'en fonction de la charge statique appliquée ;
Comparaison des résultats expérimentaux avec la réponse des modéles
(Elastiques) non homogénes.

Comne on le voit sur la Fig. 3,35 la réponse du mod2le hétérogene s'accorde assez bien avec la courbe
expérimentale. Ainsi, bien qu'en réalité la partie décompactée ait un comportement plus compliqué qu'élastique
pure et que la variation du module d'élasticité soit continue, la seule hypothgse attribuant un trés faible
module d'élasticité a 1a partie supérieure du matériau explique les variations réelles de 1'aire de contact.
bilie-sol.
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La comparaison des résultats des calculs précédents avec les valeurs mesurées par des capteurs de
pression montre que les pressions mesurées sont toujours beaucoup plus grandes que les valeurs calculées. A titre
d'exemple nous avons indiqué sur la Fig. 3.36 la variation en profondeur des valeurs mesurées et les résultats
de certains calculs. Comme i1 est souligné précédemment (§ 3.3) la présence de ces capteurs 3 1'intérieur du ma-
tériau constitue une perturbation majeure des isocontraintes et 1'erreur qui en résulte est difficilement éva-
luable, par conséquent 1'écart systématigue important entre la courbe expérimentale d'une part et les courbes
théoriques d'autre part, laisse supposer que les valeurs mesurées seraient toujours Supérieures aux valeurs

réelles,

0 $00
ol Y
6, {KPa)
b
104
20
/ / Q.ecmem-~@ Pression mesureées
0t / / / ————  semi~- espace élastique ;
/ / / - — — — modele discret élastique :

wol ? poa —.—.—x Modtle élasto- plastique :

! ,I Critere von Mises , cz35KPa :

l [H .. —.. -4 Modéle élastique :

!. j'] ( bicouche : E12 2000, Ez:20000KPa) -
sof: I

L

[

.|
sofl ]

I:
1:;(Cm)

Fig. 3.36 - Variation en profondeur de la pression induite (dans le plan de
symétrie) ; Comparaison des valeurs mesurées avec les résultats

des calculs.
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3.6 - CONCLUSIONS

Les essais réalisés, nous permettent de mieux connaitre la largeur réelle de 1'empreinte du cylindre
et ses variations sur deux matériaux granulaires différents. Par ailleurs, la comparaison des résultats
expérimentaux avec la solution analytique (semi-espace &lastique) et 1'examen de la réponse des différents
modéles numériques 3 comportement élasto-plastique simulant les planches d'essai, font apparaitre le réle -
des principaux facteurs dont dépend le phénoméne réel. On constate ainsi que :

- Quels gque soient le matériau et la charge statique appliquée, Ta valeur absolue de la largeur d'emprein-
te est nettement plus grande que celle donnée par la solution ané]ytique.

~ Cet écart résulterait, en premier l1ieu, de la trés faible résistance mécanique de la partie supérieure
de la couche, partie dont i1 est trés difficile de mesurer la compacité ou la déformabilité & 1'aide
des moyens de mesures actuels. I] traduit en fait le décompactage sur quelques centimétres de profondeur
du matériau sous 1'action des efforts tangentiels lors du roulement du cylindre (bille).

- {'est pourquoi, pour les valeurs courantes de la charge statique appliquée (P' > 10 daN/cm/1), la
variation de 1'aire de contact en fonction de celle-ci ou du module de dé&formabilité “global" de la
structure sous-jacente suit & peu de chose prés la loi élastique.

Ce dernier point présente un intérét particulier dans la mesure ol ce sont plutét les varjations de
1'aire de contact en fonction du module d'élasticité qui sont essentielles dans 1'évolution du comportement
vibratoire de 1'ensemble sol-rouleau vibrant. Ainsi, quoique Te.matériau subisse des déformations irréversibles,
1'hypothése du massif semi-infini &lastique se trouve applicable dans les &tudes présentées au chapitre
p}écédent.
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Chapitre 4

ETUDE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE
DES MASSIFS SEMI-INFINIS

INTRODUCTION

Comme nous 1'avons rappelé au premier chapitre (§ 1.4), parmi les paramétres dont on mesure les
variations au cours des essais VIBREX, deux concernent le matériau compacté : la pression et 1'accétération
jnduites. L'installation de plusieurs capteurs au sein du sol et 3 différentes profondeurs permet d'enregistrer
la variation dans le temps de ces paramétres lors des passes successives du rouleau vibrant. Ainsi,'les
résultats de ces mesures, effectuées sur plusieurs dizaines de planches expérimentales, constituent un ensem-
ble de données considérable sur le comportement vibrateire du matériau granulaire qui reste & exploiter.

Cela étant, nous avons entamé, au titre d'un premier essai et parallélement aux études relatives
au deuxiéme chapitre, une approche thé&orique du probléme qui vise & déterminer la variation des sollicitations
induites en fonction de différents facteurs principaux tels que la variation des caractéristiques mécaniques
du matériau, les conditions aux limites, etc.

Vu 1'extréme complexité du probléme et le nombre considérable d'inconnues dont la principale est la
loi de comportement réel du matériau (notons que les mesures ci-dessus ne permettent pas de définir le tenseur
de contraintes), il faut &videmment le simplifier afin de le ramener & la portée des moyens de calcul disponi-
bles. Ces derniers consistent en, d'une part, des m&thodes fondées sur les résolutions analytiques et, d'autre
part, des méthodes numériques telles que la méthode des Eléments Finis. C'est cette derniére que nous utilisons
pour étudier les variations des déplacements, accélérations et contraintes & 1'intérieur du massif semi-infini.

En ce qui concerne les &tudes analytiques, on dispose de nombreuses solutions correspondant & la
vibration des massifs semi-infinis, isotropes, &lastiques, homogdnes ou stratifiés ; citons & titre d'exemple
quelques références : Lamb [s1 ], Fung [36 ], Quinlan [73 ] et Sung [84 ] pour le semi-espace &lastique ;
Ewing, Jardetsky, Press [30] pour les massifs semi-infinis &lastiques stratifiés ; Frémond [33] pour les
structures visco-élastiques stratifiées ; Barkan [ 7 ] et Richart, Hall, Woods [75 ] pour différents aspects
de la vibration des fondations superficielles ; Prange [69 | pour la propagation des ondes dans les sols et

enfin Avramesco [4 J, [ 5 ], Mucci et Baron [66], Mucci et Christory [67] et Vakili [88] pour les différents
aspects de 1'auscultation dynamique des chaussées,
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La figure 4.1. indique la position de la zone chargée lorsque le rouleau se trouve au milieu de la

longueur de la fosse d'essais. On remarque que la surface chargée forme une bande assez &troite et que, quelle
que soit la position du rouleau sur 1'axe des x, le plan vertical passant par cet axe est un plan de symétrie.
Nous supposons que les déformations sont planes aux voisinages de ce plan (plan xoz). Ceci permet de ramener

le probléme & un probléme bidimensionnel. I1 convient de noter que les capteurs sont placés en dessous de

1'axe des x dans tous les essais. Par ailleurs, nous supposons que 1a force totale appliquée se réparti. unifor-
mément sur 1'empreinte. Enfin, la longueur de ia fosse étant grande, nous négligeons 1'influence des bords
transversaux. Le probléme i 8tudier peut donc &tre schématisé par la figure 4.2 dans la mesure ol 1'on assimile
1a base de la fosse au massif semi-infini (dans le plan xz).

28 m

b

~A-

i T
~c2m 4L /— SM}&O— 3
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3
' ° F maf'-ir'nllb Com.;k' ., —' %‘E

L Pl
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v
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” j\\\\nr PR Fig. 4.2 - Schéma de la structure
bord _INOL] ‘& Grave considérée.
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4.1 - Plan (a) et coupe transversale de 1a fosse d'essais
{C.E.R). ’

Utilisant le groupe 5 du Programme Rosalie, nous avons traité trois problémes différents :

Vu la grande rigidité de la base de la fosse, nous 1'avons considéréecomme &tant infiniment rigide ;

les théories de 1'&lasticité et de la visco-élasticité linéaireont &t essayées. La confrontation des
résultats obtenus avec les données expérimentales ont démontré que le modéle choisi n'&tait pas réaliste.
En fait, une partie de 1'énergie introduite se propage vers 1'infini & travers la base de la fosse, tandis
que les bords du modéle discret sont parfaitement réfléchissants.

Cette constatation nous a amené 3 établir 3 la suite d'une &tude bibliographique, des modéles d'Eléments
Finis dont Tes bords absorbent 1'énergie des ondes incidentes, ceci n'étant pas encore essayé au moyen du
programme ci-dessus. La méthode retenue est celle des "bords visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer.

La propagation des ondes longitudinales dans un "barreau” semi-infini &lastique est &tudiéed 1'aide d'un
modéle discret de longueur finie. La charge appliquée est sinusoidale entretenue ou un seul charéement
déchargement d'une forme arbitraire. La solution numérique s'accorde trés bien avec la solution analytique ;
autrement dit, 1'énergie des ondes longitudinales incidentes est “"absorbé&e" par le bord du modéle discret.

La propagation des ondes de voiume (ondes longitudinales et transversales planes) et de surface (onde de
Rayleigh) dans un semi-espace est &tudiée au moyen d'un modéle bidimensionnel. Le semi-espace est sollicité
par une charge normale sinusoidale, répartie uniformément dans un cercle sur la surface du massif. La
comparaison des résultats numériques et analytiques indique la bonne coincidence entre la réponse du massif

" semi-infini et celle du modéle fini-a& bords non réfléchissants.
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4.1 - RAPPEL SUR LA PROPAGATION DES ONDES ELASTIQUES

4.1.1. Propagation des ondes monodimensionnelles :

a) La figure 4.3. indique une barre de longueur infinie, de section S, de module d'Young E et de
masse volumique o.

\ £ x x
ax K
o0
— N - 2 =
o m —1 =
" 4 ax F_

P’ e

Fig. 4.3 ~ Vibration longitudinale d'une barre

On suppose que toute section plane reste plane pendant le mouvement et que la contrainte Oy est
répartie uniformément sur 1'aire de chaque section.

En 1'absence des forces de volumes, 1'équation du mouvement monodimensionnel s'obtient de 1a maniére
suivante :

- Equation d'équilibre d'un &lément de longueur 8x :

F=my
30 2
X
-GXS+(GX+—QT 2X) S =op Msi-;
X 2
3
ou encore 3;1 =0 __% (4.1)

ot

- Loi de comportement :

2 2
3 u 3 u
3 =p (4.3)
;;Z ;;Z
2 2 .2
2 U 9 U
ou encore =V (4.4)

ou, V.= ,/ E représente la vitesse de propagation de 1'onde longitudinale dans la barre é&lastique.
[}



102.

La solution de 1'Eq. 4.4., que 1'on appelle équation d'ondes, peut s'écrire sous la forme suivante :

us=f (Vct - x)+h (Vct + X)

oli : f et h sont des fonctions arbitraires dépendant des conditions initiales ; f (Vct - x) représente
une onde qui se propage dans la direction des S positives a Ta vitesse Vc’ et h (Vct + x) correspond & une onde
qui se propage, avec la méme vitesse, dans le sens inverse.

Notons que la vitesse de propagation d'onde, Vc, est différente de la vitesse du mouvement des
particules, u, dont 1'expression aprés les calculs correspondants est la suivante :

LR | (4.5)

En fait, u dépend de la contrainte de sollicitations, tandis que la vitesse de propagation ne dépend
que des propriétés du matériau. Ces deux vitesses sont de méme signe lorsque o, est une contrainte de compres-

X
. . . ryne R .
sion et de signes opposés dans le cas d‘%%ontra1nte d'extension.

15
Fig. 4.4 - Schéma d'un milieu "oedométrigue”
- ] N Wage A0  apea )
semi-infini soumis & une pression vt 1S «
harmonique. € fwoo

Considérons une barre semi-infinie, sollicitée en son extrémité par une tension harmonique uniforme
et perpendiculaire & la section "libre", Cette dernidre est unitaire et les caractéristiques du matériau sont
E, v etp, Par ailleurs, nous imposons les déplacements latéraux nuls. Les déplacements en tout point du
milieu sont calculés de la fagon suivante:

Etant donné que les déformations latérales sont imposées nulles, le module du matériau sera le module dit
“oedométrique”, c'est-a-dire :

- EUm) .8 (4.6)

E
oed © 1) (1+v) s

avec : G : module de cisaillement

§2=1'2\)
2 (1=-v)

ot : constante élastique
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La vitesse de propagation de 1'onde longitudinale dans le milieu monodimensionnel &tudié est égale a:

-

P P

o|m|

(4.7)

D'aprés la théorie de 1'Elasto-dynamique, les déplacements de tout point sont donnés par le formule

suivante :
u (x,t) = A Exp iw (t - <) (4.8)
vy .
d'od o, (xst) = E oy % s~ iAE L Exp u (t =) (4.9)

VT VT

En prenant en compte les conditions aux limites :

cx(O,t) = = P, Exp {iut)

PV - is P
nous avons : A = <Ot = .0 (4.10)

Vioed @ w JGr

Par conséquent, le déplacement & 1'extrémité (surface 1ibre) sera :

- is P
u {0,t) = ——=2 Exp (iwt) (4.11)
W Go

On constate que cette équation est la solution de 1'équation différentielle du mouvement d'un
oscillateur avec amortissement (Fig. 4.5a) :

L s e, Exp (fut)

Jet 7o B LT Ce® foeg ¢ (4.12)

Autrement dit, pour ce qui est du déplacement de 1'extrémité, le milieu monodimensionnel &tudié peut
étre représenté par un amortisseur dont le coefficient d‘amortissemént est équivalent & 1'impédance accoustique
du milieu. De 1a méme fagon, on peut assimiler le milieu semi-infini ci-dessus & un milieu monodimensionnel fi-
ni représent® par la Fig, 4.5 (b) et pour lequel :

- is PO x
D¢xgbl, U ((X)=———— Exp fo (t--—=) (4.13)

) V[E;_ Vr
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Fig. 4.5 - Amortisseur simulant le comportement

sous charges harmoniques du milieu " it c =/Eo¢47 s
“oedométrique" semi-infini &lastique. P=fe .
(E. f’ ’ V) % (b)
Weroree Beire S

Ainsi, la dissipation de 1'énergie dans le milieu semi-infini peut &tre prise en compte en remplagant
celui=-ci par un amortisseur visqueux absorbant toutes énergies arrivant & 1'autre extrémité, Cette analogie
présente un intérét particulier, car elle nous permet d'étudier le comportement d'un milieu monodimensionne]
infini utilisant un modéle fini (voir § 4.4), & 1'aide des méthodes basées sur la discrétisation dans
1'espace telles que la méthode des é&léments finis.

Notons que les relations précédentes s'appliquent &galement & une barre semi~infinie 1ibre de se
déformer latéralement, mais en remplagant le module oedométrique pour le module d'Young E, donc :

v * \/§_= v (4.14)

Exp 1o (t = ¢) (4.15)

et C, = ,/ Eo (4.16)

4.1.2. Propagation des ondes dans un semi-espace &lastique :

Considérons un massif semi-infini homogéne, isotrope et élastique linéaire défini par les constantes
de Lamé (x et u) ou E et v et sa masse volumique © . Dans le systéme de coordonnées cartésiennes (x, y, z) ie
semi-espace correspond aux z » 0 descendants.

En partant de 1'hypothése de petites déformations et en négligeant les forces de volume, les.équations
fondamentales de 1'@&lasto-dynamique (Equations de Navier) sont les suivantes :

2 >
[+ u) grad div+ w92 - p 2] D=0 (4,17)
at
avec D =ui+vj+wk le vecteur déplacement

2 3. 3 3 :
Vst —F+— = div grad
ax 3y" ez

2Gv Y s =6 = E

T T T I
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AP P PN

Elles caractérisent le milieu élastique indépendamment de ses limites géométriques : ce sont les
"caractéristiques” mathématiques des éguations de Navier que doit vérifier le vecteur déplacement d'un point
du milieu.

I1 est bien connu, d'aprés le théor2me de Helmholtz que tout champ analytique D peut &tre exprimé
sous forme :

-> - .
D=grad 4+ rot y (4.18)
->
ol, ¢ est une fonction scalaire et y désigne un champ de vecteur ayant une divergence arbitraire.
1. Ondes longitudinales (ondes P)

si D = grad ¢ , &tant donné que ¢ grad = grad ¢ ; on trouve :

2 -
(r+2u) v-pdzsigrade=0 , (4.19)
at
si ¢ = K Exp [Zil (ux + vy + wz = Cgt)} (4.20)
L
ot O A (4.21)

on a une onde sinusoidaie plane ; u, v et w sont les cosinus directeurs de la normale au plan
d'onde, g la longueur d'onde, Cg la cé&lérité (vitesse de propagation) ; et d'aprés 1'é&quation 4.19 i1 faut que:

(a+20) (W8 + V2 + W) = pcgz
doi : € =V = JAEZu 4.22
g " : 4-22)

-

et comme D = grad ¢ est proportionnel & (u, v, w), le déplacement est normal au plan d'onde : définition méme

d'une onde longitudinale.

2, Ondes transversales (ondes S)

...................

si D=rot ¥, conme div rot =0, on a

22 M
h7-p —5]rot ¥=0 (4.23)
at
o 2in
Prenons : D = (A, B, C) Exp [ S o(ux vy 4wz - C.t)] (4.24)
2 2 2

avec toujours u" + v- +w =20
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divD=0=ul+vB+w
d'ot la définition d'onde transversale. Par ailleurs, d'aprés (4.23)

comme
donc D est dans le plan d'ondes
i (u2 + v2 + wz) = Cr2
d'ou C.= Vg = ‘/§ = \/? (4.25)

I1 existe la relation suivante entre les vitesses de propagation des deux ondes
(4.26)

v
(52=1“2\))
2 (1 -v)

- S
s

v
.fb
Le fait remarquable est que, d'aprés le théoréme de Poisson, tout petit mouvement &lastique puisse

étre décrit par la superposition d'ondes longitudinales ou transversales. En utilisant lorsque c'est possible
la représentatian de Fourier, c'est par les ondes planes sinusoidales que le mouvement est normalement

décrit.
Ce caractére fondamental des deux types d'ondes ci-dessus ne correspond pas aux ondes "de tige",

"de plaque”, etc. qui décrivent des perturbations compiexes. Bien que tout ensemble de deux types d'ondes

élastiques “linéairement indépendantes” permet de retrouver, par combinaison, le mouvement décrit par les
"caractéristiques”, seuls les deux types décrits ci-dessus correspondent aux seules surfaces qui puissent

transporter des discontinuités, c'est & dire aux seuls véritables fronts d'ondes.
Nous nous bornons au cas de 1'onde de Rayleigh relative au semi-espace &lastique.

Prenons dans le semi-espace &lastique le déplacement le plus simpie qui, respectant les conditions
. =0, 2+ a), soit décrit par des ondes sinusoidales planes.

aux limites (°ij =0, 2=0et Uiy
Supposons le plan vertical de propagation paralléle & Ox. Suivant 1'axe 0z, vertical descendant dans

le semi-espace, on ne peut pas avoir de propagation sans perte d'énergie vers-zw : d'oll Ta nécessité d'écrire
(4.27)

cette onde sous la forme

Exp [%’1 (x - ct)) Exp (-2 p2)
En choisissant :
B = grad ¢ + rot ; (4.28)
on est conduit & donner & ¢ Ta forme
exp (- p2) (4.29)

AL (x - ct)]

R
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et & rot § la forme

rot 3 = (sA, 0, iA) Exp [% (x - ct)] Exp ( -2—; p2) (4.30)
( pet s étant des paramétres & déterminer).
D'aprés les Equations 4.19 et 4.23 on a donc :
2 2 c2 1/2
(h+2u) (1=-97)=pC" » P=(l-—) (4.31)
v
»
2172
u (1= s2) = oc? sse (15 (4.32)
v
s

-

-
On calcule alors D & partir des Equations 4.29 et 4.30 et on détermine la contrainte H sur un élément
horizontal par 1'équation :

- >
H= 2 divd 6,5+ (0, 405 ;) (4.33)
avec J o= (x, 2)
sz =0siz#]
=1siz=3]

Lorsque z = 0, H est une fonction sinusoidale de x dont 1'amplitude ne sera nulle que si A et B
. -
vérifient le systéme homogéne obtenu en écrivant que les composantes de H suivant ox et oz sont nulles.
Pour cela, i1 faut annuler le déterminant (d'ordre 2) de ce systéme ; d'ou la condition de Rayleigh

2
4ps - (1+s5) =0 (4.34)

En substituant les relations 4.31 et 4.32 dans cette équation on obtient la cé&lérité de 1'onde de
Rayleigh (ou cé&lérité de Rayleith) qui varie légérement avec v (Fig. 4.8) :

C-= Vo = 0,9 v oz (4.?5)
p

D
Notons que UE est imaginaire pur, 1'angie de déphasage entre les deux déplacements é&tant de %

X
(mouvement elliptique).

L‘onde de Rayleigh ressemble & celle qui se propage & la surface de 1'eau sauf en ce qui concerne la
direction du mouvement des particules. Dans les ondes de Rayleigh, une particule donnée du massif parcourt un
chemin elliptique dont Te grand axe est perpendiculaire & la surface ; son sens de rotation est tel que la
particule se déplace vers la source d'&mission lorsqu'elle est au sommet du chemin elliptique.
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L'amplitude de ces ondes s'atténue exponentiellement avec 1a profondeur, Par ajlleurs, comme on le
voit sur 1a Fig. 4.6, les déplacements maximums se trouvent & une profondeur plus grande lorsque la longueur
d'onde est plus élevée.

Ampl. en plofondeur z
Ampl.en surface’

-06 -04 -0.2 o] 0.2 0.4 -0.6 0.8 1.0 12 o
1 R ] i ] R 1 1 T I
i compaosante -
Horizontale
o 0.2
| [ut2)] Joa
- —-10.6 r————
i r=0.25 v =0.25 [W(Z’] ~ j
r=0.33 =0.33 1
| »=0.40 veu. c l"_l‘lpOSaIl e dos
»=0.50 v =0.40 veticale )
L =0.50
-11.0
b -
L —11.2
L -
= 4.4
L 1 L L L A oL L L L ]

Fig. 4.6 - Variation du rapport des amplitudes en fonction de la profondeur
pour les ondes de Rayleigh. )

c) Semi-espace_é&lastigue_soumis_en surface 3 _une_sollicitation_ harmonigue :

En ce qui concerne la vibration forcée d'un semi-espace &lastique nous nous bornons 4 rapporter [75]
bridvement 1'aspect particulier relatif 3 la répartition de 1'é&nergie rayonnée dans le massif en raison de la
propagation des ondes décrites ci-dessus.

Considérons une fondations circulaire vibrant sur la surface d'un semi-espace &lastique. L'énergie
transmise dans le massif est rayonnée Join de la fondation par la propagation de 1'ensemble des ondes P, s et
de Rayleigh (R). '

La répartition de 1'énergie rayonnée sé&parément par chaque onde dans un semi-espace élastique
(v = 0,33) est indiquée sur la Fig. 4.7 (a). Les ondes de volume se propagent, en s'&loignant de la source
oscillante, suivant des front demi-sphériques. On peut démontrer [9Q]que 1'amplitude des ondes P et s décroit
avec le rapport % (r étant la distance de la source) sauf sur la surface du milieu o0 la décroissance est
proportionnelle & l? . L'amplitude des ondes de Rayleigh décroit avec ;%..-
r . r
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Roayleigh 67
Shear 28
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dune fondation circulaire ; (d'aprés Woods - Cité dans [75] ).
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Quant 3 la répartition de I'énerg‘ié transmise par chaque onde, ,-.ﬁne}- et Pursey (1353){64; ont g,-ou;,é
que (Fig. 4.7 (b)) 67 % de 1'énergie se dissipe sous forme d'ondes de surface, 26 % en ondes transversales et
7 % en ondes longitudinales. L2 prépondérance des ondes de Rayleigh est donc trés nette.

4.1.3. Propagation des Ondes Elastiques dans un Milieuy Stratifié.

Les réflexions et réfractions des ondes de volume & 1'interface de deux couches &lastiques, homogénes

et isotropes sont indiquées sur la Fig. 4.8.

SV -8y, SH

P11 Yon Vs

be*d

SH‘ S’H1

—— e
ANAY

P2y %2, Y52

SV-5V,

SH' SH2

(o) onde incidente P {thonde incidente SV (cionde incidente SH

§ino.sinb=sine=sinf
V51 vpz vs2

VP4

Fig. 4.8 - Réflexions et réfractions des ondes de volume i 1'interface de deux

couches é&lastiques.
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Sur cette figure :

P sont des ondes longitudinales.
SV sont des ondes transversales i mouvement dans un plan perpendiculaire & 1'interface.

SH sont des ondes transversales i mouvement dans un plan paralléle & 1'interface,

0'aprés le théoréme de Snell :

sin a _ sin’b . Sine  sinf (4.36)
VTl v v v

sl
En s'appuyant sur la théorie de 1'8lasticité, Zoeppritz (1919)[99] a déterminé la nature de ces
ondes, réfléchies et réfractées, ainsi que la distribution de 1'énergie entre elles.

rz s2

L'énergie transmise par une onde &tant proportionnelle au carré de 1'ampiitude de 1'onde, Zoeppritz
a exprimé les rapports de 1'amplitude de 1'onde réfléchie ou réfractée avec celle de 1'onde incidente. Ces
rapports ne dépendent que :

- de 1'angle d'incidence ; )
- du rapport des vitgsses des ondes dans les deux milijeux ;
- du rapport des masses volumiques des deux milieux.

Pour deux milieux donnés, on observe 1'existence d'un maximum et d‘'un minimum des rapports des ampli-
tudes des ondes résuyltantes qui dépendent de 1'angle d'incidence.

Si la vitesse de 1'onde réfléchie ou réfractée est supérieure & celle de 1'onde incidente, il existe
un angle critique 3 1'incidence tel que, 1'angle de réflexion ou de réfractio a une valeur de 90°, Pour des -
angles supérieures & )'angle critique, aucune énergie n'est transmise du milieu 1 au milieu 2.

4.2 - RAPPEL SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS EN ELASTO-OYNAMIQUE.

4.2.1. Position du probléme :

Soit un domaine o de frontiére T soumis 3 des forces de volume f (x,t) et de surface T (x,t)
sur une partie Tg de T. On cherche 3 déterminer & tout moment 1'é&tat &lastique de ce milieu satisfaisant aux
conditions aux limites et aux conditions initiales.

Fig. 4.9
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On a :

- Equations d'équilibre :

ac_ij 3291- .
axj + 1’_i =p -;;? iJj=1,2,3 (4.37)

- Loi de comportement (petites déformations) : -

O'IJ = )‘Ekk 61.]. + 2 u g_iJ (4.38)

au. U,

. _ 1 i 3
ol : Gy T3 (Ex—j + aTi) (4.39)

- Conditions aux limites :
Déplacements imposés : u (x,t) = 0 sur Ty (4.40)

Contraintes imposées : 95 (x,t) rj = Ti sur T

- Conditions initiales :
On supposera par exemple qu'elles sont nulles ‘:
Déplacements : u (x,0) = 0
Vitesses : 0 (x,0) = 0

Ceci conserve toute 1a généralité du probléme,

En introduisant la loi de comportement dans les équations d'équilibre on obtient les équations de

Navier :
( ) azuk Bzui ¢ azu‘. (4 41)
A+ " — Y + s 2 p .
axkaxi ija).(j 1 atz

La méthode de résolution consiste 3 :

- transformer les équations de Navier en une forme variationnelle qui tienne compte des conditions aux limites
et des conditions initiales ;

- résoudre 1'équation variationnelle obtenue au moyen d'une discrétisation dans 1'espace. (Fremond (i980) [3¢]).

Soit V(x) un champ de déplacements virtuels sinématiquement admissible. On multiplie 1'Equation 4.37
par Vi(x) et on intégre sur ¢ :

305 (u)
'|J - . .
Tj- Vi dx + _/f"l Vi dx -fp Ui Vi dx (4,42)
Q Q
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On intégre par partie le premier terme de cette équation & 1'aide du théoréme de Gauss :

v, )
-fcij (‘.‘)T;. dx+fc_ij (u) ny vy dx+ffi vy dx=fp iy vy dx (4.43)
Q2 Q

Q r

On introduit les conditions aux limites :

av,
-fo_-lj () 5= & +f Ty, dx+f fov, dx=fp'l]1- vy dx (4.44)
J /

Q r Q Q
o

On peut vérifier par ailleurs que :
avi

%43 (u) a—xj- = 9y (u) €43 {(v)

fpﬁ.i VidX+_/°ij (u} £4j (v) dx 'ffi Vidx'fTi Vs dx = 0 (4.45)
Q .

Q Q r
g

Enfin, on prend en compte la loi de comportement :

/p i} Vi dx +/I}\ekk(u) ékk (v) + 2 My (u) €43 {v)| dx
Q

Q
-ffividx-fTiv,idx =0 ' (4.46)
r .
o

Q

Cette équation constitue la formulation variationnelle des équations de Navier. Elle est équivalente
& 1'expression du théoréme du travail virtuel en &lasto-dynamique. Le premier terme de 1'Equation 4.46 désigne
le travail virtuel des forces d'inertie, le deuxidme celui des forces &lastiques internes et enfin les troisié-
me et quatriéme représentent le travail virtuel des forces extérieures. L'avantage de 1'Equation 4.46 par
rapport & 1'Equation 4.41 est que les djfférentiations sont en partie reportées sur les déplacements virtuels.

La discrétisation dans 1'espace de @ par la méthode des éiéments finis abouti & la réscliution de
1'équation matricielle suivante :

M)+ RU = F ' (4.47)

dans laquelle U est le vecteur des déplacements aux points (noeuds) du modéle discret, F le vecteur des forces
extérieures et M et R sont respectivement la matrice de masse et la matrice de rigidité,
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4.2.2. Cas du solide visco-&lastique de KelVin-Voigt :

La loi de comportement de ce matériau s'écrit :

- .8 v
U‘iJ' oij + cr].J. (4.48)
. e _ ,¢ e
avec : Gij = A €Lk Gij + 2 eij (4.49)

pour la partie é&lastique, et :

5 v (4.50)

+ 24 ¢

UV = }‘V
i3 Ckk  ij ij

1

pour la partie visqueuse, ol ¢ désigne la vitesse de déformation. La formulation variationnelle s'écrit
alors :

f o u1 Vs dx#/ [Ae kK (u) kK (v) dx + 2 ue €4 (u) €43 (v)] dx
Q Q

+f}xv ékk (u) Lk (v) v 247 éij (u) €4j {v)] dx ‘]’fi vy dx
Q

Q

'/: Tyvydx =0 (4.51)
i

g

La discrétisation par &léments finis donne le systéme linéaire :
MU + CU + RU = F (4.52)

otl, C ( . matrice d'amortissement) et R ont la méme structure. Cependant, ces deux matrices ne sont pas
nécessairement proportionnelles. C'est seulement dans le cas ol on aurait :

qu'on obtient :
C=aR

L'hypothase de 1'amortissement de Rayleigh, qui est appliquée dans le groupe 5 du programme Rosalie
consiste & écrire :

C=aR+ M
Elle ne permet de représenter un matériau visco-&lastique que dans des cas trés particuliers. Notons

enfin que o = Q0 et C = gM donne un amortissement proportionnel & la vitesse de d&placement et non & la vitesse
de déformation. Ce cas peut représenter les forces exercées par un fluide visqueux au sein d'un milieu poreux.
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4,2.3. Méthode de Résolution :

En ce qui concerne les massifs 8lastiques, la résolution du systéme 4.52 se fait, par le programme
Rosalie, au moyen de 1'intégration directe, c'est-a-dire 1'intégration pas-a-pas dans 1'espace du temps. Parmi
différentes méthodes d'intégration pas-d-pas telles que tes mé&thodes des différences centrées, de Wilson, de
Houblot, de Newmark, etc. , c'est la méthode de Newmark qui a été appiiquée. Il s'agit d'une version modifiée
des méthodes d'"accélération linéaire" assurant une meilleure stabilité et exactitude des solutions par rapport
aux autres procédes:

On suppose que sur un petit interval de temps, 4t, 1'accélération en tout point du milieu varie
linéairement, ceci correspond aux distributions paraboligue de la vitesse et cubique du dé&placement sur 4t :

U(t+at)=0(t)+atil(t+rat) 0<arcl
2
u(t+at) =u(t)+ata(t) +5-0 (ts Yat) 0<Y<l

L'accélération étant linéaire sur at, ona :

U (t + 2at) = (1-6) U (t) + 80 (t + at) 0<s<l
B(t+Yat)s (1-2) G(t)+2 U (t+at) O<a<y
Donc :

G (t+at) =G (t) +at [(1-6) U (t) + sl (t+at)]

Atz

u (t + at) s'u (t) +at 0 (t) + == [(1-2) U (t) +2a U (t+at)]

A partir des deux équations ci-dessus on obtient U (t + at) et & (t + at) en fonction de u (t), U (t),
U (t) et u (t + at) :

U(t+at) s —tou(teat) -Lpu(t) - 0 () - (5 - 1) U (1) (4.53)
ast ast
G(t+at) = (1-2) 4 (t) +gp u(t+at)-ghp u(t)+et (1= 0 () (4.54)

Si 1'on substitue les équations 4.53 et 4.54 dans 1'équation matricielle de 1'&quilibre correspondant
au moment t + &t, c'est-d<dire dans :

MU +C U R U F

t + at t+at PP+ at T e+ st
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On aura :
1 8 7 = 1 $
[———Z M+—= C+R U = F + [ — M+ --] ]
ast aat t+at t+at adt aat t
+[Lt M+(§-1)C]Ut+[(-21:-l)M+(-2%-1) st €] U, (4.55)
ald

Connaissant les déplacements, vitesses et accélérations au temps t, 1'équation 4,54 permet de déter-
miner les déplacements correspondant au temps t + at (et par 13 les vitesses et les accélérations).
Ainsi, la détermination de 1'état &lastique & un moment t se fait, & partir des conditions initiales
(U u Uto) et suivant des intégrations successives dont le nombre est inversement proportionnel & ,t
. t -t
s . Na D )
choisi : N —

to’ “to’

En ce qui concerne les paramétres o et g, il a été constaté [27] que la méthode de Newmark est
inconditionnellement stable, c'est-d-dire que les d&placements calculés ne deviennent pas infiniment grands,

quelle que soit la grandeur du pas de temps utilisé, si ¢ 0,5etas 0,25 (6 + 0,5)2. Dans le program-

>
me Rosalie, & = 0,5 et o = 0,25 ; selon des études antérieures [ 9 ], ces valeurs permettent d'obtenir les-

solutions les plus exactes.

-

Le modéle discrétisé ayant un nombre fini de modes propres, théoriquement le pas de temps choisi doit

8tre suffisamment petit vis-a-vis de la période la plus codte du systéme (Tp), & savoir %3~= I% .
: n

Ceci conduit & un nombre trés grand d'intégrationsalors que 1'influence des derniers modes sur la réponse du

systéme est en pratigue négligeabie, I1 est donc admissible, dans une analyse modale de choisir st = %%3 IF

étant la période correspondant au dernier mode dont on tienne compte dans le calcul.

Quant au phénoméne de propagation des ondes &lastiques dans les massifs, il a &té constaté que les
solutions sont suffisamment exactes lorsque 1'incrément de temps est inférieur & une valeur qui dépend, d'une
part de la finesse du modéle discret et, d'autre part, des vitesses de propagation des ondes &lastiques dans
le milieu considéré :

=

At\<A

& (4.56)

ol, az est la distance entre les deux points les plus proches du modéle discret et V la c&lérité la plus
élevée des ondes se propageant dans Te milieu réel.
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Notons qu'au cas ol les sollicitations sont "brutales” (sollicitations du type "choc” par exemple) ;
i1 faut choisir un incrément de temps encore plus petit (= 0,5 AL/V) pour que 1'hypothése de 1'"accélération
1inéaire" sur at soit respectée.

On remarque par ailleurs que le coQt final d'un calcul dépend d'une part du nombre des &iéments et,
d'autre part, de leur taille. Or, pour ce qui est de la propagation des ondes élastiques, il a &té constaté -
(s0] [s8]-que 1a solution n'est correcte que si le cOté le plus grand des &léments est inférieur & 1/122me de
ta plus petite longueur d'onde correspondant au milieu &tudié ; par conséquent, c'est 1a grandeur du modéle
discret qui gouverne le temps du calcul numérique,

Ceci constitue en effet le point faible de 1a méthode des &léments finis en ce qui concerne ses appli~
cations dans la dynamique des milieux semi-infinis, car d'une part la réflexion aux limites de 1'énergie dans
le modéle numérique peut influencer notablement la réponse du systéme étudié et, d'autre part, si 1'on assimile
le milieu semi-infini & un modéle suffisamment grand pour qu‘on cbtienne 1a sofution souhaitée avant que les

réflexions aient lieu (ou que 1'énergie réfléchie soit négligeable & cause de 1'amortissement interne), le
temps de caicul croit nettement en raison des considérations précédentes. ’

C'est pourquoi des recherches ont &té entreprises depuis plusieurs années pour élaborer des modéles
numériques dont les limites sont non réfléchissantes : s'inspirant du modéle monodimensionnel semi-infini
(§ 4.1.1.(b)) Lysmer et Kuhlemeyer (1969) (s8] ont proposé une méthode originale pour les problémes plans qui
consiste & appliquer des &1éments amortisseurs aux frontiéres du moddle discret choisi. Les coefficients
d'amortissement de ces &léments sont des constantes pour e qui est de 1'absorption des ondes de volume ; ils
dépendent de la profondeur et de la fréquence de vibration dans le cas de 1'onde de Rayleigh, White et al (1977 )
[96] ont développé la méthode ci-dessus en évaluant la variation des coefficients d'amortissement, supposés
constants par Lysmer et Kuhimeyer, en fonction du coefficient de Poisson ; mais le éain de 1'efficacité ainsi

obtenue ne dépasse pas 1 %.

Lysmer et Waas (1972) [59] et Waas (1972) [92] ont &laboré une autre méthode adaptée aux résolutions
par les variables complexes qui consiste & déterminer par une technique analytique, 1a réponse des zones
extérieures au modéle et de la coupier avec Tes éléments aux limites du moddle discret.

Une troisiéme méthode est proposée par Smith (1974) [83] dans laquelle i1 élimine les réflexions sur
les bords par des superpositions qui satisfont les conditions aux limites de Dirichlet et Neumann. Cette métho-
de est applicable aux cas de chargements transitoires au moyen de 1'intégration pas-d-pas, mais elle nécessite
un temps de calcul important. Une autre méthode similaire & celle de Smith a été &laborée par Cundall et al
(1978) [ 23] et développée par Kunar et Rodriguez-Ovejero (1980) [so ] qui vise plutdt 1'intéraction sol-
structure lors de séismes-

Utilisant la méthode de Lysmer et Kuhlemeyer, Tassas (1979) [85] &tudie 1'intéraction sol - fondation
dans le cas des charges harmoniques et du type "choc" ; le calcul se fait par 1'intégration dans le temps.

Notons enfin que les "fronti&res visqueuses” proposées par Lysmer et Kuhlemeyer s'appliqueraient
également aux cas de 1'8lasticit® non lin2aire. Par ailleurs, elles sont applicables aussi bien dans les

programmes de calcul & valeurs propres que dans ceux & intégration pas-a-pas.
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4.3:- METHODE DES "BORDS A AMORTISSEURS VISQUEUX"

Lysmer et Kuhlmeyer (1969)[58] ont proposé une méthode générale grdce & laquelle un milieu infini
peut &tre approché par un milieu fini en introduisant des amortisseurs visqueux aux frontiéres du modéles :

La fig. 4.10 schématise un milieu semi-infini. On suppose que toutes les sources de sollicitations
et les zones d'irrégularités géométriques sont comprises & 1'intérieur d'une limite convexe imaginaire.
La propagation d'énergie aura lieu, uniquement de 1'intérieur vers 1'extérieur et toute &nergie arrivant & la
frontiére passera dans la région extérieure. L'effet de la ré&gion extérieur sur celle de 1'intérieur sera donc
jdentique & celui d'une limite qui absorbe 1'énergie arrivée (1imite non réfléchissante). Cette observation
conduit directement & 1'idée de déterminer la ré&ponse dynamique de la région intérieure d'un mod&le fini soumis
& des conditions aux limites qui absorbent toute 1'énergie arrivée.

I Fit)

' 1 -
Fig. 4.10 - Modélisation ! r
du massif semi-infini. ! L# "

. 1
| .
L D L e e 0o a :
&’331"\ Extérievr -‘:-H L?' "r‘J HJ':'}.

Les auteurs ont &tudié plusieurs possibilités pour exprimer analytiddement ces conditions aux limites
et ont proposé les relations suivantes :

g =a pr W ’ (4.57)

t=b DVS ] ’ (4.58)
avec ¢ : contrainte normale sur la surface de limite ;

T : contrainte de cisaillement sur la surface de limite ;

p : masse volumique ;

w et U : vitesses de déplacements normaux et tangentiels des particules ;
Vr : vitesse de propagation de 1'onde longitudinale ;
V. : vitesse de propagation de 1'onde transversale ;

3
a,b : paramétres sans dimension.

Les conditions aux limites proposées correspondent & une situation dans laquelle le bord convexe
serait “supporté" par des amortisseurs infinitésimaux orientés vers la normale et la tangente & la surface
Timite.

Afin de déterminer les valeurs & donner aux paramétres a et b, i1 est indispensable d'é&tudier la
réflexion des ondes élastiques & la frontiére définie par les équations 4.57 et 4.58. La méthode choisie est

cetle wtilisée par Ewing, Jardetzky -et Press {1957 )[30] pour la réflexion et réfraction des ondes &lastiques
planes & 1'interface de deux milieux. ‘
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Le cas d'une onde longitudinale incidente est indiqué par la-figure 4.11. L'axe des x représente la limite
visqueuse et e milieu élastique se situe dans le demi-plan inf&rieur. L'onde incidente engendre deux ondes
réfléchies : une onde transversale de cédlérité :

ol, s est une constante &lastique definie & partir du

coefficient de Poisson : g,:ap/%u}
’ . frondare
- T e

R

Fig. 4.11 - Reflexion au bord visqueux de
1'onde incidente longitudinale. gmub

Les directions des ondes incidentes et réfléchies sont 1iées suivant 1a l1oi de Snell :

€C0S ¢ = S. COS 8 (4.59)

et la vitesse du front d'onde le long de 1'axe des x est :

Vp . secas

[a)
"

Les déplacements horizontaux et verticaux sont exprimés en termes de potentiels de déplacement :

u=2t. 2 (4.60)
el (4,61)

o, ¢ = ¢ (x, z, t) et y =y (x, 2, t) représentent respectivement les déplacements diS aux ondes P et aux
ondes S.

Puisque la vitesse du front d'onde pour les trois ondes de la Fig. 4.1l doit &tre la méme le long de 1'axe des x,
on trouve les formes suivantes pour les potentiels de déplacement si les ondes sont harmoniques de pulsation w :

¢ = Exp [ik (ct +2tge -~x)] +AExp [ik (ct-2tgs -x)] : (4.62)
onde P incidente onde P réfléchie
E =B Exp [Tk (ct - 2 tg o - X)] (4.63)
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dans tesquelles k est le nombre d'ondes :

w . 27
k=2 = 5 (4.64)

et A et B sont les amplitudes inconnues des ondes réfléchies.

Ces amplitudes peuvent étre déterminées & partir des conditions aux limites définies par les équations
4,57 et 4.58, celles-ci é&tant exprimées en termes de potentiels de déplacement :

) 2 2 2-b f -
. 1-2 2 3 3 Y a_ 3 3y
c=ap VW —=5 v+ 2 (i) s (32
t s 3z ;;Z sV 8z &
2 2> 2+ . - v
. . 3¢ 3y _3 Yy _ b 39 _ 3
Tebe Vil — 25t (- ey (- D)

La substitution des &quations: 4.62 et 4.63 et dans les équations ci-dessus conduit aux deux &quations linéaires
suivantes : :

2 2

(1 - 25" cos 2 2

g +asing) A+ (sin2a+acose)B =23 cos“p-1+asineg, (4.65)

2

(b cos a+ s” sin28) A+ (cos 2a-b sina) B = 52 sin 26- b cos a , (4.66)

qui permettent de déterminer les amplitudes A et B en fonction de 1'angle d'incidence &.

------------

Le cas d'une onde transversale incidente, indiqué dans la fig. 4.12 se résout de la maniére précéden-
te. Les potentiels de déplacement correspondant sont :

¢ = Aexp [ik (ct + 2z tge =~ X)] (4.67)
onde P réfléchie

v = Exp [ik (ct + 2 tg a - x)] + B Exp [ik (ct - 2 tg o = Xx)] (4.68)
onde S incidente onde S réfléchie

et les équations linéaires donnant les paramétres A et B

correspondant :
(s2 sin 28 + b cos o) A + (¢os 2a - b sina) B = -cos 2a- b sin «a (4.69)
(- cos 2a + a sin 8) A + (sin 2a + a cos 6) B = sin 2a - a cos 6 (4.70)

Un cas particulier peut se produire lorsque 1'angle
d'incidence adevient inférieur & 1'angle critique défini par

cos ch =3 (4.71)
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Dans ce cas 1'équation 4.59 donne :

C0S o

cos e'= == 1
e ———
sin g = -1 v/cosze - 1 (imaginaire).

Par conséquent, la résoiution des &quations 4.69 et 4,70 donne des valeurs imaginaires
_A = A1 + iA2 , B = B1 + iBz_ pour 1'amplitude de deux ondes réfléchies. La signification physique d'amplitudes
complexes est qu'il n'existe pas d'ondes réfléchies mais en revanche, il apparait une sorte d'onde de
Rayleigh, dite onde d'interface. Cette onde s'avance le long de 1'interface avec une amplitude qui décroit
exponentiellement en fonction de la distance de 1'interface.

Pour déterminer les valeurs & donner aux paramétres a et b, les auteurs d&finissent 1'efficacité
du bord visqueux & 1'aide du rapport entre 1'énergie réfléchie et 1'énergie incidente. D'aprés la théorie
élémentaire des ondes, 1'énergie transmise, par unité de temps et de surface, par une onde longitudinale
d‘amplitude A est égale & :

.1 2,2
Wy =g o Vg o A | (4.73)

De méme, pour une onde transversale d'amplitude B :

1 2 .2
Ws =50 VS w B (4.74)

Fig. 4.12 - R&flexion au bord visqueux de
1'onde incidente transversale.

La surface du front d‘onde correspondant i 1'gnde P (Fig. 4.13) est sin g et 1'amplitude de cette onde
est égale & 1'unité. Par conséquent, 1'énergie incidente est :

1 2
Ei =g Vg w” sine (4.75)

De la méme fagon on trouve 1'énergie réfléchie :

Ep=gpo Vou A2 sino+ 3o v u? sinag (4.76)
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Le rapport entre les énergies réfléchie et incidente devient alors :

E .
= r _ a2 ... 5sina g2
L F A

(4.77)

On constate que pour a et b donnés, le rapport m dépend seulement de 1'angle d'incidence g et du
coefficient de Poisson v. La variation de m avec 1'angle 6 pour v= 0.25 est tracée sur la Fig.4 ;4 . D'autres
valeurs de v donneraient des ré&sultats analogues. D'aprés la Fig.414, la valeur de m = 1 correspond & la
réflexion parfaite tandis que pour m = 0 on a une absorption compiéte. On peut voir par ailleurs que a = b = 1
semble conduire 3 un choix optimal. Quelles que soient les valeurs données & a et b, 1'absorption ne peut pas
gtre parfaite sur toute la gamme des angles incidents. La Fig.4.14 indique une absorption presque parfaite pour

6> 30° lorsque a = b = 1 ; mais il y a réflexion pour 6 < 30°. Or, comme on le voit sur la Fig.4.13,
1'énergie arrivée & 1'unité de surface est proportionnelle & sin & , par conséquent la valeur de I'énérgie
réfléchie dans le domaine des 6 < 30° n'est qu'une petite partie de 1'énergie totale. En conclusion, la moyenne
sur 8 = 0° & 8 = 90° de (Er/Ei) sin ¢ sera une bonne indication pour 1'efficacité globale des bords visqueux.
Selon cette définition, 1'efficacité d'absorption des ondes longitudinales du bord visqueux correspondant &

a =b=1 est de 98,5%.

10 !‘°=b=0 Frontidre libra I
: ] | i i | ;
| L‘:-‘(]=b=’](jo : : N :
C)EB (r%gtf@) , ’

————————
|

l

T

! ! { ] - "‘C=b=10
|
|

\ \ \ q=b=1.5 2
.04 X{V{ [a2s]

Q:b:’l.o
\ DT
\T\

0.2

A

| ———

Fig. 4.13 - Onde incidente longitudinale - 0.0L_1 !
o 300, 60° 90°

Fig. 4.14- Variation du rapport d'énergies en
fonction de 1'angle d'incidence de
1'onde longitudinale.

. En ce qui concerne 1'absorption de 1'onde incidente transyersale, on obtient :

E ;
_r _ g2 1 sine ,2
meg TE g ogme A pour e (3.78)
et : m=82 + B2 pour o < a (4.79)
) 1 2 cr )
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Pour a = b = 1 et v = 0,25, le bord visqueux absorbe 95 % de 1'é&nergie transmise par les ondes S
incidentes {Q°< a <90°). Notons que le rapport m ne tient pas compte de 1'onde d'interface car celle~ci ne
transmet aucune énergie. Toutefois 1'existence de 1'onde d'interface peut'engend}er certaines irrégularités
dont 1'importance diminue avec 1'augmentation de 1a'fréqueﬁce ou 1'accroissement de la longueur du bord
considéré.

En résumé, Lysmer et Kuhlmeyer démontrent que la frontiére visqueuse définie par :
2V W (4.80)
g *p !

T = DVS b . (4.81)

absorbe presque la totalité de 1'énergie des ondes 16ngitudina1es et transversales harmoniques. En outre,
puisque les valeurs ci-dessus sont indépendantes de la fréquence de vibration, cette frontidre pourra absorber
égajement les ondes non harmoniques.

¢) Ondes de Rayleigh

La frontieére définie par 1‘'absorption de 1'énergie des ondes de Rayleigh en régime stationnaire est
similaire & 1a frontiére standard avec la différence que dans le cas des ondes de Rayleigh, a et b varient en
fonction de la profondeur.

- Considérons une onde de Rayleigh de c8lérité VR se propageant & la surface libre du semi-espace de
la Fig. 4.15 et dans la direction des x positifs.

surface libre

= . -02 ] Q2 04 0.6 Os
i
) !
‘\Eg{"""""'c"\/gA ! T )
- Q . > — c—h
\Q} — 1‘_ / -
| f :
~Nal u | : ‘ .
X! E ! L]
gg:! ! : ' ﬂni
i & ' T T ; :
I | | '
. ' [ )
\ | / ;
s | | |
| j i |
| s
0.2 ] Q.2 Q.4 <X [-X}
Fig. 4.15 - Absorption de 1'onde de Rayleigh par Fig. 4.16 - Amplitudes des déplacements horizontal
le bord “visqueux” vertical. et vertical correspondants 2 1'onde de

Rayleigh d'un semi-espace élastique
(v = 0,25).
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Selon la formulation choisie par Ewing et al.[ ], les déplacements en fonction de la profondeur normalisée
sont les suivants :

u=f (kz) sin (st - kx) (4.82)
w=g (kz) cos (ut - kx) (4.83)
oQ Te nombre d'onde : k = ﬁi

R

La variation de f et g en fonction de kz pour un semi espace &lastique de v = 0,25 est indiquée sur
la Fig. 4.16. La célérité de 1'onde de Rayleigh et les valeurs des fonctions f et g dépendent du coefficient de
Poisson. Pour v = 0,25 on a :

VS
Vo == » n= 1,08766 et
f (kz) = D [Exp (-0,8475 kz) - 0,5773 Exp (-0,3933 kz)] {4.84)
g (kz) = D [- 0,8475 Exp (- 0,8475 kz) + 1,4679 Exp (- 0,3933 kz)] (4.85)

dans lesquelles D est une constante.

La contrainte normale dans le plan vertical :

au aw

G=‘(}\+2u)?£ 'KE
d'ou o=k [(r+ 2u) f (kz) -~ ag' (kz)] cos (uwt - kx) (4.86)

dans laquelle, gf (kz) représente dg/d (kz).
De 1a méme fagon, le cisaillement dans 1e plan vertical :
T=-ku [f(kz) +g (kz)] sin (ut - kx) (4,87)
En outre, dfaprés les équations 4.82 et 4.83 on a :

U=wf (kz) cos (wt - kz) (4.88)
W =-u g (kz) sin (wt - kZ) (4.89)

En substituant les équations 4.86, 4.87, 4.88 et 4.89 dans les conditions aux limites suivantes :
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On obtient :

(4.90)

"
—
=
]

n
~
Fel
N

—

a (kz)

n [1+ LSk2 (4.91)

b (kz) 7Kz

La variation de._a et b pour v = 0,25 est indiquée sur la Fig. 4.17. Etant donné que 2k = 2n X
(profondeur/longueur d'onde), on voit qu'en dessous des profondeurs:supérieures 3 2/2 les paramétres a et b

tendent vers des valeurs constantes. Par ailleurs & la profondeur ol le déplacement horizontal est nul,
le paramétre a tend vers 1'infini ce qui correspond physiquement & un amortisseur infiniment visqueux.

0—1 0 12 3 . 4

pinnpnubliny T i
N b (xz) 3 I
I N a(ne kg
1 ams 1T =
s -
Fig. 4.17 - Variation des coefficients ' asymptote
. L a{kz)
a et b en fonction de la 2
profondeur normalisée, kz. H
T H
T H
w an
K= H
3 =V 5
iy na
T z:profondeur EE
4 2t
a=ad -
H :
tHH as -
- BN naNASRUNASNERENRIAREnS
g, HHRHHEH RS
~

Notons que pour la frontidre horizontale, les paramétres a et b sont fonction de kz et de
sin (wt - kx) ; par conséquent il est plus facile en pratique de choisir un modéle suffisamment profond que
d‘appliquer une frontiére horizontale visqueuse. Vu 12 décroissance exponentielle des déplacements avec 1a
profondeur, i1 est raisonnable de prendre une profondeur égale & 3/4 de la longueur de 1'onde de Rayleigh.

.

Comme les paramétres a et b dépendent de w, i1 est impossible d'appliquer la frontiére ci-dessus
décrite au cas des chargements transitoires.

Bien que la méthode de résolution numérique utilisée par les auteurs soit une méthode & variables
complexes, les frontiéres visqueuses proposées sont applicables dans des méthodes pas-a-pas.
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4.4 - CALCULS NUMERIQUES

4.4.1, ifonocouche & base indéformable :

Comme i1 est dit au début de ce chapitre, le fait que la base de la fosse d'essais ait une rigidité
élevée (E = 200 MPa),nous a amené dans une premiére étape & simplifier le probléme en supposant une base
indéformable pour la couche & compacter.

% %]1"72 5

U=0 u,,/u.r-o

0,3 m.

—_—

2
@, W=0

(L)
16 .

Figure 4.18 - Schémas du probiéme & résoudre (a) et du modéle numérique
choisi (b).

Disposant des résultats de mesures correspondant & la planche VIBREX n° 37 nous avons établi un
modéle numérique (Fig. 4.18 (b) dont Te maillage est indiqué par la Fig. 4.18 (c)).

Les résultats expérimentaux sont les enregistrements relatifs & la 34&me passe du rouleau vibrant
(Vibrex) sur une grave d'épaisseur 90 cm et de module d'&lasticité environ 80 MPa. I1 s'agit des signaux émis
par trois capteurs de pression (z = 32, 62 et 90 cm), deux capteurs d'accélération (z = 10 et 90 cm) et la
Jjauge de contrainte donnant la force totale appliquée.

La fréquence de vibration est de 937 tours/min ( f= 15,62 Hz) et le poids volumique du matériau est
environ 20 KN/m> (o = 2000 Kg/m°).

On ne tient pas compte des forces de volume car 1'dquilibrage des capteurs a &t& fait sous 1'effet
des forces de masse, autrement dit le "zéro" des signaux enregistrés correspond 3 )'état des capteurs sous les
forces de masse. On accepte 1'hypothése arbitraire d'une répartition uniforme de la force totale dans 1'aire

de contact bille-sol dont 1a largeur est supposée égale 3 22,5 cm. On a :

80 . cyo s
6 =y Iy TIC 32 MPa (v = 0,25 choisi arbitraitement)

S /p—= 126.49 m/s
_ 2x +G -
v, = ./_o_ = /3 VS = 219.09 m/s

-
[}
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La distance entre les points les plus proches &tant de 12,5 am, le pas de temps choisi est :

At %T:C’ 0,00057 sec.

soit st = 0,0005 sec.

Le nombre d'intégrations pour une période de chargement est donc :

\ < 0,064
T,0005

’

= 128

Les cas élastique et visco-élastique (linéaire) ont été traité&s. Dans le calcul visco-élastique
nous avons choisi (voir Eq. 4 .53).

a = 0.05
08 106 200 390 ioo Boo €09 3Joo 800 =63 (Comprassiom)
g =0 K .
20
bo , . '
(4] l-—-—n'mm‘ih ELAT-L'
Ve -y aodlals m.éﬁnfturn
30
\,
FVemy 77 Y e g 7

Fig. 4.19 - Varjation en profondeur des pressions verticales maximales.

La comparaison des résultats expérimentaux avec ceux des calculs ont montré le désaccord non.
négligeable qui existe entre la réalité et les modéles ci-dessus. Comme on remarque en comparant les courbes
de la Fig. 4.19, la cause principale de ce désaccord, c'est en effet 1'indéformabilité de la limite inférieure
du maillage qui constitue une frontiére parfaitement réfléchissante, Alors qu'en réalité la pression induite
diminue trés rapidement avec la profondeur, la superposition des ondes incidentes et réfléchies dans le modéie
discret a pour effet d'augmenter les contraintes au voisinage de la 1imite inférieure,
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Fig.4.18(c)- Maillage du monocouche & base indéformable.
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4.4.2. Application des bords visqueux :

“a) Propagation_des ondes_longitudinales _"monodimensionnelles"

B o™ —r—A= a0 B o T o nsiiny o Wonaiy o mnalll

S
E =1,75 10 MR,

H
= 0,25 - ] ) £l
e = 7000 K§/m' o '3\(“)
{
V[ _Q% L A=a o = —
w L SX0/L m ]
% 7
¢,
! “—B—'Cz (k)
31§ C4

Fig. 4.20 - Milieu oedométriqﬁe semi~infini (a) et modéle discret
a bord visqueux simulant ce milieu (b).

Considérons la propagation des ondes monodimensionnelles dans le milieu "oedométrique” de la
Fig. 4.20 (a). I1 s'agit en effet d'un miliey semi-infini soumis sur toute sa surface & une charge uniforme
normale. Le modéle discret choisi=- Fig. 4.20 (b)-comprend 5 &léments quadrilatéres et 28 noeuds et le probléme
est en déformation plane. On cherche & définir les coefficients dfamortissement C1 et C2 de la sorte gqu'il n'y
ait pas d'onde réfléchie sur la limite arbitrairement choisie. On note que la seule onde qui puisse se propager
dans le milieu considéré est une onde longitudinale monodimensionnelle dowt la vitesse de propagation est
donnée par 1'gquation 4.7

On a :

e 1= .
Eoed = TIzoy(reep B = 12 E

2,1 10° MPa

ced

5477,23 m/sec.

a
o
<

—+<

"

donc & s éﬁ = 18,257 10'6 sec.

&
[

soit = 1,8 1070 sec. (Vo = 9,86 cm/at).

Le coefficient d'amortissement par unité de surface est donné par l'éqdation 4.12 :

= - 7 Pa.s
¢ = J Eoed p = 3,834 10 -

(= 3,834 Dar.sec,
cm
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Pour la section considérée (S = 0,20 x 1 = 0,2 mz) :

5

€=0,2 x 3,834 107 = 76,68 107 Pa.s

Plusieurs calculs ont &té faits pour déterminer les valeurs & donner & C1 et C2 ; d'aprés ces
calculs la répartition correcte est la suivante :

1
¢ = 3¢

o
[\\)

"
%&

Charges appliquées

Deux types de chargement ont été étudiés :

1) Pression uniforme sinusoidale (Fig. 4.21) :

AR (MR
100f - --

-5
At =110 Sec.

T = 0,001 Qzﬁg 55,5 &t v T (see)

Fig. 4.21 - Charge sinusoidale

La comparaison des résultats de calcul (relatifs au trentiéme incrément) avec les résultats analyti-
ques du milieu semi-infini (4.1.1.b) a montré que 1'énergie réfléchie est négligeable.

o o prPe)
2) Pression uniforme transitoire : 100t~ —

-5
SOL’- At =1,8.10  Sec

t (at)

o 1 34 S &

Fig. 4.22 ~ Charge transitoire
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Afin de suivre facilement le phénoméne de la propagation de 1'onde dans un milieu, nous avons choisi
une charge transitoire dont la variation dans le temps est indiquée sur la Fig. 4,22.

Les courbes de 1a Fig. 4.25 indiquent la variation dans le temps de la contrainte normale s'appli-
quant sur trois sections droites différentes. On constate qu'effectivement 1'énergie régléchie est négligeable
et Tes amortisseurs "fictifs" absorbent presque la totalité de 1'énergie incidente, Par ailleurs, la vitesse

de propagation de 1'onde dans le modéle est &gale & celle correspondant au milieu semi-infini.
=gs06m- _Cxp

St Pa.) %0 =0,40
o = ' B,
-\ a : =
100 Dc_'
76
gop /
V, % 10 tm/y
cal .. P A
} I at 24,8x10" e
.13 [} f' \\ '
] £
! ;‘ L ¢
20t / f \ \
l ‘,‘ \‘ “i
z os s N ST
0 A s TR S I +(at
3] 2 § 6 3 W~ ‘\ f—=§=€;§§=e?;-—a- (at)

N4
-

Fig. 4.23 — Variation dans le temps de la contrainte normale

dans trois sections droites.

Notons enfin qu'au bout de 20 pas de temps, le modéle présente une translation d'environ 0,18 mm
dans le sens des x positifs, ce qui-'refléte 1'effet de propagation des déplacements dans la partie semi-infinie

simulé&e par les amortisseurs.

b) Propagation_des_ondes_sphériques_dans_un_semj-espace_&lastigue :

E = 50 MPa I f2 Simwt

v =0,25 st T3 i

o = 1800 Kg/m°

ro =0,5m

P, = 100 KPa

w =650 .

Fig. 4.24 ~ Semi-espace élastique soumis & une charge harmonique uniforme.

Soit un semi-~espace &lastique soumis, & sa surface, & one charge sinusoidale normale, uniformément
répartie dans un cercle de rayon ro. Les valeurs numériques des ca}actéristiques du massif et du chargement
sont indiquées sur la Fig. 4.24. Ce probléme est résolu analytiquement par Quinlan ainsi que par Sung F4]
(voir § 2.4.4) ; mais en ce qui concerne les solutions explicites, seule celle du déplacement au centre
de 1'aire chargée est calculée par Sung.



Modélisation du probléme

131.

Le probléme présente une symétrie de révolution. Le maillage utilisé comprend 42 éléments quadrila-

téres et 173 noeuds (Figs. 4.25 (a) et (b)).

Fig. 4.25 (a) - Schéma du modéle discret
simulant le semi-espace
élastique.

T

3.50 m.

A—1

A

1: Sin{wt)

3

Bord Visqueus (Ondesde Volluwee)
S ——————————————

4,38 ™.

de Raﬁ&dgﬁ)

Bord VZS?uLux;

(onde

161

11 faut déterminer les valeurs des coefficients d'amortissement correspondant aux noeuds qui se
trouvent sur le bord inférieur (1-161) et sur le bord vertical (161-173). Ces deux bords auront pour fonction
d'"absorber" respectivement 1'énergie des ondes de volume (longitudinales et transversales) et celle des

ondes de Rayleigh. Nous avons :

Vf = 182,57 m/s
Vs = 105,41 m/s
VR = 0,9194 VS = 96,31 m/s

et 1a longueur de 1'onde de Rayleigh est :

)
L =._B.
f

R =3,88m (f =25 Hz).

La force totale appliquée étant P = Z cos 4t

(Z positive dans 1e sens de 1a normale extérieure),

le déplacement au centre du cercle est donné par la formule suivante :

w {0,0,t) = G%' [fl cos wt - f, sin ut]
. o

oul, fl et f2 sont des fonctions dépendant de la fréguence sans dimension, a; (Equation 2.16) :

wr g

Q. =

°© v
S

Pour notre probléme :
3, = 0,745 ;

et d'aprés les courbes de la Fig. 2.15 :

-t
]

i -0,21,

fz = 0,10.
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2

Ainsi, pour le force p = = rs Po sin wt, le déplacement sera :

w (o0,0,t) = 0,00183 sin (157,08 t - 0,44) (m), qui présente un déphasage de 0,44 Rad. par rapport a
-f la pression appliquée.
v = Arc tg -é = 0,44 - Rad.

La Tongueur et la profondeur du modéle sont respectivement égales & 1,25 LR et 0,90 LR.

L'incrément de temps retenu, st = 8,333 10'4 sec., est &gal & 1/48&me de la période de vibration (T = 0,04 sec.)

Les coefficients d'amortissement des noeuds du bord inférieur sont calculés de la maniére suivante

(Fig. 4.26) :
bord visSer e

l | £ | ¢

2‘&@ de ngé#ml

Fig.-4.26 - Position des noeuds des &léments quadrilatéres par rapport
d 1'axe de symétrie.

Pour les points qui se trouvent au milieu du c6té des é&léments :

;= (2mr) (a2 ) (3

(@)
1]

(]
[}

L= (@) (e vy (3B

ol a=b=1cetrest la distance du noeud considéré 3 1'axe de symétrie,

Pour les noeuds communs entre deux &léments voisins, i1 faut remplacer, dans les équations

précédentes, (%?) par (5-%Ji).

En ce qui concerne le bord vertical (161-173), les coefficients sont calculés par des formules
suivantes :

L+ 8
__E._,)

[}
L]

(=@l (ao W) % ou

(@]
n

(25 L) (o V) (B ou gt

ou a et b, qui varient aqvec la profondeur et qui dépendent de la frégquence de vibration, sont dé&finies par les
gquations 4.90 et 4.91. L est la distance du bord vertical & 1'axe de symétrie.
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Notons que le facteur (2 = r ou L) (%; ou 5%;—) représente en effet la "surface d‘'influence" des

© noeuds des éléments quadrilatéres dans un probléme & symétrie axiale.

-100 e e m:n Sinwt ( r run;t'at wers le bas)
o
e == e Solilion w...r.‘
PR e onlies
-2
-1 b
0 R ¢
N T= 48 at
T 0,04 Sec.
1 \
\
1,93 >
2
Wu(m‘n.)

Fig. 4.27 - Déflexion au centre de 1'aire chargé.

La variation dans le temps de la déflexion du centre du cercle chargé, w (0,0,t), est montrée par
la Fig. 4.27. Le calcul numérique est effectué pour plus de 140 pas de temps, c'est-a-dire pour plus de trois
. périodes de vibration. La comparaison des résultats analytiques et numériques montre que pour la premidre
période, i1 existe une coincidence remarquable entre les deux courbes mais au cours des périodes suivantes
1'amplitude de la déflexion du mod&le numérique s'accroit l&gérement avec le temps. Cet &cart est di & la
réflexion de 1'énergie non absorbée par les bords, car comme i1 a &t& souligné précédemment (4.3.3), ceux-ci
ne sont pas complétement absorbants et quelques pour cent de 1'énergie incidente seront réfléchis.

Cependant, 1'écart entre les deux solutions reste négligeable et, compte tenu du fait qu'au bout
de 2,5 périodes toutes les premiéres ondes non absorbées par les bords soient déjd parvenues au point (050),
montre que le modéle est bien adapté pour simuler le comportement du massif semi-infini. Par ailleurs,
1'examen de la variation des d&placements et des contréintes dans le massif montre que 1'amplitude de ces
grandeurs diminue progressivement avec la profondeur. Les cCurbes isovaleurs correspondant & t = T (482me pas
de temps) sont indiquées en Annexe 3.
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4.5 - CONCLUSIONS

Ce travail n'est qu'un premier pas dans le domaine de 1'@tude par la méthode des Eléments Finis du
comportement dynamique du matériau soumis au compactage (essais VIBREX) ; nous nous sommes en effet limités
d 1'étude de faisabilité correspondant & la simulation des massifs semi-infinis &lastiques ou visco-&lastiques
au moyen des modéles & bords non réfléchissants. Pour cela nous avons adapté, & la suite d'une &tude bibliogra-
phique, la méthode des "bords visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer qui est appliquée & 1'origine dans un programme
de calcul & variables complexes. Les exemples traités démontrgnt que cette méthode est en effet applicable dans
le programme Rosalie qui utilise, lui, le procédé de 1'intégration pas-a-pas dans 1'espace du temps.

Enfin, la comparaison des résultats expérimentaux avec ceux des calculs numériques met en évidence
que le massif constituant la base de la fosse d'essais, quoiqu'il soit plus rigide que 1a couche surmontant,
transmet une partie non négligeable de 1'énergié du compactage. Ceci résulterait en premier lieu du fait que
la fréquence de vibration &tant assez basse, la "profondeur" de 1'onde de Rayleigh (1'onde qui transmet la par-
tie la plus grande de 1'énergie radiée) est beaucoup plus grande (plusieurs fois) que 1'épaisseur de la couche
compactée. »
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CONCLUSION GENERALE

L'articulation des différents domaines de 1'étude sur 1'efficacité du compactage par vibration a été
rappelée au premier chapitre. Nous avons vu que les seuls essais en laboratoire (sur des échantillons de maté-
riaux) visant a interpréter le réle de la vibration dans le compactage des matériaux granulaires, bien que néces-
saires, ne sont pas suffisants pour décrire le processus de compactage dans sa globalité. En effet, i1 est d'une
part trés difficile, sinon impossible, de reproduire intégralement le$ conditions réelles, en raison notamment
des conditions aux limites de 1'éprouvette. Mais, de plus, ces &tudes ignorent le rapport qui existe entre les
différents parametres caractéristiques de 1'ensembie sol-compacteur vibrant et les sollicitations exercées sur
le matériau.

L'étude de 1‘'interaction de 1'ensemble sol-rouleau vibramt nécessite :

- au plan expérimental des essais en vraie grandeur sur des "planches" dont les conditions aux limites
sont uniformes ;

- dans le domaine théorique, des modélisations permettant 1'utilisation des moyens mathématiques dis-
ponibles.

Dans ce dernier domaine, 1'examen dans le deuxiéme chapitre des théories des massifs semi-infinis et
1'analogie de Lysmer qui établit les liens explicites entre le semi-espace élastique et le modele viscoélastique
3 un degré de liberté nous a permis d'interpréter certaines constatations issues du programme expérimental Vibrex.

Ainsi on a pu fournir une interprétation des variations irrégulidres de 1'amplitude du déplacement
vertical de la bille selon le nombre de passes, et la variation de la "fréquence de résonance” avec le moment
d'excentricité des balourds. I1 apparait par ailleurs nécessaire de tenir compte, dans 1'interprétation du com-
portement de 1'ensemble sol-rouleau vibrant de la rigidité relative du substratum (base de la fosse dans le cas
du Vibrex) et, dans une certaine mesure, des variations de la répartition des charges dans 1'empreinte.

Le résultat le plus notable, & notre avis, de cette approche, est la mise en évidence du rble de la
variabilité de la surface de contact entre la bille et le sol : une diminution par exemple de 5 % de 1'aire
d'empreinte au cours d'une opération de compactage aura pour effet, par rapport au cas ou elle serait constante,
de diminuer la puissance dissipée de 15 %, ...
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11 apparait en effet que la variation de 1'aire d'empreinte en fonction des caractéristiques mécaniques du ma-
tériau granulaire est un facteur essentiel des variations du comportement vibratoire de la bille vibrante, ainsi
que de celles des sollicitations induites dans le matériau.

A la suite de ces constatations, des essais, en vraje grandeur, sur un matériau frottant (grave
propre) et un sol fin (limon plastique) ont. donc été réalisés pour mieux connaitre les variations de 1'"emprein-
te". Par ailleurs, la recherche 3 1'aide de la méthode des éléments finis des modales & comportement élasto-
plastiques pouvant expliquer les résultats expérimentaux nous a permis de mieux connaitre le réle de différentes
propriétés physiques du miiieu granulaire dans la variation réelle de 1'aire d'empreinte. Ces études mettent
notamment en évidence les trois résultats suivants :

1) La valeur absolue de la largeur d'empreinte est beaucoup plus grande que celle correspondant au
semi-espace élastique.

2) Cet écart traduit le décompactage, sur quelques centimétres de profondeur, de la partie supérieure
de la couche sous 1'effet des efforts tangentiels. En effet, le décompactage -donc la baisse des résistances
mécaniques- du matériau en raison de grands déviateurs de contraintes appliqués entraine une augmentation consi-
dérable de 1'aire de contact par une "plastification locale®, sous charges normales, de la zone décompactée.

3} C'est pourquoi, la variation de la largeur d'empreinte’en fonction de la charge statique appliquée
et du module de déformabilité "giobal" du massif du sol suit & peu prés la loi élastique.

Enfin, la recherche, dans le quatrieme chapitre, des modéles (élastique ou viscoéalstique) 2 éléments
finis des massifs de sols, respectant au mieux les conditions aux limites réelles en présence des phénomanes
dynamiques (propagation des ondes &lastiques, réflexion, ...), nous a permis d'appliquer, dans le cadre du pro-
gramme Rosalie, la méthode des "bords a amortisseurs visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer. Nous avons par ailleurs
démontré sur un exemple que, bien que la base de la fosse d'essais (Vibrex) soit plus rigide que la couche qui la
surmonte, elle transmet une partie non négligeable de 1'énergie induite par le compactage, ce qui résulterait
notamment de la basse fréquence de la vibration.

Au terme de ce travail, i1 nous apparait que dans ce domaine de compactage par vibration les axes
suivants se présentent pour 1'étude du compactage par vibration :

1) I1 y a encore, et de facon féconde, & interpréter les résultats des essais en vraie grandeur 3
1'aide des modéles mathématiques & parametres concentrés, en tenant compte des particularités du comportement de
1'ensemble sol-rouleau vibrant telles que la variabilité de 1'aire d'empreinte, etc.

2) L'étude par la méthode des éléments finis des soilicitations induites en tout point du massif du
sol, en s'appuyant d'une part sur les résultats de mesures in situ et, d'autre part, sur des modéles de compor-
tement plus réalistes du matériau granulaire, définis par des essais en laboratoire, offre des perspectives nou-
velles.
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Si la premitre approche vise & définir 1'efficacité du compactage par vibration en appréciant mieux
les efforts appliqués & la surface du massif, c'est, en définitive, la deuxiéme approche qui saura définir 1'ef-
ficacité de ces efforts dans la variation en profondeur de la compacité.
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ANNEXE 1
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ANNEXE 1

Photo. 1: Rouleau monobille A625(Richier) sur la planche N° 3.

Photo. 2: Empreintes "enregistrées” sur le papier sensible correspondant aux

différentes valeurs de la charge statique transmise par la bille.
Photo. 3: Mise en place des capteurs de pression.
Courbes granulométriques des matériaux utilisés: Grave D1 , Limon naturel.
Résultats d essais triaxiaux sur quatre échantillons de grave Dl.
Résultats d'essais triaxiaux consolidé non drainés sur cing &chantillons de limon.
Résultats d‘essais Proctor normal’
Principes,caractéristiques et utilisation de la Dynaplaque.

Relation entre “module dynaplaque” et le module de déformabilité donné par des

essais de plaque.
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Photo. 1-Rouleau monobille A625

(Richier) sur la planche N° 3.

Photo. 2-Empreites "enregistées sur
le papier sensible correspondant aux
différentes valeurs de la charge sta-

tique transmise par la bilie.

Photo. 3-Mise en place des

capteurs de pression.
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MATERIELS
DES LABORATOIRES
DES PONTS ET CHAUSSEES

FRANCE

DYNAPLAQUE

1T76

APPLICATIONS

- ausculter et réceptionner des plates-formes de ter-
rassement et de couche de forme destinées 2 recevoir
un corps de chaussée ;

— apprécier le comportement a la fatigue de structu-
res rustiques, telles que couches de forme, pistes de
chantier, voies forestiéres ou agricoles, parkings etc.

CONDITIONS D'UTILISATION

~ 'appareil est utilisable sur toutes les plates-formes
dont la rigidité n’excéde pas 1 S00 bars, et constituées
par des matériaux dont le diamétre des plus gros élé-
ments est inférieur & 200 mm ;

— la conception de I’ensemble véhicule-appareil fait
que 'on peut aisément accéder en tout point d’une
plate-forme 4 ausculter et se rendre rapidement d’un
chantier 3 un autre ;

— il est manoeuvrable par une seule personne qui, de
surcroit, n’est pas tenue de sortir de 1a cabine du véhi-
cule pendant 'exécution de 'essai ;

— il n’est pas recommandé d’utiliser ’appareil sur des
plates-formes pentées a plus de 30 %.

PRINCIPE DE LA MESURE

L’appareil permet d’appliquer sur la plate-

La dynaplaque en position cmesure».

forme 4 ausculter une sollicitation dynamique analogue en intensité et en fréquence i celle provoquée par le
passage d’un essieu chargé 4 13 tonnes, roulant 3 60 km/h, au moyen d’une masse que !’on fait tomber sur
une couronne de ressorts fixés sur la plaque reposant sur le sol.

On mesure la réponse de la plate-forme a cette sollicitation par le coefficient de restitution énergé-
tique du choc ainsi engendré, qui s’exprime par le rapport entre la hauteur du rebond de la masse et sa hau-

teur de chute initiale.

Une courbe d’étalonnage fournie avec I'appareil permet de traduire le coefficient de restitution en

un module dynamique.
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Si on applique un grand nombre de chocs en un point donné, I’évolution du module dynamique
permet d’apprécier le comportement & la fatigue de la plate-forme testée.

DESCRIPTION DE L’'APPAREIL

It comprend :

— le générateur d’impulsion constitué par la plaque d’appui au sol, les couronnes de ressorts, la colonne de gui-
dage, la masse tombante et son systéme auto-blocant sur la colonne en position rebond,

— le systéme hydraulique de commande de la levée et de la chute de la masse,

— le systéme de mesure et de dépouillement constitué par un codeur optique et une ca.lculatnce imprimante
donnant la hauteur de chute, la hauteur de rebond et le rapport de ces deux grandeurs.

L’ensemble de I’appareil, dont le poids est de 500 kg environ, est monté & poste fixe sur un véhicu-
le 1éger 4 4 roues motrices permettant d’accéder en tout point d’un chantier de terrassement et de se déplacer
sur route a une vitesse de 90 km/h. La montée et la descente de I’appareil sur son véhicule est hydraulique ;
les commandes générales du circuit hydraulique ainsi que I'imprimante sont a I'intérieur de la cabine.

PERFORMANCES

La courbe d’étalonnage montre que I'appareil a été dimensionné (choix des valeurs de la masse
tombante, de la rigidité des ressorts et de la hauteur de chute) pour avoir une mesure suffisamment sensible
dans le domaine des modules dynamiques compris entre 100 et 1 000 bars, ce qui correspond aux valeurs géné-
ralement observées pour les plates-formes de terrassement et de couche de forme.

. la cadence des essais réalisables est de 20 essais a ’heure environ,
. 150 secondes par essai, dont 60 secondes pour le déplacement entre 2 points d’essai,
. temps d’un choc et d’une remontée de la masse : 6 3 8 secondes.

1. Plague de chargement
A . circulaire {$ 600 mm)

§m
[\

. Colonne de guidage liée
a la plaque de charge-
ment

1100

1000

. Masse tombante coulis-
Py sant sur la colonne de
| guidage

i.-_--.

900

RN
©)]
2,

4. Deux ensembies de res-
sorts identiques

800

belon

700

5. Dispositif de relevage et
de lachage de la masse

maos il

800

RN DEN N

6. Bague conigque permet-
tant de lacher ia masse
de la hauteur désirée

00

| }

7. Systéme & cames per-
mettant d’immobiliser
la masse aprés le rebond

300 /

8. Codeur permettant de
mesurer et d'enregistrer
sur une imprimante les
hauteurs de chute et de
rebond

Coellicient  de  restingion

g 1

i
!
i

! |

) 0 QX 030 Q40 csc Qec Q70 am 050

] 9. Vérin de relevage

!

Etalonnage de la dynaplaque Schéma de principe de la dynaplaque

Valeurs du module ¢E» {dynamique)
en fonction du coefficient de restitution R.

Pour tout renseignement complémentaire concernant la Dynaplaque, s’adresser au :

LABORATOIRE CENTRAL DES PONTS ET CHAUSSEES
58, boulevard Lefebvre - 75732 PARIS CEDEX 15 - Tél. : Paris (1) 532 31 79

1776
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ANNEXE 2

INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA PLASTICITE ET A LA
RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DES

PROBLEMES ELASTO-PLASTIQUES
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Le comportement élastoplastique des massifs soumis auxchargementsstatiquespeut étre &tudié par le
programme Rosalie dans les cas oU le comportement des matérijaux constituant ces massifs ob&it & un des critéres
classiques suivants :

- critére de Tresca,

~ critére de Coulomb,

- critére de Von Mises (avec ou sans écrouissage),
- critére parabolique,

- critére de Drucker.

Ce sont les critdres les plus connus de la théorie différentielle de la plasticité, fondés sur les
caractéristiques mécaniques des matériaux isotropes.

.Un corps est dit avoir un comportement élastoplastique quand, au-deld d'un certain niveau de charge-
ment, i1 présente & la fois des déformations réversibles (élastiques) et des déformations irréversibles (plas-
tiques).

La théorie classique d'é@lastoplasticité considére que le matériau est initialement isotrope, que le
temps n'intervient pas, c'est-3-dire qu'il n'y a pas d'effet di au fluage et (ou) & la relaxation, et, en outre,
néglige les effets thermiques, dynamiques (comportement statique ou quasi-statigue) et des grandes déformations
Hi11 (1950).

Le but essentiel recherché par 1a théorie est 1'établissement des équations constitutives &lastoplas-
tiques. La position du probléme élastoplastique est la suivante : étant donné un corps (Fig. 1 ), trouver

U.il Eij’cij’ I

satisfaisant q

a) 1'équilibre (dans D, sur C et & travers I) ;

b} la compatibilité des déplacements ;

¢) les lois constitutives élastiques linéaires (dans De) 5
d) les lois constitutives élastoplastiques (dans DP).

Fig. 1 - Preblermre aux
Limitas  elasto - ﬂuh'cf.»-- -




Dans la théorie de la plasticité, la loi de comﬁortement comprend trois éléments prin-
cipaux :

- un critére de plasticité initiale, définissant 1'état de contraintesd partir duquel 1'écoulement
plastique peut se produire ;

= une loi d'écoulement plastique, reliant les incréments de déformation plastique aux contraintes
et incréments de contraintes;

- une loi d'écrouissage, décrivant 1'évolution de Ta surface de plasticitéd au cours de 1'écoulement
plastique.

Schématisation de la courbe expérimentale de 1'essai unjaxial

On admet, comme 1'a proposé Pranatl, que la courbe contrainte-déformation résultant d'un essai uni-
axial (traction simple pour les métaux), peut é&tre idéalisée de la manidre représentée i la Fig.3 , C'est-a-
dire en supposant que :

a) la courbe est lindaire jusqu'au point A, représentant la limite &lastique initiale (et la limite de
proportionnalité) ;

/
4 dc £

0
0 .
r_a 1 - Coufb& Contrainte - dé&orma«\r{uv\ d'un esser umoanial;
] .

(e‘r.rou'\ssuse X‘OS‘\"‘g) :

b) au-deld du point A, le matériau s'écrouit en suivant une courbe monotone irréversible : si la
contrainte au point B diminue, le matériau suit la courbe BC qui

- ne présente pas de boucle d'hvstérésis (BC = CB),

- est linéaire et de méme pente que OA,

- se raccorde & la courbe initiale ABD en B pour un nouveau chargement au-deld du point B, ce dernier
point représentant la nouvelle limite &lastique pour le chemin CBD,

- au-deld du point D, les déformations deviennent trop grandes pour entrer dans le cadre de la théorie,
donc 1a fin de la courbe n'est pas considérée.
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Hypothéses de base

1 - Decomposition des déformations totales

On admet que les déformations totales €4 se décomposent en une part élastique et une part plastique,

la part élastique &tant 1ige aux contraintes totales par le loi de Hook. On a donc :

€15 T it Eij ¢ 1)
e . e

g5 = Mg % ou ggs = Eiag. gy

avec H = E£!

Cette hypothése est directement inspirée de 1‘'essai uniaxial ; elle est incorrecte en grandes déforma-

tions.
L'8quation s'écrit :
= e, €
%3 Zuegy thoeg 8y ( 2)
o P et p=—te =G | (  3)
{(1+v)(1-2 V) 2(1+v)

sont les constants de Lamé et & est le symbole de Kronecker.

En outre, on fait 1'hypothése complémentaire, dans les cas des critéres Von Mises et Tresca, gque les
déformations plastiques se font sans changement de volume :

P. = ¢P P =
€3 E11 * €52 * eaa 0 ( 4)

2 - Existence des surfaces de plasticité

L'état de contraintes peut se représenter par un point dans 1'espace & neuf dimensions des contraintes,

de maniére qu'il existe, en son voisinage, une zone ol un accroissement des contraintes, d“ij' ne produit qu'un
accroissement des déformations &lastiques, d6$j (degj = 0). La frontiére de cette zone est la surface de plasti-

cité (ou d'écoulement! initiale, lTaquelle on suppose exister. Elle est représentée par 1'éguation :

Fy (o)) = 0 ( s)

Lorsque 1'&crouissage se produit, cette surface change au fur et & mesure que les déformations plasti-
ques progressent ; 1'expression mathématique de ces surfaces de plasticitd successives s'appelle la fonction de

charge. Elle dépend de 1'état de contraintes atteint cij’ de 1'histoire des déformations plastiques egj et de

1'écrouissage (par 1'intermédiaire d'un paramétre, k). En résumé :

Floss; ePs ;3 k) =0 existe ( 6)

ij i
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et telle que
F <0 : état &lastique
F=0 : état plastique ; dcﬁj
F>0 : état inadmissible (sans signification).

peut provoguer aeP

i3 ;

La valeur spéciale F = O constitue la condition de plasticité & partir de laquelle on peut d&finir trois
cas de chargements différents, pour une augmentation de sollicitation donnée. Soit dF la variation correspon-
dante de la fonction de charge :

L A S | SIS S | ) (7
5 . 13 3eR, 1 3K :
i] 1

a) dF <0 ; 1'état atteint est &lastique, donc de?- =0, .dk = 0, on 2 un processus de déchargement.

J

5o d0;5<0 , F =0 déchargenent ( &)

b) dF = 0, mais d:$j = 0 (donc dk = 0) ; ce processus, qui passe d'un &tat plastique & un autre sans
variation des déformations plastiques, est appelé chargement neutre :

3F 4g..=0, F=0 chargement neutre ( 9)
30 1
1]
c) dF = 0, dsgj =0, dk = 0 ; ce processus fait passer d'un &tat plastique & un autre avec variation

des déformations plastiques et s'appelle chargement :

3F dg;; >0, F =0 chargement ¢ 10)
304 § J

Ces trois possibilités sont illustrées par le schéma de la Fig. 3.

F=0 4d¢.

D
™

N
SN

( Jcthaﬁcmcn*) dc‘.‘ (Chnrgcmun*)

Surfac de C\'\ar%c. .

! ent.
F\a. 3 - Charagmcn’t : chargemeni’ neutre ef Jechar(jem n
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3 - Postulat de stabilité de Drucker

Ce postulat, qui est une formulation du principe "du travajl maximal", s'énonce comme suit : soit cij
1'8tat de contraintes en un point d'un corps pour une sollicitation donnée ; par une cuse extérieure distincte
de cette sollicitation, un &tat de contraintes additionnel est appliqué puis retiré lentement ; a1ors._pendant

1'application seule, ou pendant le cycle complet, 1'agent extérieur fournit un travail non-négatif.

Soit 5:; 1'8tat de contraintes existant (Fig.4 ) ; 1'agent extérieur améne d'abord cet état sur la
surface de plasticité au point 945 en suivant un chemin élastique. Puis il provoque un accroissement doij des
contraintes en domaine plastique (1'Ecrouissage est supposé non-négatif) produisant des déformations & la fois
élastique et pliastique ; enfin, i} se retire et 1'état de contraintes retourne au niveau é}j en suivant un che-
min é&lastique. Dans ce cycie, le travail &lastique est nul, de sorte que le travail de 1'agent exté&rieur est :

-;ij)dg‘?.+ do...de:?.; 0. ( 1)

(O‘ 1] 1) 1]

N

k

Puisqu'on peut choisir 055 = Oy5r 0N 2
p
doij'deij > 0 ( 12)

et puisque ce second terme est d'un ordre de grandeur inférieur au premier, ce dernier doit satisfaire a:
Ly - '.. p-
(cr.IJ '013) d €y * 0 ( 13)

1'&galité ayant lieu pour le chargement neutre .

F’\S, 4 - Poslulat dv Drucker.

Les inégalités ( 4%2) et ( 43) ont des conséquences fondamentales sur la théorie de la plasticité, car
on peut en déduire la forme des équations constitutives recherchées. Deux propriétés principales se dégagent
du postulat de Drucker :

a) Convexité : toute surface de plasticité F = O est connexe. Cela découle de 13 qui exprime que

1'angle entre(cij - 5;j)et degj ne peut excéder 90°, le produit scalaire &tant positif ou nul.

b) Normalité : le vecteur incrément des déformations plastiques est normal & la surface de plasticité.
En effet, puisque (cij - c:j) ne peut étre situé que d'un seul c6té d'un hyperplan perpendiculaire & d egj
(Eg. 43 ), cet hyperplan est tangent & F, et de?j est donc perpendiculaire & F. Par ailleurs, 1'incrément

de déformations plastiques est indépendant de 1'incrément de contraintes d<.'f_i

i
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Cette propriété de normalité se traduit par 1'é&quation suivante :

deP. = d . 2 avec d 2 30 (  14)
1] 304 j
ol d X est un facteur de proportionnalité qui, en raison de 1'inégalité 3. , est non-négatif. Cette relation

fondamentale s'appelle loi de normalité ou loi d'écoulement plastique. On dit aussi que F est la fonction poten-
tielle plastique.

Notons que le postulat de Drucker n'est pas toujours conforme & la réalité physique et par conséquent
ne peut étre considéré que comme une hypothése ; de sorte que toute autre hypothése vérifiée expérimentalement
est tout aussi valable. Ainsi, pour certains matériaux dont les déformations plastiques n'obéissent pas & la
loi de normalité, on suppose nu'il existe un potentiel plastique G (différent de F) auquel s'applique la loi de

normalité :
P 3 G

on 1'appelle la Toi d'écoulement non associée.

Connaissant la surface de plasticité (ou la fonction de charge, F) la loi de normalité nous permet
d'établir 1'expression générale des &quations constitutives incrémentales :

oF '
dE .dO’k«l*‘d)\.F ( 16)

i3 = M50 y

Critére de nlasticité

On appelle critére de plasticité une loi oui définit explicitement la forme de la surface de plasti-
cité.

Loi d'écrouissage

On appelle loi d'écrouissage une loi qui décrit explicitement la forme de la fonction de charge ou,
en d'autres termes, qui définit 1'évolution des surfaces de plasticité successives. Les deux lois pratiquement
utilisables sont :

a) la loi d'écrouissage isotrope, qui suppose essentiellement que la fonction de charge est obtenue
par une expansion uniforme de la surface de plasticité dans tous les sens. Cette loi est en contradiction avec
1'effet de Bauschinger, et conserve 1'isotropie. -

b) la loi d'écrouissage cinématique linéaire, qui suppose essentiellement que la fonction de charge
garde la méme forme que la surface de plasticité initiale, mais elle se déplace par translation dans 1'espace
de contraintes. Cette Toi introduit partiellement 1'effet de Bauschinger, ainsi gue 1'anisotropie due aux
déformations plastiques.

La Toi d'écrouissage du critédre de Von Mises, appliquée par Programme Rosalie, est une loi isotrope :
1'isotropie du matériau est conservée ; quel que soit le chemin suivi dans 1'espace des déformations pour at-
teindre un &tat de contraintes, la fonction de charge finale est la méme.



Ainsi, la fonction de charge a la méme forme que le critére de plasticité initial et seule la constante k devient
fonction d'une certaine mesure de 1'é@crouissage ; la détermination expérimentale de cette fonction est indépen-
dante de la sollicitation : on peut 1'obtenir, par exemple, & 1'aide d'un essai uriaxial.

Les hypothéses de la loi d'écrouissage isotrope conduisent, géométriquement, & une expression de sur-
face de charge initiale (homothétie). On peut donc écrire :

s P s k) = 0 =F(o;; 5 K) = ;) - F'(K) ( 19

J 1]

-

ol la dépendance de F' vis-d-vis de agj est en effet maintenue par 1'intermédiaire de K qui dépend de 1'histoire
des déformations plastiques.

Pour mesurer 1'écrouissage afin de donner une formule explicite pour F'(K), on peut faijre deux hypo-
théses

a) hypothése du travail de déformation plastique :
‘ P

1

o, ..deP. { 13)

5 du P P :
dk = dW = c... de. . avec W =/ i3 ij

3"
oy 0)
et on pose F(K) = f, (W)

b) hypothése de 1'incrément de déformation plastique de comparaison ; on définit :

eP.
I PR p_ e \
dk = d8 = V?dsij' EiJ’ avec € = [ d% ( 19}

et on pose F(K) = fz (g p)

Pour le critére en guestion (Von Mises) ces deux définitions sont &quivalentes, c'est-&-dire qu'il
existe une relation de la forme :

p
entre les deux mesures de 1'Bcrouissage : W gt € p.

Critére de Treca (1864)

F(c“-)= [o1 “o,l -2K=0 ( 20)

ol o, et o, sont les contraintes principales extrémes ; K est la résistance au cisaillement simple.

Selon le critére de Tresca, la plasticité n'a lieu que lorsque la contrainte de cisaillement maximale
atteint la valeur de K, ce dernier &tant une constante (plasticité idéale) ou fonction des déformations plasti-
ques (plasticité avec écrouissage). La version actuelle du Groupe 5 ne s'applique qu'au cas de plasticité idéale
et en déformation plane.

Dans 1'espace des contraintes principales, la surface de plasticité est un prisme, paraliéle & 1'axe
9, =9, =9, , dont la section avec le plan (o, +o

Fig. 7.

+to,= 0) est un hexagone régulier de centre (0, 0, 0) -

1 2

La contrainte princinale ne joue aucun rdéle dans les critéres de Coulomb et de Tresca.
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Critére de Coulomb (1773)

Le premier critére de plasticité en mécanique des sois, le critére de Coulomdb, se présente dans le
plan de Monr (1, 5) par deux droites de 1'équation suivante :

F(cij)=’°1'°: +s1’n@(ol+cj-2Ccotg®)=D { 21)

o0 o et o sont les contraintes principales extrémes (positives en traction) ;

H

$ st l'angle de frottement interne et C la cohésion.

— Gk)o

Re > | L Y e wo
N

F'is. 5~ Courbe intrins&éque COULOMB et DRUCKER F'laé- Courbe intrinséque TRESCA et MISES

Dans 1'espace des contraintes principales (6, A 03) la surface de plasticité est une pyramide de

base hexagonale et d'axe o =0, =q (Fig. 4 ).

1’:<o

Critire de COULOMB

/3(14sin¥)
3 =sin ¥

F.'g . «~ Section par le plan P; tga =



Critére de Von Mises {1913)

La surface de plasticité initiale est une fonction uniquement du deuxiéme invariant du tenseur dévia-

torique, J
FC}

avec J,

ou J,

Dans un essai de cisaillement ol g, =0

(Tij) = Jz -
1

: - LS.
2 13 1)

= —l
6 ! 2

3

V3
2

( 22)
3
( 24)

est la résistance au cisaillement.

Dans 1'espace v, o, o, , la surface de plasticité forme un cylindre de révolution de 1'axe ¢,20,%0,;

Fig.® -

Lorsqu'il s'agit d'un matériay écrouissable, K n'est plus constant mais i1 dépend des déformations

plastiques.

Fiz. €
ca=s 1

- Représentation du critére de Von Mises

espace 9, 0, 0,

Critére de MISES

/

q<o \ /

Critére de TRESCA

%

- 9 -~Section du critéra par le plaa P

158,
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Critére de Drucker et Prager (1952)

Selon ce critére, la surface de plasticité est une fonction & la fois de J et de la contrainte hydro-
2
statique :

(z:.) = J +al - K =20 ( 25)

u
Q

M * o, to, 36, , 6, étant la contrainte moyenne ; a et K sont des constantes.

\ 1 2

La surface de plasticité est un cone dont le sommet se trouve sur 1'axe €, = 0, = T, suivant les
vaieurs que 1'on attribue & o et K, on peut obtenir une surface de plasticité "équivalente" & celle d'un critére
de Coulomb donné. Ainsi en choisissant :

o = tg ¢
(9 + 12 tg? o) 2
( 26)
et K = 3¢

(3 + 12 tg? @)uz

on obtient une surface de plasticité inscrite dans 1a surface de plasticité de Coulomb dont les constantes sont
et € (Fig. 7 ). De la méme maniére, i1 est possible d'établir la fonction de charge d'un critére de Drucker-
Prager extérieur. ('est la premidre équivalence qui est choisie par le programme Rosalie, c'est-i-dire que les
paramétres donnés sont 1'angle de frottement interne et la conésion & partir desquels le programme établit,
automatiquement, e critére inscrit correspondant.

{ritcre parabolique

RT et Rc étant respectivement la résistance & la traction et & la compression, 1a surface de plasticité,
dans |'espace g, o, 0y est un paraboloide de révolution dont le sommet est sur g =g =g et qui coupe les
1 2 3
demi-axes 9, >0 enR et g, < 0 en -R, (Fig., 41 ).
i

( 27)

Parabololde

ﬁj'ijritEre parabolique



Le sommet du paraboloide a pour coordonnées :
Ry
Revy

1
g = g = g = -
3

Lois constitutives @lastoplastiques incrémentales

Dans une forme plus générale, la fonction de charge des critéres précédents se présente par F{

13

160.

., k)

dans laquelle, k, le paramétre d'écrouissage, est une fonction des déformations plastiques. Suivant la loi de

normalité, les équations générales d'élastoplacticité s'écrivent :

= de® p

daij deij + deij ( 28)
e - -
dsij = Hijk1 dek-| ou deij = Eijk1 dek1 ( 29)
oF (o,. ) .
deﬁ.’j=dx.—,£‘3—’k—- (30
iJ
pour un chargement :

F(O’iJlk)'-'o
dF = 0.
Le seul inconnu est le scalaire positif di que 1'on calcule de 1a maniére suivante :

. T }
oF =\i§.\dc+£dk=0 ( 31)

@ - ak
. o

do = E (de - de )

T T T N

[LF} do =[3—F} E de - {EF.J EdJiJ = - g
30 30 3g L 30 3k
Onmet : Adx =-2E g ( 32)
: ok
et on obtient :
1
Lﬁﬁ] Ede

dx = 0. ( 33)



La méthode de résolution numérique

Comme nous 1'avons écrit précédemment (§3.5.1) » 1'équilibre, sous charges statiques, du corps chargé
conduit au systéme d'équations

- 1 1
oi[R]est 1a matrice de rigidité de la structure,[U]le vecteur de déplacements (généralisés) nodaux etLF]
celui des forces appliquées. Cette équation exprime en effet 1'équilibre des noeuds.

Les lois constitutives du matériau interviennent dans 1'élaboration de la matrice [R] ; ces lois dé-
pendent, dans un probléme élastoplastique, de 1'histoire des déformations Eij' ou, de la maniére générale, des
déplacements [U] . L'Eq. 34 s'écrit donc : ‘

R (W] . Tu

[F - i

r
i

LR

( 35)

et représente ainsi un systéme d'équations non-linéaires. On doit donc utiliser une méthode incrémentale, dont
Te principe est de résoudre une forme incrémentale des équations d'équilibres ( 35) par application des incré-
ments de sollicitation. En effet, le but de la méthode incrémentale est la linéarisation des équations (35 ).

Le nombre d'incréments des sollicitations est choisi par 1'utilisateur du programme ; par ailleurs i
¢chaque incrément de la charge, le programme effectue un certain nombre d'itérations pour faire converger la
solution approchée vers la spolution exacte. La méthode utilisée s'appelle méthode des contraintes initiales
(modifiée) qui est analogue & celle de Newton-Raphson. C'est une méthode corrective gui obtient en tout point
F(o 50
lisateur.

k) SZSUPCRI, SUPCRI étant la tolérance maximale de la convergence (F = 0) fixée, elle aussi, par 1'uti-






163.

ANNEXE 3
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