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RESUME 

"COMPACTAGE PAR VIBRATION DES MATERIAUX GRANULAIRES" 

"Etude sur le comportement de l'ensemble sol-rouleau vibrant" 

A la suite d'une synthèse bibliographique sommaire sur le rôle de la vibration dans 

le compactage des matériaux granulaires, on examine les bases théoriques relatives 

à la schématisation du comportement de l'ensemble sol-vibrateur à l'aide des modèles 

à paramètres concentrés du type masse-ressort-amortisseur ; l'analyse du rôle des 

caractéristiques mécaniques du matériau dans le comportement vibratoire de l'ensem­

ble sol-rouieau permet d'interpréter plusieurs constatations expérimentales 

antérieures (essais sur le Vibrex). Cette approche met par ailleurs en évidence 

l'importance de la variabilité de l'aire de contact sol-rouieau. 

Les variations de l'aire de contact en fonction des caractéristiques mécaniques 

du matériau et de la charge statique appliquée fait l'objet d'une étude expérimenta­

le (essais en fosse) et théorique au cours de laquelle, la recherche de modèles aux 

éléments finis élasto-plastiques pouvant expliquer les résultats expérimentaux 

permet de mieux connaître le rôle des principaux paramètres dont dépend le 

phénomène réel. 

La dernière partie est consacrée à l'étude, par la méthode des Eléments Finis, des 

sollicitations dynamiques induites dans le massif de sol (supposé élastique ou 

visco-élastique). Afin de simuler les conditions aux limites réelles, on est amené 

à appliquer la méthode des "bords à amortisseurs visqueux" proposée par Lysmer et 

Kuhlemeyer. 
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1. 

I N T R O D U C T I O N 

Le travail présenté ici s'insère dans le cadre des recherches menées par les Laboratoires des Ponts et 

Chaussées sur le compactage par vibration. 

Les rouleaux vibrants ont fait l'objet depuis plus d'une dizaine d'années d'études expérimentales vi­

sant à apprécier leur efficacité et l'influence des différents paramètres . l'optique est ici très concrète : 

choisir au mieux les engins et leurs modalités de fonctionnement, en fonction du "cas de chantier" rencontré. 

Rapidement, la nécessité est apparue de généraliser les résultats obtenus et de définir en quelque 

sorte des "lois". C'est la raison pour laquelle a été établi un programme d'expérimentations et d'études avec, 

comme outil expérimental, un rouleau vibrant à morphologie et paramètres variables, le Vibrex. Ce programme a 

été mené pendant plusieurs années au Centre d'Expérimentations Routières de Rouen. Dès lors, la mise au point 

d'outils conceptuels, supports de l'interprétation et de la généralisation des résultats, s'avérait prioritaire. 

On disposait déjà de résultats des essais en laboratoire correspondant à la variation de l'indice des 

vides et des caractéristiques mécaniques des matériaux granulaires soumis a la vibration. Mais ces résultats ne 

peuvent pas être utilisés pour définir l'efficacité des rouleaux vibrants, avant que ne soient déterminés les 

liens qui existent entre, d'une part, les différentes grandeurs correspondant au rouleau et au "cas de chantier" 

et, d'autre part, les sollicitations exercées sur la surface de la couche à compacter. 

On a donc étudié le comportement vibratoire des rouleaux pour mieux définir les sollicitations qu'ils 

engendrent : les travaux de ces dernières années, en explicitant les grandeurs force totale appliquée, puissance 

dissipée, etc., ont permis de dégager des idées nouvelles comme celle de désacouplage cyclique entre le rouleau 

et le sol. 

A la suite de ces travaux, la présente étude porte sur le rôle des caractéristiques du massif du maté­

riau granulaire d'une part dans l'interaction entre celui-ci et le rouleau vibrant, et d'autre part dans la 

variation des sollicitations à l'intérieur de la couche à compacter. 

Le premier chapitre rappelle le rôle de la vibration dans le compactage des matériaux granulaires ainsi 

que les possibilités et les limites des moyens expérimentaux et théoriques actuels d'études sur l'efficacité du 

compactage par vibration. 
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L'influence des caractéristiques mécaniques du matériau et celle de la géométrie de la surface de 
contact sur le comportement vibratoire de l'ensemble sol-vibrateur fait l'objet de l'étude bibliographique du 
chapitre 2. Les hypothèses de base et les moyens théoriques de l'assimilation du massif semi-infini (supposé 
élastique ou viscoélastique) par des modèles discrets (modèles a paramètres concentrés du type masse-ressort-
amortisseur) ainsi que les conditions de l'application de ces théories dans le cas particulier des rouleaux 
vibrants sont présenté«.L'examen, à l'aide des données expérimentales des théories du serai-espace et de l'ana­
logie de Lysmer, qui établit des formules simples explicitant les coefficients du modèle discret, permet 
de dégager plusieurs points d'intérêt pratique : le rôle de la répartition des pressions dans l'interface, le 
rôle du substratum rigide, la variation irrégulière de l'amplitude de déplacement vertical du cylindre en fonc­
tion du nombre de passes , etc. 

Par ailleurs, l'examen de 1 "'amortissement géométrique" du système sol-rouleau vibrant met en évidence 
l'importance de la variabilité de la surface de contact entre le cylindre et le sol, 1'"empreinte", dans le 
comportement vibratoire de l'ensemble sol-rouleau. Pour mieux connaître les grandeurs réelles de l'empreinte et 
ses variations, une étude expérimentale et théorique a donc été entreprise : elle est présentée dans le 
chapitre 3. 

Enfin, l'étude de la variation des déplacements, accélérations et contraintes dans le massif du sol 
soumis, à sa surface, à des charges dynamiques est abordée dans le quatrième chapitre. Après avoir étudié, à 
l'aide de la méthode des éléments finis, la réponse des monocouches a substratum rigide et avoir comparé les 
résultats numériques avec ceux des essais de Vibrex, on étudie la modélisation par éléments finis du massif semi-
infini (élastique ou viscoélastique) en appliquant la méthode des "bords à amortisseurs visqueux" proposée à 
l'origine par Lysmer et Kuhlemeyer. 
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CHAPÎTPE 1 

ELEMENTS D'ETUDES SUR L'EFFICACITE 

DU COMPACTAGE PAR VIBRATION 

1 . 1 - INTRODUCTION 

Compacter un matériau granulaire c 'es t , pour le Génie C iv i l : 

- diminuer les déformations permanentes ultér ieures du mi l ieu compacté (tassements di f férés sous char­

ges mobiles, f luage, etc . ) et maintenir ainsi une géométrie pré-conçue ; 

- diminuer les déformations réversibles sous charges répétées af in de l im i t e r l a fatigue des corps so l ­

l i c i t é s (couches souples de chaussées e t d'aérodromes) ; 

- augmenter la résistance à la rupture et l 'étanchéité des structures te l les que les barrages en terre 

et les couches bitumineuses des chaussées. 

o 
o s 

Un matériau granulaire const i tue, en première approximation, un système triphasé : grains sol ides, eau 

i n t e r s t i t i e l l e (bitume dans le cas des enrobés), a i r et vapeur d'eau. 

Si dans le cas des métaux, pour augmenter la l im i te d ' é l a s t i c i t é , le procédé de modification mécanique 

consiste à appliquer une distorsion i r révers ib le (ëcrouissage), c 'est essentiellement par une déformation volumi-

que permanente (densi f i cat ion, compactage) que se modifient les caractéristiques physiques d'un matériau granu­

l a i r e , t e l l es que l 'angle de frottement interne (• ) , la cohésion (C), le module d 'é las t i c i t é (E) et le coef f i ­

cient de perméabilité (K). 

Vu la fa ib le compressibil ité des grains solides et l'eau i n t e r s t i t i e l l e , c 'est en chassant de l ' a i r 

d'un sol non saturé, ou en expulsant de l 'eau, que l 'on compacte un mi l ieu granulaire. A ins i , le compactage étant 

un procédé de chargement rapide, e s t - i l impossible de compacter un sol cohésif ( a rg i l e , limon) l o r squ ' i l est 

entièrement saturé • 

L 'état de compacité d'un sol est dé f i n i , en prat ique, so i t par son poids volumique sec, rd , so i t 

par son indice des vides, e. 
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L'ensemble des recherches relatives au "compactage" des matériaux granulaires comprend deux domaines 
distincts : 

- l'influence du compactage (dans le sens de "densi fi cation") sur les propriétés physiques du matériau 
(ou du milieu) compacté ; 

- l'efficacité du ccmoactage (dans le sens du "procédé de compactage"). 

L'efficacité d'un compacteur se définit, de manière générale, par sa capacité d'atteindre une densité 
sàcne moyenne sur une épaisseur ou une profondeur donnée en un nombre de passes limité. Elle déoend de nombreux 
facteurs dont les principaux sont les suivants : 

1 - Facteurs définissant le "cas de chantier" : 

- la nature du matériau, 
- la teneur en eau, 
- l'épaisseur de la couche i compacter, 
- la r i g i d i t é du sol support. 

2 - Paramètres de construction des rouleaux : 

a) rouleaux statiques (non vibrants) : 

- la charge statique appliquée au sol ?&r chaque bille (M ĝ) 
- la longueur de la bille (L) et son diamètre (¿>), 

b) rouleaux vibrants - Fig. 1.1 : 

- le moment d'excentricité (me), 
- la masse de la bille (MQ), 
- la masse correspondant au poids du châssis qui pèse sur la bille (M,-Ml ; 
- la longueur de la bille (cylindre) et son diamètre, 
- les propriétés mécaniques de la liaison éntrela bi 11 e(cylindre) et le châssis. 

châssis 

bille(M) 
0 

Fig. 1.1 - Rouleaux vibrants : a) rouleau automobile ; b) rouleau tracté. 

* Dans ce qui suit nous nous limiterons aux compacteurs à cylindre (rouleaux) et aux matériaux non 
traités. 
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3 - Paramètres d 'u t i l i sa t i on (ou de fonctionnement) des rouleaux : 

On désigne par ce terme : 

- la vitesse d'avancement (V), 

- le nombre de passes (N), 

- la fréquence de vibrat ion ( f ou u • 2ir f ) . 

On note la mu l t i p l i c i t é des facteurs gouvernant l ' e f f i c a c i t é du compactage par vibrat ion super f i c ie l le . 

Elle se t r a d u i t , en prat ique, par une grande diversi té de conceptions des compacteurs vibrants. 

Etudier l ' e f f i c a c i t é du compactage par v ibrat ion c 'est , en d é f i n i t i v e , déterminer l ' in f luence sur le 

rendement du compactage des paramètres ci-dessus et pour cela i l faut tout d'abord déterminer le rôle de la 

v ib ra t ion , c 'est-â-dire l ' in f luence sur l ' e f f i c a c i t é de compactage de la rotation des. balourds â l ' i n t é r i eu r 

de la b i l l e . 

1.2 - LE ROLE DE LA VIBRATION 

Du point de vue technique, l ' in t roduct ion de la vibrat ion dans le compactage par vibrat ion super f ic ie l ­

le des matériaux granulaires permet de compacter des couches plus épaisses de matériaux d i f f i c i l e s S compacter, 

te ls que les graves concassées, en assurant une meilleure compacité au fond de la couche et cela sans augmenter 

le poids to ta l du matér ie l . Les raisons principales de ce gain de l ' e f f i c a c i t é technique sont les suivantes : 

- l 'appl icat ion au sol de la charge dynamique, qui est une fonction de la force centr i fuae, m e u 2 . 
e 

- l ' in t roduct ion d'un grand nombre de cycles de charge-décharge. 

- la modification des propriétés mécaniques du matériau soumis à la v ib ra t ion . 

- l ' in t roduct ion de nouveaux chemins de contraintes,qui résulte de la propagation des ondes de con­

traintes dans le massif de so l . 

1.2.1 - La force dynamique appliquée 

Le rôle le plus important de la rotat ion de(s) masse(s) excentrique(s), dans le compactage par les 

compacteurs vibrants (rouleaux et plaques), c 'est sans doute l 'app l ica t ion au sol de la force dynamique appelée 

"force vibrogène". Cette force consti tue, en e f f e t , l ' i n te rac t ion du couple sol-compacteur vibrant et son 

amplitude dépend des caractéristiques à la fo is du matériel et du massif sous-jacent. L'amplitude de 

la force dynamique d ' in teract ion des rouleaux vibrants a t te in t plusieurs dizaines de kilonewtons et dépasse 

parfois la charge statique appliquée, M.g. Dans ce dernier cas, la b i l l e décolle du sol pendant une part ie de 

chaque période de la v ibrat ion (désaccouplace). La Fig. 1.2 schématise la variat ion dans le temps de la force 

totale appliquée au s o l , c 'est-â-di re la résultante des forces statiques et dynaniques dans les deux cas : a) la 

force dynamique est infér ieure â la force statique ; b) la force dynamique dépasse la force stat ique. 
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ETA. 

Fig. 1.2 - Variation dans le temps de la force totale appliquée au sol 

a) compactage couple ; b) compactage désaccoupl«. 

Pour chaque élément volumique du sol s o l l i c i t é , le compactage, c 'est-â-di re la déformation volumique i r re 

versible ~(e i + z\ + £3) /3 - dépend du tenseur de contraintes, ce lu i -c i étant fonction de la force tota le appl i ­

quée â la surface du massif. Le tenseur de contraintes résultant se décompose en tenseur isotrope, qui f a i t c ro î ­

tre la densité et en tenseur déviatoire qui peut fa i re augmenter ou diminuer la densité suivant que la densité 

" i n i t i a l e " est inférieure ou supérieure à la densité c r i t ique correspondant à la pression isotrope de l'élément ; 

F ig. 1.3. 

8 
X 

ESSAIS TRIAXIAUX 
sable sec 

\ — ï , : l Ç 
\ — £=1W 

court« efforts-déformations - £ . / . 

Fig. 1.3 - Evolution de la densité au cours 
d'un essai t r i a x i a l classique 
(d'après A l . Issa-Biarez-Gresil lon 
c i té dans [87] ) . 

X 

évolution de la densité au cours 
x des essais de la figure 

\ \ 
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Les résultats des essais en vraie grandeur, réalisés au Centre d'Expérimentation Routière (C.E..R.) de 

Rouen, montrent qu'en ef fe t la densité sèche moyenne, ainsi que cel le en fond de couche, augmentent lorsque la 

force totale appliquée ou, plus précisément, la force dynamique d' interact ion augmente et vice-versa. Les cour­

bes de la Fig. 1.4 correspondent au compactage par un rouleau vibrant (Vibrex) de la couche de 30 cm d'une gra­

ve concassée. 

Fig. 1.4 - Parallèle force totale appliquée/ 
""~~~~~~~ densi f i cation en fond de couche, 

en fonction du choix de la fréquence 
(d'après Quibel[70] ) . 

100.. 

95. . 

90.. 

*0 f (te) 

r rv / 

t. / 
IU/L - « lrç/ca 

Ao- 1.2 • 

* . 

-« . f /fc-
20 30 *Q 

Du point de vue théorique, la var iat ion de la force vibrogène, et plus généralement de la force tota le 

appliquée, en fonction des paramètres vibratoires et notamment des paramètres re lat i fs , aux compacteurs , a été 

étudiée par Machet (1976)[60] et Cachet et Sanéjouand (198C)[6l] . 

1.2.2 - L'influence de la répét i t ion du cycle de charge-décharge. 

Les essais en laboratoire e n t r e n t que la densité du sol augmente avec le nombre de cycles d'applica­

t ion de la charge. Comme on le constate sur la Fig. 1.5, au cours d'un essai de ciasillement simple (cyclique) 

le volume d'échanti l lon de sable diminue avec le nombre de cycles.. 

s s 03 

I I? ' 
ï î O _ 
S ï * "• 

Fig. l_j - Variation de la déformation vert icale 
permanente avec le nombre de cycles au cours d'un 
essai de ciasil lement simple cyclique ; (d'après 
Si lver et Seed[82]). 



Par rapport au compactage stat ique, le nombre de cycles de chargements engendré par la v ibrat ion de la 

b i l l e se mu l t ip l i e par une valeur proportionnelle d'une part â la fréquence de v ib ra t ion , et d'autre part & l ' i n ­

verse de la vitesse d'avancement du compacteur. Autrement d i t , le nombre de cycles de chargement d'un élément 
2xf 

du sol correspondant â une passe du compacteur sera approximativement égal â - — , x étant la distance maximale 

entre Tëmément considéré et Taxe vert ical de la b i l l e pour laquelle la s o l l i c i t a t i o n dynamique subie par 

1'element pourra i t être considérée comme s ign i f i ca t i ve (F ig . 1.6). 

Fig. 1.6 - Contraintes principales 
en un instant donné 
(schéma imaginé). 

contraintes 
Principales ¡ , | , y 

1 >i i i 

] i2 | 
1 zone d influença ' 

1.2.3 - L' inf luence de la v ibrat ion sur les propriétés physiques des sols pulvérulents 

L'autre caractérist ique des matériaux granulaires non-cohésifs, est la diminution d'une part des 

résistances mécaniques et d'autre part de l ' i nd ice des vides des modèles réduits de ces matériaux qui sont sou­

mis â la v ib ra t ion . On trouve cette double constatation dans les essais classiques de la Mécanique des Sols tels 

que l 'essai de cisaillement simple et de consolidation dans lesquels la boite de Casagrande ou l'oédomètre sont 

f ixés sur une table vibrante. Quant aux essais t r iax iaux, i l s de déroulent sous une pression latérale cyclique. 

De nombreux auteurs ont réalisé des essais pour décrire ce comportement des sols , car i l concerne 

plusieurs domaines tels que la sismique, le tassement des fondations superf ic ie l les soumises à la v ib ra t ion , 

l'enfoncement des pieux et le compactage par v ibra t ion. Dans ce dernier domaine les noms de Barkan (1962 ) [ 7 ] 

et D'Appolonia _' (1968) [24] s o n t assez connus. En France, plusieurs études expérimentales ont été ef­

fectuées sous la direct ion de J . Biarez â l 'Univers i té de Grenoble et à l 'Ecole Centrale de Lyon. Citons, par 

exemple, le t rava i l de Kolmayer (1970)[48] et celui de Touret (1977) [87] . 

a) Influence de la v ibrat ion sur la résistance au cisai l lement des sables 

D'après Youd et Kolmayer (F ig . 1.7) : 

- la résistance "de pic" et "de pal ier" diminue quand l 'accélérat ion augmente -, 

- la pente â l ' o r i g i ne diminue et le domaine élastique se r é t r é c i t quand l 'accélérat ion augmente. 

En ce qui concerne les courbes intr insèques, les résultats obtenus par d i f férents chercheurs ne 

sont guère les mêmes : les résultats de Barkan [ 7 ] et Youd ( l967)[97] démontrent que la courbe intrinsèque 

reste une dro i te passant par l 'o r ig ine dont la pente varie avec l 'amplitude d'accélération ; F ig. 1.8. 
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Fig. 1.7 - Influence de la vibrat ion sur les 
courbes effort-déformation dans un essai de 
cisail lement simple (d'après Youd). 

Fig. 1.8 - Relation entre le coef f ic ient de 
frottement interne (tgij) et l 'accélérat ion 
d'un sable (d'après Barkan). 

L'Hermite et Tournon (1948) [53] n'obtiennent pas les mêmes résultats ; l 'angle de f r o t ­

tement -mesuré uniquement au pal ier - varie avec la contrainte normale ; (F ig . 1.9) Kolmayer confirme les résul­

tats de Barkan mais i l constate une diminution de l 'angle de frottement interne, diffêrentede la lo i de Barkan. 

Enf in, Ermolaev et Senin (1968) [29] obtiennent des résultats encore di f férents comme le montre la Fig. 1.10. 

t* 

a 
§ 
x 

„ 0,5 

1 

«woftf ta vibration <p * * * V * ^ 
pmnjont la vibration 

/ / 

~^~y/ 

/ 

v 
y" 

On ( x 100 kPa ) 

Fig. 1.9 - Influence de la 
Vibration sur la courbe 
intrinsèque d'un sable 
(d'après li'Hermite et Tournon) 

1,5 2 

°n ( x 100KPa ) 

Fig. 1.10 - Variation de la courbe intrinsèque d'un sable 
en fonction de l 'accélérat ion (d'après Ermolaev et Senin). 
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b ) lQÎluSQS?-aÊ-lÊ_ïi^riti2D.iur_I§-ïiriaîioQ_de_Vi_ndiçe_des vides 

Plusieurs facteurs entrent en jeu : la densité i n i t i a l e du s o l , les contraintes moyennes appliquées, 

l 'amplitude de déplacement (A) , la fréquence et la direct ion du déplacement. De nombreux auteurs ont étudié 

ces paramètres : tous s'accordent I dire que le plus important est l 'accélérat ion de la v ib ra t ion , (Touret, [87]) 

La plupart des expérimentations constatent que l ' ind ice des vides f ina l ( l im i t e dans le temps) d'un échanti l lon 

de sable soumis â la vibrat ion -ver t ica le ou horizontale- diminue lorsque l 'accélérat ion augmente ; F ig. 1.11. 

0.7 

0.6 

0 S 

r 

M 
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. . _ i 
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vV 
.^«016/in? 

> i 

— 

— 
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Í 3 

accélération ( e n g ) 

£.0 3.0 

Accélération, g 
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Fig. 1.11 - Variation de l ' i nd ice des vides 
f ina l en fonction de l 'accélérat ion ; 
(d'après Selig (1963) [79 ] ) . 

Fig. 1.12 - Relation entre l ' i nd ice des vides 
f i na l et l 'accélérat ion ver t ica le pour d i f ­
férentes valeurs de la surcharge vert icale 
imposée ; (d'après Whitman et Ortigosa (1968) 
[95] ). 

Barkan énonce la l o i suivante 

en = emin + ^emax " W ExP (" ^ 

où emax = indice des vides maximal 

emin s i n d ' i c e ^ vides minimal pouvant être obtenu 

Y = accélération 

a = coeff ic ient qui dépend de la nature du so l . 

Cette formule ne met pas en évidence le f a i t qu'en-dessous de certaine accélération on n'observe pas 

de variat ion de densité. Aussi, Ermolaev et Senin apportent une correction : 

sn = en,in + (emax " emin> E x p <" * <Y " V > 

où, TS dépend à la fois de l 'accélérat ion et de la contrainte . 
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Ces résultats sont résumés sur les Fig. 1.12 et 1.13. 

«cci!4rmcio» («a g) 

Fig. 1.13 - Variation de l ' i nd ice des vides f ina l 
d'un sable en fonction de l 'accélérat ion pour 
dif férentes contraintes vert icales (d'après 
Ermolaev et Senin). 

I l convient de noter que l ' u t i l i s a t i o n de ces résultats dans la recherche de l ' e f f i c a c i t é du compacta­

ge par v ibrat ion super f ic ie l le reste t rès l im i tée , principalement pour les raisons suivantes : 

- premièrement, en présence de la vibrat ion dans les essais sur les modèles réduits, les conditions 

aux l i m i t e s , c 'est-à-dire les caractéristiques mécaniques et géométriques de l ' appare i l , jouent un rôle très 

important dans le comportement de l ' échan t i l l on . Par conséquent, les résultats obtenus pourraient d i f f é re r 

sensiblement d'un appareil â l 'autre et même d'un mode de s o l l i c i t a t i o n â l ' au t re . 

- deuxièmement, pour des accélérations -de déplacement- et des tenseurs des contraintes statiques 

égaux, les contraintes dynamiques imposées â Télément considéré du massif ne sont pas nécessairement les mêmes 

que celles exercées sur le modèle rédu i t . En e f f e t , l 'accélérat ion de tout élément du massif résulte de la pro­

pagation des déformations (et des contraintes) depuis Ta surface vers l ' i n t é r i eu r du mi l ieu , mais cel le du mo­

dèle provient du déplacement harmonique de son support (moule f ixé sur une table vibrante, etc.) . 

1.2.4 - influence de la propagation des ondes de contraintes dans le soi 

Par rapport au compactage stat ique, la propagation des ondes de contraintes dans le massif du sol 

impose de nouveaux chemins de contraintes à tout élément, et augmente par conséquent la poss ib i l i té de défor­

mation permanente. 
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Ce phénomène est schématisé par la Fig. 1.14 : 

Fig. 1.14 - Chemins des contraintes 
d'un élément du massif de sol sou­
mis au chargement des b i l l e ^ v i -
brante et non vibrante ; ( la forme 
de la surface de p las t ic i té est 
inspirée de ce l le proposée par 
Vermer (1978) [9 l ] pour un sable. 
Dans le but de s impl i f ica t ion on 
suppose ai > c i = a 3 . 

1.3 - LES DOMAINES DE L'ETUDE DE L'EFFICACITE, DU COMPACTAGE. PAR VIBRATION 

L'examen des principaux effets de la v ibrat ion sur le compactage superf ic ie l nous amène â conclure 

que la v ibrat ion a principalement pour rôle d ' int roduire une force dynamique d ' in te rac t ion , c 'est-à-dire la 

force vibrogène. En e f fe t , plus la force vibrogène est grande, plus les contraintes " to ta les" (dynamique + 

statique) et les accélérations (de déplacement) sont importantes. I l est donc admissible, â notre av is , de 

déf in i r dans une première approximation 1 ' "e f f i cac i té de la v ibrat ion" par le rapport entre l'amplitude 

de la force vibrogène et la puissance dissipée (par la rotat ion des balourds): 

FV -4 

— = X . (dimensions : LT). 
PD 

Toutefois, l ' e f f i c a c i t é du compactage ne peut ??>s être expliquée uniquement par 1 ' "e f f icac i té 

de la v i b ra t i on " , car e l le dépend des autres facteurs te ls que la contrainte .-xyenne (qui var ie, e l le 

aussi , avec la charge statique (M,g) et la profondeur), l ' i nd ice des vides " i n i t i a l " , le nombre de cycles de 

chargement, 1 'a i re de contact, etc. 

Cela étant, l 'étude de l ' e f f i c a c i t é de compactage par v ibrat ion pourrait s 'ef fectuer parallèlement 

dans deux domaines di f férents : 

1 - L'étude de l ' i n te rac t ion dynamique de l'ensemble sol-compacteur v ibrant , qui vise â déterminer 

les variat ions de la force et des contraintes dynamiques appliquées â la surface du sol e t celles de la puis­

sance dissipée en fonction de divers paramètres en jeu ; 

2 - L'étude du compactage (densi f i cation) de la couche compactée en fonction d'une part des s o l l i c i ­

tations appliquées â sa surface e t , d'autre part, de ses propriétés physiques ainsi que des conditions aux 

l im i tes . 

a,—a. 
(i>i=°3) 

/ 

<¿y' chemins de contraintes : 
x t / compactage statique — 

^s. / - vibré — 

surface de 
Plasticité 

domaine élastique 
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En ce qui concerne l'étude de l ' i n te rac t ion dynamique, compte tenu de l'extrême complexité du problème, 

les chemins â suivre sont les suivants : 

- du point de vue théorique, i l est indispensable de modéliser le comportement v ibrato i re de l'ensem­

ble sol-compacteur vibrant â l 'a ide d'hypothèses s impl i f icat r ices : c i tons, par exemple, les modèles mathémati­

ques re l a t i f s auxmilieuxcontinuset au semi-espace (massif semi - in f i n i , isotrope et homogène) élastique ou visco-

élastique et le modèle â paramètres concentrés attr ibués au so l . Le compacteur peut être également schématisé 

par des modèles à paramètres concentrés. 

- au plan expérimental, la présence des so l l i c i t a t i ons dynamiques écarte toute assimilation du massif 

semi- inf in i du sol â des modèles rédui ts . I l faut donc réal iser des expérimentations en vraie grandeur, qui né­

cessitent des investissements importants et coûtent, en conséquence, assez cher. 

L'étude de la densif i cation de la couche â compacter soumise aux so l l i c i t a t i ons du compactage néces­

s i t e , outre les ou t i l s théoriques et mathématiques ci-dessus, des essais en laboratoire sur les modèles réduits 

du sol pour en déterminer les lo is de comportement sous charges dynamiques. Or, d'une part , la réal isat ion de 

ces essais, comme nous l'avons noté précédemment, s'avère extrêmement dél icate, et d'autre part l 'appl icat ion de 

ces lo is de comportement dans les études théoriques reste très d i f f i c i l e , même s ' i l s 'ag i t des méthodes les 

plus ef f icaces, comme la méthode des Eléments F in is . 

Rappelons enffn que les essais en vraie grandeur constituent â la fo is le moyen et la référence 

nécessairs de toute étude de l ' e f f i c a c i t é du compactage par v ibrat ion super f i c ie l l e . Dans ce domaine les essais 

réalisés par d'Appolonia[24J, [25] aux U.S.A. et par Forssblad (1965) [ 3 ] , en Suède sont particulièrement 

riches en renseignements. Toutefois, le programme d'expérimentations le plus important, Rour les rouleaux v i ­

brants, est sans doute le Programme Vibrex, qui a été réalisé au Centre d'Expérimentations Routières de Rouen et 

dont les résultats des mesures n'en sont pas totalement encore interprétés. Le sous-chafftre suivant donne un 

aperçu de ce programme dont les détai ls se trouvent, entre autres, dans [ 7 i ] , [72] et [ l 9 ] . 

1.4 - LE PROGRAMME VIBREX 

Afin de permettre une meilleure connaissance de la technique du compactage par v ibrat ion et de connaî­

tre l ' in f luence des di f férents paramètres déterminants (§ K l ) sur la qual i té du compactage (la densité sèche 

moyenne at te inte et son gradient en profondeur), les Laboratoires des Ponts et Chaussées ont ent repr is , depuis 

1973, une recherche expérimentale (Programme Vibrex). I l s 'ag i t des essais de compactage en. s i te propre de divers 

matériaux à l 'a ide d'un rouleau vibrant à paramètres variables. Ces essais, dans une première étape, visent à 

mettre en évidence et à quant i f ier l ' in f luence sur la quali té du compactage : 

- des principaux paramètres d'un matériel vibrant (masse vibrante, masse suspendue, moment d 'excentr i ­
que, pulsat ion, largeur de compactage, etc . ) ; 

- des paramètres définissant le "cas de chantier". 
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On recherche donc à améliorer les méthodes d'exécution des chantiers de compactage et celles de con­

trôle du fonctionnement des machines ; a fournir aux constructeurs des renseignements relatifs à l'influence 

des paramètres de construction des engins sur le compactage des différents matériaux ; à apporter seulement 

des éléments nouveaux pour l'élaboration d'une (ou des) théorie(s) du compactage par vibration. 

Les expérimentations ont été faites dans une des fosses du C.E.R. à l'aide d'un rouleau vibrant à 

paramètres variables (le Vibrex), conçu en collaboration avec la Société Albaret et construit par celle-ci. 

Ce rouleau dont les caractéristiques sont données ci-après permet de faire varier les principaux paramètres 

définissant un rouleau vibrant automobile monobille : H0, ML - M0, m e , f et V, $, L. 

Principales caractéristiques du Vibrex : 

a) caractéristiques géométriques : 

- longueur de la bille : 120 ou 80 cm, 

- diamètre de la bille : 120 ou 150 cm. 

b)' paramètres de masses : 

- masse totale par centimètre de génératrice (—) : variable entre 15 et 6Q kg/cm, 
L M 

- masse vibrante par centimètre de génératrice (—) : variable entre 15 et 28 kg/cm, 

- rapport des masses (-^-n—-) : variable entre 0 et 3. 

c) paramètres de vibration : 

- fréquence : variable en continu entre 10 et 50 Hz, 

- moment d'excentricité (me) : variable, par valeurs discrètes, entre 0,5 et 9 mkg, 

- amplitude à vide (A0 = ̂ ¡¡p) : variable entre 0,2 et 6 mm, 

- vitesse de translation (assurée par un arrière-train moteur sur pneus) : réglable en continu 

entre 0 et 5 km/h. 
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1.4.1 - .. déroulement des essais 

La Fig. 1.1s indique la coupe transversale de la piste d'essais dont la longueur totale est de 25 m. 

Le sol-support est une grave sable-argileuse 0/60 ( te r ra in naturel) surmontée de deux couches de grave 0/20 

propre,entièrement concassée#de 20 an d'épaisseur chacune. Afin d 'év i te r la ségrégation, la mise en place du 

sol â compacter se f a i t au moyen d'un répandeur automatique. Sur la longueur totale de la piste est délimitée 

une zone " u t i l e " de mesures de 15 m. 

2J4m 

Fig. 1.15 - Structure mise en 
place dans la fosse du C.E.R. ; [ 7 î ] . 

béton 

18 m 

grave 
0/20 

grave 
0/60 

1.4.2 - Les paramètres mesurés 

a) Les_garamètr®s_vi_bratoi_res 

A chaque passe on enregistre de façon continue les variat ions des d i f férents paramètres : 

- sur le rouleau : 

1 - Force to ta le appliquée S la b i l l e , F.T.A. ; une jauge de contrainte, collée sur le f lanc de la 

b i l l e en direct ion du rayon du f lanc et insérée dans un pont de mesure, donne les valeurs relat ives de la force 

totale appliquée. 

2 - Fréquence de la vibrat ion : un compteur électronique f i xé sur le Vibrex visualise le nombre de 

tours par minute des balourds. 

3 - Accélération vert icale de la b i l l e (mouvement r e l a t i f b i l le /châssis) : e l le est mesurée par un 

accëlëromètre induc t i f , monté sur la part ie non tournante de la b i l l e ( le cadre). 

4 - Amplitude de la vibrat ion vert icale de la b i l l e : e l l e est mesurée par un capteur de déplacement 

sans contact, "CAMAN" inséré dans la chaîne de mesure. 

5 - Pression hydraulique du moteur hydraulique de v ib ra t ion . 

6 - Vitesse d'avancement du rouleau. 
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Dans le sol sont enregistrées : 

- la contrainte normale vert icale (pression). La pression induite est mesurée, en certaines profon­

deurs, au moyen des capteurs r és i s t i f s en forme de cylindres métalliques dont le diamètre est environ 10 cm ; 

- l 'accélérat ion indu i te . Elle est mesurée a l 'a ide des accëléromètres induct i fs . 

b) Lfl_£3CaÇtériistiigues_du_matêriau 

A la suite de 2, 4 , 8, 16, 32 et 64eme passe, on mesure la teneur en eau moyenne , le gradient de 

teneur en eau (dans la profondeur), le poids voluraique sec moyen (mesuré par un gammadensimètre â pointe, qui 

donne la valeur moyenne de la couche compactée); le gradient de poids volumique sec et le tassement de la cou­

che (mesuré par nivellement). 

1.4.3 - Les essais réalisés. 

Les résultats des planches d'essais consacrées â l 'étude de l ' in f luence des paramètres du rouleau 

vibrant ont f a i t déjà l ' ob je t de plusieurs publications : Qui bel e t Froumentin (1980) [72] , Quibel (1980) [70] , 

Quibel, Froumentin et Morel (1981) [7,1]. Ces résultats ont été interprétés et confrontés avec les résultats 

des études théoriques par Machet [60] et Machet et Sanejouand ¡ 6 l ] . Arquië, Machet et Morel (1976) [ 3 ] . 

Par a i l l e u r s , plus de 55 planches d'essais ont été consacrées â l 'étude des rôles des paramètres 

du matériau et de l'épaisseur de la couche compactée : Khay (1978) [46] e t (1980) [47] . 

I l convient de remarquer que parallèlement au Programme Vibrex, de nombreuses planches d'essais ont 

été réalisées avec .-- d i f férents matériaux dans le but d 'étudier l ' e f f i c a c i t é de divers compacteurs vibrants 

(rouleaux et plaques) fabriqués en France ou a i l l eu rs . (Voi r , par exemple, les Rapports de Recherche n° 24 (1973) 

[20 ] , n° 33 (1974) [20], n6 63 (1976) [62] et n° 70 (1977) [21] des Laboratoires des Ponts et Chaussées). 
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LWITFE 2 

ETUOE SUR LE COMPORTAIENT DE L'ENSEMBLE.SOL-ROULEAU VIBRANf 

A L'AIDE DES MODELES MATHEMATIQUES 

L£ ROLE DU MASSIF DE SOL 

2.1 - INTRODUCTION 

Les recherches relat ives au comportement de l'ensemble sol-vibrateur sont menées principalement dans 

t ro is domaines du Génie Civ i l : 

a) conception des fondations pour machines vibrantes, 

b) auscultation dynamique des sols et des couches de chaussées, 

c) compactage par v ibrat ion des matériaux granulaires. 

Elles visent respectivement â : 

- minimiser les déplacements et â év i ter la résonances 

- déterminer les propriétés mécaniques et même géométriques (épaisseur de couches) des structures 

auscultées ; 

- optimiser l ' e f f i cac i t é des compacteurs vibrants, en évaluant Te rôle des divers paramètres concernés. 

2.1.1 - Solution analytique 

Compte tenu de la complexité du problème â étudier - l 'analyse de l ' i n te rac t ion dynamique d'un système 

composé d'un mil ieu semi- inf in i et d'une masse vibrante qui s'appuie sur la surface du premier- i l est impossible 

de résoudre anal y t i quemen t tous les cas rencontrés. Toutefois, en ce qui concerne le comportement sous charges 

dynamiques de massifs semi - in f in is , de nombreuses recherches fondamentales ont abouti â des solutions ana ly t i ­

ques qui sont calculables lorsque les charges, harmoniques, ont des répart i t ions relativement simples -uniforme, 

parabolique, e tc . - et-qu'elless'appliquent dans des zones ayant des geometries élémentaires -po in t , l igne, bande 

i n f i n i , cercle, e tc . 

Au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, les travaux sur l 'auscul tat ion des chaussées â l 'a ide 

du vibreur Goodman [ i l j ont donné l i e u , entre autres, à l 'étude de la réponse d'un massif semi - in f i n i , s t r a t i f i é 

et viscoélastique- soumis â une charge vibrante â sa surface. Cette étude, entreprise par M. FREMOND {33]» donne 

une solution analytique pour l 'évaluat ion de la déflexion en tout point de la surface du massif s t r a t i f i é et 

une solution numérique correspondant au cas de la charge harmonique concentrée. 
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2.1.2 - Méthode analytique approchée 

Une solution approximative pour la détermination du comportement dynamique de l'ensemble sbl-vibrateur 

est fournie en : 

- supposant une forme simple pour la d is t r ibu t ion de contraintes sur l ' a i r e de contact de deux corps i 

- déterminant, par la théorie du massif semi - i n f i n i , le déplacement de T a i r e chargée ; 

- résolvant l 'équation de l ' équ i l i b re dynamique de la masse vibrante M0,supposée indéformable. (Fig. 2 .1! 

QrQ 0 Exp Ciwt) 

semi - infini 

-zW 

M„ï 0 = Q - P 

Fig. 2.1 - Schéma correspondant à l'approche analytique de 
la réponse du système vibrateur-massif semi - in f in i , 

2.1.3 - Méthode des éléments f i n i s 

La méthode des éléments f i n i s convient surtout l o rsqu ' i l s 'ag i t de conditions aux l imites compliquées 

et de non-homogénéité du sol s o l l i c i t é . En revanche e l l e es t , actuellement, un procédé de calcul onéreux et 

présente certaines d i f f i cu l t és quant á l 'ass imi la t ion du massif semi- inf in i à des modèles géométriquement 

f i n i s et plus particulièrement l o rsqu ' i l s 'agi t de la prapagation des ondes de contrainte dans le massif 

semi - i n f i n i . Cette dernière question sera discutée au Ch. 4 . 

2.1.4 - Modèles mathématiques à paramétres concentrés 

Les d i f f i cu l tés de l 'app l ica t ion de la théorie du massif semi- inf in i ont amené les prat iciens â em­

ployer des modèles mathématiques plus simples, comme des modèles rhéologiques d i ts "modèles mécaniques", compo­

sés, selon le cas, d'éléments mécaniques dont les plus u t i l i sés sont les suivants : 

- un ressort qui f igure le sol ide de Hooke - l e coef f ic ient de Poisson n'est pas pris en compte- ; 

- un amortisseur, c'est-à-dire, un piston percé de trous dans un cylindre rempli d'un l iqu ide de v is ­

cosité donnée, qui représente le l iquide de Newton ; 

- un patin symbolisant le solide de Saint-Venant, qui correspond au comportement r igide-plast ique ; 

- une masse indéformable. 

Une combinaison en paral lè le d'un ressort e t d'un amortisseur représentera le solide de Voigt qui 

explique un comportement viscoélastique l inéai re - F ig . 2.2. 
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Le frottement existant entre deux corps pourra être schématisé par le frottement de Coulomb qui est 

représenté par un patin [45]. 

Nous allons présenter quelques modèles courants en nous limitant aux cas ou la force périodique ap­

pliquée est uniquement verticale -il n'y a pas de moment ni de force horizontale-. 

2.2 - CARACTERISTIQUES DES MODELES MATHEMATIQUES A PARAMETRES CONCENTRES 

2.2.1 - Modèles élastiques â un degré de liberté 

tème 

Historiquement, le premier modèle u t i l i s é a été un solide parfaitement é last ique, c 'est-â-dire un sys-

masse-ressort posé sur une base r ig ide - Fig. 2.3. 

' F 

F 

J _ 
"il 

1 
F 

»C 

t 

• M 

fn = -
2TT If M0 

*ib. < M i ­

so I 

Í W W W W A W A U H W 

Fig . 2.3 - Modèle élastique à un degré 
de l i be r té . 

Fig. 2.2 - Comportement du. solide de 
Kelvin-Voigt lors d'un char­
gement-déchargement. 

Le vibreur est représenté par la masse ^ e t le sol est remplacé 

par un ressort non-pesant dont la r i g i d i t é , K, sera déterminée 

en fonction du module d 'é las t i c i t é du s o l , mesuré par des 

essais de plaques, que l 'on mul t ip l ie par des coeff ic ients dé­

pendant du type du sol et de la forme de la surface de contact. 

Les résultats obtenus par ce modèle ont été rarement sa­

t is fa isants ; en plus, i l s donnent des déplacements inf iniment 

grands â la fréquence de résonance, ce qui n'est évidemment 

pas conforme â la r é a l i t é . 

M0 = Iv ly+M, 

2 IM^+Ivl j 

f i g . 2.4 - Masse "en phase" (masse 
ajoutée) du so l . 

Une seconde approche consiste 3 at t r ibuer une certaine quantité de masse au sol dans le modèle précé­

dant. Autrement d i t , on suppose qu'une part ie du sol vibre avec la même phase que la masse du vibreur - Fig. 2.4. 

La masse vibrante sera donc la somme de la masse du v ibreur, My, et cel le "en phase" du so l , M , d i te " la masse 

ajoutée". 
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Plusieurs procédés de mesure normalisés ont été mis en oeuvre pour la détermination i n - s i t u de la M . 

Cependant, les essais réalisés n'ont pas pu donner de bons résu l ta ts , car, comme i l a été démontré par H. Lornez 

et autres [55] , la valeur de la masse supposée en phase avec le vibreur varie en fonction de divers paramètres 

te ls que la géométrie de la surface de contact. 

Une des causes principales de l ' i n e f f i c a c i t é des modèles mécaniques ci-dessus provient du f a i t qu ' i l s 

ne représentent pas du tout cette caractéristique des massifs semi- inf in is qu'est l'amortissement des s o l l i c i t a ­

tions dû â la propagation des ondes de contraintes dans le massif. En e f f e t , les modèles élastiques f i n i s fo r ­

ment en quelque sorte des systèmes fermés ne permettant aucune atténuation de déplacements par la dissipation 

de l 'énergie in t rodu i te . 

2.2.2 - Modèle viscoélastiques â un degré de l i be r té 

Pour mieux assimiler les propriétés mécaniques du massif semi - i n f i n i , une troisième approximation a 

donc été fa i te en schématisant le comportement dynamique du sol par celui d'un solide de Voigt à un degré de 

l i b e r t é . A ins i , l'ensemble du sol-vibreur s e r a - t - i l représenté, théoriquement, par. une masse de grandeur M0, 

un ressort de r i g i d i t é K et un amortisseur de coef f ic ient d'amortissement C, Fig. (2 .5) . 

Ma. 2.5 - Modèle viscoéolastique à 
un degré de l i be r t é . * 

• 

> 
K 

h 

\ 

l 1 • ( 

, M 0 _ — 

2.2.3 - Comportement,sous charges harmoniques des modèles viscoélastiques 

La force harmonique appliquée au modèle est la composante ver t ica le de la force centrifuge créée par 

la rotat ion de la masse excentrique du vibreur. L'amplitude maximale de cette force sera donc Q • m eu 2 , m , 

e e t m étant respectivement la masse excentrique, l ' excent r i c i té et la pulsation du mouvement v ib ra to i re . 

Considérons la Fig. 2 .5 . D'après le deuxième principe de Newton, l 'équation de l ' équ i l i b re dynamique 

(2.1) du solide représenté s 'écr i t M Z+ CZ + KZ = M .g + m eu2 exp ( iu t ) . 

si l ' é t a t i n i t i a l correspond à l ' é t a t l ib re du ressort . Une translat ion de l ' o r ig ine a z = 

l 'équation ci-dessus : 

Mn-9 
s impl i f ie 

M z + cz + Kz = m en)2exp(io)t), (2.2) 

Cette t ranslat ion correspond à la subst i tu t ion, à l ' é t a t i n i t i a l précédant, de l ' é t a t sous la charge statique MQg. 

Une autre forme classique de l 'Eq.2.2 s'obt ient, en divisant ses deux membres par M , et en rempla­

çant - par 2 Çw_ (ai. = \ / — est la pulsation propre du système non-amorti) : 
Mo n n

 V M „ 

exp( iu t ) . (2.3) 
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La solution de l 'équation homogène s ' é c r i t : ';'•.' 
! - i 

z ( t ) = (c! cos uDt + c2 s i n u p t ) Exp fçu^t) (2.4) U ' • 

dans laquelle m. est la pulsation du mouvement t rans i to i re : \ 

»D - <"n ' 1 - S2 (2-5) " - - - • 

On remarque que : 

- s i Ç = (C/2ui M0)
 < 1 » le mouvement t rans i to i re du modèle sera un mouvement harmonique amorti 

dont la pulsation est infér ieure â cel le du système non-amorti. 

- si ç = 1 la solut ion devient 

z ( t ) -(Ci + C2 t ) Exp (- ü«nt) (2.6) 

le mouvement n'est plus osc i l l a to i re ; i l décroît et tend vers zéro. L'amortissement correspondant est appelé 

"amortissement c r i t i que " , C : 

C c - 2 « „ M o (2.7) 

Le coef f ic ient £ sera, par dé f i n i t i on , le rapport du coef f ic ient d'amortissement réel à l 'amortisse­

ment cr i t ique : 

5 = r " (2.8) 
c 

On l 'appel le . "taux d'amortissement". 

Supposons, par exemple que C = 0.05 : d'après l 'Eq. 2.4, l'amplitude maximale de la vibrat ion sera 

divisée par deux au bout de deux périodes d 'osc i l l a t i on . I l est donc admissible de négliger la réponse t ransi to i re 

dans le cas de systèmes de sol-vibrateur pour lesquels le taux d'amortissement est en général supérieur à 0,20. 

La réponse stationnaire du modèle a la même pulsation que la force extérieure : 

z = A Exp i (ut - $) (2.9) 

l 'ampl i tude, A, et le déphasage, ¿ , sont donnés par les formules suivantes : 

(2.10) 
/ (K - M0u¿) + C Ù / 

* = A r c ^ k - \W (2-11) 
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La subst i tut ion des expressions de ç et u 

me m ( - ) 2 ç 

donne 

2 

$ = Arc tg 

2ç H-
"n 

1 - (-£-) 

(2.12) 

(2.13) 

où, D est le "facteur d 'ampl i f icat ion dynamique" qui représente le rapport entre le déplacement dynamique le 

plus grand. A, et le déplacement statique correspondant à 0 • 0 /K- 0 n Peu t également é tab l i r la re lat ion sui-
o Ho vante : 

nue 
e 

un (2.14) 

dans laquelle nipe/M0 est appelé "amplitude nominale" du modèle, Ao. Elle représente l 'amplitude de la masse Mo, 

supposée n'avoir aucune l ia ison avec d'autres corps et soumise uniquement â la force centrifuge nueu2 Exp Mut) . 

El le est une caractéristique de la masse vibrante qui sert â dé f i n i r l 'amplitude normalisée ou sans dimension du 

modèle, c 'est-à-dire le rapport — . 
Ao 

» 

La figure (2.6.a) i l l u s t r e les variations de l'amplitude normalisée en fonction de la fréquence nor­

malisée (u)/wn) pour di f férents taux d'amortissement. On note que les fréquences de "résonance" sont légèrement 

supérieures â celles du modèle non amorti : 

f = 
m / l - Z ll 

1 
= T7 (2.15) 

On observe, par a i l l eu rs , que l'amplitude de déplacement s'approche asymtotiquement de l'amplitude 

nominale lorsque la fréquence de s o l l i c i t a t i o n dépassecelle de résonance et cela d'autant plus rapidement que ? 

est plus élevé. 

Les variat ions du déphasage en fonction de fréquence sont montrées sur la Fig. 2.6.b. A la fréquence 

de résonance, le déphasage entre l 'amplitude instantanée de la force centrifuge et cel le du déplacement de la 

masse vibrante, M„,at te int la valeur de £ quel que so i t le taux d'amortissement, ç. 

Notons enf in que dans les cas où ç > 0,50, la courbe amplitude-fréquence n'a pas de maximum et 

l 'amplitude de déplacement est toujours infér ieure â la valeur de l 'amplitude nominale. 

2.3 - ETUDES SUR L'EFFICACITE DES COMPACTEURS VIBRANTS A L'AIDE DES MODELES A PARAMETRES CONCENTRES 

2.3.1 - L 'ob ject i f des études actuelles 

En prat ique, les courbes des réponses en fréquence, tracées â par t i r de mesures i n - s i t u , de rouleaux 

vibrants et celles des fondations des machines vibrantes sont s imi la i res aux courbes de la F ig. 2.5.a. Elles 

présentent en e f fe t un maximum dans le domaine des fréquences habituelles et s'approchent d'une valeur constante 

pour des fréquences supérieures a la fréquence de résonance. 
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F ig . 2.7 - Courbes de réponse en amplitude an 
fonct ion de l ' é t a t de densité du 
matériau ; (Vibrsx) ;(d 'après 
Khay [47'J. 

Dans le cas de compactage v ib ré , cette valeur l im i te de l 'ampli tude est égale a l 'ampli tude nominale 

du rouleau v ibrant - F ig . 2 .7. 

Les accords constatés entre le comportement réel du couple so l -v ibreur e t celui du sol ide v isco-é las-

t ique l i néa i re a un degré de l i b e r t é a donné l i eu a de ..nombreuses recherches appliquées dans les domaines con­

cernés. 

£n ce qui concerne le compactage par des compacteurs v ib ran ts , ces études visent a : 

- déterminer le rôle de d i f férents paramètres du matériel a f in de mieux les chois i r et même pour une 

mei l leure conception technique du compacteur v ib rant . 

- évaluer la fréquence de résonance re la t i ve aux cas réels pour opt imiser le coût at le temps de 

compactage. 

- concevoir des méthodes de cont rô le , an cont inu, de la comoacitê a t t e i n te dans la couche 1 compacter. 

En e f f e t , au cours d'un compactage à fréquence constante, les var ia t ions des paramètres du 

matériel tels que l 'amplitude de déplacement du cy l indre v ibrant dépendent des var iat ions de para.Tie.tres re la ­

t i f s au sol - l e module d ' é l a s t i c i t é , l 'amortissement, e t c . - q u i , eux-mêmes var ien t en fonction de la densité 

de la couche compactée. I l sera i t donc possible de contrôler l ' évo lu t i on de cette dernière an enregis t rant ca l le 

des paramètres du rouleau. 

F ig. 2.6 - Courbes de réponse du modèJe 
viscoélast ique à un aegré de 
l i be r t é sounis a la force 
cent r i fuge. 

http://para.Tie.tres
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A t i t r e d'exemple, citons l 'étude de F. DE GRAEVE (1980) [26].sur l ' o p t i ­

misation des performances des compacteurs vibrants par ajustement automatique de la fréquence. I l s ' ag i t de 

compacter à la fréquence de résonance pour laquel le, selon la réponse du modèle mécanique ci-dessus, le dépha­

sage entre la b i l l e vibrante et la masse excentrique sera égal à ï . En pratique la méthode proposée est la 

suivante : en contrôlant, â chaque passe, la valeur du déphasage, qui est affichée au moyen d'un appareil élec­

tronique, le conducteur du rouleau ajuste la fréquence de vibration au niveau de la résonance. 

2.3.2 - Modele viscoélastique â plusieurs degrés de l iber té 

Quant au premier point, l 'étude la plus détai l lée a été entreprise par J.-M. MACHET, laquelle a f a i t 

l ' ob je t d'un Rapport de Recherche, [ÔO] » au L.C.P.C. El le assimile l'ensemble sol-compacteur vibrant â un modèle 

vi scoél astique à deux degrés de l i be r té qui t i en t compte d'une part de la l ia ison vi scoél as tique qui existe 

entre le rouleau vibrant et son châssis, et d'autre part de la poss ib i l i t é de décollement du compacteur vibrant 

du sol sous-jacent - F ig . 2.8. 

Fig. 2.8 - Modèle viscoélastique assimi­
lant l'ensemble sol-rouleau 
vibrant. 

C, ¿ i 

QxIIleCu/ExpÇiwt) 

c0t±* 

M , - M 0 Rouleau 

\rç=M,g 

Sol 

;/«A// «A H \V. JJW. n "* >> VOV vv. )) \K f'f vSv/1 

L'étude du phénomène de décollement, appelé également "dêsaccouplage", qui ne peut pas être menée à 

l 'a ide d'un modèle â un degré de l i b e r t é , aboutit à la détermination théorique d'une valeur l im i te pour la force 

dynamique appliquée au sol -"force vibrogène"- au-dessus de laquelle i l y aura décollement â chaque cycle 

de v ib ra t ion . 

L'influence du dêsaccouplage sur l ' e f f i c a c i t é des rouleaux vibrants a été analysée de façon plus dé ta i l ­

lée par J.M. MACHET et R. SANEJOUAND dans [61 ] . 

A ins i , la schématisation du couple sol-compacteur vibrant â l 'a ide du modèle â t ro is degrés de l iber té 

a - t -e l l e permis d'analyser l ' in f luence sur l ' e f f i c a c i t é du rouleau de di f férents paramètres de ce dernier te ls 

que A 0 , M o , K,. C, . 
0 M0

 l l 

Les données des mesures en vraie grandeur qui ont été réalisées au C.E.R. dans le cadre du programme 

de Vibrex (voi r Ch. 1 § 4 } fournissent une base expérimentale à ces études. Par exemple, les enregistrements 

des variat ions de la force totale appliquée â la b i l l e (F.T.A.) mettent en évidence le phénomène de dêsaccouplage", 

prévu par le modèle ci-dessus, et indiquent la fréquence au-dessus de laquelle i l y a décollement dans un cas 

donné de compactage. 
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2.4 - MODELISATION DU MASSIF SEMI -IfTFlKI DU SOL 

2.4.1 - Position du problême 

L ' in terprétat ion des résultats des essais du compactage réalisés en fosses, â l 'a ide des modèles ma­

thématiques reste cependant d i f f i c i l e et se l imi te â la déf in i t ion du ró le des caractéristiques du matériel 
Mi « M A 

telles que le rapport des masses, l~-° , la rigidité de la liaison entre le rouleau et son châssis, K,, etc. 

Mo * 

En e f f e t , s i l a schémat isat ion du compacteur par un modèle mécanique n ' e s t pas une approximat ion gros­

s iè re , l 'ass imi lat ion du massif semi- inf in i du sol à un solide viscoélastique à un degré de l iber té constitue, 

par contre, une source d ' incert i tude et nécessite un raisonnement théorique pa r t i cu l i e r . 

Quelle est en e f fe t la base théorique de l 'ass imi la t ion du comportement sous charges harmoniques du 

massif semi- inf in i de sol à celui d'un solide viscoélastique l inéai re ? 

Cette question peut être formulée sous une forme quelque peu différente : Quels coeff ic ients 

f a u t - i l a t t r ibuer â un solide de Kelvin-Voigt af in q u ' i l reproduise le comportement sous charge harmonique 

d'un massif semi- inf ini ayant des propriétés mécaniques données ? 

2.4 .2 - Analyse du comportement dynamique du massif semi- inf in i élastique 

A la base de toutes les études théoriques relat ives au comportement sous charges dynamiques du massif 

semi- in f in i élast ique, se trouve le t rava i l de LAMB (1904) concernant la réponse d'un massif semi- in f in i é las t i ­

que, homogène et isotrope (semi-espace élastique) soumis à sa surface l ib re à une charge sinusoïdale vert icale 

répart ie uniformément sur une ligne - Fig. 2.9. Le problème est donc bidimensionnel : [51]. 

Fig. 2.9 - Semi-espace élastique 
soumis aux charges har­
moniques. 

I l a complété son analyse en remplaçant la force vert icale par une force sinusoïdale horizontale-

Fig. 2 .9 . (b ) . 

Enfin, i l a résolu le problème tridimensionnel, c 'est-à-dire le cas où une force harmonique concentrée 

vert icale ou horizontale s'exerce en un point quelconque du semi-espace - Fig. 2.9(c) et (d) . Ce dernier pro­

blème est généralement d i t "de Boussinesq en dynamique","car le t rava i l de Lamb est en e f fe t l 'extension de la 

théorie de Boussinesq (1885) [10] dans le domaine des forces dynamiques. 
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Visant la détermination des propriétés élastiques des sols par auscultation dynamique, Reissner (1936) [76], 

a tenté d 'é tab l i r une théorie pour évaluer la réponse dynamique d'une fondation c i rcu la i re en fonction des 

propriétés mécaniques du sol sous-jacent. Le modèle mathématique représentant le sol est celui du semi-espace 

élastique et la charge appliquée ver t ica le se répar t i t uniformément sur T a i r e c i rcu la i re de la fondation : 

V P Exp( iu t ) » * r0
Z

az Exp ( i u t ) . 

En intégrant la solution de Lamb sur la zone c i rcu la i re de chargement, Reissner obt ient une solution 

cernent au cer 

P0 Exp ( i u t ) 

analytique pour le déplacement au centre de la fondation, zQ 

zn « j^r ( f i + Tf2) . (2.16) 

dans laquelle : 

P est l'amplitude de la force dynamique appliquée » 

u = 2 ir f , la pulsation ; 

G = le module de cisai l lement du semi-espace ; 

rQ = le rayon de la fondation ; 

f , et f2 sont les "fonctions de déplacement" de Reissner. 

Dans l 'équation ci-dessus, la force et l e déplacement sont pos i t i fs dans le sens descendant -, f j et 

f , sont des fonctions qui dépendent des paramètres sans-dimension suivants : 

- le coef f ic ient de poisson du massif, v j 

- la fréquence "normalisée", a0 = ^ p = u r 0 *£7G~ . (2.17) 
s 

I c i , vs est la vitesse de propagation (célér i té) de l'onde de cisai l lement dans le mil ieu élastique 

dont la masse volumique est représentée par p . 

Le déphasage entre la force appliquée, PQ Exp ( i u t ) . et le déplacement z0 sera donc 

- f2 
f = Arc tg {-y—} • (2.18) 

2.4.3 - Solution approximative de Reissner pour le comportement du couple vibreur-semi-espace élastique 

Ayant obtenu la solution analytique pour le déplacement au centre de la fondation (Eq. 2.16), Reissner 

é t a b l i t l 'équation de l 'équ i l ib re dynamique du vibreur de la Fig. 2.10 en adoptant les deux hypothèses s i m p l i f i ­

catr ices ci-dessous : 

1 - La répart i t ion de la charge sous la fondation r ig ide du vibreur est uniforme. 

2 - Le déplacement ainsi que l 'accélérat ion de la masse MQdu vibreur sont égaux, respectivement, aux 

déplacement et accélération du centre de la fondation c i r cu la i re . 

L'équation de Reissner s ' é c r i t : 

Po Cos ut - Q0 Cos (ut + a) = M0 3çj- Re (z0) (2.19) 
Mo»2 

ou P0 Cos ut + - ¡ j p - ( f j Cos ut - f2 sin ut) = Q0 Cos (ut + a) (2.20) 
dans laquelle : a est le déphasage0entre la force extér ieure, Q, et cel le d ' in te rac t ion , P0>exp(iwt) . 
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Q peut être une grandeur constante ou bien dépendre de la fréquence de vibration ; il en est ainsi 

lorsque la force extérieure est engendrée par rotation des masses excentriques - Fig. 2.10. Dans ce dernier cas 

nous avons Q = m e
e u2 

vibrateur 

fondation 
circulaire 

r i g . 2.10 - Fondation c i rcu la i re r igide soumise à la force 
centr i fuge. 

La solut ion de TEq.2.20 donne les grandeurs suivantes : 

L'amplitude de la force dynamique to ta le qui s'applique à l ' a i r e c i r cu l a i r e , 

P Q ° — 
0 / ( l - ba 0 2f! )2 + ( b a 0

2 f 2 ) -

L'amplitude du déplacement du vibrateur, 

H - Ï r 7 / ( 1 - ba02fj)ï + (ba02f2)2 

Le déphasage de déplacement par rapport à la force appliquée (Q). * = a + 

(2.21) 

(2.22) 

4> = Arc tg 
f i + bao 2 ( f i 2+ fz2) 

(2.23) 

Le déphasage entre Q et P exp(iut) 

a - Arc *9 T^é-T 0 Tl 
La puissance nécessaire pour entretenir la vibration 

(2.24) 

PD = 
_a 0 f2 

r0
2 ^G (1 - ba 0

2 f ! ) 2 + (ba0 f 2 ) 2 
(2.25) 

dans lesquelles, b = est un autre paramètre sans dimension que l 'on appelle le "facteur de masses". 
pro3 

Les détails de l'analyse de Reissner peuvent être trouvés dans l'ouvrage original et dans les articles 

écrits séparément de P.M. Quinlan et T.Y. Sung en 1953, [73] et [84]. Les équations 2.22, 2.23 et 2.25 représentent 
un intérêt pratique particulier. 
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D'après ces t ro i s équations, i l est théoriquement possible de mesurer les caractéristiques du semi-

espace élastique (G, v , p ) , en mesurant, lors d'une auscultation dynamique, l 'amplitude de déplacement, A, le 

déphasage, * et la puissance dissipée, PD. 

La base physique de 1 'analyse de Reissner, c 'est le phénomène de propagation divergente des ondes 

élastiques,â par t i r de la source de so l l i c i t a t i ons vers l ' i n f i n i dans le semi-espace considéré. 

Les équations aux dérivées par t ie l les de l ' équ i l i b re dynamique en tout point du semi-espace sont 

résolues par intégrat ion dans le plan de variables complexes. 

Malgré certaines erreurs de calcul .([84] p. 37), le t rava i l de Reissner constitue la base de presque 

toutes les études analytiques relat ives au comportement dynamique du couple vibreur-massif semi- in f in i qui 

1'ont s u i v i . 

2.4.4 - Travaux de Qui ni an et Sung (1953) 

Les travaux de Quinlan et Sung sont, comme nous l'avons d i t , l 'extension de l'étude de Reissner en 

ce qui concerne la géométrie de la fondation ainsi que la d is t r ibu t ion de la charge sur la surface s o l l i c i t é e . 

Quinlan a étudié la réponse du semi-espace élastique soumis à la v ibrat ion par une fondation i n f i n i ­

ment longue ou c i r cu la i r e . Les d is t r ibut ions de charge pour chacune de ces fondations sont les suivantes : 

- uniforme, 

- parabolique, 

- celle de fondation r igide en chargement statique (Eq. 2.36} • 

Seule la dernière d is t r ibu t ion a f a i t l ' ob j e t d'un calcul numérique dans l ' a r t i c l e de Quinlan dont 

nous donnons i c i les résultats re la t i f s â la fondation rectangulaire de longueur i n f i n i e - Fig. 2.12. 

»Fig. 2.11 - Fondation r ig ide de l o n -
gueur i n f i n i e soumise à 
la charge harmonique sur 
toute sa longueur. 

Q.Q fExp(lu)t) 

Les paramètres sans-dimension choisis sont : 

- la fréquence sans dimension, a¿ = u d /p/G • 

le rapport de masses, b' M'o 
'pi2 ' 

(2.26) 

(2.27) 
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M',- est la masse par unité de longueur de la fondation. 

L'amplitude de la force extérieure par unité de longueur de la fondation est Q'Q. Lorsqu' i l s 'ag i t 

d'une force centrifuge Q' = m e ^ o ù i, m' est la masse excentrique par unité de longueur. 
o e I e 

L'équation de l ' équ i l ib re de la fondation donne les formules ci-dessous 

/ ( l + b' a ^ f 3 )2 + (b1 aj2 f , ) 2 

0' A - ^ 
f2 + f2 

(1 + b' a¿* f3 )2 + (b' a¿2 îhy< 

- f „ 
* = A r c tg f + b , a' 2(f 2+ f2) 

PD 
2Q12 a'c f u 

/¿G (1 + b' a'2 f 3 )2 + ( b ' a¿2 f J 2 

(2.28) 

( 2 . 2 9 ) 

( 2 . 3 0 ) 

( 2 . 3 1 ) 

Ces équations sont parfaitement similaires aux équations de Reissner (Eqs 2.21, 2.22, 2.23, 2.25) et 

f» et f4 représentent les fonctions de déplacement relat ives 3 l 'axe de symétrie (x = 0) de la fondation. La 

Figure (2.12) i l l u s t r e les variat ions de f j et f4 en fonction de la fréquence normalisée, a¿ . 

0.20 

0.16 

OOé 

OC* 

1 1 

i\J_ 
! \ ' 

: i v 

~~^N 

, - • • ; • • 

i 

— 

—-, 

, *'/ 

\ A 
i-

^ 

~<r. v ¿^ 

, 

R rs 
\ 

distribution 
théorique 

i de la pression 
1 sous une 
I fonaation 

distribution 
de la pression 

a rupture 

0.3 0.4 OS 0 6 0.7 0.6 0.9 

- u d 

Fig. 2.13 - Variat ion réel le de la répar t i ­
t ion des pressions à l ' in ter face 
du système sol-fondation c i rcu­
l a i re (d'après Richart et Whitman 
[74] ) . 

.Fig. 2.12 - Fonctions de déplacement f3 
et f» pour la fondation r i g i ­
de f i l an te (d'après Quinlan 
[73]). 

Selon la d is t r ibut ion considérée, le déplacement du semi-espace sur l 'axe de symétrie s 'éc r i t : 

P¿ Exp (1Mt) 
2o = S ( f 3 + 1 f J (2-32) 

dans laquelle P'o Exp(iut) est la force totale appliquée sur l ' un i t é de longueur de la bande i n f i n i e . En e f fe t 

le problème étudié par Quinlan est du type de Newman et les conditions aux l imi tes du massif semi- inf in i portent 

sur les contraintes ; cela nécessite une hypothèse concernant la d is t r ibut ion sur T a i r e de contact entre la 

fondation et le semi-espace. Or la répar t i t ion du type "de fondation r igide " en statique ne correspond pas à la 

d is t r ibu t ion en dynamique comme i l a été démontré par Richart et Whitman [ 7 4 ] à l 'a ide des mesures dont les 

résultats sont i l l us t rés par la Fig. 2.13. Ce phénomène a été observé aussi dans le cadre des expérimentations 

par le vibreur lourd du L.C.P.C. (vo i r J . Vakil i (1969) [89]) : on constate que la forme de la répar t i t ion de 

la charge sous la base r ig ide du vibreur varie avec la fréquence, l'amplitude de la force appliquée étant 
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Fig. 2.14 - Relation entre b' et a 
correspondant aux f r é - ° 
quences de résonance de 
la fondation r ig ide de 
longueur i n f i n i e \ 
(d'après Quinlan [73] ) . 

Par conséquent, l'hypothèse relat ive â la d is t r ibu t ion du type "fon dation rigide*, donnée par la théorie 

é lasto-stat ique, do i t être considérée comme une approche du phénomène rée l . 

Les équations 2.22 et 2.29 démontrent que quelle que so i t la fréquence de v ib ra t ion , l 'amplitude de 

déplacement, A, aura une valeur déterminée ; d'où la discordance entre le comportement du couple vibreur-massif 

semi- in f in i et celui d'un système à paramètres concentrés et parfaitement élastique dont le déplacement tend 

vers l ' i n f i n i lorsque la fréquence s'approche de la fréquence propre du système. 

Par a i l l e u r s , les expérimentations en vraie grandeur ont montré que lorsque la fréquence de la v ibrat ion 

a t t e i n t la fréquence de "resonance" du système sol -v ibreur , le déphasage du déplacement par rapport â la force 

sinusoïdale appliquée (Q) a t te in t la valeur de - ; ce qui est compatible avec le comportement du modèle viscoélas-
2 

tique i l l u s t r é par F ig. 2.6. On a donc 
tg <t> = » 

pour f = f ; 
m 

ou, d'après l 'Eq. 2.30 

f3 + b' a 0
z ( f , + f . ) (2.33) 

dans laquel le, a0 

2 TT f d 

m correspond à la fréquence de résonance. La représentation graphique de l'Eq. 2.33 

Y et •-) est donnée dans la Fig 2.14. Elle permet de déterminer pour deux valeurs du coefficient de Poisson (v 

facilement la fréquence de résonance du système suivant son rapport de masses (b r). Inversement, il est possible 

de déterminer b' si l'on connaît a à partir des essais in-situ. 
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L'étude de Sung concerne uniquement la fondation c i rcu la i re en appliquant les t ro is cas de d is t r ibut ion 

de contraintes u t i l i sées également par Quinlan : 

a) d is t r ibut ion uniforme, 

a _ Po Exp (1«t) 

* ir r 0 2 

a * 0 
•» 

b) distribution parabolique 

0 2 Po(rn
2- r2) Exp (lut) 

n r0" 

a = 0 
i 

c) d is t r ibut ion de'fondation r igide'en âlasto-statique 

a = Pp Exp ( i u t ) 
1 2 *r0 /"FT^F" 

r s r0 

r > r0 ; 

r s r0 , 

r > r0 ; 

r í r0 , 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

a = 0 , r > r0 . 
z 

L ' in térê t pa r t i cu l i e r de cette étude résulte du f a i t qu'el le donne des solutions numériques complètes 

pour toutes les d is t r ibut ions précédentes en les présentant sous forme de graphiques, ce qui met en évidence le 

rôle important de la répar t i t ion de contraintes dans le comportement en vibration de l'ensemble sol-fondation. 

Les variations des fonctions de déplacement f j et f2 en fonction de aQ pour t ro is types de d is t r ibut ion 

sont données par les graphiques de la Fig. 2.15,dans lesquels chaque courbe correspond â une valeur constante 

du coef f ic ient de Poisson ; ainsi la référence P- | , par exemple, indique-t -e l le la courbe re lat ive â v = -

dans le cas d'une d is t r ibu t ion parabolique de contraintes sur l ' a i r e c i rcu la i re . On remarque la nette variat ion 

des valeurs de f , et f2 d'une d is t r ibut ion â l 'aut re toutes choses étant égales par a i l l eu rs . 

as 
-ii 

Fig. 2.15 - Fonctions de déplacement 
correspondant aux diffé­
rents types de répartition 
des pressions sous une fon­
dation circulaire et pour 

v = 0, ^ , ^ et £ (d'après 

Sung [84]). 
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Quant à T'influence de la d is t r ibut ion des contraintes sur le comportement du couple vibreur-massif 

sem i - i n f i n i , nous nous limitons à la représentation graphique de la Fig. 2.16.a, rapportée dans [ 7 5 ] S pa r t i r 

des résultats numériques de l ' a r t i c l e de Sung [84] concernant le cas ou, v » —» et b = „ n j • 5. La comparaison 
4 P"O 

des courbes présentées démontre que plus les contraintes sont concentrées au voisinage du centre de la fondation, 

plus grande est l 'amplitude de déplacement, e t moins grande est la fréquence de résonance. Par a i l l e u r s , l ' éca r t 

entre les amplitudes de déplacement s 'é la rg i t à proximité des fréquences de résonance. 

Pour mieux connaître l'importance re la t ive de la var iat ion de contraintes, nous présentons également 

la Fig. 2.16.b qui indique l ' in f luence de la var iat ion du coef f ic ient de Poisson dans le cas de la d is t r ibu t ion de 

"fondation rigide',! Q, MQ» rQ étant les mêmes pour les deux f igures. 

2 . 5 -

2 . 0 -

I« 1.5 

1 0 -

0 . 5 -

Poroboiique , Umforme Rigide 

0.5 1.0 1.5 

Fig. 2.16 - Courbes de réponse en fréquence 
pour amplitude de la fondation 
c i rcu la i re (a) pour t ro is formes 
de répar t i t ion des pressions à 
l ' i n te r face , (b) pour la répar­
t i t i o n du type de "fondation r i g i ­
de" , (d'après Richart et Whitman 
[74]). 

Dans son étude, Sung suppose que la d is t r ibu t ion de contraintes reste constante pour le domaine des 

fréquences considéré. En f a i t la d is t r ibut ion de contraintes du type "fondation r i g i de " , qui implique un dépla­

cement constant sur toute la surface en chargement stat ique, ne peut pas produire un déplacement uniforme dans 

le cas dynamique. Bycroft (1956) a évalué la valeur moyenne du déplacement sous une fondation et a donné ainsi 

des valeurs plus convenables des fonctions de déplacement, f-, et f , . Ses valeurs des fonctions de déplacement 
1 1 pour la fondation r ig ide c i rcu la i re sont données par la Fig. 2.17 pour v = 0 , - et - . 
4 2 
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On peut observer plusieurs points importants Suri a F ig . 2.17 : lorsque a0 « 0 (cas s ta t ique) , f ? • 

et la valeur de f j , in t rodu i te dans l ' E q . 2.16 do i t donner le déplacement stat ique correct de la fondat ion. 

\ 
0 
t/4 
V2 

0 
1/4 
1/2 

2 

m
p

li
tu

d
e 

< 

1.5 

Fig. 2.17 - Fonctions de déplacement 
des fondations circulaires 
rigides : (d'après Bycroft 
[13]). 

-1 1— 
A, • Amplitud* 

n g . 2.18 - Courbes de réponse en fréquence (nor-
malisée) pour amplitude des fonda­
t ions c i r cu la i r es r ig ides surmontant 
le semi-espace élast ique (y* ¿) ; 
(d'après Richart[75] ). * • 

Pour une fondation c i r cu la i re r i g i d e , le déplacement stat ique est égal i 

, Pp i l • v? 
£s 4Gr„ 

Notons que f 1 e t f2 sont évaluées pour des valeurs de a comprises entre 0 et 1,5. C'est l e domaine 

pratique dans lequel les pics de résonance peuvent se produire et pour lequel la plupart des études de la réso­

nance â l ' é t a t s tat tonnai re ont été effectuées. 

2.4,5 - Le rôle dtt facteur de tuasses, b » 

»V 
Les travaux précédemment c i tés ont mis en évidence le rôle p a r t i c u l i e r que joue le paramètre sans 

dimension b, dans la réponse en fréquence du système vibreur-massif s e m i - i n f i n i . En f a i t i l est un paramètre 

a r b i t r a i r e dans la mesure où o r 0
3 est une masse f i c t i v e correspondant â une partie^du massif semi - in f in i de 

volume égal â r0
3 . ' "~\ 

La Fig. 2.18 i l l u s t r e les var ia t ions en fonct ion de b de la réponse d'une fondation r ig ide c i r c u l a i r e 

soumise i une charge harmonique.(QQ « constante et QQ « me ¡n2) . s i Ton compare les courbes indiquées avec 

celles de la Fig. 2 .6 , on vo i t q u ' i l ex is te une for te s im i l i tude entre le comportement du système v ib ra teur -

massif semi- in f in i et celui du solide viscoélast ique a un degré de l i b e r t é et que le rô le du rapport de masses, 

b, correspond â celui de l ' inverse du taux d'amortissement, ï , dans le sol ide de Xelv in-Voigt . 
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Comme le montrent les solutions analytiques, le système vibrateur-massif semi-infini es t un système 
amorti dans lequel les sol l ic i ta t ions introduites s'amortissent en raison de leurs radiations de la source vers 
l ' i n f in i dans le semi-espace élast ique. C'est pourquoi ce phénomène d'amortissement dans un système parfaitement 
élastique est appelé "amortissement géométrique". 

2.4.6 - Equation de Hsieh 

Hsieh (1962) a repris les équations de Reissner pour é tabl i r une expression mathématique de l 'amortis­

sement géométrique du système sol-fondation circulaire r igide; [44]. 

Le déplacement vertical d'un disque circulaire de rayon r , supposé non-pesant et parfaitement r igide, 
posé sur la surface du semi-espace élastique e t soumis à la force harmonique P = P0 Exp ( iut) s 'obtient à par t i r 
de l 'Eq. 2.26, 

P0 Exp ( i u t ) 
2 = 5F¡ <fi + if2> • (2-37) 

fj et f, étant données par les graphiques de Bycroft dans la Fig. 2.17. La vitesse de déplacement sera donc : 

d P0UJ Exp ( i u t ) 

t = 5F¡ < i f i - f
2 ) • (2-3 8) 

Multipliant le z par fiu et la -gr par -f2, on peut écrire : 

d P„w Exp (1wt) 
f i " 2 - f2 § 5F¡ (fï + fV < <2-39> -

d;où : P - P0 Exp (1Bt) - - ^ T 7 ? f ? I y § + Gr0 j ^ z ; (2.40) 

ou encore : P = Cz i f + K z z ' tt-^) 

dans laquelle : C2 = I Û Î / ^ ( / f t , j , (2.42) 
0 1 2 

et : kz = Grfl {jjfcjg • (2.43) 

Notons que Cz et K2 incluent tous deux les fonctions fi et f, : i l s dépendent donc de a0 et v . 

Si l 'on remplace le disque par une fondation de même rayon, de poids W et soumise è la force harmoni­

que, Q, de pulsation u¡, son mouvement sera décri t par l'équation ci-dessous : 

Ha 4 i i= Q - P 
(2.44) 

ou : »o S § + C z | | + K2 z - Q . (2.45) 
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L'Eq. 2.45 présente la même forme générale que l 'équation d'équi l ibre d'un système â un degré de l iber ­
té de type masse-ressort-amortisseur, Eq.2.1. 

La différence majeure est que le terme d'amortissement cz et le terme de raideur kz sont tous deux 

fonctions de la fréquence de v ib ra t ion . Par a i l l eu r s , l 'Eq. 2.40 montre clairement que l'amortissement géométri­

que du système vibreur-semi-espace élastique est gouverné par la fonction de déplacement fo tandis que le terme 

correspondant à la r i g i d i t é élastique est gouverné par f^. 

2.4.7 - Analogie de Lysmer 

Pour approcher la réponse dynamique d'une fondation r ig ide c i rcu la i re , Lysmer a envisagé une fondation 

constituée d'une série d'anneaux concentriques. En appliquant des pressions uniformes de dif férentes grandeurs 

sur chaque anneau, i l a pu développer un déplacement constant sous la fondation et évaluer sa réponse dynamique 

â une force harmonique vert icale ; (Lysmer (1965) [57] ) . 

Tout en développant sa so lu t ion , Lysmer u t i l i s a diverses notations commodes pour s imp l i f i e r la présen­

tation 

la fonction de déplacement, 

f - f j + i f . (2.46) 

mul t ip l iée par 4 / ( l - v ) devient pratiquement indépendante de v: 

4 
F = 

r 
F ! + 1 F 2 (2.47) 

la Fig. 2.19 montre comment les fonctions de déplacement de Bycroft se ramènent à une seule courbe quand elles 

sont modifiées par l'Eq. 2.47. 

uf <M-

Fig. 2.19 - Variation de F et T avec le coefficient de Poisson ; 

(d'après Lysmer et Richart - cité dans [75]). 
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En u t i l i s a n t cette notat ion, Lysmer a calculé les valeurs de f, et f2 pour des valeurs de a compri­

ses entre 0 et 8.0 et i l les a étendues, à l 'a ide d'une approximation â a * » - Fig. 2.20. 

Fig. 2.20 - Variation de.F. et F_ en fonction de la fréquence normalisée ; (d'après 

Lysmer et Richart - c i té dans [75] ) . 

L'équation de déplacement de Reissner, Eq. 2.16, en fonction de F devient 

P0 Exp ( iwt ) . 

T: 
(2.48) 

La constante k peut être développée à p a r t i r de l 'Eq . 2.43 en remplaçant f , et f - par F, et F-. I l a 

remarqué ensuite qu'en introduisant un facteur de masses modif ié, 

1 - v 1 - v M, 
TTC? • pr0 

(2.49) 

l ' in f luence du coef f ic ient de Poisson é ta i t complètement éliminée. Ainsi a - t - i l développé les courbes de réponse 

en introduisant les expressions de F et B dans l 'Eq . 2.22 qui devient : 

dans laquelle D est le facteur d 'ampl i f icat ion dynamique par lequel le déplacement stat ique, produit par la 

force Q , est mu l t ip l ié pour donner l'amplitude de déplacement Az. 

• 2.0 -

à 

Fig. 2.21 - Amplitude relative en fonction de la fréquence normalisée pour différents 
facteurs de masses ; [75]. 
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Au cas où Q = m e u
2 , on peut écrire 

me me 
A = _ i - (Da2 B,) = x r - D 
z Mo v ° z' M0 r (2.51) 

ou, le facteur d 'ampl i f icat ion dynamique, D , est le rapport entre l'amplitude de déplacement, A ,et l 'amplitude 

nominale de la fondation vibrante, A0 = ^Sr- ; (Fig. 2.21). 

Les Figs 2.22 fournissent un moyen simple d'évaluer l'amplitude maximale du mouvement vert ical 

d'une fondation r ig ide c i rcu la i re ainsi que la fréquence de résonance pour les valeurs de (S comprises entre 

0 et 5. 

Fig. 2.22 - Réponse d'un vibrateur c i rcu la i re 
lors de résonance : (a) re la t ion 
entre le facteur de masses et la 
fréquence ; (b) relat ion entre le 
facteur de masses et l 'amplitude 
re la t i ve , (d'après Richart et a l . 
[75]). 

i l s ' 3.0r-

5.0 

3.0 

facteurs d' amplication CU et D 
rm 

Après avoir étudié les variations des coeff icients d'amortissement et de r i g i d i t é avec la fréquence 

"normalisée" (aQ) , comme cela a été obtenu à pa r t i r de la théorie de semi-espace élastique , Lysmer a découvert 

que Ton peut remplacer ces coeff ic ients par des termes constants (indépendants de aQ). I l a choisi pour le 

terme de r i g i d i t é sa valeur statique : 

IÎ - 4 Grn (2.52) 
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et il a trouvé que la meilleure expression pour le terme d'amortissement pour les a situées entre 0 et 1,0 
est : 

cz - xr^t l pG • 

L'équation du mouvement devient donc 

M d2z 3,4 r0
2 / - T dz , 4 Gr0 -

M ° 1 Ü + (1 - V ) ^ P G ïïï + (1 - y) Q ' 

(2.53) 

(2.54) 

Cette équation décrit en effet le mouvement du solide de Kelvin-Voigt à un degré de l iberté schémati­

sé par le modèle de la Fig. 2.23. 

z 

Mo 

K * ( l - v ) 

; ^ ; / u / ; u ^ u;i> » ; M U M I 

3,4 r/ 
•()-«> 

Fig. 2.23 - Modèle de Lysmer simulant le comportement vibratoire 
des fondations circulaires de rayon r 0 . 

Les courbes de réponse pour ce modèle, présentées sur la Fig. 2.24 en lignes point i l iées , i l lustrent 

le remarquable ajustement qui existe entre le modèle de Lysmer et la théorie de semi-espace élastique. 

o i 

théorie du 
semi-asr 

(»-Ti 
analogs e de 
L jrsmer . 

s'f'r r H 

0.5 I 1.5 

fréquence normalisé , &o 

Fig. 2.24 - Courbes de réponse en fréquence 
pour l'amplitude (relative) de 
déplacement des fondations circu­
laires rigides soumises à des 
charges harmoniques à amplitude 
constante ; (Lysmer et Richart 
•[75]). 

Selon l'Eq. 2.54, le coefficient d'amortissement critique du système sera 

cc - 2 /ÏÇT^ - 4 / | p ^ ; (2.55) 

et le taux d'amortissement : 
. Cz 0,425 
5 = TT = , (2.55) 
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La fréquence de 'résonance" pour Q = m e iu2 Exp ( i u t ) 

V. 

Lysmer a noté que ces approximations ne fournissent de bons résultats que pour B * 1. 

L'amplitude maximale, Azn], et le déphasage du déplacement par rapport à la force centr i fuge, $ , 

seront déterminés par les formules suivantes : 

me B 
A ™ = -ra ( 2 - 5 8 ) 

Zm M° 0,85 /Bz - 0,18 

• • A r e t 9 B ^ M H - (2'59) 

L ' in té rê t par t i cu l ie r de l'étude de Lysmer résulte du f a i t qu 'e l le é tab l i t un pont entre la théorie 

du semi-espace élastique et le système masse-ressort-amortisseur et fourn i t des valeurs pour les coeff ic ients 

d'amortissement et de r i g i d i t é correspondants. 

2.4.8 - Vibration vert icale d'une fondation r ig ide rectangulaire 

Des solutions analytiques sont développées également pour les problèmes de charges verticales o s c i l ­

lantes sur une zone rectangulaire de la surface d'un semi-espace élastique par l ' in tégrat ion de la solution de 

Lamb. Sung [84] a établ i les expressions mathématiques dans le cas d'une charge harmonique uniformément répar­

t i e , mais i l n'a pas obtenu de valeurs numériques« 

Kobori (1962) et Thomson et Kobori (1963), [86] • ont suivi la même procédure et ont obtenu les fonc­

tions de déplacement f , et f~ pour le cas d'une charge uniformément répartie sur une surface rectangulaire. I l s 

ont évalué ces fonctions seulement en termes de déplacement au centre de la zone chargée, ce qui donnait des 

résultats présentant un amortissement négatif pour certaines valeurs de a . (Un amortissement négatif ne peut 

pas apparaître dans ce système v ibrant ) . 

En 1967, Elorduy, Nieto et Sjekely \2%\ ont superposé les effets de charge uniforme sur des éléments 

carrés pour a r r i ver ainsi à produire le déplacement uniforme de l ' a i r e rectangulaire s o l l i c i t é . I l s ont trouvé, 

comme le f i t Lysmer, que la répar t i t ion des contraintes nécessaire pour maintenir un déplacement uniforme va r i r a i t 

selon la fréquence de la v ib ra t ion . I l s ont évalué certaines de ces d is t r ibut ions et ont calculé les fonctions 

de déplacement f , et f^ P°u r u n e surface chargée carrée (c/d = 1) et rectangulaire (c/d = 2) pour le cas où 

v => 0,25 .; F ig. 2.25. 

Sur la Fig. 2.25 apparaissent aussi les courbes correspondantes de Sung et Bycroft après que le rayon 

a i t été ajusté, pour arr iver â une aire c i rcu la i re égale â cel le du carré ou du rectangle (r0 = / I77 , S = 2C x 2d) 

Puisque ces courbes sont presque les mêmes, i l est plus f a c i l e , en pratique, d ' u t i l i s e r la solut ion d'un calcul 

d'une base r ig ide c i rcu la i re de même superficie pour évaluer la réponse d'une base rigide rectangulaire. 
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0.20 

0 . 1 6 - ^ i = ^ 

.0 .12 

0 0 8 

0.24 

0.16 

gO.12 

0 .06 -

0.04 

Fig. 2.25 - Fonctions de déplacement des fonda­
tions carrées et rectangulaires 
pour la v ibrat ion ver t ica le ; 
(Richart et a l . [75]) . 

»d 

En ce qui concerne les fondations rectangulaires du rapport de longueur â largeur (c/d) très grand, 

leurs comportements sont plus proches de ceux des fondations de longueur i n f i n i e dont la solution numérique 

pour une d is t r ibu t ion du type de "fondation r ig ide" a été donnée par Quinlan (voi r § 2.4.3) . 

Pour une fondation de rapport c/d moyen, la fréquence de "résonance" devrait se s i tuer dans les l imites 

données par la théorie des fondations rigides circuí ai res et cel le d'une fondation f i l an te r igide (cas bidimen-

sionnel, déformation plane). 
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2.4.9 - L'influence du substratum r ig ide 

I l s 'ag i t des cas où le massif semi- inf in i du sol est remplacé par une couche élastique d'épaisseur H 

et de dimensions "horizontales" in f in ies qui est l imi tée â sa base par un massif semi- inf in i entièrement r igide ; 

les déplacements (u , v, w) de la couche à l ' In te r face sont nuls. Ce problème a été t r a i t é pour la v ibrat ion ver­

t i ca le des fondations circulaires r igides par Arnold et al (1959) [ i ] , Bycroft (1956) [13] et Warburton (1957) [94] 

I l a été constaté que la d is t r ibut ion de contraintes correspondant à la fondation r ig ide (Eq. 2.36) n'assure pas 

le tassement uniforme de la fondation, même dans le cas de chargement stat ique; Les courbes de la F ig. 2.26, éta­

bl ies par Bycroft, indiquent les variat ions en fonction de H/ , d'une part , du rapport entre le tassement moyen 

statique de la fondation sur la couche (avec substratum), Z$ , et celui (uniforme) correspondant au massif semi-

i n f i n i élast ique, E$ , et d'autre part du rapport entre la r i g i d i t é élastique des deux cas précédents (K/K^ ). 

A noter que le rapport des r ig id i tés ne varie notablement que pour les valeurs de H/ inférieures à 1. 

Fig. 2.26 - Déplacement statique et coeff ic ient de r i g i d i t é des fondations 
c i rcula i res surmontant un monocouche élastique d'épaisseur H ; 
(d'après Bycroft [13] ) . 

Eç ce qui concerne le comportement sous charges harmoniques, Bycroft a résolu Je cas pa r t i cu l i e r ou 

b = 0 qui correspond â un disque r ig ide sans masse. Cette solution a été développée par Warburton pour b > 0. 

La var iat ion de la fréquence de "résonance" (fréquence correspondant à l 'amplitude maximale) en 

fonction du facteur de masses a été calculée par Warburton pour dif férentes valeurs de H/ ; F ig. 2.27. 
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a « . = • 

2 » f r„ 

Fig. 2.27 - Relation entre le facteur de masses et la fréquence de "résonance" d'un 
monocouche élast ique surmonté par une fondation c i r cu la i r e r i g ide ; 
(d'après Warburton [94] ) . 

A p a r t i r des valeurs du facteur d 'ampl i f i ca t ion dynamique, calculées par Warburton, Richart et al . 

(1970) [75M ont établ i la tableau suivant pour les valeurs de D ^ , qui représente le rapport entre V ampli t u « 

de déplacement maximal sous charge harmonique (Q » Q0 £ x p ( i u t ) ) et le déplacement stat ique r e l a t i f au semi-

espace élast ique correspondant (Z ) . Ces auteurs soulignent par a i l l eu rs que les valeurs théoriques du " fac­

teur d 'ampl i f i ca t ion dynamique" D̂  , sont relativement é levées, o ren r é a l i t é les fa ib les valeurs oe l ' amor t i s ­

sement interne des sols auraient pour e f f e t de réduire fortement l ' amp l i f i ca t i on dynamique du système considéré. 

H 

r. 

1 
2 
3 
4 

00 

b = 0 

ao 
00 

oo 
00 

1 

D 

b = 5 

5.8 
8.0 
4.7 
(3.4) 

1.21 

LM 

b = 10 

11.4 
16.1 
9.5 
5.9 

1.60 

b = 20 

20.5 
30.6 
23.7 
15.6 

2.22 

b » 30 

28.9 
40.8 
36.0 
27.9 

2.72 

Tableau 2-1 - Facteur d 'ampl i f i ca t ion dynamique (amplitude re la t i ve ) 
des vibrateurs c i r cu la i res surmontant un monocouche 
élastique(de coe f f i c ien t de Poisson 0,25 ; ¡.75]). 
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2.5 - AMORTISSEMENT DE LA VIBRATION DU SYSTEME VIBRATEUR-SOL 

Comme i l a été démontré au § 2.4, la v ibrat ion vert icale du couple vibrateur-semi-espace élastique 

s'amort i t en raison de la radiation des ondes élastiques depuis la zone de contact jusqu'à l ' i n f i n i dans le 

massif. Cet amortissement est appelé 1'"amortissement géométrique" et i l est d i f férent de l'amortissement dû 

au comportement hystérétique des sols (amortissement " interne" ou s t ruc tu re l ) . 

Dans la r é a l i t é , l'amortissement du système est le résul tat de ces deux amortissements : par.consé-

quent, le taux d'amortissement des modèles â paramètres concentrés (masse-ressort-amortisseur), Z . d o i t repré­

senter, théoriquement, l'amortissement total des cas réels : 

«total • W + « i n t . <2-60> 

2.5.1 - L'amortissement géométrique 

D'après l 'Eq. 2.56 de l 'analogie de Lysmer, le taux d'amortissement géométrique d'une fondation circu­

la i re est proportionnel à M " 0 , s , ( 1 - v ) " 0 ' 5 , p
0 ' 5 et r 1 , s . Elle indique en plus l'importance notable de varia­

tions du rayon de la base c i rcu la i re par rapport aux autres paramètres concernés. Quant aux fondations des ma­

chines vibrantes, le taux d'amortissement géométrique moyen est environ 0,40 ; [75]- Selon Catoire [18] . i l est 

environ 0,30 dans le cas des plaques v.ibrantes. I l doi t être encore plus fa ib le pour les rouleaux vibrants, 

compte tenu des faibles surfaces d'empreintes sur le sol . 

A t i t r e d'exemple, considérons le cas d'un rouleau vibrant dont : 

- le poids de la b i l l e . WQ = M g = 30 KN 

- la longueur " " , L = 2 m. 

Pour une largueur de l'empreinte de la b i l l e (1 * 0,20 m) sur un sol caractérisé par un poids volumi-

que y = 20 KN/m3 et un coef f ic ient de Poisson v = 0,25, suivant les Eqs. 2.49 et 2.56, nous avons : 

Bz - 6,19 

et 

5 . = M 2 5 = 0 ,17 geom. / - g -

On peut considérer la valeur de 0,20 comme étant la valeur moyenne de l'amortissement géométrique des 

rouleaux vibrants. 

Notons enfin que dans l'exemple ci-dessus, nous avons négligé l ' e f f e t de la vibrat ion du châssis du 

rouleau sur la réponse dynamique de l'ensemble b i l l e - s o l . 
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2-5.2 - Amortissement in terne des sols 

Les essais de chargement cycl ique, effectués sur des modèles rédu i t s , ont mis en évidence le comporte­

ment hystêrét ique des sols qui transforment une par t ie de l 'énerg ie mécanique en chaleur. Dans le cas des sols 

pulvérulents relativement secs, cette "per te" de l 'énergie appliquée est due au frottement des gra ins. 

La mesure de l'amortissement interne se f a i t s o i t par enregistrement des boucles de cont ra in ts -défor ­

mation lors d'une s o l l i c i t a t i o n harmonique - F ig . 2.28, s o i t par la mesure de décrément de l 'ampl i tude de v ib ra­

t ion l i b re de l ' échan t i l l on considéré. 

¿W 

Cydi tO 

«-Y1!*! 

T ( x 6 £ 9 K P a ) 

2.28 - Soucie d'hystérésis 
d'un sable ; \iZ) . fil: 2.29 - Boucle d'hystérésis du solide 

de Kelv in-Voigt . 

La première méthode repose sur des essais t r i a x i a u x , de c isai l lement simple et de c isai l lement en 

torsion sous charges cycl iques dans lesquels l 'ampl i tude de déformation se s i tue entre iO"* et 0,5.10* , [82] • 

La boucle d'hystérésis étant tracée, l 'amortissement interne correspondant est déf in i généralement par la re la ­

t ion ci-dessous : 

i » 1 i W 
x "TTÍ TT (2.61) 

dans l aque l l e , ¿W est l ' a i r e de la boucle e t W est égal' â l 'énergie maximale qui sera i t appliquée a l 'échan­

t i l l o n s ' i l é t a i t purement élast ique de module de c isa i l lement G. 

La deuxième méthode est ce l le de la colonne de résonance, qui consiste 3 étudier la réponse d'une 

colonne cyl indr ique de sable i des v ibra t ions forcées. La mesure du décrément de l 'ampl i tude se f a i t après une 

rupture bruta le de l ' e x c i t a t i o n . L'amplitude maximale de déformations est en général in fé r ieure I 10" 

l 'ampli tude de la nème pér iode, le décrément de l 'ampl i tude : 

étant 

aussi ¿M 25 

(2.62) 

(2.63) 

Quoique n'étant pas visqueux, les sols ont en général des boucles d'hystérésis qui sont à peu près 

s imi la i res a cel le: des sol ides v iscoéîast iques, <^ui e s t une e l l i pse - F i g . 2.29. 
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C'est pourquoi on u t i l i s e le comportement viscoëlastique dans des études analytiques. La re la t ion 

de contrainte-déformation correspondant à la courbe de la Fig. 2.29 s ' é c r i t : 

ï = G y , (2.64) 

où x est la contrainte de cisaillement dans le plan complexe ; 9 est la déformation correspondante et G est 
le module de cisaillement, 

G = G + i aG' , (2.65) 

pour lequel le rapport de la part ie imaginaire à la par t ie réel le est donné par l 'équation ci-dessous 

( .256) " S " " t g * L " 2 T TT 

dans laquel le, tg *, représente le déphasage entre la contrainte et la déformation - Fig. 2.30. 

Fig. 2.30 - Représentation dans le plan complexe des 
contraintes et déformations. 

Lorsqu' i l s 'ag i t du solide de Voigt (G' = constante) de taux d'amortissement relativement fa ib le 

(5 í 0 ,3) , nous avons : 

et 

ce qui donne : 

giG' _ j$_ ; 

G ir 

Í = 2 - * S 
•TT77 

5 = 

2 TT ç ; 

1 ¿W 1 
77 TT = 1 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

L'amortissement interne des sols varie en fonction de divers paramètres te ls que l 'amplitude des déformations, 
la fréquence de la v ib ra t ion , l ' i nd ice des vides et la contrainte ef fect ive moyenne. Dans une étude expérimen­
tale et comparative, [42 ] , Hardin et Drenvich analysent les variations des propriétés dynamiques (G, —) des 
sols pulvérulents et cohésifs en fonction de treize paramètres et classent ces paramètres suivant leur impor­
tance pour chaque type de s o l . Le paramètre le plus important, selon cette étude, est l 'amplitude des déforma­
tions - Comme on le vo i t sur la Fig. 2.31, l'amortissement et le module de cisail lement varient tous les deux 
avec l 'amplitude des déformations. Nous ne nous intéresserons, i c i , qu'à l ' in f luence de l'amplitude sur l'amor­
tissement du matériau, car, en e f f e t , nous n'avons pas de moyen théorique suff isant pour étudier les ef fets 
de non l i néa r i t é du massif semi - in f in i . 
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rig- 2.31 - Boucle d ' hystérésis pour différentes amplitudes de déformations. 

Le rôle de l'amplitude des déformations fait l 'objet de l'étude expérimentale de Silver et Seed [82], 
qui ont adapté l 'appareil de cisaillement cyclique pour les essais avec de grandes déformations (de 0,0001 à 
0,01). Comme on le voit sur la Fig. 2.32, l'amortissement interne s'accroît avec l'amplitude de déformations ; 
le taux d'amortissement (Eq. 2.59} est d'environ 0,15, pour les déformations de l 'ordre de 1Q"3 et il est près 
de 0,05 pour les déformations comprises entre 10" et 10"* 

c 

c 
® 

1 1 J 
v • 100 fb ,.r ra h (S23,94 KPa) / / 

2* Oc»r 

P̂̂  

O 

E» 
CO 

• " : 

9r » 4000 Ik 

• 

• 

2*"Crt<« — 
. 10*" Crtlt — 

»•'•« <i(51S1, 

/ 

52KFfc) 

/ / 

y 
cisaillement maximum-Y*y (v.) 

r iq. 2.32 - Variation de l'amortissement 
interne d'un sable en fonction 
de l'amplitude des déformations, 
du nombre de cycles et de la 
contrainte verticale au cours 
d'un essai de cisaillement cy­
clique ; (Silver et Seed ¡82¡). 
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Nous soulignons I c i l ' importance de l 'ampl i tude des deformations, car e l l e const i tue un f ac teu r 

essen t ie l de d i f f é rence ent re les fondat ions des machines v ibrantes e t l es rouleaux » 

Les dimensions des fondations des machines sont en général conçues de façon t e l l e que l 'ampl i tude des 

déformations du sol ne dépasse pas la valeur de 0,001, ce qui a pour e f f e t de rendre négligeable 1 ' " in f luence" 

de l'amortissement interne du massif (ç < 0,05) par rapport â cel le de l'amortissement géométrique du système 

soumis a la v ibra t ion ver t i ca le ( ï ï 0,40). 

Par contre, dans le cas des rouleaux v ib ran ts , les amplitudes des déformations étant de l ' o rd re de 

0 ,01 , l ' e f f e t de l'amortissement interne correspondant (5 * 0,15) ne devra i t plus être négl igé. Cela d 'autant 

plus qu'en raison de leurs geometries par t i cu l iè res les rouleaux vibrants sont affectés par des amortissements 

géométriques relativement fa ib les (£ ' 0 ,20) . 

2.5.3 - Amortissement " in terne" et t o ta l du système v ibrant 

Veletsos et Verbic (1973) ont f a i t une étude analytique sur la réponse du système vibrateur-massif 

s e m i - i n f i n i , ce dernier étant supposé mi l ieu viscoélastique l i n é a i r e . La base du v ibra teur est un cercle dans 

lequel la répar t i t i on ces contraintes d ' in te rac t ion est supposée du type "fondation r i g i d e " . Les courbes des 

fonctions de déplacement (f^ et f j ) re la t ives aux t r o i s valeurs de l'amortissement interne ( ä * 0,1 IT, 0,3ir 

et 0,5 K) sont ainsi tracées pour Osa c 5. Les auteurs établ issent ensuite l 'équat ion de mouvement du v i b ra ­

teur qui correspond à ce l le d'un modèle viscoélastique i un degré de l i b e r t é . Cette équation est s im i la i re i 

l 'équat ion de Hsieh (Eq. 2.45? avec la di f férence que, pour év i te r les valeurs négatives de K que Ton rencontre 

i c i lorsque »n* '? , la masse du modèle est égale a la masse du vibrateur plus une "masse ajoutée" du sol dont la 

valeur dépend de Bz (Eq. 2.49) e t a . 

tS-ÄlS-aE-li-£!Ä9Ä5ffiJ!2nHll5i8 

Les résul tats de cette étude démontrent que pour les valeurs de a supérieures â 1,0 l 'augmentation 

de l'amortissement t o ta l du système (a « c te . ) par rapport a son amortissement géométrique est presque propor­

t ionne l le a l 'augmentation de l'amortissement interne du s o l . Par a i l l e u r s , pour une valeur constante de S, 

cet écart diminue lorsque a augmente et pourra i t êt re même négligeable pour les valeurs de a » 2,0 - F i g . 2.33. 

0.4-

0.2 

* • • • « I • ' 

c*=i> 

a) Bz = 1 

0.1-

modèle de Voigt ( G = Cte ) 

modèle standard (u>G = C t e ) 

semi-espace élastique 

'S 
b) Bz = 5 

Fig. 2.33 - Variation du taux d'amortissement global du système sol-vibrateur circulaire 
en fonction de la fréquence normalisée pour différentes valeurs d'amortis­
sement interne du sol ; (d'après Veletsos et Verbic [90]). 
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En revanche, dans les cas où a s 1 et pour une valeur donnée de 6 , cet écart s 'accroî t considérable­

ment lorsque a diminue et cela, notamment, en raison de l'augmentation accentuée de l'amortissement t o t a l . 

Cette constatation indique l'importance de l'amortissement interne du sol sur la réponse des rouleaux 

vibrants pour lesquels la valeur moyenne de la fréquence normalisée, a , est d'environ 0,75. 

Le_rö]_e_du_facteur_de_masses 

Le résu l ta t le plus intéressant de l 'étude de Veletsos et Verbic est la mise en évidence de la re la­

t ion qui existe entre l'amortissement total e t le facteur de masses du système sol-vibrateur : la comparaison 

des courbes de Ta Fig. 2.33(a) (B2 = 1) et cel le de la Fig. 2.33(b) (B2 = 5) montre en e f fe t que non seulement 

l'amortissement géométrique, mais aussi l'amortissement " in terne" du système, diminuent lorsque B augmente. 

A t i t r e d'exemple considérons le cas où a„ » 0,75 et S. = 0,15 ; selon les courbes des Figs 2.33, nous pouvons 
o in t 

é t a b l i r le tableau ci-dessous : 

int a 5 total " 5géom. 

B z \ ^ 

1 

5 

Amortissement 
géométrique 
( Figs. 2.33) 

0,37 

0,18 

Amortissement 
géométrique 
(Lysmer) 

0,42 

0,19 

Amortissement 
total 

f Fis-2-33ï 

0,56 

0,30 

Amortissement 
"interne" 

0,19 

0,12 

Tableau 2 . 2 - Le taux d'amortissement géométrique, tota l et " interne" du couple 

sol-v ibrateur pour a • 0,75 et l'amortissement interne du s o l , 

5 . . . . « 0,15j( WC =Ci-e.) . 
i n t ' 

L'importance du facteur de masses nous amène â étudier le rôle du paramètre dont i l dépend en premier 

l i e u , c 'est -â-d i re de r . 

Dans les l imites des grandeurs des paramètres caractéristiques des rouleaux v ibrants , une diminution 

de r a pour e f f e t d'augmenter le facteur de masses (B est proportionnel à r ' ) e t , par a i l l eu r s , de diminuer 

la fréquence normalisée (a = JÜE&). Or comme on le voi t dans les Figs 2.33(a) et 2.33(b), ces deux variat ions 

s'opposent en ce qui concerne l'amortissement global du système. En e f f e t , le taux d'amortissement total diminue 

lorsque B augmente, mais i l augmente dans le cas où a diminue. 

Toutefois, la sens ib i l i t é de Bz par rapport â r est te l l e que le taux d'amortissement total du sys­

tème diminue avec r comme c 'es t le cas pour les massifs purement élastiques (Fig. 2.18). Le tableau ci-dessous 

indique un exemple dans lequel nous avons supposé que (r = 1) correspond â (Bz = 5 et aQ = 0,30). 

Tableau 2.3 - amortissement total du système 
vibrateur-massif viscoélastique pour 

deux valeurs de rQ ; (F igs . 2.33(a) et (b))_ 

ro 

1.0 

1,71 

\ 

5 

1 

ao 

0,30 

0,57 

Stot 

0,37 

0,57 
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En conclusion, les principaux résultats de l 'étude sur l'amortissement des systèmes considérés sont 

les suivants : 

- contrairement aux fondations des machines, l'amortissement interne des systèmes sol-rouleaux vibrants 

n'est pas négligeable v is-à-vis de l'amortissement géométrique. 

- l'amortissement interne du couple sol-vibrateur n'est pas nécessairement proportionnel à l 'amort is­

sement interne du sol donné par les essais de laboratoire ; i l varie en fonction de B et de a . 

- l'amortissement total du couple vibrateur-massif viscoélastique ( te l que ce lu i , géométrique, du 

couple vibrateur-massif purement élastique) diminue avec la surface de contact du vibrateur avec le s o l . 

2.6 - ANALYSE DU COMPORTEMENT DE L'ENSEMBLE SOL-ROULEAU VIBRANT-APPLICATION DES THEORIES DU MASSIF SEMI-INFINI 

La plupart des théories précédentes, c 'est-à-di re les théories du massif semi- inf ini ainsi que celles 

des modèles discrets correspondants, ont été confirméespar de nombreux essais i n - s i t u et des constatations re la­

t ives aux fondations des machines vibrantes. Citons S t i t r e d'exemple les expérimentations réalisées en U.R.S.S. 

par Barkan [ 7] r [ 8 ] et Shekter [81] , les essais sur les vibreurs Goodman f a i t s aux Laboratoires des Ponts 

et Chaussées en France [12] et enfin les expérimentations sur les plaques vibrantes effectuées par California 

Ins t i tu te of Technologie aux Etats-Unis , [ u ] , [15] et [16] (voi r aussi Catoire(1966) ,[18] ). 

Mais en ce qui concerne les rouleaux v ibrants, l 'app l icat ion de ces théories se heurte aux par t icu la­

r i tés suivantes : 

- décollement de la b i l l e du sol lorsque la force d ' in teract ion dépasse le double de la charge s t a t i ­

que ; 

- va r iab i l i t é de l ' a i r e de contact ; 

- t ranslat ion horizontale du rouleau ; 

- vibrat ion du châssis. 

Toutefois, étant donné qu ' i c i ce sont p lu tôt les valeurs relatives des paramètres et leurs évolutions 

-d 'une passe I l ' au t re , d'un matériau â l ' au t re , ...¿.qui servent de base pour les études de l ' e f f i c a c i t é ou du 

contrôle, la schématisation même simpliste du comportement v ibrato i re du système sol-rouleau au moyen des modè­

les mathématiques précédants présente, 3 notre av is , des avantages considérables. 
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2.6.1 - Les hypothèses s impl i f icat r ices relat ives aux couples sol-rouleaux vibrants 

Se l imi tant au cas des compactages couplés, rappelons les hypothèses s impl i f i ca t r ices complémentaires 

suivant lesquelles nous appliquons ces modèles : 

1 - Le sol est un matériau élastique ou viscoélastique l inéai re dont le module d ' é l as t i c i t é et de v i s ­

cosité varient d'une passe â l ' au t r e . 

Selon cette hypothèse, nous négligeons les déformations irréversibles qui se produisent à chaque cycle 

de la v ibrat ion ; ceci est acceptable lorsque le matériau n'est plus en état foisonné ; autrement d i t , le compor­

tement du système n'est considéré qu'à par t i r de la deuxième ou troisième passe. 

2 - La largeur de l'empreinte ne varie que d'une passe à l ' au t re . 

Nous supposons que pendant un cycle de la v ib ra t ion , la largeur d'empreinte osc i l le très légèrement 

autour de sa valeur moyenne correspondant à la charge totale "s ta t ique" , c 'est-â-di re la largeur de l'empreinte 

lorsque le rouleau ne vibre pasiect est vrai dans les cas où les so l l i c i t a t i ons sont suffisamment inférieures â 

celles qui créent le désaccouplace. 

3 - Les interactions horizontales sont négligeables. 

I l s 'ag i t des cas où, à chaque instant , la composante horizontale de la force centrifuge est nu l le , 

c 'est -â-d i re les cas où la b i l l e est munie de deux balourds égaux qui tournent symétriquement dans deux sens 

inverses. Cela étant , les forces tangentiel les créées par le roulement de la b i l l e sont généralement négligea­

bles. 

4 - Le déplacement horizontal du rouleau ne modifie pas la réponse du massif du sol . 

La vitesse de déplacement horizontal du rouleau étant très fa ib le ( in fér ieure ä 3m/sec) v is-à-vis de 

la vitesse de propagation des ondes élastiques dans le massif (environ 100 m/sec), l ' in f luence de ce facteur 

est négligeable ; (vo i r [52] et [32 ] ) . 

Rappelons enfin que, par souci de s imp l i c i té , nous u t i l i sons le modèle à un degré de l iber té en nég l i ­

geant l ' in f luence de la vibration du châssis sur la réponse du couple b i l l e -so l ; Car, en ce qui concerne le rôle 

du massif, cette approximation ne nu i t pas à la généralité de la théor ie , dans la mesure où la fréquence propre 

du châssis se situe,en général,à l 'ex tér ieur du domaine des fréquences pratiques : normalement, e l le est in fé ­

rieure à 10 H . 

La solution complète du comportement v ibrato i re du compacteur s 'obt ient à par t i r des équations su i ­

vantes : (Fig. 2.34) ' 
d2z0 d 

Mo - g p - + Ci 3 ç (z0 - Zi) + kx (z0 - z j = 

m eu2 Exp i ( u t + a) + P0 Exp ( i u t ) , (2.70.a) 

d2zi d 
(Mi - Mo) - J t T + Ci ¿ (2! - z 0 ) + Kj(Zl - z 0 ) = 0 (2.70.b) 

(Po s Mig) 
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Fig. 2.34 - Modèle à deux degrés de 
liberté. 

Mi-Mo 

Q 0 = m e e L j 

pour lesquelles l ' é ta t i n i t i a l correspond â l ' é t a t sous charges statiques (poids). Si l 'on accepte l'hypothèse 

de déformations planes : 
P0 Exp ( i u t ) 

z0 = g ( f3 + i f „ ) , 

et dans ce cas M , M,, C, et K, désignerons les valeurs correspondant à l ' un i t é de longueur du rouleau ; 

(voir Eqs. 2.19, 2.20 et 2.32). 

I l convient de remarquer que la largeur moyenne de l'empreinte dépend de la charge statique t o ta l e , 

M.g, et que le poids du châssis a pour e f fe t d 'é larg i r le domaine des fréquences dans lequel le compactage est 

couplé ( i l n'y a pas de désaccouplage). Autrement d i t , i l permet au compacteur d ' introduire dans le sol 

de grandes accélérations ( u2 A) sans q u ' i l n'y a i t de décollement. 

2.6.2 - -Variations de l'amplitude de déplacement du rouleau en fonction du module d 'é las t i c i té et de la 

masse volumique du so l . 

Compte tenu de la simil i tude entre le massif viscoélastique et "le massif purement é last ique, et 

comme i l s 'ag i t d'une étude comparative, nous ut i l isons les formules relat ives au cas élastique par fa i t en as­

similant le rouleau à une fondation r igide c i rcu la i re dont l ' a i r e est égale à l ' a i r e de l'empreinte de la b i l l e 

- . / S _ fl.l (2.71) 

Au cours d'un compactage, d'une passe à l ' au t re , la masse volumique, o , et le module de cisai l lement, 

G, augmentent. Le coef f ic ient de Poisson est supposé constant. 

La fréquence normalisée varie donc de la manière suivante 

2irf r« 
ao = 

<Œh 
( f - cte.) , (2.72) 

et 

âa. Arn _ _1 .AG 1. . A_p 
2 G 2 o 

àù> .1 EL 
ro 2 A 

(2.73) 

(2.74) 
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Supposons que la largeur de l 'empreinte, 4, varie, comme c'est le cas en êlasto-stat ique, avec l ' i nve r ­

se de la racine carrée du module d 'é las t i c i té : 

at 
l 

1 AG 

IT 
d'où 

Aap AG 1 Ap 

et si l'on considère que normalement 

AG > > Ap_ 
G P 

on a : 

A v s ("T > °) ' 
s 

Aa 
ao 

< 0 

4 
De^même façon , l a v a r i a t i o n du f a c t e u r de masses, b * p ^ 3 et£ • 

(2.75) 

(2.76) 

Ab 3 AG Ap (2.77) 

(si! £>£>. Ab > 0 * E l < 

Selon les schémas de la Fig. 2.33 t r o i s cas sont possibles (vo i r aussi la Fig. 2.18) : 

m « um (a0 « ao m) usCte 

alors 

soi t 

so i t 

AA 

m . > 
AA 
X 
AA 

> 0 

> 0 

< 0 

alors-

Mais sur plusieurs passes la valeur moyenne 

de A augmente. 

ta! »'ta) 

AA 

A. 
Ao 

CI) (M) 

Fig. 2.35 - Schémas des courbes de réponse en 
amplitude relative pour différents 
degrés de compacité du matériau. alors: X * ° ' 

L'approche (simpl iste) ci-dessus indique que,dans les cas où l'augmentation re la t ive du module d'élas­

t i c i t é est plus rapide que ce l le de la masse volumique (ou la densité sèche), l 'amplitude de la 

vibrat ion du rouleau au cours des passes successives pourrai t : 

- augmenter régulièrement, 

- augmenter en valeur moyenne, 

- diminuer régulièrement. 

Le troisième cas peut être écarté en raison du dêsaccouplage qui se produit aux fréquences élevées. 
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Considérons le cas inverse dans lequel, d'une passe i l 'aut re , le module baisse alors que la compacité 

du sol augmente. Cela correspond au cas d'un sol cohésif qui, ayant un degré de saturation élevé, perd sa résis­

tance mécanique i part i r d'un certain taux de compacité (phénomène du coussin de caoutchouc) : 

4_G , n 

donc 

et 

¿a. 
P 

¿a0 

a0 

Ab 
T 

> 

> 

< 

0 , 

o , 

0 -

mai 

4 
^ > 0 

L'amortissement (géométrique et global) et la fréquence normalisée, tous les deux, augmentent. Suivant 

les schémas de la figure précédente, pour les fréquences inférieures et les fréquences égales ou légèrement su­

périeures i celles de "résonance", l'amplitude de la b i l l e diminue régulièrement ou de façon alternative. 

Les considérations ci-dessus nous amène â penser que les variations alternatives irrégulières de l'ampli­

tude de la b i l le avec le nombre de passes, enregistrées au cours des essais de Vibrex au C.E.R. de Rouen, ne 

sont pas nécessairement dues è l'imprécision des mesures ; elles-sont conformes S la réal i té physique dans les 

domaines des valeurs des paramètres concernés - Fig. 2.36. 

D u/oT 
ptOAClMINT VERTICAL MltYI, H» LI «OULEAU 

. UMON ip 

» CRAVE LIMONEUSE G b - G l 

s GRAVE CREUSE G b 

• SABLE MAL GRADUE $ m 

i I i I 

o i t » 4 s t r * * w i i ia » M is »* 17 w it ao 

Fig. 2.36 - Variationsde l'amplitude de déplacement de la bille avec le nombre de 
passes (d'après Chaigne et al. [19]). 
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Cette constatation présente un intérêt pratique dans la mesure ou plusieurs études sont en cours pour 

la mise en application des procédés de contrôle de compactage par la détection et l ' i n te rp ré ta t ion des paramètres 

v ib ra to i rs du rouleau, tels que l'amplitude de déplacement ou l ' accé lé ra t ion ; [26] . 

Notons enf in que l ' in f luence considérable des variat ions du module d 'é las t i c i t é sur la réponse du sys­

tème est due, dans une grande mesure, à la v a r i a b i l i t é de la surface de contact ou bien de la largeur de cette 

surface, a. Or, si la surface de contact é ta i t invar iab le , comme i l en est ainsi avec des plaques vibrantes ou 

des fondations super f ic ie l les , l'amortissement géométrique -e t g lobal- du système ne var ie ra i t que très légère­

ment avec le compactage et cela dans le sens inverse : plus le matériau serai t compacté, plus le mouvement v i -

b ra to i r du système sera i t amorti, (vo i r aussi les Eqs 2.49 et 2.56). 

2.6.3 - Variations de la fréquence de résonance, fm> avec G et P 

Considérons la réponse en fréquence (normalisée) d'un rouleau donné avec deux sols di f férents et sup­

posés comme étant "complètement" compactés : 

so i t 

et 

G2 > Gi 

P2 > P i 

v 2 = v j 

<« ( f )% > f f ) S 

Nous avons donc : b2 > bj , 

et : 

d'où : 

( B 2 k > (B2) i 

D'après le graphique de la Fig. 2.22, les fréquences normalisées correspondant â l 'amplitude maximale 

dans deux cas sont te l les que: 

(aom)2 < ( a o j i 

On peut donc schématiser la réponse en amplitude (normalisée) de deux systèmes par les courbes de la 

Fig. 2.37. 

Fi( 2.37 - Variation de la réponse en 
amplitude relative de l'ensem­
ble sol-rouleau vibrant avec 
la variation des caractéris­
tiques mécaniques du sol. 

A. 
Ao 

G J > G I 

P2 >Pi 

V2 = V i 

(aom)ï (a0m) 

((â>m)i ( u m t j 
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Quel est le rapport entre les fréquences de résonance fm. et fni- des deux matériaux ? 

La relat ion entre deux fréquences est donnée par la formule ci-dessous : 

Mais suivant l'hypothèse de l'empreinte c i rcu la i re équivalente : 

121 = ( i l ) = (!*L) 
roa ^ 2 ; K^ï' 

KK (a°m>2 ,G . X
0 ' 7 5 , p h

0 ' 3 0 

d o ü : T=tf • T Ï S ^ • ( t f • © • (2-79) 
dans laquel le, a dépend de G et p correspondants. 

D'après l 'Eq. 2.57 de l 'analogie de Lysmer, on peut écrire : 

(a°m>2 Si ' °'45^so 
i S ^ V - 0,45) • (2-80) 
v m 1 z 2 

Compte tenu de la valeur relativement grande du facteur de masses, B , des rouleaux vibrants (environ 

5 ) , on accepte la simplification suivante : 

(a°m)- Bzi °'50 

i ^ r ^ ; 

d'où : ^ V 2 . ,G¿,s . (2.81) 

Par conséquent, dans le cas ci-dessus où Gj > G,, 

(fm>2> (Vl 
(Nous n'avons pas u t i l i s é directement l 'Eq. 2.57, car nous voulions indiquer le rapport entre les 

fréquences normalisées (a ) et les fréquences correspondantes, f ) . 

L'eq. 2.57 correspond au cas du massif purement élastique. Or, d'après ce que nous avons vu au § 2.4, 

la fréquence de résonance, fm, diminue avec l'amortissement interne du so l . Par conséquent, l ' i néga l i té 

ci-dessus pourrai t changer le sens en fonction du rapport des amortissements internes des deux systèmes considérés-

La F ig. 2.38 indique la réponse en fréquence pour l'amplitude de déplacement d'un rouleau (Vibrex) 

avec quatre matériaux d i f fé ren ts . I l s 'ag i t d'un limon naturel (h * 30 cm) avec quatre teneurs en eau de mise 

en place d i f férentes. Dans chaque cas, l 'essai correspondant a commencé â la suite du compactage maximum 

(64 passes) de la couche avec le même rouleau. 

D'après les résultats des mesures de la densité sèche f inale -indiqués dans la f igure- et ceux de la 

force totale appliquée, on peut écrire : 
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P3 > P2 > Pi > Pi+ 

G3 > G^ > G2 > Gj 

fl{men) 

<U 

r\ 
»V -HaJ. \Ut fm Um hi1"**! 

0 . ' V. \\\ \1S tt£« 
Î ) » H M 4,1e W,SS 
S . . >* 14,1 f,f. »r,TO 

\« ti vi ft ». \t \i \> >« H 1« ' H « . ^ » it 

P"ig- 2.38 - Courbes de résonance en amplitude absolue en fonction de la teneur 
en eau sur un limon naturel ; (d'après Quibel et a l . [71]-}. 

Pour les premier et deuxième cas, en raison des fo r ts degrés de saturat ion, la résistance mécanique 

(G) du limon a baissé à pa r t i r d'un certain degré de compacité. 

Selon ces courbes expérimentales, nous avons : 

f ) m'3 ou 1* ( f J , on u > ( f
m)2 > ( f

m ) l • 

et <V3 ou - =• (V* * ( V i 

C«qoi est conforme â la constatation théorique précédente. En revanche, le rapport entre la troisième et la qua­

trième planche ne peut pas être prévu par la formule 2.81 

car i c i : 

alors que : 

( f j 3 <• i f m > ' 

(A m ) 3 > (AmK 
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2.6.4 - Variations de la force dynamique d ' in te rac t ion , avec les caractéristiques mécaniques du so l , G et o 

L'amplitude de la force dynamique appliquée au so l , si l 'on suppose que le 

rouleau est une fondation r ig ide de longueur i n f i n i , est donnée par la solution de Quinlan (Eq. 2.28) : 

Po a — 
/ (1 + b' a¿2 f3 )2 + (b' a¿2 fOz 

où 

et 

me or 
ni _ e , u d {¡il 

a° = v¡" = W¡ 

On a donc : b' a¿-2 = ^ (2.82) 

Pour un rouleau "moyen" (M g = 30 KN, L = 2 m, 1 = 20 cm) vibrant à une fréquence "moyenne" 

( f = 25 Hz) sur un sol de module de cisail lement égal â 20 MPa, Y « 20 KN/m3 et v = 1/3, d'après les courbes 

de la Fig. 2.12 nous avons : 

b1 a'0
2 = 18,5 |b ' a ' i f3 | » 1 ; ( f3 < 0) 

Par conséquent, lorsque le rouleau t rava i l l e à une fréquence constante, (u = c te ) , la var iat ion de 

Po est une fonction des variat ions des K ,/G) et ( f , / G ) . Le problème se complique dans la mesure où - f , et f^ 

varient dans le même sens que G. Vu les variations des - f , et f . ayec a' (F ig. 2.12) et compte tenu de la dépen­

dance de a' v is-à-vis de G, on peut dire seulement que la force vibrogène peut diminuer ou augmenter lorsque 

G et p augmentent. 

Les enregistrements des variations de la force totale appliquée (F.T.A. = Po + M.g) sur le Vibrex 

témoignent en e f fe t d'une évolution I r régul ière <te ce paramètre avec le degré de compacité at teinte -

Fig. 2.3S. 

Fig. 2.39 - Variation de la 
force tota le appl i ­
quée avec le nombre 
de passes sur un l i ­
mon naturel ; 
(Vibrex - [ lo i ] ) . 

, I r T A ( I K ) 
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/ V V si 
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w 

= 
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= 
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» 
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nombre de passes 
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En ce qui concerne la variat ion de l 'empreinte, sa diminution avec le nombre de passes a pour e f fe t 

de fa i re décroître la force dynamique quel que soi t le sens de la var iat ion de c e l l e - c i . 

2.6.5 - Variations de la puissance dissipée en fonction de G et p 

La puissance dissipée dans le cas d'un semi-espace purement élastique est donnée par l 'Eq. 2.31 de 

Quinlan : 

PD= M£ Ú± 
/PG~ (1 + b' a ' í f 3 ) 2 + (b' atf f „ ) 2 

On peut l ' éc r i re de la façon suivante : 

PD = 2 a ' 0 f * • P¿ ; 
v-pG 

ou PD -Sig-î i»- • Po2 • (2.83) 

dans laquelle le facteur (w¿f^)/G diminue considérablement lorsque le module de cisail lement augmente. Cela 

a pour e f f e t de compenser les i r régular i tés de la var iat ion de Po dans le sens d'une diminution de la résultan­

te (PD) avec le nombre de passes. 

Le rôle de la var iat ion de l'empreinte (¿ ) avec le nombre de passes est encore plus important dans 

la var iat ion de la puissance dissipée : supposons que la diminution de 5 % de la largeur de l'empreinte entraîne 

-par rapport au cas où e l le sera i t invar iable- la diminution de 5 % de la force vibrogène, Po. Donc d'après 

l 'Eq. 2.83, la puissance dissipée diminuerait de 15 %. 

2.6.6 - Le rôle de la d is t r ibu t ion des contraintes d ' in teract ion 

Comme i l est démontré par l 'étude théorique de Sung (§2.4.4) , la réponse, dans l'espace de fréquen­

ces, du système vibrateur semi-espace élastique varie en fonction de la répar t i t ion des contraintes sur l ' a i r e 

de contact : plus les contraintes sont concentrées au mi l ieu de la surface de contact, plus l 'amplitude maxi­

male de déplacement est grande et la fréquence de résonance ( f ) est f a i b l e . Cela est comparable en e f fe t â une 
1 m' 

augmentation du facteur de masses, b. 

Les résultats des expérimentations (§ 2.4.4 et Fig. 2.13) montrent par a i l leurs que cette d i s t r i bu ­

t ion varie en fonction de l'amplitude de la force dynamique : dans une expérimentation sur un vibrateur â base 

r igide c i r cu la i r e , Lorenz (1953),[56] a constaté que la courbe de réponse du système sol-vibrateur varie avec le 

moment d 'excen t r i c i té , m e , lorsque la fréquence de vibrat ion reste constante ; Fig. 2.40. I l en déduit que lorsque 

la force centrifuge augmente, la d is t r ibu t ion de contraintes sous la base r igide tend vers une d is t r ibu t ion 

parabolique (dans le plan de symétrie). 
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I l en est for t probablement ainsi dans le cas des rouleaux vibrants oü, toutes choses ¿tant par 
ail leurs égales, la fréquence de résonance et l'amplitude maximale correspondante varient en fonction de 
mee ; Fig. 2.41 

25 . 30 

:ig. 2.40 - Courbes de réponse 
en amplitude pour 
différentes valeurs 

(d'après Lorenz [So]). 

A _ (ma) 

5 •• 

4 .. 

2 --

1 •• 

L 

58 "»kg/m-

W L - J.47 ak«M 

«*/L - O.Ja *k*/s 

10 15 20 25 30 35 JÎH'O 

Fig. 2.41 - Courbes de réponse en amplitude des différents "me" 
testés ((Vibrex) - [71]). ft 

2.6.7 - Le désaccouplage 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la b i l le ne décolle jamais du sol sous-jacent et 
que, â chaque passe, la largeur de l'empreinte reste constante. Or, la force centrifuge des rouleaux étant élevée, 
le phénomène de désaccouplage n'est pas rare aux chantiers de compactage par vibration : la force d'interaction, 
c'est-â-dire la force totale appliquée au sol (F.T.A.) n'est plus harmonique mais seulement périodique et même, 
dans certains cas, non périodique ; (Machet et Sanejouand, (1980) - [61])-

Pour résoudre ce problème, on peut penser i une approche fondée sur la décomposition de la force 
d'interaction -pour laquelle on attribue une forme supposée ou enregistrée- en une série de forces sinusoïdales 
(série de Fourier). Mais la variation et surtout l'annulation périodique de l'empreinte compliquent considérable­
ment le problème dans la mesure où les théories du massif semi-infini ainsi que l'analogie de Lysmer ne sont 
valables que pour une surface de contact constante. 

I l est donc indispensable d'attribuer i chaque composante de la force d'interaction une largeur d'em­
preinte proportionnelle i l'amplitude de cette force. Vu l 'Eq. 2.54 de Lysmer, ceci correspond a l 'a t t r ibut ion 
au sol d'une série de modèles du type ressort-amortisseur. 
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2.7 - CONCLUSIONS 

Les bases théoriques de 1'assimilation du comportement de l'ensemble sol-vibrateur à l'aide des 

modèles à paramètres concentrés ont été présentées : comme il est démontré par Lysmer, le comportement 

vibratoire du semi-espace élastique est analogue â celui d'un solide de Kelvin-Voigt â un degré de liberté 

dont la masse est nulles la rigidité du modèle sera égale à la rigidité du semi-espace pour la surface de 

contact entre le vibrateur et le massif i l'amortissement du modèle représentera l'amortissement "géométrique" 

du système qui est une fonction de la géométrie de l'interface, de la masse du vibrateur et de la masse 

volumique du semi-espace. Cet amortissement résulte en effet du rayonnement de l'énergie élastique depuis 

la source vers l'infini dans le massif semi-infini. 

Il est rappelé par ailleurs que la présence d'un substratum rigide a pour effet principal d'augmenter 

le facteur, d'amplification dynamique du système vibrant. La rigidité relative de la fosse d'essais devrait 

donc être considérée comme un facteur amplificateur. 

L'examen d'une part du rôle de l'amortissement interne dessols et, d'autre part, des particularités 

du comportement des rouleaux vibrants met en évidence que, contrairement aux autres systèmes tels que les 

fondations des machines vibrantes, l'amortissement "interne" du système sol-rouleau (fonction de l'amortissement 

interne du matériau) n'est plus négligeable vis-à-vis de son amortissement géométrique. 

L'analyse du rôle des caractéristiques mécaniques du massif de sol dans le comportement vibratoire 

de l'ensemble sol-rouleau nous a permis d'interpréter certaines constatations issues des essais sur le Vibrex. 

Elle montre notamnent que : 

- Au cours d'un compactage à fréquence constante, avec le nombre de passes, l'amplitude de vibration de 

la bille peut selon les cas : 

. augmenter régulièrement ; 

. diminuer régulièrement ; 

. augmenter en valeur moyenne, tout en présentant des variations irrégulières ; par contre dans le 

cas où, le sol (cohérant avec un degré de saturation élevé) perd sa résistance avec le nombre de 

passes, c'est l'inverse qui devrait se produire 

- La répartition des pressions à l'interface étant variable en fonction de l'amplitude de la force 

dynamique appliquée, la fréquence de "résonance " du système diminue avec l'augmentation du moment 

d'excentricité m.e. 

- La caractéristique la plus importante des rouleaux vibrants par rapport aux autres systèmes comparables 

tels que les plaques vibrantes, est la variabilité de leur surface de contact avec le sol. En effet, la 

réponse en fréquence du couple sol-rouleau vibrant varie notablement avec la variation de la largeur de 

l'empreinte ; ainsi, au fur et â mesure que le matériau se compacte, la largeur "moyenne" de l'empreinte 

diminue, ce qui, par rapport au cas où celle-ci serait invariable, a pour effet de : 

diminuer l'amortissement global du système ; 

diminuer la force dynamique appliquée ; 

diminuer beaucoup la puissance dissipée ; 

augmenter les contraintes moyennes (statiques) appliquées au sol ; 

augmenter ou diminuer, selon le cas, l'amplitude des contraintes dynamiques appliquées. 
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CHAPITRE 3 

ETUDES EXPERIMENTALES ET THEORIQUES SUR LA 

VARIATION DE L'AIRE DE CONTACT ENTRE LE ROULEAU 

ET LE SOL SOUS-JACENT 

3.1 - INTRODUCTION 

Dans le chapitre précédent (§ 2. 6) nous avons étudié l ' in f luence des variat ions de l ' a i r e de contact 

b i l l e -so l sur le comportement v ibratoire des rouleaux en faisant l'hypothèse qu'au cours de chaque cycle de la 

vibrat ion "en couplage", la largeur de l'empreinte osc i l l e très légèrement autour d'une valeur qui est â peu près 

celle de la b i l l e lorsqu 'e l le ne vibre pas, toutes choses étant par a i l leurs égales. Mais, d'une part , on ne 

connaît pas la valeur réel le de l'empreinte de la b i l l e roulante e t , d'autre part , en raison de l'extrême com­

plexi té du problème considéré (contact parabolique, charges dynamiques, comportement non l inéaire du sol â proxi­

mité de la zone de contact), i l nous est impossible de j u s t i f i e r rigoureusement la va l id i té de l'hypothèse 

ci-dessus. 

Le moyen le plus direct pour connaître ces inconnues est en déf in i t ive la mesure en continu de la 

largeur d'empreinte dans un essai en vraie grandeur. Or, malgré l 'existence d'importants moyens de mesure en 

continu au C.E.R., la réal isat ion de cet essai dél icat s'avère quasiment impossible en l ' é t a t actuel des choses. 

Par conséquent, nous nous sommes proposés d'entreprendre, en première approche, un programme d'essais 

en vraie grandeur au C.E.R. tout en se l im i tan t aux moyens disponibles : i l s 'ag i t de mesurer les var iat ions de 

la largeur d'empreinte de la b i l l e en fonction d'une part du poids to ta l transmis au sol e t , d'autre par t , des 

caractéristiques mécaniques du so l , le déplacement imposé à la b i l l e étant uniquement une translat ion ver t ica le . 

L 'ob ject i f de cette expérimentation est une meilleure connaissance de la valeur réelle de l ' a i r e de con­

tact et de ses var iat ions, étant donné'qu'i l est prévisible qu'en raison de la forte concentration " i n i t i a l e " 

des contraintes dans la zone de contact, le sol subit d'importantes déformations i r réversib les au voisinage im­

médiat de cette zone, ce qui aurai t pour e f f e t de redistr ibuer les contraintes en augmentant Ta i re de contact. 

A ins i , bien que, selon le principe de Saint-Venant, la réponse du sol à des points lo ins de l'empreinte ne chan­

gerai t guère (pour une charge donnée), T a i r e d' empreinte, e l l e , va r ie ra i t notablement avec la "p las t i f i ca t ion 

locale" du sol sous-jacent. 
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3.2 - L'EFFET DE ROULEMENT 

Dans cette expérimentation, nous mesurons la largeur d'empreinte de la b i l l e s tat ionnaire, c 'est -â-

dire de la b i l l e qui ne roule pas et dont la charge extérieure est une force vert icale centrée. La grandeur me­

surée sera donc quelque peu di f férente de ceî le de la b i l l e roulante pour les raisons principales suivantes : 

a) l ' in f luence des contraintes tangentiel les d ' in teract ion 

Lorsque la b i l l e roule, i l se développe, à la zone de contact, des contraintes tangentiel les dont l ' i n ­

tensi té et la direct ion varient suivant qu 'e l le est tractée ou motrice et que le roulement s'accélère ou se f r e i ­

ne. Dans le cadre d'une étude générale sur la t r a f i c a b i l i t é des véhicules en dehors des routes, Karaf ia t t i et 

Nowatzki (1978) [lQ3]êtudient l a d is t r ibut ion des contraintes dans l'empreinte d'une roue r ig ide roulante. La me­

sure des contraintes d ' in teract ion se f a i t à l 'a ide de jauges de contraintes fixées sur la roue métal l ique. Les 

résultats expérimentaux concorde bien avec ceux de la théorie fondée sur le comportement r igide-plast ique 

( c r i t è re de Mohr-Coulomb) du sol s o l l i c i t é , l e calcul à la rupture étant effectué par la méthode des différences 

f i n i e s . 

Quoique la variat ion de l ' a i r e d'empreinte ne so i t pas mesurée, les résultats théoriques de cette étu­

de (§3.2.3) démontrent que l ' in t roduct ion de la force de t ract ion ou du moment moteur a pour e f fe t d'accroître la 

largeur d'empreinte de la roue roulante et cela d'autant pius que l 'angle de frottement entre les deux corps est 

élevé. 

En e f f e t , les contraintes tangentiel les d ' interact ion ont pour rôle principal d'accroître le dëviateur 

des contraintes de façon s ign i f i ca t i ve sur une fa ib le profondeur et d'entraîner ainsi la p las t i f i ca t i on (écoule­

ment plastique) d'une zone super f ic ie l le l im i tée , surtout quand i l s 'ag i t des sols non cohésifs. Ce phénomène 

pourrai t donc changer la largeur d'empreinte d'une b i l l e motrice par rapport à son empreinte à l ' é t a t s tat ionnai ­

re , pour des matériaux granulaires. 

b) l ' in f luence des phénomènes dépendant du temps ( f luage, . . . ) 

Un autre phénomène qui pourrait inf luencer les résultats de nos essais ; est le tassement d i f fé ré du 

sol s o l l i c i t é , car en réa l i t é , à chaque ins tan t , le tassement sous une charge constante sera la somme du tassement 

i n i t i a l ou instantané (réversible'ou i r révers ib le) et du tassement d i f féré (réversible ou i r réve rs ib le ) . Or, comme 

l ' ind iquent les schémas de la F ig . 3 . 1 , i l existe une différence considérable entre l ' h i s t o i r e de chargement re la­

t i ve â la b i l l e roulante (à une vitesse ordinaire : soi t V = la/s ) et ce l le correspondant â la mesure de la 

largeur d'empreinte ; alors que la durée de contact, c 'est-à-di re le temps nécessaire pour que la b i l l e parcourt 

une distance égale à son empreinte (soi t V = 20 cm) est environ 0,2 seconde, le processus des essais réalisés est 

t e l q u ' i l s'écoule environ 20 secondes entre le commencement du chargement e t l 'enregistrement de l'empreinte 

(§ 3. 3 ) . Par conséquent la largeur d'empreinte mesurée serai t plus grande que cel le de la b i l l e roulante, toutes 

choses égales par a i l l eu rs . 
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Fig. 3.1 - Schémas des variat ions dans le temps des charges appliquées au so l . 

Faute de moyen de vér i f i ca t ion expérimentale d i recte , la question est d'évaluer ou d'estimer ind i recte­

ment l ' éca r t entre les deux valeurs ci-dessus. Le problème s'avère assez dél icat dans la mesure où Ton dispose 

de très peu d'éléments expérimentaux sur le "f luage" (dans le sens général du terme, r e l a t i f aux déformations, 

réversibles et i r révers ib les, différées) des sols. I l existe toutefois des références théoriques intéressantes 

concernant notre-problème par t i cu l ie r : à savoir les études analytiques de S.G. Hunter (1961) [102] et de 

L.W. Morland (1962) [105] sur l ' i n te rac t ion entre un cylindre r ig ide roulant et le semi-espace viscoélastique 

sous-jacent. Séparément et par des méthodes analytiques d i f férentes, ces auteurs ont résolu le problème, en dé­

formations planes, pour une vitesse de t ranslat ion (V) uniforme, le comportement de matériaux du semi-espace 

étant celui du modèle l inéai re standard (modèle de Zener) généralisé ; les forces d ' iner t ie ainsi que les contrain­

tes tangentiel les d ' interact ion sont supposées négligeables. Par a i l leurs i l est supposé que la vitesse est s u f f i ­

samment infér ieure à la vitesse de propagation des ondes de contraintes dans le massif. 

Considérons les résultats de la solut ion numérique présentée par Hunter dans le cas du seni-espace dont 

la fonction de relaxation est la suivante : 

Y ( t ) r 1 (1 • f (1 - e _ t / T ) ) (3.1) 

où y est le module de cisail lement dynamique ; 
D 

T est le temps de relaxation ; 

f est le rapport entre le cisai l lement d i f féré et instantané ( f = 1 et 9) 



64. 

a et a étant respectivement la demi-largeur d'empreinte en état de repos (V • 0) et celle de la vi-
tesse V (Fig. 3.2), la variation du rapport a/a. et de 1'"excentricité" de l'empreinte (-~) en fonction du rap-

VT 

port (•—) sont indiquées par la Fig. 3.3. Par »meurs, la distribution des pressions sur la largeur d'empreinte 
pour trois valeurs du %L est présentée sur la Fig. 3.4 On notera que la distribution numéro 1 est celle de la 
bille au repos donnée par la théorie des contacts élastiques de Hertz. 

Fig. 3.2 - Bille (cylindre) roulant sur le semi-espace viscoélastique. 

f s l 

FU 3.3 Variation de la largeur 
d'empreinte (l«2a) etde 
"l'excentricité", b, avec 
la vitesse de roulement ; 
(d'après Hunter [102j ). 

£!i 3.4 - Distribution des pressions 
dans l'empreinte ; (d'après 
Hunter ¡102':). 
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L'examen des courbes de la Fig. 3.3 démontre que pour un cas donné la largeur d'empreinte diminue 

très rapidement avec la vitesse et ceci jusqu'à une certaine vitesse " l im i t e " au delà de laquelle e l le ne diminue 

guère ; la valeur minimale de 1 ainsi que la vitesse " l im i t e " dépendent toutes les deux de f . 

Même si l 'on accepte le modèle ci-dessus pour les sols soumis à l 'expérimentation, pour qu'on puisse 

t i r e r des conclusions u t i les de la solution précédente, i l est indispensable de connaître au moins l 'ordre de 

grandeur des paramètres T et f . 

Dans son étude sur le comportement dynamique des massifs des so ls , dont la part ie expérimentale u t i l i se 

le vibreur lourd du L.C.P.C. ( f = 10 â 100 Hz), J . VAKILI démontre que le comportement du limon d'Orly (compacté) 

peut être représenté par celui du modèle de Zener (Fig. 3.2) dont le module de relaxation à la t ract ion simple 

est le suivant : (E en bars) (Vaki l i (1969) [89] ) . 

E ( t ) « 2 762 + 920 Exp (-658 t ) (3.2) 

. 3 

Si l 'on suppose que le coeff ic ient de Poisson est indépendant du temps, on a T = 1,52 .10 et f = 0,331. 

Prenant des valeurs plus "pessimistes" pour la vitesse de roulement et la largeur d'empreinte (V = 3m/s et 

1 = 0 , 0 5 nous aurons : ~ = 0,182. 
ao 

VT 
Par a i l l eu r s , pour la vitesse moyenne de chargement dans les conditions d'essais : — = 0. 

D'après les courbes de la Fig. 3.3, pour f = 0,33 l 'écar t maximum entre deux valeurs de la largeur 

d'empreinte sera infér ieur â 10 %. 

On notera que le modèle de Zener ne t ien t pas compte des déformations i r révers ib les . 

Fig. 3.5 - Solide viscoélastique 
standard (modèle de 
Zener). 

En résumé, alors que la largeur d'empreinte de la b i l l e augmente sous l 'act ion des ef for ts horizontaux 

de roulement, les phénomènes dépendants du temps ("fluage") la diminuent en revanche par rapport â sa vaîeur en 

état stat ionnaire. Compte tenu de la fa ib le valeur des écarts impliqués par chacun de ces facteurs, i l est donc 

admissible de négliger, en première approximation, l ' in f luence de roulement sur la var iat ion de l ' a i re de contact 

b i l l e - s o l . 



66. 

3.3 - Essais en vraie grandeur sur la var iat ion de la largeur d'empreinte de la b i l l e en fonction de la charge 

statique appliquée. 

3.3.1 - Ca¡;acter^sti.ques_des_g^anches_exg^ 

On a réal isé quatre planches d 'essai , t ro i s bicouches et une tr icouche, dont le sol support ( la base de 

la fosse) que Ton assimile au massif semi- in f in i est une grave propre de module d 'é las t i c i t é (mesuré â l 'a ide 

de l 'essai de plaque) d'environ 20 MPa. Les couches mises en place sont compactées par le même rouleau qui sert 

pour l 'exécution de la mesure d'empreinte.' Le tableau 3.1 indique les caractéristiques principales des planches 

et la Fig. 3.6 schématise la posit ion des planches dans la fosse et cel le du rouleau sur les planches ainsi que 

les dimensions horizontales approximatives des couches compactées. 

,# • 
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Dispositif d enregistrement 
» 

^VïïlYYWll-l-Ivrrlvi/ES* 

i 

*Z 

• • M * 

ÚX 

E 

40 m 

Rouleau 

(M-Mta 
ft ule (0s 1,5m) Mag 

__/ Chassis (M«. Mo)q 

¿^-TT. 
'^7"~k Verm hydraulique 

Grave compacte 
E= 200 MPa 

F l 9 - 3 - 6 - v"e en plan et coupe vert icale des planches expérimentales. 
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Numéro 
de l a 
planche 

1 

2 

3 

4 

Nombre 
des couches 

mises en place 

1 

1 

1 

2 

Matér iau 

Grave Dl 

Limon n a t . 

Limon n a t . 

Grave Dl 

Limon n a t . 

Epaisseur 
(cm) 

90 

65 

65 

25 

65 

Module 
dynaplaque 

(kPa) 

80 000 

10 000 

20 000 

30 000 

Teneur 
en eau 

4,5 

17,3 

13 

4,1 

13 

Densi té 
sèche 

moyenne 
(kN/m3) 

21,77 

(?) 

18,67 

20,87 

18,67 

Matér ie l 

BW215D 

BW215D 

A625 

A625 

Diamètre 
de la b i l l e 

(cm) 

150 

150 

150 

150 

Tableau 3.1 - Caractéristiques des planches d 'essai . 

-3.3.2 - Ça;;açténstigues_des_rou^eaux_util_^sés. 

Pour les planches N° 1 et 2 on a utilisé un rouleau vibrant automobile monobille, BW 215D, qui a été 

remplacé, faute de disponibilité, par un autre rouleau de même type, A 625, pour les planches N° 3 et 4. Les 

caractéristiques de ces rouleaux sont indiquées par le tableau 3.2. 

Désignation 

BW 215D 

A 625 

Fabricant 

B0HAG 

RICHIER 

Longueur de 
la b i l l e 

L(an) 

210 

220 

Diamètre de 
la b i l l e 

4(cm) 

150 

150 

Poids sur 
b i l l e M,g 

(daN) 

93 600 

77 000 

Poids sur 
uni té de 
longueur 
de la b i l l e 

Mig/L 
(daN/cm) 

44,57 

35,00 

Poids de la 
b i l l e - Ma 

(daN) 

4 316 

3 443 

Poids to ta l 
du rouleau 

Mg (daN) 

17 230 

10 500 

Fréquence 
d ' u t i l i ­
sation 

(Hz) 

27,5 

25 

me 
(kg cm) 

8,06 

5,7 

Tableau 3.2 - Caractéristiques des rouleaux utilisés. 
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3.3.3 - Çai;acténstigues_des_matênaux_uti]_i_sés. 

Parmi les matériaux couramment u t i l i sés au C.E.R^, on a retenu un matériau granulaire f ro t tan t et un 

matériau cohérant : <A« Rouen 

- Grave Dl : grave 0/20 propre, partiellement concassée (indice de concassage 60 %) et bien graduée ; 

- Limon Tourvi l le : limon peu plastique - IP =8 % avec WL = 30. 

Les-courbes granulométriques de ces matériaux f igurent en annexe N° 1. Le tableau 3.3 donne les résultats 

d'essais Proctor. 

Classi f icat ion 
L.P.C. 

Granulométrie 

O.P.N. 

O.P.M. 

y d 

w % 

y d 

w % 

Grave 
Dl 

Gb 

0/20 

-

-

21,25 

5,5 

Limon 

LP 

95 %< 80 y 

17,80 (kN/m3) 

15,5 

19,15 

12,0 

Tableau 3.3 - Résultats d'essais Proctor. 

Par a i l l eu rs , on dispose des résultats d'essais en laboratoire re la t i f s aux propriétés mécaniques sur 

les éprouvettes compactées de ces matériaux. En ce qui concerne la grave D l , ses caractéristiques intrinsèques 

(C , $ ') e t constantes élastiques (v , E) correspondant à l ' é t a t de compacité optimum (Proctor modifié) ont été 

mesurées au moyen des essais tr iaxiaux â fortes pressions latérales ( a ' 3 = 400, 500, 600 et 700 kPa). Selon ces 

essais dont les courbes sont données en annexe Nc 1 , C = 0 $' - 45° et les valeurs du coef f ic ient de Poissonet 

dumodule d'Young var ient , suivant la pression la té ra le , entre les l imi tes ci-dessous : 

0,32 < v < 0,41 

86,5 < E < 119 (MPa). 

Pour la même compacité, la valeur C.B.R. (sans surcharge) est 140. 
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Quant au limon, des essais tr iaxiaux consolidés non drainés sur les éprouvettes compactées (Proctor 

normal) donnent les résultats suivants (annexe Nc 1) : 

Ccu = 10 kPa C'c u = 0 

* c u - 16.5° * ' c u = 31.5° 

Les teneurs en eau i n i t i a l e s des éprouvettes sont supérieures à w0_p_N_ = 15,5 %. 

Notons que les essais t r iax iaux ci-dessus ont été effectués antérieurement et sur des éprouvettes dont 

la compacité et le degré de saturation sont en général di f férents de ceux des planches que nous avons réalisées. 

3.3.4 - Paramètres .mesurés 

Pour chaque planche, on mesure, â di f férentes charges , P1 , appliquées au sol par |unité de génératrice 

de la b i l l e , l e s valeurs correspondantes des paramètres ci-dessous • (Fig. 3.7) : 

- largeur moyenne d'empreinte, 1 ; 

- poinçonnement de la bille, w0 ; 

- pression verticale induite au sol sous l'axe de la bille (à 3 ou 4 profondeurs différentes), cz. 

Par ailleurs, chaque planche s'identifie par la mesure des paramètres suivants : 

- la teneur en eau moyenne de la couche compactée, w ; 

- le poids spécifique sec moyen, 7. ; 

- l'épaisseur compactée, h ; 

- le module de déformabilité de la structure (essai Dynaplaque). 

3.3.5 - Moyjns_de_mesures 

- Mesure de la largeur moyenne d'empreinte : on la mesure à l'aide du papier à tirage sensible à l'am­

moniaque (papier pour développement à sec Contralux - largeur = 0,75 m et longueur = 40 m) que l'on place, avant 

le chargement, sous la bille (sur toute la longueur de la bille) et on pulvérise sous pression, par un pistolet, 

l'ammoniaque sur sa partie exposée, une fois que la bille s'appuie sur le sol, le papier étant entre les deux 

corps (Fig. 3 . 8 ) . 

- Mesure du poinçonnement de la bille : le poinçonnement de la bille et l'épaisseur moyenne des couches 

compactées sont mesurés à l'aide d'un niveau (Wild, B3) dont la précision est de l'ordre de 0,1 mm. Les déforma­

tions de la bille elle-même sont évidemment négligeables. 

- Mesure de la pression dans le sol : pour cette mesure, on dispose de quatre capteurs de pression de 

type résistif. Ce capteur est en effet un montage des quatre jauges de déformation en pont de Wheatstone, collées 

sur la face intérieure de la base d'un cylindre de révolution métallique de diamètre de 12 cm et de hauteur d'envi­
ron 4 cm ; (Annexe n° 1). 
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Pille (L=210 ou 220,/ ,150cm) 

Choisis 

Peson 

Venn 

WL 
^J^ -^ Papier sensible 

Poutre en bois 
de longueur 2m 

Capteurs de pression/ 
£>= 12 cm 

120 cm 

B & a s 
/^:/ .°7¿°/oVvVbV-. ; . / :; / -0 / - ; /oy' {r/o;/ 

Es 200MPa MASSIF SEMI INFINI 

F i9- 3-8 - Détails des dispositions de mesures. 

Les capteurs sont reliés, par l'intermédiaire d'un pont d'équilibrage (SÉDEME) à un enregistreur 

"papier" (GOULD BRUSH à quatre voies - sensibilité de 1 à 5 000 mV ; vitesse de roulement du papier de 1 \ 
125 mm/sec). Ils présentent une sensibilité de Tordre de 3,7 mV/kPa. 

Notons que les valeurs mesurées par le capteur de pression doivent être considérées avec prudence car 

n mesure, en un emplacement prévu à l'avance, la contrainte qui aurait eu lieu à cet endroit en son absence 

Or, la différence entre le module élastique du capteur et celui du sol crée une importante distorsion du champs 

des isostatiques et introduit par conséquent des erreurs de mesure difficiles à évaluer. Par ailleurs ces cap­

teurs, placés à faibles profondeurs, sont susceptibles de subir des translations et rotations non négligeables 

sous l'action du compactage par vibration. 

- Mesure de la densité sèche moyenne : elle a été réalisée au moyen d'un gammadensimètre à pointe, 

DR 30, qui donne la densité moyenne de la couche sur une profondeur de 30 cm (z = 0 à z = 30 cm). La valeur rete­
nue est la moyenne des valeurs mesurées en trois emplacements différents dans la partie prévue 
pour la mesure de l'empreinte. 

- Mesure de la "charge totale appliquée au sol par le cylindre : comme on le voit sur la Fig 3 8 les 

déplacements verticaux de la bille s'effectuent au moyen d'un vérin hydraulique et par l'intermédiaire des dépla­

cements de son châssis. Cela étant, la charge appliquée au sol par la bille est calculée à partir de celle sup­

portée par le vérin, cette dernière étant mesurée au moyen d'un capteur de force placé entre le vérin et le châs­

sis. Il s'agit d'un peson (SÉDEME, CC 20) équipé d'un pont de quatre jauges d'extensiométrie alimenté d'un cou­

rant continu de 10 V. Il fonctionne seulement en compression et ceci jusqu'à 200 KN ; sa sensibilité est de 1 0 -

mV/daN. 
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Les signaux émis par ce capteur sont également enregistrés par l'enregistreur "papier". 

- Mesure du module de déformabilités des couches : les couches compactées ont été auscultées à l'aide 

de la dynaplaque du C.E.T.E. de Rouen (<j> = 600 mm). Il s'agit d'un appareil de mesure de la déf ormabi 1 i té ou, 

plus précisément, de la réaction dynamique des pi ates-formes de terrassement (dont le module de déformabilité 

statique Ev déterminé â l'essai de plaque, 4> « 600 mm, suivant le mode opératoire du L.C.P.C, est inférieur â 120MPa 

On dispose par ailleurs de résultats des expérimentations réalisées au C.E.R. (1978), dont le but a été 

d'établir une corrélation entre le module "dynaplaque"Ed et celui S. la plaque statique, Ey . Sur cinq plates-

formes différentes 46 mesures ont été faites avec chaque appareil (annexe 1 ). D'après ces résultats 

il existerait une relation du 2 e degré entre les deux modules. Une relation linéaire a été proposée 

(Ed = 0,70 E„ + 18,6 en MPa) qui ne nous semble pas être significative pour les valeurs de Ed inférieures à 

50 MPa. 

Vu l'importante dispersion des points mesurés (dans le système E d; E„ ), il nous paraît admissible, 

dans une première approximation, de considérer Ej = Ev . 

Notons que le module de chaque planche a été mesuré à plusieurs endroits dans la zone prévue pour 

l'emplacement de la bille ; le module retenu est la moyenne de différents modules relatifs au deuxième ou troi­

sième chargement de la plaque. 

3.3.6 - Çérou2ement_des_essais 

Les essais de chaque planche se sont déroulés suivant les étapes ci-dessous : 

1 - Mise en place du matériau au moyen d'un chargeur. 

2 - Mise en place des capteurs de pression a la suite d'un précompactage du matériau foisonné (2 passes 

statiques). 

3 - Compactage (environ 10 passes statiques et 20 passes en vibration). 

4 - Mesure par nivellement de l'épaisseur finale de la couche. 

5 - Equilibrage du pont de Wheatstone. 

6 - Essais dynaplaque. 

7 - Mise en place de deux plaques d/acier (100 x 60 x 1 cm chacune) a l'endroit prévu pour la mesure 

d'empreinte. 

8 - Mise en place du rouleau de façon que la bille s'arrête au milieu de la plate-forme métallique. 

9 - Mise en place du vérin et du capteur de forces ; mesure du code de la bille correspondant au P = 0. 

10 - Mise en place du papier sensible après avoir levé la bille et retiré les plaques. 

11 - Déchargement progressif du vérin jusqu'à ce que la bille transmette au sol une quantité de charge 

fixée à 1'avance. 

12 - Mesure du poinçonnement de bille. 

13 - Marquage, sur le papier, de l'empreinte par pulvérisation de l'ammoniaque. 

14 - Elévation de la bille pour pouvoir retirer le papier. 

On remet ensuite une autre bande de papier en dessous de la bille et on répète les étapes 11 à 14 avec 

une charge plus grande. Les charges pour lesquelles on mesure la largeur d'empreinte sont les suivantes : 

P = (5), 10, 20, 30, (35,5), (40) et (50) daN/cm/1. 
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Remarques 

a) Les plaques métalliques servent au départ à répartir la charge de la bille sur une surface suffi­

samment grande. Il s'agit d'éviter dans la mesure du possible le poinçonnement de la bille avant la mise en pla­

ce du vérin et du papier, et avant qu'on puisse définir un niveau de référence pour la mesure du poinçonnement. 

b) Afin de réduire au maximum les tassements immédiats et différés du vérin, qui sont nuisibles au 

bon déroulement des essais, on le met sur une plate-forme ayant une grande surface de contact avec le sol (tra­

verse en bois ou pièce métallique selon le cas). Par ailleurs, la distance entre l'empreinte de la bille et celle 

du vérin n'étant pas très grande (120 cm de centre au centre), on a vérifié, au moyen d'un chargement direct du 

vérin par trois lest de 250 kg chacun, le tassement sous l'axe de.la bille. Il en ressort que l'interaction vérin-

bille en ce qui concerne le tassement est négligeable. Ceci peut s'expliquer par la faible portance des matériaux 

choisis qui subissent des poinçonnements localisés et irréversibles. Par contre, les charges appliquées au sol 

par le vérin influencent légèrement la réponse du capteur de pression qui est placé à la profondeur de 90 cm sous 

Taxe de la bille (pi. N° 1). L'aire de contact du vérin avec le sol étant constante, cette erreur a été corrigée 

suivant l'hypothèse de l'élasticité linéaire. 

c) Sous l'action de l'ammoniaque, les parties exposées du papier qui sépare la bille du sol sous-jacent 

changent presque immédiatement la couleur. Il reste par conséquent une bande blanche correspondant à l'empreinte 

au milieu des zones bleues (Fig. 3.19). Pour éviter les erreurs dues à la succion de l'ammoniaque par la partie 

intacte, il faut marquer, une fois le papier retiré, les limites de deux zones. Ces limites n'étant pas assez 

nettes, la précision de l'opération est toute relative. Il est difficile par ailleurs-d'évaluer les erreurs de 

mesure relatives à l'incertitude sur la détermination de la frontière entre les deux zones. A notre avis, les écarts di 

mesure de la largeur d'empreinte, relatifs à ce facteur, varieraient entre -3 et +3 cm. 

Fig. 3.9 - Schéma de l'empreinte bille-sol 
"enregistrée", sur le papier 
sensible, (voir photos en 
Annexe N° 1). 
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L'empreinte ainsi enregistrée forme une bande étroite plus ou moins régulière dont les parties les plus 
irrégulières se trouvent en général aux deux extrémités de sa longueur (sur - 15 cm à chaque côté) en raison 
d'effets de bords. 

Les irrégularités concernant la largeur de l'empreinte "enregistrée" résultent d'une part delà non-homo­
généité du matériau et d'autre part des irrégularités de l'épaisseur de la planche, celles-ci diminuant sous 
la charge des plaques métalliques. 
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La valeur retenue pour la largeur d'empreinte est la moyenne arithmétique de 19 mesures : une mesure 

tous les 12 cm environ de la longueur de bande. A titre indicatif, nous donnons dans le tableau 3.4 les moyennes 

les écarts type et les valeurs extrêmes des valeurs mesurées de la largeur d'empreinte sur les planches N° 3 

(Limon w = 13 %) et N° 4 ((Limon) + grave D1). 

Charge statique appliquée 
(daN/cm/1) 

Planche N° 3 

Planche N° 4 

lm (cm) 
ô (.") 
Imin-lmax 

lm (cm) 
âl ") 
1min - lmax 

10 

11,1 
1,4 

8,7 - 13,7 

10,0 
2,7 

6,2 - 15,3 

20 

13,9 
1,4 

11,0 - 16,0 

11,5 
2,1. 

8,4 - 14,6 

30 

15,7 
1.7 

13,2 - 18,2 

13,1 
1,9 

10,5 - 17,0 

35 

17,7 
1,8 

15,1 - 20,6 

17,4 
2.9 

12.3 - 21,4 

Tableau 3.4 - Moyenne, écart type et fourchette des valeurs mesurées 

de la largeur d'empreinte. 

On notera que la valeur indiquée pour la charge par unité de génératrice de la bille est une grandeur 

moyenne et qu'en réalité la distribution.de la charge sur la section longitudinale de l'empreinte n'est pas né­

cessairement uniforme mais les pression maximales se trouveraient aux deux extrémités de la bille en raison de 

la grande rigidité de cette dernière par rapport au matériau sous-jacent. 

d) Les auscultations des planches au moyen de la dynaplaque ont donné les résultats suivants : 

coef. de Restitution (R) + EjikPa) 

Planche N° 1 (grave D1) 0,61 - 80 000 

N° 2 (limon w = 17,3 %) 0,12 - 10 000 

N° 3 ( " w = 13 %) 0,22 - 20 000 

N° 4 (limon+grave D1) 0,35 - 30 000 

Notons que la courbe d'étalonnage de l'appareil n'est suffisamment précise que pour les valeurs du coef­

ficient de restitution comprises entre 0,10 et 0,60. Toutefois, les résultats des essais de plaque U = 600 mm), 

réalisés en 1972 au C.E.R. sur les planches de grave et de limon dont les caractéristiques sont très proches de 

celles des planches N°*1 et 2 ont donné des modules de déformabilité E„ presque égaux aux modules ci-dessus 

(Ed = 8 0 000 et 10 000 kPa). 

e) Les capteurs de pression sont placés sous l'axe longitudinal de l'empreinte (le long duquel la bille 

entre en contact avec le sol) et au voisinage ou sous son axe transversal. 

f) Dans le cas de la planche Nc 2, sous l'action du compactage, ces capteurs avaient subit d'importants 

déplacements et rotations rendant impossible l'interprétation des signaux enregistrés. Par ailleurs, nar suite 

d'une défaillance de la liaison canteur-nont, la nressinn en fond de couche d»? olanches 3 et 4, n'a pu être enre­
gistrée. 

http://distribution.de
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g) Le dépôt de limon situé en dehors du site propre, ayant été humidifié de façon excessive par 

la pluie (w = 17 % ) , on a dû, pour obtenir une couche plus compacte que celle de la planche N° 2, décompacter 

cette dernière par le rotovator et la dessécher à l'aide d'un appareil de chauffage au fuel (Master). 

h) Vu l'irrégularité de l'empreinte marquée et les erreurs de détermination de ses limites, il est 

pratiquement impossible de faire des essais avec des charges inférieures a 5 daN/cm/1. 

3.3.7 - Les_résultats_des_essais 

1 - Pression induite. 

Les Figs. 3.10, 11 et 12 illustrent la variation en profondeur de la pression verticale maximale pour 

différents types de chargement : bille en repos pendant une passe statique et pendant une passe en vibration. 

Bien que le nombre de capteurs utilisés ne soit pas assez grand, et même suffisant dans les cas des planches 

Not 3 et 4, les courbes obtenues laissent apparaître que : 

- sous l'action du roulement les pressions induites augmentent d'environ 30 % par rapport au cas de la 

bille stationnaire, que la bille soit motrice (pi. Nc 1) ou non (pi. Noi 3 et 4). 

- sous l'effet de la vibration, les pressions augmentent d'environ 50 à 300 pour cent par rapport à la 

passe statique. Par ailleurs, l'écart entre les pressions "statique" et "dynamique" augmente avec la profondeur. 

- quelle que soit la profondeur, les pressions mesurées sur la planche N° 4, qui est construite en ajou­

tant une couche de 25 cm de grave 01 sur le limon de la planche N° 3, sont supérieures a celles de la planche N° 3. 

La variation des pressions induites avec la charge appliquée (bille stationnaire), correspondant aux plan­

ches N°* 1, 3 et 4, est indiquée par les Figs. 3.13, 14 et 15. En comparant les courbes obtenues on constate 

que d'une manière générale, la pression, à toute profondeur, est une fonction non-linéaire de la charge appliquée 

-ceci est illustré à titre d'exemple pour z = 20 cm sur la Fig. 3.16-. 

Pour une charge donnée, la pression induite a de faibles profondeurs (z < 30 cm) est d'autant plus gran­

de que le module de la planche est plus élevé. Cela n'est pas le cas à partir d'une certaine profondeur car le 

gradient des pressions en fonction de la profondeur, qui décroît avec la profondeur, varie d'une planche à l'au­

tre. Ces deux phénomènes pouraient être expliqués par la variabilité de l'aire de contact en fonction d'une part 

de la charge appliquée et, d'autre part, du module de déformabilité de la structure sollicitée. 

Le nombre insuffisant des capteurs ne permet pas de conclure de façon significative sur la variation 

des pressions dans la planche N° 4 et sur sa discontinuité à l'interface de la grave et du limon. 

2 - Déflexion au centre de l'empreinte. 

La liaison entre la charge appliquée par unité de longueur p' et le poinçonnement de la bille est indi­

quée par la Fig. 3.1?. On constate que dans le domaine des charges appliquées, la convexité de la courbe de la 

planche N° 1 est toujours vers le haut alors que celle de la courbe de la planche N° 3 est vers le bas. 
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Mais . la planche N° 4 dont le module à la dynaplaque se trouve entre ceux desdeux planches précédentes a une 

réponse intermédiaire : en début de chargement elle est similaire à celle de la planche N° 1 (grave D1) mais 

a partir d'une certaine valeur de charge, elle change sa convexité et prend l'allure de la réponse de la plan­

che N° 3. Ceci signifie que la réponse en déflexion du bicouche grave-limon est dominée au départ par celle 

de la couche supérieure mais à partir d'un certain niveau de charge, c'est la déflexion de la couche inférieure 

(limon) qui devient la plus importante. 

la 
La variation de^déflexion en déchargement, mesurée sur la planche N° 4, montre qu'il existe une cer­

taine déformation irréversible (et/ou différée) à la fin du déchargement. 

3 - Largeur d'empreinte. 

Les variations de la largeur d'empreinte avec la charge appliquée sont présentées Sur- la Fig. 3.18. 

On note que les valeurs mesurées, qui sont en réalité les longueurs des arcs de contact, sont assez petites par 

rapport au diamètre de la bille (150 cm) et on peut donc les confondre avec leurs projections dans le plan hori-

zontai, l'erreur maximale étant inférieure à 3 %. 

En principe, les points relatifs a une planche donnée doivent se trouver sur une courbe régulière ayant 

l'origine des coordonnées pour point de départ. Mais comme on le voit sur la figure, dans le domaine des valeurs 

mesurées, la courbe la plus proche n'est qu'une portion de droite dont la direction ne passe pas par l'origine. 
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L'examen de ces données expérimentales montre que d'une manière générale : 

- la largeur d'empreinte croît très rapidement dans le domaine des charges dont la limite supérieure 

serait inférieure à 5 daN/cm/1, celle-ci étant la charge la plus petite pour laquelle la mesure à pu être ef­

fectuée. 

- la pente des droites expérimentales varie légèrement avec l'inverse du module dynamique. 

- quel que soit le matériau, la largeur d'empreinte correspondant à une charge donnée diminue avec 

l'augmentation du module Ed. Par exemple, bien que la densité moyenne de la couche supérieure (grave D1) de la 

planche Nc 4 soit presque égale à celle des 30 cm supérieurs de la planche N° 1 (grave D1), la largeur d'emprein­

te sur la première est.toujours supérieure à celle de la deuxième. Etant donné que la couche inférieure de la 
\Con3V«Vu¿ i' 

planche N° 4 est^un matériau peu résistant (limon : E. 20 000 kPa), on peut conclure que, comme le module de 

dynaplaque, la largeur d'empreinte varie en fonction non seulement des caractéristiques mécaniques de la partie 

supérieure du matériau, mais en plus de la déformabilité globale de la structure sous-jacente. 

3.4 - Solution analytique 

Le problème du contact entre les corps déformables occupe une place importante aussi bien dans le do­

maine des mathématiques appliquées que dans celui des sciences de l'ingénieur. En génie civil, il concerne les 

fondations, les éléments de soutènement, les structures géologiques, etc. 

Une solution complète du problème d'interaction en élasticité consiste en général à déterminer la 

géométrie de la surface de contact et la distribution des contraintes dans cette surface. De là l'état élastique 

de chaque corps sera calculé selon ses caractéristiques. 

L'analyse de l'interaction entre les corps élastiques a été développée dans trois domaines distincts : 

1 - L'interaction entre les corps élastiques : la géométrie de la surface de contact est inconnue. 

2 - L'interaction entre un milieu élastique et un corps rigide : il s'agit des cas où la surface de 

contact est a priori connue et reste constante pour toute valeur de la charge appliquée. 

3 - L'interaction entre un corps élastique et un élément structurel simple : il s'agit de ca_s particu­

liers où le comportement d'un des deux corps élastiques peut être schématisé par celui d'un élément simple tel 

qu'une poutre ou une plaque. 

Il est évident que le problème de l'interaction bille-sol (en élasticité) se situe dans le premier 

domaine ci-dessus, même si l'on considère la bille comme un corps rigide. . 

Historiquement le problème du contact entre deux corps élastiques dû à une force normale fût abordé 

en premier par Hertz en 1881 ; mais comme l'a souligné Solomon, la plupart de ses résultats, y compris la 

solution du problème du poinçon à base elliptique et la suggestion d'utiliser cette solution dans le problème 

du contact des corps lisses, ont été obtenus simultanément par Boussinesq. 

L'idée de base consiste à assimiler les corps en contact à des demi-espaces ; ce qui permet d'examiner 

leur comportement au voisinage de la zone de contact, moyennant les résultats connus de l'étude du problème de 

Newmann pour le demi-espace élastique ( solution de Boussinesq; . . . ) . L'hypothèse de contact lisse ramène le 

problème à celui de la transmission des contraintes normales, inconnues, réparties sur un domaine lui aussi in­

connu. Le problème de contact entre des structures semi-infinies viscoélastiques et les corps élastiques reposant 

sur ces structures est résolu par M. Frémond (1971) ["33"]. 
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Le problème du contact tridimensionnel sans frottement (charge extérieure normale et centrée) de deux 

corps élastiques parfaitement lisses est expliqué d'une façon exhaustive par Solomon dans son livre : "Elasti­

cité linéaire" [108] . L'auteur présente de nombreuses solutions, accompagnées de multiples références biblio­

graphiques précises, relatives aux poinçons à base plane elliptique et non elliptique et aux contacts parabo-

loTdaux de deux corps élastiques. 

Pour le contact paraboloïdal (la surface de contact est une ellipse), on résout le problème à l'aide 

d'une deuxième hypothèse (solution de Hertz) qui consiste à supposer que la distribution des contraintes norma­

les dans la surface de contact est un demi-ellipsoïde construit sur'l'ellipse de contact (a, b étant les demi-

axes dans le plan xy) : 

P (5, n) = q„ ,/1 - £- - -2- -a « 5 « a 
V a2 b2 

-b 4 r\ 4 b 

On trouve la solution de ce problème dans la plupart des ouvrages classiques sur l'élasticité ou la 

résistance des matériaux (Théorie de l'élasticité de Timoshenko (1948) [l09]Théorie de l'élasticité de Landau 

et LifGhitz (1967) [l04jet Résistance des matériaux de Courbon (1971) [l00j)-

Le problème du contact entre deux cylindres le long d'une génératrice commune a été étudié : soit 

comme un problème plan et par les méthodes propres aux problèmes bidimensionnels (I. Chtaerman ; L. Gal i ne : 

cités dans [lOSj ; et Mouskhélichvili (1953) [106] ; soit comme un cas particulier du contact paraboloïdal où 

le rapport I- tend vers l'infini (A. Dinnik ; N. Béliaev : cités dans [108]). 

Ce problème, quelle que soit la méthode d'approche, n'est résolu qu'en déformation plane, ceci ayant 

pour inconvénient de rendre indéterminé le rapprochement de deux cylindres. Cet inconvénient constitue en fait 

la caractéristique paradoxale des solutions en déformation plane, qui présentent des difficultés pour ce qui 

est de la détermination des déplacements ( [1 OS] P - 605). 

Bornons nous aux résultats : si l'axe des y est perpendiculaire au plan de la Fig. 3.20 et P' la char­

ge, par unité de longueur, la largeur de la surface de contact entre deux cylindres est donnée par la formule 

suivante : 

i = 2 y 4 p i ( f c : $ ; ) R l R ' ; (3.3) 

où R et R2 sont les rayons des cylindres et : 

kx- = Vr^ 2 • k* = V r ^ ; (3-4> 
TT tl 11 L2 

La distribution semi elliptique des pressions donne la pression au centre : 

q0 - — (3.5) 
TT 1 
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Si l'on attribue alun des cylindres-une r igidi té très grande, on obtient en remplaçant l 'autre par un 

semi-espace (Fig. 3.2) : 

1 = 4 ^ 
2 P' R 

1 P1 E 

T(1- yJ) R 

(3.6) 

(3.7) 

Fig. 3.19 

connaissant q0 et 1 on peut calculer la tension 

en tout point du semi-espace. Ce calcul (de 

Béliaev et rapporté dans [109]) montre que le 

point qui supporte la contrainte de cisaille­

ment maximale est a une certaine profondeur 

sur l'axe des 2. La figure 3.21 représente la variation des contraintes suivant la profondeur du point considéré 

pour v « 0,3. Le cisaillement maximum se produit à la profondeur z * 0,39 1 et sa grandeur est 0,304 q0 où 

0,418 ,'P'E 
VIT Le cisaillement maximum à la surface de contact (x » 0) est egal â 0,2q 

4 V«,;VP^ 
OC 

<r» s(r«*. 

OV-OW 

Fig . 3.20 - Variation des contraintes sur Taxe des z du semi-espace élastique. ([109] 
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Les hypothèses simplificatrices qui nous permettraient d'utiliser la solution analytique ci-dessus 

sont les suivantes : 

-- la bille est indéformable, 

- le sol forme un semi-espace élastique, 

- la longueur de l'empreinte est très grande par rapport a sa largeur (par ex. y > 10), 

- la charge extérieure est normale à la surface libre du massif et passe par l'axe du cylindre, 

- le contact est lisse. 

Notons que la prise en compte du frottement pose des problèmes théoriques importants. Si par exemple 

la loi de frottement est celle de Coulomb, on voit que dans la surface de contact il faut avoir des portions 

dans lesquelles les points desdeux surfaces sont entraînés ensemble dans la déformation, et des portions où 

les surfaces glissent l'une sur l'autre. L'effet de frottement se traduit par une réduction du poinçonnement 

et des déflexions. Dans le cas des fondations superficielles, les calculs numériques réalisés ont mis en évi­

dence que la diminution du tassement réversible due au frottement est inférieure à 9 % (Selvadurai (1979) jSO ! 

p. 9). 

Une étude sur le frottement entre une sphère et un semi-espace élastiques, menée par C. Levy à l'aide 

du programme Rosalie (L.C.P.C), montre que la variation de l'aire de contact sous l'effet du. frottement par 

rapport au contact lisse est négligeable (Levy (1980) [55]). 

Selon l'Eq. 3.6 la largeur d'empreinte est proportionnelle à la racine carrée de P' et de R mais elle 

diminue avec la racine carrée du module d'Young. En revanche, les contraintes maximales exercées augmentent avec 

E. Ainsi une augmentation du module d'Young a pour effet de diminuer la largeur d'empreinte et d'augmenter les 

contraintes maximales tout en diminuant les contraintes en deçà d'une certaine profondeur (voir la Fig. 3.33). 

Afin de comparer les résultats expérimentaux avec ceux de la théorie de l'élasticité, les courbes de 

la variation de la largeur d'empreinte en fonction de la charge appliquée par unité de la longueur du cylindre, 

relatives aux deux cas, sont représentées sur la Fig. 3.21. 

Fig. 3.21 - Largeur d'empreinte en fonction de la charge statique appliquée, comparaison des 

courbes expérimentales et analytiques. 
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Les constantes élastiques choisies pour les modèles mathématiques sont les modules mesurés par l'essai 

dynaplaque et le coefficient de Poisson choisi arbitrairement égal à 0,3 quel que soit le matériau. On notera 

que les variations du coefficient de Poisson ne modifie guère la largeur d'empreinte ainsi que les tensions ap­

pliquées au massif (Eq. 3.6 et 3.7). 

On constate que quelle que soit la planche considérée la largeur mesurée est beaucoup plus grande 

que la valeur donnée par le modèle élastique correspondant. Dans le domaine des charges appliquées, compris 

entre P' = 10 et P' = 50 daN/cm, le gradient de la courbe expérimentale est légèrement supérieur à celui de la 

courbe théorique correspondante. 

Approximativement, les courbes expérimentales peuvent être obtenues par de simples translations des 

courbes théoriques (10 < P' < 50) dans la direction de l'axe des empreintes. 

Nous avons par ailleurs tracé la courbe théorique relative a E = 3 500 kPa dont la largeur d'empreinte 

correspondant à P' = 20 daN/cm/1 est égale à celle, mesurée, du limon de la planche N° 3. On voit que les 

courbes expérimentales des planches N0! 1, 3 et 4 se trouvent à peu près entre les deux courbes théoriques rela­

tives à E = 3 500 et 10 000 kPa. Autrement dit, si le comportement des matériaux concernés était élastique 

linéaire, leurs modules d'Young devraient se situer entre les deux valeurs ci-dessus. Ceux-ci étant trop petits 

(enrivon 8 fois plus petits) au regards des valeurs mesurées par la dynaplaque, il est clair que le modèle élas­

tique précédent ne représente pas le comportement réel des planches d'essais en ce qui concerne les variations 

de 1'aire de contact. 

Compte tenu du fait que le rapport y des empreintes enregistrées est assez grand (supérieur à 10 pour 

les planches Nos 1, 3 et 4) et que l'influence des déformations en direction de la longueur se limite a moins de 

1/10e de^l ongueur de chaque côté de la bille, il est évident que l'hypothèse de déformation plane ne peut pas être 

à la base des écarts constatés, il en est de même pour ce qui est de l'hypothèse de contact lisse. Les résultats 

d'un calcul par la méthode des éléments finis que nous avions faits antérieurement aux essais en utilisant le 

programme Rosalie (§ 3.5) montraient qu'effectivement le rôle de ce dernier paramètre était tout à fait négli­

geable. 

L'importante discordance^ qui existe entre le modèle élastique et les essais en ce qui concerne l'ac­

croissement rapide de l'aire de contact au début du chargement de la bille, et le fait que nous avons pu mesurer 

sur la dernière planche une certaine déflexion permanente à la fin des mesures, nous ont amenés à supposer que 

les écarts entre les valeurs mesurées et calculées de la largeur d'empreinte résultent de déformations "plasti­

ques" du matériau qui se produisent au début de l'application de la charge et, surtout, dans la partie super­

ficielle où les contraintes sont les plus élevées. Dans ce cas, le problème posé est celui du contact élasto-

plastique ou, plus précisément, du poinçonnement d'un cylindre rigide dans un semi-espace dont les parties subis­

sant des déformations irréversibles sont limitées et contenues à l'intérieur des zones élastiques. Il s'agit 

d'un problème non résolu par des méthodes analytiques. 
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3.5 - Etude par la méthode des éléments f i n i s du contact b i l l e - so l en é lastoplast ic i té 

La recherche de modèles théoriques pour les planches expérimentales coïncidait avec la mise au point 

d'un sous-programme, entreprise par A. Barbas (1981) [ 6 ] au L.C.P.C, qu i , par le couplage de deux sous-program­

mes d Programme Rosalie, v i sa i t à résoudre au moyen de la méthode des éléments f i n i s les problèmes r e l a t i f s au 

contact des corps élasto-plastiques. 

Onadonc pu réa l iser , avec A. Barbas; une étude numérique pour, d'une part, é t a b l i r , à l 'a ide de la 

méthode des éléments f i n i s , un modèle théorique pouvant expliquer les résultats des essais antérieurs , et 

d'autre part pour essayer', en résolvant un problème typique de contact en é las to-p las t ic i té pour lequel on d is­

pose à la fo is d'une solution analytique en é las t i c i t é pure et de certaines données expérimentales 

non explicables par cette so lut ion, le fonctionnement du programme avant sa mise en appl icat ion dé f i n i t i ve . 

3.5.1 - lQtroduçtign_ay_Brggramme_de_çalçul_tr^^ 

a) Programme Rosalie 

Le programme (ou système) Rosalie est un ensemble de programmes de calcul par la méthode des éléments 

f i n i s . La version actuelle de ce programme est évolutive et t i e n t compte des développements les plus récents des 

méthodes de calcul et de l ' in format ique. Les domaines d'appl icat ion de ce programme sont les suivants : 

- é l a s t i c i t é , é las top las t ic i té , v iscoë las t ic i té , grandes déformations, dynamique, études des milieux 

discontinus ; 

- les écoulements en mi l ieu poreux ou f issuré, avec ou sans surface l i b r e , en régime permanent ou tran­

s i t o i re ; 

- les répart i t ions de température en régime permanent ou t rans i to i re ; 

- les couplages, c 'est-à-di re la thermoélasticité ou la consolidation, pour les problèmes plans, à 

symétrie de révolution et tr idimentionnels. 

Le système Rosalie comprend aujourd'hui : 

- 16 sous-ensembles appelés "Groupes" dont chacun couvre un certain domaine de problèmes (massif, pou­

t res , coques, e tc . ) ; 

- 3 modules de mai 11 age ; 

- un système de vér i f i ca t ion du maillage et des données du ca lcu l , appelé Test, composé de 16 modules 

correspondant aux 16 groupes ; 

- un programme de sorties des résultats sous forme graphique, Trace, composé également de 16 modules. 

La structure de l'ensemble des différentes parties du programme Rosalie est représentée par le schéma de 

la Fig. 3.22. Pour plus de détai ls voir Guellec (1976) [38], Guellec, Humbert, Ricard (1976) [40]et Guellec, 

Ricard (1974) [41]. 

Les problèmes de contact sont t ra i tés par le groupe 5 du programme Rosalie. 
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MAILLE 

MATRID 
nodule 

tridimensionnel 

MACOPO 
module 

structure 

I 
groupes 

1. 3 , 5 , 6 . 7 
9. IS', 16 

Groupes 
2. 4, 10 

11. 13 

Groupes 
B, 12, 14 

mauvais meillage 

TEST groupe n*1 

bon mai 11 age 

dessins des résultats de Test 
"*• impression, perforation 

CALCUL groupe ti'\ 

-»•sorties imprimées et éventullement perforées ou écrites 
sur un support magnétique. 

TRACE groupe n°i — sorties graphiques 

Fig. 3.22 - Schéma de la structure du Programme Rosalie [38] 

b) Structure du Groupe 5 

Le sous-ensemble "Groupe 5" t r a i t e les domaines suivants (en petites déformations) : 

- élastopl ast i c i té ; 

- v iscoélast ic i tê ; 

- contact (décollement-frottement) ;• 

- dilatance ; 

- dynamique pas à pas (massifs). 

Le domaine d'appl icat ion du Groupe 5 se l im i te actuellement aux problèmes plans ou à symétrie de révo­

lut ion et aux cas des milieux isotropes. I l est composé - des modules suivants : 

- Haplan et Map qui permettent de fa i re des maillages automatiques dans tous les domaines d 'appl icat ion, 

- Test 5, qui vé r i f i e le maillage et les données du calcul . 11 assure un calcul numérique exact. 

- Groupe 5, qui comprend les sous-programmes concernant la gestion du calcul comme l 'organisat ion des 

données, calcul et stockage de la matrice de r i g id i t é globale. 

- Plan 5 et Axis 5, qui regroupent les sous-programmes suivant que le problème t ra i t é est plan ou à 

symétrie de révolut ion. 

- Calcul 5, qui regroupe les sous-programmes correspondant à la résolution numérique. 

- Trace 5, qui exécute les sort ies graphiques. 
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Les éléments u t i l i sés par Groupe 5 pour le massif sont des tr iangles â 6 noeuds, T6, ou des quadri latè­

res à 8 noeuds, Q8. Ce sont des éléments isoparamétriques avec interpolat ion quadratique pour les déplacements 

(u et v ) . Groupe 5 u t i l i s e aussi des éléments de continuité â deux noeuds, CT1, et des éléments raidisseurs à 

3 noeuds. 

I l convient de noter que le programme Rosalie u t i l i s e le "modèle déplacement" et que la minimisation 

de l 'énergie potent ie l le du système étudié permet de résoudre l 'équation mat r ic ie l le ci-dessous pour déterminer 

les déplacements inconnus des points de mai 11 age. 

[F] - [R] . [U] ( 3 . 8 ) 

où [F] est le vecteur des forces généralisées ; 

[R] est la matrice de r i g id i t é généralisée ; 

[U] est le vecteur des déplacements généralisés. 

En ce qui concerne les problèmes de contact, le sous-programme i n i t i a l (Frot ta) , créé en 1977 par 

R. Frank, P. Guellec et P. Humbert, ne t r a i t a i t que des corps élastiques. Ce programme a été modifié et couplé 

avec le sous-programme modélisant le comportement élasto-plastique de massifs (PLASTO) par A. Barbas au cours 

de l'année 1980. En e f f e t , le problème de contact b i l l e -so l élastoplastique a été un des premiers problèmes t r a i ­

tés dans le domaine de contact des corps élastoplastiques par le Groupe 5 du programme Rosalie. Pour toute pré­

cision concernant les algorithmes "FROTTA" et "PLASTO" ainsi que les sous-programmes de couplage (IFROPL), voir 

la thèse de A. Barbas (1981) [ 6 ] . 

Nous nous l imitons i c i à rappeler certains points essentiels re la t i f s au fonctionnement du sous-pro­

gramme u t i l i s é : 

c ) Lg2S_de_çomgortement_de_T_a_d^sçgnt2nyi£ë 

Ces lo is de comportement sont définies dans le cadre de la p l as t i c i t é , d'une part par les cr i tères de 

contact et d'autre part par les lo is d'écoulement. L'état de glissement est donné par le c r i tè re de frottement 

de Coulomb : 

¡r | - c + atg<(> = 0 

avec c : la cohésion, 

é : l'angle de frottement, 

|T|: la contrainte tangentielle à la discontinuité, 

o : la contrainte normale à la discontinuité (positive en traction). 

Pour des points en état collé ou de glissement on doit vérifier : 

a - rt < 0 

où rt est la résistance à la traction. 

L'état de décollement est donné dès que o = r+ et on doit alors vérifier o = T = 0. 
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Si le critère de Coulomb est at te int , on n'autorise que des déplacements relat i fs tangentiels AU, et 
les déplacements relat i fs normaux AV sont nuls. Si le critère de résistance à la traction est a t te in t , i l y a 
décollement et le déplacement re la t i f AU est quelconque, alors que le déplacement re la t i f AV a un signe imposé, 
indiquant que les domaines s'éloignent l'un de l 'autre- L'interpénétration étant interdi te, le contact est d i t 
"unilatéral" (voir Frémond (1980) [34]). Les lois d'écoulement sont donc non associées par rapport aux critères 
de plasticité et le potentiel plastique est celui de l ' interface lisse avec décollement (voir Salancon (1978) [78]). 
La figure 3.23 indique ces deux critères ainsi que les directions de déplacements AU et AV. 

p o t e n t i e l p last ique 

7 
tfjtf 

FigJ3-23 - Critère de frottement de Coulomb avec 
résistance à la traction le long d'une 
discontinuité. 

Eléments de continuité 

Pour modéliser la discontinuité entre deux corps en contact, on dédouble les noeuds le long de la dis­

continuité et on associe à chaque noeud du milieu M "son double" du milieu M2 pour former un élément de conti­

nuité (Fig. 3.24). A chaque élément de continuité, on attribue une "épaisseur" qui est égale à la distance ini­

tiale de deux points considérés. Ces éléments sont en effet des ressorts très rigides de longueur nulle qui 

imposent la continuité de déplacements pour les noeuds dédoublés qui se trouvent effectivement en contact. 

Fig. 3.24 - Eléments de continuité et forces de contact [38]. 



87. 

Critère de contact 

Les différents critères utilisés sont traduits en termes des forces nodales, par conséquent, c'est 

la continuité des forces que l'on assure aux noeuds en contact. On peut donc écrire : 

I - Critère de résistance à la traction : 

FN1 " FN2 > * rt S 

où S est l ' a i r e de la surface d' inf luence d'éléments dépendant du type d'éléments du massif u t i l i s é et r est 

la résistance un i ta i re a la t r a c t i o n . 

I I - Cr i tère de frottement de Coulomb : 

i F T2 ! < ' c S + FN t g ! 

III - Le caractère unilatéral du contact impose que pour les joints décollés l'on ait : 

v - v < e 

où e est l'ouverture initiale du contact. 

Ces critères en termes de forces et ae déplacement sont schématisés par les Fig. 3.25 et 3.26 ; :38Ï . 

c S + F N t g * 

l -c 

• g l issement 

Í / . 
u , - u 2 

S -Fntgv> 

Fig. 3.25 - Comportement dans la direction 
normale : a) joint à ouverture 

\ initiale nulle, b) joint à ou­
verture initiale e. 

Fig. 3.26- Comportement dans la direction 
tangentielle. 

IV - Il faut définir enfin la loi de glissement (avec frottement) qui s'applique uniquement aux points qui 

glissent l'un par rapport a l'autre. Elle imposé la forme de contact tangentielle égale à la force de frottement 

limite de Coulomb : 

FT " FT2 = cS * FN tg* 



- Exemple : modélisation de l'ensemble b i l l e - so l à l 'a ide des éléments de cont inui té. 

Cette méthode nous permet de schématiser l'ensemble bi l le-massi f du sol par le modèle de la F ig . 3.27 

dans lequel la b i l l e (supposée indéformable) est réprésentée par une bande rectangulaire de longueur égale à 

cel le du modèle du s o l . Par a i l l e u r s , pour assurer la r i g i d i t é de cette bande, on in t rodu i t des éléments de 

continuité entre les points supérieurs interdisant tout déplacement r e l a t i f s de ces points, (voir § 3.5.2) . 

En f a i t , i l n 'est pas possible d 'a t t r ibuer un module d 'é las t i c i t é très important au modèle de la b i l l e 
5 

car, dans les cas où le rapport entre les modules d ' é l as t i c i t é de la b i l l e et du sol dépasse la valeur de 10 , 

le programme de calcul ne fonctionne plus normalement. 

^ " Poa-.V. 

/ 

¿u aty.-J;U-Ji 4* ¡,;//t. 

# 

M. , V a. 0 

Fig. 3.27 - Applications d'éléments de cont inui té dans la modélisation 

de l'ensemble sol -cy l indre r ig ide. 

Le problème que nous trai tons est en déformations planes et présente un plan de symétrie en absence 

des forces extérieures horizontales et des moments par rapport à l 'axe de la b i l l e . A ins i , l 'axe de la b i l l e 

est situé dans le plan de symétrie - F ig . 3.27. 

Suivant l ' é t a t de contact de l'élément considéré, on impose deux, une ou aucune continuité de dépla­

cements. A ins i , pour les éléments de contact que l 'on considère comme l i é s , on impose la continuité des dépla­

cements suivant les axes locaux T et N (F ig . 3.24); pour les éléments considérés en état de décollement, on 

n'impose aucune continuité e t , en f in , pour les éléments qui g l issent , on impose seulement la cont inuité de 

déplacements suivant l 'axe N. A ins i , dans le cas de contact b i l l e - s o l , on impose la continuité de déplacements 

suivant les axes T et N uniquement pour le point si tué sur l'?xe de symétrie qui est le point de contact i n i t i a l 
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d) Lo2S_de_comgortement_éiastog2asti^gue_des_corgs_en_contaçt 

Le sous-programme PLASTO applique les critères de plasticité suivants : 

- critère de Tresca, 

- critère de Coulomb, 

- critère de Von Mises (avec écrouissage), 

- critère de Drucker et Prager, 

- critère parabolique. 

Les lois d'écoulement relatives à ces critères sont les lois associées. 

Dans l'annexe N° 2, nous donnons une brève introduction sur la théorie devplasticité ainsi que sur 

la formulation mathématique des critères ci-dessus. 

e) Déroulement du calcul 

Pour résoudre l 'équation matr ic ie l le de l ' équ i l i b re du système soumis aux charges extér ieures, 

le calcul se déroule suivant un processus i t é r a t i f , partant de l ' é t a t i n i t i a l de contact. A chaque i t é r a t i o n , 

sont v é r i f i é s , d'une par t , les cr i tères de contact, c 'est-â-di re ceux de glissement, de décollement et de recol­

lement e t , d'autre par t , les cr i tères de p las t ic i té en tout point'des massifs en contact. Par a i l l e u r s , la réso­

lu t ion des équations non-linéaires de l ' équ i l i b re des massifs élastoplastiques se f a i t , S chaque i t é r a t i o n , par 

une méthode incrémentale (méthode des contraintes i n i t i a l es ) dont le nombre d'incréments est en général infér ieur 

à 5. Si les cr i tères de contact ne sont pas sa t i s f a i t s , le programme corr ige, selon le cas, les forces de contact 

et (ou) la matrice de r i g i d i t é pour commencer l ' i t é r a t i o n suivante. 

- L'itération 

Si la charge appliquée entraîne des modifications trop importantes du contact, i l est souvent nécessai­

re de la décomposer en plusieurs incréments, pour diminuer le nombre d ' i térat ions et favoriser la convergence. 

- Tolérance 

Le nombre d ' i téra t ions dépend de la tolérance maximale que l 'on choisie pour la convergence des cr i tères 

de contact et de p l as t i c i t é . Pour le premier nous avons choisi la valeur de 0,001 et pour le deuxième 0,01. 

Notons enfin que, en raison de la complexité des problèmes de contact dans lesquels les forces d ' in te­

raction et la surface de contact sont inconnues, et de la non-l inéari té du comportement des massifs ë lastop last i -

ques la méthode numérique ci-dessus comprend de nombreuses corrections de la matrice de r i g i d i t é globale du sys­

tème et des forces d ' in teract ion e t , par conséquent, nécessite un temps de calcul considérable. 
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3.5.2 - AgBroçhe_numérigue_d^_grobJème_de_çgn^^ 

mrr 
Ej = 20MP. 

W.H« (Cyl¡n¿r«) 
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3.28 - Schéma de la planche n° 3 

Les schémas des problèmes à résoudre sont indiqués sur la Fig. 3.28. Le contact initial s'établissant 

sur une génératrice de la bille, il s'agit de calculer pour chaque planche la variation de la largeur d'empreinte 

en fonction de la charge appliquée à l'interface. 

Le rapport entre la longueur et la largeur de l'empreinte étant suffisamment grand (- 10), l'hypothèse 

de déformation plane a été retenue ; par ailleurs, en l'absence de toute force horizontale, le problème est sy­

métrique par rapport au plan vertical passant par l'axe du cylindre. 

La modélisation a été faite à l'aide de deux maillages'différents : l'un destiné aux planches N° 4 et 

N° 1 (384 points, 99 éléments Q8 et 68 éléments de continuité CT1), l'autre aux planches Nc 2 et N° 3 ;mais, le 

procédé du calcul automatique étant très long -donc cher- dans le cas du matériau frottant, on s'est limité fina­

lement au cas de la planche N° 3 (limon, W = 13 %; Ej = 20 MPa) dont le maillage correspondant est indiqué par la 
Fig. 3.33. Il a 291 points, 77 éléments de type quadrilataire à 8 noeuds (Q8) qui modélisent la couche de limon 

et la bille, et 45 éléments de continuité (éléments à 2 noeuds CT1). L'hypothèse d'indéformabilité de la bille 

nous permet de la schématiser par une bande dont la longueur est égale à celle du modèle du massif (§ 3.5.1.c). 

b) Conditions aux limites 

La limite latérale du modèle étant suffisamment loin de la zone de contact, les déplacements imposés 

sont nuls. En ce qui concerne la limite inférieure, qui est, en effet, la limite entre le limon et la base de la 

fosse (grave compacte), supposée comme étant semi-infini, nous avons évalué, à l'aide d'un calcul en élasticité 

pure, l'influence de sa déformabilité. Sur la réponse du modèle, en supposant un modèle de Winkler pour le massif 

semi-infini : on constate que les erreurs introduites en considérant la limite inférieure indéformable (u = v = 0), 

par rapport au modèle doté de ressorts à sa base, n'atteignent pas 3 %. On a donc imposé les déplacements nuls à 
la base. 
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De la même manière, les résultats de deux calculs en élasticité pure, l'un pour le contact lisse 

(c et 4 = 0), l'autre pour le contact avec frottement (c = 0 et $ = 25°), ont démontré que VinfTuence du frot­

tement sur la variation de la largeur d'empreinte est négligeable (indécelable par le modèle discret). La seule 

différence significative est la distortion des isocontraintes au voisinage de l'aire de contact (jusqu'à 10 cm 

environ de profondeur) sous l'effet des tensions tangentielles. Dans le cas du massif élastoplastique, l'intro­

duction du frottement augmente considérablement le nombre des itérations, ce qui nécessite un temps de calcul 

nettement plus élevé que dans le cas du contact sans frottement. Toutefois un calcul avec un incrément de 

chargement a pu être fait selon lequel l'influence du frottement sur la largeur d'empreinte était négligeable. 

Notons enfin que l'erreur maximale due à la seule discrétisation de l'aire de contact est de 1,5 cm. 

c) Çbsiï-dÊ.sniîlcsi-aë-EliiîisiîÉ 

Quant au choix des critères de plasticité, les remarques suivantes s'imposent : 

- premièrement, on ne dispose pas de résultatsd'essais en laboratoire définissant la fonction de charge, 

les lois d'écoulement et d'écrouissage propres au matériau utilisé ; la détermination de ces caractéristiques 

nécessite d'ailleurs un travail délicat et long dont les précisions exigées seraient disproportionnées par _. 

rapport â celles des essais en vraie grandeur réalisés • 

- deuxièmement, le limon de la planche N° 3 est un sol non saturé (S = 88 %) et soumis à un chargement 
relativement lent (§ 3.2). Or les seuls résultats d'essais en laboratoire dont on dispose- sont $es caractéristi­

ques intrinsèques déterminées au moyen des essais triaxiaux consolidés non drainés (§ 3.3). 

Ainsi, faute de données précises concernant le comportement élastoplastique du matériau, on a dû essayer 

différents critères et paramètres dans le but de parvenir à un modèle qui expliquerait au moins qualitativement 

les résultats expérimentaux précédents. 

Pour la bille, on impose un comportement élastique très rigide dans tous les calculs : 

Module d'Young, E = 2.10s MPa 

Coefficient de Poisson, v = 0,25. 

Les paramètres élastiques du sol sont les suivants : 

£ = 20 MPa, 

v = 0,35 (choisi approximativement) 

le sous-programme IFR 0PL1 a été choisi. 

Dans une première étape, un calcul en élasticité et trois calculs en élastoplasticité ont été effectués. 

Les critères et paramètres correspondants sont les suivants : 

1. Critère de Coulomb avec *' = 30° et c' = 45 kPa. 

2. Critère de Von Mises avec cu= 45 kPa (K =-l£il) 

3. Critère de Von Mises avec cu= 35 kPa. 
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Ensuite nous avons essayé le critère de Drucker avec c' = 10 kPa et •' = 16.5= 

Enfin un calcul pour un seul incrément de charge et utilisant le critère de Von Mises avec écrouis-

sage (c = 35 kPa et coefficient d'écrouissage = 0,27 (tg 20°) a donné des résultats qui sont très peu dif­

férents de ceux du calcul N° 3. 

Notons que dans le premier calcul, on a choisi arbitrairement une grande cohésion, car le nombre d'i­

térations, qui est normalement une fonction croissante de l'étendue des zones plastiques, augmente très rapide­

ment avec la diminution de la cohésion. 

En ce qui concerne la durée des calculs effectués, on rapporte, à titre d'indication, le nombre des 

itérations de frottement et de décollement et le temps de calcul relatifs aux cas élastiques et élastoplastiques 

(calcul N° 3) dans le tableau 3.5. On constate que le temps de calcul dans le cas élastoplastique est beaucoup 

plus grand que celui du cas élastique. 

Numéro 
d'incrément 

1 

2 

3 

4 

Charge appliquée 
par inc. 
(daN/cm) 

10 

10 

10 

10 

Valeur 
cumulée 

de la charge 

10 

20 

30 

40 

Nombre des itérations 

Calcul-
élastique 

3 

2 

1 

1 

Calcul 
élastoplastique 

(N° 3) 

40 

42 

52 

80 

(a) 

Durée de calcul pour 4 incréments de charge 

sur IBM 360 (CIRCE), second 

Cas 
élastique 

^ 10 

Cas 
élastoplastique 

^ 145 

Tableau 3.5 - Nombre des itérations de frottement et de décollement (a) et durée 
de calcul (b) pour deux calculs en élasticité et en élastoplasticité. 
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d) AQ§ly,se_des_résuUats 

Sont indiquées sur la Fig. 3.29 les courbes de la variation de la largeur d'empreinte en fonction de 

la charge appliquée et relatives aux résultats expérimentaux, à la solution analytique (semi-espace élastique), 

au modèle discret élastique et aux modèles discrets élastoplastiques. On constate à partir de la comparaison de 

ces courbes que : 

- le modèle discret élastique présente une réponse assez proche de celle du semi-espace élastique, ce 

dernier donnant des valeurs légèrement plus grandes ; 

- le comportement du modèle élastoplastique correspondant au premier calcul est plutôt élastique que 

plastique. Ceci est dû à la forte cohésion attribuée à ce modèle.; 

- les courbes correspondant aux autres calculs élastoplastiques sont en fait des droites qui passent 

par l'origine. Dans le cas du critère de Von Mises la pente de la droite croît lorsque la cohésion diminue ; 

- quoique les valeurs relatives aux modèles élastoplastiques (mis à part le modèle du premier calcul) 

soient quantitativement plus proches des résultats expérimentaux que ceux des modèles élastiques, il n'existe pas 

une concordance satisfaisante entre le résultat expérimental et la réponse de ces modèles. 

En ce qui concerne la déflexion au centre de l'empreinte (Fig. 3.30), il convient de rappeler que le 

modèle aux éléments finis considère un cylindre infiniment long (hypothèse de déformation plane) reposant sur 

une couche aux limites inférieures indéformables. Evidemment les erreurs introduites par ces deux hypothèses 

sont opposées, toutefois il est impossible d'établir un lien quantitatif entre les déflexions réelleset théori­

ques. Ainsi, bien que la largeur d'empreinte et les contraintes sous l'axe de symétrie longitudinale de la bille 

ne soient guère affectées par les hypothèses ci-dessus, il n'en est pas de même pour la déflexion; par conséquent 

il est diffile de comparer lès résultats théoriques et expérimentaux de la Fig. 3.30. 

l(Cm) 

2 4 • 

20 

16 

12 

résultat expérimental. 

solution analytique; 
(semi-espace élastique) • 
modèle élastique . 

critère de Coulomb 
<P'=30', C'=45KPa-
critère von Mises 
Cu:3SK.Pa-
critère Von Mises 
Cu=45KPa. 
critère de Druker 
* : 16.5 *,C's 10 KPa • 

P^daN/cm/ 1 ) 
0 • 10 20 30 40 

Fig. 3,29 - Largeur de l'empreinte en fonction de la charge statique appliquée ; 

Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques. 
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¿e 
.Vu. Les déformées du maillage relatives aux calculs élastique et élastoplastique (critère Von Mises, 

c = 3 5 kPa) et l'extension, au cours du chargement, des zones plastifiées (Mi ses , C(=45KPa) , sont indiquées 

sur les Fig. 3. 31, 3. 32 et 3.33. 

)' 

40 

30 

20 

10 

0 

•idaN/Cm/1) 

Ü 
Il •' ^-* 

i S^** # /s^**" 
? /y?/' 

r t Á&* ,w 
tmv a ¥ 

courbe expérimentale • 

12 

• — — _ _ _ modèle discret élastique 

modèloelasio-plastiques -. 
critère de Coulomb 
* s 3 0 ' , C ' S 4 S K P Î > 

critère von Mises 
CuMSKPi i 

critère von Mises 
CuiJSKPa / 

i critère Druker 

* «16.5* C =IOKPa 

w ( m m ) 

Fig. 3.30 - Déflexion sous l'axe de la b i l l e (x « o) en fonction de la charge 

statique appliquée. 

3Cm-

0-

Je Connue-

0.20E01 niLLinETRE 

i—I ( de'piacernen'rs) 

60 Cm. 

-I \-¿*m\ ¿¡recur- ¿'tmf^fk «-«"/'wm. 

<* 

I .. 

<> 

60 Cm-

Fig. 3.31-Déforméedu m a i l l a g e de s o l ; 

c a l c u l é l a s t i q u e , p'=30 daN/Cm/1 . 

Fig. 3.32- Déforméedu m a i l l a g e de s o l ; 

c a l c u l é l a s t o - p l a s t i q u e ( v o n Mises C¿35 

KPa. ) ,p'«30 daN:Cm/l . 
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g — 

ti*. O 

P'(doN/C«./¿) 
S 10 
• 20 
HEI 30 
O 40 

u«v«o 

bill« 

Sol 
u»0 

V-0 

I 
200.00 (Cf»} 

Fig. 3.33 - Zones "plastiques" correspondant aux étapes successives 

de chargement (critère Von Mises Cu = 45 KPa). 

La discordance entre la variation de la largeur d'empreinte mesurée et la réponse des modèles élasto-

plastiques d'une part et la ressemblance qui existe entre la courbe expérimentale et celle du semi-espace élas­

tique d'autre part, nous ont conduit à penser que la rapide croissance "initiale" observée de l'aire de contact 

résulterait des facteurs correspondant au comportement du sol dans une zone limitée autour de l'aire de contact 

qui n'a-pas été prise en compte dans les modèles théoriques. L'idée que ces facteurs soient liés au comportement 

de la zone de contact vient du fait que la courbe expérimentale relative à la déflexion qui dépend davantage du 

comportement "global" de la structure ne reflète aucun changement important du comportement. 

Parmi les différents facteurs tels que Vanisotropie, l'écrouissage, l'hétérogénéité, la dilatance, 

etc., l'hétérogénéité du matériau nous a paru être le facteur le plus déterminant dans la mesure où la partie 

superficielle des matériaux compactés par les rouleaux vibrants est en général mal compactée, même décompactée 

en raison d'introduction de grands déviateurs de contrainte en surface. Notons qu'en pratique il est très dif­

ficile de mesurer la compacité de cette partie supérieure (de quelques centimètres de profondeur) et le limon 

étant cohérent nous avions négligé ce facteur dans les premières approches. 

e ) Modèle Îîfif3T29ëD§_ífl§5ÍÍ9iíe^ 

Utilisant le maillage précédent, nous avons établi un modèle hétérogène qui est en effet un bicouche 

(Fig. 3.34) dont la couche inférieure (de 58,5 cm d'épaisseur) a pour constantes élastiques les valeurs pré­

cédentes : 

E = 20 MPa et v = 0,35. 
2 2 
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Pour la couche supérieure (de 6,5 cm d'épaisseur) un très faible module d'élasticité a été choisi 

E = 3 500 kPa et v = 0,35 dans le premier calcul 

E = 2 000 kPa et v = 0,35 dans le deuxième calcul. 
i i 

Les déplacements sont continus sur l'interface de deux couches. 

Jf"~T 
3_1 

'J 
Fig. 3.34 - Structure â couche supérieure 

décompactée (modèle non homogène), 

" l(Cm) 

•* courbe expérimentale 

»— — » bicouche élastique •. 

— - -A bicouche élastique •. 

Et:2MPa E s20MPa 

PfdaN/Cm/1) 
10 M 30 40 

Fig. 3.35 - Largeur de l'empreinte en fonction de la charge statique appliquée ; 

Comparaison des résultats expérimentaux avec la réponse des modèles 

(élastiques) non homogènes. 

Comme on le voit sur la Fig. 3.35, la réponse du modèle hétérogène s'accorde assez bien avec la courbe 

expérimentale. Ainsi, bien qu'en réalité la partie décompactée ait un comportement plus compliqué qu'élastique 

pure et que la variation du module d'élasticité soit continue, la seule hypothèse attribuant un très faible 

module d'élasticité à la partie supérieure du matériau explique les variations réelles de Taire de contact, 

bille-sol. 
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La comparaison des résultats des calculs précédents avec les valeurs mesurées par des capteurs de 

pression montre que les pressions mesurées sont toujours beaucoup plus grandes que les valeurs calculées. A titre 

d'exemple nous avons indiqué sur la Fig. 3.36 la variation en profondeur des valeurs mesurées et les résultats 

de certains calculs. Comme il est souligné précédemment (§ 3.3) la présence de ces capteurs à l'intérieur du ma­

tériau constitue une perturbation majeure des isocontraintes et l'erreur qui en résulte est difficilement éva­

luable, par conséquent l'écart systématique important entre la courbe expérimentale d'une part et les courbes 

théoriques d'autre part, laisse supposer que les valeurs mesurées seraient toujours supérieures aux valeurs 

réelles. 

_0 100 200 300 400 500 
o 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

65 

Fig. 3.36 - Variation en profondeur de la pression induite (dans le plan de 

symétrie) ; Comparaison des valeurs mesurées avec les résultats 

des calculs. 

C (KPa) 

o-.—--a pression mesurées ,• 

semi- espace élastique ; 

modèle discret élastique 

» _ . _ . _ , modèle élasto-plastique ; 
Critère von Mises , es35KPa ; 

*- 4 modèle élastique •• 
( bicouche ; Ei s 2000, E j s 20000 KPa ) 

% (Cm) 
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3.6 - CONCLUSIONS 

Les essais réalisés, nous permettent de mieux connaître la largeur réelle de l'empreinte du cylindre 
et ses variations sur deux matériaux granulaires différents. Par ailleurs, la comparaison des résultats 
expérimentaux avec la solution analytique (semi-espace élastique) et l'examen de la réponse des différents 
modèles numériques â comportement êlasto-plastique simulant les planches d'essai, font apparaître le rôle 
des principaux facteurs dont dépend le phénomène réel. On constate ainsi que : 

- Quels que soient le matériau et la charge statique appliquée, la valeur absolue de la largeur d'emprein­
te est nettement plus grande que celle donnée par la solution analytique. 

- Cet écart résulterait, en premier lieu, de la très faible résistance mécanique de la partie supérieure 
de la couche, partie dont il est très difficile de mesurer la compacité ou la dêformabilitê â l'aide 
des moyens de mesures actuels. Il traduit en fait le décompactage sur quelques centimètres de profondeur 
du matériau sous l'action des efforts tangentiels lors du roulement du cylindre (bille). 

*• C'est pourquoi, pour les valeurs courantes de la charge statique appliquée (P' > 10 daN/cm/1), la 
variation de l'aire de contact en fonction de celle-ci ou du module de dêformabilitê "global" de la 
structure sous-jacente suit à peu de chose près la loi élastique. 

Ce dernier point présente un intérêt particulier dans la mesure oü ce sont plutôt les variations de 
Taire de contact en fonction du module d'élasticité qui sont essentielles dans l'évolution du comportement 
vibratoire de l'ensemble sol-rouleau vibrant. Ainsi, quoique le.-matêriau subisse des déformations irréversibles, 
l'hypothèse du massif semi-infini élastique se trouve applicable dans les études présentées au chapitre 
précédent. 
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Chapitre 4 

ETUDE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE 

DES MASSIFS SEMI-INFINIS 

INTRODUCTION 

Comme nous l'avons rappelé au premier chapitre (§ 1.4), parmi les paramètres dont on mesure les 

variat ions au cours des essais VIBREX, deux concernent le matériau compacté r la pression et l 'accélérat ion 

indui tes. L ' ins ta l la t ion de plusieurs capteurs au sein du sol et â dif férentes profondeurs permet d'enregistrer 

la var iat ion dans le temps de ces paramètres lors des passes successives du rouleau v ibrant . A ins i , les 

résultats de ces mesures, effectuées sur plusieurs dizaines de planches expérimentales, constituent un ensem­

ble de données considérable sur le comportement v ibra to i re du matériau granulaire qui reste â explo i ter . 

Cela étant, nous avons entamé, au t i t r e d'un premier essai et parallèlement aux études relat ives 

au deuxième chapitre, une approche théorique du problème qui vise â déterminer la var ia t ion des so l l i c i t a t i ons 

induites en fonction de di f férents facteurs principaux te ls que la var iat ion des caractéristiques mécaniques 

du matériau, les conditions aux l im i tes , etc. 

Vu l'extrême complexité du problème et le nombre considérable d'inconnues dont la pr incipale est la 

lo i de comportement réel du matériau (notons que les mesures ci-dessus ne permettent pas de dé f in i r le tenseur 

de contraintes), i l faut évidemment le s impl i f ie r a f in de le ramener à la portée des moyens de calcul disponi­

bles. Ces derniers consistent en, d'une part , des méthodes fondées sur les résolutions analytiques e t , d'autre 

par t , des méthodes numériques te l les que la méthode des Eléments F in is . C'est cette dernière que nous ut i l isons 

pour étudier les variations des déplacements, accélérations et contraintes â l ' i n t é r i e u r du massif semi - in f in i . 

En ce qui concerne les études analytiques, on dispose de nombreuses solutions correspondant à la 

v ibrat ion des massifs semi- in f in is , isotropes, élast iques, homogènes ou s t r a t i f i é s -, citons â t i t r e d'exemple 

quelques références : Lamb [si ] , Fung [36 ] , Quinlan [73 ] et Sung [84Jpour le semi-espace élastique ; 

Ewing, Jardetsky, Press [30] pour les massifs semi- inf in is élastiques s t ra t i f i és ; Frémond [33] pour les 

structures visco-élastiques s t ra t i f i ées ; Barkan [ 7 ] et Richart, Ha l l , Woods [75 ] pour di f férents aspects 

de la v ibrat ion des fondations superf ic ie l les ; Prange [6 9 J pour la propagation des ondes dans les sols et 

enfin Avramesco [ 4 ] , [ 5 ] , Mucci et Baron [ 6 6 ] , Mucci et Christory [67] et Vaki l i [88] pour les di f férents 

aspects de l 'auscul tat ion dynamique des chaussées. 
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La figure 4.1. indique la position de la zone chargée lorsque le rouleau se trouve au milieu de la 
longueur de la fosse d'essais. On remarque que la surface chargée forme une bande assez étroite et que, quelle 
que soit la position du rouleau sur Taxe des x, le plan vertical passant par cet axe est un plan de symétrie. 
Nous supposons que les déformations sont planes aux voisinages de ce plan (plan xoz). Ceci permet de ramener 
le problème â un problème bidimensionnel. Il convient de noter que les capteurs sont placés en dessous de 
l'axe des x dans tous les essais. Par ailleurs, nous supposons que la force totale appliquée se réparti, unifor­
mément sur l'empreinte. Enfin, la longueur de la fosse étant grande, nous négligeons l'influence des bords 
transversaux. Le problème à étudier peut donc être schématisé par la figure 4.2 dans la mesure où Ton assimile 
la base de la fosse au massif semi-infini (dans le plan xz). 

I ^ • 1 

McAni •<!»-
s»AL.e>- 4«****-

^=F rneiiriaiM Comipacit 

P«t) 

basa. A», le. %•<,***. 

k iJl 
Fig. 4.2 - Schéma de la structure 

considérée. 

Fig. 4 . 1 - Plan (a) et coupe transversale de la fosse d'essais 
(C.E.R). 

Utilisant le groupe 5 du Programme Rosalie, nous avons traité trois problèmes différents : 

Io) Vu la grande rigidité de la base de la fosse, nous l'avons considéreecomme étant infiniment rigide ; 
les théories de l'élasticité et de la visco-élasticité linéaireont été essayées. La confrontation des 
résultats obtenus avec les données expérimentales ont démontré que le modèle choisi n'était pas réaliste. 
En fait, une partie de l'énergie introduite se propage vers l'infini â travers la base de la fosse, tandis 
que les bords du modèle discret sont parfaitement réfléchissants. 

Cette constatation nous a amené â établir 3 la suite d'une étude bibliographique, des modèles d'Eléments 
Finis dont les bords absorbent l'énergie des ondes incidentes, ceci n'étant pas encore essayé au moyen du 
programme ci-dessus. La méthode retenue est celle des "bords visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer. 

2°) La propagation des ondes longitudinales dans un "barreau" semi-infini élastique est ëtudiéeà l'aide d'un 
modèle discret de longueur finie. La charge appliquée est sinusoïdale entretenue ou un seul chargement 
déchargement d'une forme arbitraire. La solution numérique s'accorde très bien avec la solution analytique ; 
autrement dit, l'énergie des ondes longitudinales incidentes est "absorbée" par le bord du modèle discret. 

3e) La propagation des ondes de volume (ondes longitudinales et transversales planes) et de surface (onde de 
Rayleigh) dans un semi-espace est étudiée au moyen d'un modèle bidimensionnel. Le semi-espace est sollicité 
par une charge normale sinusoïdale, répartie uniformément dans un cercle sur la surface du massif. La 
comparaison des résultats numériques et analytiques indique la bonne coïncidence entre la réponse du massif 
semi-infini et celle du modèle fini-à bords non réfléchissants. 
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4.1 - RAPPEL SUR LA PROPAGATION DES ONDES ELASTIQUES 

4.1.1. Propagation des ondes monodimensTonnelles : 

a) La figure 4.3. indique une barre de longueur infinie, de section S, de module d'Young E et de 

masse vol amique p. 

ûx 

^ 
-JT X 

ô* h-

Fig. 4.3 - Vibration longitudinale d'une barre 

On suppose que toute section plane reste plane pendant le mouvement et que la contrainte a est 
répartie uniformément sur l'aire de chaque section. 

En l'absence des forces de volumes, l'équation du mouvement monodimensionnel s'obtient de la manière 

suivante : 

Equation d 'équi l ibre d'un élément de longueur Ax 

F = m y 

3cv a2u 
S + (ax + r ^ ¿x) S = p AX S ^ 

a t ' 

3°X 82U 
ou encore _ - i = p i-ï-

3 x 3t¿ 

(4.1) 

- Loi de comportement : 

r r 3 u 

"x = E £x = E Sx 
(4.2) 

D'après les équations 4.1 et 4.2 : 

2 2 
c 3 U 3 U 

3X£ 3 t 

2 2 2 
3 U „ 3 U ou encore —7 = V — £ 
3x c 3t ¿ 

(4.3) 

(4.4) 

où, V = J E_ représente la vitesse de propagation de Tonde longitudinale dans la barre élast ique. 
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La solution de l'Eq. 4.4., que T on appelle équation d'ondes, peut s'écrire sous la forme suivante : 

u « f (Vct - x) + h (V t + x) 

où : f et h sont des fonctions arbitraires dépendant des conditions initiales ; f (V t - x) représente 

une onde qui se propage dans la direction des S positives à la vitesse V , et h (V t + x) correspond à une onde 

qui se propage, avec la même vitesse, dans le sens inverse. 

Notons que la vitesse de propagation d'onde, V , est différente de la vitesse du mouvement des 

particules, ù, dont l'expression après les calculs correspondants est la suivante : 

CTx vc • °x 

En fait, û dépend de la contrainte de sollicitations, tandis que la vitesse de propagation ne dépend 

que des propriétés du matériau. Ces deux vitesses sont de même signe lorsque o est une contrainte de compres-
i une 

sion et de signes opposés dans le cas d^xontrainte d'extension. 

b) n^r5ÍÍ2D_f2r£l§-EiiiD_n!ÍlÍEi¡_!!!2n2dÍ!!!Sí¡i''2nDtI_ISSÍ;ÍD^inÍ ; 

•3 
Fig. 4.4 - Schéma d'un milieu "oedométrique" 

semi-infini soumis à une pression iutZ-l' 

harmonique, te R 

v*o 

-»Oe 

<V*0 

Considérons une barre semi-infinie, sollicitée en son extrémité par une tension harmonique uniforme 

et perpendiculaire à la section "libre", Cette dernière est unitaire et les caractéristiques du matériau sont 

E, v et p. Par ailleurs, nous imposons les déplacements latéraux nuls. Les déplacements en tout point du 

milieu sont calculés de la façon suivantes 

Etant donné que les déformations latérales sont imposées nulles, le module du matériau sera le module dit 

"oedométrique", c'est-à-dire : 

(4.6) 

avec 

Eoed 
(1 

G : modul 

s2 = 1 -

-2v) 

: de 

2v 

Lv) 
(l+v) 

ci sai 

cons 

G 

"7 
11ement 

tante é 
St 2 (1-v) 
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La vitesse de propagation de l'onde longitudinale dans le milieu monodimensionnel étudié est égale à 

= /lui =i y i V = V -USt = ± V S (4.7) 
P P S p 

D'après la théorie de l'Elasto-dynamique, les déplacements de tout point sont donnés par le formule 

suivante : 

u (x , t ) = A Exp iw ( t - —) (4.8) 

d'Où ax (x . t ) - Eoed f - - i A Eoed A . Exp 1B ( t - JL) (4.9) 
V t T 

En prenant en compte les conditions aux l imi tes : 

o x (0 . t ) = - P0 Exp ( tu t ) 

P V. - is P 
nous avons : A = • P < = -¿—2- (4.10) 1 Eoed u u {T? 

Par conséquent, le déplacement à l 'extrémité (surface l ib re) sera 

- i s Pc u (0,t) = —JL Exp (iut) (4.11) 

On constate que cette équation est la solution de l'équation différentielle du mouvement d'un 

oscillateur avec amortissement (Fig. 4.5a) : 

s û (0) • P0 Exp (io.t) 

Ce ù = P0 Exp (lut) : Ce = Ji 
oed C (4.12) 

Autrement dit, pour ce qui est du déplacement de l'extrémité, le milieu monodimensionnel étudié peut 

être représenté par un amortisseur dont le coefficient d'amortissement est équivalent à l'impédance accoustique 

du milieu. De la même façon, on peut assimiler le milieu semi-infini ci-dessus à un milieu monodimensionnel fi­

ni représenté par la Fig, 4.5 (b) et pour lequel : 

" is pn 
0 « x « L , u (x) - = = £ Exp 1« (t - -2-) (4.13) 

u y Gp v^ 
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Fig. 4.5 - Amortisseur simulant le comportement 
sous charges harmoniques du milieu 
"oedométrique" semi-infini élastique. 

' • t^-IH (a) 

P=f.e 
tut 

^ ( ^ T T r ^ ^ ^ B ^ 7 ^ ^ * 

Ainsi, la dissipation de l'énergie dans le milieu semi-infini peut être prise en compte en remplaçant 
celui-ci par un amortisseur visqueux absorbant toutes énergies arrivant à l'autre extrémité, Cette analogie 
présente un intérêt particulier, car elle nous permet d'étudier le comportement d'un milieu monodimensionnel 
infini utilisant un modèle fini (voir § 4.4), à l'aide des méthodes basées sur la discrétisation dans 
l'espace telles que la méthode des éléments finis. 

Notons que les relations précédentes s'appliquent également à une barre semi-infinie libre de se 
déformer latéralement, mais en remplaçant le module oedométrique pour le module d'Young E, donc ; 

et 

/F-
d'où u ( x . t ) 

c 

- i P„ 
° Exp U ( t - ^ - ) 

u JEp c 

" {* 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

4.1.2. Propagation des ondes dans un semi-espace élastique : 

* 
Considérons un massif semi-infini homogène, isotrope et élastique linéaire défini par les constantes 

de Lamé (x et u) ou E et v et sa masse volumique P . Dans le système de coordonnées cartésiennes (x, y, z) le 
semi-espace correspond aux z > 0 descendants. 

En partant de l'hypothèse de petites déformations et en négligeant les forces de volume, les .équations 
fondamentales de 1'ëlasto-dynamique (Equations de Navier) sont les suivantes : 

[(x + p) grad div + u v¿ - p 3- ,] D = 0 
it 

-*• •*• -+ • -+• 

avec D = ui + vj + wk le vecteur déplacement 
2 3 • 3 3 

v = —•*• + —w + —7 = div grad 
3x 3y 3z 

(4,17) 

2Gv ïv 
T ^ T 7 - (1 +v) (1 - 2v) 

u " G = 2 (1 +v) 
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a) 3D^Ê5_"Ëë-IÎ2lli!!ir 

Elles caractérisent le milieu élastique indépendamment de ses limites géométriques ; ce sont les 

"caractéristiques" mathématiques des équations de Navier que doit vérifier le vecteur déplacement d'un point 

du milieu. 

Il est bien connu, d'après le théorème de Helmholtz que tout champ analytique "B peut être exprimé 

sous forme : 

D = grad $ + rot y (4.18) 

- * • 

où, $ est une fonction scalaire et ^ désigne un champ de vecteur ayant une divergence arbitraire. 

1. Ondes longitudinales (ondes P) 

si D = grad $ , étant donné que v grad = grad 7 ; on trouve : 

2 
[(X + 2U) y - p -2-£ ] grad 4, = 0 • (4.19) 

3t 

si 4» = K Exp [ — (ux + vy + wz - C t)] (4.20) 
1 9 

où u2 + v2 + w2 = 1 , (4.21) 

on a une'onde sinusoïdale plane ; u, v et w sont l«s cosinus directeurs de la noroale.au plan 

d'onde, i la longueur d'onde, Cg la célérité (vitesse de propagation) ; et d'après l'équation 4.19 il faut que 

(X + 2V) (u2 + v2 + .w2) = pC 2 

d'où : Cg = Vf = /* + Zv (4.22) 

et comme D = grad ij> est proportionnel à (u, v, w), le déplacement est normal au plan d'onde : définition même 

d'une onde longitudinale. 

2, Ondes transversales (ondes S) 

- * • - * 

si D • rot *, comme div rot = 0, on a 

0 v - p _î- ] rot * = 0 (4.23) 

Prenons : D * (A, B, C) Exp [ — (ux + vy + wz - Crt)] (4.24) 

2 2 2 
avec toujours u + v + w = 0 

http://noroale.au
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comme d i v D = 0 = uA + vB + wC 

donc D est dans le plan d'ondes : d'où la dé f in i t i on d'onde transversale. Par a i l l eu r s , d'après (4.23) 

v (u2 + v2 + w2) = C r
2 

d'où : Cr = Vs = JT = (T (4.25) 

Il existe la relation suivante entre les vitesses de propagation des deux ondes : 

V =-¿- , (s2 = 1 * 2 v ) (4.26) 
t s 2 (1 - v) 

Le f a i t remarquable est que, d'après le théorème de Poisson, tout p e t i t mouvement élastique puisse 

être décr i t par la superposition d'ondes longitudinales ou transversales. En u t i l i san t lorsque c'est possible 

la représentation de Fourier, c 'est par les ondes planes sinusoïdales que le mouvement est normalement 

déc r i t . 

Ce caractère fondamental des deux types d'ondes ci-dessus ne correspond pas aux ondes "de t i g e " , 

"de plaque", etc. qui décrivent des perturbations complexes. Bien que tout ensemble de deux types d'ondes 

élastiques "linéairement indépendantes" permet de retrouver, par combinaison, le mouvement décr i t par les 

"caractér is t iques", seuls les deux types décr i ts ci-dessus correspondent aux seules surfaces qui puissent 

transporter des discont inui tés, c 'est à dire aux seuls véri tables fronts d'ondes. 

Nous nous bornons au cas de l'onde de Rayleigh re la t i ve au semi-espace élastique. 

Prenons dans le semi-espace élastique le déplacement le plus simple q u i , respectant les conditions 

aux l imi tes (a in- = 0, z = 0 et u H i = 0 , z •+ » ) , so i t décr i t par des ondes sinusoïdales planes. 

Supposons le plan ver t i ca l de propagation paral lè le à Ox. Suivant l 'axe Oz, ver t ica l descendant dans 

le semi-espace, on ne peut pas avoir de propagation sans perte d'énergie vers z : d'où la nécessité d 'écr i re 

cette onde sous la forme : 

Exp [ ¿ Í ! (x - et)] Exp ( - - ^ Pz) (4.27) 

En choisissant : 

D = grad * + rot <|> (4.28) 

on est conduit à donner à 4> la forme : 

• - ^ Exp [ïk. (x - et)] E x p ( - - ? f i z ) (4.29) 
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et à rot y ^a forme 

ro t ; = (sA, 0, 1A) Exp [.2Í2L (x - et) ] Exp ( - h. p 2) (4.30) 

( P et s étant des paramètres à déterminer). 

D'après les Equations 4.19 et 4.23 on a donc : 

2 2 c2 1 / 2 

(x + 2U) ( i - P¿ ) = p r * p . ( i - c j ( 4 t 3 1 j 

2 2 c2 1 / 2 

u (1 - s¿) = Pc¿ * s . ( i . _£_j ( 4 > 3 2 ) 

VS
Z 

On calcule alors D â par t i r des Equations 4.29 et 4.30 et on détermine la contrainte H sur un élément 

horizontal par l 'équation : 

H = X div D Sz. + y ( D z J + D j j 2 ) (4.33) 

avec j = (x, z) 

0 si z 

1 si z = j 

62 j = 0 si z j« j 

Lorsque z - 0, H est une fonction sinusoïdale de x dont l 'amplitude ne sera nul le que si A et B 

vér i f ien t le système homogène obtenu en écrivant que les composantes de H suivant ox et oz sont nul les. 

Pour cela, i l faut annuler le déterminant (d'ordre 2) de ce système ; d'où la condition de Rayleigh 

2 2 
4 Ps - (1 + s¿)' = 0 (4.34) 

En substituant les relat ions 4.31 et 4.32 dans cette équation on obtient la cé lér i té de l'onde de 

Rayleigh (ou cé lér i té de Rayleith) qui varie légèrement avec v (Fig. 4.6) : 

C = VR = 0,9 f~T (4.35) 
p 

D 
Notons que -p- est imaginaire pur, l'angle de déphasage entre les deux déplacements étant de î-

x 
(mouvement elliptique). 

LJonde de Rayleigh ressemble à celle qui se propage à la surface de l'eau sauf en ce qui concerne la 

direction du mouvement des particules. Dans les ondes de Rayleigh, une particule donnée du massif parcourt un 

chemin elliptique dont le grand axe est perpendiculaire â la surface ; son sens de rotation est tel que la 

particule se déplace vers la source d'émission lorsqu'elle est au sommet du chemin elliptique. 
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L'amplitude de ces ondes s'atténue exponentiel lenient avec la profondeur. Par ailleurs, comme on le 
voit sur la Fig. 4.6, les déplacements maximums se trouvent â une profondeur plus grande lorsque la longueur 
d'onde est plus élevée. 

-°-6 l -°i4 , -°i2 , 
_ composante 

Horizontole 

_[u(z)] 

Ampi, en plofondeur z 
Ampi, en surface 

O oz 0.4 0.6 o.« 
i — i — i — i 

1.0 \2 

»=0.25-
* = 0.33-
*=0.40-
»=0.50 ' 

' i ' ' ' 

0.E5 [W(z)j 

¥ = 0.33 composante 
veticale 

j i i ï 

-0.2 

0.4 

0.6 

0.6 

1.0 

1.2 

(.4 

-î 

Fig. 4.6 - Variation du rapport des amplitudes en fonction de la profondeur 
pour les ondes de Rayleigh, 

c) §SDÍlS5B2SE_íla5Íl31iS_S2iASÍ2-S2-Sy!IÍ5£S_i_üCe_22liÍ£Í£5ÍÍ2!!_!!ír!¡!2DÍ9ü§ : 

En ce qui concerne la vibration forcée d'un semi-espace élastique nous nous bornons â rapporter [75J 
brièvement l'aspect particulier relatif S la répartition de l'énergie rayonnée dans le massif en raison de la 
propagation des ondes décrites ci-dessus. 

Considérons une fondations circulaire vibrant sur la surface d'un semi-espace élastique. L'énergie 
transmise dans le massif est rayonnée loin de la fondation par la propagation de l'ensemble des ondes P, s et 
de Rayleigh (R). 

La répartition de l'énergie rayonnée séparément par chaque onde dans un semi-espace élastique 
(v * 0,33) est indiquée sur la Fig. 4.7 (a). Les ondes de volume se propagent, en s'éloignant de la source 
oscillante, suivant des front demi-sphériques. On peut démontrer [901 que l'amplitude des ondes P et s décroit 

1 
avec le rapport — (r étant la distance de la source) sauf sur la surface du milieu où la décroissance est 

r 1 , ,« . .„. . , , „ , . „ . . . ï . , . . , , . _ , . ..... 1 

7 
proportionnelle â L'amplitude des ondes de Rayleigh décroit avec r 
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r-2G«om««ricol r ~ 2 r ~ 0 . 5 
—<_ Damping Low .«,_ _^_ 

Circular Footing 

Relotive 
Amplitude 

Sheor 
Window 

Wove Type 

Royieigh 
Sheor 
Compression 

Per Cent of 
Total Energy 

67 
26 
7 

(b) 

F i g . 4 . 7 - R a y o n n e m e n t des ondes de déplacement dans un semi-espace é las t i que surmonté 

¿'une fonda t ion c i r c u l a i r e ; (d 'après Woods - C i t é dans [75] ) . 

Quant a la répa r t i t i on de l 'énergie transmise par chaque onde, ¿M 1er e t Pursey (13S5) ~64 i ont trouvé 

que (Fig. 4.7 (fa)) 67 S de l 'énerg ie se dissipe sous forme d'ondes de surface, 26 % en ondes transversales et 

7 ï en ondes longi tudinales. La prépondérance des ondes de Rayleigh est donc t rès net te. 

4 .1 .3 . Propagation des Ondes Elastiques dans un Mi l ieu S t r a t i f i é . 

Les réf lex ions et ré f rac t ions des ondes de volume à l ' i n t e r f a c e de deux couches é last iques, homogènes 

et isotropes sont indiquées sur la Fig. 4.B. 

milieu 
- *W< 

SV SV-SV , 

•-tr-biCsy-Ri 

1 

milieu 2 

S H r SH 

r W l . VS1 

«•mm« 
r»2» * P 2 . V S 2 

sv-p, 
sv-sv, 

SH- SH2 

(o) onde incidente P (blonde incidente SV (c)onde incidente SE 

sin o m sin b sin e _ sin f 
YP1 V S 1 Vp2 ~ VS2 

Fig . 4.8 - Réflexions e t ré f rac t ions des ondes de volume a l ' i n t e r f a c e de deux 

couches élast iques. 
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Sur cette f igure ; 

P sont des ondes longitudinales. 

SV sont des ondes transversales â mouvement dans un plan perpendiculaire â l ' i n te r face , 

SU sont des ondes transversales à mouvement dans un plan paral lè le à l ' i n te r face . 

D'après le théorème de Snell : 

sin a sin b sin e sin f 

^ 1 V s l V f2 Vs2 

(4.36) 

En s'appuyant sur la théorie de l ' é l a s t i c i t é , Zoeppritz (1919) [99] a déterminé la nature de ces 

ondes, réfléchies et réfractées, ainsi que la d is t r ibu t ion de l 'énergie entre e l l es . 

L'énergie transmise par une onde étant proportionnelle au carré de l 'amplitude de l 'onde, Zoeppritz 

a exprimé les rapports de l 'amplitude de l'onde réf léchie ou réfractée avec ce l le de l'onde incidente. Ces 

rapports ne dépendent que : 

- de l 'angle d'incidence ; 

- du rapport des vitesses des ondes dans les deux mil ieux ; 

- du rapport des masses volumiques des deux mil ieux. 

Pour deux milieux donnés, on observe l 'existence d'un maximum et d'un minimum des rapports des ampli­

tudes des ondes résultantes qui dépendent de l 'angle d'incidence. 

Si la vi tesse de l'onde réf léchie ou réfractée est supérieure à ce l le de l'onde incidente, i l existe 

un angle cr i t ique à l ' incidence te l que, l 'angle de réf lexion ou de ré f rac t io a une valeur de 90°, Pour des -

angles supérieures â l 'angle c r i t i q u e , aucune énergie n'est transmise du mi l ieu 1 au mi l ieu 2. 

4.2 - RAPPEL SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS EN ELASTQ-OYNAHIQUE. 

4 . 2 . 1 . Position du problême : 

Soit un domaine n de f ron t iè re r soumis I des forces de volume f ( x , t ) et de surface T (x , t ) 

sur une part ie r«r de r. On cherche à déterminer S tout moment l ' é t a t élastique de ce mil ieu sat isfaisant aux 

conditions aux l imi tes et aux conditions i n i t i a l e s . 
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On a : 

- Equations d 'équi l ibre : 

3a-, 32u. 

- # + fi = P — 7 1 .J - 1, 2. 3 (4,37) 
3xj 1 3t¿ 

- Loi de comportement (petites déformations) : 

°1j - Xekk 6ij + 2 " £ij <4-38> 

, 3U, 3U. 
oû : £ij -7 tí + 3xf) <4'39> 

- Conditions aux limites : 

Déplacements imposés : u (x,t) = 0 sur r (4.40) 

Contraintes imposées : af¡ (x,t) r. = T. sur r 

- Conditions i n i t i a l es : 

On supposera par exemple qu'el les sont nulles : 

Déplacements : u (x,0) = 0 

Vitesses : û (x,0) = 0 

Ceci conserve toute la généralité du problème. 

En introduisant la l o i de comportement dans.les équations d 'équi l ibre on obtient les équations de 

Navier : 

2 2 2 
3 u. s u. 3 u. 

<» • »> n ¡ á • « njéj • V - ^ <••«> 

La méthode de résolution consiste à ; 

- transformer les équations de Navier en une forme var iat ionnel le qui tienne compte des conditions aux l imi tes 

et des conditions i n i t i a l es ; 

- résoudre l 'équation var iat ionnel le obtenue au moyen d'une d iscrét isat ion dans l'espace. (Fremond (1980) [34 ] ) . 

Soit V(x) un champ de déplacements v i r tue ls sinématiquement admissible. On mul t ip l ie l'Equation 4.37 

par V-(x) et on intègre sur a : 

j £— V1 dx + J f . V i dx - f p ü. v i dx (4,42) 
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d'où 

On intègre par partie le premier terme de cette équation à l'aide du théorème de Gauss 

• / °U (U) "SxJ dX+ f °1 j W "j Vi dX + / f i Vi <* *fP "1 Vi dX ( 4 - 4 3 ) 
a r n a 

On introduit les conditions aux limites : 

3V, 

f°n (u) w: dx + / T i vi dx + / f i vi dx = / p u i v i dx (4.44) 

a T a 
a 

On peut v é r i f i e r par a i l leurs que 

3V. 

°1j ( u ) i x ~ " ° i j (") £ i j <v> 

y P B1 v i dx + y 0 i j (u) E.j (v) dx -j f. v. d x - / * T . V l dx = 0 (4.45) 

n n n r • 
a 

Enfin, on prend en compte la l o i de comportement : 

j p U v. dx + I |Xekk(u) s k k (v) + 2 „ e ^ (u) e ^ (v) | dx 

/ f i vi " " " / ^ Vi dX = ° 

r 

(4,46) 

Cette équation constitue la formulation var iat ionnel le des équations de Navier. El le est équivalente 

â l 'expression du théorème du t rava i l v i r tue l en ëlasto-dynamique. Le premier terme de l'Equation 4.46 désigne 

le t rava i l v i r tue l des forces d ' i n e r t i e , le deuxième celui des forces élastiques internes et enfin les t r o i s i è ­

me et quatrième représentent le t rava i l v i r tue l des forces extérieures. L'avantage de l'Equation 4.46 par 

rapport â l'Equation 4.41 est que les d i f fe rent ia t ions sont en par t ie reportées sur les déplacements v i r t ue l s . 

La d iscrét isat ion dans l'espace de a par la méthode des éléments f i n i s abouti â la résolut ion de 

l 'équation mat r ic ie l le suivante : 

MU + RU = F (4,47) 

dans laquelle U est le vecteur des déplacements aux points (noeuds) du modèle discret, F le vecteur des forces 

extérieures et M et R sont respectivement la matrice de masse et la matrice de rigidité. 
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4.2.2. Cas du solide visco-ëlastique de Kelvin-Voigt : 

La lo i de comportement de ce matériau s ' éc r i t : 

o..= o*i+ o j j (4.48) 

avec : c ^ = x % k « ^ + 2 u
e ^ (4.49) 

pour la partie élastique, et ; 

v ,v S _, , v (4.50) 

pour la part ie visqueuse, où E désigne la vitesse de déformation. La formulation var iat ionnel le s ' é c r i t 

alors : 

/ P U1 v i dx'+ / [Xe ekk (u) e k k (v) dx + 2 u
e t.¿ (u) t^ (v)] dx 

¿a J a 

+ / V ¿ k k ( u > e k k ^ + ' 2 u % <u>eij W\ d x - / f i vi dx 

- / T. v i dx « 0 (4.51) 

La discrétisation par éléments finis donne le système linéaire : 

MU + CU + RU = F (4.52) 

où, C ( , matrice d'amortissement) et R ont la même structure. Cependant, ces deux matrices ne sont pas 

nécessairement proportionnelles. C'est seulement dans le cas où on aurait : 

X = a X et y = a u 

qu'on obtient : 

C = a R 

L'hypothèse de l'amortissement de Rayleigh, qui est appliquée dans le groupe 5 du programme Rosalie 

consiste à écrire : 

C = a R + SM 

Elle ne permet de représenter un matériau vîsco-élastique que dans des cas très particuliers. Notons 

enfin que a = 0 et C = sM donne un amortissement proportionnel â la vitesse de déplacement et non à la vitesse 

de déformation. Ce cas peut représenter les forces exercées par un fluide visqueux au sein d'un milieu poreux. 
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4.2.3. Méthode de Résolution : 

En ce qui concerne les massifs élast iques, la résolut ion du système 4.52 se f a i t , par le programme 

Rosalie, au moyen de l ' in tégra t ion directe, c 'est -à-d i re l ' i n tégra t ion pas-â-pas dans l'espace du temps. Parmi 

dif férentes méthodes d' intégrat ion pas-â-pas te l l es que les méthodes des différences centrées, de Wilson, de 

Houblot, de Newnark, etc. , c 'es t la méthode de Newmark qui a été appliquée. I l s 'agi t d'une version modifiée 

des méthodes d""accélération l i néa i re " assurant une meilleure s t ab i l i t é et exactitude des solutions par rapport 

aux autres procédés: 

On suppose que sur un pe t i t interval de temps, At, l 'accélérat ion en tout point du mil ieu varie 

linéairement, ceci correspond aux d is t r ibut ions parabolique de la vitesse et cubique du déplacement sur At : 

Ù ( t + At) = il ( t ) + At Ü ( t + X At) 0 < X < 1 

U ( t + At) = U ( t ) + At Ù ( t) + ££ - U ( t + Ï A t ) 0 < T < 1 

L'accélération étant l inéai re sur At , on a : 

Ü ( t + M t ) = (1 -6} Ü ( t ) + SU ( t + At) 0 < 6 < 1 

Ü ( t + ÏA t ) = (1 - 2a) ü ( t ) + 2a ü ( t + At) 0 < a < ^ 

Donc : 

Ù ( t + At) = Ù (t) + At [(1 -6) Ü ( t ) + 5Ü ( t + At) ] 

A t 2 

U ( t + At) ='u ( t ) + At Û (t) + ¿ j - [(1 - 2a) Ü ( t ) + 2a Ü ( t + A t ) ] 

A p a r t i r des deux équations ci-dessus on obtient ü ( t + At) et Ci ( t + At) en fonction de u ( t ) , ù ( t ) , 

ü ( t ) et u ( t + At) : 

Ü (t + At) = - X u ( t + At) - - L - u (t) - - L û (t) - ( ¿ - 1) Ü (t) (4.53) 
otAt aAt 

ù ( t + At) = (1 - | ) ù ( t ) + ^ u ( t + At) - ¿ u ( t ) + At (1 - ¿ ) U ( t ) (4.54) 

Si T o n substitue les équations 4.53 et 4.54 dans l 'équation mat r i c ie l le de l ' équ i l i b re correspondant 

au moment t + At, c 'es t -à 'd i re dans : 

M "t + At + C Ù t + At + R U t + At » F t + At 
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On aura : 

[ .JLj. M + -A- C + R] U t + t = F t + t + [ —iy M + - i - ] Ut 

oAt aAt aAt aAt 

+ [— M + (A - 1) C ] Ùt + [ ( ¿ - 1) M + ( ¿ - 1) At C] Üt (4,55) 
aAt 

Connaissant les déplacements, vitesses et accélérations au temps t, l'équation 4,54 permet de déter­
miner les déplacements correspondant au temps t + At (et par là les vitesses et les accélérations). 
Ainsi, la détermination de l'état élastique à un moment t se fait, à partir des conditions initiales 
(IL , u\ , IL ) et suivant des intégrations successives dont le nombre est inversement proportionnel à ¿t 

t„ - t 
choisi : N = n t °. 

En ce qui concerne les paramètres a et s, i l a été constaté [27] que la méthode de Newnark est 

inconditionnellement stable, c 'est-à-dire que les déplacements calculés ne deviennent pas infiniment grands, 
2 

quelle que so i t la grandeur du pas de temps u t i l i s é , si j ? 0,5 et a > 0,25 (s + 0,5) . Dans le program­

me Rosalie, 5 * 0,5 et o * 0,25. ; selon des études antérieures [ 9 ] , ces valeurs permettent d'obtenir les 

solutions les plus exactes. 

Çi32iï_aË_IliD£EÉ5!?Dt_Ëf_tg!DE5 : 

Le modèle discrët isé ayant un nombre f i n i de modes propres, théoriquement le pas de temps choisi doi t 

être suffisamment pe t i t v is-à-v is de la période la plus coûte du système (T n ) , à savoir f— s -m • 

Ceci conduit à un nombre très grand d' intégrations al ors que l ' in f luence des derniers modes sur la réponse du 

système est en pratique négligeable, I l est donc admissible, dans une analyse modale de chois i r ¿t - v£r, 1 

étant la période correspondant au dernier mode dont on tienne compte dans le calcul . 

Quant au phénomène de propagation des ondes élastiques dans les massifs, i l a été constaté que les 

solutions sont suffisamment exactes lorsque l'incrément de temps est in fér ieur à une valeur qui dépend, d'une 

part de la finesse du modèle discret e t , d'autre par t , des vitesses de propagation des ondes élastiques dans 

le mil ieu considéré : 

At « M (4.56) 
V 

où, A£ est la distance entre les deux points les plus proches du modèle discret et V la célérité la plus 
élevée des ondes se propageant dans le milieu réel. 
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Notons qu'au cas où les so l l i c i t a t i ons sont "brutales" ( so l l i c i t a t i ons du type "choc" par exemple) ; 

i l faut chois i r un incrément de temps encore plus pe t i t (= 0,5 Ai/y) pour que l'hypothèse de T"accélérat ion 

l inéa i re" sur ût soi t respectée. 

On remarque par a i l l eu rs que le coût f ina l d'un calcul dépend d'une part du nombre des éléments e t , 

d'autre par t , de leur t a i l l e . Or, pour ce qui est de la propagation des ondes élastiques, i l a été constaté -

[50] [ss]-que la solution n'est correcte que si le côté le plus grand des éléments est in fér ieur â l/12ème de 

la plus pe t i te longueur d'onde correspondant au mil ieu étudié ; par conséquent, c'est la grandeur du modèle 

discret qui gouverne le temps du calcul numérique. 

Ceci constitue en e f f e t le point fa ib le de la méthode des éléments f i n i s en ce qui concerne ses app l i ­

cations dans la dynamique des milieux semi - in f in is , car d'une part la réf lexion aux l imi tes de l 'énergie dans 

le modèle numérique peut influencer notablement la réponse du système étudié e t , d'autre par t , si l 'on assimile 

le mil ieu semi- inf in i â un modèle suffisamment grand pour qu'on obtienne la solution souhaitée avant que les 

réflexions aient l i eu (ou que l 'énergie réf léchie soi t négligeable à cause de l'amortissement in terne) , le 

temps de calcul c ro i t nettement en raison des considérations précédentes. 

C'est pourquoi des recherches ont été entreprises depuis plusieurs années pour élaborer des modèles 

numériques dont les l imites sont non réfléchissantes : s ' insp i rant du modèle monodimensionnel semi- inf in i 

(§ 4,1.1.(b)) Lysmer et Kuhlemeyer (1969) [58] ont proposé une méthode or ig inale pour les problèmes plans qui 

consiste à appliquer des éléments amortisseurs aux f ront ières du modèle discret cho is i . Les coeff ic ients 

d'amortissement de ces éléments sont des constantes pour ce -qui est de l 'absorption des ondes de volume ; i l s 

dépendent de la profondeur et de la fréquence de v ibrat ion dans le cas de l'onde de Rayleigh, White et al (1977 ) 

[96] ont développé la méthode ci-dessus en évaluant la var ia t ion des coeff ic ients d'amortissement, supposés 

constants par Lysmer et Kuhlmeyer, en fonct ion du coef f ic ient de Poisson ; mais le gain de l ' e f f i c a c i t é ainsi 

obtenue ne dépasse pas 1 %. 

Lysmer et Waas (1972) [59] et Waas (1972) [92] ont élaboré une autre méthode adaptée aux résolutions 

par les variables complexes qui consiste à déterminer par une technique analytique, la réponse des zones 

extérieures au modèle et de la coupler avec les éléments aux l imites du modèle discret . 

Une troisième méthode est proposée par Smith (1974) [83] dans laquelle i l él imine les réf lexions sur 

les bords par des superpositions qui sat is font les conditions aux l imi tes de Di r ich le t et Neumann. Cette métho­

de est applicable aux cas de chargements t rans i to i res au moyen de l ' i n tég ra t ion pas-â-pas, mais e l le nécessite 

un temps de calcul important. Une autre méthode s imi la i re à cel le de Smith a été élaborée par Cundall et al 

(1978) [ 23] et développée par Kunar et Rodriguez-Ovejero (1980) [50 ] qui vise plutôt l ' i n te rac t i on s o l -

structure lors de séismes-

Ut i l i san t la méthode de Lysmer et Kuhlemeyer, Tassas (1979) [85] étudie l ' i n te rac t i on sol - fondation 

dans le cas des charges harmoniques et du type "choc"- \ le calcul se f a i t par l ' i n tég ra t i on dans le temps. 

Notons enfin que les " front ières visqueuses" proposées par Lysmer et Kuhlemeyer s'appliqueraient 

également aux cas de l ' é l a s t i c i t é non l i néa i re . Par a i l l e u r s , el les sont applicables aussi bien dans les 

programmes de calcul â valeurs propres que dans ceux à intégrat ion pas-à-pas. 
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4.3:- METHODE DES "BORDS A AMORTISSEURS VISQUEUX" 

Lysmer et Kuhlmeyer (1969)[ss] ont proposé une méthode générale grâce à laquelle un milieu infini 

peut être approché par un milieu fini en introduisant des amortisseurs visqueux aux frontières du modèles : 

La fig. 4.10 schématise un milieu semi-infini. On suppose que toutes les sources de sollicitations 

et les zones d'irrégularités géométriques sont comprises à l'intérieur d'une limite convexe imaginaire. 

La propagation d'énergie aura lieu, uniquement de l'intérieur vers l'extérieur et toute énergie arrivant à la 

frontière passera dans la région extérieure. L'effet de la région extérieur sur celle de l'intérieur sera donc 

identique à celui d'une limite qui absorbe l'énergie arrivée (limite non réfléchissante). Cette observation 

conduit directement à l'idée de déterminer la réponse dynamique de la région intérieure d'un modèle fini soumis 

à des conditions aux limites qui absorbent toute l'énergie arrivée. 

Fig. 4.10 - Modélisation 
du massif semi-infini. 

% 
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Les auteurs ont étudié plusieurs poss ib i l i tés pour exprimer analytiquement ces conditions aux l imi tes 

et ont proposé les relat ions suivantes : 

o * a pV * 

i = b V % 
p s 

(4.57) 

(4.58) 

avec c : contrainte normale sur la surface de limite ; 

T : contrainte de cisaillement sur la surface de limite ; 

p : masse volumique ; 

W et û : vitesses de déplacements normaux et tangentiels des particules 

V» : vitesse de propagation de l'onde longitudinale ; 

V : vitesse de propagation de l'onde transversale ; 

a,b : paramètres sans dimension. 

Les conditions aux limites proposées correspondent à une situation dans laquelle le bord convexe 

serait "supporté" par des amortisseurs infinitésimaux orientés vers la normale et la tangente à la surface 

limite. 

Afin de déterminer les valeurs à donner aux paramètres a et b, il est indispensable d'étudier la 

réflexion des ondes élastiques â la frontière définie par les équations 4.57 et 4.58. La méthode choisie est 

ceHe-Mtilisée par Ewing, Jardetzky-et Press (1957 )[3o] pour la réflexion et réfraction des ondes élastiques 

planes à l'interface de deux milieux. 
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a ) P.DÍÍ?s_ÍQCÍdentesJ^QgiïuËiDâlêâ 

Le cas d'une onde longitudinale incidente est indiqué par la f igure 4 .11 . L'axe des x représente la l im i te 

visqueuse et le mi l ieu élastique se si tue dans le demi-plan in fér ieur . L'onde incidente engendre deux ondes 

réfléchies : une onde transversale de cé lé r i té : 

vT 
et une onde longitudinale de cé lé r i té 

V = - V p s s 

où, s est une constante élastique définie a partir du 

coefficient de Poisson : 

s = 
1 - 2 y 
2 [1 -v) 

Fig. 4.11 - Réflexion au bord visqueux de 

l'onde incidente longi tudinale. 

r~*Mù , Jrw&re 

Onde, réflecme. 5 

Les directions des ondes incidentes et réf léchies sont l iées suivant la l o i de Snell ; 

eos o • s. cos 8 (4.59) 

et la vi tesse du f ron t d'onde le long de l 'axe des x est : 

c • V . sec 8 

Les déplacements horizontaux et verticaux sont exprimés en termes de potent iels de déplacement 

(4.60) 

(4,61) 

u * J± - M. 
Sx sz 

w - i t + i i 
32 SX 

ou, <)> = $ (x, z, t ) et ty = <|f (x, z, t ) représentent respectivement les déplacements dûs aux ondes P et aux 

ondes S. 

Puisque la vitesse du f ront d'onde pour les t ro i s ondes de la Fig. 4.11 doi t être la même le long de l 'axe des x, 

on trouve les formes suivantes pour les potentiels de déplacement si les ondes sont harmoniques de pulsation m : 

4 = Exp [ i k (et + z tg e - x ) ] + A Exp [ i k (et - z tg e - x) ] 

onde P incidente onde P réf léchie 
(4.62) 

i, = B Exp [ i k (et - z tg a - x ) ] (4.63) 
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dans lesquelles k est le nombre d'ondes : 

k = i= V (4,64) 

et A et B sont les amplitudes inconnues des ondes réfléchies. 

Ces amplitudes peuvent être déterminées à partir des conditions aux limites définies par les équations 
4.57 et 4.58, celles-ci étant exprimées en termes de potentiels de déplacement : 

o - a p V * - i ^ S - v2 * + 2 (¿fi + L±) = -L. (il + ||) 
" s£ 3Z¿ ax¿ sVs

 3Z 3X 

,3_j() 3 I|K _ D ^-bpvsù -2li-+(i4.¿4,-^(|t.|t) 
3X 3Z 

La subst i tut ion des équations 4.62 et 4.63 et dans les équations ci-dessus conduit aux deux équations l inéaires 

suivantes : 

2 2 2 2 
(1 - 2s cos e + a sin e) A + (sin 2 a + a cos e) B = 2s cos e - 1 + a sin e, (4.65) 

2 2 
(b cos a + s sin 2e) A + (cos 2 a - b s in a) B = s sin 2 e - b cos a , (4.66) 

qui permettent de déterminer les amplitudes A et B en fonction de l 'angle d'incidence e. 

b) 9.GÍSi-iOSiËÊQÎËI.Îr.âQSY.tCSalSi 

Le cas d'une onde transversale incidente, indiqué dans la f i g . 4.12 se résout de la manière précéden­

te . Les potentiels de déplacement correspondant sont : 

4. = A exp [ ik (et + z tg e - x)] (4.67) 

onde P réf léchie 

i|i = Exp [ ik (et + z tg a - x)] + B Exp [ ik (et - z tg a - x) ] (4.68) 

onde S incidente onde S réf léchie 

et les équations l inéaires donnant les paramètres A et B 

correspondant : 

2 
(s sin 2e + b cos a) A + (cos 2a - b sino) B = -cos 2a- b sin a (4.69) 

(- cos 2a + a sin e) A + (sin 2a + a cos e) B = sin 2a - a cos e (4.70) 

Un cas par t i cu l ie r peut se produire lorsque l 'angle 

d'incidence adevient infér ieur â l 'angle c r i t ique déf ini par 

c o s acr = S (4.71) 
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Dans ce cas l'équation 4.59 donne 

cos a 
cos e = > 1 

sin e = - i J cos 9 - 1 ( imaginaire). 

Par conséquent, la résolut ion des équations 4.69 et 4,70 donne des valeurs imaginaires 

A = Aj + iA2 , B * Bj + iB2 . pour l 'amplitude de deux ondes réf léchies. La s ign i f i ca t ion physique d'amplitudes 

complexes est q u ' i l n'existe pas d'ondes réfléchies mais en revanche, i l apparait une sorte d'onde de 

Rayleigh, d i te onde d ' in ter face. Cette onde s'avance le long de l ' i n te r face avec une amplitude qui décroit 

exponentiel!ement en fonction de la distance de l ' i n t e r f ace . 

Pour déterminer les valeurs à donner aux paramètres a et fa, les auteurs définissent l ' e f f i c a c i t é 

du bord visqueux â l ' a ide du rapport entre l 'énergie réf léchie et l 'énergie incidente. D'après la théorie 

élémentaire des ondes, l 'énergie transmise, par unité de temps et de surface, par une onde longitudinale 

d'amplitude A est égale â : 

W
P • à - p vs »2 A2 

De même, pour une onde transversale d'amplitude B 

Ws = -J p Vs J- B2 

(4.73) 

(4.74) 

Fig. 4.12 - Réflexion au bord visqueux de 

l'onde incidente transversale. 

La surface du f ront d'onde correspondant â l'onde P (Fig. 4.13) est sin e et l 'amplitude de cette onde 

est égale à l ' un i té . Par conséquent, l 'énergie incidente est : 

: i = 2?< 

De la même façon on trouve l 'énergie réf léchie 

Er = 2£ P Vs u A sin e + y P Vs u-2 sin a 

(4.75) 

(4.76) 
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/ : ; • / 

i ,'-.' / 

Le rapport entre les énergies réfléchie et incidente devient alors 

r _ .2 sin g „2 
£ 7 - A + s 7TñT B (4.77) 

On constate que pour a et b donnés, le rapport m dépend seulement de l'angle'd'incidence e et du 

coefficient de Poisson v. La variation de m avec l'angle e pourv» 0.25 est tracée sur la Fig.4.14 . D'autres 
valeurs de v donneraient des résultats analogues. D'après la Fig.4.14, la valeur de in = 1 correspond â la 

réflexion parfaite tandis que pour m => 0 on a une absorption complète. On peut voir par ailleurs que a • b = 1 

semble conduire à un choix optimal. Quelles que soient les valeurs données à a et b, l'absorption ne peut pas 

être parfaite sur toute la gamme des angles incidents. La Fig.4.i4 indique une absorption presque parfaite pour 

e> 30e lorsque a = b = 1 ; mais il y a réflexion pour e < 30e. Or, comme on le voit sur la Fig.4.13, 

l'énergie arrivée â l'unité de surface est proportionnelle à sin e , par conséquent la valeur de l'énergie 

réfléchie dans le domaine des 9 < 30° n'est qu'une petite partie de l'énergie totale. En conclusion, la moyenne 

sur e = 0° â e = 90° de (Er/E-) sin e sera une bonne indication pour l'efficacité globale des bords visqueux. 

Selon cette définition, l'efficacité d'absorption des ondes longitudinales du bord visqueux correspondant à 

a = b = 1 est de 98,SX. 
r g = b s Q Front iè re l i b r a 

sur face l i m i t e 

.ein*' 

Fig. 4 . 1 3 - Onde incidente longitudinale . 

Fig. 4.14- Variat ion du rapport d'énergies en 

fonction de l 'angle d'incidence de 

1'onde longitudinale. 

En ce qui concerne l 'absorption de l'onde incidente transversale, on obtient : 

E. 
m - "•" . B2 , 1 sin e .2 
m = f— = B + —- -rrrr A E- s sin a pour a » a 

cr 
(4.78) 

et : m = B ^ + B2
2 pour a < a 

cr 
(4.79) 
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Pour i » b • 1 et v « 0,25, le bord visqueux absorbe 95 S de l'énergie transmise par les ondes S 
incidentes (0°< a <90°). Notons que le rapport m ne tient pas compte de Tonde d'interface car celle-ci ne 
transmet aucune énergie. Toutefois l'existence de Tonde d'interface peut engendrer certaines irrégularités 
dont l'importance diminue avec l'augmentation de la'fréquence ou l'accroissement de la longueur du bord 
considéré. 

En résumé, Lysmer et Kuhlmeyer démontrent que la frontière visqueuse définie par ; 

a * pV * 

PV5 û 

(4.80) 

(4.81) 

absorbe presque la totalité de l'énergie des ondes longitudinales et transversales harmoniques. En outre, 
puisque les valeurs ci-dessus sont indépendantes de la fréquence de vibration, cette frontière pourra absorber 
également les ondes non harmoniques. 

c) QDaÊI-aÊ-EâïIêiSt! 

La frontière définie par l'absorption de l'énergie des ondes de Rayleigh en régime stationnaire est 
similaire a la frontière standard avec la différence que dans le cas des ondes de Rayleigh, a et b varient en 
fonction de la profondeur. 

Considérons une onde de Rayleigh de célérité V„ se propageant â la surface libre du semi-espace de 
la Fig. 4.15 et dans la direction des x positifs. 

surface libre 
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Fig. 4.15 - Absorption de Tonde de Rayleigh par 

le bord "visqueux" vertical. 

Fig. 4.16 - Amplitudes des déplacements horizontal 

et vertical correspondants a Tonde de 

Rayleigh d'un semi-espace élastique 

(v » 0,25). 
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Selon la formulation choisie par Ewing et al.[ ] , les déplacements en fonction de la profondeur normalisée 

sont les suivants : 

u = f (kz) sin (ut - kx) (4.82) 

w = g (kz) cos (art - kx) (4.83) 

où le nombre d'onde : k = -rp 
R 

La variation de f et g en fonction de kz pour un semi espace élastique de v = 0,25 est indiquée sur 

la Fig. 4.16. La célérité de l'onde de Rayleigh et les valeurs des fonctions f et g dépendent du coefficient de 

Poisson. Pour v = 0,25 on a : 

vs 

VD = -i , n= 1,08766 et 

f (kz) = D [Exp (-0,8475 kz) - 0,5773 Exp (-0,3933 kz)] (4.84) 

g (kz) = D [- 0,8475 Exp (- 0,8475 kz) + 1,4679 Exp (- 0,3933 kz)] (4.85) 

dans lesquelles D est une constante. 

La contrainte normale dans le plan vertical : 
/, . o \ 3U . 3W 

o = - (X + 2U) - - X — 

d'où a = k [(x + 2y) f (kz) - xg' (kz)] cos (ut - kx) (4.86) 

dans laquelle, g' (kz) représente dg/d (kz). 

De la même façon, le cisaillement dans le plan vertical : 

î = - k ï [f (kz) + g (kz)] sin (ut - kx) (4,87) 

En outre, d'après les équations 4.82 et 4.83 on a : 

ù = y f (kz) cos (ut - kz) (4.88) 

* =-u g (kz) sin (ut - kz) (4,83) 
En substituant les équations 4.86, 4.87, 4.88 et 4.89 dans les conditions aux limites suivantes : 

a = a p V ú 
T 

z= b p V„ * r s 
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On obtient : 

a (kz) - i [1 • s2 MM}] 

Mb)- n [i- 1^] 

(4.90) 

(4.91) 

La variation- de .a et b pour v = 0,25 est indiquée sur la Fig. 4.17. Etant donné que zk = 2n X 

(profondeur/longueur d'onde), on voit qu'en dessous des profondeurs:supérieures ä i/2 les paramètres a et b 

tendent vers des valeurs constantes. Par ailleurs à la profondeur où le déplacement horizontal est nul, 

le paramètre a tend vers l'infini ce qui correspond physiquement à un amortisseur infiniment visqueux. 

0 1 2 3 4 

Fig. 4.17 - Variation des coefficients 
a et b en fonction de la 
profondeur normalisée, kz. 

Notons que pour la frontière horizontale, les paramètres a et b sont fonction de kz et de 
sin (ut - kx) ; par conséquent il est plus facile en pratique de choisir un modèle suffisamment profond que 
d'appliquer une frontière horizontale visqueuse. Vu la décroissance exponentielle des déplacements avec la 
profondeur, il est raisonnable de prendre une profondeur égale â 3/4 de la longueur de l'onde de Rayleigh. 

Comme les paramètres a et b dépendent de ui, il est impossible d'appliquer la frontière ci-dessus 
décrite au cas des chargements transitoires. 

Bien que la méthode de résolution numérique utilisée par les auteurs soit une méthode à variables 
complexes, les frontières visqueuses proposées sont applicables dans des méthodes pas-â-pas. 
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4.4 - CALCULS NUMERIQUES 

4.4.1. Monocouche â base Indéformable 

Comme il est dit au début de ce chapitre, le fait que la base de la fosse d'essais ait une rigidité 

élevée (E = 200 MPa)>nous a amené dans une première étape à simplifier le problème en supposant une base 

indéformable pour la couche à compacter. 

i P ' ÜB. 

z-

np^ 

LL,vr=o 

£ » 80 M.fi»„ 
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Figure 4.18 - Schémas du problème à résoudre (a) et du modèle numérique 
choisi (b). 

Disposant des résultats de mesures correspondant à la planche VIBREX n° 37 nous avons établi un 

modèle numérique (Fig. 4.18 (b) dont le maillage est indiqué par la Fig. 4.18 (c)). 

Les résultats expérimentaux sont les enregistrements relatifs à la 34ème passe du rouleau vibrant 

(Vibrex) sur une grave d'épaisseur 90 cm et de module d'élasticité environ 80 MPa. Il s'agit des signaux émis 

par trois capteurs de pression (z = 32, 62 et 90 cm), deux capteurs d'accélération (z = 10 et 90 cm) et la 

jauge de contrainte donnant la force totale appliquée. 

La fréquence de vibration est de 937 tours/min ( f= 15,62 Hz) et le poids volumique du matériau est 

environ 20 KN/m3 (p » 2000 Kg/m3). 

On ne tient pas compte des forces de volume car l'équilibrage des capteurs a été fait sous l'effet 

des forces de masse, autrement dit le "zéro" des signaux enregistrés correspond ä l'état des capteurs sous les 

forces de masse. On accepte l'hypothèse arbitraire d'une répartition uniforme de la force totale dans l'aire 

de contact bille-sol dont la largeur est supposée égale â 22,5 cm. On a : 

p on 
G = . ,r+ . = ,££ = 32 MPa (v = 0,25 choisi arbitrairement) 

= / — = 126.49 m/s 

>1 X + G 
3 V = 219.09 m/s 
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La distance entre les points les plus proches étant de 12,5 cm, le pas de temps choisi est 

¿t s T £ = 0,00057 sec. 
T 

so i t At = 0,0005 sec. 

Le nombre d' intégrat ions pour une période de chargement est donc 

„ 0,064 , , „ 
N " ÏÏÏDDOS = 128 

Les cas élastique et visco-élastique ( l inéai re) ont été t r a i t és . Dans le calcul visco-élastique 

nous avons choisi (voir Eq. 4 .53 ) . 

a = 0.05 

6 = 0 
0 100 2oo loo ¡,oo S o o fe°° 7oo 8 OC - 6 V {CaWMiion.) 

_ «,««•• PUT» ( 

»~ 1 TtorüL •viéoer-éîi 

•&t(C».) 

Fig. 4.19 - Variation en profondeur des pressions vert icales maximales. 

La comparaison des résultats expérimentaux avec ceux des calculs ont montré le désaccord non. 

négligeable qui existe entre la réa l i té et les modèles ci-dessus. Comme on remarque en comparant les courbes 

de la Fig. 4.19, la cause pr incipale de ce désaccord, c 'est en e f fe t l ' indéformabi l i té de la l im i te infér ieure 

du maillage qui constitue une f ront ière parfaitement réf léchissante. Alors qu'en réa l i té la pression indui te 

diminue très rapidement avec la profondeur, la superposition des ondes incidentes et réf léchies dans le modèle 

discret a pour e f fe t d'augmenter les contraintes au voisinage de la l im i t e infér ieure. 
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4,4.2. Application des bords visqueux 

a ) Eü2BE95ÍÍ2D_ESi.2D^§§_l2D9ÍÍSiíÎDilËI !¡S£19¿l'SS.lH.L0.ílíLlLLllii!l 

E = -1,75 10 MP„. 

v« 0/2S 

f = 7000 ^ / m 1 

-g—H" Ti—/T v.o M nm » ¡ y 

^ (zr 

Tl 
5X0 / lm 

- f 

fa-»cz (M 

Fig. 4.2 0 - Mil ieu oedométrique semi- in f in i (a) et modèle discret 
à bord visqueux simulant ce mil ieu (b) . 

Considérons la propagation des ondes monodimensionnelles dans le mil ieu "oedométrique" de la 

Fig. 4.20 (a ) . I l s 'ag i t en ef fet d'un mi l ieu semi- inf in i soumis sur toute sa surface à une charge uniforme 

normale. Le modèle discret c h o i s i - F i g . 4.20 (b)-comprend 5 éléments quadrilatères et 28 noeuds et le problème 

est en déformation plane. On cherche â dé f i n i r les coeff ic ients d'amortissement C. et C- de la sorte q u ' i l n'y 

a i t pas d'onde réf léchie sur la l im i te arbitrairement choisie. On note que la seule onde qui puisse se propager 

dans le mi l ieu considéré est une onde longitudinale monodimensionnelle dont la vitesse de propagation est 

donnée par l 'équation 4.7. 

On a : 

Eoed * (l'-ZvJ ll+v) E • 1,2 E 

Eoed " 2 ' 1 1 Q 5 MPa 

d'où Vf = 5477,23 m/sec. 

u 
donc At < TT- = 18,257 10 ° sec. 

soi 
,-5 

t ¿t = 1,8 10 sec. (V-, x 9,86 cm/¿t), 

Le coefficient d'amortissement par unité de surface est donné par l'équation 4.12 

,7 Pa.s 
V^ oed 3,834 10' 

(. 3,834 ^LJSS) 
cm 

m 



Pour la section considérée (S = 0,20 x 1 = 0,2 m 

C = 0,2 x 3,834 107 = 76,68 105 Pa.s 

Plusieurs calculs ont été faits pour déterminer les valeurs â donner à C.. et C„ ; d'après ces 

calculs la répartition correcte est la suivante : 

C2 « £ 

Charges appliquées 

Deux types de chargement ont été étudiés 

1) Pression uniforme sinusoïdale (Fig. 4.21) : 

100-

Fig. 4.21 - Charge sinusoïdale 

La comparaison des résultats de calcul ( r e l a t i f s au trentième incrément) avec les résultats anal 

ques du mi l ieu semi- inf in i (4.1.1.b) a montré que l 'énergie réf léchie est négligeable. 

2) Pression uniforme t rans i to i re : 
^f-(MP«.) 

A t * l / î- io" Sec 

> 

Fig. 4.22 - Charge t rans i to i re 
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Afin de suivre facilement le phénomène de la propagation de l'onde dans un mi l ieu, nous avons choisi 

une charge t rans i to i re dont la var ia t ion dans le temps est indiquée sur la Fig. 4,22. 

Les courbes de la Fig. 4.25 indiquent la var iat ion dans le temps de la contrainte normale s 'app l i -

quant sur t ro is sections droites d i f férentes. On constate qu'effectivement l 'énergie régléchie est négligeable 

et les amortisseurs " f i c t i f s " absorbent presque la t o t a l i t é de l 'énergie incidente, Par a i l l e u r s , la vitesse 

de propagation de l 'onde dans le modèle est égale à ce l le correspondant au mi l ieu semi - in f in i . 

- * - * f * t ) 

Fig. 4.23 - Variation dans le temps de la contrainte normale 

dans t ro is sections droi tes. 

Notons enf in qu'au bout de 20 pas de temps, le modèle présente une t ranslat ion d'environ 0,18 mm 

dans le sens des x p o s i t i f s , ce qu i ' r e f l ë te l ' e f f e t de propagation des déplacements dans la par t ie semi- inf in ie 

simulée par les amortisseurs. 

E =50 MPa i i i^Sii«»>-fc 

V 

p = 1800 Kg/mJ 

r 0 = 0,5 m 

J>0 = 100 KPa 

U) = 5 0 TT 

Fig. 4.2 4 - Semi-espace élastique soumis â une charge harmonique uniforme. 

Soit un semi-espace élastique soumis, 4 sa surface, a one charge sinusoïdale normale, uniformément 

répart ie dans un cercle de rayon r0. Les valeurs numériques des caractéristiques du massif et du chargement 

sont indiquées sur la Fig. 4.24. Ce problème est résolu analytiquement par Quinlan ainsi que par Sung ¡84] 

(voir § 2.4.4) ; mais en ce qui concerne les solutions exp l i c i t es , seule ce l le du déplacement au centre 

de l ' a i r e chargée est calculée par Sung. 
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Modélisation du problème 

Le problème présente une symétrie de révolution. Le maillage utilisé comprend 42 éléments quadrila­

tères et 173 noeuds (Figs. 4.25 (a) et (b)). 

Fig. 4.25 (a) - Schéma du modèle discret 

simulant le semi-espace 

élastique. K> 

13 

4L=0 

rnfc* 

• 1 

¡«(fcît) 
JW 

A.tSm. 

B>or¿ Vfócjoíox (unies <i« Vof.»«*) 

ir 
•fi-S 

05 .2 

161 
Il faut déterminer les valeurs des coefficients d'amortissement correspondant aux noeuds qui se 

trouvent sur le bord inférieur (1-161) et sur le bord vertical (161-173). Ces deux bords auront pour fonction 

d'"absorber" respectivement l'énergie des ondes de volume (longitudinales et transversales) et celle des 

ondes de Rayleigh. Nous avons : 

Vj, = 182,57 m/s 

Vs = 105,41 m/s 

VR = 0,9194 Vs = 96,91 m/s 

et la longueur de l'onde de Rayleigh est : 

L_ = -JL = 3,88 m (f « 25 Hz). 
R f 

La force totale appliquée étant P • Z cos wt (Z positive dans le sens de la normale extérieure), 

le déplacement au centre du cercle est donné par la formule suivante : 

W ( O , 0 , t ) = £—- [f-, COS ait - f - Sin ait] 
' o 

où, f, et fp sont des fonctions dépendant de la fréquence sans dimension, a0 (Equation 2.16) : 

<or„ 

Pour notre problème 

a0 = 0,745 ; 

et d'après les courbes de la Fig. 2.15 

f1 = -0,21, 

f2 = 0,10. 
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A i n s i , pour le force p = n r p sin «it, le déplacement sera : 

w (0 ,0 , t ) = 0,00183 sin (157,08 t - 0,44) (m), qui présente un déphasage de 0,44 Rad. par rapport à 

la pression appliquée. 

ty = Arc tg — - = 0,44 Rad. 
fl 

La longueur et la profondeur du modèle sont respectivement égales â 1,25 L„ et 0,90 LR. 

-4 L incrément de temps retenu, ¿t = 8,333 10 s e c , est égal à l/48ème de la période de vibrat ion (T » 0,04 sec.) 

Les coeff ic ients d'amortissement des noeuds du bord in fér ieur sont calculés de la manière suivante 

(Fig. 4.26) 

h»arJ vischuti/A. 

r-

\ ' \ e' 

Fig.-4.26 - Position des noeuds des éléments quadrilatères par rapport 

â 1'axe de symétrie. 

Pour les points qui se trouvent au milieu du côté des éléments : 

Cz = (2„r) (a P y (£) 

4iu Cx = (2»r) (b P Vs) (^) 

où a * b = 1 et r est la distance du noeud considéré â l 'axe de symétrie. 

Pour les noeuds communs entre deux éléments vois ins, i l faut remplacer, dans les équations 

précédentes, (Q par ( -^ -^- ) . 

En ce qui concerne le bord ver t ica l (161-173), les coef f ic ients sont calculés par des formules 

suivantes 

Cx = (2 » L) (a p Vt) ( ^ ou i-g-C; 

Cz = (2 TT L) (b p Vs) ( ^ ou i - J - i l ) 

où a et b, qui varient a.vec la profondeur et qui dépendent de la fréquence de v ib ra t ion , sont définies par les 

équations 4.90 et 4 .91. L est la distance du bord ver t ica l â l 'axe de symétrie. 
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Notons que le facteur (2 > r ou L) (-g- ou g ) représente en effet la "surface, d'influence" des 

noeuds des éléments quadrilatères dans un problème â symétrie axiale. 

-100 
fWfJ Swiuit ( f* pn3ïtù>t4MMUtreU>) 

—^ — - - * Sefalt«* 

*, , 10°, 
?(KP«}' 

1,5J 

* *7 (w» . ) 

Fig. 4.27 - Déflexion au centre de l'aire chargé. 

La variation dans le temps de la déflexion du centre du cercle chargé, w (o,o,t), est montrée par 

la Fig. 4.27. Le calcul numérique est effectué pour plus de 140 pas de temps, c'est-à-dire pour plus de trois 

périodes de vibration. La comparaison des résultats analytiques et numériques montre que pour la première 

période, il existe une coïncidence remarquable entre les deux courbes mais au cours des périodes suivantes 

l'amplitude de la déflexion du modèle numérique s'accroît légèrement avec le temps. Cet écart est dû à la 

réflexion de l'énergie non absorbée par les bords, car comme il a été souligné précédemment (4.3.3), ceux-ci 

ne sont pas complètement absorbants et quelques pour cent de l'énergie incidente seront réfléchis. 

Cependant, l'écart entre les deux solutions reste négligeable et, compte tenu du fait qu'au bout 

de 2,5 périodes toutes les premières ondes non absorbées par les bords soient déjà parvenues au point (o,o), 

montre que le modèle est bien adapté pour simuler le comportement du massif semi-infini. Par ailleurs, 

l'examen de la variation des déplacements et des contraintes dans le massif montre que l'amplitude de ces 

grandeurs diminue progressivement avec la profondeur. Les courbes isovaleurs correspondant â t = T (48ème pas 

de temps) sont indiquées en Annexe 3. 
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4.5 - CONCLUSIONS 

Ce travail n'est qu'un premier pas dans le domaine de l'étude par la méthode des Eléments Finis du 

comportement dynamique du matériau soumis au compactage (essais VIBREX) ; nous nous sommes en effet limités 

à l'étude de faisabilité correspondant à la simulation des massifs semi-infinis élastiques ou visco-élastiques 

au moyen des modèles â bords non réfléchissants. Pour cela nous avons adapté, à la suite d'une étude bibliogra­

phique, la méthode des "bords visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer qui est appliquée â l'origine dans un programme 

de calcul â variables complexes. Les exemples traités démontrent que cette méthode est en effet applicable dans 

le programme Rosalie qui utilise, lui, le procédé de l'intégration pas-à-pas dans l'espace du temps. 

Enfin, la comparaison des résultats expérimentaux avec ceux des calculs numériques met en évidence 

que le massif constituant la base de la fosse d'essais, quoiqu'il soit plus rigide que la couche surmontant, 

transmet une partie non négligeable de l'énergie du compactage. Ceci résulterait en premier lieu du fait que 

la fréquence de vibration étant assez basse, la "profondeur" de l'onde de Rayleigh (l'onde qui transmet la par­

tie la plus grande de l'énergie radiée) est beaucoup plus grande (plusieurs fois) que l'épaisseur de la couche 

compactée. 



135. 

C O N C L U S I O N G É N É R A L E 

L'articulation des différents domaines de l'étude sur l'efficacité du compactage par vibration a été 

rappelée au premier chapitre. Nous avons vu que les seuls essais en laboratoire (sur des échantillons de maté­

riaux) visant à interpréter le rôle de la vibration dans le compactage des matériaux granulaires, bien que néces­

saires, ne sont pas suffisants,pour décrire le processus de compactage dans sa globalité? En effet, il est d'une 

part très difficile, sinon impossible, de reproduire intégralement les conditions réelles, en raison notamment 

des conditions aux limites de 1'éprouvette. Mais, de plus, ces études ignorent le rapport qui existe entre les 

différents paramètres caractéristiques de l'ensemble sol-compacteur vibrant et les sollicitations exercées sur 

le matériau. 

L'étude de l'interaction de l'ensemble sol-rouleau vibrant nécessite : 

- au plan expérimental des essais en vraie grandeur sur des "planches" dont les conditions aux limites 

sont uniformes ; 

- dans le domaine théorique, des modélisations permettant l'utilisation des moyens mathématiques dis­

ponibles. 

Dans ce dernier domaine, l'examen dans le deuxième chapitre des théories des massifs semi-infinis et 

l'analogie de Lysmer qui éta&lit les liens explicites entre le semi-espace élastique et le modèle viscoélastique 

à un degré de liberté nous a permis d'interpréter certaines constatations issues du programme expérimental Vibrex. 

Ainsi on a pu fournir une interprétation des variations irrégulières de l'amplitude du déplacement 

vertical de la bille selon le nombre de passes, et la variation de la "fréquence de résonance" avec le moment 

d'excentricité des balourds. Il apparaît par ailleurs nécessaire de tenir compte, dans l'interprétation du com­

portement de l'ensemble sol-rouleau vibrant de la rigidité relative du substratum (base de la fosse dans le cas 

du Vibrex) et, dans une certaine mesure, des variations de la répartition des charges dans l'empreinte. 

Le résultat le plus notable, à notre avis, de cette approche, est la mise en évidence du rôle de la 

variabilité de la surface de contact entre la bille et le sol : une diminution par exemple de 5 % de Taire 

d'empreinte au cours d'une opération de compactage aura pour effet, par rapport au cas où elle serait constante, 

de diminuer la puissance dissipée de 15 S, ... 
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Il apparaît en effet que la variation de Taire d'empreinte en fonction des caractéristiques mécaniques du ma­

tériau granulaire est un facteur essentiel des variations du comportement vibratoire de la bille vibrante, ainsi 

que de celles des sollicitations induites dans le matériau. 

A la suite de ces constatations, des essais, en vraie grandeur, sur un matériau frottant (grave 

propre) et un sol fin (limon plastique) ont.donc été réalisés pour mieux connaître les variations de 1'"emprein­

te". Par ailleurs, la recherche à l'aide de la méthode des éléments finis des modèles à comportement élasto-

plastiques pouvant expliquer les résultats expérimentaux nous a permis de mieux connaître le rôle de différentes 

propriétés physiques du milieu granulaire dans la variation réelle de l'aire d'empreinte. Ces études mettent 

notamment en évidence les trois résultats suivants : 

1) La valeur absolue de la largeur d'empreinte est beaucoup plus grande que celle correspondant au 

semi-espace élastique. 

2) Cet écart traduit le décompactage, sur quelques centimètres de profondeur, de la partie supérieure 

de la couche sous l'effet des efforts tangentiels. En effet, le décompactage -donc la baisse des résistances 

mécaniques- du matériau en raison de grands déviateurs de contraintes appliqués entraîne une augmentation consi­

dérable de l'aire de contact par une "plastification locale", sous charges normales, de la zone décompactée. 

3) C'est pourquoi, la variation de la largeur d'empreinte'en fonction de la charge statique appliquée 

et du module de déforjiabilité "global" du massif du sol suit à peu près la loi élastique. 

Enfin, la recherche, dans le quatrième chapitre, des modèles (élastique ou viscoéalstique) à éléments 

finis des massifs de sols, respectant au mieux les conditions aux limites réelles en présence des phénomènes 

dynamiques (propagation des ondes élastiques, réflexion, . . . ) , nous a permis d'appliquer, dans le cadre du pro­

gramme Rosalie, la méthode des "bords a amortisseurs visqueux" de Lysmer et Kuhlemeyer. Nous avons par ailleurs 

démontré sur un exemple que; bien que la base de la fosse d'essais (Vibrex) soit plus rigide que la couche qui la 

surmonte, elle transmet une partie non négligeable de l'énergie induite par le compactage, ce qui résulterait 

notamment de la basse fréquence de la vibration. 

Au terme de ce travail, il nous apparaît que dans ce domaine de compactage par vibration les axes 

suivants se présentent pour l'étude do compactage par vibration : 

1) Il y a encore, et de façon féconde, a interpréter les résultats des essais en vraie grandeur à 

l'aide des modèles mathématiques à paramètres concentrés, en tenant compte des particularités du comportement de 

l'ensemble sol-rouleau vibrant telles que la variabilité de l'aire d'empreinte, etc. 

2) L'étude par la méthode des éléments finis des sollicitations induites en tout point du massif du 

sol, en s'appuyant d'une part sur les résultats de mesures in situ et, d'autre part, sur des modèles de compor­

tement plus réalistes du matériau granulaire, définis par des essais en laboratoire, offre des perspectives nou­

velles. 
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Si la première approche vise à définir l'efficacité du compactage par vibration en appréciant mieux 

les efforts appliqués à la surface du massif, c'est, en définitive, la deuxième approche qui saura définir l'ef­

ficacité de ces efforts dans la variation en profondeur de la compacité. 
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ANNEXE 1 
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ANNEXE 1 

1- Photo- 1: Rouleau monobille A625(Richier) sur la planche N° 3. 

2- Photo. 2: Empreintes "enregistrées" sur le papier sensible correspondant aux 

différentes valeurs de la charge statique transmise par la bille. 

3- Photo. 3: Mise en place des capteurs de pression. 

4- Courbes granulométriques des matériaux utilisés: Grave Dl , Limon naturel. 

5- Résultats d'essais triaxiaux sur quatre échantillons de grave Dl. 

6- Résultats d'essais triaxiaux consolidé non drainés sur cinq échantillons de limon, 

7- Résultats d '-essai s"Proctor normal". 

8- Principes.caractéristiques et utilisation de la Dynaplaque. 

9- Relation entre "module dynaplaque" et le module de dëformabi1 i té donné par des 

essais de plaque. 
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Photo. 1-Rouleau monobille A625 

(Richier) sur la planche N° 3. 

Photo. 2-Empreiites "enregistées sur 

le papier sensible correspondant aux 

différentes valeurs de la charge sta 

tique transmise par la bille. 

Photo. 3-Mise en place des 

capteurs de pression. 
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Appareil de mesure de la déformabilité des plates-formes de terrassement 

| . - f . -» .a i , -.M 1 . • ^ ^ - | Y 1 - ' , : C* et de couche de fönne ^ ; " > 

APPLICATIONS 

— ausculter et réceptionner des plates-formes de ter­
rassement et de couche de forme destinées à recevoir 
un corps de chaussée ; 

— apprécier le comportement à la fatigue de structu­
res rustiques, telles que couches de forme, pistes de 
chantier, voies forestières ou agricoles, parkings etc. 

CONDITIONS D'UTILISATION 

— l'appareil est utilisable sur toutes les plates-formes 
dont la rigidité n'excède pas 1 500 bars, et constituées 
par des matériaux dont le diamètre des plus gros élé­
ments est inférieur à 200 mm ; 

— la conception de l'ensemble véhicule-appareil fait 
que l'on peut aisément accéder en tout point d'une 
plate-forme à ausculter et se rendre rapidement d'un 
chantier à un autre ; 

— il est manoeuvrable par une seule personne qui, de 
surcroit, n'est pas tenue de sortir de la cabine du véhi­
cule pendant l'exécution de l'essai ; 

— il n'est pas recommandé d'utiliser l'appareil sur des 
plates-formes pentées à plus de 30 %. 

PRINCIPE DE LA MESURE 

La dynaplaque en position «transport». 

La dynaplaque en position «mesure». 

L'appareil permet d'appliquer sur la plate­
forme à ausculter une sollicitation dynamique analogue en intensité et en fréquence à celle provoquée par le 
passage d'un essieu chargé à 13 tonnes, roulant à 60 km/h, au moyen d'une masse que l'on fait tomber sur 
une couronne de ressorts fixés sur la plaque reposant sur le sol. 

On mesure la réponse de la plate-forme à cette sollicitation par le coefficient de restitution énergé­
tique du choc ainsi engendré, qui s'exprime par le rapport entre la hauteur du rebond de la masse et sa hau­
teur de chute initiale. 

Une courbe d'étalonnage fournie avec l'appareil permet de traduire le coefficient de restitution en 
un module dynamique. 



Si on applique un grand nombre de chocs en un point donné, l'évolution du module dynamique 
permet d'apprécier le comportement à la fatigue de la plate-forme testée. 

DESCRIPTION DE L'APPAREIL 

Il comprend : 

— le générateur d'impulsion constitué par la plaque d'appui au sol, les couronnes de ressorts, la colonne de gui­
dage, la masse tombante et son system« auto-blocant sur la colonne en position rebond, 

— le système hydraulique de commande de la levée et de la chute de la masse, 

— le système de mesure et de dépouillement constitué par un codeur optique et une calculatrice imprimante 
donnant la hauteur de chute, la hauteur de rebond et le rapport de ces deux grandeurs. 

L'ensemble de l'appareil, dont le poids est de 500 kg environ, est monté à poste fixe sur un véhicu­
le léger à 4 roues motrices permettant d'accéder en tout point d'un chantier de terrassement et de se déplacer 
sur route à une vitesse de 90 km/h. La montée et la descente de l'appareil sur son véhicule est hydraulique ; 
les commandes générales du circuit hydraulique ainsi que l'imprimante sont à l'intérieur de la cabine. 

PERFORMANCES 

La courbe d'étalonnage montre que l'appareil a été dimensionné (choix des valeurs de la masse 
tombante, de la rigidité des ressorts et de la hauteur de chute) pour avoir une mesure suffisamment sensible 
dans le domaine des modules dynamiques compris entre 100 et 1 000 bars, ce qui correspond aux valeurs géné­
ralement observées pour les plates-formes de terrassement et de couche de forme. 

. la cadence des essais réalisables est de 20 essais à l'heure environ, 

. 150 secondes par essai, dont 60 secondes pour le déplacement entre 2 points d'essai, 

. temps d'un choc et d'une remontée de la masse : 6 à 8 secondes. 
1. Plaque de chargement 

circulaire \<p 600 mm) 

2. Colonne de guidage liée 
à la plaque de charge­
ment 

3. Masse tombante coulis­
sant sur la colonne de 
guidage 

4. Deux ensembles de res­
sorts identiques 

5. Dispositif de relevage et 
de lâchage de la masse 

6. Bague conique permet­
tant de lâcher ia masse 
de la hauteur désirée 

7. Système à cames per­
mettant d'immobiliser 
la masse après le rebond 

8. Codeur permettant de 
mesurer et d'enregistrer 
sur une imprimante les 
hauteurs de chute et de 
rebond 

vf • *• ' 9. Vérin de relevage 
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Etalonnage de ¡a dynaplaque 
Valeurs du module *E> (dynamique) 

en fonction du coefficient de restitution R. 

Schéma de principe de ¡a dynaplaque 

Pour tout renseignement complémentaire concernant la Dynaplaque, s'adresser au : 

LABORATOIRE CENTRAL DES PONTS ET CHAUSSÉES 
58, boulevard Lefebvre - 75732 PARIS CEDEX 15 - Tél. : Paris (1) 532 31 79 
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ANNEXE 2 

INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA PLASTICITE ET A LA 

RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DES 

PROBLEMES ELASTO-PLASTIQUES 



150. 

Le comportement ëlastopl ast i que des massifs soumis auxchargementsstatiquespeut être étudié par le 

programme Rosalie dans les cas où le comportement des matériaux constituant ces massifs obéit à un des cri tères 

classiques suivants : 

- cr i tère de Tresca, 

- c r i tè re de Coulomb, 

- cr i tère de Von Mises (avec ou sans écrouissage), 

- cr i tère parabolique, 

- cr i tère de Drucker. 

Ce sont les cr i tères les plus connus de la théorie d i f f é ren t i e l l e de la p l a s t i c i t é , fondés sur les 

caractéristiques mécaniques des matériaux isotropes. 

• Un corps est d i t avoir un comportement élastoplastique quand, au-delà d'un certain niveau de charge­

ment, i l présente à la fo is des déformations réversibles (élastiques) et des déformations i r réversib les (plas­

tiques) . 

La théorie classique d 'é lastop last ic i tê considère que le matériau est in i t ia lement isotrope, que le 

temps n ' in te rv ien t pas, c'est-S-dire q u ' i l n'y a pas d 'e f f e t dû au fluage et (ou) à la re laxat ion, e t , en outre, 

néglige les effets thermiques, dynamiques (comportement statique ou quasi-statique) et des grandes déformations 

H i l l 0195O)-

Le but essentiel recherché par la théorie est l 'établissement des équations consti tut ives élastoplas-

t iques. La posit ion du problème élastoplastique est la suivante : étant donné un corps (Fig. 1 ), trouver 

V £ i j ' a i j ' l 

sat is fa isant a : 

a) l ' équ i l ib re (dans D, sur C et à travers I ) ; 

b) la compatibi l i té des déplacements ; 

c) les lo is const i tut ives élastiques l inéaires (dans De) ; 

d) les lo is consti tut ives élastopl astiques (dans D*3). 

FÍCJ. i - PnkUtr* aux l ^~~"—-L_ x „ W W I 

¿>e 
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Dans la théorie 
cipaux : 

de la p l as t i c i t é , la lo i de comportement comprend t ro is éléments pr in-

- un cr i tère de p las t i c i té i n i t i a l e , définissant l ' é t a t de contraintesâ par t i r duquel l'écoulement 
plastique peut se produire ; 

- une lo i d'écoulement plast ique, re l ian t les incréments de déformation plastique aux contraintes 

et incréments de contraintes; 

une lo i d'écrouissage, décrivant l 'évolut ion de la surface de p las t i c i té au cours de l'écoulement 
plastique. 

Schématisation de la courbe expérimentale de l 'essai uniaxial 

On admet, comme l ' a proposé Pranat l , que la courbe contrainte-déformation résultant d'un essai uni-

axial ( t ract ion simple pour les métaux), peut être idéalisée de la manière représentée à la Fig.2. , c 'est-à-

dire en supposant que : 

a) la courbe est l inéai re jusqu'au point A, représentant la l im i te élastique i n i t i a l e (et la l im i te de 
proport ionnal i té) ; 

C,a 1 - C o u r t e Con+ro.in'V*- ¿ « S » r m o A » n d ' u n fi*«>^ urño.*-\ 

(e'crou»áseme ^ ' ^ ' J ) " 

ÀCA ; 

b) au-delà du point A, le matériau s 'écrouit en suivant une courbe monotone i r révers ib le : si la 

contrainte au point B diminue, le matériau su i t la courbe BC qui : 

- ne présente pas de boucle d'hystérésis (BC = CB), 

- est l inéaire et de même pente que OA, 

- se raccorde à la courbe i n i t i a l e ABD en B pour un nouveau chargement au-delà du point B, ce dernier 

point représentant la nouvelle l im i te élastique pour le chemin CBD, 

- au-delà du point D, les déformations deviennent trop grandes pour entrer dans le cadre de la théorie, 

donc la f i n de la courbe n'est pas considérée. 



152. 

Hypothèses de base 

1 - Décomposition des déformations totales 

On admet que les déformations tota les e^- se décomposent en une part élastique et une part plast ique, 

la part élastique étant l iée aux contraintes totales par le l o i de Hook. On a donc : 

e i j « H j + £ i j < <> 

£< i j • H i j k T a k l o u a i j = E i j k T h\ 

avec H = E" ] 

Cette hypothèse est directement inspirée de 1 'essai uniaxial ; e l l e est incorrecte en grandes déforma­

t ions. 

L'équation s 'éc r i t : 

a i j * 2 n e1j + * Ekk 6 i j ( 1 ) 

où \ « — et u = — - = G ( 3 ) 
(l+v)(l-2 v) 2(l+v) 

sont les constants de Lamé et 6 est le symbole de Kronecker. 

En out re , on f a i t l'hypothèse complémentaire, dans les cas des cr i tères Von Mises et Tresca, que les 

déformations plastiques se font sans changement de volume : 

eh = eP + cP + e? = 0 ( A ) 

2 - Existence des surfaces de p las t i c i té 

L 'état de contraintes peut se représenter par un point dans l'espace S neuf dimensions des contraintes, 

de manière q u ' i l ex iste, en son voisinage, une zone où un accroissement des contraintes, do\|., ne produit qu'un 

accroissement des déformations élastiques, dee^ (c'E?i = 0) • La f ront ière de cette zone est la surface de p l a s t i ­

c i té (ou d'écoulement) i n i t i a l e , laquelle on suppose ex is te r . Elle est représentée par l 'équation : 

Fo (a1(J) = 0 ( S ) 

Lorsque 1'êcrouissage se produit , cette surface change au fur et â mesure que les déformations p las t i ­

ques progressent ; l 'expression mathématique de ces surfaces de p las t i c i té successives s'appelle la fonction de 

charge. Elle dépend de l ' é t a t de contraintes a t te in t o\ . , de l ' h i s t o i r e des déformations plastiques eP. et de 

l'êcrouissage (par l ' intermédiaire d'un paramètre, k ) . En résumé : 

F ((Xjj ; cPj ; k) = 0 existe ( 6 ) 
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et t e l l e que 

F < 0 : état élastique 

F = 0 : état plastique ; do., peut provoquer de?. ; 

F > 0 : état inadmissible (sans s ign i f i ca t ion ) . 

La valeur spéciale F = 0 constitue la condition de p las t i c i t é à pa r t i r de laquelle on peut dé f in i r t ro i s 

cas de chargements d i f fé rents , pour une augmentation de s o l l i c i t a t i o n donnée. Soit dF la var iat ion correspon­

dante de la fonction de charge : 

dF = - I L de., + JJL . d eÇ, + l t dk ( 7 ) 
3 c \ . TJ 3eP. ^ 3K 

a) dF<0 ; l ' é t a t a t te in t est élast ique, donc de!?, = 0, .dk = 0 , on a un processus de déchargement. 

¡p£- do, • < 0 , F = 0 déchargement ( S } 
d c i j 1 J 

b) dF = 0, mais de?. = 0 (donc dk = 0) ; ce processus, qui passe d'un état plastique à un autre sans 

var iat ion des déformations plastiques, est appelé chargement neutre : 

d a j . : • 0 , F = 0 chargement neutre ( 3 ) 
3 c . U 

1J 

c) dF = 0, de?. = 0, dk = 0 ; ce processus f a i t passer d'un état plastique à un autre avec var iat ion 

des déformations plastiques et s'appelle chargement ; 

—¿£ dCT. . > 0 , F = 0 chargement ( 10) 
3oij U 

Ces t ro is possib i l i tés sont -illustrées par le schéma de la Fig. 3. 

FiQ. 1 - C W Q « « « « * , eberipm***'"<*+" clhchirgem*» 
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3 - Postulat de s t a b i l i t é de Drucker 

Ce postulat , qui est une formulation du principe "du t rava i l maximal", s'énonce comme su i t : so i t c . . 

l ' é t a t de contraintes en un point d'un corps pour une s o l l i c i t a t i o n donnée ; par une cuse extérieure dist incte 

de cette s o l l i c i t a t i o n , un état de contraintes additionnel est appliqué puis re t i ré lentement ; a lo rs , pendant 

l 'app l ica t ion seule, ou pendant le cycle complet, l 'agent extérieur fourn i t un t rava i l non-négatif. 

Soit o\ . l ' é t a t de contraintes existant (Fig.4- ) ; l 'agent extérieur amène d'abord cet état sur la 

surface de p las t i c i té au point a..¡ en suivant un chemin élast ique. Puis i l provoque un accroissement do. . des 

contraintes en domaine plastique (1'écrouissage est supposé non-négatif) produisant des déformations à la fo is 

élastique et plastique ; en f in , i l se re t i re et l ' é t a t de contraintes retourne au niveau a¡¡ en suivant un che-
' J 

min élast ique. Dans ce cycle, le t rava i l élastique est nu l , de sorte que le t rava i l de l 'agent extérieur est : 

d „, . . d £P. > 0 . (o i j - aij) d £ i j + 

Puisqu'on peut choisir a^- = a^ - , on a 

d a. 
i j 

d ^ » 0 

( 11) 

M) 

et puisque ce second terme est d'un ordre de grandeur infér ieur au premier, ce dernier doit sa t i s fa i re a 

( a i j \ °1J> d £ i j * ( 13) 

l ' éga l i t é ayant l ieu pour le chargement neutre 

p»a ¿ - PoaAulto4 d* . D r u c k e r . 

Les inégali tés ( 11) et ( 13) ont des conséquences fondamentales sur la théorie de la p l as t i c i t é , car 

on peut en déduire la forme des équations const i tut ives recherchées. Deux propriétés principales se dégagent 

du postulat de Drucker : 

a) Convexité : toute surface de p las t i c i té F = 0 est connexe. Cela découle de 13 qui exprime que 

l 'angle entrefer..; - o\¡..-)et de?, ne peut excéder 90°, le produit scalaire étant pos i t i f ou nu l . 

b) Normalité : le vecteur incrément des déformations plastiques est normal à la surface de p las t i c i t é , 

En e f f e t , puisque (C j . - a t . ) ne peut être situé que d'un seul côté d'un hyperplan perpendiculaire à d e L 

(Eq. -M ) , cet hyperplan est tangent à F, et de!L est donc perpendiculaire à F. Par a i l l eu r s , l' incrément 

de déformations plastiques est indépendant de l ' incrément de contraintes da. - . 
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Cette propriété de normalité se t radu i t par l 'équation suivante : 

deÇ. = d X. Í L L avec d A so ( 1 4 ) 

où d X est un facteur de proport ionnali té qu i , en raison de l ' i néga l i t é 3. , est non-négatif. Cette re la t ion 

fondamentale s'appelle lo i de normalité ou lo i d'écoulement plast ique. On d i t aussi que F est la fonction poten­

t i e l l e plastique. 

Notons que le postulat de Drucker n'est pas toujours conforme à la réa l i té physique et par conséquent 

ne peut être considéré que comme une hypothèse ; de sorte que toute autre hypothèse vér i f iée expérimentalement 

est tout aussi valable. Ains i , pour certains matériaux dont les déformations plastiques n'obéissent pas l la 

lo i de normalité, on suppose nu ' i l existe un potentiel plastique G (d i f férent de F) auquel s'applique la l o i de 

normalité : 

d^ - d* - 4 1 < « ) 
on l 'appel le la lo i d'écoulement non associée. 

Connaissant la surface de p las t i c i té (ou la fonction de charge, F) la lo i de normalité nous permet 

d 'é tab l i r l 'expression générale des équations consti tut ives incrémentales : 

d £ i j - H i j k l • d°k l + d * • ^ 7 ( 1 é ) 

Critère de "p las t ic i té 

On appelle cr i tère de p las t i c i té une l o i qui dé f in i t explicitement la forme de la surface de p l a s t i ­

c i t é . 

Loi d'écrouissage 

On appelle lo i d'écrouissage une lo i qui décr i t explicitement la forme de la fonction de charge ou, 

en d'autres termes, qui dé f in i t l 'évo lut ion des surfaces de p las t i c i t é successives. Les deux lo is pratiquement 

u t i l i sab les sont : 

a) la l o i d'écrouissage isotrope, qui suppose essentiellement que la fonction de charge est obtenue 

par une expansion uniforme de la surface de p las t i c i t é dans tous les sens. Cette lo i est en contradiction avec 

l ' e f f e t de Bauschinger, et conserve l ' i s o t r o p i e . 

b) la lo i d'écrouissage cinématique l i néa i re , qui suppose essentiellement que la fonction de charge 

garde la même forme que la surface de p las t i c i té i n i t i a l e , mais e l l e se déplace par translat ion dans l'espace 

de contraintes. Cette lo i in t rodu i t partiellement l ' e f f e t de Bauschinger, ainsi que Tanisotropie due aux 

déformations plastiques. 

La lo i d'écrouissage du cr i tè re de Von Mises, appliquée par Programme Rosalie, est une lo i isotrope : 

l ' i so t rop ie du matériau est conservée ; quel que so i t le chemin suivi dans l'espace des déformations pour at ­

teindre un état de contraintes, la fonction de charge f inale est la même. 
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Ains i , la fonction de charge a la même forme que le c r i tè re de p l as t i c i t é i n i t i a l e t seule la constante k devient 

fonction d'une certaine mesure de l'écrouissage ; la détermination expérimentale de cette fonction est indépen­

dante de la s o l l i c i t a t i o n : on peut l ' ob ten i r , par exemple, à l 'a ide d'un essai un iax ia l . 

Les hypothèses de la lo i d'écrouissage isotrope conduisent, géométriquement, à une expression de sur­

face de charge i n i t i a l e (homothétie). On peut donc écr i re : 

F ( a i j ; eÇj ; k) - 0 - F f a ^ ; K) = F ( Q , J ) - F'(K) ( 17) 

où la dépendance de F' v is-à-vis de e!?¿ est en e f fe t maintenue par l ' in termédiaire de K qui dépend de l ' h i s t o i r e 

des déformations plastiques. 

Pour mesurer l'écrouissage af in de donner une formule exp l i c i t e pour F ' (K), on peut fa i re deux hypo­

thèses : 

a) hypothèse du t rava i l de déformation plastique : 

ep . 
P D P 1J n 

dK s dW = c . - . d e : , avec W = / ci. - .deC. ( 1g) 
(W 5 0) p 
et on pose F(K) = f, (W ) 

b) hypothèse de l'incrément de déformation plastique de comparaison ; on dé f i n i t : 
eP. 

/ — i j 
dK s dëP = \ / | d E<, . . dc°. avec ë P = / d t r ( 19) 

et on pose F(K) = f (l P) 

Pour le c r i tè re en question (Von Mises) ces deux déf in i t ions sont équivalentes, c 'est-à-di re qu ' i l 

existe une relat ion de la forme : 

W = f , (ê p ) 

P p 
entre les deux mesures de 1 'écrouissage : H et Ë . 

Critère de Tresca (1864) 

F ^ j ) = la, -a 3| - 2 K = 0 ( ^ 

ou a et a sont les contraintes principales extrêmes ; K est la résistance au cisaillement simple. 
1 3 

Selon le c r i t è re de Tresca, la p las t i c i té n'a l ieu que lorsque la contrainte de cisail lement maximale 

a t te in t la valeur de K, ce dernier étant une constante (p las t i c i té idéale) ou fonction des déformations p l a s t i ­

ques (p las t i c i t é avec écrouissage). La version actuel le du Groupe 5 ne s'applique qu'a-u cas de p las t i c i t é idéale 

et en déformation plane. 

Dans l'espsce des contraintes pr incipales, la surface de p las t i c i té est un prisme, paral lè le à l 'axe 
ai = a2 = °3 . dont la section avec le plan {c1 + O 2 + CT3= 0) est un hexagone régul ier de centre (0, 0, 0) -

Fig. 7. 
La contrainte princioale ne joue aucun rôle dans les cr i tères de Coulomb et de Tresca. 
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Critère de Coulomb (1773) 

Le premier c r i tè re de p l a s t i c i t é en mécanique des so ls , le c r i t è re de Coulomb, se présente dans le 

plan de Monr ( T , J ) par deux droi tes de l 'équation suivante : 

F (c. .) • |o • a \ + sin $ (c + o - 2 C cotg $) 21 ) 

où c et a sont les contraintes principales extrêmes (posit ives en t rac t ion) ; 

p est l 'angle de frottement interne et C la cohésion. 

C-c-t 

6u>o 
S-->o 

F\CL. 5 - Courbe in tr insèque COULOMB e t DRUCKER FVcj .é— Courbe i n t r i n s è q u e TRESCA e t MISEE 

Dans l'espace des contraintes principales [a^ , c , c ) la surface de p l a s t i c i t é est une pyramide de 

base hexagonale et d'axe 0 = 0 = 0 (F ig . f ). 
1 2 3 

«C Critère He CCVLOMB 

Critère de DRUCKER 
extérieur 

Critère de DRUCKER 
intérieur 

5c 

»,<o 2<0 

F'iJ • 7 ~ Section par le plan P; tg a 
~3 -sin V 
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Critère de Von Mises (1913) 

La surface de p las t i c i t é i n i t i a l e est une fonct ion uniquement du deuxième invar ian t du tenseur dévia-

tor ique, J 

S. . S., où S.., « o ; j - — oLL S 

ou 

2 i j i j i j i j 3 kk i j 

J, . i [(.vo/M.,-«,)' MV,)'] 

( n) 

{ 13) 

( 24) 

Dans un essai de cisai l lement où f . » f , ::-z-:- est la résistance au c isa i l lement . 
2 3 g 

Dans l'espace a, o2 o3 . la surface de p l a s t i c i t é forme un cyl indre de révolut ion de 1'axe a.=a2=c3> 

F i g . g . 

Lorsqu' i l s ' ag i t d'un matériau écrouissable, K n'est plus constant mais i l dépend des déformations 

plastiques. 

»3<0 

£ ^ Critère de MISES 

^;- 2 - Représentation du critère de Von Mises 
cs-s 1 espace 3 j o 2 a 3 . 

9 - Section du critèro par le pi.in P 
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Critère de Drucker et Prager (1952) 

statique 

Selon ce critère, la surface de plasticité est une fonction â la fois de J et de la contrainte hydro-

(=,,) = J + a I - K . 0 
1J 2 1 

( 2-5) 

où I » o + a + c * 36"0 , 6"0 étant la contrainte moyenne ; a e t K sont Aes constantes, 
i î i i 

La surface de p l a s t i c i t é est un cône dont le sommet se trouve sur l 'axe c, * az = s3 suivant les 

valeurs que l 'on attr ibue à a e t K, on peut obtenir une surface de p las t i c i t é "équivalente" è ce l le d'un c r i t è re 

de Coulomb donné. Ainsi en choisissant : 

tg 
(9 -> 12 tg 2 o) 2 * \ V z 

Í 26, 

et K * 3C 

(9 + 12 tg 2 q> W 

on obtient une surface de p l a s t i c i t é inscr i te dans la surface de p las t i c i t é de Coulomb dont les constantes sont 

: et C (F ig . 7 ) • De la même manière, i l est possible d ' é t a b l i r la fonction de charge d'un c r i t è r e de Drucken 

Prager extér ieur . C'est la première équivalence qui est choisie par le programme Rosalie, c 'es t -à -d i re que les 

paramètres aonnès sont l 'angle de frottement interne et la conésion â pa r t i r desquels le programme é t a b l i t , 

automatiquement, le c r i tè re i n s c r i t correspondant. 

i r i t c r e parapolioue 

Rj et R étant respectivement la résistance à la t rac t ion et à la compression, la surface de p l a s t i c i t é , 

dans l'espace a o" o",. est un paraboloide de révolut ion dont le sommet est sur a - a • a et qui coupe les 
• 1 1 3 1 J 3 

demi-axes a. > C en R et a. < 0 en -R ¡Fig. 41 ) . 
1 i 1 C 

F ^ i j > ' J
2

 + T ( R c - R T > l , « T R c R T 
27) 

Rg-iK 

¿_&£ a] -<x2 - a 3 

— "•> 

FJÛ . -f (JXritère de DFOCKER dans les axes (ff ,a.,aJ) 

r í t e t e parabolique 
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Le sommet du paraboloîde a pour coordonnées 

1 
a = a » a 

1 2 3 Rc+RT 

Lois const i tut ives élastoplastiquesincrémentales 

Dans une forme plus générale, la fonction de charge des cr i tères précédents se présente par F( • • , k) 
J 

dans laquel le, k, le paramètre d'écrouissage, est une fonction des déformations plastiques. Suivant la lo i de 

normalité, les équations générales d 'ë lastop lact ic i té s 'écr ivent : 

d E l j - de*. + deÇj 

d £ i j = H i j k l d £kl 

D âF ( a i i k} 

° U d £ i j = E i j k l d £kl 

( 18) 

( 19) 

( 30) 

pour un chargement : 

Hoiy k) = 0 
1J 

dF = 0 

Le seul inconnu est le scalaire p o s i t i f dX que l 'on calcule de la manière suivante : 

dF dk = 0 

da = E (de - de ) 

( 3D 

iE 
3a 

da 
L 3a 

iE I ' E de - I iE 
3a 

E dX F 

L 3a-
iE dk 
3k 

On met : A d X = - i E dk 
3k 

( 31 ) 

et on obtient : 

d X = 

A + 

fiElT 

,3a. 

3a 

E d e 

E I f 
3a 

( 3 1 ) 
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La méthode de résolution numérique 

Comme nous l'avons éc r i t précédemment (§3-5- l ) . l ' équ i l i b re , sous charges stat iques, du corps chargé 

conduit au système d'équations 

[F] = [ R ] . [U] ( 34 ) 

oû[R]est la matrice de r i g i d i t é de la s t ructure, [u ] le vecteur de déplacements (généralisés) nodaux et [F ] 

celui des forces appliquées'. Cette équation exprime en e f fe t l ' équ i l ib re des noeuds. 

Les lo is const i tut ives du matériau interviennent dans l 'é laborat ion de la matrice [ R ] ; ces lo is dé­

pendent, dans un problème êlastoplastique, de l ' h i s to i re des déformations e. J , ou, de la manière générale, des 

déplacements [ u ] . L'Eq. 3¿ s ' éc r i t donc : 

[f. = [R (U)j . [U] ( 3 5 ) 

et représente ainsi un système d'équations non-l inéaires. On doi t donc u t i l i s e r une méthode incrémentale, dont 

le principe est de résoudre une forme incrémentale des équations d'équi l ibres ( 35) par application des incré­

ments de s o l l i c i t a t i o n . En e f f e t , le but de la méthode incrémentale est la l inéar isat ion des équations (35 ). 

Le nombre d'incréments des so l l i c i t a t i ons est choisi par l ' u t i l i s a t e u r du programme ; par a i l l eu rs à 

chaque incrément de la charge, le programme effectue un certain nombre d ' i térat ions pour fa i re converger la 

solution approchée vers la solution exacte. La méthode u t i l i sée s'appelle méthode des contraintes i n i t i a l e s 

(modifiée) qui est analogue à cel le de Newton-Raphson. C'est une méthode corrective qui obtient en tout point 

F i a . , , k) ^SUPCRI, SUPCRÎ étant la tolérance maximale de la convergence (F = 0) f ixée, e l l e aussi, par l ' u t i ­

l i sa teur . 
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ANNEXE 3 
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ETATS DE CONTRAINTES ET DE DEPLACEMENTS A 

L'INSTANT t- T DANS LE MODELE SIMULANT LE 

SEMI-ESPACE ELASTIQUE 

Chorge uniJ^rnUL 

P( t ) -100 S>n(50"-t) ( \<f<x) 
R(<U~) 

6"n : W>V>Vi»*f- «n W i j t c n . 

4*5 m 

J»ci». 

JïW 
" h»r¿ vijq. 

R.cV« 

ifcCAAX • » 

4g5"* 

A « * «1« S*j mtirn. 

a 
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