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RÉSUMÉ 

Ce travail cherche à élaborer un cadre théorique unifié et cohérent, fondé sur les 
principes rigoureux de la thermodynamique et permettant de modéliser une classe étendue 
de phénomènes physiques intervenant au sein des milieux poreux non saturés, ainsi que 
leur interaction avec l'état mécanique des structures. Cette classe est celle des phénomènes 
réactifs, parmi lesquels le changement de phase de l'eau interstitielle (dessiccation), 
modélisé dans l'ensemble ses manifestations (fluage, mais surtout retrait) sera abordé 
comme exemple particulier d'application. 

Le premier chapitre rappelle les fondements de la description adoptée du milieu 
poreux, ainsi que le cadre thermodynamique qui sous-tend l'ensemble de la modélisation. 
Le chapitre II s'attache à la formulation — essentiellement nouvelle — et à l'identification 
d'une loi de comportement élastique non linéaire du milieu. Différents éléments de 
réflexion liés aux comportements microscopiques des constituants et à l'expérience, 
orientent le modèle vers certaines hypothèses fortes qui permettent la détermination 
complète et explicite de la loi de comportement macroscopique. Le chapitre HI expose les 
différentes expériences à disposition pour l'identification de la loi de comportement, et 
permet d'intégrer ces expériences, en tant que caractéristiques comportementales, dans le 
modèle théorique. Chapitre IV et chapitre V sont des exemples d'application: le 
chapitre IV étudie le problème du retrait et du fluage de dessiccation en comportement 
couplé élastique linéaire; le chapitre V se limite au cas du retrait de dessiccation, par 
application du modèle poroélastique non linéaire complet. Les résultats obtenus présentent 
une bonne adéquation avec l'expérience. 

Mots clés 
Dessiccation. Retrait de dessiccation. 
Milieu poreux non saturé. Changement de phase. Poroélasticité non linéaire. Couplages 

hydromécaniques. 
Pression capillaire. Humidité relative. Saturation. Courbe capillaire. Isothermes de 

sorption-désorption. Courbes d'invasion capillaire. 
Surfaces d'état. Contrainte effective. 





ABSTRACT 

The target of this research is to set up a unified and coherent working frame basing 
upon the rigorous principles of thermodynamics and making it possible to modell a large 
class of physical phenomena acting in unsaturated porous media, as well as the related 
interactions with the mechanical state of the structures. This class corresponds to reactive 
phenomena among which one finds the phase change (desiccation) for which the whole of 
its subsequent actions (creep but essentially shrinkage) is modelled and which will be 
treated as a specific application example. 

The first chapter recalls the bases of the adopted description of the porous medium 
as well as the global thermodynamical frame which underlays the whole modelling. 
Chapter II deals with the — mainly new — formulation and the identification of a non 
linear elastic constitutive law of the medium involved. Various reflexions elements related 
to the microscopic behaviours of the components and to experiments have orientated the 
modell towards some more limitative hypotheses making it possible to have a complete 
and explicit determination of a law for the macroscopic behaviour. Chapter IV and V are 
examples of application: chapter IV studies the problem of shrinkage and creep in a 
coupled linear elastic behaviour. Chapter V is limited to the case of shrinkage treated by a 
numerical application of the whole non linear elastic modell. The results obtained are in 
good agreement with the corresponding experiments. 

Keywords 

Desiccation. Shrinkage. 
Unsaturated porous media. Phase change. Non linear poroelasticity. Hydromechanical 

couplings. 
Capillary pressure. Relative humidity. Saturation. Capillary curve. Sorption-desorption 

isotherms. Capillary invasion curves. 
State surfaces. Effective stress. 
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CONVENTIONS 

Dans l'ensemble de ce rapport, on adoptera les conventions suivantes sur les indices 
répétés. 

Les indices muets sont exclusivement représentés, dans ce mémoire, par les 
minuscules latines i et j , les majuscules latines I et J ainsi que les minuscules grecques a et 
ß. Tous indices autres que ces 6 lettres déterminées sont exclus des conventions qui 
suivent. 

Lorsque, dans un produit, un indice muet est répété (deux ou plusieurs 
occurrences), deux cas se présentent: 

- 1er cas: aucun indice n'apparaît au bas du numéro de formule: on adopte dans ce 
cas la convention de sommation sur l'indice répété — c'est-à-dire qu'il faut comprendre 
«somme sur l'indice (...)». 

Exemple: 

(H.2) crcè + g i i n i - S T - ^ O 

qu'il faut interpréter ainsi: 

(H.2) a : è + £ g i î r i i - S T - * > 0 

11 



De même dans le cas de plusieurs indices répétés: 

(n.3) (gi-g^iriUjèO 

doit se comprendre: 

(H.3) £ ( g i - g j ) m % > 0 

- 2 è m e cas: l'indice apparaît au bas du numéro de la formule: il faut comprendre que 
la formule est valable séparément pour chaque constituant que l'indice est censé pouvoir 
représenter, la notation ayant alors le sens de «quel que soit le constituant (...)». 

Exemple: 

(n.35)i ^ L . ¿ a 
pi K l 

La relation est valable pour tout constituant représenté par l'indice muet (i), et il n'y a 
évidemment pas sommation sur (i). La convention plaçant l'indice en bas de formule 
prenant la valeur de «quel que soit» (V), il faut donc lire: 

(11.35) Vi ËPL=d£i 
Pi K i 

De la sorte, certaines conditions logiques peuvent apparaître sous forme condensée en bas 
de formule, avec la même valeur de «quel que soit» (V); par exemple les relations: 

(II.52)i>a Noi = Ni dépendant du constituant (I) extérieur au mélange, 
mais pas de a 

(n.53)a*ß Naß = Ng indépendant de a et ß 

qu'il faut comprendre respectivement: 

(n.52) VI, Va Noi = Ni dépendant du constituant (I) extérieur au 
mélange, mais pas de a 

(11.53) Va,VpVa Naß = Ng indépendant de a et ß 

12 



Certains cas peuvent, bien entendu, se présenter où il y a sommation sur un indice 
(ne figurant pas en bas du numéro de formule) et pas sur l'autre (figurant en bas du numéro 
de formule). Ainsi, par exemple, la relation: 

(n.48)j <nÉT + è ) M i j = 1 

doit-elle être lue comme suit: 

Cn.48) Vj £ ( ^ î + | ) M i j = l 

Les (rares) relations ne faisant pas l'objet d'une numérotation sont laissées à 
l'appréciation du lecteur. Généralement, le sens suffit à lever toute ambiguïté. 

13 





TABLE DES NOTATIONS 

La liste qui suit répertorie l'ensemble des notations utilisées dans le mémoire, le 
nom de la notion correpondante et, colonne de droite, le numéro du paragraphe de son 
introduction et de sa définition. 

Lettres latines 

a(pv) noyau de la matrice [A] du système de diffusion linéaire discrétisé V.2.1 

b(pv) noyau de la matrice [B] du système de diffusion linéaire discrétisé V.2.1 

ba coefficient de Biot de l'air H.3.1.4 

bg coefficient de Biot du mélange IL3.1.4 
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C matrice d'élasticité non drainée du milieu poreux n.2.1 

C teneur en eau liquide V. 1.6 
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Co matrice d'élasticité drainée du milieu poreux Ü.2.1 

Q concentration volumique du constituant (i) dans un mélange 1.2.3 

Ci, 1=1,2 valeurs propres de la matrice de diffusion IV.2.5 

Cv concentration volumique de la vapeur dans le mélange (air+vapeur) n.4 
IV.1.1 

Cv0 concentration initiale de la vapeur dans le mélange (air+vapeur) IV.2.4 

D coefficient global de diffusion n.4 

Ej/Mit rapport (constant) des amplitudes spectrales IV.2.5 
i=i,2 deeetmi 

Ein i=i^ amplitude de la décomposition spectrale IV.2.5 
de la déformation £ 

gi enthalpie massique du constituant (i) I.2.3 

h humidité relative n.3.2.2 
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he humidité relative imposée aux limites d'un domaine matériel étudié m. 1.1 
rv.i.i 

hsd humidité relative sur la courbe de sorption-désorption IH.3.3 

J jacobien de la transformation 1.1.2 

K module d'incompressibilité non drainé du milieu poreux H.2.1 

K+ module d'incompressibilité instantané IV.2.2 

Ko module d'incompressibilité drainé du milieu poreux ÏÏ.2.1 

kg perméabilité du milieu poreux au mélange gazeux IV. 1.5 

Kj module d'incompressibilité du constituant (i) Ü.3.1.1 

kij tenseur de perméabilités 1.2.5 

kj perméabilité du milieu poreux à la phase liquide V. 1.5 

Ks module d'incompressibilité de la matrice solide H3.1.1 

L distance de drainage / largeur du mur IV. 1.1 

M module capillaire n.3.2.2 

M+ module de variation de masse instantanée IV.2.2 

16 



mO. 

m°i_»j 

taux temporel d'augmentation de masse du constituant (i) par 
réaction chimique ou changement de phase 

taux temporel d'échange massique entre constituants (i) et (j) 
(compté positivement pour un échange de (i) vers (j)) par réaction 
chimique ou changement de phase 

M=(Mjj) matrice des modules de Biot 

Mi 

mi 

Min 

n 

n 

N=(Nij) 

ne 

% 

Ni(x) 

P 

P(AP) 

Patm 

Pc 

Pc'0 

Pc0 

PK 

Pi 

Pi(t) 

Pi0 

Pl(APi) 

PvS° 

vecteur courant de masse fluide du constituant (i) 

variation de masse du constituant intersitiel (i) 

amplitude de la décomposition spectrale de la variation de masse 
liquide mj 

nombre d'éléments finis de la discrétisation ID 

nombre de constituants interstitiels 

inverse de la matrice M des modules de Biot 

nombre de constituants du mélange gazeux 

nombre de points de la méthode d'intégration de Gauss 

fonction de forme de la discrétisation par éléments finis 

gradient de la transformation 

«poids» («perte en poids») de l'éprouvette de référence 

pression atmosphérique ambiante 

pression capillaire 

valeur de la pente initiale de la courbe capillaire Pc=Pc(Si) 

valeur initiale de la courbe capillaire pc=Pc(Si) 

pression totale du mélange gazeux 

pression partielle du constituant (i) 

pression partielle de la vapeur au nœud (i) de discrétisation par 
éléments finis 

pression partielle initiale du constituant (i) 

«poids» («perte en poids») d'eau liquide de l'éprouvette de 
référence 

pression de vapeur saturante en «conditions standard» 

vecteur courant de chaleur 

1.2.1 

1.2.3 

n.2.1 

1.2.1 

1.1.3 

IV.2.5 

V.2.1 

n.3.1.2 
n.3.1.3 

n.3.1.2 

n.3.1.3 

V.2.2 

V.2.1 

1.1.2 

m.2.i 

n.4 

n.3.2.2 

IV.1.3 

rv.i.3 

n.3.2.2 

n.i.2 

n.2.1 

m.2.i 

n.3.2.2 

1.2.3 
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R 

S 

Si 

Si 

T 

T 

V 

Vi 

Vir 

X 

X 

[A] 

[B] 

[C] 

[D] 

constante universelle des gaz parfaits 

entropie volumique du milieu poreux 

entropie massique du constituant (i) 

saturation en liquide 

température du milieu poreux 

vecteur des contraintes totales 

vitesse du squelette dans un repère fixe 

vitesse du consumant (i) dans un repère fixe 

vitesse relative du constituant (i) par rapport au squelette 

vecteur position initial 

vecteur position actuel 

matrice du système de diffusion linéaire discrétisé 

matrice du système de diffusion linéaire discrétisé 

matrice de diffusion diagonalisée 

matrice de diffusion 

m. î.i 

1.2.3 

1.2.3 

ïï.3.2.2 

1.2.3 

1.2.2 

1.1.3 

1.1.3 

1.1.3 

1.1.2 

1.1.2 

V.2.1 

V.2.1 

IV.2.4 

IV.2.4 

Lettres grecques 

CCg 

e 

e 

es 

<!> 

<l>0 

Oi 

<h 

<î>3 

* - » 

coefficients aux points d'intégration par la méthode de Gauss 

déformation volumique moyenne 

tenseur des déformations linéarisé 

déformation volumique moyenne de la matrice solide 

porosité du matériau 

porosité initiale du matériau 

dissipation intrinsèque volumique 

dissipation thermique volumique 

dissipation volumique par transport de masse fluide 

dissipation volumique par réaction chimique 

V.2.2 

n.2.1 

Í.1.2 

n.3.i.i 

n.3.i.i 

n.3.i.i 

1.2.3 

1.2.3 

1.2.3 

1.2.3 
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<f)g fraction volumique du mélange gazeux n.3.1.4 

4>i fraction volumique du constituant interstitiel (i) I.1.3 

<j>i° fraction volumique initiale du constituant interstitiel (i) 1.1.3 

X coefficient de Lamé non drainé IV.2 

XQ coefficient de Lamé drainé IV.2.3 

\i module de cisaillement du milieu poreux ÎL2.2 
n.3.1.4 

Pi masse volumique du constituant interstitiel (i) 1.1.3 

Pi° masse volumique initiale du constituant interstitiel (i) I.1.3 

a contrainte volumique moyenne H2.1 

a tenseur de Cauchy des contraintes totales 1.2.2 

o° tenseur de Cauchy initial des contraintes totales H2.1 

a* contrainte effective volumique moyenne n.3.3 

GS contrainte volumique moyenne de la matrice solide H.3.1.1 

x temps caractéristique de diffusion II.4 
IV.5.7 

Ç vecteur déplacement 1.1.2 

Çg agscisses des points d'intégration de Gauss V.2.2 

*F énergie libre volumique du milieu poreux 1.2.3 

Autres symboles 

f coefficient de Fick de la diffusion de la vapeur dans le mélange H4 
(air+vapeur) H. 1.5 

f. tenseur de Fick de la diffusion du constituant (i) dans le mélange 1.2.5 

k tenseur de conductivité thermique 1.2.4 

fi masse molaire de la vapeur in. 1 

ç j charge mécanique appliquée aux parois du mur infini IV. 1.1 
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CHAPITRE INTRODUCTIF 

«DESSICATIF, IVE adjectif et nom masculin est emprunté (1314) au bas latin 
dessiccativus «propre à se dessécher», dérivé du supin (dessiccation) de dessiccare 
«dessécher», de de (—>de) et siccare (—>sécher). 
Le mot a été introduit en médecine, qualifiant en particulier une eau, un onguent ayant la 
propriété de dessécher une plaie (Paré). Il est passé en peinture à propos d'une huüe que 
l'on emploie avec les couleurs pour les faire sécher plus rapidement (1694). Il est 
substantivé au masculin pour désigner une substance ayant la propriété de dessécher 
(1754). 
Le nom correspondant, DESSICCATION n. f., est emprunté au XIVe siècle (dessicacion) 
au dérivé bas latin dessicatio «action de dessécher». Le mot, repris lui aussi par les 
médecins, sert ensuite de synonyme technique à dessèchement en chimie, agriculture, 
industrie agro-alimentaire; Rousseau l'emploie en herboristerie»1. 

Rien, sans doute, autant que l'histoire des mots ne permet de découvrir le sens 
profond des concepts, la variété de leurs nuances ou de leurs emplois. Ainsi découvre-t-on 
la longue pérennité du terme dessiccation, ainsi que la vaste étendue de son champ 
d'application. Signe que, tôt déjà dans l'histoire des mots, la dessiccation était identifiée 
comme phénomène physique fondamental, Rappliquant aux objets les plus divers de la 
Création et aux domaines de l'activité humaine les plus éloignés les uns des autres. 

Un phénomène: «dessiccation», ou encore «séchage», «action de se dessécher», 
c'est-à-dire de «devenir sec»2: «sans humidité»3 — l'«humidité» étant l'«état de ce qui est 
humide»4, à savoir «chargé d'eau ou de vapeur»5. 

1 Dictionnaire historique de la langue française, éd. A. Rey, Robert, 1993. 
2 Larousse de poche, 1990, définition du verbe se dessécher. 
3 Ibid., définition du mot sec. 
4 ¡bid., définition du mot humidité. 
5 ¡bid., définition du mot humide. 

21 



Au terme de cette pérégrination sémantique, il est ainsi possible d'entrevoir ce 
phénomène physique que le vocabulaire (relativement) courant place sous les termes de 
«dessiccation» ou de «séchage»: une evaporation et un départ de l'eau interstitielle 
contenue dans certains matériaux poreux ou certaines substances hydratées. 

Ainsi la vie courante est-elle peuplée d'expériences de dessiccation, quotidiennes et 
anodines, qui sont autant d'occasions de constater par la pratique que le séchage des 
matériaux s'accompagne généralement d'un phénomène de retrait — une déformation 
provoquée par l'évaporation et le départ de l'eau interstitielle: le linge qui rétrécit (peut-être 
bien moins au lavage qu'au séchage!), l'éponge qui se rabougrit en séchant, sont autant 
d'exemples simples et familiers du phénomène de retrait consécutif à la dessiccation des 
matériaux. 

Dans le domaine du génie civil, bien que moins triviaux, les exemples ne manquent 
pas non plus, qui illustrent ce couplage de l'état thermodynamique des fluides interstitiels 
avec l'état mécanique de la structure globale. On peut penser, en premier lieu, au problème 
de la dessiccation des structures en béton qui s'accompagne de phénomènes 
expérimentalement bien connus de retrait ou — lorsque le retrait est empêché — de 
contraintes internes pouvant engendrer une importante fissuration6. Le même phénomène, 
exactement, se retrouve dans le domaine des sols et des routes, avec l'apparition de 
craquèlements consécutifs à un séchage trop important. C'est dire l'importance industrielle 
et pratique, notamment en termes de sécurité, d'une modélisation précise des interactions 
hydro-mécaniques et d'une prédiction fiable du retrait — ou des contraintes — consécutif 
au phénomène de dessiccation. 

Aussi le problème de la dessiccation a-t-il déjà fait l'objet de nombreuses études 
dans le domaine du génie civil. Pourtant, comme si l'on privélégiait les domaines 
d'application du terme plutôt que son concept — le phénomène unique qu'il désigne —, 
ces études adoptent des approches variées, souvent très différentes, souvent aussi très 
«particularistes» (nombre d'entre elles n'étudient pas tant le phénomène pour lui-même que 
son application à un matériau particulier). L'étude des matériaux semble souvent, dans les 
faits, précéder celle des phénomènes. 

En génie civil, les études des transferts d'eau interstitielle dans les matériaux se 
répartissent essentiellement entre les deux domaines déjà évoqués: sols d'un côté, bétons et 
matériaux de construction de l'autre. Et il est assez symptomatique de la prééminence 
accordée au matériau sur le phénomène que les voies d'approche, dans l'un et l'autre cas, 
soient sensiblement différentes — les mécaniciens des sols adoptant davantage un point de 
vue mécanique et macroscopique, tandis que les spécialistes du béton s'intéressent en 
priorité aux phénomènes physico-chimiques microscopiques et aux seuls problèmes de 
transfert hydrique: comme si la culture scientifique était, en génie civil, une «culture des 
matériaux» avant tout 

En mécanique des sols, où le couplage entre fluides interstitiels et matériau solide 
est essentiellement appréhendé sous son aspect mécanique (déformations, partition des 
contraintes), la modélisation des sols non saturés s'est énormément concentrée autour du 
débat sur la contrainte effective. Notion introduite par Terzaghi — repris par Bishop 
(1959) — pour des sols saturés, mais au prix de certaines hypothèses de comportement 
microscopique (matrice solide incompressible), et que nombre d'auteurs ont cherché, par 
tâtonnements successifs, à adapter au cas plus général des sols non saturés: ainsi Bishop & 
Blight (1963) ont-ils repris ce concept de manière analogue à Terzaghi en sols saturés, 
moyennant une certaine pondération des termes de pression en fonction de la saturation en 
liquide. Des travaux ultérieurs, comme ceux de Matyas & Radhakrishna (1968), ont 

6 Cf. P. Acker (1988). 
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corrigé et relativisé en partie le concept de «contrainte effective», introduisant 
préférentiellement la notion de surfaces d'état* la plupart des auteurs récemment intervenus 
dans le débat reprennent cette position: c'est le cas, en particulier, de Fredlund (1977), 
(1978), (1979), de LLoret & Alonso (1980), d'Alonso, Gens & Josa (1990), etc. 

Dans le domaine des bétons, deux grandes familles de travaux sont à distinguer. La 
première favorise une caractérisation phénoménologique et expérimentale du 
comportement des matériaux et des effets de structure liés aux problème de diffusion et de 
fissuration. Le rapport de recherche écrit par P. Acker (1988) — tiré de sa thèse, repris et 
complété dans Acker (1991) — constitue sans doute le plus complet des recensements de 
tous les phénomènes comportementaux propres au béton et de leur analyse physico
chimique. C'est là, pour tout modélisateur du matériau béton, une base essentielle de départ 
qui permet de dégager les processus physiques microscopiques responsables des 
comportements macroscopiques observés. Pour ce qui concerne la caractérisation 
expérimentale des comportements, on pourra consulter avec le plus grand profit les thèses 
de J.M. Torrenti (1987) — pour les pâtes de ciment — et V. Baroghel-Bouny (1994) — 
pâtes de ciment et bétons. La caractérisation de la diffusion dans les bétons et matériaux de 
construction du même genre doit énormément à Bazant (avec Kim & Panula, 1991), qui 
est le premier à véritablement introduire une approche mécanique dans l'étude de tels 
matériaux (Bazant & Chen (1985), Bazant (1993)). Mensi, Acker & Attolou (1988) 
proposent pour leur part une loi phénoménologique de certains coefficients de diffusion. 

En ce qui concerne les problèmes de transport et de diffusion, il est une approche 
assez cohérente et fructueuse qu'il convient de signaler: celle qui, sous le nom de «théorie 
des réseaux», s'attache à modéliser les phénomènes essentiels (changements de phase, 
équilibres des interfaces liquide-vapeur et capillarité, lois de transfert microscopiques de 
Poiseuille, etc.) à l'échelle des pores; puis, en supposant une géométrie de pores 
particulière, à transcrire les lois microscopiques en fonction de variables et de 
caractéristiques macroscopiques. A cet effet, différentes méthodes mathématiques sont 
employées, qui font généralement appel, à un titre ou un autre, à des considérations 
probabilistes: c'est à ce niveau qu'intervient la «théorie de la percolation», dont le 
développement doit beaucoup, en France, aux travaux de R. Lenormand7. Sous l'impulsion 
de J.F. Daïan (avec Mérouani, 1988; 1992) et de J. Saliba (1990), cette théorie de la 
percolation a été appliquée avec bonheur aux problèmes de transferts hydriques en milieu 
poreux, moyennant l'hypothèse limitatrice d'une géométrie particulière du réseau poreux 
— pores cylindriques ou sphériques, à rayons déterminés selon une distribution connue (en 
général par voie expérimentale). 

Dans cet inventaire de travaux attachés à la modélisation des transferts hydriques 
en milieux poreux, il convient de citer la thèse de P. Nicolas (1992) ou encore les travaux 
de J.C. Benêt (1981; avec Jouanna, 1982). L'un et l'autre de ces auteurs adoptent un point 
de vue cependant sensiblement différent de celui des «théories de réseaux» dans la mesure 
où ils considèrent les milieux poreux en général — et non tel ou tel matériau particulier—, 
dans la mesure surtout où ils adoptent, pour décrire et modéliser de tels milieux, une vision 
«mélange» et «milieu continu». Cependant, dans les deux cas, c'est bien sur les 
phénomènes de transport hydrique que se concentre l'investigation — alors que, pour sa 
part, l'état purement mécanique est plus ou moins passé sous silence, le milieu étant du 
reste supposé indéformable (Benêt, 1981). Quoi qu'il en soit, une somme intéressante de ce 
que la littérature du genre recèle peut être trouvée dans l'ouvrage synthétique de Bear & 
Bachmat (1990). 

Cf. par exemple Guyon, Hulin & Lenormand (1984). 
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Pour éclairantes et productives qu'elles soient, ces dernières approches ne 
permettent pas directement d'atteindre l'état purement mécanique des milieux qu'elles 
étudient et délaissent les problèmes de couplages hydro-mécaniques entre phénomènes 
hydriques (pressions interstitielles, humidité) et phénomènes mécaniques (contraintes, 
déformations). L'intérêt d'un modèle couplé est précisément qu'il permet de prendre en 
compte les interaction de l'état des fluides interstitiels et de l'état mécanique global de la 
structure: ainsi, le retrait engendré par la seule dessiccation et par son couplage avec les 
grandeurs mécaniques. A cet égard, les travaux les plus notables qui permettent de 
représenter de tels couplages et de telles influences réciproques entre thermodynamique 
des fluides interstitiels sont sans aucun doute ceux qu'a réalisés, à Padoue, l'équipe du 
Professeur B. Schrefler (1990; avec Lewis et alii, 1986, 1989; avec Simoni, 1987, 1988; et 
alii, 1989, 1993). A l'intersection de la mécanique des sols et de la théorie des mélanges, 
ces auteurs ont mis au point un modèle très complet et très abouti de milieu poreux 
contenant une phase liquide et une phase gazeuse, toutes deux soumises à des lois de 
diffusion classique; ce modèle permet la prédiction des modifications de l'état mécanique 
consécutif à la diffusion du gaz ou du liquide interstitiel; de plus, la possibilité d'un 
changement de phase eau-vapeur a récemment été introduite dans leur modèle. 

Le cadre de modélisation ici adopté s'inscrit en partie dans le prolongement des 
derniers travaux cités: une vision du milieu poreux comme milieu continu, avec 
représentation de couplages hydromécaniques. Mais dans sa plus grande générante: même 
s'il est principalement visé, le phénomène de dessiccation n'est pas le seul qui puisse 
s'insérer dans l'approche adoptée; par ailleurs, la prise en compte d'un nombre indéterminé 
de fluides autorise la plus grande généralité et permet d'envisager nombre d'applications 
industrielles diverses. 

Le milieu modélisé, en outre, n'est plus vu comme mélange: description et 
cinématique retenues, formulation des lois constitutives, directement et essentiellement 
macroscopique, sont autant de partis-pris caractéristiques d'une modélisation privilégiant le 
squelette (ie. le matériau vidé de son contenu interstitiel) et son état mécanique — 
contraintes, déformations, véritable enjeu d'ingénieur. 

Car l'objectif est bien celui-là: offrir à l'ingénieur un outil cohérent et efficace de 
prédiction, dont les principes théoriques soient clairement identifiés, clairement reliés à des 
phénomènes physiques connus et maîtrisés. 

Certes, il ne manque pas de «lois» phénoménologiques ou de règles empiriques en 
tous genres pour satisfaire les nécessités des calculs et prédictions de structures. Il n'est que 
de citer la règle de proportionnalité usuelle par laquelle on estime, à variation 
hygrométrique Ah donnée, le retrait de dessiccation egéch. d'un béton ou d'une pâte de 
ciment: 

Eséch. = kAh 

Quelle que soit ses mérites pratiques, une telle relation ne constitue pas en soi un modèle 
de comportement. D'abord parce que, purement empirique, elle ne s'inscrit dans aucun 
cadre de modélisation unifié: elle est «postulée» ex nihilo et découplée de toutes les autres 
équations du milieu (notamment l'équation de diffusion). En outre, cette règle ne 
correspond en aucun cas à une loi de comportement: elle n'est en effet valable que dans le 
seul cas du séchage du matériau, n'est absolument pas une relation intrinsèque au milieu et 
résulte en réalité, comme le montrera le paragraphe conclusif du chapitre V, de la 
combinaison d'une loi de comportement non linéaire avec la relation de Kelvin8 traduisant 

Elle-même non linéaire, les non-linéarités de la lot de comportement et de la relation de Kelvin se 
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l'équilibre du changement de phase liquide-vapeur. Les débats sur l'argumentation 
intrinsèque de cette relation sont, en eux-mêmes, tout à fait révélateurs de la confusion: on 
hésite en effet, pour cette proportionnalité avec le retrait, entre humidité et teneur en eau P. 
Et si l'expérience ne permet pas de discriminer l'une de ces deux options au profit de 
l'autre, c'est tout simplement parce que teneur en eau et humidité sont en relation 
biunivoque au cours d'une expérience de séchage: par suite, un simple changement de 
variable (au sens purement mathématique) suffit à passer d'une proportionnalité (e,Ah) à 
une proportionnalité (e, ÀP)9. Mais c'est là, en fait, un faux débat: aucune de ces deux 
relations n'est plus intrinsèque que l'autre; aucune n'est une loi de comportement du 
matériau. 

Et la question de l'identification véritable de la loi intrinsèque du matériau et de 
l'argumentation en fonction des variables d'état pertinentes ne doit pas être réduite à un 
simple état d'âme de puriste sourcilleux. Elle est au contraire au centre de toute 
modélisation du comportement général du matériau soumis au phénomène général de 
dessiccation: que devient la relation empirique précédente lorsqu'un chargement 
mécanique est appliqué? la modélisation du fluage de dessiccation doit-elle être entreprise 
séparément de celle du retrait libre, ou bien, au contraire, le phénomène est-il 
fondamentalement le même et s'intègre-t-il dans le même cadre de modélisation? 

A cette recherche d'un cadre théorique unifié et cohérent cherchant à modéliser un 
phénomène physique — la dessiccation — dans l'ensemble de ses conséquences — retrait, 
fluage, etc. —, l'approche thermodynamique était la seule qui convînt véritablement. C'est 
donc, dans la lignée des travaux de Biot (1962,1972,1977) — le premier à introduire dans 
l'étude des milieux poreux continus une thermodynamique des systèmes ouverts 
permettant de privilégier le squelette du point de vue de la description10 — et de ceux de 
Coussy (1989a, 1989b, 1991) que s'inscrit l'étude qui suit Encore faut-il préciser que, si le 
cadre de la thermodynamique des systèmes ouverts était d'ores et déjà bien maîtrisé pour 
nombre d'applications au comportement de milieux poreux saturés, il était loin d'en être de 
même pour ce qui concerne les milieux poreux non saturés. Le dernier chapitre du livre de 
Coussy (1991) posait bien les jalons principaux de l'étude à mener dans cette direction, 
mais toute la formulation et l'identification d'une loi de comportement — en particulier 
non linéaire — de milieu poreux non saturé restait à entreprendre depuis le 
commencement 

Aussi l'étude ici présentée obéit-elle à cette perspective. Le premier chapitre, 
rapide, rappelle les fondements de la description adoptée du milieu poreux ainsi que le 
cadre thermodynamique global qui sous-tend l'ensemble de la modélisation11; les variables 
d'état de la modélisation choisie y sont définies; enfin, par applications successives des lois 
de conservation et des principes de la thermodynamique, l'ensemble des équations du 
milieu sont introduites. 

Le chapitre II, moment essentiel de l'étude, s'attache à la formulation et à 
l'identification d'une loi de comportement d'un tel milieu: par «réflexe premier», c'est le 
cadre de l'élasticité qui est retenu; mais élasticité non linéaire, par nécessité de reproduire 
le plus fidèlement la réalité expérimentale. Différents éléments de réflexion et 
d'élaboration, liés aussi bien aux comportements microscopiques des constituants qu'à 
certaines constatations expérimentales, permettent d'orienter le modèle vers certaines 
hypothèses et certains choix relativement forts — dans des limites bien déterminées. A 

combinant en définitive pour aboutir à la relation proportionnelle courante. 
9 Cf. par exemple Granger, Torrenü & Diruy (1994). 
10 Cf. chapitre î. 
11 Rappels dont on trouvera de bien plus amples développpements dans Coussy (1991), chap. X. 
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l'issue du chapitre n, la loi de comportement est entièrement et explicitement formulée en 
fonction des variables d'état de la modélisation. 

Le chapitre m expose brièvement les différentes expériences à disposition pour 
l'identification de la loi de comportement choisie et formulée: expérience de sorption-
désorption et expérience d'invasion capillaire auxquelles le modèle permet, à l'issue de 
l'enchaînement des hypothèses auquel le chapitre H a procédé, de se conformer et de se 
raccrocher. Le chapitre m, surtout, permet de réaliser l'introduction précise des données 
tirées de ces expériences dans le modèle théorique. 

Chapitre IV et chapitre V sont, quant à eux, des exemples d'application du modèle à 
différents problèmes liés au phénomène de dessiccation. Le chapitre IV étudie le problème 
du retrait de dessiccation, mais aussi celui du nuage de dessiccation (dans le cas de 
l'application d'une charge mécanique uniforme), grâce à une loi de comportement couplée 
élastique linéaire: modèle simplifié, par rapport au modèle élastique non linéaire élaboré 
au chapitre II, mais qui permet une première appréhension qualitative des phénomènes de 
couplage hydro-mécanique ainsi qu'une évaluation déjà très limitative du degré de validité 
de différentes hypothèses fortes. Le chapitre V, enfin, se limite au cas du retrait de 
dessiccation, par application numérique du modèle élastique non linéaire complet, tel 
qu'élaboré théoriquement au chapitre tí. 
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Chapitre I 

DESCRIPTION ET PRINCIPES GÉNÉRAUX DE 
MODÉLISATION 

D'UN MILIEU POREUX NON SATURÉ 

Ce premier chapitre est destiné à donner les éléments fondamentaux de la 
description macroscopique adoptée en mécanique des milieux poreux — saturés ou non 
saturés. La littérature scientifique regorge de nombreuses études, plus ou moins générales, 
qui cherchent à modéliser le comportement de matériaux poreux (bétons, sols, matériaux 
organiques, etc.). L'étude ici entreprise se fixe quant à elle pour cadre de modélisation la 
mécanique des milieux continus traditionnelle, étendue aux milieux poreux par certains 
travaux marquants, parmi lesquels ceux de M.A. Biot1 — prolongés par O. Coussy2 — 
occupent une place d'une importance particulière. On trouvera ainsi dans Coussy (1991) et 
Coussy (1994)3 un exposé complet et détaillé des principes généraux de la modélisation 
retenue. Ne figurent ici que quelques éléments essentiels à la compréhension du cadre 
théorique global ainsi qu'à son application au cas particulier — qui fait l'objet des chapitres 
suivants — d'un modèle poroélastique non linéaire de milieu poreux non saturé avec 
application concrète au cas spécifique du retrait de dessiccation. 

1 Biot (1962), (1972), (1977). 
2 Coussy (1989a), (1989b), (1991), (1994). 
3 Pour les milieux poreux saturés: Coussy (1991) et Coussy (1994) chap. I & II; pour les milieux poreux non 
saturés: Coussy (1991) et Coussy (1994) chap. X. 
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1.1. Description et cinématique d'un milieu poreux non saturé. 

Ll.l. Description d'un milieu poreux non saturé: échelle microscopique et échelle 
macroscopique. 

On appelle milieu poreux un milieu constitué, à l'échelle microscopique, d'une 
matrice solide et d'un espace interstitiel contenant un ou plusieurs fluides — liquides ou 
gaz. Ce qui signifie d'emblée que le terme d'espace interstitiel ou espace poreux désigne 
exclusivement la porosité connectée du matériau, espace réellement offert à la pénétration 
de fluides interstitiels, par opposition à sa porosité occluse, qui n'est le lieu d'aucune 
filtration — du moins à l'échelle du temps d'observation considéré — et est confondue 
avec la matrice solide en un seul constituant Le terme non saturé renvoie, pour sa part, à 
la présence d'une phase liquide (souvent de l'eau), auquel on s'intéresse plus 
particulièrement mais qui ne suffit pas à remplir l'espace poreux. Dans nombre de cas 
pratiques envisagés, les autres fluides interstitiels sont des gaz, formant ou non mélange. 

A l'échelle macroscopique, la matrice solide (qui comprend la porosité occluse, 
donc) et l'espace poreux connecté constituent un ensemble appelé squelette, fl est 
important de noter d'emblée cette distinction d'échelles entre les notions de matrice solide 
et de squelette, la seconde englobant la première et le volume géométrique des «vides» à 
une échelle supérieure de description: ainsi, en particulier, la déformation macroscopique 
du squelette est-elle la somme des déformations «microscopiques» de la matrice et de 
l'espace poreux4. 

Ces premières définitions mettent l'accent sur la différence des deux échelles de 
description considérées tour à tour: l'échelle microscopique, pour laquelle les différents 
constituants du milieu sont disjoints et separables d'un point de vue géométrique — chacun 
pouvant donc être considéré isolément des autres à ce niveau de description; l'échelle 
macroscopique, à laquelle le milieu poreux est vu comme superposition de ses différents 
constituants (squelette et fluides interstitiels), assimilés à autant de milieux continus 
cinématiquement indépendants mais en interaction mécanique. 

Dans la mesure où elle s'intéresse aux états observables des structures du Génie 
civil — l'intérêt mécanique est spécialement porté sur les déformations et les contraintes 
affectant le squelette —, notre description est fondamentalement macroscopique. Le milieu 
est ainsi considéré dans sa globalité comme un milieu continu, superpostition de différents 
milieux homogènes continus. Pour autant, ce parti-pris fondamental n'interdit pas, lorsque 
nécessaire, de se référer aux particularités microscopiques des constituants isolés, en 
opérant un transfert entre échelle microscopique et échelle macroscopique. 

1.1.2. Cinématique du milieu poreux: description Iagrangienne par rapport au 
squelette 

A l'échelle macroscopique, c'est donc l'état mécanique du squelette qui constitue un 
enjeu d'ingénieur. En vertu de quoi, la description macroscopique adoptée privilégie la 
cinématique du squelette — donc ses déformations; les mouvements des fluides 
interstitiels sont pour leur part définis par référence à celui du squelette. 

4 Cf. relation (ÏÏ.31). 
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Chaque particule du squelette, définie par sa position X dans une configuration de 
référence choisie, est suivie dans son mouvement et, à tout instant t, repérée par son 
vecteur position actuel: 

(Ll) x = x (X , t ) 

Par dérivation spatiale dans la configuration de référence, on définit le gradient de la 
transformation: 

(L2) P = Grad x (x) 

ainsi que son jacobien: 

(L3) J^detP 

Par définition, le gradient P de la transformation permet de définir la différence dx des 
positions relatives actuelles de deux points (infiniment voisins) du squelette en fonction de 
la valeur initiale dX de cette même différence dans la configuration de référence (voir 
Fig. LL): 

(1.4) dx = P. dX 

La relation de transport vectoriel (1.4) permet de définir, de même, les formules de 
transport de surfaces ou de volumes infinitésimaux du squelette. En particulier, toute 
particule élémentaire de volume initial dHo occupe dans la configuration actuelle un 
volume: 

(1.5) dQ = Jdfío 

configuration 
de référence 

Fig. LI. 
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L'ensemble des relations précédentes permettent également de définir le tenseur des 
déformations de Green-Lagrange: 

(1.6) A = ^ ( t P . P - l ) 

relié de façon classique5 au déplacement depuis l'état initial de référence, lequel est défini 
en chaque instant et pour chaque particule du squelette, par la différence vectorielle entre 
position actuelle et position initiale: 

(1.7) Ç - x ( X , t ) - X 

Dans le cas, désormais adopté, de transformations infinitésimales ( Il Grad Ç II « 1, ce qui 
revient à confondre description lagrangienne et description eulérienne, configuration 
initiale et configuration actuelle), le tenseur de Green-Lagrange se réduit au tenseur des 
déformations linéarisé: 

(1.8) e ^ Î G r a d Ç + 'GradÇ) 

Il peut être déduit des précédentes égalités la relation suivante entre tenseur des 
déformations linéarisé et jacobien de la transformation: 

(1.9) J = 1 + tr e 

qui montre que la trace du tenseur E des déformations rend compte de la dilatation 
volumique du squelette. 

L1.3. Mouvements relatifs des fluides: notion de système ouvert. 

Le choix de privilégier le squelette du point de vue de la description cinématique du 
milieu nous conduit, en contrepartie, à décrire les mouvements des fluides interstitiels en 
termes de mouvements relatifs par rapport au squelette. Ainsi introduit-on la vitesse 
relative Vf(x, t) de chaque particule de fluide (i) par rapport à la particule de squelette 
coïncidant avec elle à l'instant t — et repérée par sa position x dans l'état actuel. Cette 
vitesse relative se définit simplement, comme le représente la figure L2., par la différence 
entre les vitesses respectives V(x, t) et V¡(x, t), dans un repère fixe, de la particule 
squelette et de la particule de fluide (i) coïncidant à l'instant t au point géométrique repéré 
parx. 

5 Comme en mécanique traditionnelle des milieux continus, on a: 

A » | ( Grad Ç + HSrad Ç + Kïrad %. Grad Ç ) 
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Fig. 1.2. 

La préséance accordée au squelette du point cinématique introduit, au plan 
thermodynamique, la notion de système matériel ouvert. En effet, du fait des cinématiques 
relatives des constituants interstitiels par rapport au squelette, la particule suivie dans le 
mouvement du squelette échange de la matière fluide avec l'extérieur. Ainsi la matière de 
fluide (i) contenue dans la particule d£2 — repérée par sa position X dans la configuration 
initiale — n'est-elle a priori jamais la même, sa masse variant au cours du temps d'une 
quantité mj (X, t) d£2o depuis l'état initial. 

Si l'on introduit la masse volumique pi du fluide (i) et sa fraction volumique <bi 
(fraction de volume total occupé par le fluide (i)), on peut écrire cette variation de masse 
comme différence entre bilan actuel et bilan initial de la masse de fluide (i) contenue dans 
la particule d ß considérée: 

m¡ (X, t) dflo = Pi 0i dQ - pi0 foO dfín 

d'où, à l'aide de la formule de transport (1.5) sur les volumes (et après simplification par 
dOo): 

(I.10)i mi(X,t) = Jpi<l>i-piO(j)iO 

Le choix d'une cinématique particulière, privilégiant le mouvement du squelette, introduit 
donc une description matérielle faisant appel à la notion de système ouvert échangeant de 
la matière (fluide) avec l'extérieur. Cet échange de matière (auquel peut s'ajouter un 
échange de matière, interne au système, par transformation chimique entre différents 
constituants) implique une variation de masse de chaque constituant interstitiel (i) contenu 
dans le système ouvert considéré, variation de masse que l'on repère par une grandeur mj 
(X, t) rapportée au volume initial. Du point de vue thermodynamique, ü apparaît d'ores et 
déjà que ces grandeurs mi (X, t), ainsi que le tenseur de déformation e précédemment 
introduit, seront nécessaires à la complète définition de l'état du système. 
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1.2. Equations de conservation; équations de conduction. 

L2.1. Conservation de la masse. 

La description adoptée pose d'emblée le problème de récriture de la conservation 
de la masse du milieu poreux, défini en tant que système matériel ouvert. Chaque particule 
de ce système matériel suivie dans son mouvement est donc caractérisée par une variation 
de la masse de fluide interstitiel (i) qu'elle contient Une cause de cette variation est le 
transport relatif de masse du constituant (i) par rapport au mouvement de la particule dfí. 
Ce transport de masse est représenté par une quantité vectorielle Mi rapportée au volume 
initial dfío de la particule considérée et proportionnelle à la masse du fluide (i) contenu 
dans dfí, ainsi qu'à sa vitesse relative Vir par rapport au squelette; soit, en définitive: 

Mi = Jpi<|>iP-lVir 

En fait, dans l'hypothèse où nous nous plaçons d'emblée de transformations 
infinitésimales, le précèdent vecteur peut s'écrire au premier ordre en e ( Il e l l « l , donc 
J#l): 

(LH)i Mi^pifcVi' 

Le terme de variation de masse par transport relatif du fluide (i) dans le mouvement 
du squelette fait ainsi intervenir le flux surfacique du précédent vecteur Mi, soit, en bilan 
volumique, sa divergence. Cependant, il peut exister des réactions chimiques entre 
différents constituants du milieu, également responsables de la variation de masse mi. La 
conservation de la masse du constituant interstitiel (i) s'écrira donc formellement: 

(1.12)i ¿H = ~ Div Mi + m0.*! 

où m°_»i représente un taux d'augmentation de masse du constituant (i) par réaction 
chimique ou — dans le cas qui nous occupera plus particulièrement — changement de 
phase. 

L2.2. Equation d'équilibre du milieu. 

On peut établir l'existence d'un tenseur o (x, t) tel que: 

(1.13) T = a.n 

où T (x, n, t) désigne la contrainte totale exercée sur la facette infinitésimale de normale n 
située en un point de position x. Le vecteur a correspond au tenseur de Cauchy des 
contraintes totales du milieu global. La conservation de la quantité de mouvement globale 
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d'un domaine matériel quelconque du milieu débouche, en l'absence de forces volumiques 
à distance et à forces d'inertie négligeables, sur la relation d'équilibre: 

(1.14) Divo = 0 

1.2.3. Les deux principes de la thermodynamique. 

De même que pour la conservation de la masse et de la quantité de mouvement, on 
effectue le bilan d'énergie et d'entropie du système matériel global contenu dans un 
domaine matériel quelconque du milieu. En appliquant à un tel système le premier et le 
second principe de la thermodynamique, on aboutit à l'expression de l'inégalité de 
Clausius-Duhem en milieu poreux: 

(1.15) <Ï>1+02 + Os^O 

où <!>i, O2 et O3 désignent trois termes dissipatifs de natures différentes: 

- une dissipation intrinsèque faisant intervenir l'entropie volumique S et l'énergie 
libre volumique W du milieu global, ainsi que des termes de taux d'échange massique par 
réaction chimique entre constituants6: 

Ol = a:è + girài + (gi-gj)mOi_»j - St -¥ 

- une dissipation thermique, faisant apparaître un vecteur courant de chaleur q: 

0>2 = -^.gradT 

- une dissipation par transport de masse fluide faisant intervenir les enthalpies libres 
massiques gi et les entropies massiques Si des constituants interstitiels: 

<ï>3 = - Mj.[ grad gi + si gradT ] 

Une première hypothèse de découplage de ces dissipations, relativement traditionnelle, 
consiste à supposer Oi, <ï>2 et O3 séparément et indépendamment positives. Appliquée à la 
dissipation intrinsèque, cette hypothèse permet d'établir les relations d'état macroscopiques 
du modèle: ce sera l'objet du prochain chapitre. 

6 m°¡_>j est compté positivement dans k sens de la création de (j) à partir de (i); on a bien sûr les relations 
suivantes entre l'ensemble des termes de taux de masse m°|_»j et m°_»j: 

m°j_*i = -m°i_*j 

m°-»j = Xm°»-y 
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L2.4. Conduction de la chaleur: loi de Fourier 

Si l'on adopte l'hypothèse de normalité des mécanismes dissipatifs thermiques, qui 
consiste à postuler l'existence d'un potentiel de dissipation D2 fonction du vecteur q/T, 
convexe et nul en 0, tel que: 

la non-négativité de la dissipation thermique <E>2 est alors automatiquement assurée. Si de 
surcroît on choisit pour D2 une forme quadratique de q/T, la précédente relation conduit à 
une relation linéaire entre le vecteur courant de chaleur et le gradient de température, que 
l'on écrit: 

(1.16) q = -fc.gradT 

où ft désigne le tenseur de conductivité thermique du matériau. On retrouve donc, dans le 
cadre global de la modélisation thermodynamique élaborée, la traditionnelle loi de Fourier 
de conduction de la chaleur. 

L2.5. Conduction des constituants fluides: lois de Darcy et de Fick. 

Une hypothèse identique de normalité des mécanismes dissipatifs dus aux 
transports de fluides interstitiels permet de manière analogue de déduire du cadre 
thermodynamique général les lois linéaires usuelles de conduction des constituants 
interstitiels. Ainsi, pour tout constituant (i), on pourra écrire une loi de conduction de 
Darcy: 

M-

(L17)i —l = -k|j.gradpj 
Pi 

où kij désigne le tenseur de perméabilité au fluide (i) du milieu. Dans le cas d'un mélange, 
il pourra être plus indiqué d'adopter une loi de Darcy pour le mélange dans son ensemble 
— donc une relation linéaire entre vitesse moyenne molaire et pression totale du mélange, 
à laquelle s'associe une loi de Fick exprimant la conduction des différents composants du 
mélange relativement au mouvement de l'un d'entre eux, noté solv (pour: solvant) et 
servant de référence: 

a.l8)i ^ -Msak = _ f ¡ gFüdCi 

Pi Psolv 

où Cj désigne la concentration de fluide (i) dans le mélange et T\ le tenseur de Fick associé 
à la diffusion de (i) dans le mélange. 

Le fait qu'aucun couplage hydrothermique n'apparaisse dans les équations de 
diffusion de la chaleur — (1.16) — et des fluides interstitielles — (1.17) ou (1.18) — tient à 
l'hypothèse de découplage des deux dissipations correspondantes, <S>2 et O3. Si l'on veut 
pouvoir représenter l'influence du gradient de température sur le transport des fluides et 
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l'influence réciproque des gradients de pressions interstitiels sur la conduction de la 
chaleur (effet Soret-Dufour), il est nécessaire de réviser à la base ce parti-pris en écrivant 
la positivité de la somme <ï>2+<ï>3. 

A ce stade de la présentation générale de la modélisation choisie, les équations du 
milieu sont complètement posées — conservation de la masse, équilibre, conduction des 
fluides interstitiels. Dans le cadre de la résolution de tel ou tel problème particulier, il 
conviendra de mieux préciser la description du milieu envisagé (le nombre de constituants 
et leurs rôles respectifs les uns vis-à-vis des autres), ainsi que la forme exacte des 
équations (en particulier de diffusion) qui lui sont associées: ce sera le cas, aux chapitres 
rv et V, lors de l'étude particulière d'un milieu hydraté séchant à l'air libre (séchage d'un 
béton ou d'une pâte de ciment par exemple). 

Cependant, dans le cadre le plus général de la modélisation abordée, l'essentiel du 
travail reste à faire: l'établissement d'une loi de comportement de milieu poreux non saturé 
— loi de comportement adaptée à une certaine catégorie d'applications, à une 
problématique orientée par la modélisation entreprise du phénomène de dessiccation. C'est 
ici la tâche qui fait l'objet du chapitre à venir et qui, sans doute, constitue la contribution 
majeure de l'ensemble du travail présenté dans ce mémoire. 
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Chapitre II 

LOI DE COMPORTEMENT D'UN MILIEU 
POREUX NON SATURÉ : 

LE MODÈLE ÉLASTIQUE NON LINÉAIRE 

La détermination d'une loi de comportement adaptée à notre problème constitue l'un 
des pans essentiels de l'étude entreprise. En effet, alors que nombre de relations (équations 
de conservation des masses fluides, équation d'équilibre) sont déterminées une fois pour 
toutes, indépendamment du problème posé — on pourra se reporter à la formulation qu'en 
donne Coussy (1991, chap. X) —, le choix de la loi de comportement est conditionné, quant 
à lui, par les caractéristiques du matériau étudié. En l'occurrence, dans le cas qui nous 
occupe, le modèle rhéologique adopté devra correspondre au comportement réel des 
matériaux, tel qu'il est révélé par l'expérience. Ce qui implique une double difficulté : 
premièrement, celle du choix d'un modèle de comportement judicieux, c'est-à-dire du 
modèle a priori le plus à même, compte tenu des caractéristiques physiques du milieu 
envisagé, de représenter fidèlement le comportement réel des matériaux; en second lieu, celle 
de la détermination des différents paramètres associés à la loi de comportement choisie, en 
fonction, là encore, des propriétés physiques du matériau — quand leur origine est supposée 
bien connu d'un point de vue théorique — et, le cas échéant, des données expérimentales 
dont on dispose. 

Cependant, une fois choisi le modèle de comportement, il est avant tout nécessaire 
d'adapter sa formulation traditionnelle, telle qu'on l'établit classiquement pour des milieux 
continus homogènes, au milieu plus complexe, hétérogène, qui fait l'objet de notre étude. 
Pour ce faire, il convient de reprendre le cadre thermodynamique complet dont sont tirées les 
équations d'état du système, en l'adaptant au milieu polyphasique qui nous intéresse : 
entreprise de "reconstruction" que l'on trouvera exposée dans Coussy (1991, chap. El) pour 
des milieux poreux saturés en un seul fluide et dans Coussy (1991, chap. X) pour un milieu 
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poreux non saturé. Nous nous contenterons ici de rappeler sommairement les étapes 
essentielles de la démarche thermodynamique, dont est finalement issue la formulation 
générale de la loi de comportement qui nous intéresse. 

Une fois ainsi établie la formulation générale, adaptée à notre milieu poreux non 
saturé, de la loi de comportement choisie pour modéliser le comportement réel des 
matériaux, il nous restera ensuite à mettre en oeuvre les moyens théoriques et expérimentaux 
à notre disposition afin d'identifier chacun des paramètres du modèle. 

II.l. Formulation thermodynamique des relations d'état. 

IL 1.1. Thermodynamique macroscopique en milieu poreux non saturé 
réactif. 

L'application du second principe au système ouvert défini par une particule de milieu 
poreux suivie dans le mouvement du squelette conduit à l'inégalité (1.15). Laquelle, sous 
l'hypothèse de découplage de la dissipation intrinsèque des deux autres dissipations1 — 
thermique et de transport de masse fluide — conduit à l'inégalité de Clausius-Duhem en 
milieu poreux non saturé: 

(TIA) a : é + gm + (g i -g^m^ - ST - ¥ 2; 0 

expression où apparaissent les variables associées à nos variables d'état : le tenseur de 
Cauchy «J relatif au milieu considéré dans son ensemble, les enthalpies libres massiques g¡ 
relatives aux divers constituants, ainsi que l'entropie S du milieu global. 

Cette formulation permet de retrouver l'expression classique de l'inégalité de 
Clausius-Duhem, bien connue en mécanique classique des milieux continus, et à laquelle 
s'ajoutent deux termes supplémentaires propres aux phases fluides prises en compte : un 
terme d'apport d'énergie par variation de masse fluide et un terme de dissipation dû à 
d'éventuelles transformations physiques ou chimiques entre différents constituants. D est 
cependant usuel de supposer un découplage de la dissipation intrinsèque et de la dissipation 
d'origine chimique, la précédente inégalité se scindant alors en deux relations séparées et 
indépendantes de positivité : 

(11.2) oiè +g i m i -ST-¥ ;>0 

et 

(11.3) (gi-gj)m%;>0 

En outre, du fait de la réversibilité du comportement étudié par la suite, les signes d'inégalité 
peuvent être remplacés par des signes d'égalité dans chacune des relations ci-dessus. En 
particulier, appliquée à la relation (ÏÏ.3), cette hypothèse de nullité de la dissipation chimique 
(ou de changement de phase) se traduit par une écriture macroscopique de loi d'action de 
masse, ce qui correspond donc à une hypothèse de réversibilité (définie macroscopiquement, 

1 Grâce au postulat de l'état local qui assure que <t>i ne dépend que des variables d'état et non de leurs 
gradients. 
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c'est-à-dire en termes de variables macroscopiques) de la transformation chimique 
considérée. Dans le cas où celle-ci fait intervenir différentes étapes réversibles et 
indépendantes les unes des autres, la dissipation associée peut alors être elle-même dissociée 
en une somme de dissipations indépendamment nulles. On peut donc définir une notion 
d'«indépendance macroscopique» des réactions chimiques par le découplage macroscopique 
des différentes dissipations chimiques intervenant dans la relation (H.3) ainsi qu'une notion 
de «réversibilité macroscopique» par la nullité de la dissipation macroscopique associée à 
chaque transformation chimique indépendante. 

Afin de justifier et de guider le choix de tel ou tel découplage des dissipations 
macroscopiques, il est possible de relier les définitions précédentes d'«indépendance 
macroscopique» et de «réversibilité macroscopique» des réactions à leurs homologues 
microscopiques — c'est-à-dire à des considérations classiques d'indépendance et de 
réversibilité de réactions chimiques ou à l'échelle (microscopique) des constituante. Dès lors, 
au prix d'une identification (effectuée plus loin) des enthalpies libres microscopiques et 
macroscopiques, en appliquant séparément l'(in)égalité (11.3) à chaque réaction 
indépendante, et en exprimant les différents échanges de masse m°j_»j en fonction des 
coefficients stoechiométriques et de l'avancement de la réaction (autre identification micro
macro), on aboutit aux expressions classiques des lois d'action de masse de chaque réaction 
indépendante réversible — autant de lois d'action de masse qu'il y a de réactions chimiques 
réversibles découplées. Dans le cas d'un processus réversible faisant intervenir une série de 
réactions couplées, on peut retrouver, d'après (II.3), l'écriture microscopique d'une loi 
d'action de masse dépendant des différents degrés d'avancement de chacune des réactions 
impliquées2. 

Le cas qui nous intéresse cependant le plus, et que nous examinerons plus en détail, 
est celui d'une transformation réversible, indépendante de tout autre processus, entre deux 
constituants (i) et (j) du milieu interstitiel: c'est en particulier le cas d'un changement de 
phase entre un liquide interstitiel et sa vapeur. Appliquée à cette configuration simplifiée 
d'une réaction chimique — ou d'un changement de phase — réversible indépendante entre 
deux constituants privilégiés de l'espace interstitiel, la relation (H.3) se traduit soit par 
l'égalité des enthalpies libres massiques, soit par l'absence d'échange de masse par réaction 
chimique — ou changement de phase3 : 

gi = gj s'il y a transformation i —» j ; 

m°i„»j = 0 s'ü n'y a pas échange de matière entre (i) et (j)-

Insistons une fois encore sur le fait que les arguments précédents d'indépendance et 
de réversibilité, au sens classique, des réactions chimiques sont des arguments 
essentiellement microscopiques. Se servir de telles considérations pour justifier un 
découplage entre dissipations macroscopiques dans la relation (113), et la nullité des 
différents termes découplés, c'est effectuer implicitement un passage micro-macro. Mais 
faire cette association, c'est aussi donner un statut et un sens physique aux grandeurs 
macroscopiques introduites, qui confère aux hypothèses macroscopiques de découplage et 
de nullité des dissipations la signification physique traditionnelle, microscopique, 
d'indépendance et de réversibilité des transformations chimiques se produisant dans le 
milieu. Ce qui permet, en retour, de justifier et de guider, par ces arguments microscopiques 
relativement bien connus, certains choix fondamentaux de découplage et de nullité des 
dissipations macroscopiques ~ comme il a été fait en (II.2) et (11.3). 

2 Cf. Coussy (1994), chap. X, p. 428-440. 
3 On fait abstraction, dans cette étude, des cas de métastabilité dans lesquels les phases (i) et (j) demeureraient 
(de façon instable) à potentiels chimiques différents. 
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Posons maintenant l'hypothèse essentielle, conforme au postulat de l'état local, que 
les différentes variables e et m¡ introduites précédemment, par des considérations 
cinématiques, peuvent être prises pour variables d'état ( indépendantes ) du système, en 
association avec la température T, supposée homogène dans l'ensemble du milieu. Dans le 
cadre, désormais adopté, d'un comportement élastique, aucune autre grandeur n'est 
nécessaire à la définition de l'état mermodynamique du milieu, de sorte que l'on écrit: 

(IL4) W = ¥ ( e , m¡, T ) 

Quant à elle, la relation (II.2) issue de l'inégalité de Qausius-Duhem nous permet 
d'obtenir les relations d'état macroscopiques du milieu global : 

(II.5) o = — 
de 

(IL6)i g¡ = ^ 

01.7) S = - ^ r 

Dans toute la suite de notre étude cependant, nous ferons abstraction de la 
température en tant que variable, dans la mesure où nous choisissons d'emblée de ne 
considérer que des transformations isothermes. Il est en effet couramment constaté que l'état 
mécanique influence peu l'état thermique: hypothèse de faible couplage des variables 
mécaniques vers les variables thermiques — le couplage réciproque étant, pour sa part, 
beaucoup plus important 

II.1.2. Variables d'état macroscopiques et microscopiques: les pressions 
partielles. 

Des précédentes équations d'état, c'est la seconde, exprimant l'enthalpie libre 
massique gj de chaque constituant fluide comme dérivée selon l'apport de masse associé mj 
d'une fonction *F des variables d'état, qui est caractéristique de notre modélisation milieu 
poreux. Les deux autres, (ILS) et (11.7), sont les relations classiques, bien connues en 
mécanique des milieux continus homogènes. 

C'est cette relation (IL6), caractéristique de la présence de fluides interstitiels, qui va 
nous permettre d'exprimer l'enthalpie gi en fonction des variables d'état macroscopiques, e 
et mj — et dont il conviendra d'assurer la compatibilité avec les lois d'état microscopiques 
des constituants fluides. 

Cependant, la formulation habituelle de la loi de comportement macroscopique fait 
intervenir la pression partielle p¡, de préférence à l'enthalpie gj, comme variable 
caractéristique de l'état du fluide (i). Mais cette pression p¡ n'est pas une grandeur 
macroscopique, et ne peut être introduite directement à l'échelle de notre modélisation. Elle 
est en réalité une variable caractérisant l'état thermodynamique du constituant (i) considéré 
isolément, à l'échelle microscopique. Afin de lui donner un statut et une signification 
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macroscopiques, il nous faut procéder en fait à un passage micro-macro par identification de 
l'enthalpie libre massique macroscopique du fluide (i), associée à la variable d'état 
macroscopique m¡ selon la relation (ÏÏ.6), avec son homologue microscopique défini en 
fonction de la pression partielle p¡. Afin de respecter cette distinction essentielle des échelles 
de description et des grandeurs thermodynamiques correspondantes, introduisons 
provisoirement une notation particulière gj""010 pour désigner l'enthalpie libre massique à 
l'échelle microscopique. Sous sa forme microscopique, l'enthalpie libre massique gf1^0 

s'écrit, en condition isotherme, comme fonction de la seule pression thermodynamique du 
fluide (i): 

g-nùcro = fi ( Pi ) » avec f¡* ( pi ) = — 
Pi 

Pi pouvant, à température fixée, être considérée comme fonction de la pression partielle pj. 
L'adoption d'une telle relation microscopique entre l'enthalpie massique gf**™ et la pression 
partielle p¡ n'est pas neutre et ne va pas de soi: elle repose sur l'hypothèse selon laquelle, à 
l'échelle microscopique, sa pression partielle suffît à déterminer l'état thermodynamique du 
constituant (i) — donc, en particulier, son enthaîpie libre massique. Cette hypothèse semble 
physiquement légitime pour tout constituant isolé, disjoint des autres et ne subissant de leur 
part aucune interaction moléculaire à l'échelle microscopique. En revanche, lorsque un 
constituant (i) du milieu interstitiel fait partie d'un mélange à l'échelle microscopique, cette 
relation suppose, pour pouvoir être conservée, que son enthaîpie libre massique garde, dans 
sa définition microscopique en fonction de sa pression p¡, la même expression que dans le 
cas où ce constituant (i) est pur. Ce qui consiste à ignorer l'effet des autres constituants sur 
les grandeurs caractérisant l'état de chacun des éléments du mélange : c'est là la définition 
même d'un mélange idéal. Ainsi, la formulation en pressions de la loi de comportement 
macroscopique, telle qu'elle est ici présentée, repose sur l'hypothèse physique d'idéalité, à 
l'échelle microscopique, de tout éventuel mélange entre constituants interstitiels. Dans la 
suite de cette étude, tous les mélanges considérés entre constituants interstitiels seront donc 
des mélanges microscopiquement idéaux. 

A l'échelle macroscopique, l'expression de l'enthalpie libre massique gj est obtenue, 
grâce à la relation d'état macroscopique (ÏÏ.6) relative au fluide, par dérivation de l'énergie 
libre*?: 

g ^ S r n T ^ ^ ) 

L'identification des deux expressions précédentes peut alors s'écrire sous la forme suivante : 

Wj ( e, mj, pi ) = 0 , 

où l'on pose : 

Wi(e,mj,pi)= g m 7 ( e , m j ) - f i ( p i ) . 
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La dérivée de cette fonction W¿ par rapport à la variable p¿ valant : 

•g-1 ( e, mj, pi ) = -f j ' (pi) = 
d P l Pi 

donc ne s'annulant pas, on déduit alors du théorème de la fonction implicite que, dans toute 
notre modélisation, pi peut être légitimement considérée comme fonction des variables d'état 
macroscopique ( e, mj ). De sorte que, grâce à l'identification des enthalpies libres 
massiques, grâce aussi à l'inversibiüté de la relation microscopique entre enthalpie libre 
massique et pression partielle, cette dernière acquiert un statut macroscopique. 

Il peut être intéressant, pour des raisons pratiques qui se présenteront plus loin, 
d'étudier l'inversibilité de la relation mathématique définissant la pression comme une 
grandeur macroscopique fonction des variables d'état macroscopiques E et mj. Introduisons, 
pour alléger le formalisme, les grandeurs vectorielles associées à nos variables et fonctions 
scalaires, définies comme suit : 

m = ( fflj )j=i, a, , p - ( Pi )j=i, n. , 

et W = (Wi) i=1)n. 

Au prix d'une confusion volontaire entre un espace vectoriel et son dual, on peut considérer 
m et p comme deux vecteurs de E n , tandis que W se définit en temps que fonction 
vectorielle de HL \ Enx E n dans E n . L'identification des expressions microscopique et 
macroscopique de l'enthalpie libre massique, écrite simultanément pour l'ensemble des 
constituants du milieu, se met sous la forme suivante : 

W ( e, m, p ) = 0 

De sorte qu'en appliquant à cette fonction vectorielle W le même théorème de la fonction 
implicite, mais cette fois sur la variable m, on peut conclure que le vecteur m s'écrit comme 
fonction du couple de variables ( e, p ) à la condition nécessaire et suffisante que la dérivée 
partielle selon m de W soit inversible : 

9W . ... 
•5—- inversible. 

Comme, par définition, cette dérivée partielle s'identifie à la matrice (n,n) des fer1) i j=i n » 
cette condition s'écrit en définitive : 

ce qui s'écrit, compte tenu de l'expression de Wi : 

r 3 ^ -1 
L dmjomj Ji,j=i,n 
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En définitive, la validité du changement de variables (e, m¡) _» (£, p¡) impose que 

la différentielle seconde à déformation bloquée de l'énergie libre *¥ soit bijective. On 
reviendra ultérieurement sur l'implication de cette condition sur les coefficients de la loi de 
comportement adoptée4. 

On retiendra donc en définitive de ce long développement — qui pour paraître formel 
n'en est pas moins fondamental quant à la validité et la cohérence du modèle construit — que 
les pressions partielles, grandeurs définissant à l'échelle microscopique l'état 
thermodynamique de chaque constituant isolé, acquièrent un statut et une signification à 
l'échelle de la modélisation grâce à l'identification des enthalpies libres massiques 
microscopique et macroscopique de chacun des constituants interstitiels. Par la suite, on fera 
toujours référence à cette identification micro-macro sous la forme incrémentale suivante: 

(n.8)i dgi = ^ 
Pi 

Ce statut macroscopique conféré aux pressions partielles par la relation ci-dessus se traduit, 
comme il a été précisément démontré, par une définition de chaque pression p¡ en fonction 

4 On peut établir ce résultat par une autre démonstration, faisant appel à la transformée de Legendre-Fencheî 
relativement au couple de variables duales (g¡, m¡). Pour cela, il suffît de considérer (à T fixé) la transformée 
*F* de Legendre-Fencheî de l'énergie libre T, définie comme suif 

¥ * = g ¡ m ¡ - T 

sous la condition de liaison des variables d'état que définissent les équations d'état (ILS) et (II.6). L'existence 
de ¥ est assurée d'après la convexité du potentiel x¥. La differentiation de *F* s'écrit alors: 

d*P* = midgi + gidm¡-d»P 

En vertu des relations d'état (113) et (¡1.6), la différentielle de l'énergie Ubre x¥, fonction des variables e et m, 
s'écrit 

d¥ = o :de + gi dmj 

qui, introduite dans la précédente écriture différentielle de *F*, conduit à la relation suivante: 

d*F* = m¡ d g i - a : de 

*F* est donc fonction des variables g, et e et l'on peut écrire: 

m; =~r 
agi 

de 

ce qui démontre la réversibilité du passage d'un système de variables d'état à l'autre. L'introduction des 
pressions partielles et leur substitution aux enthalpies libres massiques se fait ensuite comme précédemment, 
grâce à la relation (ILS) de compatibilité micro-macro. 
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des variables d'état macroscopiques e et mj choisies; relation le plus souvent inversible, les 
apports de masse pouvant ainsi s'exprimer tout aussi bien en fonction des pressions. 
Désormais, les pressions partielles (comme les masses volumiques) seront considérées et 
maniées comme des grandeurs macroscopiques, au même titre que les autres variables de la 
modélisation, essentiellement macroscopiques. 

Enfin, la formulation désormais adoptée de notre loi de comportement 
macroscopique, faisant intervenir les pressions de préférence aux enthalpies, repose 
également sur une hypothèse physique essentielle: celle d'idéalité, à l'échelle microscopique, 
de tout mélange éventuel entre certains constituants interstitiels. 

II.2. La loi de comportement 

n.2.1. La loi de comportement poroélastique linéaire isotrope. 

Reste, afin d'obtenir la loi de comportement du milieu, à se donner une expression 
particulière de l'énergie libre W en fonction des variables d'état de la modélisation. 
L'exemple le plus classique étant celui de la loi de comportement élastique linéaire, pour 
lequel on postule une forme quadratique du potentiel : il en résulte alors une relation linéaire 
entre contraintes et déformations, qui s'écrit dans notre cadre milieux poreux: 

(II.9) a -of0 = C:E-BiMij - m J-
Pj° 

(n.lO)i pi - Pi0 = Mij ( -Bj: e + ^ - ) 

Il est intéressant d'établir, à ce stade, par simple combinaison des deux relations 
précédentes, la dépendance directe entre contraintes, déformations et pressions partielles, qui 
s'écrit: 

(n.l l) CT -oO = C 0 : e -Bi (p i -p iO) 

L'ensemble de ces relations, qui expriment dans sa plus grande généralité le comportement 
poroélastique linéaire isotherme, introduisent certains jeux de coefficients dont la 
signification physique mérite d'être précisée. 

- C est la matrice classique, en élasticité linéaire, traduisant la relation linéaire entre 
tenseur de Cauchy a et tenseur des déformations linéarisé e en conditions non drainées 
(c'est-à-dire en l'absence de la moindre variation de masse). 

- Co est l'homologue de C en conditions drainées (c'est-à-dire à pressions 
interstitielles constantes). 

- Bj sont des tenseurs, dits tenseurs de Biot, relatifs aux différents constituants et 
traduisant, selon (II.9), l'interaction entre tenseur des contraintes global et apports de masse, 
ou bien, d'après (11.10), entre pressions des fluides interstitiels et tenseur des déformations 
du squelette. La relation (Uli) met plus directement en évidence la signification physique de 
ces grandeurs, en les présentant comme les coefficients du couplage entre contraintes 
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mécaniques et pressions interstitielles. Quel que soit le point de vue adopté, il est clair que 
c'est par l'intermédiaire de ces tenseurs B¡ que s'introduit véritablement dans le modèle le 
couplage hydro-mécanique. 

- M=(Mij) est une matrice dont le terme général My, dit module de Biot, traduit 
l'influence réciproque entre apport de masse d'un constituant (j) et augmentation de pression 
d'un autre constituant (i). 

L'ensemble de ces grandeurs ne constitue pas un jeu de données indépendantes. 
L'expression (11.11) ayant été obtenue par combinaison linéaire des expressions (II.9) et 
(XL 10), C, C0, B¡ et M vérifient la relation suivante: 

(H. 12) C = Co + My Bi ® Bj 

Les grandeurs Bi et M sont caractéristiques du couplage hydro-mécanique entre 
pressions (ou apports de masse) des différents constituants fluides occupant le réseau poreux 
et variables mécaniques (contraintes globales ou déformation macroscopique du squelette). 
Les différents coefficients introduits, dans le cadre exposé jusqu'ici d'une loi de 
comportement élastique linéaire, sont des constantes caractéristiques des matériaux 
considérés (au sens de matériaux poreux, c'est-à-dire fluides inclus). 

Notons que, du fait du choix d'un potentiel quadratique pour H*, les matrices C et M 
sont nécessairement symétriques. L'isotropie du comportement se traduisant, au-delà d'une 
forme classique des matrices C et Co, représentées par deux coefficients seulement (notre 
choix se portera préférentiellement sur le module d'incompressibilité drainé Ko et le module 
de cisaillement \i), par le fait que le tenseur de Biot de chaque constituant du mélange 
interstitiel se réduit à un coefficient de Biot (correspondant en fait à un tenseur sphérique du 
couplage pression-contrainte mécanique: Bi=bil). Dans le cas où les couplages hydro
mécaniques sont supposés isotropes, les coefficients de Biot peuvent se regrouper, pour 
l'ensemble des constituants interstitiels, en un vecteur colonne b=(b¡), la loi de 
comportement poroélastique linéaire pouvant alors s'écrire en fonction des variables 
généralisées: 

a 
LPÜ m/p? 

sous la forme matricielle suivante 

(11.13) K o-oo 
rf 

C (-bM)1 

-bM M M 

Lorsque l'ensemble du comportement (y compris sa partie «purement mécanique», 
représentée alors par les deux coefficients Ko et n) est supposé isotrope, les variables 
tensorielles o et e peuvent alors être remplacées par leurs valeurs moyennes volumiques: 
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et 
e = t re 

dans les relations (DL9) à (II. 11). On obtient alors, en remplacement du système précédent, 
l'écriture simplifiée qui suit de la loi de comportement: 

(H.14) a - o 0 = Ke-b i M i i B -
Pj° 

(H.15)i p i-p io = M i j(~b je + m i ) 
Pj° 

(H.16) a - a o ^ K o e - b i i p i - p i 0 ) 

s - so = 2p. e 

où \L désigne le module de cisaillement du matériau, s et e les parties déviatoriques des 
tenseurs a et e, K, module d'incompressibilité non drainé, étant déterminé d'après la 
donnée des autres coefficients grâce à la relation suivante, issue de (IL 12): 

(11.17) K = Ko + Mybibj 

Il est intéressant de commenter brièvement l'équation (11.11) et son équivalent (H.16) 
dans le cas isotrope. Ces relations définissent les liens entre incréments du tenseur des 
contraintes totales, incréments du tenseur de déformation du squelette et incréments des 
pressions interstitielles. Or, leur forme même montre, en particulier, qu'à contrainte totale 
constante, on peut constater une déformation du squelette due aux seuls effets des pressions 
interstitielles et du couplage hydro-mécanique. C'est là une remarque qui nous persuade 
d'emblée de la pertinence d'un tel modèle couplé pour ce qui touche à la modélisation de 
phénomènes tels que le retrait de dessiccation, déformation engendrée en l'absence de toute 
sollicitation mécanique extérieure par les seuls efforts capillaires qu'exercent les fluides 
interstitiels. 

II.2.2. La loi de comportement poroélastique non linéaire isotrope. 

Compte tenu, cependant, de l'objectif visé dans cette étude, et de la volonté de 
prendre en compte des phases gazeuses à fortes compressibilités, une loi de comportement 
linéaire ne sera valable que sur de très faibles intervalles de variation. En fait, il semble 
d'emblée plus judicieux d'adopter une loi de comportement poroélastique non linéaire, en 
faisant dépendre, notamment, les différents coefficients des variables d'état de la 
modélisation. 
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La formulation d'une teUe loi de comportement ne diffère guère de la précédente: la 
relation linéaire demeure, mais relie désormais, au lieu des variables d'état elles-mêmes, 
leurs incréments. La loi de comportement élastique non linéaire est en effet obtenue par 
differentiation des relations d'état (II.5) à (IL7) et fait intervenir la différentielle seconde de 
l'énergie libre *F — qui, contrairement au cas linéaire, n'est plus ici supposée quadratique. 
On exprime donc simplement et directement une relation linéaire identique entre incréments 
de contraintes et incréments de déformations, et dont la matrice garde la même forme que 
dans le cas linéaire, mais avec des coefficients dépendant des valeurs actuelles des variables 
d'état: 

(11.18) d e =C:de-BiMi i^ m i 
Pj 

(H. 19)i dpi = Mij ( -Bj: de + — l ) 
Pj 

(H.20) d a - C0 : de - Bi dpi 

L'ensemble des coefficients de la loi de comportement gardent la même signification 
physique et les mêmes caractéristiques (dimension et symétrie) que précédemment. 
Cependant, contrairement au cas linéaire, ce sont là des modules et coefficients tangents 
reliant linéairement les variations infinitésimales des variables d'état autour de l'état actuel du 
milieu. C'est pourquoi ces coefficients tangents dépendent désormais des variables d'état 
macroscopiques, ainsi que de variables relatives à chacun des divers constituants (masses 
volumiques en particulier). La relation (IL 12) (et son équivalent (IL 17) dans le cas isotrope) 
est conservée sous la même forme. Les coefficients Bi et M^ du couplage hydro-mécanique, 
issus de la differentiation des relations d'état macroscopiques, s'expriment comme suit en 
fonction du potentiel thermodynamique *F: 

(n.2i)ij M* = KPi3ñL¡&m*> 

(II.22)i My Bj = - pi — ^ - (e,mk) 
dedrni 

Dans la relation (11.22), le tenseur de Biot Bj est remplacé par un tenseur sphérique bil dès 
lors que le couplage hydro-mécanique est supposé isotrope. Dans ce cas, d'ailleurs, comme 
dans le cas linéaire avec l'équation (H. 13), la loi de comportement peut se mettre sous forme 
d'une relation matricielle entre les variables généralisées introduites au paragraphe précédent: 

(H.23) [ (
dor l dpiJ 

C (-bM)1 

-bM M 
' d£ 
dm/pj 

Lorsque, enfin, l'ensemble du comportement est supposé isotrope, la formulation de la loi 
de comportement se résume à la donnée suivante des relations entre composantes moyennes 
des variables d'état, comme dans le paragraphe précédent: 
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(H.24) da = Kde-biMijr=ä 
Pj 

(n.25)i dpi = My ( - bj d£ + ^ ) 
Pj 

(11.26) da = Ko de-bidpi 

En fait, en plus de l'hypothèse d'isotropie du matériau, ces expressions supposent 
une forme particulière de l'énergie libre *F, découplant les influences respectives de la trace e 
et de la partie déviatorique e du tenseur des déformations E. 

CH.27) Y(c mj, T) = W£ (e, mjt T) + ¥ e (e, mj, T) 

De plus, comme on le supposera dans la suite de l'étude, choisir un module de cisaillement p. 
constant (dès lors déterminé une fois pour toutes à partir d'une mesure expérimentale 
unique), revient à ne considérer, pour la composante de *F déterminée par le tenseur 
déviatorique e, que des formes linéaires en y=(2e:e)1'2. Soit la forme suivante de l'énergie 
libre5: 

(11.28) m mj, T)=WE (e, mj, T) + <Fe° Y 

Une forme a priori aussi restrictive de l'énergie libre peut paraître une importante limitation 
au but théorique fixé — à savoir l'élaboration d'une loi de comportement non linéaire. Cette 
objection apparaîtra d'autant plus justifiée lorsque, dans la pratique des calculs et des 
exemples traités, le module d'incompressibilité drainé tangent Ko sera pris constant (donc 
une dépendance linéaire en e de la loi de comportement). En fait, par rapport à la 
problématique visée dans cette étude, les véritables non-linéarités résident dans l'influence 
des variables relatives aux fluides interstitiels et à leurs couplages avec le squelette — c'est-
à-dire dans la dépendance des coefficients de la loi de comportement en fonction des 
variables mj ou p¡. 

La remarque précédemment faite au sujet du retrait dû aux seuls effets capillaires et à 
leur couplage avec la déformation demeure parfaitement valable, comme le montre 
immédiatement l'examen des relations de comportement (ÏÏ.20) et (11.26). 

II.2.3. Relations de Maxwell sur les dérivées croisées. 

La loi de comportement poroélastique non linéaire ayant ainsi été formulée, on peut 
établir certaines relations entre ses coefficients. Ces relations, dites de Maxwell, sont des 
relations de symétrie aux dérivées partielles exprimant le fait que les incréments de 
contrainte, déformation, apports de masse et pression apparaissant dans les équations d'état 
macroscopiques (11.18) à (11.20) sont des différentielles totales des variables d'état 
correspondantes. Ceci va de soi pour ce qui concerne les trois premières, introduites comme 
variables d'état reliées directement à l'échelle macroscopique par la relation fonctionnelle 

Voir annexe lu. 
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(n.5). Ceci est également vrai pour les pressions interstitielles dont le paragraphe EL 1.3. a 
montré qu'elles pouvaient être considérées comme grandeurs macroscopiques s'exprimanî 
en fonction du tenseur des déformations et des apports de masse. 

Parmi ces relations de symétrie, les plus intéressantes pour la suite de notre étude 
sont probablement celles issues de la relation (11.20). Laquelle suppose implicitement que le 
tenseur des contraintes puisse s'exprimer comme fonction du tenseur des déformations et 
des pressions partielles. Ce qui est mathématiquement correct, grâce à un changement de 
variables (e, mj) -» (e, pi) dont le § IL 1.2. a montré la validité, sous la condition 

d'inversibilité de la différentielle seconde à déformation bloquée de l'énergie libre *F — 
condition qui, dans le cadre poroélastique adopté, équivaut de manière immédiate (grâce à la 
relation (ÏL21) de définition des coefficients M¡j et à la propriété de multilinéarité du 
déterminant) à l'inversibilité de la matrice M, soit: 

detM*0 

Sous cette condition, qu'on supposera implicitement vérifiée tout au long de cette étude, on 
est ainsi autorisé à écrire formellement* 

mj = mj ( £, pi ) 

et par suite, grâce à l'injection de ce changement de variables dans la relation d'état 
macroscopique (EL5): 

d*P 
a = — ( c mj) = CT (e ,pi ) 

de 

De même, toujours par le truchement du changement de variables (E, mj) _> (e, p0, les 
coefficients de la loi de comportement peuvent être considérés comme des fonctions du 
tenseur de déformation et des pressions partielles. En se plaçant occasionnellement dans ce 
nouveau système de variables d'état, on peut ainsi déduire de la relation incrémentale (11.20), 
qui est donc bien une relation différentielle, les symétries suivantes: 

01.2% ( ^ ~ ( | ? ) ^ 

Lorsqu'on se place dans le cas d'un comportement isotrope, ces relations s'obtiennent de 
même entre coefficients scalaires et moyennes volumiques des variables d'état de la relation 
(n.26): 

01.31* ( | V = - < f f ) t p l - i 

49 



Voilà donc établie, à ce stade, la loi de comportement macroscopique poroélastique 
non linéaire d'un milieu poreux non saturé, ainsi qu'un certain nombre de relations croisées 
entre dérivées partielles des coefficients introduits. Jusqu'alors étendue à l'ensemble des lois 
de comportement du genre, notre étude se bornera par la suite au cas, suffisamment pertinent 
pour les applications pratiques envisagées, d'un comportement isotrope. 

II.3. Identification de la loi de comportement poroélastique non 
linéaire. 

Une fois postulée la forme envisagée de la loi de comportement, reste pour nous à 
établir l'expression des coefficients obtenus en tant que fonctions des variables d'état du 
modèle, et à définir leurs ordres de grandeur. A l'exception de l'hypothèse fondamentale, 
que traduit la relation (IL8), de coïncidence des définitions microscopique et macroscopique 
de l'enthalpie libre massique de chaque fluide interstitiel, la description et la modélisation ont 
été élaborées uniquement et directement à l'échelle macroscopique, grâce notamment au 
recours à une thermodynamique purement macroscopique. Mais le complet établissement 
d'un modèle purement macroscopique suppose que l'ensemble de ses caractéristiques soient 
directement appréhendées à l'échelle macroscopique. Autrement dit, il est indispensable que 
puissent être mises en oeuvre à cette échelle toutes les expériences nécessaires à la mesure et 
à la connaissance de tous les paramètres du modèle. 

Or dans le cas qui nous occupe d'un milieu polyphasique, siège éventuel de réactions 
chimiques entre constituants ou de changements de phase, il est bien évident que les 
expériences nécessaires à la complète détermination des coefficients macrocopiques de la loi 
de comportement sont à la fois bien trop nombreuses et trop délicates pour être toutes 
réalisables. Plus précisément, dans le cas de l'application envisagée au cas du retrait de 
dessiccation, le nombre des résultats expérimentaux disponibles et utilisables à la 
détermination du modèle est assez réduit Comme nous le verrons en détail dans un chapitre 
ultérieur, la seule donnée expérimentale à laquelle nous ayons accès, en dehors des 
traditionnels modules de cisaillement et d'incompressibilité, est la donnée d'une courbe 
reliant pression capillaire (c'est-à-dire différence de pression entre phases gazeuse et liquide) 
et saturation en liquide. 

Cette carence oblige à recourir à d'autres moyens d'appréhension de la réalité 
physique. Ainsi est-on conduit, selon les circonstances, à introduire des règles de 
dépendance empiriques ou phénoménologiques, à formuler des hypothèses physiques ou 
des hypothèses de modélisation plus ou moins fortes. Mais en premier lieu, et dans le cadre 
le plus général de comportement poroélastique, l'écriture de relations simples 
d'homogénéisation permet d'introduire un certain nombre de relations entre paramètres de la 
loi de comportement macroscopique et caractéristiques physiques, souvent connues, des 
différents constituants pris isolément. Dans la perspective du milieu tel qu'il est décrit, il 
s'agit là d'un passage micro-macro. 

Nous disposons donc en définitive de deux voies essentielles de connaissance du 
réel, qui débouchent sur deux méthodes distinctes de détermination des coefficients du 
modèle théorique macroscopique : une méthode de compatibilité micro-macro, qui consiste à 
prendre en considération, chaque fois qu'elles sont accessibles, les propriétés physiques 
élémentaires, microscopiques, des divers constituants et à les traduire en termes de 
coefficients macroscopiques ; une méthode d'identification expérimentale, consistant en 
somme à attribuer aux coefficients manquants du modèle macroscopique une valeur 
expérimentale — qui varie en fonction des variables d'état 
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II.3.1. Relations de compatibilité micro-macro. 

113.1.1. Lois d'état microscopiques. 

Dans des conditions que nous expliciterons plus loin (voir § EL3.1.2. et § n.3.1.3.), 
nous pouvons ainsi établir, par identification micro-macro des lois de comportement 
microscopiques de chacun des constituants, des relations faisant intervenir les coefficients 
des lois microscopiques en question et les coefficients macroscopiques Ko, K, bj et My 
introduits dans la formulation précédente de la loi de comportement élastique non linéaire 
adoptée, à l'échelle macroscopique, pour la description du milieu. 

Explicitons, pour ce faire, les lois de comportement (ou équations d'état) 
"microscopiques" des constituants considérés. 

Pour la phase solide, on adoptera une loi d'élasticité linéaire classique: 

(Ü.33) og = Kg e, 

donc en écriture incrémentale: 

(H.34) dos = Ksde8 

relation comportementale dans laquelle as et Eg désignent respectivement la contrainte et la 
déformation moyennes caractérisant la seule matrice solide, à l'échelle microscopique. 

Pour les constituants fluides, liquides ou gaz, on écrira d'une manière générale les 
équations d'état sous la forme différentielle suivante: 

(IL35)i ^ - =p 
Pi K i 

Kj désignant le coefficient d'incompressibilité du fluide (i), variable a priori, et fonction des 
variables d'état définissant l'état dudit fluide (i). Notons au passage que cette expression de 
la loi d'état du fluide (i) vérifie bien la remarque formulée au paragraphe II. 1.2., selon 
laquelle, du fait de la définition même de la pression partielle, la masse volumique Pi et la 
pression p¡ relatives à un même constituant (i) sont liées par une relation biunivoque, 
exprimée ici sous sa forme incrémentale la plus générale. De surcroît, toujours d'après les 
développements du § IL 1.2., l'hypothèse d'idéalité des éventuels mélanges présents dans le 
milieu interstitiel permet de définir l'équation d'état de n'importe quel composant sous la 
forme (11.35). On peut en particulier remarquer que l'équation d'état d'un gaz parfait (avec 
Kj=pi) ou celle d'un fluide incompressible (avec K¡=<» et pi=pi°) s'écrivent toutes deux 
sous la forme précédente. 

Le procédé d'homogénéisation consiste à écrire le tenseur des contraintes 
macroscopique, relatif à l'ensemble du milieu poreux, comme partition des contributions, 
évaluées à l'échelle macroscopique, de chacun des constituants en jeu. Ainsi l'on écrira la 
partition suivante sur les composants: 

(H.36) da = (1-40 das - % dp¡ 
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relation dans laquelle <j> désigne la porosité du milieu poreux et <j)¡ la fraction volumique 
(c'est-à-dire la proportion du volume total) occupée par le constituant (i). 

H est important de noter à ce stade que la partition des contraintes telle qu'elle est 
écrite ci-dessus suppose que, en moyenne, les contraintes exercées sur les phases fluides se 
réduisent à des forces de pression, et que par ailleurs il existe une partition claire des 
différentes pressions fluides et des fractions volumiques (c'est-à-dire des volumes occupés 
par les différents constituants). Or cette supposition ne va pas de soi : elle impose même des 
"aménagements" dans les cas où plusieurs constituants peuvent être amenés à se mélanger — 
typiquement le cas de gaz différents (ou du moins considérés distinctement) ou de liquides 
miscibles. 

Aussi nous faudra-t-il soigneusement préciser la partition des volumes des différents 
constituants du milieu, selon les cas envisagés : on examinera successivement le cas où les 
constituants ne se mélangent pas (donc occupent des volumes disjoints), puis celui, plus 
intéressant du point de vue pratique qui nous occupe en définitive, d'un mélange de deux gaz 
en présence d'une phase liquide. 

Les différentes relations ci-dessus seront ainsi traduites en fonction des variables 
d'état choisies pour la description : e et m¡ grâce à la relation de déformation volumique et à 
la définition de l'apport de masse mj. 

Pour la définition de la déformation macroscopique e, on procède, par 
homogénéisation, à une répartition entre la matrice solide — de déformation microscopique 
e¡¡ — et l'espace poreux. Ce qui met bien l'accent sur la distinction entre matrice et squelette : 
défini à l'échelle macroscopique, le squelette englobe la matrice ( qui correspond à une 
échelle de description inférieure ) et l'espace poreux, chacun contribuant à la déformation 
totale macroscopique : 

(n.37) (1-40 e = (1-4KI) e. + (4>-4K>) 

La variable de masse m¡, relative au fluide (i), peut elle aussi être reliée aux variables 
microscopiques définissant l'état du constituant (i), et particulièrement à sa masse volumique 
pi, via l'écriture du bilan de masse élémentaire relatif au constituant (i) : 

(ïï.38)i m i - O + a p i i k - p W 

relation qui correspond en fait à la forme linéarisée de l'équation de transport (1.10). Les 
relations (11.37) et (11.38) s'écrivent sous la forme différentielle suivante (avec <j> # <j>o): 

(H.39) d£, = de—^~ 
l-<j> 

(n.40)i dm¡ = (1+e) d(pi<fc ) + pifcde 

Tous les éléments sont donc en place pour que, par comparaison entre les relations 
tirées de l'analyse microscopique du milieu et la forme postulée pour le comportement global 
du milieu à l'échelle macroscopique, puissent être établies les différentes relations qui nous 
intéressent entre coefficients macroscopiques et propriétés physiques, supposées connues, 
de chaque constituant Nous allons mener cette analyse en séparant les deux cas distingués 
ci-dessus. 
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n.3.1.2. Cas de constituants disjoints. 

Plaçons-nous dans un premier temps dans le cadre de l'hypothèse suivante : les 
différents constituants considérés occupent des volumes distincts et disjoints. Hypothèse qui 
exclut la prise en compte de constituants indépendants formant un mélange. De sorte que, si 
l'on désigne par $i la fraction volumique associée à chaque constituant interstitiel (i), l'on 
peut écrire: 

(DL41) £ & = <!> 
i 

L'écriture de la précédente relation sous sa forme incrémentale fait apparaître les incréments 
de fraction volumique d<J>i qui, grâce à la relation (11.40) et aux équations d'état 
microscopiques (11.35), peuvent s'exprimer en fonction des incréments de variations de 
masse, de pressions et de déformation. Par sommation de ces expressions, la relation (11.41) 

s'exprime finalement sous la forme incrémentale suivante — au premier ordre en e:6 

(11.42) d<{> = X r d - ° i - 0 1 ^ 3 - «Dde 
i Pi ' 

n est intéressant, à ce niveau de l'identification, d'écrire l'ensemble des relations en fonction 
des pressions partielles et de la déformation. En particulier, les équations d'état 
macroscopiques des fluides interstitiels (11.25) permettent, après introduction de l'inverse, 
noté N, de la matrice de Biot M, d'exprimer simplement les variations de masse en fonction 
des pressions et de la déformation: 

(II.43)i ^ î = Njj dpj + bi de 
Pi 

En combinant les deux précédentes relations, on parvient ainsi à établir l'expression 
différentielle de la porosité en fonction de la déformation et des pressions partielles: 

(H.44) d<J> = (Xbi-< |>) de + (X N ü - r >dPi 
» j ' 

De sorte qu'en combinant (11.44) avec l'équation d'état microscopique (11.34) de la matrice 
solide, la relation micro-macro (11.36) de partition des contraintes et la relation (11.39) de 
conservation des volumes, on obtient finalement* 

(H.45) da = ( l - 2 b i ) K s d e - K s ( ^ - ^ + X N i j ) d p i 

6 L'ensemble des relations mentionnées dans ce chapitre sont au premier ordre en e (négligeable devant 1, 
conformément à l'hypothèse de base des déformations infinitésimales). Cependant, pour toutes les opérations 
de dérivation, l'expression réelle, en fonction de e, des grandeurs obtenues est nécessaire. Ces pourquoi sont 
présentées dans l'annexe I les relations exactes correspondant aux relations qui figurent dans ce chapitre. 
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Le développement des relations d'homogénéisation et leur comparaison avec la forme des 
lois de comportement macroscopiques, en particulier la relation (H24), conduit aux égalités 
suivantes: 

(H.46) 

(n.47)i N.. _ hzAi.ÈL 
"» ~ K, + Ki 

dont la combinaison permet d'obtenir un certain nombre d'équations d'identification des 
modules de Biot macroscopiques en fonction des modules d'incompressibilité 
microscopiques des différents coefficients7: 

(H.48)j 
b j - fo & 

On pourra noter la forte analogie de ces relations (ÏÏ.46) et (11.48) avec celles obtenues dans 
le cadre des milieux poreux saturés8. 

Au terme de l'identification micro-macro, il est intéressant de faire le décompte des 
coefficients à déterminer de la loi de comportement et de le mettre en regard de celui des 
relations d'homogénéisation. Ainsi, si n désigne le nombre total des coefficients interstitiels, 
on pourra dénombrer successivement: 

2 

n(n+l) 
2 

n 

n(n+3) ? 
2 + 2 

modules (Ko et \i) pour la matrice C d'élasticité isotrope 

modules de Biot pour la matrice M, symétrique 

coefficients de Biot pour le vecteur b 

nombre total de coefficients indépendants à déterminer 

Dénombrons maintenant les relations indépendantes dont nous disposons ; après bref 
examen, on totalise : 

7 Voir la démonstration du passage des relations sur N aux relations sur M dans l'annexe II. 
8 Cf. Coussy (1991), p. 417. 
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1 

n 

n+1 

relation (11.40) sur les coefficients de Biot du vecteur b 

relations (11.41) ou (11.42) sur les modules de Biot de la matrice M 
(ou sur ceux de son inverse N) 

nombre total de relations indépendantes micro-macro 

Au total, il est donc aisé de constater qu'il y a un déficit de —*-x— +1 relations micro-macro 
par rapport au nombre des coefficients à déterminer. 

n.3.1.3. Cas d'un milieu interstitiel contenant un mélange. 

Le paragraphe précédent étendait aux milieux non saturés les relations couramment 
utilisées dans le cas des milieux poreux saturés, en se fondant sur l'hypothèse de 
constituants interstitiels occupant des domaines disjoints de l'espace poreux (c'est 
l'hypothèse qui sous-tend, en effet, la relation (11.41)). Or, nombre de cas pratiques sortent 
de ce cadre très particulier en faisant intervenir des mélanges entre plusieurs constituants, 
notamment gazeux. Il convient donc maintenant d'examiner le cas des mélanges. 

Pour simplifier l'étude, on supposera l'existence d'un seul mélange dans le milieu 
interstitiel. Toutes les autres phases seront supposées disjointes, comme précédemment En 
outre, conformément à ce qui a été annoncé au § H.2.I., ce mélange sera supposé idéal, de 
sorte que les relations d'état de ses différents composants demeurent sous la forme adoptée 
en (n.35). Du point de vue des notations, on introduit deux systèmes distinctifs en 
employant des minuscules grecques pour les constituants du mélange et des majuscules 
latines pour les autres, les minuscules latines continuant de désigner indifféremment les uns 
et les autres. 

Dès lors, on peut procéder au même raisonnement qu'au paragraphe précédent, 
moyennant quelques modifications. Ainsi, il convient de prêter attention au fait que, les 
constituants du mélange occupant un volume commun de l'espace interstitiel, dont on notera 
<j>g la fraction volumique (l'indice g se réfère, par anticipation, au cas d'un mélange gazeux), 
la relation (11.41) se trouve remplacée par la suivante: 

(H.49) 4>g + I > = <l> 
I 

En outre, le fait que les constituants du mélange soient caractérisés par la même fraction 
volumique <J>g permet d'écrire, en se reportant à l'équation de conservation de la masse 
(n.40) combinée à l'équation d'état (11.36) de chacun d'eux: 

( n . 5 0 ) a d<J>g = ^ - <j>g 0 = - «|>g d e 

ce qui, après introduction de la matrice N permettant de relier les apports de masse aux 
pressions partielles et à la déformation volumique s'écrit: 
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(IL50b)a # g = ( b a - ^ ) d £ + ]£Naidpi - | ^ d p a 

i 

d'où l'on déduit, du fait de l'indépendance des variables d'état (donc de l'unicité de la 
décomposition précédente de la différentielle d<|>g): 

(II. 51 ) a b a = bg indépendant de a 

(II.52)ija Nai = Ni dépendant du constituant (I) extérieur au mélange, 
mais pas de a 

(n.53)0Wtß Naß = Ng indépendant de a et ß 

(IL54)a N aa - K a + Ng 

Ce sont là des relations de «pseudo-symétrie» entre coefficients de la loi de comportement 
relatifs aux constituants du mélange qui, occupant un même volume et n'exerçant entre eux 
aucune interaction microscopique, jouent un rôle symétrique du point de vue du couplage 
macroscopique avec l'état mécanique (relation (11.51)), avec les constituants extérieurs au 
mélange (relation (11.52)) ainsi que vis-à-vis des autres composants du mélange (relations 
(H.53) et (n.54)). 

Une fois posées ces égalités, spécifiques d'un mélange microscopiquement idéal, on 
peut poursuivre, comme au précédent paragraphe, la differentiation de la relation (11.49). 
Ainsi, la relation (11.50) peut être aisément généralisée au cas de tout fluide (i), extérieur ou 
non au mélange, après simple substitution de l'indice a par l'indice i, et de la fraction 
volumique <|>g du mélange par celle, <j>i, du fluide (i). De même la relation (11.43) peut être 
reconduite. Ces opérations accomplies, on obtient aisément les relations supplémentaires qui 
suivent entre coefficients macroscopiques: 

(H.55) bg + Sb^ l - l 0 

(11.56) Ng + £ N i = ^ _ < { > f f 

j K s 

(n.57)i 

Les relations (11.55) et (11.56) sont les équivalents respectifs des relations (11.46) et (11,47) 
obtenues dans le cas de constituants disjoints. L'ensemble des relations (11.51) à (II.57) 
forme un système d'équations indépendantes. 

De même que précédemment9, on peut transcrire ces relations micro-macro en 

9 Voir la démonstration du passage des relations sur N aux relations sur M dans l'annexe n. 
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fonction des modules de Biot M y \ On obtient aisément, pour ce qui est des relations de 
«pseudo-symétrie»: 

(IL58)i M 
*a 

ICC indépendant de oc, mais dépendant du constituant (i) 

(n.59)a^ß <j>g( K « - K ß
 ) - 1 

et pour ce qui est des relations complémentaires, les relations (11.56) et (11.57) sont 
remplacées par la suivante: 

(II.60)i M¡j ( - ^ ¿ ^ + f : ) - M i a ^ = 1 

Obtenues directement, et de manière équivalente, d'après les relations (n.52) à (11.54), 
(n.56) et (n.57), sur les coefficients de N, les relations (11.58) à (11.60) forment, en 
association avec les relations (11.51) et (11.55) sur les coefficients de Biot, un système 
d'équations indépendantes. 

Comme précédemment, effectuons rapidement le décompte des coefficients de la loi 
de comportement et celui des relations d'homogénéisation obtenues. Au départ, le nombre 
des coefficients à déterminer est rigoureusement le même que précédemment, en fonction du 

nombre n des constituants interstitiels: n(n+3) + 2. 

Effectuons à présent le décompte de l'ensemble des relations dont nous disposons 
désormais, en introduisant, en plus du nombre total n des constituants interstitiels, celui, 
noté n g (kl), des composants du mélange. Du fait de leur plus grande commodité, on 
raisonnera de préférence sur les relations (11.51) à (11.57) portant sur N et b . 

(ÏÏ.54): 
Dénombrons en premier lieu les relations, nouvelles, de «pseudo-symétrie» (11.51) à 

n g r l 

(n-ngXng-1) 

ng(ng-l) 
2 

( n g - l ) ( 2 + n - ^ ) 

relations (11.45) traduisant des égalités entre coefficients de Biot 
des constituants du mélange 

relations (11.46) 

relations (11.47) 

relations (11.48) sur les termes diagonaux de N dans le mélange 

nombre de relations de «pseudo-symétrie» 
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Reste désonnais à comptabiliser les relations non encore utilisées, (11.55) à (11.57), 
issues de l'identification micro-macro comme au précédent paragraphe: 

1 

1 

n-ng 

n-ng + 2 

relation (11.49) sur les coefficients de Biot du vecteur b 

relations (11.50) sur les modules Ni 

relations (11.51) sur les modules Nrj 

nombre total des relations indépendantes micro-macro 

On peut finalement constater qu'il y a, tout compte fait, un déficit de * ^ 5 — g — - + 2 
relations micro-macro par rapport au nombre des coefficients à déterminer. Par comparaison 
avec le cas précédent, la situation s'est améliorée dans la mesure où l'on dispose désormais, 
en plus des précédentes relations d'identification micro-macro, de relations de «pseudo
symétrie» entre constituants du mélange. C'est qu'en réalité l'hypothèse — restrictive — 
d'idéalité du mélange à l'échelle microscopique introduit des contraintes supplémentaires 
entre constituante interstitiels, qui se traduisent par ces relations supplémentaires que sont les 
relations de «pseudo-symétrie». 

n.3.1.4. Cas d'un mélange de deux gaz en présence d'une phase liquide. 

Etudions maintenant, dans la suite directe du paragraphe précédent et en vue de 
l'application ultérieure au problème concret du séchage de dessiccation, le cas particulier 
d'un milieu dont l'espace poreux contient un mélange de deux gaz et une phase liquide. Les 
deux gaz en présence seront désignés par les indices (v) (vapeur, sans préjuger pour l'instant 
d'un quelconque rôle thermodynamique vis-à-vis de la phase liquide) et (a) (air) ; au liquide 
nous attribuerons l'indice (1). 

A cette étude particulière correspond un ensemble précis de variables d'état 
macroscopiques, au nombre de quatre : conformément au choix adopté dans le cadre le plus 
général, nous prendrons e, mj, m^ et m t pour variables d'état du système. Les deux 
constituants gazeux occupent un même espace, dont on appellera <¡>g la fraction volumique; le 
liquide occupant le volume complémentaire dans l'espace poreux, sa fraction volumique est 

<S>1 = <f> - $g-

Les relations de pseudo- symétrie établies dans le cas général d'un mélange idéal 
peuvent s'écrire ici, en fonction des modules de Biot: 

(11.61) by = bâ 

(H.62) ig* = ^ 
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(n.63) < M l f - i ^ = 1 

(11.64) ^ C ^ - l f ) = 1 

On reprendra la notation bg introduite au paragraphe précédent pour désigner ia 
valeur commune des coefficients de Biot de la vapeur et de l'air. En second lieu, la relation 
d'homogénéisation sur les coefficients de Biot s'écrit ici très simplement: 

(n.65) b, + bg = i - g 

Enfin, les relations établies en (11,60) se réduisent à deux équations à choisir parmi les trois 
relations similaires suivantes: 

(H.66) ( - ^ - ^ i + &•) Ma - t^M.1 » 1 
Ä-S -Tk-i JN.4 

(H.67) ( ^ i r ^ 1 + F") Miv - | ^ M W = 1 

(H.68) ( ^ ^ + $r) Mu - |*-Mva = 1 

L'ensemble des relations énoncées ci-dessus forme un système de 7 équations 
indépendantes. Par ailleurs, par application du décompte général des coefficients de la loi de 
comportement effectué dans les précédents paragraphes, on dénombre dans le cas présent 11 
paramètres à déterminer. Soit, en définitive, un déficit de quatre relations par rapport au 
nombre d'informations nécessaires à la détermination de l'ensemble des coefficients. 

Une remarque simple peut nous permettre de réduire à trois le nombre des relations 
manquantes. En effet, si l'on raisonne, pour la matrice d'élasticité, en termes de module 
d'incompressibilité drainé Ko et de module de cisaillement fi, on peut d'emblée éliminer le 
problème de la détermination de ce dernier coefficient: les fluides interstitiels étant supposés 
ne reprendre aucun effort de cisaillement, le module de cisaillement \i du milieu poreux sera 
le même que pour le matériau sec constituant le squelette. 

II.3.2. La méthode d'identification expérimentale. 

L'insuffisance des informations fournies par la méthode d'homogénéisation nous 
conduit à essayer de déterminer les coefficients manquants de notre modèle macroscopique, 
fonctions des variables d'état, grâce à certains résultats expérimentaux à notre disposition. 
C'est même là, répétons-le, la démarche naturelle d'une modélisation se voulant 
essentiellement macroscopique — le recours à des considérations de compatibilité micro-
macro ne s'imposant que du fait de la complexité du milieu et des phénomènes physiques en 
jeu. 
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En premier Heu, qui dit expérience dit application du modèle théorique général à un 
cadre concret bien précis: matériau, composition du milieu interstitiel, phénomènes 
physiques (microscopiques ou macroscopiques) mis en jeu, etc. L'ensemble de ce 
paragraphe se place donc dans le cas particulier décrit précédemment — et qui est celui de 
l'application visée — d'un milieu poreux (en pratique sol, roche, béton, pâte de ciment, etc.) 
dont l'espace interstitiel contient un liquide (de l'eau), et un mélange idéal de deux gaz 
(vapeur d'eau et air). Ajoutons, par rapport à la description précédente, que certaines des 
expériences considérées impliquent un changement de phase entre le liquide et la vapeur (qui 
devient donc sa vapeur saturante), c'est-à-dire d'une liaison thermodynamique qui n'a pas 
été introduite, jusqu'ici, dans le modèle, et qui le sera ultérieurement en tant que liaison entre 
les variables d'état 

Ceci étant précisé, la méthode d'identification expérimentale se heurte d'emblée à une 
difficulté majeure : comment traduire ces résultats expérimentaux en fonction de nos 
variables ainsi que de l'exploitation qu'on désire leur réserver? 

En fait, il nous faut retraduire, en fonction des variables d'état choisies pour notre 
modélisation, des données expérimentales déjà récoltées et exprimées selon d'autres 
grandeurs. 

Ainsi, le premier travail à effectuer, à ce stade, est l'identification précise des résultats 
qui nous sont fournis et des conditions expérimentales de leur obtention10, une identification 
précise des quantités mesurées et des variables en fonction desquelles ces quantités sont 
portées, enfin une traduction de ces grandeurs et de ces variables expérimentales en fonction 
des variables d'état de notre propre modélisation théorique. 

Dans un deuxième temps, nous serons amené à formuler certains cadres 
d'hypothèses — dont les fondements physiques seront examinés — afin d'obtenir une 
cohérence des données expérimentales avec nos principes théoriques et de permettre leur 
intégration dans notre modèle. Nous verrons que, dans certains cas précis, l'ensemble des 
coefficients de la loi de comportement peuvent être explicitement déterminés en fonction des 
variables d'état e et m;. 

II.3.2.1. Données expérimentales: expériences de sorption-désorption et d'invasion 
capillaire 

Exposons donc, en premier lieu, la forme des données expérimentales mises à notre 
disposition. 

Ces résultats proviennent essentiellement de deux types d'expériences, réalisées sur 
des bétons ou des pâtes de ciment: expériences de sorption-désorption et expériences 
$ invasion capillaire. L'une et l'autre font intervenir un changement de phase, supposé non 
dissipatif (équilibre thermodynamique) entre le constituant liquide (1) et le constituant vapeur 
(v) — qui devient vapeur saturante du liquide G). 

Dans les deux cas, en plus de cette liaison thermodynamique, on impose une 
condition expérimentale supplémentaire : 

- dans le cas de la sorption-désorption, la pression totale de la phase gazeuse 
(air+vapeur) est supposée constante tout au long de l'expérience et homogène à l'intérieur de 
l'échantillon; 

10 On se bornera ici à indiquer sommairement, mais aussi clairement que possible, le principe de 
l'expérimentation. Une présentation des conditions réelles de l'expérience et une discussion de la validité 
fondamentale des résultats obtenus s'imposent, certes, mais ne seront abordées que dans le prochain chapitre 
— cf. § ffl.2. et m.4. 
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- dans le cas de l'invasion capillaire, c'est la pression de la phase liquide qui est 
imposée, supposée constante et homogène, tandis que l'on fait varier, en la contrôlant, la 
pression totale de la phase gazeuse. 

n.3.2.2. Grandeurs expérimentales: humidité relative, pression capillaire, saturation. 
Leur introduction dans le modèle dans le cadre de la confrontation théorie-expérience. 

L'expérience de sorption-désorption fait intervenir deux grandeurs physiques, dont 
l'une est contrôlée au cours du processus expérimental, l'autre étant mesurée au fur et à 
mesure de son déroulement La grandeur contrôlée est l'humidité relative ; la quantité 
mesurée, la saturation en liquide n . Explicitons chacune d'elles. 

En premier lieu, rhumidité relative représente le rapport entre la pression de vapeur 
saturante dans l'état actuel, défini par les variables de la description, et un état de référence 
pour lequel la pression de vapeur est la classique pression de vapeur saturante de l'eau libre 
(c'est-à-dire en conditions atmosphériques, la surface de séparation entre l'eau et sa vapeur 
saturante étant plane). Insistons bien sur le fait que la notion d'humidité relative, ainsi 
définie, représente un rapport de deux pressions de vapeur saturante — car dans les deux cas 
on suppose un changement de phase non dissipatif, traduit par l'égalité des enthalpies libres 
entre la phase liquide et sa vapeur saturante. 

Il ne faut donc pas se laisser abuser par l'ambiguïté du terme humidité relative. A 
chaque instant, au voisinage de la surface de séparation air-liquide, la pression de la vapeur 
est égale à la pression de vapeur saturante. Simplement, cette valeur de la pression de vapeur 
saturante varie par rapport au cas usuel de l'eau libre, justement parce que l'eau n'est plus 
"libre": que la surface de séparation n'est plus plane, mais incurvée ; que la pression du 
liquide n'est plus égale à celle de la phase gazeuse ; que s'exercent des efforts tangentiels de 
tension superficielle. 

C'est à ce niveau qu'intervient la notion de pression capillaire, en tant que notion 
microscopique. L'influence de ce facteur est un phénomène bien connu dans l'étude des 
béton ou des sols et relativement bien identifié à certains mécanismes microscopiques 
gouvernant les interfaces liquide-vapeur. Il est en effet relié, à l'échelle du pore, à une 
différence de pression entre phase gazeuse et phase liquide, compensée du point de vue de 
l'équilibre de l'interface (assimilée à une membrane) par une force tangentielle s'écrivant 
comme rapport d'une tension superficielle constante et du rayon de courbure du ménisque 
séparant liquide et gaz (loi de Laplace). 

Cependant, un tel concept est essentiellement microscopique, et semble inexploitable 
à l'échelle macroscopique, car associé à un "rayon de ménisque" qui n'a de sens qu'à 
l'échelle du pore. Cette absence d'une variable macroscopique associée à la notion de rayon 
de ménisque fait de la loi de Laplace une loi essentiellement microscopique, non 
transmissible à l'échelle de notre modèle. On découvre donc ici tout le sens physique de 
l'identification expérimentale: la donnée des résultats de l'expérience de sorption-désorption 
compense la perte d'une information microscopique, d'une loi d'état microscopique (la loi de 

11 En réalité la grandeur réellement mesurée au cours de ce type d'expérience est ce qu'on appelle la perte en 
poids, et qui correspond exactement à la perte de masse de l'échantillon observé. Cependant, la plupart des 
courbes expérimentales retraduisent cette grandeur en termes de saturation volunùque de liquide, et c'est donc 
cette variable qui intervient dans l'identificalion expérimentale de notre modèle. H y a là un problème de fond 
qui concerne le statut réel des variables mesurées expérimentalement et leur lien exact avec celles de notre 
modélisation. Cette réflexion nécessaire fera l'objet du prochain chapitre - cf. § DX2 et in.4. 
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Laplace) gouvernant l'interface liquide-gaz que l'on peut transcrire directement à l'échelle 
macroscopique. En fait, une fois traduite en termes de loi constitutive du milieu, 
l'identification expérimentale constitue très exactement l'équivalent macroscopique de la loi 
microscopique de Laplace: elle exprime, directement à l'échelle macroscopique, l'équilibre 
des interfaces liquide-gaz. 

Nous sommes donc conduit à introduire la notion de pression capillaire pc, de façon 
purement macroscopique, sans référence au phénomène microscopique que décrivent les 
notions de "tension superficielle" et de "rayon de ménisque": 

(ÏÏ.69) Pc = Pg-Pi = Pv + p*-pi 

Le rapprochement de la modélisation macroscopique et des phénomènes physiques 
(constatés d'après l'expérience) soulève ainsi le problème de l'intégration de la notion de 
pression capillaire dans le modèle: dans quelle mesure celui-ci fait-il intervenir la notion 
(macroscopique) de pression capillaire? à quel niveau du modèle est-elle introduite? comment 
l'influence des effets capillaires sur la valeur des coefficients de la loi de comportement 
macroscopique est-elle prise en compte? 

La question qui se pose ici est bien celle de la traduction des phénomènes 
microscopiques en termes de loi de comportement macroscopique via les expériences de 
sorption-désorption et d'invasion capillaire dont nous disposons. Ce problème de la double 
adéquation du modèle théorique à la réalité physicc-chimique d'une part et à l'information 
expérimentale d'autre part fera l'objet, précisément, du paragraphe suivant. 

Logiquement, il apparaît alors qu'une étroite dépendance existe entre ce phénomène 
de capillarité (modification des conditions de changement de phase par rapport au cas 
"normal": forme des surfaces de séparation, différence entre pressions des deux phases,...) 
et la valeur de ce quotient des pressions de vapeur saturante qui définit l'humidité relative. 
Cette relation existe en effet, et découle directement de l'existence d'un changement de phase 
non dissipatif, que traduit l'égalité des deux enthalpies — celles-ci exprimées pour la 
circonstance en fonction des deux pressions. Relation que nous n'expliciterons pas 
davantage pour l'instant, mais que nous étudierons plus précisément dans un prochain 
paragraphe. Il est cependant important de noter d'emblée que les résultats expérimentaux 
pourront être exploités alternativement et indifféremment en termes d'humidité relative ou de 
pression capillaire, le passage de l'une à l'autre de ces deux notions étant simple et 
systématique, sous certaines conditions précises qui seront explicitées au chapitre HI. 

La présentation des expériences et des grandeurs physiques qu'elles mettent en jeu 
soulève, au moment de leur confrontation avec le modèle théorique mis sur pied, un certain 
nombre de difficultés. La première d'entre elles, et sans doute la plus évidente, est celle de la 
traduction des grandeurs expérimentales (humidité relative, pression capillaire, saturation en 
eau) en fonction de nos variables d'état, ainsi que leur introduction dans le modèle. 
L'humidité relative a été définie, dans le cadre d'un changement de phase, comme rapport de 
la pression de vapeur saturante avec la pression de vapeur saturante à même température en 
l'absence de phénomènes de capillarité. Dans le cas le plus général (c'est-à-dire sans 
supposer nécessairement une relation thermodynamique entre les constituants (v) et (1)), on 
pourra garder cette dénomination d'humidité relative pour désigner le rapport de la pression 
de vapeur (qui n'est plus nécessairement vapeur saturante du liquide (1)) avec la pression de 
vapeur saturante en conditions standard: 

(11.70) h = - ^ avec pvs° = Pvs°CD 
Pvsu 
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De la sorte, la notion d'humidité relative intervient relativement directement et naturellement 
dans le modèle, par l'intermédiaire de la pression de vapeur. 

La pression capillaire ayant été introduite par la relation (11.69) comme différence 
entre pression de mélange gazeux et pression de liquide, il est aisé de déduire des relations 
de comportement (11.25) son écriture différentielle en fonction des variables d'état e et m¡: 

(11.71) dpc = (Mvj + M a j -Mi j ) ( -b j d£ + ^mi) 
Pj 

Laquelle permet de mettre en évidence la façon dont la notion de pression capillaire s'inscrit 
dans le cadre de notre modèle : c'est par l'intermédiaire des coefficients My et bj de la loi de 
comportement précédemment adoptée que se réalise sa prise en compte. L'essentiel des 
difficultés se résumant alors à la détermination de ces coefficients, en fonction de propriétés 
physiques microscopiques ou de constatations expérimentales, détermination dans laquelle 
intervient nécessairement la mesure des effets capillaires mis en évidence. 

Reste la saturation en liquide : la notion est simple et ne pose aucun problème 
particulier. Il s'agit du pourcentage du volume poreux occupé par la phase liquide, dont on 
établit facilement, dans l'hypothèse d'une matrice incompressible (Ks = «»), l'expression 
suivante : 

é, o+ —L 

SI = * U P J ! PI0 

4> P i 4>o+ e 

Dans le cas d'un liquide incompressible, Sj est entièrement déterminée par les deux variables 
e et mi : aussi est-il bien Justine de garder prioritairement l'une et l'autre de ces variables 
pour décrire le changement de phase, et, plus spécifiquement encore, l'expérience de 
sorption-désorption. 

Remarquons pour terminer que, si elles n'ont été introduites qu'à ce stade de la 
présentation (ie. au stade de la présentation des expériences de sorption-désorption et 
d'invasion capillaire), les notions d'humidité relative et de saturation en liquide dépassent ce 
cadre. De manière générale, l'humidité relative est une notion caractéristique de tout 
changement de phase susceptible de présenter des phénomènes de capillarité. La saturation 
en eau, quant à elle, peut être introduite à n'importe quel niveau de la modélisation. 
Cependant, il est à noter que la variable saturation, définie comme le rapport de deux 
volumes actuels — volume occupé par la phase liquide et volume poreux —, possède en soi 
le statut d'une variable eulérienne et non lagrangienne: contrairement aux notions de variation 
de masse et de déformation — grandeurs essentiellement et exclusivement lagrangiennes 
dans la mesure où, dans leur concept, elles font référence à la configuration initiale — la 
saturation telle qu'usuellement introduite n'est aucunement attachée à la matière, à une 
particule suivie dans son mouvement, mais doit bien plus être regardée comme un champ 
scalaire donné en tout point géométrique de l'espace et à tout instant considéré. Le bref calcul 
qui précède constitue d'ailleurs une bonne illustration de ce caractère essentiellement non 
lagrangien de la saturation définie en (11.72): on a vu quelles fortes hypothèses de 
comportement microscopique étaient nécessaires à l'expression de cette variable en fonction 
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des variables d'état lagrangiennes de notre modélisation. C'est pourquoi la notion de 
saturation en eau n'est introduite dans notre modèle que par nécessité, au stade de 
l'identification expérimentale12. 

n.3.2.3. Confrontation modèle-expérience: les hypothèses retenues. 

En dehors des questions de passage d'un système de variables à un autre, la nature et 
la formulation des données expérimentales ainsi fournies nous posent deux problèmes 
fondamentaux. 

En premier lieu, ces données sont relatives à un contexte bien particulier : celui d'un 
changement de phase effectué dans des conditions expérimentales précises. Comment 
étendre ces résultats à un cadre plus général? Comment assurer que la détermination des 
coefficients réalisée grâce à ces deux expériences restera valable en dehors du cadre étroit des 
conditions dans lesquelles celles-ci ont été effectuées? Car il n'y a aucune raison, a priori, 
pour que ces coefficients gardent la même expression, la même valeur, dans un cadre 
différent — hors changement de phase, en particulier. 

Deuxième objection, directement liée à la précédente: la question des variables dont 
dépendent les coefficients ainsi déterminés. En filigrane de ce qui était présenté dans le 
paragraphe précédent, notamment quant à la formulation des résultats des deux expériences 
citées, se profile le problème des variables — de leur nombre plus que de leur statut — 
gouvernant la loi de comportement 

En effet, les résultats expérimentaux permettent de relier l'humidité relative (ou, après 
calcul, la pression capillaire) à la saturation en liquide Si. Donc une dépendance en fonction 
d'une variable unique. Cependant, dans le cadre général de notre modèle, les coefficients 
dépendent de quatre variables indépendantes. Le cadre particulier des expériences évoquées 
ci-dessus imposant deux relations entre ces variables — l'une traduisant l'équilibre 
thermodynamique, c'est-à-dire l'égalité des enthalpies libres du liquide et de la vapeur, 
l'autre étant liée à la condition spécifique imposée durant l'expérience —, le nombre des 
variables gouvernant ces deux résultats expérimentaux devrait théoriquement être égal à 
deux. Or les courbes tracées ne représentent la variation des différentes grandeurs 
caractéristiques qu'en fonction d'une variable unique, en l'occurrence la saturation en liquide 
Si. Deux questions se posent alors : 

- celle du caractère éventuellement partiel des résultats expérimentaux tels qu'il sont 
fournis, qui oublieraient de prendre en compte l'influence, théoriquement possible, d'une 
deuxième variable sur les grandeurs représentées ; 

- celle de l'impossibilité d'étendre a priori ces résultats à un cadre plus large où 
interviennent d'autres variables, dont nous ignorons l'influence sur les coefficients mesurés. 

Ainsi est-on amené à élaborer certains cadres d'hypothèses simplificatrices, dans le 
but de se ramener à une identification expérimentale, dans le cas de figure le plus général, 
une donnée expérimentale unique (en plus de la détermination, plus «classique», des 
modules Ko et p.). 

1 2 Le chapitre suivant montrera d'ailleurs que ce n'est qu'au prix d'un certain malentendu dans la traduction et 
la mise en forme des courbes de résultats expérimentaux. En effet, il se trouve que la variable effectivement 
mesurée est précisément la variation de masse d'eau (ou teneur en eau) et non la saturation. Si les courbes 
sont — souvent — exprimées en termes de saturation, c'est au prix d'un calcul intermédiaire, d'ailleurs sujet à 
caution, visant à substituer la saturation à la "perte en poids". 
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Hypothèse H l : matrice incompressible. 

Une première hypothèse consiste à considérer que la matrice — c'est-à-dire les 
particules solides constituant le squelette — est incompressible. Ce qui suppose en 
particulier l'absence de porosité occluse, celle-ci contribuant en effet à augmenter 
considérablement la compressibüité des grains. Cette hypothèse s'écrit donc : 

Ks = ~ 

et conduit, par simplification de la relation (11.55), à un résultat tout à fait remarquable, 
portant sur les coefficients bi et bg : 

(H.73) bg= 1 - bi 

Il ressort clairement de la relation (H.73), combinée aux égalités (11.31) et (n.32) entre 
dérivées partielles, que les coefficients Ko, bi et bg sont fonctions des seules variables e et 

Pc13: 

(H.74) Ko = Ko (e , p c ) 

(H.75) bi = !>!(£, p c ) et bg = b g ( e , p c ) 

13 En effet, d'après l'égalité des coefficients de Biot de l'air et de la vapeur, on constate que la formulation 
différentielle (Ö.26) de la loi de comportement ne fait plus intervenir que la déformation volumique e, la 
pression de liquide pi et la pression pg du mélange gazeux: 

da = Ko de - t>i dpi - bg dpg 

En utilisant la relation (11.73), déduite de l'incompressibilité microscopique de la matrice, dans la précédente 
relation différentielle, et en effectuant les regroupements adéquats, on obtient: 

da = Ko de + bi dpc - dpg 

qui montre que a est fonction des trois variables d'état e, Pc et pg, et pennet d'établir, toujours selon le 
principe des symétries de Maxwell, les égalités aux dérivées partielles suivantes: 

dpg e,pc 

v dpg e,pe 

v de 'pc,pg
 x dpc '£,pg 

Il apparaît bien ainsi que les coefficients de Biot et le module d'incompressibilité drainé ne dépendent plus que 
de la déformation volumique et de la pression capillaire. 
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Hypothèse H2 : matrice incompressible et Ko = Ko (£). 

Restreignons encore le cadre de notre étude en ajoutant à Hl l'hypothèse suivante : 

Ko = Ko(e) 

Cette supposition, délicate à manier, mérite quelques lignes de réflexion. Elle 
affirme, en fait, l'indépendance du module d'incompressibilité drainé tangent vis-à-vis des 
fluides interstitiels — de leurs apports de masse ou de leurs pressions. Ce qui revient à dire 
que, dans le cas d'une expérience parfaitement drainée autour d'un état donné quelconque, 
les fluides, puisqu'ils sont libres de s'écouler, ne participent pas à la rigidité du matériau, et 
que les valeurs de leurs pressions ne déterminent en rien celle du module KQ. Un peu de 
sens physique permet cependant d'entrevoir les limites d'une telle hypothèse : sans doute 
relativement satisfaisante pour des pressions capillaires modérées, elle a toutes les chances 
de s'avérer erronée dès qu'interviennent de fortes valeurs de ces pressions, pour lesquelles 
les fluides participent notablement à la rigidité du milieu, même en conditions drainées. 

En somme, pour que cette hypothèse soit acceptable, il faut vérifier que l'on se 
trouve placé dans des conditions pour lesquelles les pressions interstitielles restent 
relativement modérées, par rapport au module d'incompressibilité du squelette à sec, ce qui 
semble concevable pour le cadre d'étude que nous nous sommes donné — à l'exception 
toutefois des cas de faibles saturations en eau, pour lesquels, à en croire les résultats 
expérimentaux (voir notamment les courbes de sorption-désorption), la pression capillaire 
peut atteindre des valeurs très élevées. 

Associée à celle de l'incompressibilité de la matrice solide, cette deuxième hypothèse 
entraîne un résultat des plus intéressants: la dépendance des coefficients de Biot b¡ en 
fonction de la seule pression capillaire pc ; plus précisément, en vertu de l'égalité (11.73), on 
obtient successivement14: 

(11.76) b i -b i (pc) 

(H.77) bg = b g (p c ) = l - b i ( p c ) 

Ce qui implique, en clair, que la connaissance de l'ensemble des coefficients de Biot 
se ramène, du fait de la relation (11.73) traduisant l'incompressibilité de la matrice, à 
l'identification d'un seul d'entre eux — par exemple bi ; et qu'en outre cette identification 
prend la forme d'une relation biunivoque entre bj et la pression capillaire pc, grandeur 
accessible par mesure expérimentale. 

Hypothèse H3 : matrice et fluide incompressibles 

Reprenons l'hypothèse d'incompressibilité de la matrice, mais en lui associant 
maintenant une autre hypothèse : celle de l'incompressibilité du liquide (1) ; on est alors placé 
dans les conditions suivantes : 

14 La démonstration est dans le droit ni de celle qui précède. Il suffit d'introduire dans la dernière relation de 
Maxwell de la note précédente l'indépendance de Ko en fonction de pc. Le résultat (H.74/5) vient alors 
immédiatement 
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la deuxième condition imposant corrélativement, conformément à la relation d'état (11.35) du 
liquide, la constance de sa masse volumique pi-

Les relations de compatibilité (11.47) à (11.49) se simplifient alors considérablement et 
permettent, grâce aux lois d'état (11.35) des gaz (v) et (a), d'exprimer de manière explicite les 
coefficients Mw, MM, Mvi, M^ et Mva en fonction des variables d'état e et m¡ ainsi que des 
coefficients d'incompressibilité respectifs, Ky et K„ de la vapeur et de l'air : 

(Ü.78) Mv 

(11.79) M« 

(H.80) 

Mvi = = MIv = 

M,! = Mu = 

Mav
s 

ivy 

$g 

sMva 

<!>«0 

4>g° 

= 0 

Kv 

l̂ a 
mi + 

Pi0 

e 

e 

Remarquons en particulier la nullité du coefficient Mav représentant le couplage mécanique 
macroscopique entre les deux constituants qui composent le mélange gazeux. C'est par cette 
absence de couplage macroscopique entre les deux constituants gazeux que nous définirons 
l'idéalité à l'échelle macroscopique du mélange gazeux. H est important de noter qu'à ce 
stade, cette définition de mélange idéal est une définition purement macroscopique, qu'il 
n'est pas évident de relier à la définition microscopique — retenue d'emblée comme 
hypothèse fondamentale de notre modélisation — dans la mesure, notamment, où elle fait 
intervenir des propriétés extérieures au mélange proprement dit : celles de la matrice solide et 
du liquide. Ainsi le mélange gazeux peut-il être non idéal dans son contexte macroscopique 
— c'est-à-dire que les deux gaz interagissent à l'échelle macroscopique — tout en étant idéal 
à l'échelle microscopique : il suffit pour cela que, du fait des compressibilités du solide et du 
liquide, les variations affectant l'un des deux gaz se répercutent sur le deuxième via la 
matrice ou le liquide, c'est-à-dire par l'effet d'une conjugaison des deux interactions air-
(matrice, liquide) et vapeur-(matrice, liquide). 

En fait, le coefficient Mav étant défini d'après la relation (11.21), il faut raisonner en 
termes d'enthalpies libres massiques g¡, et non selon les pressions partielles. Dans ces 
conditions, on s'aperçoit immédiatement de la signification du coefficient Mav : il représente 
l'influence d'une variation de masse d'air sur la valeur de l'enthalpie libre massique de la 
vapeur — et, réciproquement, d'un apport de masse de vapeur sur la valeur de l'enthalpie 
libre massique de l'air. Ainsi, si l'on suppose le liquide et le solide incompressibles — c'est-
à-dire qu'ils n'interviennent pas dans l'interaction mécanique des deux constituants du 
mélange gazeux — la nullité de M.v exprime précisément l'absence d'interaction directe entre 
l'air et la vapeur : ce qui correspond exactement à l'hypothèse microscopique de mélange 
idéal, adoptée au départ de notre modélisation (cf. § II. 1.2.). 
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Cependant, au niveau de notre modèle macroscopique, il est possible de fixer Mgv̂ O: 
ceci revient, à considérer un couplage, en termes ¿'enthalpies libres, entre les deux 
constituants du mélange gazeux. Si l'on suppose de surcroît la matrice et le liquide 
incompressibles, un tel couplage, représenté à l'échelle macroscopique par Mav, ne peut 
correspondre qu'à une interaction microscopique de la vapeur et de l'air : c'est dire qu'alors 
l'hypothèse de mélange idéal, formulée en H. 1.2. n'est plus valide, et que l'égalité (II. 8) qui 
la traduit, reliant les pressions partielles aux enthalpies libres massiques, est remplacée par 
l'égalité modifiée suivante: 

¿g. s-EL 
Pieq 

faisant intervenir, au lieu de la masse volumique réelle pi, la masse volumique (dite 
«équivalente») p ^ d'un réservoir de fluide (i) pur en équilibre thermodynamique avec le 
fluide (i) contenu dans le milieu réel et en interaction thermodynamique avec les autres 
constituants. Le rapport de cette masse volumique équivalente pf*l sur la masse volumique 
réelle pi définit l'activité ai du fluide (i) dans le milieu, fonction d'état de l'ensemble des 
variables macroscopiques15. C'est par l'argumentation macroscopique de l'activité a¡ que le 
couplage microscopique des constituants interstitiels peut être représenté dans le modèle. 

Ainsi, on peut conclure que le terme de couplage macroscopique M,v rend compte de 
l'interaction microscopique des deux constituants gazeux, et intègre des termes 
supplémentaires dus à la présence des phases solide et liquide : des termes de couplage via la 
matrice et le liquide. 

Au-delà de ces expressions — partielles — de certains de nos coefficients 
macroscopiques en fonction de deux de nos variables d'état — en l'occurrence £ et mj — ce 
cadre d'hypothèses nous permet d'établir un résultat tout à fait remarquable, et qui découle 
immédiatement de la confrontation des relations précédentes avec l'égalité (11.71) établissant 
la différentielle de la pression capillaire en fonction des coefficients de la loi de 
comportement et des variables d'état e et mj. On obtient en effet, après introduction des 
résultats (11.78) à (11.80) dans l'expression (11.71) de la différentielle dpc: 

(H.81) dpc = - M ( - b i d £ + ^m i) 
Pi0 

où M est un module positif affecté à la pression capillaire, homogène à un module de Biot et 
défini pan 

(n.82) M = Miî-(MvI + Mai) 

La relation ci-dessus exprime en particulier l'indifférence de la pression capillaire aux 
variations de masse des constituants du mélange. Ainsi, dans le cas d'une matrice solide et 
d'une phase liquide simultanément incompressibles, il est établi que la pression capillaire ne 
dépend plus que de la déformation et de la variation de masse liquide: 

15 La pression pi, qui est elle aussi la pression du fluide (i) pur en équilibre avec le fluide (i) interstitiel, reste 
quant à elle, par définition, la pression thermodynamique du fluide réel. 
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(n.83) Pc = Pc ( e, mi ) 

Ce résultat est, par certains aspects, de première importance. Il nous permet, en effet, 
d'identifier la pression capillaire pc, de manière tout à fait générale, à partir d'une donnée 
expérimentale particulière qui serait gouvernée par les seules variables e et mj. Cependant, 
pour mieux permettre l'identification expérimentale, il est intéressant d'introduire ici la 
variable saturation en eau Si, qui s'exprime aisément d'après k formule (11.72), en fonction 
de la déformation et de la variation de masse liquide dans le cas ici considéré d'un liquide 
incompressible (pi=pi°). La relation (11.83) permet alors immédiatement d'établir la 
dépendance de la pression capillaire en fonction de la déformation volumique e et de la 
saturation en liquide Si: 

(n.84) Pc = Pc (e, Si) 

Cette dépendance Pc=Pc(£»Si), établie entre grandeurs strictement macroscopiques, présente 
une analogie avec la loi microscopique de Laplace qu'elle est censée remplacer à l'échelle de 
la modélisation. La loi de Laplace relie en effet, à l'échelle du pore, la pression capillaire 
(différence entre pression du liquide et pression du gaz) au rayon de courbure R de 
l'interface liquide gaz par la relation: 

PC = R 

où T) désigne la tension superficielle de l'interface liquide-gaz, constante dans le volume. 
Cette relation microscopique, intransposable à l'échelle macroscopique par des méthodes 
directes d'homogénéisation (il est difficile de représenter par les variables macroscopiques 
une moyenne volumique de rayons de courbure), est remplacée dans le modèle par la relation 
(n.84). Mais, plus que d'un remplacement, on peut parler d'une analogie entre ces deux 
égalités. En effet, si l'on considère que la déformation e rend compte de la variation du 
volume poreux (la matrice solide étant incompressible) et que la saturation en liquide donne 
la fraction de ce volume poreux occupée par la phase liquide, on s'aperçoit que la loi 
macroscopique issue de (11.84) relie en fait la pression capillaire à une notion de géométrie, 
de répartition volumique des phases liquide et gazeuse. 

Dans certains cas de réseau poreux particulièrement simple et régulier (cylindres de 
même rayon, par exemple) il est possible de relier mathématiquement la notion 
microscopique de rayon de courbure de l'interface liquide-vapeur aux deux variables 
macroscopiques e et Si. 

Cette liaison entre saturation, déformation et pression capillaire peut s'exprimer sous 
sa forme différentielle à partir—et en remplacement — de l'égalité (11.81): 

(H.85) TEF =(bi-Si)de-(to + e)dSi 
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Cette relation (11.85), qu'à condition d'argumenter correctement M on peut considérer 
comme différentielle de la saturation en fonction de la pression capillaire pc et de la 
déformation e, peut être intégrée pour donner l'expression générale de Si selon ces deux 
variables lorsqu'on adopte le cadre d'hypothèses plus restreint qui suit 

Hypothèse H4 : H2 + H3. 

Regroupons en effet l'ensemble des hypothèses formulées précédemment : 

- matrice et liquide incompressibles ; 

- module d'incompressibilité drainé tangent fonction de la seule déformation. 

La dernière de ces conditions, en particulier, implique la dépendance établie en 
(11.76) du coefficient de Biot du liquide en fonction de la seule pression capillaire. De sorte 
que, si l'on argumente le module M, ainsi que l'ensemble des autres coefficients, par la 
pression capillaire et la déformation, on peut considérer (11.81) comme différentielle de la 
variation de masse liquide et en déduire: 

f(S)-b, (*> 
3e pi0

 P° 

Or, la relation (11.72) Hant apport de masse liquide, saturation et déformation peut s'écrire de 
la façon suivante: 

mi=(({)o + e)Si-<)1o 
Pi0 

de sorte que, par confrontation des deux précédentes égalités, on obtient: 

f («X> + e)Si) =bi(pc) 
de Î* 

Son terme de droite ne dépendant que de la pression capillaire, il est aisé d'intégrer cette 
équation en fonction de la déformation £, et l'on montre finalement que la saturation est égale 
au coefficient de Biot du liquide, à un terme près qui dépend d'une fonction inconnue (notée 
s) de pc: 

(H.86) Sl = b1(pc) + - § Í E £ L 

La relation (11.86) donne ainsi la forme générale des courbes de saturation en fonction de la 
déformation et de la pression capillaire. Parmi elles, il en est une qui possède un intérêt tout 
particulier celle obtenue en prenant s=0, pour laquelle saturation volumique et coefficient de 
Biot de la phase liquide sont égaux. Cette solution particulière permet d'affirmer 
simultanément: 
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(H.87) bi = Si 

et 

(DL88) Pe-Pc (Si) 

Certes, ü ne s'agit là que d'une solution particulière de l'ensemble des solutions Si de 
la forme (11.86). La considérer comme expression exacte du coefficient de Biot de la phase 
liquide, c'est en fait énoncer une hypothèse supplémentaire, très forte. Tout le raisonnement 
précédent, supposant déjà un cadre restrictif d'hypothèses, ne saurait en constituer une 
démonstration : tout au plus une justification, plus sûrement une intuition et, en tout état de 
cause, une preuve de cohérence. 

Cependant, si ce cas a été retenu, c'est qu'il présente des similitudes frappantes avec 
certains résultats expérimentaux ou théoriques plus classiques. En premier lieu, ü est 
important de noter que le choix (11.87) du coefficient de Biot permet la continuité du modèle 
non saturé avec le modèle saturé en liquide (bi=Si=l, donc bg=0 et disparition des variables 
liées au mélange gazeux dans les relations de comportement) ou en gaz (bi=Si=0, donc 
disparition des variables liées au liquide dans les relations de comportement). 

ÏL3.3. Contrainte effective en milieu poreux non saturé. Surfaces d'état. 

Mais, au delà d'une simple continuité avec le modèle saturé, le caractère le plus 
frappant du résultat (H.87) est qu'il permet de replacer, dans un cadre d'hypothèses bien 
spécifié, la notion de contrainte effective en milieu poreux non saturé, fréquemment 
employée, bien que souvent improprement définie, en mécanique des sols. 

En effet, la contrainte effective, définie comme terme de contrainte relié à la seule 
variable de déformation — par prise en compte des pressions interstitielles dans la contrainte 
effective elle-même —, apparaît sous forme incrémentale dans la relation (11.26) de la loi de 
comportement: 

(11.89) da' = Ko de = do + bi dpi 

La relation (11.89) a bien le sens d'une relation constitutive entre l'incrément de déformation 
de et une grandeur incrémentale da' homogène à une contrainte. Mais il résuite de la relation 
incrémentale précédente l'impossibilité, dans le cas le plus général, de définir une contrainte 
effective a' fonction d'état, puisque, do"' n'étant pas une différentielle exacte, son intégration 
dépend non seulement de l'état initial et de l'état final du système, mais aussi du chemin 
suivi16: 

Efin. 

(H.90) a'fin.-ff'mü.» J Kode 
Einit. 

Efin. 
= Ofin. - Ojnit, + J bi dp i 

Einit. 

16 Cf. Coussy (1991), p. 419. 
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Ce qui permet de passer d'une relation incrémentale à une notion intégrée, fonction 
d'état, de contrainte effective, c'est l'hypothèse fondamentale énoncée en H2: celle de la 
dépendance du module d'incompressibilité Ko en fonction de la seule déformation. Il est 
alors clair, d'après la relation (11.82), que l'incrément da', défini par un produit Ko de 
devenu différentielle exacte, peut être intégré pour donner naissance à une fonction d'état CT\ 
fonction des variables macroscopiques de la modélisation: 

CT' = CT* (e, mj ) = "CT' ( e, pi ) 

On remarquera que le terme b¡ dpi devient nécessairement lui aussi integrable, conformément 
à la double égalité incrémentale (11.89). Ce résultat découle directement des relations de 
Maxwell (11.32) assurant les symétries aux dérivées partielles entre les différents coefficients 
de Biot. Lorsque s'ajoute à l'hypothèse d'intégrabilité celle d'incompressibilité de la matrice 
solide (on retrouve alors l'ensemble de l'hypothèse H2) les termes différentiels de pression 
s'expriment aisément, en raison des différentes relations entre coefficients de Biot, en 
fonction de l'incrément de pression capillaire et du coefficient de Biot, fonction de la 
pression capillaire; on obtient en définitive: 

(H.91) CT' = o + pg - J b! (pc) dpc 

Dans le cadre de l'hypothèse H4 que nous avons formulée, l'identification du 
coefficient de Biot à la saturation permet d'obtenir une expression de la contrainte semblable 
à celle que propose Bishop17, mais en écriture incrémentale seulement : 

(H.92) da* = der + dpg + Sj ( dpi - dpg ) 

expression qui présente l'avantage de coïncider avec la contrainte effective selon Terzaghi, 
plus classique encore, dans le cas d'un sol saturé en liquide (Si = 1) on en gaz (Si = 0). 

L'intégration — entre l'état actuel et l'état totalement saturé, pour lequel la contrainte 
effective vérifie la relation de Terzaghi — de do' à partir de l'égalité (H.92) conduit à 
l'expression suivante de la contrainte effective, semblable à l'expression (11.91) au 
remplacement de bi par Si près: 

(H.93) a' = a + pg + J Si dpc 

Au prix d'une intégration par partie, on peut écrire l'expression (11.92) de la contrainte 
effective sous la forme suivante: 

1 
(n.94) a' = CT + pg + S i (p i -p g ) - Jpc(s)ds 

Si 

17 Cf. Bishop (1963). 
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où apparaît un premier terme intégré, correspondant exactement à la contrainte effective en 
milieu non saturé que propose Bishop18» corrigé par un terme additionnel égal à l'intégrale 
entre l'état initial et l'état final de la pression capillaire ( toujours positive ). Ce terme 
additionnel, d'autant moins négligeable que les effets capillaires sont plus importants, est 
assurément capital dans le cas des bétons. Peut-être est-il moins prépondérant dans la 
majorité des sols. 

On voit donc en définitive la somme des hypothèses, microscopiques (1^=*», Ki=°°) 
ou macroscopiques (Ko=Ko(e), bi=$i), qu'il convient d'adopter pour pouvoir justifier, dans 
le cadre d'un comportement poroélastique linéaire établi en vertu des principes de la 
thermodynamique, l'existence d'une contrainte effective en milieu poreux non saturé. Encore 
ces hypothèses conduisent-elles à une expression de la contrainte effective différente de celle 
souvent adoptée en mécanique des sols, d'après des considérations de moyennes 
volumiques de contraintes intergranulaires19. 

En fait, en prenant en compte l'intégrale de la pression capillaire, la relation (11.94) 
pourrait bien correspondre aux expressions corrigées de la contrainte effective proposées par 
Matyas et Radhakrishna: l'intégrale de la pression capillaire qui y apparaît pourrait être 
l'équivalent macroscopique des efforts de tension superficielle que ces deux auteurs ont 
voulu prendre en compte à l'échelle microscopique et transcrire à l'échelle macroscopique, 
par un procédé de moyenne, sous forme d'une intégrale de tensions surfaciques20. 
Empressons-nous de dire qu'ü ne faut rien voir là de plus qu'une simple analogie, notre 
cheminement, du point de vue de la définition des contraintes, étant purement 
macroscopique. 

En réalité, proposant une expression de ce genre, Matyas et Radhakrishna (1968) 
préfèrent introduire une distinction nette entre la notion de «contrainte effective», qu'ils 
considèrent purement macroscopique, et celle de «contrainte intergranulaire», établie par 
bilan d'efforts microscopiques. S'ils continuent à considérer un concept de «contrainte 
effective», c'est pour lui donner une définition purement macroscopique, hors de toute 
considération d'homogénéisation et de moyenne d'efforts microscopiques, en tant que 
grandeur reliée à la déformation par la loi de comportement macroscopique. 

Contrainte intergranulaire et contrainte effective sont donc deux notions distinctes 
pour ces auteurs, la dernière se définissant à l'échelle purement macroscopique comme une 
fonction des variables d'état macroscopiques. De sorte que en lieu et place de l'expression 

18/«rf. 
19 Cf. notamment Schreffler (1990). 
2 0 Cf. Matyas & Radhakrishna (196S), qui font la distinction entre une «contrainte intergranulaire» obtenue 
par moyenne microscopique et «contrainte effective», définie comme grandeur macroscopique reliée par la loi 
de comportement à la déformation (p. 432/3, 434). En ce qui concerne la «contrainte intergranulaire», à 
laquelle sont alors associées les classiques expressions de partition microscopique, les auteurs insistent sur la 
nécessité de prendre en compte dans l'analyse microscopique de la répartition des efforts un terme intégrant les 
efforts de tension superficielle, aboutissant à l'expression corrigée suivante (relation (10), p. 437): 

tr' = a + pg + A¡ ( pi - pg ) - J T ds 

Ai étant un coefficient de pondération surfacique. On notera l'analogie entre cette expression microscopique 
d'une «contrainte intergranulaire», grandeur microscopique, avec notre expression macroscopique (11.94) d'une 
«contrainte effective» purement macroscopique. 
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classique de Bishop donnant explicitement la contrainte effective en fonction de la contrainte 
totale, des pressions interstitielles et de la saturation, s'introduisent des surfaces d'état, 
relations fonctionnelles entre variables d'état macroscopiques a, pi, Pv, pg, Sj et e21. 

On retrouve en réalité dans notre modèle cette notion de surface d'état. La relation 
(n.91) montre que la contrainte effective est connue dès lors qu'est identifiée l'intégrande 
bi (pc). Or, dans le cadre d'hypothèses H3, la donnée de cette fonction de pc équivaut à celle 
de la dépendance pc = pc ( e, Sj ). Ainsi est-on amené, dans le cadre relativement général de 
l'hypothèse H3, à considérer des surfaces d'état pc = f( e, Si ). 

Sur ces surfaces d'état, tout chemin est a priori possible, et dépend des conditions 
expérimentales imposées, conditions aux limites, etc. L'hypothèse consistant à supposer 
dans le modèle (c'est-à-dire indépendamment des conditions de l'expérience), comme il est 
fait en H4, l'égalité du coefficient de Biot et de la saturation en eau, correspond au choix 
d'une forme particulière de cette surface d'état: une surface d'état cylindrique d'axe e, de 
sorte que, quel que soit le chemin suivi, la pression capillaire reste toujours déterminée par la 
seule saturation. 

H3 H3+H4 

Ibid., p. 438 et suivantes. 
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II.3.4. La courbe capillaire: argumentation et allure théorique. 

Cependant, plus qu'au souci d'une cohérence séduisante avec des considérations 
théoriques relativement traditionnelles, la double hypothèse (H. 87/8) répond à celui d'une 
identification totale et opérante du modèle élaboré. De ce point de vue, il est notable que la 
relation (XL88) établisse une compatibilité parfaite entre modélisation théorique et résultats 
expérimentaux, puisque l'ensemble des hypothèses retenues permettent de justifier la validité 
de courbes expérimentales donnant la pression capillaire comme fonction de la seule 
saturation en liquide — et ceci indépendamment du problème envisagé. Dès lors, théorie et 
expérience se retrouvent, montrent une certaine cohérence, et l'assimilation de celle-ci par 
celle-là s'avère possible, complète, et relativement immédiate. 

En fait, l'ensemble des résultats énoncés jusqu'ici permettent de mieux apprécier le 
sens et la validité de ce parti-pris expérimental consistant à relier de manière biunivoque 
pression capillaire et saturation en liquide. Les hypothèses physiques d'incompressibilité de 
la matrice solide et du liquide interstitiel suffisent à l'établissement de la liaison (11.85) entre 
pression capillaire, saturation et déformation. Cette même relation différentielle montre, de 
manière évidente, que la pression capillaire dépend de manière biunivoque de la saturation en 
liquide dès lors que les déformations sont empêchées (de=0): c'est en particulier le cas pour 
un squelette rigide. Ainsi, notre modèle permet d'étayer cette dépendance unique de la 
pression capillaire en fonction de la saturation en liquide (incompressible) en milieu poreux 
indéformable. L'hypothèse (H87/8) stipule en fait l'extension de cette propriété au cas plus 
général d'un milieu poreux vérifiant l'hypothèse H4 mais non nécessairement indéformable. 

Il est important de noter l'implication du parti-pris (11.88) dans le cadre global de la 
modélisation: il constitue en fait une hypothèse de découplage poro-mécanique partiel. En 
effet, la relation (IL 88) stipule précisément que, à saturation en liquide donnée, la pression 
capillaire est entièrement déterminée, indépendamment des autres variables de la 
modélisation (en particulier des variables proprement mécaniques, comme la contrainte ou la 
déformation). Ce découplage, cependant, n'est que partiel, dans la mesure où d'autres 
variables relatives aux fluides interstitiels restent soumises à une forte influence des variables 
mécaniques. En outre, ce découplage, qui suppose une faible influence de l'état mécanique 
sur la pression capillaire, ne préjuge en rien de l'importance de l'influence réciproque de la 
pression capillaire sur les contraintes et les déformations, objet principal de l'étude. 

Le modèle théorique tel qu'il a été développé jusqu'ici permet par ailleurs de 
retrouver certaines caractéristiques de la courbe expérimentale de pression capillaire. 
L'hypothèse (11.87), qui implique la dépendance univoque de pc en fonction de Si, une fois 
appliquée à la relation différentielle (11.85), permet de manière immédiate de relier le 
coefficient M à la dérivée de la courbe de pression capillaire: 

(H.95) £§ [—(fc + e)M(e,Si) 

Or, grâce aux relations (11.79) à (11.81), issues de la double hypothèse d'incompressibilité 
du liquide et de la matrice solide, il est possible de montrer que ce coefficient M, défini en 
(11.83), est relié au déterminant de la matrice de Biot M comme suit: 

(Ü.96) detM = MvMaM 
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où Mv et Ma désignent les valeurs communes respectives des modules Mvj et des modules 
Maj (j=l,v,a). Mv et Ma sont des modules positifs. L'argument d'inversibüité des systèmes 
de variables macroscopiques et microscopiques nous a conduit à supposer que det M ne 
s'annule pas (cf. §11.1.2. et Ü.2.3.); il en résulte, par continuité, que le déterminant de la 
matrice de Biot garde un signe constant, strictement positif ou négatif. On peut, par des 
considérations de stabilité thermodynamique, montrer que ce déterminant doit en fait rester 
strictement positif (cf. Coussy (1991, X)). Il ressort alors immédiatement de la relation 
(n.96) que le module M affecté à la pression capillaire reste toujours positif et que, en 
conséquence de l'égalité (11.88) qui le relie à la pente de la courbe pc=Pc(Si), cette dernière 
est décroissante sur tout l'intervalle [0,1] du domaine des saturations22. 

Considérons maintenant le cas où la pression de gaz est maintenue constante dans le 
milieu (cas de l'expérience de sorption-désorption). On a ainsi dpg=0, et par suite: 

dpi = - d p c = - ^ d S i 

ceci quel que soit l'état initial considéré; la relation est ainsi en particulier applicable à un état 
de complète saturation en liquide (Spl), pour lequel la précédente formule s'écrira: 

dPi = -asî<Spl)dSi 

Si l'on postule par ailleurs la continuité entre modèle saturé et modèle non saturé, on 
conserve en milieu saturé en liquide la relation précédente, qu'on appliquera à des évolutions 
purement saturées (donc dSpO) pour lesquelles la pression de liquide sera amenée à varier 
(dppO). La confrontation de la relation précédente avec de telles évolutions, caractéristiques 
d'un milieu saturé, impose ainsi que23: 

(n-97) d%(spi)=— 

Le même argument pour un état de complète désaturation en liquide — obtenu au terme 
d'une expérience de désaturation à pression de liquide constante (dpi=0 et dpg=dpc, cas de 
l'invasion capillaire), qui correspond à l'évolution inverse de l'expérience de sorption-
désorption — nous permettrait d'établir une condition identique en Si=<): 

(n.98) aSfai-or— 

La courbe pression capillaire fonction de la saturation en liquide est donc bien, 
conformément à ce que montrent les résultats expérimentaux, une courbe décroissante, entre 
une valeur pc

max atteinte en SpO et une valeur niinimale pc
min atteinte en Si=l, avec deux 

tangentes verticales aux saturations extrêmes. Notre modèle ne nous permet évidemment pas 
de préciser davantage l'allure de la courbe. En particulier, il s'avère impossible de quantifier 
macroscopiquement les valeurs limites pc

m i n et pc"13* prises par la pression capillaire. Ces 
deux valeurs ont pourtant une signification physique intéressante à l'échelle microscopique. 

22 Conclusion qui sous-entend la positivité du terme <j>o+e, ce qui revient à supposer que la déformation de 
retrait est, en valeur absolue, inférieure à la porosité initiale du matériau: c'est en fait la conséquence 
immédiate de l'hypothèse Hl d'incompressibilité de la matrice solide, laquelle implique que seul l'espace 
poreux participe à la déformation macroscopique. 
23 Le signe négatif est déduit de la décroissance de la courbe Pc=Pc(Si)-
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Si l'on se réfère en effet à la loi de Laplace, la valeur minimale de la pression capillaire 
correspond à l'invasion des pores de plus grand rayon alors que sa valeur maximale est 
obtenue lors de l'invasion des pores de plus petit rayon. Dans l'un et l'autre cas, la loi de 
Laplace permet même la quantification, à l'échelle microscopique, de la pression capillaire 
obtenue en fonction des valeurs limites de rayons de pores. 

Ces déductions correspondent assez fidèlement à l'allure traditionnelle des courbes 
expérimentales de pression capillaire fonction de la saturation. Celles-ci représentent toujours 
— au phénomène hystérétique près, que l'on néglige dans toute cette étude — une pression 
capillaire fonction décroissante de la saturation, s'annulant et présentant une tangente 
verticale en Si=l, tendant vers +°° en Si=0, point de complète désaturation où la pression 
capillaire n'est pas définie et où, par conséquent, la tangente verticale obtenue par passage à 
la limite dans le modèle se transforme en asymptote24. Ceci correspond donc bien aux 
observations tirées du modèle théorique. Dans toute l'étude qui suivra, on se référera ainsi 
implicitement à la courbe expérimentale type, telle que représentée ci-dessous, et qui 
correspond bien à la description d'après arguments théoriques pour les valeurs limites 
suivantes: Pc1"3* = +°° et Pc"1"1 = 0 (avec asymptote verticale en 0 et tangente verticale en 1). 

pression capillaire 

saturation S¡ 

Fig. II3 

Néanmoins, les isothermes de sorption-désorption de certains matériaux, tels le béton 
ou la pâte de ciment, ne correspondent pas dans la réalité au profil théorique présenté ci-
dessus. En effet, en Sj=l, la pente des courbes capillaires obtenues n'est pas verticale. Il y a 
donc un certain écart entre profil expérimental et profil déduit des différentes hypothèses 
théoriques formulées: la raison d'un tel décalage est sans doute à chercher dans l'aspect 
limité d'un certain nombre de ces hypothèses, en particulier de l'hypothèse (Ü.8S) 
d'indifférence de la pression capillaire à la déformation, certainement erronée au voisinage de 
la saturation (S^l)25. 

2 4 Cf. Bourbié & alU (1986), p. 25. 
2 5 La validité et la pertinence de l'hypothèse: pc=Pc(Si) seront examinées plus précisément au § IV.3, à la 
lumière de certains enseignements du modèle linéaire. 
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n.3.5. Vitesse des ondes acoustiques en milieu séchant. 

Un dernier commentaire relatif à l'allure de la courbe, et en particulier des pentes 
infinies aux saturations extrêmes, s'avère intéressant H concerne la mesure de la vitesse des 
ondes dans un milieu poreux. Si l'on considère la propagation, dans un milieu non saturé, 
d'ondes de petite amplitude, on peut appliquer au modèle élastique non linéaire considéré 
comme une linéarisation pour de petites perturbations da, de, dm;, dp¡, des variables d'état 
autour de l'état local, les résultats connus en poroélasticité linéaire. En outre, pour des 
fréquences usuelles (basses fréquences, mais suffisamment élevées), le milieu se comporte 
comme un milieu non drainé. Les coefficients entrant en jeu sont, en conséquence, des 
coefficients non drainés. Ce qui conduit en particulier à l'expression suivante de la vitesse 
des ondes de compression26: 

(H.99) V p = ( — ± - ) 

où p est la masse volumique moyenne du milieu global: 

(H. 100) p = p,(l-4>) + pi <î> Sj + (p» + p J <j> (1-Sù = p,(l-4>) + pi 4» Si 

L'ensemble des états actuels à partir desquels sont effectuées les sollicitations sont des états 
obtenus par séchage du matériau. Ainsi, pour chaque propagation d'ondes infinitésimales, 
l'état actuel de référence correspond à un point de la courbe de séchage, et est donc 
entièrement déterminé par la saturation actuelle S\. U est dès lors possible d'évaluer, en 
fonction de cette variable saturation qui définit l'ensemble des états de référence considérés, 
la valeur actuelle des différents coefficients. 

Dans le cas d'une matrice solide incompressible, la porosité <j> s'exprime de manière 
simple en fonction de la déformation volumique e, d'après la relation (11.37). Lors d'une 
expérience de séchage, cette déformation est directement déterminée par la pression 
capillaire; en effet, la relation de comportement (11.26) s'écrit, à contrainte moyenne nulle et 
à pression de gaz constante: 

(n.101) Ko(eséch.)d£rfch. —Si^J(SDdSi 

d'où, après intégration: 

(H. 102) Eï&h = CgfchXSi) 
et 

4>0+Eséch.(Sl) (n.103) 0 = <}>séd,.(Si) = 
l+eséch.(Si) 

De la sorte, la connaissance de la pression capillaire (indépendante, quant à elle, de 
l'expérience particulière ayant servi à accéder à l'état actuel) permet de calculer la vitesse 
d'ondes de compression se propageant dans un milieu non saturé en cours de séchage. 

26 Cf. Bourbié &. alü (1986), p. 83. 
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Ces relations nous autorisent d'ailleurs à formuler quelques résultats et à examiner 
certains points de comparaison entre modèle et expérience. Ainsi, à partir de la relation 
(n.17) reliant modules d'incompressibilité drainé et non drainé, il est possible d'évaluer 
précisément, en fonction de la saturation et moyennant la donnée de la courbe de pression 
capillaire, la vitesse Vp de propagation des ondes. On a en effet, tous calculs faits: 

01.104) K = Ko + - £ • » * — ^ - p c ' ( S î ) 
<K1-Si) <{>o+e 

avec ici: <¡> = <}>séch.(Si) et e = es&hXSi) 

la vitesse de propagation des ondes s'obtenant par division du précédent module par la 
masse volumique moyenne p calculée en fonction de Si et de <)>séch.(Si). L'étude de cette 
vitesse aux points caractéristiques est assez rapide. 

Plaçons-nous d'abord auprès de la totale désaturation (Si=0). La masse volumique 
équivalente p tend vers la constante ps(l-$séch.(0)). Le numérateur admet lui aussi une 

limite, qu'il est possible de calculer. En effet, en remarquant que £séch.(Sj) admet une limite 

finie eséch.(0) lorsque la saturation tend vers 0, on déduit de l'expression (11.102) que 

l'intégrale définissant Egéch, converge en 0+, donc que Sipc'(Si) est integrable en Q+. Si l'on 
suppose (ce qui est physiquement cohérent) que la vitesse des ondes Vp admet une limite 
dans [0;+«*] lorsque l'on tend vers la totale désaturation, on peut établir le résultat suivant27: 

Si2pc'(Si)—>0 lorsque Si—>0 

d'où résulte alors, l'ensemble des quantités concernées admettant une limite finie pour la 
saturation zéro, que la vitesse Vp admet une limite finie en 0, qui vaut: 

Ko + \ ]i + P a 0 n 

/ 3 <>séch(0) V/2 
(11.105) Vp (0) = ( ***-K} ) 

PsU-^séchXO)) 

Il est également possible de montrer que la vitesse de propagation des ondes décroît 
lorsqu'augmente la saturation, dans un voisinage de 0. Le module K est, d'après (11.104), 

2 7 Ce résultat repose sur la règle d'intégrabilité suivante, dite de Riemann; 
«Soit une fonction définie sur un intervalle ]0;a], avec a>0, positive bornée et integrable sur tout intervalle 
fermé borné du domaine de définition; on suppose qu'existe a réel tel que x a f(x) ait une limite ß appartenant 
à [0,-H»] lorsque x tend vers 0. Alors: 

si ct<l et ß<+», f est integrable en 0; 
si o&l et pVO, f est non integrable en 0.» 

Nous allons appliquer ce critère à notre cas afin de déterminer que Si2 Pc'(Si)—>0 lorsque Si—>0. 
Pour cela, notons f(Si) - - Sipc'(Si): f est positive et continue sur ]0;1], Si l'on suppose en outre 

que Vp admet une limite dans [0;+»] lorsque l'on tend vers 0, on en déduit que S] î(S\), admet également en 0 
une limite ß dans [0;-H»]. Laquelle limite est nécessairement nulle, sans quoi on se retrouverait exactement 
dans le second cas de la règle précédemment citée, ce qui contredit rintégrabilité de f en 0. Ainsi, ß=0 et le 
résultat annoncé est démontré. 

On mène, en Spl , un raisonnement analogue. 
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équivalent à une fonction harmonique simple en 1/(1—Si), donc croissante. La masse 
volumique p étant, conformément à son expression (11.100), équivalente en Sj=0 au terme 
constant psO-<È>o)» la vitesse Vp est équivalente en SpO à la racine carrée d'une fonction 
harmonique en T—<r- . 

Plaçons-nous désormais au voisinage de la saturation (Si=l). Il s'agit dans un 
premier temps d'évaluer la limite du coefficient K. Du fait de la parfaite définition de la 
pression capillaire en Spl ( pc(l)=0 ), c'est-à-dire de l'intégrabilité de pc'(Si) en Spl, on 
peut affirmer le résultat suivant 

(1-Si) pc'(Sî) —> 0 lorsque Si —> 1 

Il en résulte alors immédiatement que le module d'incompressibilité non drainé K est 
équivalent, au voisinage de la totale saturation, au terme PatmA!>séch.(l)(l~Si)» qui tend vers 
-H» lorsque Si tend vers 1 (par valeurs inférieures). 

La courbe exprimant la vitesse Vp de propagation des ondes en fonction de la 
saturation définissant l'état de référence actuel du milieu a donc l'allure suivante: limite finie 
en Si=0+; décroissance au voisinage de Sp=0; croissance dans un certain voisinage de Si=l; 
valeur infinie en Sj=l\ Ce résultat est à comparer aux courbes expérimentales, obtenues 
pour certaines roches notamment28. 

Vitesse de propagation 
V 

0 
saturation S 

Fig. n.4 

2 8 Cf. T. Cadoret, (1993), chap. 3&5. Voir aussi annexe V, figure AV.3. 
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La valeur infinie pour un milieu totalement saturé en liquide provient directement de 
la double hypothèse d'incompressibilité de la matrice solide et du liquide interstitiel. De la 
sorte, le milieu, une fois saturé, devient infiniment rigide et transmet donc instantanément les 
sollicitations appliquées. 

Au voisinage de la complète désaturation, la valeur limite obtenue pour la vitesse de 
propagation des ondes est liée à la compressibilité du mélange gazeux saturant l'espace poral: 
la forte croissance (en théorie vers des valeurs infinies) des efforts capillaires est compensée 
par le fait que, la saturation tendant vers 0, ces efforts n'affectent plus qu'une partie infime 
de la matière. 

II.3.6. Expression des coefficients de la loi de comportement 
macroscopique. 

Plaçons nous désormais, au terme de cette série d'hypothèses, dans un cadre 
maximal — que nous noterons H5 — permettant de regrouper l'ensemble des conclusions 
précédemment dégagées. 

Reprenons ainsi les différentes clauses de l'hypothèse H4 : 

matrice incompressible Ks = <» 

liquide incompressible Ki = <» 

module d'incompressibilité drainé fonction dee KO = K O ( E ) 

Adoptons également l'hypothèse supplémentaire de l'identification du coefficient de 
Biot à la saturation : 

coefficient de Biot égal à la saturation bi = Si 

Enfin, ajoutons l'hypothèse qui consiste à considérer les deux constituants du 
mélange gazeux — l'air et la vapeur—comme gaz parfaits ; ce qui revient à poser : 

Kv =pv 

K. = p« 

Dès lors, grâce à l'ensemble des résultats établis dans le précédent paragraphe, il est 
possible d'établir l'expression explicite des coefficients My et bi de la loi de comportement 
macroscopique en fonction des variables d'état retenues : e et m,. 

On obtient en premier lieu, conformément aux relations (11.79) à (11.81) : 

(11.106) Mw = Mvl = Miv = p- =pvo m i
P v -

<j>g (<j,go - H + Ê ) 2 
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• • 0 + r ï ï 
(11.107) MM = Mai = Mk= 2« =pa0-

•« ( V - ^ + e)2 

Pi0 

(H. 108) Msv=Mva = 0 

La connaissance du coefficient M(e, Si) se résume quant à elle à la donnée de la dérivée de la 
courbe pc = pc (Si): 

(H. 109) M = M(e, Su = ~—L- jj& 

le module de Biot Mu étant alors aussitôt déduit de la relation (11.82) qui le lie à M. 

En dernier lieu, les modules de Biot du liquide et du mélange, tous deux égaux à leur 
saturation respective, peuvent s'exprimer en fonction des variables e et mi grâce à 
l'expression (11.72) de Si: 

<t>i° + 
(n.110) bi = Si 

mi 

Pi0 

4>o + e 

(n .n i ) bg = i - S i Pr 

L'expression du coefficient M fait intervenir la dérivée par rapport à la saturation en 
liquide de la pression capillaire : c'est ici, comme nous l'avons expliqué précédemment, 
qu'intervient la donnée expérimentale nécessaire à notre modèle. Cette donnée, compte tenu 
de la dépendance de pc en fonction d'une variable unique, est théoriquement indépendante du 
choix de l'expérience d'identification. Sorption-désorption, invasion capillaire, etc., toutes 
les données expérimentales disponibles sont censées aboutir à des identifications 
comparables du coefficient M 

Remarquons à ce stade que, d'après les expressions obtenues des coefficients Mv; et 
Maj, les formes différentielles dpv et dp, s'intègrent sans difficulté en fonction de l'ensemble 
des variables d'état On obtient en effet : 
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(IL112) pv = pvO 2 ^ -

(IL113) P. = P.° . m
P° 

^ ° - ^ + £ 

Les pressions de vapeur et d'air s'écrivent donc comme expressions explicites des 
variables d'état. La pression du liquide s'obtient alors, par différence, à partir de la définition 
CQ.69) de la pression capillaire : 

(11.114) p ^ p . 0 - E ï — + Pao - p — - pc(SO 

8 Pi° * Pi0 

II.4. Conclusion 

II.4.1. Récapitulation et discussion des choix comportementaux de 
modélisation. 

Au terme de ce chapitre, le comportement élastique (linéaire et non linéaire) d'un 
milieu poreux a été explicitement déterminé, conformément au cadre général que fixent les 
principes fondamentaux de la thermodynamique. Le problème délicat de la détermination 
précise du modèle, des paramètres de la loi de comportement macroscopique adoptée, a été 
longuement abordé. On a vu, en particulier, comment certains résultats simples 
d'homogénéisation permettaient d'utiliser la connaissance de certaines caractéristiques 
physiques des constituants microscopiques à une identification plus précise et plus complète 
des lois macroscopiques. Mais le moyen essentiel de la détermination d'un modèle 
macroscopique demeure l'identification expérimentale. 

Cette intégration de l'expérience dans la modélisation impose une succession 
d'hypothèses précises, relativement restrictives, et qui permettent pas à pas de mettre en 
lumière les différentes conditions présidant à la vision traditionnelle des matériaux poreux 
saturés. 

1/ La première de ces conditions, dans l'ordre de la simplicité, est l'incompressibilité 
de la matrice solide. Pour un béton, par exemple, cela consiste à supposer que l'ensemble 
(grains+pâte) participe très peu à la compressibilité du matériau global, laquelle est 
essentiellement due à la présence de fluides interstitiels. C'est cependant là une hypothèse 
forte, plus ou moins valable suivant les matériaux (raisonnable pour des bétons ordinaires ou 
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des sols mais beaucoup plus contestable pour des bétons à hautes performances29), ainsi que 
suivant les problèmes envisagés: on peut penser, en effet, qu'il est d'autant plus loisible de 
négliger la compressibilité de la matrice solide devant celle des fluides interstitiels que le 
milieu contient davantage de gaz, phase très compressible. Ainsi, on peut intuitivement 
penser que cette hypothèse simplificatrice sera plus valable pour des matériaux peu saturés 
en liquide. 

2/ La seconde condition, portant toujours sur le comportement microscopique des 
matériaux, est celle d'incompressibilité du liquide interstitiel. Hypothèse dont la pertinence 
dépend de même du degré de saturation du matériau. 

L'association de ces deux hypothèses microscopiques d'incompressibilité de la 
matrice solide et du liquide permet d'établir la dépendance de la pression en fonction de la 
déformation volumique et de la saturation seulement: pc=Pc(e,Si). 

Les hypothèses suivantes sont directement formulées à l'échelle macroscopique: 
3/ le module d'incompressibilité drainé tangent Ko ne dépend que de la déformation: 

Ko=Ko(e) — là encore liée à l'hypothèse de saturations intermédiaires; conséquemment les 
coefficients de Biot ne dépendent plus que de la pression capillaire: b¡=bi(pc). 

4/ le coefficient de Biot du liquide est identifié à la saturation: bi=Si et, 
conséquemment, la pression capillaire ne dépend que de la saturation: pc=pc(SD-

La dernière hypothèse, qui est en soi une hypothèse supplémentaire, s'inscrit 
cependant dans le cadre des précédentes. Ainsi, son degré de validité sera-t-il conditionné 
par celui de l'ensemble des hypothèses antérieures: au voisinage de la saturation (Sj=l), où 
l'hypothèse d'incompressibilité de la matrice et du fluide sont contestables, on peut 
s'attendre à un écart entre la courbe théorique pc=pc(SD et la réalité: c'est bien ce que 
semblent montrer certaines contataüons expérimentales30. Sans doute faudrait-il alors, dans 
ces zones de saturation proche de 1, considérer l'influence de la déformation e, ainsi peut-
être que des autres variables d'état de la modélisation, sur la pression capillaire: c'est là une 
remise en cause non négligeable des pratiques expérimentales et phénoménologiques les plus 
courantes. 

Ü.4.2. Evaluation qualitative: un exemple simple. 

Cependant, on peut d'ores et déjà tester l'adéquation du modèle de comportement 
poroélastique linéaire à la problématique posée, dans le cadre d'hypothèses maximal résumé 
en H5, et qui serviront par la suite de base à l'ensemble de l'étude analytique et numérique 
qui suivra. 

Moyennant ce cadre précis d'hypothèses, résumé en H5 (§n.3.4.), la loi de 
comportement poromécanique non linéaire (a fortiori linéaire) d'un milieu poreux non saturé 
s'avère complètement définie — sa totale détermination ne dépendant plus que de la donnée 
d'une unique courbe expérimentale (en plus des modules de cisaillement u\ et 
d'incompressibilité drainé Ko, supposés connus et généralement pris constants). Le modèle 
est donc opérationnel. 

C'est pourquoi, avant d'envisager précisément l'application concrète du séchage de 
dessiccation, il paraît bon d'examiner qualitativement, par un exemple simple mais 
démonstratif, l'adéquation d'un tel modèle à la problématique générale du séchage, sa 
capacité prédictive et explicative, son apport dans la prise en compte effective des 

29 Cf. Granger (Î994), partie n, chapitre 4, note 6. 
30 Cf. § IL3.4. 

84 



interactions hydro-mécaniques. Dans le paragraphe à venir, le problème de la diffusion est 
laissé de côté: l'analyse, purement qualitative et volontairement simplificatrice, a pour but 
d'évaluer la pertinence de la seule loi de comportement 

Le commentaire de la relation de comportement (11.16) a été l'occasion d'une 
première ébauche de mise en valeur du couplage dans le modèle — et donc de la capacité de 
ce dernier à rendre compte d'une déformation par simple variation des conditions de pression 
des fluides interstitiels, en l'absence de tout effort mécanique: c'est du fait de cette prise en 
compte du couplage hydro-mécanique qu'une telle modélisation peut être pressentie comme 
particulièrement adaptée à la prédiction du retrait de dessiccation des structures poreuses. 
Allons cependant un peu plus loin que cette simple remarque, et résolvons un problème 
complet de séchage homogène d'une éprouvette. 

Considérons un certain volume d'un milieu poreux, maintenu sous contrainte 
moyenne nulle et contenant à l'instant initial un liquide (1) en équilibre thermodynamique 
avec sa vapeur (v), ainsi qu'un autre gaz, «inerte» vis-à-vis des deux autres, formant avec la 
vapeur (v) un mélange idéal. Laquelle condition se traduit par récriture, à tout instant, de 
l'égalité des enthalpies libres massiques gj et gv. Ce qui, en écriture incrémentale, par 
application de la relation (IL8), conduit à l'équation de Clapeyron isotherme: 

(n.115) ^ = 5 r 
Pl Pv 

On suppose en outre, conformément aux hypothèses traditionnelles concernant le séchage de 
dessiccation, que le mélange gazeux demeure à chaque instant en équilibre avec l'extérieur, à 
pression atmosphérique. Ainsi, à tout instant, on a: 

(11.116) dpg = dpv + dpa = 0 et dpi = -dp c 

Ces conditions étant supposées constamment remplies, on impose instantanément en 
tout point de l'échantillon une variation échelon 5he de l'humidité relative (c'est-à-dire de la 
pression de vapeur), toutes les autres conditions demeurant inchangées. L'ensemble de ces 
sollicitations mécaniques et thermodynamiques peuvent s'écrire de manière homogène sur 
l'ensemble de l'échantillon, considéré comme volume représentatif: 

(11.117) do = 0 

(11-118) 6pv« = pv« -p v ° = pvs° 8he 

où Pv° et pvoo représentent respectivement la valeur initiale et la valeur finale de la pression de 
vapeur. On se propose ici de modéUser, par l'adoption de la loi poroélastique présentée en 
n.2.2. (appliquée à des incréments supposés faibles), la déformation provoquée par la seule 
variation 51^. 

En ce qui concerne les lois de diffusion, on choisira, par souci de simplicité, une loi 
de diffusion de type Fick (on néglige par hypothèse la diffusion de la phase liquide) 
homogène dans l'échantillon: 

(III 19) m V * « - -.Pv(l-Cv)f f pvw _ ( 5 p v + pv0 ) ] 
Faim 
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où m0
v_>Mt désigne le taux de masse de vapeur cédée à l'extérieur et T une constante appelée 

coefficient de Fick (dont l'unité est le mV1). La conservation de la masse s'écrivant, pour le 
liquide et pour la vapeur respectivement: 

(H. 120) dmj = -m0,_,vdt 

(H. 121) dn^ = ( m°j_v - m V ^ ) dt 

S'agissant de la loi de comportement, on adoptera l'ensemble des hypothèses 
récapitulées en H5 (§ n.3,4.). De sorte que, combinée aux relations (11.116) et (11.118), 
conditions particulières du problème, l'équation de comportement (11.26) s'écrit, pour les 
petites perturbations considérées ici: 

(11.122) 0 = Koe + S1Spc 

qui fait bien apparaître, ainsi qu'annoncé au § H.2.I., le couplage entre efforts capillaires et 
déformation du squelette. Compte tenu de la relation (11.82) reliant les incréments de la 
pression capillaire à ceux de la déformation et de la variation de masse liquide, la précédente 
égalité conduit à: 

(IL123) (K0 + Si 2 M)e = SiM^ m i 

Pi 

Or, la loi d'état macroscopique (TL25), relative à la vapeur, permet d'écrire, compte tenu des 
résultats (11.78) et (11.80): 

(11.124) d p v = Ev(_d£ + dinv + dmi) 

h Pv Pi 

Par dérivation de (IL 116) (à coefficients considérés constants dans le temps, eu égard aux 
faibles perturbations des variables d'état) et combinaison avec les lois (IL 120) et (11.121) de 
conservation de la masse ainsi qu'avec la loi (11.119) de diffusion de la vapeur dans le 
mélange, on exprime, tous calculs faits, une relation entre dérivées temporelle de la 
déformation volumique et de la pression de vapeur 

Equation qui, grâce à la relation de Clapeyron (11.115) et à la relation (11.122) traduisant 
l'équilibre mécanique, peut s'écrire en fonction d'une seule de ces deux variables — par 
exemple la déformation e: 
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(IL126) [ i ^ 1 + ^^ |ü + Pi^LS¿MJ* fld&£t 0a..fivKtte] 

P v P! S l Pv
 S l M * Patm yVS e

 P l Si 

où l'on reconnaît une équation différentielle du premier degré en temps, à laquelle 
correspond une évolution exponentielle de la déformation: décroissante (retrait) pour 6he¿0 
(baisse d'humidité relative), croissante (gonflement) pour Sh^O (augmentation d'humidité 
relative). De cette évolution on peut aisément, au seul regard de l'équation différentielle ci-
dessus, donner le coefficient de diffusion global D: 

( I U 2 7 ) D - ( l - C ) F E p ¥ Ko + p v + KoM ( p v > J 

ainsi que la déformation finale: 

(11.128) e ^ - ^ p ^ g h . 
PVKQ 

On peut obtenir un ordre de grandeur du résultat obtenu en l'appliquant aux données 
expérimentales dont J.M Torrenti (1987) s'est servi dans son étude des pâtes de ciment 
(d'après des travaux antérieurs de Pihlajavaara et de Wittmann). On se place en outre dans 
des conditions initiales précises, correspondant à une humidité relative de l'ordre de 90%, 
pour laquelle les données relatives à la pâte de ciment considérée sont grosso modo les 
suivantes: 

module dToung drainé de l'ordre de 14000MPa; 
coefficient de Poisson drainé: 0.25; 
porosité initiale (fo: 35%; 
pente de l'isotherme de sorption-désorption (Si fonction de h) de l'ordre de 1. 

De la pente indiquée de la courbe de sorption-désorption, on peut déduire l'ordre de 
grandeur du coefficient M, dérivée (à la division par la porosité près) de la courbe 
intrinsèque pc=pc(Si). En effet, dans le cas d'une expérience de séchage, le liquide — qui 
s'évapore — est en équilibre thermodynamique avec sa vapeur, ce qui se traduit par l'égalité 
des enthalpies libres conduisant, dans le cas adopté désormais d'un liquide incompressible et 
d'une vapeur obéissant à la loi des gaz parfaits, à l'équation bien connue de Kelvin reliant 
humidité relative à la pression de liquide (et donc ici à la pression capillaire, puisque la phase 
gazeuse demeure à pression atmosphérique)31. Tous calculs faits, on obtient alors: 

module de capillarité M de l'ordre de 3.108 MPa 

31 Cf. § ffl.3^. relation (m.13) et ffl.3.3. relation (IH.16). 
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La valeur de la saturation initiale correspondant à l'humidité initiale choisie (ho=90%) est 
également de l'ordre de 90% (lue sur la courbe expérimentale donnée par J.M. Torrenti). Le 
coefficient d'incompressibilité drainé est quant à lui déduit, d'après relations classiques, du 
module dToung et du coefficient de Poisson: KQ est de Tordre de 10000 MPa. La pression 
atmosphérique paùn est prise à sa valeur standard de latm, soit 0.1 MPa. La pression de 
vapeur saturante en conditions standard pVf° est prise égale à 0.25 atm. Le milieu étant 
initialement très saturé, donc les effets capillaires très faibles, on peut considérer en première 
approximation que la vapeur est quasiment en condition standard (absence de ménisques); ce 
qui revient à supposer que sa pression est du même ordre que pvs°, ce qui donne une masse 
volumique initiale pv de l'ordre de 0.2 kgnr3 (contre, bien entendu, pî=103 kgnr3). 

Numériquement, ces valeurs permettent de donner un ordre de grandeur du retrait 
final observé; celui-ci est proportionnel à la variation d'humidité relative imposée 5hc selon la 
règle suivante: 

e ~ #
0 2 x

X
1 0 i 0 xZSxlO^ôhe 

soit: 

e«# 0.01 8he 

ce qui donne un retrait de l'ordre de 1000 (i.def. pour une variation d'humidité relative de 
10%. Le calcul permet également de donner une relation, en ordre de grandeur, entre 
coefficient global de diffusion D et coefficient de Fick T de la vapeur dans l'air 

D t l i H f 

Dans la relation liant D à T, un terme est largement prépondérant devant les autres: celui où 
intervient le facteur 1/M, caractéristique des effets capillaires (ordres de grandeur respectifs 
des termes de la parenthèse: 10"6, 3.5 10"6, 8.3 10"2 et 2.5 10"3). En pratique, c'est le 
coefficient D qui est mesuré. La plupart du temps, pour le genre de matériaux considéré et 
pour des humidités relatives comprises entre 50% et 90%, le coefficient D est de l'ordre de 
10*12 mV1): ce qui permet de donner un ordre de grandeur approximatif du coefficient de 
Fick, difficile à appréhender directement: 

f #10"8 

Pourtant, à ce stade, on ne peut parler que d'ordre de grandeur très approximatif. 
Afin d'avoir accès à des notions plus fines, telles que la répartition de l'eau interstitielle dans 
la structure, les gradients de teneur en eau ou d'humidité, les effets de peau, etc., il est 
nécessaire de replacer le comportement poroélastique dans le cadre global, exposé au 
chapitre I, des équations de conservation et de conduction du milieu poreux. Ce sera l'objet 
du chapitre IV. En outre — ainsi que le montre la simple consultation de l'isotherme de 
sorption-désorption — les phénomènes étudiés ne sauraient être fidèlement représentés à 
l'échelle macroscopique par une loi linéaire. La prise en compte des non-linéarités du 
comportement s'impose, notamment au niveau du couplage poromécanique: cela fera l'objet 
des simulations numériques présentées au chapitre V. 
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Chapitre III 

IDENTIFICATION EXPERIMENTALE DU MODELE 
POROELASTIQUE NON LINEAIRE GRACE AUX 

COURBES DE SORPTION-DESORPTION ET 
DTNVASION CAPILLAIRE 

La totale détermination du modèle élaboré au chapitre II repose sur l'exploitation de 
certaines données expérimentales qu'il convient de présenter, d'analyser, et de replacer 
dans le cadre de notre modélisation. Dans la plupart des cas de matériaux, et en particulier 
dans celui du béton, envisagé par la suite d'un point de vue pratique, les expériences à 
notre disposition sont de deux sortes: sorption-désorption et invasion capillaire. On 
commencera d'abord par décrire chacune d'elles, puis par exprimer en termes de relations 
entre variables d'état macroscopiques les conditions particulières dans lesquelles ces 
expériences sont effectuées. En définitive, on sera à même, moyennant certaines remarques 
et certaines réserves, d'intégrer ces informations expérimentales dans le modèle théorique. 
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ULI. Présentation des expériences de sorption-désorption et d'invasion 
capillaire. 

m.1.1. L'expérience de sorption-désorption. 

L'expérience la plus classiquement réalisée est celle dite de «sorption-désorption», 
qui se traduit par des résultats expérimentaux appelés «isothermes de sorption-désorption». 
«Isothermes» car, comme l'indique ce mot, les expériences de sorption-désorption sont 
réalisées à température imposée constante (chaque isotherme correspondant à une valeur 
fixée de la température). De sorte que, à température donnée, l'isotherme de sorption-
désorption renseigne sur certaines relations entre les autres variables d'état de la 
description macroscopique: pressions, variations de masse, déformations et contraintes 
mécaniques... Il conviendra d'expliciter correctement ces relations. 

Décrivons l'expérience de séchage (désorption) d'un échantillon. Le processus 
expérimental suivi au cours d'une telle expérience est à peu près le suivant Un échantillon 
(en général une éprouvette cylindrique), initialement saturé en liquide (ce qui correspond à 
une humidité relative de 100%: h=l) est placé dans un milieu ambiant dont l'humidité 
relative est imposée et régulée, grâce à une solution saline placée à proximité (ainsi, 
éventuellement, qu'à une ventilation visant à homogénéiser l'atmosphère de l'aire 
d'expérimentation). Afin de se retrouver en équilibre avec le milieu ambiant, l'éprouvette 
va perdre une partie de son eau interstitielle, qui va se transformer en vapeur d'eau 
(laquelle émigré en majeure partie à l'extérieur de l'échantillon). On suppose l'expérience 
suffisamment lente pour que le mélange gazeux (vapeur+air) s'introduisant dans l'espace 
poral puisse être considéré, à chaque instant, en équilibre avec l'atmosphère. 

Tout au long de cette transformation, la masse totale (squelette+eau+gaz 
interstitiel) de l'échantillon est mesurée. Au bout d'un temps relativement long, cette masse 
se stabilise autour d'une nouvelle valeur, ce qui indique que l'équilibre est rétabli entre 
milieu interstitiel et milieu extérieur. On reporte alors, en fonction de l'humidité relative he 
imposée la perte totale en poids de l'échantillon, qui correspond à une somme de variations 
de masse des constituants interstitiels: eau, vapeur et air — somme dans laquelle la part 
des composants gazeux est généralement négligée. De sorte qu'en définitive, chaque 
mesure correspondant à chaque valeur imposée de he donne un point expérimental dans 
l'espace (ĥ APO — où APj désigne la perte en poids de liquide interstitiel de l'échantillon. 
En pratique, dans la plupart des cas, ces résultats sont reportés dans un plan (he,Si) 
humidité-saturation, et livrés sous cette forme. 

La manipulation est répétée pour plusieurs valeurs successives de l'humidité 
relative imposée h« — jusqu'à une valeur de h« le plus proche possible de 0 (ce qui 
correspond à un échantillon désaturé). Il va sans dire qu'une telle expérience prend du 
temps. Son déroulement est conditionné par la diffusion de la vapeur d'eau hors de 
l'échantillon — diffusion de type Fick de la vapeur dans le gaz puisque, la pression totale 
de gaz étant supposée constante, le mélange reste globalement immobile. Le temps 
caractéristique correspondant à chaque palier (supposé relativement faible pour qu'un ordre 
de grandeur linéaire soit valable) est donc proportionnel au carré de la distance de 
«drainage» de la vapeur fle rayon, dans le cas d'une éprouvette cylindrique) et à l'inverse 
du coefficient de Fick. Même pour des éprouvettes de faible diamètre, ce temps d'équilibre 
peut, selon les matériaux, représenter plusieurs semaines, plusieurs mois, voire plusieurs 
années. 
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L'expérience de sorption est réalisée en sens inverse (par paliers d'humidités 
croissantes). Si la transformation était parfaitement réversible, on retrouverait exactement 
la même courbe que celle de l'expérience précédente, décrite seulement en sens inverse. La 
réalité est toute différente: la courbe de sorption ne coïncide pas avec celle de désorption, 
et se situe en dessous d'elle. L'expérience de sorption-désorption présente une boucle 
d'hystérésis (Fig. ULI). 

saturation S¡ 

humidité relative 

Fig. m.i 

Plusieurs hypothèses ont été avancées pour expliquer ce phénomène caractéristique. 
Parmi elles, la plus couramment avancée est celle qui attribue l'hystérésis à la structure 
même du réseau poreux et au phénomène dit de «bouteille d'encre». En effet, la loi de 
Laplace1 combinée à la relation de Kelvin2 issue de l'égalité des enthalpies libres de l'eau 
et du gaz (pour un changement de phase supposé non dissipatif) permet de relier, à 
l'échelle microscopique, les rayons de pores à l'humidité relative: 

(ra.1) ïs_£i!Bï lnh 
T TU 

où y est une constante désignant la tension superficielle de l'interface liquide-gaz, R la 
constante des gaz parfaits (8,32 SI) et TU la masse molaire de la vapeur d'eau (18g/mol). 
Une telle formule permet d'étayer la vision d'un réseau poreux se remplissant d'eau 
prioritairement par les petits pores et se vidant prioritairement par les gros pores. Mais il 
peut se trouver qu'un gros pore soit contraint d'attendre la vidange de pores de rayon 
inférieur condamnant son accès afin de se vider: sa vidange se produira donc pour une 
valeur de l'humidité relative inférieure à celle prédite par la formule (III. 1), Cette 
dissymétrie, due à l'arrangement du réseau, entre le remplissage et la vidange des pores 
peut expliquer l'hystérésis des courbes de sorption et de désorption, ainsi que la 
surélévation de la seconde par rapport à la première. 

1 Cf. notamment § H.3.2.2, p. 58,59 et § n323. p. 66,67 — commentaire de la relation (11.84). 
2 Voir plus loin, relation (HI.13). 
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m.1.2. L'expérience d'invasion capillaire. 

L'expérience d'invasion capillaire est assez similaire, dans son principe, à celle de 
sorption-désorption: il s'agit de faire varier, en la contrôlant, la pression de l'une des deux 
phases interstitielles en maintenant l'autre phase à pression constante. Par rapport à 
l'expérience précédente, les rôles sont inversés: on maintient le liquide à pression 
atmosphérique (expérience constamment drainée en liquide) et on impose aux limites de 
l'échantillon une pression de gaz variable. La différence majeure entre ces deux 
expériences est qu'ici la pression variable (en l'occurrence celle du mélange gazeux) est 
imposée directement, et non par l'intermédiaire d'une relation thermodynamique 
supplémentaire (changement de phase). Cest sur un tel schéma expérimental que repose le 
principe de la porosimétrie au mercure. 

Pour le reste, le principe de la mesure (mesure de la perte en poids en fonction de la 
pression gazeuse imposée) reste identique à celui de l'expérience de sorption-désorption 
précédemment décrite. 

La figure in.2 donne une représentation schématique du dispositif expérimental de 
l'expérience d'invasion capillaire3. L'opération consiste en fait en un drainage de l'eau 
interstitielle par le mélange gazeux. Ce drainage peut s'effectuer sur une gamme de 
saturation allant de 100% à une valeur résiduelle en deçà de laquelle, en raison de sa 
discontinuité, la phase liquide ne peut plus guère se déplacer. L'expérience d'invasion 
capillaire donne ainsi accès à une relation entre pression de gaz (imposée) et «perte en 
poids» (mesurée), valable sur une certaine gamme de saturation du matériau (de la 
saturation complète à une saturation résiduelle). 

gaz sous pression imposée 

Fig. m.2 

3 Schéma tiré de Bourbié & alii (1986), p. 24. 
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m.1.3. Complémentarité et limites des expériences de sorption-désorption et 
d'invasion capillaire. 

Les deux expériences présentées ci-dessus sont complémentaires, dans la mesure où 
les informations expérimentales qu'elles délivrent couvrent deux plages différentes et 
complémentaires de saturation du matériau: pour les faibles saturations, on se référera ainsi 
aux résultats de l'expérience de sorption-désorption, tandis qu'on devra se reporter 
éventuellement à ceux de l'expérience d'invasion capillaire pour des saturations très 
proches de la valeur maximale. Cependant, l'expérience de sorption-désorption s'avère 
dans la plupart des cas suffisante, et plus communément pratiquée — du moins dans le 
domaine des bétons. 

Il faut noter, en outre, que l'une et l'autre de ces deux courbes expérimentales 
mêlent deux phénomènes physiquement très distincts de «fixation» de l'eau interstitielle: le 
processus, qui nous intéresse, de condensation capillaire (donc lié au changement de phase 
liquide-vapeur) et celui, que notre modélisation ne permet pas de représenter, d'adsorption 
capillaire (correspondant à la physisorption d'un film d'eau au voisinage immédiat des 
parois des pores4). Aux saturations intermédiaires ou élevées, le premier phénomène est 
suffisamment prépondérant devant le second pour que les données expérimentales puissent 
lui être totalement attribuées. Aux faibles saturations, en revanche, le résultat expérimental 
amalgame ces deux phénomènes, de semblable importance: dans un tel cas, de toute façon, 
l'existence même d'une adsorption capillaire non négligeable indique les limites d'une 
modélisation qui, pour être complète, devrait dès lors considérer une phase supplémentaire 
de l'eau en distinguant entre phase vapeur, «eau libre» (ou «capillaire») et «eau liée» 
(correspondant à la couche adsorbée, liée au squelette)5. 

III.2. Grandeurs expérimentales et variables d'état du modèle 
macroscopique. 

Les deux expériences principales dont on dispose ont été présentées dans le 
précédent paragraphe. Ce sont elles — et plus particulièrement celle de sorption-désorption 
— qui donneront l'information expérimentale indispensable à la complète définition du 
modèle. Cest pourquoi il convient, en fonction du dispositif expérimental et des principes 
de mesure décrits, de bien repérer les grandeurs réellement mesurées et la façon dont elles 
peuvent être reliées aux variables d'état macroscopiques (déformation, variations de masse 
et pressions) du modèle continu de milieu poreux. Cette démarche, qui a déjà été effectuée 
en n.3.2.1., doit ici être prolongée dans la perspective d'une analyse plus précise et plus 
critique des grandeurs réellement mesurées au cours du processus expérimental. 

in.2.1. Perte en poids et saturation. 

Ainsi qu'il a été dit, dans les deux expériences décrites ci-dessus on impose les 
pressions des constituants interstitiels (l'une maintenue constante, l'autre qu'on fait varier 
en la contrôlant) et on mesure la variation de masse totale de l'échantillon testé au cours de 
la manipulation. L'hypothèse traditionnelle est alors d'attribuer cette «perte en poids» à 
l'évacuation de l'eau liquide interstitielle — essentiellement évacuée sous forme vapeur, 
après changement de phase. 

4 Cf. Baroghel-Bouny (1994), p. 21. 
5 ibid., p. 23-30. Voir aussi Saliba (1990), p. 1-7 à 1-10. 
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Raisonnons donc au niveau de l'éprouvette testée considérée comme volume 
élémentaire représentatif de la modélisation continue macroscopique. En nous reportant 
aux variables macroscopiques introduites pour la description d'un milieu continu, on écrit 
précisément la «perte en poids» de l'échantillon (comptée positivement dans le sens de la 
baisse de la masse totale) comme somme des variations de masse des trois constituants 
interstitiels — eau liquide, air, vapeur: 

(III.2) AP = - (mt + mv + m j Ûo 

où QQ désigne le volume initial de l'éprouvette-VER. 
Dans le cas de l'expérience de sorption-désorption, dont le principe repose sur un 

changement de phase liquide-vapeur, la variation totale de la masse d'eau considérée sous 
ses deux phases ensemble correspond à un transport hors de l'éprouvette: 

(IIL3) mi + ¿y - - Div (Mi + Mv) 

Le passage de l'une à l'autre des deux phases de l'eau définissant un terme d'échange de 
masse — compté positivement dans le sens de la vaporisation: 

(m.4) mV^v^ l ímv- i ^ -D iv íMi -Mv) ) 

La variation de masse de l'air, supposé chimiquement inerte vis-à-vis des autres 
constituants du milieu, se borne quant à elle à un simple phénomène de transport: 

(ffl.5) ma= -DivM a 

Si l'on considère isolément la «perte en poids» de la phase liquide, on écrit: 

(ffl.6) APi=-miOo 

Dès lors, l'eau liquide ayant un comportement microscopique quasi incompressible, la 
vapeur et l'air étant assimilés à des gaz parfaits à pression partielle bornée par la pression 
totale du mélange (maintenue constante et égale à la pression atmosphérique patm) donc à 
masse volumique inférieure au millième de celle de l'eau liquide, on néglige 
classiquement, au cours de l'expérience de désorption, l'apport de masse sous forme de 
vapeur et d'air devant la perte de masse sous forme liquide (c'est-à-dire la masse d'eau 
initialement liquide qui quitte l'échantillon, pour l'essentiel, après transformation en vapeur 
et transport sous cette phase hors de l'éprouvette6). On en déduit l'hypothèse simplificatrice 
suivante: 

(hl) AP~APi=-mifío 

Une seconde hypothèse souvent adoptée consiste, après division par le volume poreux 
considéré constant, à ramener cette variation de la masse d'eau à une variation de 
saturation: 

(h2) ÀPi = -pi°4>oASi 

6 Cf. § m.22. Voir aussi Granger (1994), parue U, chapitre 2, § 5.2. 
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La combinaison de ces deux hypothèses (hl) et (h2) d'identification des grandeurs 
expérimentalement mesurées permet finalement de tracer des courbes d'isothermes de 
sorption-désorption sous forme de diagrammes humidité-saturation (he,Sî). 

IH.2.2. Validité et limites des hypothèses simplificatrices du dépouillement 
expérimentai 

D convient cependant de mesurer précisément, en les replaçant dans le contexte de 
notre description macroscopique, le degré d'approximation de chacune de ces deux 
hypothèses. 

On peut d'ores et déjà avancer que (h2) revient, en ignorant la variation du volume 
interstitiel, à négliger l'influence du couplage hydro-mécanique sur les isothermes 
obtenus. En effet, en se reportant à la définition exacte de la variation de masse liquide, on 
peut écrire précisément: 

m, Ûo = Pi0 [Si <}> Í2 - Si%>ûo] = Kl+e) Wi - 4>oSi°] pi0 " o 

et par approximation: 

miOosfSi-Sr 0 ] pi°4>oOo 

Approximation qui conduit immédiatement à l'hypothèses (h2), et où l'on a négligé la 
variation de masse liquide due à une variation du volume poreux total (à saturation 
constante) devant celle due à une variation de saturation (à volume poreux 4>û constant). 
Ceci revient très précisément à considérer que, en l'absence de contrainte mécanique, la 
variation appliquée de l'humidité relative n'induit pratiquement aucune variation de 
l'espace poreux de l'éprouvette. Il est d'ailleurs aisé d'établir l'expression différentielle 
exacte de la perte en poids — ramenée à la masse totale d'eau contenue dans l'éprouvette 
— en fonction des variables d'état macroscopiques: 

(ffl.7) - ^ — ^ ^ - d e + dS] 
Pi°<í>Q <j) 

Relation qui montre clairement que l'hypothèse (h2) consiste effectivement à négliger 
l'influence du retrait de dessiccation — produit par simple modification de l'hygrométrie 
— sur la valeur de la perte en poids. Les résultats numériques du chapitre V permettront de 
confirmer cette faible influence du retrait sur la valeur de la porosité totale (qu'on peut dès 
lors considérer quasi constante), donc sur celle de la variation de masse liquide 
interstitielle. Au demeurant, une simple analyse du modèle théorique permet, à la lumière 
des mesures expérimentales réalisées, d'étayer d'emblée la validité de l'hypothèse (h2): 
c'est ce que montrera précisément le §111.4.2. 

L'hypothèse (hî), quant à elle, est plus délicate à analyser dans le cadre de la 
modélisation adoptée. Elle semble intuitivement assez fondée dans la mesure où les masses 
volumiques d'air et de vapeur introduits sont négligeables devant celle de l'eau liquide: ceci 
parce que le mélange gazeux reste à pression atmosphérique pendant tout le déroulement 
de l'expérience, donc très peu condensé par comparaison avec la phase liquide. 
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D est cependant intéressant, à la lumière des équations de transport et d'échange de 
masse rappelées en (HI.3) et (IEL5), d'analyser certaines conséquences et de donner une 
interprétation physique supplémentaire de cette hypothèse. En effet, le fait de négliger mv 
devant mj consiste à postuler, d'après (DI.3) et (1H.5): 

! Div Mv - m°i_>v I « | Div Mi + m°i_»v I 

d'où l'on déduit finalement, à condition de considérer le transport d'eau liquide négligeable 
devant celui de la vapeur, ou au mieux du même ordre que lui (hypothèse classique dans le 
béton)7: 

DivMv =m°i_>v 

Cette relation d'équivalence entre m°i_>v et Div Mv exprime que l'essentiel de la masse 
d'eau transformée en vapeur s'échappe, sous forme d'un flux de vapeur, à l'extérieur, le 
reliquat restant sur place, dans l'espace interstitiel, sous forme de vapeur, concerne une 
masse négligeable de liquide transformé. Ceci est très logiquement en rapport avec une 
hypothèse de forte disproportion des masses volumiques respectives de l'eau liquide et de 
l'eau vapeur, qui ne saurait être compensée par une éventuelle augmentation de l'espace 
interstitiel. 

Que conclure de cet examen quant au dépouillement des résultats expérimentaux 
dans la perspective de la problématique théorique tracée dans les précédents chapitres? 

Si l'on veut faire acte de rigueur, il convient de dépouiller les courbes 
expérimentales de sorption-désorption comme des relations entre humidité relative 
imposée — donc pression de vapeur pv — et perte en poids réelle AP. On obtient des 
données expérimentales sous forme de relations fonctionnelles du type: 

Pv = f ( mj + mv + ma ) 

L'expérience d'invasion capillaire consiste quant à elle en une relation entre la pression 
totale de la phase gazeuse et la même perte en poids AP, donc: 

Pg = f ( mi + rûv + m, ) 

à pression de liquide constante: pj=Patm- Encore faut-il remarquer, dès lors, que de telles 
courbes sont totalement dépendantes des conditions très particulières de l'expérience de 
sorption-désorption, et a priori non exploitables dans un cas plus général. 

7 Cf. L. Granger (1994), partie fi", chapitre 2, § 52.. On a en effet : 

I Div Mv - nr^v I « I DivMi + mV^vl 

qui peut s'écrire: 

Div Mv - m°i_,v = f\ ( Div Mi + m°i_»v ) 

où T] est une fonction à valeur absolue très petite devant 1. Dès lors, la relation précédente s'exprime: 

DivMv -i) Div Mj = (1+q) m°i_̂ v 

égalité dans laquelle on peut négliger le terme r\ Div M] si Div M] est du même ordre que Div Mv, ou d'un 
ordre inférieur. 
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En vertu du travail d'identification de la loi macroscopique réalisé au précédent 
chapitre, il semble plus judicieux et plus fructueux de traduire rinformation expérimentale 
sous la forme selon laquelle elle a été introduite dans le modèle: celle d'une relation, 
indépendante du choix de l'expérience, entre pression capillaire et saturation en eau: 

Pc = f(Si) 

Retraduite sous cette forme, l'information sera en revanche exploitable dans n'importe 
quelle configuration. C'est à ce prix seulement que sera réalisée à plein l'identification 
expérimentale de la loi de comportement. 

Dès lors, on comprend l'intérêt des deux hypothèses successives (hl) et (h2) qui 
président au dépouillement habituel des résultats de l'expérience, permettant de les 
exprimer comme relations entre saturation en eau et humidité relative (dans le cas de 
l'expérience de sorption-désorption) ou bien directement entre saturation en eau et pression 
capillaire (obtenue par simple différence de la pression de gaz imposée et de la pression de 
liquide maintenue constante, dans le cas de l'expérience d'invasion capillaire). Reste à 
opérer un dernier passage, préalable à l'introduction dans le modèle des données 
expérimentales de sorption-désorption: celui de l'humidité relative à la pression capillaire. 
Cette dernière ayant été introduite de manière purement macroscopique8, une telle étape 
nécessite la traduction de l'expérience de sorption-désorption selon notre problématique 
théorique et sa lecture à travers le prisme de notre modélisation. 

III.3. Sorption-désorption d'un milieu poreux. 

Afin d'introduire correctement la donnée expérimentale dans le modèle théorique 
élaboré au cours des précédents chapitres, il est maintenant nécessaire de préciser l'étude 
du modèle en la confrontant au cadre précis et restreint des conditions expérimentales qui 
président à la réalisation de l'expérience de sorption-désorption. Ces conditions 
particulières sont posées comme liaisons locales entre variables d'état. Elles sont de deux 
types: l'expérience de sorption-désorption se déroule à pression de mélange gazeux 
constante et, surtout, suppose un changement de phase entre le liquide (1) et la vapeur (v) 
— qui devient dès lors sa vapeur saturante. 

Nous demeurons désormais dans le cadre H5 des hypothèses exposées au 
chapitre II : matrice et fluide incompressibles, gaz parfaits, dépendance de Ko en fonction 
de la seule variable de déformation. Cependant, nous introduisons, dans tout ce qui va 
suivre, deux nouvelles conditions: changement de phase liquide-vapeur et constance de la 
pression de gaz. 

HL3.1. Ecriture des conditions de changement de phase. 

Le changement de phase, considéré non dissipatif, se traduit par la simple égalité 
des enthalpies Ubres massiques du liquide et de sa vapeur saturante, ainsi qu'annoncé et 
justifié en EL 1.1. 

8 Cf. § Ü.3.2.L et particulièrement la relation (11.69). 
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Ainsi, l'hypothèse supplémentaire de changement de phase introduit la relation 
suivante, valable pour tous les états considérés, c'est-à-dire pour toutes les valeurs prises en 
compte des différentes variables d'état : 

(m.8) gl - gv 

relation qui, du fait des équations d'état du milieu global, introduit une liaison entre 
variables d'état : 

Zar/ Zjm 

(HL9) gjjr (e, mi, mv, m j = ̂ - (e, mi, my, m„) 

Il est intéressant de noter que la relation (IIL9) est en fait récriture macroscopique de 
l'équation de Qapeyron en comportement poroélastique. 

Formons la différence Wi_*v de ces deux quantités, et dérivons la partiellement par 
rapport à la variation de masse my. On obtient, par application de la relation (11.21) entre 
matrice jacobienne de l'énergie libre et matrice de Biot, l'expression suivante: 

dmv dmvdmi 9mv
2 p,pv py2 

d'où, en vertu des expressions (11.78), issues de l'hypothèse H5, des modules MVJ: 

8Wl->V Ky 1 _ 1 
d m v = <M>v Pi~Pv 

égalité par laquelle on peut s'assurer que la dérivée partielle de la fonctionnelle Wi_4V ne 
s'annule pas9 et que, par conséquent, la variable d'état mv peut s'exprimer en fonction des 
autres variables d'état e, mi et m»10: 

(1.10) my = mv ( e, mi, m, ) 

Pourquoi particulariser la variable mv? H est vrai qu'a priori n'importe laquelle des 
quatre variables de départ aurait pu être exprimée en fonction des trois autres. Si mv a été 
choisie, c'est seulement par analogie avec la description classique du changement de phase 
d'un corps pur, où les seules variables d'état en jeu sont relatives au liquide et à sa vapeur 
saturante. Par analogie, donc, il s'est agi d'isoler, au sein de notre problème, le phénomène 
particulier de changement de phase. 

Ceci ne laissait plus le choix qu'entre mv et m\. Si l'on a choisi alors de conserver 
mj, et non mv, comme variable du problème, c'est tout simplement que les courbes de 
sorption-désorption expriment l'évolution de grandeurs caractéristiques (humidité relative 

9 Sauf dans le cas particulier où la masse volumiquc de la vapeur et celle du liquide sont égales, ce qui 
correspond en fait au point critique de l'équilibre liquide-vapeur. Un tel cas constitue de toute façon un cas 
limite de notre modélisation, y compris du point de vue de la description et de la définition du milieu 
puisque, au point critique, la distinction liquide/vapeur n'est plus pertinente. 
10 On fait là encore usage, comme en II. 1.2., du théorème mathématique de l'inversion locale. 
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ou pression capillaire) en fonction de la saturation en eau, laquelle est reliée, 
conformément à la formule (H72), à l'apport de masse mj. 

Cette liaison entre variables peut également s'écrire sous forme différentielle, ce qui 
a l'avantage de faire intervenir directement les coefficients M¡j et bj : 

Myj M|j Myj Mlj 

(ni.ll) <!5k . ( Pv ' Pi b ) ^ . Pv " Pi } dm; 

Pv Pi pv Pi 

La liaison entre variables imposée par l'hypothèse de changement de phase 
s'exprime donc comme relation différentielle faisant intervenir les coefficients bj et My de 
la loi de comportement Cette dernière relation s'avère tout à fait valable dans le cas le plus 
général (c'est-à-dire hors de l'hypothèse H5 supposant la matrice incompressible, ainsi que 
le fluide, et les deux gaz parfaits) ; cependant, dans le cadre plus spécifique des hypothèses 
désormais retenues, la Maison thermodynamique imposée peut s'écrire directement en 
fonction des variables d'état 

JTL32. Equation de Kelvin. 

Le liquide considéré étant incompressible et sa vapeur saturante étant supposée 
vérifier la loi des gaz parfaits, l'égalité (III.8) des enthalpies libres massiques traduisant le 
changement de phase non dissipatif s'écrit ici, en fonction des pressions respectives du 
liquide et de sa vapeur : 

(m.12) m =pi*+^ln(^r) 
TU, Pv 

Remarquons qu'une telle égalité ne représente rien d'autre que l'intégration de la relation 
isotherme de Clapeyron (11.115) — relation différentielle d'égalité des enthalpies libres 
massiques — dans le cas particulier, désormais retenu, d'un liquide incompressible et d'une 
vapeur obéissant à la loi des gaz parfaits. Dans cette égalité, le couple de pressions 
(Pi*> Pv ) est censé représenter un état d'équilibre thermodynamique de référence. Insistons 
sur le fait que cet état de référence n'a pas besoin de correspondre à un état réellement 
rencontré dans le problème couplé étudié : il n'est, en effet, état de référence que du point 
de vue thermodynamique — celui du changement de phase liquide-vapeur. 

Aussi le plus commode est-il de prendre comme état de référence 
thermodynamique le couple (pi*, pv*) correspondant au changement de phase de l'eau libre 
en conditions atmosphériques : pression de liquide et pression totale de gaz égales à la 
pression atmosphérique ( donc planéité de l'interface liquide-gaz et absence de toute notion 
de pression capillaire ), pression de vapeur pvg° fixée par la seule valeur de la température. 
L'égalité des enthalpies fait alors apparaître le rapport pv/pvs0> qui correspond précisément 
à la notion d'humidité relative h définie en (11.70), et conduit à la fameuse loi de Kelvin: 

(m.13) PI = Paan + £ T ~ In h 
Tty 
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Le passage de cette écriture classique — en pression — de l'égalité des enthalpies 
libres massiques à une écriture adaptée à notre modèle, c'est-à-dire faisant intervenir les 
variables e et mj, se fait par l'intermédiaire de la pression capillaire pc et de l'humidité 
relative h. En effet, la pression capillaire s'écrit comme différence de la pression de gaz — 
dont on connaît l'expression intégrée en fonction des variables d'état e et mj grâce aux 
égalités (DL112) et (11.113) — et la pression de liquide exprimée, via la loi de Kelvin 
(HL 13), en fonction de l'humidité relative h; ainsi: 

p° p°RT 
(m.14) p c = p& h fernem,) + p§ — - p ^ - — In h (E.mi.mJ 

<¡>o_3L+e TU 
P? 

Nous étant placé dans le cadre d'un changement de phase, nous avons choisi 
d'exprimer mv comme fonction des trois autres variables. Il faut donc considérer toutes les 
grandeurs introduites ci-dessus, et en particulier l'humidité relative h, comme des fonctions 
des variables e, mj et mt. 

La pression capillaire étant dépendante de la seule saturation en eau S], et par 
conséquent identifiable, dans le cas de figure le plus général, à partir d'une donnée 
expérimentale unique, la relation précédente constitue — sitôt que l'on dispose de 
l'information expérimentale — une définition implicite de la fonction h, fonction des 
variables d'état e, mi et ma. 

Dès lors, l'expression reliant l'apport de masse mv aux autres variables d'état nous 
est accessible, grâce à l'expression (Uli2) de pv en fonction de la déformation et des 
apports de masse : 

(m.15) ^ ¡ = - < t > g ° + ^ ( $ g 0 - ^ + E)h(e ,m 1 ,m.) 
Pv° P* Pl° 

Pv° et Pv° représentant les valeurs initiales respectives de la pression et de la masse 
volumique de la vapeur. 

IEL3.3. Les conditions particulières de l'expérience de sorption-désorption* 

Restreignons à nouveau notre champ d'investigation en supposant maintenant, en 
plus du changement de phase non dissipatif, que la pression totale de la phase gazeuse 
reste constante, en temps et en espace, et égale à la pression atmosphérique : c'est ce cadre 
d'hypothèses qui définit l'expérience de sorption-désorption. 

La relation (lu. 14), établie entre humidité relative et pression capillaire dans le cas 
d'un changement de phase quelconque, se simplifie ici, en raison de l'égalité de la pression 
du mélange gazeux à la pression atmosphérique, en : 

(ffl.16) pcsd = _ ß L H Loghsd 
Tlry 

l'exposant (sd) servant à distinguer la pression capillaire et l'humidité relative 
correspondant explicitement à l'expérience de sorption-désorption. 
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Cest précisément cette expérience qui nous fournira la majeure partie des données 
expérimentales dont nous avons besoin. Rappelons que, comme cela a été décrit au 
paragraphe lu. 1.1., c'est en fait l'humidité relative qui est mesurée, et que c'est par 
l'intermédiaire de la formule (III. 16) ci-dessus que s'en déduit la valeur correspondante de 
la pression capillaire. Autant dire qu'on ne mesure pas directement la pression capillaire, et 
que celle-ci n'est déduite, d'après l'égalité des enthalpies libres (ie. la loi de Kelvin), que de 
l'équuibre thermodynamique entre l'eau liquide et sa vapeur saturante, ainsi que du 
maintien de la pression totale de la phase gazeuse à la pression atmosphérique. 

D est cependant important que, compte tenu de la relation ci-dessus, l'hypothèse 
(n.88) de relation biunivoque entre pression capillaire pc et saturation Si en eau se 
répercute au niveau de la relation entre humidité relative de sorption-désorption h^ et 
saturation Si, relation nécessairement biunivoque, elle aussi. De sorte que notre modèle ne 
saurait rendre compte des effets hystérétiques constatés au cours des expériences de 
sorption-désorption, effets que nous ignorons délibérément. 

Pour terminer de replacer complètement l'expérience de sorption-désorption dans la 
perspective de notre modélisation, précisons que dans le cadre exposé présentement les 
deux conditions imposées — changement de phase non dissipatif et constance de la 
pression de la phase gazeuse — impliquent deux liaisons entre les variables d'état ; de sorte 
que l'ensemble des grandeurs de ce problème ne dépendent plus que de deux d'entre elles 
— e et mi, retenues parce qu'elles interviennent dans l'expression de la saturation en eau, 
variable de notre identification expérimentale. Les deux variables de départ restantes, mv et 
m„ s'expriment alors en fonction des deux précédentes grâce aux deux relations suivantes: 

(ra.17) S L = _$ o + t ó u o_J5L + e ) h s d ( S l ) 
Pv° * Pv * p,0 

(ffl.18) S j = - V + À ( V - ^ + e M t a - P - ^ i S i ) ) 
Pt° Pâ Pi0 

La première de ces relations est la traduction directe, en fonction de l'humidité relative h^ 
de l'expérience de sorption-désorption, de la relation (m. 15) traduisant la dépendance de 
mv en fonction des autres variables pour tout changement de phase. La deuxième découle 
immédiatement de la constance de la pression totale du mélange gazeux, traduite en 
fonction des variables macroscopiques retenues par l'intermédiaire des relations (11.112) et 
(11.113). 

IIÍ.4. Identification expérimentale du modèle poroélastique non linéaire. 

HL4.1. Insertion de l'isotherme de sorption-désorption dans le modèle. 

Le premier paragraphe du présent chapitre a permis de présenter et de décrire 
l'expérience de sorption-désorption, communément pratiquée et dont les résultats sont 
connus et maîtrisés. Dans la seconde partie, les grandeurs du dépouillement expérimental 
ont été introduites et «critiquées» — du moins a-t-on mis en évidence certaines hypothèses 
implicites d'approximation et de non-couplage que leur manipulation traditionnelle sous-
entend. Le troisième paragraphe a consisté en récriture, en fonction des variables d'état et 
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de la modélisation macroscopiques adoptées, des conditions particulières de l'expérience 
de sorption-désorption: de sorte que celle-ci s'inscrit désormais précisément dans le cadre 
du modèle général de milieu poreux non saturé. 

Se pose maintenant à nous le problème essentiel du passage du particulier au 
général. Comment l'information expérimentale fournie par l'expérience de sorption-
désorption peut-elle s'affranchir du particularisme de son obtention et être utilisée dans le 
cas le plus général? En somme, comment faire du résultat d'une expérience particulière un 
résultat intrinsèque au matériau, une loi (empirique) de comportement? 

expérience 
h 
i 

loi de 
Kelvin 

1 
P 

< • A 
i sorption-désorption ^ 

' 1 

^ chemin particulier 

loi générale 
• - 1 • s 

Pi 
i 

hypothèse (hl)+(h2) 
néglige le couplage 

e->Si 

* 
:i 

P = Pc(Si) 

Fig. m.3. 

C'est en réponse à une telle question qu'intervient l'hypothèse (II.87/8) faisant de la 
pression capillaire une grandeur déterminée par la donnée de la seule saturation en liquide. 
Dès lors qu'est établie la dépendance de pc en fonction d'une seule variable d'état, une seule 
et unique expérience suffira à l'identification de la courbe. Cette expérience, c'est celle de 
sorption-désorption. C'est ainsi la généralité, hors toute condition restrictive, de la relation 
Pc= Pc(Si) qui nous affranchit du caractère particulier et a priori partiel de l'information 
expérimentale délivrée par l'expérience de sorption-désorption. Grâce à la relation-
hypothèse (n.87), la courbe pc=Pc(Si) obtenue au cours d'une telle expérience peut être 
tenue pour intrinsèque au matériau: fonction d'état, traduisant sous forme d'une loi de 
comportement macroscopique le comportement microscopique de l'interface liquide-
vapeur (ie. de la loi de Laplace). 
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JJL42. Evaluation et discussion des approximations expérimentales. 

Comme indiqué précédemment, le dépouillement des résultats expérimentaux et 
leur expression sous forme de courbes h=h(Si) — ou Pc=Ft(Si) — supposent les deux 
hypothèses (hi) et Q12) exposées en in.2. La démarche exposée dans le chapitre II permet 
d'évaluer a priori, par confrontation avec les résultats de l'expérience, la validité des 
approximations faites. 

En effet, dans le cas d'une expérience de sorption-désorption, l'absence de 
contrainte appliquée (dcM)) se traduit, une fois reportée dans la relation de comportement 
(11.26), par l'égalité suivante reliant retrait de dessiccation et pression capillaire: 

(m.19) desd = - | ^ d p c 

qui, reportée dans la relation générale (11.81) exprimant la pression capillaire en fonction 
de la déformation et de la variation de masse, donne dans le cas particulier de la sorption-
désorption: 

En attribuant la totalité de la perte en poids de l'échantillon à la perte de masse 
liquide (hypothèse (hl), semble-t-il raisonnable), on mesure, au cours de l'expérience, 
l'évolution de mi. De sorte que, mise en regard de l'humidité relative h^ — imposée au 
cours de l'expérience — et donc, via la relation (lu. 16), de la pression capillaire pc, la 
mesure expérimentale permet en fait d'évaluer très précisément le terme: 

(m.21) X = - M 

1+ KT 

Ainsi, c'est donc le module K qui est mesuré, et non le module M de la pente Pc=Pfc(Si). 

Assimiler K à M, c'est-à-dire supposer: 

(ffl.22) A = M 

Si2M 
revient en fait à négliger devant 1 le terme correctif "#-—. qui peut s'écrire, grâce à la 

relation (11.95): —*- [ «H- -&• ]; terme qui dans le cas de l'expérience de sorption 
<|>0+E ^0 »»I 

Si d£sd 
désorption, est précisément égal d'après (HI. 19) à: —*- ( - - J Ô - ). Ainsi, (IH.22) revient à 

écrire: 
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Si i ftesd 
<t>o+e d S i 

« 1 

donc, au premier ordre en e, à écrire: 

^IdEsdl « IdSii 
<}> 

ce qui, par référence à (m.7), montre qu'un tel dépouillement des résultats expérimentaux 
repose bien sur l'hypothèse de faible contribution relative de la déformation à la variation 
de masse liquide dans le milieu: c'est l'hypothèse (h2). 

Or, l'expression de cette hypothèse (h2) en fonction des modules et coefficients 
macroscopiques du modèle permet d'évaluer précisément son degré de validité. La relation 

M Si2M 
(111.21) montre que la valeur M est inférieure à la valeur mesurée A . Ainsi, le terme -^— 

Si*X X 
est inférieur au terme mesuré ~ , donc, a fortiori, au rapport j¡r-. Or, la mesure 
expérimentale montre que, pour des valeurs de la saturation supérieures à 50 ou 60%, le 
module mesuré Â est de l'ordre du centième du module d'incompressibilité Kn. 

Par ailleurs, le § EL3.5 a permis d'établir que le produit Si2 M tend vers 0 lorsque la 
saturation tend vers 0. On peut donc considérer l'hypothèse (h2) comme valable sur 
l'ensemble de la gamme des saturations. 

Ainsi, la référence précise au modèle permet d'étayer l'hypothèse (h2) qui préside 
au dépouillement expérimental, consistant à assimiler variation de masse liquide et 
variation de saturation. Telles qu'elles nous sont livrées, les courbes expérimentales 
paraissent donc tout à fait fiables, et peuvent dès lors être exploitées selon la procédure 
indiquée au § ÏÏI.4.1. 

Ainsi la démarche théorique et expérimentale s'avère-t-elle cohérente dans son 
ensemble. L'hypothèse expérimentale (h2) permet une exploitation des mesures par le 
modèle, conforme à l'hypothèse théorique (II.87/8); alors qu'en retour, l'hypothèse 
théorique (11,87/8) permet d'assurer la validité de l'hypothèse expérimentale (h2). D est 
d'ailleurs intéressant de noter que ces deux hypothèses, l'une théorique, l'autre 
expérimentale, reposent sur la même idée physique d'une faible influence de la 
déformation sur l'état thermodynamique du milieu interstitiel11. Il n'est dès lors pas 
étonnant que l'une et l'autre «marchent de concert». Pour autant, un découplage partiel 
dans le sens déformation—>fluides interstitiels ne préjuge en rien de l'importance du 
couplage réciproque: fluides interstitiels—déformation: or c'est précisément ce dernier 
qui, pour l'ingénieur occupé avant tout de l'état mécanique macroscopique des structures 
du Génie civil, constitue le véritable enjeu et le véritable centre d'intérêt 

11 Cf. §11.3.4. pour l'hypothèse théorique (11.88) et §11.2.2. pour l'hypothèse expérimentale (h2). 
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Chapitre IV 

APPLICATION DU MODÈLE POROÉLASTIQUE 
LINÉAIRE AU RETRAIT ET AU FLUAGE DE 

DESSICCATION D'UN MUR INFINI 

L'ensemble de ce chapitre sera consacré à un exemple de calcul simple et concret: 
celui du séchage et du fluage de dessiccation d'un mur. 

Par souci de simplicité dans les calculs, on adoptera pour ce problème une 
géométrie unidimensionnelle, le mur étant supposé de longueur et hauteur infinies, de 
largeur finie L. Toujours par souci de simplifier et de permettre un calcul analytique 
complet, on étudiera le comportement poroélastique linéaire de ce mur. La prise en 
compte, dans ce problème, des non-linéarités de comportement mises en évidence dans la 
partie théorique fera l'objet d'un calcul numérique ultérieur. 

L'approche linéaire, pour réductrice qu'elle soit vis-à-vis de certains phénomènes 
physiques intervenant dans le séchage (les courbes de capillarité sont, en effet, hautement 
non linéaires), permet néanmoins d'appréhender et de mesurer qualitativement le rôle et 
l'influence des couplages entre grandeurs mécaniques (contraintes, déformation) et 
grandeurs caractéristiques des fluides interstitiels (pression capillaire, humidité relative, 
degré de saturation). En quelque sorte, ce chapitre met l'accent sur les couplages hydro
mécaniques, tandis que le suivant, consacré à quelques simulations numériques appliquées 
aux mêmes configurations, insistera sur les non-linéarités du comportement 
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IV.l. Description du problème. 

IV.1.1. Géométrie, conditions aux limites et conditions initiales. 

On considère donc un mur dont la hauteur et la longueur sont supposées infinies. 
La largeur, quant à elle, est finie et à pour mesure L (m). 

Sur les surfaces planes du mur, on appliquera des sollicitations uniformes (humidité 
relative ou contraintes imposées) et identiques sur les deux faces, de sorte que, par sa 
géométrie aussi bien que par ses conditions aux limites, le problème apparaît 
unidimensionnel et symétrique. On est donc ramené à la résolution d'un problème 
gouverné par une seule variable d'espace, sur un segment [0, L/2] (correspondant à une 
demi-largeur), dont l'origine (x=0) est prise au centre du mur et l'extrémité (x=L/2) sur 
l'une des faces. 

Le milieu considéré est celui qui a été décrit au cours des précédents chapitres: un 
squelette composé d'une matrice solide (grains et pâte de ciment, dans le cas du béton), 
dont l'espace interstitiel contient un liquide (1) et un mélange microscopiquement idéal de 
deux gaz: vapeur (v) et air (a). De surcroît, on se place ici délibérément dans l'hypothèse 
d'un équilibre thermodynamique entre le Hquide (1) et sa vapeur (v), que traduit l'égalité de 
leurs enthalpies libres respectives (ou loi de Kelvin). De sorte que l'état thermodynamique 
du système est d'emblée déterminé, en tout point et tout instant, par trois seulement des 
quatre variables d'état apriori nécessaires (cf. § IV.1.4.). 

Le problème ayant été décrit, d'un point de vue géométrique et physique, posons 
clairement les conditions initiales et les conditions aux limites envisagées. 

±L 

±: 
Í 

Fig.rv.i 
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Les conditions initiales sont supposées uniformes dans le mur: l'état initial 
considéré est un état d'équilibre, défini par. 

condition mécanique: 
tenseur des contraintes initial nul: 

(IV.l) oOij(x,t^O) = 0 

conditions thermodynamiques: 

phase gazeuse en équilibre avec l'atmosphère: 

(TV.2) Pg(x,táO) = patm 

humidité relative uniforme dans le mun 

(TV.3) h ( x , t £ 0 ) = ho 
la loi de Kelvin déterminant alors automatiquement la valeur de la pression de liquide — 
donnée manquante. 

Posons maintenant les conditions aux limites. Les sollicitations appliquées en 
x=L/2 seront de deux sortes: 

condition mécanique: 
application d'une contrainte mécanique uniforme perpendiculaire à la surface: 

(TV.4a) G« ( x=L/2, t ) = - TU 

(IV.4b) axy(x=L/2,t) = aM(x=L/2,t) = 0 

conditions thermodynamiques: 
la pression totale de gaz à la surface du mur est supposée inchangée depuis l'état initial de 
référence, en équilibre avec l'atmosphère: 

(IV.5) Pg(x=I72,t) = patm 

variation de l'humidité relative ri« imposée: 

(IV.6) h(x=L/2,t) = he 

la loi de Kelvin déterminant alors automatiquement la valeur de la pression de liquide en 
x=L/2. 

Par ailleurs, les conditions de symétrie du problème imposent les relations 
suivantes en x=0: 

déplacement nul: 

(IV.7) £(x=0,t) = 0 
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flux nul: donc, avec le renfort des lois de conduction de Darcy et de Fick, des 
conditions de nullité en x=0 des dérivées spatiales de la pression du liquide, de la pression 
totale du mélange gazeux et de la concentration en vapeur dans le mélange: 

(IV.8) f^(x=0, t ) = 3k (x=0 , t ) = ^ ( x = 0 , t ) = 0 

IV.1.2. Le comportement poroélastique linéaire. 

Comme indiqué en introduction à ce chapitre, on se bornera ici à l'étude du 
comportement linéaire en se plaçant dans des domaines de sollicitations (variation de 
l'humidité relative ou pression appliquée) suffisamment faibles (paliers de 10% maximum 
pour ce qui concerne l'humidité relative). De sorte que, pour ces faibles perturbations, la 
linéarisation du comportement autour de l'état actuel de référence (considéré comme état 
initial du point de vue de la linéarisation) s'avère valide. Ce qui justifie l'adoption de la loi 
de comportement poroélastique linéaire présentée en DL2.L, dont les coefficients sont, 
naturellement, les valeurs initiales des coefficients de la loi poroélastique non linéaire. 

Considérons donc l'état initial défini ci-dessus. A cet état initial, entièrement 
déterminé par la donnée du tenseur des contraintes (nul), de l'humidité relative (ho) et de la 
pression totale de gaz (patm) correspondent des valeurs initiales de l'ensemble des autres 
variables. Ainsi, pc°, Si0, pv°, Cy0, pa°, Ca° désigneront les valeurs initiales respectives de 
la pression capillaire, de la saturation en eau, de la pression de la vapeur et de sa 
concentration dans le mélange gazeux, de la pression de l'air et de sa concentration dans le 
mélange. L'ensemble de ces valeurs sont déterminées comme suit en fonction des données 
du problème: 

(IV.9) pc0 = - £ L ^ l n h o (loi de Kelvin) 
Tty 

(TV. 10) S¡° = Sj° ( pc° ) (isotherme de sorption-désorption) 

(IV.ll) Pv0 = PvS°ho et C v 0 = ^ 

(IV.12) Pa° = Plum-Pv0 et C . 0 = p ^ = 1 - C v ° 

Les coefficients de la loi de comportement se calculent en fonction de ces valeurs initiales, 
conformément aux expressions (H 106) à (II. 111) du chapitre H: 

(TV. 13) 

(TV. 14) 

(IV. 15) 

Pv° 
Mw = Mvi = Miv = —-

M „ = M#1 = M u = ^ 

M»v = My» = 0 
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(IV. 16) Mu = - ^ - —Pc' (Si0) (d'après isotherme de sorption-désorption) 
<¡>g° to 

(IV. 17) bi = S¡0 

(IV.18) bg = l -Si° 

Le module d'incompressibilité drainé Ko(e) et le module de cisaillement |LI sont donnés, 
quant à eux, par des mesures expérimentales spécifiques et directes. 

Les coefficients de la loi de comportement sont donc complètement et 
explicitement déterminés en fonction de l'état initial indiqué. Reportés dans les relations 
d'état macroscopique (isotropes) du § H.2.I., ils définissent totalement le comportement du 
milieu. 

IV.1.3. La courbe expérimentale de sorption-désorption. 

Seule information manquant à la totale détermination de la loi de comportement: 
celle de la courbe de sorption-désorption. Ou plus exactement celle de sa linéarisation 
autour de l'état initial, qui se borne à la donnée de la saturation initiale fonction de la 
pression capillaire initiale (connue) et de la pente de la courbe au point considéré. 
Supposons donc ces deux valeurs déterminées, qu'on notera respectivement Si0 et pc' °, on 
exprime le fait que la pression capillaire ne dépend que de la saturation par la relation 
linéarisée suivante: 

(IV.19) Pc = Pc° + Pc'°(S1-S10) 

Linéarisons par ailleurs la dépendance (11.72) de la saturation en fonction de la 
déformation et de l'apport de masse liquide: 

(TV.20) Si = S i O ( l + - 5 L - i - ) 
Pi%° to 

En reportant (IV.20) dans (IV.19), on obtient l'expression linéarisée de la courbe de 
pression capillaire en fonction des variables d'état £ ctm¡ retenues pour la description 
macroscopique du milieu: 

(TV.21) Pc = Pc0 + P c ' 0 S i O ( - ^ - f ) 

pc° étant une valeur déterminée, d'après (TV.9), par la donnée de l'humidité relative initiale, 
et Pc' ° étant une valeur expérimentale à introduire — et qui représente l'information 
expérimentale nécessaire à la totale identification du modèle1. 

1 La donnée expérimentale de l'isotherme de sorption-désorption se réduit en fait, dans le cadre linéaire, à 
celle de sa pente au point initial. 
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IV.1.4. La liaison d'équilibre thermodynamique entre variables d'état. 

Le fait de supposer un changement de phase non dissipatif entre l'eau liquide (1) et 
sa vapeur (v) introduit une liaison thermodynamique entre variables d'état, qui s'exprime 
par l'égalité des enthalpies libres - c'est-à-dire, dans le cas des comportements 
microscopiques adoptés, par la relation de Kelvin. 

Ayant pris le parti de décrire l'état du système en fonction des variables d'état 
macroscopiques e et m,, il convient de formuler selon ces variables la condition d'équilibre 
thermodynamique imposée. Ce qui a été réalisé au § DI.3.2. et aboutit à la relation (EL 15), 
dans laquelle la variation de masse de vapeur est exprimée en fonction des autres variables 
d'état par l'intermédiaire de l'humidité relative, fonction implicite (linéaire) e, m\ et ma 
d'après la relation (Ed. 14) (linéarisée)2. 

La relation (m. 14), représentant la définition implicite de h d'après la donnée de la 
courbe expérimentale de sorption-désorption, peut être linéarisée comme suit: 

D = p 0 n _ - i . • mv + °?} ) + D 0 ( i - — + m* + ml \ 
P c * $go pvo<¡>go p ^ o ' p* ^ o po$o Plo^ 

- p a t a - ^ l n [ h o ( l - f r + - ^ r o + - ^ - ) 3 
TU <(>g0 pv0$g0 pjO^O 

soit, après linéarisation de la fonction logarithme et référence à l'expression (IV.21) de pc: 

n , . e m. mi . pi°RT e mv m¡ , 

<î>g° P.°4>g° Pi°4>g° ™v <l>g0 Pv°<|)g0 Pi°<S>g° 

Dans cette égalité, les termes constants s'annulent (l'égalité pour des accroissements nuls 
de l'ensemble des variables d'état traduit l'équilibre thermodynamique dans l'état initial); de 
sorte que la liaison fonctionnelle entre les quatre variables d'état se simplifie: 

0V22) f £ ! ^ I _Es^Sl2_Eâîm ) e - ( £ ^ _2¿l_tem .m 
n v $ g o $o $ g o ' vnv<i>g0 to 4>g° P I 0 

+ J_ (Dvo_£i^T )*?v + 2¿Si. = 0 
<|)go

vPv TU pvo ^ O p ^ 

2 Cf. § m.3.2. 
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rv.1.5. Les lois d'écoulement. 

Les lois de conduction des différentes phases ou des différents constituante ont été 
énoncées, dans leur cadre le plus général, au chapitre I. Rappelons les ici en précisant, 
surtout, les phénomènes réellement pris en compte et les hypothèses physiques retenues. 

On adoptera en premier lieu, dans cette étude, l'hypothèse d'une absence de 
mouvement de l'eau sous sa forme liquide, du fait de la très faible perméabilité du milieu à 
la phase liquide (par comparaison avec sa perméabilité au gaz). Ainsi, on écrira: 

(IV.23) Mi = 0 

Une telle hypothèse paraît raisonnable dans le cas du séchage ou du nuage du béton (dès 
lors, en tout cas, que l'on se place hors du domaine des saturations extrêmes); elle semble 
cependant souvent mise en défaut dans le cas des roches où peut s'observer un suintement, 
révélateur d'une diffusion et d'un transport de liquide, en concurrence avec la diffusion et 
le transport de la phase gazeuse. 

Pour la diffusion de la phase gazeuse (c'est-à-dire du mélange dans son ensemble), 
on adopte une loi de Darcy classique, en négligeant tout couplage avec l'état de pression de 
l'eau liquide: 

(TV.24) ^ * = -k g gradp g 

P« 

loi de diffusion isotrope dans laquelle kg désigne la perméabilité du milieu poreux au 
mélange gazeux. 

Enfin, on considère un phénomène de diffusion de la vapeur à l'intérieur du 
mélange gazeux que l'on exprime par une loi de Fick traditionnelle: 

(IV.25) ^ - ^ = - F grad Cv 
Pv Pi 

IV.2. Résolution du problème. 

Par raison de symétrie, on peut penser que le champ de déplacement solution du 
problème sera uniaxial dirigé selon (Ox). On adoptera donc une méthode de résolution par 
les déplacements, en cherchant a priori un champ solution de la forme: 

(TV.26) £ ( x , t ) = Ç(x , t )e x 

ce qui correspond à un tenseur de déformation uniaxial: 

(TV.27) e ( x , t ) = e(x,t)ex<8>ex 
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En appliquant la relation de comportement (11.14) on montre, compte tenu de la valeur des 
coefficients et de la forme du déplacement, que les seules composantes non nulles du 
tenseur des contraintes totales sont: 

(IV.28) o „ ( x , t ) = (X + 2 n ) e ( x , t ) -b¡My m j ( * » t } 

Pj 

(IV.29) 0 (x , t ) = GX2(x,t) = X e ( x , t ) - b i M i j
m i % l l 
Pj° 

avec les valeurs précisées plus haut des coefficients et modules de BioL 

IV.2.1. Equation d'équilibre. 

Les relations précédentes donnant les composantes du tenseur des contraintes 
permettent d'écrire l'équilibre du milieu en fonction des variables d'état e et mj. En 
particulier sur la coordonnée G**» qui doit vérifier: 

(TV.30) ^ = 0 

d'où la constance dans l'espace de la composante Gxx du tenseur des contraintes: 

(IV.31) V(x,t>0*) c „ ( x , t ) = a„(x=L/2, t) = -TU 

ce qui, reporté dans la relation de comportement (IV.28), donne une relation 
supplémentaire entre déformation et apports de masse. Si bien que, du fait de la relation 
(IV.22) traduisant le changement de phase eau-vapeur, à laquelle s'ajoute la condition 
d'équilibre (IV.31), l'état du système est entièrement déterminé par la donnée de deux 
variables d'état. Pour des raisons déjà exposées3, on privilégiera l'apport de masse liquide 
mi et la déformation volumique £, en fonction desquelles on exprimera l'ensemble des 
autres variables d'état et des grandeurs du problème. En particulier: 

OV-32) ^ = ^ z H J + [ l + - * £ - QJHhrfW* Pc ° S,0 (1 - s,0))] e 
0 pi^RT PJORT 

-I1+-^fc,0<1-si°>2]5íí pjORT pjO 

3 II s'agit du fait que la courbe expérimentale de sorpùon-désorption fait intervenir la variable saturation, 
laquelle se définit par la donnée de la déformation et de l'apport de masse liquide — cf. § ÏÏI.3.1. et m.3.3. 
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d'où l'on peut également déduire, par combinaison avec la liaison thermodynamique 
(TV.22) entre variables, l'expression de l'apport de masse d'air m8 en fonction des deux 
variables choisies. 

rv.2.2. Perturbation instantanée: l'état du système en t=0+. 

Au moment précis de l'application de la sollicitation (variation d'hygrométrie ou 
charge uniforme), le milieu subit une modification instantanée de son état, attribuable à un 
comportement de type élastique non drainé. Ainsi, par exemple, à l'application d'une 
compression instantanée correspond un retrait instantané du squelette (déformation 
élastique instantanée) qui se traduit également par une diminution du volume poreux et une 
compression instantanée des fluides interstitiels - ceux-ci n'ayant pas le temps, 
instantanément, de s'écouler à l'extérieur. En fait, un tel schéma est ici compliqué par 
l'existence d'un changement de phase liquide-vapeur, lui aussi supposé instantané: du fait 
de cette possibilité d'un échange de masse instantané entre les deux phases de l'eau, on ne 
peut écrire que la réponse instantanée du milieu se fait à variation de masse liquide et 
variation de masse vapeur séparément et indépendamment nulles, et l'on est astreint à 
considérer l'eau interstitielle sous ses deux phases à la fois. Ainsi l'on écrira que la réponse 
élastique non drainée du milieu se fait sans variation de masse d'air ni de masse totale de 
l'eau interstitielle considérée comme corps chimique, c'est-à-dire sous ses deux phases 
ensemble (Hquide+vapeur). 

Ces deux conditions, qui s'écrivent respectivement: 

(TV.33) m«(x,t=O+) = 0 

(TV.34) mi ( x, t=0+ ) + my ( x, t=0+ ) = 0 

une fois reportées dans les relations (IV.22) et (TV.32), permettent de déterminer la valeur 
instantanée des deux variables d'état £ et mj et, par suite, l'état complet du système en 
t=0+. On détermine de la sorte que la perturbation instantanée de l'état du système est 
proportionnelle à la charge appliquée et représentée par les deux valeurs instantanées de la 
déformation et de la variation de masse liquide: 

—ÜJ —TU 

(IV.34) e (x , t= ( r | - )=^ - et m1(x, t=0+)=^j-

où K+ et M+ sont des modules que l'on peut déterminer explicitement en fonction des 
paramètres du modèle. Même si, étant donné la complexité des expressions exactes mises 
en jeu, il s'avère difficile d'en faire l'étude mathématique précise, cette dépendance peut 
néanmoins être commentée et analysée d'un point de vue purement physique et qualitatif. 
On peut en particulier avancer que la charge mécanique de compression appliquée est 
reprise par l'ensemble du milieu poreux, et a donc tendance à provoquer une compression 
des fluides interstitiels. Laquelle compression favorise la condensation des fluides 
interstitiels, donc un changement de phase de la vapeur vers le liquide. Changement de 
phase qui, par une sorte de phénomène de compensation, atténuera en retour les effets de la 
sollicitation, la phase liquide reprenant davantage les efforts extérieurs appliqués et 
soulageant ainsi les constituants gazeux, dès lors moins comprimés. 
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rv.2.3. Détermination de l'ensemble des grandeurs physiques en fonction des 
variables d'état £ et mj, pour t £ 0+. 

Une fois établies les relations entre variables d'état choisies pour la description du 
milieu (e et mO et les variables d'état restantes (m* et m j , il est intéressant d'exprimer 
l'ensemble des grandeurs physiques du problème, et plus particulièrement celles 
intervenant dans les équations de diffusion des différents fluides interstitiels: pression 
totale de gaz et concentration en vapeur. 

Pression partielle de la vapeur et pression partielle de l'air dans le mélange sont 
données par la relation de comportement générale (11.15). Grâce à l'introduction des 
relations de dépendance (IV.22) et (TV.32) dans (11.15), on obtient leurs expressions finales 
en fonction de la déformation et de l'apport de masse liquide. De sorte que, en définitive, 
pression partielle de vapeur et pression totale de gaz peuvent s'écrire comme suit: 

(IV.36) ^ ^ . « • ( ( ^ J ^ ^ B A Î S 
9o 9o Pr 

Afin d'alléger les écritures et les calculs ultérieurs, introduisons d'ores et déjà des notations 
simplifiées en écrivant: 

(TV.37) pv = Pv° + Pv£ e + Py1 ™¡-
Pi0 

(TV.38) Pg=Pg° + Pgee + Pgli5¡: 
Pr 

où les différents coefficients introduits sont facilement identifiés d'après confrontation 
avec les précédents développements des pressions de vapeur et de mélange. Insistons sur le 
fait que Pv° et Pg° ne correspondent aucunement à l'état initial (táO)4 - ainsi qu'on le 
constate grâce aux relations (IV.35) et (IV.36) - dès lors, du moins, que la charge 
extérieure appliquée est non nulle: ceci du fait de la réponse instantanée non drainée en 
t=0+. 

Une fois ces notations simplifiées adoptées, il est aisé de déduire des 
développements des pressions de vapeur et de gaz l'expression linéarisée de la 
concentration de la vapeur dans le mélange: 

4 Ni, bien entendu, à l'état en t=0+ pour lequel la déformation et la variation de masse liquide instantanées 
sont non nulles. En fait ces grandeurs ont été introduites par des considérations purement calculatoires et 
n'ont pas de signification physique précise. 
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(IV.39) C , - 5 * - ! ¿ + C / e + C;iSL 
P« *g pi° 

avec: 
P O P E p e 

(IV.40) V ^ % - f j , ) 

et 
p O p 1 p 1 

(W.41) c l - ^ ( ^ % - ^ ) 
r g r v r g 

Là encore, le quotient Pv°/Pg° ne correspond absolument pas à une concentration initiale 
(ni en t=0, ni en t=0+, dès lors que UJ*0). 

Dans la plupart des calculs ultérieurs, on se référera aux notations simplifiées 
introduites par les relations (TV.37) à (TV.41). 

rv.2.4. Equations de diffusion et conservation de la masse: le système différentiel. 

Rappelons sommairement les équations de conservation de la masse relatives à 
chacun des constituants interstitiels. Pour l'eau liquide, la perte de masse par unité de 
volume initial s'écrit comme somme d'un terme de transport, dû au mouvement relatif du 
liquide interstitiel par rapport au squelette, et d'un terme de changement de phase m°i_*v» 
compté positivement dans le sens de la création de vapeur: 

(IV.42) mi = - Div Mi - m 0 !^ 

Pour la vapeur, la variation de masse combine également ces deux contributions, la vapeur 
recueillant en outre toute la masse d'eau liquide cédée par changement de phase: 

(IV.43) mv = - Div Mv + m°i_»v 

La variation de masse de l'air, supposé chimiquement inerte vis-à-vis des autres 
constituants du milieu, se borne quant à elle au seul phénomène de transport: 

(IV.44) m,= -DivM, 

Ainsi, les équations de conservation de la masse sont en fait au nombre de deux: 
une - la relation (IV.44) - pour l'air, une pour l'eau sous ses deux phases: 

(TV.45) mi + my = - Div (Mi + Mv) 

Il est clair que, du fait de la relation thermodynamique supposée entre l'eau liquide et sa 
vapeur, les apports de masse respectifs des deux phases sont liés5, de sorte qu'une seule 
équation de conservation pour l'eau sous ses deux phases suffît à la complète résolution du 
problème. 

5Voir§m.3.L 
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Afin d'établir un système d'équations aux dérivées partielles en temps et en espace, 
il convient de coupler ces deux équations de conservation (IV.44) et (IV.45) aux équations 
de diffusion (TV.23) à (TV.25). On obtient en définitive, tous calculs faits: 

(IV.46) m1 + mv = pvOJ:,(l-C¥0)ÀCv + pv0kg Apg 

(TV.47) m, = - pa° f Cv° A Cv + Pa° kg Apg 

ce qui peut se traduire sous la forme matricielle suivante: 

(TV.48) _f_rmi+mv] _ p9(l-C9)F P k̂g 

-pÇCOf p£kg 
Pg 

Il est désormais possible d'établir un système de deux équations aux dérivées 
partielles de deux fonctions inconnues du temps et de l'espace: les variables d'état e et m¡. 
Pour ce faire, il faut et suffit que soient exprimées, en fonction de ces deux variables, 
l'ensemble des grandeurs intervenant dans le précédent système matriciel (IV.48). 

Ainsi, l'on déduira aisément de la relation (TV.32) l'expression de la masse totale du 
corps eau (liquide+vapeur) selon la déformation et la variation de masse liquide, sous la 
forme: 

(TV.49) m1 + mv= ^ TD+iL^z + ii^^-
pi^RT Pi1 

De même, grâce à la relation de liaison thermodynamique (TV.22) entre variables d'état, la 
variation de masse d'air peut s'écrire explicitement sous la forme: 

(IV.50) ^ - - P . ° [ ^ ° - > ^ e e ^ , a o 
P«° pi°RT P«u pi0 

l'ensemble des coefficients jiiv
e, \L\j, M*e e t M-*1 ¿tant explicitement déterminés en fonction 

des paramètres du problème. De sorte que, si l'on note [D] la matrice de diffusion 
apparaissant dans le système différentiel (IV.48), on peut, par combinaison des expressions 
(TV.38), (IV.39), (TV.49) et (IV.50), aboutir à l'écriture matricielle suivante des équations 
de diffusion et de conservation de la masse: 

(TV.51) 
té A fcWrfJ M a ci 

n p¿ 
e 

mj/pf 

ce qui conduit à un système d'équations aux dérivées partielles de la forme: 

(TV.52) 
ôtMpfJ [C] A Mh°J 
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avec: 

(IV.53) [c] = M-iv Miv 

. ni vu . 
A[D] a 

L PS 
a " 
pi J 

IV.2.5. Résolution mathématique: recherche d'une base de solutions. 

On peut assurer, par des argumentó de stabilité thermodynamique, que la matrice de 
diffusion [C] introduite ci-dessus est diagonalisable à valeurs propres réelles positives (et 
de plus distinctes), notées Ci et C2. Notons vi et V2 les vecteurs propres respectivement 
associés à Ci et C2. Chacun d'eux vérifie, séparément, l'équation aux dérivées partielles: 

(IV.54) Vi = Cj Av¡ 

que l'on résout en cherchant une solution à variables séparées de la forme v¡ = v¡x (x) v¡1 (t), 
laquelle s'obtient finalement sous forme d'une décomposition en série: 

+ 0 0 

(IV.55) Vj = 2 Vin cos (û)nx + q>in) exp ( - Q (œ11)21 ) 
n=0 

dont les amplitudes spectrales Vin, les pulsations û)n et les phases <pin sont à déterminer 
d'après les conditions du problème. Notons en particulier que les pulsations CD11 peuvent 
prendre n'importe quelle valeur réelle. Par convention, on attribuera l'indice n=0 à une 
éventuelle composante à pulsation nulle (œ°=0), les autres indices étant supposés désigner 
des modes à pulsation co" non nulle - et plus précisément strictement positive (puisque, du 
fait des propriétés de parité du cosinus, on peut toujours se ramener à une pulsation 
positive). 

La déformation £ et l'apport de masse liquide normalisé mi/pi0, qui vérifient 
également le système différentiel (TV.52), s'écrivent comme combinaisons linéaires des 
précédents vecteurs propres v¡6: 

(IV.56) nVpfj 
Ei E2 
Mi M2 fe] 

d'où l'on déduit la forme générale suivante des variables e et mj: 

6 A l'exception des ternies constants éventuels qui, disparaissant par dérivation du système différentiel, n'ont 
pas à respecter la relation (TV.56). En fait, (TV.56) traduit une relation affine, et non vectorielle, entre les 

deux bipoints (e, —s) et le vecteur (v 1 ,V2). 
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(IV.57) 

e = So5!11
 COSCCD" x+yin) expC-Ciico11)^ )+ E2

n cosio)" x-Hp2n) exp(-C2(ton)2t )] 
n=0 

(IV.58) 

+00 

^7; = X P ^ I " cosCtû" x+9in) expi-CiiCô11)2! )+ M2
n cosC©0 x+<p2n) exp(-C2(û)n)2t )] 

Pi0 n=0 

Il est à noter que, dans les deux précédentes expressions, les coefficients des 
décompositions spectrales ne sont pas indépendants entre eux. En effet, üs se déduisent de 
la confrontation des relations (TV.55) et (IV.56) qui donne: 

Ein = EiVin et Min = MiVin 

d'où certains rapports constants entre ces coefficients: 

(XV.59)i=lou2 V t ó l ¡ £ = | 

Quant à eux, les termes Ej et Mj de la matrice de passage d'une base à l'autre 
proviennent directement de la diagonalisation de [C]; ils dépendent donc exclusivement 
des coefficients {iiv

E, \i\y\ jxa
e, M-a1» Cv

£, Cy1, Pg
e, Pg1 ainsi que des coefficients de [D]. 

Lesquels dépendent uniquement des conditions initiales et des caractéristiques du 
comportement du matériau, et aucunement des conditions aux limites imposées par 
l'utilisateur. 

rV.2.6. Vérification des conditions du problème et détermination des coefficients 
inconnus. 

La détermination des coefficients (amplitudes, pulsations et phases) de la 
décomposition spectrale passe par l'écriture des conditions aux limites, des conditions 
initiales et des conditions de symétrie, telles qu'elles ont toutes été récapitulées au 
§ rv.1.1., que les solutions cherchées doivent vérifier. 

Examinons tout d'abord la symétrie du problème, qui impose la nullité du 
déplacement en x=0 (relation (IV.7)). L'intégration spatiale (évidente) de l'expression 
(IV.57) de la déformation, où apparaissent des fonctions sinus en lieu et place des 
fonctions cosinus, montre alors immédiatement que cette condition, du fait de 
l'indépendance de chaque terme de la décomposition (notamment parce que Q*C2), 
permet d'écrire: 
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pour i=l ou 2, V n^l sin ( Çin ) = 0 

autrement die 

(IV.60)i=iou2 VnSl ftn = 0[x] 

On peut remarquer que les autres conditions de symétrie (gradients de pressions et de 
concentration en vapeur nuls au centre) sont alors automatiquement vérifiées: ceci du fait 
que (TV.60) assure la nullité des gradients de e mais aussi de mj, en fonction desquels 
s'expriment les gradients de toutes les grandeurs physiques du problème. 

Ecrivons maintenant la condition aux limites (TV.5) sur la pression de gaz; en se 
référant aux expressions (IV.36) et (TV.38) de pg en fonction de e et mj, on obtient 
immédiatement: 

(IV.61) TU + Pge E( x=L/2, t ) + Pg1 ̂  ( x=I72, t ) = 0 

soit d'après la forme cherchée des solutions: 

Zrf cos(u)11 h [(Pg£ E^+Pg1 Mi^expC-CiCû)11)2! )+ (Pg
E E^Pg 1 M2

n)exp(-C2(con)2t )] = 0 
n=0 

Ce qui, comme C\ *C2, impose dès lors la condition: 

Vn£l cosCcon^^O 

d'où il ressort que le produit ©"j est égal à y modulo %. Ainsi, en choisissant d'ordonner 

les pulsations dans l'ordre croissant, on sera assuré de respecter la condition précédente en 
prenant: 

™ , ^ w -^ „ (2n-l)îc 
(TV.62)V n£l CÛ" = L 

Reste Tordre n=0, correspondant au terme constant des différentes grandeurs (pulsation 
nulle), pour lequel la condition aux limites (TV.61) impose: 

(TV.63) Pg
e (Eiu+E2°) cos<po + Pg1 (Mi° +M2°) cos<po = -UJ 

La condition aux limites en humidité relative s'écrit selon le même principe, par 
référence aux expressions (IV.35) et (IV.37) de la pression de vapeur fonction de la 
déformation et de l'apport de masse liquide. Dès lors, la condition (IV.6) impose: 
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t™-64) J ~ - i n + P v e e ( x = l V 2 , t ) + Pv1-^: (x=U2,t)= \ & 
pi°RT piO '»o 

condition qui équivaut en fin de compte à: 

(TV.65) Pve(E10+E2°)cos(po + Pv1(MiO + M20)cos(po = \ : - ^ ! — ^ - m 
"0 pi°RT 

Si l'on combine les deux relations (TV.63) et (TV.65) sur les termes constants des variables 
d'état, on obtient en bout de course le terme constant de la déformation: 

PvU*^)uj+P fi<i-{£) 
(IV.66) (EiO + E20) coscpo p v l p e _ p v e p l 

ainsi que le terme constant de la variation de masse liquide: 

(P £ + ^ V P g E \ T - T , p £ ( 1 _ k 
O.0RT g V 

(IV.67) (MjO + M20) coscpo = * p e p l 

Reste enfin à vérifier les conditions initiales (IV.2) et (IV.3), auxquelles on 
substitue en fait, ici, les conditions (IV.34) tirées de l'analyse en t=0+ (la forme considérée 
des solutions ne valant d'ailleurs que pour t^0+). Ainsi la condition de continuité de la 
déformation en t^O* s'écrit-elle: 

Dt°RT "0 V x -^ 
g l p e _ p e p i + 2¡> [(E,»+E2-)c««2a-l)ici)]>- ^ 

Sur l'intervalle ]0, L/2[, on peut regarder, à un coefficient multiplicatif près, la précédente 
somme en série comme le développement de Fourier d'une fonction définie sur l'intervalle 
]-L, L[ \ {0}, valant -1 sur ]-L/2, 0[ et +1 sur ]0, L/2[. Il en découle alors l'identification 
suivante: 

íívPgÍ\7TT4.P 1 / 1 ^ 
4 Pi°RT 8 ho ÇJ 

(IV.^VnM B . - B , - — [ ^ 3 5 ^ g;) 
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De la même façon, on identifie les coefficients de l'expression en série de l'apport de masse 
liquide: 

(IV.69) V Ä l M," + M2» = - ^ - ¡ j - [ P ¿ l v _ P v C l V - H ; ] 

Du fait de la relation (IV.59) qui relie entre eux les coefficients E¡n et M¡n, les deux 
conditions (IV.68) et (TV.69) s'écrivent comme un système de deux équations à deux 
inconnues, en fonction de Ein et E2n par exemple. Lequel système, une fois résolu, conduit 
aux deux identifications suivantes: 

av.*»*«» B.-o-Ä^-'-i-t! m 
(^+s ) 0 + p« , ( I-fe ) 

in 
M i ß 2 ' (2n-l)7t l L P,1 Pge - PvE Pg1 K+ 

(PvE +^^- )CJ + P«e ( 1 - Ï T ) 

M 2
L P v lp g £-P v ePgl M +

J J 

<P '1 + Í^¿)G J + PI l(1-fe> rr 
OV 71) Vio l R n . f l - ^ M l x - 1 * ( r E¿* I — - ~ ï 
(IV.71)Vifcl E2 - ( 1 M j E i ) 1 [ p , l p e . p f e p l K J 

( P e +Q££ )nj + P.e (I-i*-) 
ET Pl°RT 8 V _™_. 

hMi l Pvlpg£-Pvepgl M+ 

Ces différentes relations peuvent d'ailleurs se simplifier sensiblement si l'on réintroduit les 
valeurs initiales des variables d'état et autres paramètres de départ, en fonction desquels les 
coefficients Py1, Pg

e, Pv
e et Pg1 ont été définis en (IV.37) et (TV.38). On obtient alors les 

simplifications suivantes: 

r C i t t v P g e __rtvPc'OSiO 
V PJ.0RT pi°RT4>o 

p l + g v P g i = ^ v P ç ' 0 

v
 PJORT pi°RT((>o 
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Des trois précédentes relations, on peut déduire l'expression des coefficients Ein et E2n en 
fonction des données de départ On obtient 

Xo + 2̂ 1 M i n v ho J 

On en déduit, d'après (TV.59), des expressions similaires pour Mj" et M2n. Comme précisé 
au terme du § IV.2.5., les coefficients Ei, E2, Mj et M2 sont indépendants des conditions 
aux limites, c'est-à-dire de la charge O appliquée et de l'humidité relative hc imposée sur 
les surfaces du mur. Ce sont donc des données «intrinsèques», déterminées par les 
caractéristiques du comportement du matériau, lesquelles dépendent exclusivement, dans 
le modèle choisi, de l'état initial. 

De la sorte, on peut constater d'après les précédentes expressions des amplitudes de 
la décomposition modale, qu'en termes de déformation aussi bien qu'en termes de variation 
de masse liquide (qui correspond grosso modo à la «perte en poids» du mur7), la réponse à 
la sollicitation exercée se décompose additivement en une partie proportionnelle à la 
contrainte UJ appliquée et une partie proportionnelle à la variation d'humidité relative 
imposée (he-ho)/ho. 

Telle que proposée dans les relations (IV.72) et (TV.73) ci-dessus, la solution est 
entièrement déterminée en fonction des données initiales et des conditions aux limites 
imposées. Les rapports E1/M1 et E2/M2 qui interviennent dans l'expression littérale de la 
décomposition modale sont déterminés de manière unique par la donnée de la matrice de 
diffusion [C]8 - laquelle dépend explicitement et exclusivement des données initiales du 
problème. Les amplitudes de la décomposition modale de e et mi sont donc parfaitement 
déterminées. Reste à expliciter les valeurs propres Ci et C2 de la matrice de diffusion, elles 
aussi déterminées d'après les coefficients de [C]: tel est l'objet du paragraphe à venir. 

7 Cf. § ffl.2.1. 
8 Très précisément, on peut établir les expressions suivantes de ces rapports en fonction des composantes de 
la matrice de diffusion [C]: 

Ei Cu -C22 +KCii-Qa)2 + <Ç2iCi2)'/g 
Mi ~ 2C2l 

Ei Ci 1 - Cn • [(Ci 1-Ca)2 + ACnCxifl* 
M2" 2C21 
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IV. 2.7. Valeurs propres, modes propres et temps caractéristiques. 

En dépit de la lourdeur des calculs, il est intéressant de calculer les valeurs propres 
Ci et C2 de la matrice de diffusion [C]. Grâce à elles, il est possible de déterminer 
précisément les modes propres de diffusion et les temps caractéristiques associés. 

Si l'on note respectivement [u] et [P] les matrices servant à exprimer les variations 
de masse de vapeur et d'air, d'une part, la pression de gaz et la concentration de vapeur 
dans le mélange, d'autre part, la relation (TV.53) s'écrit alors sous la forme simplifiée qui 
suit: 

[C] = [uj -l [D] [P] 

d'où l'on déduit immédiatement: 

d e t [ C ] =Mm<MEl 
det[pj 

Or il est aisé de constater que: 

(L74) det[D]=pv0Pa0kgF 

dont il résulte que: 

(IV.75) detiC] = ̂  pv0p,0 kg f 
det[u] 

Cv1 Pgg - Cye Pg* 0 0 . f 

ce qui donne exactement la valeur du produit C1C2 des valeurs propres de la matrice de 
diffusion [C]. 

La détermination de sa trace nécessite le calcul complet de la matrice [C]. 
Moyennant quoi, on obtient finalement: 

(IV.75) tr[CJ = ( A i C v £ - A e q * ) f - K I W - B £ P g l ) k g 

det[uj 

avec les notations suivantes: 

Aj = pa0 Cv0 a** + pvO Câ0 u.l 

Ae^p.OCvOujve + p.Oc.Ou.6 
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B l - P v 0 ^ 1 - P a 0 ^ 1 

B E = Pv°^a £ - p a ° U l v £ 

On peut donc écrire formellement, par souci de simplification des relations, le déterminant 
et la trace comme produit et somme de termes respectivement proportionnels à la 
perméabilité au gaz du matériau et au coefficient de Fick: 

Ci+ C2 = tr [C] = A f + B kg 

CiC2 = de t [C]=Ck g f 

où A, B et C sont des constantes identifiées d'après l'ensemble des relations qui précèdent 
Ce qui permet finalement d'exprimer formellement les valeurs propres Ci et C2 de la 
matrice de diffusion en fonction des deux paramètres physiques, caractéristiques de 
diffusion du matériau, que sont la perméabilité kg et le coefficient de Fick T: 

(TV.76) Ci = 5 [ A T + B kg + (A 2f2 + B2 kg2 + 2(AB-2C)kg T)W ] 

(IV.77) C2 = | [ A T + B kg - (A 2T2 + B2 kg2 + 2(AB-2C)kg T)^1 ] 

On constate, d'après les précédentes formules, que les valeurs propres Ci et C2 sont 
des combinaisons de kg et T, les modes propres de la matrice de diffusion correspondant 
ainsi à des combinaisons des modes de diffusion de Darcy-mélange et de Fick. Dans le cas 
où les conditions initiales et les coefficients caractéristiques du comportement du matériau 
permettent que soit vérifiée la relation: 

AB=C 

ces modes propres correspondent alors, séparément et indépendamment, à la diffusion de 
Darcy du mélange (associé à la valeur propre Bkg) et à la diffusion de Fick de la vapeur 
dans le mélange (associée à la valeur propre AT). Dans ce cas, et dans ce cas seulement, 
on peut, en appliquant des conditions aux limites adaptées, provoquer, de manière 
dissociée, une diffusion du mélange seul ou une diffusion de la vapeur seule dans un 
mélange immobile et à pression constante. Le second cas décrit correspond précisément à 
l'expérience de sorption-désorption telle que couramment décrite. 

On verra, au paragraphe suivant, ce qu'implique la condition de compatibilité, 
exprimée par la relation AB=C, entre notre modèle et le cas particulier de la sorption-
désorption qu'il est censé pouvoir représenter. Bornons-nous pour l'instant, dans le cadre 
de la résolution mathématique complète, à la plus grande généralité. 

Considérons donc, sans plus de précision, la forme générale des valeurs propres Ci 
et C2 de la matrice de diffusion. A chacune de ces valeurs propres correspond un mode 
physique de diffusion de la matière (combinant, comme cela a été dit plus haut, les 
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processus de diffusion, de type Fick, de la vapeur dans l'air et de celui de diffusion, selon 
une loi de Darcy, du mélange global). A chacun de ces modes de diffusion correspond 
également un «temps caractéristique» situant la zone temporelle de sa prépondérance sur 
les autres phénomènes diffusifs, et défini simplement en fonction de la valeur propre 
correspondante et de la «longueur de drainage» (qui, pour un problème symétrique 
appliqué à un mur de longueur totale L, vaut L/2). Ainsi, successivement pour les mode (1) 
et le mode (2): 

L2 L2 

( I V J 8 ) Xl"4CT ~ 2rc2[Af + Bkg+(A2F2 + B2kg2 + 2(AB-2C)kgf)l/2] 

L2 L2 

2 " 4 C 2 " 2 j t 2 [ A f - B k g + (A2Jr2 + B2kg
2 + 2(AB~2C)kgr)l/

23 

La comparaison des deux temps caractéristiques Xi et %2 s'avère, de manière générale, du 
plus haut intérêt: si ceux-ci sont du même ordre, les deux phénomènes diffusifs 
correspondant au mode (1) et au mode (2) se produisent sur des échelles de temps 
similaires, et risquent de se concurrencer (si du moins leurs amplitudes sont également 
comparables). Dans le cas, en revanche, où existe une différence notable entre X\ et %i, il 
est alors possible de distinguer a priori deux plages de temps successives pour chacune 
desquelles un phénomène serait prépondérant devant l'autre (la zone temporelle de 
prépondérance correspondant à un certain voisinage du temps caractéristique concerné). 

rV.2.8. Séchage et fluage: réponse générale à des sollicitations couplées. 

Les expressions (IV.66), (IV.67), (IV.72) et (IV.73) donnent la solution du 
problème dans le cas général où une sollicitation mécanique (pression uniforme W) est 
couplée à la variation imposée de l'humidité relative. Les courbes (IV.2a) et (IV.2b) 
représentent les profils d'humidité dans le mur (selon l'épaisseur) obtenus pour des choix 
donnés de paramètres caractéristiques. Courbes à l'allure «en cloche» (ou «en chameau») 
tout à fait caractéristique, qui traduit la possibilité théorique (car les coefficients choisis 
n'ont pas ici de signification physique très précise) d'une compétition entre les deux 
phénomènes diffusifs en jeu: d'une part la diffusion de la vapeur dans l'air, selon une loi de 
Fick (comme en problème de séchage), d'autre part la diffusion globale du mélange 
gazeux, selon une loi de Darcy barycentrique. 

Les profils d'humidité représentés sur les figures (TV.2a) et (TV.2b) sont calculés 
pour plusieurs valeurs du temps — rapportées à un temps caractéristique moyen «tau», 
moyenne des deux temps caractéristiques x\ et %2 des deux phénomènes diffusifs en jeu. 

C'est pourquoi aux temps faibles, les grandeurs représentées (en particulier 
l'humidité relative) «remontent» au dessus du palier central lorsqu'on s'éloigne du centre 
vers l'extérieur du mur, avant de «redescendre» pour s'égaler aux valeurs imposées — 
phénomène qui met en évidence l'existence et la singularité physique d'«effets de peau». 
Examinée dans le temps, en un point quelconque fixé, l'évolution est du même genre: 
croissance puis décroissance (jusqu'à la valeur asymptotique imposée) de l'humidité 
relative. 
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Il est d'ailleurs à noter que dans le cas où un chargement mécanique non nul est 
appliqué (TDïO), ces paliers centraux apparaissant pour des temps faibles ne correspondent 
pas à l'état initial du milieu en t£0 (donc en particulier à l'humidité relative ho) mais à l'état 
instantanément atteint en t^O*. Ainsi les paliers constatés correspondent-ils aux valeurs 
h(0+) et e(0+) calculées en IV.2.2. 

Ce chargement mécanique instantané suffit à expliquer l'évolution des courbes par 
la mise en compétition des deux processus physiques de diffusion pris en compte. En effet, 
du fait de l'application d'une charge instantanée, les pressions interstitielles subissent une 
variation instantanée (due à un comportement instantanément non drainé des fluides 
interstitiels). C'est en particulier le cas du mélange gazeux qui, de ce fait, n'est plus en 
équilibre avec l'extérieur à pression atmosphérique: des gradients de pression totale de gaz 
s'établissent donc entre l'intérieur et l'extérieur du mur, enclenchant une diffusion globale 
du mélange gazeux dans son ensemble, qui se surajoute à la diffusion de la vapeur dans le 
mélange. Ainsi, ce sont les phénomènes (consécutifs) de couplage instantané et de 
diffusion du mélange gazeux qui sont responsables de cette allure «irrégulière», en temps 
et en espace, des courbes de répartition d'humidité et de déformation dans le mur. 

Dans les exemples présentés sur les courbes (IV.2a) et (IV.2b), l'humidité 
instantanée h(0+) est supérieure à l'humidité imposée he. Ceci explique la décroissance 
finale des courbes en fonction du temps. Cependant, en chaque point du mur, cette 
variation en temps n'est pas monotone: une phase de croissance de l'humidité précède la 
phase de décroissance finale. Cette évolution peut s'expliquer par la comparaison, en 
chaque point du mur, des temps caractéristiques X\(x) et %2(x) relatifs aux deux processus 
de diffusion concurrentiels: 

(IV.80) ti(x) = x i ( f ) 2 

(IV.81) x2(x) = x 2 (x> 2 

Leur rapport est constant, égal au rapport %\/%2' s'il est voisin de 1, c'est que, partout dans 
le mur, la diffusion de la vapeur et la diffusion du mélange se produisent concomitammenL 
Dans le cas contraire, les deux phénomènes de diffusion peuvent être discriminés dans le 
temps: celui dont le temps caractéristique est le plus faible se produit d'abord, de manière 
prépondérante; celui dont le temps caractéristique est le plus élevé prend le relais et 
gouverne l'évolution globale jusqu'à l'état final. C'est cette succession des deux 
phénomènes diffusifs qui explique l'évolution dans le temps, en chaque point fixé, des 
grandeurs observées: un premier mode diffusif gouverne l'évolution aux temps faibles, 
dans le sens de la croissance de l'humidité, le second phénomène prenant le relais à un 
instant t(x), pour lequel la croissance de la courbe s'inverse, et reste prépondérant jusqu'à 
l'équilibre final. Le temps t(x) d'inversion de la courbe est une fonction de l'abscisse x 
qu'on peut explicitement déterminer en annulant la dérivée temporelle de l'humidité 
relative au point considéré. 

Dans l'exemple figuré par les courbes ci-contre, le déroulement des différentes 
phases peut être interprété comme suit: 
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1°/ phase de compression instantanée: 
- le mélange gazeux dans son ensemble est comprimé, c'est-à-dire porté à une 

pression supérieure à la pression atmosphérique: il aura donc tendance à diffuser vers 
l'extérieur, 

- dans le mélange, la phase vapeur est instantanément comprimée; mais, 
contrairement à l'air, elle compense cette compression par une condensation, c'est-à-dire un 
changement de phase en liquide, lui aussi instantané; de sorte que la saturation en liquide 
augmente, tout comme l'humidité relative instantanée h(0+), supérieure à la valeur initiale 
ho ainsi qu'à la valeur he imposée aux surfaces; 

- en revanche, du fait de sa transformation partielle en liquide, la vapeur voit sa 
concentration dans le mélange diminuer instantanément (simple bilan matériel: vapeur 
transformée en liquide alors que l'air est conservé); dans le cas présent, la concentration en 
vapeur ainsi atteinte se trouve inférieure à la concentration en vapeur à l'extérieur du mur, 

27 phase de prépondérance de la diffusion du mélange (depuis le chargement 
jusqu'à un voisinage du temps caractéristique xi): 

- la diffusion globale du mélange (selon une loi de Darcy) s'opère plus rapidement 
que celle de la vapeur dans le mélange (loi de Fick): porté à une pression supérieure à la 
pression atmosphérique, le mélange aura tendance à s'échapper vers l'extérieur, sa pression 
totale diminuant progressivement pour s'égaler à patmî 

- en revanche, la vapeur a d'abord tendance à diffuser, dans le mélange, depuis 
l'extérieur vers l'intérieur, afin d'assurer l'équilibre de sa concentration; cette diffusion à 
tendance, dans un premier temps, à faire augmenter l'humidité relative; 

-spatialement, cette phase correspond aux «pics» d'humidité relative, qui se situent 
près des parois aux premiers instants, avant de gagner progressivement le coeur du mur, au 
fur et à mesure de la diffusion; ces pics correspondent, au point considéré, au maximum de 
l'humidité relative atteinte; 

3°/ phase de prépondérance de la diffusion de la vapeur dans l'air (depuis un 
voisinage du temps caractéristique Ti jusqu'à l'équilibre final): 

- la diffusion globale du mélange (loi de Darcy) conduisant peu à peu à l'équilibre 
quasi complet entre pression totale de gaz à l'intérieur et à l'extérieur, c'est bientôt la 
diffusion de la vapeur dans l'air qui devient prépondérante; 

- cette diffusion de la vapeur se fait toujours par loi de Fick; or la pression totale de 
gaz ayant diminué, à l'intérieur du mur, pour atteindre la même valeur qu'à l'extérieur, et 
l'humidité relative — donc la pression de vapeur — étant toujours supérieure à la valeur 
imposée he, la vapeur finit par devenir plus concentrée dans le mélange à l'intérieur qu'à 
l'extérieur du mur (contrairement à la situation initiale); la diffusion de Fick de la vapeur 
va donc s'inverser (de l'intérieur vers l'extérieur), permettant à l'humidité relative interne de 
baisser jusqu'à la valeur imposée h@. 

Il est relativement aisé de déduire l'état final du milieu de l'expression (TV.66), 
terme constant (et donc valeur asymptotique) du développement en série de la déformation 
— réécrit en fonction des données de départ. Ainsi la déformation volumique 
asymptotique s'obtient-elle, dans le cas général de sollicitation envisagé, par addition d'un 
terme proportionnel à la variation d'humidité imposée et d'un terme proportionnel à la 
charge mécanique appliquée: 
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(TV.82) e ( x , + « ) = ^ 

En fait, la simple écriture, via la loi de comportement, des variations des variables d'état 
entre l'état initial et l'état final permet de retrouver directement ce résultat. L'état 
thermodynamique initial est défini par la donnée des valeurs suivantes: 

<Jxx° = 0, Pg° = Patm, h = ho 

et l'état final par les valeurs suivantes: 

0-xx~ = - 0 , pg^paün, h = he 

Or, appliquée à l'évolution du système entre ces deux états thermodynamiques, la loi de 
comportement (Uli) couplée à l'équilibre s'écrit: 

(IV.83) G » « - oW> = (V2n) e~ - (pg~ - pg0) + Sf (pc~ - pc<>) 

ce qui, compte tenu de la définition qui précède des deux états envisagés, conduit à: 

(IV.84) (Xo+2\i) e« = - [ ru + SiO (pc~ - pc0) ] 

Si pour finir on applique à nouveau la relation de Kelvin (HI. 13) au calcul de la différence 
(pc°° _ pc°) en fonction du rapport he/nn, on obtient en bout de course — à la linéarisation 
près du terme en logarithme — l'expression annoncée de la déformation finale: 

(IV.85) e«= - ^ 

On peut finalement déduire de l'expression finale de la déformation celle des 
contraintes normales dans le plan du mur 

2ll M_ "0 
(XV.86) Oyy(x,-f~) = crzz(x, + oo)ss — ^ - ^ 

XQ+2\L KQ + 2\L 

Un cas cependant intéressant est celui, particulier par rapport à l'étude analytique 
générale qui précède, où la sollicitation mécanique est nulle (UJ=0) et où, par conséquent, 
le mur est soumis à une simple variation d'humidité relative. Mathématiquement, il y a 
toutes les chances pour que les sollutions obtenues aient le même genre d'allures «en 
cloche». De telles allures seraient d'ailleurs conformes aux profils expérimentaux de 
répartition d'eau dans du gel d'Agar en cours de séchage, tels qu'obtenus par I. Mrani9. 

9 Mrani (1993), p. 77,78. Cf. annexe V, fig.AV.la et AV.lb. 
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Pourtant, le couplage avec une sollicitation mécanique ayant disparu, il est plus 
difficile d'expliquer, dans ce cas, la variation de pression totale du gaz interne nécessaire à 
l'enclenchement de la diffusion-Darcy du mélange gazeux dans son ensemble. C'est 
pourquoi, dans nombre de matériaux tel le béton, on considère généralement que la phase 
gazeuse dans son ensemble demeure à pression atmosphérique pendant toute expérience de 
séchage. Pourtant, une telle vision n'est pas, en l'état, totalement compatible avec la 
solution analytique générale précédemment obtenue: admettre, dans le cas du séchage, 
l'absence de diffusion-Darcy du mélange dans son ensemble, supposer — par conséquent 
— que la seule diffusion-Fick de la vapeur dans l'air gouverne la dessiccation, revient en 
fait, lorsqu'on raisonne en termes de valeurs propres Ci et C2, à identifier (à un facteur 
multiplicatif près) l'une d'elles au coefficient de Fick T — l'autre étant alors 
proportionnelle, comme indiqué au § IV.2.7, à la perméabilité au gaz kg. Il y a donc une 
compatibilité à assurer entre l'expression de la solution analytique générale et cette vision 
du processus de dessiccation qui suppose un découplage des processus physiques de 
diffusion Fick et Darcy. 

rV.3. Analyse physique du modèle et confrontation à l'expérience. 

Le précédent paragraphe IV.2. a permis d'établir l'expression analytique complète et 
explicite de la solution du problème posé en IV. 1. Au stade présent de cette résolution, 
tous les coefficients apparaissant dans les expressions (TV.72) et (TV.73) des champs de 
déformation et de variation de masse liquide solutions du problème sont définis d'après la 
donnée des conditions initiales et des caractéristiques du matériau — y compris ceux qui, 
en raison de l'excessive lourdeur des calculs, n'ont pas été explicitement calculés en 
fonction des données de départ. 

C'est en particulier le cas des coefficients Ei, E2, Mi et M2, qui sont les termes de la 
matrice de passage permettant la diagonalisation de la matrice de diffusion [C]: de tels 
coefficients sont bien entendu implicitement déterminés par la donnée des termes de 
diffusion, mais leur détermination directe nécessiterait une diagonalisation littérale de [C], 
extrêmement complexe. 

s propres Ci et C2 de la matrice de diffusion ont elles aussi été 
explicitement déterminées en fonction des données de départ (moyennant un calcul 
intermédiaire relativement réalisable). On a noté qu'elles combinaient, dans le cas général 
de manière couplée, des modes de diffusion physiquement bien distincts tels que la 
diffusion selon une loi de Fick de la vapeur dans l'air et celle, obéissant à une loi de Darcy, 
du mélange gazeux dans son ensemble. Là se pose le problème, abordé aux § IV.2.7. et 
IV.2.8., de la compatibilité de ces modes diffusifs avec l'analyse physique communément 
reprise des phénomènes et les constatations expérimentales. En particulier, il convient que 
le modèle puisse rendre compte du comportement d'un matériau classique (béton, pâte de 
ciment, etc.) soumis à une expérience de sorption-désorption (pour des conditions initiales 
et aux limites adéquates). C'est donc une condition de compatibilité du modèle avec 
l'expérience de sorption-désorption - et son analyse physique - qu'il nous faut à présent 
assurer. 
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TV3.1. Compatibilité avec l'expérience de sorption-désorption: modes propres et 
phénomènes diffusifs. 

La question de cette compatibilité entre le modèle et le cas particulier de 
l'expérience de sorption-désorption se pose premièrement au niveau de l'analyse modale 
des solutions et de son interprétation physique en termes de processus de diffusion. Le 
problème a été abordé plus haut La sorption-désorption tst gouvernée, à pression totale de 
gaz constante et uniforme, par la seule diffusion, de type Fick, de la vapeur dans l'air. Pour 
pouvoir rendre compte de cette expérience, il est nécessaire que l'un des modes propres du 
modèle corresponde donc à ce processus de diffusion de la vapeur, seule, dans le mélange 
— indépendamment de tout autre processus diffusif. On doit donc poser que l'une des deux 
valeurs propres (par convention, on prendra Ci) ne dépend que du coefficient de Fick de 
diffusion de la vapeur dans l'air. Ce qui impose dès lors, d'après les expressions générales 
(IV.76) et (TV.77) des valeurs propres de [C], la relation AB=C déjà rencontrée, laquelle 
conduit à l'expression définitive suivante des valeurs propres Ci et C2 de la matrice de 
diffusion: 

(TV.87) Ci = A T 

(TV.88) C2 = B kg 

On remarque qu'en conséquence, le mode (2) de diffusion correspond au processus 
physique de diffusion-Darcy du mélange gazeux dans son ensemble, découplé de toute 
diffusion de la vapeur à l'intérieur du mélange: phénomène diffusif au cours duquel la 
composition du mélange reste égale, son mouvement barycentrique étant alors le même 
que celui de chacun des deux constituants: vapeur et air (transport «en bloc», uniforme, de 
la phase gazeuse). 

Conservant désormais cette identification physique des modes diffusifs de la 
solution, qui permet la représentation par le modèle d'une expérience de sorption-
désorption telle qu'usuellement réalisée et décrite, on peut alors calculer les temps 
caractéristiques des deux modes exponentiels apparaissant dans la solution analytique — et 
qui correspondent aux deux phénomènes découplés et indépendants de «Fick-vapeur» et 
«Darcy-mélange» : 

(IV.89) t i 

(TV.90) z2 

4AF 

L2 
4Bkg 

Le temps X\ correspond au temps caractéristique du phénomène de diffusion de la vapeur 
dans l'air, selon la loi de Fick; c'est lui, et lui seul (car alors la diffusion globale du 
mélange est nulle), qui gouverne le processus de sorption-désorption. Le temps %2 
correspond quant à lui au temps caractéristique de la diffusion de type Darcy de l'ensemble 
du mélange, considéré selon son mouvement barycentrique. Dans une expérience 
quelconque réalisée à partir des conditions exposées au § IV. 1.1., ces deux phénomènes 
exercent des influences concomitantes (et éventuellement concurrentielles). C'est la 
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comparaison de ces deux temps caractéristiques qui permettra, le cas échéant, de définir 
des domaines temporels de prépondérance de la diffusion de type Fick de la vapeur dans 
l'air (au voisinage de Xi) et de la diffusion de type Darcy du mélange dans son ensemble 
(au voisinage de 12)» 

Cependant, cette condition dictée par la nécessaire cohérence du modèle et de la 
réalité physique et expérimentale impose une liaison entre coefficients, exprimée par la 
relation AB=C10; laquelle impose, tous calculs faits: 

AiPge = AePgl 

qui, compte tenu des expressions de chacun de ces coefficients en fonction des données de 
départ, conduit à la condition suivante: 

(TV.91) Pc,°S10 = -(Xo + 2 ^ ) ( l + £ ^ ) ^ 
ttvPatnt 4>gU 

H est intéressant de constater que cette dernière égalité, valable pour n'importe quel 
état initial considéré (compatible avec les données du § IV. 1.1.), induit une relation entre 
pente de la courbe de pression capillaire et saturation: 

(TV.92) Pc(Si)=-<|»(Xo + 2 n ) ( l + j ^ L ) g ; ^ - ) 

les variables Si et pc désignant ici les valeurs actuelles de la saturation en liquide et de la 
pression capillaire sur la courbe de sorption-désorption. Dans la relation précédente, du fait 
de l'hypothèse de dépendance biunivoque en fonction de la déformation du module 
d'incompressibilité drainé Ko (et donc du coefficient de Lamé drainé correspondant Xo)11, 
ainsi que de la dépendance biunivoque que la relation (11.31) établit entre <f> et e lorsque la 
déformation Ej de la matrice solide est négligée (Ks=<»), le terme <j)( Xo + 2̂ 1 ) devient à son 
tour fonction de la seule déformation macroscopique e. Or la pression capillaire étant elle-
même, conformément à l'hypothèse (11.88), fonction de la seule saturation, on déduit 
immédiatement de la précédente expression de pc' (Si) la constance du terme <{>( Xo + 2(i ). 
De sorte qu'en définitive, en désignant par (j>o et Ko0 un état de référence quelconque (pris 
comme état initial du point de vue de la déformation), on retire de l'enseignement 

1 0 Cette relation, déduite d'une comparaison entre temps caractéristiques de diffusion, correspond plus 
clairement à une hypothèse de découplage lorsqu'on écrit le système de diffusion du § IV.2.4. en fonction des 
grandeurs physiques «qui diffusent»: la concentration Cv de vapeur dans le mélange gazeux et la pression 
totale pg dudit mélange gazeux. Ecrit de la sorte, le système de diffusion fait apparaître tout naturellement un 
coefficient de couplage Dyg entre les deux variables Cv et pg (terme non diagonal de la matrice de diffusion), 
qui traduit la variation de concentration due à une variation de pression de gaz imposée (à concentration de 
vapeur constante à l'extérieur) ou vice versa. La relation AB=2C correspond en fait à la nullité de ce 
coefficient de couplage, soit à la condition Dyg=0. 
11 Hypothèse H2 du § 1.3.2.2. 
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précédent une double identification portant à la fois sur la dérivée en tout point de la 
courbe de pression capillaire et sur l'expression en fonction de e du module 
d'incompressibilité drainé: 

(IV.93) P c ' ( S i ) = - ( j ) o ( K 0 0 - f | ^ ) ( 1 + ^ ? - ) s I ( r 5 ttvp^'Siu-Si) 

(IV.94) Ko (e) = 2 — _ i ^ 

La dépendance en E du module Ko nous autorise à négliger ses variations dans le 
cas (usuel) où la déformation reste négligeable devant la porosité initiale du matériau; au 
demeurant, on sait que certaines hypothèses fondamentales qui sous-tendent le modèle ne 
s'accommodent pas du cas contraire12. Par la suite, en particulier dans l'étude numérique 
faisant l'objet du prochain chapitre, le module d'incompressibilité drainé sera ainsi 
considéré constant 

L'expression explicite de la dérivée de la courbe Pc=pc(Si) nous permet de constater 
à la fois la validité et les limites du modèle adopté et des hypothèses théoriques sur 
lesquelles il repose. On remarquera en premier lieu que se retrouvent, dans l'expression 
(TV.93), la décroissance de la pression capillaire sur l'intervalle [0; 1] des saturations, de 
même que les deux pentes infinies à ses extrémités (complète désaturation: Sj=0 et 
complète saturation: Sj=l). En revanche, l'intégration exacte d'une pareille expression nous 
conduirait à une pression capillaire proportionnelle au logarithme du rapport Si/(1-Sj) 
— ce qui correspond bien à l'aUure générale de la courbe expérimentale pc=pc(Si) en Si=0 
(valeur infinie) mais pas en Sj=l (on obtient -<» au lieu de 0). D est assez symptomatique 
que l'on retrouve une fois de plus les mêmes incompatibilités entre courbes capillaires 
théorique et expérimentale dans les mêmes zones de saturations (Sj=l): élément 
supplémentaire de défiance vis-à-vis de l'hypothèse d'une courbe capillaire fonction de la 
seule saturation en liquide au voisinage de Si=l. 

En tout état de cause, cette inadéquation de l'expression (IV.93) avec l'allure 
théorique de la courbe capillaire issue de l'hypothèse (11.88) prouve que l'on ne peut retenir 
en même temps, comme on l'a fait ici, les deux hypothèses pc=pc(Si) et pg=patm 
(uniformément en temps et espace, pour un calcul de dessiccation). Auprès de la totale 
saturation en liquide, l'une au moins de ces deux assertions se trouve prise en défaut On a 
suffisamment attiré l'attention, chapitre après chapitre, sur les dangers et les limites de la 
première pour pouvoir avancer l'idée que, probablement c'est cette affirmation d'une 
indépendance de la pression capillaire vis-à-vis de la déformation (à saturation donnée) qui 
constitue l'approximation la plus dangereuse et la plus pénalisante. Il faudrait donc, du 
moins lorsqu'on cherche à modéliser le comportement d'un matériau quasiment saturé en 
liquide, introduire une influence de la déformation sur l'état capillaire — c'est-à-dire 
abandonner (11.88) et revenir au stade antérieur (11.84): pc=pc(Ê» Si). C'est là un nouveau 
champ d'investigation qui s'ouvre pour l'expérimentateur, avant même toute intervention 
du modélisateur. 

1 2 En particulier l'hypothèse d'incompressibilité de la matrice dont on a montré qu'elle était incompatible 
avec un retrait supérieur (en valeur absolue) à la porosiré initiale—cf. chap. II, n. 19. 
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IV.3.2. Compatibilité avec l'expérience de sorption-désorption: les amplitudes. 

En outre, la compatibilité du modèle avec l'expérience de sorption-désorption 
impose, au-delà de l'identification des modes propres, des relations entre les amplitudes de 
la décomposition modale, afin qu'aux conditions précises de l'expérience de sorption-
désorption (posées en termes de conditions initiales et de conditions aux limites) 
corresponde effectivement le mode de diffusion (1) de la vapeur dans l'air. Du fait de la 
propriété d'invariance des coefficients Ei, E2, Mi et M2 quelles que soient les sollicitations 
exercées (ils ne dépendent que des termes de la matrice de diffusion [Cj), on peut, sans 
rien changer à leurs valeurs, appliquer les expressions générales des amplitudes (IV.72) et 
(TV.73) à toutes sortes d'expériences associant une contrainte mécanique normale uniforme 
et une variation uniforme de l'hygrométrie. 

Examinons donc, en termes d'amplitudes, le cas particulier de la sorption-
désorption. L'état initial, tel qu'exposé d'après les conditions (IV. 1) à (IV.3) et (TV.9) à 
(IV. 12), correspond bien à un point de la courbe de sorption-désorption du matériau. Ainsi, 
si l'on applique pour condition aux limites: 

UJ = 0 et h« * ho 

on réalise bien une expérience de sorption (si h^ho) ou de désorption (si he^ho) du mur. 
Dans un tel cas, pour que la pression totale de gaz soit, à tout instant, égale à la pression 
atmosphérique, il est nécessaire que: 

Vn>l,pouri=lou2 Pg
£ Ejn + Pg1 Mjn = 0 

d'où il ressort, d'après la relation (IV.59), que le rapport E1/M1 doit vérifier: 

Ei PJ 1 
tf^95) M ! = - p g e = ^Ô 

qui donne alors, pour tout n£l, E2n=M2n=0 et correspond à un séchage de dessiccation 
associé à la valeur propre Ci l3. 

Si l'on retient donc cette hypothèse de compatibilité des coefficients Ei, E2, Mi et 
M2 avec le cas particulier de l'expérience de sorption-désorption, on aboutit en définitive, 
en revenant au cas général, à une expression simplifiée et très explicite des coefficients de 
la décomposition modale de la déformation: 

13 L'autre possibilité: 

EL P*i 1 
M2 pge Si0 

qui donne inversement, pour tout tèl, Ei^Mj'M), correspondrait à un séchage de dessiccation associé à la 
valeur propre C2. Par convention, on a choisi d'attribuer à la diffusion de la vapeur dans l'air, phénomène 
diffusif gouvernant la sorption-désorption, l'indice (1). 
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Xo+2^1 M2 TU ** 

(Tv\97)Vn£l B2
n = ( l - & ¥ 1 ) " 1 — - — [ 7 T n 4 - - J - ] n J 

M2E1 (2n-î)îc Si°M+ K+
J 

Il est alors notable que la décomposition selon le mode propre (2), correspondant à la 
diffusion barycentrique du mélange, est entièrement provoquée par la réponse élastique 
instantanée non drainée du milieu. On peut donc à ce stade, au terme de toutes les 
identifications réalisées, récapituler aussi explicitement que possible les champs solutions 
de déformation et de variation de masse liquide: 

TU "0 
(IV.98) e ( x , + ~ ) = — ^ 

XQ + 2\I 

+ ( 1 -
1 M2 x -14 

% ^ l 3U + 2U M z M 2 M + K+ s i 0 E 2 % ¿0 Xo + 2̂ 1 

+ l (1-S,^2-) P ^ T ^ q - l k ) ) e x p ^ ^ L + ï^2? l M * n, ( 1 h o ^ ^ P H 2 > t l> 

. r 1 1 l l r r , , ( 2 n - l K 2 t , i c o s ( ( 2 n - 1 ) 7 C E > 
+ [^M; "tí Ü exP « — T - ) -> 1 2H=i 

n j ̂+pf^L°(1-b 
(IV.99) ^ ( x , t ) = - - ^ - -

pi0 Xo + 2\L 

+ 0 0 

+ [ s?M;-K; ] ^ m c x p H "~2" ) ~ ) ] — s = ï — 
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IV.3.3. Coefficient de diffusion et temps caractéristique de sorption-désorption. 

Lorsque l'on se place dans le cas d'une expérience de sorption-désorption (tU=0, la 
pression totale de gaz restant partout et en chaque instant égale à la pression 
atmosphérique) l'équation de diffusion s'écrit comme suit en fonction d'une seule variable 
d'état — par exemple la déformation e: 

OV.K») [ - A K 1 + P l 0 S 1 0 + g ^ ^ K 1 + P v 0 ( ^ 1 0 ) ] | 

écriture dans laquelle on a, par souci de concision, désigné par Ki la somme Xo+2ji. Si 
l'on introduit dans récriture précédente le module capillaire M défini en (11.82), l'équation 
de diffusion devient, après division par le coefficient du second membre: 

(i-Cv°)r pv° M Pv° Kl Pv° K i Pv° dt 

relation qui met en évidence l'expression de la valeur propre de la matrice [C] liée à la 
diffusion de la vapeur dans l'air (à mélange gazeux immobile), et que l'on peut écrire après 
simplification et regroupements adéquats: 

^A02) C 1 - ( 1 ^ v 0 ) r
i p v 0 K, + K,M (

p v 0 ) + p ^ 

(TV. 102) correspond très précisément à l'expression (11.127) du coefficient de diffusion de 
la résolution simplifiée (avec une diffusion en moyenne) qui conclut le chapitre EL Le 
temps caractéristique associé vaut ainsi, pour la longueur de drainage L/2 du problème: 

4(l-CvO)f pv0 K! KiM K
py ^0* 

Etant donné l'exacte similitude des expressions obtenues dans le cas présent avec celles des 
caractéristiques de diffusion du problème simplifié résolu au § H.4., les ordres de grandeur 
calculés, à partir des mêmes données expérimentales, sont identiques. Le remplacement, 
dans les expressions, du module d'incompressibilité Ko par le module K\=XQ+2[L, 
légèrement supérieur, modifie à peine l'ordre de grandeur de la relation entre le coefficient 
global de diffusion et le coefficient de Fick: 

Ci #1(H F 
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En pratique, dans la relation (IV. 103) qui définit le temps caractéristique de 
séchage, le second terme est largement prépondérant14. Ainsi, on peut donner une 
expression simplifiée du temps caractéristique qui conserve rigoureusement son ordre de 
grandeur antérieur: 

(1V.104) X l " 4 (1 -0 ,0^ K,M (
pv0> 

qu'on peut également écrire: 

(IV.1Q5) %i = -£m¿~-(£~)2 [ ¿ + % - 1 
4(l-Cv°)F pv0' M K i 

L'expression simplifiée (IV. 105) a le mérite de faire apparaître le temps caractéristique 
comme somme de deux termes physiquement bien identifiés et bien distincts: le terme en 
1/M représente la contribution des effets capillaires et le terme en 1/Ki celle des 
paramètres purement mécaniques — en mode drainé, c'est-à-dire en l'absence d'interaction 
avec les fluides interstitiels. Dans le cadre de l'application numérique effectuée au 
paragraphe n.4., pour une pâte de ciment initialement saturée à près de 90%, le second 
terme l'emportait nettement devant le premier (30 fois supérieur environ): on remarque 
cependant que son influence relative diminue avec la saturation; on peut donc penser que, 
pour des domaines de saturations plus faibles, ce sont les effets capillaires qui prennent le 
relais et la prépondérance dans le processus de retrait15. 

A cette expression simplifiée du temps caractéristique correspond bien entendu une 
expression simplifiée du coefficient de diffusion Ci, lequel peut s'écrire: 

m M n , v ~ (1-Cv°)f ,Pv°x2w Ki 
(IV.106) Ci= v " ^ ' e - r ) M L _ -

P«tm pi0 K i + Sl0^M 
On notera la similitude entre cette expression simplifiée du coefficient de diffusion et celle 
qui correspond au problème de diffusion en milieu poreux saturé, telle que la donne 
Coussy (1991)16. La relation (TV.106) exprimant Ci apparaît bien comme le produit de 
trois termes: 

14 Cf. l'application numérique précise en fin de $ n.4. 
15 Ce qui peut d'ailleurs être très précisément établi dans la mesure où le §11.3.5. a montré que le terme S]2M 
tendait vers zéro avec la saturation. D'où, a fortiori: 

Si2M 
-h——>0 lorsque Si—>0 
M 

ce qui revient exactement à écrire que le terme 1/M est très prépondérant devant S]3/Ki aux très faibles 
saturations. 
16 Cf. l'expression du coefficient de diffusion dans O. Coussy, Mécanique des milieux poreux, chap. Vin, 
relation (32), p. 327. 
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- un terme caractéristique de diffusion, ^——^- ( '-— ) , analogue à une 

perméabilité (et de même dimension, en m2Pa-1s_1); 

-le module capillaire M de couplage poromécanique; 

- le rapport entre le module non drainé Ki=Xo+2}i et le terme Ki+Sj0 M qui 
correspond grosso modo à X+2 î, homologue drainé de Ki. 

IV.3.4. Ordre de grandeur du retrait de dessiccation et des contraintes internes. 

De l'expression générale (IV.98) du champ de déformation en fonction des 
paramètres de chargement (pression uniforme O et variation d'humidité relative 
appliquées aux parois) il est aisé de déduire son expression particulière dans le cas de 
l'expérience de séchage. Il suffit pour cela d'annuler le terme de charge mécanique (UJ=0) 
dans la relation (IV.98), ce qui conduit à: 

(IV. 107) 

Pi°RTSiO V x 

1*. ho r 4 î ? Î2n-njcî t cos((2n-l)jtf-) 
E(x,t) = - - Ä — {1+aÍ£exp(-(^V>E)2J-) ^-±-} 

XQ + 2M- ît n=o xl 

avec: 

a = (l- if)-1( l-S,of) 

L'expression (IV. 107) du champ de déformation solution du problème de pur 
séchage ne dépend, comme attendu, que du mode caractéristique (1) associé à la diffusion 
de la vapeur dans le mélange gazeux. Elle permet aisément d'obtenir la valeur théorique du 
retrait asymptotique dans l'ensemble du mur. Ce retrait, bien entendu homogène pour t—> 
-H», a pour valeur: 

Pi°RTSiO h . 
M

 ( ho} 

(TV. 108) e ( x, -H» ) = - - ^ s 

Une telle expression recoupe bien la réalité expérimentale la plus évidente en faisant 
correspondre un retrait (ê O) du matériau à une diminution de l'humidité relative (h,.£ho) et 
un gonflement (e£0) à une augmentation de l'humidité relative (h«^ho). 
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La connaissance du champ de déformation solution du problème permet en outre de 
déterminer complètement l'état de contrainte dans le mur. En fait, les deux seules 
composantes non nulles du tenseur des contraintes totales sont Oyy et o^, qui sont égales 
et valent (par application de la loi de comportement): 

(IV.109) Oyy(x,t) = o Œ ( x , t ) = -2u .e (x , t ) 

Ce sont donc, dans le cas d'un retrait, des contraintes de traction s'exerçant sur des facettes 
perpendiculaires au plan du mur. Ces tractions croissent avec le temps et atteignent la 
valeur limite asymptotique donnée par: 

(IV.110) o y y ( x , + - ) = a z z(x, + ««)= - ^ ~ ~ P l ^ T S l ° ( l - f e ) 
Ao+2̂ 1 TU, "° 

L'ordre de grandeur approximatif de ces contraintes maximales est: 0.7 x 108 x ( 1 - T^ ); 

soit des contraintes maximales de l'ordre de 10 MPa pour une variation d'humidité de 10%: 
ce calcul approximatif montre donc combien, dans un cas comme celui-ci, le risque de 
fissuration par couplage hydro-mécanique est important, même pour de faibles variations 
de l'humidité relative. 

IV.3.5. Courbes de séchage dans l'épaisseur du mur à différents instants. 

Les figures (IV.3a) et (TV.3b) ci-contre représentent respectivement la répartition 
d'humidité et la déformation volumique dans le mur en différents instants donnés, tous 
normalisés par leur rapport au temps caractéristique de séchage %\ (nommé «tau» sur les 
figures). 

Pour les temps les plus faibles, proches de t=0+, le profil d'humidité présente un 
palier central pour lequel l'humidité relative demeure à sa valeur initiale ho, tandis que la 
perturbation de l'état initial n'affecte véritablement que les zones proches de la surface, 
soumises à de très forts gradients d'humidité: ce phénomène correspond exactement à ce 
qu'on appelle couramment «effet de peau». Au fur et à mesure que le temps s'écoule, la 
diffusion affecte l'ensemble du mur: les courbes de répartition d'humidité prennent l'allure 
de cloches présentant un sommet au centre du mur, zone dont le drainage est plus long. 

En chaque point d'abscisse x, la décroissance en temps est régulière et finit par 
coïncider à peu près avec l'exponentielle de plus faible pulsation: cette coïncidence est 
obtenue lorsque le temps écoulé depuis le début du chargement devient grand devant le 
temps caractéristique ?i(x) au point considéré, défini par (TV.80). 

La valeur finale de l'humidité relative, en chaque point, est évidemment la valeur he 
imposée à la surface du mur. D est donc à noter que, du moins d'un point de vue qualitatif, 
les résultats obtenus présentent une bonne concordance avec les observations 
expérimentales traditionnelles (notamment les courbes de répartition d'humidité obtenues 
par gammadensimétrie). 

Le modèle développé dans ce chapitre possède en outre un avantage important: il 
donne accès, grâce à la prise en compte dés couplages hydromécaniques, à la déformation 
volumique engendrée, en chaque point du mur, par la perturbation purement 
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thermodynamique de l'équilibre capillaire. Ainsi la courbe (IV. 3b) figure-î-elle le retrait 
consécutif au séchage du mur et à l'évaporation de son eau interstitielle. Ces courbes de 
retrait ont même allure (dans le temps et dans l'espace) que celles de répartition d'humidité. 
La valeur initiale de la déformation (correspondant au palier central des premières courbes) 
est évidemment nulle; la valeur asymptotique atteinte, en chaque point, est égale au retrait 
homogène final dont l'expression est donnée en (TV. 108). 
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Chapitre V 

SIMULATION NUMÉRIQUE DU RETRAIT DE 
DESSICCATION DfUN MUR INFINI: 

APPLICATION DU MODÈLE POROÉLASTIQUE 
NON LINÉAIRE 

Le précédent chapitre a permis de présenter en détail le modèle poroélastique non 
saturé et sa mise en oeuvre concrète dans un cas particulier précis. Le choix d'un modèle 
de comportement linéaire a permis le calcul analytique du séchage et du fluage de 
dessiccation d'un mur à géométrie simple, mettant l'accent à la fois sur les étapes 
successives de la formulation complète et de la résolution d'un problème de poroélasticité, 
ainsi que sur les phénomènes typiques de couplage hydro-mécanique qu'un tel modèle est à 
même de prendre en compte et de représenter. 

Cependant, les phénomènes de capillarité mis en jeu dans le séchage de matériaux 
tels le béton et la pâte de ciment introduisent en réalité de fortes non-linéarités de 
comportement C'est pourquoi l'application de la poroélasticité à des cas usuels de séchage 
impose de recourir au modèle poroélastique non linéaire tel qu'il a été élaboré au 
chapitre H. Voilà l'objet du présent chapitre. 

En conséquence, l'étude ici envisagée reprend exactement les conditions et les 
données de base de l'exemple précédent, à ceci près que le nuage de dessiccation de la 
structure, sous l'influence d'une contrainte mécanique appliquée aux parois du mur, n'est 
plus considéré: seul est modélisé le séchage de dessiccation du mur décrit en IV. 1.1., sous 
l'effet d'une variation d'humidité imposée à ses faces. La résolution du problème se fait 
numériquement, grâce à l'adaptation au modèle poroélastique non linéaire et non saturé du 
code éléments finis ID SIDOLO, développé à l'Ecole des Mines par Ph. Pilvin et G. 
Cailletaud1. 

1 Cf. G. Cailletaud et Ph. Pilvin (1993), p. 770-787. 

143 



V.l. Position du problème et écriture de l'équation de diffusion non 
linéaire. 

V.l.l. Géométrie, conditions aux limites et conditions initiales. 

On considère ainsi le même mur qu'au chapitre IV, caractérisé par un état initial 
identique et soumis à une simple variation d'humidité relative appliquée à ses parois. 
Conditions géométriques et initiales du problème sont donc définies comme en IV. 1.1.; les 
conditions aux limites reprennent également les précédentes en les restreignant au cas 
d'une absence de contrainte mécanique exercée (TUM)). 

<9 S9 *&*? 

symétrie 

T5T> o u ^ ^ uro 

Fig.V.l 

On retrouve ainsi des conditions initiales et des conditions aux limites de même type que 
les conditions (TV.1) à (TV.6): 

conditions initiales: 

(V.l)ij oOy(x,t<0) = 0 

(V.2) 

(V.3) 

p g ( X, t SO ) = Paon 

h ( x, t SO ) = h0 
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conditions aux limites: 

(V.4a) 
(V.4b) 

(V.5) 

(V.6) 

o„(x=L/2,t) = 0 
oxy ( x=U2, t ) = a « ( x=172, t ) = 0 

pg ( X=L/2, t ) = Paun 

h ( x=L/2, t ) = he 

V.1.2. Loi de comportement poroélastique non linéaire. 

Comme annoncé en introduction de ce chapitre, la loi de comportement ici 
considérée est la loi de comportement poroélastique non linéaire isotrope énoncée au 
§ ïï.2.2. avec les identifications finales des différents coefficients telles que récapitulées au 
§ n.3.4. Cherchant à formuler le problème ici traité en pressions plutôt qu'en variations de 
masse, on considérera préférentiellement la relation de comportement (11.20) en ce qui 
concerne le tenseur des contraintes. En outre, les relations d'état (H. 19) des fluides peuvent 
être inversées pour permettre le changement de variable des variations de masse vers les 
pressions partielles (la déformation étant conservée comme variable d'état de la 
description). Matriciellement, on écrit comme suit l'ensemble des relations d'état 
macroscopiques des fluides: 

(V.7) 

d£ 

dpv 

¿Pa 

dpi 

0 0 0 

-Mv M, 0 H, 

-M, 0 M, M, 

-Mybj My H Ml 

de 

dmv 

Pv 

dma 

P* 

dm; 
Pi 

où, par convention, M\ désigne le module Mn, Mv et M t désignant respectivement les 
modules de Biot relatifs à la vapeur et à l'air — modules qui ont une valeur commune pour 
chacun des deux constituants gazeux, ainsi que l'ont montré les relations (11.78) et (11.79). 
Si l'on se réfère désormais au module capillaire M introduit en (11.81) et relié aux 
précédents modules de Biot par la relation (11.82) qui s'écrit ici: 

M = Mi - (Mv+MJ 

on peut inverser comme suit l'écriture matricielle des équations d'état des fluides 
interstitiels et obtenir de la sorte les relations incrémentales du changement de variables 
désiré: 
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(V.8) 

d£ 

dmv 

Pv 

dma 

P« 

Pi 

1 

bg 

bg 

bi 

0 

X + X 
M Mv 

X 
M 

"M 

0 

X 
M 

X + X 
M M , 

_X 
M 

0 

_X 
M 

_X 
M 

X 
M 

de 

dpv 

dpa 

dpi 

Par la suite, les variables choisies pour la description de l'état du système seront donc les 
pressions partielles et la déformation du squelette, grandeurs en fonction desquelles 
s'expriment plus aisément et naturellement les conditions thermodynamiques (changement 
de phase non dissipatif, constance de la pression de gaz) et les conditions aux limites 
(humidité relative, donc pression de vapeur, imposée) caractéristiques du problème de 
séchage étudié. 

V.1.3. Conditions de changement de phase et de sorption-désorption. 

On se place exclusivement dans le cadre d'une expérience de séchage du mur, qui 
suppose à la fois équilibre de changement de phase entre l'eau liquide et sa vapeur 
saturante et équilibre de la phase gazeuse avec l'extérieur. 

La première de ces conditions se traduit par l'égalité des enthalpies libres massiques 
de l'eau liquide et de sa vapeur2. En écriture différentielle, cette égalité débouche, après 
application de la relation d'homogénéisation (IL 8), sur la relation de Clapeyron3 entre 
incréments des pressions partielles de liquide et de vapeur: 

(V.9) 
dpi _dpv 

Pi PY 

Si l'on suppose en outre, comme il sera fait plus loin, que l'eau liquide est incompressible 
(Pi=cte) et que sa vapeur peut être assimilée à un gaz parfait, la relation de Clapeyron (V.9) 
peut aisément être intégrée sous la forme, déjà présentée en (m. 13), de la relation de 
Kelvin. 

Quant à elle, la condition d'équilibre, entre l'intérieur et l'extérieur, de la phase 
gazeuse dans son ensemble se traduit par l'absence de variation de la pression totale de gaz 
en tout instant et en tout point du mur 

(V.10) dp» = dpv + dp, = 0 

2 Cf. relation (m.8). 
3 Déjà introduite en (11.108). 
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On voit donc comment l'ensemble de ces relations se posent naturellement en 
termes de pressions des constituants. C'est pourquoi la résolution numérique de ce 
problème se fera en déformation et pression — et, par choix (notamment du fait de sa 
relation immédiate à l'humidité relative, grandeur imposée en condition aux limites), en 
pression de vapeur. Les deux égalités (V.9) et (V.10) permettent d'éliminer deux variables 
de pression (pj et p j en fonction de la troisième (pv). 

Y. 1.4. Equilibre mécanique. 

Comme au chapitre précédent, on écrit l'équilibre mécanique du mur, qui se réduit 
ici à la condition: 

laquelle conduit à une relation analogue à (TV.31), mais correspondant ici à une absence 
totale de contrainte mécanique exercée: 

(V.ll) V(x,C>0*) a M ( x , t ) = CTxx(x=U2,t) = 0 

Après introduction de la loi de comportement non linéaire (11.20), dont les différents 
coefficients ont été identifiés sous leur forme définitive au § ïï.3.4., la relation d'équilibre 
(V.ll) peut s'écrire en fonction des deux variables d'état e et pv . On obtient 
successivement: 

der** = 0 = ( Xo + 2^ ) de - Si dpi - Sg dpg 

et, grâce à (V.9) et (V. 10): 

(V.12) ( XQ + 2p. ) de = S ^ dpy 
Pv 

En vertu de la relation d'équilibre telle que formulée en (V.12), l'ensemble du problème est 
décrit et peut être résolu en fonction d'une variable d'état unique: la pression de vapeur p,. 

V.U. Conservation de la masse et conduction de l'eau: l'équation de diffusion. 

De la relation matricielle (V.8), il est aisé de déduire l'expression des variations de 
masse m\ et mv de l'eau liquide et de sa vapeur saturante en fonction des variables de 
pression. On lit en effet immédiatement: 

(V.13) to.blde + (¿- + ¿)dp,+¿dPl-¿dP, 

(V.14) — l =bide-^dpv-j^dpâ + j^dpi 
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Deux expressions des variations de masse de vapeur et de liquide qui, compte tenu de 
l'identification des coefficients de Biot aux saturations, des relations entre pressions (V.9) 
et (V.10) imposées par le processus expérimental considéré, enfin de la relation d'équilibre 
(V.l 1), peuvent s'exprimer en fonction de la seule pression de vapeur: 

dm, íizSiiS,*! i £ i l ] 

pv
 LXo + 2*ipv M v PvM 

dpv 

dmi __ Si2 , 1 -, Pi 

PI h) + 2\L 
(V.16) ^ . [ - 2 1 1 - + ^ ] ^ ^ 

sachant que le module capillaire M, lié à la pente de la courbe pc=pc(Si), est donné par 
mesure expérimentale et que le module Mv est égal, comme montré en (0.78), au rapport 
du module d'incompressibilité de la vapeur et de la fraction volumique de la phase 
gazeuse. Adoptant, comme indiqué au § Ü.3.4., un modèle microscopique de gaz parfait 
pour la vapeur (comme pour l'air), son module d'incompressibilité Mv est alors égal à la 
pression partielle pv de la vapeur, laquelle est reliée linéairement à la masse volumique pv 
par la loi classique des gaz parfaits: 

(V.17) P v = ^ 

où TU, désigne la masse molaire de la vapeur d'eau (=18 g/mol), T la température (fixée, 
en degrés Kelvin) et R la constante universelle des gaz parfaits (=8,32 SI). 

Si l'on se reporte maintenant aux équations de conservation de la masse de l'eau 
sous ses deux formes (liquide+vapeur), telle qu'elle a été établie en (IV.45): 

mi + mv = - Div (Mi + Mv) 

on peut exprimer le terme Div QA\ + Mv) de transport global de l'eau en fonction de la 
dérivée temporelle de la pression de vapeur: 

(V.18) ^ M + w . - i B & â ^ & ^ Î Q + tëfoi, 
XQ + 2\L pv R T Pv M 

Pour obtenir en fin de compte l'équation de diffusion du problème, il convient de 
coupler l'expression précédente de la conservation de la masse d'eau avec les lois de 
conduction de l'eau sous ses deux phases: liquide et vapeur. Contrairement à l'hypothèse 
retenue d'emblée en (IV.23), on considérera ici la possibilité d'un transport non négligeable 
de l'eau sous sa phase liquide. Ce transport sera régi par une loi de Darcy de type classique 
- sans couplage avec la pression de vapeur ou la pression totale du gaz: 
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(V.19) ^ = -kigradpi 
Pi 

dans laquelle le coefficient kj désigne la perméabilité du mur à l'eau liquide 
(éventuellement variable, notamment en fonction de la saturation en eau liquide Si). 

La conduction globale de la phase gazeuse, obéissant comme en (TV.24) à une loi 
de Darcy non couplée avec la pression de liquide, n'intervient pas dans ce problème où la 
pression totale de gaz est supposée partout égale et constante. 

En revanche, on considérera une diffusion de Fick de la vapeur dans l'air, qui 
s'écrira comme en (TV.26): 

(V.20) M v . M a ^ p gradCy 
Pv pa 

pour laquelle T, coefficient de Fick, sera considéré constant et évalué d'après une mesure 
macroscopique de la diffusivité globale du matériau. 

Tous calculs faits, on obtient donc les deux expressions suivantes du vecteur 
courant de masse liquide et courant de masse vapeur: 

(V.21) ^ = -kigradpi 
Pi 

(V.22) ^ = - (1- Cv) F grad Cv 
Pv 

ce qui permet de calculer le flux surfacique d'eau sous ses deux phases (liquide+vapeur) et 
rapporté à l'unité de volume initial: 

(V.23) Div (Mi + Mv) = - Div [ pv (1 - Cv) T grad Cv + pi ki grad pi ] 

Le rapprochement de la conservation (V.18) de la masse totale de l'eau et de 
l'équation (V.21) de conduction de l'eau sous ses deux phases permet finalement d'écrire 
précisément l'équation de diffusion du problème: 

[ p , ( l - ^ , H p l S , p , S | ^ Í , + EL2 ¿]¿, .Div[p.( l-C)f gradC, + p,k, grad„] 
AQ + 2fX pv pv 

Compte tenu de la relation de Clapeyron (V.9) exprimant l'équilibre de changement de 
phase liquide-vapeur, et de ce que, quant à elle, la concentration de vapeur dans le mélange 
se définit comme le rapport de la pression de vapeur et de la pression totale de gaz, 
constante et égale à la pression atmosphérique, les termes de gradient apparaissant dans la 
précédente équation de diffusion peuvent s'écrire en fonction du gradient de la seule 
pression de vapeur: 
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(V.24) 

. pv(l-Sî)+pîSipi _ Mv$g pi2 1 , • ^ . , r p v ( l - C v ) f pi 2 , . . v 
Xo + 2n pv K 1 pv M Paim pv 

V.1.6. Paramètres de la diffusion. 

La forme de l'équation de diffusion (V.24) — qu'on peut alternativement exprimer 
en fonction de l'humidité relative h par simple division par la pression de vapeur saturante 
— correspond exactement à celle de l'équation de diffusion classiquement admise et 
établie dans les problèmes de séchage du béton4. Pour retrouver la forme la plus 
traditionnelle de cette équation de diffusion, il convient de considérer la quantité: 

^_pv(l~Si)+piSipi s +nyCf>g +pi2 1 
\Q+2\L pv

 l R T p v
 M M 

laquelle, du fait de la biunivocité de la relation (h, Si) dans le cas de la sorption-désorption, 
peut être regardée (dans ce problème seulement) comme une fonction de l'humidité 
relative h. Dès lors, on peut considérer une primitive C(h) de c(h), et écrire comme suit 
l'équation de diffusion (V.25): 

C'(h)h =Div( C(h)Dgradh) 

où l'on a posé: 

p v ( l -Cv) f , pi2. 
+ — ki 

(V.25) D = 
P«tm p v 

py(l-Sl)+PlSlpl j ttytj>g) Pi2 1 
XQ + 2\L pv

 l R T p v
 M 

L'équation de diffusion apparaît dès lors sous sa forme traditionnelle: 

(V.26) C = Div( DgradC) 

la quantité C s'identifîant alors à la teneur en eau liquide (masse de liquide par unité de 
volume total) et le coefficient D au coefficient de diffusion. 

On peut aisément s'assurer, dans le cas où aucun transport sous forme liquide n'est 
pris en compte (ki=0), que l'on retrouve bien la même expression du coefficient de 
diffusion qu'en (11.127) et (TV. 102) — à la différence près que, cette fois, les différents 
termes qui le définissent sont variables. 

En supposant, comme on le fera par la suite dans l'ensemble des simulations 
numériques, que le coefficient T de diffusion de Fick est constant et en introduisant une 

4 On pourra notamment compara" avec la forme générale de l'équation de diffusion en humidité relative telle 
que la reprennent, entre autres, Bazant & Kim (1991). 
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variation déterminée de manière empirique de la perméabilité ki à la phase liquide en 
fonction de la saturation Si, on impose en fait une dépendance précise du coefficient de 
diffusion global en fonction de cette même saturation Si. n suffit en effet, pour retrouver 
cette dépendance, de remarquer que pendant toute la simulation l'humidité relative 
correspond, à saturation donnée, à une humidité relative de sorption (ou de désorption): 
c'est-à-dire exactement à la valeur hsd(Si) qui correspond à la saturation Si d'après 
l'isotherme de sorption-désorption. Ainsi peut-on écrire formellement, après expression de 
la pression de vapeur et (via la loi (V.17) des gaz parfaits) de la masse volumique de 
vapeur en fonction de leurs valeurs standard pvs° et pvs° ainsi que de l'humidité relative 
h^h^SD: 

(V.27) D(Si) = &* 
Pi(l^Si)+ 2î Si 

pvs0hsd(Si) M , + Q Q S I ) , pi* 1 
Xo + 2̂ 1 l R T pvs0 M(S0 h«l(Si) 

La précédente égalité constitue en fait une approximation de la relation (V.25), qui 
suppose implicitement négligeable l'influence relative de la variation d'humidité sur la 
porosité: 

4>f = (l-Si)4>s(l-Si)4io 

C'est là une hypothèse courante dans le domaine expérimental, et qui préside à la 
réalisation de bon nombre d'expériences comme au dépouillement et à l'analyse de leurs 
résultats (cf. §in.2.2). Les calculs numériques présentés dans ce chapitre permettront de 
vérifier sa validité. Moyennant quoi, la relation (V.27) pourrait constituer une loi 
relativement fiable (et sans doute à tester précisément) donnant la variation, au cours d'une 
expérience de séchage ou d'imbibition, du coefficient global de diffusion D en fonction de 
la saturation en eau liquide (ou, alternativement, de la valeur correspondante de l'humidité 
relative). 

V.2. Formulation discrète et résolution numérique du problème. 

V.2.1. Discrétisation de l'équation de diffusion. 

Le logiciel SIDOLO utilisé pour les simulations numériques dont les résultats 
seront présentés par la suite est un logiciel éléments finis ID en espace. L'équation 
différentielle (V.25) est donc discrétisée en espace puis résolue, en chaque noeud de la 
discrétisation choisie, en tant que problème différentiel linéaire du premier ordre en 
fonction du temps. 

Ainsi, la discrétisation en espace passe par le choix de n+1 noeuds régulièrement 
espacés, définissant n éléments de poutre de même longueur. Le champ de pression de 
vapeur (variable principale) est alors interpolé en fonction de ses valeurs aux différents 
noeuds par l'intermédiaire des fonctions de forme Ni: 
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(V.28) 
n+1 

Pv(x, t )= XPi(ONi(x) 
i=l 

La dérivée partielle par rapport au temps et la dérivée seconde par rapport à la variable 
d'espace du champ de pression s'écrivent respectivement: 

n 
(V.29) 

et 

(V.30) 

( x , t ) = £ p i ( t ) N i ( x ) 
i=l 

n 
( x , t ) = 2 P i ( i ) N i ' ( x ) 

i=l 

Désignons alors par a(pv) et b(pv) les deux coefficients de l'équation de diffusion (V.24), 
qui s'écrit formellement, en fonction de l'unique coordonnée d'espace x: 

(V.31) a ( P v ) ^ + | [ ( b ( P v ) ^ ) = 0 

La formulation faible de la précédente équation appliquée aux fonctions de forme Nj: 

L L 

(V.32)j J a ^ £ N j W d x + / è ( b ^ ) Nj(x)dx = 0 

conduit à récriture discrétisée du problème de diffusion: 
L L 
r n+1 r n+1 

Vj 
i=l 

a Xpi(t)Ni(x)Nj(x)dx+ ( b £ pi(t)Ni'(x))'Nj(x)dx=0 
i=l 

qui s'écrit, lorsqu'on fait sortir des termes d'intégration les différentes quantités 
indépendantes de l'espace: 

n L n L 
Vj X P i ( t ) JaN i (x )N j (x )dx+j ; Pi(t) f(bN i '(x))'N j(x)dx=0 

En utilisant une intégration par parties de la deuxième intégrale: 

n+1 L 
X Pi(t) i(bNi'(x))'Nj(x)dx 
i=l 0 
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n+1 n+î L 
S Pi W [ bNi' (x) Nj (x) ] - £ Pi (0 ] b Ni' (x) N/ (x) dx 
i=l i=l 0 

La précédente écriture dû problème de diffusion s'apparente alors à une écriture matricielle 
de la forme: 

(V.33) [A] [P] + [B] [P] = [C] 

où l'on définit comme suit les termes des matrices [A] et [B]: 

L 

(V.34)ij Ay= faN i(x)N j(x)dx 

L 

(V.35)ij By= ¡bNÏ(x)K}'(x)dx 

le vecteur colonne [C] ayant en définitive pour seule composante non nulle: 

(V.36) C„+1=-b(L)p(L) 

qui correspond à une condition aux limites en flux imposé. Quant à elle, l'inconnue du 
système matriciel ci-dessus est le vecteur colonne [P] ayant pour ième composante la 
pression pi (t) au nœud (i). 

V.2.2. Méthode d'intégration numérique des coefficients non linéaires. 

Dans le cas d'un comportement linéaire, les coefficients a et b qui définissent les 
intégrandes des termes matriciels A¡j et By sont des constantes qui n'entrent pas en compte 
dans l'intégration. Dans le cas qui nous occupe ici d'un comportement non linéaire, a(pv) et 
b(pv) sont des fonctions — définies d'après l'écriture (V.24) de l'équation de diffusion — 
de la pression de vapeur, champ variable de la coordonnée d'espace: les coefficients a et b 
interviennent donc dans le calcul des intégrales Ay- et Bq, qui recourt dès lors à une 
méthode discrète d'intégration approchée. La méthode choisie ici, dans la programmation 
de la loi de comportement poroélastique non linéaire, est une méthode de Gauss classique 
à trois points. Elle consiste à approximer toute intégrale du type: 

J 
0 

par une somme du type: 

1 
f(x)dx 

Sotgf^g) 
g=0 
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où les Çg sont ng points déterminés de l'intervalle [0;1], appelés points de Gauss, auxquels 

sont affectés des coefficients a g de pondération. 

Dans l'application de cette méthode d'intégration approchée au calcul des termes 
matriciels AH et By définis selon (V.34) et (V.35), on effectue en premier lieu un 
changement de variable d'espace X=x/h, où h est la longueur des n éléments poutres 
déterminés par les n+1 noeuds du maillage (h=L/n, avec L largeur totale du mur). Les 
intégrations concernent alors l'intervalle [0;n], sur lequel on choisit comme suit les 
fonctions de forme de la variable X: 

(V.37)i Ni (X) = [ X - (i-1) ] xp-ifl - [ X - (i+1) ] xi***] 

Xj désignant la fonction caractéristique de l'intervalle I Avec un tel choix des fonctions de 
forme, on s'aperçoit immédiatement que les seuls termes non nuls des matrices [A] et [B] 
sont les termes Ay, B¡i, AÜ+I et By+i de leurs bandes diagonales. Leur calcul est, quant à 
lui, explicite, et l'on aboutit finalement aux calcul des intégrales suivantes, successivement 
pour les termes de [A] et ceux de [B]5: 

1 l 

Ay = h [ ( l - * u ) f a(pul(l-X)+piX) X2dX+ (1-An+l) Í a(pi(l-X)+pi+iX) (1-X)2dx] 

l 

A i 4 + 1 = h f a (Pi(l-X)+pi+1X ) X(l-X) dX 

1 1 

Bu = l [ (l-5i.i) f b (PMCI-XHPÍX) dX + (1-Si^+i) f b (pi(l-X)+pi+1X) dX ] 

5 L'apparition d'un termer ai facteur des coefficients de [B] au lieu d'un terme en h comme pour ceux de la 

matrice [Â] est due au fait que, en posant X=r , on introduit des fonctions de forme N¡ de la variable X 

définies à partir des fonctions de forme Ni de la variable x comme suit: 

ô i (X) = Ni(x)*Ni(hX) 

dont il résulte, par simple dérivation: 

A 
N i

,(X) = hH'(hX) = hNi'(x) 

d'où en définitive: 

N Í ' ( X ) = ¿ N Í ' ( X ) 

ce qui explique que les termes de [B], intégrales de produits N¡' (x) Nj' (x), soient dans un rapport 70 vis-à-

vis des termes de la matrice [A], qui intègrent quant à eux des produits du type Ni (x) Nj (x). 
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I 

Bi4+i=-EJ a(pi(l-X)+pi+iX)dX 

où §ij désigne le symbole de Kronecker (vaut 1 si i=j, 0 sinon); et pour i£n: 

Il en résulte l'évaluation suivante, grâce à la méthode d'intégration par points de Gauss, des 
termes non nuls des matrices [A] et [B]: 

(V.38) 

Aü = hX«g [ d A l ^ g 2 a(Pi-i(Kg)+P¿g) + (l-Oi,n+i)(Kg)2 aCpiCl-^+pi^sig)] 

(V.39)¡ 

(V.40)i 

A i4+1 = h 2 > g [ Çg (1-^g) aCpid-^gKpi+i^g) ] 
g=l 

Bu = s £ a g [(l-5i,i) a(pi.i(l-4g)+piÇg) + (1-An+i) a(p¡(Kg)+Pi+is*g) ] 
g=i 

(V.41)i Bifi+i = E £ a g [ Çg acpid-y+pi+^g) ] 

Sur l'intervalle [0;1], les coordonnées des points d'intégration de Gauss et les 
valeurs correspondantes des coefficients de pondération sont résumées dans le tableau qui 
suit, pour des schémas d'intégration à 2, 3 et 4 points: 

2 POINTS 

3 POINTS 

4 POINTS 

0.2113249 
0.7886751 

0.1127017 
0.5 

0.8872983 

0.0694319 
0.1600190 
0.8399810 
0.9305681 

0.5 
0.5 

0.277778 
0.444445 
0.277778 

0.17399274 
0.32607260 
0.32607260 
0.17399274 

Dans l'ensemble des calculs numériques réalisés, c'est le schéma d'intégration à trois points 
qui est utilisé. 
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V.2.3. Le processus algorithmique. 

A chaque pas de calcul (r), la procédure est ainsi la suivante: 

0/ on dispose au début du pas de calcul (r), à l'issue du pas de calcul précédent, de 
la valeur p v ^ de la pression de vapeur en tout noeud (i); 

1/ par interpolation du champ de pression de vapeur, sa valeur pv^ est connue en 
tout point d'intégration (g); 

2/ les valeurs au pas de calcul (r) de toutes les fonctions explicites de la pression pv 
sont connues, en tout point de l'espace, grâce à l'interpolation du champ de pression en 
fonction de ses valeurs aux noeuds; en particulier, la valeur aux points de Gauss fCpv8,1) de 
toute fonction explicite de la pression de vapeur, on applique ce résultat au calcul de 
aipyS»1) et b(pv8«r), valeurs respectives aux points d'intégration des fonctions a(pv) et b(pv) 
définies d'après (V.24) et qui interviennent dans les expressions (V.34) et (V.35) des 
termes Ay et By du système matriciel de diffusion (V.33). 

3/ grâce à l'application de la méthode d'intégration exposée ci-dessus, les intégrales 
définissant Ay et By peuvent être approximées selon les formules approchées (V.38) à 
(V.41); 

4/ le système matriciel (V.33) est alors établi au pas de calcul (r), et sa résolution 
aboutit à la détermination, en tout noeud (i), de la valeur pv

i , r+1 du champ de pression au 
pas de calcul (r+1). 

Les étapes 1 à 3 de la boucle de calcul présentée ci-dessus sont effectuées par un 
module programmé séparément, qui permet d'introduire le comportement choisi dans le 
code global SIDOLO. Le module de programmation de la loi de comportement utilisée se 
nomme MPNS (pour: Milieux Poreux Non Saturés). L'étape 4 est effectuée par le code 
général SIDOLO, qui utilise une méthode de résolution par éléments finis. 

Pv** aux noeuds 

ETAPE 1 (MPNS) & interpolation (V.2g)+(V.37) 

Pv^ aux points de Gauss 

ETAPE 2 (MPNS) U calcul explicite d'après (V.24) 

ad̂ r***) et bipv -̂O aux points de Gauss 

ETAPE 3 (MPNS) U intégration (V.38) à (V.41) 

matrices [A] et [B] 

ETAPE 4 (SIDOLO) Ji résolution matricielle de (V.33) 

Pvi,r+1 aux noeuds 
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V.3. Résultats des simulations numériques. 

Dans ce paragraphe sont présentées quelques premières simulations de séchage de 
dessiccation. Les simulations ont été effectuées pour divers matériaux et divers jeux de 
données correspondants: pâte de ciment (exemples 1 et 2) et béton ordinaire (exemple 3)6. 

Dans tous les cas la structure étudiée est le mur «infini» décrit au chapitre IV. Son 
épaisseur a été normalisée à L=lnx On peut arguer qu'une telle dimension s'avère irréaliste 
pour une structure fabriquée de pâte de ciment: il suffît cependant, pour rétablir la 
pertinence des exemples traités par rapport à la pratique, de corriger le résultat obtenu en 
introduisant l'effet d'échelle - effet en L* sur le temps caractéristique?. 

Dans tous les exemples traités, les données introduites de manière expérimentale 
sont les suivantes: 

- le module d'incompressibilité drainé Ko, supposé constant; 

- le module de cisaillement |i, supposé constant; 

- la courbe capillaire Pc=Pc(Si), obtenue à partir des courbes expérimentales de 
sorpüon-désorption. 

En réalité, ce n'est pas le module d'incompressibilité drainé Ko qui est 
expérimentalement mesuré, mais le module d'incompressibilité non drainé K. Cependant 
l'expérience montre que, pour les gammes usuelles de saturations considérées, ce module 
K ne varie pratiquement pas8: l'influence des pressions interstitielles sur sa valeur est donc 
faible, ce qui autorise à le considérer constant et du même ordre de grandeur que Ko. On 
peut donc penser disposer, par cette mesure expérimentale, d'un ordre de grandeur 
satisfaisant du module d'incompressibilité KQ. 

La courbe capillaire Pc=Pc(Si) est quant à elle déduite, selon le procédé exposé au 
§ m.4.1., des courbes expérimentales de sorption-désorption. Elle est ensuite introduite 
dans le code numérique sous une forme analytique approchée: 

(V.42) Si = [ 1+ (apc)b ] c 

qui approxime de manière satisfaisante, sur toute la gamme des saturations considérées, 
l'allure de la courbe capillaire expérimentale9. 

6 Cf. Annexe IV. 
7 Cf. L. Granger (1994), partie H, chapitre 2, § 10. 
8 Cf. J.-M. Torrenti (1987), p. 40, pour l'étude des variations du module dToung non drainé en fonction de 
l'humidité. 
9 Cf. Parker, Leonard & Kuppusamy (1987). 
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V.3.1. Séchage et imbibition d'une pâte de ciment (PWT). 

V.3.1.1. Caractéristiques et données expérimentales de la simulation. 

Le premier exemple considéré est celui de la pâte de ciment étudiée tour à tour par 
Pihlajavaara et Wittmann, dont J.M. Torrenti a réuni les résultats10 — d'où l'appellation 
PWT par laquelle nous la désignerons. Les données précises relatives à cette pâte de 
ciment ainsi qu'à l'ensemble des caractéristiques de la simulation figurent dans l'annexe 
IV. 1. L'isotherme expérimentale de sorption-désorption peut être approchée par une courbe 
du type (V.42) avec la valeur optimale suivante du jeu de paramètres (a, b, c): 

a = 2.90735823 10-8 
b= 1.388119368 
c = -0.96291517 

La simulation permet en particulier de comparer entre eux résultats du modèle non 
linéaire — associé à la courbe capillaire Pc=Pc(Si) — et du modèle linéaire correspondant 
— dans lequel la donnée de la courbe capillaire est remplacée par celle de sa pente au 
point de saturation initiale: Pc' ° = Pc' (Si0). 

Au niveau des lois de conduction, on suppose dans un premier temps la phase 
liquide immobile (kj=0). La diffusion de la vapeur d'eau dans l'air est donc le seul 
phénomène diffusif en jeu. Le paragraphe V.3.1.4. fera cependant exception en présentant 
une courte étude paramétrique de l'influence de la perméabilité à l'eau kj et de la 
compétition entre phénomènes diffusifs du liquide et de la vapeur d'eau. 

V.3.1.2. Phase de séchage non linéaire: pressions interstitielles et retrait. 

On considère dans un premier temps une expérience de séchage du mur entre son 
humidité relative initiale hn=90% et l'humidité relative extérieure he=50%. Le code de 
calcul permet la représentation dans le temps, en plusieurs points de l'épaisseur (il s'agit 
des noeuds du maillage), de l'ensemble des variables d'état et grandeurs caractéristiques de 
la structure: humidité relative, saturation en eau, déformation volumique et contraintes 
mécaniques (représentées dans cet ordre sur les figures V.2a à V.2d, en fonction du temps 
et en chacun des noeuds — régulièrement espacés — de la discrétisation spatiale du mur). 

Les résultats du modèle non linéaire confirment a posteriori la faible influence du 
couplage poromécanique sur la valeur de la porosité. Celle-ci, en effet, ne varie 
pratiquement pas au cours du séchage: de 35%, valeur initiale, à 34.9%, valeur finale. Le 
calcul semble donc corroborer l'hypothèse de faible influence du couplage sur la porosité, 
légitimant ainsi la conversion de la «perte en poids» en saturation lors du dépouillement 
expérimental11. 

Ce découplage partiel n'implique pas absence totale de couplage; les déformations 
volumiques obtenues par simple modification de l'humidité relative (en l'absence de toute 
sollicitation mécanique), sont tout à fait comparables, dans le cadre des transformations 
infinitésimales, à celles obtenues dans les problèmes usuels de mécanique appliquée au 
génie civil ou industriel: de l'ordre de 1700 fidef (0,17%), dans le sens d'un retrait (voir 
fig.V.2c). 

10 Cf. J.M. Torrenti (1987), p. 36-41. 
nCf.§m.2.etni.4. 
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Du point de vue des contraintes engendrées, le couplage poromécanique s'avère 
plus important et fondamental encore: du fait des déplacements empêchés, des contraintes 
de traction se développent, dont les modules atteignent jusqu'à 19 MPa (voir fig. V.2d). 
Soit plus du quadruple de la résistance à la traction du matériau (de l'ordre de 4 MPa 
environ): dans un tel exemple, en réalité, les limites de validité du calcul élastique sont 
rapidement franchies, et l'on peut s'attendre à voir apparaître de la fissuration en mode 1, 
initiée en peau (zone de contraintes maximales en début de séchage) et se propageant 
progressivement jusqu'au centre du mur. 

Remarquons enfin l'ordre de grandeur du temps caractéristique obtenu (défini, dans 
le cadre d'un calcul non linéaire, comme le temps nécessaire, en moyenne, à la moitié 
environ de la diffusion): il est ici de l'ordre de 5000 ans, pour une épaisseur de mur de lm 
(donc une «distance de drainage» de 50 cm). Ordre de grandeur, auquel correspond, pour 
une éprouvette de 5 mm d'épaisseur, un temps caractéristique de l'ordre de 2 mois environ, 
semble-t-il assez réaliste12. 

V.3.1.3. Comparaison entre modèles linéaire et non linéaire. 

Pour l'exemple traité, la comparaison du modèle non linéaire avec le modèle 
linéaire montre que le second surestime le retrait et les tractions engendrées par le retrait 
L'explication de ce constat réside dans la simple comparaison de la courbe capillaire 
Pc^cCSD — o u alternativement de la courbe de sorption-désorption h ^ h ^ S i ) , 
réellement suivie au cours de l'expérience — et de sa pente au point de saturation initiale 
(SÎ=90%). 

On remarque en effet que la courbe de sorption-désorption (resp. la courbe 
capillaire) se trouve, sur la plage d'humidités considérée, en dessous (resp. au dessus) de sa 
tangente au point de saturation initiale (Sp=90%). Ce qui veut dire que, pour une 
expérience «pilotée» en humidité, la valeur finale de la saturation obtenue d'après le calcul 
linéaire est nettement inférieure à celle obtenue par calcul non linéaire (voir fig. V.4). 

S'agissant du couplage poromécanique, la relation (V.12) liant la déformation à la 
pression de vapeur (donc à l'humidité relative) permet de constater que, n'actualisant pas la 
valeur (décroissante) de la saturation dans le terme Sipi/pv, le modèle linéaire surévalue le 
couplage par rapport au modèle non linéaire: d'où surévaluation de la déformation (retrait 
de l'ordre de 2200 jidef au lieu de 1700 ndef — cf. fig. V.3b) et de la contrainte finale 
(tractions normales de l'ordre de 24 MPa sur des facettes perpendiculaires au plan du mur). 
Ceci implique, dans le cas particulier de l'étude présente, que le calcul linéaire, surestimant 
les efforts engendrés par le séchage, joue dans le sens de la sécurité. Cependant, ce constat 
n'est valable que dans les conditions particulières choisies: U dépend, comme le montre la 
comparaison de la courbe capillaire avec ses tangentes en chaque point, de l'état initial et 
de l'état final considérés. 

12 5000 ans x (5 10-3)2 = 0.125 ans= 1 mois et demi. Précisément, pour des éprouvettes de S mm d'épaisseur 
et un tel palier d'humidité relative, il faut compter entre 6 mois et un an pour obtenir le séchage quasi 
complet de l'échantillon; ce qui correspond à un temps caractéristique de 2 mois environ, ordre de grandeur 
obtenu. 
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V.3.1.4. Chemin inverse: l'imbibition. 

Si l'on considère en effet l'expérience inverse, c'est-à-dire l'imbibition du mur de 
50% à 90% d'humidité relative, on remarque cette fois que le modèle linéaire sous-estime 
le couplage par rapport au modèle non linéaire: déformation (gonflement) de l'ordre de 
1400 udef (0.14%) contre les 1700 udef (0.17%) du modèle non linéaire; contraintes 
engendrées (compressions normales) de l'ordre de 15 MPa contre 19 MPa. Cette fois, le 
modèle linéaire joue contre la sécurité. Encore faut-il noter, dans le cas présent, que 
l'imbibition s'accompagne d'une déformation de gonflement et de contraintes de 
compression: le matériau étudié étant beaucoup plus résistant à la compression qu'à la 
traction, le cas est beaucoup moins critique: contrairement à ce qui se passe pour le 
séchage, les contraintes de compression atteintes dans le mur sont largement inférieures à 
la limite de rupture. 

L'isotherme de sorption-désorption utilisée ne comporte pas de boucle d'hysthérésis 
— au demeurant, le modèle de loi de comportement élaboré au chapitre II, supposant une 
relation pc=Pc(SÓ biunivoque, ne permet pas de prendre en compte un tel phénomène. 
Ainsi, la courbe capilliare considérée dans le calcul d'imbibition est-elle rigoureusement la 
même que celle du précédent calcul de séchage. 

V3.1.5. Prise en compte d'un suintement de l'eau liquide. 

Dans ce paragraphe, on étudie sommairement la possibilité d'un suintement, c'est-à-
dire d'un transport de la phase liquide entrant en concurrence avec celui de la phase 
gazeuse. Ce phénomène de suintement, révélateur de l'existence non négligeable d'une 
diffusion de l'eau liquide dans le matériau, s'observe souvent dans des roches fortement 
saturées — il est en revanche beaucoup plus rare dans le cas des bétons ou des pâtes de 
ciment Expérimentalement, on constate en particulier, au cours du séchage d'une roche 
initialement saturée, la nette succession de deux phases distinctes: une phase de suintement 
sur les parois, qui trahit la conduction de l'eau dans sa phase liquide; puis, en dessous d'un 
certain seuil de saturation, la disparition du suintement, la diffusion de l'eau se faisant alors 
essentiellement dans sa phase gazeuse. 

La courte étude numérique qui suit se fixe donc un double objectif qualitatif: 

- tenter de caractériser cette compétition et cette succession des deux phénomènes 
diffusifs, ainsi qu'un seuil de saturation marquant la fin du suintement; 

- établir, grâce à une rapide étude paramétrique, les zones de perméabilités pour 
lesquelles — à coefficient de Fick supposé constant, indépendant de l'état macroscopique 
du milieu global — le suintement est prépondérant, concurrentiel ou négligeable par 
rapport à la diffusion de la vapeur. 

Pour cette étude purement qualitative, on a testé trois formes de variation de la 
perméabilité en fonction de la saturation en eau liquide. Avec pour objectif principal, au 
fur et à mesure de ces tâtonnements successifs, de représenter (qualitativement) le plus 
complètement possible les phénomènes physiques couramment observés. Ainsi, les deux 
caractères exposés plus haut de l'observation expérimentale ont-ils été examinés pour 
chacune des lois de perméabilité testées: les figures V.5a, V.5c et V.5e représentent l'étude 
paramétrique de l'influence de la perméabilité sur la diffusion de l'humidité au centre du 
mur, les figures V.5b, V.5c et V.5f quantifient l'évolution du rapport des termes diffusifs 
de Fick et de Darcy-liquide en fonction du temps, permettant la détermination de zones de 
prépondérance du suintement et de zones de prépondérance de la diffusion de la vapeur. 
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Explicitons et commentons donc un à un les trois tests de lois de perméabilité: 

test 1: la première loi testée est une perméabilité constante: 

(V.43) ki = kiO 

La figure V.5a représente quatre évolutions de l'humidité dans le temps au centre du mur 
pour quatre valeurs différentes de cette perméabilité — traduite, graphiquement, par quatre 
valeurs distinctes du coefficient: 

(V.44) r - l n ( ^ ) 

On remarque à quel point, pour une telle loi de perméabilité au liquide, une variation 
d'ordre de grandeur de 10 du rapport F/kj0 modifie le profil de diffusion dans le temps 
(comparer les deux profils obtenus pour r=13 et r=14). L'influence de la diffusion du 
liquide selon la loi de Darcy apparaît considérable, voire largement prépondérante, pour 
des valeurs de r inférieures ou égales à 14. En revanche, pour tèl5, l'ordre de grandeur de 
la perméabilité n'influence plus que faiblement le profil de diffusion, et les différentes 
courbes, pratiquement confondues, coïncident à peu près avec la courbe obtenue dans les 
cas précédemment étudiés, où toute diffusion du liquide était ignorée (r=-H»). 

La précédente étude paramétrique montre donc l'existence d'une zone de 
preméabilité (r^l4) où le suintement, très important, accélère con sidérablement 
l'égalisation des grandeurs avec l'extérieur, et une autre zone (tèl5) de faible sensibilité de 
la cinétique de diffusion au même processus de suintement. Cette analyse qualitative 
satisfait bien entendu le sens physique le plus élémentaire. 

Cependant, les courbes traçant le rapport des influences respectives des deux 
processus de diffusion au cours du temps, à paramètres diffusifs fixés, ne recoupe pas aussi 
bien la réalité expérimentale. Très précisément, si l'on se réfère à l'équation (V.24) de 
diffusion (ou encore à l'expression (V.25) du coefficient global D de diffusion), on définit 
cette influence relative par le rapport suivant, local et fonction du temps: 

p v ( l -Cv)f 
njAK\ diffusion Fick de la vapeur , Patm 
v v .Hjj diffusion Darcy du liquide K ' l } ~ 0l2 

Pv 

C'est ce rapport, pris en x=0 (centre du mur), qui est porté en fonction du temps sur la 
figure V.5b, pour une perméabilité fixée, correspondant au rapport r=13. On remarque 
d'après cette courbe, qu'au début du séchage le processus de Fick participe deux fois moins 
à la diffusion globale que le processus de Darcy; et que loin de se rééquilibrer, cette 
disproportion des deux phénomènes diffusifs s'accentue au cours de la simulation pour 
atteindre une valeur asymptotique constante — diffusion de Fick huit fois inférieure à celle 
de Darcy. Cette évolution dans le temps ne correspond pas aux constatations 
expérimentales usuelles, notamment dans le cas des roches, qui relèvent au contraire la 
succession d'une phase initiale de prépondérance du suintement suivie d'un rééquilibrage 
des deux processus et d'une phase finale de prépondérance de la diffusion de vapeur. La loi 
de perméabilité (V.43) ne permet pas de reproduire, même qualitativement, cette évolution 
expérimentale. 
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On a donc, pour essayer de réaliser cette adéquation simulation/expérience, testé la 
loi de perméabilité suivante: 

test2: la seconde loi testée est une fonction linéaire de la saturation: 

(V.46) k i^k^Si 

La figure V.5c représente l'évolution de l'humidité au centre du mur en fonction du 
temps, pour les quatre mêmes valeurs du rapport r défini en (V.44): r=i3, r=14, r=15 et 
r=+«> (qui correspond à l'absence de diffusion de la phase liquide). Le commentaire est le 
même que précédemment, avec tout de même une moindre disparité des courbes — donc 
une moindre influence de l'ordre de grandeur ki° de la perméabilité (donc du phénomène 
de suintement) sur le profil global de diffusion. Par rapport aux zones de l'exemple 
précédent, on constate un certain resserrement: la courbe (r=14) est très proche de la 
courbe (r=+«o), alors que la courbe (r=15) lui est carrément superposée. Mais du point de 
vue qualitatif, l'analyse précédente reste, sur ce point, parfaitement valable. 

La modification la plus notable, par rapport au cas précédent, porte sur l'évolution 
locale, en fonction du temps (et pour une même perméabilité au liquide saturant kj0 — 
r=13), du rapport des deux processus Fick et Darcy (fig. V.5d, à comparer avec V.5b). On 
constate une inversion totale de l'évolution aux premiers temps du séchage par rapport au 
test 1: la part de la diffusion de la vapeur, initialement moitié de celle de la diffusion du 
liquide, s'accroît avec le temps. Mais cette évolution, conforme à l'expérience, finit par 
s'inverser: on obtient donc un pic, un maximum de l'influence relative du terme de Fick par 
rapport au terme de Darcy, avant une re-décroissance partielle jusqu'à une valeur 
asymptotique constante. 

test 3: la troisième et dernière loi de perméabilité testée est la suivante: 

(V.47) ki = kr° S\m [1-<1-Sf 1 /TC]2 

où c est le même coefficient que pour le lissage (V.42) de l'isotherme de sorption-
désorption et kj° une constante, valeur de la perméabilité du milieu saturé en liquide 
(Si=l). Cette loi analytique, associée à celle de la courbe capillaire, est tirée de Parker et 
alii (1987). 

Au niveau de l'évolution dans le temps de l'évolution au centre du mur, on peut 
reconduire exactement l'analyse du test précédent Le resserrement précédemment constaté 
s'accentue, mais à peine: en fait les figures V.5c et V.5e sont quasiment superposables. 

Le changement majeur concerne, comme précédemment, la courbe de comparaison 
locale des termes de Fick et de Darcy en fonction du temps (pour un rapport r fixé, 
toujours égal à 13). Cette fois, l'évolution dans le temps est tout à fait inversée (par rapport 
au test 1) et correspond parfaitement, du point de vue qualitatif, aux constatations 
expérimentales: un suintement initialement (légèrement) prépondérant, puis une 
importance croissante de la diffusion de Fick de la vapeur, asymptotiquement très 
prépondérante (7 fois supérieure). 

Cette petite recherche constitue un exemple de la façon dont l'expérience permet de 
guider le modélisateur sur la voie d'une représentation meilleure et plus fidèle du réel. La 
loi de perméabilité (V.47) finalement adoptée est, quoi qu'il en soit, une loi empiriquement 
avérée et relativement répandue dans la littérature — en corrélation avec la forme (V.42) 
du lissage adopté. 
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V.3.1.6. Cycles d'humidité relative. 

Sur le même mode de calcul que dans les paragraphes V.3.1.2 à V.3.1.4. (c'est-à-
dire en supposant à nouveau l'absence de suintement), on peut simuler des cycles de 
séchage et d'imbibition: les simulations présentées dans les figures V.6 et V.7 
correspondent à des cycles d'humidité relative imposée entre 70% et 50%, pour des 
signaux respectivement triangulaires et carrés. Plus précisément, les évolutions d'humidité 
relative imposée aux surfaces du mur sont les suivantes, pour chacun des deux cycles: 

cyclel: 

hjnf = 0.5ethinf=0/7, 

pour 0 ¿ t < ̂ ^ : h(t) = hinf +1 ( hgup ~ hjnf ) 

pom-kÄ át¿tcycie:h(t) = h S U p - ( 2 ^ - - l ) ( h s l g ) - h i n f ) 

0 

cycle 1 

* cycle 

Fig V.5a 

cycle2: 

hinf = 0.5 et hinf = 0.7, 

pour 0 ¿ t ^ ^ ^ : h(t) = hjnf 

pourkfk ^ t ^ k A : h ( t ) = l î s u E + h M 

p o u r r a t ^ ^ h ( t ) = hsup 

2 

4 
pour ̂  ¿ t ^ ^ h ( t ) = hsue+ÎM 
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Fig V.5b 

Dans les deux cas, l'état initial du mur est caractérisé par une humidité relative 
initiale ho de 90%: il y a donc une première phase de séchage «hors cycle», c'est-à-dire de 
décroissance presque uniforme de l'humidité relative dans le mur jusqu'à la zone des 
valeurs imposées au cours du cycle (0.5áh£0.7). Initialement semblable à un simple profil 
de séchage, le profil d'humidité dans le mur tend en revanche, asymptotiquement, vers un 
profil correspondant à la seule sollicitation cyclique (c'est-à-dire un profil dans lequel la 
valeur initiale ho et la première phase de «séchage hors cycle» n'ont plus d'inflence 
sensible, sont «oubliées»). Ce profil de diffusion asymptotique est conforme au sens 
physique: il suit le créneau imposé, mais avec une certaine dispersion, un certain retard des 
humidités locales, de plus en plus marqué au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la surface 
et qu'on s'approche du centre, à relier simplement au temps caractéristique t(x) de la 
diffusion de la vapeur depuis le point d'abscisse x jusqu'à l'extérieur. 

Il est d'ailleurs intéressant de constater la sensibilité de ce profil de diffusion dans le 
mur à la durée du cycle d'humidité imposée. Les caractéristiques du matériau ayant été 
fixées, conformément à l'annexe IV, le temps caractéristique de diffusion est le même pour 
l'ensemble des simulations (de l'ordre de 5000 à 6000 ans, soit 2. 10ns). C'est le temps du 
cycle d'humidité imposé qui va varier d'un exemple à l'autre: depuis un temps de cycle 
long (tcyCie=3.3 1012s, fig.V.6a et V.6b pour le cycle 1, V.7a et V.7b pour le cycle 2.) 
jusqu'à un temps de cycle court (tcycle=i-7 1010s, fig.V.6i à V.61 pour le cycle 1, V.7i à 
V.71 pour le cycle 2). On remarque que plus le temps de cycle est faible devant le temps 
caractéristique, plus les profils obtenus s'apparentent, notamment dans la zone centrale, à 
une diffusion moyenne, c'est-à-dire à un problème de séchage «équivalent» entre ho et la 

valeur moyenne des humidités imposées13: sm? "". En revanche, lorsque le temps du 

cycle est très grand devant le temps caractéristique de diffusion de la vapeur — le 
phénomène de diffusion étant alors très rapide devant la variation des humidités imposées 
— l'évolution dans le temps des humidités internes coïncide en tout point avec le cycle 
imposé aux surfaces14. Ceci est bien sûr le cas, en particulier, pour un cycle annuel (dans 
l'hypothèse d'une reproduction à l'identique des variations de l'humidité extérieure d'une 

13 Cf. fig.V.6i à V.6Í pour le cycle 1, V.7i à V.71 pour le cycle 2. 
14 Cf. fig.V.6a et V.flb pour le cycle 1, V.7a et VJb pour le cycle 2. 
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Figure V.6 

La figure V.6 est répartie en douze planches, numérotées de V.6a à V.61, dans lesquelles 
le matériau est soumis, sur une durée totale tsimui,, au cycle 1 de période tcycle àc variation de 
l'humidité relative. Dans tous les cas, humidité relative (colonne de gauche) et déformation 
volumique (colonne de droite) sont représentées. 

Pour les différentes planches, les cas simulés correspondent aux caractéristiques 
récapitulées dans le tableau ci-dessous: 

humidité relative 
h 

Fig. V.6a 

Fig. V.6c 

Fig. V.6e 

Fig. V.6g 

Fig. V.6i 

Fig. V.6k 

déformation 
e 

Fig. V.6b 

Fig. V.6d 

Fig. V.6f 

Fig. V.6h 

Fig. V.6j 

Fig. V.61 

nombre 
de cycles 

2 

2 

6 

6 

12 

36 

période du cycle 
tcycle 

100000 ans 

10000 ans 

10000 ans 

1000 ans 

500 ans 

500 ans 

temps de simulation 
tsimul 

200000 ans 

20000 ans 

60000 ans 

6000 ans 

6000 ans 

18000 ans 
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Figure V.7 

La figure V.7 est répartie en douze planches, numérotées de V.7a à V.71, dans lesquelles 
le matériau est soumis, sur une durée totale t^ui. , au cycle 2 (ou légèrement modifié — fig. 
V.7i à V.71) de période tCyCie de variation de l'humidité relative. Dans tous les cas, humidité 
relative (colonne de gauche) et déformation volumique (colonne de droite) sont représentées. 

Pour les différentes planches, les cas simulés correspondent aux caractéristiques 
récapitulées dans le tableau ci-dessous: 

humidité relative 
h 

Fig. V.7a 

Fig. V.7c 

Fig. V.7e 

Fig. V.7g 

Fig. V.7i 

Fig. V.7k 

déformation 
e 

Fig. V.7b 

Fig. V.7d 

Fig. V.7f 

Fig. V.7h 

Fig.V.7j 

Fig. V.71 

nombre 
de cycles 

2 

2 

4 

6 

8 

36 

période du cycle 
tcycle 

100000 ans 

10000 ans 

10000 ans 

1000 ans 

500 ans 

500 ans 

temps de simulation 
îsimul 

200000 ans 

20000 ans 

40000 ans 

4000 ans 

4000 ans 

18000 ans 
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année sur l'autre): de telles variations se produisent sur une échelle de temps tellement 
inférieure à celle de la diffusion complète de la vapeur que, en tout point suffisamment 
éloigné des surfaces du mur, le séchage peut être regardé comme un séchage moyen entre 
valeur initiale et moyenne des humidités externes, conformément aux exemples 
précédemment développés15. 

V3.2. Séchage d'une pâte de ciment (CO) et d'un béton (BO) ordinaires. 

Le deuxième exemple présenté est beaucoup moins développé du point de vue de la 
simulation et de l'analyse qualitative: on s'est borné au seul séchage de dessiccation du 
même mur, mais avec un soin supplémentaire apporté à la précision des données 
expérimentales et des résultats. Il s'agit donc davantage, ici, d'une étude quantitative que 
d'une étude qualitative. L'objectif étant la validation, sur ce type d'exemples, du modèle et 
du code numérique élaborés: la vérification des résultats numériques ne se fait plus 
seulement en termes d'ordres de grandeur mais, au contraire, en termes d'estimation précise 
du retrait mesuré. Une telle étude n'a pu être réalisée que grâce au travail de V. Baroghel-
Bouny, à la quantification précise des caractéristiques physiques et mécaniques des 
matériaux qu'elle a étudiés et, surtout, la mesure expérimentale précieuse de leurs 
retraits16. 

V.3.2.1. Isothermes de sorption-désorption. 

La liste complète et précise des données relatives à ces deux matériaux figure en 
annexe IV. Comme dans l'exemple précédent, l'isotherme expérimentale de sorption-
désorption peut être approchée par une courbe du type (V.42) avec la valeur optimale 
suivante du jeu de paramètres (a, b, c): 

pâte de ciment ordinaire CO: 

a = 1.9658968 l(r8 

b = 3.12356824 
c = -0.3265763 

béton ordinaire BO: 

a = 2.3464164 10 8 

b = 1.82700687 
c = -0.576709 

Les isothermes de sorption-désorption expérimentalement établies par 
V. Baroghel-Bouny présentent, en réalité, d'importantes boucles dliysthérésis. Cependant, 
n'effectuant ici que des simulations de séchage des matériaux, nous n'avons en fait 
conservé que la partie de ces isothermes qui correspond à la désorption. 

Enfin, on ne considérera, dans ces exemples, aucune diffusion de l'eau dans sa 
phase liquide: le transport de la vapeur, selon une loi de Fick, est ici le seul mécanisme 
diffusif considéré. 

15 Cf. Granger, Torrenti & Diruy (1994), p. 57-64 — en particulier la figure 9.4 p. 63. 
16 Baroghel-Bouny (1994). 
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V.3.2.2. Résultats numériques et résultats expérimentaux. 

La comparaison entre résultats numériques et résultats expérimentaux porte 
essentiellement sur la déformation (retrait), véritable enjeu de départ de ce travail et de 
cette modélisation. Là encore, c'est la référence aux mesures expérimentales de retrait 
effectuées, pour ces deux matériaux, par V. Baroghel-Bouny qui permettra l'évaluation 
précise de la fiabilité des résultats numériques. Référons-nous donc aux valeurs 
expérimentales du retrait de dessiccation obtenues par V. Baroghel-Bouny17: 

humidité relative (%) 

90.4 
80.1 
71.5 
63.2 
53.5 
33.0 
12.0 

retrait (ndef) CO 

0 
733 
1170 

-

2118 
2810 
3485 

retrait Qidef) BO 

0 
157 
297 
419 
663 

-

680 

L'expérience effectuée par V. Baroghel-Bouny est un séchage par paliers successifs 
des matériaux, entre l'humidité initiale de 90.4% et l'humidité finale de 12%. A chaque 
étape ùitermédaire, une fois l'équilibre atteint (repéré par l'absence d'évolution de la perte 
en poids de l'éprouvette), le retrait radial est mesuré: c'est cette valeur qui figure dans le 
tableau ci-dessus, en face des humidités relatives caractérisant les différents paliers. 

La valeur de la déformation correpondant à une humidité relative de 50% (valeur 
finale pour la simulation numérique) peut ainsi être estimée, d'après les valeurs 
précédentes, à 2200 ¡iàcf environ pour la pâte de ciment CO et 670 ¿idef pour le béton BO. 
A comparer aux valeurs numériques du retrait final, de l'ordre de 2700 ^def pour la pâte de 
ciment CO et 840 ndef pour le béton BO. 

On remarquera en effet que nos valeurs sont toutes deux systématiquement 
supérieures à celles expérimentalement mesurées par V. Baroghel-Bouny. Qui plus est, 
toutes deux dans un rapport comparable: de l'ordre de 1.23 pour la pâte de ciment et 1.27 
pour le béton. L'explication réside dans le simple fait que l'expérience simulée ne 
correspond pas exactement à l'expérience réalisée par V. Baroghel-Bouny. En effet, pour 
des raisons de facilité numérique, nous avons simulé dans ce chapitre la déformation 
uniaxiale d'un mur astreint à se déformer selon uneseule direction et bloqué, en 
déplacement comme en flux de matière, selon deux autres directions. Dès lors, le retrait 
volumique ici représenté est exactement le retrait uniaxial suivant la seule direction de 
déplacement. 

17 Ibid.,p. 401. 
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Il n'en va pas de même pour l'expérience de dessiccation de V. Baroghel-Bouny, 
qui est une expérience de retrait de dessiccation au sens propre du terme: retrait libre dans 
toutes les directions, en l'absence de toute contrainte imposée. Là encore, le retrait reporté 
dans le tableau ci-dessus (ainsi que dans le tableau suivant) est un retrait uniaxial selon le 
diamètre de l'éprouvette: mais cette fois-ci, il ne correspond pas au retrait volumique 
Oequel est sans doute nettement supérieur). 

H est donc logique qu'intervienne, entre les deux déformations correspondantes (qui 
sont donc le retrait diamétral mesuré par V. Baroghel-Bouny et le retrait volumique de 

notre simulation) un rapport 1+v/l-v qui, pour un coefficient de Poisson v=0.2, s'établit à 
1.5 dans le cas de BO comme dans celui de CO18. 

18 En effet, dans le cas de la simulation, donc d'un retrait uniaxial, l'équilibre s'écrit sur la contrainte <ju, la 
seule qui demeure constante, et permet d'exprimer le retrait total en fonction de l'incrément de pression de 
vapeur conformément à la relation (V.12): 

Pi 
( Xo + 2u ) de»™1 = Si — dp¥ 

Pv 

soit, après substitution de la pression de vapeur par l'humidité relative h, et compte tenu que dans 
l'expérience de retrait uniaxial £=€» : 

At, omul _ i i l l n 0 Ah 
a£" Xo + 2u p v

P v ' m 

En revanche, dans le cas de expérience, c'est-à-dire du retrait libre, on traduit l'équilibre par la constance de 
la contrainte moyenne, comme en (11.117). Dont il résulte l'expression incrémentale suivante de la 
déformation volumique, conforme à la relation (H. 128): 

de«p = | L £ i p w o d h 

Kopv 

Et comme le retrait est le même dans chaque direction (isotropic du chargement et du comportement), on 
déduit immédiatement de la précédente relation la valeur du retrait e u en fonction de la variation d'humidité 
relative imposée: 

, de Si Pi „ .. 
de I X «P a =j=3 j^ r i p v l

0 dh 
P V 

La comparaison des deux expressions précédentes permet d'établir que le rapport entre la déformation 
infinitésimale dE»"™1- calculée dans l'exemple numérique (uniaxial) et de la déformation de,,0* mesurée 
par V. Baroghel Bouny s'établit comme suit 

den1*-»• 3Kp 
de„««* s *<Î + 2U 

Ce rapport est donc constant, et de surcroît égal à 1-v/l+v; ce qui permet bien d'établir comme annoncé le 
rapport des deux déformations: 

§ H Ü _ _ I ± X 
e„«p- ~ 1-v 

178 



h(%) Si (%) 

90 

50 ; 

95 

1 ' ' ' * ' ' ' t I i i i i i i i > i i . , , . i , i i , i , , , 

0 lSOQOans 

40 -

i i i i • i i i i i i i i < i i • i i • i i i i i i i . • 

15000 ans 

humidité relative: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V.9a 

saturation: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V.9b 

-800 

1 ' ' • ' * r • . . I • i . i I • . i . 1 • • I r 

°yy. ̂ zz (MPa) 

30 

1 • ' • • * • ' • ' i ' ' • • * * ' • • * 

15000 ans 15000 ans 

déformation volumique: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Hg. V.9c 

contraintes normales dans le plan du mur: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Hg. V.9d 

Fig. V.9 
Résultats en comportement élastique non linéaire pour le béton BO 



I I I I I I I I I I I l - l I I I I I I I • < I • I • I I t I t I 

15000 ans 

humidité relative: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V.8a 

* • ' ' » ' * ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' • • • • I • • • • \ i , 

15000 ans 

saturation: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V,8b 

1 ' ' ' ' * ' ' • ' ! ' ' ' ' I ' ' • • * ' • ' ' * • ' ' 

15000 ans 
• 1 1 1 i i i 1 1 i i i i i • i • i • • . • i • . • . 

0 15000 ans 

déformation volumique: 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V.8c 

contraintes normales dans le plan du mur 
évolution dans le temps 

en plusieurs points du mur 

Fig. V.8d 

Fig. V.8 
Résultats en comportement élastique non linéaire pour la pâte de ciment CO 



V.3.2.3. Courbes de retrait fonction de l'humidité: théorie et expérience. 

Il est aisé et intéressant de pousser plus loin la comparaison des résultats 
numériques et des résultats expérimentaux en reproduisant ce genre de simulations pour 
différentes valeurs finales de séchage (toujours à partir de la même valeur initiale 
ho=90%). Les résultats numériques sont regroupées dans le tableau ci-dessous et mises en 
parallele avec les données expérimentales précitées (en italique): 

humidité relative (%) 

90.4 
90 

80.1 
80 

715 
70 

632 
60 

535 
50 
40 

33.0 
30 
20 

12.0 

retrait 

0 

733 

1170 

-

2118 

2810 

3485 

(Mdef) CO 

0 

700 

1400 

2100 

2700 
3500 

4100 

retrait 

0 

157 

297 

419 

663 

-

680 

(odef)BO 

0 

250 

460 

670 

840 
1050 

1240 
1440 

Là encore, et avec les mêmes précautions que précédemment, la comparaison entre 
valeurs numériques et valeurs expérimentales s'avère éclairante. D'une part, les ordres de 
grandeur obtenus sont tout à fait dables. Plus précisément, si Ton multiplie le retrait obtenu 
par simulation par le rapport 1+v/l-v (qui vaut 1.5), la courbe des valeurs théoriques vient 
alors coïncider presque exactement avec celle des résultats expérimentaux de V. Baroghel-
Bouny. Ce qui paraît sans doute le plus remarquable dans cette coïncidence, c'est que la 
série des retraits numériques reproduit le même alignement que celle des retraits 
expérimentaux: pour la pâte de ciment CO comme pour le béton BO, les points de la 
courbe déformation-humidité s'alignent presque parfaitement (cf. fig. V.10). 

Le fait mérite un commentaire plus précis. On retrouve bien ici cette «loi» linéaire 
reliant le retrait de dessiccation à la variation d'humidité relative: 

(V.48) eséch. = kAh 

à laquelle se réfèrent fréquemment les études phénoménologiques (du moins dans le 
domaine des bétons et pâtes de ciment)19. On pourrait, par voie de conséquence, se poser 
la question de l'utilité — et même de la pertinence — d'un modèle de comportement 
relativement plus sophistiqué et plus compliqué, capable de représenter des phénomènes 
physiques non linéaires, quand pour finir on aboutit à la seule justification d'une «loi» 
phénoménologique bien connue — et mieux! déjà avérée et validée par l'expérience. 

19 Voir par exempte Granger & alii (1994), p. 60. 
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La réponse à une teile objection tient en deux temps, qui reflètent deux niveaux de 
reflexion. D'abord, en soi, la justification théorique de la pratique phénoménologique (et 
même expérimentale20) n'est pas un résultat négligeable. Surtout lorsqu'elle permet la 
meilleure compréhension (relativement aux mécanismes physiques) des choix 
phénoménologiques et expérimentaux, ainsi que la meilleure prise de conscience de leurs 
limites. 

D'autre part, ce résultat apparent ne doit pas masquer les conclusions véritables: il 
serait faux de conclure à la linéarité de la loi de comportement du béton ou des pâtes de 
ciment, même dans le cadre étroit de l'expérience de séchage sur les plages d'humidité 
relative considérées. Au contraire! c'est précisément parce que la loi de comportement est 
non linéaire que la courbe humidité-retrait est une droite. Paradoxe? 

Il convient d'abord de répéter que, de la façon dont elle est introduite, la «loi» 
phénoménologique (V.48) de proportionnalité n'est pas une loi de comportement: elle est 
liée au problème de dessiccation — et absolument inutilisable en dehors de ce contexte 
précis —, en tant que combinaison de la véritable loi de comportement (IL 18) et de la loi 
de Kelvin (m. 13). Or cette dernière est une relation non linéaire entre humidité et pression 
capillaire (terme en logarithme): c'est donc précisément la non linéarité de la loi de 
comportement (11.18) qui permet de «compenser» la non-linéarité de la relation d'équilibre 
thermodynamique et d'obtenir en définitive, un peu par hasard, la relation linéaire (V.44) 
liant le retrait de dessiccation à l'humidité relative. 

Le comportement non linéaire, tel qu'il a été introduit dans cette étude, permet de 
surcroît de relier ce résultat à l'allure de l'isotherme de sorption-désorption et de prévoir a 
priori, par simple analyse graphique de cette donnée intrinsèque au matériau, les zones de 
validité de la règle empirique (V.44). En effet, la loi de comportement couplée à l'équilibre 
s'écrit, dans le cadre de l'étude menée ici — d'après (V. 12): 

Pour que la relation BUCÍLQÚ soit u n e fonction linéaire sur tout l'intervalle des humidités 
relatives comprises entre 10% et 90%, il faut donc, d'après la précédente expression 
différentielle (V.45), que le terme Sj/h soit lui aussi constant sur ce même intervalle. Cest-
à-dire que la saturation soit fonction linéaire de h (et, par voie de conséquence égale à h, 
puisque Sj=0 lorsque h=0 et Si=l lorsque h=l): c'est bien ce que l'on constate, avec une 
assez bonne approximation, sur ces plages d'humidité, d'après consultation des isothermes 
expérimentales de sorption-désorption21. 

20 On a en effet assez insisté, dans cette étude, sur le caractère partiel et erronné de certains choix implicites 
d'interprétation et de dépouillement expérimentaux, pour pouvoir soutenir que (même) l'expérience n'est 
jamais totalement objective, n'est jamais la donnée intrinsèque de «LA venté». 
21 Cf. Annexe IV, fig. AN 2 et ATV3. 
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CONCLUSION 

La première conclusion de ce travail est la réponse à la question de départ: le 
modèle de comportement poroélastique, déterminé dans le cadre global de milieux poreux 
non saturés, paraît adapté à la représentation, à la description et à la prédiction du 
comportement de nombreux matériaux du Génie civil (sols, roches, bétons, pâtes de 
ciment, etc.) soumis au phénomène de dessiccation. L'intérêt d'un tel modèle résidant sans 
doute essentiellement dans sa prise en compte des couplages hydro-mécaniques 
prépondérants et sa capacité, par voie de conséquence, à prédire la modification de l'état 
mécanique (contrainte, déformation) qu'engendre une sollicitation purement hydrique 
(variation d'humidité imposée). 

Son aspect opératoire et prédictif ne doit pas, pour autant, effacer l'apport plus 
purement cognitif du travail réalisé. Cognitif n'étant pas synonyme de gratuit: les 
différentes hypothèses, formulées l'une après l'autre par progression logique vers une 
adéquation modèle-expérience, mettent fondamentalement à jour certains présupposés 
restrictifs, certaines approximations implicites qui sous-tendent les pratiques usuelles de 
mesure ou d'interprétation des phénomènes et en limitent la portée. 

La principale de ces hypothèses étant l'isotherme de sorption-désorption traduite 
comme relation biunivoque entre pression capillaire (ou humidité relative) et saturation en 
liquide: Pc=pc(Si). Implicitement, c'est découpler en quelque sorte l'état thermodynamique 
de l'interface liquide-vapeur de l'état mécanique global: à saturation donnée pression 
capillaire donnée, quelles que soient les valeurs et les évolutions de la déformation du 
squelette. On a attiré l'attention, tout au long de ce travail, sur le peu de fiabilité d'un tel 
parti-pris — ainsi que son inadéquation aux mesures expérimentales — dans un certain 
voisinage de la totale saturation (Si=l). 

Autre hypothèse souvent retenue dans le problème spécifique du séchage: 
l'équilibre constant de la pression de gaz avec la pression atmosphérique (pg^patm). Une 
telle hypothèse est incompatible, près de Si=l, avec pc=Pc(Si), comme l'a montré, 
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chapitre IV, l'étude simple du modèle de comportement poroélastique linéaire. Comme il 
semble intuitivement plus naturel de supposer l'absence de couplages entre phénomènes 
diffusifs, on aura tendance à garder la vision d'une phase gazeuse demeurant à pression 
atmosphérique pendant l'expérience de dessiccation, et à remettre en question l'hypothèse 
(n.88) sur la courbe capillaire. 

En définitive, s'il peut être considéré comme nable sur tout le domaine des 
saturations intermédiaires, le modèle ainsi déterminé ne semble pas pouvoir s'appliquer 
aux cas de saturations extrêmes, particulièrement en Si=l. Pourtant ce n'est pas du tout là 
faillite du cadre général de modélisation employé, mais plutôt des informations 
expérimentales traditionnelles qui ignorent, au niveau du dépouillement et de 
l'interprétation, le couplage déformation—>fluides interstitels et sa prise en compte dans 
un modèle complet II faudrait donc procéder à de nouveaux types d'expérimentations, en 
mesurant notamment le retrait au cours de l'expérience de dessiccation, afin de permettre la 
détermination des surfaces d'état, plus générales, Pc=Pc(£»Si). C'est ce que V. Baroghel-
Bouny a commencé de faire *. 

Au terme de ces nouvelles expérimentations, plus complètes et plus précises, le 
modèle poroélastique non linéaire pourra alors être adapté à un cadre plus large, celui des 
relations (H.76) et (11.84): 

(n.76) bi = b!(pc) 

(H.84) Pc - Pc(e, Si) 

Des gammes de saturations et d'humidités relatives plus complètes pourront alors être 
considérées, avec une meilleure fiabilité des résultats. Mais surtout, un tel élargissement de 
la loi de comportement macroscopique permettra d'inclure des phénomènes physiques plus 
nombreux, plus divers et plus complexes dans le cadre général de la modélisation des 
milieux poreux: les phénomènes de chimisorption ou de physisorption, les réactions 
chimiques les plus diverses pourront s'insérer dans le même schéma modélisateur et 
conduire à la représentation macroscopique d'expériences plus riches, tels le nuage propre, 
le retrait endogène, etc. Encore est-il nécessaire, comme préalable à toute construction 
macroscopique, de connaître précisément les phénomènes physiques microscopiques 
responsables des phénomènes macroscopiques que l'expérience et la pratique révèlent. La 
balle est, là encore, tout autant dans le camp de 1'expénmentateur que dans celui du 
modélisateur. 

Pour autant, la tâche de ce dernier est loin d'être achevée. Le seul problème du 
retrait de dessiccation mériterait de plus amples investigations et des prolongements utiles. 
Comment en effet se contenter d'une loi de comportement élastique — même non linéaire 
— quand on sait que la dessiccation conduit fréquemment, dans des structures où le retrait 
est empêché, à des phénomènes cruciaux (du point de vue de la sécurité des ouvrages) de 
fissuration? Le modélisateur se doit donc d'élargir le champ de son investigation et de 
pousser plus loin la modélisation des comportements poromécaniques: prolongement 
naturel du comportement poroélastique, le comportement poroélastoplastique doit faire 
l'objet de tous ses soins, qui permettra de pousser l'étude jusqu'à la prédiction et la 
représentation de fissures2. Indispensable à l'achèvement de l'étude du problème de la 

1 Baroghel-Bouny (1994), partie V, chap. IV, SV. 
2 Cf. le travail de B. Fauchet (1991) sur l'adaptation d'un modèle poroplastique à la fissuration des barrages 
en béton, grâce à l'interprétation de la fissuration en terme de porosité plastique. 
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dessiccation, cette orientation préside d'autant plus à toute modélisation efficace de 
problèmes plus complexes comme le retrait endogène, le nuage (propre ou de 
dessiccation), l'alcali-réaction, etc. 

L'approche développée dans cette étude semble donc riche d'extensions et de 
développements futurs, pleine de promesses. Encore ces promesses dépendent-elles, à la 
base, du dialogue nécessaire entre modélisateur et expérimentateur, du va-et-vient 
permanent entre théorie et expérience: en ce domaine il ne doit y avoir ni séparation, ni 
préséance. Le présent travail montre au contraire comment la modélisation, loin d'être un 
pur produit de l'esprit, s'inspire fortement des leçons de l'expérience; comment aussi, en 
retour, elle réinterroge l'expérience en suggérant certaines de ses limites et certaines 
modifications aux pratiques courantes: modélisation et expérimentation doivent s'inspirer 
et sépauler mutuellement, marcher de concert 

S'il pouvait constituer un plaidoyer convaincant de ce principe, le présent travail 
aurait atteint l'essentiel de son but 
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Annexe I 

FORMULATION EXACTE DES RELATIONS 
D'HOMOGENEISATION 

Dans cette annexe, l'ensemble des relations de compatibilité micro-macro 
présentées au paragraphe H3.1. sont présentées dans leur formulation exacte en fonction 
de la déformation volumique e — c'est-à-dire avant application de l'hypothèse de 
déformations infinitésimales Hell«! dans les expressions exactes. Pour elle-même, 
l'expression simplifiée des coefficients suffit; cependant, pour toutes les opérations de 
dérivation de ces coefficients — par exemple au moment de l'application des relations de 
Maxwell entre dérivées croisées —, il est indispensable de disposer de leur formulation 
exacte en fonction des variables d'état. Cest là l'intérêt principal de la présentation qui suit. 

Afin de faciliter la comparaison des expressions exactes et simplifiées, on choisit 
d'attribuer à chacune des relations qui suivent le numéro de la relation simplifiée qui lui 
correspond dans le texte du chapitre II. 
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ALI. Cas de constituants disjoints (§ IL3.2.1.2.). 

(AI.42) d ^ X t ^ - ^ i f 1 ] - ^ 
(l+e)p¡ Ki 1+e 

(AI.43)i ^ = Nijdpj + bide (inchangée) 
Pi 

(AI.44) # = ( X b i - < ! > ) 7 L + X ( X ^ i i - - ^ ) d p i 
i 1+e i j 1+e ** 

(AI.45) d a - ( l - I ^ - - A ) K 1 d e - K . ( t - * + X ^ ) ) 
i 1+e 1+e K* Ki j 1+e 

(AI.46) S b i = e0 + ( l+e ) ( l - ^ ) 
i ** 

(AI.47)i £ Nij = (1+e) ( ̂  + & ) 

(AL48)j (^T + ^ > M y = * 
1+e 

ALI. Cas d'un mélange (§11.3.2.1.3.). 

/ A T CA\ j dma ¿Po de 
(M.50)a d<p = v - « P K T " ? : — 

(l+e)pa *« 1+e 

(AI.50b)a d ^ . ( h B . ^ ) J L + ?kEE . ^ . d p a 

1+e 1+e ^a 
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(AI.51)a 

(AI.52)i,a 

(AL53Wß 

(AI.54)a 

b a = bg indépendant de a (inchangé) 

Nal = Ni dépendant du constituant (I) extérieur au mélange, 
mais pas de a (inchangé) 

Naß = Ng indépendant de a et ß (inchangé) 

Naa = (l+e)|g- + Ng 

(AI.55) b g + X b ï ^ + d+eMl-ig) 
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Annexe II 

DEMONSTRATION DU PASSAGE ENTRE 
RELATIONS SUR M ET RELATIONS SUR N=M * 

AIT.l. Cas de constituants disjoints. 

En introduisant les notations vectorielles suivantes: 

b = (bi) 4> = (4>i) | = (|j) 

et en désignant par 1 le vecteur unicolonne dont toutes les composantes valent 1 (à ne pas 
confondre, ici, avec le tenseur unité) on peut écrire (11.47) sous la forme vectorielle 
suivante: 

1 + 
g - ( b - $ ) + g = N . l 

Soit, en multipliant chaque membre de l'égalité précédente par M = N*1: 

M.(¿(b-f)+K) = l 

Et donc, comme M est symétrique: 
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t M . ( g - ( b - * ) + ^ ) = l 

qui correspond exactement à l'égalité (IL48) 

AII.l. Cas de la présence d'un mélange. 

La démonstration du passage des relations sur N aux relations sur M est identique 
dans le cas d'un mélange. Désignons en effet par des minuscules grecques les composants 
du mélange, par des majuscules latines les constituants interstitiels extérieurs au mélange, 
les minuscules latines continuant de désigner indistinctement l'ensemble des fluides 
interstitiels, supposés numérotés dans un certain ordre pour les besoins de la 
démonstration. Grâce à cette numérotation, on peut associer à chaque fluide (i) un vecteur 
unicolonne ej dont la i ^ coordonnée vaut 1, les autres étant nulles: par construction, la 
famille (e¡) forme une base de E n . 

Dès lors, en considérant deux composants (a) et (ß) du mélange, on peut écrire: 

N . ( e a - e ß ) = (Nix-Niß) 

d'où, les termes Naor-Naß et Nßa-Nßß étant, grâce aux relations (11.52) à (IL53), les seules 
coordonnées non nulles du précédent vecteur (avec, d'après (11.53), N<xß=Nßa=Ng ): 

N. ( ea - ep ) = ( Noa- Ng ) e a + ( N g - Np p ) eß 

La relation (11.54), à son tour appliquée à la précédente égalité, permet d'obtenir: 

N . ( e a - e p ) = | ^ e a - ^ e p 

Appliquons dès lors la matrice M=N - 1 aux deux termes de la précédente égalité; il vient: 

e a - e ß - M . ( ^ e a - j ^ e p ) 

relation vectorielle qui, par décomposition selon les vecteurs de la base (ej) de son terme 
de droite, peut s'écrire sous la forme suivante: 

e a - e ß = ( | ^ M a a - ^ M a ß ) e a + ( | ^ M ß a - ^ M ß ß ) e ß 

La décomposition de la précédente égalité sur la a ièmc (ou la ßi&ne) coordonnée permet de 
retrouver la relation (11.59); sa décomposition sur la fi*1* coordonnée (i¥*x, ß) permettant 
quant à elle d'établir la propriété (11.58). 
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Annexe III 

ENERGIE LIBRE ET LOI DE COMPORTEMENT 
NON LINÉAIRE ISOTROPE 

Cette annexe a pour objectif de préciser la forme du potentiel *F que supposent les 
relations de comportement non linéaires introduites en (11.24), (11.25) et (11.26). L'intérêt 
est notamment de montrer que ces relations supposent une certaine forme de dépendance 
en fonction du tenseur des déformations e — les autres variables d'état de la modélisation 
n'entrant pas en jeu dans ce débat Ainsi, le développement qui suit omet délibérément 
l'influence des variables mj et T — qui ne modifieraient la démonstration que par l'ajout de 
termes différentiels sans conséquence sur sa validité. 

Rappelons la relation d'état (ÏÏ.5) liant le tenseur de Cauchy des contraintes totales à 
celui des déformations, dans le cas le plus général: 

(ÏÏ.5) CF = — 
de 

Si l'on désigne respectivement par e la trace du tenseur des déformations et par e le tenseur 
déviatorique associé: 
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(Ami) e = tre 

(Affl.2) e = e - | l 

on peut retranscrire la relation d'état (EL5) en fonction de ces deux variables indépendantes 
de déformation: 

d¥de 3¥de 
a = + 

de de de de 

d ¥ , d¥ i ,d<¥^ 

d'où 

(Affl.3) € f = ^ _ + ( _ _ l t r ( ^ _ ) ) 1 

De la précédente écriture de <J, il ressort notamment que: 

trcr dT 
(Affl.4) a = -^ -= — 

-> de 

soit, par differentiation: 

(Ain.5) do = d ( — ) = ̂ -T-de + ^ - ^ : d e 
9e 3e2 3e9e 

Le fait de supposer l'égalité différentielle: 

(Am.6) de = Ko de 

toujours vérifiée impose, d'après la précédente écriture différentielle de do, que les 
dérivées secondes de l'énergie libre *F vérifient: 

(AHI.7) — = Ko (e) 
3e2 

(Affl.8) ^ — = f ( e ) l 
dette 
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Cependant, si l'on se place d'emblée dans le cas d'un comportement isotrope pour 
lequel l'énergie libre dépend des deux invariants e et y= (2e:e)1^-, on peut écrire: 

de dy d e dy 

d'où, en particulier 

(Affl.10) tr(—-) = 0 
de 

qui, modifie comme suit certaines des précédentes relations: 

de (Affl.il) am1ë + T~1 

a2»? 
(Am. 12) =0 

dede 

Dès lors, la forme générale postulée de l'énergie libre est bien celle annoncée en (11.27): 

(Am.13) m mj, T) = ¥ e (e, mj, T) + *¥y (y, mj, T) 

En outre, le tenseur s des contraintes déviatoriques s'obtient à son tour aisément, puisque, 
d'après (AIII.3) et (Ain. 10), on obtient immédiatement: 

(AIÏÏ.14) s - - ^ -

d'où, part simple differentiation: 

a2»? a2*? 
(Ain.15) ds=-^-Tde + - — d e 

de2 aeae 

et la dérivée seconde croisée de l'énergie libre étant nulle, il en résulte simplement: 

(AIÏÏ.16) ds=^2"de 

a 2 ^ 
avec -r-^- fonction de e, et même plus précisément de y, du fait de l'hypothèse d'isotropie 
du milieu. Etant donné le découplage (11.27) déjà retenu, la précédente relation entre as et 
de s'écrit en fonction de la seule partie yyde l'énergie libre qui dépende de la variable e: 

199 

http://Affl.il


(Am. 17) d s = ^ 2 d e 
de2 

Dès lors, affirmer que l'incrément du déviateur des contraites est colinéaire, selon un 
rapport ji constant, à celui des déformations conduit à supposer une dépendance à l'ordre 2 
en e de la fonction *¥y, c'est-à-dire une dépendance linéaire en fonction du second invariant 
Y=(2e:e)1^2. Ce qui revient bien à postuler la forme particulière suivante de l'énergie libre 
*F, conformément à la relation (11.28): 

(Am.18) T(e,mj,T)=xFe(e.mj,T) + ¥YOy 

Une fois cette hypothèse adoptée, il est licite de considérer que la matrice 
d'élasticilté drainée Co est totalement représentée par deux paramètres: un module 
d'incompressibilité drainé Ko, dépendant des variables d'état e, mj et T, et un module de 
cisaillement |i constant 

200 



Annexe IV 

DONNEES EXPERIMENTALES 
DES SIMULATIONS NUMERIQUES 
ET DES EXEMPLES ANALYTIQUES 

AIV.l. Principe de détermination des caractéristiques à partir des 
données expérimentales. 

Les trois exemples numériques traités ont été empruntés à la littérature 
expérimentale: le premier concerne une pâte de ciment étudiée successivement par 
Pihlajavaara et Wittmann, puis par J.M. Torrenti qui regroupa les données et travaux de ses 
deux devanciers1. Par souci de commodité, cette pâte de ciment sera désignée par 
l'abréviation PWT. 

L'exemple suivant est celui d'une autre pâte de ciment, étudiée par V. Baroghel-
Bouny2: ciment ordinaire, de rapport eau sur ciment (E/C) égal à 0.35, et que l'on 
désignera par l'abréviation CO. 

Dernier exemple, celui d'un béton ordinaire étudié par V. Baroghel-Bouny, dont le 
rapport E/C vaut 0.487, et que l'on désigne par l'abréviation BO. 

1 Cf. Torrenti (1987). p. 40. 
2 Baroghel-Bouny (1994). 
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Données mécaniques et physiques: 

Les données mécaniques portent sur le module d'Young E et le coefficient de 
poisson v non drainés. Comme le montre l'étude de la variation de E en fonction de 
l'humidité relative, dans une expérience de séchage, pour la pâte de ciment PWT, le 
module d'Young non drainé peut être considéré constant sur l'ensemble de la plage des 
humidités relatives — ou des saturations: sa valeur est alors la même que celle du module 
drainé En. Par conséquent, dans l'ensemble des cas proposés, on supposera constants et 
égaux les modules d'Young drainé et non drainé: E=Eo=cte. On fera la même hypothèse 
pour le coefficient de Poisson: v=vo=cte. Dès lors, pour passer du système (E, v) au 
système (Kn, \i), il suffit d'appliquer les relations suivantes3: 

E 
2(l+v) 

La mesure de la porosité initiale est relativement classique et ne pose pas de 
problème particulier— si ce n'est l'hypothèse de faible variation de la porosité au cours du 
séchage4, dont le calcul numérique permet de vérifier la validité5. 

La valeur patm àt la pression ambiante du mélange gazeux sera la pression 
atmosphérique standard (105 Pa =1 arm). Pour cette valeur standard de la pression 
atmosphérique et pour une valeur «standard» de la température (autour de 20 à 25°C) la 
pression de vapeur saturante est de l'ordre de 2.5 104 Pa (=0.25 atm). 

Reste le problème du coefficient de diffusion. Sa mesure expérimentale se fait 
globalement, sur l'ensemble de l'éprouvette. Elle ne permet donc pas de discerner les 
contributions respectives des différents processus de diffusion. Cependant, dans le cas où 
seule intervient la diffusion-Fick de la vapeur dans l'air, le coefficient global D peut alors 
être lié au coefficient microscopique de Fick F 6 . Faisant par ailleurs l'hypothèse 
d'invariance de ce coefficient de Fick microscopique T, on déduit définitivement sa valeur 
de la mesure initiale du coefficient global de transfert D. Cette méthode, reposant sur de 
fortes hypothèses, peut être contestée dans l'absolu et dans le détail; elle reste une bonne 
méthode d'approche de l'ordre de grandeur, difficile à appréhender, du coefficient de 
diffusion de Fick. 

Dans le tableau des données caractéristiques figurent: 

- colonne de droite, les grandeurs accessibles par mesure expérimentale; 
- colonne centrale, les grandeurs déduites, par calcul, des précédentes; 
- colonne de droite les valeurs respectives des différentes grandeurs introduites. 

3Cf.Coussy(1991),p. 102. 
4Cf.§ffl.2etm.4.2. 
5 Œ § V3.1.2. etc. 
6 Cf. § IV 33 ainsi que les relations (IV.102) et (V.25). 

(AIV.l) 

(ATV.2) 
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Les isothermes de sorption-désorption: 

Lorsque les isothermes de sorption sont directement libellées en termes de 
saturation en eau liquide fonction de l'humidité relative (PWT), elles seront approchées 
sous cette forme même par une fonction analytique adéquate. 

Dans les autres cas, le résultat expérimental figure sous forme de courbes humidité 
relative - teneur en eau, et doivent être, avant (BO) ou après (CO) lissage, retranscrites en 
termes de relations fonctionnelles entre humidité et saturation. Pour cela, ü convient 
d'établir la relation entre saturation en eau Si et teneur en eau wj. 

Soit Pi la masse de l'eau interstitielle contenue dans un volume matériel élémentaire 
du matériau. Soit Ps la masse de ce même volume à sec (vidé de toute eau). La teneur en 
eau est définie par le rapport de ces deux masses: 

Pi 
rsec 

L'ensemble de ces grandeurs peuvent être retranscrites en fonction des variables 
d'état de notre modélisation. En effet: 

Psec - Ps (1-^sec) &sec 

où p s désigne la masse volumique de la matrice solide, <j>sec sa porosité à sec, enfin físec le 
volume géométrique occupé, à sec, par le volume matériel élémentaire considéré. De 
même: 

Pi - pi fo Q = pi $ Si Q 

où pi désigne la masse volumique de l'eau liquide, Si sa saturation volumique, 4> la porosité 
du matériau dans l'état considéré, enfin Q, le volume géométrique actuel occupé par le 
VER matériel considéré. 

Soit wi^M^/Psec la teneur en eau du matériau dans l'état de complète saturation 
(S i=l). Faisons le rapport wrfwf31: 

wj _ pi <j> Si Q $ Si ù 
wïSat Pl<J>sat&sat 4>sat̂ sat 

En négligeant, conformément à l'hypothèse des petites déformations ( llell«l ), la 
déformation volumique, on obtient d'après (L5) et (1.9): 
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Wl 

wi¡ sat 
»Si 

»sat 

c'est là qu'intervient l'hypothèse expérimentale (h2) de faible influence du retrait de 
dessiccation sur la porosité, qui permet de considérer cette dernière constante, et d'écrire la 
saturation en liquide comme le rapport de la teneur en eau actuelle à la teneur en eau du 
matériau saturé: 

(ATV.3) Si = - J Ü , 
Wl' sat 

Ainsi les données en teneur en eau peuvent-elles, avant ou après lissage, être retranscrites 
en fonction de la saturation. 

Une fois obtenue le lissage optimal — pour un certain choix de fonction analytique 
d'approximation — de l'isotherme expérimentale de sorption-désorption, la courbe 
capillaire Pc=Pc(§i) peut en être déduite, conformément à la procédure indiquée au 
§ ITL4.1., sous sa forme analytique approchée. 

AIV.2. Données relatives à la pâte de ciment PWT. 

Caractéristiques 
expérimentales 

<j>0 

Pa tm 

Pvs° 

D 

E 

V 

Caractéristiques 
déduites 

r 

Ko 

H 

Valeurs 

0.35 

105 Pa 
(latm) 

2.5 ÎO4 Pa 
(0.25 atm) 

ICH2 m V 1 

10-7 m V 1 

14GPa 

0.25 

9.33 GPa 

5.6 GPa 
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Courbe isotherme de sorption-désorption de la pâte de ciment PWT 

humidité relative (%) 

100.0 
90.0 
80.0 
70.0 
60.0 
50.0 
40.0 
30.0 
20.0 
10.0 
0.0 

saturation (%) 

100.0 
83.0 
66.0 
52.0 
39.0 
27.0 
18.0 
16.0 
14.0 
9.0 
0.0 

lissage 

100.0 
84.3376 
65.6365 
50.0564 
37.9983 
28.7811 
21.6602 
16.0324 
11.4222 
7.3690 

0.0 

Le lissage de la courbe expérimentale a été obtenu par une fonction du type7: 

(ATV.4) SÎ = [ 1+ (a lnh)b f 

avec la valeur optimale suivante des coefficients a, b et c: 

a = -2.90735823 
b = 1.388119368 
c = -0.96291517 

La figure (ATV.l) représente graphiquement la courbe expérimentale et son lissage, 
permettant de constater leur bonne coïncidence sur la plage d'humidités relatives ou de 
saturations qui nous intéresse (10%-90%). 

7 Cf. Parker, Lenhatd & Kuppusamy (1987). 
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AlV3. Données relatives à la pâte de ciment CO (Baroghel-Bouny). 

rapport eau/ciment: E/O0.35 

Caractéristiques 
expérimentales 

4>0 

Patm 

Pvs° 

D 

E 

V 

Caractéristiques 
déduites 

• • » * # • * • « • • • • • • * • * * 

• • • • • • • • • • • • • • « « « « a « 

r 

Kn 

H 

Valeurs 

0.35 

105 Pa 
(latm) 

2.5 104 Pa 
(0.25 atm) 

lO-^mV1 

10-7 m V 1 

17GPa 

0.25 

11.33GPa 

6.8 GPa 

Courbe isotherme de sorption-désorption 

humidité relative (%) 

100.0 
97.0 
90.4 
80.1 
71.5 
63.2 
53.5 
44.0 
33.0 
22.8 
12.0 
3.0 

teneur en eau (%) 

14.228 
13.734 
12.404 
10.676 
8.687 

4.724 
3.960 
3.141 
0.000 

lissage 

14.3137934 

14.2550896 
13.6816023 
12.4326174 
10.7035904 
8.58957552 

5.09997158 
3.8342109 
2.6646797 
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La valeur expérimentale de la teneur en eau du matériau saturé étant inconnue, le lissage 
porte directement sur la courbe wi=wj(h). Là encore, l'approximation a été obtenue par une 
fonctions du type: 

(AIV.5) wi = wf*[ 1+ (a lnh)t> ] c 

avec la valeur optimale suivante des coefficients a, b, c et wis 

a = -2.44644956 
b = 3.12356824 
c =-0.3265763 
wisat= 14.3137934 (%) 

la valeur w\m (=14.3137934 g/lOOg) correspondant à la teneur en eau de la pâte de ciment 
CO saturée, obtenue par interpolation du lissage obtenu, sur les précédentes valeurs, de la 
courbe expérimentale. 

La figure (ATV.2) représente la teneur en eau fonction de l'humidité imposée et son 
lissage: on constate, là encore, la bonne coïncidence de ces deux courbes pour les plages 
de variations considérées. En fait, l'expérience montre, pour ce matériau, une forte 
hystérésis: les courbes suivies en sorption et désorption diffèrent largement. La courbe 
choisie, et ici présentée, est celle qui intervient dans le problème de séchage évoqué au 
chapitre V: l'isotherme de désorption8. 

8 Cf.Baroghel-Bouny (1994), p. 314-322. 
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ATV.4. Données relatives au béton BO (Baroghel-Bouny). 

rapport eau/ciment: E/OÖ.487 

Caractéristiques 
expérimentales 

<!>0 

Patm 

Pvs° 

D 

E 

V 

Caractéristiques 
déduites 

r 

Ko 

ji 

Valeurs 

0.12 

105Pa 
(latm) 

2.5 104 Pa 
(0.25 atm) 

10-12 m2ç-l 

10-7 m V 1 

45GPa 

0.25 

30GPa 

18GPa 

Courbe isotherme de sorption-désorption 

humidité relative 
(%) 

100.0 
97.0 
90.4 
80.1 
71.5 
63.2 
53.5 
44.0 
33.0 
22.8 
12.0 
3.0 

teneur en eau (%) 

3.808 
3.687 
3.572 
3.068 
2.638 

1.729 
1.350 
0.957 
0.795 
0.631 
0.000 

saturation (%) 

100. 
96.822479 
93.802521 
80.567227 
69.275210 

45.404412 
35.451681 
25.131303 
20.877101 
16.570378 

lissage 

99.998664 
99.320791 
94.351023 
80.793519 
67.991306 

45.138679 
35.982702 
27.350707 
20.732576 
14.443705 
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Le lissage a été obtenu par une fonctions du type (ATV.4), avec la valeur optimale suivante 
des coefficients a, b et c: 

a = -2.90199805 
b = 1.82500687 
c = -1.01795219 

La figure ATV.3 représente la saturation fonction de l'humidité imposée et son 
lissage: on constate, là encore, la bonne coïncidence de ces deux courbes pour les plages 
de variations considérées. En fait, l'expérience montre, pour ce matériau, une forte 
hystérésis: les courbes suivie en sorption et désorption diffèrent largement La courbe 
choisie, et ici présentée, est celle qui intervient dans le problème de séchage évoqué au 
chapitre V: l'isotherme de désorption9. 

9 Ibid, 
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Pis expérimentaux 

usage 

10 20 30 4) 33 60 70 00 90 10p 

Humidité es % 

Fig. AIV.1 
Isotherme de sorption-désoiption de la pâte de ciment PWT et son lissage 

10 20 90 40 SO 60 
Humidité ta % 

30 80 

Fig. AIV.2 
Isotherme de sorption-désorption de la pâte de ciment CO et son lissage 

20 30 40 50 ¿o 
Humidité es V* 

60 

- t -

90 
H 

100 

Fig. AIV.3 
Isotherme de sorption-désorption du béton BO et son lissage 



Annexe V 

RESULTATS EXPERIMENTAUX 
(dans les sources bibliographiques) 

Figurent dans cette annexe quelques résultats expérimentaux glanés dans la 
littérature du genre et qui permettent une estimation de la validité des résultats, analytiques 
ou numériques, issus du modèle de comportement poroélastique non linéaire. Dans 
l'ensemble, ces résultats expérimentaux sont ici livrés à l'état brut Leur commentaire 
éventuel, et leur mise en parallèle avec les résultats théoriques du présent travail, prennent 
place, le cas échéant, au cœur du mémoire proprement dit. 

AV.l. Profils de répartition d'eau. 

Voici quelques profils expérimentaux de répartition d'eau dans une éprouvette (en 
fonction de la position de chaque point sur le diamètre de l'éprouvette). 

AV.1.1 Séchage du gel d'Agar (L Mrani). 

I. Mrani a étudié, au cours de sa thèse de doctorat de l'Université de Montpellier H, 
le problème du séchage du gel d'Agar (modélisé comme milieu poreux saturé en 
comportement élastique). Problème pour lequel il a procédé à certaines mesures 
expérimentales de profils de teneur en eau dans une éprouvette. Les profils obtenus, pour 
différentes durées de séchage, sont représentés sur la figure (AV.l)1. 

1 Mrani (1993), p. 77,78. 
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On remarquera en particulier l'allure en cloche, caractéristique, aux premiers 
instants du séchage (t=lh, t=2h, t=3h, notamment). Ces allures sont sans doute à 
rapprocher de celles, théoriques, obtenues au chapitre IV — bien que ce rapprochement 
semble d'interprétation délicate. 

AV. 1.2. Séchage de pâtes de ciment et de bétons ordinaires et à très hautes 
performances (V Baroghel-Bouny). 

V. Baroghel-Bouny a étudié le séchage des pâtes de ciment et des bétons ordinaires 
et à très hautes performances. Pour un séchage à humidité relative de 50%, elle obtient 
différents profils de répartition de l'eau liquide. Ces profils figurent sur la planche (AV.2)2. 
On notera là encore la très grande similitude présentée avec les courbes analytiques de 
séchage de dessiccation obtenues au chapitre IV. 

AV.2. Valeurs du retrait de dessiccation de pâtes de ciment et de bétons 
ordinaires et à très hautes performances (V Baroghel-Bouny). 

Le tableau qui suit présente les valeurs du retrait radial de dessiccation obtenu par 
V. Baroghel-Bouny3 pour différentes valeurs de l'humidité relative comprises entre 90.4% 
(valeur initiale du séchage) et 12% (valeur finale), sur différents matériaux: ciment 
ordinaire (CO), ciment à très hautes performances (CH), béton ordinaire (BO) et béton à 
très hautes performances (BH). 

humidité 
relative (%) 

90.4 
80.1 
71.5 
63.2 
53.5 
33.0 
12.0 

retrait (jidef) 
CO 

0 
733 
1170 

-

2118 
2810 
3485 

retrait (udef) 
CH 

0 
500 
818 
1250 
1635 

retrait (jidef) 
BO 

0 
157 
297 
419 
663 

-

680 

retrait (̂ idef) 
BH 

0 
186 
231 

-

351 
417 
496 

A V.3. Vitesse des ondes acoustiques en milieu séchant (T. Cadoret). 

T. Cadoret a mesuré, dans le cadre de sa thèse4, l'évolution de la vitesse des ondes 
acoustiques de compression en fonction de la saturation d'une roche (saturation obtenue 
par séchage de l'échantillon testé). Les résultats obtenus, pour de basses fréquences, 
figurent sur la planche (AV.3). 

2 Baroghel-Bouny (1994), p. 383 
3 Ibid., p. 401. 
4 T. Cadoret (1993). 
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Fig. 28.1 Profil de teneur en eau à ¡'instant t = 0 h. 
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Fig. 28.2 Profil de teneur en eau à l'instant t = 1 h. 
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Fig. 283 Profil de teneur en eau à l'instant t-2 h. 

Fig. AV. la. 
Profils de teneur en eau dans une éprouvette de gel d'Agar en cours de séchage 

(courbes tirées de L Mrani, Transport de matière fluide en biconstituant élastique, p. 77) 
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Fig. 28.4 Profil de teneur en eau à l'instant t = 3 h. 
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Fig. 28.5 Profil de teneur en eau à l'instant t = 4 h. 
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Fig. 28.6 Profil de teneur en eau à l'instant t = 5 h. 
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Profils de teneur en eau dans une éprouvette de gel d'Agar en cours de séchage 

(courbes tirées de L Mraiü, Transport de matière fluide en biconstituant élastique, p. 78) 
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Fig. AV.2. 
Profils de teneur en eau dans des éprouvertes de ciment et de béton en cours de séchage 

(courbes tirées de V. Baroghel-Bouny, Caracîérisation microscturcturale et hydrique des 
pâtes de ciment et des bétons ordinaires et à très hautes performances, p. 383) 



Séchage du calcaire d'Estaiilades 
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Figure 5.4 : Séchage du calcaire d'Estaiilades. Les courbes sont issues 
d'une régression poiynomiale de degré 5 à partir des points 
expérimentaux. 

Fig. AV.3. 
Vitesse de propagation des ondes de compression dans une roche 

en fonction de la saturation 
(courbes tirées de T. Cadoret, Effet de la saturation eau/gaz sur les propriétés acoustiques 

des roches. Etude aux fréquences sonores et ultrasonores, p. 105) 
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