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de la combinatoire, vue depuis le Qu�ebec ; grâce au courrier �electronique, nous sommes rest�es en

contact permanent depuis.

Je suis particuli�erement reconnaissant envers Jean-Jacques L�evy et Fran�cois Bergeron, qui ont
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Introduction

L'ordinateur n'est pas cr�e�e par, mais pour sa fonction.

Nuance ! Son �enorme capacit�e de m�emoire, sa rapidit�e op�e-

rationnelle ne peuvent faire oublier qu'il est rigoureusement

asservi �a sa tâche et que, bourr�e de donn�ees, enti�erement

dues �a l'intelligence humaine, il ne fait que raccourcir �a

l'extrême les calculs et les recherches.

Herv�e Bazin, Ab�ec�edaire

C

e document d�ecrit l'une des deux composantes d'un proc�ed�e g�en�eral d'analyse d'algorithmes,

dont l'autre composante fait l'objet du travail de th�ese de Bruno Salvy [Sal91]. En combinant

ces deux composantes, on obtient une m�ethode pour analyser automatiquement des algorithmes, la

m�ethode des s�eries g�en�eratrices. A�n de montrer que cette th�eorie est e�ective, un syst�eme d�enomm�e

Lambda-Upsilon-Omega (ou �

�




) a �et�e construit sur ce mod�ele. Le premier prototype de �

�




date du d�ebut de l'ann�ee 1988 [FSZ89b], et en 1989, le syst�eme analyse d�ej�a une classe non triviale

de programmes [FSZ89a]. Ce travail et celui de B. Salvy d�etaillent les principes de la m�ethode des

s�eries g�en�eratrices, qui sont succinctement r�esum�es dans [FSZ91].

Le mot \algorithme" provient du nom d'un math�ematicien originaire d'Ouzbekistan, Mukham-

mad ibn Musa al-Khwârizm�̂, contemporain de Charlemagne et de Louis I

er

. D'apr�es le Petit La-

rousse, un algorithme est un \processus de calcul permettant d'arriver �a un r�esultat �nal d�etermin�e".

L'analyse d'un algorithme consiste �a d�eterminer le coût du processus (sa dur�ee par exemple) en

fonction de l'�etat de d�epart (les donn�ees du probl�eme). Quant �a elle, l'analyse automatique d'al-

gorithmes consiste �a faire faire cette analyse par un ordinateur lui-même. Cette th�ese d�e�nit une

classe non triviale d'algorithmes pour lesquels l'analyse automatique est possible, et pr�ecise les

r�egles de calcul correspondantes.

En g�en�eral, il existe plusieurs algorithmes pour r�esoudre un probl�eme donn�e, c'est-�a-dire plu-

sieurs chemins pour atteindre un but �x�e (le r�esultat) �a partir d'un certain point de d�epart (les

donn�ees du probl�eme). Consid�erons par exemple le probl�eme du tri : partant d'une liste d'objets

en ordre quelconque (par exemple des entiers), il s'agit de ranger ces objets selon un certain crit�ere

(en ordre croissant par exemple). Deux algorithmes de tri illustreront notre propos.

Algorithme Tri par s�election.

1. s�electionner le plus petit entier de la liste des donn�ees,

2. ôter l'entier s�electionn�e et l'ajouter �a droite dans la liste r�esultat,

3. s'il reste des entiers dans la liste des donn�ees, aller en 1.

Algorithme Tri par insertion.

1
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Figure 1 : Al-Khwârizm�̂ (env. 780-850)

1. prendre l'entier le plus �a gauche de la liste des donn�ees et l'en ôter,

2. le placer �a droite de la liste r�esultat,

3. si l'entier �a sa gauche est plus grand, les �echanger et retourner en 3,

4. s'il reste des entiers dans la liste des donn�ees, aller en 1.

L'analyse d'algorithme consiste �a �etudier le comportement d'un certain crit�ere en fonction des

donn�ees ; par exemple pour un algorithme de tri, on pourra s'int�eresser au nombre de comparaisons

e�ectu�ees au cours du tri, ou au nombre de d�eplacements d'�el�ements. En termes plus informatiques,

ce crit�ere est appel�e le coût de l'algorithme.

Le principe fondamental est que le coût de l'algorithme d�epend essentiellement d'un petit

nombre de caract�eristiques des donn�ees, ais�ement calculables. Par exemple, pour un algorithme

de tri, on pourra prendre comme caract�eristique le nombre d'objets �a trier. Lorsqu'il y a une seule

caract�eristique, on a l'habitude de l'appeler la taille des donn�ees. Apr�es que les caract�eristiques ont

�et�e choisies, deux cas de �gure peuvent se pr�esenter :

1. la connaissance des caract�eristiques su�t �a d�eterminer le coût de l'algorithme,

2. le coût de l'algorithme di��ere, même pour des donn�ees de caract�eristiques identiques.

Le premier cas est le plus favorable, et permet souvent de connâ�tre exactement le coût de l'al-

gorithme. Consid�erons par exemple l'algorithme de tri par s�election d�ecrit plus haut, avec comme

taille le nombre n d'entiers �a trier, et comme coût le nombre de comparaisons e�ectu�ees. L'�etape

de s�election (1) n�ecessite n � 1 comparaisons pour d�eterminer le plus petit entier de la liste,

puis n � 2 pour trouver le plus petit parmi ceux qui restent, puis n � 3 et ainsi de suite jus-

qu'�a ce que la liste des donn�ees soit vide. Le nombre total de comparaisons utilis�ees est donc
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(n � 1) + (n � 2) + � � � + 1 + 0 = n(n � 1)=2, et cela quelle que soit la distribution initiale des

entiers. Nous sommes donc dans le cas favorable o�u le coût ne d�epend que des caract�eristiques (ici

n), et qui plus est nous avons obtenu une relation simple entre n et le coût de l'algorithme de tri

par s�election sur des listes de n �el�ements : C

n

= n(n� 1)=2.

Mais le plus fr�equemment, les caract�eristiques ne su�sent pas �a d�eterminer le coût. Pour le

tri par insertion par exemple, le nombre de comparaisons ne d�epend pas uniquement du nombre

d'objets, mais aussi de l'ordre dans lequel ils sont initialement rang�es (en particulier, le coût est

plus faible s'ils sont presque tri�es). Pour mieux cerner le comportement de l'algorithme, on a alors

recours �a trois analyses compl�ementaires :

� le coût minimal sur toutes les donn�ees de même taille (le meilleur cas),

� le coût maximal sur toutes les donn�ees de même taille (le pire des cas),

� le coût moyen sur toutes les donn�ees de même taille, chaque donn�ee �etant par exemple consi-

d�er�ee comme �equiprobable (analyse en moyenne).

L'analyse du meilleur et du pire des cas donne un encadrement du coût de l'algorithme. Quel-

quefois, cet encadrement su�t �a d�epartager deux algorithmes. Par exemple, pour le tri par insertion

d'une liste de n entiers, le nombre minimal de comparaisons est n�1 (lorsque la liste est d�ej�a tri�ee),

et le nombre maximal est n(n� 1)=2 (lorsqu'elle est tri�ee en ordre inverse). Le tri par insertion est

par cons�equent toujours plus rapide vis-�a-vis du nombre de comparaisons que le tri par s�election,

qui n�ecessite lui n(n � 1)=2 comparaisons, quelle que soit la distribution initiale des entiers.

Mais dans la plupart des cas, les encadrements donn�es par l'analyse du meilleur et du pire

des cas ne sont pas disjoints, et il faut recourir �a une analyse plus �ne. Par exemple, il existe un

autre algorithme de tri d�enomm�e QuickSort (ce mot anglais signi�e \tri rapide") dont le nombre

minimal de comparaisons est n log

2

n (n�1 pour le tri par insertion), et dont le nombre maximal est

n(n�1)=2 (idem pour le tri par insertion). Quel algorithme choisir pour trier des listes de 5 entiers ?

de 10 entiers ? de 100 entiers ? Seule l'analyse en moyenne permet de r�epondre �a ces questions.

Dans ce cas particulier, l'algorithme de tri par insertion n�ecessite en moyenne n

2

=4 comparaisons

pour trier n entiers, alors que QuickSort n'en n�ecessite que 2n logn. Lorsque n devient grand, il est

donc pr�ef�erable d'utiliser QuickSort. Plus pr�ecis�ement, QuickSort devient plus rapide en moyenne

�a partir de n = 20, comme on le verra au chapitre 5 (section 5.2).

Par opposition �a l'analyse dans le cas le pire, l'analyse en moyenne d�epend du mod�ele probabi-

liste choisi (ou impos�e). Le mod�ele le plus couramment utilis�e est celui de la distribution uniforme

sur l'ensemble des donn�ees de mêmes caract�eristiques. Parfois, ce mod�ele induit par la d�e�nition des

caract�eristiques rend l'analyse en moyenne di�cile. Consid�erons par exemple l'algorithme d'Euclide

(300 ans avant JC)

1

qui calcule le plus grand commun diviseur de deux entiers, et prenons comme

taille la valeur du plus grand entier. Avec cette notion de taille, le coût dans le cas le pire est

connu depuis un si�ecle et demi (G. Lam�e, 1845), alors que le premier terme du coût moyen �etait

encore partiellement inconnu il y a 25 ans (Heilbronn et Dixon, 1970), et les deux termes suivants

ont �et�e obtenus tout r�ecemment [Nor90]. N�eanmoins pour de nombreux probl�emes, comme ceux

�etudi�es dans cette th�ese, le mod�ele uniforme induit par la notion naturelle de taille est bien adapt�e

�a l'analyse en moyenne.

Même si le sujet de ce travail est l'analyse en moyenne, nous ne pouvons pas ne pas parler des

recherches e�ectu�ees pour automatiser l'analyse dans le cas le pire. A notre connaissance, le seul

1

Il semblerait cependant que cet algorithme ait �et�e connu 200 ans avant Euclide [Knu81, page 318].
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syst�eme sp�ecialis�e dans ce domaine est Ace [Met88]. Ce syst�eme, dont le nom est l'acronyme de

Automatic Complexity Evaluator (calculateur automatique de complexit�e), a �et�e d�evelopp�e

par D. Le M�etayer en 1985.Ace analyse des programmes �ecrits dans un langage fonctionnel nomm�e

FP, et d�etermine une borne sup�erieure du coût de ces programmes. Nous reviendrons sur ce syst�eme

�a la �n de la section 1.

A pr�esent, nous allons passer en revue les di��erents proc�ed�es qui ont �et�e envisag�es pour auto-

matiser l'analyse en moyenne. Nous distinguons les proc�ed�es qui calculent seulement le coût moyen,

et ceux qui d�eterminent toute la distribution des coûts, comme celui propos�e par Hickey et Cohen,

qui est d'ailleurs le seul �a notre connaissance.

Dans l'approche de Hickey et Cohen [HC88], les donn�ees sont caract�eris�ees par des fonctions de

distribution, et un programme est une fonction qui associe �a une distribution initiale, une distribu-

tion �nale. Par exemple, si x repr�esente le vecteur des variables enti�eres du programme, in(x) est la

probabilit�e que le vecteur initial des variables prenne la valeur x, et out(x) est la probabilit�e qu'�a la

�n du programme, le vecteur des variables enti�eres �egale x. Hickey et Cohen proposent un premier

mod�ele bas�e sur les travaux de Kozen en s�emantique des programmes. Ce mod�ele s'applique �a un

langage simple sans proc�edures (SL), dont les programmes manipulent un nombre �ni de variables

enti�eres �a l'aide de boucles while, d'instructions if-then-else et d'a�ectations de variables (y com-

pris par des valeurs al�eatoires). Un syst�eme a �et�e construit sur ce mod�ele, The Performance

Compiler. Ce syst�eme prend en entr�ee un programme �ecrit dans le langage SL et une distribution

initiale sous forme symbolique, et produit un syst�eme d'�equations dont la solution est la distribution

�nale des variables du programme. Hickey et Cohen consid�erent The Performance Compiler

comme la premi�ere partie d'un syst�eme d'analyse de programmes, qui comprendrait aussi des outils

de simpli�cation et de r�esolution des �equations produites :

It [The Performance Compiler] is the �rst part of a program analysis tool that would allow

a user to analyze probabilistic programs interactively in �ve phases, as listed below:

1. Obtain the input distribution function and the program from the user.

2. Generate the recursive system of equations.

3. Simplify the system of equations.

4. Help the user �nd the general solution to the system of equations.

5. Help the user �nd the smallest nonnegative solution to the system of equations.

We envision this tool as part of a larger interactive system, including in particular a package

for manipulating and solving systems of symbolic equations (e.g., Macsyma). What becomes

apparent from the existing analysis and from the analyses we have undertaken in this paper is

that the solution of general di�erence equations and formal summations plays a critical role in

automating program analysis. There have been many papers on automatically solving various

sorts of di�erence equations and formal summations. A good performance compiler would need

to incorporate state-of-the-art algorithms for solving these problems.

Dans une seconde partie de leur article [HC88] est pr�esent�e un second mod�ele plus ambitieux.

Les programmes sont �ecrits dans le langage FP, et correspondent �a des applications d'un espace

de donn�ees 
 dans lui-même. Les donn�ees sont des atomes ou des vecteurs dont les �el�ements

peuvent eux-mêmes être des vecteurs ; elles sont donc �equivalentes �a des arbres d'arit�e quelconque.

La compilation des programmes en �equations est r�ealis�ee �a l'aide de grammaires probabilistes

attribu�ees (Attributed Probabilistic Grammars, ou APG). Trois exemples simples d'analyse sont
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date nom du syst�eme langage de description type d'analyse

1975 Metric Lisp M, W-C

1985 Ace FP W-C

y

1988 The Performance Compiler SL M

1988 Complexa STYFL M, W-C

1988 �

�




Adl M

y : seule une macro-analyse est e�ectu�ee (O(n), O(n

2

), O(e

n

))

Figure 2 : Les syst�emes d'analyse automatique d'algorithmes.

donn�es : concat�enation de deux listes, retournement d'une liste avec ou sans retournement des

sous-listes. Cet autre mod�ele permet �egalement d'obtenir le coût moyen du tri de n objets par

insertion dans un arbre binaire de recherche,

N

insert

= 2(n+ 1)H

n

� 3n � 2n logn;

mais il ne s'agit pas �a proprement parler d'une analyse automatique ; en e�et, cette analyse consiste

en 6 pages de calculs comprenant deux lemmes sp�ecialis�es dont la preuve semble di�cile �a automati-

ser. Ainsi, ce second mod�ele semble mieux s'adapter �a une analyse semi-automatique, o�u l'utilisateur

interagit avec le programme pour guider l'analyse. D'ailleurs, nous ne connaissons aucun syst�eme

r�ealis�e sur ce mod�ele.

Dans la citation de Cohen et Hickey, il apparâ�t clairement qu'un syst�eme d'analyse de pro-

grammes comprend deux phases principales (les phases num�erot�ees 2 et 4) :

� une premi�ere phase qui g�en�ere des �equations de fonctions math�ematiques repr�esentant le coût

du programme. C'est en quelque sorte une projection de l'espace des programmes vers un

espace math�ematique ;

� une seconde phase qui, �a partir des �equations produites par la premi�ere phase, d�etermine des

informations sur le coût moyen, soit une forme explicite en fonction des caract�eristiques, soit

une forme asymptotique. C'est une phase d'extraction.

Cette s�eparation avait d�ej�a �et�e faite par Ramshaw dans le r�esum�e de sa th�ese intitul�ee Formalizing

the Analysis of Algorithms :

Consider the average case analyses of particular deterministic algorithms. Typical arguments in

this area can be divided into two phases. First, by using knowledge about what it means to execute

a program, an analyst characterizes the probability distribution of the performance parameter of

interest by means of some mathematical construct, often a recurrence relation. In the second

phase, the solution of this recurrence is studied by purely mathematical techniques.

Par cons�equent, les capacit�es d'un tel syst�eme se situent �a l'intersection des capacit�es de chacune

des phases. Le travail qui est pr�esent�e dans cette th�ese constitue la premi�ere phase d'une m�ethode

que nous appellerons la m�ethode des s�eries g�en�eratrices, dont la seconde phase est d�ecrite dans la

th�ese de Bruno Salvy [Sal91].

D�es lors, nous consid�erons l'analyse en moyenne dans le cas o�u les donn�ees sont distingu�ees par

une seule caract�eristique. Suivant l'usage, nous d�esignons cette caract�eristique sous le nom de taille,
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nous notons jdj la taille de la donn�ee d, et nous convenons d'utiliser la lettre n pour repr�esenter la

taille d'une donn�ee. On distingue alors deux types de probl�emes : les probl�emes dits discrets, lorsque

l'ensemble des donn�ees est �ni ou d�enombrable, et les autres probl�emes, dits continus. Dans le cas

des probl�emes discrets, ceux qui nous int�eressent plus particuli�erement ici, nous pouvons encore

distinguer deux classes de m�ethodes : les m�ethodes probabilistes qui d�eterminent le coût moyen

par estimation directe de probabilit�es, et les m�ethodes combinatoires qui d�enombrent le nombre de

donn�ees de taille n, totalisent le coût du programme sur ces donn�ees, et extraient la moyenne par

l'�egalit�e :

coût moyen sur les donn�ees de taille n =

coût total sur les donn�ees de taille n

nombre de donn�ees de taille n

: (1)

Les m�ethodes probabilistes sont surtout utilis�ees pour montrer qu'une propri�et�e est presque

sûrement vraie ou presque sûrement fausse sur les donn�ees de taille n, lorsque n devient grand (on

parle alors de \lois 0-1"). Mais elles permettent aussi l'�enum�eration de structures combinatoires et

l'analyse d'algorithmes, même lorsque l'on ne sait pas calculer le d�enominateur de (1). Par exemple,

dans son livre intitul�e Random Graphs [Bol85], Bollob�as d�etermine [corollaire 17 p. 52] le nombre

L

r

(n) de graphes r-r�eguliers (graphes non orient�es ayant n n�uds �etiquet�es, dont partent r arêtes) :

L

r

(n) �

p

2e

�(r

2

�1)=4

 

r

r=2

e

r=2

r!

!

n

rn=2

:

Plus loin, il montre que le nombre �

g

de couleurs utilis�ees par l'algorithme du \glouton", pour

colorier un graphe non orient�e de n points dont la probabilit�e de chaque arête est 1=2, v�eri�e en

moyenne �

g

log

2

n=n ! 1 presque sûrement [corollaire 11 p. 265]. Ces deux analyses ne sont pas

possibles par les m�ethodes d�ecrites dans cette th�ese. La raison profonde est que les graphes sont

essentiellement des structures non d�ecomposables, alors que les m�ethodes combinatoires d�evelopp�ees

ici s'appliquent essentiellement �a des structures d�ecomposables.

Cependant, les structures de donn�ees utilis�ees en programmation (listes, ensembles, arbres) sont

souvent d�ecomposables. Le point de d�epart des m�ethodes combinatoires pour l'analyse en moyenne

est l'�egalit�e fondamentale (1) lorsque parmi les donn�ees de taille n, toutes sont �equiprobables. Nous

dirons alors que la distribution des donn�ees de même taille est uniforme. L'analyse en moyenne

par un proc�ed�e combinatoire se ram�ene donc �a compter d'une part le nombre de donn�ees de taille

n, et d'autre part le coût cumul�e de l'algorithme sur toutes ces donn�ees. Il existe principalement

deux m�ethodes pour e�ectuer ces calculs : la m�ethode des r�ecurrences et la m�ethode des s�eries

g�en�eratrices.

1 La m�ethode des r�ecurrences

La m�ethode des r�ecurrences est celle que l'on utilise g�en�eralement pour analyser un programme

�a la main. Le premier �a concevoir un syst�eme d'analyse automatique fut Wegbreit en 1975, et

c'est �a partir de cette m�ethode que son syst�eme fut bâti [Weg75]. Aussi certains auteurs parlent

de la m�ethode de Wegbreit, notamment dans le contexte de l'analyse automatique [Zim90]. Le

syst�eme de Wegbreit, Metric, analyse des programmes simples �ecrits en Lisp. L'analyse se fait en

trois phases. La premi�ere phase attribue des coûts aux op�erations �el�ementaires, et calcule le coût

des proc�edures non r�ecursives. La deuxi�eme phase traduit les proc�edures r�ecursives en r�ecurrences
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pour le coût associ�e aux donn�ees de taille n. La troisi�eme phase essaie de r�esoudre ces r�ecurrences

pour obtenir une forme exacte du coût moyen.Metric est donc le premier analyseur automatique

de programmes. En ce qui concerne l'automatisation, la premi�ere phase ne cause aucun probl�eme

puisqu'il su�t de remplacer les appels de proc�edure par leur coût symbolique, les s�equences d'ins-

tructions par des sommes, les op�erations �el�ementaires par des coûts donn�es. La seconde phase est

plus d�elicate car elle n�ecessite de d�eterminer les caract�eristiques qui inuent sur le coût du pro-

gramme. Dans Metric en e�et, ces caract�eristiques sont d�etermin�ees lors de l'analyse, mais les

di��erentes possibilit�es sont �x�ees a priori : ce sont la longueur des listes (nombre d'�el�ements, atomes

ou sous-listes) et leur taille (nombre d'atomes plus somme des tailles des sous-listes). Les �equations

de r�ecurrence obtenues �a l'issue de la seconde phase sont conditionnelles ou non conditionnelles,

suivant qu'elles comprennent des tests (if : : : then : : : else ou when) ou non. Les �equations non

conditionnelles admettent des solutions exactes (le coût ne d�epend que de n). Par contre, pour

les �equations conditionnelles, Wegbreit e�ectue d'un côt�e une analyse du meilleur et du pire des

cas, et de l'autre une analyse en moyenne �a l'aide de s�eries g�en�eratrices. Cette analyse d�epend des

probabilit�es de certaines conditions terminales, comme la probabilit�e qu'une liste soit vide, ou que

son premier �el�ement soit �egal �a une autre liste.

Les id�ees de Wegbreit ont �et�e reprises r�ecemment par mon homonyme allemand Wolf Zimmer-

mann, et �etendues �a l'analyse de complexit�e d'une classe plus riche de programmes, d'o�u le nom

de son syst�eme : Complexa [Zim90]. Complexa analyse des programmes �ecrits dans le langage

STYFL (Simple TYped Functional Language), homologue typ�e de Lisp, et fournit leur coût en

moyenne et dans le cas le pire. Les principaux atouts de Complexa par rapport �a Metric sont

� la capacit�e de g�erer des r�ecurrences conditionnelles dont la condition d�epend de n,

� l'analyse de d�ependance (dependency analysis).

L'analyse de d�ependance s'intercale entre la seconde et la troisi�eme phase. Elle consiste �a combiner

de fa�con lin�eaire les �equations de r�ecurrence conditionnelles a�n de faire disparâ�tre les conditions.

Ainsi, il est parfois possible de poursuivre l'analyse, comme par exemple dans le cas de l'algorithme

QuickSort.

Lors de la troisi�eme phase, il est n�ecessaire de poss�eder un catalogue d'�equations de r�ecurrences,

ainsi que les solutions associ�ees. Les capacit�es du syst�eme d�ependent directement de la vari�et�e

de ce catalogue. En outre, cette m�ethode s'applique bien �a des structures de donn�ees lin�eaires

comme les listes de Lisp ; l'extension �a d'autres types de structures (arbres, ensembles, graphes)

ne semble pas facile. (Du point de vue analytique, des structures de donn�ees non lin�eaires induisent

des r�ecurrences elles-mêmes non lin�eaires, plus di�ciles �a traiter. Par exemple, la version actuelle

du syst�eme de calcul formel Maple ne sait pas r�esoudre des �equations quadratiques du genre

f

n+1

=

P

i

f

i

f

n�i

; f

0

= 1.) Un autre inconv�enient majeur de cette m�ethode est le fait que les

probabilit�es des conditions terminales sont obligatoirement constantes. Or la probabilit�e qu'une

liste soit vide di��ere g�en�eralement d'un point du programme �a l'autre. Par contre, un des int�erêts

de cette m�ethode est le fait que les caract�eristiques r�egissant le coût de l'algorithme sont d�etermin�ees

dynamiquement lors de l'analyse.

Nous revenons ici sur le syst�eme Ace, qui est un autre descendant de Metric, ant�erieur �a

Complexa. Ace e�ectue l'analyse dans le cas le pire de programmes �ecrits dans le langage fonc-

tionnel FP [Met88]. L'une des particularit�es d'Ace est que lors de la seconde phase (traduction

en r�ecurrences), on reste dans le langage FP : la description de l'algorithme et son analyse se font
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dans un seul et même langage. Par exemple, la fonction factorielle s'�ecrit en FP

fact = eq0! "1";

�

o[id; fact o sub1];

et l'�equation de sa complexit�e produite et simpli��ee par le syst�eme est aussi une fonction FP :

Cfact = eq0! "0"; plus1 o Cfact o sub1;

qui donne apr�es application du \principe d'induction r�ecursive"

Cfact = id;

ce qui signi�e que la caract�eristique est l'argument id de la fonction fact (c'est-�a-dire l'entier dont

on calcule la factorielle), et que la complexit�e est lin�eaire. D'autres r�esultats d'analyses e�ectu�ees

par Ace sont : la concat�enation de deux listes a un coût lin�eaire en la longueur de la premi�ere

liste, le tri par s�election a un coût (dans le cas le pire) proportionnel au carr�e de la longueur de la

liste des �el�ements �a trier. Comme ces exemples le montrent, Ace fait une analyse grossi�ere o�u les

constantes de proportionnalit�e sont n�eglig�ees.

Cependant, un grand avantage du syst�emeAce est le principe sur lequel il est bâti : une routine

principale (comme le moteur d'inf�erence des syst�emes experts) qui utilise des r�egles bien pr�ecises

(comme la base de r�egles d'un syst�eme expert). Par exemple, la simpli�cation des programmes FP

s'e�ectue �a l'aide de 14 axiomes (SA1 �a SA14), des transformations exactes sont faites �a l'aide de

3 d�e�nitions r�ecursives (D1 �a D3), et la majoration des coûts utilise 7 types d'approximations (A1

�a A7). Une telle s�eparation facilite l'extension du syst�eme (il su�t d'ajouter de nouvelles r�egles),

ainsi que la preuve de correction du programme, tout en diminuant les risques d'erreur. Cette

philosophie de s�eparation du principe de la m�ethode et des r�egles de transformation se retrouve

dans cette th�ese pour l'analyse en moyenne.

2 La m�ethode des s�eries g�en�eratrices

Cette m�ethode, dont la formulation dans le cadre de l'analyse d'algorithmes est due �a Steyaert

et Flajolet [FS81], utilise comme outil les s�eries g�en�eratrices

2

. Le principe de la m�ethode est le

suivant (cf �gure 3) : dans une premi�ere phase (analyse alg�ebrique), on calcule �a partir de la

d�e�nition des structures de donn�ees, des proc�edures et de la mesure de complexit�e, un ensemble

d'�equations. Ces �equations ont pour inconnues les s�eries g�en�eratrices de d�enombrement des donn�ees

et les s�eries g�en�eratrices de coût des proc�edures (appel�ees descripteurs de complexit�e). Dans une

seconde phase (analyse analytique), on consid�ere les s�eries g�en�eratrices comme des fonctions d'une

variable complexe. Les deux sortes de s�eries sont donc trait�ees de la même fa�con. On extrait �a

partir des �equations un d�eveloppement asymptotique des coe�cients des s�eries g�en�eratrices. Ce

d�eveloppement est suivant le cas celui du nombre de donn�ees de taille n ou celui du coût total de la

proc�edure sur celles-ci, et par cons�equent une simple division donne le coût moyen asymptotique.

Les �equations produites par l'analyse alg�ebrique peuvent aussi être utilis�ees pour calculer le

coût moyen du programme pour une valeur pr�ecise (par exemple n = 100) de la taille des donn�ees.

Lorsque les �equations se r�esolvent, les coe�cients se calculent par simple d�eveloppement de Taylor

2

On attribue usuellement �a Laplace l'usage syst�ematique des s�eries g�en�eratrices comme outil en combinatoire.

Pour une introduction aux s�eries g�en�eratrices, le lecteur pourra consulter [Wil90].
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Figure 3 : Le principe de la m�ethode des s�eries g�en�eratrices.

des formes explicites. Sinon, il faut calculer le d�eveloppement de Taylor de fonctions d�e�nies par

une �equation (par exemple par la m�ethode des coe�cients ind�etermin�es); cela est toujours possible

du fait de l'origine combinatoire des �equations.

2.1 Analyse alg�ebrique

A chaque type de donn�ees est associ�ee une s�erie g�en�eratrice comptant le nombre de donn�ees de

même taille, et �a chaque proc�edure est associ�ee une autre s�erie g�en�eratrice, qui elle cumule le coût

de la proc�edure sur les donn�ees de même taille. Le principe fondamental de l'analyse alg�ebrique est

que la d�e�nition des structures de donn�ees et des proc�edures se traduit directement en �equations

fonctionnelles pour ces s�eries g�en�eratrices, sans passer par des formules de r�ecurrences ou des

formules exactes.

L'int�erêt de cette approche r�eside dans le fait que le coût moyen exact d'un algorithme a

une forme souvent compliqu�ee, comportant des sommations, alors que la s�erie g�en�eratrice associ�ee

s'exprime simplement �a l'aide des fonctions usuelles. Par exemple, la s�erie g�en�eratrice de coût de

l'algorithme QuickSort est

�Q(z) =

2

(1� z)

2

log

1

1� z

: (2)

tandis que l'expression exacte du coût moyen est

�Q

n

= 2

n

X

i=1

n� i+ 1

i

: (3)

De plus, l'�etude asymptotique s'e�ectue plus facilement sur la s�erie g�en�eratrice (2), et conduit en

g�en�eral �a un d�eveloppement asymptotique simple :

�Q

n

= 2n logn+O(n): (4)

L'analyse alg�ebrique (appel�ee aussi m�ethode symbolique) consiste �a transformer la d�e�nition d'un

algorithme en �equations de s�eries g�en�eratrices telles que (2). La m�ethode symbolique regroupe des



10 INTRODUCTION

m�ethodes classiques de manipulation de s�eries g�en�eratrices avec des principes issus de la combina-

toire �enum�erative ; son originalit�e est de partir de correspondances syst�ematiques entre construc-

tions combinatoires et op�erateurs de s�eries g�en�eratrices, et de g�en�eraliser ces correspondances aux

programmes. Cette g�en�eralisation est due �a J.-M. Steyaert et Ph. Flajolet [FS81]. Notamment, la

th�ese d'�etat de J.-M. Steyaert est intitul�ee Structure et complexit�e des algorithmes [Ste84]. L'ana-

lyse alg�ebrique entretient �egalement des liens �etroits avec les travaux sur les s�eries et les langages

formels (Chomsky, Sch�utzenberger), en particulier leur sp�ecialisation aux arbres (Berstel, Reute-

nauer). Un autre courant tr�es proche est celui des esp�eces de structures inspir�e par Joyal, et le

syst�eme Darwin [BC88] qui en est issu (Bergeron, Cartier).

2.2 Analyse asymptotique

Les s�eries g�en�eratrices sont donc un outil pratique, permettant de repr�esenter une suite de

nombres par une seule expression. L'analyse asymptotique montre que le comportement asympto-

tique de ces nombres se lit directement sur la s�erie, consid�er�ee alors comme fonction d'une variable

complexe. Par l�a même, le d�eveloppement asymptotique (4) est obtenu �a partir de (2) sans passer

par la formule exacte (3), et par cons�equent même lorsqu'il n'existe pas de formule exacte simple.

Plus pr�ecis�ement, soit f(z) =

P

f

n

z

n

une fonction de la variable complexe z. Alors si � est le

rayon de convergence de f , les coe�cients f

n

croissent exponentiellement suivant 1=� :

f

n

� �

�n

:

Le facteur de croissance exponentielle des coe�cients de f est donc directement li�e �a la position

des singularit�es de plus petit module de f (dites singularit�es dominantes). Mieux encore, l'�etude

du comportement local de f au voisinage des singularit�es dominantes fournit les facteurs sous-

exponentiels de croissance, par des th�eor�emes de transfert [FO90]. On distingue ainsi quatre phases

dans l'algorithme d'analyse asymptotique [FSZ91] :

1. Radius : d�eterminer le rayon de convergence de f ,

2. Directions : d�eterminer les directions des singularit�es dominantes,

3. Expansion : d�evelopper localement la fonction au voisinage des singularit�es dominantes,

4. Transfer : en d�eduire un d�eveloppement asymptotique des coe�cients f

n

.

Une description d�etaill�ee de ces quatre phases est faite dans la th�ese de B. Salvy [Sal91].

3 Contributions de cette th�ese

Dans cette th�ese, nous �etablissons l'existence de classes enti�eres de programmes se prêtant �a

l'analyse alg�ebrique, et nous indiquons des algorithmes e�caces pour e�ectuer cette analyse. Ainsi

il est possible d'�ecrire un analyseur alg�ebrique �a partir des r�esultats �evoqu�es ici. La d�emarche �a

suivre est la suivante : dans un premier temps on v�eri�e que le programme se trouve bien dans la

classe des programmes que l'on sait analyser automatiquement (chapitre 1), et l'on s'assure �a l'aide

d'algorithmes donn�es dans le même chapitre que le programme est bien fond�e. Lorsque la v�eri�cation

se termine de fa�con positive, on utilise les r�egles du chapitre 2 pour traduire le programme en

�equations de s�eries g�en�eratrices. Si le programme �a analyser manipule des donn�ees �etiquet�ees (par

exemple des entiers), on utilise plutôt les r�egles du chapitre 3. Le chapitre 4 s'av�ere quant �a lui utile
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Figure 4 : La structure g�en�erale du syst�eme �
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.

pour l'analyse de programmes comprenant des fonctions �a nombre �ni de valeurs (par exemple des

fonctions bool�eennes). Chacun de ces quatre chapitres contient de nombreux exemples d'analyse

en moyenne, o�u l'application directe des r�egles donne le r�esultat, d'o�u la d�enomination \th�eor�eme

automatique". Le chapitre 5 est consacr�e plus sp�ecialement �a l'�etude de v�eritables probl�emes ; la

plupart d'entre eux sont trait�es de fa�con semi-automatique, et mettent en �evidence les limitations

(ou les possibilit�es d'extension) de la m�ethode des s�eries g�en�eratrices.

Nous avons implant�e les m�ethodes indiqu�ees par cette th�ese dans le syst�eme d'analyse automa-

tique �

�




, dont la �gure 4 montre le sch�ema g�en�eral. L'analyseur alg�ebrique (ALAS), qui comprend

�a l'heure actuelle 2500 lignes dans le langage Caml, est constitu�e principalement de deux modules :

count qui traduit les sp�eci�cations de types en �equations pour les s�eries g�en�eratrices de d�enom-

brement, et complexity qui traduit les d�e�nitions de proc�edures en �equations de descripteurs de

complexit�e, �a l'aide des mesures de complexit�e (mu). Nous avons �egalement r�ealis�e un module de

r�esolution des �equations produites par l'analyse alg�ebrique (SOLVER). Ce module combine les fonc-

tionnalit�es des fonctions solve et dsolve deMaple pour essayer de d�eterminer une forme explicite

des s�eries de d�enombrement et des descripteurs de complexit�e, tout en �eliminant les solutions ne
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correspondant pas �a des s�eries formelles. L'analyseur analytique (ANANAS) du syst�eme �

�




a

�et�e r�ealis�e par B. Salvy ; il comprend �a l'heure actuelle 14000 lignes dans le langage Maple. Les

deux modules principaux ont equivalent, qui prend en entr�ee une s�erie g�en�eratrice et produit en

sortie un d�eveloppement asymptotique de ses coe�cients, et dividev qui e�ectue la division de

d�eveloppements asymptotiques.

Grâce �a ces implantations, nous pourrons �enoncer dans cette th�ese des th�eor�emes automatiques

et des lemmes automatiques. Nous convenons de quali�er un th�eor�eme (ou un lemme) d'automatique

lorsque le r�esultat �enonc�e est obtenu par application de r�egles g�en�erales, comme celles formul�ees

dans les chapitres 2, 3 et 4 de cette th�ese. Le nombre et la diversit�e de ces th�eor�emes automatiques

prouvent que l'analyse automatique d'algorithmes �a l'aide de s�eries g�en�eratrices est un proc�ed�e

e�ectif.



Chapitre 1

La classe de programmes �

Sapiens nihil a�rmat quod non probat

C

onsid�erons le programme suivant, qui d�etermine le nombre de sommants d'une partition d'en-

tier, o�u une partition de n est une suite d'entiers (i

1

; i

2

; : : : ; i

k

) telle que 1 � i

1

� : : : � i

k

et

i

1

+ � � �+ i

k

= n :

type partition = multiset(entier);

entier = sequence(un, card >= 1);

un = atom(1);

procedure compte_sommants (p : partition);

begin

forall e in p do

count

end;

measure count : 1;

Le but de ce chapitre est de donner une signi�cation pr�ecise �a un tel programme, tandis que le

chapitre suivant d�eterminera son coût moyen. Ici, la partition (1; 1; 2; 7) est repr�esent�ee par l'objet

ff(un); (un); (un;un); (un;un;un;un;un;un;un)gg, et l'�evaluation de la proc�edure compte_sommants

sur cet objet provoque quatre appels de l'instruction �el�ementaire count. Comme l'objet atomique

un est d�e�ni avec une taille 1, la taille de la repr�esentation d'une partition (i

1

; : : : ; i

k

) est exactement

l'entier n = i

1

+ � � �+ i

k

, ici n = 11. D'autre part, comme on a �x�e �a 1 le coût de l'instruction count,

le coût de l'�evaluation de compte_sommants sur la repr�esentation d'une partition est exactement le

nombre k de sommants de celle-ci, ici k = 4. Par cons�equent, le coût moyen de compte_sommants

sur les repr�esentations de taille n est exactement le nombre moyen de sommants des partitions de

l'entier n.

Cet exemple met en �evidence deux caract�eristiques des langages de haut niveau comme Pas-

cal, Lisp ou le langage C. Premi�erement, les donn�ees d'un programme sont construites de fa�con

structur�ee �a l'aide de donn�ees �el�ementaires (entiers, caract�eres, ici l'atome un) et d'un petit nombre

de mod�eles (enregistrements, listes, tableaux). Nous appellerons ces mod�eles des constructeurs. Ici,

le constructeur sequence

1

fabrique des s�equences et le constructeur multiset fabrique des multi-

1

Les noms des constructeurs sont issus de la langue anglaise, et nous convenons d'indiquer les mots �etrangers

13
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ensembles (ensemble avec r�ep�etition). Deuxi�emement, les proc�edures �egalement sont �ecrites de ma-

ni�ere structur�ee, �a l'aide d'instructions �el�ementaires (lecture ou �ecriture d'un caract�ere, addition de

deux mots-machine) et d'un petit nombre de sch�emas de programmation (ex�ecution s�equentielle,

appel de sous-routine, boucles). Ici le sch�ema forall e in p do count permet d'e�ectuer l'instruc-

tion count pour chaque �el�ement du multi-ensemble p (c'est-�a-dire chaque sommant de la partition

associ�ee).

Pour d�e�nir une classe de programmes (ici �), il nous su�t donc de d�e�nir ses constructeurs et

ses sch�emas de programmation. Mais avant d'analyser un programme, il faut d'abord s'assurer que

ce programme n'est pas d�eg�en�er�e, par exemple qu'il ne boucle pas pour certaines donn�ees, auquel

cas le coût moyen ne serait pas d�e�ni. Il faut donc v�eri�er pour la classe de programmes dans

laquelle nous nous pla�cons, que le caract�ere bien fond�e (non d�eg�en�er�e) est d�ecidable. Plutôt que de

faire cette v�eri�cation uniquement pour la classe �, nous d�egageons des conditions su�santes sur

les constructeurs et les sch�emas de programmation pour que le caract�ere bien fond�e soit d�ecidable.

Ces conditions sont �evidemment remplies dans le cas de la classe �.

Le plan de ce chapitre est le suivant : tout d'abord, la section 1.1 pr�esente deux exemples mettant

en �evidence le genre de r�esultats obtenus �a l'aide de cette th�ese. La section 1.2 rappelle ce qu'est

une grammaire, les di��erentes formes qu'elle peut prendre, et y ajoute une notion de taille. Nous

d�e�nissons ensuite dans la section 1.3 les constructeurs qui permettront de fabriquer les donn�ees des

programmes de � (s�equences, ensembles, cycles, etc). La section 1.4 donne des conditions su�santes

sur les constructeurs pour qu'une d�e�nition de donn�ees soit bien fond�ee, et fournit des algorithmes

pour le d�ecider. Cette section �etant relativement technique, on pourra se contenter en premi�ere

lecture du th�eor�eme 1, qui en est le r�esultat principal. Les sch�emas de programmation de la classe

� sont d�e�nis �a la section 1.5, qui �etablit aussi que le caract�ere bien fond�e et la terminaison des

programmes sont d�ecidables dans �. En�n, la section 1.6 d�e�nit le langage Adl qui permet d'�ecrire

les programmes de � sous une forme plus lisible (le programme donn�e en exemple ci-dessus est

�ecrit dans ce langage).

1.1 Deux exemples introductifs

Notre but ici est de pr�esenter �a l'aide de deux exemples, d'une part le langage dans lequel sont

d�e�nis les programmes et leurs donn�ees, d'autre part le genre d'analyses automatiques obtenues.

D�erivation formelle

Voici d'abord un programme qui �ecrit la d�eriv�ee d'expressions form�ees �a partir des entiers 0 et

1, de la variable x, et des op�erateurs d'addition, de multiplication et d'exponentiation.

type expression = zero j un j x j product(plus,expression,expression)

j product(mult,expression,expression) j product(expo,expression);

zero, un, x, plus, mult, expo = atom(1);

procedure di� (e : expression);

begin

case e of

en caract�eres italiques : \sequence" est le mot anglais, sans accent, tandis que \s�equence" est le mot fran�cais, avec

accent.
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zero : write(zero);

un : write(zero);

x : write(un);

(plus,f,g) : begin write(plus); di�(f); di�(g) end;

(mult,f,g) : begin write(plus); write(mult); di�(f); copy(g); write(mult); copy(f); di�(g) end;

(expo,f) : begin write(mult); write(expo); copy(f); di�(f) end;

end

end;

procedure copy (e : expression);

begin

case e of

zero : write(zero);

un : write(un);

x : write(x);

(plus,f,g) : begin write(plus); copy(f); copy(g) end;

(mult,f,g) : begin write(mult); copy(f); copy(g) end;

(expo,f) : begin write(expo); copy(f) end;

end

end;

measure write : 1;

La notation est pr�e�xe : par exemple, l'expression math�ematique

E = x+ e

(1+x)�x

est repr�esent�ee par l'objet plus x expo mult plus un x x, du type expression. La taille de

cet objet est 8 (ici la taille est le nombre de symboles ; la notion de taille sera d�e�nie plus pr�ecis�ement

�a la section 1.2).

La proc�edure diff prend en argument une expression, et �ecrit la repr�esentation pr�e�xe de sa

d�eriv�ee par rapport �a x, en appelant la proc�edure auxiliaire copy pour recopier une expression (ce

qui est n�ecessaire pour d�eriver un produit ou une exponentielle), et l'instruction �el�ementaire write

pour �ecrire chaque mot (zero, un, x, plus, mult, expo). Par exemple, la d�erivation de l'expression

E ci-dessus produira comme r�esultat

plus un mult expo mult plus un x x plus mult plus zero un x mult plus un x un,

c'est-�a-dire

E

0

= 1 + e

(1+x)�x

� ((0 + 1) � x+ (1 + x) � 1):

La d�eclaration measure write : 1 indique que chaque appel �a write coûte une unit�e. Le coût de

l'�evaluation de diff(e) est par suite le nombre d'appels �a write lors de la d�erivation formelle de

l'expression e, c'est-�a-dire le nombre de mots de l'expression d�eriv�ee (20 pour notre exemple).

Voici le premier lemme automatique que nous rencontrons : nous dirons qu'un th�eor�eme (ou un

lemme) est automatique lorsque le r�esultat �enonc�e est obtenu par application de r�egles g�en�erales

comme celles formul�ees dans les chapitres 2 et 3 de cette th�ese.

Lemme automatique 1. Le coût moyen de la proc�edure diff sur les expressions de taille n est

�di�

n

=

[z

n

]�di�(z)

[z

n

]expression(z)

;
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o�u

�di�(z) =

(1� 2z � 12z

2

)

p

1� 2z � 23z

2

� 1 + 3z + 34z

2

4z(1� 2z � 23z

2

)

; (1:1)

expression(z) =

1� z �

p

1�2z�23z

2

4z

; (1:2)

et [z

n

]f(z) est le coe�cient de z

n

dans le d�eveloppement de Taylor de f �a l'origine. En particulier,

les premi�eres valeurs sont �di�

1

= 1, �di�

2

= 4, �di�

3

= 38=7, �di�

4

= 175=19, �di�

5

= 1237=109.

La preuve de ce lemme sera e�ectu�ee au chapitre 2, par application de r�egles �enonc�ees dans le

même chapitre, ce qui justi�e le caract�ere \automatique". En outre, �a partir des expressions (1.1)

et (1.2), l'analyse de singularit�es permet d'obtenir, toujours automatiquement, un d�eveloppement

asymptotique du coût moyen �di�

n

:

Lemme automatique 2. Le d�eveloppement asymptotique suivant est valide :

[z

n

]�di�(z)

[z

n

]expression(z)

=

(1 +

p

6)

q

138�(12�

p

6)

276

n

3=2

+

11(12�

p

6)

276

n+ O(n

1=2

):

La preuve de ce lemme d�ecoule des th�eor�emes �enonc�es dans la th�ese de B. Salvy [Sal91]. La r�eunion

de ces deux lemmes donne le coût moyen asymptotique de la proc�edure diff.

Th�eor�eme automatique 1. Le coût moyen de la proc�edure diff sur les expressions de taille n

est

�di�

n

=

(1 +

p

6)

q

138�(12�

p

6)

276

n

3=2

+

11(12�

p

6)

276

n+ O(n

1=2

):

Graphes connexes monocycliques

Les graphes non orient�es, connexes, et ayant un seul cycle (appel�es ici graphes connexes mono-

cycliques) sont des objets d'�etude classique en th�eorie des graphes al�eatoires [Bol85, page 113]. Le

programme ci-dessous prend en entr�ee un tel graphe, et d�etermine la longueur de son unique cycle.

type c_u_graph = ucycle(tree); % connected unicyclic graph %

tree = product(node,set(tree));

node = Latom(1);

procedure count_trees (g : c_u_graph);

begin

forall t in g do

count;

end;

measure count : 1;
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Lemme automatique 3. La longueur moyenne de l'unique cycle d'un graphe connexe monocy-

clique de n n�uds est

l

n

=

[z

n

]�CT(z)

[z

n

]G(z)

o�u

G(z) =

1

2

[log

1

1� f(z)

+ f(z) +

1

2

f(z)

2

] et �CT(z) =

1

2

[

f(z)

1� f(z)

+ f(z) + f(z)

2

] (1:3)

et f(z) est la s�erie solution de l'�equation

f(z) = ze

f(z)

: (1:4)

La preuve de ce lemme sera faite au chapitre 3. L'analyse asymptotique des expressions (1.3) et

(1.4) est possible de mani�ere automatique.

Lemme semi-automatique 4. Le d�eveloppement asymptotique suivant est valide :

[z

n

]�CT(z)

[z

n

]G(z)

=

r

2

�

n

1=2

+O(1):

Ce lemme n'est que semi-automatique �a cause de certaines insu�sances en l'�etat actuel du syst�eme

de calcul formelMaple ; par contre, comme on le constatera (page 95), le reste de la preuve d�ecoule

de mani�ere syst�ematique de la th�eorie asymptotique d�evelopp�ee dans [Sal91].

Le lecteur attentif aura remarqu�e que dans le programme de d�erivation formelle, les donn�ees

�el�ementaires sont d�e�nies �a l'aide du constructeur atom, alors que dans le programme sur les graphes,

les n�uds sont d�e�nis par le constructeur Latom. Cette l�eg�ere di��erence modi�e compl�etement la

nature des structures de donn�ees : le mot Latom (abr�eviation de Labelled atom en anglais) cr�ee

des atomes portant en plus une �etiquette. Lorsque les donn�ees �el�ementaires sont d�e�nies par le

constructeur atom (resp. Latom), nous dirons que nous sommes en univers non �etiquet�e (resp.

�etiquet�e). Le pr�esent chapitre d�e�nit une classe � de programmes sur des objets non �etiquet�es, qui

s'analysent par les r�egles du chapitre 2, tandis que le chapitre 3 d�e�nit une classe

^

� de programmes

sur des objets �etiquet�es, et �etablit les r�egles d'analyse associ�ees.

1.2 Mots, langages et grammaires

Cette section �etend le concept classique de grammaire (sur des donn�ees lin�eaires ou mots) �a un

concept plus g�en�eral �a l'aide de la notion de constructeur (section 1.2.1). Puis nous montrons qu'on

retrouve les grammaires classiques avec les constructeurs union et produit cart�esien (section 1.2.2).

En�n, nous dotons les grammaires d'une notion de taille (section 1.2.4). Ces grammaires �etendues,

que nous appelons sp�eci�cations, constituent le cadre th�eorique de l'�etude men�ee aux sections 1.3

(d�e�nition d'une classe particuli�ere) et 1.4 (v�eri�cation du caract�ere bien fond�e).
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1.2.1 Grammaires, constructeurs et d�erivation

Nous adopterons la d�e�nition usuelle suivante pour les grammaires.

D�e�nition 1. Une grammaire est un quadruplet (T ;N ; S;P) comprenant

8

>

>

>

<

>

>

>

:

un ensemble T de terminaux,

un ensemble N de non-terminaux,

un symbole d'entr�ee S 2 N ,

un ensemble P de productions.

Nous utiliserons g�en�eralement des lettres minuscules pour repr�esenter les terminaux (dits aussi

atomes) et des lettres majuscules pour les non-terminaux. Les productions de la grammaire servent

�a construire des objets complexes �a partir d'objets �el�ementaires (les atomes) : elles sont de la forme

U ! a ou U ! V

o�u a est un terminal, U et V des non-terminaux, conform�ement �a notre convention sur les majus-

cules, ou bien de la forme

U ! �(R

1

; : : : ; R

k

)

o�u � est un constructeur et R

1

, : : : , R

k

des non-terminaux.

D�e�nition 2. Un constructeur est une r�egle � qui, �a partir d'une s�equence de k objets (r

1

; : : : ; r

k

)

construit un nouvel objet, not�e �(r

1

; : : : ; r

k

). Si R

1

; : : : ;R

k

sont des ensembles d'objets, on note

�(R

1

; : : : ;R

k

) l'ensemble construit par �, au sens usuel de l'extension des op�erateurs aux en-

sembles :

�(R

1

; : : : ;R

k

)

def

=

[

r

1

2R

1

;:::;r

k

2R

k

f�(r

1

; : : : ; r

k

)g:

Lorsque k peut prendre plusieurs valeurs, on dit que � est un multi-constructeur (sinon, c'est un

constructeur d'arit�e �xe) et on note alors, R �etant un ensemble d'objets,

�(R)

def

=

[

k2N

�(R; : : : ;R

| {z }

k

):

Les objets r

j

sont appel�es composantes directes de �(r

1

; : : : ; r

k

). Les composantes au sens large

d'un objet sont lui-même, ses composantes directes, et les composantes au sens large de celles-ci ;

les composantes au sens strict sont les composantes au sens large, except�e l'objet lui-même.

Nous avons d�ej�a rencontr�e des constructeurs dans les trois programmes donn�es en exemple au d�ebut

de ce chapitre : le constructeur d'arit�e �xe product formant des produits, que nous avons utilis�e

pour d�e�nir le type expression du programme de d�erivation formelle, les multi-constructeurs

multiset formant des multi-ensembles, sequence formant des s�equences, ucycle formant des cycles

non orient�es, et set formant des ensembles.

Le produit cart�esien est un constructeur d'arit�e �xe k = 2 : �a partir de deux ensembles A

et B, il permet de d�e�nir l'ensemble produit A � B. Le constructeur sequence, que nous d�e�ni-

rons pr�ecis�ement plus loin, est un multi-constructeur formant des s�equences d'objets : si k 6= 0,

�(r

1

; : : : ; r

k

) = (r

1

; : : : ; r

k

), et si k = 0, le constructeur sequence engendre la s�equence vide (sans
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�el�ement), que nous noterons (). Il faut voir un constructeur comme une fa�con d'assembler des

objets. Le produit cart�esien les assemble de mani�ere lin�eaire, en les ordonnant. Le constructeur

ensemble d�e�ni plus loin assemble les objets sans notion d'ordre. Le constructeur cycle forme des

cycles d'objets. Un multi-constructeur est en quelque sorte la r�eunion de constructeurs d'arit�e �xe

formant des objets de même esp�ece (par exemple, le constructeur \s�equence" est la r�eunion des

constructeurs \s�equence de k objets", pour k 2 N).

Un objet w est d�eriv�e d'un non-terminal W si

1. les composantes terminales de w sont dans T ,

2. il existe une suite de productions de P qui, partant de W , construisent w.

L'ensemble des mots d�eriv�es du symbole d'entr�ee S est le langage d�ecrit par la grammaire. (Nous

ne faisons ici qu'�etendre �a des constructeurs quelconques la notion classique de d�erivation utilis�ee

pour les langages context-free [AU72].) Par exemple, la grammaire

2

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

T = f

0

(

0

;

0

)

0

; �g

N = fS;Rg

P

1

: S ! �

P

2

: S ! RS

P

3

: R! (S)

(la juxtaposition repr�esente la concat�enation des mots) d�ecrit le langage des mots correctement

parenth�es�es ; ainsi, le mot ()(()) est d�eriv�e de la mani�ere suivante

S

P

2

�! RS

P

3

et P

2

�! (S)RS

P

1

;P

3

et P

1

�! ()(S)

P

2

�! ()(RS)

P

3

et P

1

�! ()((S))

P

1

�! ()(()):

Plus le nombre de constructeurs autoris�es dans les productions est grand, plus vari�es sont les objets

d�eriv�es, et donc plus nombreux les langages que l'on peut d�ecrire. Par exemple, avec comme seuls

constructeurs l'union et le produit cart�esien, nous obtenons des langages dits context-free, qui font

l'objet de la prochaine sous-section.

Propri�et�e de croissance

Il d�ecoule de la d�e�nition 2 qu'un constructeur est croissant au sens suivant.

Corollaire 1. Si � est un constructeur d'arit�e �xe k, alors

R

1

� T

1

; : : : ;R

k

� T

k

=) �(R

1

; : : : ;R

k

) � �(T

1

; : : : ; T

k

):

Si � est un multi-constructeur, alors

R � T =) �(R) � �(T ):

2

Dans la th�eorie des langages formels, � repr�esente usuellement le mot vide.
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1.2.2 Grammaires context-free

Une grammaire est dite context-free (ind�ependante du contexte) lorsque les constructeurs au-

toris�es sont l'union

T ! A jB

et le produit cart�esien

T ! AB;

o�u A et B peuvent être des terminaux ou des non-terminaux. De plus, le nombre de termes peut

être quelconque (pas forc�ement 2). La grammaire ci-dessous, qui engendre tous les mots de la forme

r

n

, pour n � 1, est context-free.

(G)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

S ! r

S ! rF

F ! S

F ! SF

(a)

(b)

(c)

(d)

Note : les langages (ensembles de mots) g�en�er�es par les grammaires context-free sont quali��es

�egalement de context-free. On utilise aussi le terme alg�ebrique, avec la même signi�cation, pour les

grammaires et pour les langages ; dans cette th�ese, nous choisissons d'employer le terme context-free

dans les deux cas. Les langages non context-free sont donc ceux qui ne sont g�en�er�es par aucune

grammaire context-free : par exemple le classique langage L

3

= fa

n

b

n

c

n

; n 2 Ng [AU77].

Grammaires ambigu�es

La grammaire (G) d�e�nie ci-dessus est ambigu�e : des arbres de d�erivation di��erents produisent

le même mot. Par exemple, les deux arbres de d�erivation

S

�

r

@

F

S

�

r

@

F

S

r

et

S

�

r

@

F

�

S

r

@

F

S

r

engendrent le même mot rrr. Dans notre exemple, l'ambigu��t�e provient de la production F ! SF ,

car S et F d�erivent tous deux des mots de la forme r

n

. Il su�t pour la lever d'entourer les mots

d�eriv�es de F (par exemple) par des marqueurs. Rempla�cons la production (d) par

F ! xSFy. (d

0

)

Avec cette nouvelle production, les deux arbres de d�erivation ci-dessus engendrent respectivement

rrr et rxrry;

et l'ambigu��t�e a disparu. Les programmes que nous d�e�nirons op�ereront sur les arbres de d�erivation,

et non sur les mots. Ainsi, un objet ayant plusieurs arbres de d�erivation comptera pour autant
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d'objets di��erents. La charge incombe �a l'utilisateur de v�eri�er que la distribution des donn�ees

ainsi d�e�nie correspond bien �a celle qu'il d�esire mod�eliser.

1.2.3 Di��erentes formes d'une grammaire

Forme compacte et forme d�evelopp�ee

Lorsqu'il existe plusieurs d�erivations possibles pour un non-terminal A, nous pouvons repr�esen-

ter cela sous forme compacte :

A! B j C j D;

ou sous forme d�evelopp�ee :

A ! B

A ! C

A ! D:

Par extension, une grammaire est dite sous forme compacte lorsque chaque non-terminal apparâ�t

dans le membre gauche d'une seule production, et sous forme d�evelopp�ee lorsqu'aucun membre

droit ne contient le symbole d'union \j".

Chomsky Normal Form

Une grammaire est dite en Chomsky Normal Form (CNF) lorsque tous les constructeurs d'arit�e

�xe (par exemple le produit cart�esien) sont unaires ou binaires (cf d�e�nition 2). Par exemple, toute

grammaire context-free peut se mettre sous cette forme [AU72]. Il su�t pour cela de remplacer les

productions

A! B

1

j � � � j B

k

o�u k > 2 par k�1 productions binaires, en introduisant de nouveaux non-terminaux A

2

, : : : , A

k�1

:

A ! B

1

j A

2

: : :

A

i

! B

i

j A

i+1

: : :

A

k�1

! B

k�1

j B

k

et de faire de même pour les produits cart�esiens.

1.2.4 Grammaires avec notion de taille

Les grammaires nous permettent de d�e�nir des ensembles d'objets. Ces objets seront les donn�ees

du programme �a analyser. Notre objectif est d'obtenir des analyses de complexit�e en moyenne �a un

param�etre, comme :

Le coût moyen de la proc�edure diff sur les expressions de taille n est

�di�

n

=

(1 +

p

6)

q

138�(12�

p

6)

276

n

3=2

+

11(12�

p

6)

276

n+ O(n

1=2

):
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Par cons�equent, il faut d�e�nir dans chaque programme, la taille des donn�ees. Nous utilisons la

d�e�nition suivante :

D�e�nition 3. Une sp�eci�cation de structures de donn�ees est un quadruplet (T ;N ;P ; j:j), telle que

(T ;N ; S;P) est une grammaire pour un certain non-terminal S, et j:j est une fonction de T dans

N dite fonction de taille. Ainsi la taille d'un terminal a est l'entier jaj donn�e par la sp�eci�cation.

Si d est une structure de donn�ee compos�ee, sa taille, qui est not�ee aussi jdj, est la somme des tailles

de ses composantes directes.

De cette d�e�nition d�ecoulent imm�ediatement deux propri�et�es :

� la taille d'une donn�ee est un entier positif ou nul,

� la taille est additive : pour tout constructeur �, j�(r

1

; : : : ; r

k

)j = jr

1

j+ � � �+ jr

k

j.

Ces deux propri�et�es fondamentales seront indispensables pour l'analyse en moyenne d'algorithmes :

le caract�ere discret permet d'utiliser comme outil de calcul les s�eries g�en�eratrices, et le caract�ere

additif permet d'obtenir des op�erateurs simples pour les constructions ensemblistes. Ainsi, les m�e-

thodes d�evelopp�ees ici ne sont pas utilisables lorsque le param�etre d'analyse (la taille) n'est pas

additif.

Remarque : La propri�et�e d'additivit�e �etant vraie pour tout k, elle est vraie en particulier pour

k = 0, et s'exprime alors sous la forme j�()j = 0. L'objet �(), s'il existe, est l'objet sans composante

d�eriv�e par � ; par exemple, nous avons d�ej�a vu que le constructeur sequence d�erive la s�equence

vide (), et nous verrons plus loin que le constructeur ensemble d�erive l'ensemble vide fg. La taille

des objets sans composante est par cons�equent nulle : j()j = jfgj = 0.

1.3 La classe 


Les grammaires classiques (par exemple context-free) produisent des donn�ees lin�eaires (ou mots).

Dans le langage Pascal, cela correspond aux types d�e�nis par des enregistrements (record),

avec ou sans variante (case). Dans le langage C, ce sont les types d�e�nis �a l'aide de struct et

union. Or les donn�ees manipul�ees par un programme sont en g�en�eral plus complexes : par exemple

un programme de compl�etion op�ere sur des ensembles, un algorithme de fermeture transitive sur

des graphes. Ceci nous a amen�es �a d�e�nir dans la pr�ec�edente section un concept plus g�en�eral

de grammaire, le concept de sp�eci�cation, bas�e sur les notions de constructeur et de taille. Nous

d�e�nissons dans cette section une classe particuli�ere de sp�eci�cations, sur laquelle nous d�e�nirons

par la suite des programmes.

1.3.1 Les constructeurs

Nous introduisons ici des constructeurs autres que l'union et le produit cart�esien, a�n de pouvoir

former des s�equences, des ensembles ou des cycles. Grâce aux d�e�nitions 1 �a 3, ces nouveaux

constructeurs induisent une classe de sp�eci�cations : 
.

S�equences

Le constructeur sequence forme des s�equences d'objets. Dans une grammaire, nous utilisons

comme syntaxe

A! B

�
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pour indiquer que le non-terminal A engendre toutes les s�equences d'�el�ements d�eriv�es de B. Nous

appelons longueur d'une telle s�equence, et nous notons l(�), le nombre d'�el�ements d�eriv�es de B

qu'elle contient. Nous notons les s�equences �a l'aide de parenth�eses, en s�eparant les �el�ements par

des virgules : (a; b; a) repr�esente la s�equence de trois �el�ements dont le premier est a, le second b et

le troisi�eme a ; la s�equence vide est not�ee (). Cette repr�esentation n'introduit pas d'ambigu��t�e, �a

condition de ne pas utiliser les parenth�eses ni la virgule comme symboles terminaux.

Remarque : Les deux productions

A ! ( ) j (B

0

)

B

0

! B j B ; B

0

(1:5)

engendrent exactement les mêmes objets que la production A ! B

�

. L'ajout du constructeur

sequence �a des grammaires utilisant d�ej�a les constructeurs union et produit cart�esien n'augmente

donc pas leur puissance d'expression ; c'est simplement une commodit�e d'�ecriture.

Un corollaire de cette remarque est que les langages d�eriv�es par des grammaires utilisant les

constructeurs union, produit cart�esien, s�equence sont context-free.

Ensembles et multi-ensembles

La production

A! P(B)

signi�e que le non-terminal A engendre tous les ensembles �nis d'�el�ements d�eriv�es de B. Nous

noterons les ensembles �a l'aide d'accolades : fa; bg repr�esente l'ensemble compos�e de deux �el�ements,

a et b ; l'ensemble vide est not�e fg. Ici, il n'y a pas de description �equivalente sous forme de

grammaire context-free : le constructeur ensemble enrichit r�eellement la classe d'objets que l'on

peut cr�eer.

Lorsque l'on autorise le même �el�ement �a apparâ�tre plusieurs fois dans un ensemble, on d�e�nit

alors un ensemble avec r�ep�etition ou multi-ensemble. La production correspondante est

A!M(B)

et un multi-ensemble est not�e par des accolades doubles ff et gg. Par exemple, ffa; b; b; a; bgg repr�esente

le multi-ensemble comprenant deux fois la lettre a et trois fois la lettre b ; le même multi-ensemble

sera not�e aussi ffa

2

; b

3

gg (puisqu'il n'y a pas d'ordre, nous pouvons regrouper les objets identiques).

De même, ffgg repr�esente le multi-ensemble vide ; il ne faut pas le confondre avec ffgg qui est

l'ensemble ayant comme seul �el�ement l'ensemble vide.

Cycles

Les cycles sont essentiellement des s�equences d�e�nies �a une permutation circulaire pr�es. Nous

consid�erons ici uniquement des cycles orient�es repr�esent�es par des crochets [ et ]. La notation

[x

1

; : : : ; x

k

] repr�esente le graphe comportant un arc de x

1

vers x

2

, de x

2

vers x

3

, : : : , de x

k�1

vers

x

k

et de x

k

vers x

1

. Par exemple, [a; b; c], [b; c; a] et [c; a; b] repr�esentent le même cycle orient�e,

en l'occurrence le cycle A de la �gure 1.1. Le cycle orient�e B est repr�esent�e indi��eremment par

[a; c; b] ou [c; b; a] ou [b; a; c]. Ce sont les deux seuls cycles orient�es sur l'ensemble fa; b; cg. Les cycles

orient�es sont d�eriv�es par le constructeur C :

A! C(B):
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 A  B 

ba

c

ba

c

Figure 1.1 : Les deux cycles orient�es A = [a; b; c] et B = [a; c; b] sur l'ensemble fa; b; cg

Remarque : il n'existe pas de cycle vide (sans �el�ement). Le plus petit cycle au sens du nombre

d'�el�ements est donc [a].

Le tableau ci-dessous r�esume les nouvelles constructions et leurs notations.

constructeur notations

s�equence (�)

�

(a; b; a)

ensemble P(�) fa; bg

multi-ensemble M(�) ffa

2

; bgg

cycle orient�e C(�) [a; b; c]

Il ne nous reste plus qu'�a d�e�nir la classe des sp�eci�cations utilisant ces nouvelles constructions.

D�e�nition 4. La classe 
 est l'ensemble des sp�eci�cations en univers non �etiquet�e dont les pro-

ductions utilisent les constructeurs union, produit cart�esien, s�equence, ensemble, multi-ensemble et

cycle orient�e.

Nous avons pr�ecis�e dans cette d�e�nition que l'univers (ensemble des objets que l'on peut cr�eer) est

non �etiquet�e ; le chapitre 3 d�e�nira une classe analogue �a 
 en univers �etiquet�e.

Avant de d�e�nir des programmes sur des sp�eci�cations de 
, il nous faut v�eri�er que celles-ci

sont bien fond�ees.

1.4 Sp�eci�cations bien fond�ees

Parmi les sp�eci�cations que l'on peut d�e�nir, certaines sont d�eg�en�er�ees, et ne se prêtent pas �a

l'analyse en moyenne d'algorithmes. La premi�ere phase de l'analyse d'un programme consiste donc

�a v�eri�er que la sp�eci�cation des structures de donn�ees est bien fond�ee (non d�eg�en�er�ee). Dans la

suite de cette section, nous d�e�nissons ce qu'est une sp�eci�cation bien fond�ee (d�e�nition 5), nous

montrons que pour un certain type de constructeurs (constructeur id�eal), le caract�ere bien fond�e

est d�ecidable, et nous exhibons un algorithme pour le d�ecider (th�eor�eme 1).

Consid�erons la sp�eci�cation

(�

1

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

T = fag

N = fS;Rg

P : S ! a j R R! aS

j:j : jaj = 0
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Cette sp�eci�cation d�ecrit les mots a : : :a form�es �a partir de la seule lettre a. Comme la taille de

a est nulle, tous les mots sont de taille nulle. Le nombre de donn�ees de taille 0 d�ecrites par cette

sp�eci�cation �etant in�ni, nous ne pouvons pas les d�enombrer. D'autre part, si le nombre de donn�ees

de taille n est nul pour tout n, le coût moyen n'est jamais d�e�ni. Pour �eviter de tels cas d�eg�en�er�es,

nous introduisons la d�e�nition suivante.

D�e�nition 5. La valuation d'un non-terminal est la plus petite taille des objets qu'il d�erive :

val(X)

def

= inffjxj; X d�erive xg:

Une sp�eci�cation (T ;N ;P ; j:j) est dite bien fond�ee

3

si pour chaque non-terminal X 2 N :

(i) la valuation de X est �nie,

(ii) pour tout n 2 N, l'ensemble X

n

des objets de taille n d�eriv�es de X est �ni.

Par convention, lorsque X est un non-terminal, nous utiliserons la lettre majuscule calligraphi�ee X

pour l'ensemble des objets d�eriv�es de X , et X

n

pour l'ensemble des objets de taille n ; lorsque X

n

est �ni, son cardinal sera not�e X

n

ou x

n

.

Corollaire 2. Pour tout non-terminal U d'une sp�eci�cation bien fond�ee, il existe une suite d'en-

tiers (u

n

) tels que u

n

= card(U

n

) < +1, o�u U

n

= fu 2 U ; juj = ng.

Par exemple, la production T ! TT ne d�erive �a elle seule aucun objet de taille �nie : une sp�eci�ca-

tion contenant cette production, et aucune autre avec T en membre gauche, n'est pas bien fond�ee,

car la condition (i) n'est pas v�eri��ee. D'autre part, la sp�eci�cation (�

1

) d�e�nie ci-dessus n'est pas

bien fond�ee, puisque S

0

= fa

n

; n � 1g est in�ni : cette fois-ci, c'est la condition (ii) qui est viol�ee.

Par contre, la sp�eci�cation

(�

2

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

T = fag

N = fS;Rg

P : S ! a j R R! aS

j:j : jaj = 1

est bien fond�ee (card(S

1

) = 1 et card(S

n

) = card(R

n

) = 1 pour n � 2). Or la seule di��erence entre

(�

1

) et (�

2

) est la taille de a qui vaut respectivement 0 et 1.

Avant d'analyser un programme, il faudra d�ecider (en un temps �ni) si la sp�eci�cation de ses

donn�ees est bien fond�ee ou non. Pour les grammaires context-free, on sait d�ej�a d�ecider si le langage

d�eriv�e d'un non-terminal est vide ou non [AU72, algorithme 2:7 page 144]. Cela nous permet de

savoir si la valuation de ce non-terminal est �nie. Pour les grammaires context-free avec en plus une

notion de taille, D. H. Greene [Gre83, pages 69-70] d�e�nit les mots \pseudo vides" (pseudo empty

strings) comme �etant ceux dont la taille est nulle. Pour d�eterminer les non-terminaux d�erivant des

mots pseudo vides, il propose d'utiliser les algorithmes de Aho et Ullman, en particulier celui qui

d�etermine si un non-terminal d�erive le mot vide � (c'est-�a-dire un mot de taille nulle lorsqu'il y a

une notion de taille). Ensuite, pour calculer les u

n

= card(U

n

), il d�e�nit une relation d'ordre partiel

sur les non-terminaux : N

i

� N

j

s'il existe une production N

j

! N

i

N

k

(ou N

j

! N

k

N

i

) o�u N

k

3

Le terme \bien fond�e" est utilis�e dans d'autres domaines : en math�ematiques, un ordre (partiel ou total) est bien

fond�e s'il ne poss�ede pas de châ�ne in�nie descendante ; on utilise aussi cette d�e�nition pour les ordres de r�eduction

sur les r�egles de r�e�ecriture [JL86].
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d�erive un mot pseudo vide. Greene ajoute que s'il existe un cycle dans cette relation d'ordre partiel,

alors le d�enombrement n'est pas bien d�e�ni.

Note : Le caract�ere bien fond�e d'une sp�eci�cation s'interpr�ete aussi au niveau des s�eries g�en�eratrices

associ�ees, qui seront d�e�nies au chapitre suivant. Il implique alors qu'il existe une et une seule

solution au syst�eme d'�equations v�eri��ees par les s�eries g�en�eratrices. Le caract�ere bien fond�e d'une

sp�eci�cation �equivaut donc en quelque sorte aux conditions du th�eor�eme des fonctions implicites

pour les s�eries associ�ees. Ce th�eor�eme a �et�e �enonc�e dans le cadre des structures combinatoires par

Andr�e Joyal [Joy81, th�eor�eme 4 page 37].

L'objet de ce qui suit est d'�etendre les r�esultats de Greene �a une classe plus vaste de grammaires,

contenant les grammaires context-free, tout en proposant les algorithmes de d�ecision correspondants.

La v�eri�cation du caract�ere bien fond�e s'e�ectue en deux temps : premi�erement on s'assure que

chaque non-terminal d�erive au moins un objet de taille �nie (condition (i)), puis on v�eri�e que le

nombre d'objets de taille born�ee est �ni (condition (ii)).

1.4.1 Constructeur id�eal

Dans cette section, nous d�e�nissons la notion de constructeur id�eal ; tous les constructeurs

que nous avons vus jusqu'ici (s�equence, ensemble, multi-ensemble, cycle) sont id�eaux. Le r�esultat

principal est le th�eor�eme 1, dont une cons�equence est que le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans


 (corollaire 3). Cette section �etant assez technique, il est conseill�e, en premi�ere lecture au moins,

de passer directement �a la section suivante (page 35), qui d�e�nit des programmes sur 
.

D�e�nition 6. Un constructeur � est id�eal si c'est le constructeur union ou produit cart�esien, ou

si c'est un multi-constructeur qui v�eri�e en plus les conditions suivantes :

1. il existe une fonction f

�

: N [ f1g ! N [ f1g telle que 8Y , val(�(Y )) = f

�

(val(Y )),

2. (2a) (8Y; val(Y ) = 0) card(�(Y)) =1) ou (2b)(8Y; card(Y) <1) card(�(Y)) <1),

3. soient P (n) et Q(n) les deux assertions (exclusives) suivantes,

(

P (n) : tout objet de taille n d�erive par � un objet de taille n,

Q(n) : aucun objet de taille n d�eriv�e par � n'a de composante de taille n ;

pour chaque entier n, l'une des deux assertions est vraie :

8n � 0; (P (n) ou Q(n)),

et pour n assez grand, c'est toujours la même qui est vraie :

9N

�

; (8n � N

�

; P (n)) ou (8n � N

�

; Q(n)).

Remarque 1 : la fonction f

�

est n�ecessairement croissante, �a cause de la croissance du constructeur

� (corollaire 1) : si Y � Z , alors d'un côt�e val(Z) � val(Y ) et de l'autre �(Y) � �(Z) donc

val(�(Z)) = f

�

(val(Z)) � val(�(Y )) = f

�

(val(Y )).

Remarque 2 : les deux assertions (2a) et (2b) sont mutuellement exclusives : il su�t de prendre

Y = fag avec jaj = 0. De plus, si (2a) est vraie, et si val(Y ) = 0, alors �(Y ) d�erive une in�nit�e

d'objets de taille 0. En e�et, si Y

0

est l'ensemble des objets de taille 0 d�eriv�es de Y , alors �(Y

0

)

est in�ni (2a), ne contient que des objets de taille nulle (additivit�e des tailles), et est inclus dans

�(Y) (croissance du constructeur �).
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Remarque 3 : les constructeurs union et produit cart�esien v�eri�ent une condition voisine de la

condition 1 : f

union

(m;n) = min(m;n) et f

product

(m;n) = m+n ; ces deux fonctions sont croissantes

sur N

2

au sens de (m � m

0

et n � n

0

)) f(m;n) � f(m

0

; n

0

).

Les conditions impos�ees �a un constructeur pour être id�eal semblent compliqu�ees, n�eanmoins

elles sont v�eri��ees par les constructeurs que nous avons introduits jusqu'ici :

Lemme 1. Les constructeurs s�equence, ensemble, multi-ensemble et cycle orient�e sont id�eaux.

D�emonstration : Constructeur s

�

equence : v�eri�ons les conditions dans l'ordre de la d�e�ni-

tion :

1. f

�

(n) = f

�

(1) = 0 car Y

�

d�erive toujours la s�equence vide, même si Y ne d�erive rien,

2. le constructeur sequence v�eri�e (2a) : val(Y ) = 0) card(Y

�

) =1,

3. P (n) est vrai pour tout n : j(y)j = jyj.

Constructeur multi-ensemble : les propri�et�es sont les mêmes que pour le constructeur s�e-

quence.

Constructeur ensemble :

1. f

P

(n) = f

P

(1) = 0 car P(Y ) d�erive toujours l'ensemble vide,

2. l'assertion (2b) est v�eri��ee : si card(Y ) = N , alors card(P(Y )) = 2

N

<1,

3. P (n) est vrai pour tout n : jfygj = jyj.

Constructeur cycle orient

�

e :

1. f

C

(n) = n, f

C

(1) =1 car un cycle de taille minimale d�eriv�e de C(Y ) est [y], o�u jyj = val(Y ),

2. l'assertion (2a) est v�eri��ee : val(Y ) = 0) card(C(Y )) =1,

3. P (n) est vrai pour tout n : j[y]j = jyj.

Nous annon�cons tout de suite le th�eor�eme fondamental de cette section :

Th�eor�eme 1. Soit ! une classe de sp�eci�cations dont les productions n'utilisent que des construc-

teurs id�eaux. Le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans !.

Corollaire 3. Le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans 
.

Dans le reste de cette section, nous nous appliquons �a prouver le th�eor�eme ci-dessus.

1.4.2 D�etermination de la valuation des non-terminaux

Lemme 2. Soit ! une classe de sp�eci�cations dont les productions utilisent uniquement des cons-

tructeurs id�eaux. Dans !, la valuation des non terminaux est d�ecidable.

D�emonstration : L'algorithme suivant calcule les valuations des non-terminaux.
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Algorithme A :

Donn�ee : l'ensemble N des non-terminaux de la sp�eci�cation.

R�esultat : v(T ) est la valuation du non-terminal T .

pour chaque atome a, v

0

(a) jaj

pour chaque non-terminal T , v

0

(T ) 1

j  0

r�ep�eter

j  j + 1

pour chaque non-terminal T faire

si T ! R

1

j : : : j R

k

alors

v

j

(T ) min(v

j�1

(R

1

); : : : ; v

j�1

(R

k

))

si T ! R

1

: : :R

k

alors

v

j

(T ) v

j�1

(R

1

) + � � �+ v

j�1

(R

k

)

si T ! �(R) alors

v

j

(T ) f

�

(v

j�1

(R))

�n pour

jusqu'�a ce que v

j

(T ) = v

j�1

(T ) pour chaque non-terminal T

pour chaque non-terminal T , v(T ) v

j

(T )

Apr�es j passages dans la boucle r�ep�eter-jusqu'�a, v

j

(T ) n'est autre que la valuation des mots

d�eriv�es de T en au plus j �etapes. De plus, pour chaque j, v

j

(T ) � v

j�1

(T ) �a cause de la croissance

des fonctions min, + et f

�

. Or v

j

est minor�e par le vecteur (0; : : : ; 0) ; par cons�equent, la suite

(v

j

)

j2N

converge, et l'algorithme termine.

Essayons l'algorithme A sur les sp�eci�cations des programmes donn�es au d�ebut de ce chapitre.

Exemple 1 : La d�e�nition des partitions (page 13) est

type partition = multiset(entier);

entier = sequence(un, card >= 1);

un = atom(1);

soit, en choisissant la lettre P pour partition, E pour entier et u pour un,

8

>

>

>

<

>

>

>

:

P ! M(E)

E ! uF

F ! u

�

juj = 1:

Nous avons remplac�e sequence(un,card>=1) par la production product(un,sequence(un)), et

nous avons introduit un nouveau non-terminal F pour mettre la grammaire en Chomsky Normal

Form.

Appliquons l'algorithme A : les valeurs initiales des valuations sont :

v

0

(P ) =1; v

0

(E) =1; v

0

(F ) =1; v

0

(u) = 1:

Apr�es un passage dans la boucle r�ep�eter-jusqu'�a, les nouvelles valeurs sont

v

1

(P ) = 0; v

1

(E) =1; v

1

(F ) = 0; v

1

(u) = 1;
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puis apr�es un second passage,

v

2

(P ) = 0; v

2

(E) = 1; v

2

(F ) = 0; v

2

(u) = 1;

et le troisi�eme donne les mêmes valeurs. Les valuations sont donc : val(P ) = 0 et val(E) = 1. 2

Exemple 2 : Dans le programme de d�erivation formelle, le type expression est d�e�ni comme suit

type expression = zero j un j x j product(plus,expression,expression)

j product(mult,expression,expression) j product(expo,expression);

zero, un, x, plus, mult, expo = atom(1);

c'est-�a-dire avec des notations �evidentes :

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

E ! z j u j x j E

+

j E

�

j E

e

E

+

! p F

E

�

! t F

E

e

! eE

F ! EE

jzj = juj = jxj = jpj = jtj = jej = 1:

Les valeurs de v

j

pour les non-terminaux sont

v

1

(E) = 1; v

1

(E

+

) =1; v

1

(E

�

) =1; v

1

(E

e

) =1; v

1

(F ) =1;

v

2

(E) = 1; v

2

(E

+

) =1; v

2

(E

�

) =1; v

2

(E

e

) = 2; v

2

(F ) = 2;

v

3

(E) = 1; v

3

(E

+

) = 3; v

3

(E

�

) = 3; v

3

(E

e

) = 2; v

3

(F ) = 2;

et le vecteur v

4

est identique �a v

3

, donc la valuation de E est 1. 2

Exemple 3 :Même si ce chapitre est consacr�e �a l'univers non �etiquet�e, les r�esultats de cette section

s'appliquent aussi �a l'univers �etiquet�e, et notamment l'algorithme A. En anticipant sur la d�e�nition

des constructeurs en univers �etiquet�e, nous pouvons calculer les valuations de la sp�eci�cation des

graphes connexes monocycliques (page 16).

type c_u_graph = ucycle(tree);

tree = product(node,set(tree));

node = Latom(1);

Cette sp�eci�cation s'�ecrit sous forme de grammaire (la lettre o repr�esente le type node) :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

G ! UC(T )

T ! o F

F ! P(T )

joj = 1:

Le constructeur cycle non orient�e v�eri�e val(UC(R)) = val(R), et le constructeur ensemble v�eri�e

val(P(R)) = 0. L'algorithme A donne par cons�equent

v

1

(G) =1; v

1

(T ) =1; v

1

(F ) = 0;

v

2

(G) =1; v

2

(T ) = 1; v

2

(F ) = 0;

v

3

(G) = 1; v

2

(T ) = 1; v

2

(F ) = 0;
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et v

4

= v

3

, donc val(G) = val(T ) = 1. 2

Voici un autre exemple qui nous servira dans la sous-section suivante :

Exemple 4 :

(�

3

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

T = fa; b; cg

N = fS; U; V g

P : S ! a j aUa U ! a j bV V ! S j Uc

j:j : jaj = 1 jbj = jcj = 0

Au d�epart (j = 0), nous avons v

0

(a) = 1, v

0

(b) = v

0

(c) = 0 et v

0

(S) = v

0

(U) = v

0

(V ) = 1. Les

formules donnant v

j

en fonction de v

j�1

sont

v

j

(S) = min(1; 2+ v

j�1

(U))

v

j

(U) = min(1; v

j�1

(V ))

v

j

(V ) = min(v

j�1

(S); v

j�1

(U))

Apr�es une �etape, nous obtenons v

1

(S) = v

1

(U) = 1 et v

1

(V ) =1, puis v

2

(S) = v

2

(U) = v

2

(V ) = 1

et v

3

(S) = v

3

(U) = v

3

(V ) = 1. Nous en concluons que les trois non-terminaux de (�

3

) ont pour

valuation 1. 2

Seule la condition 1 de la d�e�nition d'un constructeur id�eal a �et�e utilis�ee dans la preuve du

lemme 2. Cette condition permet de d�eterminer les valuations sans avoir �a �enum�erer les objets de

taille minimale. Lorsque l'�enum�eration est indispensable, le calcul des valuations devient plus ardu,

comme l'exemple suivant le montre.

Exemple 5 : Soit le constructeur P

2

tel que P

2

(Y ) d�erive les ensembles de cardinalit�e deux, dont

chaque �el�ement est d�eriv�e de Y . La valuation de P

2

(Y ) ne d�epend pas uniquement de celle de Y ,

elle d�epend aussi du nombre d'objets distincts de taille val(Y ), comme les trois exemples suivants

le montrent :

Y ! fa; bg jaj = jbj = 1 P

2

(Y )! ffa; bgg val(P

2

(Y )) = 2;

Y ! fa; bg jaj = 1; jbj= 2 P

2

(Y )! ffa; bgg val(P

2

(Y )) = 3;

Y ! fag jaj = 1 P

2

(Y )! ; val(P

2

(Y )) =1:

La seule relation que l'on peut obtenir a priori entre les deux valuations est une in�egalit�e :

val(P

2

(Y )) � 2val(Y ). Le premier exemple est un cas d'�egalit�e, l'exemple interm�ediaire un cas

d'in�egalit�e stricte, et le dernier exemple montre qu'il n'existe même pas de borne sup�erieure �nie

pour val(P

2

(Y )) ! 2

Ainsi, lorsqu'il n'existe pas de fonction f

�

, il faut recourir �a une m�ethode ad hoc pour d�eterminer

les valuations.

1.4.3 D�etermination du caract�ere bien fond�e d'une sp�eci�cation

Nous savons maintenant calculer la valuation d'un non-terminal, donc nous savons v�eri�er que

chaque non-terminal d�erive au moins un objet de taille �nie (condition (i) de la d�e�nition 5). Pour

v�eri�er la condition (ii), il faut nous assurer que pour tout n, le nombre d'�el�ements de taille n

est �ni. Cette v�eri�cation n'est pas toujours �evidente. Par exemple, dans la sp�eci�cation (�

3

), le

non-terminal S engendre une in�nit�e de mots de la forme ab

n

ac

n

a qui sont tous de taille 3. Cela
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est dû aux productions U ! bV et V ! Uc ; mises bout �a bout, ces deux productions donnent

la châ�ne U ! bV ! bUc. La d�eg�en�erescence provient de ce que U d�erive bUc, o�u b et c sont des

atomes de taille nulle.

Soit � une sp�eci�cation n'utilisant que des constructeurs id�eaux. Pour n 2 N, nous d�e�nissons

la relation d'ordre partiel �

n

entre les non-terminaux de � par V �

n

U lorsque :

� soit U ! V j W ,

� soit U ! V �W et val(W ) = 0,

� soit U ! �(V ) et � v�eri�e l'assertion P (n) de la condition 3 (d�e�nition 6).

Ceci d�e�nit une suite de relations (�

n

)

n2N

. Cette suite est stationnaire car pour chaque multi-

constructeur �, la suite P (n) l'est, et le nombre de multi-constructeurs de � est �ni.

Lemme 3. Soit une sp�eci�cation � utilisant des constructeurs id�eaux et telle que les valuations

des non-terminaux sont �nies, alors �, (�

1

ou �

2

) :

(�) il existe un non-terminal d�erivant une in�nit�e d'objets de même taille,

(�

1

) il existe une production X ! �(Y ) o�u � v�eri�e la condition (2a) et val(Y ) = 0,

(�

2

) il existe un cycle dans un ordre partiel �

n

, et l'un des non-terminaux du cycle d�erive au

moins un objet de taille n.

D�emonstration : Pour cette preuve, nous consid�erons la grammaire de � sous forme compacte.

� ) (�

1

ou �

2

) : supposons que � est vraie, �

1

fausse, et nous allons montrer que �

2

est n�eces-

sairement vraie. Soit X un non-terminal d�erivant une in�nit�e d'objets de taille n : card(X

n

) =1.

Sans restreindre la g�en�eralit�e du probl�eme, nous pouvons imposer �a n d'être le plus petit entier

pour lequel il existe un tel X . La production dont X est le membre gauche est de l'un des types

suivants :

X ! a o�u a est un atome : c'est impossible car fag contient un seul objet,

X ! Y j Z : n�ecessairement card(Y

n

) =1 ou card(Z

n

) =1,

X ! Y � Z : comme n est le plus petit entier ad�equat, n�ecessairement val(Y ) = 0 et

card(Z

n

) =1, ou bien card(Y

n

) =1 et val(Z) = 0,

X ! �(Y ) : les objets de taille n d�eriv�es de X sont form�es �a partir d'objets de taille

inf�erieure ou �egale �a n, d�eriv�es de Y (additivit�e des tailles). Nous noterons Y

�n

l'ensemble de ces objets. Deux cas peuvent se pr�esenter. Soit � v�eri�e (2a) et alors

val(Y ) > 0 (car �

1

est fausse) : si Y

�n

�etait de cardinal �ni N , comme � d�erive au

plus un objet sans composante, on aurait card(X

�n

) � 1+N+N

2

+ � � �+N

n

<1.

Dans le cas o�u � v�eri�e (2b), si Y

�n

�etait �ni, alors �(Y

�n

) et par suite X

�n

seraient

aussi �nis. Dans les deux cas, supposer Y

�n

�ni contredit l'hypoth�ese X

n

in�ni :

Y

�n

est donc in�ni, et Y

n

aussi (hypoth�ese n minimum).

Si � v�eri�ait Q(n), les objets de X

n

seraient d�eriv�es d'objets de Y

<n

, qui est �ni

(hypoth�ese n minimum) ; par le même raisonnement que ci-dessus, �(Y

<n

) serait

�ni, donc X

n

, ce qui serait contradictoire. Par cons�equent, � v�eri�e n�ecessairement

P (n).
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Nous avons montr�e que si X

n

est in�ni, alors il existe un non-terminal Y tel que Y

n

est in�ni et

soit X ! Y j Z, soit X ! Y Z et val(Z) = 0, soit X ! �(Y ) et � v�eri�e P (n). Ceci s'exprime

simplement �a l'aide de l'ordre partiel �

n

: card(X

n

) =1) 9Y; (card(Y

n

) =1) et (Y �

n

X). Les

non-terminaux �etant en nombre �ni, l'ordre partiel �

n

admet forc�ement un cycle.

(�

1

ou �

2

) ) � : lorsque �

1

est vraie, il est �evident que � l'est aussi (X

0

est in�ni). Supposons

maintenant que �

2

est vraie. Soit X l'un des non-terminaux du cycle, d�erivant x de taille n. Soit

Y le non-terminal suivant X dans le cycle (X �

n

Y ), alors Y d�erive un objet de taille n form�e �a

partir de x :

si Y ! X j Z : alors Y d�erive x,

si Y ! X � Z : par d�e�nition de �

n

, val(Z) = 0, donc Z d�erive un objet z de taille

nulle, et Y d�erive (x; z), de taille n,

si Y ! �(X) : d'apr�es P (n), �(fxg) contient au moins un objet de taille n. Par addi-

tivit�e des tailles, x est forc�ement une composante de cet objet.

En continuant ce proc�ed�e le long du cycle, nous formons un objet x

0

de taille n d�eriv�e de X , dont x

est une composante. Au moins l'une des productions du cycle n'est pas une union, sinon la gram-

maire serait ambigu�e, ce que nous avons exclu d�es le d�epart. Il s'ensuit que x est une composante au

sens strict de x

0

(c'est-�a-dire x 6= x

0

). En r�ep�etant ce proc�ed�e, nous pouvons construire une in�nit�e

d'objets di��erents x; x

0

; x

00

; : : : qui sont tous dans X

n

.

Lemme 4. Soit une sp�eci�cation � utilisant des constructeurs id�eaux et telle que les valuations

des non-terminaux sont �nies. Nous supposons en plus que tout non-terminal d�erive un nombre

�ni d'objets de taille strictement inf�erieure �a n, et que la condition (�

1

) du lemme 3 n'est pas

v�eri��ee. Alors pour tout non-terminal X, l'a�rmation \X d�erive au moins un objet de taille n"

est d�ecidable.

D�emonstration : Si n = 0, l'a�rmation est �equivalente �a \val(X) = 0", qui est d�ecidable

(lemme 2). Supposons n > 0. Soit <(X) l'ensemble des non-terminaux Y tels que Y �

�

n

X , o�u

�

�

n

est la clôture transitive de �

n

. Alors X d�erive un objet de taille n si et seulement si l'un des

�el�ements de <(X) d�erive un objet de taille n. Or les objets de taille n d�eriv�es de Y 2 <(X) sont

de trois types :

1. ceux construits �a partir d'objets de taille inf�erieure �a n,

2. ceux construits �a partir d'un objet z de taille n, et �eventuellement d'autres objets de taille

nulle,

3. les atomes produits directement par Y .

Pour les objets du type 2, le non-terminal Z d�erivant z est forc�ement dans <(X) par d�e�nition de

la relation �

n

. Par cons�equent, X d�erive un objet de taille n si et seulement si l'un des �el�ements

de <(X) d�erive un objet de type 1 ou 3. Pour le type 3, la v�eri�cation est facile. Quant au type 1,

il su�t pour chaque Y 2 <(X) de former tous

4

les objets form�es �a partir de composantes de taille

strictement inf�erieure �a n, et de regarder si l'un d'eux est de taille n.

Nous pouvons maintenant prouver le th�eor�eme 1 (�enonc�e page 27), en donnant un algorithme

de d�ecision du caract�ere bien fond�e.

D�emonstration : (th�eor�eme 1)

4

Ils sont en nombre �ni : si U

<n

et V

<n

sont �nis, il en est de même de U

<n

�V

<n

, et de �(U

<n

) si �

1

est fausse.
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Algorithme B:

Donn�ee : une sp�eci�cation � n'utilisant que des constructeurs id�eaux.

R�esultat : vrai si � est bien fond�ee, faux sinon.

1. calculer la valuation de chaque non-terminal �a l'aide de l'algorithme A,

si l'une des valuations est in�nie, renvoyer faux ;

2. pour � v�eri�ant (2a), s'il existe X ! �(Y ) avec val(Y ) = 0, renvoyer faux ;

n 0, N  maxfN

�

g,

3. si n � N , aller en 5,

calculer le graphe de la relation �

n

,

si ce graphe n'admet pas de cycle, aller en 4,

si un non-terminal d'un cycle d�erive un objet de taille n, renvoyer faux ;

4. n n+ 1, aller en 3 ;

5. calculer le graphe de la relation �

N

,

si ce graphe n'admet pas de cycle, aller en 6,

si un non-terminal d'un cycle d�erive un objet de taille � N , renvoyer faux ;

6. renvoyer vrai.

Pour n � N , comme la relation �

n

est stationnaire, on peut faire une v�eri�cation simultan�ee. Pour

cela, on utilise un raisonnement analogue �a celui du lemme 4 pour d�ecider si un non-terminal d�erive

un objet de taille sup�erieure ou �egale �a N .

Exemple 6 : (Partitions) Nous rappelons la grammaire :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

P ! M(E)

E ! uF

F ! u

�

juj = 1:

Appliquons l'algorithme B : (1) les valuations calcul�ees par l'algorithme A (exemple 1 page 28) sont

val(P ) = 0, val(E) = 1 et val(F ) = 0 ; (2) les constructeurs multi-ensemble et s�equence v�eri�ent la

condition (2a), mais val(E) > 0 et val(u) > 0 ; N

M

= N

�

= 0 donc N = 0 ; (5) la seule relation

entre les non-terminaux est E � P . Il n'y a pas de cycle, donc la sp�eci�cation est bien fond�ee.

En fait, nous aurions pu conclure apr�es l'�etape (2). En e�et, la sp�eci�cation des partitions est

explicite, c'est-�a-dire non r�ecursive, en ce sens qu'il n'y a pas de cycle dans les d�e�nitions (P ne

d�epend que de E, qui lui-même ne d�epend que de u), donc a fortiori il ne peut pas y avoir de cycle

dans le graphe de la relation �, qui est un sous-graphe du graphe de d�ependance des non-terminaux.

2

Exemple 7 : (D�erivation formelle) Cet exemple est plus int�eressant car la sp�eci�cation est r�ecur-

sive : le type expression est d�e�ni en fonction de lui-même. A partir de la grammaire

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

E ! z j u j x j E

+

j E

�

j E

e

E

+

! p F

E

�

! t F

E

e

! eE

F ! EE

jzj = juj = jxj = jpj = jtj = jej = 1;
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l'algorithme A nous avait donn�e val(E) = 1, val(E

+

) = val(E

�

) = 3 et val(E

e

) = val(F ) =

2 (exemple 2). L'ordre � ne d�epend pas de n : les relations sont E

+

� E, E

�

� E, E

e

�

E, et il n'y a donc pas de cycle. Nous pouvons le constater aussi sur la forme initiale E !

z j u j x j pEE j t E E j eE : dans chaque produit cart�esien o�u apparâ�t E se trouve aussi

un atome de taille 1, donc E � E. 2

Exemple 8 : (Graphes connexes monocycliques) Voici un autre exemple de sp�eci�cation r�ecursive :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

G ! UC(T )

T ! nF

F ! P(T )

jnj = 1:

Les valuations sont val(G) = val(T ) = 1 et val(F ) = 0 (exemple 3). A nouveau, l'ordre � ne d�epend

pas de n, et les relations sont T � G et T � F : cette sp�eci�cation est bien fond�ee. 2

Exemple 9 : Soit la sp�eci�cation

(�

4

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

A ! C j A� C

B ! A j b

C ! C(B)

jbj = 1:

Le calcul des valuations par l'algorithme A donne val(A) = val(B) = val(C) = 1. La relation �

n

ne

d�epend pas de n puisque tous les constructeurs v�eri�ent P (n) pour tout n, et son graphe comprend

un cycle A �

n

B �

n

C �

n

A. De plus, le non-terminal B d�erive un objet de taille 1, l'atome b. La

sp�eci�cation (�

4

) n'est donc pas bien fond�ee. On constate en e�et que B d�erive b, [b], [[b]], : : : qui

sont tous de taille 1. 2

Tous les constructeurs de 
 v�eri�ent la propri�et�e P (n) pour tout n. Ceci a pour cons�equence que

la relation � ne d�epend jamais de n pour les sp�eci�cations de 
, ce qui simpli�e consid�erablement

l'algorithme B. Il existe n�eanmoins des constructeurs id�eaux qui v�eri�ent Q(n) pour certaines

valeurs de n, comme le constructeur diagonal � : Le constructeur diagonal (not�e �) qui construit

�a partir d'un ensemble Y l'ensemble des paires (y; y), pour y 2 Y , est id�eal :

1. f

�

(n) = 2n, f

�

(1) =1,

2. � v�eri�e (2b) : card(Y ) = N ) card(�(Y )) = N ,

3. � v�eri�e P (0), et Q(n) pour n � 1 : N

�

= 1.

Ainsi, le th�eor�eme 1 nous permet d'enrichir �a volont�e la classe 
 par des constructeurs id�eaux

comme �, en conservant la d�ecidabilit�e du caract�ere bien fond�e.

Exemple 10 : Rempla�cons dans (�

4

) le constructeur cycle par �. Nous obtenons une nouvelle

sp�eci�cation

(�

5

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

A ! C j A� C

B ! A j b

C ! �(B)

jbj = 1:

Les valuations sont val(B) = 1, val(A) = val(C) = 2. Pour n = 0, le graphe associ�e comporte un

cycle, A �

0

B �

0

C �

0

A, mais aucun non-terminal n'engendre d'objet de taille nulle. Pour n > 0,
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le cycle est \cass�e", car � v�eri�e Q(n) (et non plus P (n)). La sp�eci�cation (�

5

) est donc bien

fond�ee. 2

Nous avions d�ej�a remarqu�e que pour un constructeur non id�eal, il pouvait s'av�erer n�ecessaire

pour le calcul des valuations d'�enum�erer les objets d�eriv�es. Il en est de même pour v�eri�er que

chaque non-terminal d�erive un nombre �ni d'objets de taille born�ee, comme le montre l'exemple

suivant (le constructeur P

2

engendre les parties �a deux �el�ements, cf exemple 5).

Exemple 11 :

(�

6

)

8

>

<

>

:

U ! a j b j P

2

(V )

V ! P

2

(U)

jaj = jbj = 0:

Le calcul des valuations donne val(U) = val(V ) = 0 car V contient l'ensemble fa; bg. Modi�ons

l�eg�erement la production de U en introduisant un troisi�eme atome :

(�

7

)

8

>

<

>

:

U ! a j b j c j P

2

(V )

V ! P

2

(U)

jaj = jbj = jcj = 0:

Les valuations sont les mêmes, mais la sp�eci�cation (�

6

) est bien fond�ee, alors que (�

7

) ne l'est

pas. En e�et, dans (�

6

), V d�erive un seul objet, l'ensemble fa; bg, et par suite U ne d�erive que les

atomes a et b.

Par contre, dans (�

7

), V d�erive au moins trois objets, les ensembles fa; bg, fb; cg et fa; cg. En

fait, tous les objets de U et V sont de taille nulle. Supposons que leur cardinal, respectivement u

0

et v

0

, soit �ni. Nous avons alors les �egalit�es u

0

= 3 + v

0

(v

0

� 1)=2 et v

0

= u

0

(u

0

� 1)=2. Puisque

u

0

� 3, la seconde �egalit�e donne v

0

� u

0

, ce qui donne en reportant dans la premi�ere u

0

� 3 + u

0

.

Comme l'hypoth�ese aboutit �a une contradiction, nous concluons que u

0

et v

0

sont in�nis. 2

Ce dernier exemple nous montre que pour des constructeurs non id�eaux, le calcul des valuations,

même lorsqu'il est possible, ne su�t pas pour d�ecider simplement du caract�ere bien fond�e de la

sp�eci�cation.

1.5 Des programmes sur 


Dans la section pr�ec�edente, nous avons d�e�ni une classe 
 de sp�eci�cations, et nous avons

montr�e que le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans 
. Dans cette section, nous d�e�nissons une

classe � de programmes sur 
. Comme pour les sp�eci�cations, nous ne nous int�eressons qu'aux

programmes bien fond�es, et nous montrons que cette propri�et�e est d�ecidable dans � (th�eor�eme 2).

En particulier, la terminaison des programmes est d�ecidable dans � (lemme 6).

1.5.1 Proc�edures et instructions

D�e�nition 7. La d�e�nition d'une proc�edure s'�ecrit P (x : X) := hcorpsi o�u

� P est le nom de la proc�edure,

� x est une variable qui repr�esente l'argument de la proc�edure,

� X est un non-terminal qui repr�esente le type de x,

� hcorpsi est le corps de la proc�edure.
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Un programme est un ensemble de d�e�nitions de proc�edures.

Le corps de la proc�edure est une suite d'instructions, qui sont ex�ecut�ees s�equentiellement lors de

l'�evaluation de la proc�edure. Une instruction est soit une instruction �el�ementaire de coût constant

(par exemple addition de deux entiers de la machine, ou �ecriture d'un caract�ere), soit une instruction

de s�election (appel d'une proc�edure sur une composante), soit une instruction d'it�eration (appel

d'une proc�edure sur toutes les composantes). Les proc�edures que nous �etudierons ont par cons�equent

un seul argument (qui peut n�eanmoins être un produit cart�esien) ; il n'y a pas de variables locales

ni d'a�ectations.

Nous noterons aussi P : X pour indiquer que P prend un argument de type X , lorsqu'il n'est

pas n�ecessaire de pr�eciser le nom de la variable. Nous �etudions �a pr�esent les di��erentes instructions

(ou sch�emas) qui peuvent composer le corps de la proc�edure.

Ex

�

ecution s

�

equentielle : ce sch�ema permet de regrouper plusieurs op�erations dans une même

proc�edure. Nous le retrouvons en Pascal sous la forme des blocs begin : : : end, dans le langage C

sous la forme des blocs f : : : g, en Lisp sous la forme des (progn (: : : )).

P (a : A) := Q(a);R(a) o�u Q : A et R : A.

L'�evaluation de P (a) entrâ�ne celle de Q(a), puis celle de R(a).

Instructions

�

el

�

ementaires : comme nous ne nous int�eressons qu'au coût du programme, il nous

su�t d'un sch�ema pour mod�eliser les instructions �el�ementaires, c'est-�a-dire celles dont le coût est

constant :

P (a : A) := count(�) o�u � 2 N.

Cette d�eclaration indique que le coût d'�evaluation de la proc�edure P est � pour n'importe quelle

donn�ee. Le fait d'imposer �a � d'être entier a bien un sens : le temps d'ex�ecution des instructions

�el�ementaires d'un microprocesseur se compte en nombre entier de cycles d'horloge.

Chaque constructeur induit une instruction (nous dirons aussi sch�ema) de s�election et �even-

tuellement un sch�ema d'it�eration, lorsque les objets comprennent des composantes de même type

(multi-objets).

Union : seul le sch�ema de s�election existe, puisqu'il n'y a qu'une seule composante.

C ! A j B

P (c : C) := c 2 A! Q(c); c 2 B ! R(c) o�u Q : A et R : B.

Lorsque la donn�ee c est dans A, le programme ex�ecute Q(c), sinon R(c). Ce sch�ema est souvent

utilis�e dans les langages de programmation : c'est le proc�ed�e de �ltrage que l'on retrouve dans les

instructions case : : : end de Pascal, switch : : : f : : : g du langage C, et plus g�en�eralement dans

les langages utilisant le pattern-matching.

Produit cart

�

esien : le sch�ema de s�election consiste �a appeler une proc�edure avec comme argu-

ment l'une des composantes du produit cart�esien :

C ! A� B

P (c : C) := c = (a; b)! Q(a) o�u Q : A.
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sch�ema de programmation notation

d�eclaration de proc�edure P (a : A) := hcorpsi

ex�ecution s�equentielle Q(a);R(a)

union s�election c 2 A! Q(c)

produit cart�esien s�election c = (a; b)! Q(a)

liste, ensemble, s�election c = (a

1

; : : : ; a

k

) ! Q(a

rnd(1:::k)

)

multi-ensemble, cycle it�eration c = (a

1

; : : : ; a

k

) ! Q(a

1

); : : : ;Q(a

k

)

test sur la taille jaj � k ! Q(a); jaj > k! R(a)

test sur la longueur l(a) � k ! Q(a); l(a) > k ! R(a)

Figure 1.2 : Les sch�emas de programmation de la classe �

Si a et b sont les composantes du produit cart�esien c, ce programme appelle la proc�edure Q sur a. Ce

sch�ema de programmation est utilis�e par exemple lorsqu'on fait une recherche dans une structure

de donn�ee. Dans ce cas, la recherche peut se limiter �a l'une des composantes. Par contre, dans le

sch�ema d'it�eration, toutes les composantes sont visit�ees, et il est alors n�ecessaire qu'elles soient

du même type pour �evaluer la même proc�edure dessus. Comme le nombre de composantes d'un

produit cart�esien est �ni, le sch�ema d'it�eration se d�eduit des sch�emas d'ex�ecution s�equentielle et de

s�election dans un produit cart�esien, et n'est donc pas un sch�ema de base.

Liste, ensemble, multi-ensemble et cycle : le sch�ema de s�election visite un �el�ement choisi au

hasard. Par exemple pour un ensemble :

C ! P(A)

P (c : C) := c = fa

1

; : : : ; a

k

g ! Q(a

rnd(1:::k)

) o�u Q : A,

o�u rnd(1 : : :k) est un nombre tir�e au hasard uniform�ement dans l'intervalle entier [1; : : : ; k]. Le

sch�ema d'it�eration visite quant �a lui toutes les composantes ; par exemple pour un cycle :

C ! C(A)

P (c : C) := c = [a

1

; : : : ; a

k

]! Q(a

1

); : : : ;Q(a

k

) o�u Q : A.

Pour le constructeur sequence, on d�esire parfois visiter le premier �el�ement, au lieu d'un �el�ement

choisi au hasard. Pour ce faire, il faut d�e�nir la s�equence �a l'aide des constructeurs union et produit

cart�esien comme indiqu�e page 23 (remarque et �equation (1.5)). En fait, nous verrons au chapitre

suivant que ces deux sch�emas sont �equivalents en termes de complexit�e.

Apr�es les sch�emas de s�election et d'it�eration sur les composantes des constructeurs, nous pr�e-

sentons deux sch�emas suppl�ementaires permettant de s�electionner des objets par leur taille, ou par

le nombre de leurs composantes pour un objet cr�e�e par un multi-constructeur.

Test sur la taille : le sch�ema est le suivant :

P (a : A) := jaj � k ! Q(a); jaj > k ! R(a) o�u Q : A, R : A,
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et o�u k est une constante enti�ere positive ou nulle. Cette instruction permet de diriger l'ex�ecution

du programme en fonction de la taille de l'objet a : si celle-ci est inf�erieure ou �egale �a k, Q(a) est

�evalu�e, sinon c'est R(a) qui est �evalu�e.

Test sur la longueur : pour un objet a d�eriv�e par un multi-constructeur, sa longueur l(a) est

le nombre de composantes directes. Le sch�ema ci-apr�es permet de modi�er l'ex�ecution en fonction

de la longueur d'un multi-objet :

P (a : A) := l(a) � k ! Q(a); l(a) > k ! R(a) o�u Q : A et R : A.

Comme pour le test sur la taille, k est une constante enti�ere positive ou nulle ; lorsque la longueur

est inf�erieure ou �egale �a k, on appelle Q sur a, sinon on appelle R.

D�e�nition 8. La classe � est l'ensemble des programmes dont les structures de donn�ees sont

d�e�nies par une sp�eci�cation de 
, et dont les proc�edures sont d�e�nies �a partir d'instructions

�el�ementaires, des sch�emas d'ex�ecution s�equentielle, de s�election dans une union ou dans un produit

cart�esien, de s�election et d'it�eration dans une s�equence, un ensemble, un cycle ou un multi-ensemble,

et des sch�emas de test sur la taille et sur la longueur.

Le tableau de la �gure 1.2 r�esume les sch�emas de programmation de la classe �.

Ainsi, les deux premiers exemples de ce chapitre (calcul du nombre de sommants dans une

partition et d�erivation formelle d'expression) sont dans la classe �. Nous avons d�ej�a vu plus haut

que leurs sp�eci�cations sont dans la classe 
. Il ne nous reste plus qu'�a v�eri�er que les sch�emas

de programmation sont bien ceux de �. Pour cela, nous montrons qu'il est possible d'�ecrire ces

programmes avec les notations de la �gure 1.2. Par exemple, la �gure 1.3 indique la formulation

du programme de d�erivation formelle avec la lettre E repr�esentant le type expression, D la pro-

c�edure diff et C la proc�edure copy. Cette formulation est cependant lourde et trop rigide ; nous

introduirons dans la prochaine section une autre notation, plus souple et plus proche des v�eritables

langages de programmation.

1.5.2 Caract�ere bien fond�e

Nous avons d�e�ni ci-dessus une classe � de programmes, de fa�con syntaxique. La pr�esente

section s'int�eresse de plus pr�es �a la terminaison des programmes de �.

D�e�nition 9. Un programme est dit bien fond�e si

� la sp�eci�cation de ses structures de donn�ees est bien fond�ee,

� pour toute proc�edure P : A, et pour toute donn�ee a 2 A, l'�evaluation de P (a) termine au bout

d'un nombre �ni d'appels de proc�edures.

Lorsque la seconde propri�et�e est vraie, nous dirons que le programme termine. Sinon, nous dirons

qu'il \boucle".

Par exemple, le programme suivant n'est pas bien fond�e : il ne termine pas.

(�

1

)

8

>

<

>

:

X ! a

P (x : X) := Q(x)

Q(x : X) := P (x)
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E ! E

0

j E

1

j E

x

j E

+

j E

�

j E

exp

E

0

! 0

E

1

! 1

E

x

! x

E

+

! (+; E; E)

E

�

! (�; E; E)

E

exp

! (exp; E)

j0j = j1j = jxj = j+ j = j � j = j exp j = 1

D(e : E) := e 2 E

0

! 0; e 2 E

1

! 0; e 2 E

x

! 1;

e 2 E

+

! D

+

(e); e 2 E

�

! D

�

(e); e 2 E

exp

! D

exp

(e)

D

+

(e : E

+

) := e = (+; f; g)! (+; D(f); D(g))

D

�

(e : E

�

) := e = (�; f; g)! (+; (�; D(f); C(g)); (�; C(f);D(g)))

D

exp

(e : E

exp

) := e = (exp; f)! (�; C(e); D(f))

C(e : E) := e 2 E

0

! 0; e 2 E

1

! 1; e 2 E

x

! x;

e 2 E

+

! C

+

(e); e 2 E

�

! C

�

(e); e 2 E

exp

! C

exp

(e)

C

+

(e : E

+

) := e = (+; f; g)! (+; C(f); C(g))

C

�

(e : E

�

) := e = (�; f; g)! (�; C(f); C(g))

C

exp

(e : E

exp

) := e = (exp; f)! (exp; C(f))

Figure 1.3 : La d�e�nition du programme de d�erivation formelle

En e�et, pour une donn�ee quelconque a, P (a) appelle Q(a), qui lui-même appelle �a nouveau P (a),

et ainsi de suite. Annon�cons tout de suite l'objectif de cette sous-section.

Th�eor�eme 2. Le caract�ere bien fond�e des programmes est d�ecidable dans la classe �.

Il ne nous reste plus qu'�a fournir la preuve de ce th�eor�eme.

Les sch�emas d�e�nis pr�ec�edemment conf�erent aux proc�edures la propri�et�e fondamentale suivante :

les proc�edures de � \d�econstruisent" les objets cr�e�es par les constructeurs de 
, mais sans les

modi�er. En d'autres termes, les proc�edures descendent dans l'arbre de d�erivation des objets :

Propri

�

et

�

e de descente : une proc�edure P est dite de descente (resp. descente stricte) si pour

toute donn�ee a de P , tous les appels Q(b) produits par l'�evaluation de P (a) sont tels que b est une

composante au sens large (resp. strict) de a.

Par exemple, la proc�edure d�e�nie par P (x : X) := Q((x; x)) telle que l'�evaluation de P sur

l'objet x entrâ�ne l'�evaluation de Q sur la paire (x; x) ne v�eri�e pas la propri�et�e de descente, car

(x; x) n'est pas une composante de x. Pour peu que Q(y) appelle �a son tour P (y), on voit qu'il

va y avoir une explosion de la taille des donn�ees. La propri�et�e de descente entrâ�ne que tous les

appels issus de P (x) se font sur des composantes de x, donc sur des objets de taille inf�erieure. Pour

s'assurer de la terminaison, il su�ra de v�eri�er que l'on ne peut pas boucler sur des objets de même

taille.
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Lemme 5. Si un programme de � boucle, et que ses structures de donn�ees sont bien fond�ees, alors

il existe un cycle de proc�edures (P

0

; P

1

; : : : ; P

k

= P

0

) ayant toutes le même type, telles que le corps

de P

i

(x) contient un appel P

i+1

(x), pour 0 � i < k.

D�emonstration : Supposons qu'il existe une proc�edure Q

0

et un objet y

0

tels que l'�evaluation de

Q

0

(y

0

) boucle. Il existe donc une s�equence in�nie d'appels (Q

0

(y

0

); Q

1

(y

1

); : : : ; Q

j

(y

j

); : : :) tels que

l'�evaluation de Q

j

sur y

j

entrâ�ne celle de Q

j+1

sur y

j+1

. A cause de la propri�et�e de descente, y

j+1

est une composante de y

j

. De plus, le nombre d'entiers j pour lesquels y

j+1

est une composante au

sens strict de y

j

est n�ecessairement �ni, parce que l'objet initial y

0

est form�e par un nombre �ni de

constructions. Il s'ensuit qu'�a partir d'un certain rang, tous les y

j

sont �egaux. Ensuite, l'existence

d'un cycle d�ecoule de la �nitude du nombre de proc�edures. Il existe donc un objet y et un cycle

(P

0

; P

1

; : : : ; P

k

= P

0

) tel que P

l

(y) appelle P

l+1

(y) pour 0 � l < k.

SoitX

l

le type des arguments de P

l

. Les seuls sch�emas pour lesquels l'�evaluation d'une proc�edure

sur un objet y entrâ�ne celle d'une autre proc�edure sur le même objet sont l'ex�ecution s�equentielle,

la s�election dans une union ainsi que les tests sur la taille et la longueur. Pour les types, cela

correspond respectivement �a X

l

! X

l+1

ou �a X

l

! X

l+1

[ Y

l+1

. Le caract�ere bien fond�e des

structures de donn�ees interdit le sch�ema de s�election dans une union, car on pourrait alors �ecrire

X

0

! X

0

[ Y . Par cons�equent, toutes les proc�edures ont le même type.

Par exemple, la �gure 1.4 montre le graphe des appels associ�e au programme (�

1

). Il est imm�ediat

P Q

Figure 1.4 : Le graphe associ�e au programme (�

1

)

de constater que ce graphe est cyclique. Nous avons �a pr�esent une condition n�ecessaire pour qu'un

programme boucle. Cette condition n'est malheureusement pas su�sante, �a cause des sch�emas de

test sur la taille et sur la longueur. Par exemple, le programme

(�

2

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

A! a

P (a : A) := jaj � 5! R(a); jaj > 5! Q(a)

Q(a : A) := jaj � 3! P (a); jaj > 3! R(a)

R(a : A) := count(1)

comporte bien un cycle P (a)! Q(a)! P (a). Et pourtant ce programme termine, car P appelle Q

lorsque jaj > 5, mais alors Q appelle R, qui termine imm�ediatement. Le même ph�enom�ene advient

pour le sch�ema de s�election en fonction de la longueur. Mais une fois encore, nous sommes sauv�es

par une condition de �nitude.

Lemme 6. La terminaison (halting problem) est d�ecidable dans la classe �, pour les programmes

dont la d�e�nition des structures de donn�ees est bien fond�ee.

D�emonstration : D�e�nissons l'ordre partiel �

n;k

entre deux proc�edures de même type X : si x

est de taille n et de longueur k, et que l'�evaluation de Q(x) entrâ�ne celle de P (x), alors P �

n;k

Q.
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Une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'un programme boucle est qu'il existe deux entiers n

et k et un cycle de proc�edures P �

n;k

Q �

n;k

� � � �

n;k

P de même type X tels que X d�erive au

moins un objet x de taille n et de longueur k. L'aspect n�ecessaire est �evident (il su�t de prendre

pour x l'objet y de la preuve du lemme pr�ec�edent). R�eciproquement, �etant donn�e un tel objet x,

on voit imm�ediatement que P (x) boucle.

Montrons maintenant la d�ecidabilit�e. Comme pour les donn�ees, la suite double (�

n;k

) est sta-

tionnaire : si N et K sont les plus grands entiers apparaissant dans les tests sur la taille et la

longueur respectivement, alors le graphe de (�

n;k

) est constant dans les r�egions (n > N; k > K),

(n �x�e � N; k > K), (n > N; k �x�e � K). Il y a au plus (N + 2)(K + 2) graphes di��erents �a

calculer. Pour chaque graphe, il faut chercher les cycles, et pour chaque cycle de proc�edures de

type X , d�eterminer si X d�erive un objet de taille n (ou > N) et de longueur k (ou > K). Ceci est

d�ecidable lorsque la sp�eci�cation des donn�ees est bien fond�ee (lemme 4).

Par exemple, pour le programme (�

2

), la longueur n'inue pas (on peut consid�erer que K vaut �1),

et N vaut 5. En fait, il n'y a que 3 r�egions �a �etudier : 0 � n � 3, 3 < n � 5 et 5 < n. Pour la

premi�ere r�egion, lorsque la taille de la donn�ee a est inf�erieure ou �egale �a 3, le graphe de la relation

�

n;k

contient un arc de P vers R, et un de Q vers P . Dans la seconde r�egion, il y a un arc de P

vers R et un autre de Q vers R. En�n, dans la troisi�eme r�egion, il y a un arc de P vers Q, et un

autre de Q vers R. Aucun de ces trois graphes n'admettant de cycle, le programme (�

2

) termine.

Grâce �a ce dernier lemme, nous pouvons maintenant prouver le th�eor�eme 2.

D�emonstration : (th�eor�eme 2) La preuve est constitu�ee par l'algorithme ci-dessous, qui d�etermine

si un programme est bien fond�e.

Algorithme C :

Donn�ee : un programme de � (une sp�eci�cation � et un ensemble de proc�edures).

R�esultat : vrai si le programme est bien fond�e, faux sinon.

1. v�eri�er le caract�ere bien fond�e de � par l'algorithme B,

si � n'est pas bien fond�ee, renvoyer faux ;

2. N  plus grand entier apparaissant dans les tests de taille,

K  plus grand entier apparaissant dans les tests de longueur,

3. pour chacune des (N+2)(K+2) r�egions (n = 0 : : :N; n > N ; k = 0 : : :K; k > K) :

pour chaque cycle du graphe de l'ordre partiel �

n;k

d�e�ni au lemme 6 :

soit X le type commun des proc�edures du cycle,

si X d�erive un objet de taille n et de longueur k, renvoyer faux ;

4. renvoyer vrai.

Lorsqu'il n'y a ni test sur la taille, ni test sur la longueur, nous avons N = K = �1 �a l'�etape

(2), et il y a une seule r�egion �a �etudier, donc un seul ordre partiel �. Les programmes calculant le

nombre de sommants d'une partition ou la longueur du cycle d'un graphe connexe monocyclique

sont de \mauvais" exemples pour l'algorithme C : il y a une seule proc�edure, et celle-ci comporte

une seule instruction, qui est du genre forall a in c do count. Le graphe de la relation � ne

contient alors qu'un seul point, et aucun arc, donc ces deux programmes sont bien fond�es.

Le programme de d�erivation formelle est plus int�eressant, puisqu'il comporte deux proc�edures,

diff et copy, qui s'appellent r�ecursivement.
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Exemple 12 : (D�erivation formelle) Comme il n'y a aucun test sur la taille ni sur la longueur, il y

a une seule r�egion �a �etudier. Nous rappelons (cf preuve du lemme 6) que P � Q si (i) P et Q sont

de même type, (ii) l'�evaluation de Q(x) entrâ�ne celle de P (x) (un moyen mn�emotechnique pour

se souvenir du sens de la relation � est de voir le signe � comme la pointe d'une �eche dirig�ee de

la proc�edure appelant vers la proc�edure appel�ee).

procedure di� (e : expression);

begin

case e of

zero : write(zero);

un : write(zero);

x : write(un);

(plus,f,g) : begin write(plus); di�(f); di�(g) end;

(mult,f,g) : begin write(plus); write(mult); di�(f); copy(g); write(mult); copy(f); di�(g) end;

(expo,f) : begin write(mult); write(expo); copy(f); di�(f) end;

end

end;

procedure copy (e : expression);

begin

case e of

zero : write(zero);

un : write(un);

x : write(x);

(plus,f,g) : begin write(plus); copy(f); copy(g) end;

(mult,f,g) : begin write(mult); copy(f); copy(g) end;

(expo,f) : begin write(expo); copy(f) end;

end

end;

Dans le corps de la proc�edure diff, il n'y a aucun appel de proc�edure avec e comme argument, et

il en est de même dans celui de copy. Par cons�equent, le graphe de � ne comprenant aucun arc, le

programme est bien fond�e.

Remarque : Pour d�eriver une exponentielle, �a la place de write(expo); copy(f), nous aurions

pu �ecrire tout simplement copy(e). En ce qui concerne le caract�ere bien fond�e, cela ajouterait un

arc de diff vers copy, mais le programme serait toujours bien fond�e.

2

Exemple 13 :

(�

3

)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

A ! x j B

B ! xA

jxj = 1

P (a : A) := Q(a);R(a)

Q(a : A) := R(a); a 2 B ! S(a)

R(a : A) := a 2 B ! S(a)

S(b : B) := b = (x; a)! P (a)

Le calcul des valuations �a l'aide de l'algorithme A donne val(A) = 1 et val(B) = 2. On v�eri�e

ensuite �a l'aide du lemme 3 que les structures de donn�ees sont bien fond�ees. En�n, il ne reste plus

qu'�a s'assurer que les proc�edures terminent. Comme ce programme ne comporte aucun test sur la
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P Q

S R

Figure 1.5 : Le graphe associ�e au programme (�

3

)

taille ni sur la longueur, il y a un seul graphe �a �etudier. Les relations sont Q � P , R � P et R � Q

(bien que S(a) apparaisse dans la d�e�nition de Q, il ne peut y avoir de relation entre ces proc�edures

car elles ont des types di��erents). Le graphe �etant acyclique (�gure 1.5), le programme (�

3

) est

bien fond�e, et termine pour toute donn�ee. 2

1.6 Adl : un langage pour d�ecrire les algorithmes

Dans cette section, nous introduisons un langage de d�e�nition de programmes. Ce langage, dont

le nom est Adl (Algorithm Description Language, c'est-�a-dire langage de description d'algorithmes

en anglais) permet d'�ecrire tous les programmes de la classe � d�e�nie ci-dessus. Par construction,

ce langage est parfaitement adapt�e pour l'analyse en moyenne d'algorithmes (cf chapitre suivant).

1.6.1 Motivation

Les programmes tels que nous les avons d�e�nis dans la section pr�ec�edente ne ressemblent pas

beaucoup aux programmes d'un langage r�eel tel que Pascal, C ou Lisp. Par exemple, le programme

calculant le nombre de sommants d'une partition s'�ecrit en utilisant les notations de la �gure 1.2 :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

P ! M(E)

E ! u u

�

juj = 1

CS(p : P ) := p = ffe

1

; : : : ; e

k

gg ! count; : : : ; count

Le langage Adl permet d'�ecrire les programmes de la classe � sous une forme plus lisible, plus

proche des langages de programmation, et sans utiliser de caract�eres sp�eciaux. Par exemple, le

programme ci-dessus s'�ecrit en Adl de la fa�con suivante :

type P = multiset(E);

E = sequence(u,card>=1);

u = atom(1);

procedure CS (p : P);

begin

forall e in p do

count
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constructeur notation math�ematique syntaxe Adl

union j j

produit cart�esien � product

s�equence

�

sequence

ensemble P set

multi-ensemble M multiset

cycle orient�e C cycle

atome (de taille k) j � j = k atom(k)

Figure 1.6 : Les constructeurs de la classe 


end;

Cet exemple nous montre qu'un programme Adl comporte deux parties : la d�e�nition des structures

de donn�ees, puis la d�e�nition du programme proprement dit, c'est-�a-dire d'une ou de plusieurs

proc�edures.

1.6.2 D�e�nition des structures de donn�ees en Adl

La d�e�nition des structures de donn�ees commence par le mot-cl�e type, puis comporte une suite

de d�e�nitions correspondant aux productions de la sp�eci�cation sous-jacente. Chaque d�e�nition se

termine par un point-virgule. Comme l'exemple ci-dessus le montre, les �eches (!) de la grammaire

sont devenues des �egalit�es (=), les unions sont toujours d�esign�ees par le symbole \j", le constructeur

produit cart�esien est indiqu�e par le mot product, et les atomes sont mis en �evidence �a l'aide du mot

atom qui permet �egalement de pr�eciser leur taille. Le tableau de la �gure 1.6 indique les notations

Adl correspondant �a chacun des constructeurs �etudi�es jusqu'ici.

1.6.3 D�e�nition des proc�edures en Adl

Une proc�edure commence par le mot-cl�e procedure, puis vient le nom de la proc�edure, le

nom de son argument et son type, comme en Pascal. Le corps de la proc�edure est d�elimit�e par les

mots-cl�es begin et end. Les instructions sont s�epar�ees par des points-virgules (sch�ema d'ex�ecution

s�equentielle). La s�election dans une union s'exprime �a l'aide du mot-cl�e casetype, et la s�election

dans un produit cart�esien �a l'aide du mot-cl�e case, qui permet de surcrô�t de nommer les compo-

santes du produit. La s�election et l'it�eration dans des s�equences, ensembles ou cycles s'expriment

respectivement par les mots-cl�es forone et forall. Le tableau de la �gure 1.7 indique comment

formuler en Adl les sch�emas de programmation de la classe � d�e�nis dans la pr�ec�edente section.

De la souplesse dans les d�e�nitions

Le programme de d�erivation formelle de la page 14 ne v�eri�e pas la d�e�nition stricte du langage

Adl donn�ee ci-dessus. En e�et, si nous examinons de plus pr�es le corps de la proc�edure diff,

procedure di� (e : expression);

begin

case e of
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sch�ema notation math�ematique syntaxe Adl

d�eclaration de proc�edure P (a : A) :=< corps >

procedure P(a : A);

begin

<instruction>

end

ex�ecution s�equentielle Q(a);R(a)

Q(a);

R(a)

union s�election c 2 A! Q(c)

casetype c of

A : Q(c)

end

produit cart�esien s�election c = (a; b)! Q(a)

case c of

(a,b) : Q(a)

end

s�equence, ensemble, s�election c = (a

1

; : : : ; a

k

) ! Q(a

rnd(1:::k)

)

forone a in c do

Q(a)

multi-ensemble, cycle it�eration c = (a

1

; : : : ; a

k

)! Q(a

1

); : : : ;Q(a

k

)

forall a in c do

Q(a)

test sur la taille jaj � k ! Q(a); jaj > k ! R(a)

if size(a) <= k then Q(a)

else R(a)

test sur la longueur l(a) � k ! Q(a); l(a) > k! R(a)

if card(a) <= k then Q(a)

else R(a)

Figure 1.7 : Les sch�emas de programmation de la classe �

zero : write(zero);

un : write(zero);

x : write(un);

(plus,f,g) : begin write(plus); di�(f); di�(g) end;

(mult,f,g) : begin write(plus); write(mult); di�(f); copy(g); write(mult); copy(f); di�(g) end;

(expo,f) : begin write(mult); write(expo); copy(f); di�(f) end;

end

end;

nous constatons que le sch�ema case e of : : : end est utilis�e �a la fois comme sch�ema de s�election

dans une union (les di��erents types d'expressions), et comme sch�ema de s�election dans un produit

cart�esien (pour les sommes, produits et exponentielles). Pour d�e�nir cette proc�edure en respectant

strictement la d�e�nition du langage, il faut red�e�nir le type expression :

type expression = zero j un j x j somme j produit j exponentielle;

somme = plus expression expression;

produit = mult expression expression;

exponentielle = expo expression;

procedure di� (e : expression);

begin

case e of

zero : write(zero);

un : write(zero);

x : write(un);
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somme : di�_somme(e);

produit : di�_produit(e);

exponentielle : di�_exponentielle(e);

end

end;

et d�e�nir �egalement trois autres proc�edures diff_somme, diff_produit et diff_exponentielle

d�erivant respectivement des sommes, des produits et des exponentielles. Cette transformation avait

d'ailleurs d�ej�a �et�e faite pour �ecrire le programme de d�erivation avec les notations \math�ematiques"

de la classe � (�gure 1.3 page 39). Dans les chapitres qui suivent, nous �etudierons des programmes

Adl sous forme non stricte, �a condition qu'ils aient une forme stricte �evidente comme ci-dessus.

1.6.4 Coût des programmes

Il existe plusieurs notions de complexit�e pour un programme. Les notions les plus couram-

ment utilis�ees sont la complexit�e en temps et la complexit�e en espace. Dans ce travail, nous nous

int�eressons uniquement �a une notion de complexit�e additive, repr�esentant par exemple le temps

d'ex�ecution d'un programme sur une machine s�equentielle :

coût[calcul

1

; calcul

2

] = coût[calcul

1

] + coût[calcul

2

]:

A partir de maintenant, le terme \coût" d�esigne une notion de complexit�e additive.

Pour d�e�nir le coût d'un programme, il su�t de sp�eci�er le coût des op�erations de base, comme

l'addition de deux entiers, l'incr�ementation d'un compteur, un branchement pour l'appel d'une

sous-routine, la comparaison de deux caract�eres. Par exemple, sur une machine donn�ee, la routine

d'addition add utilisera deux cycles d'horloge, l'incr�ementation incr d'un compteur de boucle en

utilisera un seul, un appel de sous-routine jsr coûtera cinq cycles, et la comparaison comp de

caract�eres en n�ecessitera trois. Dans le langage Adl, ceci se d�e�nira �a l'aide du mot-cl�e measure

de la fa�con suivante :

measure add : 2; incr : 1; jsr : 5; comp : 3;

La d�e�nition des coûts des instructions �el�ementaires s'interpr�ete de deux mani�eres. Soit on d�esire

connâ�tre le temps d'ex�ecution du programme sur une machine r�eelle, et alors les coûts �el�ementaires

sont les temps d'ex�ecution des instructions de cette machine ; soit on d�esire �etudier une certaine

quantit�e additive li�ee �a l'ex�ecution du programme, et alors on placera des instructions �el�ementaires

�ctives aux endroits strat�egiques, et l'on d�e�nira de fa�con ad�equate leur coût. Illustrons cette

seconde utilisation sur un exemple. Consid�erons �a nouveau le programme de d�erivation d�e�ni au

d�ebut de ce chapitre, et supposons que l'on veuille �etudier non pas le nombre total de symboles

des expressions d�eriv�ees, mais seulement le nombre d'occurrences des op�erateurs binaires plus et

mult. Alors au lieu de measure write : 1, on d�eclarera

measure plus, mult : 1;

et chaque fois que l'un des ces symboles apparâ�tra au cours de l'�evaluation de diff ou de copy, il

sera compt�e un coût d'une unit�e.

Ce mode de sp�eci�cation est tr�es souple, et permet de d�e�nir des mod�eles de complexit�e tr�es

vari�es (quoique tous additifs), comme le nombre d'appels d'une proc�edure donn�ee ou le nombre de

passages en un endroit donn�e du programme.



Chapitre 2

Analyse automatique dans �

In medias res.

Horace, Art Po�etique, 148

D

ans ce chapitre, nous montrons que la classe � se prête �a l'analyse automatique. Plus pr�eci-

s�ement, tout programme de � se traduit, par des r�egles que nous pr�ecisons, en un syst�eme

d'�equations pour des fonctions d'une variable complexe ; �a partir de ces �equations, le coût moyen

du programme sur les donn�ees de taille n s'obtient par des algorithmes de complexit�e polynomiale

en n (section 2.3). De plus, ces �equations permettent d'obtenir ult�erieurement un d�eveloppement

asymptotique du coût moyen lorsque n tend vers l'in�ni [Sal91].

Le programme suivant d�etermine la longueur de cheminement d'un arbre binaire, c'est-�a-dire la

somme des distances de chaque n�ud �a la racine de l'arbre. La longueur de cheminement intervient

souvent dans le coût d'algorithmes sur des arbres ; par exemple si l'arbre est la repr�esentation

pr�e�xe d'un dictionnaire, la longueur de cheminement est la taille qu'aurait le dictionnaire si l'on

�ecrivait les mots l'un �a la suite de l'autre.

type tree = node j product(node, tree, tree);

node = atom(1);

procedure size (t : tree);

begin

case t of

node : count;

(node,u,v) : begin count; size(u); size(v); end;

end;

end;

procedure pathlength (t : tree);

begin

case t of

node : nil;

(node,u,v) : begin size(u); size(v); pathlength(u); pathlength(v) end;

end;

end;

measure count : 1;

47
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L'analyse alg�ebrique d'un tel programme s'e�ectue en deux phases. En premier lieu, la sp�eci�cation

des structures de donn�ees (type : : : ) se traduit en des �equations pour les s�eries g�en�eratrices associ�ees

aux di��erents types. Si T (z) est la s�erie du type tree, et N(z) la s�erie du type node, il s'ensuit

dans le cas de notre exemple :

(

tree = node j product(node; tree; tree);

node = atom(1);

=)

(

T (z) = N(z) +N(z)T (z)

2

;

N(z) = z:

(2:1)

Les r�egles qui permettent de passer automatiquement de la premi�ere partie du programme Adl

(d�e�nition des types) au syst�eme d'�equations (2.1) sont l'objet de la section 2.1.

En second lieu, les d�e�nitions de proc�edures se traduisent en �equations pour les s�eries g�en�era-

trices de coût associ�ees aux proc�edures (descripteurs de complexit�e). Si l'on note �S(z) le descrip-

teur de complexit�e de la proc�edure size, et �P (z) celui de pathlength, la correspondance est la

suivante :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

procedure size(t : tree);

case t of

node : count;

(node; u; v) : begin count;

size(u); size(v) end

end

procedure pathlength(t : tree);

case t of

node : nil;

(node; u; v) : begin size(u); size(v);

pathlength(u); pathlength(v) end

end

=)

8
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:

�S(z)

=

N(z)

+N(z)T (z)

2

+2N(z)T (z)�S(z)

�P (z)

=

0

+2N(z)T (z)�S(z)

+2N(z)T (z)�P (z)

(2:2)

La section 2.2 indiquera quelles sont les r�egles qui autorisent l'automatisation de cette traduction.

Pour les programmes de la classe �, nous verrons qu'il est toujours possible d'obtenir les sys-

t�emes (2.1) et (2.2). Ensuite, deux cas peuvent se pr�esenter :

� les �equations se r�esolvent �a l'aide des fonctions usuelles (+, �, �, =,

p

, exp, log, : : : ) : c'est

le cas explicite ;

� il n'y a pas de forme explicite pour les s�eries g�en�eratrices ou pour les descripteurs de com-

plexit�e : c'est le cas implicite.

Pour le programme calculant la longueur de cheminement dans un arbre binaire, nous sommes dans

le cas explicite. Les syst�emes (2.1) et (2.2) se r�esolvent en e�et :

N(z) = z; T (z) =

1�

p

1� 4z

2

2z

;

�S(z) =

�1 + 4z

2

+

p

1� 4z

2

2z(1� 4z

2

)

; �P (z) =

1� 2z

2

�

p

1� 4z

2

z(1� 4z

2

)

:

Ces s�eries g�en�eratrices renferment toutes les informations n�ecessaires sur la complexit�e en moyenne

du programme. Nous pouvons les utiliser de deux fa�cons :
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analyse exacte : l'extraction des coe�cients de z

n

dans les s�eries g�en�eratrices donne le coût

moyen exact du programme sur les donn�ees de taille n. Dans le cas explicite, cette extraction

se fait sans e�ort �a l'aide d'un bon syst�eme de calcul formel e�ectuant des d�eveloppements

de Taylor (par ex. Maple). Ainsi la longueur de cheminement moyenne des arbres binaires

de 101 n�uds (tels que d�e�nis, les arbres binaires sont tous de taille impaire) est

�P

101

=

266961543198714293870175496330

247282707219520081702971807

' 1079:580316:

Dans le cas implicite, l'extraction se fait �a partir des �equations, mais le nombre d'op�erations

�a e�ectuer pour d�eterminer le coût moyen exact demeure polynomial en n (section 2.3).

analyse asymptotique : l'analyse des singularit�es des s�eries g�en�eratrices, consid�er�ees alors com-

me fonctions de la variable complexe z, r�ev�ele le comportement asymptotique du coe�cient de

z

n

lorsque n tend vers l'in�ni. Cette analyse peut se faire aussi bien sur les formes explicites

que sur les �equations. Pour une sous-classe importante de �, il est donc possible de d�eterminer

automatiquement un d�eveloppement asymptotique du coût moyen. Par exemple, la longueur

de cheminement d'un arbre binaire de n n�uds vaut en moyenne

�P

n

=

r

�

2

n

3=2

+O(n):

Mais l'analyse asymptotique des fonctions d'une variable complexe constitue �a elle seule un

vaste sujet de recherche ; aussi nous renvoyons le lecteur �a la th�ese de B. Salvy [Sal91] pour

de plus amples informations.

En r�esum�e, l'analyse alg�ebrique ram�ene l'analyse en moyenne sur les donn�ees de taille n d'un

coût exponentiel en n (en �evaluant le programme sur toutes les donn�ees de taille n) �a un coût

polynomial (calcul du coe�cient de z

n

dans une s�erie g�en�eratrice) ; l'analyse asymptotique permet

de passer d'un coût polynomial (pour calculer la complexit�e moyenne exacte) �a un coût constant

(pour calculer un �equivalent de la complexit�e moyenne lorsque n tend vers l'in�ni).

2.1 Analyse des structures de donn�ees

Les constructeurs de la classe 
 ont une propri�et�e particuli�ere : le nombre d'objets de taille

donn�ee d�eriv�es par une production X ! �(Y; Z; : : :) d�epend uniquement du nombre d'objets de

taille inf�erieure d�eriv�es par Y et Z, et non de la nature de ces objets. Grâce �a cette propri�et�e

fondamentale, pour compter les objets, il nous su�t de connâ�tre les suites de d�enombrement.

D�e�nition 10. La suite de d�enombrement associ�ee �a un ensemble X est la suite (X

n

)

n2N

, o�u

X

n

est le nombre d'objets de taille n de X. Un constructeur � est dit admissible si la suite de

d�enombrement de

X ! �(Y; Z)

ne d�epend que des suites de d�enombrement de Y et Z.

Par exemple, si A ! B � C, alors un objet de taille n de A a une composante de taille k dans B

et une de taille n � k dans C, d'o�u

A

n

=

n

X

k=0

B

k

C

n�k

: (2:3)
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L'entier A

n

d�epend uniquement des entiers B

k

et C

k

, pour 0 � k � n, donc le constructeur

produit cart�esien est admissible. La relation (2.3) s'�ecrit de mani�ere plus concise en termes de s�eries

g�en�eratrices.

D�e�nition 11. La s�erie g�en�eratrice ordinaire

1

associ�ee �a un ensemble A est

A(z) =

X

a2A

z

jaj

=

1

X

n=0

A

n

z

n

:

�

Etant donn�e un ensemble A de structures combinatoires dont on connâ�t la s�erie g�en�eratrice ordi-

naire A(z), le nombre de structures de taille n est donn�e par le coe�cient de z

n

dans A(z), not�e

usuellement [z

n

]A(z). En termes de s�eries g�en�eratrices, l'�equation (2.3) devient tout simplement

A(z) = B(z)C(z):

En r�esum�e, la production A! B�C se traduit dans le domaine des s�eries g�en�eratrices ordinaires

par l'�equation A(z) = B(z)C(z). Nous noterons cette correspondance par une r�egle, en l'occurrence :

A! B � C

A(z) = B(z)C(z):

2.1.1 Constructions de base

Comme annonc�e plus haut, les constructeurs de la classe 
 sont tous admissibles, et les r�egles

correspondantes sont indiqu�ees ci-dessous. Les r�egles 1 �a 6 sont classiques (voir par exemple [Zim88]

ou [VF90]). La r�egle 7 (cycle orient�e) est quant �a elle d�emontr�ee dans [Rea61], et une preuve

combinatoire est donn�ee dans [FS91].

R�egle 1. (Atome)

type A = atom(k);

A(z) = z

k

D�emonstration : A(z) = z

jatom(k)j

= z

k

.

R�egle 2. (Union)

type A = B j C;

A(z) = B(z) + C(z)

D�emonstration : A(z) =

P

a2A

z

jaj

=

P

b2B

z

jbj

+

P

c2C

z

jcj

= B(z) + C(z).

R�egle 3. (Produit cart�esien)

type A = product(B;C);

A(z) = B(z)C(z)

1

Il existe d'autres sortes de s�eries g�en�eratrices : les s�eries exponentielles utilis�ees dans le prochain chapitre, les

s�eries de Dirichlet utilis�ees dans l'annexe A, les s�eries Eul�eriennes, les s�eries doublement exponentielles, les s�eries

chromatiques [Sta78]. Dans ce chapitre, nous dirons simplement s�erie g�en�eratrice en parlant de s�erie g�en�eratrice

ordinaire.
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D�emonstration :

P

a2A

z

jaj

=

P

(b;c)

z

j(b;c)j

=

P

(b;c)

z

jbj+jcj

= (

P

b2B

z

jbj

)(

P

c2C

z

jcj

).

R�egle 4. (S�equence)

type A = sequence(B);

A(z) = Q(B(z))

o�u Q(f) =

1

1�f

.

D�emonstration : A(z) =

X

k�0

X

b

1

;:::;b

k

2B

z

j(b

1

;:::;b

k

)j

=

X

k�0

X

b

1

;:::;b

k

2B

z

jb

1

j+���+jb

k

j

=

X

k�0

B(z)

k

.

R�egle 5. (Ensemble)

type A = set(B);

A(z) = 	

S

(B)(z)

o�u

	

S

(f)(z) = exp(

f(z)

1

�

f(z

2

)

2

+

f(z

3

)

3

� � � �):

D�emonstration : L'ensemble B �etant d�enombrable (caract�ere bien fond�e, condition (ii) de la

d�e�nition 5), il existe une bijection ' : N ! B. Associons alors �a chaque �el�ement E = fb

1

; : : : ; b

k

g

de A la s�equence in�nie (e

0

; e

1

; e

2

; : : :), o�u si l'�el�ement b = f'(n)g est dans E, alors e

n

= fbg, sinon

e

n

= fg. Nous d�e�nissons ainsi une bijection entre l'ensemble A et un produit cart�esien in�ni

A �

Y

b2B

(fg [ fbg) ; (2:4)

et de plus cette bijection conserve la taille. Par les r�egles 2 et 3, il s'ensuit

A(z) =

Y

b2B

(1 + z

jbj

) =

Y

n�1

(1 + z

n

)

B

n

:

La forme donn�ee par la r�egle s'obtient par passage au logarithme, d�eveloppement en s�erie des

logarithmes et interversion des sommes :

logA(z) =

X

n�1

B

n

log(1 + z

n

) =

X

n�1

B

n

X

k�1

(�1)

k+1

k

z

kn

=

X

k�1

(�1)

k+1

k

B(z

k

).

R�egle 6. (Multi-ensemble)

type A = multiset(B);

A(z) = 	

M

(B)(z)

o�u

	

M

(f)(z) = exp(

f(z)

1

+

f(z

2

)

2

+

f(z

3

)

3

+ � � �):

D�emonstration : La d�emonstration est similaire �a celle ci-dessus. On �etablit d'abord une bijection

conservant la taille :

A �

Y

b2B

(fg [ fbg [ fb; bg [ � � �) ; (2:5)
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puis on utilise les r�egles 2 et 3 pour passer aux s�eries g�en�eratrices :

A(z) =

Y

b2B

1

1� z

jbj

=

Y

n

1

(1� z

n

)

B

n

:

Le passage au logarithme donne la forme exponentielle indiqu�ee.

Il faut ici noter l'importance des formules (2.4) et (2.5) : elles montrent que les constructions en-

semble et multi-ensemble se d�eduisent de l'union et du produit cart�esien (in�nis). Ces bijections

nous serviront par la suite, pour d�eterminer le coût de proc�edures dont les donn�ees sont des en-

sembles ou des multi-ensembles.

R�egle 7. (Cycle orient�e)

type A = cycle(B);

A(z) = 	

C

(B)(z)

o�u

	

C

(f)(z) =

X

k�1

�(k)

k

log

1

1� f(z

k

)

(� est la fonction d'Euler : �(k) est le nombre d'entiers positifs inf�erieurs �a k et premiers avec k :

�(1) = 1; �(2) = 1; �(3) = 2; �(4) = 2; �(5) = 4; : : :).

D�emonstration : Voir la section A.2 de l'annexe A.

Ainsi, la classe 
 (sp�eci�cations en univers non �etiquet�e dont les productions utilisent les construc-

teurs union, produit cart�esien, s�equence, ensemble, multi-ensemble et cycle orient�e) se prête �a

l'analyse automatique par les r�egles 1 �a 7 :

Th�eor�eme 3. Toute sp�eci�cation de 
 (cf d�e�nition 4) se traduit en un syst�eme d'�equations pour

les s�eries g�en�eratrices ordinaires associ�ees aux structures de donn�ees. Les �equations de ce syst�eme

sont form�ees �a partir de 1 et z par application des op�erateurs +, �, Q, 	

C

, 	

S

et 	

M

.

Nous appellerons UR l'ensemble des fonctions solutions de tels syst�emes, en conformit�e avec la

notation introduite dans l'article [FSZ91] (UR est l'abr�eviation de Unlabelled Recursive, c'est-�a-dire

non �etiquet�e r�ecursif). Les op�erateurs 	

C

, 	

S

et 	

M

correspondant aux cycles orient�es, ensembles

et multi-ensembles sont appel�es op�erateurs de P�olya.

D�emonstration : Le syst�eme d'�equations �evoqu�e dans l'�enonc�e s'obtient par application des

r�egles 1 �a 7, qui s'�ecrivent bien �a l'aide des op�erateurs cit�es.

Exemple 14 : (Arbres binaires) Nous pouvons maintenant justi�er les �equations des s�eries de

d�enombrement de l'exemple introductif de ce chapitre (longueur de cheminement). La sp�eci�cation

des arbres binaires �etait :

type tree = node j product(node, tree, tree);

node = atom(1);

Soit T (z) la s�erie g�en�eratrice ordinaire du type tree, et N(z) celle du type node : les r�egles 1

(atomes), 2 (union) et 3 (produit cart�esien) s'appliquent ici, pour donner les �equations

T (z) = N(z) +N(z)T (z)

2

; N(z) = z:
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Apr�es substitution de N(z), nous obtenons pour T (z) une �equation du second degr�e ; l'une des

solutions de cette �equation est in�nie en z = 0, donc ne peut pas être une s�erie de d�enombrement,

pour laquelle la valeur en 0 est le nombre d'objets de taille z�ero. L'autre solution est

T (z) =

1�

p

1� 4z

2

2z

:

2

Exemple 15 : Grâce aux trois premi�eres r�egles, nous pouvons calculer la s�erie g�en�eratrice E(z)

associ�ee au type expression du programme de d�erivation formelle (page 14) :

type expression = zero j un j x j product(plus,expression,expression)

j product(mult,expression,expression) j product(expo,expression);

zero, un, x, plus, mult, expo = atom(1);

Tous les atomes �etant de taille 1, par la r�egle 1, la s�erie associ�ee est z. Convenons de noter �

a

la

s�erie associ�ee �a l'atome a :

�

zero

(z) = �

one

(z) = �

x

(z) = �

plus

(z) = �

mult

(z) = �

expo

(z) = z;

et par exemple la production product(mult,expression,expression) se traduit d'apr�es la r�egle 3

en �

mult

(z)E

2

(z). En utilisant la r�egle 2, nous obtenons alors

E(z) = �

zero

(z) + �

one

(z) + �

x

(z) + �

plus

(z)E

2

(z) + �

mult

(z)E

2

(z) + �

expo

(z)E(z):

Apr�es substitution et simpli�cation, nous trouvons l'�equation

E(z) = 3z + zE(z) + 2zE

2

(z): (2:6)

La r�esolution de cette �equation du second degr�e permet de d�eterminer une forme explicite pour la

s�erie E(z) :

E(z) =

1� z �

p

1�2z�23z

2

4z

: (2:7)

2

L'exemple suivant est un cas o�u il n'y a pas de forme explicite simple �a l'aide des fonctions

usuelles.

Exemple 16 : (Arbres g�en�eraux non planaires) Un arbre est dit g�en�eral lorsque le nombre de ses

sous-arbres est variable, et il est dit non planaire lorsque les sous-arbres ne sont pas ordonn�es.

Ainsi, un arbre g�en�eral non planaire est un n�ud auquel est rattach�e un ensemble de k sous-arbres

(k � 0) pouvant être identiques, c'est-�a-dire en fait un multi-ensemble. Lorsque k = 0, l'arbre est

une feuille :

type gentree = node multiset(gentree);

node = atom(1);

La s�erie ordinaire G(z) des arbres g�en�eraux non planaires v�eri�e donc l'�equation

G(z) = ze

G(z)+

G(z

2

)

2

+

G(z

3

)

3

+���

: (2:8)

Même si elle ne donne pas une forme explicite pour G(z), cette �equation permet de calculer son

coe�cient de z

n

, c'est-�a-dire le nombre d'arbres g�en�eraux de taille n, en temps polynomial en n
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(voir section 2.3). De surcrô�t, l'analyse asymptotique de G(z) est possible �a partir de (2.8) par la

m�ethode g�en�erale expos�ee dans la section 5.5). 2

A elle seule, la classe 
 permet de mod�eliser des probl�emes dont la solution est non triviale,

comme le lecteur pourra le constater en consid�erant l'exemple qui suit (probl�eme num�ero 18 du

CookBook 1989 [FSZ89a]).

Exemple 17 : Le probl�eme pos�e par Steven Bird, de l'universit�e de sciences cognitives d'Edimbourg

(

�

Ecosse) est le suivant [Bir89] :

The recursively defined function:

f(m,n) = f(m,n-1) + f(m-1,n-1) + f(m-1,n) (m,n > 1)

f(m,1) = f(1,n) = 1

is the number of ways of drawing straight lines between a row consisting of

m points and a row of n points so that (i) each point has at least one line

coming from it, and (ii) no lines cross. The function f(m+1,n+1) is also the

number of ways of extending a partial ordering: a<a1<...<am<b, a<b1<...<bn<b

to a total ordering (allowing for the possibility that ai=bj for some i,j).

It appears that the function g(m) = f(m,n) is a polynomial of degree n-1.

The function f(n,n) is exponential, tending towards (2 + 8^1/2)^n.

Is there a non-recursive definition for f? Failing that, is there a recursive

definition for f(n,n)? Here is what f looks like for small values of m & n.

2 3 4 5 6 7 8 9

2 3

3 5 13

4 7 25 63

5 9 41 129 321

6 11 61 231 681 1683

7 13 85 377 1289 3653 8989

8 15 113 575 2241 7183 19825 48639

9 17 145 833 3649 13073 40081 108545 265729

Nous nous proposons de r�epondre �a la question \Y a-t-il une d�e�nition r�ecursive pour f(n; n) ?"

en construisant un type de la classe 
 dont le nombre d'objets de taille n est exactement f(n; n).

D�e�nissons d'abord g(m;n) = f(m + 1; n + 1). La r�ecurrence v�eri��ee par g est la même que

celle de f , seules les conditions initiales sont modi��ees :

(

g(m;n) = g(m;n� 1) + g(m� 1; n� 1) + g(m� 1; n) pour m;n > 0

g(m; 0) = g(0; n) = 1

A la vue de ce syst�eme, nous constatons que l'entier g(m;n) est le nombre de fa�cons d'aller du

point (0; 0) au point (m;n) par un chemin comportant trois sortes de pas : les pas horizontaux (x),

les pas verticaux (y) et les pas diagonaux (d). Par exemple, g(2; 1) = 5, ce qui correspond aux cinq

chemins

�

�

�

�

xxy xd yxx dx xyx
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L'entier cherch�e g(n; n) est par cons�equent le nombre de chemins diagonaux (CD) pour aller de (0; 0)

�a (n; n). Un tel chemin diagonal se d�ecompose de fa�con unique en pas diagonaux (Diag) o�u l'on ne

quitte pas la diagonale, et en \arches" qui ne touchent la diagonale qu'au d�ebut et �a la �n. Il y a

en outre deux sortes d'arches : les arches qui se trouvent \en-dessous" de la diagonale, commen�cant

par x et �nissant par y (Arche_basse), et les arches qui se trouvent \au-dessus", commen�cant par

y et �nissant par x (Arche_haute). En�n, les arches se d�e�nissent �a l'aide de \ponts", qui sont

des s�equences d'arches restant du même côt�e de la diagonale. Tout ceci conduit �a la sp�eci�cation

context-free suivante :

type CD = Diag sequence(Arche Diag);

Arche = Arche_basse j Arche_haute;

Arche_basse = x Pont_bas y;

Pont_bas = Diag j Diag x Pont_bas y Pont_bas;

Arche_haute = y Pont_haut x;

Pont_haut = Diag j Diag y Pont_haut x Pont_haut;

Diag = sequence(d);

Les mots d�eriv�es du non-terminal CD contiennent autant de fois la lettre x que la lettre y par

construction ; pour savoir en quel point (n; n) ils am�enent, il su�t donc d'additionner le nombre

d'occurrences des lettres x et d. En d�e�nissant les tailles des atomes par

x,d = atom(1); y = atom(0);

le nombre de mots de taille n d�eriv�es de CD est exactement g(n; n).

L'analyse alg�ebrique conduit �a une forme explicite pour la s�erie g�en�eratrice ordinaire des chemins

diagonaux :

CD(z) =

1

p

1� 6z + z

2

:

Nous pouvons �enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme automatique 2. Le nombre de chemins pour aller du point (0; 0) au point (n; n) �a

l'aide de pas horizontaux, verticaux ou diagonaux est

g(n; n) = [z

n

]

1

p

1� 6z + z

2

= C

A

n

p

n

+ O(

A

n

n

3=2

);

o�u A = 3 + 2

p

2 ' 5:828 et C =

p

A=�=2

5=4

' 0:573.

(la partie asymptotique du th�eor�eme est due au programme equivalent de B. Salvy). Nous sommes

�a pr�esent en mesure de r�epondre �a la question originale :

f(n; n) = [z

n

]

z

p

1� 6z + z

2

= C

A

n�1

p

n

+O(

A

n

n

3=2

): (2:9)

En e�et, f(n; n) = g(n� 1; n� 1) = [z

n�1

]CD(z) = [z

n

]zCD(z). Les premiers termes du d�evelop-

pement de zCD(z) sont

> taylor(z/sqrt(1-6*z+z^2),z,10);

2 3 4 5 6 7 8 9 10

z + 3 z + 13 z + 63 z + 321 z + 1683 z + 8989 z + 48639 z + 265729 z + O(z )
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et nous retrouvons les valeurs indiqu�ees dans le message original. La d�e�nition (2.9) est r�ecursive,

car elle donne pour la s�erie g�en�eratrice f(z) =

P

f(n; n)z

n

l'�equation f(z)

2

(1� 6z + z

2

)� z

2

= 0,

qui conduit �a une r�ecurrence (non lin�eaire) pour les coe�cients f(n; n). Comme il est montr�e plus

loin (section B.4), les coe�cients f(n; n) v�eri�ent �egalement une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients

polynomiaux :

> comtet((1-6*z+z^2)*f^2-z^2,f,`proc`,0,1);

proc(N)

local n,f;

f[0] := 0; f[1] := 1;

for n from 2 to N do f[n] := -(-9+6*n)/(1-n)*f[n-1]-(-n+2)/(1-n)*f[n-2] od

end

> "(100);

354133039609265536846415517309219320565185505702928148184024525417873569343

Le programme Maple ci-dessus, g�en�er�e par la proc�edure comtet, d�etermine f(n; n) de mani�ere

e�cace (f(100; 100) a �et�e ainsi obtenu en moins d'une seconde sur un Sun 3/60, alors qu'il faut

pr�es d'une minute par d�eveloppement de Taylor). 2

Avant d'analyser de v�eritables programmes comprenant des proc�edures, nous �etudions une

extension possible de la classe 
, dans laquelle la propri�et�e de traduction automatique en s�eries

g�en�eratrices est conserv�ee.

2.1.2 Restrictions sur la longueur

Pour les multi-constructeurs (s�equence, ensemble, multi-ensemble, cycle), on a la possibilit�e de

restreindre la longueur, c'est-�a-dire le nombre de composantes directes. Par exemple, a�n que le

non-terminal A d�erive des cycles form�es de 3 objets d�eriv�es par B, nous �ecrirons en Adl

type A = cycle(B, card=3);

Ainsi, chacun des multi-constructeurs introduits jusqu'ici induit une in�nit�e de constructeurs \res-

treints", pour k variant de z�ero �a l'in�ni. Ces constructeurs modi��es demeurent admissibles, et la

r�egle associ�ee se calcule �a partir de la r�egle g�en�erale (sans restriction de longueur) en marquant le

nombre de composantes �a l'aide d'une variable auxiliaire u.

Lemme 7. Soit � un multi-constructeur (cf d�e�nition 2) admissible, dont la r�egle associ�ee est de

la forme

type A = �(B);

A(z) = 	(B(z); B(z

2

); : : : ; B(z

j

); : : :)

: (2:10)

Supposons que � v�eri�e de plus la condition de transport suivante :

pour toute bijection ' : R! T ,

t

1

= '(r

1

); : : : ; t

k

= '(r

k

) =) �(t

1

; : : : ; t

k

) = �(r

1

; : : : ; r

k

)

r

1

 t

1

;:::;r

k

 t

k

o�u �(r

1

; : : : ; r

k

)

r

1

 t

1

;:::;r

k

 t

k

repr�esente l'objet �(r

1

; : : : ; r

k

) dans lequel on a remplac�e

r

1

par t

1

, : : : , r

k

par t

k

.

Alors la r�egle pour k composantes est

type A = �(B; card= k);

A(z) = [u

k

]	(uB(z); u

2

B(z

2

); : : : ; u

j

B(z

j

); : : :)

:
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D�emonstration : Si � v�eri�e (2.10), alors pour tout ensemble bien fond�e V , la s�erie g�en�eratrice

associ�ee �a �(V � B) est

	(V (z) �B(z); V (z

2

) �B(z

2

); : : :):

Traduisons les atomes des objets d�eriv�es de V par la variable u au lieu de la variable z : nous

obtenons ainsi une s�erie �a deux variables,

	(V (u) �B(z); V (u

2

) �B(z

2

); : : :); (2:11)

dont le coe�cient de z

n

u

k

est le nombre d'objets de �(V �B) dont la somme des tailles des objets

de B est n, et la somme des tailles des objets de V est k.

Fixons maintenant V = fvg o�u v est un atome de taille 1, de s�erie g�en�eratrice V (z) = z. La

s�erie (2.11) s'�ecrit �a pr�esent

A

0

(z; u) = 	(uB(z); u

2

B(z

2

); : : :);

et son coe�cient de z

n

u

k

est le nombre d'objets de �(fvg � B) dont la somme des tailles des

objets d�eriv�es de B est n, et le nombre d'occurrences de l'atome v est k (puisque jvj = 1). Or

par construction, le nombre d'occurrences de v �egale le nombre d'objets de B. La s�erie g�en�eratrice

associ�ee �a l'ensemble des objets de �(fvg � B) ayant k composantes est par suite [u

k

]A

0

(z; u).

Pour conclure, il su�t de noter que B et fvg�B sont en bijection �evidente : d'apr�es la condition

de transport, cette bijection induit une bijection entre �(B) et �(fvg� B), qui de plus conserve la

taille et le nombre de composantes.

Pour les multi-constructeurs s�equence, ensemble, multi-ensemble et cycle, la condition de transport

est v�eri��ee. Nous pouvons donc utiliser le lemme pour d�eterminer les r�egles avec restriction de la

longueur.

Constructeur s

�

equence : l'op�erateur g�en�eral est 1=(1� B(z)), donc l'op�erateur restreint �a la

longueur k est

[u

k

]

1

1� uB(z)

= B

k

(z):

Constructeur ensemble : l'op�erateur restreint �a la longueur k est

	

S;k

(B; z) = [u

k

] exp(u

B(z)

1

� u

2

B(z

2

)

2

+ u

3

B(z

3

)

3

� � � �):

Or dans l'exponentielle, seuls les termes de degr�e en u inf�erieur ou �egal �a k contribuent au coe�cient

de u

k

, et par cons�equent

	

S;k

(B; z) = [u

k

] exp(u

B(z)

1

� u

2

B(z

2

)

2

+ � � �+ (�1)

k+1

u

k

B(z

k

)

k

):

Pour les premi�eres valeurs de k, nous obtenons :

	

S;0

(f; z) = 1

	

S;1

(f; z) = f(z)

	

S;2

(f; z) =

f

2

(z)

2

�

f(z

2

)

2
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S;3

(f; z) =

f(z

3

)

3

�

f(z)f(z

2

)

2

+

f(z)

3

6

	

S;4

(f; z) =

f(z)f(z

3

)

3

�

f(z

4

)

4

+

f(z

2

)

2

8

�

f(z

2

)f(z)

2

4

+

f(z)

4

24

	

S;5

(f; z) =

f(z

5

)

5

�

f(z)f(z

4

)

4

�

f(z

3

)f(z

2

)

6

+

f(z

3

)f(z)

2

6

+

f(z)f(z

2

)

2

8

�

f(z

2

)f(z)

3

12

+

f(z)

5

120

:

Constructeur multi-ensemble : le même raisonnement que pour le constructeur ensemble

donne

	

M;k

(B; z) = [u

k

] exp(u

B(z)

1

+ u

2

B(z

2

)

2

+ � � �+ u

k

B(z

k

)

k

): (2:12)

Le calcul montre que 	

M;k

s'obtient �a partir de 	

S;k

en rempla�cant simplement les signes � par

des signes + : ceci est dû aux formules

	

S;k

= [u

k

]�(B(z);�B(z

2

); B(z

3

);�B(z

4

); : : :)

	

M;k

= [u

k

]�(B(z); B(z

2

); B(z

3

); B(z

4

); : : :)

avec �(x

1

; x

2

; x

3

; : : :) = exp(ux

1

+u

2

x

2

=2+u

3

x

3

=3+� � �). Or le coe�cient de u

k

dans �(v

1

; v

2

; v

3

; : : :)

est aussi ([u

k

]�)(v

1

; v

2

; v

3

; : : :), donc 	

S;k

et 	

M;k

s'obtiennent par substitution de x

1

par B(z),

de x

2

par �B(z

2

), : : : dans [u

k

]�.

Remarque : Cette fonction � �a une in�nit�e de variables permet donc de d�enombrer les ensembles

et les multi-ensembles, avec ou sans restriction de longueur.

�

Ecrivons le d�eveloppement de � en

puissances croissantes de u :

�(x

1

; x

2

; x

3

; : : :) = 1 + x

1

u+ (x

2

1

+ x

2

)

u

2

2

+ (x

3

1

+ 3x

1

x

2

+ 2x

3

)

u

3

6

+ O(u

4

):

Dans le facteur de u

k

, chaque monôme cx

�

1

1

x

�

2

2

: : : v�eri�e �

1

+ 2�

2

+ � � � = k. Cette remarque

montre que la variable u est en fait superue puisque l'information qu'elle porte (la longueur k)

est d�ej�a contenue dans les variables x

i

. Lorsque l'on remplace u par 1, on obtient ce qui s'appelle

dans la th�eorie de P�olya [P�ol37, Joy81, BLL90] la fonction indicatrice de cycle (Zyklenzeiger en

allemand) de la construction multi-ensemble. Nous noterons Z

�

la fonction indicatrice de cycle d'un

constructeur �.

Z

M

(x

1

; x

2

; : : :) = 1 + x

1

+

1

2

(x

2

1

+ x

2

) +

1

6

(x

3

1

+ 3x

1

x

2

+ 2x

3

)

+

1

24

(x

4

1

+ 6x

2

1

x

2

+ 3x

2

2

+ 6x

4

+ 8x

1

x

3

)

+

1

120

(x

5

1

+ 10x

3

1

x

2

+ 15x

1

x

2

2

+ 20x

2

1

x

3

+ 20x

2

x

3

+ 30x

1

x

4

+ 24x

5

) + � � �

La fonction indicatrice de cycle permet de retrouver les r�egles avec restriction de longueur : un

monôme cx

�

1

1

x

�

2

2

: : : correspond �a des objets comportant �

1

�el�ements ind�ependants, �

2

paires de

composantes identiques, : : : et se traduit en cf

�

1

(z)f

�

2

(z

2

) : : : Il su�t donc de prendre tous les

monômes tels que �

1

+2�

2

+ � � � = k pour obtenir la restriction �a k composantes. Dans l'expression

de Z

M

, nous avons justement regroup�e ces termes entre parenth�eses. Par exemple, pour k = 2, le

terme (x

2

1

+ x

2

)=2 se traduit en (f

2

(z) + f(z

2

))=2, et l'on retrouve 	

M;2

(f; z).
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Constructeur cycle orient

�

e : le lemme 7 donne

	

C;k

(B; z) = [u

k

]

X

j�1

�(j)

j

log

1

1� u

j

B(z

j

)

:

Le terme de plus bas degr�e en u de log

1

1�u

j

B(z

j

)

�etant u

j

B(z

j

), il su�t de se restreindre �a 1 � j � k.

De plus, si j n'est pas un diviseur de k, la contribution est nulle. Un calcul simple aboutit �a la r�egle

type A = cycle(B; card = k);

A(z) =

1

k

P

jjk

�(j)B

k=j

(z

j

)

:

Les premiers termes de la s�erie indicatrice de cycle du constructeur cycle orient�e sont par suite

Z

C

(x

1

; x

2

; : : :) = x

1

+

1

2

(x

2

1

+ x

2

) +

1

3

(x

3

1

+ 2x

3

) +

1

4

(x

4

1

+ x

2

2

+ 2x

4

) +

1

5

(x

5

1

+ 4x

5

) + � � �

Chaque monôme ne contient qu'un seul facteur x

�

i

i

, et la somme des coe�cients des monômes

correspondant �a une même longueur k �egale k (car

P

jjk

�(j) = k).

2.2 Analyse des programmes

Dans cette section, nous montrons que parall�element aux r�egles associ�ees aux constructeurs de

la classe 
, il existe des r�egles de traduction pour les sch�emas de programmation sur ces construc-

teurs (descente, s�election, it�eration). Ces r�egles conduisent �a des �equations pour les descripteurs

de complexit�e, qui sont des s�eries g�en�eratrices comptant le coût total des proc�edures. Ainsi, non

seulement tout programme de la classe � se traduit automatiquement en �equations de s�eries g�en�e-

ratrices (de d�enombrement et de coût), mais nous pouvons caract�eriser pr�ecis�ement la classe des

�equations engendr�ees (th�eor�eme 4).

�

Etant donn�ees une proc�edure P : A et une donn�ee a 2 A, nous noterons �Pfag le coût de

l'�evaluation de P (a). Ce coût est par d�e�nition la somme des coûts des op�erations �el�ementaires pro-

voqu�ees par l'�evaluation de P (a). Ces coûts �el�ementaires sont sp�eci��es par la d�eclaration measure

du programme Adl, et constituent la mesure de complexit�e du probl�eme (voir chapitre pr�ec�edent,

section 1.6.4).

D�e�nition 12. Le descripteur de complexit�e ordinaire associ�e �a une proc�edure P et �a un ensemble

A est la s�erie g�en�eratrice

�P

A

(z) =

X

a2A

�Pfagz

jaj

=

1

X

n=0

�P

A

n

z

n

:

Ainsi, �P

A

n

repr�esente le coût de l'�evaluation de P , cumul�e sur tous les objets de taille n de A.

Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible sur l'ensemble A, nous noterons simplement �P et �P

n

au lieu de �P

A

et �P

A

n

.

D�e�nition 13. Un sch�ema de programmation procedure P (a : A); begin : : : end est dit

admissible si la suite (�P

A

n

) ne d�epend que des suites (�Q

n

) associ�ees aux proc�edures Q se trouvant

dans le corps de P , de la suite (A

n

) associ�ee �a A, et des suites (C

n

) associ�ees aux composantes des

objets de A.
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Remarque : Dans la pratique, l'ensemble A est fabriqu�e �a l'aide de constructeurs qui sont aussi

admissibles, par exemple A = sequence(C), et la suite (A

n

) s'exprime donc �a l'aide des suites (C

n

)

associ�ees aux composantes des objets de A.

Le r�esultat principal de cette section, que nous annon�cons d�es �a pr�esent, est le suivant :

Th�eor�eme 4 Le sch�ema �el�ementaire, les sch�emas d'ex�ecution s�equentielle, de s�election dans une

union ou dans un produit cart�esien, de s�election et d'it�eration dans une s�equence, un ensemble, un

cycle orient�e ou un multi-ensemble sont admissibles.

2.2.1 Les sch�emas g�en�eraux

Comme les constructeurs, les sch�emas de programmation que nous avons d�e�nis au chapitre

pr�ec�edent induisent des op�erateurs sur les descripteurs de complexit�e. Pour plus de lisibilit�e, nous

utilisons la syntaxe Adl dans les r�egles qui suivent. La forme

< sp�eci�cation � > < proc�edure P >

< �equation � >

signi�e que la sp�eci�cation � et la proc�edure P conduisent �a l'�equation �.

R�egle 8. (Instruction �el�ementaire)

procedure P (a : A); begin count end; measure count : �;

�P (z) = � �A(z)

D�emonstration : �P (z) =

P

a2A

� z

jaj

= � �A(z).

R�egle 9. (Ex�ecution s�equentielle)

procedure P (a : A); begin Q(a);R(a) end;

�P (z) = �Q(z) + �R(z)

D�emonstration : �P (z) =

P

a2A

(�Qfag+ �Rfag)z

jaj

= �Q(z) + �R(z).

Pour une plus grande concision, nous omettons dans les r�egles qui suivent les mots-cl�es begin et

end d�elimitant le corps de la proc�edure.

R�egle 10. (S�election dans une union)

type A = B j C; procedure P (a : A); casetype a of B : Q(a); C : R(a) end;

�P

A

(z) = �Q

B

(z) + �R

C

(z)

D�emonstration :

X

a2B[C

�Pfagz

jaj

=

X

a2B

�Qfagz

jaj

+

X

a2C

�Rfagz

jaj

= �Q

B

(z) + �R

C

(z).

R�egle 11. (S�election dans un produit cart�esien)

type A = product(B;C); procedure P (a : A); case a of (b; c) : Q(b) end;

�P

A

(z) = �Q

B

(z)C(z)
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D�emonstration :

�P

A

(z) =

X

b2B;c2C

�Pf(b; c)gz

j(b;c)j

(2.13)

=

X

b2B;c2C

�Qfbgz

jbj+jcj

(2.14)

=

0

@

X

b2B

�Qfbgz

jbj

1

A

�

 

X

c2C

z

jcj

!

= �Q

B

(z)C(z): (2.15)

Le point crucial de cette d�emonstration est le passage de (2.13) �a (2.14), qui est possible par la

conjonction de deux faits : le coût de l'�evaluation de P sur (b; c) ne d�epend que de b : �Pf(b; c)g=

�Qfbg, et la taille d'un produit cart�esien est la somme des tailles des composantes : j(b; c)j= jbj+jcj.

Ainsi, les sommations se s�eparent dans (2.14), pour donner le r�esultat �nal (2.15).

Ces premi�eres r�egles su�sent pour e�ectuer l'analyse alg�ebrique du programme de d�erivation for-

melle, et prouver ainsi le lemme automatique 1 du chapitre 1 (page 14).

D�emonstration : (Lemme automatique 1) Notre mesure de complexit�e �etait une unit�e pour chaque

appel de la fonction write, c'est-�a-dire le nombre de mots (zero, un, x, : : : ) �ecrits par la proc�edure

de d�erivation. Par exemple, pour l'expression (mult,f,g), la proc�edure diff �evalue la s�equence

d'instructions

begin write(plus); write(mult); di�(f); copy(g); write(mult); copy(f); di�(g) end

Le coût est par cons�equent 3 (une fois plus et deux fois mult) plus le coût des appels diff(f),

copy(g), copy(f) et diff(g). Par les r�egles 8, 9 et 11, le descripteur de complexit�e associ�e �a cette

partie de la proc�edure diff est

3zE

2

(z) + 2zE(z)�D(z) + 2zE(z)�C(z)

o�u �D et �C sont les descripteurs de complexit�e associ�es respectivement aux proc�edures diff et

copy, et E la s�erie g�en�eratrice du type expression. L'analyse se fait de même pour les autres

sortes d'expressions (par souci de lisibilit�e, nous avons omis les mots-cl�es begin et end et nous

avons abr�eg�e les noms des proc�edures) :

procedure D (e : expression); �D(z) =

case e of

zero : write(zero); z

un : write(zero); +z

x : write(un); +z

(plus,f,g) : write(plus); D(f); D(g); +zE

2

(z) + 2zE(z)�D(z)

(mult,f,g) : write(plus); write(mult); D(f); C(g); +2zE(z)

2

+ zE(z)�D(z) + zE(z)�C(z)

write(mult); C(f); D(g); +zE(z)

2

+ zE(z)�C(z) + zE(z)�D(z)

(expo,f) : write(mult); write(expo); C(f); D(f); +2zE(z) + z�C(z) + z�D(z)

end;

et conduit �a une �equation lin�eaire en �D :

�D(z) = 3z + 2zE(z) + 4zE

2

(z) + z�C(z) + 2zE(z)�C(z) + z�D(z) + 4zE(z)�D(z):

Pour la proc�edure copy, il vient �egalement une �equation lin�eaire en �C :

�C(z) = 3z + zE(z) + 2zE

2

(z) + z�C(z) + 4zE(z)�C(z):
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Ces deux �equations, combin�ees avec l'�egalit�e (2.7) donnant E(z), permettent de calculer une forme

explicite pour �D et �C :

�D(z) =

(1� 2z � 12z

2

)

p

1� 2z � 23z

2

� 1 + 3z + 34z

2

4z(1� 2z � 23z

2

)

;

�C(z) =

1� z �

p

1�2z�23z

2

4z

p

1�2z�23z

2

.

L'analyse asymptotique de ces deux fonctions compl�ete la preuve du th�eor�eme automatique 1,

qui donne le comportement du coût moyen de la proc�edure diff lorsque la taille n des donn�ees

tend vers l'in�ni :

�di�

n

=

(1 +

p

6)

q

138�(12�

p

6)

276

n

3=2

+

11(12�

p

6)

276

n+ O(n

1=2

):

Nous pr�esentons maintenant les r�egles concernant les sch�emas de s�election et d'it�eration dans

une s�equence. Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent que le constructeur \s�equence" peut se d�e�nir �a

l'aide des constructeurs \union" et \produit cart�esien". Nous utiliserons cette correspondance pour

prouver les deux r�egles qui suivent, qui sont ainsi en quelque sorte d�eriv�ees des r�egles pr�ec�edentes.

R�egle 12. (S�election dans une s�equence)

type A = sequence(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) = �Q(z)=(1� B(z))

D�emonstration : Utilisons les r�egles ci-dessus pour d�emontrer cette r�egle. Le programme

type A = sequence(B);

procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

est �equivalent au programme

(�

4

)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

type A = � j C;

C = product(B;A);

procedure P (a : A); casetype a of C : R(a) end;

procedure R(c : C); case c of (b; a) : Q(b) end;

en ce sens que tous deux conduisent �a la même s�erie g�en�eratrice pour le type A et au même

descripteur de complexit�e pour la proc�edure P . En e�et, dans le second programme,A est �equivalent

�a une s�equence d'�el�ements de B (voir la remarque page 23) et la proc�edure P appelle Q sur le premier

�el�ement (lorsque la s�equence est non vide) : ceci revient au même pour le coût moyen que de choisir

un �el�ement au hasard, parce que la distribution du premier �el�ement d'une s�equence est la même

que celle de n'importe quel autre. En vertu des r�egles ci-dessus, le programme (�

4

) se traduit en

un syst�eme de quatre �equations :

(S)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

A(z) = 1 + C(z) (r�egle 2)

C(z) = B(z)A(z) (r�egle 3)

�P (z) = �R(z) (r�egle 10)

�R(z) = �Q(z)A(z) (r�egle 11)

qui donne apr�es r�esolution �P (z) = �Q(z)A(z) = �Q(z)=(1�B(z)).
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R�egle 13. (It�eration dans une s�equence)

type A = sequence(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) = �Q(z)=(1� B(z))

2

D�emonstration : La d�emonstration proc�ede de la mêmemani�ere que pour la s�election : rempla�cons

la d�e�nition de la proc�edure R du programme (�

4

) par

procedure R(c : C); case c of (b; a) : Q(b);P (a) end;

qui appelle Q sur le premier �el�ement, puis P sur le reste de la s�equence. Le nouveau programme

obtenu e�ectue bien l'it�eration de Q sur la s�equence donn�ee en argument �a P . Seule l'�equation de

�R change dans le syst�eme (S), et devient

�R(z) = �Q(z)A(z) +B(z)�P (z) (r�egles 9 et 11);

et comme on a toujours �P = �R, il vient

�P (z) = �Q(z)

A(z)

1� B(z)

=

�Q(z)

(1�B(z))

2

.

R�egle 14. (It�eration dans un ensemble)

type A = set(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) = 	

S

(B)(z) (�Q(z)� �Q(z

2

) + �Q(z

3

)� � � �)

D�emonstration : La construction

Q

b2B

(fg [ fbg [ fv bg) forme toutes les parties �nies de B, o�u

chaque �el�ement apparâ�t tel quel ou bien \marqu�e" par la lettre v (voir l'�equation (2.4) pour une

construction analogue). Si l'on ne garde que les parties o�u un seul �el�ement est marqu�e, et qu'on

remplace la marque v par v�Qfbg, on obtient la r�egle d'it�eration dans un ensemble :

�P (z) = [v]

Y

b2B

(1 + z

jbj

+ v�Qfbgz

jbj

)

= [v]

1

Y

n=1

2

6

4

(1 + z

n

)

B

n

+ (1 + z

n

)

B

n

�1

X

b2B

jbj=n

v�Qfbgz

n

3

7

5

= [v]

1

Y

n=1

(1 + z

n

)

B

n

(1 + v

�Q

n

z

n

1 + z

n

)

= 	

S

(B)(z)

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1 + z

n

= 	

S

(B)(z) (�Q(z)� �Q(z

2

) + �Q(z

3

)� � � �):

Dans la premi�ere �equation, chaque �el�ement b est soit absent de l'ensemble (terme 1), soit pr�esent

sans appel de Q(b) (terme z

jbj

), soit pr�esent avec appel de Q(b) (terme v�Qfbgz

jbj

). Le coe�cient

de v de ce produit donne donc le coût de l'it�eration de Q. A la seconde ligne, on a regroup�e les

facteurs correspondant aux objets b de même taille n, et on a �elimin�e les termes multiples de v

2

.

Puisque A(z) = 	

S

(B)(z), la r�egle ci-dessus s'�ecrit aussi �P (z) = A(z)�Q(z) � A(z)�Q(z

2

) +

A(z)�Q(z

3

) � � � �, et s'interpr�ete alors de la fa�con suivante. Le terme principal est A(z)�Q(z),
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mais dans ce terme, on compte des ensembles comportant deux fois le même �el�ement. Il faut donc

retrancher A(z)�Q(z

2

) pour corriger. Mais cette correction d�ecompte aussi des ensembles ayant

trois fois le même �el�ement, qu'il faut �a nouveau rajouter, ce qui explique le terme A(z)�Q(z

3

), et

ainsi de suite.

R�egle 15. (S�election dans un ensemble)

type A = set(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) =

P

1

n=1

�Q

n

z

n

R

1

0

B

S

(z;u)

1+uz

n

du

o�u B

S

(z; u) =

Q

b2B

(1 + uz

jbj

) =

Q

n�1

(1 + uz

n

)

B

n

.

La s�erie �P ne d�ependant que des �Q

n

et des B

n

, ce sch�ema est aussi admissible.

D�emonstration : Pour un ensemble fb

1

; : : : ; b

k

g, chaque �el�ement a probabilit�e 1=k d'être choisi,

et par cons�equent il faut diviser le coût de tous les appels par k. Pour cela, nous utilisons une

troisi�eme variable u comptant la longueur des ensembles, en partant de la même formule que pour

la preuve de la r�egle d'it�eration :

�P (z) =

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

2

4

[v]

Y

b2B

(1 + uz

jbj

+ uv�Qfbgz

jbj

)

3

5

=

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

"

B

S

(z; u)

1

X

n=1

u�Q

n

z

n

1 + uz

n

#

=

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

uB

S

(z; u)

1 + uz

n

=

1

X

n=1

�Q

n

z

n

Z

1

0

B

S

(z; u)

1 + uz

n

du:

Le passage de la premi�ere �a la seconde ligne proc�ede de la même fa�con que la preuve pr�ec�e-

dente. Ensuite, on intervertit les sommations et on utilise le fait que pour une s�erie g�en�eratrice f ,

P

1

k=1

1=k[u

k

](uf(u)) =

R

1

0

f(u)du.

R�egle 16. (It�eration dans un multi-ensemble)

type A = multiset(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) = 	

M

(B)(z) (�Q(z) + �Q(z

2

) + �Q(z

3

) + � � �)

D�emonstration : Comme pour le constructeur ensemble, rempla�cons le terme z

jbj

par z

jbj

+

v�Qfbgz

jbj

dans la s�erie de d�enombrement de A :

�P (z) = [v]

Y

b2B

1

1� (z

jbj

+ v�Qfbgz

jbj

)

= [v]

1

Y

n=1

Y

jbj=n

1

1� z

n

1

1� v�Qfbg

z

n

1�z

n
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= [v]

1

Y

n=1

1

(1� z

n

)

B

n

Y

jbj=n

(1 + v�Qfbg

z

n

1� z

n

) = 	

M

(B)(z)[v]

1

Y

n=1

(1 + v�Q

n

z

n

1� z

n

)

= 	

M

(B)(z)

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1� z

n

= 	

M

(B)(z) (�Q(z) + �Q(z

2

) + �Q(z

3

) + � � �):

De la seconde �a la troisi�eme ligne, on a utilis�e le fait que [v]

Q

b

1

1�vf(b)

= [v]

Q

b

(1 + vf(b)).

De fa�con similaire �a l'it�eration dans un ensemble, la r�egle ci-dessus s'�ecrit �P (z) = A(z)�Q(z) +

A(z)�Q(z

2

)+A(z)�Q(z

3

)+ � � � et admet une interpr�etation simple. Le terme A(z)�Q(z) correspond

�a l'it�eration de Q sur chaque �el�ement di��erent du multi-ensemble, le terme A(z)�Q(z

2

) compte un

appel suppl�ementaire pour les paires d'�el�ements identiques, A(z)�Q(z

3

) pour les triplets, et ainsi

de suite.

R�egle 17. (S�election dans un multi-ensemble)

type A = multiset(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) =

P

1

n=1

�Q

n

z

n

R

1

0

B

M

(z;u)

1�uz

n

du

o�u B

M

(z; u) =

Q

b2B

1

1�uz

jbj

=

Q

n�1

(1� uz

n

)

�B

n

.

D�emonstration : Nous introduisons la variable u pour compter le nombre d'�el�ements :

�P (z) =

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

2

4

[v]

Y

b2B

1

1� uz

jbj

(1 + v�Qfbg)

3

5

=

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

"

B

M

(z; u)

1

X

n=1

�Q

n

uz

n

1� uz

n

#

=

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

uB

M

(z; u)

1� uz

n

=

1

X

n=1

�Q

n

z

n

Z

1

0

B

M

(z; u)

1� uz

n

du

Nous renvoyons le lecteur d�esirant plus de d�etails �a la preuve de la r�egle de s�election dans un

ensemble.

Remarque : L'op�erateur associ�e au sch�ema de s�election se simpli�e lorsqu'il y a restriction sur la

longueur du multi-ensemble. En e�et, si la longueur vaut k � 1, alors la seconde ligne de la preuve

donne

�P

card
=k

(z) =

1

k

[u

k

]B

M

(z; u)

1

X

n=1

�Q

n

uz

n

1� uz

n

:

Or B

M

(z; u) se d�ecompose en fonctions des 	

M;j

(B; z), d'o�u

�P

card=k

(z) =

1

k

[u

k

]

1

X

j=0

u

j

	

M;j

(B; z)

1

X

n=1

�Q

n

uz

n

1� uz

n

:
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L'intervalle de sommation pour j se r�eduit �a [0; k�1], et �a j �x�e, seul le coe�cient de u

k�j

contribue

dans la sommation sur n :

�P

card=k

(z) =

1

k

k�1

X

j=0

	

M;j

(B; z)�Q(z

k�j

): (2:16)

D'ailleurs, la constructionmultiset(B) �equivalant �a l'union des constructionsmultiset(B; card = k),

pour k variant de 0 �a l'in�ni, l'�egalit�e (2.16) fournit une forme alternative pour la r�egle de s�election

dans un multi-ensemble :

�P (z) =

1

X

k=1

�Q(z

k

)

�

	

M;0

(B; z)

k

+

	

M;1

(B; z)

k + 1

+

	

M;2

(B; z)

k + 2

+ � � �

�

(2.17)

=

1

X

k=1

�Q(z

k

)

"

1

k

+

B(z)

k + 1

+

B(z)

2

+B(z

2

)

2(k+ 2)

+ � � �

#

: (2.18)

R�egle 18. (S�election dans un cycle)

type C = cycle(A); procedure P (c : C); forone a in C do Q(a);

�P (z) =

P

k�1

�(k)

k

L

�

(A(z

k

))�Q(z

k

)

o�u L

�

(f) =

1

f

log

1

1�f

.

D�emonstration : La compr�ehension de cette preuve sera facilit�ee par la lecture pr�ealable de la

section A.2 (annexe A).

En utilisant la variable z pour compter la taille d'un cycle et u pour compter sa longueur, le

descripteur de complexit�e �a deux variables du sch�ema de s�election est :

�P

C

(z; u) =

X

c2C

�Pfcgz

jcj

u

l(c)

et la s�erie recherch�ee est �P (z) = �P

C

(z; 1). Soit PC l'ensemble des cycles primitifs de C (voir

la d�e�nition 25 page 161). Chaque cycle s'�ecrit de fa�con unique c

k

, o�u c est sa racine primitive

(lemme 17 page 161) ; un tirage al�eatoire uniforme sur c

k

a la même distribution de probabilit�e

qu'un tirage sur c, donc �Pfc

k

g = �Pfcg et

�P

C

(z; u) =

X

c2PC

1

X

k=1

�Pfcgz

kjcj

u

kl(c)

=

1

X

k=1

�P

PC

(z

k

; u

k

): (2:19)

Or chaque cycle primitif de longueur k repr�esente k mots primitifs, et le sch�ema de s�election a

même coût sur un cycle que sur l'une des s�equences associ�ees :

�P

PC

(z; u) =

Z

u

0

�P

PS

(z; t)

dt

t

(2:20)

o�u PS est l'ensemble des mots primitifs sur A. Il ne nous reste plus qu'�a exprimer �P

PS

en fonction

de �P

S

, S d�esignant l'ensemble des s�equences sur A :

�P

S

(z; u) =

1

X

k=1

�P

PS

(z

k

; u

k

): (2:21)
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D'autre part, �P

S

(z; u) est donn�e par la r�egle 12 :

�P

S

(z; u) =

u�Q(z)

1� uA(z)

: (2:22)

La formule d'inversion de M�obius (lemme 16 page 159) appliqu�ee �a l'�equation (2.21), combin�ee avec

(2.22), donne

�P

PS

(z; u) =

X

k�1

�(k)�P

S

(z

k

; u

k

) =

X

k�1

�(k)

u

k

�Q(z

k

)

1� u

k

A(z

k

)

:

Puis nous substituons dans (2.20) :

�P

PC

(z; u) =

X

k�1

�(k)�Q(z

k

)

k

1

A(z

k

)

log

1

1� u

k

A(z

k

)

:

En rempla�cant cette formule dans l'�equation (2.19), et �a l'aide de l'identit�e

P

pjk

�(p)=p = �(k)=k

(�equation (A.3) page 160), nous obtenons en�n :

�P

C

(z; u) =

X

k�1

�(k)

k

1

A(z

k

)

log

1

1� u

k

A(z

k

)

�Q(z

k

)

ce qui, apr�es substitution de u par 1, donne le r�esultat annonc�e.

Note : Le terme A(z

k

) du d�enominateur est compens�e par les termes du d�eveloppement du loga-

rithme qui sont tous multiples de A(z

k

).

R�egle 19. (It�eration dans un cycle)

type C = cycle(A); procedure P (c : C); forall a in c do Q(a);

�P (z) =

P

k�1

�(k)

1

1�A(z

k

)

�Q(z

k

)

D�emonstration : Pour le sch�ema d'it�eration, le coût sur c

k

vaut k fois le coût sur c : �Pfc

k

g =

k�Pfcg ; l'�equation (2.19) devient par cons�equent

�P

C

(z; u) =

X

c2PC

1

X

k=1

k�Pfcgz

kjcj

u

kl(c)

=

1

X

k=1

k�P

PC

(z

k

; u

k

): (2:23)

L'�equation (2.20) est inchang�ee, et l'�equation (2.21) devient

�P

S

(z; u) =

1

X

k=1

k�P

PS

(z

k

; u

k

); (2:24)

tandis que le descripteur de complexit�e du sch�ema d'it�eration sur S devient par la r�egle 13

�P

S

(z; u) =

u�Q(z)

(1� uA(z))

2

:

Le corollaire de la formule d'inversion de M�obius (page 160) appliqu�e sur l'�equation (2.24) donne

�P

PS

(z; u) =

X

k�1

k�(k)

u

k

�Q(z

k

)

(1� u

k

A(z

k

))

2

;
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sch�ema syntaxe Adl traduction

ex�ecution s�equentielle Q(a); R(a); �Q(z) + �R(z)

union s�election casetype a of B : Q(a) end; �Q

B

(z)

produit cart�esien s�election case a of (b; c) : Q(b) end; �Q

B

(z)C(z)

s�equence

s�election forone b in a do Q(b); A(z) �Q(z)

it�eration forall b in a do Q(b); A(z)

2

�Q(z)

ensemble

s�election forone b in a do Q(b);

P

1

n=1

�Q

n

z

n

R

1

0

B

S

(z;u)

1+uz

n

du

it�eration forall b in a do Q(b); A(z) (�Q(z) � �Q(z

2

) + � � �)

multi-ensemble

s�election forone b in a do Q(b);

P

1

n=1

�Q

n

z

n

R

1

0

B

M

(z;u)

1�uz

n

du

it�eration forall b in a do Q(b); A(z) (�Q(z) + �Q(z

2

) + � � �)

cycle orient�e

s�election forone b in a do Q(b);

P

k�1

�(k)

k

1

B(z

k

)

log

1

1�B(z

k

)

�Q(z

k

)

it�eration forall b in a do Q(b);

P

k�1

�(k)

1

1�B(z

k

)

�Q(z

k

)

Figure 2.1 : La traduction des sch�emas de la classe �

d'o�u par int�egration

�P

PC

(z; u) =

X

k�1

�(k)

u

k

�Q(z

k

)

1� u

k

A(z

k

)

:

En rempla�cant cette formule dans (2.23), et en utilisant l'identit�e

P

djn

n=d �(d) = �(n), nous

obtenons �nalement

�P

C

(z; u) =

X

k�1

�(k)

u

k

1� u

k

A(z

k

)

�Q(z

k

):

En faisant u = 1, on obtient bien le r�esultat annonc�e.

Nous sommes maintenant en mesure d'�enoncer le th�eor�eme principal de ce chapitre, qui fonde

l'analyse automatique dans �.

Th�eor�eme 4. Tout programme dont la sp�eci�cation des donn�ees est dans 
, et dont les proc�edures

sont d�e�nies �a partir d'instructions �el�ementaires, des sch�emas d'ex�ecution s�equentielle, de s�election

dans une union ou dans un produit cart�esien, de s�election et d'it�eration dans une s�equence, un

ensemble, un cycle ou un multi-ensemble se traduit en un syst�eme d'�equations pour les descripteurs

de complexit�e associ�es aux proc�edures.

Ces �equations sont de la forme � = f , � = �

0

+ �

00

, � = f�

0

, � = �(�

0

; f) o�u � , �

0

et �

00

sont des

descripteurs de complexit�e, f une fonction de la classe UR (cf th�eor�eme 3) et � l'un des op�erateurs

	

i

S

: (�; f)! f � (�(z)� �(z

2

) + �(z

3

)� � � �)
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s

S

; (�; f)!

1

X

n=1

�

n

z

n

Z

1

0

Q

i�1

(1 + uz

i

)

f

i

1 + uz

n

du

	

i

M

: (�; f)! f � (�(z) + �(z

2

) + �(z

3

) + � � �)

	

s

M

: (�; f)!

1

X

n=1

�

n

z

n

Z

1

0

Q

i�1

(1� uz

i

)

�f

i

1� uz

n

du

	

s

C

: (�; f)!

X

k�1

�(k)

k

1

f(z

k

)

log

1

1� f(z

k

)

�(z

k

)

	

i

C

: (�; f)!

X

k�1

�(k)

1

1� f(z

k

)

�(z

k

):

D�emonstration : La premi�ere a�rmation d�ecoule des r�egles 8 �a 19. Pour montrer la seconde

assertion, il su�t de v�eri�er que le membre droit de chaque r�egle est de l'une des formes sus-

mentionn�ees. La r�egle 8 (coût constant) donne une �equation de la forme � = f . Les r�egles 9 et 10

donnent � = �

0

+ �

00

, et la r�egle 11 donne � = f�

0

. Les r�egles 12 et 13 conduisent �a � = �

0

=(1� f)

et � = �

0

=(1 � f)

2

avec f 2 UR : or 1=(1� f) = Q(f) et 1=(1 � f)

2

= Q(f) � Q(f) sont aussi

dans UR. Les six r�egles de s�election ou d'it�eration sur un ensemble, un cycle ou un multi-ensemble

conduisent �a une �equation de la forme � = �(�

0

; f) o�u � est l'un des six op�erateurs 	

i

S

, 	

i

M

, 	

s

S

,

	

s

M

, 	

s

C

et 	

i

C

.

Les �equations des descripteurs de complexit�e sont lin�eaires par rapport �a ceux-ci, en ce sens que

les expressions des coe�cients sont de la forme

�

n

=

X

�

0

i

f

j

g

k

: : :

o�u f

j

, g

k

, : : : sont des coe�cients de s�eries g�en�eratrices. Cette propri�et�e de lin�earit�e provient en fait

de l'additivit�e de la notion de coût (en termes physiques, les s�eries g�en�eratrices de d�enombrement

n'ont pas de dimension, alors que les descripteurs de complexit�e ont la dimension d'un coût, par

exemple un temps).

Tests sur la taille et la longueur

Deux r�egles suppl�ementaires permettent d'analyser les proc�edures e�ectuant une s�election par

la taille ou la longueur des objets, et compl�etent la preuve du caract�ere syst�ematique de l'analyse

des programmes de �. Ces deux r�egles ont �et�e volontairement s�epar�ees des autres car elles font

apparâ�tre d'autres objets math�ematiques : le test sur la taille introduit des s�eries tronqu�ees et des

polynômes, tandis que le test sur la longueur introduit des s�eries �a deux variables.

R�egle 20. (Test sur la taille)

procedure P (a : A); if size(a) <= k then Q(a) else R(a);

�P (z) = �Q

�k

(z) + �R

>k

(z)

o�u �Q

�k

(z) =

P

j�k

�Q

j

z

j

et �R

>k

(z) =

P

j>k

�R

j

z

j

.

D�emonstration : �P (z) =

P

jaj�k

�Qfagz

jaj

+

P

jaj>k

�Rfagz

jaj

= �Q

�k

(z) + �R

>k

(z).



70 CHAPITRE 2. ANALYSE AUTOMATIQUE DANS �

R�egle 21. (Test sur la longueur)

procedure P (a : A); if card(a) <= k then Q(a) else R(a);

�P (z) = �R(z) +

P

k

j=0

[u

j

](�Q(z; u)� �R(z; u))

D�emonstration : Ici, il faut d�eterminer les descripteurs de complexit�e �a deux variables �Q(z; u)

et �R(z; u) d�e�nis par

�Q(z; u) =

X

a2A

�Qfagz

jaj

u

l(a)

.

Ce dernier sch�ema n'est pas admissible au sens strict o�u nous l'avons d�e�ni, car il n'est pas pos-

sible de calculer �P

n

�a partir des seuls coe�cients A

n

, �Q

n

et �R

n

. N�eanmoins, l'introduction

d'une variable auxiliaire u comptant la longueur permet d'exprimer �P

n

en fonction des coe�cients

�Q

n;k

= [z

n

u

k

]�Q(z; u) et �R

n;k

= [z

n

u

k

]�R(z; u).

Exemple 18 : Consid�erons un algorithme prenant en entr�ee un arbre binaire non planaire (les

branches ne sont pas ordonn�ees), et descendant de fa�con al�eatoire �a chaque niveau dans l'une des

deux branches, jusqu'�a atteindre une feuille. Supposons que l'on d�esire �etudier le nombre moyen

de n�uds parcourus par cet algorithme. Pour cela on commence par d�e�nir les arbres binaires non

planaires.

type B = x j product(x,multiset(B, card=2));

x = atom(1);

Un tel arbre est soit une feuille, soit un n�ud auquel est attach�e un multi-ensemble de deux arbres.

Puis on d�e�nit une proc�edure sur ces arbres, qui ajoute un coût d'une unit�e pour chaque n�ud

parcouru.

procedure H (b : B);

begin

count1;

case b of

x : count0;

(x,m) : forone c in m do H(c)

end

end;

measure count1 : 1; count0 : 0;

A l'aide de l'�equation (2.16) pour la traduction de l'instruction forone c in m do H(c), l'analyse

de ce programme conduit aux �equations

B(z) = z +

z

2

(B(z

2

) +B

2

(z)); �H(z) = B(z) +

z

2

[B(z)�H(z) + �H(z

2

)]:

2

Exemple 19 : (Nombre de sommants d'une partition) Nous pouvons �a pr�esent analyser le pro-

gramme donn�e comme exemple introductif tout au d�ebut du chapitre pr�ec�edent. Les partitions sont

d�e�nies comme suit :

type partition = multiset(entier);

entier = sequence(un, card >= 1);
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un =atom(1);

Par application des r�egles 1, 4 et 6, les s�eries g�en�eratrices P (z) du type partition et E(z) du type

entier sont

P (z) = exp(E(z) +

E(z

2

)

2

+

E(z

3

)

3

+ � � �) et E(z) =

z

1� z

:

Quant au programme lui-même, il peut s'�ecrire

procedure compte_sommants (p : partition);

begin

forall e in p do

compte(e)

end;

procedure compte (e : entier);

begin

count

end;

measure count : 1;

Soit �CS(z) le descripteur de complexit�e de compte_sommants et �C celui de compte. Les r�egles 16

et 8 donnent

�CS(z) = P (z) � (�C(z) + �C(z

2

) + �C(z

3

) + � � �) et �C(z) = E(z);

ce qui prouve le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme automatique 3. Le nombre moyen de sommants dans les partitions de l'entier n est

s

n

=

[z

n

]P (z)D(z)

[z

n

]P (z)

(2:25)

o�u P (z) = exp(

z

1�z

+

z

2

2(1�z

2

)

+

z

3

3(1�z

3

)

+ � � �), et D(z) =

z

1�z

+

z

2

1�z

2

+

z

3

1�z

3

+ � � �.

En ce qui concerne l'�etude asymptotique de s

n

, nous indiquons ici uniquement le principe de

l'analyse. On utilise la \m�ethode de col", qui s'applique aux fonctions �a forte croissance au voisinage

de leur singularit�e dominante. En e�et, la fonction P (z) est �a croissance exponentielle au voisinage

de z = 1 :

P (z) �

~

P (z) = exp

 

�

2

6

1

1� z

!

:

Au contraire, la fonction D(z) est �a croissance moins violente :

D(z) �

~

D(z) =

1

1� z

log

1

1� z

:

Les fonctions

~

P (z) et

~

P (z)

~

D(z) sont de la forme

1

(1� z)

�

log

�

1

1� z

exp(



1� z

):
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Macintyre et Wilson [MW54] ont montr�e que les fonctions de cette classe v�eri�ent les conditions de

la m�ethode de col. Par cons�equent, nous pouvons appliquer la m�ethode de col �a

~

P (z) et

~

P (z)

~

D(z).

L'�etape suivante consiste �a dire que la fonction

~

D(z) variant beaucoup moins violemment que

~

P (z), elle peut être consid�er�ee comme constante dans le voisinage du point col donnant la contri-

bution principale de l'int�egrale de col. Il s'ensuit que le point col de

~

P (z)

~

D(z) est le même que celui

de

~

P (z), c'est-�a-dire � � 1�

q

�

2

6n

, et que

[z

n

]

~

P (z)

~

D(z)

[z

n

]

~

P (z)

�

~

D(�) �

r

3n

2�

2

logn: (2:26)

Pour appliquer la m�ethode �a P (z) et D(z), la di�cult�e provient du fait que le cercle jzj = 1 est

\fronti�ere", c'est-�a-dire que les singularit�es de P (z) et de D(z) ont une r�epartition dense le long de

ce cercle. N�eanmoins le d�eveloppement asymptotique ci-dessus doit rester valable.

Nous avons compar�e le nombre moyen exact s

n

de sommants des partitions de n �a l'�equivalent

�

n

=

q

3n

2�

2

logn donn�e par (2.26) : s

50

=�

50

' 1:27, s

100

=�

100

' 1:21, s

200

=�

200

' 1:17. 2

2.2.2 S�election, it�eration et d�erivation

Nous pr�esentons dans ce paragraphe une m�ethode �a la fois plus �el�egante et plus g�en�erale pour

obtenir les op�erateurs correspondant aux sch�emas d'it�eration et de s�election.

Soit � un multi-constructeur. Par d�e�nition, l'ensemble produit par � �a partir d'un ensemble

B s'�ecrit

�(B) =

[

(b

1

;:::;b

l

)2I

�(b

1

; : : : ; b

l

): (2:27)

o�u I rassemble les s�equences de composantes des objets de �(B).

Lemme 8. Soit � un multi-constructeur id�eal et admissible, tel que A = �(B) se traduise en

A(z) = 	(B(z); B(z

2

); : : :). Alors le descripteur de complexit�e du sch�ema d'it�eration d'une proc�e-

dure Q sur A est

�P

it

(z) = �Q(z)

@	

@x

1

(B(z); B(z

2

); : : :) + 2�Q(z

2

)

@	

@x

2

(B(z); B(z

2

); : : :) + � � � (2:28)

et le descripteur de complexit�e du sch�ema de s�election est

�P

sel

(z) =

Z

1

0

�

�Q(z)

@	

@x

1

+ 2u�Q(z

2

)

@	

@x

2

+ 3u

2

�Q(z

3

)

@	

@x

3

+ � � �

�

x

j

=u

j

B(z

j

)

du: (2:29)

D�emonstration : L'�equation (2.27) donne pour les s�eries g�en�eratrices :

	(B(z); B(z

2

); : : :) =

X

(b

1

;:::;b

l

)2I

z

jb

1

j

: : : z

jb

l

j

:

Si dans le membre droit, nous rempla�cons chaque z

jb

j

j

par (1 + v�Qfb

j

g)z

jb

j

j

, nous allons obtenir

dans le membre gauche 	(B

1

(z; v); B

2

(z; v); : : :) o�u B

�

(z; v) =

P

b2B

(1 + v�Qfbg)

�

z

�jbj

, soit

	(B

1

(z; v); B

2

(z; v); : : :) =

X

(b

1

;:::;b

l

)2I

(1 + v�Qfb

1

g)z

jb

1

j

: : : (1 + v�Qfb

l

g)z

jb

l

j

: (2:30)
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En d�erivant cette derni�ere �equation par rapport �a v, puis en rempla�cant v par 0, il vient :

@	(B

1

(z; v); B

2

(z; v); : : :)

@v

�

�

�

�

v=0

= �P

it

(z): (2:31)

Or la d�eriv�ee partielle de B

�

(z; v) par rapport �a v, prise en v = 0, vaut ��Q(z

�

), ce qui donne la

formule annonc�ee pour le sch�ema d'it�eration.

Pour le sch�ema de s�election, nous rajoutons une troisi�eme variable u qui compte le nombre de

composantes. Soit B

�

(z; u; v) =

P

b2B

(1 + v�Qfbg)

�

u

�

z

�jbj

, alors l'�equation (2.30) devient

	(B

1

(z; u; v);B

2

(z; u; v); : : :) =

X

(b

1

;:::;b

l

)2I

u

l

(1 + v�Qfb

1

g)z

jb

1

j

: : :(1 + v�Qfb

l

g)z

jb

l

j

;

et

@	(B

1

(z; u; v); B

2

(z; u; v); : : :)

@v

�

�

�

�

v=0

=

X

(b

1

;:::;b

l

)2I

u

l

(�Qfb

1

g+ � � �+ �Qfb

l

g)z

jb

1

j

: : :z

jb

l

j

;

donc le descripteur de complexit�e du sch�ema de s�election est

�P

sel

(z) =

Z

1

0

1

u

@	(B

1

(z; u; v); B

2

(z; u; v); : : :)

@v

�

�

�

�

v=0

du:

Or la d�eriv�ee partielle de B

�

(z; u; v) par rapport �a v vaut �u

�

�Q(z

�

) en v = 0.

Pour le constructeur s�equence par exemple, l'op�erateur associ�e est 	(x

1

; x

2

; : : :) = 1=(1� x

1

),

qui ne d�epend que de x

1

. La d�eriv�ee partielle par rapport �a x

1

vaut 1=(1� x

1

)

2

: l'�equation (2.28)

donne �Q(z)=(1�B(z))

2

pour l'it�eration. Pour la s�election, nous devons calculer

R

1

0

1=(1�ux

1

)

2

du,

qui vaut 1=(1� x

1

), ce qui donne comme op�erateur �Q(z)=(1�B(z)).

Pour le constructeur multi-ensemble, nous avons 	(x

1

; x

2

; x

3

; : : :) = exp(x

1

+x

2

=2+x

3

=3+ � � �).

Comme

@	

@x

i

vaut 	(x

1

; x

2

; : : :)=i, et que l'on multiplie �a nouveau par i dans (2.28), l'op�erateur

associ�e �a l'it�eration est �nalement 	(x

1

; x

2

; : : :)(�Q(z)+�Q(z

2

)+ � � �). Pour la s�election, l'�equation

(2.29) s'�ecrit ici

�P (z) =

Z

1

0

[�Q(z) + u�Q(z

2

) + u

2

�Q(z

3

) + � � �] exp(uB(z) + u

2

B(z

2

)=2 + � � �)du:

Cette expression semble di��erer de celle donn�ee par la r�egle 17, mais nous retrouvons facilement la

forme alternative (2.17) en d�ecomposant exp(uB(z) + u

2

B(z

2

)=2 + � � �) en

P

k�0

u

k

	

M;k

(B; z).

Pour le constructeur cycle orient�e, l'op�erateur de d�enombrement est

P

k�1

�(k)=k log(1=(1�x

k

)).

Sa d�eriv�ee partielle par rapport �a x

k

vaut �(k)=k 1=(1�x

k

), et par cons�equent l'op�erateur d'it�eration

est

P

k�1

�(k)�Q(z

k

)=(1�B(z

k

)). Quant �a la s�election, l'�equation (2.29) donne apr�es inversion de

la sommation sur k et de l'int�egrale

X

k�1

�(k)�Q(z

k

)

Z

1

0

u

k�1

du

1� u

k

B(z

k

)

;

or l'int�egrale ci-dessus vaut 1=(kB(z

k

)) log(1=(1�B(z

k

))), et l'on retrouve le r�esultat de la r�egle 18.
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2.3 Complexit�e du calcul des coe�cients

Nous avons montr�e que les programmes de la classe � se traduisent en �equations pour les

s�eries g�en�eratrices de d�enombrement et de coût cumul�e (th�eor�eme 4). Ce r�esultat serait d'utilit�e

restreinte si le calcul du coût moyen �a partir de ces �equations �etait de même ordre de complexit�e

que la m�ethode consistant �a �evaluer le programme. En r�ealit�e, le calcul du coût moyen exact

d'un programme de � �a partir des �equations produites par l'analyse alg�ebrique est de complexit�e

polynomiale (th�eor�eme 6).

Cette section est divis�ee en deux : nous nous int�eressons aux coe�cients des s�eries de d�enom-

brement d'abord, puis �a ceux des descripteurs de complexit�e.

2.3.1 D�enombrement des structures de donn�ees

Nous montrons ici que le d�enombrement des structures de donn�ees de taille n s'e�ectue essen-

tiellement en O(n

2

) op�erations par des m�ethodes classiques.

Th�eor�eme 5. Soit � une sp�eci�cation bien fond�ee de 
. Le calcul des coe�cients des s�eries g�e-

n�eratrices ordinaires des non-terminaux de � jusqu'�a l'ordre n coûte

O(j�jn

2

)

op�erations arithm�etiques sur les coe�cients (additions, soustractions, multiplications, divisions),

o�u j�j est le nombre de non-terminaux dans la forme normale de Chomsky de � (cf section 1.2.3).

D�emonstration : Nous mettons d'abord � en Chomsky Normal Form, puis nous utilisons l'algo-

rithme suivant.

Algorithme Calcul des coe�cients.

Donn�ee : une sp�eci�cation � en Chomsky Normal Form et un entier n.

R�esultat : les coe�cients A

k

pour tout non-terminal A et 0 � k � n.

pour k := 0 jusqu'�a n faire

E  N (ensemble des non-terminaux)

tant que E 6= fg faire

choisir A minimal dans E : @B 2 E ; B �

k

A (cf section 1.4.3)

calculer A

k

(�a l'aide des formules ci-dessous)

E  E � fAg

�n tant que

�n pour

L'existence d'un A minimal �a chaque passage dans la boucle while est garantie par le fait que

l'ordre partiel �

k

n'admet pas de cycle, car � est bien fond�ee. Il nous reste �a savoir calculer A

k

en

fonction des B

i

pour i < k et des C

k

pour C �

k

A.

atomes : si A ! a, alors A

k

= 1 si jaj = k, et 0 sinon. Le coût (nombre d'op�erations

arithm�etiques) est O(1).

union : si A! B j C, alors A

k

= B

k

+ C

k

. Le coût est aussi O(1).

produit : si A! B �C, alors A

k

=

P

k

i=0

B

i

C

k�i

. Le coût de la convolution est O(k).
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s�equence : si A ! B

�

, alors A(z) = 1=(1� B(z)) s'�ecrit aussi A(z) = 1 + B(z)A(z),

d'o�u A

0

= 1 et pour k > 0, A

k

=

P

k

i=1

B

i

A

k�i

. Le coût est ici aussi celui d'une

convolution, c'est-�a-dire O(k).

multi-ensemble : si A!M(B), alors A(z) = exp(B(z)+B(z

2

)=2+ � � �). Soit F (z) =

B(z) + B(z

2

)=2 + � � � : A = exp(F ) donc A

0

= AF

0

, et A

k

= 1=k[z

k�1

]AF

0

.

Supposons que l'on ait stock�e les coe�cients de F jusqu'�a l'ordre k � 1. Pour

calculer A

k

, nous calculons d'abord F

k

= [z

k

](B(z) +B(z

2

)=2 + � � �+ B(z

k

)=k) =

B

k

+B

k=2

=2+ � � �+B

1

=k, avec la convention B

k=i

= 0 lorsque k=i n'est pas entier.

Ensuite nous stockons F

k

pour les calculs futurs, et nous d�eterminons A

k

par la

convolution ci-dessus. Les calculs de F

k

et de A

k

un coût total en O(k).

ensemble : la m�ethode est la même que pour un multi-ensemble, �a la seule di��erence

que F (z) = B(z)� B(z

2

)=2 + � � �.

cycle : si A ! C(B), alors A(z) = log(1 � B(z))

�1

+ 1=2 log(1 � B(z

2

))

�1

+ � � � +

�(k)=k log(1� B(z

k

))

�1

+ � � �. Comme pour le constructeur multi-ensemble, nous

stockons les coe�cients de G(z) = log(1� B(z))

�1

. Le calcul d'un nouveau coef-

�cient de G s'e�ectue en utilisant le fait que G

0

= B

0

=(1 � B), qui s'�ecrit aussi

G

0

= B

0

+ BG

0

. Cette derni�ere formule donne G

k

= 1=k[z

k�1

](B

0

+ BG

0

). Puis

A(z) = G(z) + 1=2 G(z

2

) + � � �+ �(k)=k G(z

k

) + � � �, donc A

k

= G

k

+ 1=2 G

k=2

+

� � �+ �(k)=k G

1

avec la même convention que ci-dessus. Les calculs de G

k

et A

k

coûtent O(k) op�erations (on suppose les �(k) connus).

Quel que soit le constructeur, le calcul d'un coe�cient A

k

n�ecessite au plus O(k) op�erations. Une

�etape de la boucle principale de l'algorithme Calcul des coe�cients, calculant A

k

pour chaque

non-terminal de la sp�eci�cation en Chomsky Normal Form, n�ecessite O(j�jk) op�erations. Le coût

du calcul de tous les coe�cients jusqu'�a l'ordre n est donc O(j�jn

2

).

Ce th�eor�eme signi�e que les r�egles de d�enombrement de la section 2.1 sont e�ectivement utilisables,

puisqu'elles permettent de d�enombrer les objets en temps polynomial.

Le nombre de registres utilis�es par l'algorithme Calcul des coe�cients pour stocker les coef-

�cients est O(j�jn). En e�et, pour chaque non-terminal A de la sp�eci�cation en Chomsky Normal

Form, il faut stocker les n+ 1 coe�cients A

k

, 0 � k � n, plus �eventuellement ceux de F (ensemble

ou multi-ensemble), ou de G (cycle).

Remarque : Le coût O(j�jn

2

) donn�e par le th�eor�eme est relatif aux op�erations �el�ementaires sur

les coe�cients. Or l'analyse asymptotique montre que ceux-ci croissent en A

n

, o�u A � 1. L'espace

m�emoire utilis�e par un coe�cient est donc O(B

�

n), et le coût du calcul des coe�cients en nombre

d'op�erations �el�ementaires sur des mots-machine est

O(C

�

n

2

M(n))

o�u M(n) est le coût des op�erations �el�ementaires sur des nombres de n mots-machine, et C

�

une

constante d�ependant de j�j et du plus grand facteur A de croissance exponentielle des suites de

d�enombrement de �.

Pour diminuer le nombre d'op�erations, on peut utiliser des m�ethodes de calcul plus �evolu�ees

comme la transform�ee de Fourier rapide (FFT), �a la fois pour le calcul des suites de d�enombrement,

et pour les op�erations entre coe�cients. Avec ces m�ethodes associ�ees �a la m�ethode de Newton sur les

s�eries, on obtient �a chaque �etape deux fois plus de termes exacts dans les suites de d�enombrement,
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au lieu d'un seul pour l'algorithme donn�e ci-dessus. Nous obtenons ainsi un nouvel algorithme de

calcul des coe�cients, coûtant O(j�jn logn) op�erations sur les coe�cients, au lieu de O(j�jn

2

).

Pour plus de d�etails, nous renvoyons le lecteur �a l'annexe B, o�u nous montrerons aussi que la

complexit�e est lin�eaire dans le cas des familles simples d'arbres (par exemple le type expression

du programme de d�erivation).

2.3.2 Calcul du coût des proc�edures

Nous supposons �a pr�esent que les suites de d�enombrement sont connues jusqu'�a l'ordre n, et

nous �evaluons ici le coût additionnel pour calculer les coe�cients des descripteurs de complexit�e,

toujours jusqu'�a l'ordre n.

Nous nous limitons ici aux programmes n'utilisant pas le sch�ema de test sur la longueur, qui

introduirait des s�eries bivari�ees.

�

Etant donn�e un programme bien fond�e, en vertu du lemme 6, il

existe pour chaque taille n un ordre partiel �

n

sur les proc�edures (avec le test sur la longueur, il y

aurait plusieurs ordres partiels �

n;k

�eventuellement di��erents, et par cons�equent il faudrait calculer

s�epar�ement les parties correspondantes des descripteurs de complexit�e bivari�es).

De nombreuses r�egles induisent des formules analogues �a celles obtenues pour les types. Pour

ces r�egles, nous connaissons d�ej�a le coût du calcul d'un nouveau coe�cient �P

k

: les r�egles 8 (coût

constant), 9 (s�equence d'instructions) et 10 (s�election dans une union) n�ecessitent O(1) op�erations ;

la r�egle 11 (s�election dans un produit cart�esien) et la r�egle 20 (test sur la taille) en n�ecessitent O(k).

Il nous reste �a �etudier les autres r�egles :

s�election et it�eration dans une s�equence (r�egles 12 et 13) : pour la s�election,

�P = �Q=(1� B) s'�ecrit aussi A�Q puisque A = 1=(1 � B) : calculer �P

k

coûte

O(k) op�erations. Pour l'it�eration, �P = �Q=(1� B)

2

s'�ecrit F�Q, o�u F = A

2

. Si

l'on stocke les coe�cients de F au fur et �a mesure, le calcul de �P

k

coûte deux

convolutions, c'est-�a-dire O(k).

it�eration dans un ensemble et dans un multi-ensemble (r�egles 14 et 16) :

�P (z) vaut A(z)F (z), o�u F (z) = �Q(z)� �Q(z

2

) + �Q(z

3

)� � � �. Si l'on stocke les

coe�cients de F (z), le calcul d'un nouveau coe�cient coûte O(k).

s�election dans un ensemble (r�egle 15) : une m�ethode possible consiste �a calculer

dans un premier temps les coe�cients de la s�erie �a deux variables B

S

(z; u) :

B

n;k

= [z

n

u

k

]

Y

j�1

(1 + uz

j

)

B

j

;

puis �a calculer les coe�cients de �P (z) en fonction des B

n;k

(voir la section B.5

de l'annexe B pour plus de d�etails). Les calculs sont faits au fur et �a mesure,

en stockant les B

n;k

. Le calcul d'un nouveau coe�cient �P

k

par cette m�ethode

n�ecessite O(k

2

log k) op�erations sur les coe�cients.

s�election dans un multi-ensemble (r�egle 17) : la m�ethode est similaire �a celle uti-

lis�ee pour le constructeur ensemble (voir l'annexe) ; le coût est le même aussi.

it�eration dans un cycle (r�egle 19) : le descripteur de complexit�e est

�P (z) =

X

j�1

�(j)

�Q(z

j

)

1� A(z

j

)

;
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ce qui s'�ecrit �egalement �P (z) =

P

j�1

�(j)F (z

j

) en posant F = �Q=(1 � A).

Comme F (0) = 0,

�P

k

=

k

X

j=1

�(j)[z

k

]F (z

j

) = F

k

+F

k=2

+2F

k=3

+ � � �+�(j)F

k=j

+ � � �+�(k)F

1

; (2:32)

avec la convention habituelle que F

k=j

est nul lorsque j ne divise pas k. Les coef-

�cients de F sont calcul�es au fur et �a mesure par la formule F

k

= [z

k

](�Q+ AF )

(coût O(k)), puis on d�etermine �P

k

par l'�egalit�e (2.32), ce qui coûte aussi O(k)

op�erations.

s�election dans un cycle (r�egle 18) : ici, nous avons

�P (z) =

X

j�1

�(j)

j

F (z

j

) avec F (z) =

�Q(z)

A(z)

log

1

1�A(z)

:

Le coe�cient �P

k

est �a nouveau donn�e par l'�equation (2.32), sauf que F n'est

plus la même s�erie ; F

k

s'obtient par exemple comme [z

k

]G(z)�Q(z), avec G(z) =

1

A(z)

log

1

1�A(z)

v�eri�ant (AG)

0

= A

0

=(1�A). Si l'on stocke les coe�cients de 1=(1�

A) et de G, le calcul d'un nouveau coe�cient F

k

n�ecessite O(k) op�erations.

Cette �etude des di��erents sch�emas possibles nous permet d'�enoncer le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 6. Le calcul des descripteurs de complexit�e d'un programme � de la classe � jusqu'�a

l'ordre n coûte

O(j�jn

3

logn)

op�erations sur les coe�cients des s�eries de d�enombrement et des descripteurs de complexit�e, o�u j�j

est une constante d�ependant du programme. Lorsque � n'utilise pas les sch�emas de s�election dans

un ensemble ou un multi-ensemble, O(j�jn

2

) op�erations su�sent.

En conclusion, pour les programmes de � n'utilisant pas les sch�emas de s�election dans un ensemble

ou un multi-ensemble, le calcul du coût moyen exact sur les donn�ees de taille n prend un temps

(mesur�e en op�erations sur les bits, bit complexity en anglais) O(n

4

) avec des algorithmes �el�emen-

taires, et O(n

2

log

2

n) avec des algorithmes rapides En pratique, cela signi�e que l'on peut calculer

le coût moyen exact jusqu'�a des valeurs de n de l'ordre de la centaine (algorithmes �el�ementaires)

ou du millier (algorithmes rapides).

On peut aussi calculer les suites de d�enombrement en pr�ecision �xe, et on obtient alors un coût

moyen approch�e en temps O(n

2

) et O(n logn) respectivement, ce qui permet d'atteindre des valeurs

de n beaucoup plus �elev�ees.

Exemple 20 : (Calcul du coût moyen du programme de d�erivation formelle) Le tableau ci-dessous

indique pour di��erentes valeurs de n, le temps de calcul en secondes du coût moyen exact du

programme de d�erivation formelle par l'�egalit�e

�di�

n

=

�di�

n

E

n

=

[z

n

]�di�(z)

[z

n

]expression(z)
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�a l'aide de Maple et sur un Sun 3/60. Pour calculer E

n

, on a utilis�e le fait que la s�erie E(z) =

P

E

n

z

n

v�eri�e une �equation polynomiale de degr�e 2, qui se transforme grâce �a une remarque de

Comtet (voir �a ce propos la section B.4) en une r�ecurrence lin�eaire pour les coe�cients.

n 10 20 50 100 200 500 1000

nombre d'expressions

(ordre de grandeur)

10

6

10

13

10

36

10

74

10

150

10

381

10

766

temps de calcul

du coût moyen

0:1s 0:2s 0:6s 1:3s 2:9s 13s 42s

Par exemple, le coût moyen de la proc�edure diff sur les expressions de taille 100 est :

�di�

100

=

53948521022227842309790852047460317841988456896091263247500147865073743688237

63593561548189956836235005945923008230074700083591258666929037950049099545

:

Si l'on envisageait de calculer ce coût moyen par �evaluation de la proc�edure, il faudrait g�en�erer

toutes les expressions de taille 100, soit plus de 10

73

expressions. Or par les s�eries g�en�eratrices, en

moins d'une minute, nous avons même calcul�e �di�

1000

, le coût moyen exact pour une taille dix

fois plus grande, grâce au th�eor�eme 6 qui garantit une complexit�e polynomiale pour le calcul des

coe�cients.

Nous pouvons aussi comparer le coût moyen exact avec les premiers termes du d�eveloppement

obtenu par analyse asymptotique. Toujours pour le programme de d�erivation, le tableau suivant

indique la di��erence relative entre le coût moyen exact et les k premiers termes du d�eveloppement

asymptotique (ligne �

k

).

n 10 20 50 100 200 500 1000

�

1

0:2 0:1 0:08 0:05 0:04 0:02 0:02

�

2

0:05 0:03 0:01 0:007 0:004 0:002 0:0008

�

3

0:02 0:007 0:002 0:0007 0:0003 0:00006 0:00002

�

4

0:004 0:0003 0:00007 0:00002 0:000004 0:0000007 0:0000002

�

5

0:005 0:0001 0:000002 0:0000004 0:00000008 0:000000008 0:000000001

�

6

0:005 0:00008 0:0000001 0:00000002 0:000000002 0:0000000001 0:00000000002

Pour cette comparaison, nous avons calcul�e les premiers termes du d�eveloppement asymptotique

de �di�

n

(grâce au programme equivalent) avec 20 chi�res signi�catifs :

�di�

n

' 0:804217544085886549n

3=2

+ 0:380636278367337105n+ 0:664723240102060457n

1=2

�0:580515194149664781� 0:151893511610016187

1

n

1=2

+ 0:035083837461738228

1

n

+ O(

1

n

3=2

):

En regardant les colonnes du tableau, on voit bien que chaque terme fait gagner un facteur de

p

n

en pr�ecision, soit par exemple une d�ecimale pour n = 100. D'autre part, en consid�erant les lignes,

on constate qu'�a nombre de termes �x�e, l'erreur relative diminue lorsque n augmente : par exemple,

pour n sup�erieur �a 1000, le premier terme donne une approximation �a moins de 2% pr�es. 2



Chapitre 3

Univers �etiquet�e

Le mieux qu'un homme puisse faire de sa vie, c'est de transformer

en conscience une exp�erience aussi vaste que possible.

Camus

D

ans les chapitres pr�ec�edents, nous avons consid�er�e des programmes op�erant sur une certaine

classe 
 de structures de donn�ees. Or cette classe convient mal pour mod�eliser certains pro-

bl�emes, notamment lorsqu'il existe une relation d'ordre sous-jacente aux donn�ees. On introduit alors

d'autres types de donn�ees, dites �etiquet�ees, pour r�esoudre ce genre de probl�emes. Par opposition,

nous dirons que la classe 
 se trouve dans un univers non �etiquet�e. Les similarit�es sont grandes

entre l'analyse en univers �etiquet�e et en univers non �etiquet�e, comme le font remarquer Bender et

Goldman en 1970 [BG71] :

While studying the enumerative uses of generating functions we have come to the conclusion

that a great deal of unity underlies the enumeration of \completely labeled" and \completely

unlabeled" objects.

Nous pr�esentons cependant �a part l'analyse alg�ebrique en univers �etiquet�e car, même si les di��e-

rences sont faibles en ce qui concerne les s�eries g�en�eratrices obtenues, la d�e�nition des structures de

donn�ees n�ecessite une �etude s�epar�ee. L'objet de ce chapitre est de montrer que l'analyse automatique

est possible �egalement en univers �etiquet�e, d'�enoncer et de prouver les r�egles correspondantes.

Consid�erons des graphes non orient�es dont chaque n�ud est reli�e �a exactement deux autres

n�uds. Ces graphes particuliers sont dits 2-r�eguliers. Voici un graphe 2-r�egulier ayant 7 n�uds :
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��
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��

��

(G)

Dans le mod�ele �etiquet�e, chaque atome porte une information suppl�ementaire, appel�ee �etiquette,

qui permet de le comparer aux autres atomes. Une incarnation possible de ce mod�ele est de choisir

les entiers de 1 �a n pour �etiqueter les atomes d'un objet de taille n. Ainsi, en r�epartissant les entiers

de 1 �a 7 sur les n�uds du graphe non �etiquet�e (G), nous obtenons plusieurs graphes �etiquet�es,

toujours 2-r�eguliers, dont par exemple les graphes (A) et (B) :

79
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(A) (B)

Ces deux graphes sont di��erents car il n'est pas possible de superposer simultan�ement leur structure

non �etiquet�ee sous-jacente et les �etiquettes. En e�et, dans le graphe (A), l'�etiquette 1 se trouve dans

le cycle de longueur trois, alors que dans (B), elle se trouve dans celui de longueur quatre. Mais

par contre, le graphe (B) et le graphe (C) ci-dessous sont identiques : il su�t de tourner le cycle

de longueur trois de (B) d'un angle de �2�=3, et de faire faire une sym�etrie d'axe 3-5 au cycle de

longueur quatre pour obtenir (C).
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(C) (D)

Les graphes (A), (B) et (C) ont la même structure non �etiquet�ee sous-jacente, en l'occurrence le

graphe (G), alors que le graphe (D) est structurellement di��erent (il ne comporte pas de cycle de

longueur quatre).

La premi�ere section de ce chapitre introduira des constructeurs sur les objets �etiquet�es, et

d�e�nira la classe

^


 des sp�eci�cations utilisant ces constructeurs. Par exemple, les graphes 2-r�eguliers

�etiquet�es seront d�e�nis par

type tworegg = set(component);

component = ucycle(node, card>=3);

node = Latom(1);

Nous verrons ensuite (section 3.2) les r�egles associ�ees aux constructeurs de la classe

^


. A l'aide de

ces r�egles, la sp�eci�cation ci-dessus se traduira en

^

T (z) = exp(

^

C(z));

^

C(z) =

1

2

log

1

1� z

�

z

2

�

z

2

4

;

o�u

^

T (z) et

^

C(z) sont les s�eries g�en�eratrices exponentielles associ�ees aux types tworegg et component.

Nous d�e�nirons �a la section 3.3 une classe

^

� de programmes sur

^


. Les sch�emas de programma-

tion de

^

�, comme en univers non �etiquet�e, seront essentiellement la s�election et l'it�eration sur les

constructeurs de la classe

^


. Nous �etablirons dans cette même section les r�egles de traduction cor-

respondant �a ces sch�emas. Par exemple, pour compter le nombre de composantes connexes d'un

graphe 2-r�egulier, on pourra �ecrire le programme suivant :

procedure visit (t : tworegg);

begin
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forall c in t do

count

end;

measure count : 1;

dont l'analyse alg�ebrique produira l'�equation

d

�V (z) = exp(

^

C(z))

^

C(z);

qui, par analyse asymptotique, conduira au r�esultat suivant :

Th�eor�eme automatique 4. Le nombre moyen de composantes connexes d'un graphe 2-r�egulier

�etiquet�e ayant n n�uds est

�V

n

=

[z

n

] exp(

^

C(z))

^

C(z)

[z

n

] exp(

^

C(z))

;

o�u

^

C(z) =

1

2

log

1

1�z

�

z

2

�

z

2

4

, et v�eri�e asymptotiquement

�V

n

=

1

2

log n+O(1):

Les trois premi�eres sections de ce chapitre sont par cons�equent le pendant des chapitres 1 et 2,

en univers �etiquet�e. Au passage, nous montrons une analyse automatique e�ectu�ee sur ordinateur

(page 94). La derni�ere section (3.4) d�ecrit quant �a elle des constructeurs et des sch�emas sp�eci�ques

au mod�ele �etiquet�e. En r�esum�e, nous pouvons avec ces nouveaux constructeurs imposer des condi-

tions sur les �etiquettes, tandis que les sch�emas associ�es utilisent l'ordre induit par les �etiquettes

pour diriger l'ex�ecution du programme. Cette extension est particuli�erement int�eressante, dans la

mesure o�u elle conduit �a des �equations di��erentielles sur les s�eries g�en�eratrices, type d'�equations

qu'il est impossible de rencontrer en univers non �etiquet�e (cf th�eor�eme 4). Des probl�emes que l'on

peut ainsi traiter sont par exemple la taille de l'intersection d'arbres tournois (section 3.4.5) ou le

nombre de comparaisons de l'algorithme de tri QuickSort (section 5.2).

3.1 Objets �etiquet�es et constructeurs

Dans cette section, nous d�e�nissons une classe

^


 de sp�eci�cations en univers �etiquet�e. Pour

cela, nous d�e�nissons les constructeurs de cette classe. Nous verrons que chaque constructeur de la

classe 
 (univers non �etiquet�e) �a un �equivalent en univers �etiquet�e. Cette correspondance a pour

cons�equence que la d�etermination du caract�ere bien fond�e des sp�eci�cations est d�ecidable dans

^




�egalement.

Atome

�

etiquet

�

e : les atomes �etiquet�es sont d�e�nis �a l'aide du mot r�eserv�e Latom (pour Labelled

atom en anglais) :

type a = Latom(1):

Cette d�eclaration d�e�nit a comme un atome �etiquet�e de taille 1. Le constructeur Latom est conta-

gieux : tout ensemble construit �a partir d'atomes �etiquet�es doit être enti�erement �etiquet�e. Cela

signi�e en particulier que tous les constructeurs utilis�es dans la construction doivent être des
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constructeurs de la classe

^


. En cons�equence, un seul des deux mots r�eserv�es atom et Latom

doit apparâ�tre dans une sp�eci�cation. Cette propri�et�e de s�eparation des univers �etiquet�e et non

�etiquet�e nous autorise �a utiliser les mêmes symboles pour les constructeurs similaires de ces deux

univers.

Constructeur union : les ensembles B et C contenant des objets �etiquet�es, l'union B[C contient

l'union des objets de B et de C. Comme en univers non �etiquet�e, cette union doit s'interpr�eter au

niveau des arbres de d�erivation des objets. En Adl, nous noterons cette construction

type A = B j C:

Remarque : Dans une même sp�eci�cation, nous ne m�elangeons pas objets �etiquet�es et non �etique-

t�es. Par cons�equent, il n'est pas n�ecessaire de choisir des symboles di��erents pour les constructions

�etiquet�ees : la d�e�nition des atomes indique �a elle seule dans quel univers on se place.

Constructeur produit partitionnel : si la notion naturelle d'union est analogue �a celle d�e�nie

en univers non �etiquet�e, il n'en est pas de même pour la notion de produit. Par exemple, consid�erons

les deux objets �etiquet�es (E) et (F) ci-dessous :
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��
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-

��

��

2

J

J

J]

��

��
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�
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��
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�

��

��
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(E) (F)

Si nous e�ectuons leur \produit cart�esien", c'est-�a-dire que nous les regroupons tels quels pour faire

un seul objet, nous constatons que ce nouvel objet aura deux �etiquettes 1, deux �etiquettes 2, et

deux �etiquettes 3. Or pour en faire un v�eritable objet �etiquet�e, il faudrait que les �etiquettes varient

de 1 �a 3+4 = 7. Pour cela, il faut redistribuer les �etiquettes, mais cette redistribution doit respecter

l'ordre initial : par exemple, dans l'objet (E), le n�ud ayant la plus petite �etiquette (initialement

1) devra pointer vers le n�ud ayant l'�etiquette interm�ediaire (initialement 2), qui devra lui-même

pointer vers le n�ud ayant la plus grande �etiquette (initialement 3) ; dans (F), les deux �etiquettes

les plus petites devront être �a distance 2. Cette redistribution s'appelle un r�e�etiquetage, et permet

de d�e�nir la notion naturelle de produit sur des objets �etiquet�es, le produit partitionnel :

D�e�nition 14. Soient � et � deux objets �etiquet�es. Un r�e�etiquetage de (�; �) est une a�ectation

d'�etiquettes (distinctes et totalement ordonn�ees) sur l'ensemble des atomes de � et �. Un r�e�etique-

tage est dit compatible s'il respecte les ordres initiaux sur � et �. Le produit partitionnel de f�g

par f�g, not�e f�g �

p

f�g, est l'ensemble des r�e�etiquetages compatibles de (�; �).

Par exemple, d�es que l'on a choisi les �etiquettes de (E) parmi les entiers de 1 �a 7, il y a une seule

fa�con de respecter les ordres initiaux sur (E) et (F). Si l'on choisit 2, 3 et 7, le seul r�e�etiquetage

compatible est :
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��

��
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�

��

��

1
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L'un des

�

7

3

�

= 35 objets de fEg �

p

fFg.

Le nombre de r�e�etiquetages compatibles d'une paire (�; �) est donc

(i+j)!

i! j!

o�u i est la taille de � et

j celle de �. Le produit partitionnel de deux ensembles est la r�eunion des produits partitionnels

�el�ement �a �el�ement :

A�

p

B =

[

a2A;b2B

fag �

p

fbg

et nous le noterons product(A;B) (nous pouvons utiliser le même symbole que pour le produit

cart�esien car on se place toujours dans un seul univers �a la fois, cf la remarque ci-dessus).

Constructeur complexe partitionnel : le constructeur complexe partitionnel permet de for-

mer des suites d'�el�ements de même type, comme le constructeur \s�equence" en univers non �etiquet�e.

Il se d�e�nit �egalement par union et produit partitionnel : d'abord, le produit partitionnel construit

des k-uplets d'objets

A

<k>

= A �

p

� � � �

p

A

| {z }

k

;

puis le constructeur complexe partitionnel des s�equences de longueur quelconque

A

<�>

= A

<0>

[ A

<1>

[ A

<2>

[ � � � [ A

<k>

[ � � � (3:1)

La notation Adl de la construction A

<�>

est sequence(A), et les s�equences seront d�esign�ees �a l'aide

de parenth�eses, par exemple () repr�esente la s�equence vide.

Constructeur complexe partitionnel ab

�

elien : le constructeur complexe partitionnel ab�elien

est l'�equivalent du constructeur ensemble de l'univers non �etiquet�e. Les ensembles de k objets sont

A

[k]

=

n

fa

1

; : : : ; a

k

g j (a

1

; : : : ; a

k

) 2 A

<k>

o

et le complexe partitionnel ab�elien de A est

A

[�]

= A

[0]

[ A

[1]

[ A

[2]

[ � � � [ A

[k]

[ � � �

En univers �etiquet�e, la notion de multi-ensemble n'existe pas. En e�et, deux �el�ements d'un ensemble

sont toujours di��erents, car même si leur structure sous-jacente est identique, au moins leurs �eti-

quettes di��erent (puisque les �etiquettes d'un même objet sont toutes distinctes). Nous noterons la

construction de complexe partitionnel ab�elien set(A).

Constructeur cycle orient

�

e : le constructeur cycle orient�e se d�e�nit aussi �a l'aide du complexe

partitionnel :

C

p

(A) =

n

[a

1

; : : : ; a

k

] j k � 1 et (a

1

; : : : ; a

k

) 2 A

<�>

o
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et se note cycle(A).

Constructeur cycle non orient

�

e : en univers �etiquet�e, nous d�e�nissons des cycles non orien-

t�es, qui seront not�es �a l'aide de doubles crochets. Deux cycles non orient�es [[a

1

; : : : ; a

k

]] et [[b

1

; : : : ; b

k

]]

sont �egaux si on peut les superposer par rotation ou retournement, c'est-�a-dire que [a

1

; : : : ; a

k

] =

[b

1

; : : : ; b

k

], ou bien [a

1

; : : : ; a

k

] = [b

k

; : : : ; b

1

]. Le constructeur cycle non orient�e est not�e UC

p

et

ucycle en Adl :

UC

p

(A) =

n

[[a

1

; : : : ; a

k

]] j k � 1 et (a

1

; : : : ; a

k

) 2 A

<�>

o

:

Lorsque le nombre k d'�el�ements du cycle vaut 1 ou 2, un cycle non orient�e g�en�ere un seul cycle

orient�e, car le retournement ne modi�e pas le cycle : quand on retourne [a], on obtient [a], et quand

on retourne [a; b], on obtient [b; a], c'est-�a-dire [a; b] par permutation circulaire. Par contre, pour

k � 3, les cycles [a

1

; : : : ; a

k

] et [a

k

; : : : ; a

1

] sont toujours di��erents �a cause des �etiquettes : a

1

ne

peut être superpos�e qu'avec lui-même, et alors a

2

et a

k

se superposent, mais a

2

6= a

k

car k > 2.

D�e�nition 15. La classe

^


 est l'ensemble des sp�eci�cations en univers �etiquet�e dont les produc-

tions utilisent les constructeurs union, produit partitionnel, complexe partitionnel, complexe parti-

tionnel ab�elien, cycle orient�e et non orient�e.

Le tableau ci-dessous r�esume les constructions de

^


 et leur notation en Adl.

constructeur notation math�ematique syntaxe Adl

union j j

produit partitionnel �

p

product

complexe partitionnel (�)

<�>

sequence

complexe partitionnel ab�elien (�)

[�]

set

cycle orient�e C

p

cycle

cycle non orient�e UC

p

ucycle

atome �etiquet�e de taille k j � j = k Latom(k)

Remarque : La construction Latom(k) d�e�nit un atome de taille k portant k �etiquettes non

ordonn�ees entre elles. Cette d�eclaration est donc �equivalente �a set(Latom(1); card = k), qu'il est

pr�ef�erable d'utiliser pour une meilleure compr�ehension.

3.2 Analyse des structures de donn�ees

Dans la section pr�ec�edente, nous avons d�e�ni une classe

^


 de sp�eci�cations d'objets �etiquet�es.

Les constructeurs de

^


 �etant similaires �a ceux d�e�nis en univers non �etiquet�e, les algorithmes de

d�ecision du chapitre 1 sont valables ici �egalement, et le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans

^


.

Ceci nous permet de passer directement �a la partie plus int�eressante, l'analyse alg�ebrique des

sp�eci�cations, a�n de pouvoir compter les structures de donn�ees. Dans cette section, nous introdui-

sons en premier lieu la notion de s�erie g�en�eratrice exponentielle, mieux adapt�ee au d�enombrement

des objets �etiquet�es que la s�erie ordinaire. Puis nous montrons que, tout comme en univers non

�etiquet�e, les constructeurs de la classe

^


 se traduisent en op�erateurs sur les s�eries g�en�eratrices.

Ces op�erateurs ont cependant une forme plus simple, notamment pour les constructeurs complexe

partitionnel ab�elien (analogue du constructeur ensemble) et cycle orient�e. A la �n de cette sec-

tion sont mentionn�es quelques exemples d'analyse de structures de donn�ees, avant d'analyser des

programmes manipulant des objets �etiquet�es (section 3.3).
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D�e�nition 16. (S�erie g�en�eratrice exponentielle) La s�erie g�en�eratrice exponentielle associ�ee �a un

ensemble A est

^

A(z) =

X

a2A

z

jaj

jaj!

=

1

X

n=0

A

n

z

n

n!

o�u A

n

est le nombre d'objets de taille n de A.

Dans ce chapitre, toutes les s�eries g�en�eratrices seront de type exponentiel ; nous convenons donc

d'omettre l'accent circonexe, et de noter simplement A(z) au lieu de

^

A(z). Les r�egles de traduction

des constructeurs vers les s�eries g�en�eratrices exponentielles sont les suivantes.

R�egle 22. (Atome �etiquet�e)

type A = Latom(k);

A(z) =

z

k

k!

D�emonstration : La d�eclaration Latom(k) g�en�ere un seul objet, de taille k, donc la s�erie expo-

nentielle associ�ee est z

k

=k!.

Le constructeur union se traduit en l'op�erateur somme sur les s�eries g�en�eratrices.

R�egle 23. (Union)

type A = B j C;

A(z) = B(z) + C(z)

D�emonstration : A(z) =

P

a2(B[C)

z

jaj

jaj!

=

P

a2B

z

jaj

jaj!

+

P

a2C

z

jaj

jaj!

= B(z) + C(z).

R�egle 24. (Produit partitionnel)

type A = product(B;C);

A(z) = B(z)C(z)

D�emonstration : Si b est de taille k, et c de taille l, le nombre de r�e�etiquetages compatibles de la

paire (b; c) est

�

k+l

k

�

car il su�t de choisir les k �etiquettes de b parmi 1 : : :k + l :

A(z) =

X

b2B;c2C

(fbg �

p

fcg) (z) =

X

b2B;c2C

 

jbj+ jcj

jbj

!

z

jbj+jcj

(jbj+ jcj)!

=

X

b2B

z

jbj

jbj!

X

c2C

z

jcj

jcj!

= B(z)C(z):

Ce qui fait que \�ca marche" est le fait que le nombre de r�e�etiquetages compatibles,

�

jbj+jcj

jbj

�

, compense

le terme (jbj+ jcj)! du d�enominateur, et alors les sommations se s�eparent.

R�egle 25. (Complexe partitionnel)

type A = sequence(B);

A(z) =

1

1�B(z)
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D�emonstration : L'�equation (3.1) d�e�nissant le complexe partitionnel se traduit grâce �a la r�egle

de l'union (23) en

A(z) = (B

<0>

)(z) + (B

<1>

)(z) + (B

<2>

)(z) + � � �+ (B

<k>

)(z) + � � �

o�u (B

<k>

)(z) signi�e \la s�erie exponentielle associ�ee �a B

<k>

". Or par la r�egle du produit partitionnel

(24), (B

<k>

)(z) = (B(z))

k

, d'o�u

A(z) = (B(z))

0

+ (B(z))

1

+ � � �+ (B(z))

k

+ � � � =

1

1�B(z)

.

R�egle 26. (Cycle orient�e)

type A = cycle(B);

A(z) = log

1

1�B(z)

D�emonstration : Chaque cycle de k objets engendre k s�equences distinctes (du fait des �etiquettes,

les objets d'un même cycle sont tous di��erents). Par cons�equent, le nombre de cycles de k objets

de B est B(z)

k

=k, et

A(z) =

X

k�1

1

k

B(z)

k

= log

1

1�B(z)

.

R�egle 27. (Cycle non orient�e)

type A = ucycle(B);

A(z) =

1

2

log

1

1�B(z)

+

1

2

B(z) +

1

4

B(z)

2

D�emonstration : Les cycles non orient�es de k �el�ements sont au même nombre que les cycles

orient�es pour k = 1 et k = 2, et sont moiti�e moins pour k � 3, d'o�u

A(z) = B(z) +

1

2

B(z)

2

+

X

k�3

1

2k

B(z)

k

.

R�egle 28. (Complexe partitionnel ab�elien)

type A = set(B);

A(z) = exp(B(z))

D�emonstration : Chaque ensemble de k objets engendre k! s�equences distinctes, et par suite

A(z) =

X

k�0

B

k

(z)

k!

= exp(B(z)).

Cette r�egle de d�enombrement des complexes partitionnels ab�eliens est usuellement appel�ee \expo-

nential formula" (formule exponentielle) [BG71, Foa74, Sta78].

Exemple 21 : (D�ecomposition des permutations en cycles) La d�eclaration x = Latom(1) d�e�nit

l'atome �etiquet�e x

1

de taille 1 (en convenant de noter les �etiquettes en indice). Alors C = cycle(x)

d�e�nit des cycles d'atomes �etiquet�es, comme par exemple [x

4

; x

2

; x

1

; x

3

]. Par cons�equent, la sp�eci-

�cation

type P = set(C);
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C = cycle(x);

x = Latom(1);

d�e�nit l'ensemble P des cycles d'atomes �etiquet�es. Un �el�ement de P de taille n est alors en bijection

avec la permutation des entiers de 1 �a n que l'on obtient en ne gardant que les �etiquettes. Par

exemple, l'�el�ement f[x

1

]; [x

3

; x

5

]; [x

2

; x

6

; x

4

]g correspond �a la permutation (1 ! 1; 2 ! 6; 3 !

5; 4! 2; 5! 3; 6! 4) dont la d�ecomposition en permutations circulaires est f[1]; [3; 5]; [2; 6; 4]g.

L'analyse de la sp�eci�cation ci-dessus s'e�ectue �a l'aide des r�egles 22, 26 et 28, et conduit au

syst�eme d'�equations :

P (z) = exp(C(z)); C(z) = log

1

1� x(z)

; x(z) = z:

Ce syst�eme est triangulaire (nous disons dans ce cas que la sp�eci�cation est explicite), et nous

trouvons imm�ediatement P (z) = 1=(1 � z). Le nombre d'objets de taille n d�eriv�es de P est le

coe�cient de z

n

dans P (z) multipli�e par n!, puisque dans la s�erie g�en�eratrice exponentielle, le

nombre d'objets de taille n est multipli�e par z

n

=n! (voir la d�e�nition 16). Nous obtenons ainsi

n![z

n

]1=(1� z) = n!, et nous retrouvons (heureusement) le nombre de permutations de n �el�ements

distincts. 2

Exemple 22 : (Graphes 2-r�eguliers) Au cours de l'introduction de ce chapitre, nous avons donn�e

une sp�eci�cation des graphes 2-r�eguliers �etiquet�es :

type tworegg = set(component);

component = ucycle(node, card>=3);

node = Latom(1);

A l'aide des r�egles �enonc�ees dans cette section, cette sp�eci�cation se traduit en �equations pour les

s�eries exponentielles T (z) et C(z) associ�ees respectivement aux graphes 2-r�eguliers (tworegg) et

aux graphes connexes circulaires (component) :

T (z) = exp(C(z)); C(z) =

1

2

log

1

1� z

�

z

2

�

z

2

4

(3:2)

(pour obtenir l'�equation de C(z), nous avons retranch�e dans la r�egle 27 les termes correspondant

aux cycles de longueur 1 et 2, c'est-�a-dire B(z) et B(z)

2

=2). Nous avons �a nouveau a�aire �a une

sp�eci�cation explicite, et la s�erie g�en�eratrice exponentielle des graphes 2-r�eguliers est :

T (z) =

e

�z=2�z

2

=4

p

1� z

= 1 +

z

3

3!

+

3z

4

4!

+

12z

5

5!

+

70z

6

6!

+

465z

7

7!

+

3507z

8

8!

+

30016z

9

9!

+ O(z

10

):

L'analyse asymptotique de T (z) est facile, une fois que l'on a remarqu�e que sa singularit�e dominante

se trouve en z = 1, et que le num�erateur est une fonction analytique en ce point, d'o�u :

[z

n

]T (z) � e

�3=4

[z

n

]

1

p

1� z

=

e

�3=4

p

�n

+ O(

1

n

):

Pour obtenir le nombre G

2r

n

de graphes 2-r�eguliers ayant n n�uds, il su�t de multiplier par n! le

coe�cient de z

n

dans T (z) : G

2r

3

= 1, G

2r

4

= 3, G

2r

5

= 12, G

2r

6

= 70, G

2r

7

= 465, G

2r

8

= 3507. 2

Exemple 23 : (Trains al�eatoires) Voici un autre exemple de sp�eci�cation explicite, mais plus

complexe, invent�ee par Flajolet [Fla85].
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Un train al�eatoire (train) est form�e d'une locomotive (locomotive) et d'une s�equence de

wagons (wagon). La locomotive est une s�equence non vide de tranches (slice). Chaque tranche est

constitu�ee d'une partie de toit (upper), d'une partie de plancher (lower) et �eventuellement d'un

essieu (wheel), qui comprend un axe (center) et un cycle d'�el�ements de roue (wheel_element).

Les wagons ressemblent �a la locomotive, sauf qu'ils contiennent en plus un ensemble de passagers

(passenger). Chaque passager a une tête (head) et un corps (belly) qui sont chacun des cycles

d'\�el�ements de passager" (passenger_element).

Tout ceci s'exprime par la sp�eci�cation suivante :

type train = product(locomotive,wagons);

wagons = sequence(wagon);

locomotive = sequence(slice, card>=1);

slice = product(upper,lower)

j product(upper,lower,wheel);

wheel = product(center,cycle(wheel_element));

wagon = product(locomotive,passengers);

passengers = set(passenger);

passenger = product(head,belly);

head, belly = cycle(passenger_element);

upper, lower, center, wheel_element, passenger_element = Latom(1);

et la s�erie g�en�eratrice exponentielle des trains al�eatoires a une forme explicite :

Train(z) =

z

2

+z

3

log

1

1�z

(1�z

2

� z

3

log

1

1�z

)

 

1�

(z

2

+z

3

log

1

1�z

)e

log

2

1

1�z

1�z

2

�z

3

log

1

1�z

!

=

2z

2

2!

+

72z

4

4!

+

60z

5

5!

+

6720z

6

6!

+

16380z

7

7!

+

1247904z

8

8!

+

6531840z

9

9!

+ O(z

10

):

L'analyse asymptotique de cette fonction montre que le nombre de trains al�eatoires de taille n est

�equivalent �a CA

n

n! lorsque n tend vers l'in�ni, o�u A ' 1:93029807 et C ' 0:100855759 (voir le

CookBook [FSZ89a], pages 78 �a 87, pour une analyse d�etaill�ee). 2

Exemple 24 : (Arbres g�en�eraux non planaires) Les arbres enracin�es non planaires dont les n�uds

sont �etiquet�es sont d'une importance consid�erable en th�eorie des graphes. Ce sont par exemple

les constituants de base des graphes fonctionnels, qui repr�esentent les fonctions de [1 : : :n] dans

lui-même. Ils permettent aussi de d�e�nir les arbres non enracin�es, ou graphes connexes acycliques

(appel�es aussi arbres de Cayley).

Un arbre g�en�eral non planaire (ou simplement arbre) est soit r�eduit �a un n�ud, soit c'est un

n�ud auquel sont rattach�es d'autres arbres, non ordonn�es entre eux, qui constituent en fait un

ensemble, ou plus exactement un complexe partitionnel ab�elien. Le cas du n�ud isol�e n'est en

r�ealit�e que le cas particulier o�u l'ensemble est vide, d'o�u la sp�eci�cation

type tree = product(node,set(tree));

node = Latom(1);

Cette sp�eci�cation est implicite, c'est-�a-dire r�ecursive, et conduit �a une �equation r�ecursive pour la

s�erie T (z) des arbres g�en�eraux non planaires.

T (z) = ze

T (z)

=

z

1!

+

2z

2

2!

+

9z

3

3!

+

64z

4

4!

+

625z

5

5!

+

7776z

6

6!

+

117649z

7

7!

+

2097152z

8

8!

+O(z

9

):
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Cayley a montr�e que le nombre d'arbres g�en�eraux enracin�es de taille n est n

n�1

; nous pouvons le

v�eri�er sur les premiers termes indiqu�es ci-dessus : 2

1

= 2, 3

2

= 9, 4

3

= 64, : : : 2

3.3 Analyse des programmes

En univers �etiquet�e, nous pouvons distinguer deux types de programmes, suivant que l'ordre

induit par les �etiquettes inue ou non sur l'ex�ecution. Par exemple, un programme de tri utilisera

les �etiquettes, et son ex�ecution d�epend des valeurs de celles-ci. Par contre, un programme calculant

la longueur de cheminement d'un arbre �etiquet�e utilise uniquement la structure non �etiquet�ee sous-

jacente, et son ex�ecution a même coût pour deux arbres di��erant seulement par les �etiquettes.

Dans cette section, nous �etudions des sch�emas ind�ependants de l'ordre induit par les �etiquettes ;

ces sch�emas sont l'�equivalent en univers �etiquet�e des sch�emas de s�election et d'it�eration de la classe

�. La section suivante s'int�eresse aux sch�emas particuliers �a l'univers �etiquet�e.

Pour compter le coût d'un programme op�erant sur des donn�ees �etiquet�ees, nous employons un

descripteur de complexit�e exponentiel.

D�e�nition 17. Le descripteur de complexit�e exponentiel associ�e �a une proc�edure P op�erant sur

un ensemble �etiquet�e A est la s�erie g�en�eratrice exponentielle

d

�P

A

(z) =

X

a2A

d

�P fag

z

jaj

jaj!

=

1

X

n=0

d

�P

A

n

z

n

n!

o�u

d

�P fag est le coût de l'�evaluation de P sur a, et

d

�P

A

n

le coût cumul�e sur tous les objets de A de

taille n. Un sch�ema de programmation procedure P (a : A); begin : : : end est dit admissible

si la suite (

d

�P

A

n

) ne d�epend que des suites (

d

�Q

B

n

) associ�ees aux proc�edures Q se trouvant dans le

corps de P , de la suite (

b

A

n

) et des suites (

b

C

n

) associ�ees aux composantes des objets de A.

Comme en univers non �etiquet�e, nous �ecrirons simplement

d

�P au lieu de

d

�P

A

lorsqu'il n'y a pas

d'ambigu��t�e sur l'ensemble des donn�ees de P . D'autre part, comme dans la suite de ce chapitre,

toutes les s�eries (s�eries de d�enombrement et descripteurs de complexit�e) seront de type exponentiel,

nous convenons aussi d'omettre l'accent circonexe et de noter �P (z) le descripteur de complexit�e

exponentiel d'une proc�edure P .

Les constructeurs �etant les mêmes qu'en univers �etiquet�e, et les sch�emas de s�election et d'it�era-

tion sur ces constructeurs ayant d�ej�a �et�e d�e�nis au chapitre 1 (section 1.5), nous nous contentons

de donner ici les r�egles de traduction associ�ees �a ces sch�emas.

R�egle 29. (Instruction �el�ementaire)

procedure P (a : A); begin count end; measure count : �;

�P (z) = � �A(z)

D�emonstration : �P (z) =

P

a2A

�

z

jaj

jaj!

= �A(z).
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R�egle 30. (Ex�ecution s�equentielle)

procedure P (a : A); begin Q(a);R(a) end;

�P (z) = �Q(z) + �R(z)

D�emonstration : �P (z) =

P

a2A

(�Qfag+ �Rfag)

z

jaj

jaj!

= �Q(z) + �R(z).

R�egle 31. (S�election dans une union)

type A = B j C; procedure P (a : A); casetype a of B : Q(a); C : R(a) end;

�P

A

(z) = �Q

B

(z) + �R

C

(z)

D�emonstration :

P

B[C

�Pfag

z

jaj

jaj!

=

P

a2B

�Qfag

z

jaj

jaj!

+

P

a2C

�Rfag

z

jaj

jaj!

= �Q

B

(z) + �R

C

(z).

R�egle 32. (S�election dans un produit partitionnel)

type A = product(B;C); procedure P (a : A); case a of (b; c) : Q(b) end;

�P

A

(z) = �Q

B

(z)C(z)

D�emonstration : Il faut d�etailler cette preuve pour bien comprendre le m�ecanisme de r�e�etique-

tage :

�P

A

(z) =

X

(b

0

;c

0

)2B�

p

C

�Pf(b

0

; c

0

)g

z

j(b

0

;c

0

)j

j(b

0

; c

0

)j!

(3.3)

=

X

b2B;c2C

X

(b

0

;c

0

)2fbg�

p

fcg

�Qfb

0

g

z

jb

0

j+jc

0

j

(jb

0

j+ jc

0

j)!

(3.4)

=

X

b2B;c2C

X

(b

0

;c

0

)2fbg�

p

fcg

�Qfbg

z

jbj+jcj

(jbj+ jcj)!

(3.5)

=

X

b2B

�Qfbg

X

c2C

 

jbj+ jcj

jbj

!

z

jbj+jcj

(jbj+ jcj)!

= �Q

B

(z)C(z): (3.6)

Le passage de (3.3) �a (3.4) utilise trois faits : B �

p

C est la r�eunion des fbg �

p

fcg, le coût de

P ((b

0

; c

0

)) �egale le coût de Q(b

0

), et la taille d'un produit partitionnel est la somme des tailles des

composantes. Pour passer de (3.4) �a (3.5), on a utilis�e le fait que le coût de l'�evaluation d'une

proc�edure sur un objet �etiquet�e ne d�epend pas des valeurs des �etiquettes, mais uniquement de

l'ordre total qu'elles induisent, et aussi l'�egalit�e des tailles de b et b

0

, et de c et c

0

. En�n, cela permet

de sortir le facteur �Qfbg de la sommation sur b

0

et c

0

, ce qui fait apparâ�tre dans (3.6) le nombre

de r�e�etiquetages compatibles, lequel compense le terme (jbj+ jcj)! du d�enominateur.

R�egle 33. (S�election dans un complexe partitionnel)

type A = sequence(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) = �Q(z)=(1� B(z))
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D�emonstration : L'id�ee de la preuve est de construire un sch�ema �equivalent en coût �a l'aide

des sch�emas de s�election dans une union et dans un produit partitionnel, en utilisant le fait que

le constructeur complexe partitionnel s'exprime (�a isomorphisme pr�es) �a l'aide des constructeurs

union et produit partitionnel. Ce m�ecanisme a d�ej�a �et�e utilis�e dans la preuve de la r�egle de s�election

dans une s�equence en univers non �etiquet�e (r�egle 12 page 62).

R�egle 34. (It�eration dans un complexe partitionnel)

type A = sequence(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) = �Q(z)=(1� B(z))

2

D�emonstration : Comme pour la r�egle de s�election, on �etablit cette r�egle en �ecrivant un pro-

gramme Adl de même coût �a l'aide des constructeurs union et produit partitionnel (voir par exemple

la preuve de la r�egle 13 page 63).

R�egle 35. (S�election dans un complexe partitionnel ab�elien)

type A = set(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) =

exp(B(z))�1

B(z)

�Q(z)

D�emonstration : Soit B

[k]

la s�erie associ�ee aux ensembles de k objets, et B

<k>

la s�erie associ�ee

aux s�equences de k objets : nous avons d�ej�a vu que B

<k>

= k!B

[k]

. Or la s�election dans B

<k>

au

lieu de B

[k]

donnerait comme descripteur de complexit�e

�P

B

<k>

(z) = B

k�1

(z)�Q(z)

d'apr�es la r�egle 32 appliqu�ee k�1 fois. De plus, l'�evaluation de P sur une s�equence ou sur l'ensemble

associ�e a même coût (en moyenne sur le choix de l'�el�ement), d'o�u

�P

B

<k>

(z) = k! �P

B

[k]

(z)

et

�P

B

[�]

(z) =

X

k�1

B

k�1

(z)

k!

�Q(z) = (exp(B(z))� 1)=B(z) �Q(z).

R�egle 36. (It�eration dans un complexe partitionnel ab�elien)

type A = set(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) = exp(B(z)) �Q(z)

D�emonstration : Comme ci-dessus, la s�election sur une s�equence ou sur l'ensemble associ�e a même

coût :

�P

B

[k]

(z) =

1

k!

�P

B

<k>

(z)

et �P

B

<k>

(z) = kB

k�1

(z)�Q(z) par les r�egles 30 et 32 ; par suite

�P

B

[�]

(z) =

X

k�1

1

(k � 1)!

B

k�1

(z)�Q(z) = exp(B(z)) �Q(z).
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R�egle 37. (S�election dans un cycle orient�e)

type A = cycle(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) =

1

B(z)

log

1

1�B(z)

�Q(z)

D�emonstration : Soit C

k

l'ensemble des cycles form�es de k objets de B :

C

k

(z) =

1

k

B

<k>

(z)

et le coût (moyen) de la s�election est le même sur un cycle que sur chacune des k s�equences associ�ees,

d'o�u

�P (z) =

X

k�1

�P

C

k

(z) =

X

k�1

1

k

�P

B

<k>

(z) =

X

k�1

1

k

B

k�1

(z)�Q(z) = log

1

1�B(z)

�Q(z)

B(z)

.

R�egle 38. (S�election dans un cycle non orient�e)

type A = ucycle(B); procedure P (a : A); forone b in a do Q(b);

�P (z) =

�Q(z)

2

[

1

B(z)

log

1

1�B(z)

+ 1 +

B(z)

2

]

D�emonstration : Pour k � 2, le coût est le même que pour les cycles orient�es, et il est diminu�e

de moiti�e pour k � 3 :

�P (z) = �Q(z) +

1

2

B(z)�Q(z) +

X

k�3

1

2k

B(z)

k�1

�Q(z).

R�egle 39. (It�eration dans un cycle orient�e)

type A = cycle(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) =

1

1�B(z)

�Q(z)

D�emonstration :

�P (z) =

X

k�1

�P

C

k

(z) =

X

k�1

1

k

�P

B

<k>

(z) =

X

k�1

1

k

kB

k�1

(z)�Q(z) =

1

1� B(z)

�Q(z).

R�egle 40. (It�eration dans un cycle non orient�e)

type A = ucycle(B); procedure P (a : A); forall b in a do Q(b);

�P (z) =

�Q(z)

2

[

1

1�B(z)

+ 1+ B(z)]

D�emonstration :

�P (z) = �Q(z) +B(z)�Q(z) +

X

k�3

1

2

B(z)

k�1

�Q(z).

Ces r�egles montrent d'une part qu'il existe une classe bien d�e�nie de programmes se prêtant �a une

analyse automatique, et d'autre part que la classe des �equations g�en�er�ees par cette analyse est

caract�eris�ee tr�es pr�ecis�ement :
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Th�eor�eme 7. Soit

^

� l'ensemble des programmes dont les donn�ees sont d�e�nies par une sp�eci�-

cation de

^


, et qui utilisent des instructions �el�ementaires, l'ex�ecution s�equentielle et les sch�emas

de s�election et d'it�eration dans une union, un produit ou un complexe partitionnel, un complexe

partitionnel ab�elien, un cycle orient�e ou non orient�e.

Tout programme de

^

� se traduit en deux syst�emes d'�equations, un syst�eme (A) pour les s�eries

g�en�eratrices exponentielles de d�enombrement des types, et un syst�eme (B) pour les descripteurs de

complexit�e exponentiels des proc�edures.

Les �equations du syst�eme (A) sont form�ees �a partir de 1 et z

k

=k! par application des op�erateurs

+, �, Q(f) =

1

1�f

, E(f) = exp(f), L(f) = log

1

1�f

et L

0

(f) =

1

2

log

1

1�f

+

f

2

+

f

2

4

. Les �equations du

syst�eme (B) sont de la forme � = � f , � = �

0

+ �

00

, � = f�

0

, � = �(f)�

0

, o�u � est un descripteur

de complexit�e, � une constante, f une solution de (A), et � l'un des op�erateurs E

�

(f) =

exp(f)�1

f

,

L

�

(f) =

1

f

log

1

1�f

, L

0

s

(f) =

1

2f

log

1

1�f

+

1

2

+

f

4

et L

0

i

(f) =

1

2(1�f)

+

1

2

+

f

2

.

Nous appelons LR (pour Labelled Recursive) la classe des solutions d'un syst�eme de type (A).

D�emonstration : Pour le syst�eme (A), la preuve d�ecoule des r�egles 22 �a 28 : les d�eclarations

atomiques conduisent �a des membres droits du genre z

k

=k!, l'union �a f + f

0

, le produit partitionnel

�a f�f

0

, le complexe partitionnel �a Q(f), le complexe partitionnel ab�elien �a E(f), les cycles orient�es

�a L(f) et les cycles non orient�es �a L

0

(f).

Pour le syst�eme (B), les instructions de coût constant (r�egle 29) donnent une �equation du

type � = � f ; l'ex�ecution s�equentielle et la s�election dans une union (r�egles 30 et 31) conduisent �a

� = �

0

+�

00

; la s�election dans un produit partitionnel (r�egle 32) donne � = f�

0

, ainsi que la s�election

et l'it�eration dans un complexe partitionnel (r�egles 33 et 34) car Q(f) et Q(f)

2

sont dans LR d�es

lors que f y est ; la s�election dans un complexe partitionnel ab�elien, et dans un cycle, orient�e ou

non (r�egles 35, 37 et 38) conduit respectivement �a � = E

�

(f)�

0

, � = L

�

(f)�

0

et � = L

0

s

(f)�

0

; en�n

l'it�eration dans un complexe partitionnel ab�elien et dans les deux types de cycles (r�egles 36, 39

et 40) donne � = E(f)�

0

, � = Q(f)�

0

et � = L

0

i

(f)�

0

.

Exemple 25 : (Nombre de composantes des graphes 2-r�eguliers) Nous rappelons ici le programme

donn�e au d�ebut de ce chapitre, qui d�etermine le nombre de composantes d'un graphe 2-r�egulier :

procedure visit (t : tworegg);

begin

forall c in t do

count

end;

measure count : 1;

o�u un graphe 2-r�egulier est un ensemble de composantes (tworegg = set(component)). En appli-

quant la r�egle d'it�eration sur un complexe partitionnel ab�elien, et la r�egle pour les instructions

�el�ementaires, il vient

�V (z) = exp(C(z))C(z);

o�u C(z) est la s�erie associ�ee aux composantes connexes, calcul�ee �a la section pr�ec�edente (�equation

(3.2)). Nous avons ainsi prouv�e la premi�ere partie du th�eor�eme automatique 4 (page 4). La seconde

partie (analyse asymptotique) est d�emontr�ee par la session Maple ci-dessous.

> read initequiv;

> C := 1/2 * L(z) - z/2 - z^2/4:
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> T := exp(C): # s.g.e. des graphes 2-re'guliers

> tauV := exp(C) * C: # d.c.e. du nombre de composantes

> equivalent(tauV);

exp(- 3/4) ln(n) 1

(1/2 ----------------) + (O(----))

1/2 1/2 1/2

Pi n n

> equivalent(T);

exp(- 3/4) 1

(----------) + (O(----))

1/2 1/2 3/2

Pi n n

En divisant le premier d�eveloppement asymptotique, de [z

n

]�V (z), par le second, de [z

n

]T (z), on

obtient bien

1

2

logn +O(1) pour le nombre moyen de composantes. 2

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme automatique 3. A�n de mettre en

�evidence le caract�ere automatique de cette preuve, nous exhibons l'analyse, telle qu'elle a �et�e

e�ectu�ee par le syst�eme �

�




.

D�emonstration : (Lemme automatique 3 page 17) Le �chier de nom unicyclic.adl contenant

le programme Adl calculant la longueur du cycle d'un graphe connexe monocyclique :

type c_u_graph = ucycle(tree); % connected unicyclic graph %

tree = node set(tree);

node = Latom(1);

procedure count_trees (g : c_u_graph);

begin

forall t in g do

count;

end;

measure count : 1;

voici le r�esultat brut de l'analyse e�ectu�ee par �

�




en 41 secondes sur un Sun 3/60 :

bandol% date; luo V1.4 < in.ml; date

Sat Dec 8 11:51:17 MET 1990

Luo V1.4 Fri Dec 7 19:10:53 MET 1990

Please send bugs or remarks to luo@inria.inria.fr

Initializing maple ...

For help about Lambda-Upsilon-Omega, type help "";;

() : unit

/usr/local/lib/luo/V1.4/Caml/luoinit.ml loaded

#print_program:=false; do_asymp:=false;;
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false : bool

#analyze "unicyclic";;

c_u_graph(z) = 1/2 L(- RootOf(- _Z exp(_Z) - z)) - 1/2 RootOf(- _Z exp(_Z) - z)

2

+ 1/4 RootOf(- _Z exp(_Z) - z)

tau_count_trees(z) = - 1/2 RootOf(- _Z exp(_Z) - z)

/ 1 \

|1 - RootOf(- _Z exp(_Z) - z) + ----------------------------|

\ 1 + RootOf(- _Z exp(_Z) - z)/

() : unit

#quit();;

A bientot ...

Sat Dec 8 11:51:58 MET 1990

Dans l'expression de la s�erie c_u_graph(z), le symbole L repr�esente l'op�erateur L(y) = log

1

1�y

asso-

ci�e au constructeur cycle orient�e (cf th�eor�eme 7). D'autre part, l'expression RootOf(- _Z exp(_Z)

- z) est la notation utilis�ee par Maple pour repr�esenter la fonction y(z) solution de l'�equation

�y(z) exp(y(z))�z = 0. Soit la fonction f(z) = �y(z), qui est solution de f(z) exp(�f(z))�z = 0 ;

les expressions brutes calcul�ees par �

�




s'expriment en fonction de f(z) :

G(z) =

L(f(z))

2

+

f(z)

2

+

f(z)

2

4

; �CT(z) =

f(z)

2

�

1 + f(z) +

1

1� f(z)

�

o�u on a utilis�e G(z) pour c_u_graph(z) et �CT(z) pour tau_count_trees(z). Le lecteur v�eri�era

que ces expressions sont identiques �a celles indiqu�ees dans le lemme 3.

En ce qui concerne l'analyse asymptotique, elle n'est pas enti�erement automatique dans l'�etat

actuel du syst�eme �

�




. La raison principale est queMaple ne sait pas e�ectuer des d�eveloppements

de Taylor de fonctions d�e�nies implicitement par des \RootOf " comme la fonction f(z) ci-dessus.

Nous e�ectuerons donc une partie de l'analyse \�a la main".

D�emonstration : (Lemme semi-automatique 4 page 17) Tout d'abord, nous recherchons la sin-

gularit�e dominante de f(z).

% maple

> read initequiv; # programme de Bruno Salvy

> f := RootOf(_Z=z*exp(_Z)):

> infsing(f,z,0,1);

1

[[------], false]

exp(1)

La singularit�e dominante est � = e

�1

, et la valeur de f en ce point est �nie, en l'occurrence f(�) = 1.

Le comportement des coe�cients de f(z) (donc aussi de G(z) et �CT(z)) est reli�e au comportement
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local de f(z) au voisinage de �. L'expression que y = f(z) annule est P (z; y) = ze

y

� y, dont les

d�eriv�ees partielles en (z = �; y = 1) sont :

@P

@z

(

1

e

; 1) = e;

@P

@y

(

1

e

; 1) = 0;

@

2

P

@y

2

(

1

e

; 1) = 1:

Par cons�equent, au voisinage de z = e

�1

:

e(z �

1

e

) +

1

2

(y � 1)

2

= O((z �

1

e

)(y � 1));

et le d�eveloppement local de y = f(z) est

f(z) = 1�

q

2(1� ez) +O(1� ez):

Il su�t ensuite de remplacer ce d�eveloppement dans les expressions de G(z) et de �CT(z) (on pose

ici Z = 1� ez) :

> G := 1/2*log(1/(1-f(z))) + f(z)/2 + f(z)^2/4;

> subs(f(z)=1-sqrt(2*Z)+O(Z),G);

1/2 1/2 1/2 1/2

- 1/2 ln(2 Z - O(Z)) + 1/2 - 1/2 2 Z + 1/2 O(Z)

1/2 1/2 2

+ 1/4 (1 - 2 Z + O(Z))

> series(",Z);

1/2 1/2 1/2

- 1/2 ln(2 ) - 1/2 ln(Z ) + 3/4 + O(Z )

> tauCT := f(z)/2 * (1 + f(z) + 1/(1-f(z))):

> subs(f(z)=1-sqrt(2*Z)+O(Z),tauCT);

1/2 1/2 / 1/2 1/2 1 \

1/2 (1 - 2 Z + O(Z)) |2 - 2 Z + O(Z) + ----------------|

| 1/2 1/2 |

\ 2 Z - O(Z)/

> series(",Z);

1

1/2 --------- + O(1)

1/2 1/2

2 Z

Les d�eveloppements en z = e

�1

de G(z) et �CT(z) sont par cons�equent

G(z) =

3

4

�

1

4

log 2�

1

2

log

p

1� ez +O(

p

1� ez); �CT(z) =

1

2

p

2

1

p

1� ez

+O(1):

Par transfert aux coe�cients [FO90, th�eor�eme 1], ces deux d�eveloppements conduisent �a

[z

n

]G(z) =

1

2

�

[z

n

] log

1

p

1� ez

�

+ O(

e

n

n

3=2

);

[z

n

]�CT(z) =

1

2

p

2

�

[z

n

]

1

p

1� ez

�

+O(

e

n

n

):
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Nous pouvons calculer les coe�cients entre parenth�eses �a l'aide du programme equivalent de B.

Salvy :

> equivalent(-log(sqrt(1-E*z)),z);

exp(n) exp(n)

(1/2 ------) + (O(------))

n 3

n

> equivalent(1/sqrt(1-E*z),z);

exp(n) exp(n)

(----------) + (O(------))

1/2 1/2 3/2

Pi n n

ce qui donne

[z

n

]G(z) =

e

n

4n

+O(

e

n

n

3=2

); [z

n

]�CT(z) =

e

n

2

p

2�n

+O(

e

n

n

):

La division du coe�cient de z

n

de �CT(z) par celui de G(z) donne la longueur moyenne du cycle

des graphes connexes monocycliques, et ach�eve la preuve du lemme semi-automatique 4 :

[z

n

]�CT(z)

[z

n

]G(z)

=

r

2n

�

+O(1): (3:7)

Comme le lecteur a pu le constater, la seule partie non automatique de cette preuve fut le

d�eveloppement de Taylor de fonctions implicites (ici f(z)) en un point (ici au voisinage de leur

singularit�e dominante). Ce calcul pourrait tr�es bien être fait par �

�




, mais nous consid�erons qu'il

rel�eve plus du calcul formel que de l'analyse asymptotique, et devrait être implant�e en Maple.

Tous les autres calculs ont �et�e r�ealis�es automatiquement (infsing pour rechercher la singularit�e,

series pour d�evelopper localement G(z) et �CT(z), et equivalent pour calculer le coe�cient de

z

n

des termes singuliers).

La longueur 

n

du cycle des graphes connexes monocycliques de n points a �et�e �etudi�ee en 1959

par R�enyi, qui montre que la distribution de 

n

=n

1=2

tend vers la distribution de la valeur absolue

de la loi normale N(0; 1), ce qui implique (3.7). Citons �egalement Bollob�as qui a obtenu le nombre

asymptotique de graphes G

n

� n!e

n

=(4n) [Bol85, corollaire 19 page 113] par calcul de probabilit�es.

3.4 Enracinement du minimum

Cette section s'int�eresse plus particuli�erement aux constructions qui imposent des restrictions

sur les valeurs relatives des �etiquettes, et aux sch�emas de programmation qui d�ependent de l'ordre

induit ainsi sur les atomes.

Nous exposons d'abord (sous-section 3.4.1) sur un exemple un mod�ele simple de contrainte

(constructeur d'enracinement du minimum) dû �a Greene [Gre83]. Ce mod�ele simple est ensuite

�etendu aux sch�emas de descente sur les objets avec contrainte (sous-section 3.4.2). Dans la sous-

section 3.4.4 est d�evelopp�ee l'extension aux programmes du mod�ele g�en�eral de Greene. En�n, la

derni�ere partie (sous-section 3.4.5) prolonge par une �etude les d�eveloppements de cette section.
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3.4.1 Exemple d'enracinement du minimum

Une permutation d'�el�ements distincts (i

1

; : : : ; i

2n+1

) est dite altern�ee lorsque i

2k�1

> i

2k

< i

2k+1

pour 1 � k � n. Une telle permutation (vue comme une s�equence d'entiers) s'�ecrit de fa�con

unique �

1

i�

2

, o�u i est l'�el�ement minimum, et �

1

et �

2

sont aussi des permutations altern�ees.

Par exemple, la permutation (6374512) se d�ecompose en (63745)1(2); (63745) se d�ecompose �a

son tour en (6)3(745), et (745) en (7)4(5). Ceci sugg�ere d'introduire un nouveau constructeur, le

constructeur d'enracinement du minimum, not�e 2 par Greene, a�n de d�e�nir une grammaire pour

les permutations :

P ! x j P �

p

x

2

�

p

P:

Cette production d�erive soit un seul �el�ement x, soit le produit partitionnel d'une permutation

altern�ee p

1

, d'un �el�ement x et d'une autre permutation altern�ee p

2

, avec la condition suppl�ementaire

que l'�etiquette port�ee par x est inf�erieure �a toutes celles de p

1

et p

2

. En Adl, nous utilisons la notation

min(A) pour A

2

, et la sp�eci�cation des permutations altern�ees s'�ecrit :

type P = x j product(P, min(x), P);

x = Latom(1);

Le constructeur d'enracinement du minimum s'utilise donc en liaison avec le constructeur produit

partitionnel. Greene a montr�e dans sa th�ese que le constructeur d'enracinement du minimum se

traduit en un op�erateur int�egro-di��erentiel sur les s�eries g�en�eratrices exponentielles :

R�egle 41. (Enracinement du minimum) [Gre83]

type A = product(min(B); C);

A(z) =

Z

z

0

�

d

dt

B(t)

�

C(t)dt

D�emonstration : Les objets de A sont form�es �a partir d'un objet b 2 B de taille non nulle i + 1

(puisqu'il contient la plus petite �etiquette) et d'un objet c 2 C de taille j quelconque.

�

Etant donn�es

deux tels objets b et c, le nombre de r�e�etiquetages (b

0

; c

0

) compatibles respectant en plus la condition

d'enracinement du minimum est

(i+j)!

i! j!

. En e�et, la plus petite �etiquette �etant forc�ement dans b

0

, il

en reste i+ j �a r�epartir ; d�es que l'on a choisi les j �etiquettes de c

0

, la r�epartition est impos�ee par

la condition de compatibilit�e avec les ordres initiaux. D'o�u :

A(z) =

X

a2(B

2

�

p

C)

z

jaj

jaj!

=

X

b2B

jbj�1

X

c2C

(jbj+ jcj � 1)!

(jbj � 1)! jcj!

z

jbj+jcj

(jbj+ jcj)!

=

X

i;j�0

B

i+1

C

j

i! j!

z

i+j+1

i+ j + 1

et

Z

z

0

�

d

dt

B(t)

�

C(t)dt =

Z

z

0

0

@

X

i�0

B

i+1

t

i

i!

1

A

0

@

X

j�0

C

j

t

j

j!

1

A

dt =

X

i;j�0

B

i+1

C

j

i! j!

z

i+j+1

i+ j + 1

.

Cette r�egle, associ�ee aux r�egles 22 (atome) et 23 (union) conduit pour la s�erie g�en�eratrice exponen-

tielle P (z) des permutations altern�ees �a

P (z) = z +

Z

z

0

P

2

(u)du: (3:8)
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En d�erivant cette �equation, on obtient l'�equation di��erentielle de la fonction tangente :

P

0

= 1 + P

2

;

qui se r�esout en P (z) = tan(z + C). Or l'�equation (3.8) impose la condition initiale P (0) = 0 (les

permutations altern�ees sont de longueur impaire) ; la solution est donc P (z) = tan(z). Le nombre

de permutations altern�ees de taille 19 est ainsi 19! [z

19

] tan(z), soit 29088885112832.

3.4.2 Extension aux programmes

Le constructeur d'enracinement du minimum intervient uniquement en liaison avec le construc-

teur produit partitionnel. En e�et, pour imposer l'emplacement de la plus petite �etiquette, il faut

au moins deux composantes, et il est n�ecessaire que celles-ci soient ordonn�ees pour d�esigner l'une

d'elles. Le seul sch�ema nouveau est par suite la s�election dans un produit partitionnel o�u apparâ�t

le constructeur 2. En fait, deux cas de �gure peuvent advenir :

1. la s�election s'e�ectue sur l'objet contenant la plus petite �etiquette,

2. la s�election s'e�ectue sur un autre objet du produit partitionnel.

A chacun de ces deux cas correspond une r�egle di��erente.

R�egle 42.

type A = product(min(B); C); procedure P (a : A); case a of (b; c) : Q(b) end;

�P

A

(z) =

Z

z

0

�

d

dt

�Q

B

(t)

�

C(t)dt

R�egle 43.

type A = product(min(B); C); procedure P (a : A); case a of (b; c) : R(c) end;

�P

A

(z) =

Z

z

0

�

d

dt

B(t)

�

�R

C

(t)dt

D�emonstration : (R�egles 42 et 43) Nous d�emontrons les deux r�egles en même temps, par l'�etude

du sch�ema d'it�eration procedure P (a : A); case a of (b; c) : begin Q(b);R(c) end end .

L'�equation (2.31) du chapitre 2 donnant l'op�erateur correspondant �a l'it�eration dans un multi-

constructeur s'�ecrit ici :

�P (z) =

@

@v

	(B

1

(z; v); C

1

(z; v))

�

�

�

�

v=0

o�u 	(x

1

; y

1

) =

R

z

0

@x

1

=@t y

1

dt. La d�erivation par rapport �a v rentre sous l'int�egrale et commute

avec la d�erivation par rapport �a t :

�P (z) =

Z

z

0

@

@t

�

@B

1

(t; v)

@v

�

C

1

(t; v) +

@B

1

(t; v)

@t

@C

1

(t; v)

@v

dt

�

�

�

�

v=0

:

Or ici B

1

(t; v) =

P

b2B

(1 + v�Qfbg)t

jbj

=jbj! et C

1

(t; v) =

P

c2C

(1 + v�Rfcg)t

jcj

=jcj!, d'o�u B

1

(t; 0) =

B(t), @B

1

=@v(t; 0) = �Q

B

(t) et de même pour C

1

, ce qui donne �nalement

�P (z) =

Z

z

0

 

@�Q

B

(t)

@t

C(t) +

@B(t)

@t

�R

C

(t)

!

dt:
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Figure 3.1 : L'arbre associ�e �a la permutation altern�ee (6374512)

En rempla�cant �Q

B

ou �R

C

par la s�erie nulle, on obtient l'op�erateur indiqu�e par chacune des deux

r�egles.

Exemple 26 : Reprenons l'exemple des permutations altern�ees. On peut associer �a une telle per-

mutation un arbre binaire dont la racine est l'�el�ement minimal, et dont les sous-arbres gauche et

droit sont associ�es aux permutations altern�ees constitu�ees par les �el�ements respectivement �a gauche

et �a droite de l'�el�ement minimal (voir la �gure 3.1). Les n�uds internes de cet arbre sont les creux

de la permutation (les �el�ements de rang pair), et les feuilles sont les pics (de rang impair). Une

question qui peut nous venir �a l'esprit est :

Combien de creux records a en moyenne une permutation altern�ee de n �el�ements ?

(un creux record est un creux plus petit que tous ceux qui sont �a sa gauche). Par exemple, la

permutation (6374512) a trois creux (3, 4 et 1) dont deux sont des creux records (3 et 1). Dans

l'arbre tournoi associ�e (�gure 3.1), on voit bien que les creux records sont les n�uds internes de

la branche gauche. Il est donc tr�es simple d'�ecrire un programme comptant le nombre de creux

records (le type P repr�esente encore les permutations altern�ees) :

procedure compte_creux_records (p : P);

begin

case p of

x : count0;

(p1,x,p2) : begin count1; compte_creux_records(p1) end

end

end;

measure count0 : 0; count1 : 1;

Nous avons mis un coût nul (count0) dans le cas d'une feuille x car les feuilles correspondent

aux pics de la permutation, qui ne peuvent pas être des creux, et �a plus forte raison des creux

records. Calculons l'�equation du descripteur de complexit�e de la proc�edure compte_creux_records,

que nous noterons �C. L'appel count1 a un coût constant 1, donc par la r�egle 8 (page 60), sa

contribution �egale 1�Q(z), o�u Q(z) est la s�erie exponentielle des permutations de taille au moins 3 :

P (z) = z+Q(z), or P (z) = tan(z), d'o�u Q(z) = tan(z)�z. Par la r�egle 43, la contribution de l'appel

compte_creux_records(p1) est

R

z

0

�C(t)P (t)dt. L'�equation v�eri��ee par �C est par cons�equent

�C(z) = tan(z)� z +

Z

z

0

�C(t) tan(t)dt:
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En d�erivant cette �equation, nous obtenons

d

dz

�C(z) = tan(z)

2

+ �C(z)tan(z)

avec comme condition initiale �C(0) = 0. La solution de cette �equation di��erentielle est

�C(z) =

log

1+sin(z)

cos(z)

�sin(z)

cos(z)

:

Th�eor�eme semi-automatique 5. Le nombre moyen de creux records dans les permutations al-

tern�ees de taille n est

c

n

=

[z

n

]

log

1+sin(z)

cos(z)

�sin(z)

cos(z)

[z

n

] tan(z)

; (3:9)

et vaut asymptotiquement log n+O(1).

D�emonstration : La preuve de la premi�ere partie du th�eor�eme peut être rendue automatique,

comme nous l'avons vu ci-dessus. En ce qui concerne l'analyse asymptotique, les singularit�es do-

minantes de P (z) = tan(z) et de �C(z) sont �=2 et ��=2. Les d�eveloppements locaux en z = �=2

sont

P (z) =

1

�

2

� z

+O(

�

2

� z); �C(z) =

1

�

2

� z

log

1

�

2

� z

+O(

1

�

2

� z

);

et les d�eveloppements locaux en z = ��=2 s'obtiennent en rempla�cant

�

2

par �

�

2

ci-dessus. Il en

r�esulte par transfert aux coe�cients, que pour n impair,

[z

n

]P (z) = �(2=�)

n

+O(

(2=�)

n

n

2

); [z

n

]�C(z) = �(2=�)

n

logn +O((2=�)

n

):

La division de ces d�eveloppements donne pour le nombre moyen de creux records logn+ O(1).

La table ci-dessous donne quelques valeurs de c

n

ainsi que les approximations d�ecimales correspon-

dantes, obtenues par d�eveloppement de Taylor �a partir de la formule (3.9).

n 3 5 7 9 11 13 15 17

c

n

1 3=2 31=17 64=31 1560=691 52841=21844 2377663=929569 8580834=3202291

1:00 1:50 1:82 2:06 2:26 2:42 2:56 2:68

log n 1:10 1:61 1:95 2:20 2:40 2:56 2:71 2:83

2

3.4.3 Test du minimum

Un autre sch�ema de programmation sur les objets �etiquet�ees, le test du minimum, d�ecoule de

l'�equivalence des productions

A! B �

p

C et A! (B

2

�

p

C) [ (B �

p

C

2

);

lorsque B et C ne d�erivent aucun objet de taille nulle. Ainsi, le programme ci-dessous, qui appelle

la proc�edure Q lorsque le minimum est dans l'objet b, et la proc�edure R lorsqu'il est dans c,
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type A = product(B,C);

procedure P(a : A);

begin

case a of

(b,c) : if min(b)<min(c) then Q(a) else R(a);

end;

end;

est �equivalent au second programme que voici, qui utilise le constructeur d'enracinement du mini-

mum et le sch�ema de s�election dans une union.

type A = A

1

j A

2

;

A

1

= product(min(B),C);

A

2

= product(B,min(C));

procedure P(a : A);

begin

casetype a of

A

1

: Q(a);

A

2

: R(a);

end;

end;

Cette r�egle de transformation de programme sera utilis�ee dans une �etude du chapitre 5 (sec-

tion 5.1.4). Nous verrons aussi au chapitre 4 d'autres r�egles de transformation de programme,

dont le but sera �a nouveau de ramener de nouveaux sch�emas de programmation �a ceux de la classe

�.

3.4.4 Cas g�en�eral

Le constructeur 2 d'enracinement du minimum est en fait seulement un cas particulier, mais

n�eanmoins tr�es int�eressant, de la th�eorie de Greene. Nous d�ecrivons ici le cas g�en�eral de cette

th�eorie, qui permet de d�e�nir un produit partitionnel en imposant un certain ordre partiel sur les

�etiquettes maximales et minimales.

Par exemple, la construction A

fefg

[a]

�

p

B

fgg

[bc]

d�eclare que dans l'objet d�eriv�e par A, les deux

�etiquettes les plus grandes sont e et f , la plus petite est a, et dans celui d�eriv�e par B, la plus

grande est g et les deux plus petites sont b et c. Ensuite, nous pouvons imposer des contraintes

entre ces �etiquettes extrêmes. Ainsi, la production

C ! fe > f > gg[b < c < a] A

fefg

[a]

�

p

B

fgg

[bc]

(3:10)

indique que l'objet d�eriv�e par A contient les deux plus grandes �etiquettes (e > f > g), et celui

d�eriv�e par B les deux plus petites (b < c < a).

D�e�nition 18. [Gre83, page 31] Un ensemble partiellement ordonn�e est la donn�ee d'un ensemble

S et d'une relation R antisym�etrique et transitive sur S. Une interpr�etation lin�eaire d'un ordre

partiel R est un ordre total � compatible avec R : aRb) a � b.

Une production comme (3.10) d�e�nit deux ensembles partiellement ordonn�es : les �etiquettes les

plus petites, not�ees en indice (a, b et c), et les �etiquettes les plus grandes, not�ees en exposant (e, f

et g).
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Parmi les �etiquettes les plus petites (a, b et c dans la production (3.10)), un �el�ement � est dit

fronti�ere s'il n'existe pas d'�el�ement � tel que � > �. On d�e�nit de même les �el�ements fronti�eres

parmi les �etiquettes les plus grandes, en inversant le sens de l'in�egalit�e. Ainsi, dans (3.10), a et g

sont des �el�ements fronti�eres.

D�e�nition 19. Parmi les �etiquettes les plus petites (resp. les plus grandes), un �el�ement est dit

actif s'il est plus petit (resp. plus grand) que tous les �el�ements fronti�eres. Un ordre partiel est

s�epar�e lorsque tous les �el�ements sont soit actifs, soit fronti�eres.

Dans l'exemple initial (3.10), les deux ordres partiels sur les �etiquettes minimales et maximales sont

s�epar�es.

La propri�et�e de s�eparation permet la traduction en s�eries g�en�eratrices.

Th�eor�eme [Gre83, p. 34] La s�erie g�en�eratrice exponentielle associ�ee �a la production fPg[A] w, o�u

les ordres partiels P et A des �etiquettes maximales et minimales sont s�epar�es, est le produit

1. du nombre d'interpr�etations lin�eaires des �el�ements actifs de P,

2. du nombre d'interpr�etations lin�eaires des �el�ements actifs de A,

3. de l'int�egrale n-i�eme du produit des s�eries g�en�eratrices exponentielles des non-terminaux de

w, chacune d�eriv�ee autant de fois qu'il y a d'�el�ements actifs dans le non-terminal , et o�u n

est le nombre total d'�el�ements actifs.

Dans la production (3.10), l'ordre partiel P sur les �el�ements maximaux est e > f > g : g est

fronti�ere tandis que e et f sont actifs. Sur les �el�ements actifs, il y a une seule interpr�etation lin�eaire

possible, puisque l'ordre e > f est d�ej�a total. Pour l'ordre partiel b < c < a sur les �el�ements

minimaux, b et c sont actifs, et il n'y a �egalement qu'une interpr�etation lin�eaire. Par cons�equent,

la production fe > f > gg[b < c < a] A

fefg

[a]

�

p

B

fgg

[bc]

se traduit en

Z

z

0

Z

t

0

Z

u

0

Z

v

0

A

00

(w)B

00

(w) dwdv du dt:

Un autre exemple : la production

T ! [a < b; a < e; c < b; c < e; d < b; d < e] A

[ab]

B

[c]

C

[de]

fait intervenir deux �el�ements fronti�eres (b et e), et trois �el�ements actifs (a, c et d). Le graphe de

gauche de la �gure 3.2 repr�esente l'ordre partiel, avec la convention que lorsque � < �, l'�el�ement

� est dessin�e sous �, et un trait les relie. Pour les trois �el�ements actifs, il y a six interpr�etations

lin�eaires : a < c < d, a < d < c, c < a < d, c < d < a, d < a < c et d < c < a. La traduction de

cette production est par suite

6

Z

z

0

Z

t

0

Z

u

0

A

0

(v)B

0

(v)C

0

(v) dvdu dt:

En Adl, nous notons les �el�ements minimaux devant le non-terminal et les �el�ements maximaux

apr�es. Par exemple, la production (3.10) s'�ecrit

type C = fe > f > gg[b < c < a] product([a]Afefg; [bc]Bfgg);

et la r�egle correspondant au th�eor�eme de Greene s'�ecrit :
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R�egle 44.

type T = [A]fPg product([A

U

]UfP

U

g; : : : ; [A

W

]WfP

W

g);

T (z) =

R

(n)

t=0:::z

U

(n

U

)

(t) : : :W

(n

W

)

(t)dt

n

�a condition que les ordres partiels A et P soient s�epar�es ; n

V

est le nombre d'�el�ements actifs du

non-terminal V , n = n

U

+ � � �+n

W

est le nombre total d'�el�ements actifs,

R

(n)

indique une int�egrale

n-i�eme et V

(n)

une d�eriv�ee n-i�eme.

Cette r�egle s'�etend naturellement aux programmes.

R�egle 45.

type T = [A]fPg product([A

U

]UfP

U

g; : : : ; [A

W

]WfP

W

g);

procedure Q(t : T ); case t of (u; : : :; v; : : : ; w) : R(v) end;

�Q(z) =

R

(n)

t=0:::z

U

(n

U

)

(t) : : : �R

(n

V

)

(t) : : :W

(n

W

)

(t)dt

n

D�emonstration : La preuve est analogue �a celle des r�egles 42 et 43, qui constituent un cas

particulier de la pr�esente r�egle. Il su�t de d�e�nir V

1

(z; y) =

P

v2V

(1 + y�Rfvg)z

jvj

=jvj!, puis de

remplacer V (t) par V (t; y) dans la s�erie de d�enombrement donn�ee par la r�egle pr�ec�edente ; �Q(z)

est alors la valeur en y = 0 de la d�eriv�ee par rapport �a y.

3.4.5 Intersection d'arbres tournois

Un exemple int�eressant sugg�er�e par R. Casas [BYCDM89] est le suivant :

Quelle est la taille moyenne de l'intersection de deux arbres tournois de taille totale n ?

Un arbre tournoi est un arbre binaire dont les n�uds sont �etiquet�es, et tels que dans chaque sous-

arbre, l'�etiquette se trouvant �a la racine est minimale (voir aussi la section 5.1.1). L'intersection est

la partie commune (en partant de la racine) des deux arbres non �etiquet�es sous-jacents. D'autre part,

on consid�ere comme distribution de probabilit�e la distribution uniforme sur le produit partitionnel

T �

p

T , o�u T est l'ensemble des arbres tournois. Par exemple, l'intersection des arbres tournois

3

�

6

@

5

�

9

@

8

et

1

�

4

�

7

@

10

@

2

est l'arbre

�

�

�

@

� de taille 3. En Adl, les paires d'arbres tournois se d�e�nissent par :

type TT = product(T,T);

T = empty j product(min(x),T,T);

x = Latom(1);

empty = Latom(0);

On voudrait alors �ecrire la proc�edure calculant l'intersection de la fa�con suivante.

procedure inter (tt : TT);

begin
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a b

c d e f

a c d

b e

Figure 3.2 : Les ordres partiels [a < b; a < e; c < b; c < e; d < b; d < e] et [a < c; a < e; b < d; b < f ].

case tt of

(u,v) : case u of

empty : empty;

(x,u1,u2) : case v of

empty : empty;

(x,v1,v2) : product(o,inter(product(u1,v1)),

inter(product(u2,v2)));

end;

end;

end;

end;

Mais ce programme ne v�eri�e pas la propri�et�e de descente : en e�et, les objets product(u1; v1) et

product(u2; v2) sur lesquels la proc�edure inter s'appelle r�ecursivement ne sont pas de v�eritables

composantes de l'objet tt, mais des produits de composantes.

On pourrait alors penser contourner la di�cult�e en modi�ant les donn�ees par isomorphisme de

fa�con �a ce que la propri�et�e de descente soit v�eri��ee. Par exemple en aplatissant les paires d'arbres

tournois :

type TT = product(empty,T)

j product(product(min(x),T,T),empty)

j product(x,y,product(U1,V1),product(U2,V2));

U1,U2,V1,V2 = T; x,y = Latom(1);

mais cette fois-ci, la di�cult�e provient de la d�e�nition des structures de donn�ees : pour que

product(x; u1; u2) et product(y; v1; v2) soient des arbres tournois, il faut remplacer la troisi�eme

production de TT par

[a < c; a < e; b < d; b < f ]product([a]x; [b]y; product([c]U1; [d]V1); product([e]U2; [f ]V 2))

mais l'ordre partiel ainsi d�e�ni n'est pas s�epar�e : c, d, e et f sont des �el�ements fronti�eres, a et b

sont actifs, mais par exemple a n'est pas plus petit que d (graphe de droite de la �gure 3.2). La

solution pour traiter ce probl�eme est d'introduire un descripteur de complexit�e �a deux variables

pour la proc�edure inter :

�I(x; y) =

X

(u;v)2U�

p

V

�If(u; v)g

x

juj

y

jvj

(juj+ jvj)!

:

En introduisant une seconde variable y, on d�ecouple les �etiquettes de la premi�ere composante des

paires d'arbres tournois (a, c et e) de celles de la seconde composante (b, d et f). Ainsi, l'ordre partiel

de droite de la �gure 3.2 se scinde en deux ordres partiels s�epar�es : [a < c; a < e] et [b < d; b < f ].
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R�egle 46.

type U = product(min(A); B); V = product(min(C); D);

procedure P (u : U ; v : V ); case u; v of (a; b); (c; d) : Q(a; d) end;

�P (x; y) =

R

x

s=0

R

y

t=0

@�Q(s;t)

@s

B(s)

@C(t)

@t

ds dt

�a condition que la proc�edure Q soit ind�ependante des valeurs relatives des �etiquettes de ses argu-

ments.

D�emonstration : D�ecomposons le sch�ema en deux proc�edures :

procedure P (u : U; v : V); procedure R (a : A; v : V);

case u of case v of

(a,b) : R(a,v) (c,d) : Q(a,d)

end; end;

Le descripteur de complexit�e cherch�e est

�P (x; y) =

X

(u;v)2U�

p

V

�Pf(u; v)g

x

juj

y

jvj

(juj+ jvj)!

:

Si Q ne d�epend pas des valeurs relatives des �etiquettes de ses arguments, alors il en est de même

pour P , et le coût �Pf(u; v)g est le même pour chaque r�e�etiquetage compatible de fug �

p

fvg :

�P (x; y) =

X

u2U ;v2V

�Pf(u; v)g

x

juj

juj!

y

jvj

jvj!

=

X

u2U

 

X

v2V

�Rf(a; v)g

y

jvj

jvj!

!

x

juj

juj!

:

Le sch�ema R(a; v) ne d�ependant que de a, nous pouvons appliquer la r�egle 42 au type U et pour la

variable x :

�P (x; y) =

Z

x

0

@�R(s; t)

@s

B(s)ds: (3:11)

Le même raisonnement s'applique �a la proc�edure R, pour le type V et la variable y :

�R(x; y) =

Z

y

0

@C(t)

@t

�Q(s; t)dt: (3:12)

En combinant (3.11) et (3.12), il vient la formule annonc�ee.

La r�egle 46 n'est qu'une partie d'un groupe de quatre r�egles, suivant que la proc�edure Q prend

comme argument a ou b, c ou d.

Remarque : Plus g�en�eralement, lorsqu'un ordre partiel n'est pas s�epar�e, il est parfois possible de

le scinder en plusieurs ordres partiels s�epar�es.

D�e�nition 20. Un ordre partiel est dit s�eparable lorsque les composantes connexes du graphe

associ�e d�e�nissent des ordres partiels s�epar�es.

Par exemple, l'ordre partiel de droite de la �gure 3.2 est s�eparable. Par contre, si on enl�eve une

contrainte dans l'ordre partiel de gauche de cette même �gure, l'ordre obtenu n'est pas s�eparable.
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R�egle 47. Soit un sch�ema

type T = [A]fPg product([A

U

]UfP

U

g; : : : ; [A

W

]WfP

W

g);

procedure P (t : T ); case t of u; : : :; w : Q(: : : ; v; : : :) end;

Supposons qu'il existe une partition fS

1

; : : : ;S

k

g de l'ensemble fU; : : : ;Wg des non-terminaux du

membre droit telle que pour chaque partie S, les restrictions A

S

et P

S

de A et P �a S sont s�epar�ees,

et A et P sont la r�eunion des A

S

et des P

S

respectivement. Soit n

j

le nombre d'�el�ements actifs de

A

S

j

et P

S

j

. Alors le type T admet une s�erie g�en�eratrice �a k variables

T (z

1

; : : : ; z

k

) =

Z

(n

1

)

t

1

=0::z

1

� � �

Z

(n

k

)

t

k

=0::z

k

U

(n

U

)

(z

j(U)

) : : :W

(n

W

)

(z

j(W )

)dz

n

1

1

: : : dz

n

k

k

; (3:13)

et la proc�edure P admet un descripteur de complexit�e �a k variables �P (z

1

; : : : ; z

k

) qui s'obtient en

rempla�cant dans le membre droit de (3.13) le produit des s�eries V

(n

V

)

(z

j(v)

) pour les types V des

arguments de Q par la s�erie �Q(: : : ; z

j(V )

; : : :).

D�emonstration : Cette r�egle ne fait que g�en�eraliser la r�egle 46, et sa preuve est similaire.

Revenons au probl�eme de l'intersection d'arbres tournois. La r�egle 46 nous permet d'analyser

la proc�edure inter :

�I(x; y) =

Z

x

s=0

Z

y

t=0

T

2

(s)T

2

(t) + 2T (s)T (t)�I(s; t) ds dt:

En rempla�cant T (z) par 1=(1� z), nous obtenons �nalement :

�I(x; y) =

x

1� x

y

1� y

+

Z

x

s=0

Z

y

t=0

2

(1� s)(1� t)

�I(s; t) ds dt: (3:14)

Th�eor�eme automatique 6. La taille de l'intersection de deux arbres tournois de taille totale n

est en moyenne (toutes les paires du produit partitionnel �etant �equiprobables)

�I

n

=

[z

n

]�I(z; z)

n+ 1

o�u �I(x; y) est solution de l'�equation (3.14).

La contribution d'un monôme s

k

t

l

de �I(s; t) �a l'int�egrale donne comme plus petit terme (au sens

du degr�e total) 2s

k+1

=(k+1)t

l+1

=(l+1). L'�equation ci-dessus permet donc de d�eterminer les termes

de degr�e total inf�erieur �a 2n de �I(x; y) en n �etapes. Il su�t ensuite de remplacer x et y par z pour

obtenir les premiers termes du descripteur de complexit�e �a une variable �I(z) = �I(z; z).

tauI := proc(n)

local S,i;

S := 0;

for i from 1 by 2 to n do

subs(x=s,y=t,S);

x/(1-x) * y/(1-y) + int(int(2*"/(1-s)/(1-t),t=0..y),s=0..x);

convert(taylor(",x,i+1),polynom);

convert(taylor(",y,i+1),polynom);

S := expand(")

od;

series(subs(x=z,y=z,S)+z^(n+1),z,n+1)

end:
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I(n)

Figure 3.3 : Le graphe de �I

n

en fonction de n.

Ce programme Maple d�etermine le d�eveloppement de Taylor de �I(z; z) jusqu'�a l'ordre n :

> tauI(10);

2 3 4 5 6 899 7 9209 8 30043 9 10

z + 2 z + 7/2 z + 16/3 z + 15/2 z + --- z + ---- z + ----- z + O(z )

90 720 1890

Un programme plus astucieux nous a permis d'aller jusqu'�a n = 50. Le graphe 3.3 montre la

variation de la taille moyenne de l'intersection de deux arbres tournois (courbe sup�erieure), et de

deux arbres binaires non �etiquet�es (type \Catalan", courbe inf�erieure). Pour les arbres de type

Catalan, la taille moyenne de l'intersection converge vers 3=2 lorsque n tend vers l'in�ni.

L'analyse asymptotique de �I

n

est di�cile ; elle a �et�e r�ealis�ee par Baeza-Yates, Casas, D��az et

Mart��nez �a l'aide de fonctions de Bessel apparaissant dans les solutions d'�equations aux d�eriv�ees

partielles :

Th�eor�eme [BYCDM89] La taille moyenne de l'intersection de deux arbres tournois de taille totale

n vaut asymptotiquement

�I

n

= c �

n

2

p

2�2

p

log n

�

�

1 +O(

1

logn

)

�

;

o�u c = (3 + 2

p

2)=(2

5=4

p

��(2

p

2)) ' 0:8050738.

Le tableau ci-dessous compare la valeur exacte de �I

n

au premier terme �

n

du d�eveloppement

asymptotique donn�e par le th�eor�eme.

n 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

�I

n

=�

n

0:37 0:49 0:55 0:59 0:61 0:63 0:65 0:66 0:67 0:68

Comme nous l'avons montr�e dans ce chapitre, le constructeur d'enracinement du minimum

conduit �a des �equations di��erentielles pour les s�eries g�en�eratrices associ�ees. R�eciproquement, cela

permet de trouver une interpr�etation combinatoire �a certaines �equations di��erentielles. Consid�erons
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par exemple l'�equation

dy

dt

= �y + �y

2

+ u(t)

d'un circuit �electrique constitu�e d'une source u(t) en parall�ele avec une capacit�e, une r�esistance

lin�eaire et une autre non lin�eaire [LV88a]. Par int�egration de cette �equation, nous obtenons

y =

Z

(�y + �y

2

+ u)dt;

ce qui s'interpr�ete de fa�con arborescente en

type Y = �

x

2

Y

j �

x

2

�

Y

@

Y

j

x

2

U

;

o�u x est un atome �etiquet�e de taille 1. Nous avons ainsi retrouv�e ais�ement l'interpr�etation en termes

d'arbres de Motzkin donn�ee par Leroux et Viennot dans [LV88a].
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Chapitre 4

Fonctions �a nombre �ni de valeurs

Le mieux est seulement l'ennemi du parfait. Mais comme nul n'y

atteint : : : Qui ne saurait faire mieux pourra toujours faire plus.

Un professeur de rh�etorique

L

e langage des classes � et

^

� est relativement restreint. Notamment, il n'autorise pas l'utilisation

de fonctions. Ce chapitre consid�ere l'extension de ce langage par des fonctions dont la valeur

renvoy�ee varie dans un ensemble �ni (par exemple des fonctions bool�eennes) ; nous montrons qu'il

est possible d'inverser en quelque sorte une telle fonction, c'est-�a-dire de g�en�erer une sp�eci�cation

de l'ensemble des donn�ees pour lesquelles elle prend une valeur �x�ee. Ce m�ecanisme d'inversion

autorise alors l'analyse de programmes du langage �etendu.

Par exemple, la fonction contient_aaa ci-dessous d�etermine si un mot du langage L = fa; bg

�

contient la s�equence aaa, en se servant de deux fonctions auxiliaires apres_a (qui suppose que l'on

a d�ej�a trouv�e a) et apres_aa (qui suppose que l'on a reconnu aa) :

type L = epsilon j product(lettre,L); lettre = a j b; a,b = atom(1);

function contient_aaa(l : L) : boolean;

begin

case l of

epsilon : false;

(a,x) : apres_a(x);

(b,x) : contient_aaa(x);

end;

end;

function apres_a(l : L) : boolean; function apres_aa(l : L) : boolean;

begin begin

case l of case l of

epsilon : false; epsilon : false;

(a,x) : apres_aa(x); (a,x) : true;

(b,x) : contient_aaa(x); (b,x) : contient_aaa(x);

end; end;

end; end;

Nous verrons dans ce chapitre que cet ensemble de trois fonctions se transforme en une sp�eci�cation

du langage L

t

des mots contenant la s�equence aaa :

111
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type Lt = a Mt j b Lt; Mt = a Nt j b Lt; Nt = a L j b Lt;

Lf = epsilon j a Mf j b Lf; Mf = epsilon j a Nf j b Lf; Nf = epsilon j b Lf;

A l'aide de cette sp�eci�cation, nous pourrons d�eterminer la probabilit�e qu'un mot de taille n du

langage L contienne le motif aaa (densit�e du langage L

t

dans L) :

Th�eor�eme automatique 7. La probabilit�e qu'un mot de n lettres du langage L = fa; bg

�

comporte

le motif aaa est :

p

n

=

1

2

n

[z

n

]

z

3

1� 3z + z

2

+ z

3

+ 2z

4

= 1+ O(1=n):

Nous pourrons aussi d�eterminer le rang moyen d'apparition du premier motif aaa :

Th�eor�eme automatique 8. Le nombre moyen l

n

de lettres qu'il faut parcourir pour trouver le

premier motif aaa dans un mot de n lettres du langage L = fa; bg

�

est asymptotiquement constant :

l

n

=

1

2

n

[z

n

]

2z(1 + z + z

2

)

1� 3z + z

2

+ z

3

+ 2z

4

= 14+ O(1=n):

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous d�e�nissons en premier lieu dans la section 4.1 une

extension �

bool

de la classe � (d�e�nie au chapitre 1) par des fonctions bool�eennes. La section 4.2

montre alors que les programmes de �

bool

se transforment en programmes de �. L'analyse dans

� pouvant se faire de mani�ere automatique (cf chapitre 2), il en est donc de même dans �

bool

.

Ensuite, quelques exemples sont d�evelopp�es dans la section 4.3, tandis que la section 4.4 montre

que les r�esultats de la section 4.2 se g�en�eralisent �a d'autres types de fonctions �a nombre �ni de valeurs

(non bool�eennes). Nous verrons �egalement dans cette derni�ere section que, lorsque les donn�ees sont

des mots, le langage �etendu d�e�ni dans ce chapitre correspond aux automates �nis, qui caract�erisent

les langages r�eguliers.

4.1 La classe �

bool

Nous consid�erons ici une classe de programmes contenant au moins les constructeurs union et

produit. Pour simpli�er l'expos�e, nous choisissons de nous placer dans la classe �, mais les r�esultats

de ce chapitre sont aussi valables pour

^

�. Cette section d�e�nit une nouvelle classe de programmes

�

bool

qui contient, outre les programmes de �, des fonctions bool�eennes.

4.1.1 Fonctions bool�eennes

Nous d�e�nissons ici des fonctions bool�eennes sur des structures de donn�ees issues d'une sp�e-

ci�cation de 
. D�ecrivons d'abord leur syntaxe : nous consid�erons des fonctions bool�eennes de la

forme (ci-dessous, les variables f; g; h : : : repr�esentent des fonctions bool�eennes) :

function f(t : T) : boolean;

begin

hinstr(t)i

end;
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o�u f est le nom de la fonction, t le nom et T le type de son argument. Le corps de la fonction

hinstr(t)i est soit une expression bool�eenne hcond(t)i d�ependant de t, soit un sch�ema de s�election

dans une union (casetype) ou dans un produit cart�esien (case) :

hinstr(t)i ::= hcond(t)i

j casetype t of U : g(t); V : h(t) end

j case t of (u; v) : hcond(u,v)i end :

(4:1)

Le sch�ema hcond(t)i correspond �a une expression bool�eenne d�ependant uniquement de l'argument

t de la fonction, par l'interm�ediaire �eventuel d'autres fonctions bool�eennes g(t) :

hcond(t)i ::= true j false

j g(t) o�u g : T ! ftrue; falseg

j hcond(t)i and hcond(t)i

j hcond(t)i or hcond(t)i

j not hcond(t)i

(4:2)

Ici, la s�emantique des op�erateurs logiques and et or est celle du langage Pascal : l'�evaluation de

g(t) and h(t) provoque l'�evaluation de g(t) et de h(t), même si g(t) renvoie false.

Le sch�ema casetype t of U : g(t); V : h(t) end s'applique �a une union T ! U j V ; il retourne

la valeur de la fonction bool�eenne g lorsque t est de type U , et celle de h lorsque t est de type V .

Le troisi�eme sch�ema (case) s'applique �a un produit U � V , et permet de renvoyer une expression

bool�eenne d�ependant des deux composantes u et v :

hcond(u,v)i ::= true j false

j g(u) j h(v) o�u g : U ! ftrue; falseg et h : V ! ftrue; falseg

j hcond(u,v)i and hcond(u,v)i

j hcond(u,v)i or hcond(u,v)i

j not hcond(u,v)i:

(4:3)

Les trois fonctions contient_aaa, apres_a et apres_aa de l'introduction peuvent être mises sous

la forme d�e�nie ci-dessus, en introduisant des types et des fonctions auxiliaires. En e�et, avec la

convention d'�ecriture introduite par la section 1.6.3 (surcharge du sch�ema case : : : end ), la

d�e�nition stricte de la fonction contient_aaa, par exemple, s'�ecrit comme suit :

type L = epsilon j aL j bL; aL = product(a,L); bL = product(b,L);

function f(l : L):boolean; function g(l : aL):boolean; function h(l : bL):boolean;

casetype l of case l of case l of

epsilon : false; (a,x) : apres_a(x); (b,x) : f(x)

aL : g(l); end; end;

bL : h(l)

end;

La fonction f, �equivalente �a contient_aaa, utilise le sch�ema de s�election dans une union (il fau-

drait normalement encore d�e�nir une fonction prenant comme seul argument epsilon et renvoyant

false) ; les fonctions g et h utilisent le sch�ema de s�election dans un produit et appellent des

fonctions bool�eennes sur les composantes (ici apres_a et f).

Nous dirons qu'un programme (ensemble de fonctions et de proc�edures) est compl�etement d�e�ni

lorsque toutes les fonctions ou proc�edures appel�ees sont d�e�nies dans ce programme. En d'autres

termes, dans un programme compl�etement d�e�ni, l'ensemble des proc�edures (ou fonctions) est �egal

�a sa fermeture r�eexive et transitive par la relation \P appelle Q".
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4.1.2 Le sch�ema conditionnel

Maintenant que nous savons �ecrire des fonctions sur les structures de donn�ees, nous aimerions

bien les utiliser, pour diriger l'ex�ecution d'apr�es la valeur de la fonction. Le sch�ema if : : : then : : :

else nous permet cela, les autres sch�emas �etant ceux de la classe �.

Sch

�

ema conditionnel : ce sch�ema dirige l'ex�ecution du programme suivant le r�esultat d'un

appel de fonction :

P (a : A) := if f(a) then Q(a) else R(a)

o�u f est une fonction bool�eenne dont les arguments sont de type A. Lorsque l'�evaluation de f(a)

renvoie la valeur true, c'est Q(a) qui est �evalu�e, sinon c'est R(a).

Ainsi, pour d�eterminer la probabilit�e qu'un mot du langage L = fa; bg

�

contienne le motif aaa,

nous �ecrivons simplement la proc�edure

procedure proba_aaa(l : L);

begin

if contient_aaa(l) then eureka;

end;

measure eureka : 1;

Le coût de l'appel proba_aaa(l) est le coût de l'instruction �el�ementaire eureka, soit 1, lorsque

l contient le motif aaa, et 0 sinon. Par cons�equent, le coût moyen sur les mots de taille n est

exactement la probabilit�e qu'un tel mot contienne le motif aaa.

Remarque : Le sch�ema de s�election dans une union

P (a : A) := casetype a of B : Q(a); C : R(a) end

devient un cas particulier du sch�ema conditionnel, f �etant la fonction indicatrice de B dans A :

function f (a : A) : boolean;

begin

casetype a of

B : true;

C : false

end

end;

Le sch�ema conditionnel est plus \puissant" que le sch�ema de s�election dans une union, puisqu'il

permet de tester des propri�et�es des objets �a une \profondeur" quelconque. Pour être plus pr�ecis, en

termes d'arbres de d�erivation, le sch�ema de s�election dans une union consulte uniquement la racine

de l'arbre, alors que dans le sch�ema conditionnel, la fonction f peut visiter l'arbre dans sa totalit�e.

D�e�nition 21. La classe �

bool

est constitu�ee des programmes compl�etement d�e�nis dont les sp�e-

ci�cations sont dans 
, contenant des fonctions bool�eennes d�e�nies suivant (4.1), (4.2) et (4.3), et

des proc�edures utilisant les sch�emas de �, plus le sch�ema conditionnel.

Il faut noter que les fonctions bool�eennes, telles que nous les avons d�e�nies, ne permettent pas de

\descendre" dans les multi-constructions. Par cons�equent, la valeur d'une fonction bool�eenne sur

une s�equence, un ensemble ou un cycle est soit toujours true, soit toujours false.
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4.2 Analyse des programmes de �

bool

L'objectif de cette section est de prouver que pour tout programme de la classe �

bool

, il existe

un programme de � ayant le même coût (th�eor�eme 8). De plus, un tel programme �equivalent est

calculable, par les algorithmes Transformation et R�eduction des sections 4.2.2 et 4.2.3. Ainsi,

�a l'aide de ces algorithmes et les r�egles �enonc�ees aux chapitres pr�ec�edents, tout programme de la

classe �

bool

s'analyse automatiquement.

4.2.1 Sous-types

Une fonction bool�eenne sur un ensemble A d'objets peut être interpr�et�ee comme l'indicatrice

d'un sous-ensemble A

0

de A. Du fait des conditions que nous avons impos�ees aux fonctions boo-

l�eennes (section 4.1.1), les sous-ensembles que peuvent caract�eriser ces fonctions sont particuliers :

D�e�nition 22. (Sous-type) Un type A

0

est un sous-type d'un type A, ce que nous noterons par

A

0

� A, lorsque, les sp�eci�cations de A et A

0

�etant sous forme compacte (voir page 21),

� si A! a, alors A

0

! ; ou A

0

! a,

� si A! B j C, alors A

0

! ; ou A

0

! B

0

ou A

0

! C

0

ou A

0

! B

0

j C

0

avec B

0

� B et C

0

� C,

� si A! B � C, alors A

0

! ]

i

B

0

i

� C

0

i

, avec B

0

i

� B et C

0

i

� C,

� si A! �(B) o�u � est un multi-constructeur , alors A

0

! ; ou A

0

! �(B).

Inversement, on dit que A est un sur-type de A

0

.

Notons bien, que d'apr�es cette d�e�nition, la notion de sous-type d�epend explicitement des sp�eci-

�cations, et non pas seulement des objets d�eriv�es. Par exemple, observons les trois sp�eci�cations

suivantes, dont la premi�ere d�ecrit le langage fa; bg

�

d�ej�a introduit plus haut.

(�

1

)

8

>

<

>

:

L ! � j M

M ! xL

x ! a j b

(�

2

)

8

>

<

>

:

L

0

! � j M

0

M

0

! x

0

L

0

x

0

! a

(�

3

)

8

>

<

>

:

L

00

! � j M

00

j N

00

M

00

! aL

00

N

00

! bL

00

Nous avons L

0

� L carM

0

�M et x

0

� x. Par contre, L

00

n'est pas sous-type de L car la production

d�e�nissant L

00

comprend trois symboles dans son membre droit, alors qu'il n'y en a que deux pour

L. Cependant, L et L

00

d�ecrivent bien le même langage fa; bg

�

. La notion de sous-type est donc plus

forte que celle d'inclusion des langages induits : si A

0

� A, alors L(A

0

) � L(A) mais la r�eciproque

est fausse comme le montre l'exemple de L et L

00

.

4.2.2 Transformation des fonctions en types conditionnels

Nous montrons dans cette sous-section comment transformer la d�e�nition d'une fonction en une

sp�eci�cation des sous-types pour lesquels celle-ci retourne true et false :

D�e�nition 23. Soit une fonction bool�eenne f : T ! ftrue; falseg. Les types conditionnels de T

pour la fonction f sont les ensembles T

f=true

= ft 2 T j f(t) = trueg et T

f=false

= ft 2 T j f(t) =

falseg.
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Lemme 9. Les types conditionnels des programmes de �

bool

sont exprimables par une sp�eci�cation

de la classe 


\

(
 enrichie du constructeur d'intersection).

Avant de prouver ce lemme, il nous faut pr�eciser ce que nous entendons par \constructeur inter-

section".

Constructeur intersection : la production T ! U \ V signi�e que

1. U et V ont un sur-type commun,

2. les objets d�eriv�es par T sont ceux d�eriv�es �a la fois par U et V .

D�emonstration : Soit un programme de �

bool

. Nous allons exhiber une sp�eci�cation contenant,

pour chaque fonction f du programme, de type T , deux non-terminaux T

f=true

et T

f=false

d�erivant

respectivement les objets de T

f=true

et de T

f=false

. Pour cela, nous utilisons l'algorithme suivant.

Algorithme Transformation :

Donn�ee : une fonction bool�eenne f et la sp�eci�cation de son type T

R�esultat : une sp�eci�cation des types conditionnels T

f=true

et T

f=false

f le corps de la fonction est de l'une des trois sortes d�ecrites en (4.1) g

� si le corps de f est du genre hcond(t)i, d'apr�es la d�e�nition (4.2), c'est une expres-

sion bool�eenne comportant des op�erateurs logiques and, or ou not, et des valeurs

bool�eennes true, false, g

i

(t), 1 � i � k o�u les g

i

sont des fonctions bool�eennes. Soit

b

i

la valeur de g

i

(t) : f(t) ne d�epend alors que des b

i

, et par suite il existe alors

une fonction F : ftrue; falseg

k

! ftrue; falseg telle que f(t) = F (b

1

; : : : ; b

k

). Par

cons�equent,

T

f=true

!

]

(b

1

;:::;b

k

)2ftrue;falseg

k

F (b

1

;:::;b

k

)=true

T

g

1

=b

1

\ � � � \ T

g

k

=b

k

(4:4)

et de même pour T

f=false

, en rempla�cant F (b

1

; : : : ; b

k

) = true par F (b

1

; : : : ; b

k

) =

false (l'union est disjointe car un objet donn�e admet une seule image par chaque

fonction g

i

).

� si le corps de f est du genre casetype t of U : g(t); V : h(t) end , alors

T

f=b

! U

g=b

]

V

h=b

(4:5)

pour b 2 ftrue; falseg. Ici aussi, l'union est disjointe car U et V d�erivent des objets

distincts par hypoth�ese.

� si le corps de f est du genre case t of (u; v) : hcond(u,v)i end , alors comme pour

le premier cas, f(t) s'�ecrit F (b

1

; : : : ; b

k

; c

1

; : : : ; c

l

) o�u b

i

= g

i

(u) et c

j

= h

j

(v), d'o�u

T

f=b

!

]

(b

1

;:::;b

k

;c

1

;:::;c

l

)2ftrue;falseg

k+l

F (b

1

;:::;b

k

;c

1

;:::;c

l

)=b

(U

g

1

=b

1

\ � � � \ U

g

k

=b

k

)� (V

h

1

=c

1

\ � � � \ V

h

l

=c

l

) :

(4:6)

Cet algorithme traduit toute fonction bool�eenne en un ensemble de productions du type (4.4), (4.5)

ou bien (4.6). Ces productions forment bien une sp�eci�cation de la classe 


\

.
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4.2.3 R�eduction des intersections

Par l'algorithme Transformation, les fonctions de �

bool

se compilent en des sp�eci�cations de

la classe 


\

. Nous montrons dans ce paragraphe qu'il est possible d'�eliminer les intersections de

ces sp�eci�cations.

D�e�nition 24. Soit une sp�eci�cation �. Une sp�eci�cation �

0

g�en�eralise � si chaque non-terminal

de � se trouve aussi dans �

0

, et y d�erive le même langage.

Lemme 10. Soit � une sp�eci�cation de 


\

. Alors il existe une sp�eci�cation de 
 qui g�en�eralise

�, et qui est calculable.

D�emonstration : L'algorithme ci-dessous �elimine les intersections d'une sp�eci�cation de 


\

, pour

en faire une sp�eci�cation de 
.

Algorithme R�eduction :

Donn�ee : une sp�eci�cation � de 


\

R�esultat : une sp�eci�cation de 
 qui g�en�eralise �

F := fg f intersections d�ej�a calcul�ees : (�; �; ) 2 F )  ! � \ � g

P := fproductions de �g

tant qu'il reste une production U

0

! U

1

\ U

2

dans P

si il existe un triplet (U

1

; U

2

; �) dans F

remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! �

sinon

soit U un sur-type de U

1

et U

2

ajouter le triplet (U

1

; U

2

; U

0

) �a F

si U ! a, f n�ecessairement U

i

! ; ou U

i

! a g

si U

1

! ; ou U

2

! ;, remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! ;

si U

1

! a et U

2

! a, remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! a

si U ! V j W , f U

i

! V

i

j W

i

, avec �eventuellement V

i

= ; ou

W

i

= ; g

� := Inter(V

1

; V

2

)  := Inter(W

1

;W

2

)

remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! � j 

si U ! V �W , f U

1

! ]

i

V

i

�W

i

et U

2

! ]

j

V

0

j

�W

0

j

g

�

i;j

:= Inter(V

i

; V

0

j

) 

i;j

:= Inter(W

i

;W

0

j

)

remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! ]

i;j

�

i;j

� 

i;j

si U ! �(V ), f U

i

! ; ou U

i

! �(V ) g

si U

1

! ; ou U

2

! ;, remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par U

0

! ;

si U

1

! �(V ) et U

2

! �(V ), remplacer U

0

! U

1

\ U

2

par

U

0

! �(V )

�n tant que

fonction Inter(U

1

; U

2

)
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d�ebut

si U

1

= U

2

, renvoyer U

1

sinon si il existe un triplet (U

1

; U

2

; �) dans F , renvoyer �

sinon si il existe une production � ! U

1

\ U

2

dans P , renvoyer �

sinon

cr�eer un nouveau symbole 

ajouter la production  ! U

1

\ U

2

�a P

renvoyer 

�n

Montrons que l'algorithme termine : �a chaque passage dans la boucle tant que, une production

U

0

! U

1

\ U

2

est remplac�ee par une production sans intersection. Le nombre d'intersections dans

P diminue donc d'une unit�e, sauf �eventuellement lorsque la fonction Inter est appel�ee. La fonction

Inter introduit une nouvelle intersection  ! U

1

\ U

2

au plus une seule fois pour chaque paire

(U

1

; U

2

), et ce au premier appel (ensuite cette production se trouve dans P , puis lorsqu'elle est

trait�ee par la boucle tant que, le triplet (U

1

; U

2

; ) est mis dans F ). Soit I

initial

le nombre initial

d'intersections, N

0

l'ensemble des sur-types, n(U) le nombre de sous-types d'un sur-type U 2 N

0

.

Le nombre de passages dans la boucle tant que est inf�erieur �a

I

initial

+

X

U2N

0

 

n(U)

2

!

;

et par suite �ni. Lorsque l'on sort de la boucle tant que, les productions de P ne contiennent plus

d'intersection, donc d�e�nissent une sp�eci�cation de 
. Celle-ci g�en�eralise � par construction.

Les deux lemmes qui pr�ec�edent nous permettent d'�enoncer le th�eor�eme fondamental de ce

chapitre.

Th�eor�eme 8. Pour tout programme � de �

bool

, il existe dans � un programme �

0

�equivalent,

c'est-�a-dire :

� �

0

contient les types de �,

� �a toute proc�edure P de � est associ�ee une proc�edure P

0

de �

0

ayant même type, et pour tout

argument a, les �evaluations de P (a) et de P

0

(a) sont identiques

1

,

� pour toute fonction bool�eenne f de �, de type T , �

0

contient les types conditionnels T

f=true

et T

f=false

.

D�emonstration : (constructive) Tout d'abord, �a partir des types et des fonctions de �, nous calcu-

lons une sp�eci�cation pour les types conditionnels, utilisant le constructeur intersection (algorithme

Transformation et lemme 9). Puis nous �eliminons les intersections pour obtenir une sp�eci�cation

de 
 (algorithme R�eduction et lemme 10). En�n, nous rempla�cons les sch�emas conditionnels se

trouvant dans le corps des proc�edures de �

if f(t) then Q(t) else R(t)

par

1

Ici, le terme \identique" signi�e que les s�equences d'instructions �el�ementaires provoqu�ees par P (a) et P

0

(a) sont

les mêmes ; en cons�equence le coût est le même : �Pfag = �P

0

fag.
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casetype t of

T

f=true

: Q(t);

T

f=false

: R(t);

end .

Cette transformation laisse inchang�ee l'ex�ecution des proc�edures.

Corollaire 4. Si le caract�ere bien fond�e est d�ecidable dans �, alors il l'est aussi dans �

bool

.

Remarque : La d�e�nition des fonctions que nous avons donn�ee �a la section 4.1 ne permet pas d'in-

s�erer des instructions �el�ementaires dans le corps d'une fonction. En cons�equence, le coût d'un appel

de fonction est toujours nul dans notre mod�ele, ce qui justi�e le fait que le coût de if f(t) then Q(t)

else R(t) est le même que celui de casetype t of T

f=true

: Q(t); T

f=false

: R(t) end . On pourrait

aussi autoriser des instructions de coût non nul dans les fonctions. La transformation consisterait

alors �a traduire les fonctions en proc�edures, et les sch�emas conditionnels en s�equences du genre

f(t); casetype : : : end . Dans ce cas, il faudrait pr�eciser la s�emantique des op�erateurs logiques

and et or (�evaluation totale ou �evaluation optimis�ee).

Grâce au th�eor�eme 8, nous pouvons prouver les th�eor�emes automatiques 7 et 8, donnant respecti-

vement la probabilit�e et le rang d'apparition du motif aaa dans le langage L = fa; bg

�

. Nous allons

prouver les deux th�eor�emes d'un seul coup. Pour cela, nous �ecrivons le programme Adl suivant :

type L = epsilon j product(lettre,L); lettre = a j b; a,b = atom(1);

function contient_aaa(l : L) : boolean; function apres_a(l : L) : boolean;

begin begin

case l of case l of

epsilon : false; epsilon : false;

(a,x) : begin un; apres_a(x) end; (a,x) : begin un; apres_aa(x) end;

(b,x) : begin un; contient_aaa(x) end; (b,x) : begin un; contient_aaa(x) end;

end; end;

end; end;

function apres_aa(l : L) : boolean; procedure proba_aaa(l : L);

begin begin

case l of if contient_aaa(l) then vrai

epsilon : false; end;

(a,x) : begin un; true end;

(b,x) : begin un; contient_aaa(x) end; measure un : u; vrai : v;

end;

end;

Nous avons ins�er�e une instruction �el�ementaire un chaque fois qu'un caract�ere est parcouru, et

l'instruction vrai lorsque le mot comporte le motif. De plus, nous avons a�ect�e des coûts symboliques

�a ces instructions �el�ementaires, ce qui va nous permettre de distinguer leur contribution respective.

L'analyse alg�ebrique du programme est r�ealis�ee automatiquement par �

�




:

#analyze "reg";;
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2 2

z (2 u z + v z + 2 u z + 2 u)

tau_proba_aaa(z) = -------------------------------

3 4 2

z + 2 z + 1 + z - 3 z

Il ne nous reste qu'�a s�eparer les coe�cients de u et de v : le coe�cient de v, soit

p(z) =

z

3

1� 3z + z

2

+ z

3

+ 2z

4

;

est la s�erie associ�ee �a la probabilit�e qu'un mot contienne le motif aaa, tandis que le coe�cient de

u, soit

l(z) =

2z(1 + z + z

2

)

1� 3z + z

2

+ z

3

+ 2z

4

;

est associ�e au nombre moyen de lettres lues pour trouver le premier motif aaa. Ces s�eries g�en�eratrices

�etant rationnelles, leur analyse asymptotique est facile [Sal91].

4.3 Exemples

Grâce au th�eor�eme 8, une large classe de programmes comprenant des fonctions bool�eennes se

prête �a une analyse automatique. Cette section montre que par exemple, le test d'occurrence dans

un arbre, le test de parit�e d'une expression sont dans cette classe.

4.3.1 Test d'occurrence de symboles dans un arbre

Soit le programme suivant, o�u la fonction f d�etermine si un arbre binaire (dont les feuilles sont

une lettre x ou y) contient au moins un x. La proc�edure p quant �a elle a coût 1 pour chaque arbre

contenant au moins un x, et 0 pour les arbres sans x. Son coût moyen sur les arbres de taille n est

la probabilit�e qu'un tel arbre contienne au moins un x.

type T = x j y j U; U = product(T,T);

function f (t : T) : boolean;

begin function g (u : U) : boolean

casetype t of begin

x : true; case u of

y : false; (t1,t2) : f(t1) or f(t2)

U : g(t) end

end end;

end;

procedure p (t : T);

begin

if f(t) then occurrence

end;

measure occurrence : 1;
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Les productions obtenues par l'algorithme Transformation sont

T

f=true

! x j U

g=true

T

f=false

! y j U

g=false

U

g=true

! T

f=true

� T

f=true

[ T

f=true

� T

f=false

[ T

f=false

� T

f=true

U

g=false

! T

f=false

� T

f=false

:

Ici, il n'est pas n�ecessaire d'utiliser l'algorithme R�eduction car la transformation n'a pas fait

apparâ�tre d'intersection. Ceci s'explique par le fait que les fonctions f et g ne testent qu'une

propri�et�e sur chacune des composantes t, t

1

et t

2

. Par contre, si on avait f(t) = g(t) and h(t)

dans le cas o�u t est de type U , alors les d�e�nitions des types conditionnels de f seraient T

f=true

!

x j U

g=true

\ U

h=true

et T

f=false

! y j U

g=true

\ U

h=false

j U

g=false

\ U

h=true

j U

g=false

\ U

h=false

.

Par le th�eor�eme 8, le programme de �

bool

ci-dessus est �equivalent au programme suivant de � :

type T = T_true j T_false;

T_true = x j U_true;

T_false = y j U_false;

U_true = product(T_true,T_true) j product(T_true,T_false) j product(T_false,T_true);

U_false = product(T_false,T_false);

procedure p (t : T);

begin

case t of

T_true : count;

end;

end;

measure count : 1;

Analyse de �

�




par lui-même

Un exemple amusant de test d'occurrence est le suivant : nous avons montr�e (th�eor�eme 7

page 93) que les sp�eci�cations explicites en univers �etiquet�e conduisent �a des s�eries g�en�eratrices

exponentielles form�ees �a partir de 1 et z par les op�erateurs +, �, Q(f) = 1=(1� f), E(f) = exp(f)

et L(f) = log(1=(1 � f)) (lorsque le constructeur cycle non orient�e n'est pas utilis�e). Soit LI

(pour Labelled Iterative) l'ensemble de ces fonctions. Certaines des fonctions de LI correspondent

�a des sp�eci�cations qui ne sont pas bien fond�ees : la fonction Q(Q(z)) provient de la construction

sequence(sequence(�)) qui g�en�ere une in�nit�e d'objets de taille nulle.

Lorsqu'une fonction f 2 LI correspond �a une sp�eci�cation bien fond�ee, par exemple

f = E(Q(z �E(z)) + z); (4:7)

un certain nombre de propri�et�es de f sont d�ecidables de mani�ere purement syntaxique sur l'expres-

sion (4.7) [FSZ91]. Par exemple, f est une fonction enti�ere (sans singularit�e �a distance �nie) si et

seulement si ni L ni Q n'apparaissent dans f . Or le test d'occurrence fait partie des probl�emes que

l'on sait analyser ; il est donc normal que �

�




puisse lui-même r�epondre �a ces questions :
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Dans la classe LI, combien y a-t-il de fonctions form�ees avec n symboles ? Combien

de ces fonctions correspondent �a des sp�eci�cations bien fond�ees ? Parmi ces derni�eres,

quelle est le pourcentage de fonctions enti�eres ?

Le programmeAdl ci-dessous r�epond partiellement �a ces questions : la classe LI est d�ecrite, puis la

fonction has_Q_or_L renvoie true pour les fonctions de LI contenant au moins l'un des op�erateurs

Q et L, et false sinon :

type LI = One j Z j Plus(LI,LI) j Times(LI,LI) j Q_op(LI) j Exp(LI) j L_op(LI);

One,Z,Plus,Times,Q_op,Exp,L_op = atom(1);

function has_Q_or_L (f : LI) : boolean;

begin

case f of

One : false;

Z : false;

Plus(g,h) : if has_Q_or_L(g) then true else has_Q_or_L(h);

Times(g,h) : if has_Q_or_L(g) then true else has_Q_or_L(h);

Q_op(g) : true;

Exp(g) : has_Q_or_L(g);

L_op(g) : true;

end;

end;

procedure status (f : LI);

begin

if has_Q_or_L(f) then yes else no

end;

measure no : 1;

Remarque : Nous avons utilis�e ici le sch�ema if : : : then : : : else dans une fonction, ce qui est

interdit dans la classe �

bool

. Cependant, ce sch�ema s'exprime �a l'aide des op�erateurs logiques and,

or et not :

if a then b else c) (f and g) or ((not f) and h)

et r�eciproquement :

a and b ) if a then b else false

a or b ) if a then true else b

not a ) if a then false else true:

La classe �

bool

peut donc être d�e�nie indi��eremment �a l'aide des op�erateurs logiques and, or, not

comme nous l'avons fait, ou bien �a l'aide du sch�ema logique if a then b else c.

L'analyse (faite par �

�




) du programme ci-dessus conduit au r�esultat suivant :

Th�eor�eme automatique 9. Le nombre de fonctions de la classe LI ayant n symboles est

LI

n

= [z

n

]

1� 3z �

p

1� 6z � 7z

2

4z

= 2z + 6z

2

+ 26z

3

+ 126z

4

+ 658z

5

+ 3606z

6

+O(z

7

);

et vaut asymptotiquement

LI

n

=

r

7

8�

7

n

n

3=2

+O(

7

n

n

2

):
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La probabilit�e qu'une fonction de LI ayant n symboles ne comporte ni Q ni L est

p

n

=

[z

n

]

1�z�

p

1�2z�15z

2

4z

LI

n

=

�

5

7

�

n+1=2

+ O

��

5

7

�

n

n

�1=2

�

:

On pourrait aussi s'int�eresser aux fonctions dans lesquelles la variable z apparâ�t au moins une

fois, ou �a celles qui s'annulent en z = 0, a�n que l'application les op�erateurs E, L et Q soit bien

fond�ee. En fait, il est possible d'�ecrire dans le langage Adl la v�eri�cation du caract�ere bien fond�e

des fonctions de LI.

4.3.2 Parit�e d'expressions arithm�etiques al�eatoires

Soit l'ensemble N des expressions arithm�etiques form�ees �a partir des entiers 0 et 1, et des

op�erateurs binaires + et �. Nous d�e�nissons la taille d'une telle expression comme le nombre

d'op�erateurs. Par exemple, l'expression 1 + ((0 + 1)� 1) dont la repr�esentation arborescente est

+

�

1

@

�

�

+

�

0

@

1

@

1

fait partie de N , sa taille est 3, et sa valeur est 2. Savoir comment varie la valeur d'une expression

en fonction de sa taille peut s'av�erer utile. En particulier, on peut se poser la question suivante :

Quel est le pourcentage des expressions de N de taille n qui repr�esentent un entier pair ?

Le programme Adl ci-dessous formalise cette question en termes plus informatiques : la fonction

pair d�etermine si une expression est paire ou non, et la proc�edure proba_pair a coût 1 lorsqu'une

expression est paire, et 0 sinon. Comme dans l'exemple pr�ec�edent, le coût moyen de la proc�edure

proba_pair est le pourcentage d'expressions v�eri�ant une certaine propri�et�e, ici avoir une valeur

paire.

type N = zero j un j plus(N,N) j times(N,N);

zero,un = atom(0);

plus,times = atom(1);

function pair (n : N) : boolean;

begin

case n of

zero : true;

un : false;

plus(i,j) : if pair(i) then pair(j)

else if pair(j) then false else true;

times(i,j): if pair(i) then true else pair(j)

end

end;

procedure proba_pair (n : N);



124 CHAPITRE 4. FONCTIONS A NOMBRE FINI DE VALEURS

begin

if pair(n) then count

end;

measure count : 1;

Le programme ci-dessus illustre bien le fait que les fonctions sont d�e�nies ind�ependamment des

proc�edures, et que ces derni�eres utilisent les fonctions dans des sch�emas conditionnels du genre

if f(t) then : : : else : : :

Th�eor�eme semi-automatique 10. La probabilit�e qu'une expression de taille n de N soit paire

est

p

n

=

[z

n

]

2�

p

2

p

1+

p

1�16z

4z

[z

n

]

1�

p

1�16z

4z

;

et v�eri�e asymptotiquement

p

n

=

1

p

2

+O(1=

p

n):

Ce th�eor�eme n'est pas enti�erement automatique, car la phase de r�esolution des �equations n�ecessite

quelqu'aide manuelle, comme nous allons le constater.

D�emonstration : L'analyse alg�ebrique du programme ci-dessus conduit pour la s�erie g�en�eratrice

ordinaire N et pour le descripteur de complexit�e �P de la proc�edure tau_pair aux expressions

suivantes (apr�es r�esolution par Maple).

N(z) =

1�

p

1�16z

4z

(4.8)

�P (z) =

r(z)� 1�zr(z)

2

2zr(z)

o�u (4.9)

r(z) = RootOf (Y

2

+ Y�3zY

3

�8zY

2

� 2�6z

2

Y

4

+

p

1�16z Y

2

�

p

1�16z Y�

p

1�16z Y

3

z):

Ici, la notation r(z) = RootOf (F (Y; z)) signi�e que r(z) est solution en Y de l'�equation F (Y; z) = 0.

L'analyse asymptotique de cette forme pour �P (z) n'est pas possible directement, dans l'�etat actuel

du syst�eme �

�




. Il nous faut donc mener quelques calculs \�a la main", ce qui nous permettra de

mieux comprendre le proc�ed�e d'analyse asymptotique.

Recherche de singularit�e : nous savons par avance que la probabilit�e cherch�ee p

n

est born�ee

par 1 lorsque n tend vers l'in�ni. Par cons�equent, la singularit�e dominante r�eelle de �P (z) est

sup�erieure ou �egale �a celle de N(z). L'�etude de l'expression (4.9) r�ev�ele qu'en r�ealit�e, c'est la même,

soit � = 1=16.

D�eveloppement au voisinage de la singularit�e : nous commen�cons par d�evelopper r(z) autour

de z = �. Pour cela, nous faisons le changement de variable 1�16z = Z, ce qui permet de factoriser

l'expression \sous le RootOf " :

r(z) = RootOf ((3Y

2

Z + 16 + 16

p

Z Y �3Y

2

)(Y

2

Z + 16�8Y�8

p

Z Y�Y

2

)):

La fonction r(z) est racine de l'un des deux trinômes en Y ; il y a en tout quatre solutions possibles :

Y

1

=

4

p

Z+3 �8

p

Z

3Z�3

; Y

2

=

�8

p

Z �4

p

Z+3

3Z�3

;

Y

3

=

4+4

p

Z +4

p

2

p

1+

p

Z

Z�1

; Y

4

=

4+4

p

Z �4

p

2

p

1+

p

Z

Z�1

;
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qui correspondent aux quatre branches de l'�equation du quatri�eme degr�e donnant r(z).

D�etermination de la \bonne" branche : pour d�eterminer laquelle des solutions Y

i

est la bonne,

nous proc�edons par �elimination. Nous savons en e�et que la solution �P (z) est une s�erie enti�ere �a

coe�cients positifs. Nous rempla�cons donc r(z) par chacun des Y

i

dans (4.9), et nous calculons les

premiers termes du d�eveloppement de Taylor en z = 0.

Y

1

:

1

z

� 2�6z�44z

2

�430z

3

+ O(z

4

)

Y

2

:

1

3z

�

2

3

�

14z

3

�

124z

2

3

�

1270z

3

3

�

14308z

4

3

+O(z

5

)

Y

3

:

1

z

� 1�5z�42z

2

�429z

3

�4862z

4

+O(z

5

)

Y

4

: 1 + 5z + 42z

2

+ 429z

3

+ O(z

4

):

Les trois premi�eres solutions ne conviennent pas car elles ne correspondent pas �a des s�eries formelles

(de plus certains de leurs coe�cients sont n�egatifs et même fractionnaires pour Y

2

). La solution

correcte est donc Y

4

, et elle donne apr�es simpli�cation des radicaux

�P (z) =

2�

p

2

q

1 +

p

1�16z

4z

: (4:10)

Maintenant que nous avons une forme simple pour �P (z), nous pouvons utiliser le programme

equivalent de B. Salvy pour calculer les d�eveloppements asymptotiques :

[z

n

]�P (z) =

p

2 16

n

p

� n

3=2

+ O(

16

n

n

2

)

[z

n

]N(z) =

2 16

n

p

� n

3=2

+ O(

16

n

n

2

): (4.11)

La division des deux d�eveloppements donne p

n

= 1=

p

2 +O(1=

p

n) comme annonc�e.

L'�etape \manuelle" de cette preuve est le passage de l'expression (4.9) �a (4.10) pour le des-

cripteur de complexit�e �P (z). Si on les �etudie de pr�es, on constate que les trois phases de cette

�etape (recherche de la singularit�e, d�eveloppement au voisinage de la singularit�e et d�etermination

de la bonne branche) peuvent être automatis�ees. Cet exemple montre le besoin d'un simpli�cateur

d'expressions de s�eries g�en�eratrices, sachant calculer les singularit�es, r�esoudre les �equations par ra-

dicaux (�eventuellement apr�es changement de variable), et �eliminer les solutions ne correspondant

pas �a des s�eries g�en�eratrices.

4.4 G�en�eralisation et conclusions

Les trois premi�eres sections de ce chapitre ont d�ecrit l'analyse d'algorithmes dans l'extension

de la classe � par des fonctions bool�eennes. L'expos�e peut se faire en r�ealit�e avec n'importe quelle

type de fonction �a ensemble �ni de valeurs V = fv

1

; : : : ; v

k

g (ftrue; falseg dans le cas bool�een). La

d�e�nition des fonctions suppose alors qu'il existe des op�erateurs 	 : V � � � � � V ! V entre les

valeurs (and, or, not dans le cas bool�een). Le sch�ema conditionnel s'�ecrit
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P (a : A) := if f(a) = v

j

then Q(a) else R(a).

L'algorithme Transformation se transpose facilement �a un nombre �ni de valeurs : il est bas�e

sur le fait que chaque expression peut s'�ecrire F (g

1

(t); : : : ; g

l

(t)), et par cons�equent T

F=v

j

se d�e�nit

�a partir d'un nombre �ni d'intersections de T

g

i

=v

�

i

.

L'algorithme R�eduction, quant �a lui, ne d�epend pas des bool�eens true et false, et peut être

utilis�e tel quel pour n'importe quelle sp�eci�cation issue de l'algorithme Transformation.

Ainsi, l'analyse de tout programme d'une classe � �etendue par des fonctions �a nombre �ni de

valeurs se ram�ene �a l'analyse d'un programme de �. Par exemple, en prolongeant l'exemple de

la section 4.3.2, on pourrait d�eterminer le pourcentage d'expressions arithm�etiques dont la valeur

est congrue �a j modulo k, pour tout couple d'entiers (j; k) (la seule di�cult�e serait l'�ecriture du

programme Adl).

Le r�esultat principal de ce chapitre, �a savoir le th�eor�eme 8, a deux interpr�etations possibles :

l'une pessimiste, l'autre optimiste. L'interpr�etation pessimiste consiste �a dire que les programmes

de �

bool

ne permettent pas d'exprimer des propri�et�es plus complexes sur la classe 
 que ceux

de � (n�eanmoins la formulation de ces propri�et�es est plus lisible et plus compacte dans �

bool

).

L'interpr�etation optimiste, quant �a elle, est que les programmes de �

bool

g�en�erent la même classe

de s�eries g�en�eratrices que ceux de �, donc ils ne sont pas plus di�ciles �a analyser.

En fait, les fonctions de la classe �

bool

forment des automates �nis, sans m�emoire. Dans le cas

des structures de donn�ees lin�eaires (comme par exemple les mots du langage fa; bg

�

introduit au

d�ebut de ce chapitre), de tels automates caract�erisent des langages r�eguliers. Le th�eor�eme 8 ne

fait alors qu'exprimer le fait que les langages r�eguliers sur un alphabet �ni sont clos par union,

intersection, et passage au compl�ementaire [AU72, th�eor�eme 2.8 page 129]. Les s�eries g�en�eratrices

sont alors rationnelles, de même que les densit�es asymptotiques, lorsqu'elles existent.

Dans le cas g�en�eral de la classe 
, nous dirons par extension que les fonctions de �

bool

calculent

des propri�et�es r�eguli�eres sur les structures de donn�ees. On sait d�ej�a que les langages context-free sont

clos par intersection avec les langages r�eguliers [AU72, th�eor�eme 2.26 page 197], autrement dit que

les propri�et�es r�eguli�eres de structures de donn�ees context-free restent context-free. Nous obtenons

alors des s�eries g�en�eratrices alg�ebriques, et des densit�es asymptotiques (toujours lorsqu'elles exis-

tent) �egalement alg�ebriques (par exemple la densit�e d'expressions arithm�etiques paires est 1=

p

2).

Le th�eor�eme 8 g�en�eralise cette propri�et�e de clôture avec les langages r�eguliers �a la classe 
 d�e�nie

au chapitre 1.

En un sens, le th�eor�eme 8 est optimal pour la classe 
 : du fait que les langages context-free ne

sont pas clos par intersection ou passage au compl�ementaire, on ne peut pas esp�erer pouvoir analyser

des fonctions calculant des propri�et�es context-free. En e�et, si f est une fonction caract�eristique

des mots de la forme fa

n

b

n

c

i

g, et g une fonction caract�eristique des mots de la forme fa

i

b

n

c

n

g, la

fonction f and g caract�erise le langage fa

n

b

n

c

n

g, qui ne peut pas être d�ecrit dans 
.

En�n, les r�esultats de ce chapitre sugg�erent l'extension par des sch�emas bool�eens sur les multi-

constructeurs : le sch�ema forall b in a do f(b) teste si une propri�et�e est vraie pour tous les

�el�ements, tandis que le sch�ema forone b in a do f(b) teste si l'un au moins des �el�ements la v�eri�e.



Chapitre 5

�

Etudes

Une mouche ne doit pas tenir dans la tête d'un naturaliste

plus de place qu'elle n'en tient dans la nature.

Bu�on

U

n syst�eme d'analyse automatique d'algorithmes comme �

�




peut être utilis�e de plusieurs fa-

�cons : pour r�esoudre des probl�emes simples de fa�con enti�erement automatique, pour r�esoudre

en partie des probl�emes plus complexes, ou encore comme outil de recherche. Les exemples contenus

dans les chapitres pr�ec�edents sont pour la plupart des probl�emes simples, que �

�




a pu r�esoudre

enti�erement (d'o�u la d�enomination th�eor�eme automatique). Ce chapitre pr�esentera des probl�emes

plus di�ciles, pour lesquels n�eanmoins une partie de l'analyse (alg�ebrique ou asymptotique) a pu

être faite de fa�con automatique. En ce qui concerne l'utilisation comme outil de recherche, il s'agit

principalement d'une utilisation interactive. Citons l'exemple suivant : �

�




a montr�e que le coût en

moyenne de la d�erivation seconde est � C

2

n

2

, et que celui de la d�erivation troisi�eme est � C

3

n

5=2

,

ce qui nous �a sugg�er�e que celui de la d�erivation k-i�eme est � C

k

n

1+k=2

. Un tel syst�eme peut ainsi

servir �a \deviner" des lois g�en�erales, dans des situations o�u le caract�ere p�enible des calculs et les

possibilit�es d'erreur d�ecouragent �a l'exp�erimentation.

Nous montrons dans ce chapitre des exemples typiques d'�etudes que l'on peut e�ectuer en se

servant de �

�




comme outil d'analyse : le nombre moyen de records dans une permutation de n

�el�ements est logn +  + O(1=n) (section 5.1) ; pour minimiser le nombre de comparaisons dans le

tri par QuickSort, il faut utiliser le tri par insertion quand le nombre d'�el�ements devient inf�erieur

ou �egal �a 8 (section 5.2) ; la valeur moyenne des expressions arithm�etiques d�e�nies �a la �n du

chapitre pr�ec�edent est �

p

�=2=�(3=4)n

1=4

(section 5.3) ; le nombre de colliers antisym�etriques

de 2k perles est � 2

n�1

=n (section 5.4) ; le nombre de parenth�esages ternaires commutatifs de

X

2n+1

est � (0:52:::)n

�3=2

�

n

o�u � ' 2:82 (section 5.5) ; en�n le nombre d'alcanes de formule brute

C

n

H

2n+2

est � (0:66:::)n

�5=2

�

n

pour le même � (section 5.6).

Les di��erentes �etudes sont class�ees par ordre de di�cult�e croissante : les premi�eres sont enti�ere-

ment automatiques (en univers �etiquet�e, les op�erateurs sont plus simples), tandis que les derni�eres

requi�erent une large part d'intervention humaine pour le traitement asymptotique des op�erateurs

de P�olya introduits par les cycles, ensembles et multi-ensembles en univers non �etiquet�e. Nous

avons aussi voulu mettre en �evidence des extensions possibles du syst�eme �

�




, par rapport �a son

�etat actuel. Les quatre premi�eres �etudes s'int�eressent plus particuli�erement �a l'analyse alg�ebrique :

l'�etude sur les arbres tournois indique des r�egles de transformation de programme permettant de se
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Figure 5.1 : Le graphe de la permutation [2 5 3 4 6 1].

ramener �a la classe �, l'�etude compar�ee du tri QuickSort et du tri par insertion d�egage la n�ecessit�e

d'analyses avec param�etres, l'�etude de la valeur moyenne des expressions arithm�etiques �etablit la

possibilit�e d'analyse de coûts non additifs, l'�etude des colliers bicolores montre l'int�erêt des s�eries

�a plusieurs variables et du proc�ed�e de marquage. Les deux derni�eres �etudes (alcanes et paren-

th�esages ternaires commutatifs) sont de nature principalement analytique, et mettent en �evidence

des m�ethodes num�eriques pour obtenir un d�eveloppement asymptotique �a partir d'�equations non

alg�ebriques.

5.1 Descentes, records et autres sp�ecialit�es

Cette section est consacr�ee �a des probl�emes li�es �a l'op�erateur d'enracinement du minimum

introduit au chapitre 3 (section 3.4). Les quatre exemples de cette section analysent des param�etres

di��erents d'une même de structure de donn�ees, en l'occurrence des arbres \tournois". L'arbre

tournoi est une repr�esentation interne d'une �le de priorit�e qui conserve l'ordre d'arriv�ee, avec

acc�es au minimum et suppression du minimum en temps constant, insertion d'un nouvel �el�ement

en temps moyen O(logn).

Les trois premiers exemples sont des analyses e�ectu�ees enti�erement par �

�




, �a l'aide des

r�egles du chapitre 3 pour l'analyse alg�ebrique ; on y �etudie les di��erents types de n�uds d'un

arbre tournoi (section 5.1.1), la longueur de la branche gauche d'un arbre tournoi (c'est-�a-dire

le nombre de records d'une permutation, section 5.1.2), ainsi que le nombre de n�uds internes

des arbres tournois g�en�eraux (section 5.1.3). Le dernier exemple est \semi-automatique", dans la

mesure o�u l'on utilise d'abord une r�egle de transformation de programme (qui n'est pas implant�ee

dans la version actuelle de �

�




), pour se ramener �a un programme dont l'analyse est automatique

(section 5.1.4).

5.1.1 Descentes dans une permutation

Soit une permutation � des entiers de 1 �a n, repr�esent�ee par la suite des valeurs [�(1) : : :�(n)].

Par exemple, la permutation 1 ! 2; 2 ! 1; 3 ! 3 est not�ee [2 1 3]. Dans une telle permutation,

une descente est une s�equence �(i)�(i+ 1) telle que �(i) > �(i+ 1). Par exemple, la permutation

[2 5 3 4 6 1] comporte deux descentes : 5 3 et 6 1. Sur le graphe de � (voir �gure 5.1), les descentes

se manifestent par une pente n�egative, d'o�u leur nom. Le probl�eme que nous nous posons est le

suivant :
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Quel est le nombre moyen de descentes dans une permutation de n entiers ?

Avant de r�epondre �a cette question, nous introduisons l'arbre tournoi associ�e �a une permutation,

sur lequel nous pourrons d�eterminer visuellement les descentes.

Arbre tournoi associ�e �a une permutation

A une s�equence de nombres distincts �

1

: : :�

n

est associ�e un arbre binaire, dit arbre tournoi,

de la fa�con suivante [Vui80] :

� �a la racine est plac�e l'�el�ement minimum �

j

= inff�

i

g,

� la branche gauche (resp. droite) est l'arbre tournoi associ�e �a la s�equence des nombres �a gauche

(resp. droite) de �

j

.

De fa�con naturelle, l'arbre tournoi associ�e �a une permutation � de [1 : : :n] est celui qui est associ�e

�a la s�equence �(1) : : :�(n). Par exemple, l'arbre tournoi associ�e �a [253461] est

1

�

2

@

3

�

5

@

4

@

6

Un arbre tournoi comporte quatre types de n�uds, suivant que le sous-arbre gauche et/ou droite

est vide ou non :

1. les feuilles (aucun sous-arbre),

2. les n�uds gauches (un seul sous-arbre �a gauche),

3. les n�uds droits (un seul sous-arbre �a droite),

4. les n�uds complets (deux sous-arbres).

Soit un n�ud de l'arbre tournoi, �etiquet�e par l'entier i ; l'entier j imm�ediatement �a gauche de i

dans la permutation est soit dans le sous-arbre gauche partant de i, soit au-dessus vers la racine.

Dans le premier cas, i < j est i est le second �el�ement d'une descente. Dans le second cas, j < i

et j i est une mont�ee. Le nombre de descentes d'une permutations est donc exactement le nombre

de n�uds gauches ou complets de l'arbre tournoi associ�e. A l'aide de �

�




, nous allons �etudier les

statistiques des quatre types de n�uds, et nous en d�eduirons le nombre moyen de descentes.

Th�eor�eme automatique 11. Dans un arbre tournoi al�eatoire de n n�uds, la r�epartition asymp-

totique des n�uds est la suivante :

n�uds feuilles : n=3 +O(1) n�uds complets : n=3 + O(1)

n�uds gauches : n=6 +O(1) n�uds droits : n=6 +O(1).



130 CHAPITRE 5.

�

ETUDES

D�emonstration : La preuve est constitu�ee par l'analyse du programme suivant. La sp�eci�cation

des arbres tournois est famili�ere (cf section 3.4). La proc�edure stat parcourt un arbre tournoi t, et

appelle pour chaque type de n�ud une instruction �el�ementaire sp�eciale. Les coûts sont symboliques

pour pouvoir distinguer les n�uds.

type T = �n j product(T,min(cle),T);

�n = Latom(0);

cle = Latom(1);

procedure stat (t : T);

begin

case t of

�n : rien;

(t1,k,t2) : begin

stat(t1); stat(t2);

case t1 of

�n : case t2 of

�n : noeud_feuille;

otherwise : noeud_droit;

end;

otherwise : case t2 of

�n : noeud_gauche;

otherwise : noeud_complet;

end

end

end

end

end;

measure noeud_feuille:f; noeud_droit:d; noeud_gauche:g; noeud_complet:c; rien:0;

Les r�egles principales qui ont �et�e utilis�ees ici sont la r�egle 41 (enracinement du minimum) et la

r�egle 43 (descente dans un produit partitionnel avec enracinement du minimum), et les �equations

di��erentielles obtenues pour T (z) et �stat(z) sont

T (z) = 1 +

Z

z

0

T (u)

2

du

�stat(z) = 2

Z

z

0

�stat(u)T (u)du+ fz + (d+ g)

Z

z

0

Z

u

0

T (v)

2

dvdu+ c

Z

z

0

�

Z

u

0

T (v)

2

dv

�

2

du

Les int�egrales doubles proviennent du fait que l'on descend de deux niveaux, dans le n�ud se

trouvant �a la racine et dans l'un des sous-arbres t1 ou t2. Ces �equations se r�esolvent en

T (z) =

1

1� z

; �stat(z) = f

z(3� 3z + z

2

)

3(1� z)

2

+ (g + d)

z

2

(3� 2z)

6(1� z)

2

+ c

z

3

3(1� z)

2

:

Comme le coe�cient de z

n

dans T (z) est 1, le nombre moyen de n�ud de chaque type est donn�e

directement par le d�eveloppement asymptotique de �stat(z) :

> equivalent(f*z*(3-3*z+z^2)/3/(1-z)^2+(g+d)*z^2*(3-2*z)/6/(1-z)^2+c*z^3/3/(1-z)^2,z);

((1/3 f + 1/6 g + 1/6 d + 1/3 c) n) + (O(1))

En additionnant le nombre de n�uds gauches et de n�uds complets, on trouve que le nombre

moyen de descentes dans une permutation est n=2 + O(1).
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5.1.2 Records

Dans la repr�esentation [�(1) : : :�(n)] d'une permutation, un record est un �el�ement qui est plus

petit que tous ceux qui sont �a sa gauche (alors que pour les descentes, on consid�ere seulement

l'�el�ement imm�ediatement �a gauche). Par d�efaut, le premier �el�ement est toujours un record. Par

exemple, dans [253461], les records sont 2 et 1. Tous les records sauf le premier sont aussi le second

�el�ement d'une descente, et par suite : nb(records) � 1 + nb(descentes).

Sur l'arbre tournoi associ�e �a la permutation, les records sont les �el�ements de la branche gauche,

et leur ordre d'apparition est de bas en haut. Le lecteur v�eri�era cette a�rmation sur l'arbre tournoi

de la permutation [253461]. Comme pour les descentes, nous nous sommes ramen�es �a l'�etude d'un

param�etre (ici la longueur de la branche gauche) sur une structure combinatoire �equivalente aux

permutations (les arbres tournois).

Lemme 11. Les records d'une permutation sont les �el�ements qui se trouvent dans la branche gauche

de l'arbre tournoi associ�e.

D�emonstration : Soit n le nombre d'�el�ements de la permutation. Pour n = 0, le lemme est vrai.

Pour n > 1, les records sont le plus petit �el�ement de la permutation (qui se trouve �a la racine),

et les records de la s�equence des �el�ements �a gauche de celui-ci : en e�et, les �el�ements �a droite du

minimum ne peuvent pas être des records. Par induction, le lemme est vrai pour tout n.

Th�eor�eme automatique 12. La longueur moyenne de la branche gauche d'un arbre tournoi de

n n�uds est le coe�cient de z

n

dans

1

1� z

log

1

1� z

:

Asymptotiquement, ce coe�cient vaut

[z

n

]

1

1� z

log

1

1� z

= log n+  +O(1=n)

o�u  ' :5772156649 est la constante d'Euler.

En fait, le coe�cient de z

n

dans

1

1�z

log

1

1�z

vaut exactement H

n

= 1 + 1=2 + � � �+ 1=n.

D�emonstration : La preuve est constitu�ee par l'analyse automatique du programme ci-dessous,

e�ectu�ee par le syst�eme �

�




.

type T = �n j product(T,min(cle),T);

�n = Latom(0);

cle = Latom(1);

procedure longueur_branche_gauche (t : T);

begin

case t of

�n : zero;

(t1,k,t2) : begin un; longueur_branche_gauche(t1) end

end

end;

measure un:1; zero:0;
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Ainsi d�e�nie, la proc�edure longueur_branche_gauche compte le nombre de n�uds de la branche

gauche. Les principales r�egles utilis�ees sont les mêmes que pour la d�etermination des di��erents types

de n�uds, �a savoir la r�egle 41 (enracinement du minimum) et la r�egle 43 (descente dans un produit

partitionnel avec enracinement du minimum). L'�equation di��erentielle v�eri��ee par le descripteur de

complexit�e �L(z) de la proc�edure longueur_branche_gauche est

�L(z) =

Z

z

0

T (u)

2

du+

Z

z

0

�L(u)T (u)du;

dont la solution est

T (z) =

1

1� z

et �L(z) =

1

1� z

log

1

1� z

:

Puis le programme de B. Salvy donne (toujours automatiquement) le coût moyen :

Average cost for longueur_branche_gauche on random inputs of size n is:

(ln(n)) + (gamma) + (O(1/n))

Le nombre moyen de records dans une permutation al�eatoire de n entiers distincts est par

cons�equent logn+ O(1).

5.1.3 N�uds internes des arbres tournois g�en�eraux

Les arbres tournois g�en�eraux sont des arbres g�en�eraux (l'arit�e de chaque n�ud est variable),

�etiquet�es, et tels que dans tout sous-arbre, la plus petite �etiquette se trouve �a la racine (propri�et�e de

tournoi). Ces arbres sont aussi appel�es recursive trees (arbres r�ecursifs) par Meir et Moon [MM78].

La question que nous nous posons est :

Quel est le nombre moyen de n�uds internes des arbres tournois g�en�eraux ?

Th�eor�eme automatique 13. Le nombre moyen de n�uds internes des arbres tournois g�en�eraux

de n n�uds est �egal au rapport des coe�cients de z

n

de �P (z) et de T (z), o�u

�P (z) =

1� 2z

3

+

3z � 1

3

p

1� 2z

; T (z) = 1�

p

1�2z ;

et vaut asymptotiquement n=3 + O(1).

D�emonstration : Ce th�eor�eme se prouve par l'analyse du programme Adl suivant, o�u la proc�edure

inodes ajoute un coût unitaire pour chaque n�ud interne rencontr�e.

type T = cle j min(cle) sequence(T,card>=1);

cle = Latom(1);

procedure inodes (t : T);

begin

casetype t of

cle : nil;

otherwise : begin

count;
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case t of

(c,l) : forall u in l do inodes(u)

end

end

end

end;

measure count:1;

Les r�egles principales utilis�ees sont encore la r�egle 41 (enracinement du minimum) et la r�egle 43

(descente dans un produit partitionnel avec enracinement du minimum), plus la r�egle 34 (it�eration

dans un complexe partitionnel). Les �equations calcul�ees par �

�




sont

T (z) = z +

Z

z

0

T (u)

1�T (u)

du; � inodes(z) =

Z

z

0

T (u)

1�T (u)

du+

Z

z

0

� inodes(u)

(1�T (u))

2

du:

La s�erie g�en�eratrice T (z) di��ere de celle des arbres tournois binaires d�e�nis auparavant :

T (z) = 1�

p

1�2z ; � inodes(z) =

1� 2z

3

+

3z � 1

3

p

1� 2z

:

L'analyse asymptotique de ces fonctions est men�ee �a bien par le programme equivalent :

Number of arguments of inodes of size n is n! times:

(- 1 + n) n n

2 2 2

(----------) + (3/16 ----------) + (O(----))

1/2 3/2 1/2 5/2 7/2

Pi n Pi n n

Total cost of inodes on all arguments of size n is n! times:

n n n

2 11 2 2

(1/6 ----------) + (---- ----------) + (O(----))

1/2 1/2 48 1/2 3/2 5/2

Pi n Pi n n

Average cost for inodes on random inputs of size n is:

(1/3 n) + (1/3) + (O(1/n))

La premi�ere ligne donne le nombre d'arbres g�en�eraux de taille n, la seconde le coût total de la

proc�edure inodes sur ces arbres, et la troisi�eme est le coût moyen, obtenu par simple division.

5.1.4 Pagodes

L'arbre tournoi associ�e �a une permutation peut se construire de fa�con incr�ementale, en ins�erant

un �a un les �el�ements de la permutation, pris de gauche �a droite. L'insertion d'un nouvel �el�ement n

dans un arbre tournoi t se fait de la mani�ere suivante :
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� si t est l'arbre vide nil, le r�esultat de l'insertion est l'arbre dont la racine est n, et les deux

branches sont nil,

� sinon, soit m l'entier �a la racine de t ; si n est plus petit que m, on cr�ee un nouveau n�ud

dont n est �a la racine, t est la branche gauche, et la branche droite est nil,

� sinon, lorsque n est plus grand que m, on ins�ere n dans la branche droite de t.

Cet algorithme se d�ecrit tr�es facilement en Adl :

type T = nil j product(T,min(N),T);

nil = Latom(0);

N = Latom(1);

procedure insert (n : N; t : T);

begin

case t of

nil : (nil,n,nil);

(left,m,right) : if n<m then (t,n,nil) else (left,m,insert(n,right));

end;

end;

Le principe de cet algorithme consiste �a descendre dans la branche droite de t jusqu'�a rencontrer

un �el�ement plus grand que n (ou la �n de la branche).

L'exp�erience montre que l'insertion a lieu en moyenne vers le bas de la branche droite. Plus pr�e-

cis�ement, on sait que la branche droite �a pour profondeur moyenne H

n

(th�eor�eme automatique 12) ;

Fran�con, Viennot et Vuillemin ont montr�e que le nombre de comparaisons n�ecessaires pour l'inser-

tion dans un arbre tournoi de taille n vaut en moyenne H

n+1

� 1=2 [FVV78, proposition 8]. Ces

auteurs ont par cons�equent imagin�e une nouvelle structure de donn�ee, la \pagode", o�u la racine

pointe sur le bas des branches gauche et droite, et chaque n�ud �a un pointeur vers son p�ere. Ainsi,

le coût moyen d'insertion devient constant.

Notre but ici est de retrouver le nombre moyen de comparaisons H

n+1

� 1=2 par analyse alg�e-

brique. Pour compter les comparaisons, nous rajoutons dans le corps de la proc�edure insert une

instruction de coût 1 avant chaque comparaison :

(left,m,right) : begin count; if n<m then (t,n,nil) else (left,m,insert(n,right)) end;

measure count : 1;

La contribution de l'op�eration �el�ementaire count au descripteur de complexit�e �I(z) de la proc�edure

insert est N(z)

R

z

0

T (u)N

0

(u)T (u)du (r�egles 24, 29 et 41).

D'autre part, l'instruction if n<m then (t,n,nil) else (left,m,insert(n,right)) se r�e-

�ecrit en

case (n,m) of

(min(n),m) : (t,n,nil);

(n,min(m)) : (left,m,insert(n,right))

end:

en utilisant l'�egalit�e N �

p

(T �

p

N

2

�

p

T ) = N

2

�

p

(T �

p

N

2

�

p

T ) j N �

p

T �

p

N

2

�

p

T . Cette

transformation est un cas particulier du sch�ema de test du minimum introduit �a la section 3.4.3

page 101.
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La contribution de l'appel insert(n,right) est par suite

R

z

0

T (u)N

0

(u)�I(u)du. Sachant que

N(z) = z et T (z) = 1=(1� z), nous d�erivons pour la s�erie �I(z) l'�equation

�I(z) = z

Z

z

0

1

(1� u)

2

du+

Z

z

0

�I(u)

1� u

du;

�equation que Maple r�esout facilement

�I(z) =

1

1� z

log

1

1� z

+

z

2

� 2z

2(1� z)

:

Il faut ici noter que l'argument de la proc�edure insert n'est pas uniquement un arbre tournoi t, mais

le produit (partitionnel) d'un �el�ement n et d'un arbre tournoi t. La s�erie g�en�eratrice exponentielle

comptant les arguments d'insert est donc la s�erie N(z)T (z) = z=(1�z), dont les coe�cients valent

1 pour n > 0.

Th�eor�eme semi-automatique 14. Le nombre moyen de comparaisons pour l'insertion d'un �el�e-

ment dans un arbre tournoi de n� 1 �el�ements est

�I

n

= [z

n

]

 

1

1� z

log

1

1� z

+

z

2

� 2z

2(1� z)

!

;

et vaut asymptotiquement

�I

n

= log n+  �

1

2

+O(

1

n

):

Pour que ce th�eor�eme devienne enti�erement automatique, il faudra implanter en �

�




la r�egle de

transformation de programme associ�ee au sch�ema de test du minimum.

D�emonstration : Le coe�cient de z

n

dans �I(z) donne le coût moyen pour l'insertion d'un entier

i dans un arbre t, avec jij + jtj = n, c'est-�a-dire jtj = n � 1. L'analyse asymptotique est facile :

[z

n

]�I(z) = [z

n

]f(z) + [z

n

]g(z), avec f(z) =

1

1�z

log

1

1�z

et g(z) =

z

2

�2z

2(1�z)

. Le coe�cient de z

n

dans

f(z) estH

n

= logn++O(1=n) (cf th�eor�eme automatique 12), et [z

n

]g(z) = 1=2[z

n

]

z

2

1�z

�[z

n

]

z

1�z

=

�1=2 pour n � 2.

Ainsi, pour l'insertion dans un arbre tournoi de taille n, nous retrouvons le nombre moyen

H

n+1

� 1=2 de comparaisons obtenu par d'autres m�ethodes dans [FVV78].

5.2 Analyse compar�ee de QuickSort et InsertionSort

Le but de cette section est de d�eterminer alg�ebriquement le seuil optimal entre une proc�edure

de tri utilisant l'algorithme QuickSort (dont le coût moyen est en n logn) et une autre proc�edure

utilisant l'algorithme de tri par insertion (coût moyen en n

2

). En ce qui concerne l'automatisation,

cet exemple met en �evidence deux di�cult�es que l'on peut rencontrer :

� pour certains param�etres, il est di�cile de trouver un mod�ele de structure de donn�ee permet-

tant de d�eterminer ce param�etre par une proc�edure de descente. C'est le cas ici du nombre

d'inversions d'une permutation.
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� il arrive aussi que les structures de donn�ees adapt�ees �a la mod�elisation d'une proc�edure ne

conviennent pas pour une autre proc�edure. Ici par exemple, la mod�elisation de QuickSort se

fait bien �a l'aide d'arbres tournois, alors que des structures lin�eaires sont plus adapt�ees pour

d�eterminer le coût du tri par insertion.

Ainsi, pour la premi�ere raison, l'analyse du tri par insertion sera e�ectu�e \�a la main". Celle de

QuickSort sera faite de fa�con semi-automatique, car la r�egle de test sur la taille n'est pas encore

implant�ee en �

�




.

Il existe de multiples fa�cons de \coder" les algorithmes QuickSort et de tri par insertion. Nous

avons choisi une implantation classique, que nous d�ecrivons dans le langage Pascal : les deux

proc�edures prennent en argument deux indices l et r, et trient la liste de nombres A[l] : : :A[r] dans

l'ordre croissant, en supposant l'existence de deux sentinelles A[l� 1] = �1 et A[r+ 1] = +1 :

procedure QuickSort (l,r : integer);

begin

if r-l<M then InsertionSort(l,r)

else begin

v:=A[l]; i:=l; j:=r+1;

repeat

repeat i:=i+1 until A[i]>v;

repeat j:=j-1 until A[j]<v;

if i<j then exchange(A[i],A[j])

until j<i;

if l<j then exchange(A[l],A[j]);

QuickSort(l,j-1); QuickSort(i,r)

end

end ;

procedure InsertionSort(l,r : integer);

begin

for i:=l+1 to r do begin

v:=A[i]; j:=i-1;

while v<A[j] do begin

A[j+1]:=A[j];

j:=j-1

end

end

end ;

La proc�edure QuickSort appelle directement InsertionSort lorsque le nombre d'�el�ements �a trier

(n = r � l + 1) est inf�erieur ou �egal �a M . Quelle est la valeur optimale de M , c'est-�a-dire celle qui

minimise le nombre moyen de comparaisons entre �el�ements lorsque n tend vers l'in�ni ?

Analyse du tri par insertion. Pour ins�erer le i-�eme �el�ement A[i], le nombre de comparaisons

e�ectu�ees est �egal au nombre d'�el�ements qui sont sup�erieurs �a A[i] parmi A[1] : : :A[i� 1], plus un

pour la derni�ere comparaison (qui s'e�ectue avec un �el�ement plus petit, �eventuellement la sentinelle).
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Le nombre de comparaisons n�ecessaires pour trier une permutation � = �

1

: : : �

n

est donc

�If�g =

n

X

i=2

0

B

B

@

0

B

B

@

i�1

X

j=1

�

j

>�

i

1

1

C

C

A

+ 1

1

C

C

A

= inv(�) + (n� 1) (5:1)

o�u inv(�) est le nombre d'inversions de la permutation �. Compter le coût moyen du tri par insertion

revient donc �a compter le nombre moyen d'inversions d'une permutation. Or nous connaissons trois

mod�elisations des permutations :

1. la mod�elisation par les arbres tournois associ�es (cf section 5.1.1),

2. la mod�elisation par d�ecomposition en cycles (exemple 21 page 86),

3. la mod�elisation lin�eaire (une permutation est une s�equence d'atomes �etiquet�es).

Les deux premiers mod�eles ne sont pas adapt�es pour d�eterminer le nombre d'inversions par une

proc�edure de descente. Dans le troisi�eme mod�ele, on pourrait �ecrire le programme suivant :

type perm = epsilon j perm elem;

elem = Latom(1);

procedure insertion (p : perm);

begin

case p of

epsilon : �ni;

(pp,e) : begin insertion(pp); insert(pp,e) end;

end;

end;

procedure insert(p : perm; e : elem);

begin

case p of

epsilon : count;

(pp,f) : begin if e<f then count; insert(pp,e) end;

end;

end;

measure count : 1;

mais la r�egle de test sur la taille n'�etant pas implant�ee dans la version actuelle, le test if e <

f then count ne peut pas encore être analys�e automatiquement par �

�




.

Nous e�ectuons par cons�equent l'analyse \�a la main", en repartant de l'�equation (5.1). Le

descripteur de complexit�e exponentiel de InsertionSort est

�I(z) =

X

n

0

@

X

�2�

n

[inv(�) + (n� 1)]

1

A

z

n

n!

=

X

n

 

1

2

 

n

2

!

n! + (n� 1)n!

!

z

n

n!

=

X

n

(n� 1)(n+ 4)

4

z

n

:
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La proc�edure InsertionSort n�ecessite donc en moyenne

(n�1)(n+4)

4

comparaisons pour trier n �el�e-

ments ; �I(z) admet une forme explicite :

�I(z) =

z

2

(3�2z)

2(1�z)

3

=

3z

2

2

+

7z

3

2

+ 6z

4

+ 9z

5

+

25z

6

2

+

33z

7

2

+ 21z

8

+ 26z

9

+

63z

10

2

+ O(z

11

):

Analyse de la proc�edure QuickSort. Le programme Adl suivant e�ectue le tri par QuickSort

en s'arrêtant lorsque le nombre d'�el�ements �a trier devient inf�erieur ou �egal �a M :

type H = epsilon j H min(key) H;

key = Latom(1);

procedure QuickSort (h : H);

begin

if size(h) <= M then InsertionSort(h)

else begin

case h of

() : nil;

(h1,k,h2) : begin part(h1); part(h2);

quicksort(h1); quicksort(h2);

end;

end;

end;

end;

procedure part (h : H); % partitionnement %

begin

case h of

() : nil;

(h1,k,h2) : begin count; part(h1); part(h2) end;

end;

end;

measure count : 1; nil : 0;

L'analyse est faire de mani�ere semi-automatique, car le test sur la taille n'est pas implant�e ; soit �

la liste des �el�ements �a trier, et j�j = n sa taille :

QuickSort(�))

(

InsertionSort(�) si n �M

(n+ 1) comparaisons + QuickSort(�

<

) + QuickSort(�

>

) si n > M:

L'�equation correspondante en termes de s�eries g�en�eratrices est la suivante :

�Q(z) = �I

�M

(z) +

�

zP

0

(z) + P (z)

�

>M

+ 2

�

Z

z

0

P (u)�Q(u)du

�

>M

(5:2)

o�u �Q est le descripteur de complexit�e de la proc�edure QuickSort, P = 1=(1�z) la s�erie g�en�eratrice

exponentielle des permutations, et f

�M

(resp. f

>M

) est la s�erie obtenue �a partir de f en ne gardant

que les termes de degr�e inf�erieur ou �egal (resp. sup�erieur) �a M .

L'�equation di��erentielle (5.2) ne se r�esout pas telle quelle �a cause de la restriction > M sur

l'int�egrale.

�

Ecrivons �Q sous la forme �Q

�M

+ �Q

>M

; l'�equation se scinde en deux parties :

�Q

�M

(z) = �I

�M

(z);
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

�I 0 1:5 3:5 6:0 9:0 12:5 16:5 21:0 26:0 31:5 37:5 44:0 51:0 58:5 66:5

�Q

>0

2:0 5:0 8:7 12:8 17:4 22:3 27:5 32:9 38:6 44:4 50:5 56:7 63:0 69:6 76:2

�Q

�

0:0 1:0 2:7 4:8 7:4 10:3 13:5 16:9 20:6 24:4 28:5 32:7 37:0 41:6 46:2

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

�I 75:0 84:0 93:5 103:5 114:0 125:0 136:5 148:5 161:0 174:0 187:5 201:5 216:0 231:0

�Q

>0

82:9 89:8 96:8 103:9 111:1 118:4 125:8 133:3 140:8 148:4 156:1 163:9 171:8 179:7

�Q

�

50:9 55:8 60:8 65:9 71:1 76:4 81:8 87:3 92:8 98:4 104:1 109:9 115:8 121:7

Tableau 5.1 : Nombre moyen de comparaisons d'InsertionSort et QuickSort avec M = 0.

�Q

>M

(z) =

�

zP

0

(z) + P (z)

�

>M

+ 2

�

Z

z

0

P (u)�Q

�M

(u)du

�

>M

+ 2

Z

z

0

P (u)�Q(u)

>M

du: (5:3)

La restriction a disparu dans le dernier terme car les coe�cients sous l'int�egrale sont de degr�e plus

grand queM . Rempla�cons maintenant P (z) par 1=(1�z) et �Q

�M

par �I

�M

dans l'�equation (5.3) :

�Q

>M

(z) =

�

1

(1� z)

2

+ 2

Z

z

0

�I

�M

(u)

1� u

du

�

>M

+ 2

Z

z

0

�Q(u)

>M

1� u

du: (5:4)

Cette �equation di��erentielle nous permet de calculer �Q

>M

pour n'importe quelle valeur du pa-

ram�etre M . Le cas M = 0 est un cas particulier important, puisqu'il correspond �a l'algorithme

QuickSort utilis�e seul. La solution obtenue est alors

�Q

>0

(z) =

2

(1� z)

2

log

1

1� z

:

Comme le montre le tableau 5.1, �a partir de n = 20, le coût moyen de la proc�edure QuickSort avec

M = 0 est inf�erieur �a celui de InsertionSort. Ceci nous permet d'a�rmer que la valeur optimale du

param�etre M est dans l'intervalle [0; 20]. Pour 0 � M � 20, nous avons calcul�e le descripteur de

complexit�e �Q �a l'aide de l'�equation (5.4), puis nous avons d�etermin�e un d�eveloppement asympto-

tique du nombre moyen de comparaisons. Nous avons obtenu pour chaque M un coût moyen de la

forme

�Q

>M

n

= 2n logn+ (2 � C

M

)n+O(logn)

o�u C

M

est un nombre rationnel. La valeur exacte de C

M

pour M � 14 est indiqu�ee dans la table

ci-dessous, ainsi qu'une approximation d�ecimale arrondie.

M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

C

M

2

8

3

35

12

46

15

19

6

97

30

131

40

2077

630

1387

420

45659

13860

2063

630

584663

180180

44441

13860

569417

180180

2239487

720720

2:00 2:67 2:92 3:07 3:17 3:23 3:28 3:297 3:302 3:294 3:28 3:25 3:21 3:16 3:11

L'optimum de M correspond �a la valeur maximale de C

M

, qui est obtenue pour M = 8.

Th�eor�eme 9. La valeur de M qui minimise asymptotiquement le nombre moyen de comparaisons

du programme QuickSort d�e�ni en Pascal page 136, et mod�elis�e en Adl page 138, est M = 8, et

le nombre moyen de comparaisons pour trier une liste de n nombres vaut alors

2n logn+ An+O(logn)
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-1.14
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-1.85

-2.21

-0.78

M

Figure 5.2 : Le graphe de 2 � C

M

en fonction de M

et la constante A �egale 2 � C

8

' �2:147949622.

Il faut remarquer que la valeur optimale de M d�epend d'une part de l'implantation pr�ecise de

QuickSort et InsertionSort, et d'autre part de la d�e�nition du coût (comparaisons et/ou �echanges).

Par exemple, Knuth a analys�e une implantation dans son langage MIX, et a trouv�e comme valeur

optimale M = 9 en comptant �a la fois �echanges et comparaisons [Knu73, pages 119{122].

Remarque : Prenons un exemple pour montrer que l'optimum d�epend du mod�ele choisi. Si l'on

utilise n � 1 comparaisons (au lieu de n + 1) pour le partitionnement dans QuickSort, la valeur

optimale en ce qui concerne le nombre de comparaisons est M = 0 (au lieu de M = 8). En e�et, le

descripteur de complexit�e de la proc�edure QuickSort devient alors

�Q

�

(z) =

2

(1� z)

2

log

1

1� z

�

2z

(1� z)

2

= z

2

+

8z

3

3

+

29z

4

6

+

37z

5

5

+

103z

6

10

+

472z

7

35

+O(z

8

):

Les coe�cients sont tous plus petits que ceux du descripteur de complexit�e d'InsertionSort (�-

gure 5.1). Cependant, nous ne prenons en compte ici que les comparaisons entre �el�ements �a trier. Or

pour r�ealiser l'�etape de partitionnement en n� 1 comparaisons, on augmente le nombre d'�echanges

d'�el�ements ou de tests de variables de boucle. La valeur optimale de M d�epend par cons�equent de

la valeur relative de ces op�erations �el�ementaires.

5.3 Analyse de la valeur d'expressions arithm�etiques

A la �n du chapitre pr�ec�edent (section 4.3.2), nous avons d�e�ni un ensemble N d'expressions

arithm�etiques, et nous avons d�etermin�e la probabilit�e p

n

qu'une expression de taille n ait une

valeur paire. A pr�esent, nous allons nous int�eresser �a la valeur moyenne d'une expression de taille

n. Berstel et Reutenauer [BR82] ont �etudi�e ce probl�eme, et ont montr�e que la fonction eval qui

calcule la valeur d'une expression est une s�erie formelle reconnaissable. Cela signi�e qu'il existe un

syst�eme d'�equations dont le descripteur de complexit�e de la fonction eval est solution.
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Tout d'abord, notons que la valeur d'une expression peut être exponentiellement grande par

rapport �a sa taille. Par exemple, l'expression e

n

d�e�nie par

e

1

= 1 + 1

e

k

= e

k�1

� e

1

pour k > 1

est de taille 2n � 1, et sa valeur est 2

n

. D'autre part, nous savons que la valeur d'une expression

de N est un entier k � 0, par croissance des op�erateurs + et �. Le paragraphe qui suit �etudie

les expressions de valeur k �x�ee (k = 0; 1; 2; : : :), puis le paragraphe suivant d�etermine la valeur

moyenne des expressions de taille n.

Expressions �a valeur �x�ee.

Nous noterons N

k

l'ensemble des expressions de valeur k. Par exemple, la sp�eci�cation de N

0

se d�eduit facilement de celle de N (page 123) :

N

0

= 0 +

+

�

N

0

@

N

0

+

�

�

0

@

N

+

�

�

Nnf0g

@

0

dont il d�ecoule par les r�egles 2 et 3

N

0

(z) = 1 + zN

0

(z)

2

+ zN(z) + z(N(z)� 1):

Sachant que N(z) =

1�

p

1�16z

4z

(�equation (4.8) page 124), nous obtenons grâce �a Maple

N

0

=

1�

q

1�6z + 2z

p

1�16z + 4z

2

2z

;

puis par le programme d'analyse asymptotique de B. Salvy

[z

n

]N

0

(z) =

2

p

41�

16

n

n

3=2

+ O(

16

n

n

2

):

En divisant par le d�eveloppement de [z

n

]N(z) qui vaut

2 16

n

p

� n

3=2

+O(

16

n

n

2

) (�equation (4.11) page 125),

nous obtenons la probabilit�e P

n

(0) qu'une expression de taille n ait une valeur nulle :

P

n

(0) =

1

p

41

+ O(

1

p

n

):

Pour l'ensemble N

1

des expressions qui valent 1, la sp�eci�cation est

N

1

= 1 +

+

�

N

0

@

N

1

+

+

�

N

1

@

N

0

+

�

�

N

1

@

N

1

;

soit N

1

(z) = 1 + 2zN

0

(z)N

1

(z) + zN

2

1

(z). Apr�es calculs, il vient

N

1

(z) =

q

1�6z + 2z

p

1�16z + 4z

2

�

q

1�10z + 2z

p

1�16z + 4z

2

2z

;
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d'o�u [z

n

]N

1

(z) =

(82�10

p

41 )16

n

205

p

� n

3=2

+O(

16

n

n

2

);

puis P

n

(1) =

1

5

�

1

p

41

+O(

1

p

n

):

En additionnant P

n

(0) et P

n

(1), on constate qu'asymptotiquement, une expression sur cinq a

une valeur inf�erieure ou �egale �a 1.

Pour k � 2, les ensembles N

k

ont une sp�eci�cation similaire :

N

k

=

]

0�i;j�k

i+j=k

+

�

N

i

@

N

j

+

]

1�i;j�k

ij=k

�

�

N

i

@

N

j

:

A la di��erence de N

0

et N

1

, ces sp�eci�cations conduisent �a des �equations lin�eaires en N

k

(z) :

N

k

(z) =

k

X

i=0

zN

i

(z)N

k�i

(z) +

k

X

i=1

ijk

zN

i

(z)N

k

i

(z):

Pour k = 2 par exemple, nous obtenons

P

n

(2) =

1

p

41

�

17

125

+O(

1

p

n

):

Valeur moyenne (statistique des arbres Catalans).

Revenons au calcul de la valeur moyenne des expressions de taille n. Soit V (z) la s�erie comptant

la valeur des expressions :

V (z) =

X

e2N

V (e)z

jej

:

D'apr�es la sp�eci�cation de N , nous avons

V (z) = 0 z

0

+ 1 z

0

+

X

e=i+j

V (e)z

jej

+

X

e=i�j

V (e)z

jej

= 1 +

X

i;j2N

(V (i) + V (j))z

1+jij+jjj

+

X

i;j2N

V (i)V (j)z

1+jij+jjj

c'est-�a-dire

V (z) = 1 + 2zN(z)V (z) + zV

2

(z): (5:5)

Le lecteur aura remarqu�e que le membre droit de cette �equation contient le terme non lin�eaire V

2

(z).

Ce type d'�equation ne peut pas être obtenu pour les descripteurs de complexit�e des programmes

de � (cf th�eor�eme 4 page 68). Par suite il est impossible d'�ecrire un programme de � prenant en

entr�ee une expression de N , et calculant sa valeur. N�eanmoins, comme nous le verrons plus loin, il

est possible de simuler un tel programme par une structure de donn�ee, et d'obtenir V (z) comme

s�erie de d�enombrement.

La s�erie V (z) est reconnaissable au sens de Berstel-Reutenauer, puisqu'elle v�eri�e l'�equation

(5.5), qui se r�esout en

V (z) =

1 +

p

1�16z �

p

2

q

1 +

p

1�16z �16z

4z

:
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Le d�eveloppement asymptotique des coe�cients de V (z) est le suivant

[z

n

]V (z) =

p

2 16

n

�(3=4)n

5=4

+ O(

16

n

n

3=2

): (5:6)

Th�eor�eme semi-automatique 15. Soit N l'ensemble des expressions constitu�ees �a l'aide des

constantes 0 et 1, et des op�erateurs binaires + et �. La valeur moyenne d'une expression contenant

n op�erateurs est

V

n

= Cn

1=4

+O(1);

avec C =

p

2�=(2�(3=4))' 1:023.

D�emonstration : Il su�t de diviser la valeur totale des expressions de taille n (5.6) par le nombre

d'expressions de taille n donn�e par (4.11).

Pour rendre ce th�eor�eme enti�erement automatique, il faudrait introduire un sch�ema du genre

P (a : A; b : B) := Q(a)�R(b) o�u Q : A et R : B

dont le coût de P (a; b) soit le produit du coût de Q(a) par celui de R(b). Ce sch�ema, qui est

admissible (�P (z) = �Q(z) � �R(z)) permettrait d'�ecrire la proc�edure eval sur les expressions

de N , et d'obtenir l'�equation (5.5). Cependant, un tel sch�ema rompt la propri�et�e de lin�earit�e des

descripteurs de complexit�e (cf th�eor�eme 4). Nous constatons au passage que les proc�edures de

la classe � sont en quelque sorte \moins puissantes" que les structures de donn�ees, puisque ces

derni�eres peuvent avoir des �equations non lin�eaires. D'ailleurs, le paragraphe suivant montre qu'on

peut utiliser dans certains cas une s�erie de d�enombrement pour calculer un coût non lin�eaire.

Valeur moyenne (statistique des arbres tournois).

Comme nous les avons d�e�nies ci-dessus, les expressions arithm�etiques de N sont distribu�ees

suivant la statistique des arbres binaires non �etiquet�es. En particulier, ces arbres ont les propri�et�es

statistiques suivantes

1. leur hauteur est en

p

n,

2. la profondeur moyenne de leur branche gauche (ou droite) est constante,

3. leur longueur de cheminement interne est en n

3=2

.

Les propri�et�es 2 et 3 peuvent être obtenues �a l'aide de �

�




(voir par exemple [FSZ89a, page 93]

pour la longueur de cheminement). Or il existe d'autres statistiques sur les arbres binaires. Par

exemple, les arbres dits tournois, d�e�nis �a la section 5.1.1, dont les propri�et�es sont

1. leur hauteur est en logn,

2. la profondeur moyenne de leur branche gauche (ou droite) est en logn,

3. leur longueur de cheminement interne est en n logn.

Ces arbres tournois ont des branches de profondeurs mieux �equilibr�ees, et par cons�equent nous

pouvons nous attendre �a une valeur moyenne plus �elev�ee.
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Th�eor�eme automatique 16. Soit N

0

l'ensemble des expressions arithm�etiques form�ees �a partir

des constantes 0 et 1, et des op�erateurs binaires + et �, suivant la statistique des arbres tournois.

La valeur moyenne d'une expression contenant n op�erateurs vaut asymptotiquement

V

0

n

=

2

(1� e

�4

)

n+1

+O(

(1� e

�4

)

�n

n

):

Le facteur de croissance exponentielle est (1� e

�4

)

�1

' 1:019.

D�emonstration : Le th�eor�eme est prouv�e par l'analyse (automatique) du programmeAdl suivant,

o�u l'on a interpr�et�e l'�equation (5.5) en termes de structure de donn�ee.

type N = zero j un j product(min(plus),N,N) j product(min(times),N,N);

V = un j product(min(plus),N,V) j product(min(plus),V,N) j product(min(times),V,V);

zero,un = Latom(0);

plus,times = Latom(1);

Le rapport des coe�cients de z

n

dans V (z) et N(z) donne la valeur moyenne d'une expression de

taille n. La r�egle d'enracinement du minimum (r�egle 41) produit les �equations di��erentielles

N(z) = 2 + 2

Z

z

0

N(u)

2

du; V (z) = 1 + 2

Z

z

0

N(u)V (u)du+

Z

z

0

V (u)

2

du;

dont les solutions sont

N(z) =

2

1� 4z

et V (z) =

4

(1� 4z)(4� log

1

1�4z

)

:

L'analyse asymptotique conduit aux d�eveloppements

[z

n

]N(z) = 2 � 4

n

et [z

n

]V (z) =

�

4

1� e

�4

�

n+1

+O(

1

n

(

4

1� e

�4

)

n

):

dont la division donne le r�esultat annonc�e.

5.4 Un probl�eme sur les colliers bicolores

Consid�erons des colliers constitu�es de perles blanches et noires, tels qu'en face de chaque perle

blanche se trouve une perle noire (le nombre total de perles est donc pair). Nous appelons les colliers

v�eri�ant cette propri�et�e des colliers antisym�etriques. Le probl�eme pos�e par J�erôme Rey de Toulouse

est le suivant :

Combien de colliers antisym�etriques di��erents peut-on former avec k perles blanches et

k noires ?

Deux colliers sont dits identiques lorsque l'un s'obtient �a partir de l'autre par rotation, mais sans

le retourner (un collier poss�ede un dessus et un dessous). Pour k = 3, il existe deux colliers antisy-

m�etriques (�gure 5.3). Nous allons ramener ce probl�eme �a un probl�eme similaire que nous saurons

r�esoudre alg�ebriquement.

�

Etant donn�e un collier antisym�etrique de 2k perles, nous lui associons un cycle orient�e de k

lettres prises parmi D et S, en deux �etapes :
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Figure 5.3 : Les deux colliers antisym�etriques avec 6 perles.

1. marquer entre deux perles la lettre S (pour Semblable) si elles sont de même couleur, et la

lettre D (pour Di��erent) si elles sont de couleurs di��erentes. On obtient ainsi un cycle de 2k

lettres.

2. couper ce cycle en deux s�equences de k lettres et refermer l'une des s�equences pour former

un cycle de k lettres (ce cycle est le même quel que soit l'endroit o�u l'on coupe grâce �a la

propri�et�e de sym�etrie).

Le cycle obtenu �a l'issue de la premi�ere �etape est tel que les lettres diam�etralement oppos�ees sont

identiques, car les perles oppos�ees �etaient de couleurs di��erentes. De plus, le nombre de change-

ments de couleur (c'est-�a-dire le nombre de lettres D) dans les s�equences de la seconde �etape est

n�ecessairement impair.

Lemme 12. Le nombre de colliers antisym�etriques de 2k perles est �egal au nombre de cycles orien-

t�es de k lettres prises parmi S et D contenant un nombre impair de lettres D.

D�emonstration : La transformation d�ecrite ci-dessus associe �a chaque collier antisym�etrique un

cycle comportant un nombre impair de lettres D. Cette transformation est bijective : la premi�ere

�etape l'est car pour retrouver le collier antisym�etrique, il su�t de partir d'une couleur au hasard, de

placer une perle de même couleur que la pr�ec�edente pour chaque lettre S, de couleur di��erente pour

chaque lettre D. La seconde �etape est aussi bijective : il su�t de dupliquer le cycle de k lettres, et

de mettre bout �a bout les deux s�equences obtenues. En�n, un cycle de lettres S et D engendre un

collier bicolore par la transformation r�eciproque, et ce collier est antisym�etrique lorsque les lettres

D sont en nombre impair.

Nous sommes �a pr�esent en mesure de donner la solution du probl�eme pos�e par J. Rey.

Th�eor�eme 10. Le nombre de colliers antisym�etriques de 2n perles est le coe�cient de z

n

dans

h(z) =

1

2

X

k impair

�(k)

k

log

1

1� 2z

k

: (5:7)

La s�erie g�en�eratrice ordinaire des colliers antisym�etriques est donc la moiti�e de la partie impaire de

l'op�erateur de P�olya �

C

, appliqu�e �a la fonction f(z) = 2z.

D�emonstration : La s�erie ordinaire �a deux variables de l'ensemble fS;Dg est f(s; d) = s+ d, o�u

s et d marquent respectivement les lettres S et D. Par la r�egle 7 du chapitre 2 (page 52), la s�erie

associ�ee aux cycles orient�es sur fS;Dg est

g(s; d) = �

C

(f)(s; d) =

X

k�1

�(k)

k

log

1

1� (s

k

+ d

k

)

:
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La partie impaire par rapport �a d est (g(s; d)�g(s;�d))=2. En�n, pour compter ensemble les cycles

ayant même nombre total de lettres, nous rempla�cons s et d par z, d'o�u

h(z) =

g(z; z)� g(z;�z)

2

;

ce qui donne bien le r�esultat annonc�e par le th�eor�eme.

Calculons les premiers termes de la s�erie h(z) �a l'aide de Maple :

> h:= 1/2*sum(phi(2*k-1)/(2*k-1)*log(1/(1-2*z^(2*k-1))),k=1..6):

> series(h,z,12);

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

z + z + 2 z + 2 z + 4 z + 6 z + 10 z + 16 z + 30 z + 52 z + O(z )

Le comportement asymptotique des coe�cients de h(z) obtenu par analyse de singularit�es (cf

[Sal91]) est :

h

n

=

2

n�1

n

+

h

1 + cos

2n�

3

i

2

n=3

3n

+

2

h

1 + 2 cos

2n�

5

+ 2 cos

4n�

5

i

2

n=5

5n

+ O

 

2

n=7

n

!

:

On obtient en fait un d�eveloppement exact en termes de la forme C

k

(n mod k)

2

n=k

n

o�u k est impair.

5.5 Parenth�esages ternaires commutatifs

L'objectif principal de cette section est de mettre en �evidence sur un exemple des m�ethodes

de calcul asymptotique qui devraient permettre de traiter syst�ematiquement une large classe de

fonctions donn�ees par une �equation non alg�ebrique (faisant intervenir par exemple des op�erateurs

de P�olya).

Un parenth�esage k-aire d'un produit commutatif de facteurs est une fa�con de regrouper les

facteurs par groupes de k, sans notion d'ordre entre les k �el�ements d'un même groupe. Pour k = 3,

nous obtenons des parenth�esages ternaires ; par exemple, il y a deux parenth�esages ternaires de

X

7

:

(XX(XX(XXX))) et (X(XXX)(XXX)):

Un tel parenth�esage est soit une variable X , soit une parenth�ese ouvrante suivie d'un produit non

ordonn�e de trois parenth�esages (�eventuellement �egaux) et d'une parenth�ese fermante :

type A = X j par_ouvr multiset(A, card=3) par_ferm;

X,par_ferm = atom(0);

par_ouvr = atom(1);

Th�eor�eme automatique 17. Le nombre de parenth�esages ternaires commutatifs de X

2n+1

est

�egal au coe�cient de z

n

dans la s�erie solution de l'�equation fonctionnelle

A(z) = 1 + z(

A(z

3

)

3

+

A(z)A(z

2

)

2

+

A(z)

3

6

) (5:8)

dont les premiers termes sont

A(z) = 1 + z + z

2

+ 2z

3

+ 4z

4

+ 8z

5

+ 17z

6

+ 39z

7

+ 89z

8

+ 211z

9

+ 507z

10

+ 1238z

11

+ O(z

12

):



5.5. PARENTH

�

ESAGES TERNAIRES COMMUTATIFS 147

D�emonstration : La sp�eci�cation ci-dessus d�e�nit la taille d'un parenth�esage comme le nombre n

de parenth�eses ouvrantes ; le nombre de variables est alors 2n+ 1. L'analyse de cette sp�eci�cation

par �

�




donne le r�esultat suivant :

A(z) is the solution of the following functional equation:

3 2 3

A(z) = 1 + z (1/3 A(z ) + 1/2 A(z) A(z ) + 1/6 A(z) )

La production multiset(A, card=3) �a �et�e traduite �a l'aide de l'�equation (2.12) page 58 :

	

M;3

(A; z) = [u

3

] exp(u

A(z)

1

+ u

2

A(z

2

)

2

+ +u

3

A(z

3

)

3

) =

A(z

3

)

3

+

A(z)A(z

2

)

2

+

A(z)

3

6

.

Pour d�eterminer les premiers termes de A(z), nous avons �ecrit une proc�edure Maple qui calcule

le d�eveloppement de Taylor en z = 0 d'une s�erie donn�ee par une �equation fonctionnelle :

Series := proc(expr,z)

local ord;

if nargs=3 then ord:=args[3] else ord:=Order fi;

if type(expr,equation) then

`series/equation`(expr,z,ord)

else

series(expr,z,ord)

fi

end:

`series/equation` := proc(eq,z,n)

local t,ord,B;

t := op(1,op(2,eq));

ord := degree(t,z)+1;

t := t + O(z^ord);

B := op(0,op(1,eq));

while ord<n do

subs(u=t,B=proc(z) u end);

eval(subs(",op(2,eq)));

t := series(",z,n);

ord := op(nops(t),t);

od;

t

end:

> Series(A(z) = 1+z*(1/3*A(z**3)+1/2*A(z)*A(z**2)+1/6*A(z)**3),z,12);

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 + z + z + 2 z + 4 z + 8 z + 17 z + 39 z + 89 z + 211 z + 507 z + O(z )

L'analyse alg�ebrique des parenth�esages ternaires commutatifs ne pr�esente donc aucune di�cult�e,

comme nous avons pu le constater. Il n'en est pas de même de l'analyse asymptotique : la di�cult�e

provient des termes A(z

2

) et A(z

3

) qui conf�erent �a l'�equation (5.8) un caract�ere non alg�ebrique.

5.5.1

�

Evaluation asymptotique de A

n

.

Le calcul asymptotique de A

n

a d�ej�a �et�e fait par P�olya [P�ol37, PR87] �a l'aide d'analyse r�eelle ; ce

qui nous int�eresse particuli�erement ici n'est pas le r�esultat en soi, mais de montrer sur cet exemple
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une m�ethode g�en�erale pouvant s'appliquer �a d'autres �equations fonctionnelles du genre de (5.8).

Cette m�ethode bas�ee sur l'analyse de singularit�es est d�ecrite dans [HRS75] ou dans [FSZ91].

Recherche de la singularit�e dominante.

�

Etant donn�ee une �equation

A(z) = �(z; A(z); A(z

2

); : : :);

la premi�ere chose �a faire est de d�eterminer le rayon de convergence � de la fonction complexe A(z).

Comme ici les coe�cients A

n

sont des entiers positifs (parce que l'on a a�aire �a une s�erie ordinaire),

et qu'une in�nit�e sont non nuls, � est compris entre 0 et 1.

L'�equation A(z) = �(z; A(z); A(z

2

); : : :) s'�ecrit aussi P (z; A(z)) = 0, o�u la fonction P est d�e�nie

par P (z; y) = �(z; y; A(z

2

); : : :)� y. Ceci revient �a consid�erer les termes A(z

2

), A(z

3

), : : : comme

des param�etres, ce qui est motiv�e par le fait que z

2

, z

3

, : : : croissent moins vite que z, et par suite

A(z

2

), A(z

3

), : : : sont analytiques dans un disque plus grand que A(z). Ici nous avons

P (z; y) =

z

6

y

3

+ (

zA(z

2

)

2

� 1)y +

zA(z

3

)

3

+ 1:

Au voisinage d'un point M

0

= (z

0

; y

0

) tel que P (M

0

) = 0, l'�equation de la courbe P (z; y) = 0

s'�ecrit

dP

dM

=

@P

@z

(M

0

)(z � z

0

) +

@P

@y

(M

0

)(y � y

0

) ' 0:

Lorsque la d�eriv�ee partielle de P par rapport �a y est non nulle, y d�epend de fa�con lin�eaire de z au

voisinage de M

0

:

y ' y

0

+

@P

@z

(M

0

)

@P

@y

(M

0

)

(z

0

� z):

En revanche, lorsque la d�eriv�ee partielle par rapport �a y s'annule, y s'obtient par l'extraction d'une

racine carr�ee

y ' y

0

� �

q

1� z=z

0

o�u � =

v

u

u

t

2z

0

@P

@z

(M

0

)

@

2

P

@y

2

(M

0

)

; (5:9)

voire par une racine d'ordre sup�erieur si la d�eriv�ee seconde par rapport �a y s'annule aussi ; le point

M

0

est alors un point singulier. Les points singuliers de la courbe y = A(z) sont d�e�nis par le

syst�eme

(

P (z; y; A(z

2

); : : :) = 0

@P

@y

(z; y; A(z

2

); : : :) = 0:

(5:10)

Tel quel, ce syst�eme n'est pas tr�es int�eressant, car en un point singulier z = �, la valeur de la

s�erie y = A(z) est parfois in�nie. Par contre, lorsque 0 < � < 1, A(z

2

), A(z

3

), : : : sont d�e�nis en

z = �, car les points z = �

2

, z = �

3

, : : : sont �a l'int�erieur du disque de convergence de A(z). Ainsi,

l'�elimination de y entre les deux �equations du syst�eme (5.10) fournit une expression en z, A(z

2

),

: : : qui s'annule aux points singuliers.

Dans notre exemple, nous obtenons le syst�eme suivant

(

z

6

y

3

+ (

zA(z

2

)

2

� 1)y +

zA(z

3

)

3

+ 1 = 0

z

2

y

2

+

zA(z

2

)

2

� 1 = 0

: (5:11)
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L'�elimination de y donne

f(z)

def

= 9z + 6z

2

A(z

3

) + z

3

A(z

3

)

2

+ z

3

A(z

2

)

3

�6z

2

A(z

2

)

2

+ 12zA(z

2

)� 8 = 0: (5:12)

Cette derni�ere �equation nous permet de d�eterminer num�eriquement �, �a condition de savoir calculer

A(z

2

), A(z

3

), : : :(cf paragraphe suivant). La �gure 5.4 montre le graphe de f(z) ; on constate au

vu de ce graphe que la singularit�e � se trouve dans l'intervalle [

1

4

;

3

8

].

0 0.125 0.25 0.3750 0.5

0

3.34

-3.34

-6.67

-8.61

4.73

z

Figure 5.4 : Le graphe de la fonction f(z).

Calcul de A(z) pour z < �. Lorsque z < �, la valeur y de A(z) est la solution de l'�equation

y = �(z; y; A(z

2

); : : :), qui d�epend des valeurs de A aux puissances enti�eres z

k

, k � 2. Ces puissances

tendent vers 0 lorsque k tend vers l'in�ni car z < � � 1. Or la fonction A(z) est continue en 0

(elle est en fait C

1

puisqu'elle admet un d�eveloppement de Taylor �a tout ordre), donc A(z

k

) tend

vers A(0) lorsque k tend vers l'in�ni ; il tend même par valeur sup�erieure car les coe�cients du

d�eveloppement de Taylor de A(z) en z = 0 sont positifs. Nous obtenons ainsi une minoration A

�

de A :

A

�

(z) =

(

A(0) si 0 � z � �;

la plus petite racine positive de X = �(z;X;A

�

(z

2

); : : :) sinon.

(5:13)

Une majoration de A(z) est obtenue de la fa�con suivante. Du fait de la croissance de A(z) (qui

provient de la croissance de l'op�erateur 	 d�e�ni par (5.8) tel que A(z) = 1+ z	(A; z)), nous avons

les in�egalit�es A(z

2

) � A(z) et A(z

3

) � A(z). Ceci entrâ�ne A(z) � B(z), o�u B(z) est d�e�nie par

l'�equation

B(z) = 1 + z(

B(z)

3

+

B(z)

2

2

+

B(z)

3

6

)

qui s'obtient en rempla�cant dans l'�equation (5.8) chaque terme A(z

k

) par B(z). Par cons�equent

le rayon de convergence � de A(z) est plus grand que �

B

, celui de B(z). La fonction A(z) �etant
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convexe sur [0; �

B

] (cela d�ecoule de la convexit�e de 	), elle v�eri�e sur cet intervalle l'encadrement

A(0) � A(z) � A(0) +

B(�

b

)�A(0)

�

B

z:

L'�equation dont �

B

est racine ne d�epend quant �a elle pas de B, contrairement �a (5.12) qui d�ependait

de A(z

2

) et A(z

3

) :

z

3

+ 18z

2

�864z + 216 = 0:

La fonction z

3

+ 18z

2

� 864z + 216 admet une seule racine entre 0 et 1, et cette racine vaut

�

B

' 0:2513343960, et B(�

B

) ' 1:879385241, ce qui donne comme majoration A(z) � 1 + 7z=2.

Le programme Maple ci-dessous calcule un encadrement A

�

(z) � A(z) � A

+

(z), en fonction du

param�etre � de �n de r�ecursion utilis�e dans (5.13) :

Agen := proc(z,epsilon)

option remember;

if z<epsilon then RETURN(EXPR)

else

X = 1 + z * (procname(z^3,epsilon)/3 + X*procname(z^2,epsilon)/2 + X^3/6);

[fsolve(",X,1..infinity)];

if nops(")=0 then RETURN(infinity) else RETURN(min(op("))) fi

fi

end:

Amin := subs(EXPR=1,op(Agen)): Amax := subs(EXPR=1+7*z/2,op(Agen)):

A := proc(z,epsilon)

Amin(z,epsilon),Amax(z,epsilon)

end:

> A(1/4,0.1);

1.357119307, 1.425924477

> A(0.352,0.1);

1.912089895, infinity

Pour � = 0:01, nous obtenons les deux courbes indiqu�ees sur la �gure 5.5, qui constituent d�ej�a un

encadrement assez �n.

La fonction A(z) �etant croissante, la formule (5.8) diverge pour z > �. Ceci sugg�ere une autre

m�ethode pour d�eterminer num�eriquement � : si Amax(z

1

; �) converge, et Amin(z

2

; �) diverge, alors

z

1

� � � z

2

. Le programme Maple suivant d�etermine par dichotomie un intervalle contenant �, de

largeur au plus 2:10

�Digits

, en partant d'un intervalle [a; b] fourni (on pourra prendre par exemple

a = 0 et b = 1).

int_rho := proc(a,b)

local mi,lo,hi,eps,oldDigits;

lo:=a: hi:=b: eps:=0.01; oldDigits:=Digits; Digits:=Digits+11;

while hi-lo>10^(-oldDigits) do

mi := evalf((lo+hi)/2);

Amin(mi,eps);

if "=infinity then hi:=mi

else
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0 0.0888 0.178 0.2660 0.355

0.5

1

1.5

2

0.5

2.5

z

 

Figure 5.5 : Majoration et minoration de A(z) pour � = 0:01.

Amax(mi,eps);

if "<>infinity then lo:=mi else eps:=eps^2 fi

fi

od;

Float(5,-oldDigits-1);

evalf(lo-",oldDigits),evalf(hi+",oldDigits)

end:

> Digits:=2: int_rho(0,1);

.35, .36

> Digits:=3: int_rho(0,1);

.354, .356

> Digits:=4: int_rho(0,1);

.3551, .3553

Avec Digits:=10, nous obtenons 0:3551817422 � � � 0:3551817424, ce que nous notons � '

0:3551817423 en convenant que x ' y signi�e \x �egale y, �a une unit�e pr�es sur la derni�ere d�ecimale

de y". Avec Digits:=40, la proc�edure int_rho donne

1

� ' 0:3551817423143773928822444736476326367087: (5:14)

D�eveloppement local au voisinage de la singularit�e. L'�equation (5.9) s'�ecrit au voisinage

de � :

A(z) = A(�)� �

q

1� z=�+ �(1� z=�) + O((1� z=�)

3=2

):

Le passage aux coe�cients donne [FO90] :

[z

n

]A(z) = ��[z

n

]

q

1� z=�+O([z

n

](1� z=�)

3=2

)

1

En environ 10000 secondes sur une station de travail DS 3100.
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Or le coe�cient de z

n

dans (1�z=�)

�

vaut �

�n

n

���1

=�(��)+O(�

�n

n

���2

), et �(�1=2) = �2

p

�,

d'o�u

A

n

= [z

n

]A(z) =

�

2

p

�

n

�3=2

�

�n

+ O(n

�5=2

�

�n

):

Il ne nous reste plus qu'�a d�eterminer la constante � pour connâ�tre compl�etement le premier terme

du d�eveloppement asymptotique de A

n

.

Calcul de �. Cette constante est d�e�nie par l'�equation (5.9) :

� =

v

u

u

t

2�

@P

@z

(M

0

)

@

2

P

@y

2

(M

0

)

:

Ici, elle vaut

� =

v

u

u

t

2A(�

3

)

3

+A(�)A(�

2

) +

A(�)

3

3

+ 2A

0

(�

3

)�

3

+ 2A(�)A

0

(�

2

)�

2

A(�)

;

qui se simpli�e en remarquant que

2A(�

3

)

3

+ A(�)A(�

2

) +

A(�)

3

3

= 2(A(�) � 1)=� (�equation (5.8),

valide aussi en z = �) :

� =

s

2

A(�)� 1 +A

0

(�

3

)�

4

+A(�)A

0

(�

2

)�

3

�A(�)

;

et nous retrouvons la forme donn�ee par Read dans [PR87, page 82]. Pour calculer num�eriquement

�, il nous faut d�eterminer A(�), A

0

(�

2

) et A

0

(�

3

). La valeur de A(�) s'obtient �a l'aide de la seconde

�equation du syst�eme (5.11), qui s'�ecrit

A(�) =

s

2

�

� A(�

2

):

A l'aide de l'approximation (5.14) de �, nous trouvons A(�) ' 2:117420700953631022516258590464.

Quant �a A

0

(z) pour z < �, il s'obtient en d�erivant par rapport �a z l'�equation P (z; A(z)) = 0, ce qui

donne apr�es simpli�cations

A

0

(z) =

1

z

A(z)� 1 + z

4

A

0

(z

3

) + z

3

A(z)A

0

(z

2

)

1� zA(z

2

)=2� zA(z)

2

=2

:

Cette �equation permet de calculer une minoration et une majoration de A

0

(z), comme pour A(z).

Nous utilisons comme minoration pour z petit A

0

(z) � 0. Quant �a la majoration, un calcul simple

montre que A

0

(1=4) < 3, donc A

0

(z) < 3 pour z � 1=4 (A �etant convexe, A

0

est croissante).

Apr�es quelques calculs, nous d�eterminons A

0

(�

2

) ' 1:394957724719341674272588425142138 et

A

0

(�

3

) ' 1:103283127381413668409064151810599, puis (en�n!)

� ' 1:83582228938850129966748542694589:

Th�eor�eme 11. Le nombre A

n

de parenth�esages ternaires commutatifs de X

2n+1

v�eri�e

A

n

= Cn

�3=2

�

n

+O(n

�5=2

�

n

)

o�u C =

�

2

p

�

' :517875906458893536993162356992854 et � =

1

�

' 2:81546003317615074652661677824270.
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La fonction f(n) = Cn

�3=2

�

n

est une bonne approximation de A

n

, comme on peut le constater sur

le graphe ci-dessous, qui donne le rapport f(n)=A

n

en fonction de n.

0 12.5 25 37.50 50

0.8

1

1.2

1.4

0.8

1.6

n

f(n)/An

5.6 O�u est expliqu�e pourquoi le nombre d'alcanes de formule

brute C

n

H

2n+2

vaut asymptotiquement C n

�5=2

�

n

Dans cette derni�ere section, nous expliquons le lien existant entre les parenth�esages ternaires

�etudi�es �a la section pr�ec�edente, et les compos�es chimiques d�enomm�es usuellement \alcanes". L'int�e-

rêt de cette �etude est multiple. D'abord, on montre que le d�enombrement des arbres non enracin�es

d�ecoule de celui des arbres enracin�es (lemme 13). Ceci peut sugg�erer l'introduction d'un nouveau

constructeur pour cr�eer des arbres non enracin�es. Nous �etablissons ensuite que l'analyse asympto-

tique des arbres non enracin�es se ram�ene �a l'�etude d'une certaine puissance d'une s�erie tronqu�ee

(lemme 15). Nous pr�esentons alors un calcul original bas�e sur le d�eveloppement local au voisinage

de la singularit�e, qui redonne le r�esultat de P�olya et Read (th�eor�eme 12).

Les hydrocarbures satur�es (appel�es aussi alcanes ou para�nes) sont les compos�es chimiques de

formule brute C

n

H

2n+2

, o�u C repr�esente un atome de carbone et H un atome d'hydrog�ene. Ce

sont les constituants de base des d�eriv�es organiques qui nous entourent (plastiques, essences, gaz).

Les atomes de carbone d'un alcane forment un graphe acyclique connexe, c'est-�a-dire un arbre non

enracin�e. Or Jordan a montr�e en 1869 le r�esultat suivant sur les arbres non enracin�es.

Lemme 13. [PR87] Un arbre non enracin�e de n n�uds a un ou deux n�uds exceptionnels (tel

que toutes les branches qui en partent ont au plus n=2 n�uds). De plus, lorsqu'il y a un seul n�ud

exceptionnel, les branches qui en partent ont strictement moins de n=2 n�uds.

Quand il y a un seul point exceptionnel, il est appel�e le centre de l'arbre ; lorsqu'il y en a deux, ce

sont les bicentres. Par cons�equent, nous pouvons d�ecomposer les alcanes en deux types.

type � : ceux qui ont deux atomes de carbone centraux,

type � : ceux qui ont un seul atome de carbone central.



154 CHAPITRE 5.

�

ETUDES

Les alcanes du type � sont de la forme C

k

H

2k+1

�C

k

H

2k+1

. Pour ceux du type �, l'atome central est

reli�e �a quatre radicaux C

i

H

2i+1

contenant chacun un nombre d'atomes de carbone dans l'intervalle

[0; n=2[, o�u n est le nombre total d'atomes de carbone.

On peut associer �a chaque parenth�esage ternaire commutatif sur 2n + 1 variables un radical

alkyle de formule brute �C

n

H

2n+1

de la mani�ere suivante : chaque couple de parenth�eses correspond

�a un atome de carbone C, chaque variable �a un atome d'hydrog�ene H , les trois facteurs d'un

parenth�esage sont associ�es �a trois radicaux li�es �a l'atome de carbone. Cette bijection donne sur les

deux parenth�esages de X

7

:

(XX(XX(XXX))), �CH

2

� CH

2

� CH3 et (X(XXX)(XXX)), �CH(CH

3

)

2

:

Le nombre d'alkyles en C

n

H

2n+1

est donc exactement le nombre de parenth�esages ternaires com-

mutatifs A

n

�etudi�e dans la section pr�ec�edente. Les alkyles �etant alors d�e�nis par

type Alkyl = H j product(C, multiset(Alkyl, card=3);

C = atom(1); H = atom(0);

le lemme 13 conduit �a la pseudo-sp�eci�cation suivante pour les alcanes :

Alcane = multiset(Alkyl, card=2, size=n/2) % type alpha %

j product(C, multiset(Alkyl, card=4, size<n/2)); % type beta %

Ce r�esultat permet de d�eterminer le nombre B

n

d'alcanes de taille n si l'on connâ�t A

k

pour

0 � k � n=2 :

B(z) = 1+ z+ z

2

+ z

3

+2 z

4

+3 z

5

+5 z

6

+9 z

7

+18 z

8

+35 z

9

+75 z

10

+159 z

11

+355 z

12

+O(z

13

):

Lemme 14. Il existe deux suites (Y

n

)

n�0

et (Z

n

)

n�0

telles que

1. 8n; Y

n

� A

n

� Z

n

,

2. il existe deux constantes J;K > 0 telles que pour n � 1, Y

n

= Jn

�3=2

�

n

et Z

n

= Kn

�3=2

�

n

,

3. 1 � i � j ) Y

i

Y

j

� Y

i�1

Y

j+1

et Z

i

Z

j

� Z

i�1

Z

j+1

.

D�emonstration : Comme A

n

= O(n

�3=2

�

n

), il existe un entier N et une constante K

1

tels

que pour n � N , A

n

� K

1

n

�3=2

�

n

. Soit K

2

= maxfA

n

=(n

�3=2

�

n

); 1 � n < Ng, et K =

max(1=3; K

1

; K

2

). Nous d�e�nissons alors Z

n

= Kn

�3=2

�

n

pour n � 1, et Z

0

= 3K. Cette suite

v�eri�e les deux premi�eres conditions. La troisi�eme condition �equivaut �a la croissance de Z

n+1

=Z

n

pour n � 0. Or pour n � 1, Z

n+1

=Z

n

= �(n=(n + 1))

3=2

, fonction qui est �evidemment croissante ;

et Z

1

=Z

0

= �=3 < (1=2)

3=2

� = Z

2

=Z

1

. Pour la suite (Y

n

), le principe est identique.

Ce lemme nous servira �a majorer les sommes de produits A

i

A

j

, o�u i+ j est constant.

Lemme 15. Le nombre B

n

d'alcanes ayant n atomes de carbone v�eri�e asymptotiquement

B

n

�

1

24

[z

n�1

] (f

n

(z))

4

;

o�u f

n

(z) =

P

0�k<n=2

A

k

z

k

, et A

k

est le nombre de radicaux alkyles de formule brute C

k

H

2k+1

.
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D�emonstration : Lorsque n = 2k, le nombre B

�

n

d'alcanes de type � est

�

A

k

+1

2

�

, qui est �equivalent

�a A

2

k

=2. Or A

k

� Ck

�3=2

�

k

, d'o�u B

�

n

= O(n

�3

�

n

). Lorsque n est impair, il n`y a pas d'alcanes de

type �.

D'apr�es le lemme 13, les alcanes de type � sont le produit d'un atome de carbone central par

un multi-ensemble de quatre radicaux alkyles, tous de taille inf�erieure �a n=2. Nous utilisons alors

l'�equation (2.12) donnant la s�erie de d�enombrement des multi-ensembles de longueur k = 4 :

B

�

n

(z) =

f

n

(z)f

n

(z

3

)

3

+

f

n

(z

4

)

4

+

f

n

(z

2

)

2

8

+

f

n

(z

2

)f

n

(z)

2

4

+

f

n

(z)

4

24

:

L'�etude des trois premiers termes est facile : f

n

(z)f

n

(z

3

) = O(n

�2

�

3n=4

), f

n

(z

4

) = O(n

�3=2

�

n=4

)

et f

n

(z

2

)

2

= O(n

�3=2

�

n=2

). Le quatri�eme terme f

n

(z

2

)f

n

(z)

2

= O(n

�3

�

n

), mais ce r�esultat n'est

pas aussi �evident : [z

n�1

]f

n

(z

2

)f

n

(z)

2

= S

1

+ S

2

o�u

S

1

=

X

0�i<n=4

X

2i+j+k=n�1

F

i

F

j

F

k

et S

2

=

X

n=4�i<n=2

X

2i+j+k=n�1

F

i

F

j

F

k

;

avec F

l

= A

l

si 0 � l < n=2, et F

l

= 0 sinon. Soit � la fonction qui �a un terme F

i

F

j

F

k

de S

2

associe le terme F

j

F

i

F

k

si j < n=4, et F

k

F

j

F

i

sinon. Comme i � n=4, n�ecessairement

j < n=4 ou k < n=4, donc le terme associ�e est dans S

1

. Chaque terme de S

1

ayant au plus

deux ant�ec�edents par �, S

2

� 2S

1

. D'autre part, dans S

1

, il y a i + 1 termes contenant F

i

, et

dans chacun de ces termes, F

j

F

k

est major�e par Z

n=2

Z

n=2�2i

(lemme 14). Une nouvelle utilisa-

tion du lemme 14 donne A

i

Z

n=2

Z

n=2�2i

� Z

0

Z

n=2

Z

n=2�i

, d'o�u S

1

� Z

0

Z

n=2

P

i<n=4

(i+ 1)Z

n=2�i

=

KZ

0

Z

n=2

(n=2)

�3=2

�

n=2

P

i

(i+1)(1�2i=n)

�3=2

�

�i

. Puisque i < n=4, le facteur (1�2i=n)

�3=2

est bor-

n�e par (1=2)

�3=2

, puis

P

i

(i+1)�

�i

est aussi born�e. Par suite, S

1

� K

0

Z

n=2

n

�3=2

�

n=2

= O(n

�3

�

n

).

Le dernier terme est pr�epond�erant : [z

n�1

]f

4

n

(z) � A

0

[z

n�1

]f

3

n

(z). Or [z

n�1

]f

3

n

(z) est une somme

de O(n

2

) termes, chacun plus grand que JY

3

n=3

(lemme 14), donc [z

n�1

]f

4

n

(z) = 
(n

�5=2

�

n

).

L'�etude asymptotique des entiers B

n

a �et�e faite par P�olya et Read, en utilisant des techniques

d'analyse r�eelle et une formule d'int�egration due �a Abel.

Th�eor�eme 12. [PR87, page 94] Le nombre d'alcanes ayant n atomes de carbone v�eri�e

B

n

=

�A(�)�

3

4

p

�

n

�5=2

�

�n

(1 + o(1)): (5:15)

La constante

�A(�)�

3

4

p

�

vaut 0:65631869584183475026821711762108.

Nous indiquons ici une suite de calculs (dont la validit�e n'est pas enti�erement justi��ee) abou-

tissant au r�esultat du th�eor�eme ci-dessus. Ces d�eveloppements pourraient ouvrir une nouvelle voie

pour aboutir aux coe�cients de puissances de s�eries tronqu�ees.

�

Ecrivons f

n

(z) = A(z)�

^

f

n

(z), o�u

^

f

n

(z) =

P

k�n=2

A

k

z

k

est la di��erence entre la s�erie A(z) et

le polynôme f

n

(z). Alors

f

n

(z)

4

= A(z)

4

� 4A(z)

3

^

f

n

(z) + 6A(z)

2

^

f

n

(z)

2

� 4A(z)

^

f

n

(z)

3

+

^

f

n

(z)

4

:

Les trois derniers termes ayant une valuation sup�erieure ou �egale �a n, le coe�cient de z

n�1

dans

f

n

(z)

4

vaut :

[z

n�1

]f

n

(z)

4

= [z

n�1

]

�

A(z)

4

� 4A(z)

3

^

f

n

(z)

�

:
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La fonction

^

f

n

(z) ne di��erant de A(z) que d'un polynôme, elle admet la même singularit�e �, et de

plus son d�eveloppement singulier en z = � ne di��ere de celui de A(z) que par les puissances enti�eres

de 1� z=� (puisque tout polynôme se d�ecompose dans la base des (1� z=�)

k

) :

A(z) = �� �(1�

z

�

)

1=2

+ �(1�

z

�

) + �(1�

z

�

)

3=2

+ O((1�

z

�

)

2

)

^

f

n

(z) = �

n

� �(1�

z

�

)

1=2

+ �

n

(1�

z

�

) + �(1�

z

�

)

3=2

+ O(�

n

(1�

z

�

)

2

)

Le d�eveloppement singulier de h

n

(z) = A(z)

4

� 4A(z)

3

^

f

n

(z) au voisinage de z = � est par suite

h

n

(z) = �

4

�4�

3

�

n

+ 12�

2

��

n

(1�

z

�

)

1=2

+ (�4�

3

�

n

�6�

2

�

2

�12�

n

��

2

�12�

n

�

2

�+ 4�

3

�)(1�

z

�

)

+(12�

2

��

n

�12�

n

��

2

+ 24�

n

���+ 4�

n

�

3

+ 8�

3

�)(1�

z

�

)

3=2

+O(�

n

(1�

z

�

)

2

):

Si nous n�egligeons les termes d�ependant de n, nous obtenons comme d�eveloppement singulier

h(z) = �

4

+ (4�

3

�� 6�

2

�

2

)(1�

z

�

) + 8�

3

�(1�

z

�

)

3=2

+ O((1�

z

�

)

2

):

Le premier terme singulier du d�eveloppement de h(z) est le terme en (1� z=�)

3=2

, et par transfert

aux coe�cients [FO90] :

[z

n�1

]h(z) � 8�

3

�[z

n�1

](1�

z

�

)

3=2

:

Le coe�cient de z

n

dans (1�z=�)

3=2

vaut �

�n

n

�5=2

=�(�3=2)+O(�

�n

n

�7=2

), et �(�3=2) = 4

p

�=3,

d'o�u

[z

n�1

]h(z) �

6�

3

�

p

�

n

�5=2

�

�n+1

:

En divisant par 24 conform�ement au lemme 15, et comme � = A(�), nous retrouvons le r�esultat de

P�olya et Read (5.15).

Le fait que l'on obtienne le même r�esultat n'est sans doute pas une co��ncidence ; nous pensons

au contraire qu'une explication profonde existe. Ainsi, la suite de calculs e�ectu�ee ici pourrait

pr�e�gurer une m�ethode g�en�erale d'extraction de coe�cients dans les puissances de s�eries tronqu�ees.



Chapitre 6

Conclusion

Acta est fabula

Quels sont les livres qui valent l'arbre de leur papier ?

Hubert Haddad

N

ous avons �etudi�e dans ce travail une des composantes (analyse alg�ebrique) d'un proc�ed�e g�e-

n�eral d'analyse en moyenne d'algorithmes (la m�ethode des s�eries g�en�eratrices). Nous avons

montr�e l'existence de classes enti�eres de programmes (�,

^

� et �

bool

) pour lesquelles l'analyse alg�e-

brique peut être e�ectu�ee de fa�con automatique, par application d'un certain nombre de r�egles bien

pr�ecises. Nous avons aussi constat�e que ces trois classes permettent de mod�eliser des probl�emes

non triviaux (chapitre 5). En�n, et surtout, nous avons prouv�e par de nombreux exemples que ce

proc�ed�e d'analyse en moyenne peut être rendu e�ectivement automatique.

Les contributions originales de ce travail par rapport aux r�esultats d�ej�a connus en analyse

automatique d'algorithmes sont les suivantes : la caract�erisation des algorithmes en classes, les

algorithmes de d�ecision du caract�ere bien fond�e d'un programme, l'introduction d'un v�eritable lan-

gage pour d�ecrire les algorithmes op�erant sur des structures combinatoires, le calcul des op�erateurs

pour la s�election et l'it�eration dans les ensembles, multi-ensembles et cycles, les r�esultats de com-

plexit�e pour le calcul des coe�cients, l'introduction de sch�emas de programmation sur les objets

�etiquet�es avec contrainte, l'analyse de fonctions �a nombre �ni de valeurs.

De plus, beaucoup de choses n'ont pas �et�e racont�ees ici. Par exemple, la connaissance des

s�eries de d�enombrement permet de r�ealiser un g�en�erateur al�eatoire de structures de donn�ees, avec

probabilit�e uniforme parmi les objets de même taille. Un tel g�en�erateur a �et�e implant�e dans le

syst�eme �

�




. Pour g�en�erer une expression al�eatoire du programme de d�erivation formelle, on �ecrit :

draw "expression" 10;;

plus zero times times times x one exp one x

et pour obtenir toutes les expressions de taille donn�ee :

#draw_all "expression" 2;;

exp zero

exp one

exp x

Coupl�e avec un interpr�eteur du langage Adl, ce g�en�erateur permettra d'e�ectuer des jeux de tests

pour corroborer l'analyse automatique.
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D'autre part, l'introduction de variables auxiliaires (appel�ees marques) en plus de la variable

principale z autorise le calcul des moments de la distribution de certains param�etres des structures

de donn�ees. Cette fonctionnalit�e a �egalement �et�e implant�ee dans �

�




. Pour d�eterminer le nombre

moyen de cycles d'une permutation al�eatoire (premier moment), on marque les cycles par une

variable auxiliaire :

type perm = set(mark[u] cycl);

cycl = cycle(elem);

elem = Latom(1);

to_analyze : moment(u,perm,1);

et l'analyse est e�ectu�ee automatiquement :

Marked generating function for perm is:

exp(u L(z))

After differentiation 1 times, we obtain:

- ln(1 - z) exp(- ln(1 - z))

Moment of order 1 associated to the mark u in perm is:

(ln(n)) + (O(1))

Cette discussion sur les moments nous am�ene naturellement �a parler de distributions. Mich�ele So-

ria a montr�e dans sa th�ese d'

�

Etat [Sor89] qu'un grand nombre de constructions combinatoires et

d'algorithmes admettent des lois limites simples et connues. De plus, ces lois limites sont ais�ement

calculables d'apr�es la forme des s�eries g�en�eratrices associ�ees aux constructions. Ceci sugg�ere l'ex-

tension du syst�eme �

�




, qui ne calcule que la moyenne, �a un syst�eme �

�




++

visant �a d�eterminer

les distributions de coût d'algorithmes.



Annexe A

R�egles sur les cycles orient�es

Il y a autant de myst�ere dans la science que dans la foi.

Lamennais

C

ette annexe rappelle d'abord les calculs �el�ementaires sur les s�eries de Dirichlet, notamment la

formule d'inversion de M�obius (section A.1), puis la section A.2 d�ecrit une preuve combina-

toire de la r�egle de d�enombrement des cycles orient�es en univers non �etiquet�e (r�egle 7 page 52).

Cette preuve a largement inspir�e celles des r�egles de s�election et d'it�eration dans les cycles orient�es

(r�egles 18 et 19).

A.1 Inversion de M�obius

Lemme 16. (Inversion de M�obius) Soit A(z) =

P

n�1

a

n

z

n

et B(z) =

P

n�1

b

n

z

n

. Alors

8n; a

n

=

X

djn

b

d

() 8n; b

n

=

X

djn

�(

n

d

)a

d

(A:1)

et

A(z) =

X

k�1

B(z

k

)() B(z) =

X

k�1

�(k)A(z

k

)

o�u � est la fonction de M�obius d�e�nie par �(1) = 1, �(n) = 0 si n est divisible par un carr�e,

�(n) = (�1)

k

si n est le produit de k nombres premiers distincts.

D�emonstration : Il est facile de voir que les deux a�rmations sont �equivalentes ; l'une est formul�ee

en termes de coe�cients, et l'autre en termes de s�eries g�en�eratrices. Introduisons les s�eries de

Dirichlet

~

A(s) =

P

n�1

a

n

=n

s

,

~

B(s) =

P

n�1

b

n

=n

s

et �(s) =

P

n�1

1=n

s

(� est la s�erie de Dirichlet

associ�ee �a la suite dont tous les termes valent 1). L'�equation (A.1) n'est autre que la relation

d'inversion :

~

A(s) =

~

B(s)�(s)()

~

B(s) =

~

A(s)

�(s)

: (A:2)

En e�et, d'une part

~

B(s)�(s) =

X

i;j�1

b

i

i

s

j

s

=

X

n�1

0

@

X

ijn

b

i

1

A

1

n

s
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donc les parties gauches de (A.1) et (A.2) sont �equivalentes. D'autre part, la fonction �(s) s'�ecrit

aussi

�(s) =

Y

p premier

1

1�

1

p

s

(d�ecomposition d'Euler de la fonction �), et

1

�(s)

=

Y

p premier

(1�

1

p

s

) = (1�

1

2

s

)(1�

1

3

s

)(1�

1

5

s

) � � �=

X

n�1

�(n)

n

s

:

Il r�esulte que

~

A(s)

�(s)

=

X

i�1

a

i

i

s

X

j�1

�(j)

j

s

=

X

n�1

0

@

X

ijn

�(

n

i

)a

i

1

A

1

n

s

:

donc les parties droites de (A.1) et (A.2) sont aussi �equivalentes ; or (A.2) est vraie, donc (A.1)

l'est �egalement.

Corollaire 5.

A(z) =

X

k�1

kB(z

k

)() B(z) =

X

k�1

k�(k)A(z

k

):

D�emonstration : Soit a

0

n

= a

n

=n et b

0

n

= b

n

=n :

A(z) =

X

k�1

kB(z

k

) () 8n; a

n

=

X

kjn

kb

n

k

0

@

=

X

djn

n

d

b

d

1

A

() 8n; a

0

n

=

X

djn

b

0

d

() b

0

n

=

X

djn

�(

n

d

)a

0

d

(inversion de M�obius sur A

0

et B

0

)

() b

n

=

X

djn

n

d

�(

n

d

)a

d

0

@

=

X

kjn

k�(k)a

n

k

1

A

() B(z) =

X

k�1

k�(k)A(z

k

):

La formule d'inversion de M�obius permet aussi de montrer des formules telles que

X

pjk

�(p)

p

=

�(k)

k

: (A:3)

o�u � est la fonction indicatrice d'Euler. En e�et, soit

~

B la s�erie de Dirichlet dont le terme g�en�eral

est �(n)=n :

~

B(s) =

P

�(n)=n

s+1

=

1

�(s+1)

. Alors la s�erie

~

B(s)�(s) vaut

�(s)

�(s+ 1)

=

Y

p premier

1� p

�s�1

1� p

�s

=

Y

p premier

(1 + (1�

1

p

)(

1

p

s

+

1

p

2s

+

1

p

3s

+ � � �)):



A.2. D

�

ENOMBREMENT DES CYCLES ORIENT

�

ES 161

En d�eveloppant mentalement le produit, on constate que le coe�cient de n

�s

, o�u n s'�ecrit p

�

1

1

: : : p

�

k

k

est (1� 1=p

1

) : : :(1� 1=p

k

), c'est-�a-dire �(n)=n. L'�equation (A.3) n'est donc que la formulation en

termes de coe�cients de l'�egalit�e

�(s)

�(s+ 1)

=

X

n�1

�(n)

n

s+1

:

A.2 D�enombrement des cycles orient�es

Nous indiquons ici une preuve combinatoire de la r�egle 7, qui donne l'op�erateur associ�e au

constructeur cycle orient�e en univers non �etiquet�e, pour les s�eries g�en�eratrices ordinaires. Cette

preuve est due �a Ph. Flajolet et M. Soria [FS91].

D�e�nition 25. Un mot a

1

: : : a

k

est dit primitif s'il n'est pas de la forme

k

z }| {

� : : :� o�u � est un mot

et k � 2 (nous dirons alors que � est une racine de a

1

: : : a

k

). Un cycle orient�e [a

1

: : : a

k

] est dit

primitif lorsque le mot a

1

: : : a

k

est primitif.

La seconde partie de la d�e�nition a bien un sens car si l'un des mots repr�esentant le cycle est non

primitif, alors tous le sont. D�esignons par S l'ensemble des mots non vides form�es sur un alphabet

A, PS l'ensemble des mots non vides primitifs, C l'ensemble des cycles orient�es et PC l'ensemble

des cycles orient�es primitifs.

Lemme 17. [FS91] Tout mot a une unique racine primitive. Tout cycle a un unique cycle-racine

primitif.

Par exemple, le mot aabaabaabaab a deux racines, aab et aabaab, dont seule la premi�ere est primitive.

Le cycle-racine est le cycle dont les mots qui le repr�esentent sont les racines primitives des mots

repr�esentant le cycle initial. Par exemple, la racine primitive du cycle [aabaabaabaab] est [aab], qui

peut se noter aussi [aba] ou [baa]. De ces deux principes, il vient

1

S(z; u) =

1

X

k=1

PS(z

k

; u

k

) (A.4)

C(z; u) =

1

X

k=1

PC (z

k

; u

k

): (A.5)

L'ensemble S s'�ecrit S = A

+

, d'o�u l'on tire

S(z; u) =

uA(z)

1� uA(z)

:

En combinant avec l'�egalit�e (A.4), et en utilisant la formule d'inversion de M�obius, il vient

PS(z; u) =

1

X

k=1

�(k)

u

k

A(z

k

)

1� u

k

A(z

k

)

(A:6)

1

Nous d�e�nissons la s�erie g�en�eratrice ordinaire �a deux variables S(z; u) =

P

n;k

S

n;k

z

n

u

k

, o�u S

n;k

est le nombre

de mots de k lettres et de taille n.
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A chaque cycle primitif de k lettres sont associ�es k s�equences primitives distinctes, donc si PC

d�esigne l'ensembles des cycles primitifs, [z

n

u

k

]PC(z; u) =

1

k

[z

n

u

k

]PS(z; u), c'est-�a-dire

PC (z; u) =

Z

u

0

PS(z; t)

dt

t

;

ce qui donne en rempla�cant PS(z; t) par l'expression obtenue en (A.6)

PC (z; u) =

1

X

k=1

�(k)

k

log

1

1� u

k

A(z

k

)

:

Il su�t de remplacer cette expression de PC (z; u) dans l'�equation (A.5), et d'utiliser la formule

(A.3) pour obtenir la r�egle 7.

Note : La formule d'�enum�eration des cycles �etait sans doute connue de P�olya, mais la premi�ere

trace �ecrite semble être due �a Read [Rea61]. Par la suite, Robinson (1970) et Cadogan (1971) ont

aussi utilis�e la fonction �(�) de M�obius pour inverser des �equations de s�eries g�en�eratrices (voir

l'article [Lab86] de Gilbert Labelle pour une formulation en termes de s�eries indicatrices de cycle).



Annexe B

Di��erentes m�ethodes pour les calculs

de coe�cients

C'est d�ej�a trop que de se hausser sur la pointe des pieds.

Proverbe persan

L

e seul objectif de cette section est de montrer qu'il existe d'autres m�ethodes que celle utilis�ee

dans la section 2.3, pour le calcul des coe�cients des s�eries g�en�eratrices de d�enombrement et

des descripteurs de complexit�e. Ces algorithmes sont bien connus : en e�et, lorsque les s�eries ont

une forme explicite, il s'agit des algorithmes donnant leur d�eveloppement de Taylor (en z = 0 ici).

Ces algorithmes sont utilis�es par tous les syst�emes de calcul formel. Lorsque la s�erie est donn�ee

par une �equation, il s'agit de trouver le d�eveloppement de Taylor solution de cette �equation (de

par l'origine combinatoire de l'�equation, l'existence de la solution est assur�ee). Nous pr�esentons

ces diverses m�ethodes sur un exemple ; le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Knu81] pour une description

g�en�erale des m�ethodes classiques, et �a [BK75, BK78] pour les m�ethodes rapides et les questions de

complexit�e. En ce qui concerne le domaine plus pr�ecis des �equations d�eriv�ees d'objets combinatoires,

en l'occurrence les esp�eces de structures, on pourra aussi consulter [BLL88].

Consid�erons par exemple l'�equation fonctionnelle suivante, qui compte des arbres g�en�eraux non

planaires �etiquet�es dont les branches sont soit des arbres, soit des paires d'arbres :

y = z exp(y + y

2

): (B:1)

Comment calculer rapidement les n premiers termes du d�eveloppement de Taylor de y en z = 0 ?

B.1 M�ethode na��ve

La premi�ere m�ethode qui vient �a l'esprit est d'it�erer l'�equation (B.1). Si l'on connâ�t les k

premiers termes du d�eveloppement de Taylor de y, alors une �etape suppl�ementaire donne un terme

de plus. En partant de y = 0 (k = 0), il faut donc n �etapes pour obtenir les n premiers termes. Une

�etape partant de k termes n�ecessite le d�eveloppement de Taylor de l'exponentielle d'une s�erie de k

termes, ce qui peut se faire par la formule

f = O(z) =) exp(f) = 1 + f +

f

2

2!

+ � � �+

f

k

k!

+O(z

k+1

):

163
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En utilisant le sch�ema de H�orner pour calculer 1+f+ � � �+f

k

=k!, le nombre d'op�erations est O(k

3

),

et le coût total jusqu'�a l'ordre n est donc O(1

3

+ 2

3

+ � � �+ n

3

) = O(n

4

). Le programme Maple

correspondant �a cette m�ethode est le suivant :

naif := proc(n)

local y,k;

y := 0;

for k to n do

y := series(z*exp(y+y^2),z,k+1);

od;

end:

En une minute, sur un Sun 3/60, ce programme nous a permis de calculer les coe�cients de la s�erie

g�en�eratrice solution de (B.1) jusqu'�a l'ordre 33.

y = z + z

2

+

5 z

3

2

+

20 z

4

3

+ � � �+

7546382341257820875757287344283620208643353 z

33

18186486393542908313600000

+ O(z

34

):

B.2 M�ethode de la d�eriv�ee

C'est la m�ethode utilis�ee par l'algorithme Calcul des coe�cients (page 74). Le principe

consiste �a d�eriver l'�equation fonctionnelle v�eri��ee par y. Comme les d�eriv�ees de E(f) = exp(f),

Q(f) = 1=(1 � f) et L(f) = log(1=(1 � f)) s'expriment simplement en fonction de ces mêmes

op�erateurs, on obtient ainsi une relation de r�ecurrence entre les coe�cients de y et de fonctions

auxiliaires. Dans le cas de l'�equation (B.1), soit f = y + y

2

:

pour k � 2; [z

k

]z exp(y + y

2

) = [z

k�1

] exp(f) =

1

k � 1

[z

k�2

](exp(f))

0

=

1

k � 1

[z

k�2

] exp(f)f

0

:

Or exp(f) s'�ecrit aussi y=z, ce qui conduit �a la r�ecurrence

y

0

= f

0

= 0; y

1

= f

1

= 1; y

k

=

1

k � 1

k�1

X

j=1

jf

j

y

k�j

; f

k

= y

k

+

k�1

X

j=1

y

j

y

k�j

:

Cette m�ethode n�ecessite deux convolutions de k termes �a chaque �etape. Le coût total pour calculer

tous les coe�cients jusqu'�a l'ordre n est par suite O(1+ 2+ � � �+n) = O(n

2

). Voici un programme

Maple bas�e sur cette m�ethode

deriv := proc(n)

local y,f,k;

y[1]:=1; f[1]:=1;

for k from 2 to n do

y[k] := 1/(k-1) * sum(j*f[j]*y[k-j],j=1..k-1);

f[k] := y[k] + sum(y[j]*y[k-j],j=1..k-1);

od;

series(sum(y[j]*z^j,j=1..n)+O(z^(n+1)),z,n+1)

end:

qui nous a permis d'aller jusqu'�a n = 58 en une minute (toujours sur un Sun 3/60).
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B.3 M�ethode de Newton

Le m�ethode de Newton est un proc�ed�e g�en�eral pour obtenir des approximations successives de

solutions d'�equations, avec convergence quadratique. Kung et Brent ont montr�e que la m�ethode de

Newton s'applique aussi au probl�eme de la composition et de l'inversion (pour la loi de composition)

de s�eries formelles [BK75]. Or trouver la s�erie formelle y(z) solution d'une �equation 	(y) = 0

consiste justement �a inverser la fonction y ! z+	(y). Soit f(y) = 0 l'�equation dont y est solution :

ici, f(y) = y � z exp(y + y

2

). En partant de la s�erie y

0

= 0, nous d�e�nissons la suite y

n

par la

r�ecurrence

y

n+1

= y

n

�

f(y

n

)

f

0

(y

n

)

: (B:2)

La di��erence entre y

n+1

et y s'�ecrit alors

y

n+1

� y =

y

n

f

0

(y

n

)� f(y

n

)� yf

0

(y

n

)

f

0

(y

n

)

�

(y

n

� y)

2

2

f

00

(y

n

)

f

0

(y

n

)

(B:3)

en faisant un d�eveloppement de Taylor de f en y

n

. Ce calcul montre que l'�ecart entre y

n

et y

�evolue de fa�con quadratique avec n. Plus pr�ecis�ement, lorsque l'�equation d�e�nissant y est du type

y = z�(y), o�u � admet un d�eveloppement de Taylor �a tout ordre en z = 0, alors

y

n+1

� y � �z

(y

n

� y)

2

2

�

00

(y

n

)

1� z�

0

(y

n

)

:

Par cons�equent, si y

n

� y = O(z

k

), alors y

n+1

� y = O(z

2k+1

). Le nombre d'�etapes n�ecessaires pour

calculer les n premiers termes est donc dlog

2

(n+ 1)e = O(logn).

Le passage de y

n

�a y

n+1

par la formule (B.2) demande le calcul de f(y

n

), celui de f

0

(y

n

), puis la

division des deux d�eveloppements, et en�n la soustraction �a y

n

. Tous ces calculs doivent être faits

avec le nombre exact de termes attendus pour y

n+1

.

Si l'on utilise des algorithmes classiques sur les s�eries [Knu81, page 506] en O(n

2

) pour les

op�erations n�ecessit�ees par le calcul de f(y

n

) et f

0

(y

n

), le calcul des n premiers coe�cients coûte

O(1

2

+ 2

2

+ 4

2

+ � � �+ (

n

2

)

2

+ n

2

) = O(

4

3

n

2

) = O(n

2

) (B:4)

et l'on n'a rien gagn�e par rapport �a la m�ethode de la d�eriv�ee. Le programmeMaple ci-dessous utilise

la m�ethode de Newton avec des algorithmes classiques (la fonction auxiliaire s_newton d�etermine

la suite optimale des valeurs de k, a�n que le dernier calcul donne juste la pr�ecision voulue).

newton := proc(n)

local y,k,l;

l := s_newton(n);

y := 0; k := 1; # erreur = O(z^k)

while k<=n do

k := op(1,l); l := subsop(1=NULL,l);

y-(z*exp(y+y**2)-y)/(z*(1+2*y)*exp(y+y**2)-1);

y := convert(series(",z,k),polynom);

od;

time()-st,series(y+z^k,z,k);

end:
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s_newton := proc(n)

local l,k;

k := n+1; l := [];

while k>1 do l := [k,op(l)]; k := iquo(k,2) od;

l

end:

En une minute de temps machine, ce programme nous a permis d'aller jusqu'�a n = 49.

Dans le coût (B.4), nous constatons que tout le coût est concentr�e dans le derni�ere �etape, les

autres �etapes ne contribuant qu'�a un quart du coût total. Plus g�en�eralement, si les op�erations

e�ectu�ees pour calculer y

n

� f(y

n

)=f

0

(y

n

) �a l'ordre n coûtent O(M(n)) o�u M est une fonction

sur-lin�eaire (M(2n) � 2M(n)), alors le calcul des n premiers coe�cients par la m�ethode de Newton

coûte

O(M(1)+M(2)+M(4) + � � �+M(

n

2

) +M(n)) = O(: : :+

1

4

M(n) +

1

2

M(n) +M(n)) = O(M(n)):

Par exemple, M(n) vaut n logn quand on utilise la transform�ee de Fourier rapide [BK78]. Le coût

du calcul des coe�cients est alors r�eduit �a O(n logn), et la m�ethode devient int�eressante par rapport

�a la m�ethode de la d�eriv�ee.

G. Labelle, D�ecoste et Leroux ont mis au point une variante de la m�ethode de Newton qui donne

2n + 2 (au lieu de 2n+ 1 ici) termes exacts en partant de n, et surtout qui pr�esente l'avantage de

se prêter �a une interpr�etation combinatoire [DLL82].

L'interpr�etation combinatoire, d�ej�a rencontr�ee �a la �n du chapitre 3, est utile pour mieux

comprendre les �equations que l'on manipule, et peut �eventuellement inspirer des isomorphismes

entre structures de donn�ees. Ainsi, une certaine dualit�e existe entre objets combinatoires et s�eries

g�en�eratrices ; par exemple, Leroux et Viennot ont montr�e que la propri�et�e de s�eparation des variables

d'une �equation di��erentielle s'interpr�ete au niveau des structures de donn�ees [LV88b].

B.4 Cas des familles simples d'arbres

Nous pr�esentons ici une m�ethode due �a Comtet, qui permet de calculer les coe�cients jusqu'�a

l'ordre n en O(n) op�erations, dans le cas o�u l'�equation (B.1) est de la forme y = Q(z; y), Q �etant

un polynôme. Nous partons de la forme plus g�en�erale

P (z; y) = 0;

o�u P (z; y) est un polynôme de degr�e d en y. Par d�erivation, cette �equation donne une relation entre

y et y

0

qui permet d'exprimer y

0

comme une fraction rationnelle en y et z :

y

0

= �

@P (z;y)

@z

@P (z;y)

@y

: (B:5)

Appliquons alors l'algorithme d'Euclide �a

@P (z;y)

@y

et P (z; y), par rapport �a la variable y. Lorsque

le polynôme de d�epart n'a que des racines simples, le plus grand commun diviseur est une fraction

rationnelle en z :

u(z; y)

@P (z; y)

@y

+ v(z; y)P (z; y) = w(z):
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Comme P (z; y) = 0, il s'ensuit par combinaison avec (B.5) que

y

0

= �

1

w(z)

@P (z; y)

@z

u(z; y):

Par division euclidienne de

@P (z;y)

@z

u(z; y) par P (z; y), la fonction y

0

s'exprime comme y

0

= F

1

(z; y),

o�u F

1

(z; y) est un polynôme en y, de degr�e inf�erieur �a d, dont les coe�cients sont des fractions

rationnelles en z.

Le même proc�ed�e s'applique aux d�eriv�ees d'ordre sup�erieur de y, et on obtient �nalement un

syst�eme d'�equations

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

y

0

= F

1

(z; y)

y

00

= F

2

(z; y)

.

.

.

y

(d�1)

= F

d�1

(z; y)

o�u F

j

(z; y) est un polynôme en y, de degr�e inf�erieur �a d, dont les coe�cients sont des fractions

rationnelles en z. Ce syst�eme est un syst�eme lin�eaire de d � 1 �equations �a d � 1 inconnues y, y

2

,

: : : , y

d�1

. Il permet donc d'exprimer y de fa�con lin�eaire en fonction des y

(j)

:

f

0

(z) + f

1

(z)y + f

2

(z)y

0

+ f

3

(z)y

00

+ � � �+ f

d

(z)y

(d�1)

= 0: (B:6)

Cette forme conduit �a une r�ecurrence lin�eaire pour les coe�cients y

n

. Cette r�ecurrence autorise le

calcul de y

0

, : : : , y

n

en O(n) op�erations.

Le programme Maple ci-dessous r�ealise cette m�ethode dans le cas o�u d = 2. La proc�edure

comtet prend une �equation de la forme y = Q(z; y) et retourne la r�ecurrence lin�eaire v�eri��ee par y,

en a�chant au passage la combinaison lin�eaire (B.6) qui s'annule. La proc�edure auxiliaire reduit

se charge de r�eduire la fraction rationnelle en une combinaison lin�eaire, et sg2coeff transforme en

coe�cients les termes Cz

k

y

(j)

de cette combinaison lin�eaire.

comtet := proc(eq)

local y,z,P,d,PP,comb;

y := op(1,eq); P := op(2,eq)-op(1,eq);

z := op(indets(P) minus{y}); d := degree(P,y);

if d=2 then

PP := diff(subs(y=y(z),P),z);

solve(",diff(y(z),z));

subs(y(z)=y,");

comb := reduit(diff(y(z),z)=",P,y,z);

print(comb);

map(sg2coeff,comb);

y(n)=collect(solve(",y(n)),[y(n-1),y(n-2)]);

fi;

end:

reduit := proc(eq,P,y,z)

local id,F,g,u,v;

id := op(1,eq); F := op(2,eq);

g := gcdex(P,denom(F),y,'u','v');

normal(numer(F) * v/g);
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rem(numer("),P,y)/denom(");

subs(y=y(z),normal("));

numer(")-id*denom(");

expand(");

end:

sg2coeff := proc(expr)

local z,y,C,k,j,e;

z := op(indets(expr,name));

indets(expr,function); if "={} then RETURN(0) fi;

subs(diff=<x>,"); y := op(0,op("));

subs(diff=proc(e) if type(e,`^`) then e*op(1,e) else op(0,e)^2 fi end,expr);

e := subs(y(z)=y,");

k := degree(e,z); j := degree(e,y)-1; C := e/z^k/y^(j+1);

C * product(n-k+'l','l'=1..j) * y(n+j-k);

end:

�

Etudions cette m�ethode sur le type expression du programme de d�erivation formelle (page 14).

Les r�egles du chapitre 2 nous ont conduit �a l'�equation suivante pour la s�erie g�en�eratrice ordinaire

E(z) associ�ee au type expression (voir page 53) :

E(z) = 3z + zE(z) + 2zE

2

(z):

Cette �equation fonctionnelle est bien du genre P (z; E) = 0, donc la m�ethode de Comtet s'applique :

> comtet( E = 3*z + z*E + 2*z*E^2 );

3 / d \ 2 / d \ / d \

- z E(z) + E(z) - 6 z - 23 z |---- E(z)| - 2 z |---- E(z)| + z |---- E(z)|

\ dz / \ dz / \ dz /

(1 - 2 n) E(n - 1) (- 23 n + 46) E(n - 2)

E(n) = - ------------------ - ----------------------

1 + n 1 + n

Cette m�ethode s'applique aussi au calcul des coe�cients des descripteurs de complexit�e, ce qui

permet de calculer le coût moyen exact sur les donn�ees de taille n en O(n) op�erations sur les

coe�cients. Plus pr�ecis�ement, nous nous rappelons que les �equations des descripteurs de complexit�e

�D et �C des proc�edures diff et copy �etaient lin�eaires en �D et �C. L'�elimination de �C conduit

pour �D(z) �a une expression rationnelle en fonction de E(z) :

�D(z) =

6z + 12z

2

E(z) + 2zE(z) + 3z

2

�E(z)

(1�z�4zE(z))

2

:

Nous pouvons utiliser la proc�edure reduit pour transformer cette �equation en une d�ependance

lin�eaire entre �D(z) et E(z) :

> reduit(tauD(z)=(6*z+12*z^2*E+2*z*E+3*z^2-E)/(-1+z+4*z*E)^2,3*z+z*E+2*z*E^2-E,E,z);

2 2 2

- 6 z - 12 z E(z) - 2 z E(z) - 3 z + E(z) - 23 tauD(z) z - 2 tauD(z) z + tauD(z)

puis sg2coeff pour passer aux coe�cients :
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> map(sg2coeff,");

- 12 E(n - 2) - 2 E(n - 1) + E(n) - 23 tauD(n - 2) - 2 tauD(n - 1) + tauD(n)

Il ne nous reste plus qu'�a �ecrire un programme Maple utilisant les deux r�ecurrences lin�eaires

obtenues :

cout_moyen := proc(N)

local n,E,tauD;

E[1]:=3; E[2]:=3;

tauD[1]:=3; tauD[2]:=12;

for n from 3 to N do

E[n] := ((2*n-1)*E[n-1]+(23*n-46)*E[n-2])/(n+1);

tauD[n] := -E[n] + 2*E[n-1] + 12*E[n-2] + 2*tauD[n-1] + 23*tauD[n-2];

od;

tauD[N]/E[N]

end:

C'est grâce �a ce programme (donc �a la m�ethode de Comtet) que nous avons pu d�eterminer le coût

moyen exact du programme de d�erivation formelle sur les expressions de taille 1000 en moins d'une

minute (page 78).

B.5 Sch�emas de s�election en univers non �etiquet�e

B.5.1 S�election dans un ensemble

L'une des �etapes de la preuve de la r�egle correspondante (r�egle 15) donne

�P (z) =

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

uB

S

(z; u)

1 + uz

n

d'o�u

�P

i

=

1

X

n=1

�Q

n

1

X

k=1

1

k

[z

i�n

u

k�1

]

B

S

(z; u)

1 + uz

n

:

Soit B

n;k

le coe�cient de z

n

u

k

dans B

S

(z; u). Comme B

n;k

est nul lorsque k > n (le nombre de

composantes d'un ensemble est toujours inf�erieur �a sa taille), l'intervalle de sommation de k peut

être limit�e �a [1; i+ 1� n] :

�P

i

=

i

X

n=1

�Q

n

i+1�n

X

k=1

1

k

(B

i�n;k�1

�B

i�2n;k�2

+B

i�3n;k�3

� � � �+ (�1)

j+1

B

i�jn;k�j

+ � � �) (B:7)

o�u la somme entre parenth�eses s'arrête lorsque k� j devient n�egatif o�u lorsque i� jn devient plus

petit que k � j. Par exemple pour i � 4 :

�P

1

= �Q

1

�P

2

= �Q

1

B

1;1

�B

0;0

2

+ �Q

2

�P

3

= �Q

1

h

B

2;1

2

+

B

2;2

�B

1;1

+ B

0;0

3

i

+ �Q

2

B

1;1

2

+ �Q

3

�P

4

= �Q

1

h

B

3;1

2

+

B

3;2

�B

2;1

3

+

B

3;3

�B

2;2

+B

1;1

�B

0;0

4

i

+ �Q

2

h

B

2;1

�B

0;0

2

+

B

2;2

3

i

+ �Q

3

B

1;1

2

+ �Q

4

:
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Les B

n;k

sont des polynômes de degr�e k en les B

j

: B

0;0

= 1 et

B

1;1

= B

1

B

2;1

= B

2

B

2;2

=

B

1

(B

1

�1)

2

B

3;1

= B

3

B

3;2

= B

1

B

2

B

3;3

=

B

1

(B

1

�1)(B

1

�2)

6

B

4;1

= B

4

B

4;2

= B

1

B

3

+

B

2

(B

2

�1)

2

B

4;3

=

B

1

(B

1

�1)

2

B

2

B

4;4

=

B

1

(B

1

�1)(B

1

�2)(B

1

�3)
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B.5.2 Calcul des B

n;k

Le calcul de �P

i

par la formule (B.7) n�ecessite d'abord le calcul des B

n;k

pour 1 � k � n � i�1,

qui sont d�e�nis par

B

S

(z; u) =

1

Y

j=1

(1 + uz

j

)

B

j

=

X

n;k

B

n;k

z

n

u

k

: (B:8)

Pour calculer ces coe�cients, nous utilisons la m�ethode de la d�eriv�ee, d�ej�a utilis�ee pour le d�enom-

brement des ensembles (page 74).

@B

S

(z; u)

@z

= B

S

(z; u)

1

X

j=1

jB

j

uz

j�1

1 + uz

j

et par cons�equent

n

X

k=1

B

n;k

u

k

= [z

n

]B

S

(z; u) =

1

n

[z

n�1

]

@B

S

(z; u)

@z

=

1

n

[z

n�1

]

0

@

B

S

(z; u)

n

X

j=1

jB

j

uz

j�1

1 + uz

j

1

A

: (B:9)

Nous avons limit�e l'intervalle de sommation de j �a [1 : : :n] car les autres facteurs donnent des

termes de degr�e plus grand que n�1 en z. A j �x�e, le nombre de termes de B

S

(z; u) qui, multipli�es

par z

j�1

=(1+ uz

j

), donnent un terme en z

n�1

est (n� j) + (n� 2j)+ (n� 3j) + � � �+ (n�b

n

j

cj) =

P

1�ij�n

(n� ij). Le nombre total de produits �a e�ectuer dans (B.9) est par suite

n

X

j=1

X

1�ij�n

(n� ij) =

n

X

k=1

d(k)(n� k)

o�u d(k) est le nombre de diviseurs de l'entier k = ij. Soit D(n) = d(1) + d(2) + � � �+ d(n) ; la

pr�ec�edente somme s'�ecrit aussi

P

n�1

k=1

D(k). Or

D(n) = n log n+ (2 � 1)n+ O(

p

n)

[HW79, th�eor�eme 320 page 264], d'o�u l'on d�eduit

D(1) +D(2) + � � �+D(n) =

1

2

n

2

logn + ( �

3

4

)n

2

+O(n

3=2

):

Par cons�equent, le calcul des n entiers B

n;k

par (B.9) coûte O(n

2

logn) en temps, et utilise un

espace de O(n

2

) (l'unit�e �etant la place n�ecessaire �a un coe�cient).
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B.5.3 Calcul des �P

i

Une fois que les B

n;k

sont connus, il nous reste �a appliquer la formule (B.7) pour calculer les

�P

i

. Le nombre de termes de

S

i;n;k

= B

i�n;k�1

� B

i�2n;k�2

+ � � �+ (�1)

j+1

B

i�jn;k�j

+ � � �

�etant inf�erieur �a i=n, le nombre de termes dont �P

i

est la somme est inf�erieur �a

i

X

n=1

i+1�n

X

k=1

i

n

� i

2

i

X

n=1

1

n

= O(i

2

log i):

Le calcul de �P

i

par (B.9) et (B.7) coûte donc O(i

2

log i), et le calcul de tous les �P

i

jusqu'�a i = n

coûte

O(

n

X

i=1

i

2

log i) = O(n

3

logn):

Remarque : Les sommes S

i;n;k

peuvent se calculer au fur et �a mesure. En e�et, nous avons la

relation S

i;n;k

= B

i�n;k�1

� S

i�n;n;k�1

. Par cette m�ethode, le calcul de chaque S

i;n;k

coûte une

op�eration et d�eterminer �P

i

coûte

i

X

n=1

i+1�n

X

k=1

1 = O(i

2

):

Cette m�ethode permet donc de gagner un facteur logN dans le calcul des �P

i

, qui devient en

O(N

3

), mais le coût du calcul des B

n;k

restant en O(N

3

logN), le coût total est inchang�e. De plus,

le stockage des S

i;n;k

n�ecessite un espace m�emoire en O(n

3

), au lieu de O(n

2

) pour la m�ethode

d�ecrite ci-dessus.

B.5.4 S�election dans un multi-ensemble

Comme pour le constructeur ensemble, l'une des �etapes de la preuve de la r�egle 17 donne �P (z)

en fonction des �Q

n

et de la s�erie �a deux variables B

M

(z; u) :

�P (z) =

1

X

n=1

�Q

n

z

n

1

X

k=1

1

k

[u

k

]

uB

M

(z; u)

1� uz

n

:

Il en r�esulte

�P

i

=

1

X

n=1

�Q

n

1

X

k=1

1

k

[z

i�n

u

k�1

]

B

M

(z; u)

1� uz

n

et

�P

i

=

i

X

n=1

�Q

n

i+1�n

X

k=1

1

k

(B

i�n;k�1

+B

i�2n;k�2

+ B

i�3n;k�3

+ � � �+B

i�jn;k�j

+ � � �)

o�u ici B

n;k

est le nombre de multi-ensembles de taille n et de k composantes, qui s'obtient par

l'�egalit�e

n

X

k=1

B

n;k

u

k

=

1

n

[z

n�1

]

0

@

B

M

(z; u)

n

X

j=1

jB

j

uz

j�1

1� uz

j

1

A

:
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Toutes ces �equations sont similaires �a celles obtenues pour le constructeur ensemble, et le coût des

coe�cients (aussi bien des B

n;k

que des �P

i

) a même complexit�e. Cette similitude s'explique par

l'�egalit�e :

B

M

(z; u) =

1

B

S

(z;�u)

= (�B)

S

(z;�u):
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J'ai bien des choses �a vous �ecrire, pourtant je n'ai pas voulu le

faire avec du papier et de l'encre.

Deuxi�eme �ep̂�tre de Jean, 12

N

ous d�etaillons ici l'implantation de l'analyseur alg�ebrique \ALAS" du syst�eme �

�




, et du

module de r�esolution \SOLVER" (voir sch�ema page 11). L'analyseur alg�ebrique est �ecrit dans

le langage Caml [WAL

+

87] ; il prend en entr�ee un programme Adl et produit en sortie les �equations

v�eri��ees par les s�eries g�en�eratrices et les descripteurs de complexit�e du programme. Le module de

r�esolution est �ecrit dans le langage Maple [CGG

+

88] ; il prend en entr�ee un syst�eme d'�equations

(produit par l'analyseur alg�ebrique) et essaie de r�esoudre ce syst�eme, en �eliminant les solutions ne

correspondant pas �a de v�eritables s�eries g�en�eratrices.

C.1 L'analyseur alg�ebrique (ALAS)

Lorsqu'on lance le syst�eme �

�




, on entre en fait sous l'interpr�ete du langage Caml, avec une

session Maple en arri�ere-plan :

% luo

Luo V1.3 Mon Sep 3 15:09:50 MET DST 1990

Please send bugs or remarks to luo@inria.inria.fr

Initializing maple ...

For help about Lambda-Upsilon-Omega, type help "";;

() : unit

/usr/local/lib/luo/V1.3/Caml/luoinit.ml loaded

#

(le caract�ere # est le signe d'invite de l'interpr�ete Caml). Pour analyser un �chier Adl de nom

diff.adl, on �ecrit alors analyze "diff";; (il faut deux points-virgules pour faire �evaluer

une suite de commandes �a Caml). Voil�a ce qui se passe d�es lors : le �chier diff.adl est analys�e
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syntaxiquement (section C.1.1), puis l'analyseur alg�ebrique transforme l'arbre de syntaxe obtenu en

�equations de s�eries g�en�eratrices (section C.1.3). Ces �equations sont ensuite �ecrites dans la syntaxe

Maple pour être pass�ees au module de r�esolution (section C.2).

C.1.1 Analyse syntaxique

L'analyse syntaxique est grandement facilit�ee par l'interface entre Caml et le m�eta-analyseur

syntaxique Yacc. L'on d�e�nit tout d'abord des types Caml pour repr�esenter les di��erentes parties

du programme (syntaxe abstraite) :

type instruction = Cases of string list & (pattern list & instruction) list

| Casetype of string & (pattern list & instruction) list

| Instructions of instruction list

| IfThenElse of condition & instruction & instruction

| Forall of string & string & instruction

| Forone of string & string & instruction

| Expression of expression

| Repeat of instruction & repeat

| Empty_instr ;;

On d�e�nit la syntaxe concr�ete du programme, et l'on cr�ee directement les objets Caml par des

\actions" :

grammar for values adl =

...

and instruction = parse

Literal "case"; ident_list d2; Literal "of"; cases d4; Literal "end" -> Cases (d2,d4)

| Literal "casetype"; IDENT d2; Literal "of"; cases d4; Literal "end" -> Casetype (d2,d4)

| Literal "begin"; instructions d2; Literal "end" -> Instructions d2

| Literal "if"; condition d2; Literal "then"; instruction d4; Literal "else";

instruction d6 -> IfThenElse (d2,d4,d6)

| Literal "forall"; IDENT d2; Literal "in"; IDENT d4; Literal "do"; instruction d6

-> Forall (d2,d4,d6)

| Literal "forone"; IDENT d2; Literal "in"; IDENT d4; Literal "do"; instruction d6

-> Forone (d2,d4,d6)

| expression d1 -> Expression d1

| Literal "to"; repeat d2; Literal "do"; instruction d4 -> Repeat (d4,d2)

| -> Empty_instr

On obtient ainsi facilement l'arbre de syntaxe d'un programme Adl (les lignes commen�cant par

le caract�ere # sont entr�ees �a la main, les suivantes sont produites par Caml) :

#<< type a = atom(1); L = sequence(a);

#

# procedure len (l : L);

# begin

# forall x in l do

# count;

# end;

#

# measure count : 2; >>;;

(File
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([("count",(NumCost 2))],

[("len",[("l",(Ident ("L",No)))],"",

(Instructions

[(Forall ("x","l",(Expression (Exp_id "count")))); Empty_instr]))],

[])) :

adl_file

C.1.2 V�eri�cation du caract�ere bien fond�e

A partir de l'arbre de syntaxe, on commence par v�eri�er le caract�ere bien fond�e du programme.

Dans l'actuelle version de d�eveloppement (version V1.4), le calcul des valuations (algorithme A

page 28) est e�ectu�e, et l'on v�eri�e que les multi-constructeurs (sequence, set, multiset, cycle) ne

sont pas appliqu�es �a des ensembles de valuations nulle. On obtient par exemple pour le programme

de d�erivation formelle (page 14) :

% luo V1.4

Luo V1.4 Fri Dec 7 19:10:53 MET 1990

...

#printlevel:=3; analyze "diff";;

...

Checking type declarations ...

The valuation of expression is 1

The valuation of zero is 1

The valuation of one is 1

The valuation of x is 1

The valuation of plus is 1

The valuation of times is 1

The valuation of exp is 1

La d�etection des cycles dans les d�e�nitions de structures de donn�ees et de proc�edures (algorithmes

B page 33 et C page 41) n'est par contre pas encore implant�ee.

C.1.3 Application des r�egles

Les r�egles d'analyse des structures de donn�ees et des proc�edures sont regroup�ees dans un même

�chier de moins de 200 lignes. A chaque constructeur est associ�ee une fonction Caml :

let gf_sequence gftype A c = match c with (* doesn't depend on gftype *)

All -> Op("Q",A)

| Eq(k) -> Power(A,k)

| Le(k) -> Ratio(OneMinus(Power(A,k+1)),OneMinus(A))

| Odd -> Times(A,Op("Q",Power(A,2)))

| Even -> Op("Q",Power(A,2))

| Ge(all,k) -> Times(Power(A,k),Op("Q",A))

| None -> Gf_num(0)

| _ -> pm "gf_sequence" "other type of card" ;;

et il en est de même pour chaque sch�ema d'it�eration ou de s�election sur un constructeur pr�ecis :

let compl_forall_sequence gftype tq A c =

if gftype = "ordinary" or gftype = "exponential" then (match c with
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All -> Times(tq,Power(Op("Q",A),2))

| Eq k -> Times(Gf_num(k),Times(tq,Power(A,k-1)))

| Ge(All,1) -> Times(tq,Power(Op("Q",A),2))

| Ge(All,2) -> Times(tq,Minus(Power(Op("Q",A),2),One))

| Le k -> Times(tq,Tder(A,k))

| _ -> nyi "compl_forall_sequence" "card other than All")

else err "compl_forall_sequence"

"type is neither ordinary nor exponential" gftype;;

Nous constatons au passage qu'une grande partie du code est consacr�ee �a di��erentes restrictions

possibles sur la longueur des multi-constructeurs (longueur paire ou impaire, �egale, sup�erieure ou

inf�erieure �a k). La r�egle g�en�erale (sans restriction) est celle correspondant au type All.

Dans l'�etat actuel, sont implant�ees en univers non �etiquet�e toutes les r�egles de d�enombrement

sauf celle sur les cycles (r�egles 1 �a 6), ainsi que les r�egles de s�election et d'it�eration dans un produit

cart�esien ou une s�equence (r�egles 8 �a 13). En univers �etiquet�e, sont implant�ees toutes les les r�egles

de d�enombrement (r�egles 22 �a 28), et toutes les r�egles de s�election et d'it�eration sauf celles sur

les cycles non orient�es (r�egles 29 �a 37 et 39). Pour ce qui est des contraintes sur les �etiquettes

en univers �etiquet�e, la r�egle 41 (enracinement du minimum) et les r�egles 42 et 43 (descente dans

un produit partitionnel avec enracinement du minimum) sont implant�ees. En�n, pour l'analyse

des programmes contenant des fonctions bool�eennes (chapitre 4), un sous-ensemble simpli��e des

algorithmes Transformation et R�eduction est implant�e.

A l'aide de ces r�egles, le programme est traduit en �equations de s�eries de d�enombrement et de

descripteurs de complexit�e, �equations qui sont simpli��ees par Maple (seules des simpli�cations

�el�ementaires du genre x + 0! x, x+ x! 2x, xx! x

2

sont appliqu�ees) :

#printlevel:=2; analyze "diff";;

...

Introducing the new complexity descriptor tau_copy1 over expo expression

...

Counting generating functions:

expression(z)=zero(z)+one(z)+x(z)+plus(z)*expression(z)**2+times(z)*expression

(z)**2+expo(z)*expression(z)

plus(z)=z

times(z)=z

expo(z)=z

zero(z)=z

one(z)=z

x(z)=z

Complexity descriptors:

tau_diff(z)=plus(z)*expression(z)**2+2*plus(z)*tau_diff(z)*expression(z)+3*tim

es(z)*expression(z)**2+2*times(z)*tau_diff(z)*expression(z)+2*times(z)*expressio

n(z)*tau_copy(z)+2*expo(z)*expression(z)+expo(z)*tau_diff(z)+expo(z)*tau_copy(z)

+zero(z)+one(z)+x(z)

tau_diffscp(z)=plus(z)*expression(z)**2+2*plus(z)*tau_diffscp(z)*expression(z)

+3*times(z)*expression(z)**2+2*times(z)*tau_diffscp(z)*expression(z)+expo(z)*exp

ression(z)+expo(z)*tau_diffscp(z)+zero(z)+one(z)+x(z)

tau_copy(z)=plus(z)*expression(z)**2+2*plus(z)*tau_copy(z)*expression(z)+times

(z)*expression(z)**2+2*times(z)*expression(z)*tau_copy(z)+expo(z)*expression(z)+



C.2. LE MODULE DE R

�

ESOLUTION (SOLVER) 177

expo(z)*tau_copy(z)+zero(z)+one(z)+x(z)

tau_copy1(z)=expo(z)*expression(z)+expo(z)*tau_copy(z)

Il apparâ�t dans cette analyse que le syst�eme a introduit une proc�edure auxiliaire copy1, pour la

copie des expressions de type exponentiel. Le descripteur de complexit�e associ�e, tau_copy1, vient

naturellement s'ajouter aux s�eries g�en�eratrices �a d�eterminer.

C.2 Le module de r�esolution (SOLVER)

La r�esolution des syst�emes non r�ecursifs se r�eduit �a une suite de substitutions, ce que sait faire

tout syst�eme de calcul formel digne de ce nom. Dans le cas des syst�emes r�ecursifs, il est parfois

possible de r�esoudre, c'est-�a-dire de trouver des formes explicites pour les fonctions inconnues,

�a l'aide de fonctions usuelles comme +, �, �, =,

p

. Cette r�esolution combine des techniques

de r�esolution de syst�emes lin�eaires, d'�equations alg�ebriques et di��erentielles. Ces techniques sont

implant�ees dans le syst�eme de calcul formel Maple. Cependant, il nous a fallu �ecrire un module

de r�esolution propre �a �

�




pour les raisons suivantes :

� dans l'�etat actuel de Maple, il n'existe pas de fonction g�en�erale de r�esolution. Pour r�esoudre

des �equations alg�ebriques, il faut utiliser solve, et pour des �equations di��erentielles, dsolve :

> solve(diff(P(z),z) = 1+P(z)^2, P(z));

Error, (in solve) To solve differential equations, please use dsolve

> dsolve(P(z)=1+z*P(z),P(z));

Error, (in dsolve/diffeq) not a differential equation in specified variables

� certaines solutions donn�ees par la fonction solve ne correspondent pas �a des s�eries g�en�eratrices

(termes en 1=z ou coe�cients n�egatifs dans le d�eveloppement de Taylor �a l'origine). Par

exemple, l'�equation (2.6) page 53 de la s�erie associ�ee au type expression admet en th�eorie

deux solutions, dont une seule est valide :

> solve(E(z) = 3*z + z*E(z) + 2*z*E(z)^2, E(z));

2 1/2 2 1/2

- 1 + z + (1 - 2 z - 23 z ) - 1 + z - (1 - 2 z - 23 z )

- 1/4 ------------------------------, - 1/4 ------------------------------

z z

> map(series,["],z,4);

2 3 4 -1 2 3 4

[3 z + 3 z + 21 z + O(z ), 1/2 z - 1/2 - 3 z - 3 z - 21 z + O(z )]

Il faut d�etecter et �eliminer le plus tôt possible les solutions non valides, a�n d'empêcher une

explosion du nombre de solutions th�eoriques, dont on sait de part l'origine combinatoire du

probl�eme qu'une seule d'entre elles est valide.

� les syst�emes produits par l'analyse alg�ebrique contiennent des op�erateurs inconnus deMaple

(Q, L, : : : ). La r�esolution n'est parfois pas possible sans substituer ces op�erateurs :

> solve(f(z) = z*Q(f(z)), f(z));

> solve(f(z) = z/(1-f(z)), f(z));

1/2 1/2

1/2 + 1/2 (1 - 4 z) , 1/2 - 1/2 (1 - 4 z)
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mais en même temps on d�esire conserver le plus possible ces op�erateurs en vue de l'analyse

asymptotique, car ils d�ecrivent la structure des s�eries g�en�eratrices. Il est donc n�ecessaire de

disposer d'une fonction de r�esolution qui ne substitue ces op�erateurs qu'en cas de besoin.

� quelquefois, la forme des solutions que donne Maple n'est valable que dans un certain do-

maine, qui est rarement celui qui nous int�eresse. Par exemple, lors de la r�esolution de l'�equation

di��erentielle de QuickSort (cf page 139),

> dsolve( diff(tauQ(z),z) = 2/(1-z)^3 + 2*tauQ(z)/(1-z), tauQ(z) );

ln(- 1 + z) _C1

tauQ(z) = - 2 ------------ + ------------

2 2

1 - 2 z + z 1 - 2 z + z

Maple suppose implicitement que z�1 est positif, ce qui n'est pas vrai au voisinage de z = 0.

Ainsi, le module que nous avons �ecrit combine les fonctionnalit�es de solve et de dsolve :

> luo({P(z)=1+z*P(z)}); {P = proc(z) 1/(1-z) end} >

luo({P(z)=z+int(P(u)^2,u=0..z)}); {P = proc(z) sin(z)/cos(z) end}

�elimine les fonctions non valides combinatoirement :

> luo({E(z) = 3*z + z*E(z) + 2*z*E(z)^2});

{E = proc(z) -1/4*1/z*(-1+z+(1-2*z-23*z^2)^(1/2)) end}

connâ�t les op�erateurs Q, L, : : : , et ne les substitue qu'en cas de besoin :

> luo({f(z)=z*Q(f(z)),g(z)=Q(f(z))});

{g = proc(z) Q(1/2-1/2*(1-4*z)^(1/2)) end, f = proc(z) 1/2-1/2*(1-4*z)^(1/2) end}

en�n choisit la forme des solutions valable dans le domaine contenant l'origine :

> luo({tauQ(z)=1/(1-z)^2+2*int(tauQ(u)/(1-u),u=0..z)});

{tauQ = proc(z) -2*1/(1-2*z+z^2)*ln(1-z)+1/(1-2*z+z^2) end}
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R�esum�e : l'objet de cette th�ese est la mise en �evidence de proc�ed�es syst�ematiques pour d�eter-

miner automatiquement le coût moyen d'un algorithme. Ces proc�ed�es s'appliquent en g�en�eral aux

sch�emas de descente dans des structures de donn�ees d�ecomposables , ce qui permet de mod�eliser une

vaste classe de probl�emes.

Cette th�ese s'int�eresse plus pr�ecis�ement �a la premi�ere phase de l'analyse d'un algorithme,

l'analyse alg�ebrique, qui traduit le programme en objets math�ematiques, tandis que la seconde

phase extrait de ces objets les informations d�esir�ees sur le coût moyen. Nous d�e�nissons un langage

de sp�eci�cation pour d�e�nir des structures de donn�ees d�ecomposables et des proc�edures de descente

sur celles-ci. Lorsque l'on utilise comme objets math�ematiques des s�eries g�en�eratrices (de d�enombre-

ment pour les donn�ees, de coût pour les proc�edures), nous montrons que les algorithmes d�ecrits dans

ce langage se traduisent directement en syst�emes d'�equations pour les s�eries g�en�eratrices associ�ees,

et de surcrô�t par des r�egles simples. A partir de ces �equations, nous pouvons ensuite d�eterminer

en temps polynomial le coût moyen exact pour une valeur �x�ee de la taille des donn�ees. On pourra

aussi utiliser ces �equations pour calculer par analyse asymptotique le coût moyen lorsque la taille

des donn�ees tend vers l'in�ni, puisque l'on sait par ailleurs que le coût moyen asymptotique est

directement li�e au comportement des s�eries g�en�eratrices au voisinage de leurs singularit�es. Ainsi

nous montrons qu'�a une classe donn�ee d'algorithmes correspond une classe bien d�e�nie de s�eries

g�en�eratrices, et par cons�equent une certaine classe de formules pour le coût moyen asymptotique.

Ces r�egles d'analyse alg�ebrique ont �et�e incorpor�ees dans un syst�eme d'analyse automatique

d'algorithmes, Lambda-Upsilon-Omega (�

�




), qui s'est av�er�e être un outil tr�es utile pour l'exp�eri-

mentation et la recherche.

Mots-cl�es : analyse automatique d'algorithmes, coût moyen, analyse alg�ebrique, s�erie g�en�eratrice.


