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RESUME

Le but de cette theése est I'étude prédictive par calcul aux éléments finis des effets de la
fissuration a I'échelle de structures en béton armé et précontraint soumises & des chargements
statiques, cycliques et dynamiques. 11 s'agit d'une part de préciser les lois de comportement des
matériaux constitutifs de ces structures, et d'autre part de développer des outils numériques
adaptés.

Pour la modélisation du comportement du béton, un modele du comportement macroscopique
est présenté, couplant la plasticité a I'endommagement. Pour la partie plastique, il s'agit d'adapter
la loi élastoplastique au comportement spécifique du béton. La (micro)fissuration du matériau
est représentée a 1'échelle macroscopique en termes de déformations plastiques, et 'apparition et
I'évolution du dommage par l'évolution de variables plastiques. En particulier, la porosité
plastique modélise la variation irréversible de I'espace poreux connecté créé par
(micro)fissuration. Cette signification physique est a la base du couplage phénoménologique de
la plasticité et de I'endommagement : les effets du dommage sont modélisés par une variation
des caractéristiques élastiques fonction de la variable d'endommagement choisie : la porosité
plastique.

Cette loi de comportement est utilisée au sein d'un élément fini particulier : I'€lément poutre
multifibre, issu de l'extension des approches multicouches au cas tridimensionnel. L'outil
numérique développé permet de prendre en compte des phénoménes non-linéaires tant matériels
que géoméwriques dans l'analyse de structures a poutres sous des chargement divers avec un
temps de calcul raisonnable. Pour I'application au cas des structures en béton précontraint, la
formulation prend en compte des déplacements relatifs (glissement) entre cable précontraint et
béton : la précontrainte est traitée comme un probléme de condition aux limites 2 l'interface
acier-béton.

Ces développements sont mis en ocuvre dans un code de calcul par éléments finis. Au travers
d'exemples d'applications numériques, le domaine d'application et les limites des outils proposés
sont précisés. Ces outils se veulent une aide & la conception pour les ingénieurs, dans les études
prédictives des effets du dommage 2 I'échelle des structures.

Mots clés : Béton armé - Béron précontraint - Plasticité - Endommagement - Porosité plastique -
Elément fini poutre multifibre - Analyse non-linéaire matériel et géoméwrique - Glissement a
l'interface acier, béton - cyclique et dynamique.
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ABSTRACT

This thesis seeks to study the effects of cracking at a structural level of reinforced and
prestressed concrete smuctures when subjects to static, cyclic and dynamic loading. This is done
by exploring the constitutive equations of materials at a structural level and by developing
appropriate numerical tools.

A macroscopic model coupling plasticity with damage is used for modelling the non-linear
behaviour of concrete. For the plastic part, the elastoplastic law is adapted to the specific
behaviour of concrete. The (micro)cracking of the material is presented at the macroscopic level
in terms of plastic strains, and the occurrence and development of damage by the evolution of
plastic variables. In particular, the plastic porosity models the irreversible variation of connected
porous space created by micro-cracking. This physical significance is at the basis of a
phenomenological coupling of the plasticity model with the damage model. Damage effects are
then accounted for by a degradation of elastic moduli as a function of the chosen damage
variable: the plastic porosity.

This material law i1s used within a multi-fiber finite beam element which is the extension of the
well established planar multi-layer beam element to the three dimensional case. This numerical
tool allows to account for material and geometrical non linear effects in the structural analysis of
beam type structures subject to various loadings at low computation costs. For prestressing, the
formulation takes into account the relative displacement between prestressing tendon and
surrounding concrete. It is thus treated as a boundary problem at steel-concrete interface.

These developments are implemented in a finite element program. Through a set of numerical
applications, we show the field of application of these developments, as well as their limits, as
design tools for structural engineers.

Keywords : Reinforced concrete - Prestressed concrete - Plasticity - Damage - Plastic porosity -
Maultifibre finite beam element - Material and geometrical non linear analysis - Slip at interface
steel, concrete - cyclic and dynamic loading.
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ZUSAMMENFASSUNG

Diese Arbeit hat die Untersuchung des Tragverhaltens von Stahlbeton- und
Spannbetonbauwerken unter statischen, zyklischen und dynamischen Lasten unter
Beriicksichtigung  des Rissverhaltens von Beton zum Ziel. Es werden zum einen die
Materialgleichungen fiir Beton untersucht, zum anderen angemessene numerische Hilfsmittel
entwickelt.

Zur Modellierung des nichtlinearen Materialverhaltens von Beton, wird ein Modell entwickelt,
das die Plastizitit mit Damage (Steifigkeitsverlust des Materials) koppelt. Fiir den plastischen
Teil wird die klassische Elastoplastizitdtstheorie (Fliessflichen) im Rahmen der Thermodynamik
irreversibler Prozesse an das spezifische nichtlineare Verhalten von Beton angepasst. Micro-risse
des Materials werden auf dem Macro-level der Materialbeschreibung durch plastische Variablen
beschrieben. Eine neue plastische Variable, die plastische Porositit, wird vorgeschlagen, die die
irreversible Entwicklung des verbundenen porSsen Hohlraumes infolge Micronssbildung
beschreibt. Diese physikalische Bedeutung der plastischen Porositit bildet die Grundlage zur
phenomenologischen Erweiterung des Models zu einem gekoppelten Plastizitits-Damage
Materialmodell fiir Beton.

Diese Materialgleichung wird infolge innerhalb eines finiten Multifiber-Balkenelements benutzt.
Dieses Finite Element, welches die ebenen finiten Multischichten-balkenlemente in den 3D-
Bereich erweitert, kann zur Untersuchung von Raumstabtrakwerken unter Beriicksichtigung von
geometrischen und physikalischen Nichtlinearitdten mit geringen Rechenzeiten benutzt werden.
Zur Modellierung der Vorspannung wird eine neue Finite-Element-Formulierung vorgeschlagen,
wobei Relativverschiebungen zwischen Beton und Spannkabel als zusitzliche Freiheitsgrade
eingefiihrt werden.

Diese Entwicklungen, Materialgleichung und Finites Element, sind in ein Finites-Element-
Programm integriert. Eine Reihe von Beispielen umreisst den Anwendungsbereich als auch die
Grenzen dieser Entwicklungen als Hilfsmittel fiir entwerfende Ingenieure.

Schliissel : Stahlbeton - Spannbeton - Plastizititstheorie - Damage - Plastische Porositiit - Finites
Balken-Fiber-Element - Physikalisch und geometrisch nichtlineare Berechnungen -
Relativverschiebungen zwischen Stahl und Beton - Zyklische und dynamische Lasten.






AVANT-PROPOS

La fissuration des structures en béton armé fait partie intégrale de leur fonctionnement,
volontairement ou non : elle est & la base de l'activation des armatures sous sollicitations
mécaniques, et elle résulte, méme en 1'absence de sollicitations mécaniques, du développement
d'un champ d'auto-contraintes & l'échelle de la structure durant la phase de refroidissement qui
suit la prise du béton. De plus, elle intervient 2 une large gamme d'échelles, de l'échelle
microscopique a 1'échelle de la structure. Alors, quelle est la relation entre la pathologie des
ouvrages et leur fissuration ? -

On ne peut répondre A cette question sans considérer la fonction de I'ouvrage construit : c'est
l'effet de la fissuration & une échelle et sous un type donné de sollicitation qui est a maitriser par
le concepteur d'un ouvrage en béton armé ou précontraint. L'échelle en considération est alors -
avant tout - I'échelle de la structure.

L'effet de la fissuration a cette échelle (ou plutdt : l'effet du dommage) se quantifie de facons
diverses liées au type de sollicitation. Par exemple, sous chargement dynamique, I'effet du
dommage a I'échelle de la structure en béton armé correspond a une perte de rigidité globale, qui
peut €tre caractérisée et quantifiée par la variation de fréquences propres (lemura et Jennings,
1974). Sous chargements cycliques, l'effet du dommage sur la structure peut étre observé sous
forme d'une dégradation progressive des boucles d’hystérésis charge appliquée - fleche (¢f. Del
Toro, 1988).

La prise en compte de ces phénomenes pendant la phase de conception d'un ouvrage présente un
intérét certain pour la sécurité des constructions, et un intérét économique.

Les mavaux présentés ici ont pour but I'étude numérique et prédictive de ces effets du dommage
a l'échelle d'une structure soumise & des chargements statiques, cycliques et dynamiques. Pour
cela, on utilise la méthode des €léments finis. Ce travail se compose de 4 parties :
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Le premier chapitre est consacré a la modélisation des non-linéarités du matériau. Ceci nécessite
d'abord de modéliser le dommage qui se produit a I'échelle de la smucture. Ici, aprés un bref
rappel des principes généraux utilisés dans les modeles existants, on a choisi d'adapter une loi
élastoplastique au comportement spécifique du béton. Le dommage est ainsi représenté en
termes de déformations plastiques (ou plutdt : permanentes), modélisant la fissuration du
matériau. Une variable plastique particuli¢re est utilisée : la porosité plastque, quantifiant la
variation irréversible de l'espace poreux connecté. Dans un modele élastoplastique adapté aux
bétons de structures, elle peut s'interpréter comme la porosit€ créée par fissuration. Par la suite,
cette signification physique est 2 la base de l'extension phénoménologique de la loi de
comportement €lastoplastique & un modele €lastoplastique avec endommagement. Les effets du
dommage sont modélis€s par une variation des caractéristiques élastiques, fonction de la variable
d'endommagement choisie : 1a porosité plastique.

Cette loi de comportement est utilisée au sein d'un €lément fini particulier, 1'élément poutre
multifibre, présenté au second chapitre. L'outil numérique développé, issu de l'extension des
approches multicouches au cas tridimensionnel, permet de rendre compte des phénoménes non-
linéaires tant matériels que géométriques pour l'analyse de structures constituées de poutres, sous
des chargements divers, avec un temps de calcul raisonnable. L'élément est tout d'abord
développé dans le cadre de l'hypothése des petites perturbations. Des extensions de la
formulation sont ensuite présentées, en intégrant d'une part les effets non-linéaires géométriques
des poutres (grands déplacements, déformation infinitésimale), et d'autre part l'effet de la
précontrainte. La prise en compte des non-linéarités géométriques s'effectue en utilisant des
techniques bien établies : une description lagrangienne actualisée avec traitement semi-tangentiel
des parametres de rotation. La précontrainte est traitée dans un cadre nouveau, en tant que
probleme de conditions aux limites a l'interface acier-béton, avec la prise en compte de maniére
explicite des déplacements relatifs (glissements) entre les cibles de précontrainte et le béton.

La mise en oeuvre numérique des développements est présentée au troisiéme chapitre, ot la
méthode itérative et l'algorithme d'intégration du temps pas 4 pas pour des problémes
dynamiques sont précisés.

Enfin, le quatriéme chapitre est consacré aux applicatons numériques. Les exemples précisent le
domaine d'application et les limites des développements effectués. Ces outils se veulent une aide
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a la conception pour l'ingénieur, dans les €tudes prédictives des effets du dommage a 1'échelle
des structures.

Les tavaux présentés ici sont le fruit d'une contribution du LCPC aux projets de recherche
commun 3.3. et 3.4. du GRECO Géomatériaux (sols, bétons, roches). Ce cadre a joué un rdle
important pour la direction choisie de ces travaux de formation complémentaire d'ingénieur par
la recherche.












1-0. INTRODUCTION

Toute loi de comportement est construite a une €chelle de description donnée. Le modéle choisi
doit étre d'une part assez complet pour rendre compte des phénomenes physiques observables, et
d'autre part assez simple pour identifier les variables introduites et quantifier les grandeurs
physiques correspondantes accessibles par I'expérience.

Le travail présenté a pour but le calcul non linéaire des structures en béton armé. La description
choisie est macroscopique et s'inscrit dans le cadre de la mécanique des milieux continus.

La difficult€ de la modélisation du comportement du béton vient de la nécessité¢ de prendre en
compte des phénomeénes qui sont discontinus, intervenant a une large gamme d'échelles (ordre de
grandeur micrométrique pour les microfissures et ordre de grandeur centimétrique pour les
macrofissures). L'objectif de ce premier chapitre est de développer un modéle de comportement
¢lastoplastique avec endommagement pour le béton.

Ce chapitre est divisé en 4 parties.
Une premiére partie présente les principes généraux utilisés par les modeles existants basés sur la
mécanique des milieux continus. Parmi ceux-ci figurent les modeles élastoplastiques, les

modeles type "détérioration” et les modeles d'endommagement continu.

Une deuxieme partie est consacrée a la modélisation élastoplastique du béton. Une loi
élastoplastique est développée dans le cas de chargements monotones croissants.

Dans une troisiéme partie, le domaine d'application de ce modele est éiendu aux cas des
chargements cycliques, avec un couplage entre plasticité et endommagement.

Enfin, la quatriéme partie est consacrée aux limites du modele proposé.
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1-1. MODELISATION DU COMPORTEMENT NON-LINEAIRE DU BETON

Dans ce qui suit, on se limite aux cas des évolutions isothermes et nous restons dans le cadre des
petites déformations. De plus, tout phénomene d'origine visqueuse ou de vieillissement est
négligé.

1-1-1. Description des non linéarités matérielles

Le matériau béton peut €tre observé & différentes échelles, de I'échelle microscopique a I'échelle
de la structure. L'échelle microscopique du béton non fissuré est donnée par la dimension de ses
plus grandes hétérogénéités, les agrégats. En revanche, la fissuration du matériau peut intervenir
a toutes les échelles, de celle des agrégats a celle de la structure, qut peut présenter des fissures
franches netternent localisées. Cet aspect multi-échelle de la fissuration rend pratiquement
impossible la construction compléte d'un modeéle partant du microscopique pour arriver a un
comportement macroscopique, & l'aide de techniques d’homogénéisation. A cet aspect multi-
échelle s'ajoute un aspect multi-composants du béton (pate de ciment durcie, granulats et liaisons
pate de ciment-granulats).

Pour modéliser cette fissuration, il faut d'abord supposer qu'une description continue des
phénomenes discontinus d'une matiére hétérogéne est possible & I'échelle macroscopique de la
structure, en postulant :

» l'hypothese de continuité,

e T'hypothese d'homogénéité de la matiere (dans un sens "statistique").

L'hypothése de continuité signifie que les propriétés physiques varient d'une facon continue d'un
point & un autre, tout en faisant absiraction de la constitution intime de la mariere. On suppose
ainsi que le comportement non-linaire du matériau est principalement imputable au
développement d'une microfissuration a une échelle inférieure : les variables utiilisées pour
modéliser ce comportement non-linéaire rendront alors compte & 1'échelle macroscopique des
effets de cette microfissuration.
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Les lois de comportement appliquées a I'échelle macroscopique pour le béton différent en terme
de variables d'état. Les premiers modéles proposés ont été des relations élastiques non linéaires,
reliant contraintes et déformations (¢f. Chen, 1982). Ces modeles ne seront pas développés ici.

Le but de cette partie n'est pas de détailler les divers modeles pour le béton. Il s'agit plutdt de
tracer les grandes lignes utilisées pour modéliser, a I'échelle macroscopique,

« l'apparition et 'évolution des déformations permanentes,
« le phénomene d'adoucissement et
» le phénomene d'assouplissement du béton.

illustrés sur la figure 1-1.

Figure 1-1:
Courbe uni-axiale de compression simple sous
chargement cyclique (d'apres Sinha et al. 1964) :

Illustration des effets macroscopiques & modéliser.

1-1-2. Loi élastoplastique

Dans la théorie de 1'élastoplasticité appliquée a la description du comportement du béton, les
déformations permanentes observées lors de déchargements sont attribuées a un (ou plusieurs)
mécanisme(s) plastique(s). L'incrément de déformations totales est décomposé en une partie
€lastique et une partie plastique (ou plutot permanente) :

(1) de =de® +def

et I'incrément de contraintes est calculé par :
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2) do=C_:(de-deP)
avec C, le tenseur de comportement élastique.

Les modeéles existants pour le béton différent en termes :

» de la définition des domaines d'élasticité C;; initial et actuel,

o de laloi d'évolution des déformations permanentes,
+ du comportement écrouissable.

Dans la théorie élastoplastique, c'est

e la notion de la surface de charge, qui répond a la question "quand” y a-t-il évolution des
déformarions plastiques ?
+ laregle d'écoulement répondant a la question "comment" s'effectuent ces évolutions ?

« lanotion d'écrouissage, liant le "quand” et le "comment”.

Dans les ouvrages de Germain (1973), de Lemaitre et Chaboche (1988) ou bien de Coussy
(1991), 1a notion de loi de comportement est développée dans un cadre thermodynamique global.
Ici, nous n'évoquerons 'approche thermodynamique que lorsqu'elle apportera une information

utile au probléme que nous désirons traiter.

Pour les modeéles €lastoplastiques existants pour le béton, nous invitons le lecteur intéressé a se
reporter aux travaux de synthése plus complets, notamment ceux de Chen (1982), repris et
complétés dans Chen et Han (1988), d'Eberhardsieiner er al. (1987) ou de Labbane et al.
(1993), ou se trouve l'application de tous les éléments de la théorie rappelée brievement ci-
dessous.

1-1-2-1, Critere de plasticité
Le domaine d'élasticité C; du matériau peut étre défini comme un sous-ensemble de l'espace R®

des contraintes, sous la forme d'une fonction de charge f(C). Pour un matériau plastique parfait

ou pour un matériau vierge, nous notons :
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Figure 1-2 :
Domaines d'élasticité du béton
initial (1) et actuel (2).

(3) Oelyef(0)<0

Dans le cas d'un matériau écrouissable, le domaine d'€lasticité C; n'est plus fixe (figure 1-2). 1l

dépend également de parametres d'écrouissage Z, scalaires et/ou tensoriels :

(4) Oel;e=1£(0,2)<0

Il n'y a évolution des variables plastiques que lorsque le point de charge est situé sur la frontiere
du domaine d'élasticité.

1-1-2-2. Regle d'écoulement

Le critere de plasticité défini par la fonction de charge f(G,2) répond a la question, "quand” y a-
t'il apparition et évolution des déformations plastiques. "Comment" s'effectue cette évolution, est
'objectif de la regle d'écoulement.

Si T'on introduit une fonction convexe g(0,2), appelée potentiel plastique, 1'évolution des

déformations plastiques est supposée vérifier les relations suivantes :

og {deOSif=0 et df=0
avec :
a0

(5) deP =di—= _
di=0sif<Oouf=0etdf <0

ot dA est le multiplicateur plastique, et :
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. of of
6) df= g—c—.dc-f-af.dt_,

Si f(0,2)=g(0,2), la régle découlement est associée, et la direcdon des incréments de
déformations plastiques est normale A la frontere du domaine d'élasticit€ actuelle C;; (figure 1-3a).
Lorsque f(0,2) # g(0,2), la régle d'écoulement est non associée (figure 1-2b). Le matériau est dit
non standard (Halphen er Nguyen, 1975). Dans un cadre thermodynamique, € est une variable
d'état interne, et 9g/ 00 représente la direction suivie par d€P, parmi les directions possibles.

Gf) 02
Y YA
| N
——0, , ) >o,
g ’ E
i de o P
'\/E \/ de
a. b.

Figure 1-3 ;
Iiustration de la regle d’écoulement : @. associée / b. non associée

1-1-2-3. Dissipation intrinséque

L'inégalité fondamentale locale de Clausius-Duhem pour des évolutions isothermes s'écrit :

(7Y  C:€-¥20

L'équation précédente exprime la non-négativité de la dissipation intrinséque avec W, l'énergie

libre volumique, fonction des variables d'état thermodynamique. Dans le cas d'un matériau
élastoplastique €crouissable, on a :
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(8) ‘P=‘P(a,a",x)=%(a—EP):CO:(S-EP)+U(X)

d'ot :

) ‘i":-g-\-}l-:c:é—czép +§y—x

t ax
ou Y sont les variables d'écrouissage et U()) I'énergie bloquée par écrouissage. Utilisant (9)
dans (7), la non-négativité de la puissance intrinséque dissipée (en chaleur) s'écrit (Coussy,
1991) :

. oU .
(10) &=G: & —— %20
o X

ou le premier terme de cette équation est la puissance plastique ®* et le second est dii aux
phénomenes d'écrouissage. On déduit de l'expression (10) de la dissipation intrinseque, que les
forces thermodynamiques associées dans la dissipation aux vitesses du tenseur des déformations

plastiques et des variables d'écrouissage, sont respectivement le tenseur de contraintes G et le
terme —dU / Y., appelé force d'écrouissage { :

U
11y z= et = -
¢ X

Dans (8) I'énergie bloquée U()() est supposée indépendante de 1'état de déformation €.

Enfin, l'évolution de €° est donnée par la régle d'écoulement (5). L'évolution de ) est donnée

par la loi d'€crouissage.

1-1-2-4. Loi d'écrouissage

......

contraintes est décrite par les modeéles d'écrouissage. La dépendance du domaine d'élasticité
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actuel dans l'espace R® de contraintes permet l'identification expérimentale des paramgtres
d'écrouissage Z.

En vue de leur identification expérimentale, les modeles font intervenir un nombre limité de
paramétres d'écrouissage. On peut citer :

» le modele d'écrouissage isotrope, ot un seul parameire scalaire z définit une transformation
homothétique du domaine d'élasticité dans 1'espace des contraintes;

» le modele d'écrouissage cinématique, ol un seul parametre tensoriel £ définit la translation
des frontiéres du domaine d'élastcité.

Les différents modeéles et leur combinaison possible sont schématisés sur la figure 1-4.

- —
0B=z0A

a. Ecrouissage isotrope b. Ecrouissage cinématique

c. Ecrouissage
isotrope et cinématique

Figure 1-4 : Modtles d'écrouissage

Supposons déterminée une fonction Z=2Z({) représentative de l'évolution du domaine
d'élasticité Cp (équation (4)). @ regroupe les variables mesurables contrdlant 1'évolution des
parametres d'écrouissage Z. Il n'y aura possibilité d'évolution élastoplastique, avec modification
de 1'état d'écrouissage, que si un point de charge actuel est situé sur la frontiére du domaine
d'élasticité (f =0), qu'il entraine avec lui (df =0), tout en le modifiant. On pourrait déterminer
la relation supplémentaire pour I'écrouissage uniquement & partir de la relation de consistance (6)
sous la forme :
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of _ o oz of
y L az=E 2 4q--Fi6--arn
12 579255 5%

out H est le module d'écrouissage actuel. Une relation q= q(eP), avec la regle d'écoulement (5)

conduit & :

__9f 0z oz 9
13 H=-57 393 30

Dans le cadre de la thermodynamique, ou les parametres d'écrouissage Z sont les forces
d'écrouissage C_, associ€es aux variables d'état internes Y {(équation (11)), V'évolution des

variables d'écrouissage est décrite par une régle d'écrouissage, en supposant que l'on peut définir
un potentiel h tel que :

oh

(14) dy= dlag

ob oh /9 représente la direction prise par d,, parmi les directions possibles. Compte tenu des

relations (8) et (14), la relation de consistance df =0, s'écrit :

2
dZ; af[ aU)dx--ﬁf— do =~d\H

15 3 30

3C

d'ott l'expressionde H:

of o*U oh
16 = e
(16) ol ox* ol

que nous utiliserons par la suite.

Pour un point de charge situé sur la frontiére d'élasticité actuelle (f=0), on peut distinguer le cas
de l'écrouissage positif, défini par H>0, de I'écrouissage négatif, défini par H<0, avec quelques
implications sur la régle d'écoulement concernant le critére de charge / décharge :
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dA>0sif=0 et%:d0‘>0
(17a) Pour H>0 P
dA=0sif<Oousi f=0 ct%-:dGSO

dr>0
ou sif=0et§fg:d0<0
(17b) Pour H<0  {dA =0

dA =05sif<0ousi f=if—:d0'=0
o0

N

On note que l'écrouissage négatif (équation (17b)) pose une difficulté inhérente de modélisation:
si le pilotage seffectue en incrément de contraintes dO, et que cet incrément est tel que le
nouveau point de charge G+d0 rentre a l'intérienr du domaine d'élasticité actuel (g, il est
impossible de distinguer une charge plastique (dA > 0) d'une décharge €lastique (dA = 0), figures
1-5. Par conséquent, un pilotage en incréments de déformations d€ est nécessaire pour
déterminer le domaine d'élasticité actuel d'un matériau adoucissant.

AN o, T A o,
(G40 )= 0 L  osdo /
(G ...)=0 0 =0
n
a. Charge plastique (dA > 0) b. Décharge élastique (dA = 0)

en écrouissage négatif (H< ()

Figure I1-5 : Dlustration de la difficulté de déterminer de fagon univoque
la conditon charge/décharge dans le cas d'un matériau adoucissant
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1-1-2-5. Restrictions thermodynamiques, énergie bloquée par écrouissage

L'approche thermodynamique évoquée ci-dessus pour décrire l'évolution de la variable
d'écrouissage permet de déterminer les directions possibles, suivies par d€* et d), imposées par
la non-négativité de la dissipation intrinséque (10). Le potentiel non associé h, précisant la regle
d'écrouissage (14), peut étre différent du potentiel non associ€ g, précisant la regle d'écoulement
(5). En revanche, les fonctions g et h ne peuvent étre choisies de fagon quelconque. Utilisant (5),
(11) et (14) dans l'inégalité (10), les potentiels g et h doivent satisfaire la condition suffisante :

(18) c—— L;——>o si f=0

ol ~

La condition (18) définit ainsi les directions thermodynamiquement admissibles suivies par d€P
(€q. (5)) et d) (¢q. (14)).

D'autre part, l'inégalité de Clausius-Duhem (10) montre que I'énergie dissipée en chaleur pendant
le temps dt est égal a ®dt = ®*dt~dU. Le terme -dU apparait comme une €nergie infinitésimale
non convertie en chaleur pendant le temps dt, mais qui ne peut étre immédiatement restituée sous
forme d'un wavail lors d'une rechargement (Coussy, 1991). C'est pourquoi on l'appelie €nergie
bloquée par écrouissage. Les composantes de la puissance intrinséque sont illustrées sur la figure
1-6, ou les aires représentent l'intégrale des puissances des composantes de l'équation (10)
pendant un cycle de charge a partir de l'origine.

o JAY k : c A
+
f ' > ‘
P € P, € ) '
de  de de O ! e’ e
[@rar= [@ar +[au
Energie plastique Energie dissipée en chaleur Energie bloquée par écrouissage

Figure 1-6 : Illustration de la dissipation intrinséque
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Indiquons ici aussi l'origine de I'énergie bloquée par écrouissage. Pour cela, il faut descendre a
I'échelle microscopique, échelle en deca de l'échelle adoptée pour la description continue des
évolutions élastoplastiques. Les phases de l'évolution élastoplastique provoquent a I'échelle
microscopique une modification de la structure de la matrice hétérogéne. Une partie de ces
modifications est irréversible. Aprés une décharge compléte du syst€me, en raison de la structure
hétérogene de la matrice, I'état de déformation & l'échelle microscopique ne peut pas
correspondre a un étatr de plastification homogene. Par exemple, il pourrait exister des forces
résiduelles de contact €lastique entre les composants de la matrice. En effet, comme un champ
de déformation purement plastique n'est pas compatible a lui seul, c'est a dire qu'il ne dérive pas
d'un champ de déplacement, la déformation élastique induite par ces contributions élastiques a
'échelle microscopique assure la compatibilité cinématique des modifications irréversibles de la
structure de la matrice. Une certaine énergie n'est pas récupérée a la décharge sous forme de

travail, ni convertie sous forme de chaleur, mais bloquée - par écrouissage.

1-1-2-6. Formulation élastoplastique dans l'espace des déformations

Le comportement adoucissant (€crouissage négatif) pose une difficulté inhérente a la
modélisation (c¢f. 1-1-2-4) : on ne peut pas a priori distinguer une décharge €lastique d'une
charge plastique, lorsque le pilotage s'effectue en contraintes. Cette difficulté a amené plusieurs
auteurs a proposer une formulation élastoplastique dans ['espace des déformations analogue & la
formulation plus classigue dans l'espace des contraintes.

L'idée de base consiste a définir un état de contraintes de référence du matériau vierge élastique.
Sous forme incrémentale, ona:

- do=C_:de
(19) do =do-dof avec :
do®? =C :de?

ou O est le tenseur de contraintes totales associé par 1'équilibre mécanique 4 un effort extérieur
défini & 1'échelle du systéme élémentaire. G est le tenseur de contraintes dites effectives, et GF
est le tenseur dit de relaxation di 2 la plastification. La régle d'écoulement s'écrit :
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oF
dA>0siF=0et —:de>0
(20) doP= dAéGg—;—’q—) avec : aai;
dA=0s1tF<Qou 55:(185()

ou la fonction G(g, q) est le potentiel plastque et la fonction F(E,Cl) la surface de charge ou
surface de relaxation (Yoder et Iwan, 1981). F définit le domaine d'élasticité C; dans I'espace des

déformations :

21) Eely e FEQ <O

L'équation (20) montre l'avantage de la formulation élastoplastique dans l'espace des
déformations par rapport & celle dans I'espace des contraintes : la définition de la condition
charge/décharge est univoque. A l'aide d'un état de contraintes effectives de référence attribué a
un état vierge de la matiére, on ne fait pas la distinction entre l'écrouissage (positif)
(ld&‘ >}d0 "I) . Padoucissement (‘d&l <|d6" I), ou le comportement plastique parfait (dG = dOP)

du matériau, (figure 1-7). C'est pourquoi cette formulation est fréquemment utilisée pour
modéliser le comportement du béton (Han et Chen, 1986; Chen et Han, 1988; Chen, Yamaguchi
et Zhang, 1991; Pekau, Zhang et Liu, 1992; Mizuno et Hatanaka, 1992). Par ailleurs, comme
tout critere, qu'il soit de plasticité, dendommagement ou de rupture fragile, ne peut se mettre a
priori que sous la forme f£(0,...), (Coussy, 1991), le critére de relaxation F(€,q) peut
seulement étre déduir d'un critere de plasticité f(0,Z) établi dans 'espace des contraintes (e.g.
Mizuno et Hatanaka, 1992).

Figure 1-7 :

lustration de la modélisation du comportement
écrouissage (positif), plastique parfait et adoucissement
dans la formulation élastoplastique dans l'espace de
déformations.

do’

Adoucissement —> ¢— Ecrouissage positif



34 Modélisation élastoplastique avec endommagement du béton de structure

1-1-2-7. Limites de la modélisation élastoplastique du béton

Une modélisation €lastoplastique permet de modéliser les déformations permanentes, et le
comportement €crouissable et adoucissant du béton. Mais elle ne rend donc pas compte du
phénomene d'assouplissement (variation des caractéristiques €lastiques), et surestime la valeur
des déformations permanentes dans le domaine d'adoucissement, (figures 1-8). D'un point de vue
pratique, cela signifie en particulier que ce type de modele n'est pas adapté a l'étude des
structures en béton soumises 2 des chargements cycliques.

Caractéristiques
élastiques

Domaine d'élasticité — , Domaine d'élasticité —

a. Courbe uni axiale de compression simple sous b. Modélisation élastoplastique correspondante,
chargement cyclique (d'aprés Sinha er al., 1964), avec écrouissages positif et négatif,

Figure 1-8 : Nustration des limites de la modélisation élastoplastique
concernant l'application au cas d'un chargement cycligue

Supposant qu'une description continue du phénoméne d'assouplissement est possible a I'échelle
macroscopique de la structure, on est amené a définir une variable macroscopique, prenant en
compte d'une fagon explicite ou implicite la variation des caractéristiques élastiques. La
définition méme d'une telle variable mécanique pose un probléme complexe, car les phénomenes
discontinus de microfissuration auxquels cette détérioration est attribuée sont difficilement
quantifiables a I'échelle de description macroscopique. Les paragraphes suivants sont consacrés a
quelques modeles existants qui prennent en compte ce phénomene.

Parmi les modéles décrivant le comportement d'assouplissement a 'échelle macroscopique, on
peut distinguer, selon les variables utilisées :



Chapitre 1 35

e les modeles de détérioration due a la fissuration, caractérisés par l'utilisation explicite d'une
variable de déformation associée a la fissuration,

e les modeles d'endommagement avec des variables (scalaires ou tensorielles) décrivant d'une
facon explicite la dégradation progressive des caractéristiques élastques.

La principale différence entre ces deux ensembles de modeles réside dans l'existence ou non
d'une élasticité infinitésimale.

1-1-3. Modeles de détérioration

1-1-3-1. Formalisme général

-

D'une fagon générale, les modeles de détérioration due a la fissuration attribuent les
déformations anélastiques & deux mécanismes, l'un d'origine plastique et l'autre associé a des
fissures réparties d'une fagon réguliere dans un volume élémentaire d2 :

(22) de=de°+deP+def

La décomposition (22) conduit a exprimer l'incrément de contrainte de maniére analogue a celle
de I'équation (2) :

(23) do=C_:(de~deP~-de")

avec C, le tenseur de comportement élastique, indépendant de 1'état physique (plastification,

déténioration) du matérian. Ainsi, on constate Y'existence d'une élasticité infinitésimale. L'effet
d'assouplissement est pris en compte d'une fagon implicite par l'intermédiaire de de’. On écrit
également :

(24) dG =d6-do* -do’

ot dO' est l'incrément du tenseur de relaxation due 3 la fissuraton.

Les relanons précédentes sont illustées sur la figure 1-9.
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La déformation permanente due a la refermeture incompléte des fissures dans le cas d'un
déchargement total est seulement attribuée a des déformations d'origine plastique, tandis que les
déformations de fissuration €' s'annulent aprés une décharge totale, figure 1-9 (Han et Chen,
1986; Klisinski et Mroz, 1988}, ce qui revient a supposer pour un cycle complet de charge-
décharge en contraintes :

25y ¢€f =§defso

La condition (25) peut étre considérée comme une relation supplémentaire pour le
déchargement. Il en existe de variées.

o}
€r > e Figure 1.9 :
/ Illustration de la décomposition incrémentale du
/ tenseur des déformations et des contraintes
Décharge / / (d'apres Han et Chen, 1986).
\/ /
f
e
/
/
Ne— j - - S—do
i T
dof e ~
" l dC'
do‘l” _\l— i .‘: ..... +
deft#der

Les modeles existant different en termes de détermination de d&’ ou do’. On peut distinguer
deux approches différentes, qui peuvent étre toutefois complémentaires :

e« d'une part, il s'agit des modeles issus des modeles orthotropes de fissuration répartie
("smeared cracking approaches”) (de Borst et Nauta, 1985; Gajer et Dux, 1990}

» adistinguer de ceux postulant un potentiel de dissipation pour décrire leur évolution (Bazant
et Kim, 1979; Han et Chen, 1986; Klisinski et Mroz, 1988; Gajer et Dux, 1991).
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1-1-3-2. Modeles orthotropes de fissuration

Les premiers modeles orthotropes de fissuration répartie ("smeared cracking approaches”) datent
de la fin des années 60 (Rashid, 1968). Apres fissuration, le comportement initialement isotrope
est remplacé par une relation orthotrope reliant les contraintes et les déformations dans le repére
principal des déformations, considéré comme repére de fissuration. On peut distinguer les
modeles ou les axes d'orthotropie sont fixés avec le début de la fissuration ("fixed smeared crack
models"), de ceux ol les axes d'orthotropie sont en rotation, attach€s aux vecteurs propres
unitaires associés aux valeurs propres du tenseur de déformations ('rotating smeared crack
concept"), (¢f. de Borst, 1991). Cette approche, souvent retenue pour l'analyse non linéaire de
structures planes en béton armé, peut €mre considérée comme une extension des modeles
élastiques non linéaires liés a un repere particulier de fissuration, et oll la décomposition des
déformations (22) n'apparait qu'implicitement.

Dans les modeles ou cette décomposition intervient de maniére explicite (de Borst et Nauta,
1985; Gajer et Dux, 1990), on suppose que les ouvertures de fissures ont lieu dans un plan
repéré par une normale n donnée par le vecteur propre unitaire associ€¢ a la valeur propre du
tenseur des déformations d'extension. Les fissures sont considérées comme étant planes et
paralleles, uniformément réparties sur une longueur caractéristique b (figure 1-10a). Elle permet
de lier Pouverture de fissure w a une grandeur de déformation de fissuration dans le volume
élémentaire sous la forme :

(26) dw=b.de!,

On utilise ici un critére énergétique de la mécanique non linéaire de la rupture :

w el i f,z
27 G, =[oldw=b. ol del, ===b
J ) 2E

f

ou G, est "I'énergie de rupture”, f, la résistance en traction simple et E, le module liant ol et
€l d'une fagon linéaire, (figure I-10b). "L'énergie de rupture” est I'énergie nécessaire pour qu'une
fissure s'ouvre de w=0 (<= o} =f) & w=W (& o] =0). "L'énergie de rupture” et la courbe

(of_-w) sont considérées comme étant des propriétés intrinséques du matériau.
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Avec quelques hypothéses supplémentaires concernant l'activation du frottement dans le plan de
fissuration, on établit des relations reliant contraintes et déformations de type :

(28) do’ =C,(G,,b,f E,,..de],
ou C,, est le tenseur de comportement dans le repére de fissuration, et ne dépend que des
propriétés intrinseques (G,,b,f,,E;,...) du matériau. Cette formulation peut étre étendue aux cas

de plusieurs fissures de directions différentes (de Borst et Nauta, 1985), avec prise en compte de
la densité de la fissuration dans le volume élémentaire considéré (Gajer et Dux, 1990).

. w1 [

t
[ (W, Ein,ofmf
\‘\n V\

a. Fissures planes parailéles b. "Energie de rupure”
uniformément réparties

Figure 1-9 :
Iltusration des déformations de fissuration et liaison avec la mécanique de 1a rupture (d'aprés Gajer et Dux, 1990)

La description macroscopique est effectuée par l'intermédiaire d'une longueur caractéristique b.
Cette longueur b constitue un outil numérique nécessaire imposé par la description continue
choisie. Mais des propriétés intrinséques comme 1'énergie de rupture G, sont difficiles a
déterminer (Perersson, 1980; Hillerborg, 1985). De plus, le modele stipule 'observabilité de
directions privilégi€es non associées & la matiére, mais aux valeurs propres d'une grandeur
d'ordre cinématique, le tenseur de déformations totales €. On peut se poser la question de

l'objectivité spatiale des relations liants les contraintes et les déformations. Enfin, cette approche
s'étend difficilement au cas tridimensionnel.
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1-1-3-3. Un potentiel de détérioration

La décompositon (22), respectivement (24), a amené plusieurs auteurs a traiter I'‘évolution des
déformations, liée au processus de détérioration interne, a l'aide d'un potentel h(C)
(respectivement, H(€)) tel que I'évolution des déformations de détérioration (respectivement,
I'évolution des conmraintes de relaxation associ€es a la détérioration) vérifie (Dougill, 1976;
Bazant et Kim, 1979; Klisinski et Mroz, 1988; Gajer et Dux, 1991) :

: oh dH
29) def=dr— ti t, d6T =dA—
29 gy (respectivemen % )

Les relations précédentes répondent & la question "comment” ? Qu'en est-il de la question
"quand" ? En particulier, compte tenu de la condition de décharge totale (25), que se passerait-il
dans le cas d'un déchargement ? En effet, en l'absence d'aumres variables (comme
l'endommagement) qui traduisent l'effet du tenseur de déformation de détérioration sur les
caractéristiques €lastiques, ces modeles ne peuvent &re utilisés que pour décrire I'évolution de
£’ sous un chargement croissant.

Pour ce qui concerne les déchargements, une relation supplémentaire est nécessaire. Par
exemple, on peut supposer dG” fonction d'une variation des caractéristiques élastiques dC et du
tenseur des déformations recouvrables totales € — €F (Han et Chen, 1986) :

(30) do' =dC:(e-¢°)
qui conduit & réécrire 1'équation (23) sous la forme :

(31) do=C_:(de-de?)-dC:(e-¢?)

Sous la forme (31), le tenseur d€’ n'apparait qu'implicitement, et on peut constater la perte
d'élasticité infinitésimale. Le tenseur dC peut par exemple étre exprimé en fonction du tenseur
de déformations plastiques € (Dafalias, 1977, Han et Chen, 1986). Dans ce cas, on suppose que
les déformations plastiques rendront compte a l'échelle macroscopique des effets de la
microfissuration : la variation de caractéristiques élastiques est ainsi liée 4 une variable
macroscopique mesurable.
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Ce type de modeles est a distinguer des modeles d'endommagement.

1-1-4. Théorie de I'endommagement

Dans l'application de la théorie de l'endommagement au comportement spécifique du béton on
imagine une variable interne D (scalaire ou tensorielle), définie a travers la variation de modules
apparents. Par exemple, dans le cas scalaire,on a :

E
32) D=1-—
(32) E

ot E et E s'interprétent respectivement comme les modules d'Young du matériau vierge et du
matériau endommagé. Utiliser ainsi la théorie d'endommagement pour modéliser l'effet
d'assouplissement conduit a supposer l'existence d'une variable D qui, quant 2 elle, est définie a
ravers la variation des caractéristiques élastiques. L'évolution de D est déterminée de maniere
déductive a partir de mesures de la variaton de modules apparents, rapportée a un état vierge du

matériau considéré comme "sain". Ceci conduit 2 Ia notion de contraintes effectives en
endommagement, initialement proposée par Lemaitre et Chaboche (1988).

1-1-4-1. Contraintes effectives en endommagement

Le concept de contraintes effectives en endommagement peut s'exprimer sous la forme suivante :
(33) ©=M(D).G=(I-D).G

ou M(D)=1-D est l'opérateur d'endommagement liant les contraintes effectives O aux
contraintes totales C. I et D sont respectivement le tenseur unité et le tenseur
d'endommagement.

Le tenseur G est considéré comme le tenseur de contraintes qu'il faudrait appliquer au matériau

vierge pour obtenir e méme tenseur de déformations élastiques que celui produit par le tenseur
O sur le matériau endommagé, (figure 1-11).
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wwmwcﬂpkzzc =0
‘,' / i , I' l,, "::I — -
s i
£ S
1 ". l i
Matériau endommagé Matériau "sain”

Figure 1-11 : Principe d'équivalence en déformation (élastique) (d'aprés Ju, 1989)

Les contraintes effectives sont supposées étre les contraintes agissant sur l'aire résistante (ou
effective) d'une section de I'élément de volume, telles que :

a8 Vda {dF=G.nda=G.nda

da=(1-D)da
ou da est la facette effective et da l'aire de la facette totale. La premiére relation constitue la
définition des contraintes effectives en endommagement, établissant le caraciére tensoriel de G.
La deuxiéme relation est une définition de la variable d'endommagement D comme quantité
surfacique, considérée comme "mesure mécanique” de I'endommagement relatif & la direction
N, (Lemaitre et Chaboche, 1988). Cependant, on peut se poser la question du role joué par une

variable d'état définie comme une quantité surfacique dans la dissipation volumique ou elle
apparaitra.

Une définition volumique de l'endommagement est proposée par Franziskonis et Desai
(1987*°). Le comportement macroscopique du béton est considéré comme étant la combinaison
des deux parties : une partie représente le comportement du matériau sain du volume dQ, 'autre

représente le comportement du matériau autour de microfissures, sans contraintes, occupant le
volume dQ,, et dQ=dQ+dQ,, (figure 1-12).

On introduit une variable d'endommagement scalaire, décrivant l'effet de la partie endommagée
sur le comportement global dans le volume €lémentaire, sous la forme

(35) VvdQ dQ=(1-D)dQ
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ou D est le scalaire d'endommagement, tel que D =0 pour le matériau vierge, et D=1 a la ruine.

La définidon (35) d'un volume effectf d$ ne peut étre ni justifiée ni vérifiée. dQ n'est pas le
volume solide, c'est 4 dire le volume apparent diminué des vides, et d€2, ne correspond pas au
volume créé par microfissuration, mais a I'espace affecté par la fissuration. De plus, en raison de
la géomérrie hétérogéne du matériau a I'échelle microscopique, I'hypothese dun état des
contraintes reliché semble peu probable.

Concentration Figure 1-12 :
des contraintes

Microfissure Schéma & deux composantes du comportement.

d€), correspond i I'espace affecté par la

d Spo p

microfissuration, on le considére comme étant sans
contraintes.

(d'apres Frantziskonis et Desai. 1987)

On constate ici, que la définition méme de la variable d'endommagement pose un probléme, et
les définitions (34) ou (35) n'apportent aucune indication supplémentaire pour la détermination
expérimentale de l'endommagement. Il apparait ainsi, que la "mesure” de l'endommagement

correspond & la "mesure” d'un modele pos€ a priori : cetie variable n'est pas accessible d'une
facon directe par l'expérience, mais a travers une interprétation.

1-1-4-2. Modéles d'endommagement

Les modeles existant pour le béton peuvent étre distingués en fonction de l'ordre tensoriel des
variables d'endommagement utilisées, notamment
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» le modele dendommagement scalaire (tenseur d'ordre 0), issu du concept d'endommagement
scalaire de Kachanov (1958) et Rabotnov (1963) appliqué au béton par exemple par Mazars
(1984), Resende (1987), Frantziskonis et Desai (1987°°).

¢ les modeles d'endommmagement tensoriel d'ordre 1, 2 et 4 avec ou sans déformations
anélastiques (Cordebots, 1983; Ramtani, 1990; Jubran et Cofer, 1991).

Sous forme incrémentale, on a:
(36) do=(I-D).d0—dD.G

Cet incrément de contraintes dépend de dG et G : on constate la perte d'élasticité infinitésimale.
De plus, si le tenseur d0 n'est pas constitué d'une fagon isotrope des deux composantes
(I-D).dG et dD.G, on parle d'une anisotropie induite. Cette anisotropie est  distinguer de
I'anisotropie du modéle d'endommagement, si l'opérateur d'endommagement M(D) a une forme
anisotrope.

En outre, on peut distinguer les modéles d'endommagement couplés & 1'élasticité (par exemple
Mazars, 1984) de ceux couplés a la plasticité (Frantziskonis et Desai, 1987°°; Ju, 1989). Dans

tout ce qui suit, on ne considere que le cas de 'endommagement scalaire.

1-1-4-3. Plasticité et endommagement

Plusieurs auteurs ont suppos€ que les contraintes locales dues a la microfissuration, sont
redistribuées dans un domaine "effectif’ dQ. Ces redistributions provoquent un €tat de
contraintes dans dQ plus important que celui qui est lié par I'équilibre mécanique a un effort
extérieur. En conséquence, 1'écoulement plastique est supposé dii aux "quantités effectives”,
comme le tenseur de contraintes effectives. Le critére de plasticité peut se mettre sous la forme

d'une surface de charge en fonction des contraintes effectives, définissant avec des parameétres
d'écrouissage Z le domaine "élasto-endommagé” ;. ,,, etona:

(37) Oely, e« f=£(6,2)<0

et, comme regle d'écoulement :
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(38 de’ dkag dA>0sif=0 etdf =0
=dh—=  avec:
00 dA=0sif<0ouf=0edf <0

avec g=g(6,2) le potentiel plastique. La régle d'écoulement en contraintes effectives assure
que la direction dg/ 090G prise par d€® parmi les directions possibles est indépendante de 1'état

d'endommagement.

Pour démontrer 'effet de l'endommagement sur le domaine d'élasticité, prenons un matériau
élastoplastique parfait avec endommagement scalaire, avec un critére de plasticité effectif qui se
met sous la forme du critere de plasticité classique de Drucker-Prager :

6=uG/3 G=Km(E—€*)

(39) f£(0)=7+f(5-p) avec: . — o
1=1,(6) = J1§:5 §=6-61=2G(e-e")

o les invariants T et & sont définis en fonction des contraintes effectives G, K et G sont les

modules élastiques de compression et de cisaillement, et (€-€?) le déviateur des déformations
élastiques. f, coefficient de frottement, et p, pression de cohésion, sont des constantes.

Considérons un modele ou la variable d'endommagement D agit d'une facon identique sur les
deux caractéristiques €lastiques K et G. Pour un point de charge effective sur la surface, on a
alors :

~ T ¢
40 { = " — )= =N = —(1~— Y=
(40) (O) 1-—D+f(1—D py=0 f(O)=1+f(c—-(1-D)p)=0

Considérons maintenant le cas ol la variable d'endommagement n'agit que sur le module de
cisaillement. Pour un point de charge effective sur la surface, on a ainsi :

(41) f(&):l—f]—)-+f(o—p)=0 &  f(O)=1+f(1-D)o-p)=0

La figure 1-13 montre l'effet de I'endommagement sur le domaine d'élasticité dans le demi-plan
(0,1). L'endommagement a un effet similaire & un écrouissage isotrope négatif.
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1=t (1-D) =1(1-D)
D=0 2 D=0 s
D=1
f(1-D)
1
! \\\ " &-& 0=6
> 6=6(1-D) "
1p (1-D) =1 P
a. Equalion~(40): R b. Equation (41.):
G=G(1-D)a K=K(1-D) G=G(l-D)aK=K
Figure 1-12 :

Influence de la variable d'endommagement scalaire sur le domaine d'élasticité du crisere de Drucker-Prager,
illustrée dans le demi-plan (G,T)

1-1-4-4. L'évolution de I'endommagement

Comme on I'a vu, la mesure directe de I'endommagement pose probléme, dans le sens ol ce n'est
pas la variable qu'on peut mesurer dans l'expérience, mais la variation de modules apparents, i.e.
une fonction de type E=E(t), G=G(t) ou K=K(t). Ceci conduit a travers l'interprétation (par
exemple €quation (32)) A la détermination d'une fonction D=D(t). Supposons de plus, qu'on a
égalernent déterminé dans l'expérience une fonction q=q(t) d'une variable Q, considérée
comme variable d'évolution d'endommagement. On peut ainsi établir une fonction D = D(q).

Mazars (1984) propose de piloter 1'évolution de I'endommagement scalaire en fonction d'une
déformation équivalente, définie par :

x six>0
4 D=D(¢ =€= ) : =
(42) DE et q=& 1/;(81) avee : {x) {o six<0

ou €; sont les valeurs propres du tenseur des déformations totales. Le paraméwe g=¢£ est
considéré comme €tant représentatif de 1'état local d'extension (volumique), et prend en compte
la dissymétrie du comportement du béton en traction et en compression dans un modele
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d'endommagement couplé a 1'élasticité. Dans ce modele, il n'y a évolution de D que s'il y a
augmentation de € .

Dans leur modéle d'endommagement couplé a la plasticité, Frantziskonis et Desai (1987)
proposent une évolution de I'endommagement fonction de la distorsion plastique €quivalente :

43) D=D(%)

avec

(44) yngjd'yﬁq avec d‘yéq=1’-i-d'y":d’y" =0

ou: dy?/2=de’ =deP —m(de’ /3)1

Dans ce modele, il n'y a évolution de D que s'il y a évolution plastique (f =0 et df =0).

Par ailleurs, la variable = Y% a un sens physique indépendant de la loi d'évolution D =D(YyL ).
En effet, pour un comportement isotrope, l'incrément dyg, est, 3 un facteur multiplicateur (de

dilatance &) prés, égal 2 l'incrément de déformation volumique irréversible tr(d€?) :

, o X >0 plastiquement dilatant
(45)  t(de?)=2ddyl _
d<( plastiquement contractant

On pourrait ainsi faire dépendre directement les caractéristiques €lastiques (K,G) de q :

g K@ lien de : K=KD)
G=G@) au lien de : G = G(D)

de maniére habituellement utilisée (par exemple par Frantziskonis et Desai (1987)).

Un tel modele aurait surtout l'avantage sur les modeles classiques d'endommagement que la
variable d'endommagement q est cette fois mesurable.

Cette démarche a été proposée par Faucher (1991), en conclusion de ses travaux, pour construire
un modéle "poroplastique endommageable”.
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1-1-4-5, Cadre thermodynamique d'un modele élastoplastique avec endommagement
Supposons alors que la variable g est une variable plastique :

47 q=X

et l'existence d'une énergie libre de la forme :

(48) 2¥ =2G(Y)(e—eP)(e—eP)+K(Y)tr’(e—€P)+2U(YX)

L'hypothese (47) est cohérente avec celle relative a la modé€lisation continue de la fissuration du
béton, dont on suppose que le comportement non-linaire du matériau est principalement

imputable au développement d'une microfissuration 2 une €chelle inférieure : en rendrant compte
a I'échelle macroscopique des effets de cette microfissuration la variable plastique ) modélise le

phénomeéne d'adoucissement et le phénomene d'assouplissement du béton.

La dissipation intrinseque s'écrit :

—

49) o=90 —(ax %

d¥°  3u ) >0
oll ¥° =¥ -U, et ® est toujours égal 2 G:€®. Dans cette expression, I'incrément d) = ¥dt est

l'incrément d'une variable observable, mesurable expérimentalement indépendamment de la

variation des caractéristiques élastiques. Mais on note que la force associée a la variable
plastique ¥ n'est plus la force d'écrouissage définie par l'expression (11) mais

-y U ¥ 3G

(50) — avec: Y= =
X ax ax

(e—ef)(e—ef)~

aK(X) 2 P
—-——-—ax tr'(e—€%)

La force associée & I'écrouissage dépend a priori non seulement de la variable d'écrouissage mais
également de la déformation élastique €—€P. Par ailleurs, dans le cadre de 1'hypothése de
déformations infinitésimales (i.e. € <<1), on peut négliger les termes quadratiques en € et tr€
dans l'équation (50). Gréce a la décomposition (1), on peut également appliquer cette hypothése
aux déformations plastiques, ce qui vient a supposer que :
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18]
(=)

(51) |Y|<< P

aU(x)j
ax

L'hypothése (51) assure l'indépendance de la force d'écrouissage vis a vis la variable d'état
externe, le tenseur de déformation € . En plus, les restrictions thermodynamiques qui concernent
les potentiels g et h sont celles du modéle plastique standard :

52: 0‘——- L si f=0
(52) o +C.

k=

1-1-5. Vers un modele élastoplastique avec endommagement

I1 est donc possible d'améliorer un modéle élastoplastique en le couplant avec un
endommagement oui la variable q est une variable d'écrouissage, donc mesurable.

Pour développer un tel modele, il faut d'abord préciser la loi de comportement élastoplastique de
base : c'est ce que nous présentons dans le paragraphe qui suit. Ce modéle sera applicable dans
les cas de chargements monotones croissants.

L'amélioration apportée par l'endommagement permettra d'étendre le domaine d'application de
ce modele élastoplastique aux cas de chargements cycliques, voir dynamiques.
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1-2. MODELISATION ELASTOPLASTIQUE DU BETON

Nous examinons dans ce paragraphe comment une loi élastoplastique peut €tre adaptée au
matériau constitutif des structures en béton, béton armé, béton précontraint, & une échelle qui
leur est propre, c'est a dire de l'ordre du mérre.

Les évolutions irréversibles du béton seront modélisées par les variables d'état plastiques du
matériau : les déformadons plastiques (ou plutdt permanentes) rendront compte a l'échelle
macroscopique des effets de la microfissuration. Les développements présentés ici n'ont donc
pas pour objectif I'étude d'une fissure franche en tant que discontinuité dans l'ouvrage, mats la
prédiction de l'apparition de dommages (concentrés), représentés en termes de déformations
permanentes.

Le modele développé se veut avant tout une aide au concepteur des ouvrages d'art en béton.
Ainsi, pour €wre pratiquement utilisable, les parametres intervenant dans le modele doivent &tre
en nombre limité et avant tout avoir une signification physique claire.

Dans ce paragraphe, aprés un bref rappel des quelques phénomenes expérimentaux, nous
détaillons les composantes du modele élastoplastique adapté au béton : le critere de plasticité, la
regle d'écoulement, la regle d'écrouissage, les restrictions thermodynamiques...

En ce qui concerne le critere de plasticité, notre choix s'est porté sur le critere de Willam-Warnke
(1975) a trois parametres, présenté par exemple pour le cas plastique parfait par Faucher (1991).
Il s'agit d'une modification du critére de Drucker-Prager adapté au béton. Ici, ce critére est
brievement présenté, en intégrant un €crouissage isotrope. L'étude des limites de ce modele
justifie dans la suite la proposition d'un critére modifié. Il s'agit d'un critére & quatre parameétres.
Il est bien différent du critére de ruine de Willam-Wamnke & 5 paramétres, présenté dans de
multiples travaux de syntheése (Chen, 1985, repris et complétés dans Chen et Han, 1988;
Eberhardsteiner et al., 1987, Labbane et al., 1993). Par rapport au critére a trois parametres, les
modifications portent en particulier sur la forme des méridiens, et sur la distinction entre
comportements plastiquement contractant et dilatant. Cette distinction permet 1'élaboration d'un
modele d'écrouissage avec une variable d'écrouissage nouvelie : 1a porosité plastique.

Un rapide récapitulatif du modele élastoplastique proposé terminera ce paragraphe.
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1-2-1. Quelques notations et définitions

Afin d'alléger la présentation, notons quelques définitions auxquelles nous nous référons dans la

suite @

(0,,0,,0,) sont les valeurs principales du tenseur des contraintes O, ordonnées suivant
G, 2 6, 20, . Définissons ensuite le triplet (c,7,9), fonction univoque des trois invariants du

tenseur O, par:

c=00/3
(53) {1=1,(0)=,/is:8
cos0=29=0:"G;
127

\

ou §=0—o0l est le déviateur de 0. Notons de plus, que l'angle de Lode 6 ne peutr varier
qu'entre :

(54) 0°s6<60°

Aux deux bornes des inégalités (54), on peut associer des points de charge, tels que :

Vo,>6,=06,, 0= 0°
(55) .
Vo, =0,>0,, 8=60

L'essai de compression simple correspond ainsi 3 0=60°, tandis que 6 =0° correspond aux
essais de traction simple et de compression biaxiale.

Dans l'espace R® des contraintes principales, on appelle axe hydrostatique (ou trisectrice) 1'axe

passant par l'origine et de vecteur directeur unitaire u =7_3-(1,1,1), correspondant aux €tats de

contraintes isotropes pour lesquels 6 =0l et 1=0.

Enfin, un plan déviatorique est défini comme un plan orthogonal A l'axe hydrostatique. Les
projections orthogonales des axes de coordonnées sur ce plan font un angle de 60° les uns par
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rapport aux autres. Dans le cas d'un matériau isotrope, les indices des axes (1.2,3) sont
arbitraires. Par conséquent, la coupe déviatorique d'une surface représentant un crit€re isotrope
doit avoir une triple symétrie.

1-2-2, Faits expérimentaux

Un état vierge ou “sain" du matériau béton n'existe jamais. Méme en absence de sollicitation
mécanique, le matériau présente une fissuration plus ou moins intense (Wittmann, 1982) due au
développement de champs d'auto-contraintes a l'échelle de la structure durant la phase de
refroidissement qui suit la prise du béton. Ici, ces phénomenes sont négligés et on considére que

la cause majeure de la fissuration est la forte sollicitation mécanique du matériau.

1-2-2-1, Limites de rupture

La figure 1-14 présente une courbe enveloppe typique de rupture du béton pour des états de
contraintes biaxiales (contraintes planes) dans l'espace des contraintes principales G,—0,
(Kupfer et al., 1969), avec les directions des plans de fissurations correspondants (Nelissen,
1972). Dans ce plan, trois caractéristiques mécaniques sont précisées : la résistance en
compression simple G, la résistance en traction G, et la résistance en compression biaxiale o .

L'ordre de grandeur du rapport entre ces différentes caractéristiques est le suivant :

c/o0.=01 e o,/0 =115

Pour ce qui concerne la limite de rupture sous état de contraintes triaxiales, les formes des
méridiens de compression (8 = 60°) et de traction (6 = 0°) sont illustrées sur la figure 1-15 dans le
demi-plan (T,0). On notera une relation quasi linéaire entre T et ¢ dans ie domaine des faibles
confinements et une forme plus courbée pour des pressions hydrostatiques importantes. Le
domaine d'élasticité initiale, de surface fermée sur l'axe hydrostatique, est également présenté
figure I1-15.
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G,

Figure I-14 : Limite de rupwre du béton en sollicitations biaxiales avec directdons des plans de fissuation
correspondants (d'aprés Nelissen, 1972)
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8=60°

Trajet de charge .
pour 0, =0, > O,

J‘>r'\

Trajet de charge
cn compression simple

Trajet de charge
en traction simple

I~ Trajet de charge

Trajet de charge *f3- en compression biaxiale

pow 0,>0,= G\ .7
L
06275 -~

\%
T

Figure 1-15 : Limite de ruine pour le béion dans les demi-plans (T,0) des méridiens de compression et
de traction avec quelques chemins de chargement (d'apres Chen et Han, 1988). Les points A.B,C

correspondent aux résistances en compression simpie, traction simple et compression biaxiale. Les point
D et E correspondent aux limites de ruine dans deux essais triaxiaux.
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1-2-2-2. Comportement uniaxial du béton

La figure 1-16 présente une courbe typique ©—¢& du béton en compression simple et en traction
simple. En compression, on peut distinguer les phases suivantes (Chen, 1982) .

+ 0-0,30, : domaine élastique;
o 0,3-0,75...0,8 o_: fissuration stable dans le sens ol les longueurs de fissures sous chargement

constant atteignent rapidement leur valeur finale;
e 0,75...0,8-1.00, : fissuration instable conduisant 2 un comportement adoucissant si I'essai est

piloté en déplacement.

On note également le comportement disymétrique du béton en compression et en traction.

c Figure 1-16 :
5 & ° Courbe G — £ uniaxiale du béton
AN £ (compression simple et traction simple)

1-2-2-3. Variation de volume anélastique

Le béton a un comportement particulier en ce qui concerne sa variation de volume sous
sollicitations mécaniques. Afin d'apprécier ce comportement a !'échelle macroscopique, il est
nécessaire de rappeler la formule de transport de volume matériel d'un milieu continu
déformable.

On note dQ le volume matériel élémentaire initial. A l'instant 1, aprés déformation, le volume
initial devient d€2,, et la transformation est décrite par la formule de transport :
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(56) dQ, =JdQ
ot J est le jacobien de la ransformation. Avec 'hypothése de petites déformations, J s'écrit :
(57) J=1+uw€

ol la trace du tenseur de déformations représente la dilatation volumique observable, définie
comme la différence entre le volume actuel et le volume initial rapportée au volume initial :

dQ -dQ
(58) wE=———

Les courbes expérimentales de la variation de volume du béton =€ dans des essais de
compression simple (0, =06, =0, ¢, <0), de compression biaxiale (¢, =0, 0, =0, <0) et de
traction simple (0, >0, ¢, =0, =0) sont illusuées en figure 1-17a.

Utilisant la décomposition (1) du tenseur de déformation en une partie élastique et une partie
permanente , on peut écrire :

(59) wE=ut’+ue’
ou €? est la déformation volumique irréversible du matériau aprés décharge compléte du

systéme. On appellera o€P>0 (respectivement tr€?<0) la dilatance plastique (respectivement la
contraction plastique). Ainsi, le comportement pour lequel tr(d€f)>0 (respectivement

r(d€P?) < 0) est dit plastiquement dilatant (respectivement plastiquement contractant).

Les évolutions expérimentales de tr€® en fonction des contraintes sont tracées sur la figure 1-175.

Pour des essais en compression simple et compression biaxiale, on retrouve au niveau de la
variation de volume plastique les phases mises en évidence précédemment (Chen, 1982) :
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a. Courbe expérimentale de la
variation de volume total : G/ G, - €

do b. Courbe expérimentaie de la
G 4/3 D variation de volume anélastique :0/ O _,, - tr€’
-0.001 0.00 0.002 0.003
J;; T §' } IP'
Y ug
‘o
w(deP ) <0 D
/ plastiquement
| contractant )
M
D -

D’(dep) =0 tr(d EP) >0 -

plastiquernent dilatatant o

Figure 1-17 : Variations de volume (a) total et (b) plastique du béton en compression simple et compression
biaxiale (d'apres Chen , 1982)

» une relation €élastique linéaire pour une contrainte appliquée inférieure a 30% de Ila
résistance,

¢ un comportement plastiguement contractant (w(d€*)<0) pour une contrainie appliquée
égale a 30% - 75...90 % de la résistance,

* suivie par un comportement plastiquement dilatant (tr(d€®) > 0), conduisant au pic et 2 la

ruine.

On note également que le béton en traction ne suit qu'un comportement plastiquement dilatant.
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1-2-3. Poraosité plastique et... microfissuration

Comme on vient de le voir, la variation de volume anélastique r€° joue un rdle important en ce
qui concerne la description macroscopique du comportement non-linéaire du béton.

Considérons maintenant le béton comme un milien poreux, constitié d'une matrice et d'un
espace poreux connecté (figure 1-18). La matrice est composée de solides et éventuellement de
pores. Cette porosité occluse est essentiellement composée des pores de contraction qui résultent
de la phase de cristallisation du ciment durant l'hydratation, et influent peu sur les propriétés
mécaniques du matériau (Fauchet, 1991). En revanche, la porosité conneciée ¢ (porosité des
granulats, porosité capillaire de la pate de ciment), a un effet néfaste sur les propriéiés du
matériau. On la définit par :

volume de I' espace poreux connecté

(60 =
©0) ¢ volume total

Par exemple, la porosité ¢, dans la configuration initiale et la porosité ¢ dans la configuration

actuelle s'écrivent ;

dQ—-dQ" dQ, —dQ",
61 o — =
©h e, dQ . ¢ dQ

ou dQ™ et dQ™. sont les volumes occupés par la matrice respectivement dans 1'état initial et

actuel.

Figure 1-18 :

Le béton - un milieu poreux
Porosité connectée . (Schéma d'aprés Coussy, 1991)

Solides —H

Porosité occluse =
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La variation de volume observable du squelette, tr€, est due d'une part & la variation du volume
de l'espace poreux connecté, et d'autre part a la dilatation moyenne de la matrice, noté €_, et

définie par :

dQ”. -dQ”™
62) e, =——
€2) " dQ™

Utilisant (61) avec la formule de wansport (57) et la linéarisation (58) dans 1'€quation (62), on
obtient une relation liant €_ et w€ (Coussy, 1991) :

(63) (A-9,)e,=(1~9)u€—-(6-9,)

Considérons maintenant le cas d'une décharge totale élastique (tr(€ —€7)=0) & partir de ['état

actuel. De (63) on déduit la relation :
64y  (1-0,)€l, =(1=-¢*)re’ —(¢° - ¢,)

ol €_F est 1a déformation volumique permanente moyenne de la matrice et ¢° la porosité dans le
volume dQ°=(1+u€?)dQ obtenu aprés décharge totale. En notant ¢_dQ l'espace poreux

initial, et ¢°dQ‘ l'espace poreux connecté aprés décharge totale, la variation irréversible de

l'espace poreux est obtenue par :
(65) ¢PdQ =¢*dQ* ~ ¢ dQ

ol ¢ est la porosité plastique, la variation irréversible de 'espace poreux connecté par unité de

volume dSQ :

(66) ¢° =0"(1+uE™) -9,

La substitution de (66) dans (64) conduit & :

(67) o€ =(I-¢4)e. P +0°
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Cette relation met en évidence que la variation de volume anélastique mesurable, tr€P, est due
d'une part & la variation irréversible du volume de la matrice, quantfiée par (1—¢,)e_°, et

m

d'autre part a la variation irréversible du volume de I'espace poreux connecté, quantifi€e par ¢F.

Si la matrice est anélastiquement incompressible (€ _P=0), la variation de volume anélastique

tre?, due uniquement a la variation irréversible de la porosité, est égale a la porosité plastique :
68) e°=0 o ¢*=ua€f

Dans le cas d'une matrice anélastiquement compressible et d'un comportement isotrope, Coussy
(1991) propose une relation incrémentale liant trd€® et d¢® d'une facon linéaire :

(69 e =0 << do° =P u(de?) avec: ¢, <P<1

Le coefficient B peut éventuellement dépendre des forces d'écrouissage, i.e. B=B({). La

relation (69) sera utilisée par la suite.

La porosité plastique ¢° quantifie alors l'augmentation ou la réduction irréversible de l'espace
poreux connecté ¢°dS2. Appliquée au béton & l'échelle macroscopique, on peut la considérer

comme la porosité crée par la fissuration (Faucher, 1991).

La porosité plastique ¢° est ainsi considérée comme étant la variable macroscopique

représentative de 1'état de microfissuration et de I'état de compactage au sein du matériau.

En vertu des observations expérimentales sur la variation de volume anélastique, nous tirons les
conclusions suivantes :

e V¢F <0 (respectivement €’ < 0) : le béton suit un comportement écrounissable proprement

dit (écrouissage positif). Deux phases sont a distinguer : d'une part, le comportement
plastiquement contractant (d¢® <0), et, d'autre part, le comportement plastiquement dilatant
(d¢* >0).

e VoF >0 (respectivement or€” > 0) : le béron suit un comportement adoucissant.

Son évolution est entitrement définie par le critere de plasticité ("quand ?") et par la régle
d'écoulement ("comment ?").
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1-2-4. Critére de Willam-Warnke a trois parametres

On rappelle brievement ici le crittre de Willam-Warnke a trois parametres, en utilisant la
présentation du cas parfaitement plastique proposée par Fauchet (1991), en particulier en ce qui
concerne la signification physique des parametres.

1-2-4-1. Critere de plasticité parfaite

Le critere de Willam-Warnke peut étre considéré comme un critere de type Drucker-Prager
adapté au béton dans le domaine des faibles confinements : la forme des méridiens dans le
domaine des faibles pressions hydrostatiques (cf. figure 1-15), est approximée par une droite. Par
rapport au critere de Drucker-Prager (équation (39)), le critére dépend de plus de I'angle de Lode
6 . Il s'écrit sous la forme :

(70) f(G)=1+f(O)(c-p,)
ou le coefficient de frottement f(0) varie en fonction de l'angle 6 entre deux extrémes :

f. = f(60°) - coefficient de frottement sur le méridien de compression,
5, =10°%) - coefficient de frottement sur le méridien de traction.

Les différences entre le critére de Drucker-Prager (correspondant & f = £, ) et celui de Willam-
Warnke a trols parametres sont illustrées sur la figure 1-19 dans les demi-plans {7,0) des
meéridiens de compression et de traction et dans un plan déviatorique. Le domaine d'élasticité est

un cbne (figure 1-19a) dont la section n'est plus circulaire (figure 1-19b). En effet, I'expression de
f(8) est telle que, dans un plan déviatorique, la section circulaire du critére de Drucker-Prager

se met sous la forme d'une portion d'ellipse entre deux méridiens successifs, I'un de compression
et l'autre de traction.

Les trois parametres du modele (f,,f,,p,) se déduisent de trois caractéristiques mécaniques
introduites précédemment : les résistances en compression simple G, en traction simple o, et
en compression biaxiale G, grice aux relations (Fauchet, 1991) :
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Drucker-Prager ~ Willam-Warnke
(cercle) {portion d'ellipse}
/

o T T . . S

Trajet de charge
/ en compression simple

Do
Trajet de charge
en traction simple

a. Demi-plans (T,0) avec d'une part le méridien de
compression (6 = 60°) et d'autre part le méridien de
traction (© = 0°). Les points correspondants aux
limites de résistances en traction simple, en
compression simple et en compression biaxiale sont
indiqués sur la figure (intersection entre les différents
trajets de chargement et le domaine d'élasticité).

b. Pian déviatorique : Dans une coupe déviatorique, le
domaine d'élasticité de Drucker-Prager est un cercle
avec un rayon constant (R = Jff(ﬁ-po);f =f ).
Dans le critére de Willam-Warnke, avec un coefficient
de frottement dépendant de 'angle 0, le domaine
d'élasticité est constitué de portions d'ellipses entre
deux méridiens successifs.

Figure 1-19 :
Comparaison des critéres de plasticité de Drucker-Prager et de Willam-Warnke
(a) dans les demi-plans (T, ) du méridien de compression et de traction, (b) dans une coupe déviatorique

(d'aprés Fauchet, 1991)

71 1o, =—ﬁ3{-‘—f—po
\Gbc =ﬁ3_f—‘2]—ﬂ-po si f, <—2§-,sinon O, =0

Comme le trajet de charge de compression simple en fonction des invariants (53) est décrit par
t=430 et le trajet de charge en compression biaxiale par T=+/3/20, l'existence méme de
résistances O, ¢t O, (intersections trajets de chargements - méridiens de compression et de

traction, figure 1-19a) conduit aux inégalités suivantes :
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(72) 0<f£<J3 e 0<f<43/2

Par exemple, pour des valeurs de résistances tirées des essais de référence de Kupfer er al.
(1969) (¢f. 1-2-2-1), on a: f, =1,3037; f, =0,7578; p, = 0,109506, =1,09520,.

L'expression analytique de f(6) est donnée en annexe 1. En vertu de la condition de convexité
du critere, les coefficients de frottement f, et f, doivent vérifier les inégalités suivantes:

(73) %ﬁ <f.<2f,

Dans le cas limite ou f, =2, dans une coupe déviatorique, le domaine d'élasticité dégénere en

un triangle inscrit dans le cercle du critere de Drucker-Prager (figure 1-19b). Dans le cas
particulier ot f, = f,, le critere de Willam-Warnke coincide avec le critere de Drucker-Prager.

1-2-4-2, Critere de plasticité avec écrouissage isotrope

Une premiére approximation pour rendre compte d'un comportement écrouissable consiste &
considérer la pression de cohésion p comme parametre d'écrouissage isotrope, p =2Zp,, ot p,_ est
la pression de cohésion maximale déduite des résistances en fraction simple et compression
biaxiale (équations (71)). Dans ce cas, le critere de plasticité s'écrit :

74y (0, 2)=1+f(8)(c—-2p,)

Les figures 1-20 présentent I'évolution du domaine d'¢élasticité d’'une part dans les demi-plans des
méridiens de compression et de traction (figure 1-20a), d'autre part dans une coupe déviatorique
(figure 1-20b). La surface de charge correspondant a la fonction de charge (74) est encore un cone
a section triple elliptique enwre les trois demi-axes inclinés & 120° les uns par rapport aux autres.
Dans l'espace des contraintes, 1a surface de charge actuelle se déduit par homothétie de centre
'origine et de rapport Z de la surface de charge définie par z=1, qui correspond au cas du
matériau plastique parfait. Les inégalités (73), qui assurent la convexité du critére, s'appliquent
également.
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Frontiére
d'élasticité ultime .
Zz=1 Frontigre
_____________________ B d'élasticité initiale

..................... Z.—_%

a. Demi-plans (T, 0) des méridiens de compression et &. Coupe déviatorique.
de traction.
Figure 1-20 :
Domaines d'élasticité initial et actuel du modéle de Willam-Warnke avec écrouissage isotrope.

Sur les figures 1-20, les majets de charge O-a-A, O-b-B et O-c-C correspondent aux trajets de
compression simple, traction simple et compression biaxiale. Les points de charge (a,b,c) et
(A,B,C) sont ainsi situés sur la frontiére du domaine d'élasticité initiale (z=2 ) et sur la
frontiere définie par les résistances du béton en compression simple, traction simple et
compression biaxiale (z=1). Le chemin parcouru entre ces deux limites entraine 'évolution de
I'écrouissage.

1-2-4-3. Reégle d'écoulement

Dans le cas écronissabie, considérons un potentiel plastique g de la forme :

(75) g(0,2)=1t+d(c-2p,)

ol & est le coefficient de dilatance du matériau. Supposons d'abord que ce coefficient est

constant ou ne dépend que des variables d'écrouissage. La régle d'écoulement s'écrit sous la
forme :
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-l _5_)
(76) de &(21_1—31

En raison de l'équation (12) et de la fonction de charge (74), et en notant que d6/dC est un

tenseur de trace nulle et que G:aig— =0 (¢f. Annexe 1), le multiplicateur plastique s'écrit :

RS U S I P 29_).
77 dk—HaG.dG—H((21+ae(o 20)== .dS+f(9)dG)

ot H est le module d'écrouissage.

On remarque qu'avec un potentiel de 1a forme (75), qui conduit a la régle d'écoulement (76),
définition (45) du coefficient de dilatance est vérifiée. On aurait donc pu €crire €galement :

_ v 98
n‘(dep)—d?»é—g {tr(d&‘,")=d7\5
(78) donc :

og dy? =dA
d’YZq = _a_’f- =

ce qui est ilusw€ sur la figure 1-21p. Par ailleurs, la régle d'écoulement est non-associée

(5= f(6)).

Dans le cas plasiique parfait (z=1), une régle d'écoulement associée est utilisée (6(8) = f(6)).
On a alors :

s f(® of do )
7 p —_— m——e o ma—— e ——— —
(79) de dl(2T+ 3 1+ae o (c-p,)

d'ot -
w(de?) = A28 = 4 £(0)
oac

(80)

df (6) 230 08
e 06 (o-p.) 00 9G

La définition (45) du coefficient de dilatance est seulement vérifiée si l'expression of /06
s'annule. Ce n'est le cas que lorsque 6 =0° ou 6 = 60°, ce qui est illustré sur la figures 1-21a.
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d')(f;q dviq

(D) = £,
AT

, o p
\tr(de )_deéq

£ 6=609 1\
£, (6=0°

7

:/tr(dﬁp) =0 dy‘;q

A
‘[r(dgp) = ft d‘Yiq

P p ¥
dy éq dy 5
a. Regle d'écoulement associée (79). b. Régle d'écoulement non associée (76) .
(La relation tr(d€®) = f(8)y{ est sculement (On vérifie toujours que (de?) = 3y, )

vérifiée lorsque 0=0° et 6 = 60°.)

Figure 1-21 :
Régles d'‘écoulement dans les demi-plans des méridiens de compression et de traction

1-2-4-4. Loi d'écrounissage

La wvariation de volume anélastique w€? joue un rble important dans la description
macroscopique du comportement écrouissable du béton (¢f. 1-2-2-3). On peut ainsi & partir des
essais déterminer une relation z=2z(w€’), ou bien, comme la régle d'écoulement (76)
(respectivement (78)) vérifie la définition (45) du facteur de dilatance, une relation z=2(Y%),

représentative de I'évolution du domaine d'élasticité. Utlisant (78), on écrit :

81) dq=dy?, =di

ot d'une fagon alternative :

(82) dxzdyéq:dlg—zzdl
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ou h=h(0,{) et le potentiel non associé défini par (Coussy, 1991) :
(83) h(0,{)=1+d0+(-0p,

On suppose ici que la distorsion plastique est la variable d'état thermodynamique a associer a la
force d'écrouissage { .

Supposons de plus, que le potentiel non associé h(G,() précisant la régle d'écrouissage (82), a

les mémes valeurs numériques que le potentiel non associé g (75), précisant la regle

d'écoulement (76), respectivement (78). On peut alors effectuer le changement de variables
z—{:

(84) zdp,=-L+8p,  {=3p,(l~2) z=1-/8p,

qui ne modifie pas I'expression de la régle d'écoulement (76), respectivement (78). Utlisant (84)
dans l'expression (74) de la surface de charge, il vient :

(85) f(0,0)=1+f(B)(0-p,)+Lf(0)/d

Comme on a ainsi dof /(= f(8)/8, oh/d{ =1 et {=—dU/aYi, on déduit par (16) l'expression

du module d'écrouissage H :

f(8) 3*°U _ f(8) 3¢

(86) H= =
A

Etudions maintenant le signe de 1'€crouissage :

Pour cela, réécrivons la puissance inminseque (10) (®=0:€° +{}20) a Yaide des regles

d'écoulement (76) et d'écrouissage (82),on a :

(87a) dA(t+606+{)20 lorsque: f(G,[)=0

En remplagant dans l'inégalité T par sa valeur donnée dans la relation (85), la non-négativité de
1a dissipation intrinséque impose la condition :
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(87b) (G+L /)8~ F(O)+f(®)p, 20 lorsque : £(G,{)=0

Cette condition est satisfaite si :

gg) 1P
88 Yo<s<infF(O)=f

Le modele de Willam-Wamnke a trois paramétres imoplique donc la non-négativité de la
dilatance :

(89 V f(0,0)=1(0,2)=0 tr(def)=0dy; 20

Avec les inégalités (72), le facteur de dilatance doit alors satisfaire :

(90) 0<8<f<V3/2

Par conséquent, de l'expression (86), on déduit que le signe de I'écrouissage dépend uniquement
de I'évolution de la force d'écrouissage :

(91)  sgn(H) = -sgn(dl) = ~sgn(d¢/3y%,)

Rappelons que dans des essais de compression simple, de compression biaxiale et de traction
simple, le béton suit un comportement dilatant ¢t un écrouissage positif pour des charges
appliquées comprises entre 75% et 100% de résistances: on fixera le domaine d'écrouissage
positif par

92) H>0: zelz,,z,,]=[0,75; 1,0]

La forme qualitative des courbes { = {(Y%) qu'on pourrait extraire des essais pour ce domaine

d'écrouissage positif est illustrée sur la figure 1-22. Cette figure présente également la forme des
courbes {={(Y,) dans le domaine d'écrouissage négatif. Pour ce domaine, il faut ainsi définir

deux fonctions pour rendre compte du comportement adoucissant disymétrique en traction et en
compression.
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g
rdeP) <0  wdeP)>0
\

\
\

Traction
simpie

Compression
simple

|
s
E
!

Figure 1-22 : Courbes { = {(y],) (qualitatives)

en compression simple et traction simple tirées
de résultats d'essais, utilisées sous forme

2=2Z(YE,) par Chen et Chen (1975). ygf

correspond pour I'essai en compression simple 4
1a distorsion plastique pour la phase du
comporiement plastiquement contractant
z€[0,3; 0,75}, qui n'est pas modélisé avec le

crittre présenté ici. La distorsion plastique
équivalenite utilisée dans le modele devrait ainsi
&ure lue comme y{, 2 partir du début du

= 'qu ("Y;O) comportement plastiquement dilatant.

C'est pourquoi nous nous limitons ici au cas d'un écrouissage positif. Dans ce domaine précisé

par la relation (92), utilisons les relations :

£=¢, eXp[—KY;] donc: d=-x{ <0

(93)
zZ= 1—(1—zo)exp[—1cy§q] donc:dz=>0

ol X est une constante positive, et { =8p (1—-2,) la valeur de référence de { correspondant 2
z=2z_. Enfin, reportant (93) dans (86), le module d'écrouissage H s'écrit :

(94 H=xfO)L, exp[-xyL,]=x FO)p1~2,)exp[~x7%,]20

1-2-4-5. Domaine d'application

Rappelons ici le domaine d'application de ce modéele :

1. En raison de l'approximation de la forme des méridiens par une droite, les criteres de

plasticité¢ (70) et (74) ne sont adaptés que dans le domaine des faibles pressions

hydrostatiques.

2. La non-négativité de la dissipation intrinséque impose la non-négativité de la dilatance : on
ne peut modéliser que le comportement plastiquement dilatant du béton.

3. On se limite au cas de 1'écrouissage positif, en traction et en compression, dans un domaine
défini par des charges comprises entre 75 et 100% de la résistance.
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Ce modele ne nécessite que la connaissance de trois caractéristiques mécaniques pour déterminer
les 3 parametres (f., f..p.)-

Par ailieurs, on note qu'il ne permet pas de modéliser :

« le comportement plastiquement contractant (tr(d€®) < 0),

» le comportement dans les domaines des pressions hydrostatiques importantes.

Nous proposons alors, dans le paragraphe qui suit, un critére de Willam-Wamke modifié.

1-2-58, Critére de Willam-Warnke modifié

La modification envisagé consiste d'abord a rendre compte de maniére plus réaliste de la forme
courbée des méridiens (cf. figure 1-15).

1-2.5-1. Critere de plasticité modifié

Un cntére qui prend en compte une forme parabolique des méridiens est celui de Willam-
Warnke 4 5 parameétres avec une fonction du type 6 =06(1,1%,...) (Willam et Warnke, 1975).

Cing résultats d'essais sont nécessaires pour déterminer les paramétres du modele. Le critére est
ouvert sur I'axe hydrostatique négatif, et un modele d'écrouissage est difficile a mettre en place
(¢f. Chen et Han, 1988). C'est pourquoi ce critere est plutdt utilisé comme critere de ruine (e.g.
Glemberg et al., 1986).

En gardant également la forme parabolique des méridiens, nous proposons ici un critére modifié
a 4 paramétres avec une fonction du type T = 1(0,0%,...).

Le critere de Willam-Warnke modifié s'écrit :

95) f(c>=r+f<e>(c—-po+5;—<o—po>2)

T

avec p_ (>0) une constante dans le cas de la plasticité parfaite.
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Dans l'espace des contraintes {cl X0, xca} , 1a surface de charge correspondant a la fonction de

charge (95) est un paraboloide dont la section n'est pas circulaire. En effet, tout plan
déviatorique normal 2 la trisectrice coupe la surface suivant des portons d'ellipse entre deux
méridiens successifs (I'un en compression, l'autre en traction) : l'expression analytique de f(0)
est conservée {cf. annexe 1). Ainsi, la condition de convexité du critére impose toujours les
inégalités (73). Le centre du paraboloide, situ€ sur la trisectrice, a ses trois coordonnées €gales a
P, —P.. Le plan orthogonal & la trisectrice passant par ce centre est un plan de syméirie du
paraboloide, qu'il sépare en deux demi-paraboloides égaux. Le critére est alors fermé sur l'axe

hydrostatique. Dans l'espace des contraintes, les points singuliers sont ainsi les points aux trois
coordonnées €gales et valant respectivement p, et p, —2p_, (cf. figure 1-23).

Dans le cas plastique parfait, la constante p, se détermine 2 partir d'un seul résuliat
supplémentaire (par exemple point D ou E sur 1a figure 1-15). En utilisant quatre résultats d'essais,
on peut alors déterminer les quatre constantes (f,, f,.p,.P.) & partir d'un systéme de quatre
équations non linéaires (¢f. annexe 1). Par ailleurs, en raison de la dispersion des résultats
d'essais aux forts confinements, on peut choisir de déterminer les trois parametres (f,, f..p,)
avec les formules explicites (71). D'aprés les essais retenus, la constante p_ est d'environ 5 a 10
o,.

Pour le cas limite ot p_ tend vers linfini, on retrouve le critére de plasticité (70) a trois

parametres.

1-2-5-2. Regle d'écouiement

Considérons une regle d'écoulement associée, telle que g(G)=f(0) :

(
s f® 1 1 of () 99
de? = dr| —+If—=— - —(o- 2D =P )T
[21+ 3 7 (o+p, pn)h»2 (6—-p )C+2p,—p.) 8 3 )

or cr

{96) ! r(der) =dla—g= dkf(e)i(c-!-pc, -p,)
ac P

"90 20
00 90

a6

cr

dyg, = dl\/1+2 af(e)(-z—l—(c~po)(0+2pc, *po))
L \
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fc
r(de?) = E'cr(c-k pm—e)d'yiq >0

o

0

Figure 1-23 : Régle d'écoulement associée du modele Willam-Wamke modifié dans les demi-pians
(T, 0) des méridiens de compression et de traction.

Compte tenu des inégalités (73) et de la positivité de dA, le plan de symétrie passant par le
centre du paraboloide sépare le comportement plastiquement dilatant du comportement
plastiquement contractant :

(97) sgn(tr(d€?))=sgn(c+p_—p,)

Ces relations sont illustrées sur 1a figure 1-23.

1-2-5-3. Extension au cas d'écrouissage

Une amélioration de ce modele consiste a l'étendre au cas de l'écrouissage. Pour cela, on
considére p, comme étant un paramétre d'écrouissage Z=p_, enmainant une évolution du

domaine d'élasticité (figure 1-24).
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o
~

r(d€?) < 0

Trajet de chargement
en compression simple

Trajet de chargement

w(d€™ <0 en compression biaxiale

Figure 1-24 -
Evolution de la surface de charge du critére de Willam-Warnke modifié dans les demi-plans (T,G). Les
surfaces successives situées entre les droites des méridiens f(8) et f(6)/ 2 correspondent 2 un

comportement plastiqguement dilatant. Les surfaces situées entre la trisectrice et la droite du méridien
f(6)/ 2 entrainent un comportement plastiquement contractant.

Pour ce modele de Willam-Warnke modifié avec un écrouissage et une régle d'écoulement
associée (96), dans l'espace des contraintes, tout point de charge qui se trouve sur la surface du
paraboloide située entre la surface d'un cOne défini par les méridiens f(8) (i.e. fonction de
charge (70)) et un cone défini par les méridiens f(0)/2 suit un comportement plastiquement
dilatant (tr(d€”)>0). Les points de charge sur la surface (f(0,p_)=0), ot r(d€¥)=20, sont

situés sur la surface du cone des méridiens f(0)/2. On a ainsi :

(98) V1(6,p,)=0: sgn(rr(de*’>)=sgn(w@(o—m))

En remplacant dans 1'équation précédente T par sa valeur donnée par le critere de plasticité
£(O,p. ) =0, on retrouve les conditions (97) déduites a partir de 1a regle d'écoulement (96).

Fixons les objectifs du développement de ce modele d'écrouissage isotrope. Ce critére de
Willam-Warnke modifié avec un €crouissage isotrope et une régle d'écoulement associée (96) est
destiné a modéliser :
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o le comportement d'écrouissage proprement dit (€crouissage positif) dans le domaine des
pressions hydrostatiques importantes, correspondant & unme augmentanion du domaine
d'élastcité (i.e. p., augmente),

¢ le comportement adoucissant (€crouissage négatif) dans le domaine des faibles pressions
hydrostatiques correspondant & une diminution du domaine d'élasticité (i.e. p_, diminue).

Nous considérons ainsi que le domaine d'élasticité initiale comprend les points de charge

correspondants aux résistances en compression simple, traction simple et compression biaxiale.
Le domaine d'élasticité actuelle dépend de plus du paramétre d'écrouissage z=p_(q) : c'est

encore 2 la variation de volume anélastique = €" qu'on peut associer I'évolution du domaine

d'élasticité.

Par ailleurs, la variation de volume anélastique (r€®) est due d'une part 2 la variation irréversible

du volume de la matrice, et d'autre part a la variation irréversible du volume de l'espace poreux
connecté (c¢f. équation (67)). Cette derniére est quantifiée par la porosité plastique ¢F, qui

s'interprete dans le cas du béton, comme la porosité créée par fissuration. Nous utiliserons donc
®° comme variable contrlant l'évolution du domaine d'¢lasticité, liant ainsi le comportement

écrouissable et adoucissant a I'échelle macroscopique, au développement de la fissuration & une
échelle inférieure. Utilisant 'hnypothese (69) avec la régle d'écoulement (96), on a :

, 1
(99) dq=d¢° = dka(B);—(cwc, -p.)

or

ol d'une fagon alternative :

(100) dy =do® _aoh
op

ou h=h(0,p,,) est le potentiel non associé défini par :
(101) h(G,p.)=PBf(O)(c~p,)Inp,, +p,]

L'augmentation de ¢°, "porosité créée par fissuration”, est associée a une échelle inférieure a un

processus d'ouverture de (micro-) fissures, conduisant 2 [I'échelle macroscopique au
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comportement adoucissant. La valeur du parametre d'écrouissage p. diminue ainsi avec
I'augmentation de ¢ et vice versa. Comme relation liant p_ et ¢°, nous utilisons :

(102) p., =p2 exp[—k(¢® - ¢?)] donc : dp, =-Kp,_ do°
ol X et p. sont des constantes positives.

Supposant que la porosité plastique est la variable d'état thermodynamique & associer avec la
force d'écrouissage {=p_, la relation p, =-dU/9d¢"* permet de déduire 1'énergie bloquée

U(9%) :

(103) U(¢")= -i—p:, exp[—K(¢° —6%)]+ U,

L'équation précédente monure que l'énergie bloquée diminue (augmente) avec l'augmentation
(diminution) de la "porosité créée par fissuration”. Rappelons que l'origine et I'évolution de
l'énergie bloquée sont li€es 2 la structure hétérogéne de la mati¢re a une échelle microscopique
(cf. 1-1-2-§).

Les phases de prise et de durcissement du ciment induisent un état d'auto-contraintes non
uniforme dans le béton : la pate de ciment durcie est en traction (retrait), et les granulats en
compression. A l'interface granulat-matrice, des contraintes de traction équilibrent les contraintes
de compression des granulats, (Acker, 1988) (figure 1-25).

Figure 1-25 :
Etat d'auto-contraintes du a la structure hétérogéne du
matériau composite béton

Interface
en traction

{ Granulats en
3 compression

Matrice
en traction
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Sous sollicitation macroscopigue, il y a apparition de microfissures dans les endroits les plus
sollicités ol les contraintes initiales sont les plus élevées. Dés qu'une microfissure se crée ou se
propage, elle libeére localement des contraintes initiales et les deux levres de la microfissure se
déforment de maniére non-symétrique. La redistribution des contraintes initiales provoque 2
I'échelle des constituants du matériau une variation de la déformation dans les granulats, dans la
matrice et a I'interface granulat-matrice. On peut considérer que les granulats sont indéformables
plastiquement, tandis que la matrice se déforme de fagon imréversible. Ces déformations
irréversibles ne sont en général pas compatibles 2 elies seules. Les déformations élastiques dans
les granulats induites par des forces de conract (élastique) a l'interface granulat-matrice assurent
la compatibilité cinématique du champ de déplacement correspondant aux déformations
irréversibles dans la matrice (¢f. 1-1-2-5). L'évolution de 1'énergie bloquée peut étre associée en
partie aux déformations élastiques résiduelles des granulats (c'est a dire celles qui subsistent
méme apreés décharge complete du systtme 3 l'échelle microscopique), induites par la
redistribution des auto-contraintes pendant les phases d'évolution élastoplastique. En outre, prés
des levres des microfissures, des déformations élastiques assurent la compatibilité du champ de
déplacement comespondant aux déformations irréversibles dues aux frottements. A I'échelle

macroscopique c'est 1a porosité plastique qui rend compte de ces phénomenes : 'augmentation de
of correspond 2 une échelle microscopique 2 une réduction des auto-contraintes et ainsi a une

réduction de 'énergie (élastique) bloquée (par écrouissage). Inversement, la décroissance de ¢°
entraine a l'échelle microscopique une augmentation des auto-contraintes (et donc des
déformations €lastiques résiduelles) et ainsi une augmentation de I'énergie bloquée.

Lors du déchargement, lors que les fissures se referment, le contact des deux lévres d'une fissure
se produit avant la fin du déchargement, avec apparition de frottemenis, de micro-ruptures, de
coincement de particules etc., (Acker, 1988). Les phases de déchargement entrainent ainsi une
dissipation d'énergie en chaleur (frottement), donc également une variation de I'énergie bloguée.
Cette évolution n'est pas prise en compte par notre modele d'écrouissage.

Avec (100) dans (16), 'expression du module d'écrouissage s'écrit ici :

. of dp_ do*
10d) H=— a2
(oD dp,, 9¢" dAr

a l'aide de I'équation (102), on obtient
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HEE
2p.2

o

(105) H=-x B(o-p,) (O +D, —P,)

Le signe de 1'écrouissage est ainsi donné par le signe inverse des relations (97), respectivement
(98) :

(106) sgn(H) = ~sgn{tr(de?)) = —sgn(c+p,, ~p,)

Les relations (106) montrent que l'écrouissage est positif en comportement plastiquement
contractant, qui correspond a une réduction de l'espace poreux connecté. Inversement, il est
négatif quand le matériau suit un comportement plastiquement dilatant, avec alors une
augmentation de la porosité créée par fissuration. Quand il n'y a pas d'évolution de l'espace
poreux connecté, il n'y a pas d'évolution de l'écrouissage. C'est le cas pour tous les points de
charge qui se trouvent sur lintersection du cone du méridien f(8)/2 et du paraboloide en

évolution. H tend vers zéro quand la porosité plasique ¢° prend des valeurs négatives

importantes.

1-2-5-4. Domaine d'application

Le modele de Willam-Warnke modifié avec écrouissage isotrope est introduit comme critére de
plasticité pour modéliser le comportement écrouissable (H>0) et adoucissant (H<0) du béton a
partir d'un domaine d'élasticité initiale qui comprend les points de charge correspondants aux
résistances en compression simple, compression biaxiale et traction simple. Sous cette forme, il
apparait bien adapté pour rendre compte du comportement plastiquement contractant dans les
domaines des pressions hydrostatiques importantes, et du comportement plastiquement dilatant
dans les domaines des faibles pressions hydrostatiques.

Par ailleurs, avec une régle d'écoulement associée, il est difficile de modéliser le comportement
plastiquement contractant dans le domaine des faibles pressions hydrostatiques : étudions les cas
de la compression simple et de la compression biaxiale. Comme on a les invariants :

6=-20,/3 6=-220,./3

en compression simple :{T1=26, /3 en compression biaxiale : {T=2z0,, /3

f(60%)=f, %=1,
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avec Z le rapport entre charge appliquée (en valeur absolue) et les résistances 6, et 6,,, on
déduit de 'équation (98)

3f

» dans le cas de la compression simple : tr(d€’) <0 si z<—z"—p, /0,

243,

31
Z(ﬁ‘ﬁ)pO/ch

o dans le cas de la compression biaxiale : wr(d€?)<0 si z<
Utilisant les résultats d'essais de référence de Kupfer et al. (1969), (¢f. 1-2-2-1 et 1-2-4-1), on
obtient un comportement plastiquermnent contractant {tr(d€®)<0) en compression simple pour
2 <£20%, et en compression biaxiale pour Z <10%, (par rapport a Z < 80% relevé dans les essais,

cf. figure 1-16).

Ainsi, le critere de Willam-Warnke modifié avec une régle d'écoulement associée n'est pas
adapté pour rendre compte de fagon réaliste du comportement plastiquement contractant dans les
domaines des faibles pressions hydrostatiques. Une régle d'écoulement non-associée devrait étre
employée pour rendre compte de ce phénomene (Chen et Han, 1988).

En résumé, notre modele est utilisable pour modéliser :

» le comportement écrouissable dans le domaine des fortes pressions hydrostatiques, ou la
surface est fermée, entrainant une évolution de 1'écrouissage positif. C'est 'avantage du
critere de Willam-Warnke modifié sur les critéres de ruine 4 3 et a 5 parametres;

e le comportement adoucissant dans le domaine des faibles pressions hydrostatiques.

Enfin, dans ce domaine d'application, on satisfait toujours la non-négativité de la dissipation
intrinseque, @ = G:€F +p_¢° 20. Cette dissipation s'écrit, avec les regles d'écoulement (96) et

d'écrouissage (100), sous la forme suivante :

(107) t+foXo+p,.—p NO/p,.+B)20 lorsque : f(G,p_)=0

En remplagant dans l'inégalité T par sa valeur donnée par la fonction de charge (95), on a, pour
f)>0etp,>0:
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(108) o —p,*+2p_(p, +B(O+p,—p,N=20 lorsque : f(G,p,)=0

Dans l'intervalle de variation [po -2p“,pu], la condition (108) est satisfaite si p_, =p, (pour
p=10=p,-2p.)

1-2-6. Récapitulatif de Ia modélisation élastoplastique

Nous présentons ici un rapide récapitulatif de la modélisation élastoplastique proposée ci-dessus.
Le tableau 1-1 présente les criteres, les régles d'écoulements et les regles d'écrouissage utilisés.

La comparaison du domaine d'application de ces deux modeles élastoplastiques adaptés au
béton, montre qu'ils sont complémentaires pour ce gqui concerne la modélisation du
comportement €crouissable et adoucissant dans le domaine des faibles pressions hydrostatiques.

On dispose ainsi de trois modéles (3 parametres, 4 parameires, couplé). La figure 1-26 présente
schématiquement leurs différences vis-a-vis des comportements en compression simple et

traction simple.

Le choix du modele 2 utiliser devra étre appropri€ au probléme que l'on veut traiter.

o Figure 1-26 :

o, & WW3 Tilustration (qualitative) des différents modeles
075G, 7 WW Couplé  proposés en compression simple et en traction
I £ simple.
WWm
. (WW3= Critére de Willam-Warnke a 3

W}’V Eﬂ?édlﬁe paramatres avec crouissage (positif) isotrope,

4 paraméures) WWms= Critére de Willam-Warnke modifié 4 4
0750 parameétres avec écrouissage isotrope et régle
e d'écoulement associée,

WW Couplé

WW Couplé= Couplage de deux criteres)

—_ T_ -G
%WSparamétres l
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Willam-Warnke modifié (4 parametres)
(Parametres f_, f,,P,,P%)

Willam-Warnke a 3 parametres
(Parameues f,, f,,P,)

Critere de = G- A e—p )
Tlasticité f(0,2)="1+f(8)(c-2p,) (0.p) =1+ fO)(G-p, + (0 P
Restrictions o 0<£<43,0<f<J3/2,p,20|* 0<p,<p_
o 0,5f<f52f o 0,5f<f <2
Regle e avec écrouissage : £(0,2) # g(O) s toujours: f(O,p_)=g(0,p.)
d'écoulement s & 9 I
der =an(3-+21) SO
(21 3 d?{ 3 pc, +p. —p)l
s cas plastique parfait : f(O) = g(C)
8) 0f
f(8), of db ) +—(G-p)G+2p -p)aj( )
EP = 1 cr
d &(21 3 " T3%36 0" P.) 2p.. dc
Comportement {e togjours: tr(d€?) =0 o t(de?)<0 si: o+p_-p, <0
l i . .
Pt duement (enraisonde 0S8 < f)) « w(de’)>0 si: o+p_—p,>0
contractant ¢ w(de?)=0 si: o+p, -p,=0
Regle s variable d'écrouissage : X =Yg, e variable d'écrouissage : X = ¢°
d'écrouissage

dy =dy?, =5m(de’) = d\

o force d'écrouissage : {=0p (1-2)

dy =d¢® =P r(deP)
(avec :0, <P<1)

o force d'écrouissage : {=7p,,

Evolution du

{=L,expl~xyl,] don

i — 0
seamions | 2=1-(1-2,)exp[-xy3] P = P oxp| (0" ~07)
Module ' oY )
d'écrouissage H= Kf(G)po(l—Zo)exp[—Ky;] H= -K[T) B(o—-p,) (6+p,—p,)
Signe de « H>0,p,T si:o+p_-p, <0
l'écrouissage e toujours: H20,d(<0,dz20 e H<Op_l siio+p_—p,>0
e« H=0dp_,=0 si: 6+p_,-p, =0
Domaine e faibles pressions hydrostatiques : Z T o faibles pressions hydrostatiques : P 3
dapplication « 2€[0,75; 1,0] * fortes pressions hydrostatiques : p_, T
Résultats * compression simple ® compression sunple
d'essais traction simple e firaction simple
nécessaires »  compression biaxiale s compression biaxiale
.

(par exemple)

essai triaxial

Tableau 1-1 : Récapitulatif de la modélisation élastoplastique
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1-3. EXTENSION : COUPLAGE PLASTICITE - ENDOMMAGEMENT

Dans les modeéles présentés au paragraphe précédent, le béton est considéré comme matériau
élastoplastique; les variables plastiques (déformations permanentes, €crouissage) modélisent sa
fissuration : il n'y a évolution des variables plastiques que lorsque le point de charge est situé sur
la frontiére du domaine d'élasticité; a la décharge €lastique, un point de charge rentre dans le
domaine d'élasticité, et les variables plastiques n'évoluent plus. Clest pourquoi un modele
¢lastoplastique est en général difficile & adapter pour modéliser a I'échelle de la structure des
phénomenes qui se produisent & la décharge-recharge a 1'échelle microscopique (frottement,
micro-ruptures, coincement de particules, fermeture incompléte des fissures etc.). D'un point de
vue pratique, cela signifie en particulier que ce type de modele est mal adapté a 1'étude des
structures soumises 2 des chargements cycliques (cf. 1-1-2-7).

Ce paragraphe est consacré a l'extension du modéle €lastoplastique a un modele élastoplastique
avec endommagement. L'objectif de ce modéle est la prédiction des effets du dommage
(représent€ en terme de déformations permanentes) 4 l'échelle macroscopique des structures,
sous chargements cycliques ou dynamiques.

La complexité des phénomenes physiques mis en jeu lors de décharge-recharge, nous amene &
poser des hypothéses conduisant & construire un modele élastoplastique avec endommagement :
l'effet du dommage sera représenté par la variation des caractéristiques €élastiques, fonction d'une
variable d'endommagement macroscopique observable : la "porosité créée par fissuration"”.
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1-3-1. Effet de dommage a la décharche-recharge et endommagement

Sur une courbe expérimentale du comportement en compression simple d'un béton soumis a des
cycles de charge, on remarque (figure 1-27) .

« au début du déchargement, des valeurs de modules plus €élevées que le module initial. Au
cours de la décharge, la valeur du module diminue progressivement;

+ un boucle d'hystérésis;

¢ on ne revient jamais aprés un cycle décharge-recharge au point de départ de la décharge.

el Figure 1-27 .
AN Courbe uni-axiale de compression simple sous
D g chargement cyclique (d'apres Sinha et al. 1964).

=4
Effet du dommag / Y
sur un cycle L]

décharge-recharge Variation -

des caractéristiques élastiques
(Interprétation en terme d'endommagement)

L'explication physique de ces non-linéarités du comportement mécanique du béton ne cesse
d'avancer (¢f. Acker, 1988). 1l n'est pas possible d'expliquer I'origine de ces phénomeénes sans
descendre a 'échelle du matériau composite, échelle en dega de 1'échelle macroscopique de la
structure, adoptée pour la description continue des €volutions irréversibles. Sans prétendre étre
complet, rappelons quelques explications possibles de ces phénomeénes.

A la décharge, lorsque les fissures se referment, on a apparition de frottements, de micro-
ruptures, de coincement de particules etc. En particulier, dans le cas d'une fissure créée, le
frottement existe dés le début de la refermeture, ce qui peut expliquer la valeur élevée des
modules apparents au début de la décharge; ces frottements peuvent aussi entrainer l'arrachement
de particules qui empéchent ensuite la refermeture totale de la fissure. Cette non-réversibilité des
déplacements (ainsi que le coincement de particules) dans le voisinage immeédiat du front de la
fissure engendre un effet de coin (ou de “"casse-noix™). Ceci produit un dommage, qui peut
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expliquer qu'aprés un cycle décharge-recharge, on ne revient jamais au point de départ (Acker,
1988). De plus, une part du phénomeéne peut étre liée a des mouvements d'eau au voisinage du
front de fissure, ce qui peut expliquer la dépendance du comportement non-linéaire du béton vis-
a-vis de la vitesse de chargement (Rossi, 1986).

Par rapport a ces phénomenes physiques complexes, notre but est le suivant : modéliser I'effer du
dommage sur le comportement non-linéaire, a l'échelle macroscopique de la structure, soumise a
des chargement cycliques et dynamiques a de trés faibles vitesse : tout effet de vitesse sur les lois
de comportement sera négligé.

Comme un modele élastoplastique est difficilement adaptable & un phénomeéne qui se produit & la
décharge-recharge, nous avons choisi un modele €lastoplastique avec endommagement. On
suppose alors que le domumage créé par la refermeture incompléte des fissures peut s'interpréter,
dans une description continue, en terme d'une variation des caractéristiques élastiques du
matériau élastoplastique béton (figure 1-27) : la décharge-recharge est modélisée avec un module
plus faible que le module du matériau vierge.

On considére ainsi

e« la varation des -caractéristiques €lastiques (endommagement) comume moyen de
représentation des effets du dommage observés a I'échelle des structures.

Ces effets de dommage sont a distinguer

o de l'apparition et I'évolution de dommages (i.c. fissuration) : les dommages sont oujours
représentés en terme de déformations permanentes, qui rendront compte i l'échelle
macroscopique des effets de la microfissuration.

L'extension phénoménologique du modele élastoplastique & un modele élastoplastique avec
endommagement est effectué en vue d'une application précise : 1'étude de structures en béton
soumises a des chargements cycliques.



Chapitre 1 83

1-3-2. Variation des caractéristiques élastiques

Supposons ainsi qu'une variation des caractérisuques €lastiques rend compte & l'échelle
macroscopique de l'effet du dommage créé par la refermeture incomplete des fissures.
L'amélioration du modeéle élastoplastique présenté au paragraphe 1-2 consiste alors a faire
dépendre les caractéristiques €lastiques du matériau de l'évolution des variables plastiques
(déformations permanentes, variables d'écrouissage), celles-ci modélisant sa fissuration
(¢f. 1-1-4-4). On ne considére que le cas d'élasticité isotrope du matériau, y compris lorsque les

déformations plastiques sont non nulies.

Comme on l'a noté au paragraphe 1-2-3, la porosité conneciée ¢ a un effet néfaste sur les
propriétés du béton vierge. Les évolutions €lastoplastiques entrainent une variation de l'espace
poreux connecté dont une partie, quantifiée par ¢° (porosité créée par fissuration) est

irréversible. Nous choisissons de modéliser l'effet du dommage en termes de variation des
caractéristiques €lastiques avec $” comme variable d'endommagement :

=K(¢°
(109) K=K(%)
G=G(9")

ol K et G sont respectivernent les modules élastiques de compression et de cisaillement. La
variable d'endommagement ¢° a ici une signification physique : elle quantifie le volume de vides
connectés crées par fissuration. L'augmentation de ¢° correspond a une ouverture de
microfissures, donc & ['apparition et 'évolution du dommage a l'échelle macroscopique. Du fait
de cette signification physique, ¢° a déja €i€ utilisée au paragraphe précédent comme variable
d'écrouissage, et ici - dans l'exiension phénoménologique du modele élastoplastique - ¢° est

également employée comme variable d'endommagement.

Cette variable d'endommagement est mesurable, indépendamment de la variation des
caractéristiques élastiques ol elle intervient : c'est l'avantage sur les modéles d'endommagement
habituels.
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1-3-2-1. Porosité plastique ef endommagement

Rappelons 'hypothése (69),

(69) do° =Pur(dEF) avec: ¢, <P<1

qui lie la variation de volume anélastique total (tr€?) a la variation irréversible du volume de
U'espace poreux connecté. Si l'on suppose que les déformations irréversibles du matériau sont
essentiellement dues & l'augmentation de la porosité connectée (par fissuration), la porosité
plastique doit étre proche de la déformation volumique plastique w€?®, donc le coefficient B est

proche de 1.

De plus, sur des cycles de charge dans un essai de compression simple, au-dessus de 75% de la
résistance on n'observe que de faibles boucles d'hystérésis, et les modules apparents a la
décharge-recharge sont €gaux aux modules initiaux (Chen, 1982). L'effet du dommage & la
décharge-recharge apparait d'une fagon significative pour des niveaux de charge plus importants
(figure 1-28). Cette limite (ou seuil) coincide avec le début du comportement plastiquement
dilatant (tr(d€?) > 0, c¢f figure 1-17b). Cette correspondance est également mise en évidence pour

d'autres conditions de chargement (compression biaxiale, raction). {(Chen, 1982).

On peut ainsi déterminer des fonctions K(¢?) et G(¢"). Mais on notera, que la mesure de la

variable d'endommagement est la mesure d'une variable macroscopique observable, tandis que la
"mesure” de l'endommagement est déja la mesure d'une grandeur issue de l'interprétation de
l'effet du dommage.

o} Figure 1-28 . Comportement uniaxial du béton sous
chargement cyclique (d'apres Karsan et Jirsa, 1969) :
Effet du dommage & partir d'on niveau de chargement &
75% de la résistance.
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1-3-2-2. Fonctions K(¢*) et G(¢7)

Les expériences montrent que par rapport aux valeurs imnales la variation maximale des
modules de compression K apparents a un ordre de grandeur de 30% (dans les essai biaxiaux).
Le début de cette variation coincide avec le début du comportement plastiquement dilatant
(tr(d€®) > 0). Par ailleurs, dans des essais de compression triaxiale, ot tr{d€”) <0, la variation

des caractéristiques élastiques (module de décharge-recharge) n'est pas trés significative (cf.
Chen, 1982). On peut ainsi supposer que la variation de K en fonction de ¢ seffectue entre
deux asymptotes de valeurs K et K, , qui sont respectivement le module de compression initial

et le module de compression ultime (figure 1-29). Nous utilisons :

AK = (K, —K,)(1~exp[-x(@")""])  si:¢? 20

(110) K(¢%)=K_ +AK(¢?) avcc:{
AK =0 si:¢? <0

ol K et n sont des constantes positives.

Sous une forme incrémentale, on a :

K(1+n)(07)"AK do? si¢f 20

(111) dK=
0 si¢P<0

K Figure 1-29 :
Module de compression versus variable
d'endommagement, la porosité plastique.

Do®
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Le module de cisaillement G peut varier de l'ordre de 80% a 90% par rapport sa valeur initiale.
Nous utilisons :

(112) G(¢9*)=G, +AG(¢°) avec : AG = (G, —G,)(1-exp[~x(¢*)"*" ])

ol m est un param@tre positif qui permet de prendre en compte la dissymétrie du comportement
en traction et en compression mise en évidence par exemple par Mazars (1984). Nous utilisons :

m=1 si¢® <0
m=0 si¢*>0

La figure 1-30 présente I'évolution du module de cisaillement (équation (112)) en fonction de i
pour des essais en compression simple et traction simple (avec ¢F =u€P, et €’ issue des

résultats expérimentaux de la figure 1-17b).

G(6*)/ G, Figure 1-30 :
Variation du module de cisaillement

1,00 en compression simple et traction
simple (avec: G, /G, =0,1,
0,80 K = 2500).
€, est la déformation axiale ou
0.60 apparait l'effet d'endommagement
(€, =—0,15% en compression
0,40 simple, et £, = 0,01% en traction
0,20 simple).
0,00 + +

-25,0 -15,0 -5,0 5,0 15,0
o° /€,
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Figure 1-31 .
~ Loi d'évolution de I'endommagement D en fonction de 1a
D= 1__Q distorsion plastique équivalente proposée par Franiziskonis
N Go - et Desai (1987)
D.= 1-=al
u G,

---------------------- D=1-G/G=D(y)
D=D,(1-exp(~KE ")) =D, (1~ exp(-Fy%, "))

avec : d€, =dyg, /2
D, =0875, R=1.502
K=668.0, K=397

> P
Y

On peut comparer cette variation du module de cisaillement en fonction de la variable
d'endommagement ¢° avec celle proposée par Franwziskonis et Desai (1987), ou la variable
d’endommagement est définie par la variation du module de cisaillement D(Y% )= I—G/Go,
avec la distorsion plastique Y comme variable contrblant son évolution (figure 1-31). Pour des

trajets de charge en compression simple, compression biaxiale, on peut établir, par
l'intermédiaire de la définition de la dilatance (45), la liaison entre ce modele et celui proposé
ici, permettant de déterminer les parametres de la fonction (112).

1-3-3. Couplage de la plasticité et de 'endommagement

1-3-3-1. Les composantes

Ayant ainsi défini la variation des caractéristiques €lastiques i la décharge-recharge, le modele
couplant la plasticité et 'endommagement est construit

o Le variables plastiques du matérian (déformations plastiques, variables d'écrouissage), sont
calculées respectivement avec les regles d'écoulements (76), (78), (79), (80), (96), et les
regles d'écrouissage (82) et (99). Elles modélisent la fissuration (c'est a dire, le dommage) a
I'échelle macroscopique de la structure. Avec les critéres de plasticité (70), (74) et (95), la
partie plastique décrit le comportement écrouissable et adoucissant du matériau (évolution
du domaine d'élasticité).
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« La connaissance de l'évolution des variables plastiques permet de calculer la variation des
caractéristiques €lastiques, qui rend compte de l'e¢ffer du dommage dune fagon
phénoménologique. Ici, on n'utilise qu'une seule variable d'endommagement, la porosité
créée par fissuration, et I'élasticité est supposée demeurer isotrope.

Pour ce modéle, le tenseur de contraintes s'écrit :

(113) 0=2(G,+AG)(e~e?)+{K_+AK)m(E—-€F)1

et sous une forme incrémentale :

11 dG =2(G, + AG(¢?))(de - de? ) + (K + AK (")) ir(dE — deP)H1
+2dG(0°,do’ )(e—e?) +dK (¢, doP r(€ —€P)1

ou, & l'aide des relations (111), (112) et 'hypothese (69) :

d0 =20, (de—de?)+K, r(de —de®)1
(115)  +2AG[(de~—de”)+ k(1 +m)(9*)" (e —e)Ptr(de")]
+AK] tr(de — d€P) + k(1 +n)(¢°)" tr(€ — €2 )Pir(de™) |1

En ne retenant que les termes du méme ordre dans 1'équation précédente, on obtient :

y [y

(116) do =2(G, + AG)(de—deP )+ (K, + AK) tr(d€ — de)1

que nous utiliserons par la suite.

Enfin, grice a I'hypothése (51), dans le cas du couplage endommagement - critére de plasticité
de Willam-Warnke & 3 et 4 les restrictions thermodynamiques sont données par les inégalités
(87b) et (107).
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1-3-3-3. Cas d'étude : le cisaillement pur

Dans le modele proposé, on n'a défini qu'une seule variable d'endommagement : la porosité
plastique. Une telle simplification conduit 2 certaines limites, en particulier en ce qui concerne ia
prise en compte des effets du dommage lors de chargements provoquant des cisaillements.

Pour cela, étudions le cas d'une état de contraintes de cisaillement pur, en regardant d'une part la
valeur de la limite d'élasticité obtenue, et d'autre part I'évolution des variables plastiques. Le
tenseur des contraintes dans le repére principal s'écrit :

(117) O =1(u, ®u,))—1t(u,®u,)
ayant comme valeurs propres (6,,6,,0,)=(1,0,~T), et le miplet (53) des invariants :
(118) {(0,t,8)=(0,1.30°)

Utilisant (118) dans les critéres de plasticité de Willam-Warnke 2 respectivement 3 et 4
parameétres (équations (70) et (95)), on a :

f(6)=1-f(30°)p,
119
(1) {f(c,pc,)= - f(30°)p,(1~p, /2p,,)

ou f(30°)est le méridien de cisaillement pour I'angle de Lode 6 = 30°, qui se détermine avec la

formule explicite donnée en Annexe 1. Avec les valeurs de référence issues des essais de Kupfer
et al. (1969), (¢f. 1-2-2-1 et 1-2-4-1), on a, avec f(30°)=0,8652, une limite d'€lasticité égale

dans les deux cas a :

1=0,950, (0,=résistance en traction simple)

Cette valeur est de l'ordre de grandeur de celle de la résistance en cisaillement déterminée
expérimentalement (¢f. Chen, 1982).

Par ailleurs, a l'aide de la régle d'écoulement (96), dans le cas du cisaillement pur avec c=0 et
P, >>p, on a r(d€®) =0, ou encore d¢® =0. Ainsi, le comportement plastique tend vers un

comportement €lastoplastique parfait (H=0) : il n'y a ni évolution du domaine d'élasticité, ni
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évolution de I'endommagement. En cisaillement pur le modele proposé ne rend alors compte ni
du comportement adoucissant, ni de l'effet du dommage.

Ceci est une limite du modéle, en particulier lors d'études de structures de poutres en béton
soumises 4 un chargement de torsion. Cette limite concerne le comportement adoucissant et
I'endommagement, tandis que la détermination de la limite d'élasticité reste correcte.

1-3-4. Récapitulatif du modele élastoplastique avec endommagement

Rappelons ici les hypotheéses de base de lextension phénoménologique du modele
élastoplastique 2 un modeéle élastoplastique avec endommagement.

H1: ledommage du béton est représenté en terme de déformations permanentes, modélisant
la fissuration du matériau (hypothése de base de la modélisation élastoplastique). Le
comportement écrouissable et adoucissant du béton est modélisé par V'évolution du
domaine d'élasticité.

H2: [lefiet du dommage qui apparait 4 la décharge-recharge peut étre représenté par une
variation des caractéristiques €élastiques (endommagement).

H3: [élasticité du matériau demeure isotrope, y compris lorsque les déformations plastiques
sont non nulles.

H4 : La variation des caractéristiques €lastiques peut étre prise en compte par une seule
variable d'endommagement : la porosité plastique. Etant un variable plastique du
matériau, il n'y a évolution de 'endommagement que si un point de charge se trouve a la
frontiere du domaine d'élasticité.

Avec ces hypothéses nous avons construit un modele simple couplant la plasticité avec
I'endommagement pour une application précise : I'étude de structures en béton soumises a des
chargements cycliques, voir dynamiques a trés faibles vitesses.
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La figure 1-32 montre schématiquement l'apport de cettc extension par rapport aux modéles
élastoplastiques présentés au paragraphe 1-2.

s ,WW3
0750, :ﬁ WW Couplé
3
WWm
WW modifié
(4 parameétres)
--0,75 o
WW Couplé

—T G
&W 3 parametres

Figure 1-32 : Ulustration {qualitative) de 1'apport de I'extension phénoménologique du modele élastoplastique 4
un modele élastoplastique avec endommagement en compression simple et en traction simple.

(WW3= Critere de Willam-Warnke & 3 parametres avec écrouissage (positif) isotrope, WWm= Critere de
Willam-Warnke modifi€ a 4 parametres avec écrouissage isotrope et regle d'éconlement associée,
WW Couplé= Couplage des deux crit2res)
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1-4, CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre des modeles €lastoplastiques et leur extension a un modele
¢lastoplastique avec endommagement "adaptés” au béton a I'échelle de description des structures.
A cette échelle, on considére que les variables plastiques du matériau modélisent sa fissuration et
la variation des caractéristiques €lastiques l'effet du dommage di 2 la refermeture incomplete des
fissures. Compte tenu de la complexité des phénomenes physiques mis en jeu dans ce matériau,
nous avons €t amené i poser des approximations parfois assez grossiéres. Dans tous les cas,
nous avons essayé de faire une économie maximum de parametres, en vue de l'applicabilité des
modeles comme aides au concepteur des ouvrages d'art en béton.

Le modele de plasticité considere le comportement écrouissable et adoucissant en terme d'une
augmentation (respectivement d'une diminution) du domaine d'élasticité li€ au comportement
plastiquement contractant, (respectivement au comportement plastiquement dilatant). Le
comportement assouplissant est pris en compte d'une maniére purement phénoménologique par
la variation des caractéristiques €lastiques (endommagement). Nous avons utilis€ la porosité
plastique ¢° dune part comme variable d'écrouissage. d'autre part comme variable
dendommagement, en raison de sa signification physique a l'échelle macroscopique des
structures en béton : c'est la porosité créée par fissuration. Cette variable plastique (variable
d'endommagement) a l'avantage d'étre mesurable, indépendamment de la variation des
caractéristiques élastiques. Par ailleurs, comme il n'y a évolution plastique que si un point de
charge se trouve a la frontiere du domaine d'élasticité, on ne rend pas compte de toute
modification du comportement du béton pendant les décharges-recharges, mise en évidence et
traitée par exemple par La Borderie (1991). Nous n'avons pas cherché a construire de fagon
extrémement précise un modele s'appuyant sur une description fine de la structure
microscopique de la matiére.

Autrement dit, le propos des modeles présentés ici n'est pas de localiser une fissure individuelle
ou de suivre son ouverture, sa propagation et sa refermeture en tant que discontinuité
géométrique, mais de "zoomer' par l'intermédiaire de la modélisation macroscopique du
comportement irréversible du matériau, sur les zones ol apparait & 1'échelle de la structure le
dommage imputable au développement d'une microfissuration existant & une échelle inférieure.

Ce dommage est représent€ en terme de déformations permanentes, et le volume de vides créé
par fissuration est quantifiable dans le volume élémentaire par ¢*dQ.
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Par ailleurs, on rappelle que le comportement adoucissant présente une difficulté inhérente 2 la
modélisation, ce qui limite leur utilisation & des conditions de charge précises. De plus, d'un
point de vue numérique, les résultats obtenus peuvent fortement dépendre de la taille du maillage
€léments finis utilisé. Mais cet effet d'échelle est li€ a tout modele "radoucissant”, qu'il soit de
plasticité, de fissuration ou bien d'endommagement. Une wavail de recherche considérable est
consacré & ce sujet (une synthése des modeles numériques en développement se trouve par
exemple dans de Borst er al., 1993). De plus, cet effet d'échelle ne concerne pas seulement les
résultats, mais €galement les données en terme de caractéristiques mécaniques (résistance en
traction, modules d'élasticité) (c¢f. Rossi et Richer, 1987). Ces effets n'ont pas été traités ici.

Nous disposons de modeles de comportement pour le béton, élastoplastique pour le cas de
chargements monotones, et élastoplastique couplé & de l'endommagement pour le cas de
chargements cycliques. Ces modeles sont écrits sous une forme générale en 3 dimensions. Iis
sont relativement simples, c'est & dire qu'on sait identifier les divers parametres & partir d'essais
standards, et relativement complets car les principaux phénoménes observés lors de chargements
appliqués au béton de structures sont représentés. Leur mise en oeuvre numeérique est présentée
au chapitre 3. Ces modéles vont maintenant étre utilisés dans des éléments finis particuliers
développés pour l'analyse de structures en béton armé soumises a des chargements statiques ou
dynamiques.
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2-0. INTRODUCTION

L'utlisation de matériaux de hautes résistances et la tendance vers une construction optimisée
conduit 2 des structures de plus en plus sensibles vis-a-vis des phénomenes non-linéaires tant
matériels que géométriques. La prise en compte de ces phénomenes dans l'analyse des structures
présente d'une part un intérét certain pour la sécurité des constructions, et d'autre part un intérét

économique.

Pour ce qui concerne la non-linéarité en matériau, nous avons développ€ au chapitre précédent
des modeles macroscopiques du comportement pour le béton, qui permettent pour un état triaxial
de contraintes donné de déterminer l'évolution de variables d'état internes : le tenseur des
déformations plastiques, les variables d'écrouissage et d'endommagement. Dans un logiciel par
¢léments finis on peut utliser ces lois de comportement avec des élément massifs pour l'analyse
bi- et tndimensionnelle des structures en béton (cf. chapitre 3).

Une telle modélisanon par éléments finis nécessite des stockages et des temps de calcul
importants.

C'est pourquot nous proposons dans ce chapitre un outil numérique adapté en général a 'analyse
tridimensionnelle non-linéaire (maténiel, géométrique) des structures constituées de poutres, et

en particulier a 1'étude 3D des structures a poutres en béton armé : ['élément finis powtre
multifibre.
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Ce chapitre est divisé en 4 parties.

Une premiére partie fait rappel aux différentes approches possibles de discrétisation par €léments
finis pour analyser des problémes non-linéaires de poutres en béton armé, ce qui permet de situer
notre approche par rapport a celles existantes.

Une deuxi¢me partie est consacrée a la formulation de I'élément fini poutre multifibre dans le
cadre de 'hypothése des petites perturbations : les non-linéarit€s en maténau seront prise en
compte par des lois de comportement triaxiales, comme celles présentées au chapitre précédent,
au sein d'un élément fini poutre tridimensionnel classique.

La troisieme partie est consacrée aux extensions de la formulation, en intégrant d'une pan les
effets non-linéaires géoméuiques des poutres (grands déplacements, déformation infinitésimale),
et d'autre part l'effet d'une précontrainte. Pour ce qui concerne la prise en compte des non-
linéarités géométriques, on utilise des techniques bien établies : la formulation incrémentale
lagrangienne actualisée avec traitement semi-tangentiel des parametres de rotation. Pour la prise
en compte de l'effet de précontrainte, nous proposons une approche nouvelle qui consiste a
déterminer de maniere explicite le déplacement relatif (glissement) entre un cédble de

précontrainte et le béton qui l'entoure.

Comme résumé et conclusion, nous présentons le domaine d'application de l'outil numérique

Proposé.
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2-1. NIVEAU DE DISCRETISATION DES STRUCTURES POUTRES PAR ELEMENTS
FINIS

L'analyse non-linéaire des structures en béton armé a fortement progressé ces derniéres
décennies grace aux modeles numériques mis 2 la disposition des ingénieurs, parmi lesquels, au
premier rang, on trouve les éléments finis. La puissance des ordinateurs actuels permet la
résolution de problemes non-linéaires en matériau et/ou en géométrie de plus en plus complexes.

On peut imaginer trois niveaux de discrétisation par €élément finis de structures en poutres, (¢f.
Millard et al., 1991) : un niveau global, un niveaun local ou un niveau semi-global de

discrétisation, illustés figure 2-1.

/ \j b.approche locale

<

a. approche globale

¢. approche semi-globale
2D 3D

-couches —

AOMAMNANMNN

Figure 2-1 : Echelles de discrétisation par éléments finis
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2-1-1. Discrétisation globale

L'approche en discrétisation globale {figure 2-1.a) d'une poutre consiste 8 modéliser sur une

représentation unidimensionnelle un solide, la poutre, qui, quoiqu'élancé, est par nature

tridimensionnel. Ceci signifie que 'on rameéne a l'axe de référence de la poutre toute information

tant géométrique que matérielle. Ainsi, dans l'approche globale, on définit le comportement

nél

astique d'une secton courante prise dans son ensemble. D'une maniere générale, la non-

linéarité en matériau est prise en compte par des relations forces-déplacements, qui relient les

actions (moments, effort normal, effort tranchant) aux quantités de déplacement (courbures,

élongations). En particulier, on peut distinguer :

les approches élastoplastiques explicites en forces généralisées (2D, 3D) : le critére de
plasticité d'une secton prise dans son ensemble est donné sous la forme d'une surface de
charge fonction des forces généralisées de la secton (efforts normal, effort tranchant,
moments de flexion et de torsion). La régle d'écoulement décrit de maniere explicite
I'évolution des variables plastiques de la section : courbures plastiques et/ou élongation
plastique de la fibre moyenne (cf. Argyris er al., 1982; Chen, 1981; Cariou. 1988; Shi et
Alturi, 1988; Conci et Ganas, 1990).

les approches €élastoplastiques implicites (2D,3D) : a partir de la donnée d'un critere de
plasticité fonction des contraintes et une hypothése sur la forme du champ de contraintes, on
établit a priori par intégration sur la section l'évolution des forces généralisées en fonction de
paramemes cinématiques et géométriques de la section (¢f. Wunderlich er al., 1986). Les
évolutions des variables plastiques et d'écrouissage ne sont pas données par une regle
d'écoulement et une régle d'écrouissage, mais remplacées par des relations incrémentales
liants forces généralisées et parametres cinématiques (courbures, €élongations).

les approches élastiques non-linéaires globales (2D) : le comportement inélastique de la
section prise dans son ensemble est décrit par des relations forces-déplacements, qui relient
de maniere explicite les actions (moments, efforts) aux quantités de déplacement (courbures,
€longation, distorsion). Les multiples modeles moments-courbures font partie de cette
famille de modélisation (¢f. Saidi, 1982).
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» le concept de macro-€éléments (2D) : le comportement non-linéaire global d'un élément est
exprimé en termes de variables globales identifiées 2 partir d'analyses locales (¢f. Elachachi
er al., 1991; Elachachi, 1992).

Ces approches par discrétisations globales conduisent a des temps de calcul restreints. En
revanche, leur utilisation en 3D se heurte a certains obstacles :

+ L'état de contraintes en un point d'une section droite d'une poutre 3D est widimensionnel :
c'est le cas par exemple sous sollicitation de flexion couplée 2 de la torsion. Une action

(force ou moment) n'est plus seulement li€e 4 un seul déplacement : les relations sont

fortement couplées, ce qui rend tres difficile leur détermination expérimentale.

« De plus, les approches €lastoplastiques en forces généralisées (utilisée pour l'analyse des
structures en acier), s'étendent difficilement au cas des structures en béton armé. Une poutre
en béton armé est constituée de plusieurs matériaux aux lois de comportement différentes
(béton + acier), qui occupent une ou plusieurs positions géométriques au sein d'une section
de forme quelconque. Tout élément en béton armé est un prototype. Le comportement d'une
section dépend de nombreux parametres, et est donc difficile 2 modéliser par l'utilisation
d'une approche globale.

Cependant, en ce qui concerne le traitement numérique des non-linéarités en géomérrie (grands
déplacements, rotations finies), la représentation géoméwique simple des poutres (axe de
référence, section) permet d'établir des procédures numériques tres efficaces (¢f. Bathe er
Bolourchi, 1979; Argyris, 1982; Yang et McGuire, 1986*°; Wunderlich et al., 1986; Cardona et
Geradin, 1988; Cariou, 1988; Conci, 1992*°).

2-1-2. Discrétisation locale

Ici, on entend par discrétisation locale par éléments finis, la modélisation d'un solide discrétisée
dans l'espace (figure 2-1.b). Ainsi, a cette échelle locale, le béton est modélisé par des éléments
massifs 2D ou 3D et l'acier par des éléments de barres ou des éléments massifs. Les lois de
comportement utilisée a cette échelle de modélisation par éléments finis pour le béton ont été
présentées au chapitre 1.
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Cette modélisation permet d'obtenir des informations locales concernant ['état de plastification,
de détérioration et d'endommagement de la structure. Cependant, cette modélisation nécessite
des stockages et des temps de calcul 1mportants. De plus, le couplage avec les non-linéarités en
géométrie (grands déplacement, grandes déformations) rend l'application numérique trés
difficile.

2-1-3. Discrétisation semi-globale

A une échelle de discrétisation intermédiaire (figure 2-1.c), se trouvent les €léments type
multicouches pour modéliser des problémes non-linéaires de poutres planes. Les premiers
éléments datent de la fin des années 60, (cf. Armen er al., 1968; Sena, 1969; Rajasekaran et
Murray, 1973; Aktan et al., 1974; Epstein et al., 1978; Bergan er Holand, 1979). lls ont connu
une nouvelle renaissance ces derniéres années, en particulier en ce qui concerne leur utilisation
pour l'analyse non-linéaire des structures en béton armé sous chargement cyclique (¢f. Lamirault
er Al Sulayfani, 1987, La Borderie et al., 1990;...) et dynamique ( en particulier : sismique) (cf.
Zeris et Mahin, 1991*°: Ulm er Clément, 1991, Mazars et al., 1992; Ulm er al., 1993; ..). La

section droite d'un élément de poutre est découpée en zones. La translation de ces zones

parallelement a I'axe de l'élément forme des couches (figure 2-2).

Figure 2-2 : Modélisation semi-globaie des poutres planes par élément poutre multi-couche
(de 1a families des éléments CESAR-LCPC)
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Ce niveau de discrétisation intermédiaire situé entre I'approche globale et locale permet encore
de modéliser le solide tridimensionnel original en élément de poutre. Le champ de déplacements
est décrit par les quantités en déplacements et rotations d'un élément de poutre classique, tandis
que toute information concernant le comportement matériel est traitée a un niveau local : les
couches (figure 2-2). 1'état des contraintes est déterminé en utilisant des variables d'état locales
(déformations permanentes, endommagement,...). Les lois de comportement utilisées au niveau
de couches, ne différent pas a priori des lois de comportement utilisées dans les approches
locales. Dans le cas d'un probléme non-linéaire en géométrie, toutes les procédures numériques
érablies pour des éléments de pourres classiques peuvent €ire utilisées.

On constate ainsi deux €chelles de discrétisation : une échelle locale, ol - sous 'hypothese des
petites déformations- on ne traite que les non-linéarités en matériau; et une échelle globale, ou
on peut traiter les non-linéarités en géoméme. Cest pourquoi cette approche est qualifiée de
semi-globale. Ces deux échelles nécessitent deux hypotheses, a la base de la formulation :

» 2 l'échelle locale : une hypothese concernant le champ des contraintes. Dans les approches
2D mulucouches, on suppose un champ de contraintes uniaxial (G =0, e, ®¢ ).

» aléchelle globale : une hypothése cinématiques des poutres. Une section initialement plane
et orthogonale a la fibre moyenne le reste aprés déformation (Navier-Bernoulli).

Cette approche intégre les avantages de deux approches de modélisation globale et locale : temps
de calcul restreint et lois de comportement locales appropriées.

Dans ce chapitre. elle est entendue au cas tridimensionnel.
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2-2, ELEMENT POUTRE MULTIFIBRE

Nous proposons ici une modélisation des poutres tridimensionnelles par €lément fini poutre
multifibre, issu de l'extension de la modélisation multicouche des poutres bidimensionnelles
(figure 2-2) au cas tridimensionnel. Au sens de la terminologie du paragraphe 2-1, I'approche de
discrétisation est semi-globale. La motivation est la suivante : développer un outl] numérique
efficace, qui permet d'effectuer des calculs non-linéaires tridimensionnels de structures
completes en béton armé, sous chargements statiques et dynamiques, avec des temps de calcul
raisonnables.

Comme on !'a noté, le chargement peut provoquer un état des contraintes qui n'est plus uniaxial
(par exemple cas de la torsion). Ceci nécessite un traitement des non-linéarités en matériau par
des lois de comportement triaxiales. La formulation proposée permet d'utiliser ces lois des

comportement au sein d'un élément poutre ridimensionnelle classique.

Le but de ce paragraphe est la mise en €quation de la modélisation poutre multifibre dans le
cadre de I'hypothése des petites perturbations. Nous présentons la formulation vanationnelle, qui
conduit & la détermination du vecteur des efforts intérieurs et celle de la matrice de rigidité. Un

rapide récapitulatif de la formuladon proposée terminera ce paragraphe.
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2-2-1. Quelques notations et définitions

Afin d'alléger la formulation, nous présentons tout d'abords 1'élément dans le cadre de
I'hypothése des petites perturbations. Comme cet €lément est un élément de poutre il est
également utile de rappeler quelques notations spécifiques de la théorie des poutres.

2-2-1-1. Hypothese des petites perturbations
L'hypothése des petites perturbations correspond ici aux hypotheéses suivantes :

e H1 : hypothése des transformations infinitésimales. Notons X le vecteur de position d'un
point matériel dans le solide, et & le vecteur de déplacement, on suppose donc :

(1) VX |Gradg]<<1

Cette hypothese implique celle des déformations tnfinitésimales.

« H2 : hypothese des petits déplacements & du solide par rapport & une longueur
caractérisuque ¢_ du probléme (dimension de la structure, longueur d'onde du chargement

etc.).

2-2-1-2. Efforts intérieurs de poutres tridimensionnelles

Une poutre a une géométrie simple : elle est constituée d'un axe de référence et d'une section
droite. Soit ¢ un point matériel dans la section et P sa projection orthogonale sur l'axe de

référence, la géométrie du solide tridimensionnel est entierement décrite par la position de P sur
l'axe de référence et par des vecteurs des positions PQ de composantes (0,x,,x,) et vecteurs de

bases e.(i=1,3) en P.

Figure 2-3 : Géoméwie d'une poutre
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Notons G = 6(Q) le tenseur de contraintes en Q. Les forces généralisées en P sont les efforts 11

et moments 7, définis par (Salencon, 1988) :
2 WP)=[c.eda e  M(P)=[POA(C.€)da
a 2

oll da est la facette infinitésimale orientée par e,. Chacune des composantes 1l et Tl peut se
décomposer en efforts généralisés hors et dans le plan de section droite normale 2 e, :

(3)  T(P)=Ne,+V et  TM(P)=Me, +M

ou N est l'effort normal, V l'effort tranchant, M, le moment de torsion et M le moment
fléchissant en P. Dans le repére orthonormé (P, e,,e,,€,), ils sont définis par :

N =[o,, da
a

V = J'(ez O,.+e,0,)da=V,e, +V,e,
a

4) 9
M, ZJ.(XZ Oj3—X,0p)da
a

M =[(x,e,-x,€)0, da=M,e, + M,e,
a

{

Ces composantes sont définies sur la configuration actuelle déformée (figure 24). Avec
I'hypothese des petits déplacements (H2), on confond coordonnées actuelles et initiales, et les
efforts généralisés sont, par I'équation (4), définis sur la configuration initiale connue.
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Figure 24 :
Représentation des efforts intéricurs généralisé€s d'une
poutre.

2-2.2. Présentation de I'élément poutre multifibre

Dans une modélisation par éléments finis d'un poutre homogeéne €élastique, en raison de la
simplicité de sa géométrie , la discrétisation est constituée de la discrétisation de l'axe de
référence et de quelques parametres de la section. Une section de poutre en béton armé est
composée de plusieurs matériaux, aux lois de comportement différentes, qui occupent une ou
plusieurs positions géométriques au sein d'une section de forme quelconque. Une “adaptation” de
la discrétisation consiste alors découper la section en zones, qui, quant a elles, restent définies
par rapport a l'axe de référence. Leurs translations sur la longueur de I'élément forme des fibres.
Ceest I'élément poutre multifibre que nous présentons par la suite.

2-2-2-1. Approche semi-globale appliquée au poutres tridimensionnelles

L'élément développé, représenté figure 2-5, est constitué de n fibres, de dimensions quelconques,
repérées par leur vecteur de position PQ de composantes (0,x,,,x,, ) dans le repere local de

I'élément de vecteur de base e, (i=1,3). Q est ici le centre de gravité de la fibre £ (k=1,n) et

P sa projecuon sur l'axe de référence de I'élément.

La comparaison des figures 2-2 et 2-5 met en évidence que 1'élément proposé est issu de
I'extension de l'approche multi-couche au cas tridimensionnel. Cette fois, en un point de la
section, 1'état des contraintes n'est plus uniaxial.



108 Calculs sratiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

Figure 2-5 : Elément fini poutre mulifibre

L'application de I'approche semi-globale consiste & définir :

a l'échelle globale, un élément de poutre tridimensionnelle classique. L'élément le plus
simple, & deux noeuds, et 6 dégrées de liberté par noeud (3 parametres de translation, 3
parametre de rotation) a été choisi.

a l'échelle locale, des fibres, ou sont maitées les non-linéarités matérielles, avec des lois de
comportement riaxiales. En particulier, nous utiliserons pour le béion les lois
élastoplastiques avec €crouissage et endommagement présentées au chapitre 1. Pour l'acier,
une loi de comportement €lastoplastique avec écrouissage et une surface de charge de Von-
Mises sont utilisées.

Les hypotheéses cinématiques de la théorie des pouwmes permettent le passage des fibres a
I'€lément.
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2-2-2-2. Rappel des hypotheses de déformation des poutres

Nous appliquons donc :

» H3 : I'hypothése de Navier-Bemoulli. La planéité des sections droites et leur normalité aux
fibres sont conservées dans la déformation de la poutre considérée.

e H4 : torsion de Saint-Venant.

Ces deux hypotheses sont posées quel que soit le comportement des matériaux constituant la
section.

2-2-2-3. Vecteur de déplacement de la fibre k

L'hypotheése H3 porte sur le champ de déplacement d'un point quelconque de la section. Avec
I'hnypothése H2 (petites déplacements), pour la fibre &, on écrit :

(5 & =8@) =5+, AP0

ou & et @, sont respectivemnent les vecteurs de déplacement et de rotation en P autours de I'axe

de I'élément. La normalité des fibres 2 la section permet de lier ces deux vecteurs par (Salengon,
1988) :

©® o Ae1=d§°—el(dg".e,) ou: e,,«\dg"=u)l:=(ou~cole1
dx X,

avec w,e, et w, les vecteurs de la rotation d'omentation hors et dans le plan de la section.

L'utilisation de (6) dans (5) conduit a :

(7 &, =EOD)=E, —(—?—;"—.PQLE +w,e, A PQ
\ 0%, )

Dans I'équation précédente, l'axe de torsion est supposé coincider avec 1'axe de référence. Pour
des applications aux sections ouvertes, ces deux axes ne sont pas confondus, (figure 2-6). Notons
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T le centre de torsion dans la section, défini par le vecteur de position PT de composantes
(0, x,,,x,). On suppose que :

e H5 : les deux axes de référence ont les mémes vecteurs de base e;,i=13 le long de
I'élément, et leur position l'un par rapport a l'autre reste fixe quel que soit 1'état physique
(plastification, endommagement,...) de la section.

Il convient de signaler, que I'hypothése H5, qui conduit a séparer I'aspect géométrique de l'aspect
rhéologique pour le traitement de la torsion, n'est pas toujours adaptée. Cette limite est mise en
évidence et le probléme de la torsion est traité par exemple par Leung et Schnobrich (1987),
Fouré er Hannachi (1992) ou Cocchi et Cappelio (1993).

En outwe, dans I'équation (7) une rotation ®, autour de l'axe de référence n'entraine que des
déplacements dans le plan de la secdon normale 2 e,. L'effet d'une rotation infinitésimale sur le

déplacement dans la direction ¢,, est pris en compte dans la réécriture de I'équation (7) sous la
forme (cf. Viassov, 1962) :

d do' o
8) E =EQ)=E. —(&.PQ +&q>(x2,x3))el +o'e, A(PQ-PT)
dx! dxl y

avec &, de composantes (EP,ES,Ei) ol les indices p et r indiquent si la quantité en

déplacement ou en rotation se référe au point P de l'axe de référence ou au point T sur l'axe de
torsion (figure 2-6).

Axe de éférence
(P ’el ’ez ’ea )

Axe de torsion

t(’I‘ £, €8, )
2

Figure 2-6 : Composantes du vecteur de déplacement
dans le cas ou l'axe de torsion ne coincide pas avec I'axe de référence de la poutre
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Pour la discrétisation spatiale, on utilise les fonctons d'interpolations linéaires pour les
composantes hors du plan de la section (&F,®,), et cubiques pour les composantes dans le plan
de la section (&},&}). Elles sont présentées en annexe 2. Ceci conduit au niveau global & un

élément classique a deux noeuds, qui comporte 6 degrés de liberté par noeud, avec le vecteur de
paramétres de déplacement et de rotation (figure 2-5)

@  {g}="{en e 8 0008 i=AB

2-2-2-4, Tenseur de déformations linéarisé
Le tenseur de déformations linéarisé
(10) 2€& = (gradf + ‘'gradf)

qui se dérive a partir du vecteur de déplacement (8), n'a que trois composantes :

dgf (d’E,
En"&'}i'“(dxz PQ"" dxf (P(xz’ 3))
do){ dp
11 2g, =—L| — =X, +X,,
D128 dx](axz ’ 3)
do; { 0
< xsza'x'!"(’é;%*'xz xz;}

On notera que sans hypothése supplémentaire, méme dans le cas d'un comportement isotrope, les
composantes G,, et 0,, du tenseur des contraintes peuvent étre non nulles.

Pour le cas d'un matériau élastique isotrope, on a

_ _ Y
Oy =04 = T—v On

et pour le cas d'un matériau élastoplastique isotrope :



112 Calculs statiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

\4 E
G, = G, - (e" +vs§1)
22 1-v 11 1_\’2 p3 3
v E 3
Oy = o, ~ —{veb, +¢€5,)
33 1"'\’ 1 1"‘\""( 22 a3

avec E le module d'Young et v le coefficient de Poisson. Ces composantes transversales peuvent
prendre des valeurs importantes.

Posons ainsi une hypothése supplémentaire sur le champ de contraintes :

« H6: le tenseur des contraintes n'a que des trois composantes (G,,,0,;,0,;), donc :
(12) O=0,,¢e,®¢ +0,,(e, e, +e,®¢e,)+0,(e, ®e,+e,¢e))

L'hypothése (12) conduit & un tenseur de déformations comportant des composantes
transversales £,, et €j, (effets de Poisson). Ces deux composantes ne dérivent pas du champ

de déplacement classique de poutre (8). Dans le cas d'un matériau élastique isotrope, on a :

de,, =de,; =—vdeg,,

et dans le cas d'un matériau €lastoplastique isotrope :
de,, —de}, = de,, —del; = —v{de,, —de},)
Les composantes (def,.de},, del, ) se calculent a partir d'une regle d'écoulement.

L'hypothese H6 est ici nécessaire, en vue de l'utilisation de lois de comportement triaxiales.
Poser cette hypothése n'est pas toujours justifié, en particulier dans le cas de poteaux en béton
armé soumus a des chargements cycliques ou dynamiques (cf. Madas et Elnashai, 1992). Ce sont
les armatures transversales (cadres) qui - si elies sont activées - entrainent un confinement de la
section (c'est a dire des composantes G,, €t Oy, non nulles), (figure 2-7). Cet effet de confinement

au sein de la formulation poutre multifibre a été€ étudié par Fliedner (1993).
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Armature Figure 2-7
\ Eflfets de confinement Ilustration de l'effer de confinememt dans une
| section rectangulaire en béton armé,
5 L (d'aprés Madas et Elnashai, 1992)

/

\

z Y

;

/ \

Cadre  Zone non-confinée

Enfin, du fait de son interpolation linéaire, la rotation @, ne provoque pas des déformations €,
et donc pas de contraintes axiales. Avec une interpolation de ®, d'ordre supérieur, on pourrait
étendre la formulation pour traiter le probléme de la torsion génée (¢f. Wunderlich er al., 1986;
Yang et McGuire, 1986™; Conci, 1992*°; Pasquino et Marorti, 1992; Durta er White, 1992).

2-2-2-5. Rigidité a la torsion

La fonction @(x,,x,) dans (8) rend compte de 'effet d'une rotation infinitésimale autour de 1'axe

de torsion sur le déplacement longitudinal. Pour préciser cet effet, étudions le cas de la torsion
pure, ol I'état de contraintes correspond 2 celui du cisaillement pur éudié au paragraphe 1-3-3-3.
Au point  de la section le tenseur des contraintes dans la base e,,e,,e, de la poutre s'écrit :

(14) O=0,(e ®e,+e,0€)+0,(e, ®e, +¢;Q¢,)

et le vecteur-contrainte en Q :

(15) T=0.e,=0,.¢,+0,;.¢,

L'équation précédente et le vecteur de cission (Salengon, 1988) suivant

(16) T=T(e,)
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définissent un champ de vecteurs sur la section droite. Les lignes enveloppes de ce champ de
vecteurs sont appelées lignes de cisaillement. Ce sont des lignes de niveau de valeurs :

(17) t=.iss=J0, +0,’

En chaque point Q, définissons une base orthonormée (e,,€_.,e,.) ou le vecteur e_ est colinéaire
au vecteur de cission T et de méme sens que lui, et €, est normal 2 e_, dans le plan de ia section

de normale e, (figure 2-8).

Dans le cas d'un comportement €lastique et en supposant que 1'axe de torsion coincide avec l'axe
de référence (i.e. x,, = x,, =0), on a en utilisant (11) :

2 2
Ize =2Ge, do, |[ do 00
]8 N d cT= G_L —— $f i
(18) |\, =2Ge,, onc ax. (axz X, ax. X,

Dans le cas d'une section circulaire, d@/dx, =0¢/dx, =0, et les lignes de cisaillement
(t=const) sont des cercles concentriques. Le vecteur T est normal au rayon vecteur I' de
norme T = +/x,’ +X,’ (figure 2-8a). La fonction @(x,,x,) de (18) rend compte de la forme des
lignes de cisaillement dans le cas d'une section quelconque (figure 2-8b), constitu€e d'un matériau
€lastique isotrope. Dans le domaine élastique, la fonction 9(x,,x,) pour une section quelconque
est difficile a déterminer (¢f. Malkwitz, 1970; Ditthardr, 1972). Dans le cas ou la section est
composée de plusieurs matériaux aux lois de comportement différentes, la fonction ¢ ne peut

pas a priori €ue déterminée, car les directions des contraintes T sont inconnues et dépendent de
I'érat physique de la section (plastification, endommagement). La fonction ¢ doit alors dépendre
de parametre rhéologique ¥, cest a dire ¢ =@, X,,X;) (J. Hsu er Mo, 1985; May ei Al-
Shaarbaf, 1989; Billinghurst et al., 1992,

Cette dépendance de la fonction ¢ vis-a-vis 1'état physique de la section est difficile a intégrer

dans la formulation proposée ici, ol les aspects géométriques et rhéologiques sont supposés
découplés.
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a. Lignes de cisaillement d'une section circulaire
(cercles concentriques).

b. Lignes de cisaillement élastique d’une section
quelcongue.,

Lignes de cisaillement
(élastique)

¢. Illustration du parametre A de correction de la
torsion élastique dans le cas d'une section
T(A) T(r) quelconque.

(approch€) ("concentrique”)
v Y

P

('réel”) ~ h
s

Figure 2-8 : Lignes de cisaillement dans la section (torsion pure élastique)
(d'aprés Salencon, 1988)
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Pour ¢ = ¢(x,,x,) nous utilisons l'approximation suivante (Salengon, 1988) :
(19) ©=Ax,X, (A : parametre)

Utilisant (19) dans (18),ona:

do,

(20) =G JA+D X2 +(A-1)x,?

1

Le parametre A peut étre considéré comme un parametre de correction de la direction du vecteur
T par rapport au parametrage concentrique (A=0, T=T(r)), figure 2-8c.

On déduit 'expression du moment de torsion élastique des relations (4), (11), (18), (19) :

Q1 M, = %X“_’L[(A - 1)2!Gx32da +(A+1)? j foda]

1

La recherche du minimum de I'énergie élastique du moment de torsion M,, conduit a :

5 JrG(x32 -x,%)da

22y —
()aA

[(A—i)2j6x32d3+(A +1)2J'Gx22da}=0 = A= JGr2 =

Sous cette forme (22), dérivée a partir de considérations énergétiques élastiques, le parametre A
n'est valable - au smicto senso - que dans le domaine élastique, pour lequel il n'est qu'une
approximaton de ia direction exacte du vecteur T d'une section quelconque. On considére ici
que A est une caractéristique géométrique de la section, méme hors des hypothéses de
I'élastcité.

En utilisant (22) dans (21) pour une section €lastique isotrope, on obtient la formule approchée
(majoration) de la rigidité 2 la torsion pure des tiges a section pleine comme celle proposée et
discutée dans plusieurs ouvrages traitant le probiéme de la torsion €élastique (¢f. Viassov, 1962) :
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M, = (3-«]-‘19)l avec J<
dx

1

41,
L +1,

ou I, et I, désignent les moments d'inertie principaux de la section, définis par I, = ! x,da et

= [x,da.

Il convient d'insister sur le fait, que supposer A indépendant de I'état physique de la section
conduit, lorsqu’une partie de la section n'est plus élastque, a surestimer la rigidité de la section a
la torsion. C'est donc une limite de l'approche multifibre proposée.

2-2-3. Mise en équation du probléme

2-2-3-1. Formulation faible de I'équation d'équilibre mécanique

Dans le cadre de I'hypothese de petites perturbations, 1'équilibre mécanique du systeme de
volume £ s'écrit :

(23) divo+p (F-7)=0 dansQ

avec p F et p Y les densités de forces volumique et d'inertie. Les conditions aux limites en

forces et en déplacements s'écrivent :

o,n, =T’ suroQ

E =E° sur o€,

H H

(24)

avec 0Q_, et anﬂ les partie de la surface d€2 relatives aux quantités en force et en déplacement.

Soit U un champ de vecteur quelconque. En multipliant (23) par U puis en intégrant par parties
le résultat sur 2, et en tenant compte de la symétrie de O, on obtient la formulation faible de
I'équation de champ (23) :

25 vQ, VU —jao;adszmjﬂpoy.ﬁdmjnpor’.ﬁdn+jm(cs.n).ﬁda=o
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ou d= %(gradlﬁHl gradﬁ). Sous une forme condensée, on écrit :
26 v, vU p_O)+p O)+p, 0)=0
ou les indices inr=intérieure, i=inertie et exr=extérieure {volumique et surfacique).

L'équation (25) n'est qu'une dualisation de l'€quation (23), mais elle affaiblit les propriétés de
régularité du champ de contrainte O . En satisfaisant I'éguation (25), on vérifie simultanément

» I'équation d'équilibre,
e les conditions aux limites,

» les lois de comportement.

Le choix de I'inconnue principale se porte ici naturellement sur le champ de déplacement §. On
pose ainsi comme probléme de trouver un champ de déplacement & tel que pour tout champ U,
I'équation (25) soit satisfaite, avec & et U appartenant a un espace vectoriel de dimension
infinie. L'utilisation pour l'application numérique de la méthode des €éléments finis revient a
ramener ce probléme 4 un probléme discret ot les champs & et U sont éléments d'un espace

vectoriel de dimension finie. Notant {f}} I'ensemble de parametres nodaux discrétisant le champ

U, 'équation (26) s'écrit :
@n vt} e {0})+e{0])+e.ul{0])=0

En général, la nature non-linéaire des lois de comportement empéche une résolution directe de
I'équation (26). Le probleme est discrétisé en temps (processus incrémental), et sa résolution
devra s'effectuer par 1t€rations successives a l'intérieur du méme pas de temps (ou incrément)

suivant une méthode itérative. II en existe de variédes.

Pour I'application avec 'élément multifibre nous utilisons une méthode tangente. Considérons
une esimaton §__ de la solution de I'équation (26) & I'itération m au pas de temps n, telle que :

(28) g{n.m'fJ:peunm*-p\n‘m+60inlnm
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ou R est appelée application résidu. La nullit¢ de R représente le critdre de vérification de
I'équation (26), c'est & dire le respect de l'équilibre global entre efforts intérieurs, d'inertie et
extérieurs appliqués au systéme étudi€, et sa compatibilité avec la loi de comportement. Si, pour
un incrément n de charge appliquée, R = 0 aprés une €valuation E_,m de la solution, il convient

d'effectuer une seconde évaluation §_ _, =& +AE_  en tenant compte du nouvel éat de

m+]

contraintes et de déformations. Utiliser une méthode tangente consiste a considérer :

(29) 9{n,m-ivl = 9zn,m + aga{ég) ‘ Agmﬂ +...

o AR _ = BER(&)

m+] ag

rigidité€ tangente. On note que dans le cadre de 'hypothése des petites perturbations, ce ne sont
que les efforts intérieurs qui varient en fonction de };

est 'opérateur de passage entre deux itérations m et m+1 : c'est la matrice de

Les aspects algorithmiques concernants la discrétisation en temps et les processus itératifs seront
traités au chapiwe 3. Ici, on montre la mise en €quation matricielle du probléme pour I'élément
multifibre.

2-2.3-2. Vecteurs d'efforts intérieurs

-~

Pour la poutre, soit U un champ vectoriel composé de deux champs vectoriels f)u et f).o,
définissant les mouvements réels du systéme élémentaire : U, de composantes (U?,U%,U)
caractérise 'évolution de la position du point P sur l'axe de référence, et flo de composantes
(Q;,flz,ﬁg I'évolution de l'orientation de la section (Salencon, 1988). Supposons de plus que le

systeme €lémentaire suit un mouvement de Navier-Bernoulli : les deux champs vectoriels sont
1iés de maniere analogue aux équations (5)-(8). L'utlisation de ce champ vectoriel U dans (25)
et l'applicaton de la définition (4) des efforts généralisés conduisent a réécrire la premiére
intégrale volumique de (25) sous une forme linéique des efforts intérieurs :

d”xl dxl ?

1

- - ~ TP Ayt 295 A
(30) @m(Uo,Qn)z—jnG:ddQ=-L N +M1§-Q—1+M.[e! Aime)dx,
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avec { la longueur du systéme élémentaire. On remarque dans cette formule que l'effort
tranchant V n'intervient pas (mouvement de Navier-Bernoulli).

Utilisant la discrétisation spatiale de la paragraphe 2-2-2-3, on écrit sous une forme discrétisée :
(3 1) ‘Oi_m = {ﬁ}{FmL}

ol {ﬁ} sont des parametres nodaux de U discrétisé et {Fim} le vecteur des forces nodales de
I'élément :

32 {E,J,={N0, Vi, Vi, M), M3, M2} i=AB

e
qui se déduit de I'équation (30) :

(33) {me} = Z{sz(o)}t = z J ![B]k {G}k a, dx,

k=i, k= 4
in in L

Le vecteur {o}, regroupe les trois composantes (0,,,0,,,0,,) du tenseur de conwaintes
(hypothése H6) au points d'intégration de la fibre k de section a, (de normale e,) et longueur £.
Dans (33), [B], est la matrice [3,12] des dérivées des fonctions d'interpolation de 1'€lément, liant

le vecteur des déplacements nodaux (9) de I'élément aux composantes (11) du tenseur des

déformations locales au niveau de fibres :
(34) {E}z =[B]g {E.»} ou : {de}t=l{d2”,2d£,2,2d£13}k

[B], est donnée en annexe 2.
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2-2-3-3. Matrice de rigidité tangente

Utilisant (28) dans le cadre de I'hypothese des petites perturbations (H1) pour un élément poutre
tridimensionnelle, on obtient, & partir de I'équation (30) :

~ TP Ayt 2
(35 aR0=[ «-m‘g—l-m‘ %i—z’—-AM.(e, A ‘;XU; )) dx,

! !

ol l'opérateur A note une variation par rapport 2 §. On a :

AN = Ac,, da
(36) {AM, = L(Ao,z((A ~1)X,; + Xy )+ AC 5 (A +1)X, — x,,))da

AM =J'Ac5”(x3e2 - x,e;)da

Les incréments de contraintes (AG,,,AG,,,AC,) sont liés aux incréments de déformations
(Ag,,2Ag,,2A€,,) par l'intermédiaire des lois de comportement.

Dans le cas d'un matériau €lastoplastique on utilise :

Ak
37) {ac}=[C*]{ae} avec: C“’=C.,—( °'acg5)(acfs'c°)

of og
H+—:C ==
+ac ° d0

C% est le tenseur de comportement élastoplastique, et [C“’] sa représentation matricielle, avec

la prise en compte de I'hypotheése H6. f est 12 fonction de charge, g le potentel plastique, et H le
module d'écrouissage. [C“‘] peut ére également obtenue (pour H # 0) a partir de (¢f. Meszat,

1993) :

(38) de= [C.? + 98 ——]zdc =C%":do

1 og of
H oG 00

Cette relation conduit a :
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1/E 1 gnfn gnfn gnfn
-1
(39) [Cﬁp] = 1/G +f_l‘ gof/2 8f12/2 gifis/2
1/G gufn/2 gnfn/2 gnf/2
avec 2G = v et () =0d()/do.

Dans le cas dun matériau qui suit une loi de comportement élastoplastique avec
endommagement, comme celle présentée au chapitre 1, les caractéristiques élastiques dépendent

de plus de la variable d'endommagement.

Enfin, dans le cas élastique, la matrice de comportement est :

(40) [C,]=diag[E.G,G]

liant ainsi chacune des composantes de AG d'une fagon unidimensionnelle aux composantes de
A€. Cest ne pas le cas quand il s'agit d'un matériau élastoplastique (sans ou avec

endommagement).

A partir des relations (35)-(36), on obuent la matrice de rigidité tangente pour I'éiément poutre
multifibre sous la forme :

@b K™= Y[REN[" =Y [1B],[c7][B],ax,

kmln k=ln Lk

ou [K(C“’ )]Zm‘ est la matrice de rigidité tangente de la fibre k.

2-2-3-4. Equations d'équilibre incrémentales

Utlisant (33) et (41) dans (29), 'équation d'équilibre incrémentale matricielle pour un élément
poutre mulafibre s'écrit dans le cas statique :

@2 Y[kenH{ag}={E.}- Y {E. )},

k=f.n k=ln
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ol { A&} est le vecteur d'accroissement des parametres nodaux a l'itération m.

Dans le cas dynamique, en utilisant pour le vecteur d'accélération :

9 .
(43) v=—5§+n =E+Y,

avec v, le vecteur d'accélération due & un mouvement de corps rigide de la structure (cas d'un
séisme), 1'équation d'équilibre incrémentale matricielle pour 1'élément poutre multifibre s'écrit,
en négligeant l'effet d'amortissement visqueux :

@y [MIE}+ SIREm]™ {8} = {E. - MIY.}- S {E.©)),

k=jn k=ln

[M] est la matrice de masse d'un élément de poutre tridimensionnelle classique constitué de
fibres superposées. {é’;} et {yo} sont les vecteurs des parametres nodaux d'accéiération. Pour

résoudre I'équation (44) on utilisera l'algorithme de Newmark (cf. 3-2-1).

La formulation de la matrice de rigidit€ tangente correspond au choix d'un outil de résolution du
probléme non-linéaire considéré. Elle n'affecte pas la solution en déplacement, mais le chemin
suivi pour aboutir a la convergence. En revanche, I'évaination du vecteur d'efforts intérieurs
décide de l'acceptation ou du refus de la solution obtenue et constitue ainsi le centre de
préoccupation principal du traitement effectué.

Enfin, il convient d'insister sur le fait que les lois de comportement triaxiales qu'on utilisera sont
celles présentées au chapitre 1, c’est a dire des lois de comportement quasistatiques. Ceci conduit
a une limite de notre approche dans le cas de chargements dynamiques : comme tout effet de
vitesse (de déformaton) au niveau de lois de comportement est négligé, I'approche est limitée a
des niveaux de vitesses tres faibles.
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2-2-4. Récapitulatif

Rappelons ici brievement les hypotheéses introduites au cours de ce paragraphe consacre & la
formulation de I'élément multifibre dans le cadre de I'hypothése des petites perturbations :

» Hypothese des petites perturbations (¢f. 2-2-1-1) :

H1: hypothése des ransformations infinitésimales (par conséquent : hypothese des
déformations infinitésimales).

H2: hypothese des petits déplacements.

« Hypotheses sur ia déformations des poutres, quel que soit le comportement des maténiaux
constituant la section (découpliage des aspects géométriques et rthéologiques)
(¢f. 2-2-2-2,2-2-2-3) :

H3: hypothése de Navier-Bernoulli.
H4 : torsion de Saint Venant,
H5: hypothéses sur ['axe de centre de torsion et sur la rigidité a la torsion (quantité purement

géométrique).
» Hypothése sur I'état de contraintes (¢f. 2-2-2-4) :
H6 :  Les contraintes ransversales a I'axe d'une fibre (contraintes de confinement) sont nulies.

Dans les limites imposées par ces hypotheses, l'outil numérique développé, V'élément multifibre,
issu de I'extension de I'approche multicouche en 3D, permettra le calcul des structures a poutres
en béton armé sous chargements statiques, cycliqgues et dynamiques (a faibles vitesses).
L'élément est un élément poutre (constitué des fibres superposées) avec des degrés de liberté en
nombre limité. Ceci permet le calcul des structures tridimensionnelles complétes avec des temps
de calcul raisonnables avec une résolution tangente (taille de matrice par élément petite [12,12]
par rapport a une discrétisation locale). La formulation peut s'appliquer 2 tout autre élément de
poutre tridimensionnelle classique avec plus de noeuds et plus de degrés de liberté pour prendre
en compie des effets divers (torsion génée, cisaillement dans la section, confinement etc.).
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2-3. EXTENSIONS DE LA FORMULATION POUTRE MULTIFIBRE

Dans le paragraphe précedent nous avons présenté I'éiément poutre multifibre dans le cadre de
I'hypothese des petites perturbations. Les non-linéarités en matériau sont prises en compte par des
lois de comportement triaxiales au sein d'un élément poutre classique. Pour cela des hypotheses
cinématiques fortes, comme celle de Navier-Bernoulli, ont €té posées. Ces hypothéses limitent le
domaine d'application de 'outil numeérique présenté.

D'une part, I'hypothese des transformations infinitésimales permet de négliger toute non-linéarité
en géométrie. Cependant, la tendance vers une construction optimisée conduit de plus en plus a
des structures sensibles vis-a-vis de phénoménes non-linéaires matériels et géometriques. Cect est
en particulier le cas pour des structures a poutres qui se déplacent beaucoup plus qu'elles ne se
déforment. Les déformations restent toutefois infinitésimales, tandis que la transformation ne I'est
plus. Les non-linéarités géométriques peuvent conduire a la ruine des structures : flambement de
poteaux, déversement de poutres prefabriquees etc.

D'autre part, 'hypotheése de Navier-Bernoulli, bien qu'elle soit une approximation bien adaptee
aux problémes des structures a poutres, revient a supposer que deux fibres initialement
juxtaposees, le restent toujours : avec la formulation proposée, on ne peut pas rendre compte d'un
deplacement relatif (glissement) entre matériaux au sein d'une section, l'adhérence est supposee
parfaite. Cependant, dans les structures en béton armé ou précontraint, I'adhérence entre acier et
béton affecte de maniére importante leur capacité portante et leur comportement global. On pense
a la déténoration de 'adhérence acier-béton liée a la fissuration, ou a I'adhérence entre un cable
precontraint et le béton qui I'entoure : la mise en tension réelle d'un cable de précontrainte dans
une gaine consiste a imposer un déplacement relatif cable/béton.

Ce paragraphe est consacre a ces deux extensions de la formulation poutre multifibre proposée,
en mteégrant d'une part les effets non-linéaires géométriques des poutres (grands déplacements,
deformations infinitesimales), et d'autre part l'effet d'un déplacement relatif entre fibres pour
modéliser I'effet de preécontrainte conformément a Y'objectif fixé : développer un outil numérique
adapté a I'analyse non-lin€aire des poutres en béton armé et béton précontraint.
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Pour ce qui concemne la prise en compte des non-linéarnités géométriques, on utilise des techniques
bien établies : la formulation lagrangienne actualisée avec un traitement semi-tangentiel des
parameétres de rotation.

La prise en comptede l'effet de précontrainte s'effectue encore dans le cadre de 'hypothese des
petites perturbations. Nous proposons une approche nouvelle qui consiste a déterminer de
maniére explicite le déplacement relatif (glissement) entre l'acier (cable de précontrainte) et le

béton qui I'entoure.

Un rapide récapitulatif des extensions de la formulation poutre multifibre terminera ce paragraphe.

2-3-1. Modélisation poutre multifibre en grands déplacements
2-3-1-1. Transformation finie et déformation infinitésimale des poutres

En général, une poutre en transformation finie se déplace beaucoup plus qu'elle ne se déforme
entre sa configuration initiale et actuelle . Les déformations dans le solide sont donc petites sans
que la transformation le soit. Le mouvement rigidifiant représente la composante principale de la

transformation (figure 2-9). L'hypothése H1 (€quation (1)) n'est alors plus vérifiée et l'ordre de
grandeur de "Grad&!{ peut étre quelconque.

Déformation

\
Mouvement rigidifiant

Figure 2-9 : Transformation finie des poutres
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Ces considerations sont a la base de l'analyse non-linéaire géométnique des poutres
tridimensionnelies. Elles forment 'hypothése qui remplace celle de la transformation infinitésimale:

» HI1* : hypothése de petites déformations en grands déplacements. Cette hypothése est relative
aux matériaux constituant la poutre : dans le cas du béton, I'hypothése apparait pertinente en
raison des petites déformations que le matériau peut supporter (|€ [== 0,5%).

max

Les premiéres procédures numériques pour l'analyse non-linéaire des poutres tridimensionnelies
proviennent de la theorie des poteaux, intégrant l'effet des efforts normaux sur le comportement
geométrique non-linéaire (e.g. Renton, 1962; Connor et al., 1968; Chu et Rampetsreiter, 1972;
Papadrakis, 1981; Virtanen et Mikkola, 1985). La matrice de ngidité tangente est formulée a
partir d'une solution exacte de I'équation différentielle pour un poteau soumis a un effort normal
combiné avec une charge laterale. Cette approche se limite aux cas ou les moments d'inertie
principaux sont du méme ordre de grandeur, et se heurte & certains obstacles concernant
I'application aux cas de faibles efforts normaux ou d'existence d'une grande difference entre les
moments d'inertie principaux, ce qui est le cas dans le probleme du déversement (Kouwhia et
Tuomala, 1993).

L'application des outils de la mécanique des milieux continus a la description du mouvement des
poutres tridimensionnelles date de la fin des années 70 (e.g. Belytschko et al., 1977, Bathe ef
Bolourchi, 1979,...). La littérature est abondante. Deux points essentiels sont a traiter :

+ la description du mouvement,

» le traitement particulier des paramétres de rotation.

2-3-1-2. Description du mouvement des poutres tridimensionnelles

La description du mouvement des poutres tridimensionnelles consiste a décrire I'évolution de la
position de l'axe de référence et I'évolution de l'orientation de la section. A quelques exceptions
pres, les approches existantes utilisent une description lagrangienne de la poutre, dans le sens ou
les déformations sont rattachées a cette configuration, et les points matériels y sont repérés par
leur vecteur de position X. On rappelle que dans le cas des poutres, le vecteur de position est
constitué d'une part du vecteur de position OF du point P sur l'axe de référence, et d'autre part
du vecteur de position PQ du point  dans la section droite en P (cf. figure 2-3).
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Le choix particulier de la configuration de référence, notée C,, est arbitraire dans le sens ou il
n'affecte pas les résultats. Il s'agit ainst de choisir comme configuration de référence une
configuration adaptée au probléme a traiter, et y exprimer la conservation de la quantité de

mouvement.

Elle s'exprime dans la configuration actuelle déformée, ou un point matériel est repéré par le

vecteur de position X

43) divo+p,(F-7v)=0 dansQ,

ou par rapport a l'équation (23) l'indice t indique que la quantité est définie dans la configuration
actuelle. Notons U un champ de vecteur quelconque, la dualisation de (45), analogue a (25)

conduit a :

(46) VvVQ, vU —Jﬂc;&dﬂ-j@ ply.ﬁdﬂ‘ +L p[F‘.lﬂJdQt +_[m (C.n).uda=0

oud= 17(gradf)-i—"graclf]). Dans l'équation précédente, toutes les quantités sont exprimées dans la
configuration actuelle déformee (description eulerienne). La notation en minuscule de 'opérateur
"grad" indique qu'il est relatif a cette configuration actuelle déformeée, (i.e. grad()=d()/dx).
Cette convention est sous entendue par la suite pour tous les opérateurs introduits. Par

conséquent, on notera en majuscule un opérateur relatif a la configuration de référence (ie.
Grad()=d()/dX). Et on rappelle que Grad()=grad().Gradx =grad().P, ou P désigne le

gradient de la transformation.

Pour exprimer !'équation (46) en quantités lagrangiennes, c'est a dire dans la configuration de

réference connue, rappelons les formules de transport de la mécanique des milieux continus :

dx =P.dX in=JdQ-[ 1
(47) nda=J'P7'.NdA

P = Gradx = 1+ Grad& J=detP>0

avec dX, dQ_ et NdA les grandeurs infinitésimales vectorielle, volumique et surfacique {orientée

par une normale unitaire surfacique N) dans la configuration de référence, qui deviennent aprés
déformations dans la configuration actuelle dx, dQ, et nda. Ces relations sont illustrées

Sfigure 2-10.
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Figure 2-10 : Illustration du transport (+ transformation) d'un vecteur infinitésimal matériel

Utilisant les formules de transport (47) dans (46), on obtient -

(48) vQ_, VU —Ig_r:[\dﬂ,—jﬂpp{.ﬁd@.t+LpTF.ﬁdﬂt+L£,f}dA=O

avec T=J(P™.G.'P™) le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff, et &‘P.&.P. donc :

(49) 2A='P.Grad U+'Grad U P

ou encore :
A 2€ = Grad U+'Grad U

(50) A=g+7m avec: { . .

2N="Grad§.Grad U+ Grad& . 'Grad U

Dans (48), p,FdQ,, p,YdQ, et TdA sont les forces €lémentaires volumique, d'inertie et
surfacique dans la configuration de référence de volume Q, borné par 9Q_. Les forces

surfaciques se déterminent a l'aide de la formule de transport d'une surface orientée

(51) (O.n)da=0G.J'P*.NdA =P.71.NdA = TdA
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Cette équation met en évidence la difficulté de l'interprétation physique du tenseur de Piola-
Kirchhoff 7U: ce n'est pas la quantité T.n qui peut étre déterminée expénmentalement, mais
T=P.®.N=B.N, ainsi un tenseur hybride B relatif a la fois a la configuration de référence et a
la configuration actuelle. B est appelée la matrice contraintes de Piola-Kirchhoff ou encore de
Boussinesq.

Ceci a une conséquence trés concréte en ce qui concerne l'application des outils de la mecanique
de milieux continus & la représentation des efforts généralisés des poutres dans une description
lagrangienne: les efforts 7 et les moments 711, introduits au paragraphe 2-2-2-1 par I'équation (2),
sont définis a partir de la signification physique du tenseur des contraintes de Cauchy O : (G.e,)
est le vecteur de contrainte attaché a la facette infinitésimale da appartenant a la section droite
d'orientation n=e,, qui contribue d'une part aux efforts 71(C), et d'autre part aux moments
(o). Ces deux grandeurs sont une représentation de ['état de contraintes O en terme d'efforts
genéralisés de la poutre dans la configuration actuelle (cf. figures 2-4). Dans la configuration de
référence, on ne peut pas établir une représentation simiiaire de 7l et Tl en fonction des
contraintes propres a cette configuration , c'est a dire en fonction du tenseur de Piola-Kirchhoff
7. mais en fonction du tenseur hybride B=P.7t. Les efforts géneéralisés de la poutre ne
représentent pas seulement un état des contraintes propre a cette configuration, mais sont

egalement fonction d'une grandeur décrivant la déformation : le gradient de la transformation (i.e.
fuUm,P) et M(w,P)).

Cependant, le choix d'une configuration de référence permet quelques simplifications. Parmi les
approches lagrangiennes on peut distinguer (cf. Bathe et al., 1975; Gaddala et al., 1984) :

» la formulation lagrangienne totale. ot on adopte comme configuration de référence la
configuration initiale {i.e. C,=C ) L'avantage de cette description réside dans la constance

du domaine d'intégration (Q, =Q_, Q2 =dQ_ dans (49)), et dans la facilité¢ de changement
de conditions aux limites. L'inconvénient de ce choix est discuté ci-dessus, pour ce qui

concerne l'interprétation physique des contraintes calculées : le tenseur de contraintes de
Piola-Kirchoff T =T1T_.

+ la formulation lagrangienne actualisée, ou la configuration de référence est représentée par
la derniére position d'équilibre connue du corps a l'instant 0 < T <t. La configuration connue
est proche de la configuration actuelle. Les contraintes O sont calculées dans la configuration
actuelle, ayant ainsi une signification physique claire. Elles sont confondues avec les
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contraintes de Piola-Kirchhoff dans la configuration de référence (W = G) Cette approche
nécessite d'actualiser a chaque instant le domaine d'intégration et de préciser la configuration a
laquelle se référent les opérateurs différentiels ("Grad"). Un processus incrémental peut
conduire a sommer des contributions de contraintes calculées sur des configurations de
référence différentes (Cariou, 1988).

« la description corotationnelle, qui est un cas particulier de la formulation lagrangienne

actualisée. On adopte comme configuration de référence la configuration du solide en
mouvement de corps rigide (i.e. C, =C, ). Cette description est basee sur la décomposition
polaire, qui consiste a décomposer le tenseur de la transformation P entre la configuration
initiale C, et la configuration actuelle C, en un tenseur de rotation pure R et un tenseur de

déformation pure D -

(52) P=R.D='D'R ol - R.R=R.'R=1
detR=1

R vérifie la propriété d'orthogonalité. L'utilisation de (52) avec les formules de transport et
notant dQ =dQ, =dQ,, conduit a l'expression suivante du tenseur de contraintes dans la

configuration de référence T

6dQ, =('D.‘R.T,.R.D)dQ,
(53) ,
n ='R.m_R

Considérons tout d'abords le cas extréme ot P=R et J=1, ona:

54) c=xn_=R7u, R
(0.n)da=0.N,dA_=0.RN dA,

Considérons ensuite la décomposition polaire (52) avec hypothése HI* le tenseur R
represente la composante principale du gradient de la transformation totale P. Au vu des
relations (54), on peut confondre dans la configuration de référence de corps rigide le tenseur
de Piola-Kirchhoff avec le tenseur de contraintes de Cauchy (T, =G). En grands
déplacements et déformations infinitésimales, I'équation (46) s'écrit dans une description
lagrangienne corotationnelle :
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(55) vQ,.vU —Luczaﬂgdgzu -jﬂﬂpmy.umﬁg +ja“ P F.-0dQ,, +Lgu.UdAu =0

avec 2A 4= D.Grad U+'Grad U.D, ou l'opérateur "Grad" est défini sur la configuration de

référence du corps rigide. Le domaine d'intégration est constant.

Cette approche sera utilisée par la suite. Pour les poutres, l'avantage de ce parametrage lagrangien
actualisé de la déformation est évident : les mouvements rigidifiants sont a décrire sur un corps
solide de géométrie simple, constitué d'un axe de référence et d'une section droite.

Avec I'hypothése H1*, l'analyse s'effectue en deux étapes (cf. figure 2-9)

1. Le mouvement de corps rigide correspond a une rotation propre entre la configuration initiale
de vecteurs de base E,(i=1,3) et la configuration de référence du corps rigide de vecteur de
base €, (i=1,3). Pour ce passage nous utilisons une procedure particuliere dérivée a partir
d'un traitement semi-tangentiel de parametres de rotations. Cette procedure, initialement
proposée par Argvris et al. (1978"°, 1982), et amplement détaillée dans la littérature (Kondoh
et al., 1986, Cardona et Geradin, 1988, Shi et Alwuri, 1988, Cariou, 1988) n'est pas
développée ici. En annexe 3, on trouvera un résumé du probléme : la non-commutativite des
rotations finies qui ne constituent pas une quantité vectorielle. Ceci nécessite un traitement
particulier des parametres de rotations. L'approche utilisée par la suite est celie proposée par
Cariou (1988).

b

La deformation de la poutre correspond au passage entre la configuration de référence de base
€ (1=1,3) et la configuration actuelle déformée de base e (i=1,3). Le probléme a résoudre

est écrit équation (55).

Dans ce qui suit, les hypotheése H3 a H6 sont conservées. On ne considére que le cas ou les axes

de référence et de torsion coincident.

De plus, dans (55), les effets des efforts d'inertie et de volume sont négligés.
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2-3-1-3. Vecteur de déplacement de la fibre k

Le champ de déplacement définit ici la position d'un point matériel de la poutre dans la
configuration actuelle (vecteur de position X) par rapport sa position dans la configuration de
référence de corps rigide actualisée (vecteur de position X), i.e. £ =x—X. On suppose

e« H2* : les rotations autours des axes d'orientation € (i=1,3) dans la configuration de
référence sont petites. Bien entendu, les rotations totales peuvent prendre des valeurs

quelconques.

Cette hypothése, qui porte sur le champ de déplacement dans la configuration de référence du
corps rigide, permet de conserver le champ de déplacement utilisé en analyse linéaire. On rappelle
I'équation (8) :

d dw, _ -
(56) &, =8Q)=¢&, —(di, PO+ o q)(xz,x}))e, +m,e, APQ

On conserve également la discretisation spatiale (cf. 2-2-2-3). Dans la configuration de référence

(corps rigide) de base € ,1=1,3, le vecteur {€} des paramétres nodaux de déplacements et de

rotations s'écrit :

(57) {E«}.‘_'!{élw‘izné:rn‘wnamzi’msi} i=A,B
et dans Ja configuration initiale (base E ,1=1,3) :
58 {2} =12,.2,.5,.9,.0,.Q,] i=AB

Le procédure. exposée en annexe 3 et dérivée a partir du traitement semi-tangentiel des
paramétres de rotations permet d'effectuer le passage entre ces deux repéres.
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2-3-1-4. Mise en équation

En négligeant les efforts d'inertie et volumique, I'équation (55) est réécrite sous la forme :

(59 vQ,. V0 - [o:gde, - [o:fidQ, + [UTdA, =0
Qyy Qpy 90,

ou la puissance des efforts intérieurs est décomposée en partie non-linéaire en maténau et partie

non-lin€aire en matériau et en géométrie, et

{ €= %(Gradﬂ#(}radﬁ)

§
N = 5( ‘Grad€. GradU + Grad€,* Gradﬁ)
L

Utilisant dans la configuration de référence du corps rigide la définition (2) des efforts généralisés,

il vient :

N=NF)= [06.5dA, =Ne+Ve, + Vg,

A

(60) ¢ —_
M=ME)= jPoA(o.a)dAns =M,E +M(E,,8,)
A

\ ng

Le premier terme de l'equation (59) (non-linéaire en maténau) peut étre écrit de maniere analogue
a I'équation (30) :

. d0 Fle) _ a0 -
6 Pu®=-] [ TM(«T‘JM( o ﬂd

' X

L

Pour la partie non-lin€aire en matériau et en géométrie, réécrivons T} avec

donc . M =%(e.é+e.d)+e.‘6)+(o.é+‘w.é+‘m.d)+m.‘6))

GradU =€+ ®
(62)
Gradf =€+ ®

Avec les hypotheses H1* et H2* | 1) s'écrit T} = %(‘ﬁ)‘(’i)-i'm.‘(;)), d'ou :
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63) p.) =[ol0.d+0'd)d,

Le calcul de ce terme est détaillé dans la littérature (¢f Yang er McGuire, 1986*, Cariou, 1988,
Conci, 1992°%). Le vecteur des efforts intérieurs obtenu n'est pas différent de celui habituellement
utilisé en analyse non-linéaire géométrique des poutres. Il s'écrit en fonction des efforts
généralisés, liés par (60) aux contraintes locales actualisées au niveau des fibres. En ce qui
concerne l'application aux poutres en béton armeé, en raison des petites déformations que les
maténaux peuvent supporter (Béton : lemx|=0,5%), nous utilisons encore le tenseur de
déformation linéaris€ pour actualiser les contraintes. D'un point de vue pratique, 'actualisation de
contraintes s'effectue en chaque point intégration de la fibre de maniere itérative & partir du
tenseur de déformations lin€arisé, qui, quant a lui, se calcule a I'aide de (34) a partir des degres de
liberté (57) dans la configuration de référence. Au niveau des fibres, on actualise les contraintes
en utilisant les variables d'état comme le tenseur des déformations plastiques, les variables
d'écrouissage et d'endommagement. Une fois les contraintes actualisées, le vecteur des efforts
intérieurs est calculé par intégration.

L'équation (59) ne peut pas étre résolue d'une maniére directe, de part les non-linéarités en

matériau prises en compte par des lois de comportement triaxiales et la non-linéarité en géometrie.
Une variation en & conduit  :

64y ARU= [ac:édQ, + [o:afde, + [ac:fide, - [U.ATdA,,
$yy Ly By 3y

L'opérateur de passage (ie. la matrice de nigidité tangente) entre deux itérations est ainsi
constitué de quatre composantes :

» Le premier terme constitue la partie non-linéaire en matériau de l'opérateur de passage. Il est
identique a l'opérateur de passage (41) établi en hypotheése de petites perturbations. En raison
des différents matériaux constituant la section, ce terme est caiculé pour chacune des fibres,
aux lois de comportement triaxiales quelconques :

(652) [ac:EdQ =10} T [K(C™)]™ {at)

Q_“. k-l,n
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e Le deuxiéme terme constitue la partie non-linéaire en géométrie de l'opérateur de passage. A
l'aide de la définition (62) des contraintes généralisées dans la configuration de référence, ce
terme s'exprime uniquement en fonction des efforts intérieurs des poutres : effort normal,
moments de flexion. Il ne dépend pas de la modélisation multifibre. On peut ainsi utiliser
toutes les matrices de nigidité géométnque des éléments poutre tridimensionnelle de la
littérature (cf. Yang et McGuire, 1986*°, Cariou, 1988, Conci, 1992"") :

(6s0) [o:afiae,,={ClKm.mP= {at}
Qﬂl

« Le troisiéme terme peut étre considéré comme une partie "hybride", dans le sens ou il rend
compte de la non-linéarité matérielle sur une géométrie déformée. 1l est également hybride
dans le sens de la modélisation multifibre : la non-linéarité maténelle au niveau local est
couplée a la non-linéarité géométrique du niveau global, ainsi :

(650) [ac:fidQ,={0} Y [RE]" {at)

Q“' k=]n

Cependant, par rapport a la contribution (65a), ce terme est du second ordre, et peut étre
négligé si la taille des incréments de charge n'est pas trop grande (Cariou, 1988).

« Enfin, le quatrieme terme est dii aux forces exténeures et prend en compte l'influence d'efforts
non conservatifs, c'est a dire les efforts fonctions des vanations de géométrie subies par le
systeme étudié. Le calcul de ce terme est amplement détaillé dans de nombreuses références
(¢f. Argyris et Syméonidis, 1981, Yang et McGuire, 1986°; Conci, 1992°). Sous une forme
symbolique, ce terme s'écrit

(654) - [U.aTdA , ={U}KT)]™{aE)
3y

Ainsi, négligeant le terme hybride (65c), I'équation d'équilibre incrémentale matricielle dans la
configuration de référence (corps ngide) s'écrit :

(66) [E[K«tq’)]’j“ +[K@, P +[K<T>]°“J{A&}={Fw}— S B - {F, J

k=1,n k=in
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Cette equation est a comparer avec I'équation (42). Les composantes supplémentaires sont les
matrices habituelles de l'analyse non-linéaire géométrique des poutres. Ces termes ne sont pas
propres a la formulation multifibre.

2-3-1-5. Récapitulatif

Rappelons briévement les hypothéses posées pour la formuiation multifibre en grands
deplacements et petites déformations avec une description lagrangienne corotationnelle.

e Hypothéses en grands déplacements et petites déformations (en formulation lagrangienne

corotationnelle) :

H1* : hypothése des déformations infinitésimales en grands déplacements (c¢f 2-3-1-1). Le
mouvement rigidifiant représente la composante principale de la transformation (par
conséquent . T, =0, ¢f 2-3-1-2)

H2* : hypothese sur le champ de déplacement dans la configuration de référence de corps rigide
(petits rotations de distorsion, cf. 2-3-1-3).

» Hypotheses sur la déformation des poutres, quel que soit le comportement des matériaux
constituant la section . Elles sont identiques a celles posées au paragraphe 2-2 (c¢f. 2-2-4) :

H3 : hypothése de Navier-Bemoulli,
H4 : torsion de Saint Venant,
H5: hypotheses sur I'axe de centre de torsion (les axes de référence et de torsion coincident)

et sur la ngidité a la torsion.
e Hypothese sur I'état de contraintes (cf. 2-2-2-4) :

H6 : Les contraintes transversales (de Cauchy) a I'axe d'une fibre (contraintes de confinement)

sont nulles.

De plus, les efforts d'inertie et de volume sont négligés. Nous appliquerons cet outil a l'analyse
non-linéaire géomeétrique et matériel des structures en béton armé (flambement de poteau,
déversement de poutre préfabniquée etc.).
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Le schéma suivant met en évidence l'idée de base de la formulation muitifibre pour l'analyse non-
linéaire en matériau et en géométrie : les deux échelles de modélisation au sein d'une élément

poutre classique,

o l'échelle globale, ou on traite les non-linéarités en géométrie,
o l'échelle locale, ou on traite les non-linéarités en matériau.

N/
x
ECHELLE LOCALE ECHELLE GLOBALE
Matériaux Géométrie
Calculs locaux Calculs globaux
Fibre Elément
Hypothéses Degré;; d;’li:)erté
cinématiques - grands deplacements,
- rotations finies
- déformations (infinitésimales) 7 (traitement semi-tangentiel)
Matrices de rigidité (tangente)
géom ]
- loi de comportement - [K ((n’ m)
Intégrati
- contraintes mtegratior - z K™ (C®)
- matrice du comportement L fibres

Résidu

Figure 2-11 : Schéma récapitulatif de l'approche semi-globale pour I'analyse non-linéaire géométrique et matériel



Chapitre 2 : Modélisation poutre multifibre 139

2-3-2. Modélisation multifibre du déplacement relatif entre fibres

Jusqu'ici, le déplacement des fibres au sein de la section est guidé par la planéité des sections

droites normales aux fibres, dans la déformation de ia poutre considérée (H3 : Navier-Bernoulli).
Le champ de déplacement est continu et décrit par le champ de déplacement &,0 de l'axe de

référence en P, le champ scalaire w,, et le vecteur de position PQ. La différence en déplacement
de deux points dans la section est ainsi uniquement due aux positions différentes qu'ils occupent
dans la section. L'adhérence entre fibres est supposée parfaite, et il ne peut y avoir aucun
glissement entre fibres.

Mais, dans les structures en béton armé, la détérioration progressive de I'adherence entre acier et
béton affecte de maniere importante leur capacité portante et leur comportement global. Un effort
important de travaux de recherche expérimentale et analytique est consacré a ce phénomene. Une

svnthése bibliographique sur ce sujet se trouve dans Clément (1987).

De plus, I'adhérence entre acier et béton est mise en jeu de fagon explicite dans le cas de poutres

precontraintes

» la mise en tension d'un cable dans une gaine consiste a imposer un déplacement relatif entre
cable et beton (post-tension),

o leffet du frottement entre cable et gaine conduit a une perte de précontrainte;,

» par injection de mortier, 'adhérence est activée (cas de la précontrainte interne).

On propose ici d'étudier ce probleme d'adhérence acier-béton d'un point de vue multifibre. Nous
montrons comment la modélisation multifibre proposée peut s'étendre naturellement a ce type de
probleme. L'étude du probléeme d'adhérence entre acier et béton nous conduit a une formulation
simple pour traiter ce probleme au sein d'un élément de poutre multifibre, conformément a
I'objectif fixe : développer un outil numérique adapté a I'analyse non-linéaire des poutres en béton
arme et précontraint.

Cette prise en compte du glissement s'effectue encore dans le cadre de I'hypotheése des petites
perturbations : les hypothéses H1 et H2 sont donc conservées (cf. 2-2-1-1). De plus, comme pour
les lois de comportement, I'évolution de 'adhérence est traitée dans un cadre guasistatique.



140  Calculs statiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

2-3-2-1. Déplacement relatif : le glissement

Considérons deux points matériels a l'interface acier-béton, un appartenant au béton, l'autre a
l'acier, initialement juxtaposées et repérés par le méme vecteur de positton X. Apres

déformations, ils ne sont plus juxtaposes, et les points matériels sont repérés respectivement par
les vecteurs de position x, et X, . Les vecteurs de déplacements s'écrivent (figure 2-12) :

ga =X‘-X

67
©7 gbsz—x

On peut également €crire :
(68) E-Da = gb + gr

ou &_=x, —x, est le vecteur des déplacements relatifs entre acier et béton.

Le tenseur de déformation linéarisé (10) dans l'acier s'écrit :

£, = «é—(grad@b#grad&b)

(69) €,=8¢ +E, avec
g, = $(gradg +'gradg, )
Figure 2-12 :
Acier  Béton Déplacement relatif entre acier et béton.
\\ \'\
gn £ éb‘el i
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Avec l'hypothése de la transformation infinitésimale, les déformations dans l'acier a linterface

peuvent étre représentées par la somme :

« des déformations du béton,
« des déformations dues aux déplacements relatifs entre acier et béton.

Dans le cas de 'adhérence parfaite, § =0 et € =0 : l'acier suit le mouvement du béton qui

I'entoure.

2-3-2-2. Position du probleme dans le cas des poutres

L'étude d'un exemple simple permet de mettre en évidence l'influence de l'adhérence acier-béton
sur le comportement global d'une poutre.

Considérons une poutre de section quelconque reposant sur deux apputs articulés, et chargée avec
une force appliquée sur la fibre supéneure 2 la demi-travée (figure 2-13a). Considérons une fibre &
d'acier repérée par son vecteur de position PQ de coordonnées (0,0,x,, ). Supposons I'adhérence
parfaite entre acier et béton. L'état de déformations dans l'acier est uniquement lié a Ia rotation de
la section. Négligeant le poids propre, suivant I'hypothése de Navier-Bernoulli la déformation
axiale dans cette fibre & est de la forme illustrée figure 2-13b. Supposons maintenant que la fibre
d'acier est uniquement fixée aux extrémités de la poutre, sans aucun contact avec le béton (figure
2-13¢). Dans ce cas, la déformation dans la fibre est constante (figure 2-13d). Elle est due aux
deéplacements et rotations des sections d'apputs, et des effets de suspension du second ordre issus
du fléchissement de la poutre.
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X
— r_ T m— e e — e
3k
A ) 8 . N
Fibre en acier *  Fibre en acier "isolée”

a. Poutre avec fibre en acier avec adhérence parfaite <. Poutre avec fibre en acier, sans adhérence
E'|!
A .

=

Il éliiH|il|HlllH|Hh1l1h§ AT !!:!.llllllﬂi LT

Sk

b. Déformation axiale de Navier-Bernoulli d, Déformation axiale dans 1'acier

Figure 2-13 : Etude de la déformation axiale dans une fibre en acier
avec adhérence parfaite (a. b) et sans adhérence (¢, d)

Les deux états de déformations correspondent aux deux cas extrémes d'adhérence entre la fibre en
acier et la section. Dans le premier cas, €, =€, et &, =0. Dans le second cas &_ est non nul : ce
glissement résulte de l'intégrale sur une longueur donnée de la différence des déformations de
I'acier et du béton, dans la zone d'interface (périmetre de l'acier).

En supposant
« H7:la zone d'interface est petite,

la deéformation moyenne dans le béton dans le voisinage immédiat de l'acier est proche de celle
qu'on pourrait mesurer dans la fibre en acier 4 dans le cas de l'adhérence parfaite - deux points
matenels (un dans l'acier, l'autre dans le béton), infiniment voisins a un instant donné, le restent
apres transformation (hypothése de continuité). Dans le cas particulier des poutres, cette

déformation est décrite par 'hypothése de Navier-Bernoulli (H3).

En outre, &, peut ne pas étre constant autour du périmétre de l'acier. L'hypothese H7 permet de
considérer le glissement &, en moyenne, attaché au centre de gravité de la fibre k.

Avec l'hypotheése H7, I'état de déformation dans la fibre en acier sans adhérence peut étre
représent€ comme ia superposition (figure 2-14)
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a. Déformation €, due a I'hypotheése de continuité.

Dans le cas de poutres : déformation de Navier-
Bernoulli

b. Déformation € due au glissement

c. Déformation €, dans l'acier sans adhérence

Figure 2-14 : llustration de I'application de ia superpositions (69) au cas des poutres.
(d'apres Guggenberger, 1992).

» de la déformation due a I'hypothése de continuité de la transformation (i.e. déformation de
Navier-Bernoulli dans le cas des poutres, figure 2-14a) ,
» et de la déformation moyenne due au glissement a l'interface, (figure 2-145).

Cette exemple simple présente I'idée de base de la modélisation de la discontinuité a l'interface
acter-béton proposée ici. Le probléme & traiter est un probléme de conditions aux limites a
l'interface acier-béton.

Dans le cas des structures en béton précontraint, ces conditions aux limites correspondent a des
phases de construction distinctes :

» La mise en tension correspond a une condition d'adhérence nulle : elle consiste a imposer un
déplacement relatif entre cable et béton. Dans le cas d'un cible précontraint courbe,
l'adhérence entre cable et gaine n'est pas complétement nulle : le frottement provoqué par le
glissement conduit a une perte de précontrainte.
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o Lors de linjection de la gaine en posi-tension ou du coulage du béton en pré-tension,
l'adhérence entre cable et béton devient parfaite {ou presque).

La modélisation de V'effet de précontrainte par variations de conditions aux limites a l'interface est
a comparer avec les approches classiques, ou l'effet de la précontrainte est pris en compte par un
état de contraintes initiales dans l'acier. La connaissance de la trace d'un céble dans une structure
permet de calculer des efforts équivalents exerces par la précontrainte sur le béton. Des méthodes
pour calculer ces efforts sont développées par exemple pour les poutres dans Blessenohl (1992),
pour les coques dans Jirousek er al. (1979), et pour le cas général des éléments massifs
tridimensionnels dans Coulhon et al. (1983). Ces approches sont basées sur la connaissance a
priori de l'état de contraintes dans les cables. La détermination de ces efforts équivalents permet
de prendre en compte des phénomeénes divers (frottement, glissement aux l'ancrages etc.). Ces
phénomeénes sont par nature non-linéaires et peuvent dépendre du niveau de charge appliquée, du
glissement etc. Ils peuvent affecter l'état de contraintes dans les cables. Cette nature non-
conservative des efforts exercés par la précontrainte sur le béton est difficile a intégrer dans
I'approche par efforts equivalents et nécessite une méthode itérative (cf. équation (65d)).

Dans P'approche proposée ici, l'effet de la precontrainte n'est pas prise en compte sous la forme
d'un état des contraintes imtiales. L'état des contraintes est a deéterminer avec une loi de
comportement a partir du tenseur de déformations (69), fonction du glissement entre acier et
beton.

Par la suite, nous présentons la modélisation de ce probléme d'un point de vue multifibre. Deux

points essentiels sont a traiter

» l'intégration d'une trace d'une fibre congue courbée dans I'élément,
+ la definition de la ioi de comportement de cette fibre, avec la prise en compte du frottement.
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2-3-2-3. Modélisation géométrigue d'une fibre curviligne k

Considérons une fibre & de position dans le repere local de la poutre de vecteurs de base
e,,1=1,3 donnee par :

(70)  r(x;)=x,e +x,(x,)e, +X;(x,)e,

Le vecteur tangent unitaire t a l'abscisse curviligne s(x,) de la fibre & est (figure 2-15a) :

71) t__]L_r,:e:l-*r)f.z'ez+x3’e3
' !lr'" 1+x,' 2 +x,"?
2 3

=t e avec . (Y =d()/dx,

11

avec .

(72) s(xx)z‘[\)r’.r' dxl=J 1+x,'2+x,'% dx,

La dénvation par rapport x, correspond a une dérivation par rapport l'axe de référence de la

poutre dans la configuration actuelle déformée. L'utilisation de I'hypothese de la transformation
infinitésimale (H1), permet de confondre les dérivations en x, dans la configuration de référence

et actuelle. Par conséquent, cette hypothése conduit a négliger tout effet de suspension de

deuxieme ordre du au flechissement de la poutre.

De plus, en raison de son intégration dans un élément poutre a deux noeuds, la fibre est modélisée
au sein d'un élément comme une ligne droite inclinée par rapport au repere local de I'élément
poutre multifibre. La ligne directrice courbée s(x,) passant par plusieurs éléments est approchée

par un polygone de normales N (figure 2-15b)

(73) n=ne +n,e, +n,e,

n est constante dans un élément.

Avec t et n donnes, la binormale s'écrit b=t An=b,e, +b,e, +be,.

La connaissance du triedre (t,n,b), permet de passer du repére local de la poutre (e,,€,,e,) au

repere orthonorme de la fibre inclinée.
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a. Trace d'un clble de précontrainte. (t,n,b) estle
triedre orthonormé fonction de s.
La figure présenie également la définition du
glissement & attaché 4 la ligne directrice d'une
fibre £

b. Modélisation multifibre de la trace d'une fibre

Ny :ﬁ‘ courbée entre deux noeuds A et B. Le triedre
A 57‘, g (t,n,b) est consiant sur toute ia longueur de
2B ! n T'élément.

i

fibre k inclinée

Figure 2-15 : Modélisation multifibre du glissement d'une fibre courbe

2-3-2-4. Vecteur de déplacement de la fibre k

Appliquant (68), le vecteur déplacements de la fibre k s'écrit
(74) E.Dk = gbk + én

ou &,, est le vecteur de déplacements de la fibre & sous la condition de continuité (adhérence

parfaite, ¢/ 2-3-2-2). Naturellement, cette condition consiste ict a utiliser le vecteur de
déplacements donné par les relations (5)-(8), et a appliquer les hypothese H3-HS relatives a la
déformation des poutres (cf. 2-2-4).

Pour ce qui concerne le vecteur de glissement & on fait I'hypothése suivante :

« HS8 : le vecteur de déplacement relatif &, est toujours dirigé selon la direction de la tangente
t de l'abscisse curviligne s(x,) de la fibre. Les composantes normales (direction n) et

binormales (direction b) sont toujours nuiles, ainsi :

(75) &, =t (st
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On attache donc le glissement a la ligne directrice de la fibre £ D'un point de vue physique,
Thypothése H8 implique qu'il n'y a pas de décollement entre acier et béton.

Utilisant (8) et (75), le vecteur de déplacement de la fibre &k avec glissement s'écrit dans le repere
local de la poutre de base (e;,i=1,3) :

(76) E, =E(Q)=E, —(ii" PO+ ic:’ cp(xz,:«'.3))e.l +w,e, A(PQ—-PT)+E_ (s)t
1 1

avec des composantes :

ol d&; dw;
Eu = &x-el =& %Xy 2 — X 2 — A Xy Xy, +E4t

dx, dx, dx,
(77) ) Eu = E;»k e, =&, = (X5 —X;)W, +E4t,
G = E.:k &y =5 +(xXy — Xy, ), +8, 15

\

En ce qui concerne la discrétisation spatiale, les déplacements relatifs de la fibre & au sein de
I'élément multifibre sont modélisés par des degrés de liberté supplémentaires aux deux extrémités
de l'élément de poutre. lls représentent les déplacement relatif a s=0 et a s= Z’k, avec une
interpolation linéaire en s. ??k est la longueur de la fibre £ inclinée et est définie par I'équation (72).

Pour rendre compte de n déplacements relatifs d'un élément poutre a m noeuds, il faut (m x »)
degrés de liberté supplémentaires. Ici, on ne considére que le cas d'un seul déplacement relatif
(n=1) au sein d'un élement a deux noeuds (m=2). Ceci conduit a l'échelle giobale a un élément fini
de poutre tridimensionnelle a 12+2=14 degrés de liberté (DDL). Le vecteur des parametres de
deplacements et de rotations s'écrit :

b =1{ p" t.’ t" ;,, . "0
(78) {E_,}={E_,b}+{&'} avec - {E-v }i ILE.hlx &21 g:h Wy;, 0y;, Wy, } = A.B
{er} ='0,0,0,0,0,0. ..}
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Les 2 DDL supplémentaires ont comme direction le vecteur unitaire t : ils ne sont pas attachés au
repére local de la poutre (base e , 1 =1,3), mais a la direction de la ligne directrice s de la fibre.

Utilisant (69), le tenseur de déformations linéarisé s'écrit :

b H
(719) &4 =8y +E,
ou €, est le tenseur des déformations dans la fibre k, qui se dérive & partir du champ de

déplacement sous I'hypothése de continuité (i.e. pour la poutre, I'€quation (8)). €/, est le tenseur
de déformations qui se dérive & partir du champ de déplacement de glissement (75) en s dirigé

selon t . Dans le repere de base e, i =1.3 de la poutre, les six composantes de €;,, sont :

d8,
ds

80) {e’} ={tt,} avec : {tit)}=‘{t,t!,Iztz,t3t3,t]t2,t1t3,t2t3}

Sous une forme vectorielle condensée regroupant les six composantes du tenseur de déformations
linéarisé (€,,,€,.€4;.2€,,,28,5,2€,, ), On écrit dans la base (e,,e,.€,) :

{e}, =[B°]{&"}

81 {e}, ={e’} +{e} avee:
eh={e'), {e} (e ={u} 22 =[3Y(e'}

Qu encore .
82) {e}, =[[B"], +[B"] J{&}

La matnice [B"]t est la matrice [6,14] des dérivées des fonctions d'interpolation du champ de
deplacement de la poutre avec I'hypothése de Navier-Bernoulli. La matrice [B’],‘ est la matrice
[6,14] des dérivées des fonctions dinterpolation {N(s)} liées au degrés de liberté

supplémentaires :
b3 1 d L
@) [B], =l ] NG)

{N(s}} est le vecteur {14,1} regroupant les fonctions d'interpolations du champ de déplacement
de glissement. Les deux matrices [Bb]k et [B’]k sont détaillées en annexe 2.
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2-3-2-5. Facteur de glissement

Pour décrire I'évolution de l'adhérence a I'interface acier-béton, il est nécessaire de décrire une loi
d'interface. Il en existe de varniees (cf. Clément, 1987).

Ici, pour la modélisation de la précontrainte, deux conditions aux himites a linterface sont a

considérer :

» le glissement libre

o l'adhérence parfaite

Pour prendre en compte ces deux conditions, nous €crivons I'état d'adhérence par rapport & la
condition de glissement libre sous la forme :

(84) de,, =de;, +adey,

ou d€g, est le tenseur incrément de la déformation due a un glissement libre de l'acier. Le facteur

o peut s'interpréter comme un facteur de glissement, prenant les valeurs suivantes

85 a=0 adherence parfaite
(85) a=1 glissernent libre

Ce facteur est introduit pour prendre en compte la condition aux limites de la fibre k. Pour
T'application a la précontrainte, il varie en fonction du temps . a=o(t) correspondant a des

phases de constructions distinctes :

» mise en tension ou, dans le cas de la précontrainte externe : o =1;
» dans le cas de la précontrainte interne, l'injection du mortier correspond 4 un changement de
conditions aux limites a I'interface acier-béton, ot variede oo =1a a=0.

Le facteur de glissement o peut étre utilisé pour décrire la détérioration progressive de
I'adhérence acier-beton (i.e. o = a(x), Magnat, 1993). Ce cas n'est pas considéré ici.
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2-3-2-6. Loi de comportement d'une fibre inclinée
Avec la modélisation géométrique précisée ci-dessus, on suppose, pour la fibre & inclinée :

+ H6* : un champ de contrainte uniaxial en s dans la base t,n,b de la fibre inclinée, et
indépendant de la condition de I'adhérence (85) :

(86) VYo O=o0,tot

Dans la base (e,,e,,e,) du repere local de la poutre, le tenseur O a six composantes, qui

s'écrivent sous forme vectorielle :
3
®7) {ot=0.{tt}

L'hypothese H6* sur le champ de contraintes remplace dans le cas d'une fibre avec déplacements
de glissement I'hypothese H6 (équation (12)). Dans le cas ou la fibre a comme direction t =e,
(donc t, =t, =0) I'hypotheése (86), conduit a négliger les contraintes de cisaillement dues 4 la

torsion. Comme H6, I'hypothese H6* conduit a négliger tout effet de confinement sur la fibre

inclinée.

Pour déterminer o, on utilise une loi de comportement élastoplastique avec un critere de

plasticit¢ de Von Mises et un écrouissage isotrope. Utilisant les invariants du tenseur des

contraintes, on a, pour la fibre inclinee

([c=w(0/3)=0,/3

= JTlo.]

(88)

Le cnitére de plasticité de Von Mises avec écrouissage isotrope se met sous la forme
(89) f(0.,2)=1-zk = |0 |~z avec: k=,io,
o, est la limite d'élasticité de l'acier en traction simple et Z le paramétre d'écrouissage.

La relation incrémentale entre Ag, et Ac, est obtenue a l'aide de I'équation (38) pour une régle

d'écoulement associée :
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EH

AG, =————Af
5 I—HEf_u2 °

n

(90) Ae =(E+—-—f ‘)Aon alors :

ou f, =0df/9d0,, et

o1 Aen=‘{nn}{Ae}K=‘{mj}{Ae"}k+“i%‘t"*

s
H est le module d'écrouissage. Supposant une relation uniaxiale ¢ —¢€ bilinéaire (figure 2-16), on a,
avecf > =1/3:

92) H=—2E_
3(E-E,)

ou E, est le module tangent de la courbe ¢~ ¢ uniaxiale dans le domaine d'écroutssage. On utilise
la distorsion plastique équivalente comme variable d'écrouissage

93) dy’ =dh=-—-2—do, =
®3) - dve, Hoo, EE,

|do,|  si: f=0 et df=0

A

et I'évolution du paramétre d'écrouissage est donnée par :

+—EE
V36,(E-E)

(94) z=1

Ve

G Figure 2-16
4 Courbe uniaxiale bi-linéaire de V'acier
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2-3-2-7. Prise en compte du frottement

Dii a la trace courbe d'un cable de précontrainte, un effet de frottement sec "de Coulomb” entre
cible et gaine conduit a une perte non-négligeable de précontrainte pendant la phase de mise en
tension. Le report de I'effort & I'ancrage induit également une perte de précontrainte (cf. Chaussin
et al., 1992). Nous montrons ici comment ces phénoménes sont pris en compte dans la
formulation proposée.

Le glissement est attaché a la ligne directrice s de la fibre £ (équation (75)). Le céble est assimile a
un fil tendu sur un tambour continu convexe de rayon R(s), dans la direction opposée a la
normale N (figure 2-17). Le rayon R(s) est supposé connu, et constant le long de ['élement
multifibre (¢f. 2-3-2-3) La force de traction F(s)=0_a, est d'une intensité suffisante pour que

tout le frottement le long de I'élément soit mobilisé.

Utilisant le frottement sec de Coulomb, on a les relations :

(03 f,(s)=f,(s)n=F(s)/R(s)n
> f (s)=xtanof (s)t

ou tan@ est le coefficient de frottement. La direction de f (s) est toujours opposée a celle du

glissement A dans l'incrément

Cely  _
___R(s)t sgn(A8,)f,(s)t

(96) f (s)=-sgn(Af_ )tano

Figure 2-17 :
Analogie fibre k (cable) - fil tendu.

R
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La relation précédente peut étre approchée par une relation élastoplastique parfaite uniaxiale, liant
f, et §, (Guggenberger, 1992). En respectant les signes opposés de f, et AL, on écrira pour un

mcrément n ;
©O7)  £9=proj,  (E°7-AE,™)

(n~-1})

ou f est la densité linéique de frottement dans lintervalle n-1, A&, ™ est lincrément de

glissement dans l'intervalle n, et A un module permettant de passer entre les seuils de frottement
de signes différents (—f_,+{_ ), illustrés figure 2-18. Comme valeur numérique de A, on choisit la

valeur du module de cisaillement de la fibre k (i.e.; A =G).

D'un point de vue pratique, la formulation proposée permet de rendre compte du changement de
signe du frottement, dans le cas des poutres précontraintes, lors du report de l'effort du vénn a
'ancrage. Par ailleurs, dans les plupart des applications la direction de &, ne change pas, et la
densité des forces de frottement est donnée par (96) avec sgn(A¢ , ) = asgn(§, ) = const. Pour ce

cas, écrivons (96) sous forme incrémentale :

(98)  Af, =-osgn(§,)une- Ao,

avec a, la section droite de la fibre inclinée (normale en t). Par lintermédiaire de la loi de
comportement (90), I'incrément Af, est li€ a l'incrément de déformations par :

a
(99) Af =-osgn(&, )tan (p-R—"-}:'.mAEu

avec Ae, donne par la relation {91).

of ¢ Figure 2-18 :
+f Modélisation de la direction de frottement par une
2 relation €lastoplastique uniaxiale liani a signes

opposes le glissement Aﬁr et la force de frottement
f,. (d'aprés Guggenberger, 1992)




154  Calculs siatiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

2-3-2-8. Vecteur des efforts intérieurs et matrice de rigidité tangente

On se limite ici 4 la détermination de la contribution de la fibre k& inclinée aux efforts inténieurs et
extérieurs de la poutre. On rappelle la formulation faible de I'équation d'équilibre (25) pour le cas

statique :

(100) vQ,v0  -[o:da0+[ p F.UdQ+[T.Uda=0

Avec cette fois un champ vectoriel U de la forme :

~

(101) ﬂszjbk-é-ﬁﬂ avec: U, =U_t
on a, par analogie avec les relations (69), (79) et (84) :

b T
k) — d(k} + ad(k)

(102) d

Le premier terme de I'équation (100) peut se alors décomposer en deux parties

(103) P4y == [0, d5,d02, - jom ad;, dQ

0Q,

» La premuiere intégrale représente la contribution de la fibre inclinée a la puissance des efforts
généralisés de la poutre Jl et Tl En notant a,t, la section oblique de Ia fibre inclinée,

perpendiculaire a I'axe de réference de I'élément, a l'aide des relations (81) et {(87), on obtient :

(104) {F,m"}(k) = If(, )ou l[B"]k {tit}}aktidxl

» La seconde intégrale représente la contribution "brute" des contraintes dans la fibre & 4 la
puissance de la force généralisée de précontrainte. A l'aide des relations (81) et (87), on
obtient :

(EOSa){ }m J'[ ousu‘[B’]k{tizl}akzldx1

(x;)

ou encore, en utilisant la relation (83) :
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aosty {7}, =, ao.INO i i Janen = froo, <~ {N}ads

On remarque sous cette forme que les composantes du vecteur {Fm"}(k\ sont définies sur

l'abscisse curviligne s. Elles ne sont pas attacheées au repere local de la poutre.

En ce qui concerne la contribution des efforts de frottement, on a, en raison de la condition aux
limites en forces en 9Q = £ de la fibre & :

(106) ja'g.fjda :Lf‘.ﬂﬁds =—j’2asgn(§ﬂ

O, 8
R(s) *
qui conduit 3 :

(107 {Fp’} J'asgn(?';ﬂ)tamp S0 {N(s)}ds

(k)

Ces forces sont également définies sur l'abscisse curviligne s de la fibre £.

Pour l'éiément poutre multifibre 4 14 degrés de liberté, le vecteur des forces nodales {F_,}

s'écnt

B =N v v My Mg Mg o)
(108) {F,}={E’}+{F."} a ‘ ‘ i=AB
R =B+ {FL E0.0,0,0,0,0.R7)

Les composantes F“ sont les forces nodales "nettes" dues a la précontrainte et l'effet du
frottement. Elles correspondent aux forces de la précontrainte utilisées dans les approches

classiques (cf. 2-3-2-2) sous forme d'état de contraintes initiales connu pour calculer les efforts
€quivalents, qui en fait sont les composantes du vecteur { } Ici, les forces de la précontrainte

{ F.. } et les efforts dif équivalents {F { mb} font partie intégrante de la formulation.

D'un point de vue pratique, la mise en précontrainte d'un cdble consiste a imposer un déplacement
relatif entre l'acier et le béton, dans la zone d'ancrage. Cette condition aux limites peut étre
imposée dans les calculs par éléments finis avec les éléments multifibres et la formulation
proposée.
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Noeud

Figure 2-19 -

Assemblage des forces dans la fibre & au noeud. La
fibre inclinée est considérée déviée a chaque noeud par
une roulette de dimension infiniment petite. Ceci
conduit a la continuité en amplitude des efforts.
indépendamment de leur direction.

Element ie Element ie+1

F‘f (ie+1)

Roulette

Fy'(ie)= F(ie+1)

Les composantes F“ sont définies sur l'abscisse curviligne s. Ainsi lors de I'assemblage des
vecteur forces entre €léments, ces composantes ne sont pas a transférer dans un repére global. A
un noeud de deux éléments, ces forces sont continues en amplitude indépendamment de leur
direction (figure 2-19).

La matrice de nigidité tangente se dérive a partir de I'équation (28). On note deux sources de non-

linearité dans I'équation (100), d'une part la non-linéarité en matériau constituant la fibre &, d'autre
part la nature non-conservative des forces de frottement. Une variation en & conduit donc a :

(109) AR, U=-[A0,,:d,,d02, - [A0, :0d; 40, + [ AT.Uda
0y Q

ou :
(110) [ AT.Uda= [ aaf, U, ds

et
AC = a0, t&t

(111) a,
Af, =—sgn(§¢)tan(p-§—A0'ut

L'exploitation des deux premiers termes en AG de I'équation (109) conduit a :

(112) [K]=[K*]+a(K"]+[K*D+a? K] avec: [K™]=] [B"]c][B"Ja
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ou [C] est la matrice [6,6] du comportement élastoplastique. En raison de la définition du
glissement selon la direction de la tangente t de !'abscisse curviligne s d'une fibre, la matrice [K“]

n'est pas a transférer dans le repére global lors de I'assemblage de la matrice de ngidité totale. Les
matrices [Kb’] et [K“’] sont transférées une seule fois, tandis que [Kbb] 'est de maniére

habituelle (2 rotations), (¢/ annexe 2).

Prenant en compte également le terme de frottement (110) de l'équation (109), la matrice de
rigidité tangente devient :

(113) [K]=[K"]+ oK ]+[K* ]+’ [K"]+a[K* ]+ a?[K"]

Ces composantes sont détaillées en annexe 2.
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2-3-2-9. Récapitulatif

Rappelons les hypothéses posées pour l'intégration des déplacements relatifs au sein d'un élément
poutre classique constitué des fibres superposées :

« Hypothése des petites perturbations (cf 2-2-1-1) :

H1: hypothése des transformations infinitésimales. Cette hypothése conduit ici a négliger les
effets de suspension du deuxieme ordre dus au fléchissement de la poutre.
H2: hypothese des petits déplacements.

e Hypothéses sur la déformation des poutres (€, b=bernoulli). Ces hypothéses jouent ici le réle

de I'hypothése de continuité (cas de l'adhérence parfaite, ¢f. 2-3-2-2) :

H3 : hypotheése de Navier-Bernoulls,
H4 . torsion de Saint Venant,
H5 : hypothéses sur I'axe de centre de torsion et sur la ngidité a la torsion.

« Hypothese sur I'état de contraintes dans la fibre inclinée (cf. 2-3-2-6) :
H6* © champ de contraintes uniaxial dirigé selon t de l'abscisse curviligne s de la fibre £
» Hypothéses concernant l'interface et le glissement ;

H7: zone d'interface petite (¢f. 2-3-2-2),

H8 : le vecteur de déplacement relatif est dirigé selon la direction t de I'abscisse curviligne s de
la fibre £ (cf. 2-3-2-4).

La formulation proposée permet d'intégrer de maniére explicite un glissement au sein de tout
€lément fini classique. En effet, il suffit de remplacer dans les équations préceédentes ia matrice
des dénivees de fonctions interpolations [Bb] de I'élément poutre (b=Bernoulli) par celles propres
a I'élément choisi et derivées a partir de I'hypothése de continuité. Nous avons également utilisé la
formulation présentée pour des éléments barres en 2D et en 3D. Ces développements, effectués
par analogie a partir de la définition (68) du champ de déplacement prenant en compte des
déplacements relatifs (glissement), ne sont pas précisés ici.
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2-3-3. Commentaires
Les extensions de la formuiation muitifibre permettent ainsi de prendre en compte

» les effets non-linéaire en géometrie (grands déplacements, déformations infiniteésimales),
o des glissements entre fibres.

au sein d'un élément poutre classique constitu€ des fibres superposées.

En particulier, avec l'extension de la formulation prenant en compte de maniere explicite le
glissement entre fibres, nous disposons d'une base pour étendre la formulation au cas de la
détérioration progressive de I'adhérence acier-béton. Pour cela, une loi d'interface propre a
I'échelle du probléme concerné doit étre définie. Une premicre proposition a développer est
proposée par Magnat (1993).

Qutre les deux extensions presentées, la formulation multifibre a été étendue pour prendre en
compte l'effet du confinement (Fliedner, 1993), avec un formalisme identique & celui développe
pour le glissement (déplacements relatifs normal a l'axe de référence). L'enrichissement de la
cinématique de l'élément apparait ainsi a la base des exiensions possibles de la formulation
multifibre, pour prendre en compte en particulier :

« e cisaillement di aux efforts tranchants,

» larepnse des efforts tranchants par les armatures transversales,

Ces extensions devront €tre guidées par le méme objectif : développer un outil numérique efficace
pour l'analyse non-linéaire en matériau et en géométrie des poutres tridimensionnelles.
L'application possible pourra alors €tre plus large que celle envisagée initialement.
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2-4. CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre un outil numérique, I'élément multifibre, "adapté” a l'analyse
numeérique des structures a poutre en béton armé et précontraint. Compte tenu de la complexité
tant géométrique que matérielle des problémes & traiter, nous avons eté amené a poser des
hypothéses parfois assez grossieres.

En ce qui concerne la prise en compte des non-linéarités en matériau, la modélisation multifibre
proposée permet l'utilisation de lois de comportement triaxiales quelconques. En particulier, avec
les lois de comportement développées au chapitre 1, des calcul des structures en béton armé et
béton précontraint sous chargements

e monotone croissante,
« cyclique,
» dynamique (sismique).

sont possibles. L'outil numerique presenté, 1'élément muitifibre, comporte un nombre de degrés de
liberté minimum : il permet I'analyse par éléments finis de structures complétes, avec un temps de

calcul raisonnable.

La formulation proposée en grands déplacements permet d'envisager l'application de la
modélisation multifibre aux problémes non-linéaires géométriques et matériels des poutres :

« flambement de poteaux en béton armé
+ déversement de poutres en beton arme
. etc.

L' "adéquation” de la modélisation multifibre proposée a ces problémes ne pourra s'effectuer qu'au
vu de résultats obtenus lors d'études de structures réelles, et en comparant ces résultats avec
'expénence. Ceci fait ['objet du chapitre 4.

Avant de passer a ces applications, nous présentons dans le chapitre qui suit quelques aspects
algorithmiques et l'intégration des lois de comportement du chapitre 1 et de I'élément muitifibre
dans un code de calcul par éléments finis industriel : CESAR-LCPC.






3 - MISE EN QEUVR!
DANS CESAR-LCPC







3-0. INTRODUCTION

Les modeles de comportement élastoplastique avec et sans endommagement développés au
chapitre 1 et 1'élément multifibre développé au chapitre 2 ont été mis en oeuvre dans le code de
calcul par éléments finis CESAR-LCPC. Dans ce chapitre, nous indiquons les méthodes de
résolution numérique employées pour des problemes divers (statique, dynamique), et les
éléments nécessaires i la mise en oeuvre numérique de nos développements au sein d'un code de
calcul de taille industnelle : CESAR-LCPC (Humbert, 1989).

Une fois ces développements intégrés dans un tel code de calcul, il convient de vérifier que les
équations posées sont résolues numériquement sans erreur. Pour les lois de comportement, on
peut comparer, pour des états de contraintes donnés (compression simple et biaxiale, traction
simple, cisaillement pur, etc. ¢f. 1-3-3-3) les résultats calculés manuellement aux résultats
numériques obtenus a partar d'une résolution par le programme. En ce qui concerne la validation
des éléments finis (poutre multifibre, barres avec glissement), la vérification s'effectue par
comparaison avec des solutions analytiques ou semi-analytiques (poutres élastiques, réversibilité
des mouvements de corps rigide des poutres élastiques en grands déplacements (cf. Yang, 1993),
effet hyperstatique dans le cas des poutres précontraintes sans et avec frottement, etc.). Ces tests
de vérification ne sont pas présentés ici. La vérification est 4 distnguer de la justification :
validation de la modélisation ("adéquation”). Celle-ci s'effectue par comparaison entre les
résultats obtenus par le calcul et les valeurs mesurées sur des ouvrages réels. Cette validation fait
I'objet du chapitre 4.

Apres avoir brievement présenté la stucture du code CESAR-LCPC, nous précisons les
interventions particuliéres effectuées pour intégrer les lois de comportement et l'élément
multifibre développés. Ensuite, pour familiariser le lecteur avec l'utilisation pratique de nos lois
de comportement (données, résultats, etc.), nous présentons un premier exemple simple, un tube
€pais sous pression interne calculé avec nos différentes lois de comportement.
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3-1. CODE DE CALCUL PAR ELEMENTS FINIS : CESAR-LCPC

Le code de calcul CESAR-LCPC est un programme général de calcul utilisant la méthode des
éléments finis, particulierement adapté a la résolution des problemes de génie civil et de génie
industrie!l : calcul de structures, mécanique des sols et des roches, thermique, hydrogéologie
(Humbert, 1989).

CESAR-LCPC désigne l'ensemble formé par le pré-processeur MAX, par le programme de
calcul par éléments finis CESAR et par le post-processeur PEGGY, qui communiquent entre eux
par l'intermédiaire d'une base de données caractéristique de !'étude effectuée (figure 3-1). Notre
développement se situé uniquement au niveau du programme de calcul par éléments finis
CESAR.

Figure 3-1:
Organisation de CESAR-L.CPC :
(d'apres : Humbert, 1989)

MAX : pré-processeur, outil graphique
imeractif gui permet la discréusation de
F'ouvrage étudié en éléments finis.

CESAR : programme de calcul par
éléments finis qui effectue la résolution
numérigue du probleéme posé.

J [ graphique interacuf qui permet de

PEGGY : post-processeur, outil
- SN U S ] visnaliser les résultats du calcul effectué
i BASE DE DONNEES i par CESAR.

Le programme de calcul CESAR effectue la résoiution numérique du probleéme posé en offrant a
l'utilisateur un éventail de modules d'exécution spécialisés pour un type de probléme donné
(€lasticité linéaire, élastoplasticité, lois d'interface, dynamique, thermique transitoire, diffusion,

consolidation,...). Ces modules comprennent des algorithmes adaptés au probléme a résoudre.
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En partculier, nous avons travaillé sur le module MCNL (Mécanique de Comportement Non-
Linéaire) et l'avons étendu au cas d'un chargement dynamique: le module DYNL (DYnamuque
Non-Linéaire).

Les modules font appel & la bibliothéque des familles d'éléments finis du programme.

En particulier, nous y avons intégré les éléments finis de type "déplacements” suivants :

» ['élément poutre multicouche 2D 2 2 noeuds (6 DDL);

s 'élément poutre multifibre 3D a 2 noeuds (12 DDL);

» I'élément poutre multifibre 3D a 2 noeuds avec glissement d'interface (14 DDL);
+ l'élément barre 2D avec glissement & 2 noeuds (6 DDL);

» ['élément barre 3D avec glissement a 2 noeuds (8 DDL).

Les tamilles des €éléments finis font appel a la bibliothéque des lois de comportement, ou le
schéma d'intégration locale de la o1 de comportement est précisé (actualisation des contraintes,
des vanables d'état, etc.). C'est & ce niveau que les lois de comportement développées au chapitre
I sont a intégrer :

» le critere de Willam-Warnke & 3 parameétres sans et avec écrouissage;
o le critere de Willam-Warnke modifié 3 4 parameétres;
« le modele élastoplastique avec endommagement.

Les interventions aux différents niveaux de CESAR seront précisées dans la suite (3.3) aprés une

breve présentation des méthodes de résolution numeérique utilisées.
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3.2. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

Vu la nature non-linéaire des problémes posés, la résolution ne peut s'effectuer qu'en utilisant
des méthodes numériques, qui, par nature, sont approchées. Les méthodes numériques 2
employer concernent d'une part, la discrétisation en temps pour des problemes dynamiques, et
d'autre part les méthodes itératives de résolution dans un incrément donné (pas de temps).

Pour les problémes dynamiques, nous avons choisi l'algorithme de Newmark. Dans le cas de
chargements statiques, cette discrétisation en temps correspond i un processus incrémental de
chargement. De plus, une méthode d'intégration locale des lois de comportement non-linéaires

est & préciser.

3.2-1. Discrétisation temporelle du probieme

Rappelons les inconnues, les données et les équations d'un probleme dynamique a traiter dans le
cadre de T'hypothése des petites perturbations, avec prise en compte de la non-lhinéaniié du
matériau par des lois de comportement €lastoplastiques avec endommagement. Ces lois sont
supposées quasi-stanques.

. inconnu_es D
Ex, 1),E(x, 1).&(x,1).€7(x, 1), x(x,1),5(x,1),07(x,1),0(x,t) dans Q

o données :
- conditions initiales a I'instant t dans Q :
Ex, 1. 8(x.1,), 6%, 1, ), €7 (X,1,),%(%,1,).5(%,1,),0°(%,1, ), O(x,t,)
- forces massiques dans Q2 :
F(x,t)=p (F,(x,t)~7Y (x,1))

- conditons aux limites sur 9€) :
ox,)n=T* , E&ix,1)=E&*
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e équations :
- compatibilité géoméirique :
() &=4(grad+ gradf)
- équation d'équilibre :
2) divo+p,(F~y)+pE=0
- équation d'état (qQuasi statque) :
3 6=0_+C(0°)(E—€")
- régles d'écoulement et d'écrouissage :

L : A20 sif=df=0
@ =il | g=i { ¥

oC Gy A=0 sinon

Pour résoudre numériquement l'équation d'équilibre, le temps est discrétisé par une suite (1) :

n
=t + 3 At
1=]

avec A t l'incrément de temps entre les instants t__, et t . Le probléme a l'instant t__,, supposé
résolu, fixe les conditions initiales pour le probleme 4 résoudre dans l'intervalie A t. Nous avons

alors :

. inconnu_es: )
AE.ANEAE.AEP AL ALAG.AC dans Q

« données :
- conditions initiales & l'instant t,_,dans Q :
gn-i’in*l’&n—}’ep“‘l?Xn—l‘Cn—l"DP“"’Gn-I
- variation des forces massiques pendant A t dans Q :
ANF = pO(AﬂFO - AHYO)
- conditions aux limites sur 9Q :
Aon=AT" | AE=4CL°

» éEquations :
- compatibilité géométrique :
(5)  A8,&=1(gradA G+ 'grada &)
- équation d'équilibre :
6)  divA,G+p (A,F-AY)+p.AE=0
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- équation d'état :
(7) A O=C(0far +A 07 ):(AE-AETP)
- régles d'écoulement et d'écrouissage :
Anep = Anl—%(an—»} + AnG’Cn-l + Ang)
(8) oo

oh
Ay = Ank—ag(on_] +A 0.0 +A0)

-1
AL=20 sif(o_,+A,00,+4,.0)=0

avec i -
AA=0 sif(o,_,+4,0(,+4,0)<0

On remarque, avec l'expression (7) de l'équation d'état, que dans le cas d'un maténau
élastoplasique avec endommagement, le tenseur de comportement €lastique dépend
explicitement de la valeur de la variable d'endommagement ¢, =¢°_ +A 6", donc de la
solution du probleme. Ceci pose d'importants problémes numériques, quand un point de charge
se trouve a la frontueére d'élasticité, entrainant des évolutions élastoplastiques et donc une

variation des caractéristiques élastiques. En raison de ces difficultés numérniques, nous utilisons :
9 A O=C(0 ) (A E-AE)

La variable d'endommagement, la porosité¢ plastique, est uniquement actualisée 2 la fin du
processus itératif d'un pas de temps a partir des valeurs de €7 obtenues aprés convergence :

(10) "D, "=¢ 0 =Pw€lan

n

En raison des non-linéantés en matériau (déformations plastiques, variables d'écrouissage,
endommagement) a l'intéricur de l'intervalle A_t, une méthode itérative devra €me employée

pour résoudre le probleme.

3-2-2. Méthode d'intégration locale de Ia loi de comportement

Ici, on utilise un schéma explicite d'intégration de la loi de comportement, mise en oeuvre dans
le module MCNL (Mesiar, 1993). La solution obtenue i l'itération k-/ est considérée comme
conditon ininale de l'itération k. Compte tenu de l'approximaton (9), l'actualisation des
contraintes s'effectue a partir de :
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iter=k
(11)  &8*€ =4 (gradd*E+' grad8 &) tel que : g = 8E
iter=1

ot 8*E est l'accroissement en déplacement dans l'itération k du pas de temps A_t. L'équation
d'état & V'itération s'écrit :
850 = C(¢n-1): (8 € - B"€P) iter=k

(12) tel que : Aoc= ) 6“c
=8 0% - C(¢Pa-1):0%€? 1 ngéz

et les regles d'écoulement et d'écrouissage :

§ie? = 5*;\%(5:“ +8 o, ) ner=k
(13) © telque:  (A€%,Abx= ¥ (8€7 5 y)
ka=6kl§!]_(ok—l+5kcﬂ Ckmi) ites=]
Lo B e

dvec :

o 3*A=0 sif(0r'+580%,5)=0
‘ $A=0 sif(or"+d0™,(5")<0

3-2-3. Algorithme de Newmark

Pour l'intégration dans le temps, on utilise un schéma pas 2 pas de type Newmark sous la forme
(cf. Bathe, 1982) :

| ) g
2E=ank, a0l ranf) 8:5=8.-5..
(15) avec : ]A‘;§=§:—§n-,

Akng = Ant (gn-l +bAI:\§) Akng = Akn'l§+ Gkg

Ou encore :
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> ; ~ =1/(a(A 1)) a,=1/2a-1
ko (ACE+85E) - a, n 3
(16) é a,( ‘}; &) a2§n—1 3§n-l avec : {a, =b/(ab.p) a,=b/a-1
& =a,(ATE+8E) -8, —ask,, a,=1/(aAt)  a,=4t(1~b/2a)

a et b sont des contantes. Pour a=0,25 et b=0,5, la stabilit¢ numérique incondidonnelle du
schéma d'intégration en temps est assurée (Bathe, 1982).

L'équation incrémentale d'équilibre matricielle obtenue en utilisant (16) avec un processus
itératif de type Newton-Raphson (cf. 2-2-3-4) est de la forme :

an  [K] {s:e}={r}:"

~ 1k
[K] est la matrice de rigidité globale effective, et {R}:™ le vecteur résidu effectif, calculés par :

K] = ao[M]+[K]§

(18) 1 \ .
R‘” - { cxl} mun M]iao({AED}: 1)_al{§j -ai’.{E.b} 1}
[M] est la matrice de masse et [K] la matrice de rigidité (tangente) du systeme étudié. {F,.} "

est le vecteur des efforts intérieurs nodaux, calculés 2 partir des contraintes locales actualisées
avec le schéma précisé au paragraphe 3-2-2. Les effets d'amortissement visqueux ont été
négligés.

Ces méthodes seroni utilisées en particulier pour les calculs dynamiques non-linéaires de
structures discrétisées par él€ments poutres multifibres.
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3-3. MISE EN OEUVRE DANS CESAR :

3-3-1. De "MCNL" a "DYNL"

Rappelons d'abord la structure du module MCNL (Mécanique de Comportement Non-Linéaire),
qui constitue le point de départ de notre intervention au niveau algorithmique, pour ensuite
intégrer 1'algorithme de Newmark.

Le tableau 3-1 présente la structure algorithmique du module MCNL de la version standard de
CESAR.

Le tableau 3-2 présente l'introduction du schéma d'intégration de type Newmark dans CESAR,
issu de l'extension du module MCNL (wableau 3-1) au cas du comportement non-linéaire
dynamique : module DYNL (Dynamique Non-Linéaire).

3-3-2. Critéres de convergence

Les criteres de convergence utihisés sont les criteres habituels portant sur les rapports de normes

de déplacements, de normes de second membre (résidu) et les rapports de travail au cours d'une
itération (cf. Mestar. 1993):

Il <e iz

(19)  {J{Résidu}*| < e [{Résidu}:]

J{ Résidu}* { s‘g}{ < E‘l{ Résidu}*="'{¢*}

Les tolérances €,,€ ,€, sont des données du calcul en général prises égales 3 0,1%.

Quelques schémas d'accélération de la convergence existent dans CESAR (méthode sécante,
"line search”, D-F-P. e.g. Mestar, 1993). Nous les utiliserons pour des calculs avec des éléments
massifs.
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Réservation de ['espace
< Lecture des caractéristiques algorithmigues

Foncuons dinterpotations

Incréments de chargement (NINCR)
Initialisation <
1 Parameires mécaniques (écyouissage...)

Boucle sur les inctéments de chargement
INCR=1,NINCR

!
r={> Initialisation de V'incrément
i
Boucie sur le nombre d'itérauons
ITER=] NITER
!

i1

Résolution

K] {88} = [Résidu}]
|

Caiculi des contramtes
élastiques

ne

NRS Marrice de ngiditdtangente}
MCI
—D

Tnangularisaton
>| RESOUD l

Boucle sur les
éléments

Calcu! du résidu

i

Convergence ?

CONVER
SR U——

) (o)

NRS=Newton Raphson Standard
S .
tockage des resuluals de incrément MCi=Méthode Contramte Injuale
impression des résuitats
14

INCR=INCR+1
A

Tableau 3-1 : Strucwre de MCNL (d'aprés Mestat, 1992)
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‘ Reéservation de |'espace
< Lecture des caractéristiques aigoritimiques

Nombre de pas de temps (NPAS)

Vecteurs de déplacernent, de vitesse, d'accélération initiale

Fonctions d'interpolations

Parmmdires mécaniques (écrouissage...)

Paraméwres de 'algorithme de Newmark

Matrice de

masse

1

ASSEM

Bouc}

€ sur jes pas de terps
PAS=1NPAS

——1> Initialisation de Iincrément

1

Bou

cie sur le nornbre d'itérations
ITER=1,NITER

NRS

—r

Ri=(K] + 2 M}
Trigngularisation

Marrice de rigidité (tangente

ASSEM

NRM Résciution

R {5z} = (Residv)

-

Actwalisation des vecteurs
- dépiacement total

- Vilesse

- accéiération

l

Boucle sur jes
nombre d'éléments

Calcul des contramtes
élastiques

1

Calcul du vecteur Résidu )

B

Caicul du Résidu effecud
(Equauon (18))

Convergence ?

vy (o)

CONVER

NRS=Newton Raphson Standard
NRMz=Newton Raphson Modifié

Siockage des résulials du pas de temps

Impression dzs résuliats

I
IPAS=IPAS+1
J

Tableau 3-2 : Swucwre de DYNL : Extension du module MCNL au cas dynamique.
Schéma itérauf de résolution au sein d'un schéma d'iniégration de type Newmark.



176 Calcuis statiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

Notre expérience avec les €éléments multifibres a monwé qu'une méthode tangente avec
actualisation de la matrice de rigidité a chaque itération est adaptée pour le calcul non-linéaire en
statique ou en dynamique. Lorsque le nombre de degrés de liberté est petit, le temps de calcul
pour l'actualisation de la matrice tangente reste raisonnable. Cependant, les performances de
l'algorithme pourraient étre améliorées en utilisant des schémas d'accélération comme ceux
habituellement utilisés pour les éléments massifs.

Enfin, plus la discrétisation multifibre (-couche) est réguliere (surface a, des fibres ou couches

équivalentes), plus la convergence est rapide.

3-3-3. Calcu! du vecteur des efforts intérieurs

Rappelons la procédure de calcul du vecteur des efforts intérieurs implantée dans CESAR pour
les €léments muassifs (Mesiar, 1992). Le Tableau 3-3 présente les zones dintervention pour
l'intégration des éléments multifibres (sous-programmes RSPTNL, CTPTNL, POUDEF,
LAGACY).

3-3-4. Bibliotheque des lois de comportement

Les lois de comportement développées au chapitre 1 sont intégrées dans la bibliotheque des lois
de comportement de CESAR. Elles sont accessibles par les modules MCNL et DYNL. Les
interventions effectuées ont consisté (Tableau 3-4) 2 mettre en oeuvre le schéma d'intégration
locale de la loi de comportement €lastoplastique avec endommagement (¢f. 3-2-2, sous-
programme CENPL1). Les modeles élastoplastiques de Willam-Warnke a 3 et 4 parametes
(CRIT46, CRIT48) font appel a un schéma d'intégration déja existant dans CESAR (CPLASI).
La structure présentée permet le couplage de tout modele de plasticité (CRIT...) avec tout
modele d'endommagement (CRID...).
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Boucle sur les éléments

IE=1 NELT rees
.. P ) Fonctions d'interpolation
N xienon des vomsomre stomae I Degrés de libéné incrémentale et toiale)
Contraintes

Variables d'élal {£crouissage, endommagement,...)

AP ceiemenss - ——LIBELE

selon le type d'élément XY

Calcul du Eléments G :
Emm,,s oS Vecteur des efforts multicouche / ds LAGAC4
sifs multifibre  Déplacements
(Version standard) miéneurs d'un Sément

Calcul des DDL
dans le repere de

Boucle sur Jes corps ngxd ¢
ICT MCNLI points d'intégration | CTPTNL (Description
L . corotationnetle)
Actualisation des contraintes

TN
Variables d'état Lj Ob_ “_E..FJ
Calcul des déformations
(incrémentales / totales)
BIBLIOTHEQUE
DES
LOIS DE COMPORTEMENT
DE CESAR

Tableau 3-3 : Calcul du vecteur des efforts intérieurs dans CESAR.

177
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(CTMCNL) (CTPTNL )

(ceLas1) C .. ) C .. ) (cenNpL1)

Loi élastoplasngue
avec | surface de charge

Loi élastoplasuque
avec endommagement

CRITER ) mop (CRITER ) crittre plastique

B _ - ’//// IMOD
-

- // - 4 CRENPI Endommagement

- Ve IEND

-

C CRJT:) ( CRIT46 )

(cripp1 ) ( CrRID...)

Cntere de W-W Cntére de W-W Variable dendommagement
& 3 parametres modifié (4 paramétres) QP

IMOD=48 {IEND=1
IMOD=46 : ( ) )

plastique parfait

IMOD=47 :
avec Ecrouissage {W-W = Wiiiam-Warnke)

Tableau 3-4 : Intégration de la loi élastoplastique et de la loi élastoplastique avec endommagement dans
la bibliotheque des lois de comporniement de CESAR.
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3-4. TEST NUMERIQUE

Pour familiariser le lecteur avec les lois de comportement élastoplastiques, mises en oeuvre dans
CESAR, nous présentons ci-dessus les résultats obtenus avec les différents modeles sur un
exemple simple : le tube épais. Cet exemple a ét€ calculé en déformation plane et en géométrie
widimensionnelle (figure 3-2). Il fait partic des tests utilisés pour la vénficaton de la
programmation dans le code CESAR. Les résultats obtenus avec une discrétisation similaire et
avec des méthodes d'accélération différentes étaient identiques (au sens numérique).

L'exemple est présenté figure 3-2. Seuls les résultats en déformation planes (figure 3-2b) seront
déraillés.

Zwag
X
X

a. Tube épats en 3D b. Déformation plane

Figure 3-2 : Exemple du tube épais

o Géométrie et modélisation par éléments finis :

Un quart du "cercle” de rayon r/R = 0.1 (figure 3-2b) est modélisé avec 400 éléments massifs
a 8 noeuds (MBQ8). Le maillage est concentrique avec un taux de propagation de 1,1 vers
I'extérieur.
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o Caractéristiques du matériau

- Caractéristiques €élastuques : Module d'Young E = 30000 MPa, Coefficient de Poisson
v=0,2.

- Le tableau 3-5 précise les caractérisiques du matériau et les parametres des différents
modeles de comportement utilisés. Ces valeurs sont des valeurs typiques qu'on utilisera dans
le chapitre qui suit. Un calcul avec un modeéle de Drucker-Prager sans écrouissage et une
regle d'écoulement associée a €galement été effectué.

Modeles Caractéristiques matérielles | Parametres du modéle
Drucker-Prager (DP) Angle de frottement : @ = 30°
Cohésion : c=3 MPa
WW 3 - Résistances : ¢, =3MPa* f. =1,3037
élastoplastique parfait 0. =30MPa* 7.=0,7578
(WW3) o, =34,5MPa* p, =3,2857MPa
WW3 - Résistances : (idem)* {idem)
avec écrouissage 8 =0,5236 (30°)*
(WW3-ECR) z,=0,75*
K =1000*
WW modifié Résistances : (idem)* f. =1,3509
(WW-mod) Tnaxiale: 1, =2,44736_*{ f, = 0,8036
Opnie =—3,90,*% | P, =3,1162MPa
0 =0°* P, =251,2MPa
oF =-0,01%*
B=1,0*
K =1000*

Tableau 3-5 : Caracténstiques matériclles et paramétres des modeles.
{* indique que les valeurs sont 2 choisir par N'utilisateur, Les autres paramétres sont calcuiés 2 partir de

caracifristiques matérielles)
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e Conditions aux limites (figure 3-2b) :
- en forces : pression uniformément repartie a l'intérieur du tube
(incrémentation : Ap =3MPa)

- en déplacements : condition de symétrie.

e Méthode itérative
L'exemple est calculé avec une méthode itérative de contraintes initiales (Mestat, 1992). Des
calculs comparatifs avec des méthodes d'accélératon de la convergence (D-F-P) ont
également été effectués. Les résultats obtenus sont identiques a ceux présentés ci-dessous.

o Quelques résultats pour p=15MPa

La figure 3-3 présente, sur une coupe radiale, la variation de la contrainte principale G,
{(contrainte tangentielle) pour les différents modeles avec la solution élastique du probléme. Les
pics des courbes correspondent aux limites de la zone plastique, définie a partir de l'intérieur du
tube. La différence entre les modéles WW3 et WW-mod d'une part, et les modeles WW3+ECR
et DP d'autre part, est uniquement due a l'angle de dilatance utilisé (¢f. Tableau 3-5). 11 convient
donc de prendre garde a ce parametre du modele. La figure 34 présente les isovaleurs des
déformations plastiques (normes du tenseur des déformations plastiques) pour les cas de
WW3+ECR et de WW-mod.

L.e but de ce exemple est de familianiser le lecteur avec l'utilisation pratique des lois de
comportement développées et mises en ocuvre dans CESAR. On n'a pas cherche ici 4 valider la
modélisation choisie du béton choisie en tant qu'un matériau élastoplastique (sans ou avec
endommagement) a I'échelle de la structure. Ceci fait l'objet du chapitre suivant.
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Limite de ia zone plastique

50

-
ELASTIQUE

—o— DP

—

wwa

SIGMA-1

—0—— WWB3+ECR

——C— WW-mod

Coupe A-B

Figure 3-3 : Variation de ia contrainte principale O, 2 un niveau de charge de p =15MPa

a. WW3+ECR b. WWmod

Figure 34 : Exemple de sortie graphique de CESAR :
isovaleurs de normes du tenseur de déformations plastiques.
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3-5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons montré comment les lois de comportement €lastoplastique (avec
endommagement) développées au chapitre 1 et I'élément multifibre du chapitre 2 ont €té mis en
oeuvre dans le code de calcul CESAR-L.CPC. Le schéma d'iniégration en temps et la méthode de
résolution itératve choisie ont été précisés. A l'aide d'un exemple simple, nous avons montré
I'ntilisation pratique de ces lois de comportement ¢€lastoplastiques, avec les valeurs
caractéristiques des paramétres des différents modeles.

Toutefois, 1l convient de souligner, que dans notre approche nous sommes restés dans le cadre de
la mécanique des milieux continus “classiques”. Les problemes liés a la localisation de la
fissuration ne sont pas traités (de Borst et al., 1993).

Dans le chapitre qui suit, des applications sont présentées, ce qui permet d'illustrer le caractére
opérationnel de la mise en oeuvre numeérique des développements effectués.
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4-0. INTRODUCTION

Nous présentons dans ce chapitre quelques exemples d'applications. Ces exemples vont des
structures a poutres simples type portique plan sous chargement statique jusqu'au portique 3D
multi-étagé sous chargement sismique. Le choix des exemples est guidé par deux objectifs
complémentaires : (1) valider notre approche & l'échelle des structures en béton armé et
précontraint, afin de (2) situer les outils élaborés dans la pratique courante des ingénieurs.

Nous commencons avec des exemples bidimensionnels :

« portiques plans sous chargements statiques et cycliques
« flambement d'un poteau,

» portiques multi-étagés sous chargements dynamiques.
avant de passer aux applications tridimensionnelles :

» déversement des poutres de grande hauteur,
+ poutres isostatique et hyperstatique précontraintes (préconirainte externe et inteme),

+ structure ridimensionnelle & portiques multi-étagés sous chargement sismique.
Le wbieau 4-1 donne un résumé de ces exemples d'application.

La comparaison des résultats numériques avec les résultats d'essais permet de déterminer les
limites des outils proposés (aide au concepteurs de structures en béton armé et précontraint) et de

fixer le domaine d'application vis-a-vis de I' "adéquation” des modeles pour les problemes a

traiter,
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NON-LINEAIRE CHARGEMENT
EXEMPLE MAT. | GEOM.| STAT. | CYCL. | DYN. { REFERENCE
4.1. Portique plan X X X .
4.2. Flambement poteau X X X .
4.3, Portique plan X X ()
multi-étagé
4.4, Déversement X X X *
4.5. Poumes précontraintes X X (®)
{is0- et hyperstatique)
4.6, Structures tridim. a X
portiques multi-étagés

® Résultats d'essais
Tableau 4-1 : Résumé des exemples {* ) Calculs de référence
{("x" indique quel probleme est numériquement traité )
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4-1. EXEMPLE : PORTIQUE PLAN

L'exemple qui suit présente des résultats de calculs d'un portique en béton armé sous chargement
statique et cyclique. Le portique, présenté figure 4-1, a ét€ testé par Bertero et McClure (1964)
sous chargement statique. Cet exemple, trés souvent analysé dans la littérature (par exemple
Holzer et al., 1979), permet de se familiariser avec la modélisation semi-globale : la
discrétisaton du systéme en poutres et la discrétisation de la section en couches (2D) ou en
fibres (3D). L'avantage d'une telle modélisation a €t€ discuté au paragraphe 2-1-3.

4-1-1. Géométrie, modélisation, chargements

4-1-1-1. Géométrie et modélisation par éléments poutre multicouche

Le portique, illustr€ figure 4-1 est modélisée en 30 éléments poutre multicouche. La section est
discrétis€ée en 22 couches, dont 20 en béton et 2 en acier. On rappelle que le champ des
contraintes dans les couches est suppos€ uniaxial.

4-1-1-2. Chargement statique, cyclique

o chargement statique : le portique est chargé avec des forces ponctuelies : une force
horizontale a la travée, une force verticale en demi-travée (figure 4-lIa). Le chargement

augmente d'une fagon monotone croissante jusqu'a la ruine (figure 4-2a). Le charge ultime
obtenue lors de l'expérience est F = 7,6 kN.

» chargement cyclique : le portique est chargé avec une seule force horizontale, dont les cycles
de charges sont illustrés figure 4-2b. Pour ce cas de charge, il n'existe pas de résultats d'essais.
Le charge horizontale maximale appliquée au portique a €té choisie wes proche de la charge
ultime numérique de ruine (F =16,5kN). L'exemple est utilis€ ici pour mettre en

une{hanz)

évidence "effet du dommage" sur le comportement cyclique de 1a structure.
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a. Portique de Benero/McClure (1964) b. Discrétisation semi-giobale

Figure 4-1 : Poruque BA. Géométrie -Modeéle

a. Chargement monotone croissant b. Cycle de charge horizontale

Figure 4-2 : Cas de chargement étudiés
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4-1-2. Lois du comportement uniaxiales, caractéristiques matérielles

4-1-2-1. Béton : loi uniaxiale élastoplastique avec endommagement

Comme loi de comportement, on utlise la loi de comportement élastoplastique avec
endommagement (ENDOQO). En ce qui concerne le partie plastique, le modéle Willam-Warnke
couplé (i.e. WW3+ECR pour le partie d'écrouissage, WW modifié¢ pour le partie adoucissante)
est appliqué.

Compte tenu de I'état uniaxial des contraintes dans les couches, on utilise I'équation d'état (116},

sous forme uniaxiale :
(1) dO=do,e, ®e, =E(¢")de,, —def, e, ®¢,

avec .

) E(0")=2(1-v)G, ~AGWO" )+ (K, + AK@ )(1-2v) a: {00 oo/ 20V
=3 o * o €l KU:E0/3(1~2\r)

Pour le champ des contraintes uniaxiales (1), les regles d'écoulement et d'écrouissage s'écrivent
de maniere explicite :

|def, = dA($ sgn(o,)+8)/3
(3)  WW3+ECR+ENDO: {dy%, =dhA
do? = dABS

[dA = (3%sgnta,,)+ £, )do,, /3H i f(0,,,2)=0,df =0
avec !
1(17\:0 sinon

de}, = dA(dsgn(o,)+& (3o, +p, —p,))/3

(4) WW-modifié¢ + ENDO :
d¢p = d)"Bf;.,L(o-n +pcr _po)/pcr

avec - {dJL:(%sgn(o“)«i--g‘j(%o” +P —P.Ndo, /9H  : si f(0,,,p,)=0,df =0

dA=0 sinon
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Les caractéristiques et parametres pour le béton sont précisés Tableau 4-2.

Modele Caractéristiques matérielles | Parameétres du modele
Flasticité E =23000MFa, v=: 2%
WW3- Résistances: o, =23MPa 8=0,1745 (10°)*
avec écrouissage o, =1Mpa* z, =0,75*
(WW3-ECR) o, =1150_* K = 1000*
WW modifié Résistances : (idem) 0 =-0,01%*
(WW-mod) Triaxiale : T, , =2,44730.* B =10

Cuiars =~390.% | x =1000*

6=0°
Endommagement Modules i la ruine : K = 1000*

K./ /K, =0,5%

G, /G, =0*

Tableau 4-2 : Caraciéristiques matérielles du béton et paramétres du modele

4-1-2-2, Acier

Comme loi de comportement de 'acier d'armature, on utilise une loi élastoplastique parfaite de
Von Mises sous forme uniaxiale (précisée au paragraphe 2-3-2-6) avec une résistance en traction

simple G, =332 MPa. Le module d"Young est E=206843 MPa.

{(* indique que la valeur est prise par défaut)
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4-1-3. Quelques résultats

4-1-3-1. Cas de chargement statique

Dans le calcul le chargement est incrémenté en incréments de forces
AF = AF __ =AF, . =0,375kN.

hanz
La figure 4-3 présente la courbe force F - déplacement horizontal du point d'applicaton de la
charge horizontale, 2 comparer avec les résultats d'essais. Les résultats monwent une bonne

concordance dans le domaine initial, suivie par une phase ol le modele suresume la rigidité du
systtme. Le charge ultime numénique F__, =7,5kN est ués proche de celle obtenue lors de
I'expérience F, ., = 7,6kN.

Le calcul a été également effectué avec une discrétisation en poutres plus grossiére (18 éléments
au lieu de 30). Les résultats, non présentés ici, sont trés proches de ceux obtenus avec 30
€léments (écarts inférieures 4 1%).

8,00 I
7,00 .
SR N
6,00 F
_+ r ——————
5,00 -

Expérimertal

Charge F [kN]
P -9
8

—C—— Calcut

{
E
I
I
|
— . . ‘ ) i
0,00 500 10,00 1500 20,00 2500 30,00 3500
Deéplacement horizontal {mm}

Figure 4-3 : Courbe Charge horizontale - Déplacement horizontale



194 Calculs statiques er dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

4-1-3-2. Cas de chargement cyclique

Dans ce calcul le chargement est incrément€ en incréments de forces AF = AF,  =+0.5kN.

La figure 4-4 présente un des résultats obtenus sous la forme de courbes moment fléchissant M -
déplacement horizontal du point d'application de la charge F appliqué. On note :

e des boucles hystérésis dues d'une part aux évolutions élastoplastiques dans le béton, et d'autre

part & la plastification locale des aciers (chargement proche de la ruine),

« leffet du dommage (dégradation) représent€é par une réduction de l'aire des boucles
hystérésis, entre le premier cycle et le second,

» une stabilisation des boucles d'hystérésis a partir du deuxiéme cycle.

moment M (kN.m)
1.75
E ’ )
1.25 AN . » : .
) A ~— X
AN AN .
AN N
\\ X\\ ]
\
0.625 N - -
\\‘ Yy R :
: . !
l \\ K‘}‘ : i U (mm)
0.0 ¥
» 1 x
A A% ’
Y h'y N . :
: N - n __
- 0,625 N LN AN <]-——_’=h;§ — — =
[} X T R X ! \ i
AN AN | i M
- L i |
' A % ! |
-1,25 g \ j
! D e W1 ] i
i | \ i
-1,758 . . il ’ T { i

Figure 4+ : Courbe moment fléchissant - déplacement horizontal u
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4-1-4. Commentaires

L'udlisation des €léments multicouches avec I'hypothése d'un champ des contraintes uniaxiales
permet de tester ' "adéquation” des lois de comportement triaxiales a 1'échelle de la stucture, en
termes de courbes forces - fléeches, ou en termes de dégradation des boucles d'hystérésis. Avec
les hypotheses posé€es sur la déformanon des poutres, les résultats obtenus pour le cas de
chargement statique apparaissent satsfaisants.

L'effet du dommage, sous forme d'une réduction de l'aire des boucles d'hysiérésis & l'échelle
globale des structures en béton armé€, est un phénomene bien connu (¢f. Del Toro, 1988). Dans
les essais, cette dégradation se stabilise aprés un nombre important de cycles de charge. Cette
stabilisation correspond a une échelle microscopique 2 un phénomene de type fatigue aux levres
de fissures lors de cycles douverture et refermeture des fissures. Nowtre modele
d'endommagement ne modélise pas de maniere explicite, & I'échelle macroscopique, cette
refermeture des fissures (évolution élastoplasuque lors du déchargement, ¢f. 1-2-5-3). Ceci peut

etre a l'origine de la stabilisaton prématurée des boucles d'hystérésis, obtenue par le calcul.



196 Calculs statiques et dynamiques de structures en béton armé et béton précontraint

4-2. EXEMPLE : FLAMBEMENT D'UN POTEAU

L'exemple qui suit, le flambement d'un poteau, est issu d'une grande série d'expériences
effectuée par Fouré (1978) pour étudier le flambement des poteaux en béton armé sous des
effets divers (fluage, retrait, etc.) Ici, on ne traite gue le cas du flambement "instantané”, c'est a
dire le flambement dii uniquement & une charge (excentrée) appliquée. Le poteau traité est le
poteau II-1 de Fouré.

4-2-1. Données et modélisation

4-2-1-1. Géométrie et modélisation
Considérons un poteau en béton armé avec une section rectangulaire (b/h = 200mm/150mm),
encastré a une extrémité et libre & l'autre, et une longueur L=2,25m. La section est armée par 4

armatures longitudinales de diametre 12mm (figure 4-5).

Le poteau est discréusé en 10 éléments multifibres et la section en 34 fibres, dont 30 en béion et

4 en acier.
Le=1,5cm Figure d-5:
7“1}: Poteau de Fouré, géomérrie ¢t systeme de chargement.
S i
l
!
5
2.25 |
|
|
|
7 /7
;42 1.5
air_

150,
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4.2-1-2, Matériaux

197

e Béion : Lot de comportement élastoplastique WW-coupl€. Les caractéristigues et parametres

pour le béton de cet exempie sont précisés Tableau 4-3.

Modele Caractéristiques matérielles | Parametres du modele
Elasgcité E = 34000MPa, v=0,2*
WW 3 - Résistances : ©_=39MPa 8 =0,1745 (10°)*
avec €crouissage c,=2,4Mpa |z =0,75*
(WW3-ECR) 6, =L150.* |x=1000*
WW modifié Résistances :  (idem) o =-0,01%*
(WW-mod) Traxiale : t_,, , =2,44730_* B=1,0%

Oy = —3,90 % k = 1000*

0=0°

Tableau 4-3 : Caractérisuques matérielles du béton et parametres du modgeie

» Acter: loi élastoplasuque parfait de Von-Mises : E = 200000MPa, v =0,3*, o, = 486MPa,

déformation de rupture des armatures : €. =10% (1)*

(* indique que le valeur est prise par défaut)

4-2-1-3. Chargement

Le poteau est chargé avec une force axiale d'excentricité e telle que e¢/h=1,5mm/150mm
(figure 4-5). La charge mesurée de flambement est F,__ = 453kN. Dans le calcul, on modélise la

force axiale excentrée par une force axiale F et un moment fléchissant M=Fe. Le poids propre du

poteau est négligé. 20 incréments de chargement sont utilisés dans le calcul.
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4-2-2. Résultats

La figure 4-5 présente un résultat de l'analyse numérique sous forme d'une courbe charge
appliquée - déplacement horizontal en t€te du poteau. On note que la ruine se produit des que les
armatures commencent a se plastifier. La ruine est fragile. D'un point de vue algorithmique, le
calcul diverge.

La figure 4-5 présente également les résultats d'un calcul non-linéaire en géoméirie (matériaux
élastiques). La forme courbée est uniquement due aux effets du deuxiéme ordre. La comparaison
avec le calcul non-linéaire en matériau et en géométrie permet de déterminer le seuil a partir
duguel le dommage (c'est a dire des déformations permanentes) apparait a l'échelle de la
structure. Ce seuil de dommage (limite d'élasticité globale) déterminé numériquement
(F/F___=0,4...0,5) est comparable & celui de l'essai (début de la fissuraton).

rume

16 -+

1.2 +

—————— Expénmentale

———&— Calcul

—O—— NL geométinque

00 ¢ + + t t 1 } 4
0.0 50 100 150 200 250 30,0 350
Déplacement horizonial en 18te mm]}

Figure 4-5 : Courbe Charge - Fleche
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4-3. EXEMPLE : PORTIQUE PLANE MULTI-ETAGE - STRUCTURE ISPRA

Nous présentons dans ce paragraphe les premiers é€léments dune justificadon des
développements présentés. Il s'agit de 1'étude d'un batiment, avec systeme porteur en portiques
mult-étagés, sous chargement sismique : la structure ISPRA. L'exemple est uré de la
contribution du LCPC au sein d'un groupe de recherche de GRECO Géomatériaux! (Mazars,
1992) au programme européen de recherche : Cooperative Research on the seismic response of
reinforced concrete structures (Carvalho et al., 1992). La structure €tudiée a €té mise en place
pour un essai a I'échelle 1:1 au mur de réacton du centre commun européen a ISPRA (ltalie).

Le but de ce programme de recherches coordonnées est de développer des méthodes de
dimensionnement sismiques en Europe. Les résultats présentés, qui font partie de la contribution
francaise du GRECO Géomatériaux (Mazars er al., 1992), sont des érudes dynamiques non-

linéaires avant essais.

L'étude effectuée est décomposée en 2 parties :

» Etude du comportement dynamique de la structure plane (portique 4 étages).
» Etude de la réponse de la structure plane sous chargement sismigue.

La géoméme et la modélisation de la structure sont d'abords présentées. Nous montrons par la
sulte quelques résultats des calculs.

I GRECO Géomatériaux (sols, bétons, roches) = Groupement de REcherches COordonnées
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4-3-1. Données et modélisation

La structure "ISPRA" est une structure i quatre étages (figure 4-6). A chacun des niveaux une
dalle repose sur un réseau de poutres croisées, qui transmettent les charges a 9 poteaux. Le
contreventement de la sucture est assuré par portiques. Les poteau central a4 une section plus
importante (b/h =45cm/45cm) que les poteaux périphériques (b/h=40cm/40cm). La
structure sera testée au centre commun de recherches de la communaut€ européenne a lIspra
(Ttalie) sous chargement sismique (mur de réaction) dans le plan de syméie de la structure,
comme indiqué figure 4-6.

La structure béton armé d'Ispra a été dimensionnée suivant la régiementation européenne EC8 =.

—t Figure 4-6 :
Structure en béton armé "ISPRA”
3m
7 ———
)j}’ (
l l/ / 3m
7 P
pd g )_1}7 45/45 .
40440 // —
r)_i}l/ i ‘/ V[ 35m
A0+
. n’

fm

T d

. Direcuon dexcitauon

—tp |
e
3
e

2 EC8 = Eurocode No. 8 : Regles unifiées communes pour les constructions en zones sismiques (CCE, 1988)
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4-3-1-1. Choix d'un modéele plan "équivalent”

Comme la structure sera excitée dans une direction, une premiére approche pour modéliser son

comportement dynamique non-lin€aire, consiste a effectuer des calculs sur un modele
bidimensionnel équivalent.

Une étude comparative a été effectuée au LCPC afin de déterminer, a partir des caractéristiques
dynamiques de la structure tridimensionnelle élastique (fréquences, amplitudes, participation
modale), un modele plan équivalent (Latreche, 1992). En raison de la non-symétrie dans la
directon d'excitation (les trois portiques paralléles de la structure n'ont pas la méme rigidité), le
choix du modele 2D est délicat.

Le mode¢le plan €quivalent choisi est illusté figure 4-7a. 11 est constitué du portique central avec
une tranche de dalle de largeur 5m : structure "ISPRA plane".

SN

4040 4545
a. Modele plan éguivalent : b. Modélisation globale
la structure "ISPRA plane” de la structure "ISPRA plane” en poutres

Figure 4-7 . Modgle plan équivalent et sa modélisation en poutres
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4-3-1-2. Modélisation de la structure "ISPRA plane"

La structure "ISPRA plane” est modélisée en éléments mulnicouches. Le maillage (figure 4-7b) de
la structure est consntué de 134 noeuds, de 139 éléments multcouches qui appartiennent a 20
groupes de caractéristiques géomnétriques et matérielles différentes, selon le plan de ferraillage
réel, détails de 1a modélisation sont donnés en référence (Ulm er Clément dans Carvalho et al.,
1992).

La figure 4-8 donne une exemple de la modélisation des poutres avec dalles en couches.

{ 5m
i | Carmatures h—'J '

L

‘O. @ I T R NI 0.15
L °
i I / [
couche béton—-
———— béton _ 0.30
seeee couche acier o1/
0.30
220
a. Section couranie des poutres avec dalie b. Modélisation de la section en T en couches

Figure 4-8 . Pnincipe de la modélisation d'une section en couches

4.3-1-3. Matériaux

« Béton : loi de comportement uniaxiale élastoplastique avec endommagement (cf. 4-1-2-1).

Les caractéristiques et parameéwres du modéle sont précisés tableau 4-5.
e Acier: lor uniaxiale élastoplastique parfait de Von-Mises (¢f. 2-3-2-6) :

E =200000MPa, v=0,3*, o, = 585MPa, ¢ =1%

ruplre

Masse volumique : p = 7850kg/ m’
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Modele Caractéristiques matérielles | Parametres du modele
Elasticité E, =30500MPa, v=0,2% |p=2500kg/m’
WW 3 - Résistances : ¢, =33MPa 8 =0,1745 (10°)*
avec écrouissage o, = 3,1Mpa z,=0,75%
(WW3-ECR) 6, =1150.* |x=1000*
WW modifié Résistances : (idem) 0! =-0,01%*
(WW-mod) Triaxiale : 1, , =2,44730.* g =1 0%

Oigxn = — 390, * K =1000*

6=0°
Endommagement Modules a la ruine : K =1000*

K, /K, =0,5*

G,./G,6 =0*

Tableau 4-4 : Caraciénistiques matérielles du béton et parametres du modeie

(* indique que la valeur est prise par défaut)

4-3-2. Etude du comportement dynamique non-linéaire de la structure

Nous proposons d'abords d'éudier I'effet du dommage & I'échelle de la structure soumise 2 un

chargement dynamique. La structure a été dimensionnée pour une accé€lération horizontale
maximale du sol de valeur vy, =0,35g. Pour étudier 'effet du dommage a I'échelle de la

structure, les réponses de la soucture soumise a différents niveaux d'accélérations sont

comparées.

4-3-2-1. Chargement

La structure plane {avec poids propre) est soumise a des niveaux d'accélérations du sol constants.

Chacun des calculs effectués correspond & un niveau d'accélération appliqué, avec des valeurs
vanantentre Y, = 0,1y, _ et y, =7V, (figure 4-9).

Ce chargement dynamique est sévere. Il est appliqué dés le début et n'est pas constitué

d'accroissements successifs d'accélération comme dans le cas d'un séisme.
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Y Mo Figure 4-9
A Niveaux d'accélération constante du sol appliqués dans
les calculs.
1
— — —f— — — — — — — -
—

4-3-2-2. Résultats

Les résultats présentés ont €té€ obtenus sur une durée de 5 s avec un pas de temps de 10 ms. Les

courbes de la figure 4-10 représentent le déplacement horizontal d'un point haut de la structure en
fonction du temps, pour deux niveaux d'accélération donnés : y, =0,5y,. et v, =0,9y La

4§ dun ¢

comparaison entre la réponse €lastique et la réponse non-linéaire dynamique de la structure met
en évidence les phénomenes suivants :

e L'appariuon de déplacements irréversibles. Ces déplacements permanents sont représentatifs
de la dégradation progressive de certaines couches des sections, issue du comportement non
linéaire des matériaux. Plus la structure est sollicitée, plus elle se dégrade : les déplacements

uréversibles augmentent avec le niveau d'accélération.

» La fréquence de la réponse de la swructure diminue avec l'augmentation de l'accélération
(augmentation de la période).

» L'amplitude de la réponse augmente pour les faibles charges (figure 4-10a) et diminue pour
des charges plus élevées (figure 4-10b).

e Enfin, un étar ultime dynamique de la structure est obtenu lorsque la structure n'oscille plus.

Il se produit au niveau d'accélération pour lequel la structure a éié dimensionnée
{v.=0,35g).



Chapitre 4 : Exemples d’applications numérigues

Déplacement u(t) {m]

8,00E-02 T i:'r=1/r i,
6,00E-02 T
400802 +

= NON LINEAIRE
= = = = ELASTIQUE

Z0EQ2 Tk &~ A M A A L N A o AT
LI R L B NP M
St atataba bl et ot
R T R L R I
0.00E+00 —2t iy de V0 U p ; ey
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00
Temps [s)

a. Courbe u(t) pour ¥, =0,5Y .

Déplacement u(t) [m]

205

u(t)

T

.

> Y= 0.5 s = CSL.

u(t)

—]

06 T
1] T
0.4 4
R a
03 + NON-LINEAIRE
= = = = ELASTIQUE i
G2 1
0.1 4
Y .'f-\‘ :-"\..‘ ..-"-l.‘ ..". ."'\... '.f'... .:'\‘ ..."\-
o " KW NN WA S W
0,00 1,00 2.00 3,00 4,00 5.00
Temps {s]

b. Courbe u(t) pot ¥, = 0,97,

- ¥, =097y,,,= cst

Figure 4-10 : Courbes déplacement horizontal d'un point haut de ia structure en fonction du emps
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4-3-2-3. Effets du dommage : variation de la fréquence, évolution de I'amplitude

L'exploitation des résultats de calculs menés avec des valeurs d'accélération croissantes jusqu'a la
ruine dynamique permet d'évaluer la variation de la premiére fréquence (figure 4-11a) et
1'évolution non-linéaire de I'amplitude d'oscillation (figure 4-115) en fonction de l'accélération vy,

appliquée.
La courbe de la variation de fréquence est composée de trois parties (figure 4-11a) :

« une partie fortement descendante de la fréquence pour des faibles valeurs d'accélération, due
au dommage du béton dans les sections des éléments.

» un plateau de fréquence, atteint quand les armatures commencent a se plastifier,

» une chute de la fréquence jusqu'a zéro, pour une valeur d'accélération correspondant a la
ruine dynamique de la structure.

L'é¢volution d'ampiitude suit des phases similaires (figure 4-11a) :

e Dans la plage d'accélération correspondant a la chute brutale de fréquence. l'amplitude du
calcul non-lin€aire reste du méme ordre de grandeur que !'amplitude élastique;

» L'amplitude s'accroit ensuite fortement. pour atteindre une valeur sensiblement constante;

« Elle décrolt rapidement pour des accélérations proches de celle qui conduit 2 la ruine
dynamique de la structure.

Cet exemple a €€ choisi pour montrer comment les outils développés peuvent étre utilisés pour
caracténiser et quantifier le comportement dynamique non-lin€aire de structures en béton armé
contreventées par des portiques : effets du dommage 2 l'échelle de la structure - la variation de la
fréquence et I'évolution d’'amplitude. Ces évolutions décrites par une approche numérique sont
conformes avec les observations sur des structures réelles soumises a des chargements sismiques
(cf. lemura et Jennings, 1974; Bard et al., 1992).
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Figure 4-11 : Courbes variation de la fréquence, variation de 'amplitude en fonction du niveau d'accélération
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4-3-3. Réponse sous chargement sismique

Aprés avoir étudié les effets du dommage & l'échelle de la structure soumise au chargement
sismique, nous présentons ici des résultats sous chargement sismique.

4-3-3-1. Chargement

La structure est cette fois soumise 2 une accélération du sol basée sur le tremblement de terre de
Friuli (Italie) en 1976. L'accélérogramme de 10s imposé a la structure est présenté figure 4-12.

Figure 4-12 : Accélérogramme S7 (100%)

Accélération 4}
[cm/s ]

4-3-3-2. Résultais

Les résultats présentés ont €t€ obtenus sur une durée de 10s avec un pas de temps de 10 ms. Les
courbes de la figure 4-13 représentent le déplacement horizontal d'un point haut de la structure en
fonction du temps. En particulier,

* figure 4-13a : la réponse dynamique non-linéaire comparée avec la réponse élastique obtenue
par superposition modale.

s figure 4-13b : les réponses dynamiques non-linéaires obtenues pour l'accélérogramme 100% x
S7 et l'accélérogramme 150% x S7.
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Figure 4-13 : Courbes déplacement d'un point en haut de la structure en fonction du temps
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4-3-3-3. Effets du dommage sous chargement sismique

Les résultats obtenus ont été comparés avec les résultats numériques d'autres participants du
projet d'ISPRA. La tendance est toutefois la méme (Mazars dans Carvalho et al., 1992).

La comparaison des réponses numériques obtenues ici met encore en €vidence les effets du
dommage & l'échelle de la structure, apreés dépassement d'une limite d'élasucité globale
augmentation de la période et de l'amplitude de la réponse non-linéaire par rapport a la réponse
élastique.

La ductilité de la structure, qui provient de ia ductlité des armatures longitudinales, assure sa
capacité portante. Une fois la limte d'élastcité globale dépassée (apparition de dommages dans
le béwon), la fréquence dominante de la réponse, aprés une chute rapide, tend a se stabiliser.
L'étendue de la zone ou cette fréquence est plus ou moins constante (plateau de fréquence) est
li€e a la duculit€ de la structure : plus la structure est ductile, plus ce plateau de fréquence est
prononcé. Ceci est en général le cas pour des structures contreventées par des portiques.
Cependant, pour des niveaux d'accélération plus importants, les structure peuvent atteindre la
ruine dynamique (chute brutale de la fréquence 2 zéro et arrét des oscillations) : ceci n'est pas le

cas pour la structure plane d'Ispra éwudiée.

Enfin, il convient de signaler, que ce type de calcul est ur€s sensible aux parametres matériels
utilisés pour modéliser le comportement adoucissant du béton. Iis affectent le déburt de la "chute
de fréquence"” et par conséquence l'ordre de grandeur des déplacements maximaux obtenus. Par
ailleurs, une fois l'appaniion du dommage, cette sensibilité apparait moins prononcée vis-a-vis
de I'évolution de la fréquence, c'est a dire vis-a-vis des effets du dommage (Ulm er Clément dans
Carvalho et al., 1992).
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4-4. EXEMPLE : DEVERSEMENT DES POUTRES

Cet exemple concerne le calcul au déversement de poutres en béton armé de grande hauteur. Le
probléme & résoudre est un probléme d'instabilité latérale sous chargement vertical. D'un point
de vue mathématique, en supposant un comportement €lastique des matériaux, le déversement
est une probléme de bifurcation, étudi€ a l'origine par Prandi! en 1899. Compte tenu des non-
linéarités matérielles, le probléme du déversement est un probléme couplé de bifurcations
matérielles et géométriques : le béton se fissure, les armatures se plastifient, le tout en interaction
avec l'augmentation des déplacements latéraux conduisants a la ruine de la structure. En termes
des forces généralisées des poutres, il s'agit d'un probléme non-linéaire de flexion déviée couplée

avec de la torsion.

Le probleme du déversement peut jouer un rdle important dans la pratique des ingénieurs en
partnculier pour les poutres en béton armé ou précontraint préfabriquées qui ont en général une
grande hauteur : par fabrication, elles ont des défauts géométriques initiaux. Les chargements
pendant le transport et la mise en place dans la structure, peuvent entrainer des sollicitations
susceptibles de conduire au déversement. Ce phénomene est alors a prendre en compte pendant
la phase de conception de ces éléments de structure.

Nous proposons ic1 d'étudier comment les outils développés peuvent étre une aide au concepteur
d'ouvrage voulant s'assurer par avance de la stabilité des éléments de sa construction vis-a-vis du
déversement .

Les exemples qui suivent sont tirés d'une grande série des essais de Kdnig er Pauli (1990) de
I'université de Darmstadt (RFA) pour étudier le comportement au déversement des poutres en
béton armé et précontraint. Ici, deux essais (les essais 1 et 2) poutres en béton armé sont calculés
numériquement.
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4-4-1. Données et modélisation

4-4-1-1. Systeme de chargement

Les deux poutres expérimeniales, testées par Konig er Pauli (1990), sont chargées en flexion
quatre points (figure 4-14a). Les essais sont pilotés en force jusqu'a la ruine. Les charges sont
appliquées sur la fibre supérieure (figure 4-14b). Les appuis sont tels qu'il est possible d'imposer
une rotation initale des sections par rapport au plan moyen de la poutre (figure 4-14¢). Clest le cas
de l'essais No [.

4-4-1-2. Défauts géométriques

Les poutres, d'une portée de 18m, présentent des défauts géométriques initiaux mesures
expérimentalement (figure 4-15a) : les poutres ne sont pas rigoureusement a plan moyen. comme
le montre la figure 4-15b. Dans les essais, on a mesuré le déplacement initial de la fibre supérieure

et celui de la fibre inférieure. Ces défauts peuvent érmre représentés par un déplacement initial
moyen du centre de gravité de la section, noté v_(x), et une rotation initiale de la section autours

de l'axe longitudinal de la poutre, not€ 8, (x), différents pour les deux essais traités. Les pré-
deplacements v_(x) sont représentés par une demi-onde sinusoidale. Dans l'essais No 1,
8,(x) = const, tandis que dans l'essal No 2 la rotation initale 8_(x) mesurée est représentée par

une demi-onde sinusoidale. Les défauts mesurés sont précisés dans le tableau 4-5.

4-4-1-3. Matériaux

Pour les deux essais, les caractéristiques des matériaux sont également données dans le tableau 4-
5. Pour le béton, on utlise la loi de comportement élastoplastique avec endommagement. Les
parametres du modele sont identiques a ceux utilisés dans l'exemple précédent (cf. tableau 4-4).
Pour l'acier, une loi élastoplastique parfaite de Von-Mises est utlisée.
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Figure 4-15b. : Déplacements et rolalions initiaux
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Figure 4-16. : Section courante

Défauts géoméiriques
Essai No. | Béton [MPa] Acier [MPa] v, 9,
section centrale rotations

E, =36000

o, =551 E = 200000 aux appuis
1 G. =38 o, =575 +20 mm 0.5%

o, =1L150_*

E_ =36000

. =58,7 E= 209000 section centrale
2 G, =3,6 y =373 -3 mm 0,3%

o, =L150

Tableau 4-5 - Caracténistiques des matériaux, défauts mesurés
{les résisiances tnaxiales et les parameires du modele élastoplastigue avec endommagement sont ceux précisés
dans le wableau 4-4).

4-4-1-4. Modélisation

La moiti€ de la poutre est discrétisée en 9 €iéments poutre multifibre et la section courante,
représentée sur la figure 4-16, en 212 fibres dont 198 en béton et 14 en acier. Les déplacements

initiaux sont modélisés par les données des coordonnées de la poutre pré-déplacée. Les rotations
initiales infinitésimales autours de l'axe de référence de direction e,° sont prises en compte dans

le calcul des vecteurs de base du repére local de 1'élément sous la forme :
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e =e’
(5 e, =e,"+6 (x)e°re,’
e,=e e,

Cette base est supposée constante pour l'élément. Dans la descripdon lagrangienne

corotationnelle choisie, le repére local de la poutre est le repére de la poutre en rotation propre
(¢f. figure 2-9). Dans (5), on prend pour €,°,e,°,e,° les vecteurs de base dans la configuration de

référence de corps rigide (i.e., e° =¢€,,1=1,3). Les vecteurs de bases ¢, sont déterminés a partir
de la procédure semi-tangentielle exposée en annexe 3. La rotation infinitésimale initale est
ainsi considérée attachée a la configuraton de référence de la pouwre en mouvement de corps
ngide.

Le chargement est constitué d'une part du poids propre et d'autre part des charges verticales (en
z) appliquées a la fibre supérieure. Du fait de la pré-rotaton des sections autours de l'axe de la
poutre, les charges ponctuelles sont modélisées par une force et un moment de torsion appliqués
au centre de gravité¢ de la poutre. Le caractére non-conservauf de ce moment extérieur est
néghge.

Dans les calculs, la poutre est d'abords chargée par le poids propre, puis les forces ponctuelles et
les moments de torsion sont appliqués. Les charges sont incrémentées en 30 incréments.

4-4-2. Comparaisons essais-calculs

4-4-2-1. Exploitation des calculs

Les résultats d'essais donnés sont des courbes charge F appliquée - déplacement transversal (en
y) de la fibre supérieure (Konig er Pauli, 1990). Les calculs numériques donnent des résultats
sous forme de déplacements et rotations au cenme de gravité de la poutre par rapport & sa
positon 1nitale. Pour comparer les résultats calculs - essais, I'exploitation des résultats de calculs
est effectué par :

(6) V(X Zg 1= 1) = VX, 1) +8IN @, (X, 1) 2, — V(X, 2, L, )
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avec v(x,t) et m,(x,t) le déplacement transversal total et la rotaton totale autour de l'axe de
référence au centre de gravité de la poutre. v(x,z_,t,) est le déplacement transversal de la fibre

sup ?

supérieure dii au chargement de poids propre. z,,, est la distance ente le cenwe de gravité et la

fibre supérieure en z.

4-4-2-2. Résultats

Les courbes obtenues sont comparées aux résultats expérimentaux sur les figures 4-17a €t figures 4-
17b. Pour chacun des essais, deux calculs numériques on été effectués :

« 1=1,0:1un en donnant aux poutres une rigidit€ de torsion égale a la ngidité élastique de

torsion (précisé au paragraphe 2-2-2-5).

« u=0,2 : I'autre en imposant une rigidité¢ de torsion égale a 20% de la ngidit€ de torsion
élasnque. Cette réducuon affecte les déformations de cisaillement et revient & introduire un

facteur de réduction dans le calcul des contraintes de cisaillement dues a la torsion.
La comparaison des valeurs de ruine est donnée dans le tableau 4-6.

Le calculs avec la ngidité de torsion élastique donnent une valeur de charge de ruine numérique
supérieure de 21% et 26% a la charge de ruine expérimentale. Si on modifie la ngidité de torsion
en la diminuant 3 20% de la ngidité inigale (L =10,2), ce qui est toujours effectué dans les
calculs courants de dimensionnement béton armé, les résultats numeériques se rapprochent des
résultats expénimentaux, avec des €carts de quelques % sur les charges de ruine et sur les
déplacements transversaux de la fibre supéneure de la poutre. Dans les calculs numéniques, alors
que le béton s'endommage rapidement, c'est seulement au dernier incrément que certaines
armatures commencent a se plastfier. Le comporiement dissymétrique de la section, accéléré
brutalement par cette plastification, conduit au déversement.

Ce mode de ruine fragile a déja été renconmé dans l'exemple 4-2 de flambement d'un poteau.
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Figure 4-17a : Essais No 1.
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Figure 4-17b : Essais No 2.
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Essai No 1 Essai No 2

F expérimentale [kN] 190 198

F numérique [kN]: pun=10 230 250

F numérique [kN]: u=0,2 185 195

Tabieau 4-6 : Comparaisons essais/calculs

4-4-3. Commentaires

Ces applications au déversement mettent en évidence les limites de la modélisation proposée,

(écarts essais/calculs de 25%), notamment pour ce qui concerne la modélisation de la torsion des

poutres en béton armé. Les écarts peuvent avoir deux sources :

la modélisation du comportement adoucissant et assouplissant par des variables d'écrouissage
et d'endommagement isotrope fonctions seulement de la variation de volume anélastique. La
torsion pure, correspondant a un €tat de contraintes de cisallement pur, n'entraine pas
d'évolutions de ['écrouissage ni de l'endommagement, avec les régles d'écoulement et
d'écrouissage choisies (¢f. 1-3-3-3). Mais, l'état de contraintes qui accompagne le
déversement n'est pas un état de contraintes de cisaillement pur, la torsion devient

uniquement prédominante pres de la ruine.

la modélisation de la rigidité de torsion de la secton par une approximation, qui n'est valable
que dans le domaine élastique (¢f. 2-2-2-5). Cette simplification, issue de !'application de la
théone des poutres au phénomene complexe de la torsion de poures en béion aimé, nous
apparait comme la raison principale des difficuliés rencontrées dans la modélisation. Mais ce
constat devrait €tre vérifié par des calculs comparatifs pour d'autres cas de charge de flexion
déviée couplée a la torsion.

L'exemple a €€ choisi pour mettre en évidence une limite de la modélisation proposée. Par

ailleurs, compte tenu de la complexité du probléme traité (non-linéaire en matériau et en

géo

métrie), les résultats numériques obtenus peut étre considérés comme satisfaisants, vu

'objectif d'un tel calcul pendant la phase de conception d'un ouvrage.
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4-5. EXEMPLE : POUTRES PRECONTRAINTES

Les deux exemples présentés dans ce paragraphe montrent une application de la formulation
proposée au cas des poutres précontraintes. Ces exemples font partie d'une contribution du
LCPC 2a un séminaire international sur la modélisation de la précontrainie externe organisé par
I'Association Frangaise pour la construction (AFPC), (Conti er Tardy, 1993). Deux exemples ont
€€ raités :

e une poutre isostatique sur deux appuis, de section en plancher & nervures, et d'une portée de
30 m,

« une poumre hyperstatique sur quatre appuis, de section en caisson, des travées de 20 m - 30 m
-20m.

Chacun des exemples a été traité dans les cas de précontrainte externe et de précontrainte
interne. Ces exemples nous ont permis de tester la modélisation de la précontrainte par
utilisation de degrés de liberté de déplacements relatifs (glissement) sur des exemples industriels
(Ulm er Magnai, dans Conti et Tardy, 1993). Les résultats obtenus ont été comparés avec des
résultats d'autres participants du séminaire. Il n'existe pas de résultats d'essais.

Ici, quelques résultats de nos calculs sont présentés. On s'intéresse en particulier a l'effet de
'adhérence a 1'échelle de la structure, en comparant les résultats obtenus pour les deux cas
extrémes : glissement libre (cas de la précontrainte externe) et adhérence parfaite (cas de la
précontrainte interne). De plus, dans le cas de la poutre précontrainte sur deux appuis, nous
comparons les résultats obtenus avec les éléments multifibres pendant la phase de mise en
précontraint 2 ceux obtenus par une modélisation avec des éléments massifs (en contraintes
planes), ol la préconmainte est modélisée par des barres avec des déplacements relatifs. Les lois
de comportement appliquées dans le deux cas sont les mémes. La différence est ainsi
uniquement due a la modélisation géométrique du béton (fibres ou massifs).
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4-8-1. Données et modélisation

4-5-1-1. Géométrie
La géoméuie des deux exemples traités est illustrée figure 4-18 et figure 4-19. 11 s'agit

e d'une part d'une poutre sur deux appuis d'une portée de 30 m avec un tracé tri-lin€aire de la
précontrainte (figure 4-18a). La section est une section en plancher a nervures avec un tablier
(largeur/épaisseur = 10 m/0,2 m) et deux retombées (b/h = 0,6m/1,8m). La figure 4-18b
présente la section courante du milieu de la poutre, la position des aciers actifs (cables
précontraints) et celle des aciers passifs (armatures longitudinales constantes sur toute la

longueur de la poutre).

« d'autre part d'une poutre sur quatre appuis de travées de 20 m - 30 m - 20 m, ou le tracé du
cable est illustré figure 4-19a. La section est un caisson avec les dimensions ¢t les positions

d'aciers actifs et passifs données en figure 4-195.

4-5-1.2. Matériaux

Les caractéristiques des maténaux sont issues de courbes ©—¢€ uniaxiales pour les différentes
matériaux (béton, acier passif, acier actuf), identiques pour les deux cas émdiés. Ces
caractéristiques matérielles sont données dans le wbleau 4-7.

Pour le béton, on applique ia loi éiastoplastique avec endommagement avec les parametres du
modele précisés tableau 4-4.

Pour les armatures passives (armatures longitudinales), la loi élastoplastique parfait de type Von-
Mises est utilisée. Pour les armatures actives (cadbles de précontrainte), la loi uniaxiale
€élastoplastique avec €crouissage précisée au paragraphe 2-3-2-6 est employée.
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Figure 4-19 : Poutre hyperstatique AFPC
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Matériaux Béton Acier passif Acier actf

Caractéristiques E, =20000MPa E = 200000 MPa E = 190000 MPa

{données) G, =20MPa E =0 E =9450MPa
o, =2,4MPa ¢, = 400MPa 6, =1575MPa
o, =L150.* € ppure = 1% € pure = 1,93 %
(essai triaxial)*

Tableau 4-7 : Caractéristiques des matériaux des poutwres AFPC
{* indique que le valeur est prise par défaut)

4-5-1-3. Maillage

La poutre isostatique est modé€lisée en 16 éléments poutre multifibre avec DDL de
glissement. Ces €iéments appartiennent & 11 groupes de caractéristiques ge€omémriques
différentes, suivant le tracé du céble. Chaque €lément est constitué de 79 fibres dont une en
acier précontraint et deux en acier passif. Le tablier est modélisé par 40 fibres de béton et les
retombées par 18 fibres de béton. Pour étudier la modélisation de la mise en tension du
cable, cette poutre a été¢ €également modélisée en €léments massifs (contraintes planes) et en
¢iéments en barres avec DDL glissement. Dans ce cas, le maillage comporte 300 éléments
massifs a 4 noeuds (300 MBQ4) et 33 éléments barres dont 3 avec des DDL de glissement
modélisant le cible précontraint.

La poutre hyperstatique est modélisée en 36 éléments poutre multifibre avec DDL de
glissement et 21 groupes de caractéristiques géométriques différentes suivant le tracé du
cable. Chaque éiément est formé de &5 fibres dont une en acier précontraint et deux en acier
passif. Les tabliers supérieur et inférieur sont modélisés chacun par 30 fibres de béton et les
voiles par 11 fibres.

4-5-1-4. Chargement

Le chargement comporte deux phases :

la mise en précontrainte avec activation du poids propre (p = 2500kg/ m’).

l'application d'une charge ponctuelle F non-symétrique (figure 4-18a, 4-19a), incrémenté
jusqu'a la ruine.
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4-5-2. Mise en précontrainte

4-5-2-1. Application de la force de précontrainte (condition aux limites en force)

Les poutres sont mise en précontrainte avec la condition de glissement libre (a=1). Avec la
formulation proposée, 1a force de précontrainte est appliquée dans les zones d'ancrages. Comme
la direction de glissement est définie suivant I'axe du cable (¢f. 2-3-2-4), la direction de la force
appliquée n'est pas a préciser. Aucun effort équivalent n'est calculé (¢f. 2-3-2-8). Ici, nous
considérons que la précontrainte est appliquée de maniere non-symétrique a une seule extrémité
du cable 3 ( cf. figure 4-18a).

En udlisant la notaton du paragraphe 2-3-2-8, les forces de précontrainte appliquées sont des

conditions aux limites en force a I'ancrage (2 x=0) telles que :

+ pour le cas de la poutre isostatique :  F¥(x =0)=F, = 6000kN par cibie
« pour le cas de la poutre hyperstatique: F“(x=0)= F, =3000kN parcable

Ces valeurs étaient données dans les exemples a traiter. On aurait pu également définir la mise
en tension comme une condition aux limites en déplacement. Dans ce cas, ce déplacement est le
déplacement relatif entre le cable et le béton a I'ancrage, et est en fait mesure sur le chantier avec
les vérins hydrauliques.

4-5-2-2. Résultats

La phase de la mise en tension de la poutre isostatique a ét€é modé€lisée d'une part avec des
éléments massifs en contrainte plane (300 MBQ4) et des éléments de barre (30 BB2 +3 BR2),
d'aure part avec les éléments multifibre (16 PMF2). Dans les deux cas la méme loi de
comportement triaxiale pour le béton a €té utilisée, couplant la plasticité et 'endommagement.

3 Une éde comparauve 3 ét¢ effectué pour evaluer l'influence de lieu d'applicauon de la précontrainte
(syméurique a deux extrémités, non-symétrique) sur la capacité portante de ces poutres (Uim er Magnait, 1993).
Les résuliats monuent que le heu d'application de la force de précontrainte w'influence peu le comporiement 2 la
ruine,
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Dans la premiere modélisation, les dommages locaux (déformations plastiques) sont concentrés
dans les zones d'ancrage aux deux extrémit€s (figure 4-20). Ici, les armatures d'ancrage n'ont pas
été modélisées. Ces effets locaux n'apparaissent pas dans la modélisation par poutres multifibres
: les sections planes sont supposées le rester, ce qui n'est pas le cas dans les zones d'ancrages,
comme le montrent figure 4-21a. Pour ces deux cas, les maillages déformés sont présentés figure
4-21a et figure 4-21b.

Modélisation locale Modélisation semi-globale
- 300 éléments massifs plans |- 16 éléments poutre 3D
Maillage a 4 noeuds (MBQ4) muldfibre & 2 noeuds
- 33 éléments barresa 2 et 14 DDL dont 2 DDL de
noeuds, dont 3 avec DDL de | glissement
glissement
Taille du probleme*:
- NEQ =NDLT - NCLT 682 64
- Largeur de bande maximum 283 7
Résultats a I'ancrage (pt.1) a la
fin de la phase de mise en
precontrainte :
- déplacement horizontal 6,8 (5,2) mm 4,3 mm
- déplacement vertical 0,3 (0.3) mm 0 mm
- déplacement relatif -200,3 (-197,0) mm -196,1 mm
Résultats au milieu de la
poutre (pt. 2), fin de la phase
de mise en précontraint :
- déplacement horizontal 2,8 (2,8) mm 2.8 mm
- déplacement verucal 8,6 (8,9 mm 7.3 mm
- déplacement relanf / -98,1 mm

Tableau 4-8 : Comparaison des résuliats obienus pour les deux types de modélisation
(les valeurs en parenthése sont les résuitats obtenus dans le cas d'un comportement élastique du béion)

Pour les maillages utilisés on note un rapport denviron 10 en ce qui concerne le nombre
d'équations (NEQ), et un facteur 40 pour la largeur de bande maximum de la matrice de rigidité.

4 NEQ = nombre d'équations =
nombre total de degrés de liberté (NDLT) - nombre de conditions aux limites en déplacement (NCLT).
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a. zones plastiques concentrées aux ancrages (mise en précontrainte)

b, isovaleurs de déformations
plastiques a l'ancrage {détail)

Coimenl
Lotoer sl
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Figure 4-20 : Résultats de calcul : apparition du dommage dans les zones d'ancrage
(fin de la phase de la mise en précontrainie)

b. Modélisation

"semi-giobale”

Figure 4-21 : Maillages déformés 2 la fin de la mise en précontrainte
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4-5-3. Capacité portante en précontrainte extérieure et intérieure

4-5-3-1. Précontrainte extérieure et intérieure (condition aux limites en glissement)

La mise en tension correspond 2 la condition de glissement libre (& =1). La capacité portante
des poutres est ensuite étudi€e sous le chargement F ponctuelle appliqué 4 x=10 m (poutre
isostatique, figure 4-18a) et x=30 m (poutre hyperstatique, figure 4-19a). Ces charges non-
symétriques sont incrémentées jusqu'a la ruine des structures. La capacité portante des poutres
est étudiée pour les cas de la :

e précontrainte extérieure,
« précontrainte intérieure.

Dans la modélisation proposée, ces deux cas correspondent aux deux cas extrémes de la
condition aux limites & l'interface cdble précontraint - béton (cf. 2-3-2-5) :

» la précontrainte extérieure a la condition du glissement libre (0. =1). Dans l'exemple, tout
frottement au niveau des déviateurs est négligé.

» la précontrainte intérieure a la condition d'adhérence parfaite. Aprés la mise en tension (en
imposant un glissement et a=1), lors de l'injection de la gaine, l'adhérence entre cable et
béton devient parfaite (ou presque). Ici, on suppose l'adhérence parfaite, méme pres de la
ruine de la structure. Dans les calculs, le facteur de glissement & est mis & zéro, et les degrés

de liberté de glissement sont bloqués (méthode de pénalisaton).

4-5-3-2. Résultats

Pour chacune des poutres deux calculs ont éi€ effectués. Les résultats obtenus sont données sous
la forme de courbes charge appliquée - fleche au milieu de la poutre figure 4-22 et 4-23. Les
résultats présentés sont ceux obtenus avec les éléments multifibres. La condition aux limites a

I'interface acier - béton a un effet rés important sur le comportement global de la structure.
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350 7 Figure 4-22 -
Courbe charge - fleche au milies de la poutre
g précontrainte isostatique AFPC
= - Début de la plastification des aciers passifs :
oy
& -
—'& lemuuc =1, 9 MN
§ F, ieneae = 2,125 MN
i
- Charge ultime :
1000 10,00 3000 5000 70,00 P cnsreune =23 MN ("?"'Convergencé)
Déplacement au milieu de la poutre jmm) F, e = 3,125 MN (divergence en raison
de la mpture du cible précontraint)
3.00 1 a0 Figure 4-23 :
Courbe charge - fleche au milieu de la poutre
= 250 4 précontrainte hyperstatique AFPC
Z 500 I .
s " - - Début de la plastification des aciers passifs :
3
= 1.50 _
e F e = 1.2 MN
5 1.00 - | —°— Inténeure F, oiénewe = 1,L2ZSMN
[=]
53 ; —*— Exiéneure
0.50 - Charge ultime :
0.00 = + —~ + — _ )
000 2500 5000 7500 10000 12500 15000  lu-enemeur = 203 MN (non-convergence)
Déplacement au milieu de la poutre {mm] F, esicure 2 3, 0MN (arrét du calcul)
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4-5-4. Commentaires

Les résultats obtenus mettent en évidence le role joué par l'adhérence acier-béton a l'échelle de la
structure, en particulier en ce qui concerne son comportement pres de la ruine : adhérence a un
effet important sur la ducnlité de la structure, liée 3 'augmentation des forces dans les cibles
précontraints. Dans le cas des poutres en flexion, plus l'adhérence est assurée, plus le
comportement globale est ductile. Ce constat ne s'applique pas d'une fagon générale a toute
structure en béton armé ou précontraint (par exemple dans les cas de cogues de symétrie de
rotation avec précontrainte circulaire, ou un déplacement radial vers l'axe de symétrie peut
conduire a une relaxation des forces dans la précontrainte).

Dans la pratique, le choix du type de précontrainte doit émre effectué lors de la conception de
l'ouvrage. L'outil développé peut ére une aide 2 cette conception. Dans l'approche proposée, la
précontrainte est traitée en tant que probléme de conditions aux limites a l'interface acier-béton.
Dans le cas de 'étude de l'ancrage d'un tunnel, le probleme a tratter sera un probleme d'interface

acier-roche.

Enfin, il convient de signaler, que !'hypothése d'une adhérence parfaite dans les cas de
précontrainte interne méme prés de la ruine, peut étre contestable. A ce niveau de charge, le
dommage conduit & une dégradation progressive de I'adhérence entre acier et béton. Ceci n'est
pas prise en compte dans la modélisation.
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4-6. EXEMPLE : STRUCTURE 3D A PORTIQUES MULTI-ETAGES SOUS
CHARGEMENT SISMIQUE

L'exemple qui suit montre les premiers résultats d'une application des outils développés au cas
d'une structure 3D muiti-étagés en béton armé soumise & un chargement sismique. Ce exemple a
é1é choisi pour faire le point sur I'état de développement actuel de nos outils, ce qui donne
quelques idées gui concernent les développements futurs. En effet, c'est dans le domaine de la
prévention sismique, que les éléments multifibre ont un intérét majeur.

La structure étudiée ici est dérivée de la structure ISPRA (figure 4-6). Au paragraphe 4-3, on a
présenté quelques résultats de l'analyse dynamique non-linéaire avec un modéle plan
"équivalent” (structure "ISPRA plane”, ¢f. 4-3-3-1). Le choix de ce modéle équivalent a posé

probléme.

En effet, I'analyse modale de la structure élastique tridimensionnelle a donné une premiére
fréquence propre de 1,7 Hz, tandis que pour tous les modeles plans cette fréquence variait entre
2,3 a2,5 Hz (Larreche, 1992). Cette différence dans le domaine élastique peut s'expliquer par

» la non régularité de la répartition de la nigidité de la structure, due a la non-symétne de la
structure dans la direction d'excitation,

+ qui est en plus prononcée par le fait que le poteau central n'a pas la méme section que les
poteaux de rives (cf. figure 4-6).

Dans l'essai a Ispra, le séisme sera simulé sur un mir de réaction. Les déplacements imposés a
un €tage seroni constants, ce qui s'approche du cas plan éwudié. Cependant, il reste une
incertitude sur le caractere tridimensionnel de la réponse sous chargement sismique.

Pour érudier l'effet tridimensionnel dd a la non régularité de la répartition de la rigidité de la
structure €t - avant tout - pour tester notre outil sur un exemple type industriel, nous présentons
par la suite quelques résultats de I'analyse tridimensionnelle. Pour cette premiére étude, nous
n‘avons modélisé que le systéme porteur (poutres - poteaux), tout en négligeant les dalles :
structure "ISPRA 3D portiques”.
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4-6-1. Structure "ISPRA 3D portiques”, modélisation

La structure "ISPRA 3D portiques” étudiée est illustrée figure 4-24. Elle est modélisée en
éléments poutre multfibre.

Le maillage est constitué¢ de 213 noeuds et 252 éléments, qui appartiennent a 33 groupes de
caractéristiques géoméwriques et matérielles différentes. Les sections des poteaux sont
constituées de 76 a 93 fibres de béton ou d'armature, et les sections des poutres de 58 2 64 fibres,
selon les plans de ferraillage. La masse de dalles est répartie sur chacune des poutres suivant une
descente de charge isostatique.

Les caractéristiques matériclles sont celles précisées au paragraphe 4-3-1-3, les lois de
comportement appliquées pour les différents matériaux sont les mémes, mais cette fois-ci sous
forme triaxiale.

L'accélérogramme imposé¢ est celui présenté figure 4-12. Sa direction est précisé sur la figure 4-24.

4-6-2. Résultats

Les résultats présentés ont ét€ obtenus sur une durée de 2,9 s avec un pas de temps de 10 ms. Les
courbes de la figure 4-25 représentent le déplacement dans la direction d'excitation en fonction du
temps pour le portique de rive et le portique central. La différence obtenue met en évidence le
caractére ridimensionnel de la réponse de la structure. Ce phénomeéne est visualisé sur les figures
4-26a et 4-26b, qui présentent les déformées de la structure aux instants 1=2,5s et t=2,88s.

Cet effet tridimensionnel, di a la non régulanité de la rigidité des portiques, aura comme
conséquence un cisaillement important dans les dalles de planchers, non modélisées dans le
calcul présenté.
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a. Déformée de la structure 3 t=25s

5. Déformée de la structure 3 t=2.88s

Figure 4-26 : Visualisation de V'effet tndimensionnel sur les déformées de 1a structure étudiée

4-6-3. Commentaire

Les résultats présentés ici ne constituent qu'une premiére tentative de modélisation du
comportement dynamique non-linéaire de structures en béton armé completes. qui par nature
sont tridimensionnelles. Ce caractére tridimensione! concerne d'une part la distribution de la
masse, d'autre part celle de la ngidité, qui, quant a elle, varie en fonction des dommages. Une
modélisation avec les outils numéniques proposés ici, ne peut €re considéré que comme un
premier pas dans cette direction : rendre compte des effets 3D (masse, rigidité globale, état de
contraintes triaxiales) a I'échelle de la structure soumise a un séisme.
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4-7. CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques exemples d'application des outils développés.
Leur performance nécessite toujours des améliorations. Dans tout les cas, nous avons tenté de
situer nos développements dans la pratque courante des ingénieurs, c'est a dire de déterminer
leurs domaines d'application et leurs limites (torsion). En particulier, les dommages et ies effets
du dommage 3 I'échelle de la structure ont €té précis€s. Les ounls développés se veulent - avant
tout - une aide au concepteur des ouvrages d'art en béton armé et précontraint.

LLa gamme d'applications possibles est relativement étendue, bien qu'on se soit limité ici aux
structures constituées de poutres. En particulier, la modélisation de 1'adhérence par des degres de
liberté de type glissement est une voie a poursuivre. L'application de la formulation n'est pas
limitée au probleme de l'adhérence acier-béton. On voit par exemple dans le domaine de la

géotechnique du renforcement un domaine d'application intéressant.

Le domaine sismique est le domaine d'application principal de l'outil numénique développé,
I'él€ment mulufibre. Mais, afin d'aboutir & des analyses dynamiques complétes de stuctures en
béton armé, une extension de la modélisation type semi-globale aux problemes de dalles, voiles
et coques est nécessaire. Cela existe dans la littérature, olt se trouve un nombre important de
contnibutions (Hand et al.. 1972, Lin er Scordelis, 1975;...). Les lois de comportement

appliquées pour le béton peuvent rester les mémes.






CONCILUSION






CONCLUSION

Ces travaux sont consacrés a I'étude du dommage et de I'effet du dommage (endommagement) 2
1'échelle des structures en béton armé et précontraint sous des chargements statiques, cycliques et
dynamiques. Ces travaux peuvent étre classés en deux grandes parties : une premiere partie
consacrée a la modélisation des non-linéarit€és en matériau, une seconde portant sur la
modélisation numérique par éléments finis poutre mulafibre. Les exempies présentés permettent
de préciser le domaine d'application des développements effectués.

Pour les non-linéarit€s en matériau, nous avons adapté un modele élastoplastique au
comportement spécifique du béton, et l'avons étendu d'une maniére phénoménologique a un
modele élastoplastique avec endommagement. A 1'échelle de la smucture, le dommage est
modélisé par des déformations plastiques (ou permanentes). L'effet du dommage est pris en
compte par une variation des caractéristiques élastiques fonction d'une variable
d'endommagement observable a signification physique claire : la porosité plastique, la variation
volumique irréversible de l'espace poreux connecté. Le couplage plasticité - endommagement a
été effectué en vue de l'application du modele a I'étude des structures en béton armé sous
chargements cycliques et dvnamiques. Ce modele élastoplastique avec endommagement est
simple, et rend compte de I'essentiel du comportement expérimental du béton & l'aide d'un
nombre réduit de parametres. Ces parametres sont accessibles par des expériences habituelles, ou
peuvent étre choisis par défaut a partir d'essais de référence.

Mais, utiliser ce modele continu pour représenter la fissuration des matériaux, qui est un
phénoméne discontinu par nature, peut étre contestable. Sous la forme présenté, les limites
d'application du modele sont les limites imposées par I'hypothése de continuité posée deés le
début : le modele est applicable tant que la fissuration n'est pas fortement localisée sous la forme
d'une discontinuité macroscopique a 1'échelle de la structure. Ces limites mériteraient d'étre
étudiées plus en détails pour l'application a I'étude des bandes de localisation. Vues les
applications pratiques envisagées, il nous semble toutefois que cet extension n'est pas la plus
urgente. Il conviendra tout d'abord de concentrer les efforts de recherche sur la prise en compte
des effets d'origine visqueuse comme le fluage, le retrait, mais également les effets visqueux liés
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au mouvement d'cau au front de fissures, pour rendre compte de l'influence de la vitesse de
chargement sur le comportement non-linéaire du béton.

Pour les applications numériques, nous avons utilisé les lois de comportement développées au
sein d'un élément fini particulier, I'élément poutre multifibre, issu de l'extension des approches
multicouches au cas tridimensionnel. Ce développement a été guidé par l'objectif de disposer
d'un outil numérique efficace, qui permet de prendre en compte des phénomenes non-linéaires
tant matériels que géomémiques pour l'analyse de structures constituées de poutres sous des
chargement divers avec un temps de calcul raisonnable. Pour cela, 'outil permet d'utiliser les lois
de comportement triaxiales quelconques au sein d'un élément poutre classique. En revanche,
utiliser cet outil consiste & accepter les limites imposées par les hypotheses de la théorie des
poutres. Alors, traiter des problemes aussi complexe que celui de la torsion de poutres en béton
armé, peut étre contestable. Ce point mériterait d'étre étudié€ plus en détails, en particulier en vue
des applications numériques dans le domaine parasismique pour l'étude de structures complétes.
En outre, on a pu montrer quelques extensions de la formulation de 1'élément pour prendre en
compte les effets non-linéaires en géométrie, et le cas de la précontrainte en tant que probleme

de condition aux limites a l'interface acier-béton.

Il nous semble que ce type de modele pour traiter les probiemes d'interface peut étre une voie
fructueuse de développements futurs. Ici, on n'a montré que l'application au cas de la
précontrainte (interne et externe) avec les éléments multifibres et €léments de barres avec DDL
de glissement. Cetie approche nécessite maintenant d'étre étendue au cas du dommage 2
I'interface, c'est a dire au probléme de la dégradation de l'adhérence entre maténaux différents.
Ce probleme d'interface se ne pose pas uniquement entre matériaux différents (béton-acier,

roches-acier) : on peut se demander si la modélisation sapplique également 2 linterface
constituée par une fissure, en tant que discontinuité macroscopique a l'échelle de la structure.

Les outils développés sont intégrés dans un code de calcul industriel, CESAR-LCPC. Leur
performances vont s'améliorer, en particulier au travers des exigences de la pratique courante des
ingénieurs.
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ANNEXE 1 : CRITERES DE WILLAM-WARNKE

Les expressions nécessaires a l'intégranion dans un code de calcul du modele €lastoplastique de

/////

« de I'expression analytique du coefficient de frottement f(0) fonction de l'angle de Lode 0,

« des dérivées des invariants du tenseur de contraintes,
» du systeme de quatre équations non-lin€aires 4 résoudre pour déterminer les parametres du
modele de Willam-Warnke modifié.

Al-1. Expression explicite du critere

On rappelle les expressions des critéres de Willam-Wamke & 3 paramétres,

(1) f(O)=1+ f(8)(c—-p,) ou f(0,2)=1+ f(B)(c-2p,)

et a 4 parametres,

1

(2) f(G,pc,)=T+f(9)(6-pn+2 (6-p,))

(=3

ou (0,7,0) sont des invariants du tenseur de contraintes G, définis par :

c=00/3
(3  1=1,(0)=4/iss
20, -0,~0C
e: 1 2 3
cos Ji2t

avec (0,,0,,0,) ses valeurs principales, ordonnées suivant ©, 20, 2G,. Le coefficient de

frottement f varie en fonction de l'angle de Lode 6 entre deux extrémes :

f. = f(60°) coefficient de frottement sur le méridien de compression
[, = f(0°%) coefficient de frottement sur le méridien de traction
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L'expression analytique de f(8) est (¢f. Chen, 1988, Fauchet, 1991) :

u= 2fc(f;2 -ff)cosG
v=fo2f,~ LS - f2)cos’ 8+ 557 41 f,
w=4(f7 - f2)cos* 0+(f. -2/’

@ o=

Al-2. Expression de la dérivée du critére par rapporta ¢

Pour calculer 1a projection d'un état de contraintes sur la surface de charge, il est nécessaire de
déterminer les expressions of /00 et dg/00C. Dans le cas du critére de Willam-Warnke a 3

parametres, on a :

ESEd ) 8
®) 3573 f(e) *(0=2P)7 3" 36

ou z =1 dans le cas élastoplastique parfait. Pour le critere de Willam-Warnke modifié, on a :

of _ot LI®) 90 1 of (0) 06
36 90 P (o+Pq p°)acs+(° p"HIPZp (0=p.)) 55~ 30 o0

o

(6)

Les dérivées des invariants (0, 1,0) du tenseur de contraintes s'écrivent :

dgo 1
6 3
N {at =5 avec: §=0-o01
00 21
®__ 1,
96  24127°sin®

avec A le tenseur de trace nul donné par :
8) A=(20,-0,-0,)s-21"(2u,®u,—u,®u, —u,®u,)

u,,u, etu, sont les trois vecteurs propres unitaires associés aux valeurs propres G,,G, €t G,.
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La dérivation de l'expression (4) de f(0) par rapport 4 I'angle de Lode 6 donne :

O T
ou:

W=2f(f-1H
(10) a(ci{se) = +v‘);§u+v)w' avec : v’=—‘-]47w'

w =8(f.* — f?)cos
On a alors :
an of® _ df 1A

30  d(cos)2V121

Al-3. Parametres du modéle de Willam-Warnke modifié

Pour le critere de Willam-Warnke modifié, 4 résultats d'essais sont nécessaires pour déterminer
les quatre parametres f, f,.p, et p.. p.. est la valeur de référence de p_ définissant la limite
d'élasticité initiale du matériau. Ces résultats d'essais correspondent a des états de contraintes
situés sur les méridiens de compression (8 = 60°) et de traction (6 = 0°) :

12 (Vo,>0,=0,, 6= 0°
1V0}=02>0'3, 6 =60°

Parmi les résultats d'essais disponibles, il est possible d'utiliser les résistances en compression
simple ¢, (6 =60°), en traction simple ¢, (6 =0°), en compression biaxiale 0, (6 =0°), et un
résultat d'essai triaxial sous forme des contraintes principales 6,,6,%,6," & la ruine (8 = 60° ou

6=0°).

L'utilisation de ces résultats dans (2) conduit au systéme d'équations non-linéaires suivant



258 Béiton de structure : modélisation élastoplastique, applications aux calculs

e encompression simple : (13a) %+ fi(-30_ —-p, + 2;; ~i0,-p,)")=0

« en traction simple : (13b) %+ﬁ(%c‘—po+2—;§-(%o‘—m)z)=0

e en compression biaxiale : (13¢) %+ﬁ(—%cw-po+-§1—e(—§-om—p°)2)=0

e essal triaxial : (13d) Tgee Tt (Oingn =P + 2; ] (Oiazs —Po)) =0

En labsence de résultats d'essais triaxiaux particuliers, on utilisera par défaut les valeurs
suivantes (d'aprés Chen er Han, 1988) :

[T =2,44730,
2 cmu-—u = —3’ 96-’;
0=0° f=f

Un schéma itératif de type Newton permet la détermination des inconnues f.. f,,p, et p;, & parur

des équations (13). Pours valeurs initiales, on prendra les valeurs du critere de Willam-Warnke a
3 parametres, qui peut se mettre sous la forme explicite suivante:

'f ="/§(0bc—61)
" (0,+20,)
(14)  {p, =0, (J3+£)/3f,
fcz__‘j_?gc__
i C. +3p,

et comme valeur 1nitiale de p_ la valeur p;, =20, . Cette procédure itérative converge assez

rapidement, car les valeurs données par les relations (14) sont toujours trés proches de celles
obtenues a la fin des itérations. Ce schéma itératif est intégré dans le programme (lecture des
donn€es), afin de ne pas obliger l'utilisateur & déterminer ces paramétres manuellement.
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ANNEXE 2 : ELEMENT POUTRE MULTIFIBRE

Les expressions nécessaires pour l'intégraton dans un code de calcul de I'élément poutre
multifibre présenté au chapitre 2 sont précisées ici. I s'agit

» de l'expression des fonctions d'interpolation du champ de déplacement discrétisé sans et avec

déplacements relatifs,
o de l'expression des matrices [B"] et [B’] des dérivées des fonctions d'interpolation de

I'élément 2 12+2=14 degrés de liberté avec déplacements relatfs (¢f. 2-2-3-2 et 2-3-2-4),
» des expressions de la matrice de rigidité pour 'élément 2 14 DDL (cf. 2-3-2-8).

A2-1. Champ de déplacement discreétisé

L'expression du vecteur de déplacement de la fibre £ est :
(D gk = gbk + E.m

ot &,, est le vecteur de déplacement de la fibre k repérée par le vecteur de position PQ de
composantes (0,x,, ,x,, ) dans le repere local de I'élément de vecteur de base e, (i=1,3). Q est le

centre de gravité de la fibre £, et P sa projection sur l'axe de référence de I'élément. D'apres les
hypotheéses posées, issues de la théorie des poutres (Navier-Bernoulli, etc.),on a :

d§, dw, .
(2) E..=E. ~(Ex§—1-.PQ+EXT‘(p(x2,x3 )}e} +we, A(PQ-PT)

avec les composantes :

( e dt!  do
€ ot =§bk'el =& =Xy, =Xy =+ —LAx, X,
dx, dx, dx,

(3) g Gt = gbk e, =8 —(xy X5, )

Eane = &.;bk e =8+ (%, — X )3,




260 Béton de structure : modélisation élastoplastique, applications aux calculs

Dans (1), §¢ est le vecteur des déplacement relatifs de la fibre k& (relatif par rapport aux
déplacements de la poutre, donnés par (2)). On suppose que &, est toujours dirigé suivant la
tangente t de l'abscisse curviligne s(x,) de la fibre :

4 &, =E.
ou:

e tX, e, +X,, e

(5) ¢
,/1+xlk'2 +x5,"°

=1, €, avec :.() =d()/dx,

Le vecteur des déplacements &, est le vecteur des déplacements classiques d'une poutre

tridimensionnelle. Utiliser un élément fini poutre 3D & 2 noeud (A.B) conduit a discrétiser ce
vecteur en 12 degrés de liberté (6 a chaque noeud) :

© {e°}=1en 88 0),0,,0,,.0} =AB

par l'intermédiaire des fonctions d'interpolation pour un schéma d'intégration de type Gauss a
deux points :

& =58 + ()8R
&2 = Ni(NEo + Ny (n)Ep + Ny () @5, + N, (1) 05
&y =N(n85, + Ny (D8 + Ny (D @y, + Ny (Dwy

o7 = (5o, + ()i

(7)

avecr=2x, /(-1 re[-1,1] et:

IN,(r)=0,5-0,75r+0,25r°
N,(1)=0,5+0,75r-0,25r°
N,(r)=0,125¢(1-1~1*+1°)
[N, (1)=0,125¢(=1-r+1* +1°)

®
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Le vecteur £ est défini selon l'abscisse curviligne s(x,). Dans I'élément 4 deux noeuds, on

utilise des degrés de liberté supplémentaires :

® {&}=1000000¢t,} i=AB

avec une interpolation linéaire en s telle que :

(100 &, = (%)im +(1—§i)§ﬂ avec: tTe[~11]
ou T=2s/¢~1, et ¢ lalongueur de la fibre inclinée.

L'élément multifibre avec degrés de liberté de glissement comporte ainsi 12+2=14 DDL., et le
vecteur des parametres de déplacements et rotations nodaux s'écrit :

ay  {el={ert+{g7}

avec {éb} le vecteur des parametres nodaux de déplacements et rotations “classiques” d'un

élément de poutre (donné par (6)), et {i’} le vecteur des parametres nodaux de déplacements

relatifs (donn€ par (9)). Les composantes de ces deux vecteurs ne sont pas définies dans la méme
base vectorielle : les composantes de {éb}som définies dans la base de la poutre (e,,i=1,3),

tandis que les composantes de {&’} sont définies dans la base de la fibre inclinée (t,n,b).

A2-2. Matrice des dérivées des fonctions d'interpolation

On donne ici les expressions des matrices des dérivées des fonctions d'interpolation de 1'élément
multifibre.

L'expression du tenseur de déformations linéarisé est :

(12) €y, = e?k} + EEU
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ou Sf’k) est le tenseur des déformations dans la fibre &, qui se dérive & partir du champ de
déplacement (2) issu de la théorie des poutres. €, est le tenseur de déformations qui se dérive a

pardr du champ de déplacement de glissement (4).

On rapelle que le tenseur €, dérivé a partir de (2), n'a que des trois composantes €,,,2€,,,2€,, :

agr [ d*%
g =—L~-|—=2.p
11 dX! (dxlz Q)
do! | )
2g,° = E;(—l-((A—l)x3 +X,,)

1

(13)

——

dw;
2e.=—((A+Dx, —x
5= A+ DX —xs)

A2-2-1. Matrice [B] standard

Pour 1'élément a 12 DDL (formulation standard, ¢f. 2-2-3-2), ou pour des fibres avec adhérence
parfaite, ol €], =0 et €,, =€, on écrit sous forme vectorielle :

(14) {e}, =[B],{&} ob:  {de},={de,,2de;,2de, ],
ol {é} est les vecteurs des 12 paramerres nodaux de 1'élément poutre choisi. L'utilisation de la

discréusation (7) avec les fonctons d'interpolation (8) dans (13), conduit a la matrice {3,12] des
dérivées de fonctions d'interpolation [B], suivante :
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-1 0 0
—62r 0 0
—62r 0 0
0 ~(A=Dxy —x;, —=(A+1Dxy, +x,
X3 (3r—-1) 0 0
. 1} -2, B3r=1) 0 0
(15) [Bl.=21 ™| 0 0
6%r 0 0
631 0 0
0 (A=Dxy +x;,,  (A+Dx, —x,
x,, 31 +1) 0 0
 -x,, 31+1) 0 0 |

Pour le calcul du vecteur des efforts intérieurs et le calcul de la matrice de rigidité, l'intégration
s'effectuera aux deux points de Gauss définis par r = *1/ V3.

A2-2-1. Matrice [B] pour le cas du glissement

Pour une fibre avec glissement, on écrit les six composantes (€,,,€,,.€4;,2€,,,28,5,2€,,) du

tenseur de déformations linéarisé sous forme vectorielle dans la base de la poutre (e,, i=1,3):

a6 {e}, =[[8*], +[p] J{&}
avec {E} le vecteur de 14 DDL donné par (14).

La matrice {B"]k est 1a matrice [B], des dérivées des fonctions d'interpolation (15) de 1'élément

poutre, écrit sous forme d'une matrice [6,14). La matrice [B’]k est définie par :
' d, '
an [B] = {titj}-(g {N(s)}  avec: {titj}: {u, 60,00, 00,40, 4,0}

Les composantes du vecteur {titj} sont & calculer a partir de (5). Dans (17), {N(s)} est le

vecteur des fonctions d'interpolation en s, écrit a partir de (10) sous la forme :
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(18) {N(s)}='{0,0,0,0,0.0,%%,0,0,0,0,0,0,4%}

avec T=2s/ f—1.

A2-3. Matrice de rigidité de 1'élément multifibre a 14 DDL

La contribution de la fibre k inclinée & la matrice de rigidité tangente de 1'élément multifibre a
été €crite en prenant en compte des glissements et des frottements sous la forme (¢f. 2-3-2-8) :

19 K=K ok o]k o (K] kDo

» La matrice [K"b] est la contribution de la fibre inclinée a la matrice de 1'élément poutre & 12

DDL, c'est a dire celle de I'élément "standard”. Elle se détermine & partir de :
@ [k*]=[ B} c7 B e,

avec a,t, la section de la fibre inclinée orienté€e par e,, et a, la section orientée par t. En
notant E , le module tangent de la courbe G- € uniaxiale, précisé au paragraphe 2-3-2-6, la

matrice [C""] s'écrit:
(21) [C‘P]=Em{titj}t{titj}

Lors de l'assemblage de la matrice globale (maillage, changement de repere), la matrice
[Kbb] est transférée de maniere habituelle (2 rotations).

. [Kb’]et [K’*’] représentent les termes matriciels de couplage entre le champ de déplacement

de glissement (indice r=relatif) et celui de la poutre (indice b=bemnouili). lls se déterminent &
partir de :

@) [k*]=[TBl[co]Blandax, e: [k*]=[TB][C?]B"] adx,
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Lors de l'assemblage de 1a matrice globale (changement de repere), en raison de la définition
des DDL de déplacements relatifs, une seule rotation est a effectuer. Notant [R] la matrice

de rotation de changement de repére (repere local - repére global), ona:
,py Jelobale ¢ " globale
@3 [k =1RIK"] et:  [K*7 =[K*][R]

. [K”] est la matrice de rigidité "du glissement libre". Elle s'écrit :
: d d.
@ [K7]= [T [ TB ) rads, = [ INOIE N,

On remarque sous cette forme que les composantes de la matrice [K“] sont définies en

fonction de l'abscisse curviligne s. Par conséquent, elles ne sont pas a wansférer dans le
repere global lors de I'assemblage de la matrice de rigidité totale.

. [K‘*] est la matrice de rigidité due au couplage glissement - frottement. Comme la matrice

[K"], ces composantes sont définies en fonction de l'abscisse curviligne s :
- d t .
25 [K7]= Ifl (Es" {N(S)})Em{N(S)}dS

ou f, =-sgn(§,)tanga, /R.

. [K”f ] est la matrice de nigidité due au couplage entre déplacements de la poutre et effets du

frottement. Cette matrice est non-symétrique. Ici, nous la négligeons.

Le schéma de la figure A2-1 donne une illustration de ces composantes de la matrice de rigidité
(19).
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7 14
B K. K
[K*) [K*) O &
=iy
7 =
b
(K] (K]
14

Figure A2-1 : Schéma de la structure de la matrice de rigidité élémeniaire de 1'élément & 14 DDL.
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ANNEXE 3 : ROTATIONS SEMI-TANGENTIELLES

On expose ici le traitement semi-tangentiel des parametres de rotations des poutres en grands
déplacements. Dans la description lagrangienne corotationnelle choisie, cette procédure permet
le passage du repere fixe de vecteurs de base E,,i=1,3 au repére de référence de la poutre en

mouvement de corps rigide, de vecteurs de base €,,i=1,3 (¢f. figure A3-1). La procédure utilisée

est celle proposée par Cariou (1988).

Mouvement rigidifiant

Figure A3-1 : Rappel de la description lagrangienne corotationnelle.

A3-1. Rotations infinitésimales et rotations finies

Le traitement des parameétres de rotations joue un rdle important dans l'analyse non-linéaire
géométrique de poutres tridimensionnelles. La difficulté majeure du probléme a traiter réside
dans le fait que les rotations tndimensionnelles finies autour d'axes fixes ou mobiles ne
constituent pas une quantité vectorielle. La composition de rotations successives ne peut plus
étre appliquée sans que le résultat ne dépende de l'ordre dans lequel les opérations ont été
effectuées. Ce probléme est amplement traité en références (Argyris et al., 1978; Argyris, 1982;
Kondoh et al., 1986, Cardona et Geradin, 1988; Shi et Alturi, 1988; Cariou, 1988,...).
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Rappelons d'abord l'approximation effectuée en analyse lin€aire des poutres. E, (i =1,3) sont les

directions des axes de la poutre dans la configuration initiale (de référence). Aprés déformations,
ces axes sont orientés par les vecteurs de base e, (i=1,3). Avec ® le vecteur de rotations des
composantes (W, ®,,®,) autour des axes de la poutre, en rotation infinitésimales, on a :

¢)) e =E +OAE +..

Cette linéarisation est a la base du champ de déplacement de Bernoulli, précis€ au paragraphe
2-2-2-3.

En analyse non-linéaire (grands déplacements), la non-commutativité des rotations finies ne
permet pas une décomposition linéaire de 1a forme (1). Les relations (1) deviennent :

ou R est l'opérateur linéaire de rotation entre les configurations initiale et actuelle déformée,
vérifiant la propriéié d'orthogonalité. R est fonction de trois parametres de rotations décrivant la

rotation. Il en existe de variés : angles d'Euler, vecteur de rotation, pseudo-vecteur de rotation,...
(cf. Cardona et Geradin, 1988).

A3-2. Rotations semi-tangentielles

Ici, un parametrage en pseudo-vecteurs de rotations (ou parametres de Rodrigues) a été€ choisi :
les rotations semi-tangentielies, définies initialement par Argyris (1978, 1982). En particulier, on
utilise la procédure proposée par Cariou (1988), rappelée brievement dans la suite.

L'équanion (2) décrit le passage entre la configuration initiale et la configuration actuelle (figure

A3-1). L'opérateur R est fonction des rotations totales (mouvement rigidifiant + déformation).
Notons £2 le vecteur des rotations totales de composantes (€2,,L,,L,) autour des axes fixes de

base E,, i=1,3. Avec un parameéwrage semi-tangentiel des rotations, on a :

2 (5.5
(3) R:l"f’m(g +Q )
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ou €2’ est le "pseudo-vecteur de rotation", défini par :

@ el e 0= 0T G

Q
Il
On note n =Q/"Ql[ le vecteur unitaire de la rotadon Q' = tan("ﬂu /2). Le pseudo-vecteur de

rotation £2” s'interpréte comme le vecteur des rotations autour d'un axe mobile n. L'équation (4)
peut également s'écrire sous la forme :

(5) Q=unE, +tan—Q—2E2 +tn 2E, =QE,
2 2 2

Dans (3), £’ est le tenseur antisymétrique fonction des composantes cartésiennes Q/, Q! Q! du

pseudo-vecteur de rotation 2. Sous une forme marricielle il s'écrit :

_ 0 —-tan(Q,/2) tan(Q,/2)
6 Q=| anQ,/2) 0 —tan(Q, /2)
—tan(Q,/2) tan(Q,/2) 0

Le pseudo-vecteur de rotation €’ a une propriété importante : la commutativité.
p P p

Considérons l'application successive des deux pseudo-vecteurs de rotations €' et @'. En
particulier, on note €2’ le pseudo-vecteur de rotation de corps rigide et ®' le pseudo-vecteur de

rotation qui entraine des déformations (“rotation de distorsion”, description lagrangienne
corotationnelle). Le vecteur pseudo-vecteur de la rotation totale (corps rigide + déformation)
s'écrit (¢f. Cariou, 1988) :

1

s

[Q, +0']

Avec I'hypothese de petites déformations, le vecteur ' est un vecteur dont la norme est faible
devant l'unité. L'expression (7) se simplifie sous la forme :

8 Q=[Q+0]
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Utilisant 1a définition (5), on a :
' - W, _ ®, _
9 =m%el+m~2iez+M‘§'%

ol ,,w,,®, sont des rotations autours des axes de direction €;,i =1,3 dans la configuration de

référence du mouvement de corps rigide, qui provoquent des déformations (rotations de
distorsion). Elles se déterminent & partir de :

Norant €, 'orientation de la section dans la configuration de référence et e, l'orientation de la

section dans la configuration actuelle (cf. figure A3-1) le pseudo-vecteur de rotation ®' est
perpendiculaire en e, et en e, (Cariou, 1988), donc perpendiculaire au plan défini par la

normale:

€ A€

(1) n=2
e~/

Utlisant {11) dans (4),on a :

(12) ' =-un(o]/2)=25

e A e,"

avec la relation rigonométrique suivante :

(13) tan"muz 1-cosjof _ |1-e. &
2 Yl+cosjof Yi+e &

on obtent l'expression (12) de ®' uniquement en fonction des directions €, et e, des axes de

référence de la poutre de la configuration de référence et de la configuration actueile :

l-e,.e, e Ae

(14) W =- - —
1+e.€ [€ ref
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Le vecteur de base e, est donné par l'expression (2) avec (3), ol l'opérateur R est fonction des

rotations totales connues (corps rigide + déformation), calculées a l'instant t dans le repére
global. Pour un élément de poutre rectiligne, le vecteur € représente la direction de l'axe de
référence aprés mouvement de corps rigide. €, s'exprime dans la base vectorielle E,i=1,3 a

partir de la donnée de la translation de deux points de l'axe de référence. D'un point de vue
pratique, €, se détermine a partir des données dans le repere global des degrés de liberté de

transiation de deux noeuds successifs.

Avec les composantes connues de ', le pseudo-vecteur des rotations du mouvement de corps
rigide se détermine 3 partir de (8) :

15 Q=Q -w=0Q+ =48 &re
o 1+e.e [€ re

Enfin, utilisant (15} dans (3), les vecteur de base €,,i=1,3 appartenant a la configuration de

référence du corps rigide sont déterminées par :

(16) € =R.E avec: R=R(L.")

H
ce qui conduit a :

a7 - 1288 &A8 mogE
2 1+e.€ [ re °

®, (i=1,3) sont les rotations autour des axes de directions €,,i=1,3 de la configuration de

référence. Ces rotations provoquent des déformations (rotations de distorsion).
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