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CHAPITRE 1

FISSURE DANS UN MILIEU ELASTIQUE







INTRODUCTION

La simplicité relative de l'analyse des contraintes en élas-
ticité linéaire et le fait que le chargement et la géométrie du
corps fissuré& interviennent trés simplement par l'intermédiaire
de trois parametres en fond de fissure sont des facteurs qui ont
favorisé le développement de la Mécanique Linéaire de la Rupture.
Elle s'avére cependant insuffisante pour expliquer de nombreux

phénoménes :

- Dans la plupart des cas usuels, lors des expériences sur éprou-
vette par exemple, la plasticité n'est pas confinée en-téte de
fissure, mais intéresse une partie importante de la structure.
La rupture se produit souvent en condition de plasticité généra-

lisée.

- La déformation plastique en fond de fissure joue un rdle impor-
tant dans les mécanismes physiques de propagation de fissure.
En fatigue, par exemple, la fissure s'avance sous chargement
cyclique, une modélisation des lois de propagation doit tenir
compte des phénoménes observables expérimentalement, telle que
la fermeture des bords libres ... Non seulement la géométrie
et le chargement, mais aussi la fermeture résiduelle, 1l'étendue
de la zone plastique ... i.e. des grandeurs liées a la plasti-

cité en fond de fissure doivent é&tre prises en compte.

Notre travail a pour but d'analyser, par des moyens numériques,

les caractéristiques des contraintes et des déformations en fond
de fissure lorsqu'on tient compte de la plasticité. Cette analyse
s'effectue a partir des résultats théoriques établis dans la lit-
térature et permet de comprendre les différentes solutions obte-

nues a partir de la loi de déformation (Hencky) ou 3 partir de la



théorie incrémentale. Le rdle de la déformation plastique sera dis-
cuté d'une maniére approfondie dans 1'étude des fissures de fati-

gue.
Le plan de 1l'étude est le suivant :

Les problémes liés a la fissure fixe sont étudiés dans les

deux premiers chapitres. Nous rappelons d'abord la Mécanigque de la
Rupture dans un milieu élastique au premier chapitre. La nature
des singularités, les différentes formulations de 1l'intégrale J
sont présentées. Les déformations plastiques sont prises en compte
au deuxiéme chapitre. Nous rappelons les résultats connus concer-
nant 1'étendue de la zone plastique, les calculs de l'intégrale J
selon Rice lorsqu'on adopte une loi de déformation. Lorsqgqu'on
adopte la loi incrémentale, le probléme est beaucoup plus diffici-
le. La vérification par le calcul numérique des résultats de Rice
& al. a été effectuée par Barsoum en plasticité parfaite. Nous
avons, dans la méme direction, effectué un calcul par éléments fi-

nis, en tenant compte de 1l'écrouissage.

Les problémes 1liés 3 la propagation sont discutés dans les

chapitres suivants.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons rappelé d'abord les
résultats diis a Nguyen Q.S. sur l'analyse énergétique et sur la
force due aux singularités en fond de fissure G. La définition de

G conduit & une intégrale J_ dépendant du contour T telle que

r
G = 1lim Jr. Les analyses de singularité, obtenues récemment par
Ir'-o
Slepyan, semblent montrer que G = o. Notre é&tude numérique porte

sur la vérification de cette estimation théorique. Nous nous som-
mes placés dans les conditions les plus simples de propagation :
mode 1 pur, régime permanent, plasticité parfaite pour effectuer
les simulations numériques. L'hypothése de régime permanent permet
d'utiliser un maillage 1ié a la fissure et de formuler le problé&me

d'une maniére originale.



La distribution des contraintes et des déformations sont dis-
cutées, en particulier le profil d'ouverture pour une fissure mo-
bile est fondamentalement différent de ce qu'on obtient avec une

fissure fixe.

Le guatriéme chapitre est une application des connaissances

et des résultats précédents a la fatique.

La modélisation de la loi de propagation des fissures de fa-
tigue sous chargement variable est considérée. L'influence des
surcharges sur la vitesse de propagation est étudiée en détail.
Nous donnons des estimations théoriques sur les zones plastiques
cycliques et monotones, sur la taille de la zone affectée par 1la
surcharge et sur 1l'évolution de la charge d'ouverture. Ensuite,
une simulation numérique a été effectuée, tenant EBﬁpte de toute
l'histoire du chargement cyclique. Ce calcul numérique constitue
une partie importante de notre travail. Il permet de vérifier 1la

validité des modéles proposés par de nombreux auteurs.



I.7- MECANIQUE LINEAIRE DE LA RUPTURE

(Contrainte, Déformation, Singularité)

La mécanique linéaire de la rupture [1] est fondée sur l'hypothése
de l'élasticité Linéaire. Dans ce cadre, on sait que les contraintes et

les déformations au voisinage du fond d'une fissure, sollicitée d'une ma-

yé

J

Figure 1 :

Contrainte au voisinage de 1'extrémité d'une fissure plane.

niere quelconque, admettent un développement asymptotique dont le terme
le plus singulier s'écrit

-1/2
0.. =K (2 71 1) £..(8)
(1) = i
Eij K (2 71r) gij(e)

ou K est le facteur d'intensité de contrainte. Il est désigné parkgf KII
et KIII respectivement pour les modes I (mode par ouverture), II{mode de
glissement droit) et IIT (mode de glissement vis) de sollicitation, fij(G)

et g..(0) sont des fonctions donnant la répartition angulaire.
1]



Par exemple, pour un matériau isotrope, en mode I, les relations (1)

prennent la forme suivante :

— —

B N . 8 . 36
O 1 sm(§)sm(7)
K
(2) o = I cos (3) sin (9-) cos (Eﬂ)
Xy \/2 Tr 2 2 2
ny 1+ sin {( %—) sin ( %?)
L J L _
o} =v (0. +0_)
72 vy
_ _ en dégormation plane
o =0 =0
Xz vz
.. =0__=0_ =0 en conthainte plane
ZZ Xz yz
] . 6 ]
u (X = cos 0) cos ( 5 )
I
(3) T 2u \/ 27
v {X = cos 6) sin ( % )
L _J L _
X=3-4v en D.P.
3=V
X = Y en C.P.

ot v est le coefficient de Poisson et u le module de cisaillement.
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1.2- ELASTICITE NON LINEAIRE

Rappelons en élasticité non linéaire la répartition des champs de

contrainte et de déformation au voisinage du fond de fissure.

Dans ce cas, la solution asymptotique a été discutée par
Hutchinson [ 4] . Il a déterminé la singularité des contraintes et des
deformations au voisinage du fond de fissure pour un matériau obéissant
a une loi élastique polynominale. La courbe de traction simple :

s D
(4) —:(6_) '
0

peut étre généralisée sous la forme tridimensionnelle

n-1

€. 8]
(5) a3 _3 (=€) ] ,

£, 2" g, g,
o 8,.. =¢g,. - 1-o §.. sont les déviateurs de contrainte, et

i] ij 3 "kk "ij

o = §-S.. S.. est la contrainte effective (éguivalentel.
e J/27ij i1

Hutchinson a établi, pour ces matériaux, que la distribution des
contrainte Gij et des déformations Eij au voisinage du fond de fissure

est singuliére :

_ K
Oij = T oij(6)
1+
_ Kn -
(6) f13 7 7 n 459
r 1
A
. =K' r I+n u, (8)
i i

Lorsque n=1, on retrouve les solutjons classiques de L'élasticité Li-
néaire (1). Lorsque n>» lLa distribution de o est indépendante de r et u
posséde une discontinuité d'ouverture. Cette solution est aussi celle de la

loi de deformation totale (Hencky) qui est une loi de type élastique.



u
4
n=1
| I,
—
l— o ‘\::l
- s
€
a- Comportement b- Ouverture
Figure 2

Relation contrainte -déformation (a) et ouverture (b) en fonction de n.



1.3~ INTEGRALE DE RICE DANS LE MILIEU ELASTIQUE

I.3.1- Définition

On considére un milieu bidimensionnel avec une fissure rectiligne.

Dans ce cas, l'intégrale de Rice est par définition la guantité :

(7) J = JF Wn, - ny Oij uj,l) ds

Figure 3.

I' est un contour ouvert et orienté dont les extrémités se trouvent sur les
faces supérieure et inférieure de la fissure,

n est la normale exérieure,

s est l'abscisse curviligne sur T,

Oij sont les contraintes,

W est la densité d'énergie élastique et

x,est L'axe dans le prolongement de la fissure.

La densité d'énergie W(c) est telle que :

5. = oW
i3 Bgij

(§)




1.3.2- Indépendance, vis 3 vis du contour, de 1'intégrale
de Rice

En L'absence des efforts de volume L'intégrale J est indépendante

du contour ' considéré. Rappelons briévement la démonstraticn :

Dans la surface hachurée A* (fig. 4), la formule de Green donne :

I )
(W n, -n; Oij uj,l) ds= [Bxl Ty (Oij uj’l)] dx, dx, .
T A* *
Comme :
J€. . d(u. .)
ow _ oW “%ij _ o R P S % 9 (uy ) )
¥
ax, BEij 3X, 90X, Bxi
a0, .
et puisque _§§1 = 0, NoUs avons
i
oW 3 9
— 2= — (u. = +— (o .
X, i3 x5 ( 3,1) axi ( ij 3,1)

On en déduit :

(W n -~ n. o, u. ) ds = [ w9 U,. u, )—l dx. dx, = o0 .
1 1] ]! 0%, T 5 s 1 N 1 2
AX

Jpa

Nous venons d'écrire gue l'intégrale J sur un contour fermé est nul-

le. Par conséquent

= - + = N
. JFl + JT2 + Jyp *+ Jgipe =0

n, =o et T, =0.,. n. =0 ’
i i3 73
or JAB = JB'A' =0 ;
dfol
(9) J, =J
Tl Fz

Cela prouve gue ['intégrale de Rice est indépendante du contour.
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Figure 4.

1.3.3.- Problémes relatifs a 1'intégrale J

I.3.3.1- Expression de J en fonction des singularités :

Pour le
J est obtenue
(3) et par le

fissure.

Nous trouvons

(10)

i~

~~

matériau élastigue linéaire isotrope, la valeur de L'intégrale
aisément par la considération des champs asymptotiques (?Z)

choix d'un contour circulaire T évanouissant 3 la pointe de la

r
T=vx [w (r,0) cos(8) - T (r,8) 3“—(13;}(—91} ®s .
LT

les relations suivantes :

X+ 1

en déformation plane :

(17)

et en contrainte plane :

(12)

_ 2 ;

J = KI ;
8 u
- 2

J = _l_'_—\) K:Z[
E

_1 e
J = T KI



_11..

I.3.3.2~ Expression de 1'intégrale J en fonction de 1'énergie potentielle :

N W N

T a et A 8 S I P P

I L

L'intégrale J peut étre interprétée comme le taux de décroissance de

L'énergie potentielle totale P de la structure fissurée [9] :

(13) J=-1im 2lat da) - P _ _ 9P
Ad 0 Aa Ja
avec =
(14) P=J WdQ-J 3 4 ds i
1 1
Q Sp.
1

Rappelons que Ll'énergie potentielle totale est fonction de La Longueur

de fissure a, (les autres caractéristigues géométriques de la structure sont

invariables), et les données aux Llimites Td et ud :

P = P (a, Tdi ud) 7

la dérivée partielle o signifie La dérivée a Td et ud fixés.

oa

Dfautre part, la grandeur

oP

{(15) G—=-§5
R . . . s ; . oP
est appelée taux de restitution de l'énergie. La relation J =G = - S

donne une interprétation énergétique bien connue de L'intégrale J.
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I.3.3.3.- Formule de fermeture d'Irwin :

P L T o T N T o o T N N N

La détermination de G taux de relaxation de L‘’énergie s'effectue sans
difficulté & partir de sa définition (15). En mode I pur, par exemple, on a

en élasticité linéaire, homogéne et isotrope :

Aa
G= lim o iy vy ax
a Yy

Aa > O

-Aa
(16) 1
= lim -— g_ (X} V (Aa = x) dx ;

Aa + o ha Yy

o

ce qui donne, en utilisant les expressions (2) et (3]

o._(x) = " . Vix - fa) =k, LT 1\//%a -x

Yy 2 X T 2u . 2m
soit
1
/1 = ¢ .
2U 27 X 8 u
. . - _1“\)22 .
On obtient donc en déformation plane G = B KI et en contrainte plane
I
G = B KI .

La relation (716) s'obtient en appliquant sur Lles bords nouvellement
(1)

créés de la fissure (AB) les efforts A Oyy (x). Si A =1, on retrouve la

fissure fermée de longueur Aa, le bilan énergétique s'écrit :
1 ha

Chyop Oy pw®@y -] 22 an 0}5;) v ax

1
(17 sy —sw
ol ¢ est le travail élastique, T est le travail des efforts extérieurs et
L*intégrale du second membre est le travail des efforts de fermeture.

La relation (17) donne d'aprés la définition de G (15) La relation
(16).
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Fig.5

Figure 5.

I.3.3.4~ L'intégrale duale I :

L'intégrale duale I a été introduite par Bui [9] :

aojk
(18) I= (-Un1+ujr1kax1)ds .
T
a,.
1
ou U = .. d o,. vérifie W(e..) +U (0,.) =0.. €,. et représente la
1] 1] 1] 1] 1J 137
0

densité d'énergie complémentaire.

Soit C l'énergie potentielle complémentaire totale, L'intagrale duale

peut étre écrite sous la forme :

1= | c-)| van - T WO ds .
%a i
Q u

Comme P = - C, nous avons : I = J,

L'intégrale I est comme l'intégrale J indépendante du contour pour

un matériau élastique Linéaire ou non linéaire.






[ CHAPITRE II

PRISE EN COMPTE DE LA PLASTICITE
DANS LE CAS D'UNE FISSURE FIXE
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En Mécanique de la Rupture, il est admis généralement que
la croissance d'une fissure dépend essentiellement de 1l'état de
contrainte et de déformation locale en fond de fissure. La rup-
ture brutale ou différée se produilt lorsque 1'état local at-

teint un état critique défini par le critére de rupture.

Lorsque le matériau est élastique, on sait maintenant que
1'état local peut &tre décrit par des grandeurs caractéristiques
qui sont des facteurs d'intensité de contrainte (cf. Chap. 1),
la répartition locale de contrainte ou de déformation reste la
méme au cours de la propagation. En particulier, si 1l'élastici-
té est linéaire, les méthodes d'analyse théorique ou numérique
de 1'élasticité linéaire peuvent &tre utilisées pour obtenirp
1'état local. De nombreuses études ont été consacrées 3 leur dé-

veloppement [20] , [ 91 ,071 .

Lorsque les effets de viscosité ou de plasticité ne sont

pas négligeables, la modélisation de la propagation doit tenir
compte du comportement réel du matériau ; les solutions &lasti-
ques précédentes ne sont utilisables qu'en rupture fragile. En
vue de la rupture ductile, par exemple, le modeéle élastique plas-
tique a depuis longtemps attiré 1'attention des auteurs. De méme,
les modéles visco-élastiques ont fait récemment 1'objet de dis-
cussions intéressantes [21], [22]. On doit reconnaitre cependant
que le probléme aux limites posé dans ces conditions, & cause
des non-linéarités rencontrées, est trés difficile. Malgré le
nombre important d'études actuellement consacrées aux problémes

de fissures, plusieurs points fondamentaux restent a éclaircir.

Dans ce chapitre, nous étudions d'abord le comportement
Elastoplastique incrémental et nous donnons quelques estima-
tions utiles de la zone plastique formée au fond de la fissure.
Nous donnons ensuite la répartition en contrainte, selon Rice,
pour le cas particulier de déformation plane. Nous étudions &ga-
lement 1'intégrale J, d'aprés Rice, pour le matériau obéissant
d la loi de Hencky. Nous examinons enfin la validité du calcul

de Rice dans le cas de la loi incrémentale.
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II.1- COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE INCREMENTAL

IT.1.1- Seuil de plasticité

La fonction seuil est une fonction scalaire £ des contraintes g et
de L'état d'écrouissage de L'élément de matiére. D'une facon générale, on

admet agu'elle peut se mettre sous la forme | 10]

(19) £(o0 -~ a) =K (eP) ,

ou Ep est la déformation plastique équivalente

?:jjd‘gm

pour toute L'histoire du chargement.

dEp=/2dsP.deP.
i3 & i3

d E?j sont des accroissements des déformations plastigues.

Les régles d'écrouissage sont souvent données par les relations sui-

vantes :
(20) da=cdce’
(27) dK=gdeb

C et g sont des constantes dépendant du matériau, de la température et de

L'histoire de la déformation.
.S1C#oetg=o0, on obtient le modéle d'écrouissage cinématique.

. Si1C

I

oetg# o, on obtient le modéle d'écrouissage isotrope.

.81 C=0etg=o0, on obtient Le modéle de plasticité parfaite.
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I1.1.2- Régle d'écoulement

La loi d'écoulement se déduit directement du principe du travail

maximal [5] :
Rappelons les résultats suivants :

i= 8i £(o0 = a) < K ( Ep), c'est-a-dire o est intérieur au domaine d'élas-
ticité actuel. La variation de déformation est alors purement élastique

(22) de=aeT=1tao ,

171 est le tenseur des coefficients élastiques.

9= Si f(o - o) =K (Ep), c'est-a~dire o correspond a la frontiére du do-

. . . . of . e . ,
maine d'élasticité actuel et si %E-d g < o, c'est-a-dire il y a décharge,

comme le cas précédent, nous avons :

de=d eel .
iti- Si f(o - o) = K(Ep) et %g do >o (il y a charge), nous avons alors :
de=acltrac ,
d gel a la méme définition que précédemment, (22), et,
(23) aeP =22t ot Ao .

- Matériau écrouissable :

La retation (23), ainsi que les régles d'écrouissage (20) et (21), per-
mettent de préciser la valeur du multiplicateur X. En effet, Llorsque
d e?,# o, le point o,
i 17
actuel : £f(o - o) = K (Ep) et y reste f(o - o) =K (Ep), Par conséquent,
d £f =dK. On aura :

est sur la frontiére du domaine d'élasticité.

Of of _
doti-da=dK .
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Nous avons les relations suivantes :

do=L{de~d Ep) =Lde-LA %g
_ P _ of
d o Cde=CAx o
1/2
o a - Of B
donc :
. 1/2
of of _ of of 3f _ of of
%LdE )\%La_o_ +C)m%—q)\(23086 v
d'ou :
of
a—o_'LdE
A= 1/2
of of of af ) of of
3% Camac v 9 P e

.. 3 .. . ,
Comme la condition Sg L d e > o caractérise la présence de lLa déforma-

tion plastique, on peut poser :

af
<7C)ELd€>
T R | AR iy e
50 o 30 90 © 9 Y% 55 3o

oll <x> désigne la partie positive de x.

Définissant le module d'écrouissage M par :

1/2
B f of of
m=-c 3a 50 T 9 (2 90 30 ’

la relation de comportement élastoplastique s'écrit sous la forme :

< §§_L de >
2 of
(25) do=Lde - sz L =
LISy LY, 90

Ele} 00
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- Exemple pour le matériau de Von Mises :

~r

I~

Le critere le plus simple qui correspond le mieux au comportement

élastoplastique des métaux est le critére de Von Mises. La fonction £

s'écrit sous la forme :

1/2
(26) fo —a) =

N~
)
i
@)
i
Q

ou S,. sont les déviateurs des o...
ij 1]

Supposons donc que f(o-a) =K (Ep), on aura :

S,. — o.,.
3f _ _ 3f _ Tij  Tij 'y p_A -
=== >R d'olt d ef = 5% (S5 - a).

On déduit alors la valeur du module d'écrouissage M :
_ 1
M=g+ 5 C .

- Le matériau parfaitement plastique :

P

e

Dans Le cas du modéle de plasticité parfaite, nous avons mentionné

précédemment que g = C = o0 et par conséquent M = o , la relation (25) se

met sous la forme :

< §—t:-L de >
00 of
(27) dO:LQ_WL%’ -

3 30
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IT.2- QUELQUES ESTIMATIONS UTILES

En premiere approximation, la sotution élastique asymptotique (2)
fournit déja quelques indications intéressantes sur la zone plastique for-
mée en fond de fissure. Elle viole le critére de plasticité dés que le

rayon vecteur et inférieur a r défini par :

- tn contrainte plane

r=r_ cos’ %-(1 + sin %J (Tresca)
(28] S] 0
r=r cos? 5—(1 + 3 sin?® 5) (Misés)
- En dédcmmation nlane
2
r=r_ cos?’ g-f(l-Zv) + sin 9-1 (Tresca)
(29) 2L 2
, 7
r=r cos? 2| (1-2v)%+ 3 sin? 2| (Mises)
o 2 2J
. 1 K 2 , . .. ; .
our ==— (=), 0 étant la contrainte limite en traction simple.
o 27T GO o]

La zone plastique est a priori plus grande en contrainte plane qu'en

déformation plane.

IT.2.1- La taille de la zone plastique par le modéle d'Irwin

Irwin propose gue dans la zone plastique AC (figure 6), la contrainte
normale 0 __ est égale a la limite d'élasticité OO. En plus, le profil des
contraintes hors de la zone plastique reste cetui de L'élasticité décalé
d'une quantité AC - o, la distance ry s'obtient en écrivant l'égalité des

aires hachurées sur la figure 6 :
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K, or
d'ou : AC = — - ©
5 b

Fig. 6 Modéle d lrwin

Nous avons : g = ——— ’

ce qui donne : r =L(ﬁ)2
’ o 2m ' 0C !
o)
et = . KI
(30) AC=2 ()
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[

I11.2.2- Modéle de Barenblatt-Dugdale [15]1,116]

v
o

6*

le—Rg—1

Figure 7. Figure 8.

Pour enlever la singularité des contraintes et des déformations,
Barenblatt introduit des contraintes de cohésion attractives 0(8), s'exer-
¢ant entre les particules situées de part et d'autre du plan de séparation
sur une zone de largeur beaucoup plus petite que la longueur de la fissure
(figure 7). o(8) est une fonction non Llinéaire de Ll'écartement & des parti-

cules (figure 8).

L'introduction des contraintes o(§) permet de régulariser les champs

de contraintes de la maniére suivante :

IL suffit gqu'au point A, le facteur d'intensité K'(A), résultant de ce nou-
veau systéme de forces, compense exactement le facteur KI prévu par la théo-

rie classique

(37) K'(p) - KI(A) =0 .

bugdale suppose que La zone plastique existante en fond de fissure a une
longueur R et que tout revient a considérer une fissure fictive de longueur
2C , sur les lévres de laquelle s'exercerait une contrainte égale a la Limi-

te élastique N du matériau.

Cette fissure, soumise au champ de contrainte G;y =g a U'infini et
au champ - G, sur la Longueur R , donnerait naissance a deux facteurs d'in-

tensité de contrainte qui s'ajoutent :
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1l

(32a) K (B) =0,/na
(32b) ke =-2Y2 o Uz .
\ﬁ” O

La relation (32b) a été mise en évidence par un long calcul utilisant Lla

fonction de Westergaard [1] .

Comme il ne peut pas y avoir de contrainte infinieen fond de fissure
(comme le voudrait la théorie purement élastique), la taille R de la zone
plastique peut &tre trouvée par la relation (37}, ce qui supprime la singu-
larité en QL-.

Vr
On trouve :

A
(33a) R = 5 ( 5
ce qui n'est pas trés différent de la taille de lLa zone plastique selon

Irwin (30).

En contrainte plane, L'écartement du fond de fissure a été mis en évi-

dence par ce modele :

2
_ T oL a
(34a) § T .
o
IL faut signaler qu'ici les valeurs de la zone plastique (33a) et L'é-
cartement (34a) sont des approximations au premier ordre. Les relations sui-
vantes présentent les valeurs exactes de la zone plastique R et de L'écarte-

ment ¢ trouvées par le modéle Barenblatt-Dugdale :

(33b) R=a ( ———

{34b) §2z-u—=— Ln ( cos =— .

En toute rigueur, ce modéle est un modéle de forces de cohésion, et
non un modele élastoplastique. Néanmoins, il est utilisé pour introduire

la plasticité en fond de fissure.
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IT.3- ETUDE DE RICE EN MODE I

POUR LE MATERIAU INCOMPRESSIBLE OBEISSANT A LA LOI DE HENCKY

IT1.3.1- Loi de Hencky

La loi de Hencky permet des relations globales entre les contraintes
o et Les déformations €. Le matériau est supposé, dans la plupart des cas,
parfaitement plastique et la régle de normalité pour les déformations plas-

P

tiques €% est encore adoptée. Ces relations s'écrivent :

=L (e - P )

{35a) e
P = X-g— avec A »o0 si f(og) ~K_=o0
c e}
(35b) o=L¢ si f(o) - K, <o

trés souvent le critere £ est celui de Misés. Nous avons alors les relations
de Henky-Mises, et L'élasticité est supposée isotrope. Il est donc possible
d'exprimer facilement le multiplicateur A en fonction de e le tenseur dévia~-

teur des déformations.

(36a) A =0 si 2t ee - K <o
e i o
2u“ee- /K
(36b) A= v A_V/ o si 2yl ee- K, >0 .
ART \/KO

I1.3.2- Contrainte et déformation en mode I

En plasticité, les seuls résultats connus concernent la plasticité
parfaite [ 6]. Si nous admettons que les résultats de La théorie des lignes
de glissement sont applicables & la partie adjacente a la pointe de la fis-

sure en déformation plane, dans la zone de déformation plastique, ou les
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déformations élastiques deviennent négligeables devant les déformations
plastiques. Le champ des Llignes de glissement est représenté sur la figure
9.

Figure 9.

Champ des lignes de glissement entourant la pointe de fissure.

Dans le triangle A , nous avons
37a . =2T O _ =0 =0 o =71
( ) XX o} vy Xy ZZ o} !
ou T est La Limite élastique en cisaillement.

Dans le triangle B :

(37b) Ope = T Tg Oyy = (24+m) o 0, = (1+m) Ty Oxy =0 ,

et dans L'éventail C :
3w

= = +———-—" v = -
(37c) O = Tgg (1 , 2 0) I T = g
Toutes les contraintes et déformations sont bornées a la pointe, en A,
a L'exception de Yre gui est infini dans L'éventail central ( i , %g-).

Seule la singularité de la déformation dans cet éventail nous intéresse. Pla-
gons—nous dans le cadre de l'élasticité incompressible, admettons, en outre,
que les directions de la contrainte principale et de la déformation principale
coincident. Nous avons donc, dans L'éventail central : ¢ = €gg = O Lles dé-

ry
placements sont représentés sous la forme, [ 6] :

(38) ur = £'(9) ’ ue =-f (0) + g (r) ’

) =0

NG|

ou g(o) = £ (
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La déformation Yre dans l'éventail central peut s'écrire :

ou Ju u
(39) ¥ =tX+ Ee— -2=L e v 50 v gt - g ]

I71.3.3- L'intégrale J [6]

Dans ce paragraphe, nous étudions l'intégrale J définie par (&) pour

un matériau incompressible obéissant a la Lol de Hencky.

Prenons le contour circulaire T ayant pour rayon r et pour centre la

pointe de la fissure. Employant les coordonnées polaires, nous avons :

> >
&;_ 5 N N Bur N Ber Bue N Bee
—= (ur e+ u, ee) =——e tu ——+—e +tu — ,
dX 9x ax ox 90X 9x
d'ou :
> au ou u
u _ (—Ewmsﬁ—l~—£sh16+—gsh1m %:+
ox 3t r 39 r
Bur o Bue u . N
+ (=-——=5s8in 8 + — cos 6 -~ = —— sin Q) = .
ar or r 90
D'autre part, nous avons :
¥ - -
T =0, ¢ %04 € ' dy =n, ds =cos 8 ds et ds =1 df .

En prenant le contour circulaire T, L'intégrale J peut s'écrire sous

la forme :
m
Bur 1 Bur Uy
J=x W cos 6-0 (~—= cos 8-~ —— sin 8+—= sin 6)
Y
I or r 36 r

ur Bue 1 aue

-0, (- — sin #+— cosB~~— — sin 6):| do

rH
r or r o6

d'ou :
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— _ - _ 1 - .
J=r [ W cos 6 Orr (Vrr cos § (2 Yre w) sin 0)
(40) o

1y 4 - i
5 'ro w)cos 6 686 sin 6 )

oy w est la rotation mesurée positivement dans le sens trigonométrique :

ou ou

u
rw-o, M 1%
r

or r 30
Nous calculons ('intégrale J en faisant tendre r vers zéro, de telle
fagon que seule la portion de Ll'intégrate sur L'éventail central intervien-

ne.

Les contraintes au fond de la fissure sont données par les équations
(37¢). Nous calculons les formes limites des expressions de la déformation

Y de la rotation w et de la densité d'énergie dans l'éventail C.

ro”

- La forme limite de Yre

~——~——

En faisant tendre r vers zéro dans l'éventail C , nous avons, en envi-

sageant L'éguation (39)

R(6) N
(471a) Yre R s lorsque r>o ,
To
ou Yo = T est lLa déformation limite correspondant a TO, Limite élastique

en cisaillement et la fonction R(B) peut étre écrite sous la forme :

(41b) Yo R(6) = £"(6) + £(0) .

Si g(r) est une fonction linéaire de r dans toutes la zone plastique,
et non plus restreinte a un voisinage du fond de fissure, et si, en outre,
les lignes droites de L'éventail représentent la frontiére élastoplastique,
alors la relation {4la) est vraie dans toute la zone plastique et R(O) est
la distance de la pointe de la fissure & la frontiére élastoplastique. Nous

pouvons donc interpréter R(8) comme étendue de la zone plastique.
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- La forme limite de W :

~—~———

PPN

W= |- £O) +g) vrgm) - £8) | .
(42) w > —-%;[(f(e) + £"(6)] d'od w ~ —-% Yr6 lorsque v - o .

-~ La forme limite de W :

s

D'aprés la loi de Hencky, la densité d'énergie pour un matériau élas-

tigue, parfaitement plastique, incompressible, est :

Ku v? si Y <Y,
(43) W= | 1Y) dY = E

- 2 1
| o Y-uY, si Y> Yo
ol ¥V est la déformation principale dans le probléme de glissement simple ;
alors, nous avons :

R(0)
r

W > T Yo lorsque r—-o dans c .

La forme asymptotique de Yre {47a) ainsi que toutes les relations qui

la suivent sont valables pour un matériau élastique et compressible.

En remplagant lLes formes asymptotiques de YrO’ W et w dans (40), nous

représentons L'expression de l'intégrale J comme suit :
P g

3w
4 3w
(44) J=271_Y R(8) cos B+ (1+=~20) sin B4 8
o © 2
Jﬁ i
7

lorsgque ¥ -~ o L'intégrale de Rice peut &tre associée a un déplacement : Nous
calculons d'abord la forme asymptotique des déplacements u, et uy a partir

des relations {38) en les adaptant & un repére cartésien :
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g u, = £'(®) cos 8 - [g(r) - £(8)] sin ©

? uy = f'(8) sin 86 + [g(r) - £(8)] cos ©

‘ux=f'(6) cos 0 + £(9) sin © lorsque r—>o

?uy = f'(8) sin 6 ~ £(8) cos B lorsque r—+o .

En considérant L'équation (41a), on arrive & la forme limite des dé-

placements u, et u

3]
u. YO l R(0) cos 6 d&
(45) et

ua > Y ] R(6) sin 6 46
y o

En intégrant par parties l'intégrale {(44) nous avons :

31

4
= 2
(46) J =2 T J uy(@) (3 + cotg” 8) do .
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I1.3.4- Estimation sur 1'étendue de la zone plastique et
sur l'écartement du fond de fissure en utilisant

1'intégrale J

Nous définissons L'écartement en fond de fissure 6t (€C.0.D0.), la
distance comprise entre les surfaces inférieure et supérieure au voisinage
du fond de la fissure, distance compatible avec la singularité des défor-

mations dans l'éventail central :

(47) §, =2u_ (=) .

On met en évidence une borne inférieure pour ét a partir de L'équation

(46) et on obtient :

37
4 2
J < T 6t {3 + cotg® B8) do ,
i
4
d'ou :
m(1-v?) o2 a
(458) ét > J (= pour la plasticité confinée)
(2+m) TO (2+m) To E

Une borne similaire a été obtenue pour lLa valeur maximale (R___) de la

fonction R(B) gui est approximativement L'étendue maximale de la zone plas-

tique :
3T
J<2% 1t R Tr~ 6+ (1+°F-20) sin6]d 6
< "o ‘o “max L cos 2 !
m
3
J 2 1 (1-v), %
(49) R > — (= — ( )>a pour la plasticité ) .
max ./ 2(24m)Y T Vv 2 (24w 2 T confinée

L'intégrale de contour ne nous conduit pas a une borne supérieure de
St, mais, une mesure approximative de l'écartement ét peut étre obtenue par
Le choix d'une forme raisonnable de la fonction R(O) ou de uy(O) (ces fonc-

tions contiennent une constante inconnue qui peut étre déterminée par J).
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On s'attend a ce que la zone plastique soit approximativement symé-

=

trique par rapport a la ligne 6 = . On obtient a partir des éauations

™of

(45) et (47) la forme suivante : u (8) = 7% , plus une fonction anti-

=
kg

symétrigue de 0 autour de 6 = 5 - Ce terme antisymétrique n'apporte aucune

contribution & L'intégrale J. Nous avons donc d'aprés {44)

37
(50) g~%q1 s | %3+ cotg? 0) do
2 ot g !
I
4
d'ou :
2 7 27 (1-v%) ¢’ a
Gt = — (= plasticité confinée).
(2 +m To (2+m) T E
Choisissons une forme R(8) symétrigue par rapport a 6 = %; :
R(9) ~R __cos 2 (8 - =)
max 2

Ltéguation {44) nous donne :

3m

4 3m

J =~ 2 To YO cos (26 -m) [cos 0 + (14—7?-— 2 0) sin 8] dao ,

1)

4
d'ol :

3J

o1

R ( = 31 (1 - V) (OQQ f a plasticité
max = )

2 V2 (2+m) T Yo V2 (2 + 7 21 confinde
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I1.4- VALIDITE DU CALCUL DE RICE POUR LA LOI INCREMENTALE

Nous avons décrit précédemment que dans le cas ol le matériau obéit

a la loi de Hencky, les résultats de la théorie des lignes de glissements

peuvent étre appliqués au voisinage du fond de fissure. Les études de

Rice en mode 1 ont été menées dans cette hypothése.

La question est de savoir si ces répartitions de contrainte et de

déformation restent valables lorsque L'on adopte la loi incrémentale a la

place de la loi de Hencky.

Elles sont effectivement valables dans le cas de L'application de

loi incrémentale si les deux conditions suivantes sont remplies :

i - Validité du schéma de Prandtl,

ii= Trajet de contrainte radial
(de sorte qu'il n'y a pas de décharge).

Lorsqu'on adopte la loi incrémentale, l'étude de l'intégrale J se
heurte a des difficultés : en effet, l'énergie de déformation doit étre

écrite sous la forme :

(51) W= gd ¢

Elle dépend de tout le trajet de déformation, ce qui rend trés difficile

le calcul de L'intégrale J.

la

On se demande quelle est la signification physique de L'intégrale J

définie selon (7} et {57). A priori, cette quantité n'est pas indépendante

du contour I.
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II.5- ESTIMATION NUMERIQUE

Il n'existe aucune démontration, ni vérification théorique en ce qui
concerne la validité des champs de contrainte et de déformation (schéma de

Prandtl), en adoptant la loi incrémentale.

Devant les difficultés théoriques du probléme, Le calcul numérique
donne une direction d'analyse intéressante et complémentaire. Dans les ap-
lications pratiques, le recours au calcul numéricue pour construire une
solution approchée est la seule démarche possible en dehors des études ex-

périmentales.

Les études numériques d'analyse des contraintes donnent assez correc-
tement la solution d'un matériau élastoplastique, il est donc possible
d'intégrer un tel calcul a des problemes élastoplastiques de Mécanique de

la Rupture.

Le calcul par éléments finis est, parmi les méthodes numériques, L'un

des outils lesplus utilesde la Mécanique de la Rupture.

- Matériau parfaitement plastique :

En plasticité parfaite, nous disposons de résultats intéressants qui
sont dis a Levy et al. [13] et & Barsoum [ 14] : ces auteurs, dans le cadre
de la théorie de la plasticité incrémentale, étudient un modéle bidimension-

nel en déformation plane.

Dans la référence [13], le calcul numérique de Lla fonction R intro-

duite par Rice [6] et définie par (41a)

R(6) = ——E  1im ry,

(L +v) 1. rso 0
o

est entrepris. Rice avait proposé une approximation de R(8) valable pour la

loi de Hencky
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R(6) =Rmaxc082(6—%)

ot R est une fonction de L'intégrale J.
max

La comparaison de ces deux courbes est représentée sur la figure 9a.
Les deux valeurs de R(8) montrent que la déformation Yr@’ dans L'éventail
central, obtenue pour la loi incrémentale est de 75% par rapport a celle

qui a été calculée en adoptant la loi de déformation totale.

f R(8)/(K/a,)?

0,3
02+
01
6
0 135°
‘Figure 9a : (I) tiré de [13] ; (IT) tiré de [61] .

Barsoum [ 14] considére un maillage particulier (figure 10) finement
discrétisé au fond de la fissure. Sur la figure 10, est également représen-—
tée, la confirmation du schéma de Prandtl. On peut voir la convergence du
résultat numérigue dans ce schéma ; la convergence est d'autant meilleure,

qgue la charge appliquée est plus grande.
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Fissure

#
Fond de fissure
Maillage de Barsoum
3.0
S5 o
$ 8 8 %
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00 g A 2.0
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2.0f AN @ L5
\ 0o 5..89
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\
a Prandtl
\
\
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8\‘g
A
0.0 1 s C oy QM

‘0.0 L5 90 180

Figure 10

Comparaison de la distribution des contraintes ﬂyy selon Barsoum,
avec la solution du schéma de Prandtl.
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- Matériau écrouissable :

PN

Dans le méme esprit, nous avons essayé de déterminer la solution numé-
riqgue dans le cas des matériaux écrouissables. Nous avons choisi le code
TITUS pour Lla réalisation de nos calculs. C'est une estimation de L('écarte-
ment du fond de fissure (C.0.D.), de la taille de la zone plastique, et de
la distribution des contraintes que nous mettrons en évidence dans cette

partie.

IT.5.1- Méthode de calcul

Rappelons qu'il y a deux fagons de discrétiser la relation contrainte-

déformation plastique entre deux étapes n et n + 1 : (chap. I11.1.2)

1, of 3f
@eb == (=) (==) @ o)
w1 MO0 Ty 99 Ty e+l
(57)
P _ 1 , of of
(d %) = M'( T ) ! 3G ) (a G§r+1 .
n+l n n

La premiére équation constitue un schéma entiérement implicite, tandis que

la seconde suit un schéma explicite.

L.a convergence théorique du schéma implicite a été démontrée par

@.S. Nguyen [ 11]
Les équations d'équilibre conduisent & un systéme Llinéaire :
(53) K M = AF ,
dans leguel : K est la matrice de rigidite,
M est le vecteur des accroissements de déplacement de

chaque 1tération,

AF est le vecteur des accroissements de charge.
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la résolution de ce systéme pour la n€ étape fournit successivement
{(Au) , (Ae) et (Ao) . La méthode de la contrainte initiale (ou la rigi-
n n

n
dité constante) raméne a un systéme Llinéaire pour L'étape suivante :

= 4 = — p
(54) K (Au)n+1 (AF)n+l AF ~ (AF )n

AFp est le vecteur des accroissements des forces nodales dues a la déforma-

tion plastique.

Pour £ fixé a L'avance, un critére d'arrét du processus itératif peut

étre constitué par le choix de n réalisant Le premier lLa condition :

n

I I désigne La norme définie comme la plus grande valeur des valeurs abso-

lues de chaque composante du vecteur considéré.

I1.5.2- Définition de la structure étudiée

Nous analysons l'éprouvette C.T. ("Compact Tension'"}), dont la géomé-
trie a été illustrée a la figure 11. En vue d'étudier lL'effet d'épaisseur
des expériences ont été menées. Pour une épaisseur minimale de 3mm, la plas-

ticité est considérable et provoque la rupture totale de L'éprouvette.

Un modéle bidimensionnel en contrainte plane nous parait représenter
au mieux L'état de contrainte de L'éprouvette ayant cette épaisseur minima-

le de 3mm.

La figure 12 montre la courbe contrainte-déformation du modéle envisa-
gé. Il faut signaler que cette courbe se rapporte a la nuance d'acier
ST E 47. Les valeurs des caractéristiques mécaniques sont données sur Lla
méme figure. Nous remplacons cette courbe par huit segments ; cette ap-
proximation nous parait suffisante pour la bonne représentation de la cour-

be des caractéristiques du matériau.
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Figure 11 _ Géometrie de |'eprouyette C.T.
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Flgure 12 : Courbs de contrainte- déformation
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Pour des raisons de symétrie, ainsi que pour diminuer le colt du
calcul, nous considérons seulement la moitié du modéle. La discrétisation
illustrée a la figure 13 est obtenue par un maillage automatique program—
mée par le systéme TITUS. Seule la région susceptible d'étre plastifiée
au voisinage du fond de lLa fissure est maillée finement. Le trou circulai-

re a été représenté par un polygone.
On aboutit a un probléme comportant

~ 286 noeuds (572 degrés de liberté),

- 340 mailles (éléments triangulaires ou quadrilatéres).

I1.5.3~ Les conditions aux limites

Tous Lles noeuds se trouvant sur le contour du polygone sont soumis a
des charges concentrées ayant comme résultante une charge P qui s'éxerce au

centre du polygone.

Les noeuds de L'axe de symétrie qui se trouvent dans la partie non
fissurée de la plague sont astreints a un déplacement Uy nul (par symétrie).
L'un d'entre eux est également astreint a un déplacement Ux nul (élimina~

tion du mouvement de corps solide).

Les surfaces délimitant le modéle ainsi que la surface fissurée sont

Libres de toute contrainte.

Ces conditions aux limites permettent d'affirmer que le probléme est

bien posé (il admet une solution).
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11.5.4- Les résultats numériques

Nous apptiquons d'abord une charge Po qui constitue la valeur mini-
male pour laquelle la maille la plus voisine du fond de la fissure est
sur le point d'étre plastifiée. Ensuite, nous augmentons cette charge, en
moyenne de .2Po pour chacun des onze incréments de charge. Du fait que
l'on est en C.P., la convergence est assez lente, d'autant plus que le ni-

veau du chargement appliqué est plus élevé.

Ir.5.4.1- La zone plastique :

A~~~

La figure 14 montre L'évolution de la zone plastique pour différents
niveaux de charge. L'allure circulaire de son contour est grosso-modo confir-
mée par le calcul numérique. Du cb6té opposé a L'entaille initiale, se déve-
loppe une zone plastique qui occupe une partie importante ; nous avons la
rupture totale de L'éprouvette lorsque les deux zones plastiques se rejoi-

gnent.

La dimension maximale de la zone plastique rp (cf. figure 14), gui est
justement obtenue sur l'axe du symétrie du modéle, est donnée dans le ta-
bleau 1 au cours de L'augmentation de la charge. Nous avons approximative-
ment la relation suivante :

K? KN

[55) rp = .27 =y ( pour p< 13 ) .
o)

Dans le méme tableau, sont indiquées les tailles de lLa zone plastique trou-

vées a partir du modéle d'Irwin.

En ce gui concerne l'état de déformation plane, nous nous référons

a des résultats numériques obtenus dans la Llittérature.
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P ) r J K r at 6t

t P E Lap|l P \REo. | Koz

(KN) (mm) (rmm) (N/mm) | (KN/mmi” 7)) [ Irwin o o

(rmm)

5 012 2.5 10.39 1.48 2.92 .57 .27

7 .0225 5 20.32 2.07 5.72 .54 .28

9 .0365 8 33.55 2.66 9.46 .53 .27

11 .0523 12 50.08 3.25 14.12 .51 .27
13 .0763 15.5 70.28 3.85 19.74 .53 .25
16 .121 20.5 106.08 4,73 29.89 .56 .22
18 .219 29 134.19 5.32 37.81 .8 .24

JE désigne l'intégrale J en élasticité J = %f (en C.P.).

TABLEAU 1.

Rice et Tracey [12], N. Levy et al. [13] ont montré que, dans Lle cas
ol la plasticité n'est pas trés étendue, la forme de lLa zone plastique est en
"ajles de papillon', ce que nous confirmons dans le chapitre suivant concer~

nant la fissure mobile. Ils ont trouvé que le rayon maximum de la zone plas-

tique r et le rayon dans le prolongement de la fissure r sont respec-
=7 [4
tivement :
2 2
r = 0.157 & r=0.036 &
p,max 52 PsO Gé
o

OO étant la Limite d'élasticité.
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IT7.5.4.2- L'ouverture, 1'écartement du fond de fissure et la distribution
des contraintes :

A N N S I N P P N S P S T PN N e T e PP £ N, P P T .

La figure 15représente L'évolution de l'ouverture de la fissure a dif-
férents stades d'un chargement croissant, lorsque la fissure est fixe. En
fond de fissure, nous remarquons une discontinuité de l'ouverture, ce qui il-
lustre clairement Lla notion d‘écartement en fond de fissure (C.T.0.D.) ;
d'autre part, la tangente a lLa courbe de L'ouverture, a la pointe de la fis-

sure, est normale a la direction de la fissure.

Rappelons que Lla solution élastique plastique présente une ouverture
plus importante que la solution élastique. En particulier, il existe un glis-
sement assez net en fond de fissure ; ce glissement, did aux déformations plas-
tiques, peut justifier le concept classique de C.T.0.D. [7],[17] . Ce résultat
est bien connu dans les études numériques de fissure fixe [14], [ 18] ,[19].
Nous rappelons gque l'analyse théorique & partir de la distribution de con-

trainte de Prandtl, due & Rice [ 7], donne :
£ ®r , u = 6t + o{r) ,

ol ét représente Le glissement en fond de fissure (C.7.0.D.).

D'aprés le tableau 1, L'écartement en fond de fissure 6t peut s'écrire

sous les formes équivalentes suivantes :

02

= ._(3. = 0 = -
{56) ét = o3 rp et dt B J. ol J - ,

o varie de 4.16 a 4.64 et B varie de 1.04 & 1.16 pour différentes charges. Dans

.. 2 ..
Les relations [56]) o, et E sont exprimés en KN/mm , J est exprimée en
3/2

KN/mm , 6t et rp en mm.

t
par conséquent, i1l est nécessaire d'avoir un maillage trés fin si Llon veut

En pratique, §, est de L'ordre de .01 rp , selon les formules (56),

représenter L'écartement.
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En déformation plane, nous donnons Lfordre de grandeur de ['écarte-
(1=-v?2) K=
E
conséquent, on tire une relation entre ét et la®taille de la zone plastique

ment obtenu par la référence [12] , soit 0.65 éL ou J = . Par

r (la taille maximale)
p,max

iy
P,max

La figure 16 représente la courbe effort-déplacement donnant la liai-
son existant entre la variation de l‘ouverture dans lLa direction de la char-

ge appliquée § et l'intensité de cette charge p.

La figure 17 illustre L'évolution de la distribution des contraintes,
sur L'axe de symétrie, au cours de ['application d'un chargement croissant.
Selon le critére de Von Mises, en C.P., la contrainte ny , dans le cas par-
faitement plastique, ne peut excéder une valeur de i%—oo =1.15 OO. Numéri-

quement, pour des charges assez faibles, nous obtenons :

o] = 517 MPa ’
VY, max

alors

Pour des charges plus élevées, cette valeur atteint jusqu'a 1.68 ;

valeur mettant en évidence Ll'écrouissage du matériau.
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PMigure 17 :

Fvolution e la distribution des coptraintes, sur 1'axce de symétric,
a différents stades d'un chargement crolssant.
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ITI.1- GENERALITES

La propagation de fissure est un phénoméne consommateur
d'énergie. L'énergie consommée est, dans la théorie de
Griffith, la différence entre 1'état énergétique des atomes
avant et aprés la fissuration. Elle s'assimile & une énergie
de surface, d We = 2 Y ds, et Griffith a admis que Y, énergie
spécifique de rupture, est une constante intrinséque. L'origi-
ne physique de 1'énergie de rupture n'est pas clairement éta-
blie. Souvent, on interpréte Y comme une énergie de surface
réversible, tout en affirmant que le phénoméne de rupture dis-
sipe de 1'énergie. En fait, des mesures expérimentales ont
toujours montré que la consommation d'énergie que 1'on peut
mettre en évidence au niveau macroscopique peut se révéler
trés supérieure a 1'énergie d'interaction des atomes. Il sem-
ble que 1'énergie dé&pensée soll due essentiellement a la plas-
tification locale, confinée au voisinage du fond de fissure,
aux frottements entre grains le long des Jjoints, aux mouvements
des dislocations, etc..., c'est-d-dire 3 des mécanismes dis-
sipatifs. Une analyse énergétique dans un milieu dissipatif de-

vient nécecsaire.

Cette analyse a été effectuée par NGUYEN Q.S. [23], [24]
dans une description thermodynamique englobant tous les modé-

les de matériliau usuels.
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I1 a été établi que la force due aux singularités en fond

de fissure s'écrit sous la forme G = 1lim J ou 1'intégrale J
r-o T
dépend du contour T'. Dans l'expression de J, la densité d'éner-

T

gie W correspond a l'énergie élastique emmagasinée pour les ma-

tériaux élastiques-parfaitement plastiques.

Les singularités de contrainte et de déformation en fond
de fissure permettent de calculer G. En particulier, des résul-
tats récents diis a Slepyan, Rice et al., semblent montrer que
G = o en |plasticité. Nous nous intéressons ici essentiellement

3 la vérification de cette estimation.

Dans ce but, plagons-nous dans les conditions les plus
simples de la propagation : mode I pur, régime permanent, plas-
ticité parfaite. Le choix du mouvement permanent est intéres-

sant pour les raisons suivantes

- Le mouvement permanent revient & 1'étude d'un probléme
aux limites, on évite les difficultés de 1'intégration du pro-

bieme d'évolution.

- On peut travailler avec un seul maillage, mobile avec la
fissure. Le calcul numérique est ainsi beaucoup plus précis que

51 1'eon avait simulé la propagation par déblocage successif.

Nous souhaitons mettre en évidence deux propriétdés de la

solution élasto-plastique :

- L'ouverture de la fissure est plus faible comparée & la =olu-
tion élastique (a fortiori, comparée & la solution élastoplas-
tique avec une figsurc fixe, chap.Il). C'est cette réduction
de 1'ouverture qui explique le phénoméne de fermeture des

bords libres des fissures en fatigue.

- La force due aux singularités G est nulle.
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I1I1.2- ANALYSE DE LA FORCE ET DE LA DISSIPATION
d'aprés Nguyen Quoc Son [23],[24]

Pour simplifier la description, nous nous limitons aux cas bidimension-
nels. Le solide avec fissure correspond a la figure 18, dans laquelle la fis-
sure X'A de longueur £2(t) est supposée rectiligne au cours de son évolution.
Nous nous intéressons aladescription de L'état local de contrainte, de dé-

formation autour du fond de fissure A.

f F{t) eftorts donnés ou de lialson

U déplacement au bord Q2
Figure 18.

. . . d .
La vitesse de fissuration ! = a% correspond aux efforts extérieurs F(t)
qui sont variables dans le temps. Nous désignons par u les déplacements,
par € les déformations correspondantes, qui ne sont pas nécessairement

élastiques, et par ¢ les contraintes.

En transformation quasi-statique, le taux de dissipation dfénergie

est donné sous la forme :

(57) D=P, -~ ¢

ou P, = j F u ds représente la puissance des efforts extérieurs et
30
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o = J W df est L'énergie libre du systéme. Pour calculer le terme é% ¢,
Q

il est nécessaire d'isoler la singularité. Soit BR(t) une surface fermée
enveloppant le fond de fissure, R désigne la plus grande dimension de BR'
Au cours de l'évolution de la fissure, BR(t) est un domaine en translation.

On désigne par SR Le contour de BR’ et par n sa normale extérieure. Soit :

= W dQ .
(-Bp (t)

Le principe des travaux virtuels donne immédiatement L'expression suivante,

R

u étant régulier dans Q - BR(t)

Fuds~-| o.n.uds=1| oedq .
) SR Q—BR(t)

Rappelons que la puissance intrinséque dissipée volumique s'écrit sous la

forme :
D=oc¢-W
Nous trouvons alors :
(5§) P, = Wdo+ | DA+ | 0. n . uds )

Q—BR(t) Q—BR(t) SR

Prenant en compte que BR(t) est un domaine en translation, nous cal-
culons la dérivée par rapport au temps de ¢R :

(59)

d id ( L ]
% %n stz—J Lwn, ds :

(
|
@By (t) ISy

Considérant [58) et {59) , nous obtenons :

[
9 4 o ,
o dt¢R_j DdO+ ¢ (Wn, +n.o
{

?—BR(t) S

{60) P )y ds .

toejCe

R
Si W vérifie la condition de transport paralléle des singularités,

(61) W=-20Ww | + (fonction intégrable) ,

14
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on démontre que :

(62) = ¢ = lim — ¢R .

Dans ce cas, le premier membre de l'égalité (60) tend vers le deu-
xiéme membre de l'égalité [57) avec R - o. Si la vitesse au voisinage du
fond de fissure vérifie la condition de transport paralléle analogue a
(67)

==L u 1 + (fonction intégrable) ,
14

dernier terme de (60) pouvant &tre écrit sous la forme :

{63) G = lim Wn, -nou l) ds ;
R»0 !
SR

ol G est le taux de restitution d'énergie.
Les relations (60) et {57} nous donnent alors :

(64) D=Jnd§z+eff,
Q

La puissance intrinséeque dissipée du solide fissuré se compose d'un
terme de volume de densité D et d'un terme Llinéique le long du fond de fis-

sure de densité G L.

La condition (61) exprime le transport paralléle des singularités
(ordre, répartition angulaire) dans le mouvement du front de fissure. Elle
est vérifiée en particulier lorsque W posséde, au voisinage de A, les ex-

pressions asymptotiqgues
L] m~ L)
W=H(t, L r Wix- (t),y £
(£ intervient en transformation dynamique).

Rappelons que les expressions (63) et (64) sont cbtenues sans aucune
hypothése préalable sur le comportement du matériau ; ainsi, elles s'ap-

Liguent généralement au milieu élasto-visco-plastique.
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III.3- ETUDE DU MODELE ELASTIQUE PARFAITEMENT PLASTIQUE

Dans la suite, nous Limitons notre discussion aux matériaux élastiques
parfaitement plastiques. Comme nous avons vu chapitre II, la détermination
des singultarités de contrainte, de déplacement pour ce matériau est un pro-
bléme ouvert. Pour ce probléme difficile, on connajt de nombreuses études
théorigues ou numériques, mais les résultats obtenus ne sont pas encore en-

tiérement satisfaisants.

Le matériau élastique parfaitement plastigue est défini par les varia-
bles d'état (¢, p) sous la forme W = W (¢ - p), € désigne la déformation,
p la deformation plastique, W L'énergie élastique emmagasinée. Si la partie

élastique est Linéaire, nous avons :
y U _
(65) V= E-(e -p) .L.{(e=-p) ,0=L. (e6-n) '

ou L désigne les coefficients élastiques. En plasticité incrémentale, L'évo-
lution de la déformation plastique est donnée par le critére de plasticité

f(o) < o et la régle de normalité :

O -

P‘d ®
il
>
.

\Y

La répartition de la contrainte en fond de fissure n'est pas claire-
ment établie pour une fissure mobile. En déformation plane, les résultats
les plus intéressants sont dGs & Slepyan [27], Rice et al. [171, [26].Rice
et Sorenson ont admis que L'état de contrainte en fond de fissure est tou-
jours le méme et correspond au schéma de Prandtl (cf. Chapitre II et figu-
re 1%). A partir de cette répartition, ils ont donné La vitesse q associée
suivant Lla loi de normalité et les conditions aux limites du probléme lors-

gue L est homogéne et isotrope. Dans ('éventail A C D on a :
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—

=2 @2-v 2 sinetmg§+f'(e)
T —
(66) Ug ==2(2 - v)-é? (;%f-—cos 0) f.[- %:% + Log %-] - £(6) + g(x) ,
2

ol R désigne une longueur de référence ; les fonctions £(B6) et g(r) restent
finies VO, V r. Dans les régions A D E et A B C, nous avons suivant les

caractéristigues o et B :

(ﬁa=ﬁe (—341,r) , Yy fini @A D E)
(ﬁa=ﬁe (%,r) , ‘.‘B fini @BC .

En fait, la solution proposée n'est pas acceptable, car elle donne
une puissance plastique dissipée négative sur A D, prés de A. Une étude
plus approfondie a été donnée [26] & La maniére de Slepyan [25] . Il est
nécessaire d'introduire une zone de décharge aprés Ll'éventail de Prandtl,
suivant la figure 19b. Cependant, le champ de vitesse associé a la mé-

me singularité @ ~ Iog ) .

L'état de contrainte étant toujours le méme, la condition de trans-
port paralléle (61} est alors vérifiée. La formule (63) est donc valable

et donne :

(67) G = lim.j Wn -nou l) ds =0 ;
R0 !

compte~tenu de Lla singularité de U et de la répartition de o.
La puissance intrinséque dissipée se réduit a :

D=J0§dﬂ .
Q

Lorsque te) # o pour t € [tg, t1] , hous pouvons intégrer U dans cet
intervalle pour vérifier gque la condition de transport est valable pour le

champ u.
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ITT.4- MOUVEMENT PERMANENT

II1.4.1- Interprétation physique de 1'intégrale J

Soit Qp(t) le volume plastique actuel. Dans La pratique, souvent les
conditions de charge sont telles qu’il n'existe qu'un seul domaine plastique

englobant le fond de fissure A.

Si I' est un contour quelcongue délimitant un domaine V., enveloppant A,

r

on sait gque l'intégrale J, = (W'nl ~onu,.) ds est constante pour les

' r

contours T réalisant Lla condition Qp(t) C VF . Peut-on donner, dans ces con-

/1

ditions, une interprétation physique a Ll'intégrale JF ?

Soient ', et T'; deux contours, tel que VF C VF ; nous avons :
0 1

J - J = - Jg . p 1 an ;
,1

1 0
ou AV UV, =V, av
r, ~Vr,

Or, p=p (X, t) =P (x - £(t), y, t) de sorte que

a—mt ﬂ)_
p = E'PJ,+ Y

Sauf si le régime est permanent, i.e. si la fonction P se réduit a
P(x - L(B), ), la quantitéap,l n'a pas une signification physigue précise ;
elle dépend de la densité de la puissance plastique dissipée © é et de %% p
qui caractérise le changement de la distribution de la déformation plastique

autour de A.

U= - ﬁ u et le calcul

o)
o

L]
En régime permanent, nous avons p = -

précédent donne :
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En particulier, si I', se réduit au point A, nous avons d'aprés (67)

0

(68) Jn =

§ JF { représente donc la puissance plastique dissipée a 1'intérieur de

? I'. L'intégrale de J_. est constante lorsgue VF contient Qp. Elle dimi-

r

nue et tend vers zéro pour des contours de plus en plus petits.

ti

En élasticité, W = W(e), la formule (67) se réduit a celle de Rice-

Eshelby :

{69) G:J:[

IIT .4.2- L'intégrale J*

Il est intéressant de considérer ici l'intégrale JF définie

>

selon {69) avec : Wk = J o de (1'énergie de déformation) .
o

En régime permanent nous avons

X
WEx,y) = Wa,y) +J o €y e Gy, d&
4
a
et
WY = oY) L oely)
2 14
Cette derniére relation permet de vérifier sans difficulté que J; est indé-

pendante du contour I' (L'hypothése du régime permanent est essentielle ).

€
Comme Wk = W(Ee) + J o] dgp, en régime permanent on a

= -+ e e}

Wfl W, +op et
JF =J, + J P, dh = o d'aprés (6§).
1 ,
Vr
Cette estimation, obtenue ici directement, est aussi compatible avec

les résultats de Slepyan, Rice et al. sur l'analyse des singularités.
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IIT.5- ETUDE NUMERIQUE D'UNE FISSURE MOBILE EN REGIME PERMANENT

Nous souhaitons vérifier par le calcul numérique la relation (67)

lorsque la fissure est mobile.

Pour simuler la propagation d'une fissure dans un solide, ta méthode
habituelle consiste a procéder par déblocage successif des noeuds du mail-
lage correspondant au front de fissure. Une telle démarche a donné de bons
résultats numériques [18] , [ 28] , [29] , mais on se demande si la solution
obtenue par une technique aussi brutale correspond encore a La solution

théorique définie d'aprés la théorie de plasticité incrémentale.

Pour augmenter la crédibitité du calcul numérique, nous allons nous
placer en régime permanent. Dans ces conditions, la solution permanente peut
€tre formulée comme la solution d'un simple probléme aux Llimites, que nous
pouvons déterminer avec un maillage centré sur le front de fissure et se dé-
placant 2 La méme vitesse. L'hypothése de régime permanent permet alors de
procéder autrement gue par déblocage, le résultat du calcul sera, théorique-

ment, plus satisfaisant.

ITI.5.1- Probléme étudié

Nous considérons le mouvement permanent d'une fissure sollicitée
suivant le mode I pur en déformation plane et en contrainte plane. L'exemple

correspond a la figure 19.
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Figure 19.

La plague, de hauteur 2h et de longueur infinie suivant x'x , est
soumise & des efforts de traction g mobile avec La fissure, sur les demi-
droites - ¢ < x — £(t) < + « des bords inférieur et supérieur. La fissure
est centrale et correspond aux demi-droites x'a. Les contraintes a l'in-
fini suivant x'x sont nulles. Le matériau est supposé initialement & L'état

naturel, sans déformation résiduelle.

A partir d'une position initiale donnée, si la fissure avance & une
vitesse ! # o , L'état local autour de A atteint un régime permanent apreés
un certain temps. Nous construisons la solution numérique approchée de la
solution permanente dans un domaine V en translation avec la fissure
V=ABCETF, les points B et F étant pris suffisamment Loin du fond de fis-

sure A.

Dans Lle repére local X =x-4£2 , Y=y , il s'agit de déterminer les
champs (X, Y), (X, Y), p{X, ¥), ulX, Y), vérifiant les conditions sui-

vantes

- Conditions statiques : Div o = o

- Conditions de (iaison : uy(X,O) =0 pour X>0
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- Conditions aux limites

. dues a la fissure : o _ (X,0)
. dues aux charge-

ments ) Oxy(X’h)
. a U'infini

X+ 4eo Oxy(X,Y) =0, Oyt

X -+ - ny(X,Y) =0, Ogy

- Loi de comportement

-

Dans la zone plastique Qp qui

Lement plastique est vérifiée :

=0, UXy(X,O) =0 Vv
= 0; X,h) = A4
oyy( ) =g
xX,y) =0 , o _ (X,Y)
(XIY) =0 , Oyy(XrY)

correspond a f£(o)

désigne les coefficients élastiques ; nous avons ¢

:O’

X <o
X=z-C
=49
=0 .

=L (e-p).

la régle d'écou-

» . of

| p—lﬁ ’ )\}O
(70) V' le multiplicateur plastique A est donné en fonction de la
’ vitesse ¢ par :
\ 1 Bf .
= < == - ®
A ~F . 3F o L. e >
dg ° ° 90
En régime permanent, é ==} o) <’ e=-0c¢ « ¢ hous avons donc,
r L] 14

uvelle gue soit la vitesse d'avancement £, la relation :
q

v ¥,Y) , -P_ =

(71 o =1 si f{oc) =0

"

i

o e} si fic) <o

< -9
3f © T 3o

. L . €

X

On doit, d'autre part, préciser la valeur initiale de la déformation

plastique. L'état initial du matériau étant supposé naturel, sans déforma-

tion plastique résiduelle, nous avons

(72) lim p (X,Y) =o vV Y

). Gl
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Les relations [(71) et {72) permettent de calculer p(X, Y) a partir

de la répartition de lLa déformation €(X, Y). Nous obtenons en effet :

(73) p(X,Y) = : <=z L.e_ > (V)4 )

En résumé, les champs 0, £, P sont reliés par les relations
0 = L(e - D) oUu p est associé & ¢ suivant la formule (73). On doit résoudre
ainsi un probléeme de type élastique avec une loi de comportement non locale;
la relation (7#3) montre en effet que la déformation plastique au point (X, Y)
dépend de L'état de déformation et de contrainte en amont, aux points (&, n)

tels quen = Y, X< & <~ , ce qui est physiquement naturel.

IT1.5.2- Unicité

Nous discutons dans ce paragraphe l'unicité de la solution du probléme
aux limites obtenue lorsgue Le matériau considéré ohéit au critére de Misés

f(o) = |s| = K< o, s étant le déviateur de contrainte.

Soient (o,, u,, p,;), (0,, u,, p,) deux solutions éventuelles. Nous
avons
(0,-0,) (e, — €,) dl = (o, =0,) n (u

- ﬁz) ds
Jo w

1

L'intégrale du second membre est nulle sur C E et BF , d'aprés les
conditions de forces données, elle est aussi nulle sur BC et EF , d'apreés

les conditions asymptotigues en contrainte. Il en résulte :

. —1 ~ — — _
bléTg (o1 02) L (61,x - Oz,x) an + (U1 02) (PI,X Pz,x) dn =0 p
! v v
h P r
1lim = (o —q)L ml—%)dy + | (o —o)(PhX—Pzﬁ)&E:O .
b,Ccx o 7
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Comme g, = 0, pour b > ®, ¢ » « :

2

+o ¢ h
(O1 - 0.) (Pl,x - Pz,x) X dy =0 .
QO (@]
Or, ta loi de normalité donne : (u; -~ 0,) (Pl - P2 X) <0, , il en ré-
7 14
sulte que
(74) (Gl - 02) (P1,x - Pz,x) =0 vV X, Y) .

Si le matériau obéit au critére de Misés, on obtient finalement
S =8, Lorsque PI,X # o0 ou lorsque Pz,x # o.

Le déviateur de contrainte est donc unique dans la réunion des zones
plastiques en charge P £ o). 1L s'agit d'une propriété bien connue de la
solutjon asymptotique du probléme d'évolution élasto-plastique [30], [31].
Méme dans cet exemple particulier, on ne sait pas si un résultat d'unicité

nlus fort pourrait &tre établi.

11I1.5.3~ Méthode de calcul

La loi de comportement élastoplastique est discrétisée de la manieére

suivante :
g On+1 =L (€n+1 - Pn+l)
(75} of -
Pn Pn+1 - A NG A>o si f(0n+1) e}
n+l
' A=o0o si f(on+l) <o ,

n+l désigne le point voisin, situé a L'aval de n et de méme ordonnée y. Ce
sont des points de discrétisation de la structure, ou sont définies les
grandeurs mécanigues (figure 20). Connaissant la valeur de p pour x = b, la
relation (7#5) permet de définir partout dans V la déformation plastique p(e)
et la contrainte o(e) associées a un champ de déformation c£. Une telle dis-

crétisation revient a écrire la loi de normalité au point dfarrivée ntl ;
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elle assure gue le critére de plasticité est respecté dans toute la struc-
ture V. Il est bien connu dans (es études numérigues des structures élasto-
plastiques qu'un tel schéma donne des résultats plus intéressants que le
schéma explicite obtenu directement & partir de [7]), en remplagant e par Ag
et p par Ap [321,] 331].

On réalise le schéma (75) en procédant de la fagon suivante (figure

20a)
=2 | - . -
Soit g' =1L (£n+1 Pn)
3 v — — s
. 81 f(¢'")y €« o alors Pn+1 Pn v 00 o}
3 " | .,
g . 81 f(o") o alors Prl+1 # Pn
{ ¢ P = ] o N .
\76)( O €t P, sont définis par les relations :
\ ~ ~F -
(1) 1 o) L (Pn+l Pn)
(1d) f(0n+1) =0
(1i8) P, =4 agaf- + P
n+l

(@ (b)

Figure 20a :

Schématisation du probléme : a~ en contrainte plane,
b- en déformation plane.
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Les relations (i), (31), (111) permettent en effet de calculer

p A en fonction de ¢ .

Ont1” "n+1” n+1

La relation £ = ple) n'est pas linéaire ; le probléme aux Llimites
ainsi défini est non-linéaire. La solution peut &tre obtenue par approxi-
mations successives. La méthode de rigidité constante classique (ou con-

traintes initiales ...J consiste a itérer a déformation plastique donnée :

*» £ est la solution purement élastique,

!
~ P + . - ~ .
s » £ &tant supposé connu, EN ! est la solution du probléme &lastique
/ linéaire a déformation résiduelle donnée p(sN), calculée suivant
\ (76)
N
¢ =+ ¢ lorsque N » + o |
\

La convergence ainsi que les procédés d'accélération de convergence
ont été étudiés pour le probléme d'évolution [32] , [33] , [34],[35] .
Dans la pratigue, on arréte les itérations lorsque l'indice N satisfait a
un critére d'arrét. Notre critére d'arrét a été discuté dans la référence

[32]1 ; il correspond au fait que la contrainte L(EN L_ PN) vérifie le cri-
tére de plasticité a r3 prés : le dépassement du critére de plasticité

par la solution approchée est donc bien contrélé (r ~ 1 ou 2).

Nous avons discrétisé le domaine V par un maillage simple, suivant la
figure 20. Chague maille rectangulaire se compose de quatre triangles dans
Lesguels l'interpolation du déplacement est linéaire. Les conditions aux Lli-
mites imposées sont de type mixte. Sur le cbté B C, on impose seulement
les conditions o (b, ¥ =0, 0o_ (b, ¥) = 0, la condition g _(b, Y) =

xy ’ V4 Yo s ’ vy 4 d

n'‘est obtenue gu'ad la limite, lorsgue b > + o,

Pour la pression considérée ( % = 0.475 ), la méthode itérative (7#7)
converge trés vite, et le critére d'arrét est atteint au bout de vingt cing
jtérations pour ¥ = 1% en déformation plane. La convergence est plus lente

en contrainte plane.
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IIT.6- ANALYSE DES RESULTATS

S — [O———

Il est intéressant d'introduire une unité de Longueur d convenable-
ment choisie. Nous définissons d = %-( %-)2 D'A qui représente l'estima-
tion en contrainte plane par te modéle d'Irwin (voir chapitre II) de la
taille de La zone plastique correspondant & une fissure centrale, de lon-
gueur 2 D'A en milieu infini, soumise & la traction uniforme g. Il est
bien claire que les mailles d'éléments finis en fond de fissure doivent
étre petites par rapport a4 d. La maille élémentaire adoptée, de cb6té 0,25mm,

correspond a %-, environ (figure 20).

Nous donnons sur lLa figure 21 le profit de L'ouverture obtenue. Si
la fissure est fixe, nous avons vu dans Le chapitre II que la solution
élastoplastigue présente un écartement assez net en fond de fissure ; cet-

te solution donne une ouverture plus importante gue ta solution élastique.

Notre calcul montre clairement {es modifications de l'ouverture lors-
que la fissure est mobile. En deformation plane, par rapport a la solution
¢lastique, elle est légérement plus faible. Cette réduction de L'ouverture

est due aux défeormations plastiques résiduelles.

L'intégration de relations telles que (66),[17],[26] permet de trou-

ver théoriquement L'allure de l'ouverture. On obtient

(7§) [ul =1 Cl(r) -C, rlogr avec C, >0 , Cl(r) réqulier .

Lorsque r > o, l'ouverture est moins forte que celle de la solution élas~-

tique, car - r Log ¥ /rl'/2

> 0. Mais la tangente & la courbe de l'ouvertu-
re reste verticale pour r = 0. De cette maniére, Rice a montré que la no-
tion d'angle d'ouverture (C.O0.A.) n'est pas un paramétre pour décrire con-
venablement L'état local. L’analyse théorigue est en bon accord avec notre

résultat numérique.

La distribution de la contrainte est examinée sur lta figure 22. Au

voisinage du fond de fissure A, le maillage adopté n'est pas assez dense
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pour représenter avec suffisamment de précision les variations de o en fonc-
tion de O, comparé par exemple & celui de Barsoum qui a effectué la méme vé-
rification que dans le cas d'une fissure fixe. Néanmoins, on peut dire gue le
schéma de Prandtl est & peu prés retrouvé. Sur la méme figure, nous avons re-
produit la distribution de contrainte, estimée dans les solutions de Slepyan,
Rice et al. [26]. On constate dans tous les cas (fissure fixe ou mobile),

que le niveau de contrainte maximale reste inférieur a l'estimation théori-
que ; cet écart se réduit lorsgu'on se rapproche du fond A ou lorsque la

charge appliquée g augmente.

La zone plastique est indiquée sur la figure 23, Le résultat numérique
montre clairement la plastification des bords libres de la surface fissurée
lorsque la fissure est mobile. Une telle plastification, qui est due aux dé-
formations plastigues résiduelles, ne se produit pas lorsque lLa fissure est
fixe. Nous soulignons cette différence fondamentale concernant t'état local
de la réponse lorsqu'il y a propagation de la fissure. Dans les solutions de
Slepyan, Rice et al. [26] , cette replastification est mise en évidence par
L'existence d'un secteur plastique d'angle OO aprés la zone élastique. Si Le
calcul numérique n'est pas assez précis pour distinguer ces secteurs sur la

figure 23, L'accord avec ces solutions théorigues est convenable.

Les figures 24 et 25 permettent de préciser L'évolution des contraintes

au voisinage du bord Llibre.

L*intégrale de contour J, est calculée pour plusieurs contours I'. Nous

r
vérifions d'abord que dans le cadre de l'élasticité JF est constante quel

T

que soit T'. Ensuite, dans le cadre de la plasticité, J. est effectivement
constante pour des contours situés a L'extérieur du domaine pltastique princi-

pal. Coriformément a la relation (68), J. décroit pour des contours de plus en

r
plus petits, enveloppant le fond A (figure 26). Le calcul numérique confirme

plteinement la relation [(67).
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Nous connons sur les figures 27 a 31 les mémes résultats, obtenus en
contrainte olane. L'ouverture comparée a la solution élastique est encore
plus faible. Ceci est normal, car en contrainte plane la déformation plas-
tigue est plus importante. La figure 30 donne l'allure de la zone plastique
obtenue, de forme pratiquement circulaire. Les déformations plastiques ré-
siduelles donnent des contraintes résiduelles moins fortes qu'en déformation
plane ; la plastification des bords Libres de la fissure n'a pas été obser-
vée. A notre connaissance, aucune étude théorique en contrainte plane, a la
maniére de Slepyan, Rice et al. [26] , n'a été donnée dans la Littérature.
Une replastification des bords libres n'est pas exclue cependant, compte
tenu des contraintes résiduelles observées sur lLa figure 30.

La décroissance de JF pour des contours I' de plus en plus petits est
présentée sur la figure 31 et montre la validité de la relation (67). Nous
ignorons, en contrainte plane, le comportement asymptotique de La vitesse .
Dans la référence [ 241, on a établi que ép et ¢ ont Lla méme singularite, Lla

fonction 0 £ est alors intégrable et donne l'estimation (67) en contrainte

plane comme en déformation plane.

Dans ce chapitre, nous ne prétendons pas donner une étude exhaustive
des problémes posés par le calcul numérique de fissures élastoplastigues.
L'influence du maillage est laissée de c6té alors que ce parametre peut pa-
rajtre trés important, aussi bien pour L'allure de l'ouverture de la fissure
que pour la valeur calculée de JT -

Déja, dans le cadre purement élastique, le choix du maillage a une in-
fluence non négligeable sur la précision du calcul des facteurs d'intensité
de contrainte. Le calcul des facteurs caractérisant L'état, tels que les coef-
ficients C, , C, ou & (l'écartement pour une fissure fixe), nécessite des
précautions particuliéres gui doivent faire L'objet d'études approfondies.
Ici, nous souhaitons mettre en évidence essentiellement deux propriétés de la

solution élastoplastique en fond de fissure, lorsqu'il y a propagation.
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La premiére propriété concerne le profil de l'ouverture. Cette ouver-
ture est faible comparée & la solution élastique, contrairement a ce gue
L'on obtient avec une fissure fixe. Il s'agit d'un résultat observable dans

les expériences de rupture ductile.

Par le calcul numérique, lorsque la propagation est simulée par déblo-
cage des noeuds du maillage, on obtient les mémes résultats. De nombreuses
études numériques ont été effectuées [36],[18],117],[29]. Ce sont souvent des
études relatives a une éprouvette particuliére, la réponse mécanique ne cor-
respond pas a une solution permanente ; la méthode de déblocage est la seule
envisageable. Les courbes de L'ouverture, plus ou moins réguliéres selon les
techniques de déblocage adoptées, correspondent toujours a une faible ouver-
ture. Un calcul par déblocage dans les conditions de notre étude nécessite-
rait un maillage plus adapté, car la solution permanente n'est obtenue
qu'apreés plusieurs pas de propagation (> 10). Pour cette raison, nous n‘'avons

pas fait de comparaison entre les deux techniques.

La réduction de L'ouverture pour une fissure mobile joue un rdéle fonda-
mental dans le phénoméne de fermeture des bords Libres des fissures de fati-
gue [37] (cf. Chap. IV). En fatigue, le chargement est cyclique et La propaga-
tion s'effectue par cycle d'une facon progressive a faible vitesse (=~ 10—3mm
par cycle, par exemple). Cette propagation peut étre simulée numériquement
par déblocage [ 28] (cf. Chap. IV) pour une éprouvette sollicitée en charge-
ment ondulé, l‘ouverture sous charge maximale est comparable a celle d'une

fissure mobile scus la méme charge supposée monctone

Lors de la descente et de la montée de la charge, la réponse est en
effet pratiguement élastigque. Cette ouverture, plus faible que L'ouverture
élastigue, provoque alors une fermeture partielle des bords libres sous une
charge plus faible que Lla charge maximale. Le phénoméne de fermeture s'ob-
serve surtout en contrainte plane, car l'ouverture, par rapport aux solutions
élastiques, est plus faible en contrainte plane qu'en déformation plane
(cf. Fig. 21 et 27).
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La deuxiéme propriété concerne la force G définie par la relation :

) ds .

G = lim Wn, —0.n.u
1 ,1

R»0
SR
Nous avons vérifié L'estimation G = o en nous plagant dans les conditions

les plus simples de propagation : mode I, fissure rectiligne, régime perma=-

nent, etc ...

Cette estimation va dans le sens des résultats de Rice [ 8] concernant

les quantités J¥ et GA définies par

r
* _ :
(79) JF = w* n, n.o. u,l) ds ,
r
__da
[80) G =~ 37 .
£
Dans (79), W* représente l'énergie de déformation W* = o de , W*

0
n*est pas une fonction d'état et dépend de tout le trajet de déformation

de Ll'élément de matiére. De méme, dans {80), AP représente la variation de

la quantité J w* an - F.u ds qui n'est pas une fonction d'état en
§ af
plasticité incrémentale.
Rice a avancé les conjectures lim GA =0 et lim J? = o des 1968.
A0 I'~o

Signalons que la deuxiéme relation peut étre établie a partir des analyses

de singularité de Slepyan, Rice et al. [26] .

En mouvement permanent, d'aprés le paragraphe 111.4.2., rappelons

que JF =0 VI.
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VI.1- GENERALITES

La propagation des fissures de fatigue a été beaucoup &tu-
diée pour des fissures sollicitées sous chargements cycliques
d'amplitudes constantes. Dans ce cas, la loi de Paris peut &tre
adoptée pour décrire 1'évolution des fissures planes de contour
quelconque. TI1 suffit, pour cela, d'exprimer la vitesse de pro-
pragation normale par cycle V(s) en fonction du facteur d'inten-

e

1t des contraintes local K(s) sous la forme :

€]

(§7) V(s) = C (AK(s))" ,

s désignant 1'bscisse curviligne d'un point courant du front de

fissure actuel.

Pour les applications, on doit cependant remarquer que :

- Les déformations plastiques en fond de fissure Jjouent un
role important, méme si la propagation s'effectue sous sollicita-

4

ticns d'amplitudes constantes. Les contraintes résiduelles, les
diformations résiduelles et en particulier le phénoméne de ferme-
ture a la pointe de la fissure, rendent inapplicable la loi de
Paric. Plusieurs modéles ont été proposes pour tenir compte de
1'effet des déformations plastiques : citons le modéele de

Wheeler [ 42 ] quil introduit dans la loi de fissuration un rapport
de zones plastiques 3 l'extrémité de la fissure. Toutefois, ce
modéle ne donne pas entieérement satisfaction. La notion de 1la
charge d'ouverture, proposée par Elber [37] , est une notion trds

n)

intférescantc, dans la mesure ou elle améne la définition d'un

!

facteur ' internsitd effcctif. Cette notion a ¢té étendue par

Podlas [HO] on considérant non plus la charge d'ouverture de fis-

I

sure, mais la charge seuil, en-dessous de laquelle 1a fissure ne

SO propage nas.
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- En pratique, les métaux de construction sont sollicités de
facons diverses et parfoils aléatoires (les structures en mer,
par exemple, sont soumises & des sollicitations aléatoires). Sous

un tel chargement, la loi de propagation est treés modifiée.

D'une maniére générale, on a rcmarqué que l'application de
souscharges et de surcharges provoque des périodes d'accéléra-
tion,de ralentissement ou méme de blocage de la propagation de

la fissure.

Afin d'étudier les lois de propagation sous chargement
complexe, nous avons entrepris une étude en nous limitant au
cas particulier de l1l'application d'une seule surcharge et en
etudiant, au cours de la propagation de la fissure, 1'évolu-
tion de divers paramétres qui tiennent compte de la plasticité
du fond de fissure (zone plastique, charge de fermeture, é&car-

tement du fond de fissure, etc...).

Le r8le des surcharges ajouté a un programme de chargement
cyclique d'amplitude constante a fait 1'objet de nombreuses
études expérimentales. Les essals ont toujours montré qu'une
surcharge entraine un ralentissement plus ou moins net de 1la

propagatiorn.

En vue de comprendre les mécanismes réels, nous analysons
ce phénoméne dans le cacdre de la plasticité. A partir de la no-
tion de 1'écartement du fond de fissure, nous donnons un modéle
qui tient compte de la zone plastique résiduelle créée par la

surcharge.
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IV.1.1- Description du phénom¢éne de surcharge et

Rappels des résultats expérimentaux

Les essais effectués (par exemple E.N.S.A.M. [38]) montrent clairement
L'influence des surcharges. On remarque, en effet, sur les courbes donnant
la longueur de fissure en fonction du nombre de cycles a(lN), que L'effet
d'une surcharge se traduit par un ralentissement, la vitesse de propagation
ne rattrape sa valeur normale qu'aprés un nombre de cycles plus ou moins
important (fig. 32) (~105 cycles, soit des distances de L'ordre de 1mm).
Dans la méme direction, nous avons reproduit sur la figure 33 la variation
de la vitesse dans une autre expérience due & Matsuoka et al. |39], ainsi
gue certains résultats expérimentaux de Pellas et al. [40] illustrant L'in-

fluence du niveau de surcharge.

%4 Application de

surcharge

Fig. 39 /L—/

ralentissement

Dans la phase de transition (fig. 32 et 33), les principaux phénoménes

observés expérimentalement sont

1 = Accélération immédiate de la fissuration pendant la surcharge ;
i1 ~ Ralentissement de la propagation ;

iii=~ Accélération de la propagation pour retrouver l'allure normale.

La phase i correspond a une centaine de cycles ; elle est donc négli-

geable par rapport aux phases suivantes.
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La phase ii croit avec l'intensité Kms de la surcharge (figure 33),

le taux de surcharge RS =R = , et le nombre de pics de surcharge. Inver-
n
sement, elle diminue lorsque le rapport de charge R = R augmente.
max

IV.1.2- Interprétation du retard de la propagation d'une fissure

Divers phénoménes physiques ont été invoqués pour expliquer le retard

aprés surcharge, ce sont principalement :

- L'émoussement de la pointe de la fissure ;

L'écrouissage cyclique du matériau au fond de la fissure ;

les effets d'interaction des zones plastiques courantes et de la surcharge,
ainsi gque les contraintes résiduelles qui en résultent ;

- Lle phénoméne de fermeture de la fissure.

Il est probable que tous ces facteurs entrent en jeu, mais pas forcé-
ment simultanément. Les mémes phénoménes physiques sont invoqués pour expli-

cquer te blocage.

Dans la suite, nous nous limitons principalement a étudier les aspects
purement mécaniques, i.e. L'influence des zones plastiques (particuliérement

des contraintes résiduelles), ainsi que le phénoméne de fermeture de fissure.



-80~

IV.2- ESTIMATION DES ZONES PLASTIQUES EN FATIGUE

L'estimation de la taille de la zone plastique en fond d'une fissure
de fatigue est un probléme important en Mécanique de lLa Rupture. Si cette
zone est peu étendue, elle remplit L'hypothese de la plasticité confinée
et permet alors l'utilisation de la théorie de L'élasticité linéaire. C'est,
par exemple, la situation rencontrée en rupture fragile ou méme en fatigue,
Llorsque nous modélisons La propagation par la loi de Paris. Les effets
d'histoire de chargement sont par contre des phénoménes intimement Lliés aux
déformations plastiques. Nous allons donc commencer a étudier la dimension

de la zone plastique en chargement cyclique.

Lors d'un chargement cyclique (ondulé par exemple) au niveau de charge
maximale, les déformations plastiqgues se produisent dans lLa zone plastique,
c'est-a-dire l'ensemble des points olu le critére de plasticité est atteint.

A partir de La charge maximale, la décharge n'est pas purement élastigue, car
Les points trés proches du fond de fissure sont sollicités dans le sens in-
verse, et subissent des déformations plastiques inversées. Nous distinguerons

donc deux types de zone plastique :

- la zone plastique dite "monotone'" qui correspond a la charge maximale ;

- la zone plastique dite "cyclique" qui correspond & la charge minimale.

La terminologie est classique et correspond aux situations fréqguemment
rencontrées (fig. 34) : la zone plastique monotone est plus grande et con-
tient la zone cyclique & l'intérieur. Un point matériel situé dans (1) subit
des déformations plastiques a la charge (aucune a la décharge), tandis que
dans la région (2), il subit des déformations plastiques & la charge et & la

décharge, d'une fagon presque alternée.

Si l'on néglige les deux bords libres, qui dans une faible épaisseur
restent plastiques aprés L'avancement de la fissure, on peut donner de nom-

breuses estimations concernant l'étendue des zones plastiques considérées.
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IV.2.1- Zone plastique cyclique

La zone plastique cyclique s'obtient par décharge a partir de la char-

ge maximale (chargement ondulé).

Une premiére approximation dans L'esprit des modéles d'Irwin ou de
Dugdale (cf. Chap. II) est donnée par la superposition de deux distribu-

tions de contraintes :

zone plastiqgue monotone

(1
6 _
B

zone

-~

\‘/

plastigue cyclique

A Figure 34.
c o)
vy Syy A vy A
o
y |
AN |
AUC x T Al c
i
| i
l g
!
!
! -
| ch
(a) (b) (e)
lrwin Sol. lrwin Superpq§ninn
chargement ~ K chargement de 2 etats
limite d élasticité 20y limite d'élasticité
charge maximale probleme fictif charge minimale

Figure 35.
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1 ,K.,2 1 K |2 . .
Comme AC = — (5~) et N\B = ﬁ-(gs—) , la zone plastique cyclique est,
v 20,

grosso-modo, un quart de la zone plastigue monotone.

Dans le cas de chargement ondulé, la charge minimale étant la charge
nulle, la distribution de contrainte résiduelle est donnée par la figure
35¢. Il existe donc une zone de compression au voisinage immédiat du fond

de fissure et une zone plastique résiduelle qui, dans ce cas, représente

la zone plastique cyclique.

IVv.2.2- Zone plastique avec surcharge

Examinons, toujours dans le méme esprit, ce qui se passe lorsque L'on
appligue une seule surcharge quand le régime permanent de propagation a été

établi.

©) A

Figure 36.

Admettons que dans le régime établi les zones plastiques monotones et
cycliques correspondent aux figures 35a et 35c¢ {(compte-tenu que la propaga-
tion des contraintes résiduelles ne donnent pas nécessairement La réparti-
tion 35a lors d'une montée de charge ; de méme, la répartition 35a ne donne

pas nécessairement 35c¢ lors d'une descente de charge). Nous essayons de pré-
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senter L'évolution des zones plastiques pour les étapes 3 ,4,5,6 ...

définies sur la figure 36.

Rien ne change pour les étapes 3 et & , nous avons la figure 37

Figure 37.

Aprés la surcharge, nous obtenons L'étape 5 par superposition de deux

répartitions &% et 35b en changeant de signe, ce qui donne la figure 38.
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Figure 38.

1
Fy
charge maximale, la zone plastique est quatre fois plus petite qu'a la

Pour un rapport de surcharge R = = 2 , nous remarguons gqu'a La
charge minimale. La zone plastique résiduelle et L'étendue de la zone de

compression sont devenues trés importantes par rapport a L'état courant.

Si l'on tient compte de la propagation, la répartition de (ﬁy va
évoluer nécessairement de 5 vers 1 et de s vers 2 . Pendant cette phase
de transition, l'avancement de la fissure s'effectue dans les conditions

particuliéres dues & la surcharge.
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IV.2.3- L'évolution de la zone plastique affectée par 1la
surcharge.
Modéle de Fihring

Dans le cas d'un chargement aléatoire, Fihring [ 411 remarque que
t'état de contraintes résiduelles présente une série de discontinuite
correspondant aux points frontiéres des différentes zones plastiques ;
ces discontinuités constituent, selon lui, L'effet de mémoire di aux dé-

formations plastiques (figure 39).

W
e 3
- Wy, o
-
o &
b e !
' a
—
|
[
!
—p Tt - = PN -
T | |
———a-s--»¥ —?»! Mouveile pointe de la fissure fictive
Ancienne pointe de la fissure fictive
Figure 39.

La distribution des contraintes aprés un incrément de fissure Aa, im-

pligque un déplacement de La frontiére élastoplastique (fig. 39).

L'équilibre des forces a la pointe de la nouvelle fissure fictive

conduit aux relations suivantes [41] :

r Aa i ARy 5

(82) w = l 1 - — g g (35~ ) lorsque a+w<a, +uw, ,
! g‘(:;‘ﬁ y
L v



Figure 40
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et

2 AK

(83) w= )2 lorsque a + w > a + w, ,

ol w est la taille de Lla nouvelle zone plastique & la suite de L'avancement
de la fissure de L'incrément Aa, a, est la longueur de la fissure a L'ins-
tant de l'application de surcharge, a est la longueur actuelle de la fis-
sure (a = ag + Aa), w, est la taille de la zone plastique au point 4 (fig.
39, et Oy est la limite élastique du matériau. La taille de la zone plas-

tique cyclique est sous la forme

- o ba o |m 82
(84) we=1| 1 R g (3% -
(= Y
8 o
y

En particulier, la figure 40 montre L'évolution de la zone plastigue
monotone courante aprés application d'une surcharge. On remarque gque le mo-
déle de Fihring prévoit Lla diminution de la zone plastique monctone, ce qui

correspond bien a des observations expérimentales [45].

i
*
ag LY a a
: Evolution de la zone plastique monotone courante aprés application d'une
surcharge, référence [ 411].
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IV.3~ MODELES DE PROPAGATION DES FISSURES BASES SUR
L'INTERACTION DES ZONES PLASTIQUES

Plusieurs formules ont été proposdées pour modéliser la
propagation de la fissure en considérant les effets d'inter-

action des zones plastiques courantes et de la surcharge.

IV.3.1- Modéle de Wheeler [42 ]

Les phénoménes physigues qui entrent en jeu lors du retard ou de la
propagation de la fissure sont principalement localisés dans la zone plas-
tique. Il est alors naturel de penser que la propagation de la fissure
sera affectée lors de la traversée de la zone plastique de surcharge W
(fig. 41). C'est ainsi que Wheeler a proposé d'affecter a la vitesse un
coefficient de ralentissement. Ce coefficient de ralentissement est le rap-

vort de deux zones plastiques : \

- La zone plastique monotone sous chargement courant w,.
- La dimension, compte-tenu de la propagation de la zone plastigue monotone

due a Lla surcharge (w_ - Aa).

ladg -Aa

Wy
Figure 41.

Modéle de Wheeler.



_88_

La Lol de fissuration s'exprime par Lla relation :

da da
(85) N Cp (aﬁ)o '
W o
—_— 3 + < \
ou Cp = ( - A ) si Aa W, < g '
= i + >
et Cp =1 si Aa Wey > Wg ’
o est un coefficient dépendant du matériau considéré,
( g% ) est lLa vitesse de fissuration avant la surcharge,
0
da est la vitesse de fissuration apres Lla surcharge.
dnN

IV.3.2- Modele de Willenborg [43]

par

(86)

Figure 42.

Modéle de Willenborg

Le modéle de Willenborg consiste & exprimer la loi de fissuration

La relation suivante :

da _ m
an = C (AKee) .
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Considérant les contraintes résiduelles a la pointe de la fissure, l'auteur

calcule une amplitude efficace du facteur d'intensité de contrainte AKeff'

AKeff = Kmax eff Kmin
et
Kmax off Kmax - Kred :

Quand la fissure se propage dans la zone plastique de surcharge pour

un chargement donné, on pose :

Krea = Kreq - Kmax f

Kreq est le facteur d'intensité de contrainte qu'il faut appliquer pour gue

la zone plastigque correspondante wreq (fig. 42) soit tangente a celle due

a la surcharge wg :

Lorsque la zone plastique monotone courante est tangente a la zone plastique

de surcharge, 1l n'y a plus de retard.

IV.3.3- Modéle de Fithring [ 44 |

FUhring propose de modifier la loi de fissuration, pour un chargement

a amplitude quelconque, de la facon suivante

da _
[§7a) ( an L: =f (AKC) .

Une loi de type Paris s'écrirait alors :

da _ m
( aN )y =C (/\KC) ;

-

{'indice ¢ indigquant qu'il s'agit d'un chargement a amplitude variable ;
[§7b) AKC = Q
QR est le facteur du retard,

Qa est le facteur d'accélération immédiate.
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Nous avons évoqué précedemment que la phase de Lfaccélération im-
médiate est négligeable, compte-tenu du fait qu'elle ne correspond qu'a

une centaine de cycles (dans le cas d'un seul pic de surcharge).

Le facteur du retard est proportionnel au rapport des zones plasti-

gues monotones correspondant respectivement a un chargement variable We o

et a un chargement a amplitude constante W et dépend du rapport de char-
i , SoOit :

K
max

ge R =

(1~ i >
wc.v./wo /  (1-R) si R>o

10
1]

si Rgo .

o)
o
il
£
&
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IV.4- LA FERMETURE A LA POINTE DES FISSURES DE FATIGUE

C'est a l'existence des contraintes résiduelles de compression & la
pointe de la fissure de fatigue que L'on attribue le phénoméne dit de
fermeture. Ce dernier a été mis en évidence par Elber [37] sur un alliage
en aluminium, en montrant que la pointe d'une fissure de fatigue peut se
fermer avant que la charge appliquée a l'éprouvette ne s'annule. Seule la
partie du cycle pendant laquelle la pointe de fissure est ouverte partici-
pe a la propagation. Ce phénoméne est souvent invoqué pour expliquer L'in-
fluence de certains paramétres importants dans LPétude des fissures de fa-
tigue, tels que le rapport de charge R, la valeur maximale du facteur
d'intensité de contrainte Kﬁax’ [ 'épaisseur de L'éprouvette, L'environ-

nement et la surcharge.
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IV.5- MODELES BASES SUR LA NOTION DE FERMETURE A LA
POINTE DE FISSURE DE FATIGUE

IV.5.1- Modéle d'Elber

Elber a introduit la notjon de charge docuverture Fou de Lla fissure.

Il propose de modifier la loi de Paris sous lLa forme :

da _ m
(£8) g7 = C (MK ee) ,
ol AK =K - K et K est le facteur d'intensité de contrainte cor-
eff max ou ou

respondant 3 Fou'

AKeff peut également s'écrire sous une autre forme :

AKeff =U (Kmax - Kmin) =U &K )

Dans le cas d'un chargement constant, la valeur de U est comprise entre zéro
et un. Elber exprime L'influence du rapport de charge R, sur le coefficient
U, pour des alliages d'aluminium, au moyen de L'expression empirique suivan-

te :

U=.5+ .4R .

Ce modéle en particulier a rendu un grand service pour les études sur
L'influence de la surcharge en fatigue. Dans le cas des piéces minces, il
expligue bien le phénoméne de retard et L'arrét complet de la fissure. L'in-
convénient du mécanisme proposé par Elber est qu'il ne peut s'observer stric-

tement qu'en contrainte plane [46], [47], [ 48].

Dans les éprouvettes plus épaisses, la fermeture apparait prés des
surfaces libres, alors que dans la zone centrale, qui subit la déformation

plane, c'est plutdt un émoussement qui se produit.
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- L'influence de surcharge dans les piéces minces :

W

Le modéle d'Elber a servi de base a des expériences tentant d'expli-
quer le retard aprés la surcharge. Citons les essais de Trebules [ 49] sur
L'alliage de Ll'aluminium 2024-T 3. En observant la progression de {a fissu-
re, & l'aide d'un microscope, il a examiné l'effet de multiples surcharges.
On voit sur la figure 43 gu’en augmentant le nombre des surcharges la durée
du ralentissement se prolonge. Il a remarqué, en outre, que la vitesse mini-

male de ralentissement diminue lorsque le nombre des surcharges augmente.

Schijve [ 50] continue les expériences de Trebules sur Lalliage d'alu-
minium. En se basant sur le modéle d'Elber, il donne Ll'évolution du point
d'ouverture aprés l'application d'une ou de plusieurs surcharge. Le ralentis-
sement et L'accélération de la vitesse de fissuration sont liés & L'évolution

du point d'ouverture.

4 /
e
=
7]
2
© 10L- 100 OL 5000 OL-
® 20L 1000 0oL
= 100L
S
@
=
[=2]
[
= Application de
surcharge
<

Nombre de cycles, N

Figure 4% :

L'effet de multiples surcharges,d'aprés Trebules [ 491.
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IV.5.2- Modéle de Pellas [ 40]

Le modéle de Pellas correspond & la notion du seuil de non propagation.
Cette notion peut é&tre étendue en considérant non plus la charge d'ouver-
ture de fissure, mais la charge seuil en-dessous de laguelle la fissure
ne se propage pas. La Lol de fissuration est constituée alors par deux équa-

tions différentietles :

- La premiere reliant la vitesse de fissuration au facteur d'intensité des

contraintes efficaces

da _ m
N = C, (&K

o eff) £k

off = KnXs 7
- la seconde donnant L'évolution du seuil de fissuration Ks en fonction du
chargement appliqué (fig. 33b) :

d K, [ K K m
—= = a(R)|

9] & | F® T T®), -

Cette expression est valable dans le cas de L'application d'une seule
surcharge. Le paramétre m et les fonctions a, B et Y sont a déterminer pour
chaque matériau, d'aprés les essais de base. Du point de vue expérimental,
on mesure donc le seuil de non propagation. C'est évidemment une grandeur
macroscopique plus accessible que la mesure de Fou , surtout en déformation

plane.

IV.5.3- Modéle de Sunder

R. Sunder | 51] a proposé un modéle mathématique pour la propagation
de fissure sous chargement variable. Ce modéle est fondé sur le concept de

la fermeture de la fissure. Sunder considére deux types de chargement :

- Pour le type "Hilo" (fig. 44), il propcse la relation exponentielle sui-

vante :
- 2 (q—
n a; (a al)
(90a) K =K + K__e a=a; .-
ou ou c, ou
Les valeurs K K" et a sont illustrées sur la figure 44.

ou cz2’ ou
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Kmax2
| +8 N Kou(a)
Kmi ~ol_
, Kuuc1 ——=-
Knﬁni:KnﬁnZ:OIKoch -
N a4 a
Figure 44 :

Modele de Sunder pour le chargement de type "Hilo".

- Pour un chargement du type “Lo-~Hi% Sunder propose la relation suivante :

2
- oj(a-a,;)

(90b) Kou = Kou o2 + AKou e az>a ,

et a, sont illustrées sur la figure 45.

LA

K , LK
ou c2 ou

L'auteur donne les valeurs de o, et o, des formes suivantes

Kul K@z
, = ———— et a, = —— ’
K? AK?
max 1

ou K, . et K , sont des constantes et

13

AK = K 5 K 1

Kﬁ Kmax?2

maxi|aKeff

a¥ou ’Ku&a} .?
-~/ Kouc?2

Koui}

Figure 45

Modéle de Sunder pour le chargement de type “Lo-Hi".
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IV.6- APPLICATION DU CONCEPT DE LA FERMETURE A DES PIECES EPAISSES
SOUMISES A DES SURCHARGES

Nous schématisons l'interaction entre le retard et la fermeture de la

fissure de lLa maniére suivante (fig. 463 (cas d'une seule surcharge)

I— Application de surcharge

Ty 3

Fissuration

A//// )

Entaile

Figure 46.

Modéle de fissuration avant et apreés la surcharge en condition de déformation
plane.

- La fissure commence a se propager a partir de LU’entaille (1).

- Au début de la propagation, le fond de la fissure prend les configurations
(2) et (3), ce qui montre que la fermeture & la surface est plus importan-

te gu'au coeur de la piéce.

- La vitesse de fissuration augmente avec la courbure du front de La fissure

(V(s) ~ {(AK)?/R selon H.D. Bui), R est Le rayon de la courbure), et diminue

avec la fermeture (V~ (K - K )n), Cela nous conduit & une stabilité du
max ou

front de fissure (4).
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~ A la suite de L'application de surcharge (5), une déchirure statique se
produit au coeur de la piéce (6). La fissure reste alors bloguée (de (5)
a (6)) en surface, par L'importante déformation plastique qui se développe

en contrainte plane [ 52].

- A la configuration (6), nous avons une forte courbure en surface, par
conséquent, de (6) a (7), La fissure se propage essentiellement a la sur-

face.

- Elle trouve enfin sa stabilité (8).

Nous avons évogqué précédemment que dans le cas des piéces tridimension-
nelles, le modéle d'Elber se heurte a des difficultés. En effet, peu de
technigues permettent une observation aucoeurdes déformations a l'extrémité
d'une fissure ; celles utilisées habituellement ne donnant que les déplace-

ments en surface.

IV.6.1- Méthode de comparaison des stries de fatigue [ 53]

Pour avoir une indication indirecte sur les ouvertures en fond de fis-
sure, une des méthodes proposées consiste a comparer les stries de fatigue,

« s ; . da ., .
c'est-a-dire les taux de fissuration par cycLe<aﬁ » Laissées par une séguence

de charges programmées. Faral se propose de vérifier le modéle de propagaticn

suivant
da _ m
3 = C (UK
ou
max—Kou
TR SR '
max min

en déterminant Kou au coeur de L'éprouvette.

Deux types de séguences d'essais sont envisagés, désignés par essais

de type R et de type T représentés sur lLa figure 47.
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KlooB e B o
Kmax 1 ﬂ n n ﬂ
K’max-ﬂ
E Kmin L1 N
Type R Type T
Figure 47.

Types de séquences de chargement.

Se fondant sur le modéle d'Elber, on trouve le facteur d'intensité

de contrainte d'ouverture sous la forme :

n —
(91a) pour le type R : Kou = Kmax [l -Vx (1 - R)]
., (da da - &in
ol x = ( N )y /| N ) et R=gx ,
A B max
et :
. _ 1 -p X
(91b) pour le type T : K =K "
- %
KI
oﬂpz_rna_}ﬁ
K
max

La figure 48 représente une fractographie typique. Sur cette figure,

L'effet de ralentissement aprés surcharge est nettement visible.
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Iv.7-

FISSURE DE FATIGUE APRES APPLICATION D'UN SEUL PIC DE SURCHARGE

UN MODELE FONDE SUR LA NOTION DE L'ECARTEMENT AU FOND D'UNE

Nous donnons un modéle en reliant lLa vitesse de fissuration %% a
L'écartement en fond de fissure (C.T.0.D.). Pans une premiére approche,
on peut supposer que lLa vitesse de propagation est égale a la moitié de
(C.T.0.D.), en se basant sur L'hypothése que l'avancement de la fissure
au cours d'un cycle se fait par glissement sur des plans de cisaillement

déposés a 45° de part et dlautre de la fissure [54].

Pelloux [55] montre que la vitesse de propagaticn ne peut pas &tre
une fonction linéaire de (C.T.0.D.). Il propose la relation suivante :
da

—_— 2
N C (C.T.0.D.) .

Nous généralisons la proposition de Pelloux sous la forme :

(92) %% - ¢ (c.T.0.0)"

C et m sont caractéristiques du matériau utilisé.

IV.7.1- Calcul de (C.T.0.D.) a la suite de 1'application d'une
surcharge

Avant de calculer (C.T.0.D.), rappelons que la surcharge entraine un
élargissement de la zone plastique en compression résiduellie au niveau de la

fissure. Il est utile de donner L'explication d'Elber [56] :

"Le retard a la propagation d'une fissure apres une surcharge peut
s'expliquer en examinant le comportement de la grande zone plastique créée
par la surcharge en aval de la pointe de la fissure. Le matériau élastique
qui entoure cette zone plastifiée agit sur elle comme un mors et est respon-

sable des contraintes résiduelles de compression. Tant que cette zone plas-
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tifiée est devant la pointe de la fissure, ce serrage n'a pas d'influence
sur 1'ouverture. Quand la fissure se propage dans la zone plastifide, lo
serrage agit sur les nouvelles surfaces de rupture. Ce scerraye qui s'dtablit
& mesure que la fissure se propage dans la zone plastifiée, implique 1'exer-
cice d'une contrainte extérieure plus grande pour ouvrir la fissure, ainsi
elle se propagera & vitesse plus faible dans cette zone et peut méme s'ar-

réter".

Nous distinguons trois étapes :

- Dans le cas ou la contrainte résiduelle créée par la surcharge est
devant la pointe de la fissure, par conséquent, elle n'a pas d'influence sur
L'ouverture, on suppose alors que ta fissure est uniquement soumise a la
charge de référence (charge extérieure appliquée avant et aprés la surcharge).
Sous ce chargement, nous désignons L'écartement en fond de fissure par &
(figure 48a).

1

- Lorsque la fissure se propage dans la zone plastique résiduelle créée
par la surcharge, elle est soumise a la fois a la charge de référence et a la
partie des contraintes résiduelles qu'elle a traversée (fig. 48b). Nous dési-
gnons par ¢, Ll'écartement du fond de fissure sous une partie des contraintes

résiduelles.

- Enfin, lorsgue La fissure sort de cette zone plastique, en plus de Lla
charge de reférence, elle est soumise & des contraintes résiduelles (fig. 48c).

Ces derniéres produisent un écartement que nous désignerons par 63.

Nous calculons les écartements du fond de fissure par le modéle de

Barenblatt-Dugdale (c¢cf. Chap. II) :

Lorsque la fissure est soumise a la charge extérieure (fig. 48a), nous avons
[57] :

¢, = —_7¥§_ Log (sec EE;) .
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Figure 48a :

Fissure soumise a la charge extérieure de référence.

e e A o e R o P A A NN N i,

Fissure soumise a des contraintes résiduelles créées par la
surcharge.

éd-dg

e B —=4

Figure 48b

Fissure soumise a la partic des contraintes résiduelles

qu'elle a traversée (a - ao).
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Par approximation nous écrivons :

80 a 80 a 2 2
_ 1 _ Y m o
% = e P9 2 2 T 802 ’
1 ] y
802
Yy
or :
Ki 8o £
(93) §, = EE; ou §, = ——%%—~ .

ou £ est la dimension de la zone des forces de cohésion attractives, intro-

duitespar Barenblatt.

torsque la fissure traverse La zone plastique résiduelle, créée par
surcharge (fig. 48b), en supposant que la contrainte résiduelle est égale

a la Limite élastique en traction (P = Oy), nous avons [57] :

8P (a~-a)
_ 0 -1 £
S, = — tanh \//(a - ao) 7 -

ou :

P,°
L _ Oy
- - V4
aT% 2 &) +1
o
4 a-ajg
puisque P = Oy , hous avons alors : £ = —5
8 ¢
=_Y - 3
(94) S, —=* (a aO)Ln\/'3 ,

a est la longueur actuelle de la fissure et ao est la longueur de la fis~-

sure a L'instant de l'application de la surcharge.

Enfin, lorsque la fissure sort de la zone plastique résiduelle, nous

avons [ 57] , figure 48c¢ :
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8P a-ay a b ST
3T T E

(ta.nh_1 - tanh

8 (a—ao)4-£ a - a b # E) ’

ol b =a - ay - R, R étant la taille de la zone plastique résiduelle pro-

K

) o s .2

duite par la surcharge R = 3 (55— )"
Yy
et : 5
. (5—)
- Y _b . _b b e Py
a~a_ P .o (l+aﬂ-a 2 a-a + a-—a) (o) ) ’
o 1-4 (=) o) o) o
Oy

en prenant P = Oy » NOus avons :

L 1 (2__L_2 1 - R + ( R )2)_
a-a 3 a-a a - ao a - ao

O o]

L'écartement 63 peut alors s'écrire sous La forme :

80 R a-a
Y

(95) 8y = —E— £ (—x ) -

a- a
La figure (49) représente £ L———R o

} en fonction de L'accroissement de la
fissure a - - Nous remarquons que L'influence des contraintes résiduelles
sur L'écartement §, s'atténue au fur et a mesure que la fissure s'éloigne

de celles-ci. Pour a - a = 2.5 R La valeur de 63 est pratiguement négligea-
ble.
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IvV.7.2- Modéle fondé sur (C.T.0.D.)

ta retation {§&) nous donne

() "
dN (C.T.0.D.)
LS
da (C.T.0.D.)} i
‘@) L s

L*indice © a été utilisé pour indiquer la vitesse et l'écartement avant

la surcharge, tandis gque L'indice s indique ces valeurs aprés la surchar-

ge.
Deux cas sont & envisager :

- Sia-=- aO < R nous avons :

_ , —m
(R i
dN §;, m EoC
= ) = X
(&) B e K2 80 _
s R e A
Y §
Ks
Supposons o = = %o K est le facteur d'intensité de contrainte de surchar-
ge et K est ce{u1 de la charge de référence. Nous avons :
K o K
_"m . s, _T 1,2
R=g 35 =g ) ’
Y Y
d'ou :
, 8 (20 ) R
KZ = .
I m a?

Nous avons donc :
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da
( aﬁ'é .
(96) (_d_é) -_[ aza_ao »'m , a—aosR ’
DN 1-(3) = Ln\/_BJ
donc m
a-a
da , _ a2 o 1 da -4 =
() =|1-(3) 2 Lm/?J(dN) a-a <R ,
s o
pour a = a_ nous avons ( da ) = | da )
o dN dNS !

pour a — a_ = R, c'est-a-dire le point pour lequel la vitesse de fissura-
o}

tion atteint son minimum, nous trouvons :

m
da _ (% da
( aﬁ'). = [l ( 5 ¥ Ln V/3} ( N )
min o)
- Par contre si a - ao > R nous avons :
_ —m
da 8 o, R
(&) 5, e
(97) © = - 2
da &y — 04 80 R 80 R a-a !
(=) y_ o _ Y - o
anN - £« )
s Cly2 7 E R
HE(QJ
B _

donc :

%8
m s
u
—
]
QBD
N2
h
To
ol
[o}]
)
I— é
2|8
)
|
o®
¥
o
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I1V.7.3- Estimation de la taille de la zone affectée par sur-
charge

La zone affectée représente la zone dans laquelle la vitesse de fis-
suration est ralentie. Envisageons la distribution de la contrainte rési-

duelle créée par la surcharge, figure 50.

o(x)

A, B

Figure 50.

Distribution de la contrainte résiduelle.

Nous montrons par le calcul numérique gue pendant la période ou la
pointe de la fissure se trouve dans la partie comprimée de la contrainte
résiduetle, AB, L'écartement en fond de fissure, et, par conséquent, la
vitesse de fissuration sont perturbés. Pendant cette période, la réparti-
tion de la contrainte résiduelle reste invariable et fixe. Une fois la
pointe de la fissure sortie de cette partie comprimée, la propagation prend
sa forme initiale. Nous estimons alors que la taille de la zone affectée par

la surcharge, ac, est égale a la partie comprimée de la contrainte résiduel-
le AB.
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La contrainte 0(x) dans la région élastique BBO a été donnée sous

la forme [ 39] (fig. 50)

= ]_—- /
(9§) o{x) Oy (

Cette formule est une extension de la solution de Rice [ 58], pour des fis-

sures en mode IIl. La contrainte o(x) s'annule pour x = af. Nous avons dong :

2R _
TCE) S0
2

af—

On en déduit

(99) ag = 2.5 R

Cette formule a été confirmée par nos calculs numériques.

- Comparaison avec la taille de la zone affectéde des autres modeles

Le modéle de Wheeler ainsi qgue celui de Willenborg donnent l'estima-

tion suijvante

a. = w_ - w
f S o '

ol W, est la taille de la zone plastique monotone créée par la surcharge

et wo est la taille de la zone plastique monotone courante.

Selon ces modéles, Lla taille de la zone affectée est souvent légére-

ment supérieure a celle que nous avons estimée précedemment (99}. Nous pen-

sons que la zone plastique monotone de la surcharge

ment considérée comme un facteur influant la taille

Le modéle de Mutsuoka [ 39] prend la taille de
forme suivante

ag = 2.5 W = Wy

ou W est la taille de la zone plastique résiduelle

ne peut pas &tre forcé-

de Lla zone affectée.

la zone affectée sous la

créée par surcharge.
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IV.8~ SIMULATION NUMERIQUE DE L'EFFET D'UNE SURCHARGE !

Nous essayons de simuler, par le calcul numérique, la propagation
d'une fissure de fatigue dans une éprouvette mince soumise a un program-

me de charge a amplitude constante comportant une surcharge.

-~ Nous souhaitons, dans un premier temps, vérifier les estimations
de La taille des zones plastiques monotones ou cycligues ; ces estimations
ont été données en liaison avec des modéles d'Irwin ou de Barenblatt-
Dugdale ou de Fihring. Ces estimations sont trés utiles pour les applica-
tions, car elles permettent, a peu de frais, de prévoir la réponse élasto-
plastique dans des situations plus complexes que celles que nous étudions

ici.

- Dans un deuxiéme temps, la simulation permet de comprendre les
distributions des contraintes résiduelles avant et aprés Lla surcharge et
d'obtenir des bonnes estimations de Lla vitesse de fissuration de la zone
affactée par la surcharge. La vitesse de fissuration ainsi que la zone
affectée par la surcharge peuvent étre modélisées a partir de cette analyse

numérique.

IV.8.1- Méthode de calcul

Le calcul a été effectué a L'aide du programme TITUS. IL s'agit de
calculer la réponse d'une éprouvette mince, élastoplastique, en contrain-
te plane. Le matériau est supposé élastique parfaitement plastique, obéis-
sant au critére de Misés (E = 200000 MPa, OY=1224'7 MPa). La méthode de

calcul g été abordée plus en détail dans le second chapitre.
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IV.8.2~ Définition de la structure &étudiée

La figure (51) correspond a ta moitié d'une plaque fissurée de hau-
teur 15mm, de largeur 38,5mm. La discrétisation spatiale présentée est
obtenue par un maillage automatique. Seule la région entourant le fond de
fissure, qui est susceptible d'étre plastifiée, est majllée finement. On
aboutit a 500 degrés de liberté et 287 mailles. Les conditions aux Limites

sont similaires & celles de L'éprouvette C.T. étudiée dans le chapitre II.

IV.8.3- Simulation de la propagation de fissure

L'éprouvette est soumise & une pression uniforme p(t) sur les bords
supérieur et inférieur. Pour simuler la propagation, au cour de chaque mon-
tée en charge, on supprime une liaison (uy = Q) pour le noeud correspondant
a l'extrémité de la fissure. Tout se passe comme si la fissure progresse
d'une longueur égale a La dimension d'une maille. Cette méthode ne fait pas
intervenir un critére de propagation, car on libére systématiquement un
noeud par cycle numérique. Cette technique a été adoptée dans plusieurs étu-
des, [ 471, [281], [18]. Les difficultés essentielles proviennent, d'une part
de la dimension des mailles, d'autre part du niveau de charge de déblocage
du noeud en fond de fissure. En réalité, nous ne pouvons pas suivre la pro-
pagation réelle cycle par cycle, car cela nous implique d'utiliser des
mailles de 10—5 a 10_4mm, ce qui nécessite beaucoup de calculs intermédiai-
res. Nous modélisons le phénoméne a partir d'un maillage plus grand, 0,46mm

de dimension. Malgré cette différence de dimension, la solution numérique

donne une bonne image de la réalité par un passage a la limite.

La propagation est simulée pour une fissure de longueur a = 6,96mm
jusqu'a a = &,8mm sous un chargement répété a amplitude constante (qnin=:o,
g =300 MPa). Ensuite, on applique une surcharge plus ou moins forte, les
cas étudiés correspondent & ¢!, = 440 MPa et o, _ = 600 MPa. Nous avons

pic pic
débloqué le noeud en fond de fissure au niveau de la charge maximale, aprés

la montée de charage.

Les charges de fermeture de la fissure sont déterminées a chague étape

de la propagation.
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IV.8.4- Résultats des calculs

(Chargement 3 amplitude constante)

Les figures 73 & 77 montrent L‘'évolution de l‘ouverture de La fissure
respectivement au cours du 1er au 5eéme cycle de charge. Aprés quelgues cy-
cles, nous arrivons a une stabilisation. Ces courbes illustrent également le
niveau de contrainte de fermeture. Ces valeurs de contrainte de fermeture

nous permettent de définir la notion de AKeff'

Les figures 91 a 95 montrent les distributions de contrainte Oyy pour
la charge maximale et pour la charge minimale. Aprés qguelques cycles, ces

distributions se stabilisent.

Les figures 52 a 55 et 57 représentent ['allure de la zone plastigue
monotone au maximum de la charge, respectivement pour 1 .... 5 cycles de

charge. Nous avons vu dans le chapitre I que la taille de la zone plastique

est
b =2 Y )’ d'aprds le modéle d'Irwin
IR 7 Oy = !
et
i AKI 2 ~
Whoe =35 (-227 ) d'aprés Dugdale.

Le tableau 2 donne,pour notre probléme particulier, les tailles des zones
plastiques : W, en direction de la propagation et wy en direction perpendi-
culaire & la propagation ; ces valeurs sont calculées numériquement. Ce

|

tableau donne également les tailles des zones plastiques selon Irwin et

Dugdale.
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AR w W Calcul
CYCLES L R puG
3/2
N/mm mm mm W, (mm) w_  (mm)
X Y
1 1865 .74 .91 1.38 .5
2 1962.2 .82 1.01 1.38 5
3 2062.1 .9 1.11 1.38 .5
L 2165 .99 1.23 1.38 1
5 2271.5 1.1 1.35 1.84 1
TABLEAU 2.

Nous avons vu précedemment que la taille de la zone plastique cycli-
gue est grosso—modo-% de celle de la zone plastique monotone. Cette estima-
tion correspond a La plastification d'une partie de La maille. Seule la
charge minimale du cinguiéme cycle donne une zone plastique visible, équi-

valent & une maille triangulaire (fig. 56).
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IV.8.5- Résultats des calculs

(Surcharge)

Nous avons évoqué précédemment que L'application d'une surcharge per-
turbe la vitesse de fissuration, en particulier dans une zone appelée la
zone affectée. Toutes les caractéristiques quil définissent l'état de fis-

suration sont effectivement perturbées dans cette zone.

Dans la suite, nous étudions le profil dfouverture et l'écartement du
fond de fissure, la distribution des contraintes, la variation du facteur
d'intensité de contrainte effective et ('évolution des zones plastiques au
cours de la propagation de fissure dans la zone affectée par la surcharge.
Cette étude nous permet de donner une estimation sur le retard et de compa-
rer la vitesse de propagation perturbée avec les modéles précedemment men-

tionnés.

IV.8.5.1- pProfil d'ouverture :

N T U I P e Pt P P I S

Les figures 78 a 83 donnent l'évolution des profils d'ouverture aprés
L'application de la surcharge de 440 MPa. Pour la surcharge de 600 MPa, ces
profils sont illustrés sur les figures 84 & 90. Sur ces figures, nous remar-

quons les points de vue suivants

i - Pendant la période olU la fissure traverse la zone plastique résiduelle,
il nous semble gu'au maximum de la charge, la tangente & la courbe d'ouver-

ture en fond de fissure (C.0.A.) est horizontale (fig. 79-80).

ii = Au fur et a mesure que la fissure sort et s'éloigne de La zone plasti-
gue résiduelle, cette tangente s'incline davantage (fig. 81 et 82) (la pointe

de la fissure "se trouve toujours dans la zone affectée).

111~ Lorsque la fissure sort de la zone comprimée de la contrainte résiduel-
le laissée par la surcharge, (C.0.A.) prend sa forme initiale ; elle est ef-

fectivement sortie de la zone affectée.
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iv - En décharge, lorsque la pointe de la fissure se trouve dans la zone
plastique résiduelle, elle se ferme graduellement et & la charge minimale,
la partie du fond de fissure qui est sous la compression de lLa zone plasti-

que se ferme complétement (fig. 79 et 80).

v - Lorsque la pointe de la fissure sort de la zone plastique résiduelle,
Les lévres de celle-ci (en décharge) se touchent, non pas a2 la pointe de la
fissure mais a l'extrémité de la zone plastique résiduelle, par conséquent
il apparait une sorte de cavité dans le voisinage du front de la fissure
(fig. 81a et 81, 82).

vi - En s'éloignant de la zone plastique résiduelle, l'ouverture du fond

de fissure prend sa forme initiale et lLla cavité disparait (figure 83).

fa zone plastique résiduelie

AN la cavite

{ ]

o— R —

Figure 8la.

Physionomie du profil d'ouverture lorsque la pointe de la fissure (en déchar-

ge) sort de la zone plastique résiduelle.

Ainsi, nous pouvons calculer numériquement La taille de la zone af-
fectée par la surcharge, soit de l'ordre de 2.5R. R est la taille de la zone
plastique résiduelle. Ce calcul approuve le modéle que nous avons décrit

précedemment (chap. IV.8).

- Comparaison entre 1'écartement calculé numériquement et celuil prévu par
notre modzle

Cette comparaison a été représentée sur la figure 81b.

Signalons que le profil d'ouverture de la fissure calculé numériquement
ne permet pas d'apprécier la valeur du (C.0.D.). Nous L‘avons prise,sur la

figure 81b, égale a l'ouverture du noeud le plus proche du fond de fissure.
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IV.8.5.2- Variation du facteur d'intensité de contrainte effective (AKeff)

Les niveaux de contrainte de fermeture sont également illustrés sur
les figures 78 & 90. Nous définissons la notion de AKeff a partir de ces
valeurs de contrainte de fermeture. La figure 111 donne la variation de
AKeff au cours de la propagation. On constate que AKeff augmente immédia-
tement aprés la surcharge. Il diminue ensutie jusqu'a une valeur minimale,
puis augmente réguliérement pour rejoindre le niveau initial, avant Ll'ap-
plication d'une surcharge. On retrouve donc les résultats expérimentaux

[491 , [50].

IV.8.5.3~ Distribution des contraintes

~

Les figures 96 a 108 montrent les distributions de contrainte o
pour la charge maximale et pour la charge minimale aprés application d'une
seule surcharge. Ces distributions correspondent bien a celles que nous
avons traitées précedemment par la méthode de la superposition (chap. IV.2.2).
La figure 101 montre clairement que si la pointe de la fissure sort de la
partie comprimée de la contrainte résiduelle créée par la surcharge, la dis-
tribution de ny prend sa forme initiale. Cette contrainte résiduelle reste

invariable pendant toute lLa propagation.

IvV.8.5.4- Influence de la surcharge sur la zone plastique :

L'allure des zones plastiques au maximum et au minimum de la charge
au cours de la propagation, aprés la surcharge, est représentée sur les fi-
gures 59 & 72. La surcharge crée des zones plastiques monotone et cyclique
(fig. 59, 60 et 68, 69), qui sont considérablement importantes. Leurs éten-
dues semblent plus importantes que celles prédites par les modéles d'Irwin

et de Dugdale (cf. Tableau 3).
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Surchage Appliquée 440 MPa 600 MPa

W CALCUL 3.68 8.55

o

— Ul e e e e e e e

e

< E IRWIN 2.59 4.81

=5

Wy s [ E SE—

Q DUGDALE 3.19 5.94
__________________________________________________________ 1
ZONE PLASTIQUE CYCLIQUE (CALCUL) .92 1.84

TABLEAU 3.

La figure 112 montre L'évolution de la dimension de La zone plastique
monotone (u%() au cours de la propagation de la fissure dans la zone affec~-
tée. Conformément au modéle de Fihring [ 441, on remarque que la taille de
la zone plastique diminue jusqu'a une valeur minimale ; elle augmente ensuite
réguliérement pour reprendre sa valeur initiale. On constate également que
la valeur minimale de w, se produit & une distance égale & la taille de la
zone plastique résiduelle (créée par surcharge) du point de L'application
de la surcharge. L'évolution de la taille de la zone plastique cyclique est
illustrée sur la figure 113. Cette figure montre une fois de plus que Lla
surcharge crée une zone plastique cyclique importante qui reste invariable

tant que la pointe de la fissure se trouve dans cette méme zone.



-120-

IV.8.5.5.~ La vitesse de fissuration affectée par la surcharge :

I~

La figure 114 montre une comparaison entre le modéle fondé :

- sur Ll'écartement :

(&
dN o _ (C.T.O.D.g -
da , (C.T.0.D.) !
( N ) CJ
c
- sur le modéle d'Elber :
da m’
( g—N' b _ Eiieff;o
a
( aﬁ) effC
c
- et sur le modéle de Flhring
(& m
dN V/[ET”
o_ o
da , ®
(=) | c
dN e L

Signalons que le nouveau modéle peut étre amélioré en calculant les écarte-
ments 62 et 63 sous Le chargement réel de la contrainte résiduelle créée
par la surcharge. En attendant, ce modéle donne une premiére estimation
de Lla vitesse de fissuration aprés la surcharge. Il peut étre généralisé

pour le cas de chargement aléatoire.
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FIGURE 101 : CONTRAINTE Jyy - SEME CYCLE APRES LA SURCHARGE.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la déforma-
tion plastique en fond de fissure. Nous avons montré que cette
derniére a une grande influence .sur la propagation de la fis-

sure, que ce solt pour un chargement monotone ou cyclique.

Au cours de notre étude, les résultats suivants ont été

mis en évidence :

- Le schéma de Prandtl représente une bonne approximation de
1'état de contrainte au fond d'une fissure en déformation

plane.

- Lorsque la fissure est mobile, le résultat numérique montre
clairement la plastification des bords libres de la surface
fissurée, surtout en état de déformation plane. Une telle
plastification, gui est due aux déformations plastiques rési-

duelles, ne se produit pas lorsque la fissure est fixe.

- Lorsque la fissure est mobile, l'ouverture de la fissure est
plus faible comparée a la solution élastique. C'est cette
réduction de 1l'ouverture gui explique le phénoméne de ferme-

ture des beords libres des fissures en fatigue.

- L'intégrale J, numériquement, tend vers zéro pour les contours

de plus en plus petits.

- Le calcul numérique montre clairement 1'influence de la zone
plastigue résiduelle sur la propagation de fissure de fatigue,
en contrainte plane. L'application d'une surcharge entraine un

ralentissement plus ou moins net de la propagation.

- A vartir de la notion de l'é&cartement du fond de fissure, nous
donnons un modéle qui tient compte de la zone plastique rési-

duelle créée par surcharge.
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