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Introduction générale

Le probleme du contact est d’une grande importance pour l'industrie mécanique. En
effet, les piéces mécaniques en contact subissent des chargements cycliques induisant des
dégradations qui nuisent au fonctionnement des systemes et qui peuvent conduire & leur
rupture. Le dimensionnement de ces piéces reposait jusqu’a présent essentiellement sur
les résultats d’essais. Ceux-ci permettent de tester la tenue en fatigue des matériaux ainsi
que le choix des solutions adéquates pour améliorer leurs limites d’endurance.

La prédiction des endommagements dus au contact nécessite la connaissance de la
réponse mécanique du matériau résultant du chargement cyclique ainsi que son évolution
au cours de son fonctionnement. Cette réponse conditionne la tenue en fatigue des pieces
et renseigne sur le type d’endommagement susceptible de se produire. D’un autre coté,
il faudrait tenir compte des propriétés de fatigue du matériau d’'une maniere intrinséque
indépendamment du type de chargement et des géométries de contact. Ceci peut étre
réalisé par les moyens d’essais standards. La prévision de fatigue est faite par I'application
de critéres de fatigue dans lesquels sont intégrés la réponse mécanique du matériau et ses
caractéristiques de fatigue.

Dans la présente étude, on se focalise sur la modélisation et la prédiction des en-

dommagements dus au fretting. Ce vocable signifie le mouvement oscillatoire de faible
amplitude qui peut se produire entre deux surfaces en contact. 1l est engendré par les
vibrations dans les assemblages de pieces et des systemes mécaniques. Ce débattement
est souvent couplé avec une sollicitation de fatigue dans I'un des éléments en contact qui
impose généralement le déplacement de celui-ci. Ce type de fonctionnement est appelé
fretting-fatigue. Les mécanismes décrits conduisent a des dégradations qui entrainent des
disfouctionnements par usure ou par fissuration selon les sollicitations imposées.
Le type d’endommagement par fissuration est particulierement dangereux. En effet, il
entraine la rupture prématurée des pieces en service et peut provoquer des défaillances.
Cecl est tres redouté dans le domaine de 'aéronautique on se sont produits dans le passé
des accidents d'avions dus & des rupture brutales de pieces. Le fretting est également
rencontré dans de nombreux autres domaines.

Pendant ces dix derniéres années, des études expérimentales ont été effectuées par des

essais simples pour comprendre U'influence des différents parametres extérieurs sur le type
d’endommagement susceptibles de se produire. Des cartes de fretting sont dressées pour
résumer les différentes réponses du matériau en terme d’endommagement en fonction des
sollicitations extérieures. Ces cartes servent de base aux bureaux d’études pour le dimen-
sionnement des pieces soumises au fretting. Elles permettent la comparaison des différents
matériaux et I’évaluation des protections de surface.
Cette méthodologie expérimentale de prévision est propre & l’essai et ne peut étre étendue
a d’autres conditions de chargements et de géométries c'est a dire & d’autres structures.
Une approche prévisionnelle doit inclure tous les parametres de chargement et du con-
tact. Elle passe par la modélisation et le calcul de la réponse du matériau; ceci constitue
le fondement du travail que nous présentons. Il comporte trois parties.
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Dans la premiére partie, les résultats expérimentaux du fretting et fretting-fatigue sont
présentés. Les schémas des dispositifs expérimentaux seront décrits ainsi que les princi-
pales observations. On soulignera ’ambivalence du phénomene du fretting. En effet, en
fonction des sollicitations imposées et des régimes de glissement, il peut générer de I'usure
ou de la fissuration. Nous donnerons des exemples de cartes expérimentales de fretting et
de fretting-fatigue qui résument les différents types d’endommagements susceptibles de se
produire.

La deuxiéme partie est consacrée & la modélisation numérique du fretting. Nous ex-
poserons les diverses difficultés rencontrées pour modéliser le contact et le glissement entre
deux solides en général et le fretting en particulier. Par la méme occasion, nous formulons
les hypothéses nécessaires a notre modélisation. Nous évoquons notamment la nécessité
de développer des méthodes numériques rapides pour calculer la réponse asymptotique
du matériau sous l'effet d'un chargement cyclique.

La démarche usuelle qui consiste a suivre 1’évolution de la structure depuis son état ini-
tial jusqu’a 1'établissement possible d’un état stabilisé se révele d’nn emploi fastidieux et
coliteux en temps de calculs. Elle repose sur plusieurs étapes souvent superflues puisqu’on
s’intéresse uniquement a 1'état stabilisé.

En rupture avec cette démarche, nous avons mis au point une nouvelle méthode numérique.
Elle permet de calculer directement I'état stabilisé d’une structure sowmise a un charge-
ment cyclique. Elle est appliquée dans le cas du chargement de fretting pour lequel les
solides en contact glissent totalement ou restent sur place sous l'effet des débattements
répétés. Les performances en temps de calculs et les résultats sont comparés avec la
méthode incrémentale classique. On applique cette méthode pour discuter de Uinfluence
de différents parametres sur la nature de Pétat stabilisé.

Dauns la troisiéme partie, on se propose de faire la prévision des endommagements issus
de résultats expérimentaux d’un essai de fretting-fatigue.
Les dégradations peuvent étre de 'usure ou de la fissuration par suite des chargements
répétés de fretting-fatigue. L'usure est observée dans le cas d'un régime de fonctionnement
avec glissement total des surfaces en contact. Et la fissuration survient surtout dans un
régime tel que les surfaces en contact subissent des glissement locaux mais sans entrainer
de glissement total.
Notre démarche consiste & calculer I'état stabilisé résultant du chargement de fretting-
fatigue. Selon la nature de l'état stabilisé, le matériau subit de la fatigue a faible ou a
grand nombre de cycles.
Dans le cas de la fatigue polycyclique, on s’intéresse & la prédiction de l'initiation des
fissures dues au fretting-fatigue. Les limites de fatigue du matériau sont déterminées par
des essais de fatigue classiques. Les contraintes a 1’état stabilisé sont comparées aux lim-
ites de fatigue du matériau a l'aide du critére de fatigue multiaxiale de Dang Van. On
présente tout d’abord le fondement phénoménolgique d’un tel critére et Porigine de sa
formulation.
On caractérise 'endommagement par usure en terme de réponse asymptotique du matéria.
Et on discutera ensuite les résultats obtenus en les comparant aux tendances actuelles de
la compréhension des mécanismes d’usure de fatigue.




Partie 1

PRESENTATION DE
L’ENDOMMAGEMENT INDUIT
PAR PETITS DEBATTEMENTS

ET DES RESULTATS






Chapitre 1

Sur les endommagements de contact induits par
petits débattements

1.1 Introduction

Les endommagements induits par petits débattements eutre solides en contact sont
fréquemment a l'origine d’avaries graves pouvant survenir a ces structures industrielles.
Ils sont désignés globalement par le terme générique anglophone "fretting” et recouvrent
des phénomeénes divers appelés couramment fretting-wear, fretting-fatigue, fretting corro-
sion.. Nous allons essayer de présenter dans ce qui suit, au travers d'exemples industriels,
les différentes avaries ainsi désignées. Nous préciserons par la suite le domaine de notre
étude.

Devant la complexité des assemblages mécaniques soumis a ce genre de dégradations,
des montages expérimentaux simples ont été proposés pour essayer de comprendre les
différents endommagements en fonction de divers parametres et de tester la durée de vie
en relation avec les matériaux antagonistes utilisés.

Nous allons décrire brievement ces essais ainsi que les approches utilisées. Les principales
caractérisations qualitatives utilisées par les tribologues pour interpréter leurs observa-
tions seront citées.

1.2 Significations et enjeux

On désigne par le mot anglais de "fretting” 'endommagement induit par le contact
de deux solides soumis a une petite amplitude de débattement. C'est le cas rencontré
dans les assemblages mécaniques démontables soumises a des vibrations. Citons quelques
exemples dans différents domaines:

e Dans le domaine de 'aérospatiale, le fretting est responsable de la diminution de la
durée de vie des pieces d'hélicopteres et d'avions. Des accidents dramatiques sont
causés par ce phénomene comme celui du crash de 'avion de la compagnie El Al sur
un quartier résidentiel de la banliene d'Amsterdam.

¢ Le fretting se manifeste aussi dans les essieux des trains a grande vitesse par suite
des petits débattements induits par les flexions rotatives au voisinage des attaches
des roues bloquées sur les essieux. Au Japon, il est arrivé que des navires perdent
leur hélices par suite du méme phénomeéne

o Le secteur du batiment et des travaux publics n’est pas a I'abri des avaries causées
par le fretting notamment la rupture des cables utilisés daus la construction des ponts

9



10 Sur les endommagements de contact induits par petits débattements

suspendus ou & haubans du fait des frottements et des flexions répétés de service au
voisinage de leur point d’ancrage.

¢ Dans le domaine biomédical aussi et avec un matérian autre que les métaux, le fret-
ting est responsable des dégradations dans les protheses de genoux en polyéthéléne.

Ainsi, les exemples des endommagements liés au fretting sont nombreux et c’est pratique-
ment toujours le cas dés qu'il s’agit de contact de piéces soumises par le fait méme de leur
fonctionnement & des vibrations et des petits déplacements répétitifs.

On parlera alors de "fretting-fatigue” lorsque la structure étudiée est soumise, en plus des
contraintes de contact, a des sollicitations de fatigue classiques (fréquemment appelées
par les ingénieurs "sollicitations volumiques™ de fatigue). Ainsi, en plus de la signification
d’endommagement, le terme de fretting-fatigue caractérise la nature de la sollicitation.
En l'absence de la contrainte volumique de fatigue, on parlera simplement de fretting.
Selon les différents conditions de chargements. d’états de surface et dex couples de matériaux,
le contact & petit débattement, en fretting ou en fretting fatigue, provoque soit de la fis-
suration ou/et de 'usure. Le mode de fissuration est le plus daugereux sur la tenue des
pieces en service; De ce fait, il constitue la préoccupation majeure des concepteurs.
L'importance du probléme a motivé des travaux expérimentaux qui ont été menés pour
donner des solutions aux bureaux d’études devant concevoir des pieces soumises au fret-
ting. On combat ainsi ’apparition de ce phénomene par le choix des matériaux, des
traitements de surface,..etc.

1.3 Etude expérimentale du fretting

Pendant cette derniere décennie, plusieurs travaux expérimentaux ont été réalisés pour
comprendre l'influence des différents parametres sur la tenue au fretting et définir les
données et les conditions pour lesquelles ’échantillon subit des endommagements dus a
Uneure on 3 la fissuration, Cette dédmarche exnérimentale permet ausel de dégaper des
criteres de sélection en testant la résistance des matériaux suivant différents traitements
de surface (cémentation, de vernissage ou autre). Sans entrer dans les détails techniques,
nous donnons, ici, le schéma des essais de fretting.

Un échantillon fixe dont on veut tester la résistance au fretting est mis en contact avec
un poingon mobile (figure 1.1). Suivant les choix de I'expérimentateur, le poingon peut
étre de forme varié. Mais trés souvent, il est choisi cylindrique ou gphérique. On exerce
un effort normal N sur le poingon qu'on maintient constant; On impose sur le poingon
mobile un mouvement d’oscillation de faible amplitude. L’opérateur impose et controle le
débattement D et mesure, & 1'aide de jauges collées sur le support du poingon, la valeur

de l'effort tangentiel T qui en résulte au cours de chaque cvcle.

1.3.1 Définition des différents régimes de contact en présence du fretting

L'évolution de la forme des courbes au cours de ’essai a donné lieu & une représentation
tridimensionnelle donnant l'effort tangentiel en fonction du débattement et du nombre de
cycles appelée "biiche de fretting” [68]. Aprés une phase transitoire de quelques dizaines
de cycles due probablement & une accommodation du systéme, les conrbes représentant
'effort tangentiel en fonction du débattement appelées anssi "boucles de fretting” finissent
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Echantillon
fixe
Poincon
s )
“ mobile
N— —— N

| |

! |

Support fixe Piston mobile

Figure 1.1: Schéma du montage expérimental du fretting.

par se stabiliser et un régime périodique s’établit au cours des cycles pendant toute la
durée de vie de ’échantillon.

Suivant la forme des boucles obtenues, on distingue différents régimes de glissement (figure
1.2):

T T T
1

/
/ D / D D

Régime de collage Régime mixte Régime de glissement total

Figure 1.2: Régimes de fretting.

» Régime de collage

Le cycle effort tangentiel-déplacement est quasiment linéaire pour de petites ampli-
tude de débattement. Le débattement imposé est presque entierement accommodé
au niveau des échantillons de maniére élastique. Dans ce régime, on n’observe pas
de dégradations méme aprés 107 cycles.
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o Régime mixte

Lorsque 'amplitude du débattement est plus grande, les boucles de fretting prenunent
une forme elliptique. Un glissement notable apparait en périphérie de la zone de
contact. Ce régime est associé a la présence de fissures aux bords de la zone de
contact ainsi qu’a une usure douce limitée.

e Régime de glissement total

Ce mode correspond & un glissement total des surfaces des deux échantillons. Les
boucles de fretting prennent une forme de parallélogramme avec un palier de P'effort
tangentiel correspondant a la phase de glissemnent total. La longueur de ce palier
donne le déplacement réel a 'interface. Ce régime est caractérisé par un creusement
notable au niveau de la zone de contact révélant ainsi une usure importante.

Remarque: Notons que le glissement existe & 1’état local quelque soit le régime con-
sidéré. Ainsi, méme guand on est dans le régime de collage ou en régime mixte, o on
n’observe pas ou peu de glissement global, il n’en est pas de méme an niveau local.

1.3.2 Cartes de fretting

Suivant les types de dégradations ou de non dégradation obtennes ponr les différents
types de régimes, on établit la carte de fretting qui donne la réponse du matériau. La
figure (1.3) de la carte de fretting pour un alliage d’Aluminium [GS] résume les types
d’endommagements suivant les valeurs de 'effort normal appliqué et de 'amplitude de
débattement.

Effort normal (N}

Régime
1000  de collage

L ‘ mixte

Regime de
glissement {otal

{

détachement de
particules

Pas de
- degradatio

500 +

50 ' ) 1(50
Amplitude de debattement {um)

Figure 1.3: Régimes de fretting d'aprés Zhou (1992).

On distingue les différents types de réponses du matériau:

e Non dégradation

En régime de collage, 'expertise métallographique et la microscopie optique ne révele
aucune dégradation des échantillons & quelques millions de cycles . Le profil du plan
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200um
—eeecrere.

Figure 1.4: Apparition de la rugosité sur la surface.

aprés coupe est parfaitement rectiligne. Il ne présente pas de fissures et ne révele
aucune trace dusure (figure 1.5). L’observation de la zone de contact en vue de
dessus fait apparaitre la trace de la rugosité initiale (fignre 1.4).

Figure 1.5: Absence de dégradation en régime de collage.

e Fissuration

En régime mixte, des fissures se développent en périphérie de contact et sont réparties
d’une fagon symétrique. L’amorcage des fissures se fait en surface (figure 1.6). Les
fissures se propagent, tout d’abord, de fagon ¢blique vers I'intérieur de la zone de
contact puis finissent par se développer perpendiculairement & la surface. D’autres
fissures peuvent se développer dans la zone de contact prés des bords; Elles sont
cependant de moindre importance et peuvent s’arréter assez rapidement .

Ainsi, pour une longueur de zone de contact de 300, la longueur de fissure au bord
du contact est de 20um A 10* cycles et peut atteindre jusqu’a 100m & 105 cycles.
L’examen de la surface laisse apparaitre des faibles traces d’usure en périphérie. La
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Figure 1.6: Fissures aux bords du contact d’aprés Zhou (1992).

réponse en régime mixte est donc essentiellement de la fissuration.

¢ Détachement de particules

En régime de glissement total, le phénomene d’endommagement se manifeste par de
l'usure sévere. Une coupe suivant la profondeur des échantillons montre le creusement
du profil di au détachement de particules sous la zone de contact.

Les coupes micrographiques ne révelent pas de fissures. Celles-ci peuvent s'initier
mais sont éliminées par 'enlévement de matiére résultant du mécanisme d’usure.

1.4 Etude expérimentale du fretting-fatigue

I1 arrive que les assemblages mécaniques subissent une contrainte de fatigue de volume
qui vient s’ajouter aux sollicitations de fretting et on parlera alors de fretting-fatigue.
Pour étudier la réponse des matériaux & ce type de sollicitation, des expérimentateurs
[56] ont imaginé un dispositif expérimental décrit sur la figure 1.8.

On considére une éprouvette mince d’une certaine épaisseur, sur laquelle est fixé un patin
de forme cylindrique ou sphérique appuyé contre la surface de I'éprouvette avec un effort
normal P. L’éprouvette est soumise & une contrainte de fatigue S(¢). Le patin est assujetti
& un mouvement de débattement répétitif induit par la sollicitation de fatigue S(t).

On mesure & 'aide de jauges placées sur le bras de fixation du patin, qui maintient le
patin, la valeur de la déformation et donc aussi la valeur de l'effort tangentiel T'(¢) qui
regue dans le bras. La valeur de T(¢) est évidemment liée & la valeur de la sollicitation
de fatigue.

L'effort normal étant fixé, on obtient donc 1'évolution de la valeur de la contrainte de
fatigue appliquée a 'éprouvette en fonction de l'effort tangentiel T(¢) dans le bras.
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Figure 1.7: Creusement de la zone de contact due a |'usure.

1.4.1 Définition des différents régimes de contact en présence du fretting-
fatigue

On distingue (figure 1.9), suivant la forme de boucles de fretting-fatigue T'(¢) — S(t),
différents régimes de glissement:

e Régime de collage

Le courbe est presque linéaire et la zone de glissement local entre le patin et la surface
de I'éprouvette est tres réduite. I’éprouvette ne subit aucune dégradation dans ce
régime.

e Régime mixte

La courbe présente une non linéarité remarquable. La région de glissement local
est plus importante. C’est le régime le plus critique car il conduit a la rupture de
Péprouvette par fissuration aux bords de la zone de contact.

e Régime de glissement total

La courbe présente un forme rectangulaire avec un palier de glissement. Le patin
glisse totalement sur la surface de I’éprouvette. La zone de contact subit une usure
importante.

1.4.2 Cartes de fretting fatigue

La figure 1.11 dresse la carte qui résume les différents types d’endommagement dans
la carte de fretting-fatigue. On y trace les frontieres entre les différents domaines de
dégradations & savoir:




16

Sur les endommagements de contact induits par petits débattements

3(1)

t
!

Sy
i [A N
| N

S

Vue de face sans patin Vue de profil avec patin

Figure 1.8: Schéma du montage expérimental du fretting-fatigue.

Regime de collage Regime mixie Regime de glissement total

Figure 1.9: Régimes de fretting-fatigue.

¢ Non endommagement

Ce régime est associé au régime de collage. Les observations expérimentales ne
révelent aucune fissuration et tres peu d’usure.

Fissuration

Elle est rencontrée dans le régime mixte. Les fissures, amorcées aux bords du contact
ou dans une région voisine du bord du contact, se propageut ensuite obliquement
faisant au début un angle de 45 degrés dirigé vers la zone de contact puis bifurquent
pour prendre une direction perpendiculaire a la surface sous 'effet de la sollicitation
de fatigue appliquée (figure 1.10). .

Usure ou détachement de particules

Des observation et des relevés profilométriques réveélent une usure importante en
régime de glissement total. On ne note pas de fissuration.
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Figure 1.11: Carte de fretting-fatigue d'aprés C. Petiot (1994).

1.4.3 Courbe de Wohler

La courbe de Wohler donne le nombre de cycles a la rupture en fonction de la contrainte
de fatigue appliquée an cours d’un essai.
Sur la figure 1.12, on représente les courbes de Waéhler d'un essai de fatigue classique et
d’un essai en présence de fretting pour I'acier 30NCD16 [55] fréquenument utilisé dans les

rotors d’hélicopteres.

On remarque que la limite d’endurance dans un essai en fretting-fatigue est, dans ce

cas, divisée par 3 par rapport a celle sans présence de fretting. Ceci est dii aux fissures

qui se développent aux bords du contact et qui conduisent a la rupture prématurée de

I'éprouvette.
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Figure 1.12: Courbes de Wohler en frettig-fatigue .

1.5 Traitements et revetements de surfaces

Des solutions ont été proposées pour augmenter la durée de vie et pour protéger contre

les endommagements induits par le fretting et le fretting-fatigue.
Deux catégories de traitements sont principalement utilisées:

e Traitements mécaniques

Ils consistent & augmenter la dureté et la résistance de la structure en traitant une
couche superficielle d’une certaine épaisseur par différents procédés. Parmi ceux
ci, on peut citer la le grenaillage, la nitruration et la cémentation.. Ces traitements
permettent notamment de créer en surface des contraintes résiduelles de compression
qui améliorent la tenue en fatigue, aussi bien en initiation qu’en propagation, puisque
dans ce dernier cas, elles peuvent bloquer les fissures amorcées.

Revétements et dépdts en surface

On a souvent recours & des revétements de surface par un dépdt solide ou avec
du vernis. Les dépdts durs sont & base de composé métallique comme des oxydes
céramiques ou des dépots de métal (le nickel ou le manganése); Les vernis sont a
base de résines. Ces revétements jouent le role de lubrifiants qui permettent de
diminuer le coeflicient de frottement et ainsi d’atténuer les contraintes en surface et
d’augmenter la durée de vie. certains dépots métalliques induisent également des
contraintes résiduelles de compression trés importantes.

Ces traitements sont testés dans des essais et des cartes de fretting sont établies pour
savoir l'efficacité de la protection du traitement utilisé. L’utilisation d'un traitement
modifie les frontieres des domaines de réponse du matériau et son efficacité peut étre ainsi
mnise en évidence.
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1.6 Conclusion

Les endommagements induits par les contacts frottants avec des petits débattements
appelés communément fretting et fretting-fatigue sont rappelés. Les essais classiques
utilisés pour étudier les dégradations causées par ces phénomenes sont présentés.

Les conclusions déduites, a partir des observations expérimentales, permettent de dis-
tinguer les différents régimes de glissements (collage, mixte et glissement total) ainsi que
les mécanismes d’endommagements qui leur sont associés (respectivement non dégradation,
fissuration et usure). Ces différentes réponses du matériau en terme de glissement et de
dommage sont traduites dans une carte de fretting suivant les parametres imposés.

Le régime mixte, qui conduit & I'amorgage de fissures et a leur propagation jusqu'a rup-
ture, est le régime le plus critique dont on veut se protéger par différents revétements et
traitements de surfaces. Cela conduit a faire plusieurs essais expérimentaux pour définir
une solution et un traitement adéquat.
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Introduction

Beaucoup de travaux expérimentaux ont été réalisé pour étudier la résistance au fret-
ting et au fretting-fatigue de différents matériaux ainsi que pour comprendre l'influence
de divers parametres.

En revanche. trés peu d'études traitent de la modélisation et du calcul des grandeurs
mécaniques résultant du chargement di au contact avec petits débattements, notamment
si celui-ci engendre des déformations plastiques. Ceci est en partie di a la complexité des
phénomenes et des mécanismes qui rentrent en jeu au cours des cvcles. Mais provient
aussi et surtout de I'absence de méthode de calcul adaptée pour traiter aisément ce type
de probleme.

Dans cette partie, nous allons citer les différentes difficultés qu’on doit surmonter. Pour
ce faire, nous nous appuyons sur un certain nombre d'hypotheses que nous discuterons a
partir des travaux issus de la bibliographie. Parmi les problemes soulignés, le probleme
central est le choix d’une méthode rapide et eflicace pour calculer la réponse du matériau
dans le cas de chargements cycliques.

Apres avoir citer brievement les méthodes existantes, nous proposerons une méthode
numeérique originale qui met & profit le caractere périodique du chargement. De cette
facon, on peut calculer directement la réponse stabilisée de la structure si elle existe.
Nous montrerons comment mettre en ceuvre pratiquement cette mc¢thode dans le cas d’un
chargement qui se déplace dans l’espace mais reste périodique daus le temps.

Cet algorithme est appliqué au cas de chargement cyclique de fretting en régime de
glissement partiel et total. Apres 'avoir validé en comparant les résultats avec la méthode
incrémentale classique, nous donnerons quelques résultats qui montrent 'influence des
parametres sur la réponse stabilisée du matériau qui conditionne sa tenue en fatigue.
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Chapitre 1

Difficultés de la modélisation

1.1 Introduction

La connaissance de la réponse de la structure sous chargement cyclique de fretting

requiert une méthode simple et rapide de calcul des grandeurs mécaniques susceptibles
de provoquer les endommagemments. Pour cela, il faut surmonter un certain nombre de
difficultés qu'il convient de bien identifier. Il est également nécessaire pour aboutir & des
solutions pratiques d’énoncer un certain nombre d’hypotheses sur la nature du chargement
et de leur évolution a cause de 'usure qui modifie les surfaces en contact ainsi que de la
rugosité qui influe sur le frottement. C’est ainsi que nous discuterons des sollicitations
normales et tangentielles de contact au cours des cycles; sollicitations que nous prendrons
comnme conditions anx limites des calculs que nous effectuerons par la suite.
Afin de bien situer notre apport par rapport aux méthodes déja existantes, nous rappelons
les différentes méthodes analytiques et numériques disponibles et discuterons de leurs
avantages et inconvénients respectifs quant aux temps de calculs ainsi que de la précision
des résultats qu’on peut en attendre.

1.2 Prise en compte des sollicitations extérieures

1.2.1 Pressions de contact

Quand on met en contact deux solides, les pressions normales et tangentielles qui se
développent a 'interface sont des inconnues. Ce probleme est non classique car les parties
de la frontiere sur lesquelles on impose les forces et les déplacements respectivement ne
sont pas connues a priori. Néanmoins, depuis les travaux de Hertz [32], on sait déterminer
analytiquement en élasticité linéaire les pressions normales dans le cas de géométries
simples. On connait aussi les contraintes de contact dans le cas de glissement partiel
ou total d’aprés les travaux de Midlin [46] qui utilisent des méthiodes de superposition
cu partant des solutions de Hertz. Par ailleurs, Bui et Dang Van [8] ont donné des
solutions explicites exactes dans le cas d’un poingon cylindrique en glissement sur un
massif élastique en supposant un frottement de Coulomb.

Dans notre étude, nous utilisons le contact hertzien bien que le probleme traité soit
¢lastoplastique. Cette hypothése est légitime si on s'intéresse a 'état adapté. Ceci est
confirmé par les résultats de Petiot [55] qui remarque une différence faible de 5% entre
les pressions de contact élastoplastique et les pressions hertziennes dans une simulation
numeérique du fretting-fatigue.

Sil’état limite est accommodé, le contact est élastoplastique; il faudrait alors justifier plus
en détail une telle approximation.

Pour cela, Dumas et Baronet [21] donnent, dans le cas quasi-statique d'un contact sans
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frottement d'un cylindre rigide sur un massif infini, les évolutions de la largeur et des
pressions de contact en fonction de I'enfoncement du cylindre par un calcul élastoplastique
par la méthode des éléments finis. Nagaraj [48] fait de méme avec un contact en présence
de frottement de Coulomb. Par une approche analogue, Barghava et al. [4, 5] sont arrivés
4 la conclusion, que dans le cas du roulement, le contact élastoplastique est proche d'un
contact hertzien (figure 1.1).

1.4

1.3

d/a 1.2

a largeur de contact clastique
a’ largeur de coniact elastoplastique
k limite elastique en cisaillement

1.1

1.0

— analyse de Dumas et Baronel - cas slatique -
o analyse de Barghava et al. [{] - cus statique-
X analyse de Barghava et al. [4] - cas du roulemnent -

Figure 1.1: Largeur de contact d'un cylindre rigide sur un massif semi-infini

Dans le cas du roulement avec un contact ponctuel, Hearle [23] a mis expérimentalement

cn évidence un changement de P'aire de contact qui passe d'une fornie elliptique lhertzienne
a une forme rectangulaire dans le sens transversal relativement au sens du roulement.
Nishioka et Hirakawa [49] ont fait des essais en fretting fatigue et montrent que, du fait
de I'usure, l'aire de contact augmente sensiblement au cours des cycles (figure 1.2). Pour
mettre en évidence ce phénomene, Johansson [31] a calculé I’évolution des pressions de
contact en appliquant localement la loi d’Archard et en supposant que les deux solides
en coutact restent élastiques. Il trouve une augmentation de l'aire de contact et une dis-
tribution de pressions normales différentes des pressions de Hertz en glissements partiel
et total. Les résultats de Johansson sont critiquables dans la mesure ol ces calculs sont
faits en élasticité alors que I'usure induit de fortes déformations plastiques en surface. Ce
qui change 'état mécanique et les profils géométriques des solides.
On suppose malgré tout que les contraintes induites restent hertziennes durant les cycles
de chargement. En adaptation, on a vu & partir des travaux cités que cette hiypotheése
reste valide. Par contre en accommodation, les contraintes a la surface sont sans doute
différentes des pressions Hertziennes du fait de I'usure et du changement de géométrie
provoqués par I'accumulation des déformations plastiques au cours des cycles.
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Figure 1.2: L'évolution de la largeur de contact en fonction du nombre de cycles d’aprés
Nishioka et Hirakawa (1968)

1.2.2 Frottement et usure

Rayaprolu et al [59] ont réalisé des mesures de la force tangentielle au cours des cycles
de fretting-fatigue. lls observent une phase d’accommodation du déplacement dans le
contact dans les 100 premiers cycles puis une stabilisation progressive de la force tangen-
ticlle. La phase de variation de la force tangentielle ne représente que 1% de la durée de
vie. Cette phase est expliquée par 'élimination des plus larges aspérités.

En mesurant le rapport de la force tangentielle sur la force normale en glissement total,
Carton [13] obtient I'évolution du coefficient de frottement au cours des cycles en fret-
ting. Il observe également une stabilisation apres une centaine de cycles (figure 1.3). Ce
qui traduit une cinétique d’usure par détachement de particules des solides en contact.
Cet ensemble de particules ou débris piégés appelé troisicme corps [66] constitue un film
lubrifiant en constante évolution. Dans le cas des aciers, il v « tout d'abord écrouissage
des zones superficielles avec apparition d'une phase blanche tres dure et fragile provenant
d'une transformation tribologique superficielle (TTS) [6]. Celle-ci se fragmente pour for-
mer un lit de débris métalliques qui seront broyés et oxydés. Suivant les conditions
expérimentales vibratoires et de géométrie, les débris peuvent plus ou moins s’accumuler
et une cinétique d’éjection s’établit. Cette couche est habituellcuent appelée troisieme
corps et joue un role important en modifiant les conditions de contact {distributions de
pressions et frottement) [66] .

Il est difficile de tenir compte du troisieme corps pour modéliser le fretting. En effet,
il est nécessaire de connaitre les caractéristiques mécaniques et la loi de comportement
d'un film de débris d’une centaine de A. Ce qui est hors de portée des méthodes d’essais
existants. D’autre part, le film de débris est un systéme ouvert eu constante évolution
sous l'effet de deux mécanismes compétitifs : 'usure progressive qui contribue a former
le lit de troisiéme corps et la cinétique d’éjection. Dans 'objectif de rendre compte de ce
processus, Zmitrowicz {69] puis Strémberg et al. [64] proposent une formulation thermo-
dvnamique pour le contact avec frottement et usure incluant le film de débris entre les
solides en présence. Mais ces travaux présentent qu'un d’intérét formel et ne peuvent pas
servir pour modéliser et calculer pratiquement.

Pour notre part, nous pensons que le troisieme corps influe sans aucun doute sur la tenue
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Figure 1.3: L'évolution du coefficient en fonction du nombre de cycles d'aprés J.F. Carton (1993)

des solides en contact. Mais nous nous limitons & introduire cet effet par le biais du coef-
ficient de frottement. Nous ferons désormais 'hypothese que le coefficient de frottement
reste constant au cours des cycles du fait de la stabilisation constatée expérimentalement
apres quelques centaines de cycles. Evidemment, le coefficient de frottement optimal est
celui atteint & 'état stabilisé. Nous ferons ’hypothese que celui-ci subsiste pratiquement
durant la totalité de la durée de vie. Ce coefhicient de frottement est associé a la loi de
Coulomb classique.

1.3 Rugosité

On ne trouve pas explicitement dans la littérature P'effet de la rugosité sur la durée
de vie de ]la tenue des solides & I'endommagement dit au fretting. Cependant, on note les
résultats expérimentaux de Hills et al. {25, 26] qui soulignent la variation de la durée de
vie au fretting-fatigue avec la taille de I'aire de contact. Plus précisément, ils réalisent une
série d’essais de fretting-fatigue, en ajustant les valeurs de 1'effort normal et les rayons
des cylindres en contact, en faisant ainsi varier la taille de l'aire de contact tout en
maintenant la méme pression hertzienne. Ils constatent que la durée de vie a la fatigue
des échantillous pour lesquels la taille de 1'aire de contact est de 'ordre de 0.4mm est
d’environ 107 cycles alors que celle des échantillons pour lesquels la taille de laire de
contact est plus grande (de l'ordre de 0.8mm) est 10 plus faible {de Pordre de 10° cycles).
1ls interpretent ce phénomene par le fait que (figure 1.3), comme le glissement local est
d’autant plus important que la taille de 'aire de contact est plus grande; Le nombre
d’aspérités qui sont ainsi concernées par le glissement local augmente avec la taille de
l'aire de contact. Par conséquent, en suivant toujours I'argumentation de Hills et al., un
poiut matériel appartenant a une aspérité subit localement, pour un cvcle de chargement
donné, un nombre de cycles d’autant plus élevé que la taille de I'aire de contact est plus
grande. Ainsi, le nombre de cycles effectif & 1'échelle locale est égal au nombre de cycles de
chargement multiplié par un ratio qui est le rapport de 'amplitude de glissement local sur
la dimension de 'aspérité, ce qui explique, de leur point de vue, la variation du nombre
de cycles a la rupture en fonction de la taille de Paire de contact.

Nous pensons que cet effet d’échelle doit certainement exister au début de I'expérience
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Figure 1.4: Effet d’échelle : influence de la rugosité

mais qu’il ne subsiste plus par la suite apres les premiers cycles. En effet, selon leurs
duretés relativement au solide indenteur, les aspérités sont soit expulsées par un phénomene
d’abrasion douce, soit subissent des déformations plastiques au cours des cycles qui modi-
fient progressivement le profil rugueux [34, 41} pour 'ernmener vers nu autre état stabilisé.
Par ailleurs, quelques auteurs ont modélisé 'effet de la rugosité sur les pressions de contact.
En faisant I'hypothese d'nn comportement élastique linéaire, Nowell et Hills [50] caleulent
analytiquement les pressions résultant du contact d’un solide rigide sur un solide élastique
présentant un profil rugueux périodique. Ils trouvent que celles-ci présentent des pics de
pressions sur les aspérités pouvant atteindre le double de la pression de Hertz théorique
si on ne tenait pas compte de la rugosité (figure 1.5). Komvopoulos et al. [42] utilisent la
méthode des éléments finis pour résoudre le méme probleme et confininent ce résultat. A
partir de mesures de profils rugueux, Bailey et al. [3] calculent les contraintes résultant du
olissement de solides élastiques et trouvent que les cisaillenients présentent des maxima
locanx au niveaux des aspérités.

Figure 1.5: Pression normale de contact due a la rugosité d'aprés Nowell et Hills (1988)

En réalité, les aspérités subissent des déformations plastiques importantes, ce qui atténue
considérablement les pics de pression évalués en supposant un comportement purenient
c¢lastique. Johnson [34] a mis en évidence analytiquement un ¢tat stabilisé crée par deux
aspérités en contact: les géométries initiales sont modifiées d'une facon notable et les
pressions normales diminuent d’une maniére significative. Plus généralement, INapoor et
al. [41] obtiennent un résultat analogue pour une surface rugueunse avec une distribution
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gaussienne des hauteurs des aspérités.

Dans notre étude, nous ne tenons pas compte dans la modélisation du fretting de la ru-
gosité. Durant les premiers cycles de fretting, quelques aspérités sout expulsées sous 'effet
d'un phénomene d’usure douce. Puis au cours des cycles, les aspérités se déforment plas-
tiquement, leurs géométries changent et un état stabilisé s'établit qui diminue au niveau
des aspérités les pics de pressions normales obtenues dans I'hypothése d’'un comportement
purement élastique. Ainsi, la rugosité ne doit pas jouer pas un role important pendant
les millions de cycles qui constituent la durée de vie des échantillons soumis au fretting
comme on le suppose dans un certain nombre de théories.

Quant a P'effet d’échelle évoqué par Hills [25, 26], nous nous intéressons dans notre étude
uniquement & Dinitiation des fissures et nous ne calculons pas le nombre de cycles a la
rupture. La mise en évidence de cet effet d’échelle ne peut se faire que par un calcul
incrémental cofiteux incluant le calcul de contact de pressions avec nn profil rugueux.

1.4 Méthodes et algorithmes de calcul

L'une des difficultés de la modélisation du fretting est le choix de la méthode de calcul.
Qu’il s’agisse de méthodes analytiques ou numériques, 'objectif essentiel est de donner
des résultats les plus exacts possibles et de diminuer le temps des opérations de calcul
pour évaluer I'état mécanique aprés un certain nombre de cycles on a 'état stabilisé si
celui-ci existe. Dans ce qui suit, on va exposer brievement les méthodes analytiques et
numériques puis évoquer les utilisations qui en ont été faites pour étudier le fretting ou
alors plus généralement les problémes de contact tel que le roulcment et le glissement.

1.4.1 Meéthode analytique et semi-analytique

Les méthodes analytiques ont été amplement utilisées par Johnson et al. [35, 36, 58]
pour 'étude des probléemes de contact. Elles sont basées sur 'application du théoreme
d’adaptation statique de Melan dans le cas d’'un comportement plastique parfait, du
théoréme de Ponter [57] dans le cas d'un comportement élastoplastique avec écrouissage
cinématique linéaire et du théoreme d’adaptation cinématique de Koiter [40].

Johnson et al. déterminent les limites d’adaptation pour le roulement avec glissement to-
tal et partiel d’un cylindre sur un demi-espace infini en calculant une borne inférieure et
supérieure déduites respectivement par le théoréme statique et le théoreme cinématique.
La figure 1.6 montre les limites d’adaptation en glissement partiel ainsi établies par John-
son pour un comportement élastoplastique parfait et & écrouissage cinématique linéaire
en fonction de Peffort tangentiel T/P et de la pression normale de Hertz pg/k pour
différents coefficients de frottement p. En glissement total également, la carte des limites
d’adaptation est montrée sur la figure 1.7 pour un matériau élastoplastique parfait et a
écrouissage cinématique linéaire en fonction de la pression normale et le coefficient de
frottement.

Les méthodes analytiques appliquées par Johnson et al. ne sout pas adéquates dans le
cas d'un chargement complexe comme celui induit pas le fretting. En effet, 'hypothese
d’invariance du probleme par rapport a la direction du mouvement n’est plus assurée en
fretting comme dans le cas du roulement.

Dans le cadre de I'élasticité linéaire, Nowell et Hills [51, 29] ont calculé analytiquement
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Figure 1.6: Limites d'adaptation déterminées par les méthodes analytique dans le cas du
roulement avec glissement d'aprés K.L. Johnson(1986)

les pressions de contact et les contraintes résultantes dues au fretting-fatigue. Mais de
telles approches analvtiques ne sont pas utilisables des lors qu'il s’agit d’un matériau
élastoplastique.

1.4.2 Méthode incrémentale

C’est la méthode classiquement utilisée dans les codes de calculs en éléments finis. Elle
consiste a calculer les grandeurs mécaniques pas a pas durant les cycles en incrémentant
le chargement un nombre suffisant de fois pour obtenir un état stabilisé éventuel. Nous
allons donner brievement le principe de la méthode dans le cas d'un comportement
élastoplastigne.

En pratique, considérons une structure soumise a un chargement cvelique F(t) sur le cycle
[0,T]. On discrétise le chargement suivant les incréments AF;.i = 1,...n.

A chaque instant 7 correspondant & un accroissement du chargement de forces AF;, on
cherche le champ de contraintes Ae; plastiquement et statiquement avec AF; et un
champ de déformation Aeg; cinématiquement admissible avec les déplacements imposés
U et un champ de déformations plastiques Ae?; en prenant commnie état initial le champ
de déformations plastiques €P;_; supposé connu.

Le calcul de (Aeg;, A€;, A€P;) se fait d’une maniere itérative comportant deux étapes. A
chaque itération j , on détermine en:

e 1°7¢ étape
(Z_\.ofgi]; Aeij) statiquement et cinématiquement admissibles a partir du déplacement
AU, en résolvant les équations d’équilibre:

KAU/ = AQ; + Q7

avec:

X la matrice de rigidité élastique.

AU le vecteur des déplacements nodaux.

AQ, le vecteur des forces nodales correspondant & AF;.

Qf_l le vecteur des forces nodales plastiques correspondant & €”;_;.
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Figure 1.7: Cartes d'adaptation déterminées par les méthodes analytique dans fe cas du
roulement avec glissement total d’aprés K.L. Johnson{19836)
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Ao?; plastiquement admissible & partir de Ae?,” obtenue par projection de Ao,
sur le convexe d’élasticité.

Le processus itératif est répété jusqu’a obtenir (Ao, A€;, Ae?;) statiquement et plastique-
ment admissibles & 'instant i.

La méthode incrémentale est lourde et cotiteuse du fait qu’on doit suivre pas & pas I’histoire
du chargement et faire le processus itératif & chaque pas.

1.4.3 Méthode stationnaire

Dang Van et Maitournam [16, 45] ont mis au point la méthode stationnaire pour I'étude
de problémes d’endommagements de contact. Plusieurs applications ont été faites de cette
méthode pour I'étude des avaries dans les rails [17], le galetage et le dudgeonnage [52]
pour ne citer que ces exemples . Elle s’applique dans tout cas de chargement mécanique
ct thermique en translation ou en rotation sur des solides ¢ui peuvent étre assimilées a
des cylindres généralisés (figure 1.8).

Pour cela, ils font I'hypothese d'un état permanent dans le repére Lié au chargement mo-
bile. Dans ce repére, les grandeurs physiques sont indépendantes du temps en tout poiut
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Figure 1.8: Cas d'application de la méthode stationnaire

géométrique. La dérivée particulaire d'une grandeur mécanique tensorielle A devient
simplement une dérivée par rapport la coordonnée z de la divection du mouvement:

A=-V.VA

Ceci permet, pour obtenir la déformation plastique en un point, d’intégrer la loi de com-
portement suivant une ligne de courant passant par ce point:

x

e’ (z,y, =) :/ € (u,y, z)du

+co

Un algorithme a été mis au point pour calculer les grandeurs mécaniques apres un certain
nombre de passages jusqu’a 1’ obtention de I'état stabilisé. Cet état peut étre également
recherché directement. Le processus converge tres rapidement et donne des résultats sat-
isfaisants.

Maitournam et Dang Van [15] appliquent la méthode stationnaire pour I'étude du fretting.
Pour cela, ils font I’hypothese d'un contact Hertzien avec glissement total; Le matériau
considéré a un comportement élastoplastique a écrouissage cinématique linéaire. Ils font,
en premier, passer le chargement normal et tangentiel de —o0 a +0o0 avec un effort tan-
gentiel dans le sens du mouvement. Puis apres, ils prennent I'état vésiduel obtenu comme
état initial pour faire un deuxiéme passage du chargement normal et tangentiel de +00 a
—oco avec un effort tangentiel toujours dans le sens du mouvement comme indiqué dans la
Figure 1.9. Un cycle de chargement, dans leur modele de calcul, correspond & un passage
dans un sens suivi d'un passage dans Pautre sens. Ils obtiennent ainsi rapidement par
I'algorithme stationnaire 1'état mécanique & 'état stabilisé.

Suivant les valeurs des parametres de chargement (pression normale de Hertz et coeflicient
de frottement), Maitournam et Dang Van obtiennent 'adaptation ou 'accommodation et
dressent ainsi une carte résumant leurs résultats (figure 1.10). Ils obtiennent que les
limites d’adaptation pour le fretting sont inférieures a celles du roulement avec glissement
mettant ainsi en évidence la nocivité de 'alternance du cisaillement dans un sens puis
dans I'autre dans un tel cycle de chargement.

Le modele adopté est approximatil dans la mesure ol le déplacement du chargement se
fait de —oo vers +oc puis de 400 vers —oc alors que, daus le régime de glissement total,
l'amplitude de glissement total est souvent petite par rapport & la taille de la zone de
contact; De plus, dans le cas de régime de glissement partiel, le chargement ne se déplace
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Figure 1.9: Calcul du fretting avec la méthode stationnaire.
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Figure 1.10: Carte d'adaptation et d'accommodation pour le fretting d'aprés K. Dang Van
and M.H. Maitournam (1994)

pas. Par conséquent. le modéle rnous donne une idée d’autant plus réaliste que Uamplitude
de glissement total est grande devant la taille de I'aire de contact.

1.4.4 Approche simplifiée

L’approche simplifiée [70] permet de calculer I’état stabilisé sous chargement cyclique
dans le cas ol le matériau a un comportement élastoplastique a écrouissage cinématique
linéaire.

Pour cela, Zarka et al. font un changement de parameétres qui permet d’estimer plus
facilement dans 'espace transformé les déformations plastiques a 'état stabilisé. Nous
allons donner ici les idées générales de cette méthode en supposant que le matériau a un
comportement élastoplastique & écrouissage cinématique linéaire.

Lorsque I'état stabilisé est adapté, le champ de contraintes a I’état stabilisé, en tout point
et a chaque instant du cycle, s’écrit:

o(t) = o°l(t) + o"

En désignant par o” le champ de contraintes résiduelles et o°/(#) le champ de contraintes
di an chargement cyclique si le comportement est supposé purement élastique.
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La non violation du critere de plasticité impose:

\/g(sz‘j(t) — Celj)(si(t) — Cet)) < oy
ou:

s(1) désigne la partie déviatorique de o(t).

C est le coefficient d’écrouissage.

e’ est la déformation plastique & 1'état stabilisé.

Zarka fait le changement de variables:

Y =Cé -5

Le critere de plasticité s’écrit alors:

\/%(Sfj(t) = Yi)(sii(t) = Yy) <o,

le parametre Y est donc le centre, dans l'espace des déviateurs, de la sphere qui est le
méme rayon que le domaine élasticité et qui contient le trajet des contraintes pendant le
cycle de chargement.

D'un autre coté, si on considére les sphéres (figure 1.11) de méme rayon que le domaine
d’élasticité centré sur chaque point du trajet des déviateurs de contraintes s°(t), alors
1" doit appartenir a toutes ces spheres et donc a leurs interscction désignée par (Cy). La
structure s'accommode si cette intersection est vide et s’adapte dans le cas contraire.
Cet ensemble intersection (C)) est d’autant plus réduit que la taille dn domaine du trajet
des contraintes est grande par rapport a celle du domaine d’¢lasticité dans I'espace des
déviateurs. Inglebert et Frelat ([30]) construisent une valeur approximative de Y en faisant
une projection de la valeur initiale Yy sur cette intersection.

Trajet des deviateurs_
de contraintes

Domaine potentiel de Y
Figure 1.11: Principe de I'approche simplifiée
L’approche simplifiée permet d’obtenir ’état stabilisé en des temps CPU treés raisonnables

mais présente I'inconvénient de donner des valeurs approchées des contraintes et des
déformations plastiques.
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1.4.5 Méthode a grand incrément de temps

C’est une méthode développée par Ladeveze et al. [37, 7, 11, 12] pour traiter le probléemes
d’évolution non linéaire. Les non linéarités peuvent étre de nature physique ou géométrique.
Le principe de la méthode repose sur une recherche itérative de solutions de contraintes
et déformations satisfaisant les équations d’équilibre sur tout le cycle {traitement global)
puis de solutions satisfaisant, également sur tout le cycle, les équations de comportement
(traitement local). Le processus itératif sur le cycle est répéié jusqu’a atteindre une solu-
tion vérifiant toutes les équations sur tout le cycle.

Plus précisément, considérons une structure occupant un domaine {2 soumise, pendant
I'intervalle de temps [0,77], & un champ de forces de volume F et & un déplacement im-
posé U? sur une partie de la frontiére 8,2 et un champ de forces imposé F; sur une partie
de la frontiere 05€1.

On note A, 'ensemble des éléments S = (e, o) définis sur 2 x T qui satisfont 1'équilibre
a chaque instant t de lintervalle [0,T] et par I' I'ensemble des ¢léments s = (e, o) qui
vérifient I’équation de comportement.

La recherche de la solution S.., qui appartient & Vintersection de Ay et de T', se fait
itérativement par la construction de I’élément S, appartenant a A, a partir de I'élément
S, de Ay en deux étapes (figure 1.12):

e Etape locale: Trouver SeT tel que § = (YN {(Sy+ E™)

) Etape globale: Trouver S, .1 € Aq tel que S,41 = {(A4) N (S + E7)

olt I'on a noté E une variété linéaire a caractere local en espace et E~ une variété linéaire
a caractere global en variable d’egpace et paramétré par le temps.

r

Figure 1.12: Schéma itératif de la méthode a grand incrément de temps

Le processus commence & partir d’un élément S, appartenant a A; qui peut étre par
exemple la solution élastique sur I'intervalle [0, T).

Pour un matériau élastoplastique, Ladeveze adopte, dans les premieres versions de son
algorithme [7], comme directions de recherches Et et E~ la rigidité taugente associée a
"élément S de I'. Les étapes de recherches deviennent alors:

° Etape locale
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Trouver S = (6, &) € T tel que:

. .d
E—€,=—-K; E(U — o)
o Etape globale
Trouver S,11 = {(Fnyy, €,41) € Ay tel que:
d

€yl — €= Kfla(anﬂ - &)

Pour la résolution de I'étape globale, Ladeveze utilise une méthode approchée moins
cotliteuse en temps en choisissant, pour les chargements quasi statiques, de calculer les
grandeurs mécaniques v,(¢, M) (contraiutes et déformations) définies sur Q@ x T sous
la forme d’une combinaison linéaire de fonctions en espace a;(A/) et en temps o(t)
entierement déterminées par 'algorithme:

Vo1 (6, M) — v, (¢, M) Z a;(t M)

ou m est le nombre de fonctions qui vaut généralement 1 ou 2.

Le calcul des grandeurs mécaniques d’une fagon approchée dans I'é¢tape globale s’effectue
en découplant le temps et 1" espace. Ce qui permet d’accélérer les calculs et d’avoir une
précision moyenne sur l'intervalle de temps considérée.

la méthode a été améliorée dans ces différentes versions en adaptant les directions de
recherches et en combinant les fonctions en temps et en espace dans les différents problemes
traités.

En outre, Ladveze et Cognard [12] ont proposé un algorithme, basé sur le principe décrit
précédemment, applicable pour évaluer la réponse cyclique d'un matérian a comportement
viscoplastique décrit par le modele de Chaboche[9).

Par la suite, nous utiliserons l'idée de traiter séparément 'équilibre sur tout le cycle
(probleme global) et la vérification de I’équation du comportement en tout point de la
structure (probleme local) dans le prochain chapitre pour wettre au point la méthode
cyclique directe.

1.5 Conclusion

Nous avons rappelé les difficultés qui se posent pour modéliser le fretting. La complexité
des phénomenes qui régissent la réponse de la structure sont discutés.
Pour surmonter ces difficultés, nous ferons par la suite quelques hypothéses que nous
justificrons par des travaux issus de la littérature; Nous nous appuvons sur celles-ci pour
élaborer notre modele de calcul.
Ces hypotheses sont:

o [es pressions normales induites par les solides en contact soumis & des petits débattements
vépétitifs sont hertziennes. Cette hypothése est valide si 1'état stabilisé adapté
est atteint rapidement au bout d’un certain nombre de cycles de telle fagon que
les géométries de contact ne sont pas sensiblement modifiées. Par contre, dans le
cas de l'accommodation, les déformations plastiques et 1'nsure changent les profils
géométriques. Ceci modifie sans doute les pressions normales.
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e Les pressions tangentielles sont aussi calculées en considérant le comportement élastique
et en supposant la loi de frottement de Coulomb. Les débris générés par I'usure sont
pris en compte au travers du coeflicient de frottement. Ce dernier est pris constant.
Les enregistrements expérimentaux montrent, en effet, que daus un essal de fretting,
le coefficient de frottement passe par une phase trausitoire pendant une centaine de
cycles puis finit par se stabiliser durant presque la totalité de la durée de vie des
échantillons.

e Les profils des solides en contact sont considérés non rugueux. La prise en compte
de la rugosité requiert des calculs numériques utilisant un maillage tres fin décrivant
les aspérités, ce qui entraine des calculs longs et lourds.

L’une des difficultés de la modélisation du fretting est le choix d'une méthode rapide et
fiable pour calculer les grandeurs mécaniques responsables de 'endommagement induit
par chargements répétés au voisinage du contact.

Les méthodes analytiques et numériques existantes proposées pour calculer la réponse des
structures soumises aux chargements cycliques ne sont pas bien adaptées pour étude de
ces problemes.

En utilisant l'idée de traitement séparé des équations d’équilibre et de comportement
issue de la méthode a grand incrément de temps, nous allons développer dans le prochain
chapitre un algorithme numérique qui permettra de calculer directement l'état stabilisé
pour les chargements périodiques.




Chapitre 2

Méthode cyclique directe

2.1 Introduction

Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode numérique qui permet de cal-

culer directement 1'’état mécanique stabilisé (s'il existe) d'une structure soumise & un
chargement cyclique quelconque [44]. Suivant le type du comportement inélastique de
son matériau, une structure soumise a un chargement cyclique s’adapte, s’accommode ou
présente un rochet. Dans le cas de 'adaptation, toutes les composantes du tenseur de
déformations plastiques en chaque point de la structure tendent vers des valeurs asymp-
totiques constantes au cours d'un cycle de chargement ; le travail plastique reste borné.
Lorsque la structure s’accommode, le tenseur de déformation plastique en chaque point de
la structure devient périodique apres un certain nombre de cycles de chargement. Alors
que le rochet se manifeste par une augmentation progressive de la déformation plastique
au cours de chaque cycle.
Pour déterminer directement un éventuel état stabilisé, nous avons mis au point une nou-
velle méthode numérique. Elle est appliquée aux solides élastoplastiques a écrouissage
cinématique linéaire ou/et isotrope soumis a des chargements cycliques guelconques im-
posés a des frontieres fixes du solide. Cette méthode est ensuite mise en ceuvre pour un
chargement périodique se déplagant sur la {frontiere du selide.

2.2 Présentation du probleme et cadre d'étude

Nous nous intéressons & un solide § soumis & un chargement cvclique F2(¢)(t € [0,T})
de période T appliqué sur la frontiere Op8 et & des déplacements imposés sur la frontiere
Iyl de Q (figure 2.1). Son évolution est supposée quasi-statique en transformations
infinitésimales. Le comportement du matériau considéré est élastoplastique & écrouissage
combiné cinématique linéaire ou/et isotrope.

Nous cherchons la réponse (o (x,t), e(x,t), €’(x,t)) en tout point & du solide Q a chaque
instant. Celle-ci doit vérifier les équations d’équilibre et la loi de comportement ainsi que
les équations de compatibilité des déformations.

221 Equilibre

En I'absence de forces volumiques et d’inertie, les équations gouvernant I’évolution
globale du probléme sont :

39
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Figure 2.1: Présentation du probléeme.

équations d’équilibre : dive(z.t) =0 dans Q
équations de compatibilité : ez, t) = H{Vu(z,t) + Viu{x. 1)) dans Q
conditions aux limites . oz, t)n = FYx,t) sur OpQ
u(z,t) = u(z,1) sur dpQ
(2.1)
conditions initiales Coulz,0) = ul(x)

€’ (x.0) = e’ ()

o(x,0) = ol(x)

avec Oy UIFQ =Q et OyQ N O =10

Le principe des puissances virtuelles permet d’écrire 'équilibre sous la forme variation-
nelle suivante:

/Qa  6ed = [ Fé.buds (2.2)

o0
pour tout champ de déplacement du cinématiquement admissible avec zéro, ie du = 0 sur

Ay .

2.2.2 Lol de comportement

Le comportement du matériau est supposé élastoplastique & écrouissage combiné cinématique
linéaire ou/et isotrope. Les équations dans le cadre des matériaux standards généralisés
s'écrivent comme suit ¢
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e(t) = €(t) + €P(t)

{ o(t) = ol + D.e(t) =o' + D.(e(t) — (1)) (2.3)
, af
P()= A=——, <0, A>0, Af=0
)= Ak, £20,020, 0
avec :
flo,e)=|lo" - Cé& | ‘\/>k(€p <0
ou :
; 1 . _
o =deve; o; Ukkéu (1,7,k=1,2,3)
(1) = € (to) +/ ,/—ep &
o' —Ce? H—- (o' — CeP) — CeP)
en notant
L  fonction croissante de o tenseur des contraintes
D la matrice d’élasticité € tenseur des déformations totales
C module d’écrouissage €® tenseur des déformations élastiques

" déformation plastique cumulée € tensenr des déformations plastiques

2.3 Présentation de la méthode cyclique directe

Dans le cas d’'un comportement élastoplastique cinématique linéaire, Halphen montre

[10] qu’il existe une unique réponse périodique en contraintes et en déformations résultant
d’un chargement cyclique sous des conditions initiales données.
Nous nous proposons de calculer directement les grandeurs mécaniques a cet état stabilisé
sans suivre le trajet de chargement pas a pas. Nous nous iuspirons des idées de Akel &
Nguyen ([2]) et de Ladeveze ([37, 7]) pour le traitement séparé des équations d’équilibre
et des équations de comportement. En plus, on tire profit du caractere périodique de la
solution recherchée en 'intégrant directement dans le processus itératif de recherche.

2.3.1 Principe de la méthode

La méthode proposée est itérative. Elle consiste, en premiere étape, & chercher des
solutions statiquement et cinématiquement admissibles respectivement avec les forces et
les déplacements imposées a chaque instant du cycle du chargement. En deuxieme étape,
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a partir des solutions précédentes, on détermine des solutions plastiquement admissibles
sur tout le cycle du chargement. Le processus est répété en forcant la périodicité des
déformations plastiques jusqu’a 'obtention de 'état stabilisé.

Plus précisément, discrétisons l'intervalle de temps du cycle de chargement [0,T] en n
instants 0 < t; < ... <t, =T. On recherche les grandeurs mécaniques a chaque instant
t; du cycle stabilisé. Le processus de recherche de ces solutions comporte les étapes
sulvantes:

e (i) Initialisation

e’; = €P(t;) = e?!

I

a; o

Il
Q
~—~
S+
—
i

ol est un champ de contraintes initial auto équilibré associé au champ de déformation
initial €?’. Ainsi, on peut éventuellement tenir compte d'un état résiduel résultant
d'un traitement de surface.

o (i1) Recherche des solutions statiquement admissibles

On détermine n-uplet de tenseurs de contraintes (o7, / = 1.1} correspondant aux
instants t;, statiquement admissibles respectivement avec les champs de forces F?. i =
1, n et n-uplet de tenseurs de déformations (e,,7 = 1, 1} cinématiquement admissibles
avec les déplacements Ui = 1,7 en supposant connues les déformations plastiques
(eP,i = 1,n). Ceci est réalisé en résolvant les n équations d'équilibre (2.1) a travers
la formulation variationnelle (2.2) qui, si on choisit une méthode a rigidité constante
(initiale), s’écrit :

KU, =Q,+QF i1=1...n (2.4)
en notant

K la matrice de rigidité élastique.
U, levecteur des déplacements nodaux.
Q, le vecteur des efforts nodaux dus au champ de forces F¢

Q. le vecteur des efforts nodaux correspondant au champ de déformation
plastique €? supposé connu.

e (iii) Recherche des solutions plastiquement admissibles

A partir des tenseurs de déformations (€,i = 1,n) et des contraintes (¢°.i =
1,n) respectivement cinématiquement et statiquement admissibles, on détermine les
tenseurs de déformations plastiques €P et les tenseurs de contraintes plastiquement
admissibles o & chaque instant ¢,.

Pour cela, on procéde graduellement instant aprés instant. On détermine le tenseur
de déformations plastiques €, a l'instant t,.1, de maniere implicite, en projetant
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I'incrément de déformation €,4, — €, sur le convexe d’élasticité avec 'état initial
(oF, €, , €) & linstant ¢, (figure 2.2).

e calcul de I'incrément de déformation €., — € plastique donne alors :
Le calcul de I’ t de déformat P ? plastique d 1

1
2u+C
avec: devy = 2udev (€,.1 — €,) + dev of —Cev.
Le tenseur de contraintes o,,; est, alors, déduit de la loi de comportement écrite
sous une forme incrémentale :

dev™

lldevs|

P

€. — & < ||devE|| = k(eF7) >

ol —ol =D(ey —€)— (€, — €) (2.5)

Ainsi, les n-uplet (oF,i = 1,n) des champs de contraintes plastiquement admissibles
et (€’,i = 1,n) des déformations plastiques sont completement déterminés sur le
cycle entier.

D dev (g

- 8)

+1

Figure 2.2: Calcul de l'incrément de déformation plastique.

e (1v) Condition de périodicité des déformations plastiques

A la fin de I'étape précédente, on impose aux champs de déformations plastiques
d’étre périodiques en initialisant la valeur €] du début du cycle a celle € de fin du
cvcle. Et on repart & 1'étape (ii) avec comme champ de déformations plastiques ini-
tiales le nouveau n-uplet de champs de déformations plastiques (€?,7 = 1,n) qui est
périodique.

Ce processus itératif est arrété a la fin de I'étape (i) lorsque le n-uplet de tenseurs
de contraintes (o771 = 1,n) vérifie le critére de plasticité a tous les instants ;.
Ainsi on obtient sur tout le cycle des champs de contraintes statiquement et plas-
tiquement admissibles et périodiques par construction. Les champs de déformations
plastiques obtenus sont aussi périodiques.

En cas de rochet (qui peut arriver dans le cas, par exemple, de matériau plastique
parfait ou de matériau élastoplastique & écrouissage cinématique non linéaire), la
méthode divergerait.
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Remarque : Néanmoins, on pourrait, dans le cas du rochet, calculer I’état mécanique
aprés un nombre déterminé de cycles. Pour cela, on utilise le processus itératif décrit
précédemment sur Uintervalle de temps correspondant & ce nombre de cycles sans
imposer la condition de périodicité en fin de cycle.

2.3.2 Algorithme

L'algorithme de la méthode cyclique se présente comme suit :

(Q1,....,Qn)
|
F: 0;w=1,..n
L
( L |
| p :
Kg,=Q+Q ;
Recherche ;
de
solutions SA
@P.....aQk)
a
?
FIN =1
‘ H
i |
AEH]: EIH— 81 } ;
Recherche > l p P |
de l ASH!’ AO-1+1 & O ;
solutions PA ——J_
L 1=1+]1
|
Initialisation pour I'etat cyclique 8}: —€f

!
. ]

Figure 2.3: Algorithme numérique la méthode cyclique.

Remarque : 1l est important de noter gque Palgorithme ainsi présenté est différent
de celui d’Akel et Nguyen ([2]). En effet, dans leur version, ces auteurs iteérent sur 'étape
de recherche de solutions plastiquement admissibles de telle facon, qu’a la fin de celle-
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ci, le champ de déformations plastiques soit périodique {figure 2.4). Alors qu’ici, on se
contente de faire une seule fois I'étape de recherche de solutions plastiquement admissibles
et d’'imposer a la fin de celle-ci la condition de périodicité (figure 2.3). Ceci a 'avantage
de supprimer un processus itératif et donc d’aller beaucoup plus vite que la version d’Akel

et Nguyen.

Recherche
de

solutions SA

FIN

Recherche

de
solutions PA

Figure 2.4: Algorithme numérique la méthode numérique de Akel et Nguyen (1989).

.,QP)

(Qp,..
l=1 ]
— _ !
AEH—I— €€ i
}
P p P
AEHI’ Ac$1+1 i El-H’ GHI
Condition de
periodicite
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2.4 Mise en ceuvre de la méthode cyclique directe dans le cas de
chargement mobile cyclique

Dans le paragraphe précédent, nous avons exposé les principes de la méthode cyclique
directe dans le cas d’un chargement périodique imposé sur une froutiere fixe. Ici, nous
nous intéressons a une structure soumise a un chargement mobile cyclique. Nous allons
voir comment ramener ce cas a celul d’'un chargement périodique imposé sur une frontiére
fixe.

Considérons un solide € représenté dans la figure 2.5 soumis a un chargement mobile et
répété. Le chargement est périodique dans le temps, de période T. On note FU(t, z)(t €
[0,7]), (z € ['y) le champ des forces imposé sur la surface I'; a chaque instant t¢.

d d
FOX) =F (Tx) F{tx)

e

e

N e e 3.0
Figure 2.5: Cas de chargement mobile.

Pour pouvoir appliquer la méthode cyclique directe comme daus la section 2.3, nous allons
ramener le champ de forces mobile et répétitif en un champ de forces périodique sur une
frontiere fixe . Notons ' la surface balayée par le chargement pendant une période. Plus
précisément :

r=r, (2.6)

t

On définit alors le champ de forces F%(t, x) imposé sur I par :

Fit,x) si z€T,
Fit,z) = _ (2.7)

0 si xel/T

ou I'/T'; est le complémentaire de I', dans T

Ainsi le champ de forces F7(t,z) est évidemment périodique de période T et défini sur
une frontiere I' fixe.
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2.5 Conclusion

La méthode cyclique directe mise au point dans ce chapitre permet de calculer directe-
ment ’état mécanique stabilisé pour une structure soumise a un chargement périodique
imposé sur une surface fixe. La divergence de la méthode constitue un indicateur d'une
réponse de la structure de type rochet. Cependant, dans un tel cas, elle pourrait servir
a calculer les grandeurs mécaniques aprés un nombre déterminé de cycles de chargement.
Son principe, algorithme de calcul ainsi que les différences avec la méthode d’Akel et
Nguyen ont été exposés.

Cette méthode s’applique aussi bien pour un chargement périodique imposé a des frontieres
fixes que pour un chargement mobile en déplacement répété.
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Chapitre 3

Application a |'étude du fretting

3.1 Introduction

Le principe de la méthode cyclique directe dans le cas d’un chargement cyclique quel-
couque a été décrit au chapitre précédent. Nous allons utiliser cette méthode pour cal-
culer les grandeurs mécaniques résultant du chargement dii au fretting. Nous allons définir
au préalable le cycle des efforts extérieurs de contact avec frottement entre deux solides
soumis & des petits débattements. Les hypotheses de détermination de ce trajet seront
clairement explicitées.

On distinguera deux régimes différents de glissement:

e un régime de glissement partiel ol les solides restent en contact a travers une zone
d’adhérence délimitée de part et d'autre d’une zone de glissement périphérique.

e un régime de glissement total pour lequel les solides entrent en glissement total
pendant le cycle du chargement.

On se propose de déterminer les réponses mécaniques pour ces deux types de cycles
de chargement, et par la méme occasion, de valider numériquement la méthode cyclique
directe par la méthode incrémentale classique. Une étude paramdétrique nous permettra
d’établir des cartes d’adaptation et d’accommodation pour les deux régimes de glisse-
ments.

3.2 Probleme posé et modele
On considére deux solides cylindriques (1) et (2) en contact soumis & un mouvement,
oscillatoire de faible amplitude (figure 3.1). On impose un effort normal constant P et

un cffort tangentiel T'(t) dépendant du temps et décrivant un cycle de chargement entre
_Tmax et Tmaa:-

P
v T()

@ )
Figure 3.1: Cas étudié

49
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Le solide (1) est soumis dans la zone de contact a des pressions normales et tangen-
tielles dues aux efforts globaux imposés. Si on suppose que les solides (1) et (2) ont
un comportement élastoplastique, les contraintes de contact devraient étre déduites d’un
calcul de contact élastoplastique. Néanmoins, comme ¢a a été discuté dans la section
1.2.1, on ne commet pas une grande erreur pour le calcul des contraintes de contact en
supposant les matériaux élastiques.

Pour le réaliser, on adopte alors les hypotheses de la théorie de Hertz [32] & savoir :

o les solides en contact sont élastiques;
e le contact est non conforme;

e la taille de la zone de contact est petite devant les dimensions et les rayons de
courbures des solides en contact.

On représente alors le solide (1) par un demi espace infini (figure 3.2) soumis a des
pressions normales de Hertz p{z) :

) 72
mlar) = 1— —
p(T) = po =

ol pg est la pression maximale de Hertz et o la demi-largeur de contact calculées en
fonction des caractéristiques géométriques et élastiques des solides en contact.

Les contraintes tangentielles q(x) décrivent un cycle fouction de U'effort tangentiel T'(¢)
qui est décrit dans la suite.

p(x)

H
a1 90X)

o *

Figure 3.2: Modeéle de calcul

3.3 Description du chargement et régimes de glissement

L’effort tangentiel T'(¢) décrit un cycle entre —Th0. et Tonee. En supposant la loi de
frottement de Coulomb et en notant u le coefficient de frottement, on distingue deux
régimes de glissement :
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3.3.1 Régime de glissement partiel : Ty < uP

Le maximum de l'effort tangentiel global pendant le cycle n’excede pas la valeur de glisse-
ment total. Le chargement reste sut place et ne se déplace pas. En plus des pressions
normales de Hertz constantes, le demi espace infini est soumis sur la zone de contact
[~a,+a) & un cycle de contraintes tangentielles dépendant de 'effort tangentiel T'(¢). On
a représenté sur la figure 3.3 les contraintes tangentielles données par la théorie de Mindlin
[46] correspondant aux différentes valeurs de l'effort tangentiel pendant un cycle entier.
Dans la zone de contact, il y a une région d’adhérence, ou la pressions tangentielle n’excede
pas la la valeur de glissement total en ce point (up(x)), délimitée de part et d’autre par
une région de glissement local ol la contrainte tangentielle est égale & up(z).

Lorsque 'effort tangentiel est & sa valeur maximale T},q, (configuration A), les contraintes
tangentielles sont dans le sens positif de ’axe x et la zone d’adhérence est minimale et a
une demi-largeur cnq.. Ces contraintes sont données par :

Q(l) =  HPo 1- ZE Crax E !l% S a

O | R e 0= i < s

Cmaz S exprime en fonction de 7)., par:

Cmaz Tma:r
=4/1— 3.2
a V uP (3:2)

L’effort tangentiel commence & diminuer dans la configuration B. Les contraintes tangen-
ticlles dues a l'effort T résultent de la superposition de celles dues a 7,4, (données par
la formule (3.1)) et de celles dues & AT = T — T 0. Comme AT est négatif, il v a
inversion du sens glissement aux bords du contact et les cisaillements doivent valoir dans
cette région au total —up(x) [29, 32]. Les contraintes tangentielles dues a AT sout de
type Mindlin mais elles doivent valoir —2up(z) dans la zone de glissement de telle fagon
¢u'en superposant avec les contraintes tangentielles dues & T,,,,. on obtient —pup(a) dans
les régions de glissement au bord du contact. Les contraintes tangentielles correspondant
a AT sont données par :

x? ,
q(x) = —2upoy[1 -~ c<le|<a
= o (3.
glz) = ~2upo {1 == —={[1—-— 0< il <e
at a ¢

¢ est fonction de T
c Tmar - T
- =1 - == 3.4
a V 2uP (3:4)

La zone d’adhérence de demi-largeur ¢ est fonction de T et est donnée par la formule (3.4).
Elle augmente quand T diminue. L’effort 7T'(¢) continue & diminuer en s’aunulant en C
jusqu’a atteindre la valeur minimale —7T),,, dans Ja configuration D ol les contraintes tan-
gentielles sont dans le sens négatif sur toute la zone de contact avec une zone d’adhérence
minimale de demi-largeur c,,,, (figure 3.3). Elles valent :

PA
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:L-Q
Q’(l") = ”‘HPOV 1- ZI_Z Crar < I-TI <a
[ 2 e 22 (3.5)
g(x) = —ppo [\ 1- 7, 1— 2} 0 < |z} < Coar

Effort tangennel 71}
@
T
-c /\+c /\ “C nas +cmm/\ =0

-a \/ “C ax +C ran <a -4 g S wc +a

>~

Figure 3.3: Cycle de contraintes tangentielles de contact dans le cas de glissement partiel

On peut écrire les équations des contraintes tangentielles valables de la phase A jusqu’a
phase D de la facon suivante:

q(;g) = —upoi/l - — c < ]I| < a
9l ri <
(](.L) =  —UPo \/ — 5 HEV _2 Conae < 511 s ¢
- /—~— o 36
ql2) = —ppg \/ - 75\/ - = 1] < Cmas
Crmaz z?
e fi }
a Cinax”

OU Cnqr €t ¢ sont exprimés par les formules (3.4) et (3.2).

A partir de la configuration D, l'effort 7'(¢) commence a angmenter de —7T,,,, jusqu'a
valoir 0 en E. Les contraintes tangentielles dues 4 T se déduisent en superposant celles
résultant de —T4, et de AT = T + T4, qui est positif. Le sens du glissement et des
contraintes tangentielles s'inverse dans la zone de glissement. Pour étre égales & +up(a)
au total, les contraintes tangentielles dues & AT doivent valoir +2;p(xr) dans les zones de
glissement au bord du contact. Elles sont données par :




3.3 Description du chargement et régimes de glissement 53

oll ¢ est donné par 1'équation suivante :

c Tez +T
— =41 - = (3.8)
a 2ulP
Eun F, 'effort T'(t) et les contraintes tangentielles retrouvent respectivement la valeur T,
et la distribution initiale en A décrivant ainsi un cycle entier.
Les contraintes de cisaillement valables entre les configurations D et G du cycle sont
résumées par les équations suivantes :
( .’1,'2
q(z) = npoyf1 - — c< |zl <a

2 2
q(I) = HDo V 1- x—') - 25 1- I— Crnar < |1[ <c
< } | 9
q(.’l‘) = Upo 1—— - 2 l:l?] < Craz
a ("'

+Cma;r 1 — 72 J

a Cmaa:
\

Ol Cpqr €t ¢ sont exprimés par les formules (3.2) et (3.8).

3.3.2 Régime de glissement total : T}, = pP

Dans le cas ou I'effort tangentiel atteint la valeur ¢ P, il y a glissenmient total des solides en
contact. Le chargement se déplace d’une distance é puis revient a sa position initiale an
cours d'un cycle. Les pressions normales de Hertz appliquées au deuii-espace infini sont
constantes et les contraintes tangentielles de Mindlin varient et sont représentées sur la
figure 3.4 au cours d’un cycle.

Dans la configuration A, l'effort tangentiel vaut —p P et les contraintes tangentielles valent
—up(x). A partir de cet instant, 'effort croit dans la confignration B en passant par 0
en C jusqu’a atteindre P dans la configuration D. Les contraintes tangentielles pour la
valeur 7" de l'effort s’obtiennent par la superposition de —pup{x) correspondant & —7,,,, et
de celles résultant de AT =T 4+ T1no,. Comme AT =T +7,,,., st négatif, les contraintes
tangentielles doivent valoir au total up(x) dans les zones de glissement au bord du contact.
Les contraintes tangentielles dues a AT doivent alors satisfaire 2up(a’) dans la zone de
glissement et sont donc exprimées par les formules (3.7) et (3.8).

Les équations des contraintes tangentielles valables entre les configurations A et D sont
données par superposition:

xz
q(T) = ppo 1—;2' c< |2l <a

T2 ¢ 22 (3.10)
q(z) = Mpo[l——Q—‘Z— 1-—— o] <e
a a ¢
¢ est donné par :
¢ _ 1— Trer + 1
a 2uP
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@ 3 G
. T:T.n..; /;‘]' ‘\T=Tm_
@ ’_‘l__ ®
T=0C T=0
® ® L l,/ D =7 Ve
T
max © &

© Tt
\
a

0 L=
S T

S

T
max:

Figure 3.4: Cycle de contraintes tangentielles de contact dans le cas de glissement total

A Tétat D, les contraintes de cisaillement en surface sont égales & pp(x), les solides en
contact sont en glissement total et le chargement se déplace alors d'une distance & dans
le sens positif de I'axe x. L'effort tangentiel décroit de pFP a l'état E a la valeur O en
F puis atteint —uP en G. Les contraintes de cisaillement en surface correspondant a
I'effort 7' sont obtenues, comme avant, par superposition de gp(z) et de celles résultant
de AT =T - T, données par les formules {3.3) et (3.4).

Lorsque les contraintes tangentielles valent —pup(x) sur toute la zone de contact dans la
configuration G, le chargement se déplace dans le sens négatif de l'axe o d'une distance é
pour revenir a la position initiale occupée en A, décrivant ainsi un cycle entier.

Les contraintes tangentielles valables entre E et G du cycle sont résumées par les équations

sulvantes :
T2
alz) = —ppoyf1 -5 c< ol < a

. (3.11)
gla) = —ppo [{/1- = — 2=
a )

¢ est donné par :

Remarque : 'amplitude de déplacement § dépend évidemment des rigidités et des
caractéristiques géométriques des matériaux des deux solides en contact. D’ailleurs, elle
s'exprime analytiquement dans le cas de spheres en contact [32], mais elle ne peut étre
calculée dans le cas de contact de cylindres infinis qui est étudié ici.
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3.4 Validation numérique de la méthode cyclique directe

Figure 3.6: Partie raffinée du maillage sous la zone de contact.

On compare la méthode cyclique directe a la méthode incrémentale. Un méme maillage
est utilisé pour les deux méthodes. Le demi-espace infini est maillé comme indiqué sur
la figure 3.5 avec un raffinement sous la zone de contact (figure 3.6). La plus petite
maille a pour taille a/20. Le maillage comporte 2693 nceuds et 3456 éléments (triangles
et quadrangles). Les calculs sont effectués sur une station HP750. Le comportement du
matériau est élastoplastique a écrouissage cinématique linéaire. Les caractéristiques du
matériau sont reportées dans le tableau 3.1.

3.4.1 Cas du glissement partiel

Les calculs ont été réalisés par les deux méthodes numériques daus le cas du chargement
cyclique en glissement partiel décrit dans la section 3.3.1 avec les données reportées dans
le tableau 3.2. Un état stabilisé adapté est obtenu par la méthode incrémentale apres 7
cycles correspondant a un temps de calcul CPU de 50 minutes et par la méthode cyclique
en 23 minutes de temps CPU. Les contraintes résiduelles obtenues par les deux méthodes
sont représentées sur la figure 3.7 en fonction de la profondeur. Remarquons que le
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Module de Young E

207 GPA

Coefficient de Poisson v

0.3

Limite d’élasticité en cisaillement k

159.118 MPA

Coefficient d’écrouissage cinématique C

30 GPA

Tableau 3.1: Caractéristiques du matériau.

maximum est atteint en profondeur, les contraintes résiduelles & la profondeur 0.5a sont.
représentées en fonction de I'abscisse x sur la figure 3.8.

Rapport de la pression normale sur {a limite de cisaillement pg/& 3.5
Coefficient de frotternent g 0.3
Rapport de l'effort tangentiel maximal sur l'effort normal Tina= /P | 0.25

Tableau 3.2: Paramétres de calcul pour le glissement partiel.

Za

-75.0 -50.0 -25.0 0.0 25.0 50.0

7.0 r g

0.5 H

L0 § .
o—og,,
:;:’:’ gu methode

5T —a o: cyclique directe 1
++0,
*ox g,

=20 : g" methode J

il incrementale
2.5 .

75.0

Figure 3.7: Comparaison des contraintes résiduelles en fonction de la profondeur par la
méthode cyclique et la méthode incrémentale en glissement partiel.

Les trajets linéaires contraintes-déformations 3 1'état stabilisé pour la maille se trouvant

en surface au bord du contact (z

a) sont comparés sur la figure 3.9. On remarque

une parfaite concordance des résultats obtenus par la méthode cyclique directe et par la
mcthode incrémentale.
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contraintes residuelles (MPa)

Figure 3.8: Comparaison des contraintes résiduelles a la profondeur 0.5a
cyclique et la méthode incrémentale en glissement partiel.
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Iligure 3.9: Comparaison des trajets contrainte-déformation plastique par la méthode cyclique

et la méthode incrémentale en glissement partiel.
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3.4.2 Cas du glissement total

La comparaison entre les deux méthodes a aussi été effectuée dans le cas du chargement
cyclique avec glissement total décrit dans la section 3.3.2 avec les parameétres donnés dans
le tableau 3.3.

Rapport de la pression normale sur la limite de cisaillement po/k | 2

Coefficient de frottement u 0.6

Amplitude de déplacement §/a 0.2

Tableau 3.3: Paramétres de calcul pour le glissement total.

oo n T - = T r T T 238.0
Z %u methode cycligue directe (:: Z" methode eveligne disecte
00 p o om . 1 1500 | g
+-tao, methode incremeniale aAhG,
= #*0, = LRI
5 1 & 1300 b t+a, methade incrementale ]
s S 0t g
< = E
< Ed
=2 3
s S sof
st 3
3 =
B S
~ -
- w 300
L] 2
E B -
I i
w L
= E =200
g S
=200 F - 76,0
Y . . s . —_ . 1200 - - TR A
-2.0 1.5 -18 -0.5 0.0 a5 Ly L5 pA - <13 =iy 805 o i3 10 L3 20
xa ¥/

Figure 3.10: Comparaison des contraintes résiduelies en surface par la méthode cyclique et la
méthode incrémentale en glissement total.

L’état stabilisé est accommodé. Cet état est atteint par la méthode incrémentale apres 74
cycles (aller-retour) au bout de 30 heures de calcul en temps CPU alors qu’il n’est obtenu
qu'au bout de 3 heures de temps CPU par la méthode cyclique dirvecte. L’algorithme
permet d’aller 10 fois plus vite que 'algorithme incrémental classique quand le chargement
est fort, ce qui est le cas dans cet exemple avec un fort coefficient de frottement.

Les contraintes résiduelles en profondeur et en surface résultant des deux méthodes sont
comparées dans les figures 3.10 et 3.11 montrant une parfaite concordance. Les trajets
contrainte-déformation plastique pour la maille en surface au bord du contact (z = a)
sont représentés sur la figure 3.12.
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Figure 3.11: Comparaison des contraintes résiduelles en fonction de la profondeur par la
méthode cyclique et la méthode incrémentale en glissement total .
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Figure 3.12: Comparaison des trajets contrainte-déformation plastique par la méthode cyclique

et la méthode incrémentale en glissement total.




60 Application & 'étude du fretting

3.5 Résultats numériques et cartes d'adaptation

Nous avons étudié V'influence des différents parametres du chargement et du matériau sur
la nature de la réponse stabilisée. Ceci a été réalisé en des temps raisonnables grice a la
rapidité de l'algorithme adopté pour la méthode cyclique.

Plusieurs cartes d’adaptation et d’accommodation ont été ainsi établies dans le cas d'un
matériau élastoplastique & écrouissage cinématique linéaire. L’intérét de dresser de telles
cartes apparaitra plus clairement dans la partie II. Mais on peut dire déja que le type
d’endommagement que subit une structure soumise au fretting est lié a la répomnse sta-
bilisée du matériau.

Nous allons présenter dans ce qui suit les résultats obtenus dans le cas de glissement
partiel et total. Les caractéristiques du matériau considéré sont résumées dans le tableau
3.4.

Module de Young E 207 GPA
Coefficient de Poisson v 0.3
Limite d’élasticité en cisaillement k 159.118 MPA

Coefficient d’écrouissage cinématique C i 69 GPA

Tableau 3.4: Caractéristiques du matériau.

3.5.1 Glissement partiel

Ce cas correspond au chargement défini dans la section 3.3.1 pour lequel il n y a pas
glissement total entre les deux solides en contact. Nous étudions 'influence de parametres
tels que I'effort de cisaillement et la pression normale.

Influence de Peffort de cisaillement

Sur la carte (figure 3.13), on fait varier les valeurs du rapport de I'effort de cisaillement sur
I'effort normal Tp,q. /N et de celui de la pression normale sur la limite de cisaillement po/k
en fixant la valeur du coefficient de frottement u & la valeur 0.3. On obtient ainsi dans
I'espace des parametres (Tn.. /N, po/k) des domaines d’adaptation et d’accommodation.
On note que la limite d’adaptation pour de faibles valeurs de V'effort de cisaillement est
obtenue pour de trés grandes valeurs de pressions normales (10 fois la limite de cisaille-
ment pour une valeur de 'effort de cisaillement de 0.06N'). Ceci s'explique par le fait que
la nature de I’état stabilisé est conditionnée par 'amplitude des contraintes. Celle-ci est
justement faible car 'amplitude de P'effort de cisaillement est faible (la pression normale,
bien que forte, reste constante durant le cycle).

Les fortes pressions normales ainsi obtenues dans la carte ne sont évidemment envisage-
ables que parce que nous avons supposé un comportement élastoplastique a écrouissage
cinématique linéaire sans limiter les contraintes et les déformations. En réalité, le matériau
et par conséquent la structure, présentent des charges limites. Par exemple dans le cas
d’un demi espace infini parfaitement plastique soumis a une pression normale uniforme sur
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la zone de contact, la pression limite vaut k(2 + ) (soit de I'ordre 5.3 k). Par conséquent,
la courbe de la limite d’adaptation doit étre tronquée a une telle valeur.

C—0 Limite d’adaptation

9.0 4 O—C Limite elastique
80 J Pt ,
ace
7.0 ? Uy,
. (2/7) 7
6.04
O”IQl}ge

Pk 5o

a
7/
pra,,'o’z
4.01 \\O\
g ﬁr}\.\\i

2.0
Domaine elastique
101
0.0 — .
0.00 010 0.20

Tﬂlﬂlm

Figure 3.13: Carte d'adaptation en glissement partiel - influence de I'effort de cisaillement -
(1 =0.3)

On a représenté sur la figure 3.14 les isovaleurs des déformations plastiques équivalentes
obtenues pour les valeurs de de T,,../N, po/k et u égales respectivement a 0.25, 0.3 et
0.3. Dans ce cas, 'état stabilisé est adapté (figure 3.13). Du fait du faible coefficient de
frottement, les déformations plastiques maximales se trouvent en profondeur.

} 1=0.00

( 2=203E5
3=4.06 E-5
4=6.09 E-5

5=811E-5

6=101E-4

7=122E-4

8=141E-4
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Figure 3.14: lsovaleurs des déformations plastiques équivalentes en glissement partiel
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Influence de la pression normale

Sur la carte (figure 3.15), on a représenté les limites d’adaptation en fonction des valeurs du
coefficient de frottement u et du rapport i, /N pour les pressions normales po/k égales
3 0.2 et 0.25. C'est le cas pratique du fretting olt effort normal est fixé constant et on fait
varier le coefficient de frottement {par exemple par le biais du revétement surfacique) ainsi
que l'effort de cisaillement maximal (par exemple en controlant le déplacement imposé
aux deux solides en contact).

0.9

O—0 Limite elastique
0.8 ,\ O~ Limite d’adaptation p /k=2.5
- &4 Limite d’adpatation p fk=2
7 1 \

014 Domaine elastique

0.0 T T T T T -y T
0.00 2.0 0.20 0.36 0.40 .50 .60 0.70 080 0.90

u

Figure 3.15: Carte d'adaptation en glissement partie! - influence de la pression normale -

En glissement partiel, la carte est définie pour les valeurs de T,,,, /N inférieures & . On
remarquera que la limite d’adaptation diminue d’une facon monotone avec le coefficient
de frottement. On constatera aussi que le fait d’abaisser la pression normale pg éleve
sensiblement la limite d’adaptation.

3.5.2 Glissement total

Ce cas correspond au chargement défini dans la section 3.3.2 pour lequel il y a glissement
total entre les deux solides en contact. Nous étudions ici 'influcnce de l'amplitude de
glissement.

Influence de Pamplitude de glissement

La figure 3.16 montre la carte d’états limites représentant les limites d’adaptation en
fonction du rapport pg/k et du coeflicient de frottement p pour les awplitudes de glisse-
ment de 0.2¢ et 0.5a. Nous remarquons déja que les limites d’adaptation en fretting sont
inférieures a celles obtenues dans le cas de roulement avec glissement obtenues analytique-
ment par Johnson [35] et retrouvées par Maitournam et Dang Van [16]. Cela nous donne
une idée sur la sévérité de 'inversion du sens des contraintes de cisaillement du contact
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induit par le chargement de type fretting.

Pour les forts coefficients de frottement, les limites d’adaptation se confondent avec la lim-
ite élastique et sont presque indépendantes de 'amplitude de glissement. Dans ces circon-
stances, le domaine d’adaptation se trouve réduit et on passe, en augmentant la pression
normale pour un coefficient de frottement constant, directement du domaine élastique
au domaine d'accommodation. Par conséquent, pour les forts coefficients de frottement
en régime de glissement total, la réponse du matériau est soit purement élastique soit
accomrinodée.

Pour de faibles coefficients de frottement, la limite d’adaptation est obtenue pour de
fortes valeurs de pressions normales (jusqu’a 10.3 fois la limite de cisaillement ponr un
coefficient de frottement nul et une amplitude de glissement de 0.2a). Ceci se comprend
dans la mesure oll, sous une forte pression normale constante, I'amplitude des contraintes,
résultant du cycle de chargement en glissement total avec un faible coefficient de frotte-
ment, est réduite. Comme précédemment, Les fortes pressions normales ainsi obtenues
dans la carte doivent étre limitées par la valeur limite découlement de la structure. Toun-
jours pour de faibles coefficients de frottement, on remarquera que la limite d’adaptation
est d’autant plus élevée que U'amplitude de glissement est faible.

O—0 Limite d’adapeation 5/2=0.5
00 Limit d’adaptation 8/a=0.2
&~ Limite elastique

10.0 1

Pf/k 6.0

4.0

2.0 1

Domaine elastique

0.0 T Y T
0.0 0.2 0.4 0.6 .8

coefficient de frottement |

Figure 3.16: Carte d'adaptation en ghssement total - influence de I'amplitude de glissement -

Les isovaleurs de déformations plastiques équivalentes sont représentées sur la figure
3.17 en glissement total & I’état stabilisé. Les calculs sont faits avec nn pression normale py
¢gale a 2k, un coefficient de frottement égal & 0.6 et pour une amplitude de déplacement 6
¢égal & 0.2a conduisant a un état accommodé. Les déformations plastiques sont concentrées
en surface du fait du fort coefficient de frottement.
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Figure 3.17: lsovaleurs des déformations plastiques équivalentes en glissement total

3.6  Conclusion

La méthode cyclique directe a été appliquée dans le cas du chargement périodique ren-
contré dans les problémes du fretting. Nous avons commencé par décrire les deux types
de chargements en glissement partiel et en glissement total. Les résultats obtenus a
I'état stabilisé par la méthode cyclique ont été comparés a ceux obtenus par la méthode
incrémentale. La concordance des résultats est trés satisfaisante. Le temps de calcul est
netteinent diminué par le nouvel algorithme. On peut obtenir 1'état stabilisé en 10 fois
moins de temps qu’aurait nécessité la méthode incrémentale classique.

Quelques résultats ont été montrés dans le cas des deux types de chargements précédents.
Des cartes d’adaptation représentant les limites d’adaptation en fonction des différents
parametres ont été dressées.

En glissement partiel, nous avons vu que la limite d’adaptation est élevée pour les faibles
valeurs de amplitude de l'effort tangentiel et qu’elle décroit avec |effort normal appliqué.
En glissement total. la limite d’adaptation est une fonction décroissante de 'amplitude
de glissement. Elle est importante pour les faibles valeurs du coefficient de frottement.
Pour des forts coefficients de frottement, la limite d’adapatation est quasi-indépendante
de Pamplitude de glissement. Dans tous les cas, on notera que les limites d’adaptation
obtenues en fretting sont moins importants que celles obtenues en 1oulement répété. Ceci
montre la nocivité d’un chargement alterné avec inversion du sens des contraintes tangen-
tielles de contact.




Conclusion

Nous rappelons que nous avons mis au point un algorithme qui permet de calculer
directement 1’état stabilisé pour les chargements périodiques.

Cette méthode a été appliquée pour le fretting moyennant certaines hypothéses sur
les sollicitations extérieures a prendre. La comparaison avec la méthode incrémentale a
donné des résultats satisfaisants. Les temps de calculs pour obtenir 1'état stabilisé peu-
vent peuvent étre dix fois moins importants que par la méthode classique.

La méthode cyclique directe a été appliquée dans le cas d’un comportement élastoplastique
a écrounissage cinématique linéaire pour lequel 'état stabilisé est adaptation ou I'accommodation.
Elle peut étre aussi appliquée pour un comportement ot la réponse peut étre éventuellement
le rochet par exemple dans le cas d’un matériau élastoplastique a ¢eronissage cinématique
non linéaire. Mais dans ce cas, le rochet est révélé par la divergence de lalgorithme,

Nous avons établi des carte qui donnent, suivant les différents parametres, les limites
d’adaptation et d’accommodation données dans le cas de régime e glissement partiel et
total. Ces cartes nous révelent, a travers la nature de 'état stabilis¢ du matériau, le type
de fatigue oligocyclique ou polycyclique que pourrait subir la structure soumise au fretting,
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Introduction

Nous rappelons que suivant le mode de glissement, on identifie expérimentalement trois
types d’endommagements en fretting-fatigue :

e régime de collage pour lequel aucune fissure ni de débris d’usure notables n’apparaissent
apres un million de cycles;

e régime mixte qui conduit a la fissuration et la rupture;

o régime de glissement total qui se caractérise par un détachement de particules et une
usure sévere.

Dans cette partie, nous allons présenter les hypotheses et les résultats. Nous in-
terpréterons les cartes de fretting-fatigue et ferons la prévision théorique des divers types
d’endommagements correspondants aux différents régimes de glisseinent.

Nous commencons dans le premier chapitre par exposer les démarches utilisées pour
prédire la durée de vie et les limites d’endurance. Nous présenterons ensuite notre
démarche pour prédire l'amorcage des fissures basée sur la caractérisation des limites
d’endurance du matériau déterminées indépendamment du chargenieut de fretting-fatigue.
Puis nous rappelons le critere de fatigue multiaxial de Dang Vau que nous utiliserons par
la suite.

Suivant cette démarche, nous prédirons théoriquement les endommagements constatés
expérimentalement et résumés sur une carte d’endommagemients de fretting-fatigue. Cette
carte a été établie a partir d’un essal que nous décrirons. Le cyvcle des sollicitations et
les chargements a prendre en compte sont décrits, puis la méthode cyvclique directe est
appliquée pour calculer I'état mécanique stabilisé.
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Chapitre 1

Initiation des fissures de fatigue: choix d'un critére

1.1 Introduction

Pour certaines conditions du chargement en fretting-fatigue (régime mixte), il y a
apparition des fissures de fatigue qui conduisent a la rupture. Le wécanisme de fissuration
comporte une phase d’amorcage et une phase de propagation.

Dans ce qui suit, les approches utilisées pour prédire la durée de vie en fretting-fatigue
sont passées en revue. Ces méthodes sont regroupées en trois catégories suivant l'aspect
étudié :

¢ méthodes empiriques de détermination de la limite d’endurance;
e méthodes de prédiction par la condition de propagation des fissures;
e méthodes de prédiction de l'initiation des fissures.

Nous nous sommes intéressés a la prédiction de l'initiation des fissures en fretting-fatigue.
Notre approche consiste a appliquer un critére de fatigue multiaxial basé sur une modélisation
multi-échelle pour décrire les mécanismes d’amorcage de fissures de fatigue. Nous rap-
pelons les hyvpotheéses de base ainsi que la fagon dont ces critéres ont été établis. Nous
présentons plus en détail le critere de Dang Van que nous utiliserons dans le chapitre
suivant.

1.2 Bibliographie sur la prédiction de la rupture en fretting-fatigue

Les expériences faites en fretting-fatigue montrent que les fissures s’amorcent aux bords
de la zone de contact. En premiere phase, la fissure fait un angle de 40 & 45 de degrés par
rapport a la surface et orientée vers l'intérieur de la zone de contact; Puis elle se branche
pour se propager perpendiculairement jusqu’a la rupture sous l'effet de la contrainte vo-
lumique de fatigue.

La durée de vie d’une structure soumise au fretting-fatigne est la totalité du nombre de
cycles & 'amorcage des fissures et de celui de leur propagation jusqu'a la rupture.

La premiere é¢tape de la nucléation des fissures est un phénomdene niicroscopigue a 1'échelle
du grain et la deuxiéme étape de propagation est elle a I'échelle du volume représentatif
du milieu continu ol la mécanique de la rupture serait applicable.

Nous allons citer les principales démarches utilisées dans la littérature pour prédire la
durée de vie et la limite d’endurance en fretting-fatigue.

71



) Initiation des fissures de fatigue: choix d'un critére

1.2.1 Méthodes empiriques

Les premiéres tentatives de prédiction de la limite d’endurance en fretting-fatigue sont
empiriques. Elles sont déduites a partir des courbes de Wolher en fonction du chargement
extérieur et des géométries de contact.

On peut citer les travaux de Nichioka et Hirakawa [49] qui proposent une expression
donnant la limite d’endurance o4, en fretting-fatigue pour un contact cylindre plan en
fonction de la limite d’endurance o4y, en fatigue et de 'amplitude s de glissement :

Oaput = Ot — 21po(1 — /%)

oll: py est la pression maximale de Hertz,

u le coefficient de frottement,

k est une constante pour le contact patin-éprouvette de fatigue.

Plus récemment, Fuji et Sato [62, 63] déterminent la limite d’endurance de frettiug-fatigue
en flexion alternée en se basant sur le critére de Tresca. lls déterminent une amplitude
équivalente de fretting-fatigue o4, et la comparent a la limite d'endurance de fatigue o, :

1/2

Tega = (K po)? + 2K pooa + 4(uhpo)’)

ou : 0, amplitude de la contrainte imposée,

I est le facteur de concentration de contrainte,

(i le coefficient de frottement,

po est la pression maximale de Hertz.

L’inconvénient de telles méthodes est que leur utilisation ne peut étre générale du fait de
leur caractére empirique. En plus, elle ne tiennent pas compte du chargement de contact
a travers les contraintes générées mais indirectement par amplicude de glissewent ou le
coefficient de concentration de contraintes. De telles méthodes ne penvent servir gne pour
corréler les résullats d’essais pour lesquels ils ont été proposés. Eun ancun cas, on ne peut
les utiliser en dehors de leurs contexte, notamment pour pouvoir prédire le comportement
d’une autre structure soumise au fretting-fatigue.

1.2.2 Méthodes de prédiction basée sur une condition de propagation

La limite d’endurance suivant cette démarche est exprimée par la condition de non
propagation des fissures sous le chargement di au fretting-fatigue.
Dan le cadre de la mécanique de la rupture, Lindley et Nix [43] calculent 'amplitude de la
variation du facteur d’intensité de contrainte AK en mode I représentatif des sollicitations
cycliques dues a I'effort normal, 'effort tangentiel et la contrainte de fatigue. Ils comparent
les valeurs de AK en fretting-fatigue aux valeurs correspondant a la fatigue simple pour
différentes longueurs de fissures. La condition de propagation est donnée pour la valeur
critique de longueur de fissure pour laquelle AK est égal au seuil AN,
La figure 1.1 résume les conclusion de leurs calculs et montre que les défants en fretting
se propagent pour une longueur plus petite qu’en fatigue pure.
Nowell et Hills {26, 27] calculent de manitre semi-analytique les facteurs d'intensité de
contraintes en mode I et II sur des fissures inclinées en fonction de leur longueur et 'angle
d'orientation. Ils trouvent que pour le maximum du coefficient est atteint pour un angle
de 45 degrés, ce qui est en accord avec les observations expérimentales.
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AK (MPavm)

AK oui (sans fretting)

507 taille du defaut critique taille du defaut critique
pour propagation pour propagation
avec fretting sans fretting
1 ¢
0.2 0.4 0.6 0.8

taillle de la fissure {(mm)

Figure 1.1: Amplitude de variation de facteurs d'intensité de contraintes comparé aux seuils
de propagation en fonction de la longueur de fissures d'apres Lindley et Nix (1992).

Par ailleurs, en confrontant les résultats de calculs du nombre de eycles de propagation
de fissures obtenus avec la loi de Paris et les résultats d'essais du nombre de cycles a
la rupture, Pook est arrivé a la conclusion que le nombre de cycles de propagation de
fissures constitue qu'une petite partie (2 10° cycles) de la durée de vie (610% cycles) des
échantillons et donc que 'étape d’amorgage de fissures conditionue la majeure partie de
la tenne des échantillons au fretting-fatigue.

1.2.3 Amorcage des fissures

Des lors que la phase d’'initiation des fissures constitue une phase importante avant la
naissance des fissures et leurs propagation, quelques auteurs ont tenté de proposer des
criteres d’initiation des fissures en fretting-fatigue.

En se basant sur le critere de Ruiz [61], Nowell et Hills postulent que I'amorcage de fissures
apparait lorsque les quantités o7 et 76 dépassent un certain scuil on 7 est le cisaillement
a linterface, & est le glissement local et o est le maximum de contrainte de traction en
swiface. L'utilisation de ce critére a permis de prédire les sites d’amorcage en fretting
fatigue aux bords du contact.

Bien que la quantité 7é trouve une signification physique dans I'énergie dissipée par frot-
tement par unité de surface, une telle approche ne tient pas compte clairement des car-
actéristiques de fatigue du matériau mais les fait intervenir d'une fagon globale dans le
seuil. Celui-ci n’est d’ailleurs pas une quantité identifiable a partir d’essais de fatigue
classiques.

1.3 Principe de notre approche de prédiction de I'amorcage des
fissures

Nous essayons dans notre démarche de tenir compte de la résistance au fretting-fatigue
d'une fagon intrinséque, en séparant les effets propres aux géométries des structures en
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contact, aux chargements appliqués des propriétés propres au matérian. L’amorgage des
fissures se fait par la comparaison des cycles de contraintes induits par le chargement cy-
clique & la limite d’endurance exprimée a 'aide d’un critere de fatigue totalement identifié
a partir des essais classiques de fatigue.

Les trajets de contraintes dus en général au roulement avec ou sans glissement sont non
proportionnels. Un critere de fatigue qui est sensé prédire I'amorcage des fissures dans les
problémes de contact doit donc étre multiaxial.

Le critere de fatigue appliqué pour la prédiction d’initiation des fissures en fretting-fatigue
est fondé sur une vue microscopique a I’échelle du grain des mécanismes de fatigue. Avant
de présenter l'approche microscopique, on va présenter succinctement les criteres tradi-
tionnellement utilisés et leurs limites de validité.

1.3.1 Criteres empiriques

Ils sont formulés & partir de résultats d’essais. Ils consistent & déterminer la surface
d'endurance dans le cas de chargements affines simples. Cette surface est déerite suivant
des coordonnées en contraintes qui dépendent de I'essai effectué.

Des criteres ont été établis pour différents types de chargements tel la droite de Goodman
en traction-compression en présence d’une contrainte movenune ou le critere de Gough
Pollard en flexion-torsion [54] etc.

En dehors des chargements pour lesquels 1ls ont été établis, ces criteres ne sont pas valables
pour un autre type de chargement multiaxial plus complexe. De plus, Uéeriture méme
du critere en fonction des parameétres liés & V'essai rend ces formules inapplicables pour
d’autres types de trajets de chargements.

1.3.2 Critéres multiaxiaux

Etant dounées les limites d'application des critéres précédents. d'autres critéres de
fatigue ont été proposés pour des chargements multiaxiaus.
Les critéres traditionnels sont écrits a partir de grandeurs macroscopiques a 1’échelle du
volume représentatif au sens de la mécanique des milieux continus, Ces critéres, comme
par exemple le critere de Findley ou de Marin, ne sont pas tout a fait en accord avec tous
les résultats expérimentaux de fatigue faits pour différents types de chargements.
En rupture avec les critéres traditionnels et dans 'objectif de mieux tenir compte de la
physique des phénomenes, une nouvelle méthode basée sur une approche "micro-macro”
pour Pétablissement d’un critére de fatigue a été proposée tout d'abord par Dang Van
(18, 19]. Des reformulations ont été faites ensuite par Papadopoulos [54] puis Deperrois
[20].

1.3.3 Approche microscopique

Dans un essai de fatigue au voisinage de la limite d’endurance, I'éprouvette a un com-
portement apparemment élastique a l'échelle macroscopique. En revanche, certains des
grains constitutifs du métal, subissent des phénomeénes irréversibles. Daus cette visiou
globale a deux échelles, 'apparition d'une fissure de fatigue, au sens de la mécanique de
la rupture, passe par plusieurs étapes pendant la durée de vie.

Pendant la premiere étape, quelques grains défavorablement, orientés par rapport aux
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directions des sollicitations cycliques, se plastifient suivant des bandes de glissement. Des
micro-fissures 8’y développent et finissent par rompre le cristal. Ces micro-fissures ne sont
pas détectables a I'échelle macroscopique. Puis vient une seconde étape de nucléation
de micro-fissures. Celles-ci se joignent pour former une fissure détectable a échelle de
I'ingénieur. Enfin, la fissure ou les fissures macroscopiques ainsi formées se propagent
pour conduire & la rupture de I'éprouvette.

Dang Van propose un critére de fatigue basé sur le seuil de non nucléation des micro-
fissures au niveau des grains et considere que celle-ci est conditionnée par la réponse
élastoplastique du grain sous le chargement cyclique. Il y a nucléation des fissures, ou
ce qui veut dire aussi rupture des cristaux, par cumul de la déformation plastique au
niveau du grain dans le cas de 'accommodation ou le rochet du cristal dii au chargement
cyclique. Dans le cas de I'adaptation, apres s’étre déformé plastiquement au début, le
cycle des déformations au niveau du cristal devient élastique a I'état stabilisé et il n y a
pas, dans ce cas, rupture du cristal et nucléation de fissures.

L’approche microscopique doit donc tenir compte du comportement élastoplastique du
cristal et on doit donc pouvoir évaluer les contraintes microscopiques a partir des con-
traintes macroscopiques.

]_ }

%5

Figure 1.2: Echelles microscopique et macroscopigue pour un métal polycristallin

Un grain qui commence & subir des déformations plastiques est considérée comme une
inclusion plongée dans une matrice du reste du matériau {Fig.1.3). L’hypothese de Lin
Taylor est adoptée & savoir: la déformation du grain € est égale a la déformation E de la
matrice tout autour.

Sous Uhypothese que la matrice d’élasticité du cristal et de la matrice autour sont égales
et en supposant qu'on n’'a pas de déformations plastiques macroscopiques, le tenseur de
contraintes microscopiques & s’écrit en fonction du tenseur de contraintes macroscopiques
Y et du tenseur des déformations plastiques €” au niveau du grain et des cocfficient
¢lastiques comme suit :

o=X+p

oit on désigne par p, qui est égal & —2ue?, le champ de contraintes résiduelles micro-
scopiques dans le grain.
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Comme p est déviatorique, la pression hydrostatique macroscopique P est alors égale a
la pression hydrostatique microscopique p.

1 .
P= %tT(E) =p= gtr(‘cr)

1.3.4 Critere de Dang Van

En adoptant cette vision & deux échelles et en s’inspirant du modele uniaxial d’Orowan
[53], Dang Van écrit le critere de fatigue comme une limitation locale, sur tout le cycle
0,T] de chargement et sur toute normale au grain n, de la combinaison linéaire de la

cission 7 et la pression p microscopiques a 1'état adapté sous la forme :

Vi e [0,T), Yo, ||z(&) ]| + ap(t) <D
ol a et b désignent les constantes du matériau et || 7(7) ]| est la norme de la cission
microscopique obtenue par :

z(t) = g(t).n — (a(t).n).n

Ainsi écrit, le critere de Dang Van tient compte de Uinfluence de l'effet d'une pres-
sion hydrostatique, confirmée par les observations expérimentales, qui va a encontre
de I'amorcage des fissures.
Pour une normale donnée, le critere de plasticité du grain adoptsé est un cercle de rayon
7, centré a lorigine :

Vo, |z(@) i <7y

Comiue a’état adapté, il existe un tenseur de contraintes p* indépendant du temps tel que

le champ de contraintes microscopiques & chaque instant du cycle g(7) s’écrit en fonction
du champ de contraintes macroscopiques X(¢) sous la forme suivante :

(t) =

IS
g

(t)+p"

Pour un plan de normale donné n, le trajet de la cission macroscopique C{n,t) définie
par : '
C(n,t) = Z(t).n— (Z(t).n).n

est une courbe fermée ¢(n) et s’exprime en fonction de la cission macroscopique de la
fagon suivante :

C(n,t) = z(n,t) + 7* (n)

avec : 7* (n) = p*.n

=

Dang Van construit la cission microscopique 77 (n) indépendamment sur chaque plan de
normal n en supposant, qu'a l'état adapté, le critére de plasticit¢ est un cercle centré a
l'origine de rayon 7,*(n) égal an rayon du plus petit cercle circonscrit & la courbe ¢(n).
Il prend alors 7,*(n) comme le vecteur MO (Fig. 1.3) qui permet de recentrer le trajet
macroscopique.

La construction ainsi faite de la cission microscopique indépendamment suivant chaque
normale est généralement incompatible avec 'existence du champs de contrainte p* mais
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n

Trajet macroscopique

Trajet microscopique

Figure 1.3: Echelles microscopique et macroscopique pour un métal polycristallin

cela reste justifié si on considere que ce sont différents cristaux qui sont concernés lorsque
lorientation du plan varie.

La cission microscopique étant construite, on appliquera le critere de fatigue sous la forme
d’une double maximisation sur la normale n et le temps ¢ du cyvcle :

max [max (|| 2(n,0) || +ap(t)] ] <

Les coefficients a et b sont identifiés & partir des des limites d’essais de fatigue de flexion
ct de torsion.

Le calcul nécessite, pour chaque normale n, la construction du plus petit cercle circonserit
au trajet C(n,t) sur le plan correspondant. Cela induit une (uantité de calculs tres
importante et rend cette écriture difficile pour son application dans les probléemes de
fatigues des structures.

Dauns le but de réduire les calculs, Papadopoulos a proposé un autre critere de fatigue plus
facile a appliquer qu'on va citer par la suite. Afin de faciliter son application, le critére
de Dang Van a été implémenté en reprenant certaines idées du critere de Papadopoulos.

1.3.5 Critere de Papadopoulos

Papadopoulos propose que le grain obéit au critere de plasticité de Von Mises au lieu
du critere de Tresca utilisé par Dang Van. 1l écrit donc que le tenseur du déviateur de
contraintes microscopiques doit vérifier :

vt, =s(t):s(t) <k

flen
1)

B | =

ont & désigne la limite élastique en cisaillement simple.
Ou alors en écrivant le critére de plasticité en fonction du tenseur de déviateur de cou-
traintes macroscopiques :
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La valeur de p* qui minimise la quantité 2(S@) + p*) : (S(t) + p7) est le tenseur —z* ou

¥

=* centre de la plus petite hypersphére circonscrite au trajet des déviateurs S(t).
* est donc la solution unique du probléeme du min-max suivant :

eyt

méin [mtax \/(é(t) —z): (8(t) - 2)]

Le rayon de la plus petite hypersphere ainsi déterminée vaut alors :

max /(S(t) - 2') : (8(t) - 27)

Papadopoulos pose le critere de fatigue sous la forme :

E* 4 aPys < b

Par désigne la pression maximum sur le cycle de chargement et i* s’exprime en fonction
de la rayon de la plus petite hypersphere de la maniére suivante:

* 1 * . f o~
B = e max /(80— 21+ (800 - 2)

Ainsi écrit, le critere de Papadopoulos prend en compte, comme ic critere de Dang Van,
de Deffet favorable de la pression hydrostatique positive sur le non-amorcage des fissures
de fatigue.

La différence avec le critéere de Dang Van est de 'ordre de la différence entre le critéere de
plasticité de Tresca et de Von Mises.

1.3.6 Reformuiation du critére de Dang Van

On a évoqué la lourdeur des calculs que requiert U'écriture du critere de Dang Van.
En reprenant l'idée de Papadopoulos, on va évaluer la cission inicroscopique a partir
du tenseur de contraintes résiduelles microscopiques p* déterminé par le processus de
rechierche du min-max. -

Lorsque p* est déterminé, on va pouvoir calculer le tenseurs des contraintes microscopiques
a(t) par :

a(t) =L%(t) +p

On évaluera la cission microscopiques maximale 7(t) a partir de la plus grande valeur
propre o (t) et la plus petite valeur propre or(¢) du tenseur g(¢) e la maniére suivante:

. C"](t) - O'“‘](t)
() = 22

Le critere de Dang Van s'écrira donc :

max [7(t)+ap(t)] <D

La courbe fermée décrite par les couples (7(t),p(t)) pour un cycle de chargement est
représentée dans le diagramme de Dang Van ol 7 et p sout portés respectivement en
abscisse et en ordonnée. La tenue en fatigue est donnée par la comparaison de cette
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courbe A la droite 7 4+ ap = b déterminée par le coeflicients a et b obtenus a partir des
limites de fatigue du matériau en flexion f et en torsion t.

t—f/2
f/3
b= t
Lorsque la courbe se trouve en dessous de la droite matérielle en tout point de la structure

alors il n y a pas amorgage de fissure de fatigue et dans le cas ol cette courbe coupe la
droite matérielle alors il y a amorgage de fissure au point considéré (Fig. 1.4),

T T()
] -
Y T

Figure 1.4: Diagrammes de Dang Van dans le cas de non-rupture et de rupture

1.3.7 Application du critére de Dang Van

En pratique, on détermine les contraintes L.,7 = 1,..\" en plusienrs instants du trajet
de chargement dues au chargement cyclique. On déterminera par la suite les déviateurs
S, = 1,..N correspondants. On construit moyennaut Ialgorithuie, donné par Pa-
padopoulos, la plus petite hypersphere circonscrite a Pensemble des 3,0 = 1,..N daus
I'espace des déviateurs.

En notant C le centre de cette hypersphére, on calculera les déviateurs microscopiques
s,,t=1,..N par la formule suivante :

§i=S.»~C

-1 =

On calcule la cission microscopique 7; a chaque instant en fonction de la plus petite valeur

propre s{'!" et la plus grande valeur propre s/ du tenseur s, :

s, — s _
7= 1=1

2 3
On représente la pression p; = 1/3 tr(_;_i) et la cission microscopicue 7; pour tout le cycle
et on compare la courbe fermée ainsi décrite a la droite 7 = b—ap en calculant la quantité
suivante :

I 1
: 2 N
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b—ap; — i

b
Dans le cas ol « est positif, le trajet fermé décrit par (7(¢), p(t) est au dessous de la droite
matérielle et il n y a donc pas rupture et dans le cas ot o est négatif il v a amorgage de
fissures.

o = max
K2

1.4 Conclusion

A travers les travaux récents tirés de la littérature, il apparait que le nombre de cycles
a linitiation des fissures constitue une partie importante de la durce de vie en fretting-
fatigue.
Notre approche de prédiction de l'amorgage des fissures vepose sur la détermination des
limites de fatigne du matériau d’'une maniere intrinseque indépendamment du type de
chargement appliqué et des géométries en contact a partir des essais de fatigue. Les
contraintes dues au chargement cyclique de fretting-fatigue sont comparées par la suite &
la limite d’endurance du matériau a travers un critere de fatigue multiaxial basé sur une
vie microscopique a l'échelle des cristaux des mécanismes de fatigue L'application du
critere de Dang Van pour 'amorcgage des fissures fera Uobjet du chapitre suivant.




Chapitre 2

Prédiction de 'endommagement en fretting-fatigue

2.1 Introduction

Nous avons vu que les essais effectués en fretting-fatigne aboutissent a des cartes de
fretting fatigue qui résument, suivant les sollicitations extérieures, les endommagements
éventuels subis par I'échantillon (non dégradation, fissuration ou usure). Nous allons faire
la prédiction théorique de ces résultats donnés par des expériences faits par Petiot [55]
sur Dacier 32CDV13 utilisé dans les rotors d’hélicopteres a I'Aéorospatiale,

Nous allons, tout d’abord, rappeler I'expérience et les résultats obtenns dans la carte de
fretting. Notre approche pour la prédiction de ces résultats consiste a :

¢ calculer I’état de contraintes a 1’état stabilisé sous le chargement cyclique de fretting
fatigue qu’on décrira préalablement;

e dans le cas d'un état stabilisé adapté, on appliquera le critére de fatigue multiaxiale
de Dang Van pour prédire 'amorcage des fissures. On regardera I'endommagement
associé dans le cas de 'accommodation.

2.1.1 Montage et résultats expérimentaux

On considere une éprouvette plane sur laquelle on vient fixer sur chacun de ces faces un
patin cylindrique de diametre de 10 mm appuyé avec un effort normal P constant (figure
2.1). Toutes les dimensions du patin et de 'éprouvette sont présentées dans l'annexe
C'. L’éprouvette est soumise & une sollicitation de fatigue S(t) variant entre 0.15,,4, et
Siner qui conduit & un déplacement du patin a petite amplitude de débattement lié a la
sollicitation de fatigue. Un systeme d’acquisition donne, & I'aide e jauges fixées dans le
bras, la déformation dans ce dernier et donc aussi Ueffort tangentiel 7'(¢) pendant le cycle.
Les essais sont réalisés a une fréquence de 20 Hz sur une machine de fatigue INSTRON
1342. L’éprouvette a une rugosité moyenne de 0.45um et est fahriquée en acier 32CDV13
(ui est un matériau utilisé dans les pieces tournantes d’hélicopteres. Le patin est en acier
180C6 beaucoup plus dur utilisé dans les bagues. Les compositions chimiques des aciers
sont données dans les tableaux 2.1 et 2.2.

a

Si Mn S P Ni Cr Mo V Te

0,333 | 2% 1 055 | < 0.002 | 0008 0‘05‘2'93i0'83 O3 {94017
¢ 1 I

Tableau 2.1: Composition chimique de I'acier 32CDV13.

81
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C Si Mn S P Cr Cr Mo %

0,95 | 0.15 { 0.2

A
A

1.33 < < <

1.10 { 0.35 | 04 | 0.02 | 0.03 } 1.6 0.4 | 0.10 | 0.30

Tableau 2.2: Composition chimique de 'acier 100C6.

S
S Slnax}
T t
T P effort normal
S contrainte de fatigue

i) O

L

|

S

Figure 2.1: Montage expérimental du fretting fatigue

Suivant les valeurs de la sollicitation maximale de fatigue 5,,,. ¢t de 'effort normal P, on
obtient différents types d’endommagement qui correspondent & des régimes de glissement.
différents détaillés dans la figure 2.7. 11 y a de l'usure dans le régime de glissement total,
fissuration aux bords du contact dans le régime de glissement partiel et non dégradation
dans le régime de collage.

Le tableau 2.3 donne les propriétés mécaniques de 1'acier 32CDV13 de 'échantillon et de
I’acier 100 C6 du patin.

2.2 Modélisation et calcul de fretting-fatigue

Pour prédire le type d’endommagement, on doit calculer 'état de contraintes a l’état
stabilisé sous le chargement cyclique du fretting-fatigue. Nous allons donné les contraintes
normales et tangentielles calculés par Nowell et Hills [51] pour le fretting-fatigue. On
donnera par la suite le trajet de chargement cyclique que nous adopterouns.
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Limite élastique en traction | Limite de rupture en traction | Module d’Young | Dureté

(MPa) (MPa) (GPa) (Hv)
32CDV13 980 1140 215 360
100C6 1700 2000 210 62

Tableau 2.3: Propriétés mécaniques des aciers 32CDV13 et 100C6.

2.2.1 Contraintes de contact en fretting-fatigue

P
P 77
\\ _’/ < .77
-a +a S 7
AAA—
S — — 'S (97vw 7
7
p 7

y
(a) (b)

Figure 2.2: (a) Schéma du montage expérimental du fretting-fatigue. (b)Modeéle de contact
adopté par Nowell et Hills pour le calcul des contraintes de contact

Nowell et Hills calculent analytiquement les contraintes de contact dues au chargement
de fretting fatigue décrit dans la figure 2.2 en considérant un cylindre en contact avec
demi-espace infini soumis & un effort normal P, & un effort tangentiel 7' et une contrainte
en volume S. Ils se mettent, comme dans les I'hypothese de Hertz, dans le cadre de
I'élasticité linéaire en prenant une loi de frottement de Coulomb.

Les pressions normales sont celles données par Hertz et les contraintes tangentielles sont
perturbées par rapport a celles de Mindlin (sans contrainte de volume). La zone de contact
comporte une zone de collage, de demi-largeur ¢, excentrée par rapport a l'origine d'une
distance e dans le sens de 'effort tangentiel appliqué et délimitée de part et d’autre d’une
zone de glissement.

En procédant comme dans 'approche de Mindlin, Nowell écrit que la contrainte tangen-

tielle est une superposition de —pup(x) sur toute la zone de contact et de ¢'(z) sur la zone
de collage :

q(z) = —pp{e) + ¢{«)

avec : ¢'(z) = 0 pour |z —e| > c et p(x) désigne la pression de Hertz.

Nowell et Hills résolvent I’équation intégrale qui donne la dérivée du glissement u; — u,
cn fonction de contrainte tangentielle ¢ et la contrainte de fatigue S :
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Figure 2.3: Contraintes tangentielles en fretting-fatigue

Ouy  Ousy 41 —v?) e g&) S )
= - ) e — 21—
dr Oz <E /_a wogl gt

en satisfaisant les conditions de glissement sur les intervalles [—a, ¢ — €] et [c + e, a] et
d’adhérence sur [c — e, c + e} et obtiennent :

¢(x) = c/a upoﬁ I Clalls

2
ou :
c “ T
- /1 o
a \/ 1P

et 1'excentricité e de la zone d’adhérence s’exprime en fonction de la contrainte S et de la

pl’cssion maximum de Hertz :
, S
cjd = ———
41po

Ceci reste valable tant que :
—a<Le—cetet+c<uau

C’est-a-dire que :

S <4(1~/1-T/uP)
HDPo

Dans le cas on la contrainte S est telle que — est supéricure a 4 (1 — /1 —T/1P), le
Do

déplacement engendré par S en un point de la surface du demi-espace infini devient grand
et une inversion du glissement a droite dans le sens de 'effort du cisaillement se produit.
On obtient, de ce fait, une zone centrale d’adhérence excentrée de longueur ¢; + ¢, et une
zone de glissement périphérique de chaque coté avec des signes opposés pour la contrainte
tangentielle (figure 2.4).
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q (x)

z4ne d‘adhmnca/\

G, «+a

Figure 2.4: Contraintes tangentielles en fretting-fatigue

2.2.2 Modele et chargement adopté

Dans les conditions de Vexpérience de fretting-fatigue décrite auparavant, I'effort de ci-
saillement T'(t) est lié a la contrainte cyclique de fatigue S(¢). L'etfort ne peut étre connu
qu’en faisant un calcul de structures en maillant le patin et I'éprouvette et en mettant
des éléments de contact a l'interface. Le calcul quoique cofiteux a été effectué par Petiot
[55].

Oun rappelle que, dans 'expérience, sont imposés :
e l'effort normal P,
e la contrainte de fatigue S,

et on mesure
o 'effort tangentiel T

o le coefhicient de frottement p

Oun va s’intéresser dans notre calcul uniquement a la réponse de I'éprouvette modélisée
par un demi-espace infini soumis, comme le montre la figure 2.2 a :

)

. . s

e une pression normale hertzienne constante : p(x) = pg\/l —
] o2

ol pg et a sont calculés a partir du contact non conforme patin cylindrique de
rayon [?; = dSmimn sur la facette plane R; = oo de I'éprouvette (Le calcul général
Hertzien est présenté dans 'annexe B). Pour les valeurs de 1'effort normal imposé
dans l'intervalle [80N, 140N}, la pression maximum de Hertz poy est de ce fait dans
Uintervalle [545 MPa,720 MPa] et la demi-largeur de Hertz est dans la gamme [50
1,60 pm|.

e Une contrainte de fatigue S(¢) variant entre Spin = 0.1S5,..: et Shaz-

e Des contraintes tangentielles résultant de effort tangentiel cyclique qu'on définira
par la suite.

Selon le régime de glissement partiel ou total observé expérimentalement et en prenant la
valeur de 'effort tangentiel maximum mesuré & 'état stabilisé, on adoptera pour 'effort
tangentiel et les contraintes tangentielles les cycles définis ci dessons.
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o Glissemnent partiel

C'est le type de glissement rencontré dans ce qui est appelé expérimentalement le
régime de collage et le régime mixte. Les courbes T'(t) — S(¢) {boucles de fretting) a
létat stabilisé, sont rappelons le, quasiment linéaires avec une forme elliptique plus
prononcée pour le cas de régime mixte.

Nous allons prendre une relation linéaire entre S(t) et T'(¢) :

T(t) = K S(¢t)

ou: K = Tma:z:/Sma:z

et : Tinax est Ueffort tangentiel maximum mesuré.
Lorsque la contrainte S(t) varie entre Sy = 015,42 €t S, Peffort tangentiel varie
entre Toin = K Smin €t Trnr.

On va simuler les points correspondant aux (S,,...F ) désignés dans la carte de fretting
figure 2.7). Le tableau 2.4 donne les valeurs des parametres pour les points simulés:
5 i

P(N) | Smar{MPa) | Tmaez(N) {mesuré)
140 600 97
140 350 53
140 500 6%
100 400 58
100 600 80

Tableau 2.4: Données pour les points simulés en régime en glissement partiel.

S ;

En constatant que — < 4 (1 ~ /1 — T/uP) pour toutes les valeurs du tableau, on
HPo

se trouve dans le cas de contraintes tangentielles dounées dans la figure 2.3 avec

une zone d’adhérence excentrée mais de méme signe sur toute la zone de contact.
L’excentricité est peu importante (de l'ordre de 0.2a) daus les cas envisagés. Hills
[51] montre analytiquement que les contraintes résultant des contraintes tangentielles
avec décalage de la zone d’adhérence sont peu différentes de celles résultant des pres-
sions de Mindlin. Nous allons adopter donc pour notre modélisation des contraintes
tangentielles de Mindlin. :

L’effort tangentiel décrit un cycle entre T, et Thner non symétrique et les contraintes
tangentielles deviennent cycliques au bout d’'un demi cycle de chargement. Elles sont
obtenues par superposition comme dans la section 3.3.1 de la partie II.

En A (figure 2.5) (T = Tynin), les contraintes tangentielles sont la superposition de
celles résultantes du chargement pendant le premier demi-cycle jusqu'a T,,,, ct de
celles obtenues durant la décharge de la quantité AT = T,y — Thnax-
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s x2
q SL‘ = —upy 1 —- — Cmin < |$| S a
-'132 Cmin -
g(z) = —ppo \/1 -2 ,/ } Conne S|

l < Crnar
z? Cmin x? <21)
q(gj = —upg 1-— a—i —2 III < Cmaz

CTH,G.
+ 41 - 2}

A
ey

Cmaz €8t donné par :

et Cmin DAL :

Cmin [7__ Tma,r - Tmin

a 2uP

Celles correspondantes a 'effort tangentiel en B sont obtenies par superposition de
celles obtenues en A et de celles qui résultent de l'effort tangentiel 7'(t) — Ty avec
une zone de collage ¢ qui dépend de T'(¢). Soit au total :

x? .
q(x) = ppoy[1-— c<fr[<a
, [ x? c x?
qlz) = pupy |4/1— — = 2=\1-— Cmin <zl <
a a C
. [ / z? c | 2 Crnin 22
Q(I) = WUDPo 1 - - 2—4/1— ) + 2 =z \/1 - 3 } Crnin g 'I| S Cmazx
a a ¢ a Crnin
/ x? c x?
q(.’lf): HPo 1“’(—}—27—2— 1—— |1‘| gcmam
Cinin Cmu.
+2 1- : ,/ }
L a (mzn Cmaz

avec : ¢ qui s’exprime en fonction de T par :

E . 1 T~ Tmin
a 2uF

Entre la phase C et D, les contraintes pour l'effort s’obtiennent par superposition de
celles correspondant a Tine, et celles de T — T, et sont donnédes par :
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Tmax C
%
Tminf 4 i
Smin S max S(t)

A/KL/\:\(B? :

max
5 e

® ©
= min T=T
-Cmi,/\ +C i /\ e
a “C max
O\
“C max

+Cmax +a

<5 4 ©

72
q(z) = —ppoy|1=— c< i <a
2 c 2
(](l‘): ”‘ﬂPO[ 1_5"25 1‘—6_2 Crwx<!‘T|SC
) /—_Ju7 c 2 (2.3)
q(z) = —upo V1 - 25 ) lz] < Cran
Cmaz z?
+ 1 - ——;
a' CTYLU.I
ou ¢ est donné en fonction de T par :
c_ / Tnaz —T
a 2uP

o Glissement total

Pour certaines valeurs de (P, S...), il est observé expérimentalement un glisse-
ment total qui induit une usure forte et un détachement de particules. Les courbes

représentant 1'effort tangentiel en fonction de la contrainte S(¢) ont une forme trapezoidale

avec un palier horizontal qui correspond au glissement total.

Nous allons prendre 'évolution telle que celle observée expérimentalement. L'effort
tangentiel varie donc linéairement en fonction de S(¢) avec une constante de propor-
tionnalité K (la méme qu'en glissement partiel). Lorsque la contrainte S(t) atteint
les valeurs critiques S;; = Spin + 2K P ou Sy = Spar — 2P, il v a glissement
total et I'effort tangentiel est saturé a £uP suivant le sens du glissement.
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La figure 2.7 montre les points simulés correspondants aux valeurs de 'effort normal
P et du maximum de la contrainte S,,,, représentés dans le tableau 2.5.

Tableau 2.5: Données pour les points simulés en régime en glissement total.
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Figure 2.6: Chargement adopté en fretting-fatigue en cas de glissement total

On vérifie que pour ces données, les contraintes tangentielles sont de type montrées
sur la figure 2.3. Le décalage e de la zone de collage due & la contrainte S(t) n’est pas
tres important (e est de I'ordre de 0.2a). On adoptera comme dans le cas précédent
des contraintes tangenticlles de Mindlin.

Le cycle des contraintes tangentielles dues & I'évolution de l'effort taugeutiel en fonc-

tion de la contrainte volumique de fatigue S(t) est représenté sur la figure 2.6.

Partant de la valeur —p P (configuration A), effort tangentiel varie donc linéairement
en fonction de S(t). Les contraintes tangentielles valent :
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(2.4)

b aut < 1 wb + 1
v o= -
ou ¢ . Wz

Quand celle-ci atteint la valeur Sy, il v a glissement total et 'effort tangentiel reste
bloqué & la valeur pP, le chargement se déplace d’une valeur ¢ dans le sens de V'effort
précédent jusqu’a la configuration E ol la contrainte S{t) atteint son maximumn Sy.q;.
Puis & partir de la configuration E, S(¢) commence & diminuer et Ueffort tangentiel
diminue proportionnellement et les contraintes tangentielles résultantes valent dans
cette phase :

2

2
g(z) = —ppoy/1- = c< |zl <a
a? 9
/ 2 c (2.5)
g(z) = —ppo |1 -5 =27 ] < ¢
a a
i c , uP —T
c est donné par: — =4/1 — ———
a 2uP
180
160 b regime mixte
Collage
1+ A ] = J
120 l = L
Non degradation Amorcage de fissures
. HOU A A A - a
z
& 80 L] L]
60t Glissement
40
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' 00 200 00 am s w7
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Figure 2.7: Carte expérimentale d’endommagements de fretting-fatigue

Quand S(t) atteint en diminuant la valeur S, dans la configuration G, leffort tan-
gentiel atteint la valeur —pP. Il y a glissement total et déplacement du chargement
d’une distance ¢ dans le sens de l'effort tangentiel jusqu'a retrouver la position ini-
tiale H (qui est la méme que A) décrivant ainsi un cycle entier.

L’amplitude de déplacement est prise égale & 0.25a. On reviendra par la suite sur la
validité de cette valeur dans la discussion.
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2.2.3 Maillage et caractéristiques du matériau

Le maillage représenté sur la figure 2.8 comporte 1112 noeuds et 1674 éléments en
triangles et quadrangles. La zone du contact est maillée d'une fagon plus fine avec une
taille de maille de l'ordre de a/10 soit ici égale & 6 um - 8 pmn (de l'ordre de la taille du
grain).

Figure 2.8: Maillage pour le calcul en fretting fatigue avec raffinement de la zone de contact.

Le comportement du matériau est supposé élastoplastique a écrouissage cinématique
linéaire avec les caractéristiques données dans le tableau 2.6.

Module d*Young E 215 GPA
Coeflicient de Poisson v 0.3
Limite d’éjasticité en traction oy 980 MPA

Coefficient d’écrouissage cinématique C | 60 GPA

Tableau 2.6: Caractéristiques élastoplastiques du matériau.

On donne aussi les limites de fatigue du matériau obtenues par des essais de fatigue
classiques en flexion et en torsion alternée :

Limite de fatigue en flexion alternée | 594 MPa

Limite de fatigue en torsion alternée | 380 MPa

Tableau 2.7: Limites de fatigue du matériau.
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2.2.4 Résultats de calcul en glissement partiel et prédiction de 'amorcage
des fissures

En glissement partiel, les conditions du chargement avec les valeurs du tableau 2.4 don-
nent un état stabilisé adapté pour la structure. Les isovaleurs de la déformation plastique
équivalente sont représentées sur la figure 2.9 pour un exemple de cas de chargement en
glissement partiel P = 100N et Syqp = 600M Pa.
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Figure 2.9: Déformation plastique concentrée au bord x = —a du contact (coté en traction
sous I'effet de I'effort tangentiel)
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Figure 2.10: Les cycles de contrainte-déformation de fretting-fatigue en glissement partiel
P = 100N et Sz = 600M Pa

Le maximum est localisé au bord du contact du coté gauche (@ = —«) qui est le coté qui
rentre en traction sous l'effet de I'effort tangentiel. La figure 2.10 mountre le trajet lincaire
contrainte-déformation pour un point en z=-4a/10 et x=-4a,/10 qui se trouve dans la zone
du maximum de déformation plastique. Les cas de chargements en glissement partiel




2.2 Modélisation et calcul de fretting-fatigue 93

aboutissent & 'adaptation et on obtient a l'état stabilisé les cycles de contraintes en
chaque point de la structure. On applique le critere de fatigue multiaxiale de Dang Van
pour prédire amorgage des fissures pour ces différents cas de chargements. On trouve que
le point le plus critique se trouve au bord du contact du coté qui est en traction sous l'effet
de leffort, tangentiel. Ceci coincide bien avec les observations expérimentales. Les trajets
de cisaillement microscopique-pression hydrostatique pour le point le plus critique sont
représentés sur les figures 2.11 et 2.12. On remarque que les trajets pour les régimes dits
mixtes, pour lesquels on observe expérimentalement la fissuration, se trouvent au dessus
de la droite de limite de fatigue du matériau révélant ainsi la nucléation des fissures.
Les trajets (7, p) pour les cas de chargements en régimes de collage, qui ne conduisent
A aucun endommagement d’apres les expertises faites apres essais, sont en dessous de la
droite matérielle.
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Figure 2.11: Diagrammes de Dang Van
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Figure 2.12: Diagrammes de Dang Van aux points critiques
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On voit donc que nos prédictions de la fissuration en régime mixte et de la non dégradation
en régime de collage sont en parfaite concordance avec les résultats expérimentaux.

On représente aussi le degré d’endommagement pour tous les points de la structure pour
le cas de chargement P = 100N et Spor = 600M Pa exprimé par la quantité o qui est la
distance normalisée de la courbe (7, p) & la droite matérielle. a vaut explicitement (voir
la section 1.3.7) :

b—api — 7
b

Lorsque « est négatif, tout le trajet (7, p) en ce point est en dessous de la droite matérielle
et il n’y a pas d'amorgage de fissure et quand a est positif, la courbe (7, p) coupe la droite
matérielle et il y a donc amorgage de fissure en ce point. La figure 2.13 montre les isovaleurs
de la valeur a. On voit que le maximum de « est localisé dans une zone au bord gauche
(x = —a) du contact qui est en traction sous l'effet de I'effort tangentiel. La valeur de o
a l'autre bord du contact (z = +a) est négatif (-0.788) et 'amorcage des fissures n’a pas
eu lieu. Cette dissymétrie est due au fait que Ueffort tangentiel est positif pendant tout
le cycle et il génere donc des contraintes de traction o,, au bord gauche (x = —a) du
contact et des contraintes de compression au bord droit (v = +«a) du contact. Comme le
critére de fatigue tient compte de leffet favorable d’une pression hydrostatique positive
sur I'amorcage des fissures, on obtient donc que les fissures s'initient préferentiellement
du coté gauche (z = +a) qui est en traction sous effet de I'effort tangentiel.
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Figure 2.13: Isovaleurs de la valeur du critére

La figures 2.14 montrent les trajets (7,p) pour les points aux bords et dans la zone de
contact. La courbe (7, p) est trés en dessous de la droite de limite de fatigue du matériau
(a=-0.951) pour un point dans la région en dessous du contact et 'amorcage des fissures
ne se fait donc pas dans cette zone ou la pression hydrostatique résultant de 'effort normal
est importante.

Il apparait d’apres la figure 2.15 que le cycle des contraintes & 1'état stabiligé au bord cri-
tique du contact (x = —a) est proche d’un cycle de traction- compression puisqu’on
voit que la composante o,, varie entre —500 M Pa et 1000 A/ Pa alors que les com-
posantes o,, et 0,, prennent pendant le cycle des valeurs plus faibles dans U'intervalle
[--100 M Pa, 400 M Pa].
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Figure 2.14: Diagrammes de Dang Van pour des points en profondeur et en surface
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Figure 2.15: Cycle de contraintes au bord critique en glissement partiel P = 100 N et Siqr =
600 M Pa en fretting-fatigue
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2.2.5 Résultats de calcul en glissement total et caractérisation de ['usure

Les calculs en glissement total d’apres les valeurs du tableau 2.5 aboutissent a un état
stabilisé accommodé. Le cycle non linéaire de contrainte-déformation & I'état stabilisé est
représenté sur la figure 2.16.

$00.0
A7
/
o8 r E

PN

£
= & 26
&, <
= 5
& ]

35006 o

© £
2 =
b &
= L
4 / 5 s /

= e

7
<9006 | — K # 7
15059 =l Nl Y] 3
48 40 40 , 28, 66 10 3.0 EY) 20 e o #5 6. 05
Plastic srrain €’ (107) Plustic shvar strum €t 107)

Figure 2.16: Cycle contrainte-déformation fretting-fatigue en glissement total P =
80N, Spar = 500 M Pa

La figure 2.17 montre les isovaleurs des déformations plastiques a l'instant du cycle pour
lequel l'effort tangentiel est nul (position F pour le cycle de chargement en glissement
total dans la section 2.6). Celles-ci sont étendues & la zone de contact. Elles atteignent
des valeurs de I'ordre de 1072 et sont donc plus importantes qu'en glissement partiel pour
lequel elles sont de lordre de 1073 (figure 2.9).
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Figure 2.17: Isovaleurs des déformations plastiques équivalentes en régime de glissement total
en fretting-fatigue P = 80 N, S,nee = 500 M Pa

Il apparait donc que l'usure, qui est le type d’endommagement cbtenu en glissement total,
est associée a un processus de plastification cyclique du matériau dans la zone de contact.
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L'usure est donc une phénomene lié aux caractéristiques de fatigue oligocycliques du
matériau.

Cette conclusion rejoint les travaux de Johnson {33] et Ludema [39] qui soulignent que le
mécanisme d'usure est da a la plasticité cyclique au niveau de la surface.

L’usure par fatigue se fait par détachement de matiere en forme de fines plaquettes connu
sous le nom de délamination (Suh [65]). Ce mécanisme a été longtemps étudié en terme
de fissures paralleles & la surface par 'application de la mécanique linéaire de la rupture
[60, 28, 24]. Mais il est connu que l'usure se produit avec un frottement important, ce
qui génere des déformations plastiques et un écrouissage du matériau a la surface. Ceci
est confirmé par les coupes faites en dessous des zones usées mettant en évidence un fort
couchage de fibres. Ce qui conforte la these que 'usure est plus un phénomene induit par
la plasticité cyclique et non par un mécanisme de fissuration.

Ludema [39] a fait des travaux dont les conclusions vont dans ce sens. En effet, en faisant
une série expériences de glissement d'un pion sur disque avec différents conditions de
chargements et différents matériaux, il trouve une bonne corrélation entre le nombre de
cycles a I'usure de fatigue par grippage (scuffing) et les propri¢tés mesurées de fatigue
oligocyclique C et n (parametres de la loi de Coffin-Manson Ny = 1/2(A¢,/2C)Y™). Les
résultats sont montrés sur la figure 2.18 ou le nombre de cycles de rupture est représenté
en fonction des parametres C et n et on voit que le matériau résiste a 'usure d’autant
plug que sa capacité a résister a la fatigue oligocyclique est élevee.
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Figure 2.18: Comparaison de la résistance a l'usure (scufffing) et des propriétés de fatigue
oligocycliques d'apres Ludema (1995).

Toujours dans le méme courant d’idées et au terme d’observations expérimentales et des
calculs analytiques, Johnson et Kapoor [33] affirment que 'usure de fatigne est due a
un meécanisme de plasticité cyclique et donc a la fatigue oligocvclique: Et clest aussi
le résultat d’une évolution de type rochet ol la déformation plastique, sous l'effet du
chargement cyclique de contact, augmente indéfiniment jusqu’a la rupture ductile qui
correspondrait a un enlévement de matiere en forme de débris.

Une réponse asymptotique de type rochet aurait pu étre obtenue dans notre modele en
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adoptant une loi d’écrouissage cinématique non lin€aire comme a été fait dans les travaux
de Muller [47]. L'objectif de son travail a été en effet de construire un modele quantitatif
pour prédire l'usure en tenant compte des grandeurs mécaniques locales (déformation
plastiques, taux de rochet) calculées & partir du chargement et des caractéristiques du
matériau. Habituellement, on ne prend en compte que les grandeurs macroscopiques
pour proposer des lois d'usure classiques [1]. ‘

2.3  Conclusion

La prédiction des endommagements dans le cadre de notre modélisation est en ac-
cord avec les résultats expérimentaux des essais de fretting-fatigue. La carte de réponse
résumant les dégradation est totalement interprétée par notre approche. Ainsi, il est
montré que les sollicitations correspondant au régime de collage ne conduisent pas a
I'amorcage des fissures et que le chargement en régime mixte couduit a la fissuration aux
bords du contact en appliquant le critere multiaxial de fatigue de Dang Van. En outre, on
a vu que 'usure est associée a une réponse de type accomniodation du matériau supposé
a écrouissage cinématique linéaire.

Notre démarche de prédiction de 'amorcage des fissures est basée sur la détermination
des limites de fatigue du matériau indépendamment des types de chargement et des
géométries de contact (propres & l'essai) et ce par le moven d'essais classiques de fa-
tigue. Par conséquent, I'approche mise en ceuvre devrait étre prédictive pour le cas de
structures en service soumises a des dégradations de fretting-fatigue.

Par ailleurs, la méthode permettrait aussi de choisir parmi les solutions industrielles
adéquates par une prédiction préalable pour tenir compte des contraintes résiduelles
résultant d'un traitement thermomécanique du matériau ot d'un faible coefficient de
frottement dans le cas d’un vernissage de la surface.

Nous avons aussi souligné un résultat intéressant a savoir que le détachement de débris
d'usure par fatigue est la conséquence de la plasticité cyclique infirmant ainsi les théories
qui abordent le détachement de plaquettees d’usure dans le cadre de la mécanique linéaire
de Ia rupture comme une propagation de fissures en sous couche paralleles & la surface.
De la ménie fagon, nous ouvions un axe de recherches pour la construction de modeéles
d’usure a partir des grandeurs mécaniques locales et des limites de fatigne olygocycliques
du matériau.




Conclusion Générale

Nous nous somimes intéressés a l'étude des endommagements dus au contact et frotte-
ment & faible amplitude de débattement. Notre démarche consiste a :

e calculer numériquement les grandeurs mécaniques a 1'état asymptotique résultant du
chargement cyclique;

e prédire 'initiation des fissures en appliquant un critére de fatigue multiaxial déterminé
par des essais de fatigue classiques.

Pour cela, nous avons développé une méthode numérique rapide qui permet de calculer
directement 'état cyclique dt & un chargement périodique éventuellement mobile. Cette
méthode a été appliquée au cas d'un matériau élastoplastique a écrouissage cinématique
linéaire pour lequel la réponse limite mécanique est toujours périodique. Cela dit, cette
méthode pourrait étre adaptée pour d’autres comportements pour lesquels la réponse du
matériau peut présenter du rochet.

Par ailleurs, le principe de la méthode pourrait servir a élaborer un algorithme qui permet
d’obtenir la réponse mécanique périodique en espace d’une structure périodique soumise
a un chargement mobile en faisant un calcul uniquement sur une longueur d’onde de la
structure. Ceci permettrait de traiter par exemple un chargement de contact mobile sur un
demi-espace infini contenant des inclusions réparties régulierement d’une facon périodique.
Uie extension serait envisageable par la suite pour calculer la réponse d’un demi-espace
infini présentant un profil rugueux périodique a la surface sowmis a un chargement mobile,

La prévision de l'initiation des fissures de fatigue a donué des résultats en tres bon

accord avec ceux issus des essais de fretting-fatigue. On soulignera que notre démarche
de prédiction est indépendante des géométries et des chargements propres a 'essai; Cecl
est donc tres encourageant pour des applications a des structures réelles.
Dans le cadre de notre modélisation, les contraintes de contact sont supposées Hertzi-
ennes. Cette hypothese est sans doute remise en cause lorsque les profils des solides en
contact sont changés a cause des déformations plastiques séveres obtenues dans le cas par
exemple de 'accommodation ou du rochet. Il faudrait alors examiner plus en détail ce
point en faisant un calcul élastoplastique couplé avec la détermination des contraintes de
contact tenant compte de 'évolution des géométries. Malgré tout Uintérét que revét ce
genre de calcul, ce dernier risque d'étre treés cotiteux; Il est donc nécessaire de chercher
des algorithmes qui permettent de traiter ces opérations en des temps raisonnables.

Au terme de notre travail, nous sommes arrivés aussi a la conclusion que 'usure est
associée a une réponse de la structure de type accommodation. Ainsi, le détachement des

plaquettes d’usure est le résultat d’un mécanisme mettant en jeu la ductilité du matériau

99
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tels que 'endommagement par fatigue olygocyclique ou la déformation cumulée par I'effet
du rochet.

L’élaboration des lois d’usure par des modeles qui tiennent compte des grandeurs mécaniques
locales prend tout son importance. Afin de réaliser cela, il est nécessaire d’effectuer
plusieurs essais avec différents matériaux dans diverses conditions expérimentales. 11
est aussi important en paralléle de développer des méthodes de calculs rapides pour
déterminer les quantités mécaniques et de connaitre leurs évolutions pendant les cycles
de chargement pour valider les modéles proposés.
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Annexe A

Construction de la plus petite hypersphere
circonscrite a un ensemble de points

On considere 'ensemble de [ points (I > n + 1) qui engendre 'espace R™:

S={z;/i=1,2,1} ,I>n+1

On chierche le centre de la plus petite hypersphere circonscrite a 'ensemble 5. Clest la
solution ¢ du probléme du min-max suivant:

minmax || z; — c||
(4 7

Toute hvpersphere étant convexe, la plus peite hypersphére circonscrite a S coutient
'enveloppe convexe S de S. S et S admettent donc la méme plus petite hypersphere
ciconscrite. D’aprés le théoreme {22}, la plus petite hyperspheére circonscrite & un ensemble
convexe borne existe et est unique.

Nous allons maintenant caracteriser cette plus petite hypersphére circonscrite pour nous
aidera a trouver son centre et son rayon.

On va donner avant une définition. On appelera polytope engendré par un ensemble
de ¢ points, 'ensemble de barycentres de ces points affectes des coefficients positifs. La
dimension du polytope est la dimension de 'espace qu’il a engendré. On rappelera que
la dimension de l'espace engendré par un ensemble de 7 points est an plus égale & 7. ainsi
lles polyvtopes de dimension 2 sont les triangles et les polvtopes de dimension 3 sont les
tétraédres. D’aprés le theéoreme de Karathéodory [38], enveloppe convexe S de S est
I'union de tous les polytopes engendres par au plus n + 1 points de S. Le nombre m de
ces polytopes est donc egal a:

m=CE+CP+ ..+ C+CpH

Soit P, une combinaison de n + 1 points de S engendrant 'espace R™. Les n + 1 points
de P, sont les sommets d'un polytope de dimension n et il existe une seule hypersphere
passant par tous les sommets. Son centre est l'intersection des n(n + 1)/2 hyperplaus qui
coupent orthogonalement une arréte en son milieu. En pratique, pour déterminer le centre
de 'hpersphere qui passe par tous les sommets de P,, il suffit de considérer I'intersection
de n hyperplans orthogonales aux n arrétes concourantes en un sommet de F,. Il faut
souligner que 'hypersphere passant par tous les sommets du polytope est différente de la
plus petite hypersphére circonscrite qui peut contenir P, sans passer par tous les sommets.
Examinons maintenant une combinaison P,_,) de n points de S engendrant un sous espace
R™1 (hyperplan de R"). 1l existe un infinité d’hypersphéres de R" qui passe par tous les
sommets de P,_; mais la plus petite est celle dont le centre appartient au sous espace 2"~1.
Cette deniere hyperspheére existe et est unique car elle a le méme centre et le méme rayon

103



104 Construction de la plus petite hypersphere circonscrite & un ensemble de points

que I'hypersphére de R™ circonscrite a P,;. Encore une fois, il ne faut pas confondre
cette hypersphére avec la plus petite hypersphere circonscrite a P,_; qui ne passe pas
forcément par tous les sommets de P, ;. Par le méme raisonnement, on construit le
centre de P'hypersphere circonscrite & P,_; en considérant les hyperplans médiateurs aux
aux n — 1 arrétes concourantes en un sommet de P,_;. Nous obtenons une droite et le
centre est l'intersection de cette droite avec ’hyperplan R"~!.

Nous construisons, de la méme fagon, I’ hypersphere de R" circonscrite au polytope P; de
dimension 7 engendré par i + 1 points pour i variant den — 2 a 1,

Nous allons donné un théoréme démontré par papadopoulos [54] qui permet de donner
un algorithme de recherche de la plus petite hypersphere circonscrite.

Théoréme 1 La plus petite circonscrite a un ensemble S de !l pownts de Uespace euclidien
a n dimensions est I'une des hypersphéres circonscrites aux polytoes P, engendrés par des
combinaisons de i + 1 points de S pour t variant de 1 a n.

Pour illustrer cela, regardons dans le plan comment coustruire la plus petite hypersphere
circonscrite 3 un ensemble de { points (I < 3). On commence par considérer, pour chagque
couple de points, le cercle dont le diametre est le segement formé par ce couple et on
vérifie si les autres points sont a l'intérieur de ce cercle. Si ce cercle est trouvé, c’est le
plus petit cercle circonscrit a 'ensemble des poiuts S. Dans le cas ou on en trouve pas, il
faut considérer, pour chaque triplet de points de S, le cercle circonscrit dont le centre est
I'intersection des médiatrices dse cotes du triangle formé par ce tiplet et de vérifier si ce
cercle contient les autres points. Le théoréme assure qu’on va trouver en trouver avant
d’examiner tous les triplets de points.




Annexe B

Pressions de Hertz

C'onsiderons deux solides cylindriques de rayons R; ¢t de ravon s en contact sous
un effort normal P qui ont respectivement comme modules d Young F et F, et comme
coefficients de poisson v et ;. la pression normale dans le cadre de la théorie élastique

de Hertz est egale:

avec:

et la demi-largeur de contact:

ou l'on note:

ef:

$2
p(z) =porf1 - —
a
PE*
Po = R
4PR
a =
\’H‘E*
11— 1= vl
Ex B E,
i_ 1t .1
R R R,
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Annexe C

Dimensions de I'éprouvette et du patin de |'essai
expérimental interprété
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