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RESUME

A L'intérieur d'un solide, I'endommagement est provoqué par des mouvements
microscopiques. Nous décidons de tenir compte de ces mouvements dans le principe des
puissances virtuelles. Les vitesses microscopiques étant reliées a la vitesse
d'endommagement, la puissance des efforts intérieurs que nous retenons dépend de cette
vitesse et aussi de la vitesse du gradient de 'endornmagement pour décrire les intéractions.

L'utilisation de cette approche permet de représenter le comportement non linéaire du
béton, qui est en grande partie dii a 'endommagement, par des modeles adoucissants. Les
applications aux calculs de structures donnent des résultats objectifs surmontant la difficulté
liée a la dépendance du maillage lors de la discrétisation par éléments finis.

La prise en compte du gradient de I'endommagement dans la formulation permet
également de rendre compte de l'effet d'échelle de structures.

Le phénomene unilatéral 1ié a la refermeture des microfissures, qui conduit a la
restauration de la raideur lors du passage d'un chargement endommageable en traction a un
chargement en compression, est pris en compte par l'utilisation de deux vanables scalaires
d'endommagement et par une partition du tenseur des déformations dans l'expression de
I'énergie libre.

Les modeles que nous présentons sont impiantés dans un code de calcul par éléments

finis et les résultats obtenus permettent une analyse prévisionnelle des structures.

Mots clés :
Principe des Puissances Virtuelles, Endommagement, Gradient de 'endommagement,
Béton, Comportement, Adoucissant, Phénomene Unilatéral, Objectivité, Calculs de

structures, Effet d'échelle.



ABSTRACT

Damage in a solid results from microscopic movements. We decide to include the
power of these movements in the principle of virtual powers. Because the microscopic
velocities are related to the damage rate, the power of the internal forces we choose depends
on the damage velocity and also on its gradient to take into account the interactions.

This approach allows 1o represent the nonlinear behaviour of concrete, which is due
to the damage, by strain softening models. The applications for structural computations give
objective results and overcomes the mesh sensitivity.

Taking into account the gradient of damage in the formulation leads also to a good
description of the structural size effect.

The unilateral phenomenon, linked to the crack closure, which leads to the restoration
of stiffness of the material when going from tension to compression, is described through
two damage variables and a partition of the strain tensor into two parts in the expression of
the free energy.

The models we present are implemented in a finite element code and the results allow

a predictive structural analysis.

Keywords :
Principle of Virtual Power, Damage, Gradient of damage, Concrete, Behaviour, Strain

softening, Unilateral phenomenon, Objectivity, Structural analysis, Size effect.
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INTRODUCTION

La nécessité de pouvoir décrire le comportement des matériaux endommageables afin
de prévoir I'amorgage et la progression des détériorations dans les structures a suscité de
nombreux travaux.

Depuis le travail précurseur de KACHANOV (1958), la mécanique de
I'endommagement qui s'inscrit dans le cadre de la thermodynamique des processus
irreversibles (Lemaitre et Chaboche, 19835), a ouvert une nouvelle voie de recherche pour
résoudre ce probléme.

La mécanique continue de l'endommagement a en effet acquis de plus en plus
d'intéréts et est devenue un outil prometteur pour la description de la dégradation des
matériaux. L'endommagement y est représenté par des variables d'état internes, scalaires ou

tensorielles selon l'objectif a atteindre lors de la modélisation.

Le travail de ce mémoire s'inscrit dans ce cadre. Nous proposons une nouvelle
formulation de 'endommagement fondée cette fois-ci a partir du principe des puissance
virtuelles. Nous considérons qu'a l'intérieur d'un solide, des mouvements microscopigues
provoquent ]'endommagement. Nous décidons de tenir compte de la puissance de ces
mouvements dans le principe des puissances virtuelles.

La puissance des efforts intérieurs que nous retenons dépend en plus des taux de
déformations, aussi de la vitesse de I'endommagement et de son gradient. Ces derniéres
guantités sont clairement reliées aux mouvements microscopiques. Le gradient de
I'endommagement est introduit pour rendre compte de I'influence de I'endommagement en
un point matériel sur son voisinage.

Le principe des puissances virtuelles fond€ sur ce choix conduit &3 un nouvel
ensemble d'équations décrivant 1'état de 1'endommagement dans le solide. Les lois de
comportement nécessaires sont obtenues a partir des choix, selon le modele retenu, d'une
énergie libre et d'un pseudo-potentiel de dissipation obéissant aux principes de la
thermodynamique des milieux continus.

Des modeles 1ssus de cetie formulation sont proposés. Ils sont principalement
destinés a décrire les comportements endommageables des structures en béton, matériau de

construction le plus fréquement utilisé dans le génie civil.



Cette description de 1'évolution progressive des dégradations s'avere nécessaire.
Citons a titre d'exemple les cas ol il s'agit d'ouvrages prototypes tels que les centrales
nucléaires afin d'optimiser la protection anti-radiation, les tunnels ou les plateformes off-
shore etc.

Les travaux déja nombreux sur le comportement du béton s'accordent & mettre en
évidence l'extréme complexité de ce materiau. Parmi ses caractéristiques, un comportement
dissymétrique entre la traction et la compression, une apparition du phénomene unilatéral
lors d'un retour de chargement en compression apreés un endommagement en traction.

Enfin soulignons l'important effet d'échelle qu'exhibe ce matériau. En génie civil, la
plupart des essais expérimentaux sont réalisés en laboratoire sur des structures & échelles
réduites. Il devient donc nécessaire de transmettre les résultats de ces essais aux structures
réelles.

L'un des objectifs de ce mémoires est donc de confronter les modélisations a ces

divers aspects du comportement du béton.
Ce mémoire s'articule en six chapitres :

- Le premier chapitre parcourt brievement les principaux résuitats d'expériences sur le
comportement du béton rencontrés dans la littérature. Nous présentons les réponses
obtenues en laboratoire pour des sollicitations telles que la compression et la traction.

Quelques résultats d'essais sur l'étude de l'effet d'échelle sont également présentés.

- Le deuxieme chapitre fait état de quelques travaux antérieurs et actuels sur la
modélisation du comportement des matériaux endommageables en général et du béton
en particulier. Nous passons en revue quelques difficultés liées a la numérisation des
comportements adoucissants gqui conduisent & des problémes de dépendance du
maillage lors de la discrétisation. Enfin nos présentons quelques propositions pour
surmonter, totalement ou en partie, ces difficultés. Nous nous intéressons

particulierement au concept de formulation non local.

- Le troisieéme chapitre expose la formulation de I'endommagement que nous nous
proposons d'utiliser dans le cadre de ce mémoire. Elle est fondée sur des
considérations nouvelles dans le principe des puissances virtuelles. Nous abordons
en conséquence I'étude des principes de la thermodynamique des milieux continus,
plus particulierement l'inégalité de Clausius-Duhem afin de déduire I'expression



générale des lois de comportement nécessaires a la description de l'endommagement

dans les solides.

- Le quatrieme chapitre propose des applications a des situations réelles des résultats
de base de la nouvelle formulation de I'endommagement. Nous montrons les
différentes possibilités ainsi que les motivations qui ont conduit aux choix des
différents modéles que nous proposons. Le phénomene unilatéral rencontré dans les
matériaux tels que le béton est décrit en considérant deux variables

d'endommagement.

- Dans le chapitre cing, nous proposons quelques exemples d'applications pour la
modélisation du comportement des structures en béton. Nous mettons en évidence
différentes propriétés des modeles issus de la formulation de 'endommagement avec
gradient en calcul de structures. Aussi, nous validons quelques résultats quantitatifs

par confrontation a des résultats réels d'essais expérimentaux.

- Le chapitre six, qui pourrait &tre confondu avec le chapitre précédent, est consacré a
I'étude de 'effet d'échelle de structures. L'objectif est de metire en évidence la qualité
prévisionnelle de cette propriété par les modeles issus de la formulation décrite dans
le troisieme chapitre. Ce résultat est souligné par des exemples numériques. Quelques

arguments théoriques sont donnés pour confirmer cette prédiction.



CHAPITRE PREMIER

COMPORTEMENT MECANIQUE DU BETON.

I.1 Introduction :

En génie civil, le béton est sans doute le matériau le plus utilisé pour la construction
d'ouvrages. Afin de mener a bien le calcul de ces ouvrages, il est nécessaire de connaitre la
réponse de ce matériau aux diverses sollicitations.

11 serait intéressant de passer en revue quelques résultats tirés de I'abondante littérature
qui traite les principaux aspects du comportement mécanique de ce matériau (Mazars et
Bazant, 1988; Ramtani, 1990 ; Terrien, 1980 ...).

L'une des caractéristiques du béton est un comportement différent en traction et en
compression : il est beaucoup plus résistant en compression. C'est la raison pour laquelle il est
souvent considéré comme ayant une résistance nulle en traction lors des calculs réglementaires
de structures. Ce comportement, en traction et en compression, est fortement influencé par les
mécanismes internes d'altérations qui conduisent a une perte de raideur. Il est certain que tenir
compte de ces mécanismes permetigrait de décrire I'évolution progressive des dégradations
dans ce maténau.

Une autre caractéristique du comportement du béton est son caractere unilatéral : Jors
du passage d'une sollicitation endommageable en traction & une sollicitation en compression,
macroscopiquement on observe une restauration de la raideur du matériau.

L'effet d'échelle est une autre propriété du béton qui est essentielle en génie civil.
Celui-ci se manifeste par une dépendance de la contrainte nominale maximale, couramment
évaluée a partir de la charge maximale supportée par une structure, vis-a-vis de 'échelle des
structures. Les abservations expérimentales montrent que cette contrainte diminue avec la taille
de la structure (Bazant et Ozbolt, 1990 ; Mazars, Pijaudier-Cabot et Saouridis, 1991 ; Biolzi et
al., 1994).

Ces quelques observations témoignent de la complexité du comportement mécanique
du béton dont nous nous apprénons a étudier quelques aspects.

Ce chapitre a pour but de décrire brievement les principaux résultats significatifs du

comportement expérimental du béton rencontrés dans la littérature.



1.2 Comportement en compression uniaxiale :

L'essai de compression uniaxiale du béton est un essai qui a largement été étudi€ afin
de connaitre la résistance maximale en compression 6. Cette résistance maximale est en effet
la caractéristique fondamentale de ce matériau sur le plan industriel.

Cet essai bénéficie d'une facilité de mise en ceuvre expérimentale. L'allure générale des
courbes "contrainte-déformation” est similaire a celle présentée par l'exemple de la figure 1.1
(Ramtani, 1990).

‘8-3.5 . -2{.5 -250 0.
. q 0'3 L -10
L -20.
L -30.
-.-40.
:L. -50.
Gy

Fig. I.1 - Courbe contrainte-déformation longitudinale (Ramtani, 1990).

On peut constater sur cette courbe le comportement non linéaire du béton au dela d'un

certain seutl.

Les essats cycliques de charge-décharge a déplacement imposé, permettent d'obtenir
d'autres renseignements pour chaque niveau de sollicitation : la variation de la raideur avec la
charge, la variation du coefficient de Poisson ainsi que la mesure des déformations

anélastiques permanentes (figure 1.2).

Lors de la phase adoucissante du comportement du béton, on observe généralement
'apparition d'un réseau de microfissures sensiblement paralleéles a la sollicitation en
compression jusqu'a apparition de fissures macroscopiques (Saouridis, 1988; Hordijk,

1992 ..)).



-50.¢

Fig. 1.2 - Courbe déformation logitudinale £,-déformation transversale £, (Ramtani, 1990).

1.3 Comportement en fraction :

Le béton a une trés faible résistance en traction. Ceci est d'ailleurs la raison pour
laquelle il est considéré comme ayant une résistance nulle en traction lors des calculs
réglementaires. Cependant, I'étude de ce comportement est nécessaire afin d'approfondir la
connaissance de ce matériau en vue de sa modélisation.

Contrairement a l'essai de compression, 1a mise en ceuvre d'un essai de traction directe
est difficile. Le recours a des procédés d'évaluation indirecte de la résistance en traction

devient alors nécessaire.

1.3.1 Essais de tractions indirectes :

Les essais permettant de mesurer la résistance en traction de fagon indirecte sont le plus
souvent l'essai de flexion et l'essai de fendage.

Dans ces deux cas de chargement, des zones de traction créées sont confinées a
I'intérieur des €prouvettes. L'hypothése d'un comportement élastique jusqu'a la charge
maximale supportée par une éprouvette permet, a I'aide de la théorie d'élasticité linéaire,
d'évaluer la contrainte maximale en traction pouvant étre supportée par le matériau.



Fig. 1.4 - Essai de traction indirecte par fendage (Davenne et al., 1989).

11 est clair que ces deux essais ne permettent pas une description du comportement

contrainte-déformation en traction.

1.3.2 Essais _de tractions directes :

z

Ces essais sont difficiles A mettre en ceuvre. C'est pour cela qu'il existe peu d'études
réalisées sur ce mode de chargement. Toutefois, la réponse est en générale semblable a celle

donnée par la figure 1.5 (Terrien, 1980).

10
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Fig. 1.5 - Comportement du béton en traction directe (Terrien, 1980).

Ce résultat nous permet de distinguer deux phases importantes du comporiement du

béton :
- dans la premiere phase, le comportement est élastique linéaire avec une légere perte
de raideur juste avant d'atteindre la contrainte maximale f,;

- dans {a deuxié¢me phase (phase adoucissante), aprés atteinte de la contrainte
maximale, 1] est observé une chute presque brutale de la contrainte pouvant étre
supportée par l'éprouvette. Cette chute se prolonge ensuite d'une fagon moins

accentuée.

Les cycles de charge-décharge mettent en évidence, a chaque décharge, les

déformations anélastiques ainsi que la perte de raideur du matériau.

Le comportement adoucissant du béton en traction peut également €tre obtenu grace a
un autre type d'essai. Cet essai est appelé "essai P.L.E.D" (Pour ldentifier 'Endommagement
Diffus). Il est réalisé de facon & maintenir un champ de déformations uniforme dans
I'eprouvette. L'idée de base est due a L'HERMITE (1973), améliorée par BAZANT et
PIJAUDIER-CABOT (1987). L'effort est transmis au matériau testé en traction par des barettes
métalliques collées le long des faces latérales d'une éprouvette prismatique. Les principes de
'essai sont donnés sur la figure 1.6. Le comporiement obtenu en traction est illustré sur la

figure 1.7.

11
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Fig. 1.6 - Principe de I'essai P.LE.D. a) Traction, b) Compression (Ramtani, 1990).
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Fig. 1.7 - Traction uniaxiale du béton donnée par l'essai P.LE.D (Ramtani, 1990).
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Les mémes constatations que celle de la figure 1.5 quant an comportement mécanigue

du béton en traction sont 2 faire pour le cas de l'essai P1E.D.
On retrouve en effet les deux phases du comportement : dans la premiere, le

comportement est quasi-linéaire et dans la deuxi¢me, le comportement est adoucissant.

1.4 Comportements en_sollicitations multiaxiales :

Pour ces types d'essais, on distingue en général entre les sollicitations hydrostatiques,

cas ol les contraintes sont identiques dans les trois directions, et les sollicitations non

hydrostatiques.

1.4.1 Comportement en sollicitation hydrostatique :

Il existe dans la littérature peu de résultats concernant le comportement du béton sous
ce type de sollicitation. 11 est toutefois distingué trois phases : une phase €lastique linéaire, une
phase d'assouplissement correspondant a Y'effondrement des pores dans le matériau, la
troisiéme phase correspondant a une consolidation et 4 'augmentation des contacts au sein du
matériau (Ramtani, 1990). La figure 1.8 présente un résultat d'essai de ce type (Bazant et Prat,

1987).

Confinad Compression 1 Conlined Compression
- { Bozeni, Bishop & Chong, 1986 Bazont, Bishop & Chong, 1886
FZ 300 300+
&2 1
N Concrete . ] Cement Paoste
f.= 5060 psi f,= 7150 psi

o ]
v 2001 L 200-
o ] 5 1
£ 0 4
A
n [°]

1 [+] 1
S 1001 A 100-
] - [s] 1
H Q

o 1
Y (o] J
(4]
0 v " y [ - 7 T
8.00 0.03 0.08 0.09 0.12 0.00 .05 o.10 015 a.20
Axrval Strain, & Axial Strain, g

Fig. 1.8 - Comportement du béton sous compression hydrostatique
(Bazant et Prat, 1987).
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1.4.2 Comportements_en_sollicitations non hydrostatiques :

En ce qui concerne les réponses du béton aux differents états triaxiaux de contraintes
non hydrostatiques, un des résultats qui peuvent étre mentionnés est l'effet de I'étreinte
latérale sur la résistance en compression (Hordijk er al., 1988). Plus les contraintes latérales
en compression (0, et 03) augmentent, plus la résistance & la compression dans la direction 1

(0,) augmente.

La figure 1.9 présente un exemple de résultats d'essais triaxiaux. Ces résultats
correspondent a trois tests en déformation plane suivant la direction 2 (6, = 0), pour différents

rapports de chargement "G4/0" suivant les deux autres directions (0., 0.05, 0.1), et &
deplacement imposé suivant la direction (0, §;). Les courbes "o, - 8," et "o, - 3," sont
représentées dans la partie supérieure de la figure et la relation "G, - 6," dans sa partie

inférieure. Dans ces tests, la contrainte 6, agit comme un confinement passif. Elle croit ou

decroit selon les actions dans les deux autres directions de chargement.

N (‘2!;:&- ~%0T 0y IN/mml)

0 -5 -W -5 -20 -5 -10

Oy [man) e

Fig. 1.9 - Comportement du béton sous sollicitation multiaxiale
(Hordijk et al., 1988).
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1.5 Phénomene unilatéral et endommagement du_béton :

Le phénomene unilatéral consiste en une restauration de la raideur lors du passage d'un
chargement en traction, ot apparait de 'endommagement (perte de raideur), i un chargement
en compression. Dans le béton endommagé ce caractére est observé macroscopiquement sur

les réponses globales des structures (courbes force-déplacement par exemple).

Phénoménologiquement ceci s'explique par une refermeture des microfissures et

microcavités créées lors d'une dégradation en traction.

Ce comportement a €t€ mis en evidence dans (Terrien, 1980) pour le cas particulier de
ruptures localisées en une seule macrofissure. Il a été par la suite confirmé pour le cas d'une
distribution diffuse des microfissures dans (Ramtani, 1990) lors des essais de type P.LE.D.

(decrits dans la section §1.3.2) (figure I.10).

2
¢
’0" ..0".
- ¢
M *n
0 L_o" . !
LAY
> ¢
& o
)
2 o
‘g ¢
v ¢
-4 ¢
K
-6 . ¢
-300 -150 0 150 300

AXIAL STRAIN (10°%)

Fig. 1.10 - Comportement unilatéral du béton (Ramtani, 1990).
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1.6 Effet d'échelle dans les structures en_ béton :

On pourrait penser que la connaissance des caractéristiques du béton au niveau des
essais de laboratoire sur des éprouvettes de tailles relativement faibles par rapport aux tailles
réelles, menerait a une bonne évaluation du comportement des ouvrages. Or il se trouve que
certaines caractéristiques mécaniques des structures en béton changent quand les tailles de ces
structures changent. Ceci est notamment le cas pour la contrainie nominale maximale. C'est
"l'effet d'échelle”.

La contrainte nominale maximale d'une structure en béton est la contrainte maximale
dans cette structure calcul€e en supposant un comportement élastique linéaire. Elle est évaluée

a partir de la charge maximale pouvant étre supportée par la structure.

L'effet d'échelle est mis en évidence par divers types de sollicitations sur des
éprouvettes et des structures en béton, que ce soit sous sollicitations uniaxiales ou sous
sollicitations multiaxiales.

Lors d'essais uniaxiaux sur des éprouvettes en béton, il apparait que la contrainte
maximale supportée diminue quand la taille de {'éprouvette augmente (Vonk, 1993). Ce cas
particulier d'effet d'échelle, ou les sollicitations sont uniformes dans toutes les éprouvettes,
est aussi appelé effet de volume.

A titre d'exemple, la figure I.11 représente des géométries d'éprouvettes prismatiques
soumises a des compressions uniaxiales. Les résultats de ces essais sont donne€s sur la figure
1.12 (Vonk, 1993).

] Specimen codes:
roi LM Ls L = Lorge = 200 mm
M = Medium = 100 mm
= Small = 50
400 i MM MS
W EQx D
100 30

Fig. 1.11 - Géométries des éprouvettes prismatiques.
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Fig. 1.12 - Réponses contrainte-déformation en compression pour
les différentes géométries (Vonk, 1993).

Aussi, lors de sollicitations multiaxiales sur des structures de géométries similaires,
mais de tailles différentes, les mémes observations sont notées. La contrainte nominale
maximale d'une structure diminue lorsque la taille de celle~ci augmente.

Ce cas particulier d'effet d'échelle, ou les sollicitations sont multiaxiales, est aussi
appelé effet d'échelle de structures.

Plusieurs auteurs ont mis en évidence ces observations (Bazant et Oh, 1983; Mazars
er al., 1991; Planas et Elices, 1988; Biolzi et al., 1994).
La figure 1.13 montre la variation de la contrainte nominale maximale avec la taille de

structures sournises a des flexions trois points (Mazars er al.,1991).

L'effet d'échelle peut étre expliqué de la fagon suivante. Le béton n'est pas un matériau
parfaitement homogene. En effet, a I'échelle des granulats, I'hétérogénéité du matériau se
manifeste par la présence de microdéfauts, de microfissures et de microvides d'orientations

quelconques. Sous l'effet d'un chargement, les déformations se localisent rapidement dans les
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zones ol il y a ces défauts. Plus les dimensions d'une structure

probable d'avoir la présence d'une importante proportion de défauts.

sont grandes, plus il est

0.1
X exrperimen!s

0.1 ~— predictions
—
bc Og = 6.14 MPa
= o3 b/d=1.
B ¥ 1/ d =2,
S’
20
=]
-

-0.5 JP

g ! x
_07 T T
1.3 2.5 3.5 4.i
Log(d) (cm)

~l

Fig. I.13 - Variation de la contrainte nominale avec les dimensions

d'une structure, exemple en flexion trois points (Mazars et al., 1991).

1.7 Conclusions :

A travers ces quelques résultats sur le comportement mécanique du béton, nous avons

pu nous rendre compte de la multitude des études expérimentales menées par les diftérents

auteurs afin de pouvoir comprendre de mieux en mieux les différentes propriétés de ce

matériau.

Le béton est. comme le 1émoignent ces études, un matériau qui demeure trés complexe,

ce qui rend sa modélisation difficile. Le recours a certaines simplifications s'avere donc

quelquefois nécessaire.

1 es principales caractéristiques du béton qu'on peut retenis sont .

- Un comportement dissymétrigue entre traction et compression.

- Un comportement adoucissant en traction et en COmpression.
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- une apparition de déformations anélastiques dés qu'apparait une perte de raideur du
matériau;

- le phénomeéne unilatéral lors du passage d'un chargement endommageabie en
traction a un chargement en compression;

- enfin notons une propriété fondamentale pour le génie civil qui est I'effet d'échelle.

Nous allons dans la suite de ce mémoire développer des modéles pouvant décrire le
comportement endommageable du béton. Dans le chapitre suivant nous passons brievement en

revue quelques modeles existants dans la littérature.
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CHAPITRE 1I

QUELQUES MODELISATIONS
DU COMPORTEMENT DU BETON.

I1.1 Introduction :

Dans un solide, I'endommagement se déclenche lorsque, au niveau microscopique, il
se produit une apparition de microvides et de microfissures. Ces altérations microscopiques
ont une influence sur les caractéristiques thermomécaniques du matériau a 1'écheile
macroscopique.

Pour les sciences de I'ingénieur, une modélisation macroscopique devient donc
nécessaire pour permettre de rendre compte de ces processus de détérioration. Bien entendu,
il a été constaté qu'il était difficile de prendre en compte, dans un seul modéle, tous les
mécanismes observés. De ce fait, un choix est donc nécessaire pour privilégier la description
d'un phénomene au détriment d'un autre pour des besoins de conception.

Parmi les approches existantes, les modéles microscopiques tentent de décrire le
comportement du matériau a partir d'observations a une échelle fine (de I'ordre du grain pour
le béton). Un passage micro-macro s'avere alors nécessaire afin de transmettre 'influence de
ces phénomenes sur le comportement global a I'échelle de la structure. Les approches
macroscopiques sont quant a elles issues d'observations globales. Elles permettent de décrire
l'influence des phénomeénes locaux sur le comportement 2 'échelle du volume représentatif
du matériau.

La progression de I'endommagement due a une coalescence des microfissures se
traduit le plus souvent par un comportement adoucissant. Ceci est le cas pour le béton.
L'application de modeles décrivant ce comportement lors de calculs par éléments finis se
heurte en général a des difficultés de dépendance du maillage lors de la discrétisation.
L'analyse devient de ce fait inobjective.

Un des procédés adopiés afin d'éviter cette difficulté consiste en ['utilisation
d'approches dites non-locales. Le concept de non-localité a permis d'ouvrir une nouvelle
voie pour le développement de modeles. Ceci souvent a partir des modéies “locaux”
existants.

Dans ce chapitre nous proposons un bref tour d'horizon sur quelques modeles
appliqués a la description des matériaux endommageables et plus particuliérement du béton.
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I1.2 Utilisation de la mécanique de la rupture :

11 existe deux branches de la mécanique de la rupture : la mécanique linéaire de la
rupture et la mécanique non linéaire de la rupture. La deuxiéme branche se distingue de la
premiére par l'intervention de comportements non linéaires lors de l'analyse des champs de
contraintes et de déformations (comportements plastiques ou viscoplastiques en général). En
ce qui concerne l'analyse non linéaire, nous n'aborderons dans cette section qu'un seul

exemple de modélisation adapté au cas particulier du béton.

I1.2.1 Mécanique linéaire de la rupture :

Elle constitue la modélisation la plus simple en supposant le matériau comme ayant
un comportement élastique linéaire. L'analyse d'une fissure isolée permet I'étude de la
distribution des contraintes perpendiculaires au plan de cette fissure (seul le mode
d'ouverture de fissure, mode I, est considéré dans I'étude). Cette distribution peut étre
exprimée par I'expression de la forme (Knott, 1973; Leblond, 1991) :

K

+ e (I1. 1D,
27X

ol G, est la contrainte perpendiculaire au plan de la fissure (fig. II.1) et ol les pointillés
indiquent des termes négligeables en comparaison avec le premier terme au voisinage de la

pointe de fissure (Hillerborg, 1983).

Y, G

Fig. I1.1 - Distribution des contraintes au voisinage de la pointe de fissure

donnée par la théorie de 1'€lasticité.
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Le parametre K désigne le facteur d'intensité de contraintes. Il dépend généralement
du mode de chargement, de la longueur de la fissure et de la géométrie de la structure. Sa

valeur est donnée par I'expression générale :
K=o0.af, (11.2),

ol G est la contrainte qui devrait agir «i la fissure n'était nas prézente, a cst la longucus de la
fissure ou la demi-longueur de la fissure si celle-ci est interne et f est une fonction qui
dépend de la géométrie de la structure, de la géométrie de la fissure et du type de chargement
exercé. Elle donne lieu & un coefficient multiplicateur dans l'expression (11.2) généralement
compris entre 1.7 et 2.0. Pour les cas de figures simples (géométrie et chargement), la valeur
de K peut étre calculée analytiquement. On trouvera différentes expressions de la fonction f
de l'équation (I11.2) dans (Knott, 1973; Labbens, 1980; Lemaitre, 1992). Pour des cas de

figures complexes, elle doit étre calculée a I'aide d'outils numériques.

D'aprés 'expression (II.1), la contrainte en pointe de fissure tend vers l'infini. Le
critere de propagation ne peut donc pas étre basé sur une valeur de contrainte.
Au lieu d'un critére de contrainte, il est plus commode d'utiliser un critére basé sur le

facteur d'intensité de contraintes K qui a une valeur finie. Le facteur d'intensité de
contraintes critique, noté K, est la valeur de la quantit¢ K a partir de laquelle la fissure

commence a se propager (Lemaitre et Chaboche, 1990). K. est considéré comme une -

caractéristique du matériau.

Lorsqu'une fissure se propage, ceci est accompagné par une perte d'énergie
potentielle. Le taux de restitution d'énergie, not€ G (Bui, 1977; Lemaitre et Chaboche,
1990), est I'énergie dissipée par unité de surface de propagation de la fissure. Le taux de
restitution d'énergie peut étre €galement utilisé pour définir le critére de propagation de la
fissure. Le taux de restitution critique, noté G, est la valeur de G a partir de laguelle la

fissure commence a se propager.

Les quantités K et G sont hiées, et donc aussi les quantités K _ et G, par les relations

suivantes :
K = VEG, en contraintes planes, (11.3),
K = V EG (1-v2), en déformations planes, (I1.4),

ol E est le module d"Young et v est le coefficient de Poisson.
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La mécanique linéaire de la rupture se heurte a des difficultés d'identification lors de
son application au cas particulier du béton. Ceci en raison de I'hypothése d'un comportement
élastique linéaire du matériau. En effet, les expériences montrent I'existence de zones de

microfissurations en pointe de fissure qui doivent étre prises en considération.

I1.2.2 Mécanique non linéaire de la rupture appliguée au béton :

Afin d'adapter la mécanique de la rupture au cas particulier du béton, l'introduction
d'un comportement non linéaire s'est avérée nécessaire. Parmi les modeles proposés, le
modele de la fissure fictive "fictitious crack model" (Hillerborg et al., 1976) est le plus
utilisé. Ce modele prend en compte I'énergie dissipée par microfissuration au voisinage de la

pointe de fissure. Nous en donnons une bréve description dans ce qui suit.

Lors d'un chargement (4 déplacement imposé) en traction sur une barre en béton, une
fissure apparait lorsque la charge maximale pouvant étre supportée par cette barre est atteinte.
Si le déplacement croit, un comportement adoucissant apparait. Dans cette phase du
chargement une zone de microfissuration au voisinage de la pointe de fissure apparait. Dans
cette zone, appelée fissure fictive, le modele considére que les contraintes sont encore actives

et dépendent de I'ouverture de cette fissure (figure I1.2).

qy' 4
0y=t(w! /
/ Oy z HE)
¥
| .
i
tw
preformed fictitious
crck i crack
/Uyz!|
o0
T |
! . !
preformed ! mewtormed i fictitious
emck [ efack E crack

Fig. 11.2 - Distribution des contraintes au voisinage d'une fissure visible
selon le modéle de la fissure fictive (Hillerborg, 1983).



La prise en compte de ce phénomene s'opere de la facon suivante. Considérons la
barre soumise 2 la traction simple. Lors de la phase du début du chargement, le
comportement est presque linéaire jusqu'a la résistance maximale f,. Dans cette phase, les
contraintes et les déformations sont uniformes dans la barre. La relation charge-déplacement
peut donc &tre représentée par une courbe contrainte-déformation. Lors de la phase
adoucissante. les déformations se localisent dans une zone o apparaissent les microfissures
et dans laguelle se développera la fissure. La relation charge-déplacement peut étre
représentée par une relation entre la contrainte et ouverture de la fissure (Hillerborg, 1983).

Le comportement est donc séparé en deux parties ( fig. I1.3), relation contrainte-
déformation lors de la phase de charge et relation contrainte-ouverture de la fissure lors de la

phase adoucissante.

stress 0 stress O siress 0
4 [}
f! - f[ = - — fg L
)
!
— g
= /! +
]
G;: arctan Eo Gp
\ - i
deformation & strane crock opening w ™0
&
‘ - "
P 14 » 7 E L—ﬁ
F ) — F
b

Fig. 11.3 - Séparation du comportement du béton en traction en une partie

contrainte-déformation et une partie contrainte-ouverture de fissure (Hillerborg, 1983).

Durant l'essai de traction jusqu'a séparation compléte, I'énergie absorbée dans la

fissure fictive est :

Wy
A [odw=A G (IL5),
0

ol A est la section de la barre, w est I'ouverture de la fissure qui correspond 2 la situation de
décharge compléte (¢ = 0) et G est l'aire au dessous de la courbe o-w (fig. I1.3). Cette

derniére quantité est donc I'energie de rupture de la barre.
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Les propriétés du matériau sont entierement définies par la connaissance de f,, la
résistance maximale en traction, de E, le module élastique et de Gy, 1'énergie de rupture. Ces
quantités peuvent étre li€es par une notion de longueur caractéristique 14, definie par :

len="77 " (11.6),

qui est dofic aussi une caractéristique du matériau, mais sans signification physique directe
(Hillerborg, 1983).

La procédure d'identification des caractéristiques du matériau s'opére de la fagon
suivante : la courbe ¢-w (fig. II.3) est déterminée par un essai de traction simple et la valeur
de Gg est déterminée par des essais de flexion sur des poutres entaillées (Hillerborg, 1985).

Ce modele a par ailleurs été€ utilisé pour modéliser le comportement de fatigue en
traction du béton (Hordijk, 1992).

I1.3 Approches micromécaniques :

Les approches micromécaniques sont considérées comme étant des approches
indirectes. Le comportement est déduit de I'observation des mécanismes au niveau fin de la

structure du matériau. Dans cette section, quelques modeles sont brigvement décrits,

11.3.1 Modéle microplan :

Dans le modele microplan, les propri€t€s du matériau sont représentées séparément
dans des plans de différentes orientations {Bazant et Oh, 1985). Ces plans sont appelés
microplans (figure I1.4). Chaque plan est défini par sa normale n, et sur chacun il existe des
composantes de contraintes et de déformations. Les composantes des déformations sont
définies comme étant les projections des déformations macroscopiques du milieu sur ces
plans.

Les contraintes macroscopiques sont obtenues en utilisant le principe des travaux

virtuels. Nous donnons dans ce qui suit une bréve déscription de ce passage micro-macro.

Le comportement a l'échelle du microplan est donné par des relations entre
contraintes et déformations de la forme : oy = Fy(gy ), 6p = Fp(€p ), 07 = Fy(eg)
et oy = Fy(gy ), ot g1 est le vecteur des composantes tangentielles, €y est la composante
normale du microplan, € est le vecteur des composantes déviatoriques et €,, est la
déformation volumique definie par €, = tr[g}/3, avec €le tenseur des déformations

macroscopiques.
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Fig. I1.4 - Composantes des déformations sur un microplan.

Le passage a I'échelle de la structure est effectué a partir de I'équilibre des contraintes
entre le niveau rnicroscopiquef et le niveau macroscopiquegf (Bazant et Oh, 1985).

Un exemple de réponse obtenue a l'aide du modéle microplan sur du béton sous

sollicitation en compression avec retour de chargement est illustré sur la figure IL.5.

contrainte axiale (Ksi)
5-
4-
modzle e
CT I PR LY SN e SRRy
2.
1 -
o i l= L3 =
0.000 0.002 0.004 0.006 . 0.008

déformation axiale
Fig. I1.5 - Compression cyclique. Modéle microplan (Bazant et Oh, 1985).

I1.3.2 Modélisation & partir d'une cellule élémentaire :

Dans cette approche, le matériau est considéré comme étant une juxtaposition de
cellules élémentaires de dimensions identiques. Chacune comprenant une ou plusieurs
microfissures ou microvides, d'orientations identiques ou arbitraires et de formes
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quelconques (Andrieux, 1981; Marigo, 1985; Nemat-Nasser et al., 1993). La figure I1.6
illustre un exemple de cette juxtaposition.

A partir d'observations microscopiques (au niveau de la cellule élémentaire), on
utilise des méthodes d’homogénéisation afin de déduire le comportement macroscopique du

matériau.

Fig. 11.6 - Exemple de juxtaposition de cellules élémentaires (Marigo, 1985);

(a) niveau macroscopique; (b) niveau microscopique; (c) cellule élémentaire.

Divers modeles utilisent cette approche, a titre d'exemple, des modeles decrivant la
coalescence des microvides (Suquet, 1981; Marigo, 1985) ou des microfissures (Andrieux,
1981 ; Nemat-Nasser er al., 1993). L'étude théorique ainsi que plusieurs applications
peuvent étre trouvées dans (Suquet, 1982). Les étapes permettant le passage micro-macro

dans cette approche peuvent étre résumées comme suit (Marigo, 1985) :

(1)  définition de la microstructure par la donnée d'une cellule élémentaire ou par le
volume élémentaire du matériau,

(it) définition des quantités macroscopiques par rapport aux quantités microscopiques,

(ii1) identification des variables macroscopiques d'état,

(iv) expression des quantités microscopiques en fonction des variables macroscopiques
d'état,

(v) relation entre quantités macroscopiques.

Un exemple d’'application de cette approche ou la cellule éiémentaire est celle
représentée par la figure 11.6 est donné. En choisissant la porosité o comme seul paramétre

de dégradation, on obtient un modele d'endommagement dont quelques résultats sont
représentés sur les figures suivantes (Marigo, 1985).
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Les figures II.7a et I1.7b donnent les variations des modules élastiques
macroscopiques K et |t en fonction de la porosité o respectivement (K est le module
volumique et . est le module de cisaillement).

Les figures II.8a et I1.8b représentent les parties déviatorique et sphérique,

respectivement, de la relation contrainte-déformation du matériau. Elles constituent les
réponses de ce matériau soumis & une sollicitation uniaxiale en déformation imposée € = 1E,,.

]
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KO = module volumique de la matrice (dans la cellule)

Fig. I1.7 - Modules €élastiques en fonction de la porosité.
(a) module de cisaillement, (b) module volumique, (Marigo. 1985).
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Fig. I1.8 - Réponses du matériau sollicité en déformation uniaxiale imposée € = 1E,
pour cinq valeurs de Tr(Eg) avec Eyp.Ey= 1.
(a) réponse déviatorique (&,€), (b) réponse sphérique (G.e), (Marigo,1985).
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I1.4 Utilisation de la mécanique de l'endommagement :

Le cadre de la mécanique des milieux continus permet une modélisation des effets des
microfissures sur le comportement a I'échelle de la structure. Ces phénomeénes sont
représentés par un ensemble de variables internes a travers lesquelles 1'état du matériau est
déterminé a chaque instant. Ces variables agissent sur les caractéristiques thermomécaniques

et par conséquent, sur le comportement du matériau a I'échelle macroscopique.

Un des premiers concepts d'endommagement est dit 8 KACHANOV (1958) qui a décrit
la détérioration des matériaux par son effet sur les caractéristiques élastiques en introduisant
une variable continue d'endommagement. Cette notion a par la suite été généralisée sur la
base de thermodynamique des processus irréversibles (Lemaitre et Chaboche, 1990).

L'observation et la modélisation se fait sur un volume représentatif du matériau
suffisament grand pour qu'il puisse étre considéré comme homogene et suffisament petit

pour qu'il puisse étre considéré comme un point matériel.

Sur la base de cette théorie, de nombreux modeles ont été développés. Selon
I'objectif a atteindre lors de la modé€lisation et lors de 1'établissement des hypotheses,
'endommagement peut étre décrit par une variable scalaire (endommagement isotrope),
vectorielle ou tensorielle. Nous allons donner quelques exemples en insistant sur

I'application au béton.

I1.4.1 Endommagement isotrope :

En mécanique de l'endommagement, la fagon la plus simple de décrire la dégradation
des matériaux est de supposer que l'endommagement est isotrope. On considere alors une

variable scalaire d'endommagement.

Du point de vue de la thermodynamique des milieux continusﬁ‘ L'énergie libre permet
de définir les efforts thermodynamiques (ou dissipatifs). L'état du matériau est caractérisé
par les variables d'état. L'expression la plus simple d'énergie libre couplant élasticité et

endommagement est

= 2 (1-D){2utrfe.el+M(ule])?) (IL7),

ou A et u sont les coefficients de Lamé du matérian non endommaggé, £ désigne le tenseur

d'ordre deux des petites déformations et D est la variable scalaire d'endommagement variant
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de D = 0 pour le matériau non endommagé a D = 1 lorsque celui-ci est complétement
endommagé.
La loi de comportement donnant la relation contrainte-déformation est donnée par,

o= %f = (1-D){ 2ue + A(rfe]lg } (11.8),
I3

ol G est le tenseur d'ordre deux des contraintes et I4 est 12 matrice unité (d'ordre 2).

La quantité duale associée a la variable d'état dendommagement est définie comme
étant le taux de restitution d'énergie élastique notée Y. Elle est donnée par,

Y=- %B = % {2uurfe.el+A(tre])? } (11.9).

En rappelant que le matériau est élastique, le taux de dissipation d'énergie s'écrit :

d=YD (1I1.10).

La variable thermodynamique Y étant positive, l'inégalité de Clausius-Duhem impose

a la vitesse d'endommagement d'étre positive ou nulle :
D20 (IL11).

La donnée d'une fonction seuil d'endommagement de forme générale :

f=1fYD.e..) (I1.12),

permet de définir une loi d'évolution de 'endommagement qui, dans le cadre des modéles

ou ['évolution est indépendante du temps, s'écrit sous la forme :
D= A—= (IL.13),

ol A est un multiplicateur d'endommagement. Avec les conditions de Kuhn-Tucker,

A0 f<O0et Af=0,

la fonction g est le potentie! d'‘évolution. Dans un modele associé, on a g identiquement égal
af(g=19.

30



Un modéle d'endommagement scalaire appliqué au béton est donné dans (Pijaudier-
Cabot et Bodé, 1992 ; Pijaudier-Cabot, Huerta et Bodé, 1992). Dans ce modéle la relation
contrainte-déformation est celle donnée par l'expression (II.8). L'évolution de

I'endommagement est donnée par :

f(Y)=Y -x

sif(Y)=0etf=0 alors D= a—%—%ﬁ Y(x) (11.14),

sif(Y)<Oouf(Y)=0etf=0 alors D= 0

avec F. la loi d'évolution de I'endommagement donnée par l'expression :

i
T 14b,(Y-Y)+by(Y-Y,)?

F(Y)=1

ol Y, est le seuil dendommagement, b, et b, sont des parametres du matériau. X est la

valeur maximale de la quantité Y jamais atteinte au point considéré pendant toute I'histoire du
chargement :
K = max Y
~o < TSt

Un exemple d'application de ce modele donne la loi de comportement du béton en -

traction uniaxiale présentée par la figure I1.9.

5,00 ¢
4,00 4
3,00 4
2,00 4

Stress MPa

1,00 + unloading

0.00 } — ]
0,0E+00 2,0E-04 4.0E-04 6,0E-04

strain

Fig. I1.9 - Courbe contrainte-déformation pour le béton en traction uniaxiale,
by =605 MPa™! , b, = 5.24 10* MPa’!, Yy =60 10 MPa (Pijaudier-Cabot ef al., 1994)
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Un autre modéle d'endommagement proposé dans (Mazars, 1984) considére que les
microfissures sont provoquées par les extensions suivant les directions principales des
tenseurs de déformation. Dans ce modeéle I'évolution de l'endommagement est pilotée par

une déformation équivalente définie par :

E= \/ (€)% + (e, + (&3),2 (IL.15),

oir {g;), sont les parties positives des composantes des déformations principales. La loi

d'évolution de 'endommagement est de forme générale :

IN

po (IL16),

S o~
| =0s1€<¢
D =f{(€) j _

L #0s1€ >egpg
ou €pg est le seuil initial d'endommagement. Ce seuil évolue avec la progression de
I'endommagement.

L'endommagement D est exprimé sous forme de partition entre deux quantités : un
endommagement de traction Dt et un endommagement de compression D¢. La relation

donnant I'endommagement s'écrit sous la forme linéaire :
D= oDt + D¢ (1117,

ol O, et O sont des coefficients dépendant de 1'état actuel de déformation (Mazars, 1984 ;

Saouridis, 1988) tels que :

o+ o =1,
oy = | en traction pure,

et 0. = | en compression pure, (I1.18).

Les lois d'évolution pour les deux quantités d'endommagement Dt et D¢ sont

définies par :

) EDO(l-A;) ) A
€ exp[B; (E-epy)]

D=1 (11.19),

ol A; et B; sont des parametres dépendant du matériau avec I'indice i = t pour la traction et
1= c pour la compression.

La figure II.10 présente un exemple d'évolution des deux quantités
d'endommagement prises séparément.
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0,5 <+

Fig. I1.10 - Evolution des deux variables d'endommagement D et D¢
(Mazars, 1984).

Ce modele permet une distinction entre les comportements élémentaires de traction et
de compression. La figure II.11 illustre ce propos.

G —C
3 MPa 4 Iy
.................. 35MPa  frereeeeeeeeee
//
[ >N e ,/”ga-o}
[,//,I’EO(I_DO /,//
4 *> € < 3 >c
1. 10 -
' 2.0 10
traction pure compression pure

Fig. II.11 - Comportements élémentaires en traction et en compression
(Mazars, 1984).

11.4.2 Endommagement _anisotrope :

Les modeles d'endommagement anisotropes permettent de décrire avec plus de
réalisme l'effet induit par 'endommagement sur I'anisotropie du matériau. Cette anisotropie
peut étre controlée par la définition de la nature des variables d'endommagement.
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Parmi les modeles les plus fréquents dans la littérature, 'endommagement anisotrope
est décrit a 'aide de variables tensorielles d'ordres 2. Il existe toutefois des modeles
développés, toujours dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, qui
utilisent comme variables internes, soit un endommagement vectoriel D'® (Krajcinovic et
Fonseka, 1981), soit un tenseur d'ordre 4 (Chaboche, 1979).

Dans cette section, nous avons choisi de décrire les modeles d'endommagement
anisotropes issus du cadre général de la théorie d'endommagement anisotrope proposée par
LADEVEZE (1983) (voir aussi (Ladeveéze, 1993)). Nous nous proposons donc d'abord de
rappeler les principales lignes de cette théorie.

Considérons un matériau dont les caractéristiques initiales a 1'état non endommagé
sont indicées par "0". Le volume élémentaire étudié est soumis & une contrainte uniaxiale ¢~

o . ” . . N *
dans une direction n quelconque. Les déformations associées 8 ¢ et n sont :

- eL*(n) : la déformation longitudinale dans la direction n.

# * % . . . N * *
- (n) + &7 (n) + ep (n) : la déformation volumique ob €1 et e
désignent les deux déformations transversales (T et T' sont deux directions

orthogonales).

En supposant que les comportements en traction et en compression sont identiques,

I'élasticité est définie par les relations :

E 1 * *, . * *® *
g (n) =§(n_)0 et -eL (n) + &1 (n) + & (n)=%-igc (I1.20),

out E(n) désigne le module d'Young dans la direction n et y(n) désigne le module volumique

toujours suivant la direction n.

Remarque : Pour un matériau isotrope non endommagé on a:

) 0 . n) (1+2vgp)

ol v désigne le coefficient de Poisson initial.

Le tenseur de souplesse (d'ordre 4) est I'inverse du tenseur de rigidité (tenseur de
HOOKE). En notant K ce tenseur, les relations entre K et les modules E et y sont :

i
Em = i Kijt niny = n.(n.K.n).n

1
—;1‘) = (ni Kijk] nj)(nk Kijkl l’l})= Tr(n.K.n), (H.Zl).
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Le résultat fondamental de la théorie décrite par LADEVEZE est le théoréme suivant :

Théoréme : Les fonctions n —> E(n), n —> y(n) définissent complétement

le tenseur de HOOKE du matériau.

Le tenseur de souplesse est obtenu a partir de la formulation variationnelle suivante
{Ladeveze, 1993) :

Trouver le tenseur K tels que, V K*

[ (n.(n.K.n).n][n.(n.K*.n).n] dS = f E‘(lx’ﬁ [n.(n.K*.n).n] ds.
S
S

et [ [Tr(nK.m)[Tr(n.K".n)] dS = f L TrnK* ) ds, (11.22).
S S'Y(ﬂ)

ou S désigne la sphere unité.
Les fonctions d'endommagement sont définies par :

d(n) =20t - E(n) e 5n)

_Yo(m) - y(n)
Eg(n) -

- (I1.23).
Yo(n)

Remargue : Si ces deux fonctions sont indépendantes de n et si en plus nous prenons
d = &, nous obtenons la théorie classique d'endommagement isotrope telle qu'elle a été

définie en section §11.4.1.
I1 s'en suit donc que 1'état d'endommagement dépend des deux fonctions suivantes :
n—>d(n) et n—>dNn) (I1.24).

Les forces thermodynamiques associées a ces deux variables d'endommagement sont

définies par :
Y4= 39 et Yg= — (11.25),

ou ¥ est I'énergie libre du matériau qui dépend des deux variables d'endommagement et qui
cette fois-ci est donnée en fonction des contraintes, ¥ = ¥(o, d, §).
Cette théorie d'endommagement a servi de base au développement de modeles

destinés a étre appliqués pour différents matériaux. Citons notamment la modélisation des
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matériaux composites céramiques (Ladevéze er al.. 1993; Allix er al, 1993) et la
modélisation du béton (Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989 ; Ramtani, 1990).

11.4.3 Effet de fermeture des microfissures : le phénoméne unilatéral :

Les effets de fermeture des microfissures (phénomeéne unilatéral) sont présents
lorsque le matériau (béton) est sourns a des chargements alternés (passage d'une traction a
une compression); la figure I1.12 illustre une schématisation de ce phénoméne. Ce type de
comportement ne peut pas étre décrit par les modeles précédents.

Y Raideur du matériau
endommagé en traction

E(1-D)

Restauration de la raideur
lors du passage
de la traction 3 ia compression

Fig. I1.12 - Schématisation du phénomene unilatéral. Sollicitation en compression

uniaxiale aprés endommagement en traction uniaxiale.

Dans le cadre d'une modélisation scalaire de I'endommagement, une solution pour
décrire ce phénomeéne est d'introdutre deux variables d'endommagement au lieu d'une seule
afin de séparer les effets mécaniques d'ouverture et de fermeture des microfissures.

Dans le modéle développé dans (La Borderie, 1991), I'énergie libre exprimée en

fonction des contraintes est donnée par :

ir 1 . 1 oV
¥=3 [Eﬂ(l—Dt) (00" )"y + ByiDy) ()5 (05 + 1?%<C’aj°ij+°2kk)]

b B,D
* Eo(l—[[)‘) f(o) + Eq( 1-I§c) Ok (11.26).
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Une séparation du tenseur des contraintes est introduite ot (G)* et (6)~ sont les
parties positive et négative du tenseur des contraintes. La variable D, représente 1'effet
mécanique des microfissures quand le matériau est soumis a une traction et D, représente
l'effet mécanique des microfissures quand le matériau est soumis a une compression. Dans

ce modele, les déformations anélastiques dues 2 I'endommagement sont également
représentées.

La relation contrainte-déformation est alors donnée par :

N S S SR S /]
&= Ey(1Dp i * gl D Ot By (Ot Tady)

BiD; f(o) BoD
+ Ey(1-Dy aﬁ'ij + Ey(1-Dy) Sij (11.27).

Les équations d'évolution de l'endommagement comprennent deux fonctions seuil.
Ces fonctions seuil sont écrites dans le méme style que la fonction utilisée pour le modele
avec une seul variable d'endommagement (égs. (I1.14)).

La figure (II.13) montre la réponse de ce modéle pour un chargement uniaxial
cyclique avec changement de signe de chargement (Pijaudier-Cabot er al.. 1994).

O, (MPa)
-3.0 25 2|o 15 1& 0.5 % £
T 1

-30.

-40.

e L e Lrn T B )
, .

Fig. 11.13 - Modele a deux variables d'endommagement avec fermeture
des microfissures - courbe contrainte-déformation uniaxiale.

Citons par ailleurs l'existence d'autres modeles décrivant le phénoméne unilatéral.
Certains utilisent des variables d'endommagement tensorielles, comme dans (Ramtani,
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1990) et d'autres sont congus en vue de leur application pour la modélisation de certains
composites qui, comme le béton, présentent ce caractere unilatéral (Ladeveze, 1983 ;
Ladevéze er al., 1993).

11.4.4 Commentaires :

Nous venons de voir, a travers ces breéves descriptions, 1'étendue du cadre de la
modélisation en mécanique continue de I'endommagement qui offre un large champ d'action
et un outil commode pour décrire la dégradation et l'altération des matériaux
endommageables (plus particulierement du béton).

Néanmoins, les modeles d'endommagement sont confrontés a des problemes de mise
en ceuvre numérique : forte dépendance en le maillage qui conduit a des résultats
difficilement exploitables. Cette dépendance est liée a la localisation et a la bifurcation qui
sont dues au comportement adoucissant. Le béton présente un tel comportement.

Dans la section suivante, un bref apercu des études sur la localisation est entamé.

Ceci afin de mieux situer les difficult€s de mise en oeuvre des modeles d'endommagement.

I1.5 Etude des problemes de localisation de l'endommagement :

En général, le caractéere adoucissant, commun aux matériaux a comportement
indépendant du temps, élastoplastique, €élastoplastique endommageable et élastique
endommageable, favorise les instabilités dues a la localisation des déformations (Rudnicki et
Rice, 1975; Rice et Rudnicki, 1980, Lasry et Belytchko, 1988). En effet, théoriquement, les
équations aux dérivées partielles gouvernant I'évolution du matériau changent de nature. En
statique, le probleme d'équilibre est caractérisé par une perte d'ellipticité conduisant a
I'existence d'une infinité de solutions (Benallal, Billardon et Geymonat, 1988; Simo, 1988).
Tandis qu'en dynamique, le probleme décrivant le mouvement passe d'un probléme
hyperbolique (avant adoucissement) a un probléeme parabolique ou elliptique (en phase
d'adoucissement). Dans tous ces cas de figures, il s'ensuit que le probleme décrivant le

matériau devient mal posé.

En suivant les études de RICE et RUDNICKI (1980) et plus récemment (Benallal et al.,
1988; Billardon, 1989), I'étude de la localisation s'opere de la fagon suivante :

Soit un matériau défini par son énergie libre ¥ = W(g,0) dépendant de la petite
déformation € et d'un ensemble de variables internes . Les relations de comportement sont

définies par :
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-=— et =— (11.28),

ol A est I'ensemble des forces thermodynamiques associées aux variables o. Et soit le
domaine de reversibilité tel que f(A;0t) < 0. En général la relation de comportement en

vitesse s'écrit sous la forme :
c=L{eo): ¢ (11.29),

E sif< 0 ou f=0cetf< O
avec L=

H=E-M(,0) sif=0c¢et f= 0

L'expression du module tangent L dépend du comportement & décrire. Il peut étre adapté au
comportement élastique-endommageable (Billardon, 1989; Desoyer et Cormery, 1994), au
comportement élastoplastique-endommageable (Doghri, 1989).

Considérons un élément de volume soumis & un chargement uniforme en force ou en
déplacement sur ses frontiéres. Jusqu'a un certain seuil de chargement, I'élément de volume
se déforme de fagon homogene. Au dela de ce seuil, il apparait une bifurcation du champ de
vitesse € 2 travers une surface de discontinuité (appelée bande de localisation) qui conduit a
une localisation des déformations et donc a une localisation de I'endommagement.

En considérant le probleme en vitesse précédent, les champs de vitesse de
déplacements u et de taux de contraintes G sont continus 2 travers la surface de discontinuité
de normale notée n. Avec la notation [x] pour désigner la discontinuité (ou saut) d'une

quantité x a travers une surface, ceci peut s'écrire :
ful]=0 a [on]=0, (11.30),
tandis que le saut de la vitesse de déformation le long de la surface s'écrit sous la forme :

[¢]-

(g®n + n®g) (IL.31),

P

ou g désigne 'amplitude inconnue du saut de la vitesse de déformation (Rice et Rudnicki,
1980). On a g = 0 lorsqu'il n'existe pas de discontinuité.

En admettant qu'il y a bifurcation continue, c'est a dire qu'il y a en méme temps un
chargement (endommageable) croissant a l'intérieur et & I'extérieur de la bande de
localisation, le module tangent dans la relation de comportement en vitesse (I1.29) sera pris
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égal 2 H. Ainsi, la condition de localisation s'écrit (en combinant (11.29), (11.30), et
(I1.31)) :

(n.H.n).g =0, (11.32),

autrement dit, une condition suffisante pour I'existence d'une surface de discontinuité est
donnée par la singularité de la matrice (n.H.n) pour une direction n en un point de la

structure. Cette condition s'écrit donc :

det (n.H.n) =0, (11.33).

Notons qu'il a été récemment proposé une méthode géométrique afin de résoudre les
conditions de localisation pour les solides dont le comportement général en vitesse est donné
par la forme (I1.29) de maniére exacte ainsi que les orientations des plans de localisation
(Benallal et Comi, 1993 et 1994).

Cette condition de localisation est toujours présente dans les modeles représentant des
matériaux a comportement adoucissant et indépendant du temps. Elle est en outre atteinte
lorsque pendant I'évolution, le module tangent cesse d'étre positif (passage en phase
adoucissante).

Citons que la condition de localisation (11.33) a été adoptée comme critére de rupture
locale dans (Doghri, 1989; Billardon et Doghri, 1989), ot il a ét€ montré aussi que ce critére
coincide avec la perte dellipticité des équations d'équilibre du probléme en vitesse. Un

élément fini spécial permettant de tenir compte de la discontinuité a ét€ proposé.

11.6 Formulations non-locales en mécanigue de 1'endommagement :

Afin de surmonter les difficultés liées au comportement adoucissant, des recherches
ont mené a un enrichissement des relations de comportement. Cet enrichissement a été
effectué soit en introduisant une longueur interne (ou longueur caractéristique), soit en
introduisant les gradients des déformations plastiques dans le cas des modeles plastiques
(Lasry et Belytchko, 1988; Shreyer, 1990; Sluys, De Borst et Miihlhaus, 1993). Citons
aussi les modeles visqueux (Dragon et Mroz, 1979; Dragon, 1980; Needleman, 1988; Point,
1988-1989: Sluys et De Borst, 1992; Dragon ef al., 1994) qui, tel qu'il a été démontré dans
(Simo, 1988), correspondent 4 une forme de régularisation non-locale de la fonction de

dissipation.

En mécanique de 1'endommagement, nous nous proposons de décrire la formulation
de la théorie non-locale de 'endommagement introduite par PHDAUDIER-CABOT ET BAZANT
(1987) et appliquée par la suite & d'autres modeles déja existants.
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Une approche non-locale consiste a considérer que, dans les relations de
comportement, les quantités gouvernant le mouvement et |'évolution dans un solide
dépendent de la moyenne de leurs quantités duales sur un certain volume représentatif du
matériau centré au point matériel considéré. Ainsi, dans la théorie non-locale de I'endom-
magement, l'idée est d'utiliser le concept non-local uniquement pour les variables qui
contrélent I'endommagement et non pour les contraintes et les déformations dans les

relations de comportement.

Cette formulation non-locale a par ailleurs été adaptée au modele de MAZARS décrit’
dans la section §11.4.1 dans (Saouridis, 1988).
Dans la formulation non-locale adoptée (Saouridis, 1988; Saouridis et Mazars,

1988), la fonction d'évolution de I'endommagement (I1.16) a été remplacée par :

D=f(§)20 si&>ep, (I1.34),

ol la fonction f est identique a celle définissant 'endommagement dans I'équation (I1.19).

La quantité T qui est une déformation équivalente moyenne est définie par :

jgé‘ do
E= ng__—d;’ (I1.35),
Q

ou g est une fonction de Gauss définie par :

)
g(x) = exp [(l—“s)z] si x < 2lp,
g(x) = 0 si x > 21p, (I1.36).

L'échelle du volume représentatif est limitée par 21y, ot Iy est la longueur caractéristique qui

est approximée a 3d,, ol d, est ie diameétre maximum de 'agrégat dans le béton.

Le comportement de ce modele face a la sensibilité au maillage est illustré par
I'exemple de la figure II.14. Cet exemple traite la simulation d'un essai d'ouverture d'une
entaille sur une plaque en béton de type CT. La discrétisation a été effectuée a l'aide de trois
maillages différents. Les zones d'endommagement données par les deux calculs des deux
maillages les plus fins sont présentées. Celles-ci correspondent & une méme situation de

chargement.
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Fig. I1.14 - Calculs de la plaque C.T par I'approche non-locale.

Géométrie, maillages et résultats des calculs (Saouridis, 1988).

Nous pouvons constater que, pour les maillages fins, les zones endommagées sont

insensibles au maillage.

Toujours dans le cadre de ia modélisation du comportement du béton, le modéle
microplan (décrit dans la section §11.3) a aussi ét€ adapté en formulation non-locale. Cette
formulation a été introduite dans (Bazant et Ozbolt, 1990) ou le concept microplan a été
couplé au concept non-local. Comme dans (Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987), seules les
variables gouvernant le comportement adoucissant ont été reformulées en écriture non-

locale.
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D'autres modeles utilisant une formulation non-locale ont été développés de fagon
similaire que le modéle précédent. Citons par exemple les travaux illustrés dans (Saanouni,
Chaboche et Lesne, 1988) et (Murakami, Kendall et Valanis, 1993).

Enfin, signalons que les modeles non-locaux adaptés a la modélisation du béton, ont
un intérét d'autant plus grand qu'en génie civil, ils contribuent 2 une bonne description de
l'effet d'échelle de structures. Ceci fera l'objet de la section suivante.

11.7 Modéles non-locaux et effet d'échelle :

Une des caractéristiques fondamentales des modeéles non-locaux est que leur
application au béton permet de rendre compte de la notion bien connue en Génie Civil d'effet
d'échelle de structures.

Cette propriété a en effet été qualitativement et, dans une moindre mesure,
quantitativement décrite par les modeles non-locaux (Saouridis, 1988 ; Mazars, Pijaudier-
Cabot et Saouridis, 1991 ; Bazant et Ozbolt, 1990).

Pour ces modeles, il a ét€ montré que lors de simulations d'essais sur des éprouvettes
en béton (notament en flexion) de géométries similaires avec différents rapports
d'’homothéties géométriques, la contrainte nominale décroit lorsque la taille de I'éprouvette

augmente. Ceci en accord avec les resultats expérimentaux.

Ci-dessous, nous présentons deux exemples d'applications vis-a-vis de l'effet -

d'échelle avec confrontation aux resultats des essais correspondants.

11.7.1 Modéle d'endommagement non-local (Saouridis, 1988) :

L'exemple de simulation consiste en une flexion trois points sur trois poutres
entaillées de dimensions différentes. Les caractéristiques géométriques de ces poutres sont

présentées sur la figure I1.15.

Les calculs ont été effectués en déformation plane. Un seul jeu de données
concernant les caractéristiques du matériau vis-a-vis du modele a été utilisé lors des trois

calculs.

Sur la figure .16 est présentée la vanation de la contrainte nominale en fonction
d'une dimension caractéristique des poutres (la profondeur de 1'entaille). Notons que la
contrainte nominale est définie dans cet exemple 2 partir de la charge maximale supportée par
une poutre (pic de la courbe charge-déplacement) sans tenir compte de l'entaille et en

supposant que le comportement est €lastique linéaire.
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Fig. I.15 - Géométries des éprouvettes et caractéristiques
mécaniques du béton lors des expériences (Saouridis et Mazars, 1988).
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Fig. 11.16 - Evolution de la contrainte nominale avec la taille de I'éprouvette
(Saoundis, 1988).

On observe qu'll y a la méme tendance que celle résultant des essais expérimentaux.

11.7.2 Modele microplan non-local (Bazant et Ozbolt, 1990) :

L'exemple mettant en évidence l'effet d'echelle en utilisant ce modéle que nous
présentons est de méme nature que le précédent. Trois poutres avec entailles sont soumises a
une flexion trois points. Ces poutres sont de géométries similaires de rapports d'homothétie
1, 2 et 4. Les dimensions ainsi que la loi de comportement utilisées pour les calculs sont
présentées sur la figure (I1.17).



La profondeur de I'entaille était dans les trois cas égale au sixiéme de I'épaisseur de la

poutre. Pour la plus petite poutre cette épaisseur est d = 7.62 cm (fig. IL.17).
Dans cet exemple, la contrainte nominale est définie a chaque fois par oy = P/(bdd)?

(avec b = 3.81 cm, la profondeur de la plus petite poutre et § est le rapport d’homothétie
géométrique qui prend les valeurs 1, 2 et 4), P étant la charge maximale supportée par

chague poutre (les résultats des courbes charge-déplacement ne sont pas fournies).

-+

STRESS (N/rmm®)

3

STRAN (c10°3)

Fig. I1.17 - Flexion trois points Géométries
et loi de comportement du matériau (Bazant et Ozbolt, 1990).

Les résultats numériques de la variation de la contrainte nominale avec la taille de la -

poutre sont présentés sur la figure II.18. Ils sont superposés aux résultats expérimentaux.
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Fig. I1.18 - Variation de la contrainte nominale avec la taille de I'éprouvette.
Superposition avec les résultats expérimentaux (Bazant et Ozbolt, 1990).
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11.8 Conclusions :

Nous nous sommes efforcé tout au long de ce chapitre de résumer les principaux
résultats concernant la modélisation de I'endommagement, plus particulierement adaptés au
béton, ceci avec un souci de brieveté et de clarté. Nous nous sommes plus spécialement
intéressés au cadre de la mécanique de 'endommagement qui sera le cadre principal de ce
mémoire.

Nous avons vu comment les difficultés liées au comportement adoucissant pouvaient
étre surmontées en utilisant le concept non-local de I'endommagement. Vis-a-vis de l'effet
d'échelle, les applications numériques montrent que Ia contrainte nominale décroit lorsque
les dimensions d'une structure augmentent.

Dans le chapitre suivant, nous allons développer un cadre nouveau de formulation
mécanique de 'endommagement. De cette formulation, nous pourrons développer des
modeles et nous nous efforcerons de mettre en évidence leurs différentes caractéristiques a

travers des études théoriques et numériques.
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CHAPITRE III

ENDOMMAGEMENT, GRADIENT DE L'ENDOMMAGEMENT
ET PRINCIPE DES PUISSANCES VIRTUELLES.

II1.1 Introduction :

Dans le contexte de la mécanique de I'endommagement, nous allons décrire un cadre
théorique nouveau dans lequel nous pourrons formuler une théorie du premier gradient en
endommagement.

L'idée de base est due a FREMOND (1987) qui a introduit la puissance des
mouvements microscopiques sur les frontieres de solides en contact dans le principe des
puissances virtuelles afin de modéliser le contact avec adhérences des solides. Nous
trouvons des applications de cette modélisation dans (Point, 1988-1989 ; Truong Dinh
Tien, 1990). Ce méme concept est dans le présent mémoire adapté au cadre de la
modélisation de 'endommagement des solides (Frémond et Nedjar, 1993a-1994a,b et ¢).

L'endommagement est décrit par un champ scalaire, cette fois noté B(x,t), dépendant
de l'espace et du temps. Cette variable est mesurée comme étant le rapport entre le module
d'élasticité du matériau endommagé et le module d'Young initial. Elle décroit de § = 1 pour
le matériau sain & B = 0 pour le matérian complétement endommagé. Comme pour les
modéles avec endommagement scalaire (noté D) décrits au chapitre II. elle traduit
macroscopiquement la perte de raideur du matériau. La relation entre 3 et D peut étre donnée
parf=1-D.

A l'intérieur d'un solide existent des mouvements microscopiques qui provoquent
I'endommagement. L'idée est que la puissance de ces mouvements doit étre prise en compte
dans une théorie de I'endommagement. Ainsi, comme dans (Frémond, 1987), nous
décidons de modifier 'expression de la puissance des efforts intérieurs P, . Nous
considérons que cette puissance dépend aussi de la vitesse d'endommagement et de son
gradient qui sont clairement reliés aux mouvements microscopiques. Le gradient permet de
rendre compte de l'influence de 'endommagement en un point matériel sur son voisinage.

Le principe des puissances virtuelles fondé sur ce choix conduit 2 un nouvel
ensemble d'équations du mouvement.

La thermodynamique des milieux continus (Germain, 1983 ; Lemaitre et Chaboche,
1990) donne des lois de comportement nécessaires a partir des choix convenables d'une
énergie libre ¥ et d'un pseudo-potentiel de dissipation .
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Dans ce chapitre, nous allons détailler les idées et les conséquences de ces choix pour
fonder le cadre théorique au premier gradient de I'endommagement.

II1.2 Principe des puissances virtuejles et éguations du mouvement :

Considérons un solide occupant un domaine §2 et étudions son endommagement.
Nous voulons décrire au niveau macroscopique les effets des microfissures et microvides
qui entrainent une baisse de la raideur du matériau. Soit f(x,t) le champ scalaire mesurant
macroscopiquement I'endommagement et dépendant de I'espace et du temps. Cette quantité
décroit de B = 1 pour le matériau sain 2 B = 0 pour le matériau complétement endommagé.

L'idée de base de la théorie est de modifier la puissance des efforts intérieurs
(Frémond et Nedjar, 1993a). A lintérieur du solide, il existe des mouvements
microscopiques qui provoquent I'endommagement. Nous pensons que la puissance de ces
mouvements doit étre prise en compte dans la puissances des efforts intérieurs. Par ailleurs,

nous voulons rester a une échelle d'étude macroscopique, celle de l'ingénieur.

Ainsi, nous choisissons une expression de la puissance des efforts intérieurs

dp

dépendant de la vitesse d'endommagement aq ainsi que du gradient de la vitesse

d
d'endommagement grad'a% » en plus du taux de déformation D(u) (u est le vecteur vitesse

macroscopique). Les deux premieres quantités son clairement reliées aux mouvements
microscopiques. Le gradient de 'endommagement est introduit pour rendre compte de

I'influence de I'endommagement en un point matériel sur son voisinage.

Le principe des puissances virtuelles donne lieu a un nouvel ensemble d'équations
qui décrivent I'évolution de la quantité d'endommagement 3.

I11.2.1 Puissance des efforts intérieurs :

Nous choisissons la puissance des efforts intérieurs P; qui prend en compte les

mouvements microscopiques dans un domaine 2 intérieur au solide 2 comme suit :

P

P(Du, %%):- j o:D(u) dD - J (B%E* H.grad%%—) dp, (1L,
D D
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ou ¢ désigne le tenseur des contraintes. D(u) est le tenseur du taux de déformation ayant

1 .. ; ) )
pour composantes Dj; =5 (ui'j + Uy ). 1,j € {1,2,3}, u étant le vecteur vitesse macroscopique.

Deux termes nouveaux apparaissent, B, le travail dendommagement interne, et H, le

vecteur flux de travail dendommagement interne.

L'axiome des puissances virtuelles (Germain, 1982) :
"La puissance des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est nuile”,

est vérifié. En effet, pour tout mouvement rigidifiant, il n'existe pas de mouvements

microscopiques, puisque la distance relative des points matériels reste constante (—£ est

alors nul). Ainsi P; =0 pour un tel mouvement.

111.2.2 Puissance des efforts exiérieurs :

Avec le choix fait pour la puissance des efforts intérieurs, nous choisissons une
forme générale de la puissance des efforts exténieurs P, comme suit :

Pe(i),u,%)z [fudp+ [Fudl+ JA%[?- dD + fb%—% dar, (111.2),
D oD
D aD

ol fest le vecteur des densités volumiques de forces extérieures, F est le vecteur des
densités surfaciques de forces extérieures sur la frontiere d9. Les deux quantités non

classiques A et b sont respectivement des sources extérieures de travail d' endommagement

volumique et surfacique qui ne sont pas dues aux effets mécaniques.

Une source extérieure de travail d'endommagement A ou b est des actions chimiques
(ou dans certains cas électriques) qui rompent les liens intérieurs du matériau sans
déformations macroscopiques. On peut penser, pour le cas particulier du béton, aux alcali-
réactions qui endommagent ce matériau. La quantité A peut &tre aussi interpréi€e cormme une
quantité de travail fourni depuis le début de 1a vie de la structure sans déformation : par

exemple des actions chimiques.
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En ce qui concerne I'étude de I'endommagement tout au long de ce mémoire, ces

deux termes (A et b) seront toujours nuls. L'expression de la puissance des efforts extérieurs
P, prendra donc sa forme usuelle (Germain, 1983; Lemaitre et Chaboche,1990).

II1.2.3 Puissance des quantités d'accélération :

La puissance des quantités d'accélération P peut comprendre un terme en
p q a

accélération de 'endommagement, ainsi dans un cadre général, nous pouvons prendre cette

puissance comme ayant la forme suivante :

dp du d2p dp .
P (D, r y= Py dD + J‘Q'Et-i‘ a doD, (I11.3),
D D

ou u est la vitesse macroscopique, p la masse volumique. La quantité Q%iz— correspond aux
forces d'accélérations des liaisons microscopiques, p est proportionnel a leur masse.

Nous négligeons le deuxieme terme a droite de I'équation (II1.3) car nous avons en
vue des évolutions lentes. Nous retrouvons donc I'expression usuelle de la puissance des
quantités d'accélération (Germain, 1983; Lemaitre et Chaboche,1990).

Dans la description de 'endommagement des matériaux qui va suivre, nous ne nous
int€resserons qu'aux €volutions quasi-statiques. Ainsi, la puissance des quantités

d'accélérations sera nulle.

II1.2.4 Equations du mouvement :

Le Principe des Puissances Virtuelles (Germain, 1983; Lemaitre et Chaboche,1990)

indique que pour tout milieu matériel dans un référentiel absolu, a chague instant et pour tout
mouvement virtuel, on a égalité entre la puissance des quantités d'accélération P, et la

somme des puissances des efforts intérieurs P; et des efforts extérieurs P,.

En évolution quasi statique, le principe des puissances virtuelles s'écrit donc :
VDcQ, Vv,Vy, PADv,y) + P(Dyv,7)=0, (I11.4),
ol v et Y sont des vitesses virtuelles.

Avec les choix faits pour les puissances dans (IIL.1) et (I11.2), en écriture locale, le

principe des puissances virtuelles conduit a deux systémes d'équations :
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divo+f=0, dans D, on=F, sur 9D, (I1IL.5),

divH-B+A=0, dansD, Hn=b, sur 4D, (111.6),

oll n est la normale extérieure i la frontiére 9.

Le systeme (II1.6) est nouveau et non classique. II décrit I'évolution de

I'endommagement.

I11.3 Principes de la Thermodvnamique des milieux continus :

Suite au choix fait dans le principe des puissances virtuelles, nous abordons les
principes de la thermodynamique des milieux continus afin d'établir des lois de

comportements qui vérifient ces principes.

I11.3.1 Premier principe :

Il concerne la conservation de 'énergie. Considérons un domaine € de frontiére 92
intérieur & un milieu matériel . Le premier principe de la thermodynamique des milieux

continus s'exprime par :

d .
T E+ K)=P,+Q, vQ, (111.7),
ou =~ désigne la dérivée particulaire.

Dans cette expression, les différents termes sont définis comme suit :

- E est I'énergie interne avec E = Ipe d€2, ou e est I'énergie interne spécifique,
Q

- K est I'énergie cinétique avec K =% j pv.ydQ,
Q

- Q est le taux de chaleur reque par le domaine Qavec Q= jrdQ- [q.n dQ,
Q oQ

ol r est une densité volumique de production interne de chaleur a distance et q est le vecteur

courant de chaleur.
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En écrivant que P, = P_ - P; et en remarquant que P, = %}tg » I'équation (II1.7) peut

s'écrire :

dE :
.,a?-_- __Pl_ +Q, VQ, (IHB)

En remplagant les différents termes par leurs expressions dans (IIL.8), et en utilisant
la formule de la divergence, I'écriture locale en hypothése des petites perturbations du

premier principe est :

d d d
p%%:c:d—?+BEEB~ +H.grad-&? + 1 - divg, (111.9).

II1.3.2 Second principe :

11 postule que le taux de production d'entropie est toujours supérieur ou égal au taux
de chaleur recue divisé par la température (Lemaitre et Chaboche, 1990) :

f( pL+aivi.Laa 20 vo (LI 10),
O

oul s est la densité d'entropie spécifique, T est la température.

L'inégalité fondamentale résultant du second et du premier principe s'obtient en
remplagant la densité volumique de production de chaleur r par son expression déduite du

premier principe (éq. (111.9)). Cette inégalité s'exprime dans la forme locale comme suit :

de o dB g de Lds gradT
6: g +By +H.grady -p(g Ty -a = 20, (L1,

I'inégalité de Clausius-Duhem s'obtient en introduisant I'énergie libre ¥ volumique

définie par :

¥ = p(e - Ts), (II1.12).
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En remplacant cette €énergie dans I'inégalité fondamentale (I1.11), le second principe
sous la forme de cette inégalité de Clausius-Duhem est, dans les processus isothermes que
nous considérons dans notre étude :

d¥ _ _ de

d d
W ook B p

+ Ba? + H.grad-c—it— , (L. 13).

II1.4 Lois de comportement :

La valeur de la quantité d'endommagement f§ est comprise entre Oet 1 :
0<PB<t, (111.14).

Nous pensons que la liaison interne (III.14) sur la quantité d'endommagement doit
étre prise en compte par une fonction qui décrit les propriétés physiques du matériau. Etant
une propriété physique d'une variable d'état, elle devrait étre prise en compte par des
fonctions qui decrivent toutes les proprié€tés physiques, aussi bien dans I'énergie ‘¥ ou dans
I'expression de la dissipation qui peut étre définie par un pseudo-potentiel de dissipation @.
Nous choisissons I'énergie libre car celle-ci décrit les propriétés relatives a I'état du matériau

alors que la dissipation décrit les propriéiés relatives aux vitesses.

Pour des raisons de stmplicité nous faisons 'hypothése des petites perturbations et
notons € les petites déformations. Nous choisissons :

W(e,B.gradP) = ¥ (e,B,gradp) + I(P), (111.15),

ou ‘}‘1 est une fonction dérivable et I est la fonction indicatrice de I'intervalle [0, 1]

(Moreau, 1966), (I{ty) =0.510=y< 1 et I{y) = 400, 51y [0,1]).

Ainsi, 'energie libre ¥ a une valeur physique pour toute valeur réelie de la quantité
d'endommagement B. L'énergie libre est égale 2 +oo pour toute valeur de f qui est

physiquement impossible.
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En raison de l'expression de la puissance des efforts intérieurs (IIL.1), il est naturel
de supposer que l'énergie libre dépend du gradient de la variable d'état B (Frémond et
Nedjar, 1993a-1994a). Ce choix basé sur I'expression de la puissance des efforts intérieurs
a aussi été fait pour décrire 1'adhérence des solides en contact (Frémond, 1987). D'autre
part, la prise en compte de gradients de quantités internes a aussi été utilisé dans d'autres
études (Maugin, 1990; Schreyer, 1990 ; Costa Mattos, Frémond and Namiya, 1992).

La dérivation de I'énergie libre dans une situation actuelle, c'est-a-dire, dans une
évolution telle que 0 < B(x,t) < 1 pour tout point X du milieu & tout instant t, nous conduit a

définir les forces réversibles (ou non dissipatives) reliées a €, f et gradp :

¥ E ) E} - ’ £} » — 3 III 6
G X t ——es (X t B )r’t = — (X t H t . S— , . I i

La liaison interne (III.14) est prise en compte en introduisant une réaction B™* qui

est définie en considérant qu'il existe une fonction B™*°(x t) telle que :

B™%(x,t) e JI(B(x.1)), (I11.17),

ot dl est le sous-différentiel de la fonction indicatrice I de l'intervalle [0, 1] :

JI(B) = {0} i 0<B<l,
l(0)=R" et dl(1)=R*,
AP) =D i B e [0,1], (111.18).

La notion de sous-différentiabilité est une notion mathématique utile. Un exemple
détaillé concernant la sous-différentiabilité locale est traité dans (Frémond, 1987) et, pour
plus de détails, on pourra consulter (Moreau, 1966).

Notons que la relation (I11.17) implique que le sous-différentiel JI(f) est non vide,
donc que la contrainte interne (II1.14} est satisfaite. On peut aussi due que la relation
(II1.17) a deux significations, d'une part, la liaison interne est satisfaite et d'autre part, il
existe une réaction pour cette liaison interne, qui est nulle quand 0 < 8 < 1, positive pour

= 1 et négative pour § = 0.
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Notons aussi que la somme de la réaction B™* et de la partie réversible B" dans

(II1.16), est égal a la dérivée généralisée de I'énergie libre \P par rapport a B ; B' est la partie
dérivable et B™ est la partie non dérivable. Si la la fonction indicatrice est approximée par
une fonction dérivable, comme dans (Brauner, Nicolaenko and Frémond, 1986), B
devient approximée par une dérivée classique et il n'y a plus de difference entre la partie

dérivable et la partie non dérivable.

Dans notre écriture de 1'énergie libre W (éq. (III.15)), la force non dissipative

associée a [3 est :
B(x,t) + B(x,t) € a¥(e(x,t),B(x.t),gradp(x,t)). (111.19).

Pour des raisons de simplicité, nous considérons qu'il n'y a pas de disstpation sur
les petites déformations € (le matériau est élastique) et sur le gradient de 'endommagement.

Ainsi, nous considérons que les phénomenes dissipatifs ne portent que sur la quantité
d'endommagement 3 .

Pour définir une dissipation associée a 'endommagement 3, nous supposons qu'il

existe une fonction B' telle que :

€S, VbeR,V grad@eR3

Vx,t, Vee &, VBeR, ¥V gradBe R3, V i

dt

Bi(x..e.p.gradp b, grad B)bzo, (111.20),

dr™
ou S est I'ensemble des matrices 3x3 symétriques.
Les lois de comportement que nous choisissons sont (Frémond et Nedjar, 1994a-b) :
6=¢', H=H,  B=B+B"+B (LIL.21),

ou la derniére relation peut étre écrite explicitée sous la forme,

dp

B(x,t) = B'(x.,) + B*(x.,0) + B'(x,t,E(x, t) i £ x,0).52 3 (%.t), grad—- dp

(x,1)

ol nous avons introduit la notation E = (g,B,gradf) qui sera adoptée pour toute la suite.
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Les équations décrivant I'évolution d'un milieu sont donc : (II1.5), (1IL.6) et (II1.21)
convenablement complétées par des conditions initiales et aux limites.

Avant de continuer, prouvons que notre choix est cohérent d'un point de vue
mécanique. La seule chose que nous devons prouver, est que les lois de comportements
(II1.21) vérifient I'inégalité de Clausius-Duhem .

Avec le choix fait pour I'énergie libre (III.15) et en rappelant que, pour simplifier,

seuls les processus isothermes sont considérés, I'inégalité de Clausius-Duhem peut s'écrire :

d¥ de dp dp
_ 1 Ml ht o e
di < 0: a t B a * H . grad i (I11.22),

dp dp

; : s 1 . de
pour toute évolution actuelle, c'est a dire pour toutes vitesses Gt o3 o grad rn telles que

la liaison interne (III.14) est satisfaite.

o e o2 d
Remarquons que nous devons bien définir la dérivée par rapport au temps H? - En

raison des inégalités (I11.14), la dérivée par rapport au temps de 8 peut ne pas étre continue ;

ainsi nous devons choisir entre la dérivée a droite,

d

fim B(t+At) - B(t) _ d _ap_
At t

At —= 0 (At > 0)

qui dépend de la future évolution du matériau, et la dérivée a gauche,

By - Bit-At) _ d3B
At T dt
At — 0 (At > 0)

Iim

qui dépend de I'€volution antérieure du matériau.

Nous savons que les lois de comportements sont des relations causales. Elles
prennent en compte les informations données par 'histoire du matériau, c'est a dire
I'évolution antérieure. Il en résulte que les dérivées en temps sont dans les lois de
comportements des dérivées a gauche (Frémond, 1990). Nous décidons donc que toutes les

dérivées en temps sont des dérivées a gauche :
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dn dén o
Gr =g DPour toutes quantités .

Afin de vérifier I'inégalité de Clausius-Duhem, nous allons énoncer le théoréme suivant :

Théoréeme Supposons que la fonction ‘PI(E,B,gradB) est différentiable. Alors

I'inégalité de de Clausius-Duhem est satisfaite par le lois de comportements (II1.21).

Preuve : Avant de prouver ce théoreme, prouvons d'abord la proposition suivante,

Proposition (Frémond, 1990) Dans une évolution réelle, telle que 0 < B(x.t) < 1,

on a:

YV (x.1), VA e 9I(B(x.t)), A%E (x,t) 2 0, (I11.23).

Preuve de la proposition : Soit At > 0, un incrément de temps. Du fait que
0 < B(x,t) £ 1, la fonction indicatrice I est sous-différentiable au point B(x,t) (Moreau,

1966} et

VA e JI(B(x.1), I(B(x.t-A1) = I(B(x.1)) + AB(x,t-At) - B(x,1)),
ou encore du fait que 0 < B(x,1-At)) £ 1,

VA € JI(B(x.1), 0 = A(B(x,t-At) - B(x,1)).
En divisant cette relation par At > 0, on obtient,

(Bx,1) = B(x.t-Ar))
At

2 0.

VA e dl(B(x,1)), A

La relation (I11.23) est déduite en faisant tendre At vers zero.

Preuve du théoréme : Du fait que la fonction ‘Pl(e,B,gradB) est différeniiabie, on a,

d¥; o¥, de dY¥,;dB 0¥, dgradp [ de _ dBp .. dgradf
AT e Tdt T g & Y ggragp G =0 g Bt g
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Avec la proposition précédente, on a

0 reac(x t) d? (x t)

La relation (I111.20) nous donne,

dp

0 < Bi(x,tE(x, t) o (x t), = h (x,1), graddﬁ

(x.0) d? (x,1).

En ajoutant membre & membre les trois derniéres expressions, on obtient :

d¥ dp

—L < (x ) + (B'+B™*4+BH)-E dt

dp
i <O dt

(x.t) + H'.grad t(x,t),

et en utilisant les lois de comportement (II1.21), on obtient I'inégalité de Clausius-Duhem
(I11.22). Ceci acheve la preuve du théoréme.

Une facon élégante de définir les forces dissipatives est de postuler I'existence d'un
pseudo-potentiel de dissipation, comme cela a été introduit par MOREAU (1970) (voir aussi
(Germain, Nguyen et Suquet, 1983)).

Un pseudo-potentiel de dissipation est une fonction positive, convexe et sous-
d
différentiable pour la variable b, ©(x,t,E(x, t) "t (x ).b, grad B (x t)) a valeur nulle &

l'origineb=0:
d(x,1,E(x, t) qt (x 1,0, grad dB (x,t) = (I11.24).

Rappelons, que dans notre étude, nous considérons que la dissipation ne porte que
sur I'endommagement. Cette fonction & définit la force dissipative B' satisfaisant I'inégalité

(H1.20) :

de dp dgradp de dB dgradf

Bowbgrar—a )€ 0B a (1L.25),
ol dD(x,t E’%b,dgradﬁ) est le sous-différentie! de ® par rapport a la variable b.
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Dans les modéles que nous proposerons & partir du chapitre suivant, nous choisirons

le pseudo-potentiel de dissipation tel que,

de dB dgradB

B
T ) = @G 8), (111.26).

D(x,tE(x, 1)

ol la petite déformation € intervient comme parametre.
Cette fonction aura une forme générale analogue a celle donnée par I'équation

(II1.15). Elle sera décomposée de la fagon suivante :

dp dp dp

( (x B ex,)) =@ (dt (x,t) 5 e(x,t)) + I_( (x ), (111.27),

ou Cbl est une fonction convexe, dérivable et nulle a l'origine, 1_ est la fonction indicatrice de
I'intervalie ]-o0, 0], (IL(x) =0, si x £0 et I_(x) = +oo si xg ]-oo, 0]). Cette derniére est en
effet nulle a 'origine, convexe et sous-différentiable. Cette décomposition du pseudo-

potentiel de dissipation vérifie bien la condition (I11.24).
La fonction & prend ainsi une valeur infinie pour toute évolution physiquement

impossible. C'est a dire que la vitesse d'endommagement ne peut étre que négative (la
quantité P ne pouvant que décroitre de 1 & 0).

On aura donc pour force de dissipation B' donnée par (II1.25) :

B € adJ( dp (x t) ; &(x,1)), (I11.28),
dB d®, dB dp
avec 8¢(a LE) = —a; (G 8+ dl_ (3 ) ol dl_est le sous-différentie! de la fonction
d(E{

indicatrice de l'intervalle ] -oo, 0}. C'est a dire :

dl_(y) = {0} si Y& ]-o, 0
ol_(0) = [0+»o[
et dl(y= si ye ]-o0,0], (111.29).

Avec ce choix du pseudo-potentiel de dissipation l'inégalité (II1.20) décrivant la dissipation

est satisfaite.
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ITI.5 Récapitulation :

Un choix convenable de I'énergie libre W et du pseudo-potentiel de dissipation @
permet d'obtenir les lois de comportement données par (I11.21) et (I11.28) pour le matériau.
Ces lois de comportements décrivent avec (II1.5) et (II1.6), convenablement complétées par
des conditions aux limites et une condition initiale sur la variable d'endommagement,

I'évolution d'une structure.

II1.6 Conclusions :

Nous avons défini une théonie du premier gradient en endommagement. Nous avons
décidé de tenir compte de la puissance des mouvements microscopiques qui provoquent
I'endommagement dans la formulation. Pour cela, nous avons modifié l'expression de la
puissance des efforts intérieurs en introduisant de nouveaux termes traduisant la puissance
de ces mouvements. Parmi les termes introduits, un terme en gradient d'endommagement
permet de rendre compte de l'influence de I'endommagement en un point matériel sur son
voisinage, ce qui est un concept phyique acceptable.

Avec ce choix, le principe des puissances virtuelles conduit a une nouvelle équation
du mouvement liée a la description de l'endommagement dans le milieu matériel,
parallelement a I'équation du mouvement classique. Un choix convenable d'une énergie libre
et d'un pseudo-potentiel de dissipation permet de définir des lois de comportements vérifiant
les principes de la thermodynamique des milieux continus. Ces lois de comportement,
placées dans les deux équations déduites du principe des puissances virtuelles, permettent de
décrire I'évolution d'une structure.

Dans les chapitres suivants, nous allons donner des modéles d'endommagement avec
des choix convenables de ‘¥ et ®. Ces modeles seront confrontés a des tests réels rencontrés
dans la littérature. Nous aborderons la confrontation des modeles vis-a-vis de l'effet
d'echelle de structure ; en effet nous montrerons certaines caractéristiques auxquelles
obéissent les modeles du fait de la prise en compte du gradient de 'endommagement. Nous
aborderons également la description du phénomene untlatéral observé dans les matériaux

endommageables tel que le béton.
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CHAPITRE 1V

MODELES D'ENDOMMAGEMENT.
DESCRIPTION DU PHENOMENE UNILATERAL.

IV.1 Introduction :

Les résultats de base de la formulation de 'endommagement décrite lors du chapitre
précédent sont, tout au long de ce chapitre, appliqués 2 des situations réelles :
I'endommagement du béton ainsi que l'endommagement d'un composite particulier. Les
différents modeles que nous proposons sont définis par des choix différents de 1'énergie libres
et du pseudo-potentie]l de dissipations et aussi en choisissant, suivant les cas, une ou deux
variables d'endommagement.

Les choix de I'énergie libre ¥ et du pseudo-potentiel ¢ se font a partir des lois de
comportement expérimentales. De ces fonctions. nous déduisons les lois de comportement du
modéle qui permettent de résoudre les équations du mouvement.

Nous commencons l'exposé par la description d'un exemple de modélisation du
comportement macroscopique d'un composite particulier : composite & matrice céramique de
type "SiC-SiC" (Gasser et Nedjar, 1991 ; Gerard et Baste, 1991). Ce matériau est choisi en
raison de son comportement typiquement élastique-endommageable.

Nous développons ensuite un modele d'endommagement appliqué au comportement
adoucissant du béton. Une €tude paramétrique est effectuée et quelques propriétés sont
commentées. Ce modele sera en effet retenu pour les calculs des structures en béton que nous
aborderons dans les chapitres suivants.

Aussi, une modélisation du phénoméne unilatéral observé sur le béton est proposée.
Elle fait intervenir deux quantités d'endommagement. Enfin, nous présentons une premiére
approche qui permet de décrire de fagon qualitative le mode d'endommagement par fatigue.

Tout au long de ce chapitre, nous illustrons des exemples de lois de comportement
relatives aux différents modeles. L'application aux calculs de structures sera abordée a partir

du chapitre suivant.
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IV.2 Modéle d'endommagement appligué 2 un composite particulier :

Il est souvent observé que 'endommagement est principalement provoqué par des
extensions au sein du matériau lorsqu'un certain seuil est atteint.

Dans cette section, nous proposons de développer un modele d'endommagement en
vue de la description du comportement macroscopique d'un composite particulier : composite
tissé avec matrice et fibres en Carbure de Silicium, de type "SiC-SiC" (Nedjar et Gasser,
1991 : Gerard et Baste, 1991).

Ce matériau a été choisi en raison de son comportement typiquement élastique-
endommageable avec toutefois une apparition de petites déformations anélastiques qui sont
mises en évidence lors des déchargements. La figure IV.1 illustre un tel comportement. Les

caractéristiques mécaniques initiales du matériau obtenues lors des expériences sont : Le
module d'Young E = 220 GPa et le coefficient de Poisson v = 0.16.

150. L

Contrainte - Stress (MPa)

10y

50 4.

Déformation - Strain (%,

=

i
T 1 T T

-.05 0.po 0.05 0.10 0.18 0.20

Fig. IV.1 - Courbe expérimentale de cycles charge-décharge d'un composite
a matrice céramique (Gasser et Nedjar, 1991).
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Dans le cadre de la formulation décrite au chapitre III, I'énergie libre relative au
couplage élasticité-endommagement doit étre telle que pour B = 1, on doit retrouver I'énergie
de déformation élastique du milien non endommagé. Nous choisissons cette énergie libre ainsi
que le pseudo-potentiel de dissipation comme suit :

¥ = % Bi2utrfe.el+A(tr[e])?) + W(1-B) - M{Log( B |) + ‘% -1+ % (gradB)’, (IV.1),

o = %— ch - -é- B{2utrfe.e] + A,((tr[e])')z} +1_(B), (IV.2).

. n_d . . .
avec la notation f§ = d—? » et ol A et U sont les coefficients de Lamé.

Le premier terme dans I'expression de ¥y est une fonction quadratique par rapport au
tenseur de déformations et une fonction linéaire par rapport a la variable d'endommagement. Il

constitue le modele le plus simple ou 'endommagement n'affecte que la raideur du matériau.

- La quantité W définie le seuil initial d'endommagement. Elle a la dimension d'une
densité volumique d'énergie.
- La quantité M est le facteur qui contrdle le déplacement de ce seuil lorsque

I'endommagement évolue. Il a aussi la dimension d'une densité volumique d'énergie.

Tel que nous le verrons dans les équations du mouvement, ces deux quantités
décrivent l'évolution du domaine élastique non endommageable avec I'évolution de

I'endommagement.

- La quantité k mesure I'influence de 'endommagement en un point matérial sur son
voisinage. En effet, il est couplé a la fonction quadratique du au gradient de
I'endommagement.

- La quantité ¢ est le parameétre de viscosité de I'endommagement.

L'expression du pseudo-potentiel de dissipation dans (IV.2) est cheisie de fagon 4 ce
que I'endommagement ne résulte que des déformations positives (extensions), comme cela

sera montré dans ce qui suit.

La fonction I_ dans (IV.2) est, comme mentionné dans (I11.27), 1a fonction indicatrice
de l'intervalle }-00, 0] (1_(y) = 0, s1y< 0 et L_(y) = +o0, s1 Y€ ]-00, 0]). L'effet de cette

fonction indicatrice est de forcer la vitesse d'endommagement B a étre négative.
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Les notations {.)¥ et {.)” sont respectivement la partie positive et la partie négative de la
quantité scalaire {.) :

()*=Sup{0.{)] et () =Sup{0,~()}. (IV.3).

La partie positive et la partie négative du tenseur de déformations sont obtenues apres
diagonalisation. On a les propriétés utiles suivantes (Ladeveze, 1983) :

(rle]) = (ulel)™ — (urfel) et (el Huled) =0,
e=¢gt—-¢ et trijet.e"} =0,

+ o+ +)2
P e, 1 9 Wulep )” «‘;{ZD E et ava,

ol I est le tenseur unité du second ordre.

Avec ce choix, les relations de comportements (II1.21) donnent :

d'¥ a_(D_+Breac

o = B{2ue + A(trie]ld}, H=k gradf. B=——+ (IV.5),
ou la dérivée de W et la dérivée généralisée de ® (Moreau, 1966; Frémond, 1987, 1990)
sont :
d¥; 1 2 1-B
o 2 { 2utre.e}+A(irfe])” } -W-M(?),
et @ ech - % (2utr[en.e] + A(Grlel))’} + A1),
ap -

avec dl_(x) = {0}, si x < 0 et d1_(0) = [0,+oo[.

On peut remarquer que la premiere relation dans (IV.5) entre contrainte et déformation
est la relation la plus simple ol intervient le couplage entre I'endommagement et le
comportement élastique linéaire.



Soit le domaine €2 de frontiére dS2 et de normale extérieur n, soumis 2 une densité de
forces volumiques f et a une densité de forces surfaciques F sur dQ. Les équations du
mouvement sont obtenues en remplacgant (IV.1), (IV.2) et (IV.5) dans les équations (II1.5) et
(I11.6). Nous rappelons que les termes de sources externes d'endommagement sont negligés
{A =0 etb=10). Nous obtenons alors :

div(B{ 2pe + AMtleDIg }) +f=0, dans Q,
ocn=F, sur 92, (1V.6),

cB —kAB +9I(B) +L_(B) 3 - ‘5{ 2utrfet e+ +A((tr{e])t)’ } + W+ M(—E—f), dans Q,

—QE =0, sur 9§,
on
B(x.0) = By(x),  dans Q, av.7),

ot A est le Laplacien de B. La fonction B,(x) est I'endommagement initial dans la structure

Q, avec f;(x) = 1 quand la structure est initialement non endommagée.

Les équations (IV.7) sont les équations d'évolution de l'endommagement. Les

éléments dI(B) et 31_(P) (sous-differentiels des fonctions indicatrices I et I_ respectivement)

sont des ensembles de réactions qui forcent B & étre entre 0 et 1 et la vitesse B a étre négative.

Dans I'équation (IV.7)y, la source d'endommagement dans le membre de droite est
une énergie de déformation produite par les parties positives des déformations. Ceci est en
accord avec les observations expérimentales mentionnées plus haut. Cette équation montre
aussi que l'endommagement n'évolue que si les déformations positives £t et les
augmentations de volume (tr[e])* dépassent un certain seuil. Plus précisément : quand le

matériau est non endommagg, le seuil en énergie est W, tandis que quand I'endommagement

. : . 1- - A .
évolue, ce seuil devient W + M( ;F‘), mettant en évidence le r6le du facteur de déplacement

du seuil M.

La figure IV.2 nous donne le résultat de I'application de ce modéle au comportement

macroscopique d'un composite & matrice céramique (fig. IV.1).
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Les caractéristiques utilisées pour la détermination de ce comportement sont : les
caractéristiques mécaniques initiales du matériau sain (données par I'expérience) : le module
d'Young E = 220 GPa et le coefficient de Poisson v = 0.16, et concernant les caractéristiques
du modéle : W = 1. 1072 MPa, M = 1.15 10" MPa et ¢ = 0.75 MPa.s.

200 . .

Contraine (MPa)

50 ¢ j///// -

0 ; 1 L —~

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3
Deformation (%)

E =220 GPa, v = 0.16, W = 1. 10> MPa, M = 1.15 10" MPa et c = 0.75 MPa.s
Fig. IV.2 - Courbe de cycles charge-décharge en traction simple d'un composite

a matrice de type "sic-sic". Résultat numérique.

La courbe contrainte-déformation qui résulte de l'application du modele se compare
favorablement avec celle donnée par I'expérience (fig. IV.1).

Remarque :

Il est important de noter que l'équation d'évolution de I'endommagement (Iv.7),
entraine des comportements différents en traction et en compression. Ceci est di au fait que
'endommagement est provoqué par les parties positives des déformations. Ainsi, en raison de
I'effet du coefficient de Poisson, le seuil d'endommagement en contrainte est plus grand en
compression qu'en traction.

Afin d'illustrer cette propriété du modéle, nous nous proposons de déterminer le

comportement en compression simple du composite & matrice céramique donné par le modele.
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Les mémes parametres utilisés pour déterminer le comportement en traction (fig. [V.2)
sont utilisés pour I'essai en compression simple. Le résultat du calcul sous forme de courbe
contrainte-déformation est donné sur la figure IV.3.

On peut observer une nette différence de comportement entre traction (fig. IV.2) et
compression (fig. IV.3). Le seuil d'endommagement en contrainte, c'est-a-dire la contrainte a
partir de laquelle un début de perte de raideur commence (B < 1), est plus grand en
compression quen traction. En d'autres termes, = 1 jusqu'a la contrainte ¢ = -450 MPa

alors qu'en traction, = 1 jusqu'a la contrainte ¢ = 95 MPa (fig. I'V.2).

-100¢

-200

g

WMWMIB AL | M—AZ=DHAZ O
i
8

-500+
(MPg}

~600L-

-700 " —L . i L 2
-4 ~3.% -3 -2.5 ~2 -1.5 -1 -0.% [+

DEFORMATION - STRARIN x10-3

E=220GPa, v=016W=1. 10-2 MPa, M = 1.15 10"] MPa et ¢ = (.75 MPa.s
Fig. IV.3 - Courbe de cycles charge-décharge en compression simple d'un composite

a matrice de type "sic-sic". Résultat numérique.

IV.3 Modéle d'endommagement avec comportement adoucissant. Application

au_béton :

Les essais expérimentaux sur le béton en sollicitations uniaxiales, de traction ou de
compression, montrent que ce matériau est caractérisé par un comportement adoucissant
lorsqu'un certain seuil est atteint (voir par exemple les résultats expérimentaux, figs. L1, L5
et 1.7). Nous proposons dans cette section une variante du modele précédent permettant de

décrire ce comportement.
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La différence par rapport au modele précédent se situe dans la fagon avec laquelle le

seuil d'endommagement se déplace en fonction de I'évolution de 'endommagement.

Nous choisissons 'énergie libre et le pseudo-potentiel de dissipation comme suit :
¥ = % B{2utrfe.ej+Acurie)?} + W(I-B) + 15‘ (gradpB)’, (IV.8),
d = % o’ - % B{2utrfe-e] + A(Gerlel))” +

1-B
1-MB

(—)[2ptrfe*.et] + A(ure) )]} + L (B), (IV.9).

Les définitions des caractéristiques de ce modele sont identiques a celles des
caractéristiques du modele précédent : "c" est le parametre de viscosité de l'endommagement,
"k" mesure I'influence de I'endommagement en un point matériel sur son voisinage, W est
seuil initial d'endommagement, toujours exprimé en termes de densité d'énergie et M, le
facteur de déplacement de ce seuil dendommagement. Par contre, il est important de noter
que dans ce modele, M est une quantité sans dimension et que sa valeur doit étre strictement

inférieure 3 1 pour éviter que "1-Mf" ne change de signe :
M< 1, (IV.10).

Avec ce choix, les relations de comportements (II1.21) donnent :

o =B{2pe + Alrfe])ld}. H=k gradB, B =%§-1-+ 0P + B (IV.11),

op

ou la dérivée de W et la dérivée généralisée de @ (Moreau, 1966; Frémond, 1990} sont :

oV
—a—l .—_—é— {zmr[e.s}a-k(tr{c‘i])z} - W,

ot Qﬁ? ecf - l {2ntrfee] + k((tr[E])‘)2 +
ap )

(f&d—%)[zutrls’k.ﬁ + M{urfent)’] } +al_(p),

avec 01_(y) = {0}, siy< 0 et dl_(0) = [0,+eo].
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On peut remarquer que la différence par rapport au lois de comportement du modele

précédent (égs. (IV.5)) réside dans l'expression du travail interne d'endommagement B.

Avec ce choix, les équations du mouvement, obtenues en remplagant (IV.8), (IV.9) et
(IV.11) dans les équations (II1.5) et (II1.6), sont :

div(B{2pe + A(urfe))ig }) +£=0, dans Q,

on=F, sur 09, (IV.12),

B - kAB +9I(B) + o1_(B) > —12- (1- T?N?—B){2mr[£+.8"‘]+7\((tr[£])+)2}+W, dans Q,

@ =0, sur oS,
on
B(x,0) = By(x), dans Q, (IV.13).

Notons la différence entre la source d'endommagement dans le second membre de
(IV.13), et la source d'endommagement dans le second membre de (Iv.7),.

La figure IV.4 présente des exemples de comportements en tractions uniaxiales
destinés a modéliser le comportement du béton. Ces courbes sont obtenues pour différentes
valeurs du parametre M (avec M < 1). Les caractéristiques mécaniques utilisées sont celles
généralement obtenues (en moyenne) lors d'essais expérimentaux: E = 35000 MPa et v =0.2.

Les autres caractéristiques sont : W = 0.42 10*MPaetc =0.2 107 MPa.s.

De méme, nous nous proposons d'appréhender I'influence des deux autres parameétres
du modele W et ¢ sur le comportement en traction uniaxiale. La figure I'V.5 présente
I'influence du seuil initial d'endommagement W, dans ce cas la valeur de M est fixée a M ==
0.5 et la valeur de c est fixée 3¢ = 0.2 102 MPas. La figure IV.6 présente l'influence de la
viscosité d'endommagement ¢, pour ce cas la valeur de M est fixée a M = 0.5 et la valeur de
W est fixée 2 W = 0.42 10* MPa. Dans ces deux exemples, les caractéristiques mécaniques
utilisées sont : E = 35000 MPaet v=0.2.
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Fig. IV .4 - Courbes "contrainte-déformation” du béton en traction uniaxiale.
Résultats obtenus pour différentes valeurs de M.
6 T - 1 ¥ t R
"W =0]E-04" —
"W =03E-04° -
"W =05E04" o
5k "W =07E-04" i
"W=10E04" ---

Contrainte (MPa)

Deformation (%)

E = 35000 MPa. v = 0.2, ¢ = 0.2 10°> MPa.s et M = 0.5.

Fig. IV.5 - Influence du paramétre W sur la réponse du béton en traction uniaxiale.
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E = 35000 MPa. v = 0.2, W = 0.42 10" MPa et M = 0.5.

Fig. IV.6 - Influence du parametre ¢ sur la réponse du béton en traction uniaxiale.

Remarques :

Tout comme pour le modele de la section §IV.2, ce modele entraine des
comportements différents en traction et en compression. Ceci est également di aux effets
combinés, du coefficient de Poisson et du fait que dans I'équation d'évolution (IV.13),, la
source d'endommagement est gouvernée par les déformations positives.

Dans ce cas aussi le béton est plus résistant en compression qu'en traction. Ceci est en
accord avec les résultats expérimentaux.

Ce modele permet donc de décrire I'endommagement de structures en béton soumises
a des sollicitations multiaxiales (charge-décharge sans changement du signe des sollicitations).

Lorsque les sollicitations changent de signe, le phénomene unilatéral apparait. Il n'est
pas pris en compte par ce modele, 1l I'est par le suivant.

IV.4 Modele _a deux variables d'endommagement et phénomeéne unilatéral.
Application au béton :

Le phénomeéne unilatéral n'est pas décrit par les modéles précédents (§1V.2 et §IV.3).
Pour le prendre en compte, nous introduisons cette fois-ci deux variables d'endommagement
au lieu d'une seule. Ces variables sont : ; pour l'extension et B¢ pour la contraction.
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A partir de ce choix, le principe des puissances virtuelles décrit au chapitre I11 est alors

reformulé en tenant compte de ces deux quantités d'endommagement.

Nous choisissons la puissance des efforts intérieurs P; = P(D,u, B.pc) qui prend en
compte les mouvements microscopiques dans un domaine P intérieur au solide {2 comme

suit :

H

P =~ _fc:D(u) do - J(B[B} + H.gradB + BcBc + He.gradBo) dp, (IV.14),
T

Quatre termes apparaissent, By, le travail d'endommagement interne en extension, B,
le travail d'endommagement interne en contraction, Hy, le vecteur flux de travail
d'endommagement interne en extension et H, le vecteur flux de travail d'endommagement

interne en contraction.

La puissance des efforts extérieurs est I'expression (II1.2) ou les sources extérieurs

d'endommagement sont nulles :

P(Du,BuBe)= [fudD+ [Fudl, (IV.15).
D 0D

En évolution quasi-statique, le principe des puissances virtuelles,

VDo Q Vv,Vy, VvV, P(Dvy.0) + P(Dv,1,0) =0,

ou v, yet { sont des vitesses virtuelles, conduit 2 trois systémes d'équations :

divo+f=0, dans D, ocn=F, sur 0D, (IV.16),
divH;-B;=0, dans D, H;n =0, sur 0D, (IV.17),
div H, - B, =0, dans D, H,n=0, surodd, (IV.18),

ol n est 1a normale extérieure i la frontiere 0.

Les systemes (IV.17) et (IV.18) décrivent les évolutions des variables
d'endommagement [3; et B respectivement.
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Nous choisissons de remplacer la liaison interne sur les variables d'endommagement

(1I.14) par la liaison suivante :

BuBe) € C={(xy), xe [0,1]; ye [0,1], x<y }, (IV.19).

Elle impose a (B,Bc) d'appartenir au triangle C. Cela traduit que des déformations
négatives produisent des pertes de raideur en traction et en compression alors que des
déformations positives produisent une perte de raideur uniquement en traction. Cette haison

reac reac
et B.

entraine l'existence de deux réactions By gui sont définies par :

(Byreac(x,t),Bcreac(x,t)) € ol-(By(x.1).Be(x,1)), (IV.20),

ou dl- est le sous-différentiel, ou ensemble des dérivées généralisées, de la fonction

indicatrice I~ du triangle C (voir figure IV.7). On a le résultat suivant :

Byreac = 0 et B¢ = (), si (B, Bc) est a l'intérieur de C.
B,feac ¢ J-00, 0] et B reac = 0, siPr=0et Bce 10,1[.

B,feac = 0 et Brea¢ e [0, +oof, siBre 10,1{et Pe=1,

Byfeac = — B_reac ¢ [0, +oof, si By=Pc et Bre J0.1[.
(B;reac, B reacy e {cone normal a C au point (0,0)}, pour (B,Bc) = (0.0),
(Byreac, B.reacy e {céne normal a C au point (0,1)}, pour (B,Bc) = (0,1).
(Byeac, B.reacy e {cone normal a C au point (1,1)}, pour (By,B0) =(1,1).

Avec le choix d'une énergie libre W; et d'un pseudo-potentiel de dissipation @, les lois

de comportement, analogues a celles données au chapitre III (égs. (I11.21) et (I11.28)), sont :

oMV, . MV, - M, |
JS£) = —(X,1), Sp) = ———(X,1), L) =——(X.1) .,
o(x,t) % (x,t), Hux.) 3(gradpy (x,0) , Helx,t) 3(gradpy) (x
kg
Byx.t) = —L (x,t) + Q-? (x.0) + B (x, 1),
B o,
oY
Be(x,) = — (x,0) + Q? (x,t) + B (x,1), (Iv.21).
oBc 3be
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Fig. IV.7 - Sous-différentiel de la fonction indicatrice I~ du triangle C.

L'énergie libre et le pseudo-potentiel de dissipation que nous choisissons sont :

¥ = ¥(e,Br.Bc.gradf,.gradf;)
1 {B[2utrfe* &) + A((rlel)*) T+ Bel2utrlem.e7] + A(Crlel))’])

2

+ Wi(1-B) + We(1-Bo) + © [(gradp,)? + (gradBc)2], 1v.22),
- 1 s . 1- a
@ = OPLPe:e) = — {cPit+ccBl) - %Bl ¢ by )[2uufetet] + M(uelel) )]
2 = I-M,
1 1- c .. .
- 5B q_—MBC—ﬁ?[zme-.s-J + M(rlel)’] + 1 (BBo), (IV.23),

ou cette fois-ci I _(x,y) est la fonction indicatrice de I'ensemble J-o0, 0]x]-oo, 0].

Les définitions des caractéristiques du modele sont identiques a celles du modele
précédent (§IV.3) appliqué au béton. Ces caractéristiques sont indicées par t pour
I'endommagement dii aux extensions et par ¢ pour 'endommagement dii aux contractions.
Nous rappelons que les paramétres controlant les déplacements des seuils d'endommagement
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sont des quantités sans dimension et, comme pour le modele précédent (condition (IV.10)).

elles doivent éire strictement inférieures a 1 :
Mi<1 et Mc < 1, (1V.24).

Dans l'expression de I'énergie libre W1, il apparait que les contributions des parties
positives et négatives des déformations sont différentes. La fonction quadratique par rapport
aux déformations positives €* est couplée avec la quantité d'endommagement By et la fonction
quadratique par rapport aux déformations négative £ est couplée avec la quantité
d'endommagement J.

En utilisant les propriétés (IV.4), la premiéere relation de comportement dans (IV.21),

reliant les contraintes et les déformations nous donne :

o= T2 - B {ope* + Mule)*la) - B 2ue + MutelTa),  (av.s)
€

Notons que si le matériau est non endommagé (B, = B, = 1) la relation (IV.25) donne

un comportement élastique linéaire.

Les équations du mouvement, obtenues en remplacant (IV.22), (IV.23) et (IV.21)
dans les équations (II1.16)-(I11.18), sont :

divo +f =0, dans Q,
on=F, sur 0€2, (IV.26),

cIB[ - kAR, + B + 81_([3() 3 - lj (1- _1_1:1\%3) { ?.utr[t»:"'.e*']+7t((tr{£])‘*')2 } +W,, dans Q,
IRt tad

d
k a—BL =0, indQ, ﬁ[(X,O) = B{o(x)s dans €,
n
. . . I- )
ccBe - KAB. + B +31_(By) 3 - 5 (1- e founter e 1o A(ute) )} + W, dans @,
l'Mch
d
k _[:)’,c_ =0, inoQ, Bo(x,0) = By(x), dans £, (IV.27),
n
ot le vecteur (B{"®2“(x,t),B*(x,1)) € BIC(Bl(x,t),Bc(x,t)) est normal au triangle C au point
(Bi,Bc) (fig. IV.7). On peut vérifier que ces équations donnent une seule vitesse (Bl,ﬁc)

fonction de € et de (By,Be) telles que B, < 0, B, < 0 et (By,Bc) est 2 l'intérieur du triangle.
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Afin de montrer les caractéristiques de ce modele, nous commengons par présenter un

exemple qualitatif. Sur la figure IV.8 est représentée une histoire de chargement d'un essais

de traction-compression. La réponse a ce chargement est illustrée sur la figure IV.9.

stress

6,04 4
0.03 4
o0z ]
0.01 4

4

A Déformation

Temps (s)

-0.01 4
-0.02 4
0.03 ]
0.04

-005 4

Fig. IV.8 - Histoire de chargement. Exemple qualitatif.
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N e r :
BZEMO 4 o T Rl -y
. -'i-' 4 ’
e e : -
YR S e
s - ; :
.-"’ - A ; :
;o e .
Q8E00 A { ..... 1 . P A g
\,.,_,..-t"‘
c .
-1 2840 ( e
RY 30, TR S g + -
-5.0€6-04 <J0E-D4 10804 1.0E-04 30604 5.06-04
strain

Fig. IV.9 - Comportement en traction-compression.
Le phénomeéne unilatéral.
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Sur cette réponse, aprés un endommagement provoqué par la traction (partie OA), on
peut noter la réstauration de la raideur lors du passage de la traction 2 la compression (parties
AB et BC) : c'est le phénomeéne unilatéral. On peut noter aussi que I'endommagement en
compression est définitif : en d'autres termes, quand le matériau est largement endommagé en
compression (au point C sur la courbe), sa raideur ne peut pas étre restaurée lors du passage
du chargement en compression au chargement en traction (parties CD et DE). Le matériau est
en partie, ou totalement, détruit. Cette propriété est une conséquence du choix fait pour la

liaison interne (IV.19) sur les variables d'endommagement.

Pour I'exemple pratique du béton, nous utilisons les caractéristiques mécaniques de ce
matériau choisies a partir de résultats expérimentaux (Mazars et Bazant, 1988). On peut voir
sur la figure IV.10, cette fois-ci quantitativement, la restauration de la raideur lors du passage
de la traction a la compression. Les caractéristiques du matériau utilisées pour le modéle
sont : E = 37000 MPa, v = 0.2, ¢, = 0.002 MPa.s, c. = 0.5 MPa.s, W, = 1. 10 MPa,
We=0.7 102 MPa, M, = -1 et M. = 0.8.

T 4 ] T 11

’Comportement en traction-compression’ ——

Contrainte (MPa)
)
T
=
‘ —~
}

M / _

I L 1 ] )

-0.4 0.3 -0.2 0.1 ¢ 0.1

Deformation (%)

Fig. IV.10 - Comportement en traction-compression du béton.
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On peut remarquer ia différence de résistances maximales entre la traction {de I'ordre
de 3 MPa) et la compression (de l'ordre de 25 MPa). Ceci est en accord avec les valeurs

moyennes obtenues expérimentalement.

IV.5 Un_modéle d’'endommagement par fatigue :

Deux types de mécanismes d'endommagement sont généralement distingués :
I'endommagement fragile et I'endommagement par fatigue. Les modéles développés dans les

sections précédentes sont des modeies dendommagements fragiles.

L'endommagement par fatigue apparait lorsqu'un matériau est soumis a des contraintes
cvcliques. Pour des amplitudes qui peuvent étre inférieures a la limite d'élasticité, une rupture
par accumulation d'endommagement survient au bout d'un certain nombre de cycles (Marigo,
1985 : Lemaitre et Chaboche, 1992 ; Frangois, Pineau et Zaoui, 1993).

Daus cette section, nous proposons une extenston du modele avec une seule variable
d'endommagement décrit dans la section § IV.3 (appliqué au béton) afin de modéliser

I'endommagement par fatigue.

L'idée est de considérer que le seuil d'endommagement décroit avec le nombre de
cycles N. Le seuil initial dendommagement W est donc tel que W = W(N). Dans ce cas, le
nombre N est un entier naturel (N € N) qui constitue une variable d'état définie globalement

sur le domaine Q.

Bien entendu, dans ce modele simple, nous ne faisons pas intervenir les quantités
caractéristiques du cycle de chargement telles que, I'amplitude de contrainte, la contrainte
maximale, ia contrainte minimale, la contrainte moyenne et le rapport entre la contrainte
maximale et la contrainte minimale. Celles-ci pourraient par exemple intervenir dans

I'expression de la fonction seull d'endommagement W = W(N, ...).

L'énergie libre V') dépendra donc, en plus des quantités usuelles, aussi de N :

Wi =W (e,pB.gradB,N), avecNe N, (IV.28).

La quantité N étant un entier naturel, la dérivée de I'énergie libre par rapport 2 cette
variable est remplacée par une différence désignée par la notation [.] telle que :

[¥] = ¥;(e,B.gradB,N+1) - ¥;(e,p,gradp,N) (IV.29).
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Ainsti, dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, on effectue une

(s . . o dN ; .
légere extension ou la dérivée par rapport au temps - est remplacée par la différence [N] = 1.

L'inégalité de Clausius-Duhem est satisfaite s1, en plus de la condition (111.22), la condition

suivante est également satisfaite :

[(¥il= 0, (IV.30).
Les relations de comportement (11.21) sont toujours valables.

La condition (IV.30) est en accord avec la propriété mentionnée ci-dessus : le seuil

décroit avec le nombre de cycles.

Une telle condition est satisfaite par I'expression générale de I'énergie libre suivante :

B{Zutr[e.a]+k(tr[£])2} + W(N) (1-B) + %(gradﬁ)z, (IV.31),

B

¥, =

ol [W(N)] < 0avec [W(N}] = W(N+1) - W(N).
Le pseudo-potentiel de dissipation est celui donné par l'expression (IV.9) et les
relations de comportement sont celles données par (IV.11).

La fonction W(N) doit étre telle que W(0) = Wy, le seuil initial, et W(eo) = 0. Un

choix simple de cette fonction peut étre donné par :
W(N):W(i-i) si N <N
0 Ng N
W) =0 si N > Np, (IV.32).

Np peut étre interpreté comme le nombre de cycles pour atteindre un endommagement
complet. Notons que si Ng tend vers + oo, nous retrouvons le modele d'endommagement

fragile décrit dans la section §IV.3.

Un exemple qualitatif de comportement endommageable par fatigue utilisant la fonction
de seuil (IV.31) est présenté sur la figure IV.12. La valeur de Np, choisie est prise égale a 20.

Ce comportement est la réponse a I'histoire de chargement représentée sur la figure IV.11 ol

le chargement est & déformation imposée.
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Fig. IV.11 - Histoire du chargement.
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E = 35 GPa, v=0.18, ¢ = 0.002 MPas, W = 0.42 10 MPa, M = -1 et N = 20,

Fig. IV.12 - Comportement endommageable en fatigue.
Exemple qualitatif.
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I1V.6 Commentaires :

Tout au long de ce chapitre, les exemples de comportements donnés par les differents
modeles sous forme de courbes contrainte-déformation sont obtenus a partir de calculs par
éléments finis. Ces calculs sont effectués sur des éprouvettes prismatiques, analysées en
deux dimensions, soumises a des sollicitations uniformes en traction et/ou en compression
(figure IV.13)

On peut remarquer que pour tous ces exemples de comportements, nous n'avons pas
mentionné le facteur d'influence de I'endommagement k. En effet, les chargements étant

uniformes, le gradient de I'endommagement est donc nul.

Ce facteur k intervient, comme on le verra dans les chapitres suivants, lors des calculs
de structures ot des sollicitations non uniformes apparaissent. Dans le chapitre suivant nous

suggererons a cet égard une méthodologie permettant d'évaluer ce facteur.

Vimp

Fig. IV.13 - Exemple de discrétisation avec conditions aux limnites

utilisées pour la détermination des courbes contrainte-déformation.

IV.7 Conclusions :

Plusieurs modeles issus de la formulation de I'endommagement avec gradient

développée dans le chapitre III sont proposés.
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Nous pouvons décrire différents aspects de comportements endommageables avec ou
sans adoucissement. Les modeles avec une seule variable d'endommagement décrivent des
comportements différents en traction et en compression. Ceci permet donc de les appliquer
lors de calculs de structures sous sollicitations multiaxiales.

Le phénomene unilatéral est décrit en utilisant deux variables d'endommagement de
fagon telle, qu'un endommagement en compression influence I'endommagement en traction
sans que la réciproque soit vraie.

Enfin un modele simple dendommagement par fatigue est proposé. Ce modele est une
extension du modele d'endommagement fragile proposé dans la section §IV.3. L'idée de base
est de considérer que le seuil d'endommagement, en termes d'énergie volumique, diminue
avec le nombre de cycles de chargement.

Dans le chapitre suivant, nous aborderons l'application a des calculs de structures ot
apparaissent des conditions de chargements multiaxiales. Nous mettrons en évidence le rdle
joué par l'intervention du gradient de I'endommagement dans la modélisation.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS A L’ENDOMMAGEMENT
DE STRUCTURES EN BETON.

V.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous proposons quelques applications de la modélisation du
comportement endommageable de structures en béton.

L'objectif de cette étude est double. D'une part, elle propose de mettre en évidence
les propriétés des modeles fondés sur la formulation avec prise en compte du gradient de
I'endommagement : montrer la qualité prévisionnelle de ces modeles ainsi que le
comportement des résultats face a la sensibilit€ au maillage. D'autre part, cette étude a pour
but de valider les résultats de calculs quantitatifs par confrontation aux résultats des essais
expérimentaux correspondants.

Les structures que nons considérons étant constituées de béton, les modeles que nous
retenons sont ceux proposés dans les sections §1V.3 et §IV.4. Ces modeles sont en effet
adaptés au comportement adoucissant de ce matériau.

Dans les cas de sollicitations monotones, ou cycliques sans inversion du signe de
chargement, nous utilisons le modéle simple de la section §1V.3 avec une seule variable -
d'endommagement. Ceci est le cas dans la plupart des exemples de ce chapitre. Dans le cas
ou il y a inversion du signe du chargement, nous utilisons le modele adapté a la description
du phénomeéne unilatéral (section §1V.4). Ceci est le cas pour un exemple présenté en fin de
chapitre.

Tout d'abord, nous présentons des résultats permettant de mettre en évidence la
qualité prévisionnelle de l'initiation et de la progression de I'endommagement dans des
structures initialement non fissurées. Des exemples de flexions illustrent notre propos et par
la méme occasion, nous suggerons une méthodologie permettant d'évaluer le facteur
d'influence d'endommagement k.

Nous nous engageons ensuite dans I'étude de la sensibilité au mailiage lors de la
discrétisation par éléménts finis. Deux exemples sont présentés ou, pour chacun, plusieurs
maillages sont considérés dans les calculs.

Enfin, une série de calculs de structures en béton est donnée. Nous retrouvons des
résultats d'essais de fendage et des résultats de calculs de structures axisymétriques.

Tout au long de ce chapitre, les résultats d'exemples quantitatifs sont, & chaque fois

que cela se présente, confrontés aux résultats expérimentaux correspondants.
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V.2 Calculs de structures initialement non fissurées. Exemple de la flexion :

Dans le béton, le processus de microfissuration commence dans la plupart des cas &
partir d'une surface initialement non fissurée et évolue sur toute 1'€paisseur de la structure
jusqu'a la rupture complete (Hillerborg, 1983). Ainsi, la mécanique de I'endommagement,
quand elle est appliquée au béton, doit étre capable de prédire l'initiation et la formation de
l'endommagement dans des structures initialement non fissurées. L'exemple ci-dessous
illustre notre propos.

Deux tests qualitatifs de flexions sur deux poutres identiques sans entaille sont
présentés. Le premier en flexion trois points et le second en flexion quatre points. Le modéle
utilisé est celui développé dans la section §1V.3, oli une seule variable d'endommagement est
considérée. L'analyse est effectuée en calculs bidimensionnels et en déformations planes.

La figure V.1 présente la géométrie des poutres avec les conditions de sollicitations

utilisées pour les deux calculs (les chargements se font a déplacements imposés).

flexion trois points : .
flexion quatre points

épaisseur: 0.15 m

0.25

AN A

1.6

Fig. V.1 - Géométrie et sollicitations en flexion trois points et en flexion quatre points.

Sur la figure V.2 nous présentons la discrétisation de la poutre entiere par éléments

finis. En raison de la symétrie des problemes, les calculs se font sur une demi-poutre.

Les caractéristiques du modéle utilisées pour les deux calculs sont : le module
d'Young E = 27000 MPa et le coefficient de Poisson v = 0.2, et concernant les
caractéristiques du modele : W = 0.5 10 MPa, M = -1, ¢ = 0.1 102 MPa.s et le facteur
d'influence d'endommagement, dont une méthodologie d'évaluation sera suggérée dans la

section suivante, k = 0.2 MPa.mm?.
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Fig. V.2 - Maillage utilisé pour des deux calculs de flexions.

Les réponses globales des deux tests sous forme de courbes "force-déplacement”
sont superposées et présentées sur la figure V.3. Il est important de noter que ces courbes ne
présentent pas d'instabilités de type "snap-back"” (sauts) lors des phases adoucissantes pour

les deux cas de sollicitations.

20 T T 11 T v

l i

"flexion quatre points’ ——
flexion trois points’ -----

Force (KN)

Deplacement (mm)

Fig. V.3 - Réponses globales "force-déplacement” pour les deux essais de flexion.
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L'analyse des réponses locales de ces deux tests est intéressante sous deux aspects.
D'une part pour montrer la prévision par le modele de I'initiation de I'endommagement sur
des structures sans fissure dans ['état initial. D'autre part pour comparer les évolutions de

I'endommagement lorsque la nature de la sollicitation change.

Ll
i
5

Fig. V.4 - Champs d'endommagement aux déplacements : 0.2 mm (a), 0.3 mm (b)
et 0.6 mm (c) pour les deux flexions.
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Afin dillustrer ces propos, la figure V.4 présente une juxtaposition des champs
d'endommagement obtenus, dans les deux tests, pour trois états de chargement. Le premier
correspond A la phase d'initiation et la formation de I'endommagement (fig. V.4-a), le
second correspond & des phases aux voisinages des résistances maximales des deux poutres
(fig. V.4-b) et Ie troisiéme correspond aux situations au-dela du pic de chargement (post-pic)
juste avant que les poutres soient enti¢rement endommagées sur leurs largeurs (fig. V4-c).

V.3 Une méthodologie permettant d'évaluer le facteur d'influence
d'endommagement K :

Du fait que le facteur d'influence d'endommagement k est relié€ a la quantité gradient
de 'endommagement gradp, celui-ci ne peut étre évalué 2 partir de tests de sollicitations
uniformes de tractions simples ou de compressions simples. En effet, tel que cela a déja été
mentionné dans les commentaires de la section §IV.6, la nature de ces sollicitations fait que

le gradient de I'endommagement est nul en tout point du solide.

Afin de pouvoir €valuer le facteur k, on doit donc avoir recours a des sollicitations
non uniformes mettant en évidence son influence sur I'évolution de I'endommagement.

11 s'agit ici de suggérer une méthodologie permettant d'évaluer ce facteur. La
méthodologie que nous proposons est essenticllement basée sur 'observation. Elle consiste
en a évaluer la dimension des zones endommagées prévues par le calcul par rapport a la
dimension de la structure étudiée.

La nature méme de la quantité gradp, a laquelle est relié k, permet de donner des
éléments de réponses quant A la prévision de ces observations. Ainsi, dans un solide, la
transmission de I'information sur I'endommagement, d'un point matériel A un autre point
matériel, est d'autant plus grande que le facteur k est plus grand. Pour une plus grande
valeur du facteur k, nous prévoyons donc une plus grande zone endommagée.

Afin d'illustrer notre propos, considérons I'exemple de calcul en flexion trois points
sur la poutre étudi€e dans la section précédente. Nous proposons d'analyser les réponses
globales et surtout locales de cette poutre (étude des faciés des zones endommagées) en
utilisant différentes valeurs du facteur d'influence d'endommagement k.
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Les autres caractéristiques du matériau demeurent identiques pour tout les calculs.
Elles prennent les valeurs utilisées dans la section précédente : E = 27000 MPa, v = 0.2,

c=0.1107 MPas, W =05 10" MPaet M = -1.
Les valeurs (en MPa.mm?') du facteur k utilisées sont : 0.1, 0.2, 1.0, 2.0 et 5.0.

Les réponses globales "force-déplacement u" correspondants sont superposées et
presentées par la figure V.5. Notons que plus la valeur du facteur k augmente. plus la

résistance maximale de la poutre augmente.

20. T T T T T T T
5 k=0.1"
X k=02 e
Y k=1.0 -
2 k=20
£ k=50 ---
15. L i

0.6 0.7

Deplacement (mm)

Fig. V.5 - Réponses globales des essai de flexions trois points
pour différentes valeur du facteur k (en MPa.mmZ).

L'étude des réponses locales permettant I'analyse des faciés des zones endommnagées
en fonction du facteur k est abordée dans ce qui suit. Sur la figure V.6, nous présentons une

juxtaposition des champs d'endommagement obtenus par les différents calculs pour un

méme déplacement imposé u = 0.6 mm.

Ces résultats confirment les prédictions théoriques relatives au gradient de
'endommagement citées plus haut. Pour des valeurs du facteur k plus grandes, de plus
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grandes zones endommagées sont obtenues. On observe que les zones d'endommagement
obtenues pour de grandes valeurs de k (1 ou 2) correspondent moins 2 I'observation

expérimentale sur le béton que nous voulons décrire.

C’est pourquoi, les valeurs de k que nous utiliserons pour décrire le comportement

des structures en béton seront voisins de 0.1 et 0.2 MPa.mm?.

k=0.1

! k=0.2

=].

k=2.

#3
L

Fig. V.5 - Champs d'endommagements au déplacement imposé u = 0.6 mm
pour différentes valeur du facteur k.
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V.4 Etude de la_sensibilité au maillage :

Cette section est consacrée a l'étude de l'influence du maillage, lors de la
discrétisation par la méthode des éléments finis, sur les réponses du modeéle
d'endommagement. Nous choisissons de présenter deux exemples basés sur l'utilisation du

modele présenté dans la section §1V.3. Les chargements sont monotones.

Pour chaque exemple, le méme probléme physique est résolu avec differents

maillages afin de voir si les solutions convergent ou non.

V.4.1 Premier exemple :

Cet exemple vise a modéliser un essai d'ouverture de fissure sur une plaque en béton
avec entaille (de type CT). L'essai expérimental a été réalisé dans (Mazars et Walter, 1980).
La figure V.7 présente la forme de la plaque ainsi que les sollicitations. Ces dermniéres se font

a déplacement imposé.

0.6

0.5

0.12

y

épaisseur : 0.12 m
0.25

Fig. V.7 - Géométrie de la plaque entaillée en béton et conditions
aux limites (Mazars et Walter, 1980).

La figure V.8 présente trois maillages utilisés pour les calculs. Seule 1a moitié de la
structure est discrétis€e pour ces calculs en raison de la symétrie du probléme. Les
discrétisations utilisent des éléments triangulaires. La premiére avec 485 éléments, la
seconde avec 1170 éléments et la troisieme avec 2950 éléments. L'analyse est faite en

contraintes planes.
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Les caractéristiques du béton utilisées sont : le module d'Young initial

E = 33000 MPa, le coefficient de Poisson v = 0.2, et pour les autres parametres propres au

modéle, W =0.75 1074 MPa, M=-1.c=05 102 MPass et le facteur d'influence de
2

I'endommagement k = 0.2 MPa.mm”.

Les trois réponses globales "force d'ouverture F-ouverture de l'entaille a" pour les
trois maillages sont superposées avec en plus les résultats expérimentaux (Mazars et Walter,
1980). Elles sont présentées par la figure V.9. On peut noter I'objectivité de ces résultats. [i
n'y a pas d'influence du maillage sur la réponse globale de la structure. On peut aussi noter

la bonne prédiction de la résistance maximale de la plaque.

Afin d'illustrer la non dépendance au maillage de la réponse locale, nous choisissons
de comparer les résultats données par le modele pour une méme situation de chargement. La
figure V.10 présente les champs d'endommagement pour les trois maillages a la valeur de

I'ouverture de l'entaille a = 0.28 mm.
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Fig. V.8 - Trois maillages utilisés pour les calculs de la plaque CT.
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Fig. V.9 - Réponses globales de la plaque pour les trois maillages.
Superposition avec les résultats expérimentaux.

maillage | maillage 2 matilage 3

Fig. V.10 - Champs d'endommagements pour le trois maillages
a l'ouverture de I'entaille a = 0.28mm.

La aussi, on peut noter que la réponse locale est indépendante du maillage.
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V.4.2 Deuxiéme exemple :

Dans cet exemple, nous traitons la modélisation d'un essai de flexion trois points sur
une poutre avec entaille. Dans la figure V.11, nous présentons la forme de cette poutre. La
dimension caractéristique d est prise égale a 3.05 10" m. L'épaisseur de cette poutre est
prise égale 2 15.25 10 m.

Trois maillages sont utilisés pour les calculs (figure V.12). Dans ce cas aussi, nous
ne traitons qu'une moiti€ de la structure en raison de la symétrie du probéme. Les
discrétisations utilisent des éléments triangulaires. L.a premiére avec 811 éléments, la
seconde avec 1321 éiéments et la troisiéme avec 2053 éléments. L'analyse est faite en

déformations planes.
P,U

[
=
)

]

1V
aVave
OOZA
AVAYAYaAY vy o ATa a8
VAVAYAVAVaVavyv, s s aYa
VAVAYAVAVAVAVAvyv e arar e,
REAARPRSRX000ER00

SOLTAS

AVAV. Vb3,

maillage 1 maillage 2 maillage 3
Fig. V.12 - Trois maillages pour le calcul de flexion trois point.

Les caractéristiques du matériau (béton) utilisées sont : E = 27000 MPa, v = 0.2,
W =03 10* MPa, M = 0.5, ¢ = 0.2 10"> MPa.s et k = 0.1 MPa.mm?,
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Les trois réponses globales "force-déplacement™ sont superposées et présentées sur la
figure V.13. On peut noter dans ce cas aussi l'objectivité de ces résultats. Il n'y a pas de

dépendance du maillage sur la réponse globale.

40 T i R T T ¥ T
_ ‘maillage | —
Z ‘maillage 2" ----
=z 35 F ‘maillage 37 - ]
L3
2
=]
5%
30 + .
25 b -
20 + 4
15 - -
10 ¢ / -
5k -
0 ol L — b L N -
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

deplacement (mm)

Fig. V.13 - Réponses globales pour les trois maillages.

Afin d'illustrer la non dépendance au maillage de la réponse locale, la figure V.14
présente les champs d'endommagement, prédits par le modele pour les trois maillages, aux
valeurs du déplacement : 8. 10 mm et 1.1 10" mm (voir fig. V.13).

' ( a) \
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maillage 1 maillage 2 maillage 3

(b)

Fig. V.14 - Champs d'endommagement pour les trois maillages
aux déplacements : 8. 102 mm (a)et 1.1 10" mm (b).

V.5 Exemple d'un essai de fendage :

Dans cette section, nous présentons un résultat d'essai de fendage sur un cylindre
entaillé en béton. Cet exemple permet de modéliser les essais expérimentaux de ce type
établis dans (Rossi er al., 1991). La géométrie de I'éprouvette est montrée sur la figure

V.15. Le calcul se fait en déformations planes avec chargement en déplacement imposé.

138

44 30 44

35

»
i20

63

g .

Fig. V.15 - Géométrie de '€prouvette utilisée pour l'essai
de fendage (Rossi et al., 1991).
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Les caractéristiques mécaniques utilisées sont celles données par les tests
exprérimentaux : E = 36000 MPa, v = 0.2. Les autres caractéristiques propres au modele

que nous utilisons sont : W =0.37 10* MPa, M = -1, ¢ = 0.2 107 MPas et
k = 0.2 MPa.mm?.

;;.: 8 7 — =T T T T T 1
= ‘modele’ —
< . ‘courbe experimentale” ¢
E /O\\
/
6 L A/ ° -
5 = é/ -
st ]
3r 4
(]
o _
O — — - e 4 i A
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Quvenure de I'entaille (mm)

Fig. V.16 - Courbes "force-ouverture de l'entaille”. Résultats numérique et expérimental.

La courbe "force-ouverture de l'entaille” obtenue est présentée sur la figure V.16.
Elle est superposée 2 la courbe expérimentale. On peut observer une bonne prédiction de la

résistance maximale de I'€prouvette.

V.6 Exemples d'endommagements de structures axisymétrigues :

Dans un souci de validation en calculs axisymétriques, nous présentons deux

exemples. L'un qualitatif et 'autre quantitatif.

V.6.1 Premier exemple :
Cet exemple qualitatif modéiise le comportement d'un tube cylindrique €pais en

béton. Ce tube est sollicité par une pression, d'intensité croissante, & l'intérieur. Nous
choisissons de représenter cette sollicitation 4 I'aide d'un déplacement imposé et uniforme o.
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Le maillage, relativement grossier {20 éléments). qui est utilisé pour le calcul est

présenté sur la figure V.17. Le tube est d'épaisseur e = 50 mm, de rayon intérieur

R, . = 100 mm et de rayon extérieur R, = 500 mm.

b

Fig. V.17 - Tube epais en béton. Maillage utilisé.

Les caractéristiques utilisées sont : E = 35000 MPa, v = 0.2, W = 0.45 10* MPa,
M=-1,c=02 107 MPas et k = 0.1 MPa.mm?,

Nous présentons sur la figure V.18 deux états du champ d'endommagement. Le
premier correspond a la phase d'initiation, au déplacement & = 0.03mm et le second

correspond 2 une phase avancée de l'endommagement du tube, au déplacement
6 =0.15 mm.

(a)

(b)

':;:; gl ‘
[ 7]
% k3

Fig. V.18 - Champ d'endommagement dans le tube épais :
28 =0.03 mm (2) et 8 =0.15 mm (b).
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V.6.2 Deuxiéme exemple :

Cet exemple consiste a modéliser un essai de traction directe sur une éprouvette
cylindrique particuliére proposé€e dans (Luong, 1992).

La figure V.19 présente la géométrie de cette éprouvette avec les conditions de
sollicitation.

Le résultat expérimental d'un tel essai est présenté sur la figure V.20. Les
déformations sont données a partir de jauges implantées sur I'éprouvette.

!Z
>2Er
| su] T
¢ _Je26
sz gn >70 -
x ' 250
M B X
v, >2_E_I'"— @ 70mm

Fig. V.19 - Géométrie de I'éprouvette de traction directe (Luong, 1992).

R

r 2 MPa

™
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CONCRETE

e e e e e e e s e et

-1 0 2 , L
Fig. V.20 - Courbe containte-déformations expérimentales.
g, déformation axiale, € déformation transversale, €, déformation volumique.
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Le maillage utilisé pour le calcul est donné sur la figure V.21. Seule une moitié de
I'éprouvette est considérée en raison de la symétrie du chargement. Le maillage utilise 1246

éléments triangulaires. ‘

|
T

i
t

Fig. V.21 - Maillage utilisé pour le calcul de I'essai
de traction directe.

Les caractéristiques utilisées pour le béton sont : E = 30000 MPa, v = 0.2,
W =04 10" MPa, M= -1, ¢ =02 107 MPas et k = 0.1 MPamm?.

La figure V.22 présente la courbe "contrainte moyenne - déplacement imposé”. La
contrainte moyenne est définie égale au rapport entre la charge appliquée et la section la plus
sollicitée en traction dans I'éprouvette. Le chargement étant effectué a déplacement imposé
lors du calcul, cette charge correspond donc 2 la réaction de l'éprouette sur la surface de
sollicitation.

11 serait a présent intéressant d'analyser la réponse locale afin de détecter les zones
fortement endommagées prédites par le modele et voir si celles-ci correspondent a celles
attendues par ce type d'essai.

La figure V.23 présente le champ dendommagement, au début du mécanisme
d'endommagement au déplacement imposé & = 0.05 mm, (a), et a la rupture totale de
I'éprouvette au déplacement & = 0.0725 mm, (b). Nous constatons que les zones
endommagées se localisent juste au milieu l'endroit le plus sollicité en traction uniaxiale.

Ceci est en accord avec le but fixé pour le choix de cet essai (Luong, 1992).
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Fig. V.22 - Courbe contrainte moyenne - déplacement imposé.

(a) (b)

Fig. V.23 - Champ d'endommagement pour l'essai de
traction directe : au déplacement & = 0.05 mm (a) et au déplacement 6 = 0.0725 mm (b).
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La figure V.24 présente le maillage déformé obtenu par le calcul i la situation de

rupture totale de l'éprouvette. Cette situation correspond au champ d'endommagement
présenté sur la figure V.23(b).

D o e e )

|

!
Fig. V.24 - Déformée du maillage juste avant rupture totale de I'éprouvette.
Au déplacement & = 0.15 mm

V.7 Application du_modele a8 deux variables d'endommagement :

Dans cette section, nous proposons une application utilisant le modéle mettant en
évidence la description du phénomene unilatéral développé dans la section §1V 4.

L'exemple traite la simulation d'un essai de flexion trois points sous sollicitations
alternées avec inversion du signe du chargement.

La figure V.25 présente la forme de la poutre ainsi que P'histoire du chargement (a
déplacement impos€é) auquel elle est soumise.
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Fig. V.25 - Flexion trois points alternée.

(a) géométrie de la poutre, (b) histoire du chargement.

La figure V.26 présente le maillage utilisé pour la simulation. La discrétisation utilise

986 éléments triangulaires. L'analyse se fait en déformation plane.

Les caractéristiques du béton utilisées sont :
¢; = 0.002 MPa.s, ¢, = 0.01 MPas, W, = 0.1 10> MPa, W, = 0.7 107" MPa, M, = 0.6,
M, =08 etk = 0.05 MPamm?,

La réponse globale "force-déplacement” est présentée par la figure V.27. On peut
noter une restauration de la rigidité de la poutre lors d'un changement du signe du
chargement, d'un déplacement positif 2 un déplacement négatif suivant la convention de
signe adoptée sur la figure V.25.
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Fig. V.26 - Maillage utilisé pour la simulation de la flexion

trois points alternée (986 éléments).

"flexion trois points alternee”
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Fig. V.27 - Réponse globale "force-déplacement” de la poutre

en flexion trois points alternée.
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V.8 Commentaires et conclusions :

Les quelques exemples d'applications choisis lors de ce chapitre illustrent les
possibilités de la modélisation issue de la formulation décrite dans le chapitre III. Nous
avons montré sa bonne cohérence du point de vue de la mécanique.

Le modele décrivant le comportement adoucissant proposé dans la section §IV.3
montre qu'il n'est pas affecté par une dépendance au maillage. Nous avons aussi montré que
ce modele, ne faisant intervenir qu'une seule variable d'endommagement, est capable de
décrire I'endommagement de structures soumises a des sollicitations multiaxiales.

Par ailleurs, le modele adapté a la description du phénomeéne uniiatéral (section
$IV.4) a2 montré son efficacité dans les cas de sollicitations cycliques avec inversion du signe
du chargement.

Enfin, l'effet d'échelle de structures n'est pas abordé dans ce chapitre. Nous

consacrons le chapitre suivant a I'étude de cette propriété importante des structures en béton.
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CHAPITRE VI

GRADIENT DE L'ENDOMMAGEMENT
ET EFFET D'ECHELLE DE STRUCTURES.

V1.1 Introduction :

L'effet d'échelle est une caractéristique importante du béton. Tel qu'il a été montré
travers quelques résultats expérimentaux dans le premier chapitre, on observe que la
contrainte nominale maximale, déterminée & partir de la résistance maximale d'une structure,
décroit lorsque les dimensions de cette structure augmentent (Bazant et Ozbolt, 1990 ; Mazars
et al., 1991 ; Biolzi er al., 1994...). Cette propriété est particuliérement importante et doit étre
prise en compte par les modeles d'endommagement en calcul de structures.

La dimension relative entre les zones de microfissuration et la taille de la structure peut
certainement expliquer cette propriété.

Plusieurs modeles proposés dans la littérature permettent de décrire 'effet d'échelle
dans les structures en béton. Ces modeles sont en général regroupés en trois catégories
d'approches : les approches probabilistes, par exemple dans (Rossi et Piau, 1988), les
approches déterministes, et les approches mixtes faisant intervenir les deux approches
précédentes, comme par exemple dans (Mazars, Pijaudier-Cabot et Saouridis, 1991).

Parmi les approches déterministes, nous trouvons les modeles non-locaux (section
§11.7) et, en mécanique non linéaire de la rupture, le modele de la fissure fictive (ficticious
crack model, voir section 11.2) tel que cela a récemment été étudié€ dans (Li et Bazant, 1994).

L'objectif de ce chapitre est de mettre en évidence la prédiction de l'effet d'échelle de
structure par les modeles issus de la formulation de l'endommagement décrite dans le
chapitre I1l. Le modele utilisé tout au long de ce chapitre est celui proposé dans la section
IV.3 pour la description du comportement adoucissant du béton.

L'analyse est faite sur des structures semblables soumises a des efforts extérieurs
proportionneis. Nous montrons que ['effet d'échelle de structures peut étre décrit. Ce résultat
est d'abord souligné par un exemple numérique.

Nous tentons ensuite de donner des arguments théoriques permettant d'expliquer la
prédiction par le modele de l'effet d'échelle. Enfin, nous poursuivons l'exposé par des
discussions sur les résultats issus de cette étude théorique en s'appuyant sur des calculs

numériques utilisant la méthode des éléments finis.
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V1.2 Exemple numérique confronté a_un résultat expérimental :

L'exemple numérique que nous choisissons correspond a des essais de flexion trois
points sur trois poutres entaillées de géometries semblables avec trois rapports d'homothétie
géométrique différente : 1, 2 et 4. Ces exemples correspondent aux résultats expérimentaux
donnés dans (Bazant et Ozbolt, 1990) et également présentés dans le chapitre 11, section
§11.7.2.

La figure V1.1 présente la plus petite poutre que nous considérons comme structure de
référence, avec un rapport d'homothétie géométrique égal a 1. La largeur de cette poutre est
d= 17,62 102 m et son épaisseur b = 3,81 102 m. Les deux autres poutres sont semblables
avec des rapports d'homothétie 2 et 4 (toutes les dimensions, y compris 'épaisseur b, sont
multipliées par ces rapports d'homothétie).

La profondeur de I'entaille est, pour chaque poutre, égale au sixieme de la largeur de

P,U*

poutre.

g
[ S ]

1

Fig. V1.1 - Géométrie de la plus petite poutre en flexion trois points
(Bazant et Ozbolt, 1990).

Les caractéristiques du matériau utilisées pour l'application du modele (§IV.3) sont :
les caractéristiques mécaniques expérimentales (Bazant et Ozbolt, 1990), E = 35000 MPa et
v = (.18, et les caractéristiques propres au modele, ¢ = 0.2 102 MPa.s, W = 0.42 10" MPa
et M = -1. Pour les calculs de structure, la valeur du facteur d'influence de I'endommagement

choisie est k = 0.1 MPa.mm>.
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Avec ces caractéristiques, la contrainte maximale en traction pouvant étre supportée par
le béton est f, = 3.27 MPa tel que le montre la courbe de comportement sur la figure VI.2.

Cette valeur de f, est en accord avec celle obtenue expérimentalement.
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Fig. V1.2 - Comportement du béton en traction.

En raison de la symétrie du probleme, seule une moitié de la structure est considérée
pour les calculs. La figure V1.3 présente le maillage d'une moitié de la plus petite poutre. Les
maillages des deux autres poutres sont semblables avec des rapports d’homothétie 2 et 4.
Tous les calculs se font en bidimensionnel avec I'hypothése des déformations planes.
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Fig. V1.3 - Maillage utilisé pour le calcul de la plus petite poutre.
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Les réponses globales "force-déplacement” correspondant aux trois poutres en flexion
sont présentées sur la figure V1.4. Nous ne pouvons pas les comparer avec les courbes
expérimentales. En effet, elle ne sont pas fournies dans la référence décrivant les expériences

que nous utilisons.

2 35 L T T T T L Lo T T

v 'petite poutre’ —-—

= ‘poutre moyenne’ -----

2 “grande poutre’ -----

g 30 4

o USRS )
5t A RS ;
20 i ,"l." \..“h =
15 + 4
10 + S 4
5E e T 4
= e I e Lo

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Deplacement (mm)

Fig. V1.4 - Flexion trois points. Réponses globales "force-déplacement”.

Les charges maximales sont évaluées a partir de chaque calcul et la valeur de la
contrainte nominale maximale est définiec comme dans (Bazant et Ozbolt, 1990), par

I'expression :

Ps (VL1),

Gay = 5
N7 bas’
oli Py est la charge maximale supportée par la poutre de rapport d'homothétie d.

Les contraintes nominales maximales, expérimentales et calculées, sont présentées et
superposées sur la figure VI.5. Une bonne corrélation avec I'expérience est observée. La

contrainte nominale calculée décroit lorsque la taille de la poutre croit.
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Fig. VL5 - Contrainte nominale maximale Gy en fonction de la largeur d

pour les trois poutres.

VI.3 Quelgues arguments théoriques sur l'effet d'échelle de structures :

Dans cette section, nous tentons d'apporter quelques arguments, a travers ['analyse
théorique des équations du mouvement, pour expliquer l'effet d'échelle de structures avec le

modéle d'endommagement utilisé dans la section précédente.

Dans la présente analyse, les comportements de deux structures, géométriquement
semblables et de tailles différentes sont comparés. Le but est de démontrer que leurs

contraintes nominales maximales ne peuvent étre que différentes.

Dans tout ce qui suit, nous considérons que les évolutions sont quasi-statiques avec de
faibles vitesses de chargement. En effet, pour l'analyse de l'effet d'échelle, I'intérét est

essentiellement porté sur les charges maximales supportees par les structures.

Soit £, un domaine occupé par une structure dans un systeme de coordonnées X,

nous considérons une deuxiéme structure géométriquement semblable, avec & pour rapport
d'homothétie géométrique, occupant un domaine €2, dans un systeme de coordonnées Y

(fig. VL6).
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Fig. VL 6 - Deux structures géométriquement semblables.

La transformation du systéme Y au systeme X est alors donnée par la fonction

linéaire :
Y =6.X, (VL2).

Nous considérons que les caractéristiques des matériaux "E, v, W, M et ¢" sont

identiques dans les deux structures excepté pour le facteur d'influence de I'endommagement
qui est k, dans la structure de référence €2 et k, dans la plus grande structure €2y,

Les équations du mouvement dans les deux structures sont (égs. (IV.12) et (IV.13)):

div{B,(2ue + Mtrle,)1g) } +£, =0, dansQ,,

U =U,, sur BIQX, c.n =F, sur BZQX, (V1.3),
, . i-
cB,- k Ay B, +al(B )+ _(B,) 3 - ‘15 (1- m%) { 2utr[ax+.ex+]+l((tr[£x])+)2 }+w, dans Q,,
aB,
k, =0, surd€y, B, (x,0) = By, (x), dans Q, (VL.4),
Ny
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div { B,(2ue, + AMtrle,DIg) } +£,=0, dans Qy,

Uy = Udy, sur algy, o,n = Fy, sur azny, (VL5),

. . 1-
cB,- kyAyB +dI(B,)+dL (B,) 3 - %,_‘ (1- m%-) { 2]dttr{t3y‘*'.f:y‘*']+k((trey)"‘)2 } +W, dans Qy,

y
aB,

kya

- =0, surodQy, By(y,O) = Boy(y), dans Q,, (VL.6).
Y

oli Ay et Ay sont les Laplaciens dans les systémes de coordonnées X et Y respectivement.

Les déplacements U, et Udy sont donnés sur les frontiéres 8IQX et aiQY

respectivement.

Les frontiéres sont telles que aQ]xuazﬂx = 0Qy avec anxmagzx =J et
BQlYuaﬂzy = 082, avec 02 ]Yr\aﬂzy =.

Dans un but de simplicité, nous négligeons les densités de forces volumiques (f, =0

et fy = 0). Les sollicitations externes dans les deux structures sont dues aux actions

surfaciques et aux conditions cinématiques variables.

Le probléme que nous nous proposons de résoudre est le suivant : nous cherchons
pour quelle valeur de ky et dans quelles conditions nous pouvons obtenir les mémes

contraintes nominales maximales dans les deux structures.

Avant d'avancer dans le raisonnement, nous donnons une définition utile pour ce qui

va suivre.

Soient Qy et Q deux structures, telles que définies plus haut. La relation (V1.2) est
en effet une bijection : pour tout point x € L), il existe un et seulement un point y € €2, tel

que y = 8 X, et la réciproque est vraie.
Définition : Deux fonctions f, et fy definies dans deux structures Qx et QY

respectivement sont similaires si et seulement si, pour tout point X € Q. et son point
correspondant dx =y € Q,,onaf (x) = fy(y).
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Prouvons le résultat suivant :

Théoréme 1 : Soient les deux structures Q, et Q, précédemment définies telles que

les conditions suivantes sont vérifiées :
- les frontiéres des deux structures sont telles que,
E)IQY= BaiQx et 829Y=582S2x, (VL.T7),
- les sollicitations externes sont telles que,
F (y) =F (x), Vxe azax, Vye 829Y avec y =0 x,

Udy(y) =8 U, (x), Vxe a;Qx’ Vye BIQY avec y=9x, (VL.8).

Alors pour avoir les mémes contraintes nominales maximales dans ces deux structures
(notées GNX pour £ et csNY pour ), il suffit que les champs d'endommagements soient

similaires pendant le chargement.

Preuve du théoréme :

Si les champs d'endommagements sont similaires dans les deux structures, les
conditions (V1.7) et (V1.8) concernant les parties mécaniques des équations du mouvement
(VL.3) et (V1.5) sont alors des conditions suffisantes pour avoir des champs de déformations

similaires dans ces deux structures en raison du comportement €élastique dans celles-ci.
Si a présent, pour chaque x € Q, ety € Q, tels que y = d x, nous avons les égalités :
g (x) =g (y) et B,(x) =Py,
alors des caractéristiques mécaniques identiques (E et v) avec la relation de comportement
(IV.11), donnent des contraintes identiques en ces deux points. Les champs de contraintes
dans €, et Q,, satisfont alors :

(Vxe Qu Vye Q avec y=0x, 0,(x)= Gy(y)),

qui signifie que ces champs sont similaires.
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Les résultantes des forces appliquées sur ces deux structures sont respectivement :

Py.ny = J-o’x(x).nx dly et Pyny = jcy(y).ny dr'y
9Qy BQY

Les structures étant tridimensionnelles, avec I'hypothése (V1.7) on a dI'y = Szdl“x. Ce qui

donne, compte tenu de la similitude des champs de contraintes, la relation suivante entre les

résultantes des forces appliquées :
_ 82
Py = 8°Py.

La contrainte nominale est définie comme le rapport entre la résultante des forces
appliquées et une section caractéristique de la structure.

Notons cette section caractéristique Sy pour le cas de la structure {2y et Sy, pour le cas
de la structure €2,,. Les contraintes nominales sont donc :

P P.
GNX = ~§§~ pour £y et GNY = §:§ pour .

Et comme S, = SZSX, on aura donc :

soit les mémes contraintes nominales dans les deux structures.

A titre d'exemple, pour le cas particulier de la section §VI.2 précédente ou les
structures sont des poutres, on a d'apres la formule (VI.1) :

2

Y
On = o3 = - o} »

avec d, = ddy et by = 8by les largeurs et les épaisseurs des deux poutres respectivement.

Ceci termine la preuve du théoréme.
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Prenons a présent 'hypothese que les champs de déformations sont similaires dans les
deux structures. Nous nous intéressons aux parties des équations du mouvement qui

décrivent I'évolution de I'endommagement (V1.4) et (VI1.6).

Les termes dans les membres de droite des €quations (VL.4), et (V1.6),, qui

constituent les sources d'endommagement dépendant des champs de déformations, sont donc

identiques.

Dans le systeme de coordonnées X, en utlilisant la relation de transformation (VI1.2),
I'équation (V1.6); devient :

. k.. , . 1-
cp, - g; AxB +01(B,)+3l_(B,) 3 - 15 (1- m‘%’) { Zutr[ey+.sy+]+1<tr[sy])+2 }+w, (V19),
y

avec ey(y) =g (X)pour y =9 x.

Pour avoir des champs d'endommagement similaires dans les deux structures, il suffit
donc d'avoir les mémes équations qui décrivent I'évolution de I'endommagement. Cette

condition est satisfaite si les trois conditions suivantes sont réunies :

- les équations (VL.4), et (VI.19) sont les mémes. Ceci est le cas si ky est tel que :

ky = &k, (VI.10).
- les conditions aux limites (V1.4), et (V1.6), sont similaires et les conditions initiales

(V1.4); et (V1.6), sont similaires :

d
K, by (x) = kyEEL (¥), Vxe dQy,Vye dQ, avec y=5x,
ony an,,
(Vxe Qy,Vye Qyavecy = 0x et Box(") = Boy(y)), (VL.1D).

Ce résultat avec celui du théoréme 1, nous ménent 4 ['annonce du théoréme suivant :

Théoréme 2 : Soient L et 2, les structures précédemment définies. On suppose

que le probléeme donné par les équations du mouvement (V1.3) et (VL.4) a une solution
unique. Si les conditions (V1.7), (V1.8), (V1.10) et (VI.11) réunies sont satisfaites, alors les
champs d'endommagements sont similaires.
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Preuve du théoréme : Soit (Ux(x,t),Bx(x,t)) la solution du probleme (V1.3)-(V1.4)
dans le référentiel X et soit (Uy(y,t),ﬁv(y.t)) la solution du probléme (VI1.5)-(V1.6) dans le

référentiel Y.

Cette derniére sojution peut étre écrite dans le référentiel X sous la forme :
1
G Uy(8x,0.B (8x,1))

Avec l'hypothése sur l'unicité de la solution du probleme (VI.3)-(VL4), les
conditions (VL7), (V1.8). (V1.10) et (V1.11) nous donnent :

U (x,t) = %U),(Sx,t) et Bx(x,t) = By(ﬁx,t).

Alors, les champs de déformations sont similaires et les champs d'endommagements sont
similaires dans les deux structures. Ceci termine la preuve du théoréme.

En conclusion, si on suppose que le probléeme (VI.3)-(V1.4) donne une solution
unique (U,B), les conditions (VL.7), (VL.8), (VL.10) et (VL.11) sont suffisantes pour obtenir

les mémes contraintes nominales pour les deux structures.

Mais en réalité, le facteur d'influence de I'endommagement k est une caractéristique du
matériau et doit étre indépendant de ]a structure et de sa taille (voir éq. (IV.10)). Ceci est une
raison pour laguelle les contraintes nominales de deux structures, de tailles différentes et
constituées par le méme matériau, ne peuvent pas étre égales.

A ce niveau de I'étude théorique sur l'effet d'échelle de structures, une question
naturelle s'impose : comment varie la contrainte nominale avec la taille des structures ? Cette

contrainte nominale croit-elle ou décroit-elle lorsque la taille de la structure croit ?
La réponse a cette question peut €tre donnée a travers des résultats numériques. Ceci a

été observé a travers 'exemple de la section précédente ol on a obtenu que la contrainte
nominale décroit lorsque la taille de la structure croit.
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V1.4 Etude numérique de l'effet d'échelle de structures:

Dans cette section, nous proposons de continuer l'interprétation des résultats
théoriques de la section précédente en utilisant 1'outil numérique de calcul par éléments finis.

L'exemple de calculs de structures que nous considérons est celui de la section §VI.2,

Considérons la plus petite poutre présentée par la figure VI.1. Nous nous proposons
d'analyser les réponses globales de cette poutre sollicitée en flexion trois points en utilisant
différentes valeurs du facteur d'influence de 'endommagement, noté k,.

Les autres caractéristiques demeurent identiques pour tous les calculs. Elles prennent
les valeurs utilisées dans I'exemple de la section §VI.2 : E = 35000 MPa, v = 0.18,

c=0.2107%MPas, W=0.42 10°MPaet M = -1.

Le propos est de déterminer la variation de la contrainte nominale maximale Gy

(évaluée pour chaque calcul a partir de la réponse globale) en fonction du facteur d'influence

de I'endommagement.

La courbe de variation obtenue est présentée par la figure VI.7. On observe que la
contrainte Gy croit lorsque la valeur du facteur k, croit.

GN(MPa)
1,9 X
1,8 x____-———-‘-x
’ X
1,6 /X’
1,5 X
1,4 /
X
I,.i X
1,2 X
1,1 /
] X
0,9 X
0,8 X
0,7
o7 T .
¢,5 4 + + $ t t t {
/] 2,25 a,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75

Fig. V1. 7 - Variation de la contrainte nominale maximale Gy avec le facteur

d'influence de 'endommagement k,.
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Toutefois cette variation n'est pas linéaire. Pour des valeurs importantes du facteur k,

la variation de la contrainte nominale maximale n'est pas aussi importante que pour des valeur
plus faibles de ce facteur.

Dans toute la suite, nous considérons la petite poutre précédente comme poutre de
référence, ayant un rapport d'homothétie géométrique d = 1.

En utlilisant les résultats de la section précédente, on peut déduire a partir de cette

courbe la contrainte nominale maximale d'une poutre sollicitée en flexion trois points telle

que :
- la géométrie de cette poutre est semblable a celle de la poutre de référence avec un
rapport d'homothétie géométrique & (8 # 1).
- le matériau (béton) constituant cette poutre est le méme que celui de la poutre de
référence : les caractéristiques E, v, W, ¢, M ainsi que le facteur d'influence de
I'endommagement k sont identiques.
- Les chargements vérifient les conditions (VI.7), (V1.8) et (VI.11) de Ia section
précédente.
Nous utiliserons la représentation schématique de la figure V1.8 comme élément de
démonstration.

Pour ces deux poutres, seule la condition (VI.10) ne peut étre satisfaite (le matériau est

le méme dans les deux poutres).

Drapres cette derniere condition (VI1.10), la contrainte nominale maximale de la poutre
de rapport d'homothétie d est celle de la poutre de référence qui a un facteur d'influence de

I'endommagement k, tel que (voir figure VI1.8) :

(VI.12).

b
%

Cette contrainte, notée Gy, peut €tre lue sur I'axe des ordonnées de la figure VL7,

Elle correspond a la valeur "k/8%" sur I'axe des abscisses.

117



= 82k ky =k
A n k= i el L
H “‘
l” “
Y= 82x Y = 82X
N Meémes contraintes Mémes contraintes 7
\ nominales maximates nominales maximales /
' 4
\\ I'
\ [
X X
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Fig. V1.8 - Représentation schématique des contraintes nominales sur
deux poutres semblables en fonction des facteur d'influence de I'endommagement.

Ainsi, si la poutre est plus grande que la poutre de référence (6 > 1), la valeur de la

contrainte nominale maximale est plus faible. Inversement, si la poutre est plus petite que la
poutre de référence (d < 1), cette valeur est plus grande :

sid> 1 ona ONs < ONg=)

sid< 1 ona ONs ™ ONg=1 (VL.13).
Avec ce résultat, en utilisant la relation (VI.10) (ou (VI.12)), on peut déduire de la

courbe de la figure V1.7, la variation donnée par le modéle de la contrainte nominale maximale
en fonction du rapport d'homothétie géométrique 8.

La courbe obtenue est présentée sur la figure VI.9 oli sont aussi représentées les trois
valeurs des contraintes nominales maximales déduites des résultats expérimentaux pour &= 1,
0 = 2 et & = 4 (Bazant et Ozbolt, 1990).
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{

Fig. VL. 9 - Variation théorique de la contrainte nominale Gy avec le rapport

d'homothétie &. Superposition avec trois resultats expérimentaux.

En analysant les deux dernieres courbes (figs. V1.7 et V1.9), nous pouvons donner

quelques remarques intéressantes.

Lorsque la taille de la structure croit, la contrainte nominale décroit (fig. V1.9). Ceci est
en accord avec les observations expérimentales (Mazars et al., 1991; Saouridis et Mazars,

1988).
On note également que pour de grandes structures (& >> 1), la variation de la

contrainte nominale avec le rapport d'homothétie n'est pas aussi important que pour les
structures relativement plus petites (ici pour des valeurs & = 1). La contrainte nominale tend
vers une valeur limite lorsque o tend vers l'infini. Cet aspect a en effet été mis en évidence et
montré avec des résultats expérimentaux dans (Biolzi et al., 1994). Ceci est aussi en accord
avec une remarque faite dans (Hillerborg, 1983}, ot il est suggéré d'utiliser des poutres
entaillées de grandes dimensions pour évaluer le facteur d'intensité de contrainte critique lors

de l'utilisation de la mécanique de la rupture.
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Lorsque la structure est petite, la contrainte nomuinale est plus grande. Ceci peut étre
observé, directement sur la figure V1.9 pour les faibles valeurs de , ou indirectement sur la

figure V1.7 avec la relation (V1. 10).

Notons que sur la courbe V1.7, la valeur de o pour k = 0 correspond a la valeur de la
contrainte nominale obtenue avec un modele local d'endommagement. Nous pouvons donc
conclure que pour une structure de trés grandes dimensions (§ — o) la contrainte nominale
ne peut pas tendre vers zéro. Cela veut aussi dire que pour de grandes structures on a, d'aprés

la définition donnée par ['‘équation (VI.1):
Py =0y bdd = K&’
qui signifie que la force maximale supportable croit comme 5" (K est constant).

V1.5 Commentaires et conclusions :

Nous avons montré dans ce chapitre l'intérét de la prise en compte du gradient de
I'endommagement pour décrire 'effet d'échelle de structures.

Les applications numériques du modele utilisé dans ce chapitre montrent un accord
favorable avec les observations expérimentales. En effet, on trouve que la contrainte nominale
maximale décroit lorsque la taille de la structure croit.

L'étude de la structure des équations donne des arguments théoriques a partir desquels
il est montré que les_contraintes nominales maximales de deux structures de tailles différentes

ne peuvent étre égales. Des moyens numériques sont donnés pour prévoir la dépendance de la

contrainte nominale maximale en fonction de la taille.
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CONCLUSIONS

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, une nouvelle formulation
de 'endommagement a été proposée. Le fait nouveau est qu'il prend en compte le
gradient de 'endommagement qui, physiquement rend compte de maniere cohérente

de l'influence de I'endommagement en un point matériel sur celui de son voisinage.

Cette formulation est basée sur une adaptation du principe des puissances
virtuelles.

A Tlintérieur d'un solide, il existe des mouvements microscopiques qui
provoquent l'endommagement. L'idée de base est que la puissance de ces
mouvements microscopiques doit étre prise en compte. Nous décidons donc de
modifier I'expression de la puissance des efforts intérieurs. Nous considérons alors
que cette puissance dépend de la vitesse de 'endommagement ainsi que de son
gradient.

Le principe des puissances virtuelles fondé sur ce choix conduit & un nouvel
ensemble d'équations qui décrivant I'évolution de 'endommagement.

La thermodyamique des milieux continus conduit a des lois de comportement
obtenues a partir de choix convenables d'une énergie libre, dépendant de la variable
d'état d'endommagement ainsi que de son gradient, et d'un pseudo-potentiel de

dissipation. Ces choix vérifient I'inégalité de Clausius-Duhem.

La description du comportement adoucissant 2 l'aide d'un modéle issu de
cette formulation et son application a la modélisation de structures en béton permet

d'énoncer les résultats suivants :

- la prise en compte en compte du gradient de I'endommagement a permis de
mettre en évidence la cohérence de la formulation des points de vue mécanique,
numérique et mathématique. En effet, l'objectivité des résultats numériques
montre qu'il n'y a pas d'influence du maillage sur les réponses globales et
locales des structures discrétisées par éléments finis;

- la capacité du modéle de prédire l'initiation et la progression de

I'endommagement méme dans des structures initiallement non fissurées;
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- la possibilité de décrire le comportement de structures en béton soumis a des
sollicitations multiaxiales avec un modéle ne comportant qu'une seule variable
d'endommagement. En effet, nous avons montré qu'on obtenait des

comportement différents entre traction et compression prises séparément.

Par ailleurs, d'autres applications sur des structures en béton ont montré
I'intérét de la prise en compte du gradient de l'endommagement dans la modélisation
vis-a-vis de l'effet d'échelle de structures. Les résultats numériques montrent un
accord favorable avec les observations expérimentales. La contrainte nominale décroit
lorsque la taille de la structure croit.

Une étude théorique sur les structures des équations du mouvement a permis
de montrer que les contraintes nominales de structures géométriquemnent similaires
avec des tailles différentes ne peuvent pas €tre €gales. Ce résultat est pour l'instant

confirmé par les résultats numériques.

D'autre part, concernant le phénomene unilatéral rencontré dans les matériaux
tels que le béton, nous avons proposé un modele qui cette fois-ct comprend deux
variables d'endommagement. L'une décrivant I'endommagement provoqué par les
extensions (déformations positives), et ['autre décrivant I'endommagement provoqué
par les contractions (déformations négatives).

Ces deux variables d'état sont d'autre part reliées par une haison interne qui
permet d'aboutir, en plus de la description du phénoméne unilatéral, a une propriété

macroscopique dont la signification physique s'interprete de la fagon suivante :

- un endommagement en compression entreine un endommagement en traction

sans que la réciprogue soit vraie.

Ceci montre qu'un endommagement en compression est définitif. En d'autres
termes, lorsque Je matériau est fortement endommagé en compression, sa raideur ne
peut pas €tre restaurée lors du passage du chargement en compression a un

chargement en traction.
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