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1 - INTRODUCTION

L'objet de cette &tude est une contribution 3 la compréhension du

comportement mécanique des sols en tant que milieux granulaires.

1.1 - RAPPEL HISTORIQUE DE LA MECANIQUE DES SOLS

Le sol est en effet un matériau complexe comprenant plusieurs constituants :
des particules solides (ou grains), de 1'eau et de 1'air. Ces deux derniers
occupent les espaces entre les particules solides. Les propriétés mécaniques
des sols sont fortement liées a cette composition. C'est ainsi que 1'on distingue
le squelette ou ensemble des particules solides, et le fluide ou milieu inters-
titiel.

La difficulté d'étude d'un tel milieu réside dans Ta méconnaissance quanti-
tative ou méme qualitative des phénoménes physico-chimiques qui interviennent
Torsque le sol est mécaniquement sollicité. On peut citer des phénoménes de

plusieurs types :

Déformation des grains liée & leur comportement propre.

- Ecrasement local ou éclatement des grains.

Réarrangement des grains entre eux.

Transformation chimique des composants sous 1'effet de la pression ambiante.

Liquéfaction, absorption de 1'eau intersticielle, gélification...

En mécanique des sols classique, on a mis en évidence deux caractéristiques
importantes des sols & Ta rupture (Coulomb, 1773)

- 1'angle de frottement limite (9¢)

- Ta cohésion (e)



D'une maniére assez sommaire on a classé les sols selon ces deux critéres,
en appelant : "sols pulvérulents" les matériaux & frottement interne et sans
cohésion, et & 1'inverse "sols purement cohérents" les matériaux avec cohésion
et ayant un angle de frottement interne nul. (Les sables entrent en général
dans la premiére catégorie, les argiles dans Ta seconde). Bien sir, Tes sols
réels possédent & la fois un frottement interne et une cohésion ; quoiqu'il
en soit, les problémes résolus compte tenu de ce "principe" ne furent que des
problémes traitant de la stabilité d'un massif ou d'une structure en contact
avec le sol.

C'est ainsi que sont apparus les concepts de :

“charge limite" ou charge au-deld de laquelle 1a rupture survient (la sta-

bilité n'est plus assurée),

"8quilibre limite" ou état du matériau pour lequel un certain accroissement

des contraintes mécaniques entraine un déplacement continu (é&coulement infini)
ou une instabilité.
I1 va de soi que, si 1'on peut se contenter du calcul des charges limites

pour 1'étude de Ta stabilité d'un talus ou d'une fondation, 1'étude du compor-

tement du sol qui conditionne entre autres le dimensionnement des structures

et la répartition des contraintes dans ce matériau, est impraticable compte tenu
de 1'hypothése de rigidité avant rupture et de 1'état des connaissances en plas-
ticité.

C'est pour cette raison que distinctement de 1'étude de stabilite, les
ingénieurs confrontés au probléme du calcul des structures en contact avec le
sol ont développé des méthodes dans lesquelles le sol était considéré comme un
matériau parfaitement élastique (Boussinesq, 1885). Sont donc apparus des con-
cepts dérivés de la théorie de 1'élasticité tels que :

Module d'élasticité de Young du sol pour les massifs infinis ou semi-infinis.

Module de réaction vertical ou horizontal pour le calcul de 1'enfoncement

de fondations superficielles ou profondes, et de la déformation latérale des

pieux.



Cette facon de concevoir le sol comme un matériau rigide parfaitement
plastique pour 1'étude de 1a stabilité et comme un matériau élastique pour
1'étude du comportement (répartition des contraintes et calcul des déformations)
présentait 1'avantage en génie civil de pouvoir traiter les problémes géotech-
niques de Ta méme maniére que les problémes de structures en acier ou en béton
et les problémes d'interaction sol-structure. Malheureusement concevoir le sol
de cette facon a conduit & des abbérations ou & des résultats en désaccord avec
1'expérience, aggravés par le fait que pour vérifier la stabilité de zones for-
tement sollicitées, on s'est servi de la répartition des contraintes calculées
selon la méthode élastique et inversement on a adopté comme module d'élasticité
le rapport d'une contrainte par une déformation irréversible.

C'est donc pour répondre & un besoin de cohérence dans le comportement
avant la rupture des sols que les recherches dans ce domaine se sont portées
sur 1'élaboration de modéles rhéologiques (ou lois efforts déformations) qui
permettent d'interpréter d'une facon plus rationnelle les résultats expérimen-
taux. Les travaux récents en mécanique des sols se sont inspirés des résultats

acquis dans 1'étude théorique des matériaux élasto-visco-plastiques, en parti-

culier des métaux et alliages. Cette avance théorique, a 1'origine, motivait
et justifiait une utilisation plus rationnelle des propriétés mécaniques de
tels matériaux (Hill, 1950).

Les lois de comportement récemment proposées soht du type élasto-plastique

avec écrouissage. C'est-a-dire un comportement pour lequel la déformation totale

sous 1'effet des efforts appliqués est la somme de déformations purement élas-
tiques, linéaires ou non, et de déformations irréversibles dont la valeur dé-
pend de paramétres cachés (ou d'écrouissage) tels que, par exemple, 1'indice
des vides, la déformation volumique, la déformation déviatorique, etc.

On peut citer a cet égard le travail remarquable effectué par 1'Ecole de
Cambridge pour mettre au point des modéles relativement simples (CAM CLAY) et
qui, d partir de 1'analyse de la dissipation plastique (par frottement interne),

permettent d'interpréter relativement correctement les essais triaxiaux.



1.2 - L'APPROCHE MICROSCOPTQUE ET L'APPROCHE MACROSCOPIQUE D'UNE LOI DE

COMPORTEMENT

Aprés ce bref rappel historique, il doit &tre signalé que dés 1'origine,
pour tenter d'expliquer le comportement d'un milieu ou plus généralement des
choses de notre monde visible, deux points de vue ont été, alternativement
et concurremment,adoptés par les chercheurs :

- le point de vue macroscopique et

- le point de vue microscopigue.

L'assimilation d'un milieu & un milieu continu postule que la Timite de la
densité (par exempie) soit indépendante de 1a forme & tout moment, du volume
évanescent élémentaire. Toutefois, les milieux courants et le sol en particulier
nous laissent voir une juxtaposition de petits éléments minéraux distincts. Ainsi
nos sens peuvent nous tromper quant & 1'apparente homogénéité d'un sol et consé-
quemment quant & son apparente continuité. Nous dirons donc qu'un sol est un mi-
Tieu microscopiquement discret et macroscopiquement continu en considérant des
éléments de volume "assez petits" mais "non trop petits". I1 est alors capital
d'observer qu'en s'abstenant de toute hypothése sur les interactions physico-

chimiques entre particules solides et milieu interstitiel,et donc sans chercher

[o17]

comprendre ni a expliquer les phénoménes élémentaires qui peuvent se produire

Y]

1'intérieur d'un sol, 1'approche macroscopique obtient un double avantage :

a) les principes qu'elle est amenée & dégager de 1'expérimentation reste-
ront vérifiés quelles que soient, par ailleurs, les conceptions de 1'école
microscopique, conceptions qui devront nécessairement respecter ces mémes
principes, & 1a méme échelle.

b) les notions utilisées sont plus simples, et les relations entre elles
qu'énoncent les principes, sont aussi condensées que possible.

La rancon de cette "simplicité" est que certaines propriétés des corps ne

peuvent étre expliquées et doivent étre déduites d'expériences appropriées.



Par contre, 1'approche microscopique, en partant d'un schéma ou modéle

granulaire (rouleaux - 2 dimensions, sphéres - 3 dimensions) - cf. Dantu, Davin,
etc. - peut édifier une théorie rendant compte de telle ou telle propriété des
divers milieux justiciables de ce modéle. La valeur expérimentale de cette pro-
priété, confirmant la théorie, vient alors justifier le modéle adopté. En réalite,
il n'existe qu'une "différence de degré" dans la finesse de représentation d'un
sol selon les deux approches. L'une comme 1'autre admettent des "modéles". Mais
d 1'heure actuelle, seule 1'approche macroscopique (par 1'extérieur) a pu four-
nir des lois de comportement dont la valeur expérimentale est incontestable.
L'approche microscopique (par 1'intérieur) au contraire n'a pu encore franchir
le stade de 1'observation qualitative. Ce qui montre que nous sommes encore loin
de 1'étape de la formulation de lois statistiques. Nous devons toutefois rendre
cette justice & quelques chercheurs tels que Rowe, Mogami, d'avoir tenté de
formuler des lois de type statistique. Mais ces recherches restent isolées et

ne peuvent se comparer a celles trés nombreuses faites pour la formulation di-

recte de 1ois rhéologiques par expérimentation macroscopique.

1.3 - DEMARCHE DE L'ETUDE

I1 semble donc qu'il y ait une lacune dans la connaissance de ce milieu
complexe qu'est un sol, lTacune d'autant plus évidente que Tes modéles macros-
copiques proposés tendent & se multiplier et & se complexifier au fil des
années. I1 s'agit 1& évidemment d'un danger car le but d'une étude macrosco-
pique est de dégager des lois relativement simples et non pas d'établir une
formulation compliquée et ambivalente ol le nombre de paramétres est tel qu'il
est possible de "coller", aux erreurs de mesure prés, & n'importe quelle courbe
expérimentale, moyennant un choix approprié des dits paramétres.

Pour nous résumer nous pourrions dire que, sans vouloir pécher par excés

de simplicité, nous devons admettre que, présentement, les lois de comportement

11
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qui nous sont proposées sont nombreuses, délicates & manipuler, méme si dans bien
des cas, leur valeur expérimentale n'est pas démentie. Le probléme qui se pose
a 1'heure actuelle n'est pas tant de formuler d'autres lois, mais plutot de dé-
finir leurs limites, leur champ d'application, d'explorer les solutions de pro-
blémes pratiques, afin de tenter de dégager des caractéristiques communes, la
signification physique des paramétres, etc.. A valeur expérimentale &quivalente,
1'enjeu est la commodité et la simplicité ; i1 s'agit, en effet, en employant une
comparaison historique, de choisir entre le systéme de Ptolémée et celui de
Galilée pour expliquer le mouvement des planétes.

Mais ce travail est déja entamé car 1'utilisation de 1'outil informatique

permet, par des méthodes numériques de "tester" la valeur mathématique et physigue

d'une loi de comportement. L'adaptation de la méthode des éléments finis aux pro-
blémes de mécanique des sols est d'ailleurs un des axes de recherche qui sous-
tehd 1'élaboration d'une telle loi.

En ce qui nous concerne, nous nous sommes orientés vers une approche "par
1'intérieur" pour la compréhension du comportement mécanique d'un sol. Notre dé-
marche a &té guidée par celle effectuée par les pionniers de la théorie ciné-

tique des gaz et de la mécanique statistique qui sont arrivés a justifier une

loi d'état pour un gaz. La formulation macroscopique de celle-ci (PV=RT) datait
en effet du siécle précédent. C'est d'ailleurs 1'aboutissement de Teurs travaux
qui a permis "d'expliquer" bien des écarts relatifs a cette loi d'état trés
simple qui n'était applicable, en fait, qu'aux gaz parfaits.

Mous avons donc adapté notre plan d'étude a ces observations, c'est ainsi
que :

La premiére partie est une étude du probléme de contact intergranulaire.
Celui-ci est abordé du point de vue de la mécanique rationnelle d'une part, du
point de vue de 1a Toi de comportement d'autre part.

La deuxiéme partie propose la formulation de caractéristiques statistiques

de 1'état mécanique d'un milieu granulaire. I1 s'agit du prolongement & un



milieu, des paramétres d'état d'un systéme. Le but & atteindre étant de faire
intervenir ces paramétres dans des lois statistiques qui régissent le comporte-
ment d'un milieu granulaire.

La troisiéme partie est constituée par un compte rendu d'essais effectués
au CEBTP sur un nouveau matériau granulaire artificiel. L'objet de cette der-
niére partie est de confirmer 1'importance de certains phénoménes cinématiques

pour lesquels le probléme théorique a été posé.
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

1 - Convention

La convention de sommation muette est adoptée, sauf indication contraire,
sur les indices répétés en position supérieure et inférieure. Les bases uti-
1isées sont orthonormées ce qui implique 1'identité des composantes covariantes

et contravariantes.

Les indices grecs a,B,Y,...‘sont réservés habituellement & la défini-
tion des axes des repéres (a,B8,Y = 1,2,3)

Les indices latins i,j,k,... sont réservés a des scalaires, des vec-
teurs,... 1iés aux grains. La position basse (resp. haute) est affectée a
1'espace des paramétres cinématiques (resp. dynamique) (Z, & Ksyeer = 1,25.0. 7)

Les autres indices latins ou grecs, sont fixes et caractérisent une gran-

deur particuliére.

Les minuscules (grecques ou latines) sont affectées aux grandeurs vecto-
rielles.

Lesminuscules italiques (grecques ou latines) sont affectées & des gran-
deurs scalaires.

Les majuscules (grecques ou latines) sont affectées a des points, des en-
sembles, des bases, des matrices symétriques, selon les cas.

Les majuscules italiques sont affectées & des fonctions scalaires.
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CHAPITRE 1

MECANIQUE DU GRAIN ET DU CONTACT






1.1 - PETROGRAPHIE - TRIBOLOGIE 'DU CONTACT

1.11 - ASPECTS GEOMETRIQUES

1.110 - GENERALITES

Le grain est un élément solide d'un ensemble non dénombrable . Cet é&lément
fermé est isolément un corps solide doté de caractéristiques géométriques et
mécaniques qui lui sont propres. On peut citer entre autres :

Géométrie (surface, volume,etc)

La surface du contour d'un grain, sera par exemple, définie par une équa-
tion scalaire Tiant les composantes d'un vecteur (dont 1'extrémité décrira la
surface de contour) repéré par un systéme d'axes 1ié au grain.

Masse volumique

A 1'intérieur du domaine 1imité par la surface mentionnée précédemment, on
définit une masse volumique pour tenir compte des effets gravifiques ou iner-
tiels lorsque ceux-ci ne sont pas négligeables devant Tes autres sollicitations.
(solide homogéne)

Loi de comportement volumique

[T s'agit d'un ensemble de relations 1iant le tenseur des taux de contraintes
a 1'état actuel des contraintes et des déformations (et éventuellement & d'autres
variables internes) et au tenseur des taux de d&formations. On peut également

définir un critére de rupture.

Loi de comportement surfacique - ou loi d'interface
IT s'agit d'un ensemble de relations liant le vecteur des taux de contraintes

d 1'état actuel des contraintes et des déformations (et éventuellement i d'autres
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variables 1internes) et au vecteur des taux de d3formations. Ces relations définis-
sent en particulier la nature du contact intergranulaire (élastique, visqueux,
plastique). Elles sont évidemment prépondérantes dans 1'étude d'un matériau
constitué de corps rigides. Elles le sont dans une moindre mesure dans le cas de
matérieux constitués de grains trés déformables.

La Toi de comportement surfacique est une notion plus délicate & définir que
1la Toi de comportement volumique, ne serait-ce que parce qu'elle dépend d'un
nombre plus grand de paramétres et de ce qu'elle est implicite puisqu'ellie résulte

de la nature et de Ta texture des deux corps en contact.

1.111 CARACTERES PETROGRAPHIQUES

a - Echelle de schématisation

Les contours des grains réels , sont en général loin d'étre réguliers et
il semble d'ailleurs qu'aussi poussée que soit la vision microscopique, les
surfaces continuent d'apparaitre irréguliéres. La difficulté d'étude d'un
milieu constitué de grains, provient pour une large part, de cette propriété

de conservation de 1'aspect anguleux que possédent les surfaces de contour

réelles.

La question qui se pose est celle du choix de 1'enveloppe du grain ou
encore de 1'échelle de schématisation du contour. La réponse d cette question
est essentielle car elle détermine dans une large mesure le choix de 1a Toi de
comportement surfacique - ou loi d'interface.

Nous avons mentionné en effet qu'il y a une adéquation entre la loi de
comportement surfacique et 1'état anguleux du contour. A Ta limite serait-il

possible de schématiser les grains sous forme d'ellipsoides? L'angularité étant,

elle, prise en compte par une loi adaptée de résistance aux déplacements au niveau



des contacts intergranulaires.
Nous indiquons ci-aprés 2 exemples de schématisation du contour d'un grain

a faciés anguleux.

Schématisation géométrique
du contour d'un grain

“tontour reel

(A)

///
un exemple d’approche réguliere un exemple d’approche polyedrale
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L'étude de la morphologie d'objets “ridimensionnels par des mesures sur
des projections planes constitue 1'essentiel du probléme de la stéréologie.
Toutefois, outre les difficultés mathématiques que ce probléme pose, on se
heurte & 1'effet d'échelle mentionné plus haut. I1 est alors nécessaire de

scinder 1'étude morphoscopique selon deux aspects :

- la forme générale, d'une part (aspect volumétrique)

- le détail des aspérités d'autre part (aspect surfacique)

La frontiére est purement arbitraire, aussi a-t-on intérét a simplifier
au maximum 1'aspect volumétrique, et a intégrer dans 1'aspect surfacique les
irrégularités de premiére grandeur. Cette démarche s'appuie sur 1 hypothése,
confirmée par la nature des grains réels, qu'il n'existe pas de grains & contour
lisse et de forme élaborée, en d'autres termes, que les irrégularités de surface

sont persistantes & tous niveaux (homothétie interne). Des objets artificiels,

dits "faconnés", ne possédent pas cette propriété.

b.1l - Analyse de la forme globale

De nombreux auteurs ont proposé des indices permettant de définir au mieux
la forme générale d'un grain (Klumheim, Rittenhouse, etc..); le plus connu est

1'indice de sphéricité. Malheureusement,cet indicene se calcule qu'a partir d'une

projection (bidimensionnelle) d'un grain, et que de plus il est obtenu comme le
rapport du carré du périmétre du contour sur 1'aire de la surface projetée.
Connaissant la difficulté insurmontable que pose 1'estimation du périmétre et on
congoit 1'incohérence pratique d'une telle évaluation. A moins de prendre en
compte un nombre important de paramétres de fonctions on en est réduit a ne consi-
dérer, au mieux, un grain que sous la forme d'un ellipsoide et d ne retenir que
les rapports de ses dimensions maximale et minimale vis & vis de sa dimension

intermédiaire, ou encore les deux premiers invariants du tenseur dont 1'ellipsoide
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(de volume constant) est la représentation graphique.

Le premier invariant caractérise 1'allongement ou 1'aplatissement, le
second la distorsion morphologique.

IT est alors loisible de donner une définition théorique de 1'ellipsofde
équivalent d'un grain (cf §1 112 a). I1 pourra s'agir de 1'ellipsoide dont les
inerties principales sont identiques aux inerties principales du grain. Une fois
la matrice diagonale d'inertie connue, il est immédiat d'en déduire Tes valeurs
des dimensions principales de 1'ellipsoide par une simple opération d'inversion.

Par contre la détermination expérimentale de la matrice d'inertie, qui
nécessite au minimum 6 mesures, achoppe sur la petitesse d'un grain. (On sait,
par contre, pour des objets de taille moyenne, de forme quelconque, mais homogénes

en densité,calculer les termes principaux de leur tenseur d'inertie, par mesure

- indirecte de plusieurs moments cinétiques).

7 Discrétisation d'une image plane suivant une ptrame d symétrie ternaire , approximation
des ouvertures circulaires par des ouvertures hexagonales.

Contour de L' image d'un groin.

—— Ouverture par le plus grond élément structuront ( cercle ou hexagone ) de royon
R, inscrit dons le contour du groin.

— — —— Quverture por ' élément structurant de rayon R/2.

Méthode numérique de traitement d'imoge (selon FROSSARD 1978)



b.2 - Descriptions des irrégularités de surface

Une fois défini forfaitairement le contour global d'un grain, il reste &
donner une description des détails microscopiques de surface. En premier lieu,
on caractérise 1'état de rugosité de la surface par un profil d'indentation.
Ceci suppose une isotropie plane de la rugosité. (Il existe toutefois des cas

d'anisotropie - ce sont par exemple des assemblages cristallins - vus &

1'échelle moléculaire)

Etat de surface isotrope

I/Y profils d’indentation

Etat de surface anisotrope
(surface cylindrique)

/;/’ profils  d’indentation

Dans le cas général 1'wyoothése d'isotropie plane de rugosité est confir-
mée a une échelle microscopique raisonnable (> u M). Dans toutes les directions
paralléles les sections par un plan normal 3 la surface donneront un profil
équivalent. Avant de donner une modélisation mathématique du profil, plusieurs
procédés sont actuellement utilisés pour donner une approximation gquantitative
de 1'état de rugosité du profil. Certains auteurs proposent des coefficients

caractéristiques. On peut en citer quelques uns



b.3 - Analyse statistique du profil d'indentation

Les profils d'indentation sont générés par des distributions gaussiennes
de fonctions aléatoires qui permettent de coller au mieux aux angularitds des
profils réels. Dans les cas des métaux, par exemple, des séries de fonctions
périodiques permettent de donner une approximation réaliste du degré de

rugosité des surfaces.

|ﬂ ‘f ' L‘ k; hf LVLNWJ V Profil d'indentation et ligne

de référence (type métalligue)
Profil d'indentation et ligne
de référence (cas courant)

Modéles gaussiens de distribution de population d'aspérités

Profil généré par des fonctions
périodiques aléatoires

(selon RADHAKRISHNAN)

Profil généré par une distribution
de cercles de diamétres variables

(selon HISAKADO)

Inclinaison statistique des aspérités (Rentgers)
Une seconde méthode procéde de 1'analyse de la répartition stastitique
de 1'inclinaison des faces des différentes irrégularités en fonction de leur

largeur. Le profil d'observation est discrétisé au moyen d'un ensemble de
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%

15

10

points définissant une courbe polygonale aussi voisine que possible du profil
relevé. On détermine ensuite 1'inclinaison ¢ , par rapport & la ligne de
référence, des dents obtenues en joignant successivement les points de 1la
ligne polygonale, puis de 2 en 2, de 3 en 3, etc.

Les résultats statistiques sont représentés graphiquement.

$ de 1 en}
e
- b
{ Sx9
A d
4 22 en 2
>

5x/%

Description des irrégularitds
périphériques d'une surface
par une répartition statistique
de 1l'engularité

(selon RENTGERS)

5 10 15 20 25 30 35 degrés
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Profil fractal
Le profil d'indentation est géné&ré par une homothétie interne d'angu-

larité, analogue & la courbe de Von Koch (Mandelbrot 1975)

. ligne de référence (surface lisse)

/\ /\/\ profil d'ordre 1 ( p segments— g segments )

/\l\k V\‘\/\/\N% profil d'ordre 2

ﬁ = < profil d'ordre n

La courbe générée est de longueur infinie, i1 s'agit en réalité d'un

espace dont la dimension Jd est supérieure a 1

%%g—% pour une homothétie interne constante

(dans le cas de la figure p =4 ,qg=7 > d = ggg 7 . 1,404)

La généralisation de cette notion conduit & caractériser 1'irrégularité
du contour du grain réel (irrégularité supposée persistante par homothétie
interne) par un facteur de dimension attaché & la surface dont la valeur sera

comprise entre 2 et 3 (La dimension 2 correspondant & une surface parfaitement

Tisse ou bien & une fonction de surface de contour réguliérement dérivable)
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1.112 - SCHEMATISATION MATHEMATIQUE DU CONTOUR

a - Fonction de surface

- o s o e . -

Dans 1'espace & 3 dimensions, on note par (G,,0°) le recérs de réfe-
rence - oi (G,) est le point origine et 0 symbolise la colonne des vecteurs
d'une base orthonormée directe - Un point (M) quelconque est repéré par ‘e
vecteur :

Go,M) = xo (M) = Xo -0
(ol xg représente la ligne des composantes de x: dans la base 0+),Le fait
que (M) appartienne & la surface de contour 5(i) d'un grain (i)

conduit & une relation scalaire liant les coordonnées du point dans un repére

local (6, ,17)
soit G ) = 0

oi G, est une fonction scalaire de classe (c,)

surface de contour d(1)

repere focal (G;, |-‘.)




b. Repére_canonigue

Pour répondre au besoin de Ta dualité de Ta cinématique et de la dyna -
mique associées aux grains (i) dfune part et aux contacts intergranulaires
(ij) d'autre part, on sera amené a définir Z types de repéres.

Les repéres canoniques (i) ~ ( Gi,I+) ou repéres locaux 1iés intrin-
séquement aux grains (i).

Les repéres associés (ij) ~ MU ,IJ+) ou repéres Tocaux 1i8s au
contact entre 2 grains adjacents (i) et (j) (cf §1 113)

Un repére canonique (i) répondra aux 2 critéres suivants :

(G.) est centre dfinertie du grain (i).

I” est la base principale du tenseur d'inertie du solide que définit la
surface de contour 3(1) caractérisée par la fonction G.

Par convention on notera par wvol (i) , le volume du grain (i) et var Z,

la matrice diagonale représentative de son inertie dans 1a base principale

N - ) . .
I, (Les termes de =, seront disposés par ordre croissant)

Dans 1'optique de schématisation du contour d'un grain, abordée au §1 111 b,
deux voies semblent possibles pour générer une surface.

L'approche polaire.

On considére pour cela, le vecteur x? comme un rayon vectaur dont 1la

. . . PP sl e ->
norme x2St fonction de 1'orientation définie par le vecteur unitaire « .

. b
Soit Xi =z (k). k
Les composantes de k” dans la base I~ peuvent tout naturellement s'ex-

primer en fonction de la mesure d'angles d'Euler () etu)

I

K = | cos X cos v sin \ cos U sin u |
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ou en fonction de 2 mesures d'angles déviatoriques (X ,u)

£ =L (cos A +VZ sin (n+ Z2T)) pour 8 = 1,2,3
v3
(ot K 1B représente la Be@e composante de ol )
Si 1'on développe en série, la fonction xi(n+) selon les puissances

. >, s s U
croissantes des composantes de k , c'est-d-dire selon les fonctions périodiques
. ére . .
de X et u , on obtiendra une 1 approximation de la surface du contour.

8

s + .
x. =V cos™\ . sin"A . cosaug. sinu (a,B,Y = 1,2,..... )

i apy

La fonction =z, est par conséquent, le produit de fonctions périodiques dont la
période est multiple de 27 selon X et u . Les coefficients Vagy définis-
sent les différents modes d'angularité. (Le mode d'ordre 0 est une boule centrée
sur (G.)).

La surface approchée par le développement en série de x , est de type
8toilée centrée.

Pour le cas bidimensionnel, le module du rayon vecteur ne dépend que d'un

seul paramétre 9 ; et « (8) est une fonction périodique (2m). Elle est dévelo-

pable en série de Fourier.

L éme &
au mode O au 2 mode au n°™° node

Génération d'une surface irréguliére par une série de fonctions périodiques
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L'approche cartésienne

L'approximation de la fonction de surface G. par un développement en
série selon les puissances croissantes des composantes de xi+, est analogue
dans son principe, mais plus délicate a mettre en oeuvre.

Sans entrer dans les détajls, on peut cependant noter que 1'expression
de G, sera de la forme:
i i, i

i g
xe xB o+ oy T xPoxYy x® o+ L

I
i CIB 1 I GBY‘S i i

G(X') = vo +V

Les différents coefficients sont obtenus par les moments d'ordre pair
selon la technique classique des probabilités. Ainsi:
. Le moment d'ordre 0 correspond au volume
Sw = vol (i)
() i i i
(o0 &w est un volume é&lémentaire 6w = 8x;' 8x;% 8x,?)
. Le moment d'ordre 1 (moment statique) est nul d'aprés la définition

de (G,):

. Le moment d'ordre 2 (moment d'inertie) correspond au tenseur d'inertie

({x}. x}f x
(i) i)
I If

Sachant que = [x]|? == ?

matrice d'un tenseur monome symetrique

(
{f
‘1  représente la matrice unité
. Les moments d'ordre supérieurs correspondent & des tenseurs d'ordre
n s
croissant ( © X, Sw .
(1)

A bien des égards, cette technique s'apparente, en plus compliqué toutefois,

a la méthode de détermination des coefficients des séries de Fourier.

Le ler mode d'approximation de (. correspond & une fonction quadratique;

sa représentation est un ellipsoide dont le volume et les moments d'inertie sont
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analogues & ceux du grain, délimité par le contour 5(i) pour G (cf § 1 111 b)

Premiere opproximation cartésienne
d'une surface de contour

ellipsoide /1

quartique

1.113 - REPERE ASSOCIE A UN CONTACT

La défini tion du repére associé fera appel aux propriétés géométriques des

surfaces dont on rappellera briévement celles relatives & la courbure.

Considérant une fonction scalaire ¢ des composantes " (pour B8 =1,2,3)

du vecteur X , 2 fois dérivable et délimitant un domaine convexe (& ce stade,
cette derniére hypothése n'est pas indispensable, mais elle sera retenue par la
suite dans la cinématique du contact).

Le vecteur normal n dirigé vers 1'extérieur de la surface

n—> = QPZCZ/G)

| grad(G) |

On démontre que, localement, la surface peut &tre assimilée & un ellipsoide
pour lequel la normale au point considéré constitue une des directions princi-

pales.



i vecteur normal

plan tangent en (M)

indicatrice de DUPIN
N

;o

1
.’ Qv\T 1 \rayons de courbure principaux
!

Notations:
Si H est Ta matrice associée au tenseur
1 grad (grad (G))
| grad (G) ]

et n la matrice antisymétrique associée au vecteur p~ dans la base de

;e -
référence 0,

6n0 = - 6x0. H . n® (pour un accroissement 8 tangent & 23(1))

Les deux premiers invariants de la matrice de courbure (H.n?) définissent

respectivement la courbure sphérique n, et Ta courbure totale n, de la sur-

face en (M),(Znv; (H.n*) = 0)

1 N
[ns = 5 (n1 + ny =5 vy (H.n?)

n, N N2 inv, (H.n?)

On rappelle que la courbure déviatorique Ny =-% (N1 = nz) = wﬁf -n, . Les
courbures principales n, et n, se déduisent trés rapidement de ces formules

(Par convention, on prendra n, > nz)
Les directions principales de 1'indicatrice de Dupin sont portées par les

. . -> -> =d . .-
vecteurs propres unitaires t et n At de la matrice de courbure. Le triéddre

> >

n, t, n At est direct)

Les notions de courbure étudiées ci-dessus permettent alors de s'affranchir

P . - P .
de la définition de ¢ . L'accroissement du vecteur n  exprimé en fonction des

vecteurs de la base principale tangente:

33
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>t

sn’ = (ns - nd)6x93+2 nd(6x+.t

>

) t

= n, §X + n {cos 2 ¥ SX + sin 2 ¥ 6X+/\n+)

o ¥ est la mesure de 1'angle que fait §x  avec la premiére direction
principale : ¥ = |t ,6x |

La notation matricielle équivalente
n
4 =2
6n0 = 7, SXQ(H + ﬁi e wn)

s

a7t

s

ot 1 est la matrice unité
e_zdﬁ‘la matrice orthogonale représentative d'une rotation d'angle - 2 q'm_>

> . . .
(- 2 y: mesure , n : vecteur axial unitaire)

e”t 1a matrice orthogonale représentative d'une symétrie autour de 1'axe

défini par t~ (cf §1 211 a)

Les repéres associés au contact du grain (i) avec le grain (Jj) seront
tout natureliement construits a partir des &léments de courbure aux 2 surfaces.
(i3) { (Mij) origine du repére, est le point de contact : 3(i ) N 5(J)

IJ 7 base associée & (i) en (MU ), est la base principale

tangente (1JT = ni?’ij: = ‘tu—> ,'IJ.;‘: nij +/\ t:)

>

-> . - . -
La normale n; est associée a 3(1) en (M, ), de méme ny; .nzy > ty;
>

ny oA t; , sont respectivement les courbures principales et directions princi-

pales associées a 3(1) en (M)

5x _//./S/TL Représentation de l'indicatrice de DUPIN
' associée & A(i) dans le plan tangent au

| - "7 contact
/ _1/2

—{ 7




-

repére associé (MiJ.,IJ)

surface de

contour A(i) plan tangent

au contact

N~

-

repére canonique (G;,l)

repere de référence (G,,0)

0
1

1.114 - RESUME

L'étude morphologique d'un grain est envisagée sous deux aspects
volumétrique, ol 1'on considére que le grain posséde une forme convexe
relativement simple
surfacique, ol les diverses irrégularités de surface sont prises en
compte implicitement dans la loi de comportement du contact intergra-

nulaire.
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1.12 - LOI DE COMPORTEMENT STATIQUE DU CONTACT INTERGRANULAIRE

1.120 - INTRODUCTION

Au niveau du contact intergranulaire et en premiére analyse, la loi de
comportement surfacique dérive de 3 principes.

L'état géométrique de la surface de contact des grains c'est-a-dire
la régularité ou 1'irrégularité de la fonction définissant le contour des
grains. L'indentation locale de la surface de contour est 1'un des aspects
de 1'état géométrique (anguleux, lisse, etc...) ; un autre aspect étant la
forme générale de la surface (courbure locale).

Le comportement thermo-mécanique (volumique) du matériau constitutif
des grains.

La présence éventuelle d'un matériau fluide qui, par son adhérence a la
surface des grains est susceptible de modifier 1'état géométrique des surfaces
(surface apparente) ou méme d'empécher tout contact direct.

Cette loi de comportement est implicite c'est-d-dire qu'elle ne dépend
pas seulement de la nature et de 1'état du grain considéré, mais également

de Ta nature et de 1'état du grain avec qui celui-ci est en contact.

a - Nature réelle d'un contact

Avant d'aborder 1'étude de 1a 1oi de comportement intergranulaire, il
convient de rappeler quelques notions de base du contact réel de 2 grains.

L'analyse du contact réel de 2 grains convexes, peu déformables, montre
en effet que le contact qui peut sembler ponctuel & 1'échelle globale des
grains apparait en fait comme une surface lorsqu'on affine la vision a
1'&chelle locale. Si 1'on pousse davantage la vision microscopique, 1'aire de

contact s'avére &tre une multitude de points répartis sur la zone considérée.



Plus Toin encore, les points de contact continuent d'apparaitre comme des
surfaces de contact d'aspérités qui ont Teurs dimensions propres.

Un tel processus de fractalisation persiste & 1'échelle moléculaire.

contact de 2 grains
peu déformables aire de contact

(apparente en (M)
(M

aire de contact
contact des aspérités en( M) (effective en(M’))
M)

/
)
C /‘/"“f d?"? Z
‘ /

Toutes les théories récentes du contact tiennent compte de ce concept
a savoir que les phénoménes de contact macroscopique (au niveau des grains)
et microscopique (au niveau des aspérités) sont essentiellement de méme nature.
C'est pour cette raison que 1'étude du contact se situe sur 2 plans.
1. L'analyse statistique du degré de contact de 2 surfaces rugueuses, c'est-a-
dire du rapport de 1'aire effective (somme des aires &lémentaires des surfaces
d'aspérités en contact) et de 1'aire apparente.
2. L'étude de la déformation élastoplastique ou de la rupture d'un corps
d contour simple (sphére, coin, etc...) sous 1'effet de sollicitations di-
verses - cette étude restant valable aussi bien au niveau granulaire (macros-

copique) qu'au niveau des aspérités (microscopique) -

\
o

37



38

i

On rappelle que la surface de contour d'un corps réel est caractérisée
localement par des profils d'indentation (cf. pétrographie). Sans entrer dans
les détails, la modélisation mathématique de la surface rugueuse peut 8tre
obtenue par une fonction aléatoire du type : G(xl,xz,xa) = 0 ou encore a par-
tir d'une surface plane x° = G'(xl,xz) . La fonction G' définit pour une
altitude donnée x° = z° , relativement au plan de référence (x3 = 0) , des
courbes de niveau. Par définition, le degré de contact o sera égal i la

somme des aires &lémentaires des courbes de niveau correspondant & une alti-

tude donnée, sur un domaine de surface unitaire

altitude

aire effective de
contact des aspérites

Joour 3 - x3

\plan de reférence domaine d’aire unité

La 2éme étape consiste & évaluer le travail élastoplastique nécessaire

pour obtenir un degré de contact donné. Ce travail est naturellement fonction

du volume actuel des aspérités rencontrées entre les altitudes 7 et +
(53 est la valeur de la séparation des 2 plans de référence des surfaces ru-
gueuses).

En conclusion, pour une aire de contact apparente donnée, le degré de con-
tact (resp. 1'aire de contact effective) augmente avec 1'enfoncement. Certains
chercheurs proposent des lois associant le degré de contact & la distance sépa-
rant les plans de référence des 2 surfaces rugueuses ou § 1'effort de rapproche-
ment. Il est toutefois utile de remarquer que dans le cas du rapprochement de

~

2 corps 3 surfaces rugueuses mais globalement convexes, on constate 2 phénoménes

distincts :



1. Une déformation locale de la zone de contact, ce qui augmente 1'aire appa-

rente de contact.
2. Pour une aire de contact apparente donnée, un accroissement du degré de
contact.

Le ler phénoméne implique une diminution du rapport de 1'aire effective
a 1'aire apparente ce qui tendrait 3 justifier le concept de persistance glo-

bale du degré de contact (Williamson).

‘degr*é de contact (%)

Eaininin 3

trovail élasto - plastique

persistance du degré
de contact

o
0 effort de rapprochement

Notion de dimension fractale d'un contact.

Le degré de contact o de 2 surfaces rugueuses caractérise une dimension
fractale de contact. Ceci provient de 1'cbservation suivante : 1'aire réelle
de 1a zone de contact tend vers 0 lorsqu'on descend d'un degré dans 1'échelle
d'observation, car une zone de contact est en réalité constituée d'une multi-
tude de micro - surfaces ; on en déduit que la zone de contact n'est pas une
surface (dimension 2) mais un espace dont la dimension est inférieure & 2.
En d'autres termes une dimension 2 n'est pas adéquate pour mesurer 1'hypo-

surface de contact.
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aire de contact apparente

dimension dio

1< d%2

micro-surface de contact
effective

dL2

Par exemple, si A, est 1'aire de contact de la zone de contact apparente
(elle est formée de p surfaces d'aire moyenne %-AG)

L'aire réelle de contact au ler degre A(') = %-A

Soit o = % , 0<a<1l.0nen déduit @ 1'ordre »n , si 1'homothétie in-

(n) " . .
terne est conservée A = = (gj A_>0. La dimension du contact est telle que :
(n) p | 1mdt/2
Ar = (=) . A, on en déduit : d° = 2 Log p/Log q , ou encore en faisant
4 (1)
A,
apparaitre a = A
a° = k1 r o= 2
2 + og a (avec , k o q)

1.121 - PHENOMENES DE CONTACT

Lors d'un contact entre 2grains apparaissent des phénoménes compliexes
qu'il est important de préciser. Ces phénoménes 1iés d'une part, a la nature
et & 1'état des grains et de leurs surfaces, d'autre part & la nature et a
1'état des sollicitations auquels ils sont soumis, peuvent &tre classés en
plusieurs catégories. Dans ce paragraphe seront donc répertoriés succinctement
les principaux phénoménes de contact constatés, tant sur le plan macroscopique
que sur le plan microscopique en 1'absence ou sous 1'action de sollicitations

diverses. I1 est entendu que chaque phénoméne constaté & 1'échelle du contact



42

culaire (soudure). Pour les matériaux a constituant minéraux, la "jonction" -
on parle alors de cimentation - est mise en évidence, macroscopiquement pour
des pressions élevées alors que des déformations et des ruptures microsco-
piques ont augmenté le degré de contact des surfaces. C'est le cas entre
autres des argiles, mais également des sables (grésification). Ainsi, la va-
leur de 1'adhérence, fonction du degré d'interaction (ou d'enchevétrement)
est donc liée & 1'état actuel de déformation et d'usure des surfaces de con-
tact. L'adhérence par "jonction" qui dépend de la géométrie actuelle des sur-
faces en contact lle peut étre considérée comme une conséquence directe du
principe de fractalisation des surfaces réelles des corps solides), impose

une régle d'écoulement (dilatance).

Phénoménes d'enchevétrement

- - —_ - au niveau d'un assemblage
granulaire (ici, un empilement
de sphéres

au niveau du contact global
de 2 grains de formes quelconques

au niveau d'un contact ponctuel
entre les aspérités de surfaces
de contact

au niveau d'un contact entre

£ vsperivés -entre les assemblages
moléculaires~ (adhésion par
soudure fractale)




intergranulaire est lui-méme une synthése de tous les phénoménes élémentaires
susceptibles de se produire & 1'échelle du contact entre les aspérités des
surfaces. Ainsi, par exemple, une déformation locale du grain au point de con-
tact est le résultat, non seulement des déformations élastoplastiques des
aspérités, mais é€galement des ruptures des aspérités ; de méme 1'adhérence

du contact intergranulaire est fonction de 1'adhérence entre aspérités mais
aussi de leur déformation, de leur rupture (et de 1'usure qui en(résu]te),

ainsi que de la présence éventuelle d'un fluide interstitiel.

a - Phénoméne d'adhérence

L'adhérence est un phénoméne créant une sorte de cohésion de 2 corps a
leur contact. Elle est la base de Ta résistance aux déplacements (glissements,
pivotement, rouiement et dans une moindre mesure, traction) et équivaut par
conséquent 3 un "seuil de ténacité" aux efforts de contact. Au deld des efforts
limites définissant le critére d'adhérence, les déplacements prennent des va-
leurs infinies. L'adhérence est la conséquence de forces de Tiaisons de con-
tact d'origines diverses selon 1'échelle microscopique. On peut citer par ordre

d'importance :

a.l - Adhérence par "“jonction"

L'adhérence par jonction ou soudure fractale existe & tous les niveaux
d'échelle de contact (intermoléculaire, entre aspérités, intergranulaire, entre
surfaces de discontinuité du milieu granulaire). Elle résulte de 1'enchevétre-
ment des surfaces de contact ou encore de la disposition géométrique des con-
tacts. Ce phénoméne se produit donc dans des assemblages complexes ou pour des
corps & contour compliqué. A 1'échelle moléculaire, i1 conduit quasiment a
une "soudure" des sufaces en contact. Ce fait essentiel du contact des métaux
par exemple, est d'origine thermomécanique : des températures élevées consécu-

tives a des pressions importantes facilitent le phénoméne d'imbrication moié-
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Les théories récentes considérent qu'd chaque niveau d'échelle microsco-
piques, il est nécessaire pour assurer un mouvement de franchir une barriére
d'énergie qui correspond d un seuil de plasticité ou de rupture des jonctions
des contacts d'ordre inférieur.

En conclusion, 1'adhérence par enchevétrement mécanique des contacts est

une part importante des efforts de liaisons dans les milieux granulaires.
Ceux-ci se manifestent principalement a 1'échelle du milieu, dans une moindre
mesure au niveau du contact de 2 grains. La conséquence principale d'un tel phé-

noméne est la dilatance.

a.2 - Adhérence par capillarité

L'adhérence capillaire est en principe indépendante des sollicitations
de contact, mais elle dépend surtout de la dimension des grains. Elle sera
d'autant plus grande que Tes grains sont de petites dimensions. Elle n'est ef-

fective que dans 1e cas de sols partiellement saturés.
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La tension capillaire est couramment considérée comme la cause d‘'une co-
hésion apparente et temporaire des sols. Plus généralement, la présence d'un
fluide interstitiel joue un grand rdle aussi bien par les phénoménes de pres-

sion capillaire et d'adsorption que par les transformations physico-chimiques

des grains.

a - 3 . Adhérence (ou répulsion) die a des forcesd'origine électromagnétiques
ou chimiques

Ces forces de cohésion (ou de répulsion) ne peuvent intervenir que pour
des matériaux réactifs & de telles sollicitations -c'est le cas de molécules
ou de particules microscopiques d'argile ;mais elles sont négligeables a
1'échelle d'une particule minérale de dimensions supérieures au millimétre. I1
sera donc inutile de prendre en compte des forces de contact de ce type

(Van der Waals, etc.).

b - Déformations

Les phénoménes de déformation sont de différentes nature selon le type de

sollicitations ; aussi, seront envisagés successivement 2 cas de chargements.
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b.1 - Effort normal

L'étude du comportement élastoplastique de surfaces de contact sousmises
3 1'action d'un rapprochement direct est de loin la plus avancée. Autant sur
niveau macroscopique qu'au niveau microscopique on constate un aplanissement

des surfaces de contact.

1 Déformation aprés contact d'une
sur face déformable et d'un plan
par faitement rigide

zone de contact
apreés déformation

Profils d'indentation avant et
aprés contact (usyre par fatigue)

/1JN¢yWvﬂ”qu”MVQJ/H\)ﬂw&mbuf’bvﬁt ces profils subissent un aplanissement

consécutif & un aplatissement des
aspérités., Ce dernler est d'autant plus

NSV W WV WML Y YV accentué que l'effort de rapprochement

est dlevé.

L'étude de la déformation é&lastoplastique de surfaces a contours simples
a été abordée par Hertz dans le cas de sphéresélastiques. Ses travaux ont été
prolongés par Meyer dans le cas de contact d'une sphére rigide-plastique et
d'un plan rigide.

Plus récemment les études ont porté sur des assemblages & distribution
réguliéres de coins cylindriques - 1'étude d'un coin plastique isolé ayant été
faite par Hill - o0 des assemblages & distribution aléatoire de sphéres de
diamétres variables (Hisakado). D'autres modéles sont constitués de coins a
sections rectangulaires de dimensions variées. Quoiqu'il en soit, Te processus
de déformation reste toujours basé sur une 1oi de comportement volumique de

type élastoplastique.
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Modele & profil en dents de scie
vtilisé par MITCHELL et CHIVERS
montrant le processus d'aplatissement
plastique des aspérités au cours d'un
chargement vertical par un plan
rigide

Au niveau macroscopique, on peut de méme observer une plastification de
1a zone apparente de contact pour une valeur suffisamment élevée de 1'effort
de rapprochement.

En conclusion, 1'effort normal résultant d'un rapprochement direct tend
a augmenter rapidement le degré de contact (imbrication des aspérités par
"bouchage" é&lastoplastique), mais sa croissance est limitée par 1'élargisse-
ment e.p. de la zone de contact apparente et-ou 1'aplanissement e.p. des aspé-
rités, Globalement pour 2 corps en contact, on constate expérimentalement une
évolution croissante de 1'adhérence de jonction (fonction du produit du degré
de contact par 1'aire de contour apparente) en fonction de 1'effort de rap-

prochement.
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adhérence de jonction courbe intrinséque
(imbrication des ? du matériau intact
aspérités) X__ - ————
- / -
. - *——adhérence de jonction nésultante
L~ 7
/
1 perte d’adhérence par aplatissement e .p.
/ «———des aspérités

adherence —perte d’adhérence par retour élastique
résiduelie _
augmentation d’adhérence par bouchage ep.
des aspeérités (croissance du degré de contact).
adherence
intiale
-— -
0 n
—F effort de rapprochement

Processus de "collage"

b.2 - Effort normal et effort tangentiel

L'effort tangentiel résulte d'une résistance au glissement ou au pivote-
ment. A une échelle microscopique inférieure, ces 2 déplacements induisent
des cisaillements du méme type.

L'enchevétrement croissant des aspérités conduirait en 1'absence de toutes
déformations, & un blocage vis-a-vis du glissement ou du pivotement, mais
celui-ci, 1imité par 1'aplatissement e.p. sous effort normal, comme i1 vient
d'@tre dit, sera 1imité de surcroit par 1'action de 1'effort tangentiel qui
lui-aussi concourt 3 la déformation e.p. microscopique des aspérités, dans le
sens de 1'aplanissement.

En réalité, sous 1'effet combiné d'un effort normal et d'un effort tan-
gentiel, i1 se produit une plastification de 1'ensemble de la zone de contact.

Dans le cas de déformations irréversibles, il en résulte une usure de la
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surface de contact. C'est 1'usure plastique ou usure par fatigue. I1 s'agit 1a
d'un paramétre d'écrouissage susceptible de modifier pour des chargements ulté-

rieurs, le critére d'adhérence.

enfoncement d'une surface déformable et
d'un plan parfaitement rigide

effet conjoint d'un étalement
et d'un aplatissement de la
surface de contact)

T e = e~ T T — —I" Déformation aprés contact

Profils d'indentation aovant et aprés
contact (usure par fatisgue)

MDA LIV LIV AR W Y . .
Ces profils montrent un cplanissement
dd & un étalement des aspérités, d'autant
plus accentué que l'effort tangentiel est
eSS eI ST important

L'étude de la déformation élastoplastique de surfaces de contour simple
sous 1'effet combiné d'un effort tangentiel et d'un effort normal, reste a
1'heure actuelle au stade de la simple observation. Toutefois certains travaux
relatifs a3 la résistance au glissement (friction) reprennent les modéles propo-
sés dans 1'étude du rapprochement de surfaces rugueuses. Ainsi, le modéle en
"dent de scies" a été é&tudié par quelques chercheurs dans certaines conditions

de liaison.
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Modele & profil en "dents de scie”
utilisé par WANHEIM, BAY et
PETERSEN, montrant le processus
d'étolement plastique des aspérités
au cours d'un chargement par un
plan rigide parfaitement adhérent
agux surfaces de contact

En conclusion, la déformation &lastoplastique des aspérités par étalement,

sous 1'effet de 1'effort tangentiel, fait chuter 1'adhérence par jonction, mais

celle-ci peut étre compensée intégralement ou en partie par 1'augmentation du

degré de contact qui en résulte.

adherence initiale

adhérence de jonction

un effort de donne )

{ pour

rapprochement

retour elastique

/

accroissement dadhérence par

augmentation du degré de contact

\'\ — \/
|

diminution d"adhérence par

i ¢talement plastique des aspérités

effort tangentiel
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Dans le cas de grains minéraux, le phénoméne de déformation n'est pas
prépondérant et ce sont surtout des phénoménes de microrupture des aspérités
ou de rupture globale qui apparaissent.

I1 en va tout autrement pour les "colles" qui sont des fluides visco-

plastiques & fort pouvoir adhérent.

La rupture s'entend comme la dissociation d'un élément solide en deux ou
plusieurs parties. On distingue la rupture ductile, de la rupture fragile.
Les matériaux réels sont, selon leur nature et leurs états physiques, sensibles

plus ou moins & 1'un ou 1'autre type de rupture.

c.1l - Caractéres de rupture

La rupture peut se produire aprés de grandes déformations, on parle alors

de rupture ductile. C'est Te cas de la piupart des matériaux a caractére visco-

plastique. Dans cette catégorie, on peut classer la plupart des métaux et des

matériaux organiques naturels ou de synthése (résines, polyméres par exemple).

e e e e oo -~ P Rupture ductile apres

contact d'une surface
dé formable et d'un pla
par faitement rigide

N\ y
@ Q</// \ | sous l'effet combiné
“— d'un effort normal et

d'un effort tangentiel

Au niveau du contact, la rupture se manifeste par une usure adhésive.
Celle~ci résulite le plus souvent du transfert d'un film plastique de matériau

sur chaque interface des corps du contact.
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L'adhérence accentuée par la croissance du degré de contact causée par
1a déformation importante des aspérités conduit @ une "rupture par couche". Ce
phénoméne résultant d'un "collage" préalable des surfaces en contact est équi-
valent & une cission au sein d'un matériau viscoélastique. Dans le cas des
métaux, ce phénoméne est obtenu pour des contraintes élevées (passage a la

plastification) ou & hautes températures.

!

-—

WWWW Phénoménes d'usure adhésive
(matériaux & caractére visco-plastique

Modification des profils d'indentation

au cours d'un chargement (effet

}@W combiné d'un effort normal et d'un

effort tangentiel)

La rupture peut également se produire en 1'absence de toutes déformations

(ou pour de trés petites déformations) on parie alors de rupture fragile.

C'est Te cas de la plupart des matériaux minéraux et de quasiment tous les

matériaux placés dans des conditions de basse température.

surface de glissement

————— et <-\ }\t Rupture fragile aprés contact d'une
\ surfcce rigide et d'un plan rigide
| sous 1'effet combiné d'un effort

normal et d'un effort tangentiel

Au niveau du contact, la rupture se manifeste par une usure abrasive

des surfaces en contact. Elle provient des microruptures des aspérités. A

1'échelle du grain la rupture fragile se manifeste pour des charges de rap-

prochement plus élevées.
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E1le est Tocale ou globale - éclatement du grain - selon la vitesse et le
type de chargement, elle peut s'effectuer de maniére progressive ou brutale.
Ce phénoméne se caractérise par une disparition brusque des forces de cohésion
interne du matériau rigide. Avec 1'adhérence causée par les singularités de
surface, la rupture fragile est un phénoméne essentiel du contact dans les sols
granulaires constitués de particules minérales (sables).

11 sera abordé successivement & chaque niveau de contact (aspérités-grains).

c.2 = Microruptures fragiles des aspérités

Comme dans le cas des déformations élastoplastiques, les chargements nor-
maux et tangentiels ont pour effet, un aplanissement des profils d'indentation
des surfaces de contact ; mais cet aplanissement correspond a un écrasement

et 3 une abrasion des aspérités.

ﬂwJthfﬂmejfvﬁqruﬁlJﬁv»qufq Phénoménes d'usure par écrosement
(cas de matériaux rigides)
Modification des orofils d'indentation
au cours d'un chargement normal; les
les excroissances sont écrasées et les

cavités sont comblées par les produits
de rupture.

Effort normal

L'effort normal conduit, comme précédemment, & un accroissement du degré
de contact et de 1'enchevétrement des aspérités, mais celui-ci est fortement
compensé par 1'aplanissement des surfaces de contact.

L'aplanissement des surfaces se caractérise simultanément par un crase-
ment des excroissances des aspérités et par un bouchage des concavités par
les produits de rupture. Ces derniers peuvent former un "coussin" assurant
une bonne répartition de 1'effort global de rapprochement. Ces produits de

rupture qui viennent combler les vides laissés entre les surfaces de contact
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des grains et assurent en partie une augmentation artificielle du degré de con-
tact sont des éléments du 2éme ordre vis a vis de la dimension originale des
grains.Ils sont indépendants des grainsd'origine et & ce titre peuvent é&tre
considérés en eux-mémes comme des grains. I1s contribuent & modifier la granu-
Tométrie du milieu granulaire et jouent un rdle essentiel dans le processus

de grésification et de lubrification. Ainsi, 1'usure des surfaces de contact
par rupture fragile entraine également une usure granulométrique. Ce phéno-
méne évidemment irréversible peut étre considéré comme le paramétre de fatigue
principal d'un milieu granulaire constitué de particules rigides.

L'équilibre sous charge est atteint asymptotiquement Torsque la taille
des éclats avoisine zéro. I1 est a noter qu'un éclat ou produit 1a rupture
peut lui-méme &tre brisé en plusieurs autres éclats. C'est un phénoméne de
rupture globale dont 1'approche sera faite dans le paragraphe suivant.

De plus, lorsque 1'effort normal croit, la dimension des éclats diminue.
Pour un matériau parfaitement rigide, la Timite des microruptures est atteinte

lorsque tous les vides sont comblés.

Effort tangentiel

Sous 1'effet combiné d'un effort normal et d'un effort tangentiel, &
1'écrasement, s'ajoute une abrasion des aspérités nécessaire pour garantir
un glissement. Pour des efforts normaux peu élevés, 1'abrasion peut étre faible
si les aspérités sont peu imbriquées ; le glissement alors a lieu avec dila-
tance. Pour des efforts normaux plus importants, 1'abrasion est plus ou moins
grande selon le degré d'enchevétrement des aspérités (A la limite pour des
surfaces parfaitement polies, 1'abrasion a 1'échelle des aspérités, est

inexistante).
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Phénoménes d'usure abrasive

(ces de matériaux rigides-fragiles)

Modi fication des nrofils d'indentation
sous l'effet combiné d'un effort normal
et d'un effort tongentiel; les produits
de rupture comblent les cavités et
s'internosent entre les surfaces en
contact.

On rappelle que pour des surfaces de contact parfaitement polies (sans

aspérités), il subsiste un enchevétrement microscopique a 1'échelle moléculaire

qui est la source d'une résistence au glissement. Ce dernier peut étre plus im-

portant que celui dd & 1'enchevétrement mécanique des aspérités. C'est Te cas

des matériaux adhésifs (colles).

Dans le cas de matériaux minéraux, la résis-

tance de friction est plus faible pour des surfaces polies que pour des surfaces

rugueuses.

effort tangentiel

( résistance au ?

glissement)

cohésion interne /
matértau infact

7

critére de rupture

du materiagu intact -
—
- /
- /
-

perte d’adhérence par
écrasement et abrasion

Y ‘ . ,
/:dhér*ence de ~jonction résultante
P

adhérence par it
augmentation du /-

’
degré de conrccr%/

adhérence
! initiale

[

I/’

adhérence de jonction pour

=
effort normal

(résistance aqu rapprochement)

Adhérence et efforts de contact
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c.3 - Ruptures fragiles des grains

Les grains 3 1'intérieur d'un milieu, sont soumis par leurs contacts avec
leurs grains adjacents a des forces localisées qui peuvent provoquer une rupture
locale (aspérités) ou globale (&clatement du grain. Cet éclatement ne peut sur-
venir que pour des efforts localisés qui n'entrainent pas un glissement, ce sont
donc des efforts pour lesquels 1'adhérence peut équilibrer les efforts de con-
tact avec ou sans dilatance. I1 s'agit donc d'efforts normaux relativement im-
portants & 1'échelle du grain.

i

AL LA Ll
C71

Grain intact Surfaces de fracture Grain disloqué

La rupture dugrainest obtenue pour des forces de contact telles que Te
champ de contraintes internes qui en résulte ne vérifie plus le critére de
cohésion du matériau (rigide -fragile). Les théorémes classiques de la mécanique
a la rupture peuvent étre appliqués pour des matériaux dotésd'une telle loi de
comportement. L'approche cinématique du probléme de rupture globale d'un grain
conduit a la détermination d'un domaine des chargements potentiellement suppor-
tables. Ce domaine dépend

- du critére de rupture du matériau

- du nombre et de la position des forces de contact

- de la géométrie de la surface de contour

Le mécanisme de rupture par blocs rigides bien que simple dans sa formula-



tion est relativement complexe @ mettre en oeuvre dans le cas général. De plus
1'action de forces concentrées sur un volume impose une hypothése supplémentaire
relative au frettage ; ce peut étre la définition forfaitaire d'une aire de con-

tact, ou mieux, 1a définition d'un critére de frottement plan sur plan.

normale au plan de fracture

cisallement
normale au plan de conlact

24

=~ plan de fracture
~

critére de

frottement associé
(matériau disloque)

-oh

(compressio

T vecteur contraint

au plan de fracture
Comme i1 est évidemment hors de question de déterminer précisément le do-

maine des chargements limites, compte tenu des inconnues qui existent sur le nom-
bre et la valeur des facteurs (forces, géométrie de la surface, etc.), il convient
toutefois de donner une approximation réaliste du critére de rupture globale
d'un grainsoumis & 1'action de forces localisées. Le choix dun critére qui ne
dépend que de la force de contact (intensité et inclinaison) appelle quelques
remarques liminaires.

La fracture du matériau peut étre locale si 1'inclinaison d'une force
localisée par rapport & la normale & son plan de contact est suffisamment

grande. La fracture est généralisée dans le cas contraire.

Plus 1e n.b. de forces de contact est important et plus on tend & se rap-
procher du chargement hydrostatique. La contrainte de rupture en compression
constitue alors un majorant pour des forces de contact uniformément réparties

sur la surface.

Plus le volume du grainest grand et plus les forces de contact 1imites
seront grandes. Toutes choses étant égales par ailleurs, il y a en effet pro-

portionnalité entre la force de contact limite et 1'aire de la surface de frac-

ture (équation aux dimensions).



d - Lubrification

La lubrification est un phénoméne induit par la présence d'un fluide ou
quasi-fluide entre les surfaces de contact et modifie de ce fait les conditions
d'adhérence des surfaces et les conditions de déplacements (critére d'adhérence
et Toi d'écoulement). L'eau, des particules microcospiques (produits de micro-

ruptures par exemple) sont autant de Tubrifiants naturels pour les sols granu-

Tairac

quasi fluide constitue de
particules microsco piques

fluide visqueux

g

Le lubrifiant joue un rdle de répartition des pressions de contact. Par
la place qu'il prend, il bouche Tes aspérités, il éloigne les surfaces de con-
tact, et "gomme" la rugosité réelle des surfaces. Par ses propriétés mécaniques
propras et par les conditions de contact avec les surfaces des grains, il di-
minue ou il accroit la résistance au glissement (téflon / adhésif), il accélére
ou réduit la vitesse d'écoulement (viscosite).

Par son action directe sur le contact des grains, i1 modifie 1'état méca-
nique et méme la géométrie des surfaces (porosité, gonflement, oxydation,
abrasion, etc..).

Comme on peut le constater par le nombre de facteurs sous-jacents a la
présence d'un matériau intermédiaire, il est facile de se rendre compte des
difficultés que comporte la synthése d'une Toi de comportement d'interface
avec lubrifiant, d'autant plus que ces phénoménes de lubrification dépendent
également des autres phénoménes d'usure par déformations viscoplastiques ou

par microruptures des surfaces de contact.
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1.122 - CRITERE DE LIAISON INTERGRANULAIRE

Le critére de liaison intergranulaire constitue un ensemble de conditions
limites d'existence de contact intergranulaire. A T'intérieur et sur la fron-
tiére du domaine que définit le critére, le torseur résultant des efforts de

contact est nul ; & 1'extérieur, 1'équilibre n'est plus assuré.

a - Position du Probléme

- o - - — = =

a.l - Torseur des efforts de contact

Les efforts de liaison intergranulaire, ne sont, par hypothése que des

-> >

efforts de contact (pas d'actions & distance). On note par (fij , 7 ) le tor-
seur résultant des efforts de contact du grain(i) sur le grain(j). Pour des
grains globalement convexes, on peut leur associer un point moyen de contact

+ 7
(M. ). Le torseur (f" ,y7 ) sera le torseur en ce point.

4
fii est vecteur "force de liaison" du grain (i) avec le grain(j), appli-
qué au point (M)

v est le vecteur "couple de liaison".

Chacun des 2 vecteurs f ou v se décompose en une somme de 2 vecteurs

dont 1'un est porté par la normale n: en (M, ) a 3(i) , 1'autre est dans

Te plan tangent commun ; on retrouve les définitions usuelles :



Efforts Selon la normale Selon Te plan Runger
Force de résistance force de résistance
au si fi' <0

: au g]isst
f N

a la pénétrat. f' >0

> couple de résistance couple de résistance
1) . .
T au pivot® au roul®

Dans le repére (Mij,IJ+) associé au contact (ij) , les composantes

>

dans 137 de 57 et vu sont par définition

=l
¥ = 7%J . L7
s couple de contact

fu b;:

force de contact :‘\: /

-»

repere assocle (M, IJ)

aire de contact (i) surface de contour 3(1)

L'équilibre du contact (ij) impose :

> - - -

fij +f“ = . et ,Yij +,7ji = .

58
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a.2 - Zone de contact effective

> >
Les efforts de liaison f' et «~i  résultent d'actions de contact entre

les aspérités des contacts des grains. Le critére de liaison est donc 1ié a la
définition géométrique de la zone de contact (grains globalement convexes) ou
des zones de contact (grains de forme quelconque).lL'aire d'une zone de contact
apparente est naturellement fonction de la forme et de 1a dimension des grains
et dans le cas de grains déformables, des efforts de contact eux-mémes.

En conséquence la définition d'un critére de liaison pour des efforts de
contacts ponctuels n'a de sens, que dans la mesure, ol 1'on introduit implici-
tement un paramétre qui tient compte des dimensions des aires de contact appa-
rentes -celles-ci étant liées & la convexité des surfaces de contact et éven-
tuellement 3 la déformation locale.

A supposer que soient connues, les lois de comportement des matériaux et

de 1'interface, la difficulté principale provient de 1'indétermination des

conditions aux limites.

\ / _ L s
1T e

b

A i)

Jert—champ du vecteur
\ . —_
g contrainte o

/

aire d'une zone apparente

de contact

probléme discrétisé

La déformation de 2 sphéres élastiques, parfaitement lisses (Hertz)
ne constitue qu'une premiére approche du contact ponctuel de 2 solides.
Gaetner (1977) propose une méthode de résolution par &léments finis des pro-
blémes de contact élastique avec frottement en utilisant des variables nodales

appropriées.
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s loi de Hertz

fn

--f"  (compression)

L'étude du rapprochement de 2 surfaces rugueuses a été faite en considé-
rant plusieurs modéles et plusieurs types de comportement (Bowden, Tabor, etc.).
Les résultats expérimentaux et théoriques confirment que les aires des surfaces
de contact apparente ou réelle suivent une loi parabolique en fonction de la

charge normale appliquée.

ol k et v sont des coefficients tenant compte des caractéristiques géomé-
triques (rayons de courbures principaux des surfaces, hauteur des aspérités,
diminution de rugosité, etc.) et mécanique des corps en contact (l1oi de compor-
tement) . 1 est 1'effort de rapprochement.

Mais, la formulation d'une loi d'interface "quasi-ponctuelle" en fonc-

tion d'une loi d'interface "plane"” reste a faire.

a.3 - Champ du vecteur contrainte au contact

Soit o~ le vecteur contrainte agissent sur un &lément de 1'aire de contact
unique de 2 grains (i) et (j) et I Ta matrice symétrique représentative du

tenseur des contraintes au voisinage de 1'aire de contact.
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} N’
(h = -
1 .
—_ — —» @ —3 — t
ottt

ou o0 et n0 representent les lignes des composantes du vecteur contrainte
-> - - ->
¢~ et du vecteur normal a 1'élément de surface n  dans une base orthonor-
. ->
mée 0O
! P o . - . -+
s est défini dans la méme base. Dans la base construite a partir de n et

3 3 +
d'un vecteur tangent unitaire t , le vecteur noa pour composantes :

[1 00| etle tenseur contrainte Z :

oM oty
_ t ; - . n _t

= |o" p 0 , le vecteur contrainte s : [o" o~ O]

0 0 p,
(Les invariants du tenseur Z:imv, (E) = t#(E) =0 +p, + D,

1 1 2 £t 1, t° 2 2 n n
) Z = = I-—— 2 = - Ji - - -
SRR IS FENETAIEE NONES AL AR AR )
g 7
Les efforts de contact f'" et ¥ sont obtenus par intégration du

champ du vecteur contrainte ' sur la zone de contact 9 (ij)

1'aire de contact A = J 8s
3(1J)
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{ Efforts sur 3(ij) | Selon la normale Selon le plan tangent
E Effort normal
" > N
! £ compression si f <0 | Effort tranchant

N

traction si f" >0
>
y Torsion Flexion

Faute de connaitre la distribution du champ de contraintes ¢~ sur (1),

nous faisons 1'hypothése que le critére "plan" est équivalent au critére
"ponctuel" résultat de 1'intégration des contraintes admissibles sur 1‘ensemble
de la zone de contact.

Ceci, n'est malheureusement vrai que pour le critére de Coulomb, ol la
constance du rapport de la composante tangentielle et de la composante normale

du vecteur ¢~ , implique la méme proportionnalité entre les composantes tangen-
>

tielles et normales de 1'effort f' , quelle que soit la distribution du champ o .

b - Définition du domaine d'existence des efforts de contact

L'équation implicite du critére de liaison sera caractérisée par

>
L (f" 57" ,E) =0
o0 L. est une fonctionnelle et E est un ensemble de paramétres définissant

1

T'état d'écrouissage.

L'usure des surfaces de contact, 1'état des efforts auquels sont soumis
les grains (i) et (j), la géométrie des grains, la présence éventuelle d'un
lubrifiant, ainsi que, éventuellement les vitesses de déplacements du contact
sont autant de paramétres d'écrouissage (variables internes).

L'équation du critére, démimite, dans 1'espace des efforts de liaison,
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nd
un domaine d'existence de ces efforts. En d'autres termes, 1'existence de f"
-
ou v est assujettie @ la condition que 1'extrémité de leurs vecteurs repré-
sentatifs soit située & 1'intérieur ou sur la-frontiére du domaine défini par

le critére ; ceci suppose que :

(La fonctionnelle délimite dans 1'espace des chargements un domaine en général
convexe, ce qui implique la convexité des fonctions é&lémentaires de L, ).

Le domaine d'existence des efforts de contact est 1'intersection

- du domaine des efforts conduisant @ des contraintes admissibles a 1'in-
terface proprement dit et

- des domaines des efforts conduisant & des contraintes admissibles dans
les matériaux constitutifs des grains, (sécurité vis a vis de la rupture par
couche au voisinage immédiat de la zone de contact ou de la rupture généralisée

d'un grain). I1 en résulte pour le critére de liaison.

L, =7inf {R, - R R}

i J

ot R, (f" ;47 ,...) représente le critére de rupture relatif a 1'interface,
> -> -> ->

R, (f9 " ,...) et R (f7 ,y",...) représentent les critéres de rup-
> >

ture relatifs aux grains (i) et (j) soumis aux efforts f et o

La rupture par couche est un phénoméne de surface (alors que la rupture
partielle ou globale est un phénoméne de volume). La rupture & 1'interface pro-
prement dit dépend également du comportement volumique des matériaux des grains.
I1 semble donc qu'il y ait continuité pour des matériaux secs (sans lubrifiant)
entre le critére de rupture & 1'interface et le critére de rupture par couche
du plus fragile des matériaux constitutifs des grains en contact.

On désignera donc par critére de séparation, ce qui revient aux phénoménes
de surface (adhérence et rupture de surface) et par critére de concassage,
ce qui revient aux phénoménes de volume (é&clatement partiel ou global d'un des

2 grains).
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rupture & l'interrace rupture par couche rupture par éclatement
»-.> -> -> -> - -> ->

Ry (F7 v 7 000 BR(F7 ", et R(FT v,

N N
> > -> >
S+ 2 , .. . 1} 1)

critéres: Dy (fii ,yi, ) c, (F9 2", )
> >

La forme déduite du critére de liaison sera

Ly = inf {D, C, }

ol Dy (fii ,yii ,...) représente le critére de décollement
Cy (f" 7" »...) représente le critére de concassage.

Dans ce qui suit, on note sans ambiguité, par 7 et 7 , 1a force et
le couple qu'exerce un grain sur un autre par 1'intermédiaire de leur contact.
Dans le repére associé au contact, la force £7
et le couple v~ ont 3 composantes. Cependant
il est possible de ne retenir gque 2 termes,

d savoir :

7» : 7n et ’Yt

{ pour f : f' et f
ces termes sont les composantes des efforts sur la normale et sur ie plan tan-
gent. En effet, on peut conclure, dans le cas courant, & 1'isotropie plane du
critére de liaison, relativement aux composantes tangentielles des efforts de
contact.

La fonctionnelle L peut également s'exprimer en coordonnées polaires,

>

c'est-a-dire en fonction de [f |, [f .07 et |y | |y .n|sou |f7]

et
|7+| représentent les modules de l1a force f et du couple 7_> , et

oi |fin”| et |y ,n”| représentent 1'amplitude de 1'angle d'incidence de f
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>
et v avec la normale.
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{f = |f7] . cos |f7.n7]
- ->
Y lv"| .« cos |y 07|

Le fait que la dimension de 1'espace des chargements pour un contact ponc-
tuel isotrope plan, soit de 4 (& savoir £ s ft . 7“ . 7t), améne a envisager
au minimum 6 trajets plans de chargement ;on se contentera de répertorier les
approches expérimentales du domaine et de formuler, quand cela est possible,
un début d'interprétation. Certains trajets de chargement, par exemple dans
le plan {fn,ft}, s'avérent toutefois plus intéressants et peuvent donner lieu
d une étude plus approfondie. Par contre, 1'intervention de 7+ indique que

le contact n'est pas ponctuel et que les observations recueillies sont moins

stires ; elles ne pourront conduire qu'd quelques remarques générales.

L'étude des phénoménes de contact a montré que le domaine d‘existence
de f" est délimité par, au moins, 2 surfaces de charges indépendantes. La
premiére est définie par le critére de décollement ou de résistance au glisse-

ment, la seconde par le critére de concassage.
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domaine d’existence de f (adhérence)

critere de concassage

force de contact

critere  de decollement

plan de contact

L

. Critére de liaison
surface de contour du grain

L'hypothése d'isotropie plane de Ta composante tangentielle ft est géné-
ralement vérifiée pour le critére de décollement mais elle ne 1'est pas théori-
quement pour Te critére de concassage ; néanmoins des considérations en gran-
deurs tendent & souligner qu'a la rupture le rapport ft/fnr reste petit.

On rappelle que la condition d'existence de 7 est

L(f7,...) = inf (D(F,...) ,

Q

(f7,..)}1 <0

c.l - Critére de décollement D(fn,ft) - critére de glissement

Le fait que le domaine connexe délimité par la fonction D posséde une
zone de traction traduit le fait que le contact est adhérent (collage partiel).
Nous avons vu quelques unes des causes de cette adhérence (cf. § 1 121 a).
Pour des grains minéraux polis, globalement convexes, le domaine de résistance
par frottement est habituellement tronqué en traction, indiquant ainsi 1'absence
de cohésion initiale.

Les critéres de glissement usuels correspondent a& des surfaces développables
(cylindres, cbnes,...),on peut citer par exemple :

. Le critére associé au frottement de Coulomb
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Le critére plan s'écrit pour un matériau avec cohésion initiale

D' (o )=|ot|+uon -c!
ol p=tg ¢ estun coefficient, et ¢ représente un angle de frottement
Timite

c¢' est la cohésion initiale

o7 est Te vecteur contrainte agissant sur un éiément plan de T'interface
(On < 0 : compression).

Dans 1e cas o, ¢' =0 on retrouve la 1oi d'Amonton

D1(o7) = o) +uol .

Pour le critére ponctuel

D(FT) = [fY + uf" - e .

Dans 1'espace & 3 dimensions, ce critére représente un cdne de révolution,

axé sur Ta normale au plan de contact. C'est le cdne de Driiker-Prager (vulgai-

rement appelé cdne de frottement solide).

/ normale au plan de contqct

cone de Drucker_Prager

—

zDi; (f”):O

repére
de contact

(M.
//éor1;\\\\
de cohésion

surface de contour (i)

du qrain (U

L'équation du critére dans le repére associé (M, ,107)  correspond i une
>

forme quadratique dégénérée. Elle est symétrique selon les composantes de fU ,

. - - .
dans une base qui admettrait n; comme vecteur trissecteur.



Le critére associé au frottement par cohésion

L'équation du critére plan est la suivante

IT impose une Timite constante a 1a composante tangentielle de o . Toute-
fois, 1'adhérence au glissement, n'est pas toujours assurée pour des efforts
de contact tels que la composante normale o" soit faiblement négative ou posi-
tive (traction). On envisage donc plusieurs types de troncature.
Troncature en traction simple

o' <0
Troncature avec "collage" initial
67| -¢'<0 pour o" >0
Troncature pour les compressions faibles
6 +c' n | - ¢ <0 pour "+ =0
Le critére ponctuel s'écrit de 1a méme maniére
D(F7) = tng L[] = e » 2(F))

ot T(f7) est la condition de troncature retenue.
Dans 1'espace physique, ce critére est représenté pour un cylindre de ré-

volution centré sur Ta normale au plan de contact (cylindre de Von Mises) et
limité soit par un plan, soit par une demi-sphére.

Critére associé au frottement mixte

Le domaine 1imité par ce critére est 1'intersection des domaines que défi-
nissent les critéres associés au frottement de Coulomb et par cohésion
f

p'(57) = dnr (o7 + "), (o 2" )

I1 constitue une meilleure approximation du critére réel de glissement
plan sur plan de 2 solides. A faible contrainte normale o » 1'adhérence 1i-
mite répond au critére type Coulomb ; pour des charges é&levées, on constate

que 1'adhérence au glissement ne varie plus d'ol le critére type Von Mises

63



70

(Lorsqu’il n'y a pas de cohésion initiale, le critére de décollement est appelé
loi d'Orowan).
En ce qui concerne le critére ponctuel :

DIFY = dnf L(FY) +u £, (1FY - o)

L'objet des recherches sur le frottement est de donner une interprétation
mécanique des phénoménes, le but étant de rattacher le critére de décollement
au comportement mécanique volumique des matériaux et & 1'état géométrique des
surfaces. La plupart des théories font intervenir la notion de "collage" des
surfaces réelles en contact, 3 1'échelle microscopique, et les déformationé
elastoplastiques des profils modélisés (dents de scie, etc,...). Mais pour les
matériaux minéraux, ce sont surtout les phénoménes de rupture fragile et d'adhé-
rence par enchevétrement qui sont prépondérants c'est pourquoi, les interpré-
tations les plus couramment admises dérivent du modéle de Rowe.

Le modéle de Rowe destiné & 1'origine d expliquer le principe de la dila-
tance, est constitué de 2 profils a indentations réguliéres symétriques en

forme de coins. Les facettes représentent les aspérités.

normale au plan
n de contact

| plan de contact
!

t | ~
o | n, / p—
: ’d\\\ ”\\ - /\\\ -” _
2,

Plusieures approches successives peuvent &tre envisagées a partir de

ce modéle.

Matériau parfaitement rigide, facettes parfaitement lisses. Sur la surface
lisse des facettes, le mouvement s'amorce Torsque le vecteur contrainte ¢~
prend une inclinaison supérieure & l1a normale n, au plan de contact des aspé-

Q

rités. La normale n. est elle-méme inclinée d'un angle d'amplitude ¢, par



rapport & la normale N au plan tangent du contact global.
> >
o = In 0|
La condition de mouvement est par conséquent |0t|:> tg Q,On, et on pose

H=tgd, (uestle coefficient de frottement). Inversement le critére de sta-

bilité au glissement est définie par la condition

D'(07) = |at| +ue <0 .
On retrouve la loi d'Amonton
Matériau rigide-fragile, facettes parfaitement lisses

Ce modéle nécessite la connaissance du critére de rupture du matériau :

Rz, o, tnv,) = 0 (pour un matériau isotrope). (Dansles cas courants,

indépendance vis a vis de 7nv (X))

. 1/ . .
LN, 'y cisalllement pur

L

. AN

compression hydrostatique

\-\~_____frﬂére de rupture du matérigu intact

Pour un module de o peu élevé, on obtient un glissement sur les
facettes dés que }ot[ dépasse -p o' , mais lorsque le module de o  est
suffisamment grand, 1a contrainte de cisaillement 3 la base des aspérités
atteint la contrainte de rupture du matériau intact. Dans ce cas, le glissement

est déterminé par le critére de rupture dans le plan {¢", ot

R'(on,ot) =90
Ll &n
plan de fracture
l, _?es aspeérites
— — — St . glissement sur facette

2.glissement de rupture par couche
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Le critére de décollementest donc représenté par 2 surfaces de révolution
autour de 1a normale n . Si pour une plage suffisamment grande de contraintes,
le critére de rupture peut &tre représenté dans le plan ", Gt} par un cy-

Tindre, on retrouve la loi d'Orowan.

ol\ o

Matériau parfaitement rigide, facettes rugueuses

Ce modéle demande ia connaissance du critére de frottement sur les fa-

cettes.

Si 1'un adopte une loi de frottement de type Coulomb

o +tg 0, " - <0

r

Le glissement est obtenu pour !Otl = - tg (¢, + 9, ) AL e'" o0 ¢

est une contrainte de cohésion apparente proportionnelle & ¢/ et au degré

de contact
A,
e' =ae (a=q)
U_r
?
b B.+0.
. /
"/
—» - o N
0

Matériau rigide fragile, facettes rugueuses
Ce modéle est une synthése des 2 précédents. Pour tenir compte de 1'aspect

fractal du frottement, i1 est possible d'adopter la méme 101 de rupture
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sur la facette et sur le plan de glissement. (Loi de frottement associée au
critére de rupture)

ot +2tg0 o"-5' <0 .

rupture dans le plan de contact des facettes

b rupture dans le plan de contact

rupture dans le plan des facettes

Wupture dans le plan global
N Da
NSNS AN AA

Schéma de rupture d'une aspérité (cisaillement surfacique et
ciscillement total)

Le schéma de Rowe qui permet de se faire premiére idée du frottement,
doit dans 1a mesure du possible étre généralisé pour des profils d'indentation
irréguliers et pour des matériaux rigides-fragiles & courbe intrinséque quel-
conque . La difficulté provient du fait que les glissements plans sur plans
et les microruptures d'aspérités sont simultanées ; de plus la microstructure
des surfaces de contact est telle qu'elle fait apparaitre non seulement des
irrégularités variables mais également des excroissances de ces aspérités. Ainsi
on congoit que lors d'un rapprochement et d'un glissement de 2 surfaces de ce
type, se produisent des enchevétrements d'autant plus accentués que les efforts
consécutifs a de tels déplacements sont &levés. Mais en méme temps se produisent
des microruptures qui permettent alors un déplacement. On sait que plus le degré

d'interaction des aspérités est important et plus la barriére de résistance
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au glissement devient infranchissable. Ainsi, pour un effort normal donné, les
aspérités, les plus aiglies sont cisaillées. Le déplacement est imppsé par Tes

aspérités les plus résistantes présentant une base plus large et une inclinai-
son plus faible. Une analyse du cisaillement conduit & 1'établissement de plu-
sieurs modéles lorsque initialement les aspérités sont parfaitement imbriquées.

Modéle de Barton
D'(@") = |0t + tg(o, + (0"/a)).0"

ou ® est 1'amplitude de 1'angle de frottement résiduel dont la signi-

r

fication est donnée ultérieurement.
n . . .
0. est une contrainte critique pour laquelle toutes les aspérités

de lére grandeur sont cisaillées.

¢ correspond a un angle d'indentation fonction du rapport an/af

Barton propose pour ¢ wune loi de type

¢ = - k Zog(on/qn) ou X est un coefficient (k = 20 pour les sur-

faces trés rugueuses).

lrc‘r ! ga+,0r /

critére de glissement

Modéle de Ladanyi et Archambaud

Ce modéle est basé sur des considérations énergétiques. I1 procéde d'une
analyse de la puissance des efforts intérieurs.

On distingue trois termes

- P, puissance dissipée par dilatance

- P, puissance dissipée sur le frottement entre aspérités

- P, puissance dissipée par le frottement entre surfaces de contact
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lorsque Tes aspérités sont cisaillées.

Py +P,+P; =-P (puissance des efforts extérieurs). On détermine
empiriquement Te rapport entre les puissances P, et P) . On admet la forme
suivante X = P,/P;, = (1 - on/%n)k ol k est un coefficient et ol définit
une contrainte critique (correspondant & la pression de transition de Mogi).
L'importance des ruptures augmente et donc 1'angle de dilatance i 1a rupture
diminue lorsque 1'effort normal augmente. On obtient une fonctionnelle de la
forme :

DIFT) = (1= A tg 0,0 1F5] + (A sg(d, + ) + (1-A) tg 4.). "

ol A est fonction de o" .

-] . courbe de rupture
- du matériqu intact
~ , .
‘ ’ - _critére de glissement (D (o~)=0)

/ )Q » - -1 (compression)

Modéle de Rowe avec indentation irréguliére
Ce modéle, comme les précédents ne concerne que les contacts de surfaces

avec imbrication totale. (degré d'interaction égal a 1) .

& profil cisaillé

-3

]




76

L'amplitude ¢ de 1'angle des facettes de cisaillement correspond & un
minimum de résistance au glissement. Pour un profil d'indentation donné, on
détermine au préalable, la fonction de répartition p(¢) donnant le rapport
minimum de surface des facettes de cisaillement pour 1'angle ¢ , et de la sur-
face totale du plan de glissement. Cette distribution détermine d'une certaine

maniére la rugosité. cisalllement d'une aspérite

1 2 3 ::: A |
5 JZf 1. materiau superieur

2. materiaux supérieur et inferieul
3. matériau inférieur

/n(ﬁ): uezf (2 (@, €))

Principe de détermination de 7!.(@

La valeur de p($) pour chaque valeur ¢ (positive ou négative) définit
une distribution pour laquelle p(0) = 1.
La parité de p(¢) signifie 1'isotropie de 1'angularité dans les deux

directions de glissement.

£ ()

. répartition d’'Heavyside fl(¢):Y(¢max - 191)

répartition correspondant @ un profli en dent de sc

répartition réelle

- ;c_ -gmux 0 gqu E

Sur le plan d'une facette, le vecteur contrainte a pour composantes nor-

males et tangentielles (probléme en déformations planes)

n, t, 1 Nt |cos & - sin ¢
‘0 ag = -ﬂ—y \0 ag ' .
¢ stn ® cos ¢

Ces composantesvérifient le critére de rupture plan du matériau intact,
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pour le mécanisme de rupture adopté
R'(c ,0 )=0 , c'est-a-dire

R'(%{Un cos ¢ + ot sin ¢) , g—(-on sin ¢ + ot cos ¢)) =0
La valeur de ¢ solution, minimise la valeur de ot pour o"  donné.

Soit

ot - inf ot 8)1.

Dans les cas courants (dérivabilité) ¢ est obtenu par 1'équation §$(o )= 0.
Le critére de décollement cherché D'(an,ot) = 0 est minimisé par les

n t

fonctions R'(6 ',07) = 0 et ]otl + tg ¢mux0n = 0 correspondants aux valeurs

minimale et maximale de ¢ , c'est-a-dire ¢ =0 et ¢ = ¢, )
Le critére est défini comme 1'enveloppe intérieure des courbes de rupture

n, t
sur les facettes R'(c “,0 °) =0 lorsque ¢ variede 0a ¢

max

critere  de rupture R(oNot)z0

!
O_T r 9,(0"‘“0 U_I’Q)ZO/ P -~ —
S - g— ), Nt
/,7; critére de dlissement D(o,0)=0
”
T
’1
7%
, max
| 5 » =0 n
0
Remargue:
n _t

Lorsque le critére de rupture R'(c ,0°) = 0 définit une courbe fermée,
indiquant une limite en compression, la condition de validité du mécanisme
de glissement sur une facette implique que : 0 < ¢ <., - Au plus, le cisail-

lement horizontal (¢ = 0

~—

correspond a un é&tat de contraintes tel que

n t
2 <2 _ ol Of est défini par
o ot
R'(on,ot) =0 et
Fo"et) = 0
o0
. t n
Soit ¢  tel que ¢tg ¢, = - o /o,

Le glissement impose : [at]¢;- tg ¢ o
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Dans le cas contraire, la rupture se produit avec écrasement. Ce résultat
montre que le cisaillement par facettes ne peut se produire que pour un angle
dont 1'amplitude ¢ est supérieure a ¢ . (¢, correspond donc a une limite
inférieure de 1'angle des facettes cisaillées, au dela la rupture ne correspond
pas au glissement mais a un enfoncement). ¢  peut &tre considéré comme 1'ampli-
tude minimale de 1'angularitéde la surface d'un matériau dont le critére de rup-

ture définit une courbe fermée.

Ce fait est confirmé par 1'expérience et i1 est possible d'en donner une

interprétation physique.

critére de rupture R'(on, ot)=0

critére | de glissement

‘\‘ D’ (O- / r):O
r o
gmox

Application du modéle & un matériau de Von mises
La courbe définissant le critére de rupture dans 1'espace {On,ot} est

ouverte. I1 s'agit de 2 droites paralléles.

nQ tc tu
Sur une facette : R'(¢ ",0 °) = Jo | - ¢!
e . t, _ ¢ - n
On en déduit : o] = o5 p(d) - tg ¢ a

Le critére de glissement correspond 3 :

0 = inf oy p(9) - 29 & o)
5 cosq)p g
t
Si p(¢) est dérivable par morceaux, 1'équation §%$ = 0 donne une valeur

de ¢ en fonction de o" et c'. On obtient 1'équation du critére D'(on,ot) =0

en remplacant ¢ par la valeur trouvée dans 1'expression de ot .
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On donne ici, les représentations de D'(on,at) = 0 pour quelques fonctions

de répartition p(9¢)

fonction de rugosité /l(ﬁ)

(@) =1_sin 19
2. @) =Y (Boax = 121)
(Heavyside)

3 g): sin ¢max . Y( gmox - Ig‘)
f sin{Zna,t  2)

(dents de scie)

Critéres de glissement pour un matériou rigide-fragile
G seuil de rupture du type von Mises

1 - Cohésion initiale

La cohésion initiale de 2 surfaces en contact est dle & un enchevétrement
trés accentué des aspérités. (Elle correspond & une soudure fractale). C'est
le cas lorsque 1'amplitude ¢ de 1'angle des aspérités avec le plan de contact

prend des valeurs supérieures & %—.

Aspérités créant une cohésion initicle

2 - Angle de frottement résiduel (persistance de la rugosité)

Les matériaux minéraux courants sont constitués de particules cristallines
"collées" entre elles. I1 existe donc une Timite au "poli" d'une surface de ce
type. L'abrasion des aspérités qui se traduit par une dissociation de blocs de
particules cristallines de leur support est en réalité un "arasage" d'une surface
microgranulaire. On congoit qu'une nouvelle abrasion (ourupture par couche)

laissera inchangée la rugosité apparente de la surface. I1 y aura donc persis-
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sistance d'un angle de frottement. Cet angle de frottement limite minimal cor-

respond au "poli maximal" que peuvent avoir les surfaces de contact. Cet angle

résiduel est, en conséquence, une caractéristique morphologique du matériau
constitutif des grains. Nous avons vu dans le modéle précédent, que 1'état de

contraintes tel que :[ot|= - tg<@o" avec R'(on,at

) = 0 correspondait & un
état critique car dans ce cas, i1 y a équivalence entre 2 schémas de glissement
possibles

- la rupture par couche c'est-a-dire un détachement superficiel des parti-

cules cristallines

- le glissement plan sur plan des facettes inclinées d'un angle d'amplitude ..

X 2> 0

aspérités  de 1°"® grandeur

cristaux mMminéraux

1
aspérité cisalllée
2 \]
Tlimite de'poli” d’une surface
minérale granuleuse
particules détachées
3

profil _persistant

Principe de conservation des irrégularités de surface par abrasion

On rappelle qu'il y a une corrélation entre la rupture Sous contrainte
hydrostatique (effondrement) et 1'état microgranuleux d'un matériau. Les maté-
riaux rocheux ordinaires constitués de particules "collées"ont une limite plus
ou moins rapprochée & Ta rupture sous compression hydrostatique selon 1'&tat
des vides entre particules. (La courbe représentative du critére de rupture
est fermée). La rupture est caractérisée par la décohésion des contacts entre
particules cristallines.

Inversement, pour les matériaux qui ont une courbe de rupture ouverte (pas

de Timite en compression hydrostatique), i1 n'yapas théoriquement d'angle de
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frottement limite minimal, c'est-a-dire ¢, = 0 . La limite de "poli" d'une sur-

face correspond alors a une surface parfaitement 1isse. Le domaine limite est
donc constitué par un cylindre de résolution de volume nul. On constate en effet
expérimentalement que Tes matériaux qui répondent le mieux au critére de Von mises

sont des matériaux homogénes (monocristaux, par exemple), qui peuvent ainsi

présenter un "poli" presque parfait ¢, =~ 0 .

état critique (rupture par couche)

matérigu & courbe de rupture
fermee (type ellipsoide
de Schleicher)

critére de glissement limite
(surfaces polies)

AT " . o
c critére de glissement initidl
=z —— matériau g
- critére d li
_ - ritere  de glissement courbe de rupture
_ limite (surfaces parfai.  ouverte (type
//\ D nax g ~0 tement lisses ) von Mises)
« > n
0 ~ -0
S
~
~
-

Limite de "poli" pour deux types de matériaux, et courbes de
glissement limite correspondantes

Modéle avec écrouissage

Une variable interne susceptible de modifier le critére de glissement est
1'usure des surfaces ou altération. Elle résulte, comme i1 a &té dit, des phé-

noménes irréversibles crées par les efforts de contact (déformations plastiques,
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microruptures). L'usure n'est pas ordinairement un phénoméne isotrope, car elle
est 1iée généralement & 1'orientation de 1'effort de glissement. Par exemple,

un "étalement" plastique des aspérités dans une direction va entrainer une
moindre résistance au glissement dans cette direction mais va provoquer, au con-
traire, une augmentation de cette résistance dans le sens opposé (voir figure ).
D'une maniére générale, pour les matériaux rigides - fragiles, les déplacemnets

de surface sous charge diminuent la rugosité des surfaces en contact et de ce fait
réduisent le domaine d'adhérence des efforts de contact. L'usure crée un amoin-
drissement de la résistance au glissement (amollissement ou écrouissage négatif).

! c‘r
o 4 [

- .
amollissement

-

-
} . )
Evolution du critére de “\ ///Omolllsseme
glissement en fonction de -
de paramétres d'écrouvissage Pid ~

N - O-n
N \durcnssement
/ ..
S D(&) inihal

~ ' . / I~
: ~ i)(b‘-)inihcl / ~-
; i lo-n , I p— j'U(c-)ocrue
A
g /@’n > g
etat de surface ecrouissage Isofrope ecrouissage cinematiqu

inttialement 1sotrope (cnisorropie creee par

deformation plastique
des asperifes )
On rappelle que la définition d'un modé&le pour le comportement d'interface
de matériaux dont la loi de comportement volumique est du type "rigide-fragile"
devra prendre pour hypothéses :
- 1'adhérence ou résistance au glissement, dans le cas présent, est die a
1'enchevétrement des aspérités. (Une angularité initiale trés accentuée pouvant

- A L] Tr
créer une coh&sion apparente ¢__ > i )
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- L'état de contraintes ¢ & 1'interface est susceptible de modifier 1'im-
brication des aspérités du fait des microruptures.
La composante normale " (compression) peut ou non :
. augmenter 1'imbrication par rapprochement des surfaces de contact (aug-
mentation du degré de contact).
. Diminuer 1'imbrication par écrasement des aspérités.
Le bilan est selon les cas, une augmentation ou une diminution de 1'adhé-
rence (adhésif/téflon) ou méme une invariabilité.
La composante tangentielle ot (cission) peut ou non :
. diminuer 1'imbrication par dilatance
. diminuer 1'imbrication par cisaillement des aspérités (abrasion).

Le bilan est toujours une diminution de 1'adhérence.

Ces hypothéses supposent 1'existence d'un domaine a 1'intérieur duquel Te
vecteur contrainte ¢  ne provoque aucune microrupture. Ce domaine d'adhérence
est délimité par une courbe définie par D'(o+) = 0 qui constitue le critére
actuel (au dela duquel se produisent des transformations irréversibles des sur-
faces rugueuses).

Sur ces points, le comportement quasi-statique de 1'interface de surfaces

rugueuses s'apparente au comportement volumique des milieux dilatants.

t

Pour un vecteur contrainte o7 : (on,o ) , il y a:

Absence de microruptures, lorsque :

D'(e7) =0 ety <0

.0u D'(a+) = 0 et quand 1'incrément de contrainte o~
t I '
vérifie (30‘/30*).50* =30 50N 4 30 sel< g (décharge).
3" 3ot

Cet état correspond & une stabilité du contact donc & une adhérence.
Présence de microruptures, lorsque :
D'(0+) = 0 et quand 1'incrément de contrainte 30"

vérifie (BD'/BO+).60+'> 0 (charge)
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Cet &tat correspond d& une stabilité ou a une instabilité du contact selon
que les microruptures sont homologues a des écrasements ou a des cisaillements
d'aspérités. Cette double possibilité montre qu'il existe un état critique cor-
respondant & la limite de stabilité ou d'instabilité. Cet &tat critique peut
étre caractérisé par le rapport lotj/on = - tg ¢,

Ainsi, les 2 conditions précédentes &tant remplies, lorsque :

lot[ + tg 9, s">0 i1 y aura cisaillement des aspérités avec dilatance
donc instabilité

n

)at] +tg ¢, 0 <0 jl y aura écrasement des aspérités avec enfoncement

donc stabilité.

I1T est & noter toutefois que Torsque le degré de contact o est égal &1
(imbrication totale), le vecteur contrainte est limité par le critére de rup-
ture du matériau intact R'(o+) = 0. Autrement dit, la stabilité 3 1'enfonce-
ment ne concerne que les cas od o reste inférieur & 1 . Un probléme non résolu
demeure ; c'est celui de connaitre la valeur limite que peut prendre réellement o,
lorsque ¢~ croit et finit par atteindre le seuil de rupture du matériau in-
tact. On sait en effet que les produits de microsrupture créent un "coussin",
qui modifie le degré de contact réel et altére trés sensiblement, par lubrifi-
cation, le caractére adhérent des surfaces (cf. § 1.121 c2 et d).

Faisant suite aux considérations générales énoncées précédemment, il est

possible de définir en lére approximation, pour un interface rugueux, 2 sortes

de paramétres d'écrouissage dont on peut dégager Ta signification physique :

( degré de contact

répartition d'angularité des aspérités

Soit, p(¢,a) la fonction de répartition d'angularité pour un degré de

contact donné (on a, p(0,a) = a)



(instabilité)

Ao ,\¢W \/ércr critique
TN (stebilite)

P R/(*)
. D'(5% plg,)) S

. \\<j// critére de microruptu
/ _| des asperités(e< <1)
\ ,)'

o

N < N o
O N O:'. —O:
domaine d’existence
de o sans ///// \\\\
microruptures

La forme générale du critére D'(o”,p(d,a)) est 1iée & la répartition

4

d'angularité p(¢,a) et au critére de rupture R'(o+) .
En ce qui concerne 1'étude de 1'écrouissage qui suppose
D'(07,p(¢sa)) =0 et  (BD'/307).807 >0

On envisage 3 cas

ler cas : o” est tel que Iot} +tg ¢, o0 <O
alors &0 provoque un écrasement des aspérités et le degré de
contact augmente o 71 .
I1 y a gonflement du domaine délimité par D' =0 , et, p(¢,a)
évoluant dans le sens d'une imbrication plus accentuée peut tra-
duire selon le type d'interface un aplanissement ou au contraire

une augmentation de 1'angularité :
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£ (g,) t M FX)
initial 4
(@, %) actuel avec
enfoncement AN , oL+ § <
o augmentation de
Principe «d'4crasement des aspérités , . o(
conduisant & une gugmentation du degré 'angularité
de contact
o ’
diminution
{i o r '% gmax O g

Modification de la répartition
d'angularitss en fonction de « 7

état critique /@

,____/-gz_:\ critére final { si |'accroisseme
< I S de contrainte & c>se poursuil

dans la direction indiquée).

] < \ g N
0 e e\
critéere initial \ critére actuel
D'(F (@) (3 Jo= plf o+ Se<))

Le gonflement du domaine est 1imité par le critére de rupture R'(s”) cor-
. . . - g
respondant au critére limite lorsque o =1 , tant que (¢ + 3¢ ) reste en
dessous de 1'état critique. Si (cr_> + 60+) atteint 1'état critique, le domaine

actuel correspond au critére final (cette hypothése est abordée dans le 3éme cas).

28me cas : o est tel que lotl + g ¢, " >0

> . « N P
alors, ¢  provoque un glissement sans cisaillement des aspérités

si [otl +tg ¢ oM =

la dilatance se fait selon 1'angle d'amplitude ¢,,, (Ta dilatance

apparente correspond 3 1'angle d'amplitude ¢ = -¢ )

. -> . . . P
mais, &0 provoque un glissement avec cisaillement des aspérités
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si ¢ [otl + tg bpox 0 <O

la dilatance se fait selon 1'angle d'amplitude ¢

¢ <9, (initial)
(1a dilatance apparente correspond d 1'angle d'amplitude ¢ - ¢,)
et T'angle de cisaillement ¢ correspond alors a 1'angle maximal

actuel soit ¢, (actuel) =9 .

max

La dilatance contribuant a écarter les surfaces rugueuses diminue le degré
de contact : o« ¥ 0 . Ce cas implique par conséquent une réduction du domaine
délimité par D' et donc 1'instabilité du contact. Quand 8o est quasiment
tangent 3 la courbe définissant le domaine soit (BD‘/ao+),60+'ﬂl0 avec so" <0,

le cisaillement des aspérités est progressif selon une inclinaison décroissante

(Pmax ¥ &)

Cas ol |ot| + tg ¢ s"=0.

max

Ecartement des surfaces par glissement sur les facettes inclinées d'un angle

d'amplitude ¢,
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g A{BeC)
14
\__ - dilatance
o+ 09 Brnax oL initial
/ Vb
\
o — Sk \ actuel
Principe de glissement olcn sur olan
conduisant adune réduction du degré
de contact '
o' @ a 4

2

Modification de la réportitioﬁ
d'angularités en fonction de ax
. (Q;m?actuel) correspond &

l'angle de glissement ¢mm(initicl))

1O"r critére injtial
Do, #)
— - ‘/—_ B
s A= I
= critere actuel
D(F+é f (@, ¢ de))
y 4, -
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£ (@) )
Cas oi [0 +tg 9, " <O 1
4
\\\\O; " ___—" dilatance
TN
« |
-~ ! ¢
Principe de cisaillement des aspérités I >

conduisant & une réduction du degre de 0 4] — 4] %E
max max
de contact actuel initial

Modi fication de la répartition
d'angularités en fonction de «
(me?cctuel) correspond &
' 1'cngle de cisagillement)

ot
.g_m_‘”‘ gmux
initial actuel
critére initial T
- —

D+ 1'(8, )

\

3éme cas : o7 est tel que lotl +tg ¢, o =0.
Cet &tat correspond & un état critique. Pour 807 tel que :

]60t| + tg ¢, 56" < 0 on est ramené au cas 1 (stabilité du

contact).

|50tl +tg ¢ 86" >0 on est ramené au cas 2 (instabilité du

contact).

le cisaillement se fait sans dilatance



glissement

A O'L
Foon So= insrob%
do* stabilité
= éLﬂ critére actuel
critique

» o N

Dict £ (g,0))

Lorsque o = 1 (imbrication totale) - c'est le cas des matériaux fissurés.

A 1'état critique, i1 y a "rupture par couche".

L'équation du critére de décollement D'(a+) peut s'écrire sous la forme

>
o n

D'y = ot +tg 9(7) o0

ou ¢(0+) est une fonction synthétique de 1'état d'écrouissage.
A écrouissage constant, 1'équation :

S0 =-(£ BL),éon:-t‘gq;(o)60

30" ’aot
représente 1'équation incrémentale du critére actuel de décollement. La varia-

tion de 1'amplitude 3¢ résulte des phénoménes cités antérieurement.

3¢ =8¢, + S,

o |84, vreprésente la variation d'amplitude d'origine élastique (8¢, =0
pour un matériau rigide-fragile). §¢, représente la variation d'am-
plitude d'origine plastique résultant des microruptures.

(On a vu que : 8¢ = 8¢, #0 si le critére de rupture R'(c”) est atteint

. P n
au niveau des aspérités, avec & < 0)

d'od : 8¢ = H (). <=60"™> .
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1. On retrouve la loi de Barton (a = 1) lorsque la différentielle &¢ est

donnée par
k n . .
8 = - - o , par intégration
g
-> gn
¢(c }) = ¢ -k Log -
[44

[+

2. Un cas intéressant est celui pour lequel la fonction tg ¢(0+) est associé
au critére de rupture du matériau intact H'(0+) par un facteur de proportion-

nalité. Un exemple est donné par la loi de Shaw applicable a un matériau de

Von mises.
tg o(0") = k(]ot]-c:) , par intégration de 1'équation
fdotl = - k(latl - ¢').6™ | on obtient
D7) = [oF] - el (1 - eap(-k.e™) = 0
avec tg($(0)) = k ¢, (k est un facteur de rugosité).

4 o A'(2) von Mises

c / critére D(5) (Shaw)

0 5)5(0) -

N\
N

3. Pour les matériaux minéraux, il est possible d'envisager un état de surface
initial "sur-poli". C'est-a-dire pour lequel 1'angle de frottement initial est
inférieur a 1'angle résiduel (¢ <4 ). (D'une maniére artificielle, les par-
ticules cristallines ont été "collées" de fagon adéquate, par exemple par mou-
Tage avant collage - c'est 1'équivalent d'une paroi coffrée en béton avant la
prise). Dans ce cas, une augmentation suffisante du chargement de contact va
dissocier la couche de surface et on retrouvera une valeur de 1'angle de frot-

tement d'amplitude supérieure ou égale & ¢ - (Durcissement).
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2
so ! ' l
Dmax Stat  crit
1 - \ > Jurcissement
/ ‘_’
l o \ T \ _____.—_':j_
g 2
” T _____ max
ST |
, -
1 oo T >
& -~ > —o N
0
1_ elat de surface rugueux (avec cohésion niriale)
2. (cas courant)

3_ etat de surface imtialement " sur-poh "

c.2 - Critére de concassage C(fn,ft)

Dans le paragraphe 1 131, quelques difficultés relatives a 1'établissement

du critére de concassage ont été évoquées. Pour un grain (i), le critére
-> - - s

c (FY ,v¥ , £ 4%, £ ,...) dépend d'autant de paramétres qu'il y a de
composantes de torseurs de contact (sans compter les paramétres géométriques).
Par exemple, si le grain (i) est en contact avec 3 autres grains (j), (k), (1),
il y aura 18 paramétres de chargement. Mais ces paramétres sont liés par 6 rela-
tions d'équilibre, réduisant a 12 le nombre de paramétres indépendants.

Lorsque le matériau constitutif du grain a un comportement rigide -fragile
(ou encore que les déformations élasto-plastiques provoquées par les torseurs
de contact sont petites lorsque la rupture survient), 1'analyse limite permet
d'obtenir théoriquement le domaine convexe de compatibilité, c'est-a-dire,
le domaine & 1'intérieur duquel doivent se situer les composantes des torseurs
pour ne pas entrainer une rupture partielle ou globale du grain.

On rappelle que si 1'on ne considére que la force fG+ comme variable,

> -> > -
les autres efforts i , fi , 4, f' ,.. tiennent lieu de paramétres

d'écrouissage.
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->
A écrouissage constant (rY et efforts associés aux contacts (ik), (i1),

etc. fixés), on obtient un domaine convexe d'existence de fJ* . Ce dernier
peut se réduire a 0, ce qui signifie que 1a rupture se produit indépendemment
de f"‘j-> et donc que les paramétres d'écrouissage provoquent par eux-mémes un
état de contraintes inadmissible du point de vue de la cohésion du matériau.

Afin d'illustrer ces premiéres observations, on peut examiner le probléme
plan d'un grain (i) soumis a 1'action de 3 forces de contact fﬁ>, fii,'fx
appliquées aux points donnés (M;),(M,),(M ) de 5(i).

L'approche cinématique de 1a rupture fournit un majorant du domaine de
compatibilité . Plusieurs mécanismes de rupture par blocs rigides peuvent étres

envisagés pour un matériau de Von mises (ot < e)

rupture partielle

\

On vérifie aisément que la puissance interne de cisaillement est minimisée

fki

lorsque 1a Tigne de fracture passe par le point d'application de la force sur
la ligne de fracture, 1'état de contraintes vérifie le critére de rupture des

matériaux.

T IATR c.Z.|u+[ avec la condition supplémentaire de frottement

>

D'(¢ ) <O sachant que £ = o .1
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Rupture globale

Sur une ligne de discontinuité , la composante normale d'une vitesse de
translation virtuelle d'un bloc est égale & celle du bloc adjacent. Cette con-
dition impose un cadre cinématique aux mouvements virtuels (Hodographe).

L'objectivité des puissances de cisaillement internes permet de ne consi-

dérer que des vitesses par rapport d un bloc supposé immobile (0).

Fie

En conséquence, 1'8galité des puissances extérieures et intérieures fournit

la solution

- -t —> -t -> - >
li =
fiou o+ 17 g, e(l,, lulol + 7,0 luzo] + 7, |u21\)
.
Par 2limination des vitesses, on obtient une condition sur f) en fonc-

->

tion de f

Le choix de plusieurs mécanismes de rupture définit par excés le domaine
enveloppe des chargements limites.

(Une approche par 1'intérieur, avec des champs de contraintes statiquement
admissibles, n'est pas réalisable simplement lorsque les efforts extérieurs se

présentent sous formes de forces ou de couples ponctuels).



34

) FL ,
i
Critére de concassage 4 parametres
d'écrovissage constants
A
A / n
. 7 - -~ F')
/
2
7
A
meécanismes de rupture globale
mécanisme de
rupture partielle
g
L'augmentation en intensité des efforts de contact autres que f' réduit

>
le domaine d'existence de fJ

Effet du nombre des efforts de contact et de la répartition géométrique
de Teurs pointsd'application sur la surface de contact.

Une premiére approche consiste & &tudier la valeur maximale que peut
prendre une force normale appliquée sur un grain sphérique dans plusieurs cas

de chargements symétriques.

—

f

Concassage d'un grain sphérique soumis
d l'action symétrique de forces normales
identiques:

2 forces opposées
f 3 forces coplanaires

4 forces coplanaires et 4 forces
situées gu sommet d'un tétraédre



Par exemple un grain sphérique soumis a 1'action de concassage de 12 forces

réguliérement réparties correspond au chargement hydrostatique d'un empilement

de boules identiques a compacité maximale.

.- -

.~ ¢ A
N :' Y \ Concassage d'un empilement
f v TN régulier de sphéres sous un
TN =247 chargement hydrostatique
/ \ . V2N A
RN A
N 7 Y ’
~ & - -y, __7
-7' ' \; ; ‘:
ll ‘\ : ) t
\ ‘._,a I
\\s "" \‘~_»”
3 3 . . . _> - -
Enfin, si le nombre de forces est infini, f  correspond & une pression

hydrostatique exercée sur le contour du grain. Les résultats sont consignés dans

un diagramme donnant Ta force maximale de concassage en fonction du nombre de

forces appliquées. 10° T |
1 |
4
110 l 1 l
i N
1 ‘ # ! qf;!
S S i
OA Giass spheras : S ,;_1
1 T A batwaan platans HD/OTQ_'\O}("’\
) Q hexagonal array g S éc’»%qb"’
P __103 O cublcarray 1}1,’ SS&S /6‘\
1 gradiants 1-90—\/*d Q{,P:? \(f?
s nb de forces o N g 3 Se
CONCASSAGE §
DE BILLES DE CRAIE O
O
=
12 4+ | c
o
I c
O
6 | q
4 4L vl .
2 T 7 fmax
0 compression
SAND GRAVEL
[madium [ coarse | tine [medium [coarse

Diameter d: mm

Crushing of singie particies.

(selon J. BILLAM)
I1 résulte de ce diagramme que le cas de 2 forces opposées s'avére étre

un cas défavorable mais du méme ordre de grandeur que lorsque le nombre de

forces est élevé.
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De ce qui précéde, la détermination d'un critére de concassage pour une
force localisée f~ pourrait se réduire & un calcul & la rupture d'un grain
soumis & 1'action de 2 forces de contact opposées égales & f~ appliquées sur
2 points quelconques du grain.Ce critére auraitl'avantage incontestable de
n'étre pas 1ié aux autres efforts de contact et donc d'étre intrinséque au
grain. Cette approche d'un critére de résistance d Ta rupture est faite par
1'essai Franklin.

L'essai Franklin fournit un indice de résistance d'une roche par cisaille-
ment simple.

f=c.A

surface de contour
o (i) ol f est le module de 1la

P

force appliquée f .
A est 1'aire minimale d'une

surface de fracture passant

par les points d'application
section de rupture

des forces. ¢ est la con-
trainte de cohésion sous ci-
saillement simple.

A défaut de connaitre 1'aire réelle de la surface de fracture, mais compte

tenu du fait que le grain est de forme globalement sphérique, on peut prendre

forfaitairement :

ou w est le volume du grain
A(f7) un paramétre qui dépend de 1'inclinaison
de f~ par rapport & la normale n~
Le paramétre A (f”) s'annule lorsque f7 est nul et i1 est maximum
lorsque f' est nul ou f" &gal a |f7] .

Nous adopterons pour A(f”) une fonction répondant & ces conditions.

Soit par exemple : A(f") = A.(fn/}f+l)2 .



On en déduit 1'équation de résistance d la rupture (coord. polaires)
1] = e DY)
L'équation du critére s'écrit en fonction de £ et !
c(f) = £ -k’ " <0
(ol k est une constante)

it
composante

tangentielle B
de la force critere de concgssage
de contacl ( ovale de Franklin)

2/

kw 3

n
> - f

composante normadle
de la force de contact

VAN

Le critére de Franklin est une approximation grossiére du critére réel de
concassage d'un grain soumis & 1'action de forces localisées, mais & défaut

de mieux, i1 impose en soi, une limite & 1'intensité des forces localisées

Torsque celles-ci vérifient la condition d'adhérence.

Dans le cas de grains de formes quelconques (grains plats, allongés, etc.)
1a rupture a 1'essai Franklin dépend non seulement de 1'inclinaison de la force,
mais également de son point d'application, selon que la fracture se produit
dans le sens de la plus grande ou de la plus petite dimension. I1 s'agit 1a
d'une anisotropie de résistance au concassage induisant une série de paramétres

supplémentaires.
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~l

La détermination théorique de 1'aire de la surface de fracture peut &tre
possible si 1'on connait exactement la fonction de contour G et les points

d'application des forces f~

A = iﬁf {A(W)} ol A(¥) ={GnI(W)]|
I(y) est un plan passant par les points

d'application de f

2. La méthode de détermination de f limite,par le choix d'un champ de con-
traintes statiquement admissible & 1'intérieur du matériau, est d'un abord
plus délicat, du fait de la nature localisée des efforts de contact. I1 est
toutefois, possible d'imaginer un champ répondant aux conditions limites tel

qu'indiqué sur la figure.

surface libre de contrainte

ligne de fracture




L1

La traction dans la zone de fracture équilibre la somme des poussées au
vide des arches fictives allant d'un point de contact i 1'autre. Cette méthode
est telle que la surface extérieure du faisceau limite est libre d'effort, et

sur le faisceau médian, la traction radiale est maximale.

F=k.c.A

c.3 - Conclusion sur le critére de Tiaison L(f+)

Le critére L(f”) résulte d'une synthése des phénoménes de surface et de
volume. Dans Tes cas courants, de méme qu'il semble qu'il y ait continuité
entre 1a rupture partielle avec dilatance des aspérités et la rupture par cou-
che, au niveau du contact, i1 semble rajsonnable d'envisager une continuité
entre la rupture partielle et Ta rupture globale au niveau du grain. Et entre
Tes deux une continuité entre la rupture par couche et la rupture partielle

_du grain. Ces remarques.sont rapportées dans le schéma suivant.

cdne de Drucker_Prager

état
pi! l;;éiygﬁﬁ;/r N crﬁhgge
C 2L/ L/[Z&//7 " Cy“ndr\e —_ L —_— -

\ \ de von Mises
n
0 5 @ = f 0~/

cohésion
inttiale
éventuelle

1 2 3

modele simplifié modeéle réel

les niveaux 1,2,3, correspondent a 3 changements d'etat distincts



100

} n t n
f f o f L f .
L — Y AL
| ‘ ol - ——t:AAL?EWJ "
{ 4
,-Tz:a”]m.__. ___MTM,\A |
1. Décollement avec 2.Décollement avec 3.Concassage
dilatance rupture locale (éclatement du grain)

L'écrouissage di d& 1'usure des aspérités (perte de rugosité des surfaces
de contact) et a T1'usure granulométrique (concassage des grains) diminue 1'aire
du domaine d'existence de f . Ces phénoménes peuvent se produire conjointement

au sein d'un milieu granulaire. ~——~ ~ -~~~ -

r etat
f crilique

(matériau_ poli)

i

. -
critere de ligison actuel L ()

diminution de la résistance
a la rupture du grain par
concdassage

kw2/3 Fn

seuil de |
grésification

phénomeénes de phénomeénes de wvolume

surface

cvolution du critére de liagison en fonction de la taille du grain
et de 1'usure de ses aspérités de surface

La Timite du critére de liaison correspond au seuil de grésification. Si la
cohésion initiale entre grains est suffisamment grande,la taille des grains &

Ta "grésification" aura une valeur finie.



(La grésification correspond a un collage des grains entre eux). Le collage

répond au critére de liaison particulier

L(f7) = |f| -e<0 .
Le critére de concassage pour des forces trés inclinées (au dessus de
1'état critique) constitue un majorant au critére de décollement puisqu'il

suppose que les surfaces de contact sont parfaitement rugueuses.

On suppose acquis les résultats relatifs au critére de concassage car la
présence de couples de contact isolée est assujettie & 1'existence de forces
de contact de compression non nulles, comme nous le verrons dans 1'étude des

critéres de décollement.

d.1l - Critére de décollement D(fn,7n) (critére de pivotement)

Le couple de pivotement y".n” induit des efforts de cisaillement au
niveau des aspérités, de méme nature que ceux provoqués par une force tangen-
tielle ft-t_> . Inversement, les contraintes tangentielles ot résultent si-
multanément du couple de pivotement et de 1'effort tangentiel de glissement.
IT est donc nécessaire d'établir un couplage entre ces 2 types d'efforts pour

le critére de décollement

Sachant d'une part que 1 = (J N o7 ch).n'H = J o ss
3(13) 3(13)
et que d'autre part :
ft = J Ut.(Ss
CIORD
et "=y a7 A (M M).ss).on
9(iJ)
Le critére de décollement D(fn,ft,yn) s'obtient comme suit :
D(fn,ft,7n) = 7n - max {IJ Ut.t+A (Mij »M).8s| avec ft = J at.és
G L g 7a(id) 3(iJ)
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t
critére de décoliement ED(F TF ; ¥

La résistance au pivotement est fonction d'un terme relatif a la dimension
de la zone de contact. Lorsque cette derniére tend vers 0 (contact ponctuel),
le couple de frottement tend a& s'annuler ; mais il croit rapidement lorsque
1'aire de contact augmente. Sa croissance peut étre toutefois Timitée par une
lTimitation des contraintes de cisaillement.

TJH ry"

(J)) ¢n

—

zone de contact - _f"N
0 ‘ décroissance par
croissance par dimingrion des contraintes
augmentation de de cisaillement

'aire de contact

Dans les phénoménes de contact intergranulaire , la présence d'un couple
de frottement (pivotement ou roulement) découle d'une fagon générale des irré-

gularités de forme des grains qui peuvent méme conduire a un blocage vis-a-vis

de 1'un de ces efforts.
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Le couple de rappel v~ est fonction de f~
et d'une caractéristique morphologique de
non-convexité des grains constitutifs d'un
milieu. Elle traduit le fait que le contact

n'est pas ponctuel.

En d'autres termes, pour des grains rigides strictement convexes, le con-
tact est ponctuel et 7~ = 0 ; inversement pour des grains anguleux, la carac-
téristique morphologique "b" prend une valeur d'autant plus grande que la con-
concavité des grains est accentuée.

t

d.2 - Critére de décollement D(f", ) (critére de roulement)

En ce qui concerne, le critére de roulement, la remarque précédente reste
valable ; sur quelques exemples, il est possible d'apprécier 1'influence de »
dans la résistance au roulement.
AN

,J , roulement

g

roulement

/

4 =0 P~0
= 5’ {Zzgo > 5J-m/ f q &

résistance gu roulement résistance affective au

négligeable roulement, liée a l'angularité
des grains

On a 1'habitude de caractériser la résistance au roulement par la mesure
d'un angle b, définissant le rapport de la largeur d'appui et du rayon de
courbure moyen au contact. I1 est donc nécessaire de faire intervenir un fac-
teur propre a& la dimension des grains, (rayon de courbure, dimension moyenne,

etc.)
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Angle de résistance au roulement
tg ¢b ~ b / rmoy
grains anguleux { tg Jb>0 )

! grains arrondis ( tg #,~0 )
B./2

En définitive, pour des grains rigides, 1égérement anguleux, il est possible
d'adopter en lére approximation, comme critére de roulement, une loi de 1la

forme :

n t t n
D(f yy”) = |v7| +rne, tg oy

et pour le critére de glissement pivotement associé & un frottement de Coulomb

p(FM 0™ = " v n, g e (IFY] + g0, M)

moy
Ce critére définit dans 1'espace des chargements, un domaine délimité

4 plans passant par 0 .

J ff
(/crnére de décollement
(type Coulomb)
0 g @,
- n
> -f
'@.rg .

A ce stade, il n'y a pas lieu de tenir compte d'un couplage entre les

t

efforts de 7" et ceux de 7 » sachant que 7" provoque des contraintes

tangentielles sur la zone de contact et 7t des contraintes normales.



e - Conclusion

Le cas de grains anguleux ne permet pas en général de définir de fagon
correcte et synthétique un critére de liaison L(f+,7+) pour les efforts in-
tergranulaires. Cependant, dans certaines conditions particuliéres (grains
rigides, globalement sphériques c'est-a-dire pour lesquels le couple de frot-

tement de contact est petit), un critére du type "frottement de Coulomb" peut

étre suggéré par les résultats d'essais sur des matériaux minéraux. Ce critére
sera tronqué en compression (-fn), pour tenir compte d'un éventuel concassage
des grains soumis a des forces ponctuelles élevées. La troncature est plus sé-
vére pour des grains de petite taille, mais une faible valeur de 1'indice gra-
nulométrique assure par ailleurs une meilleure diffusion des efforts intergra-
nulaires et donc réduit d'autant 1'intensité des efforts de contacts localisés,
(usure granulométrique).

Dans 1'étude d'assemblages de grains rigides, nous proposons de nous en
tenir a un critére statistique unique, celui de Coulomb.

- - 1 . .
Ly (f7,07) = |[f7] + 55T £ (¥i et )

-

Y =

ce qui signifie que les grains seront considérés comme constitués d'un matériau

homogéne & comportement rigide, non-fragile, et de forme strictement convexe

réguliére (surfaces polies).

1.123 - LOI D'ECOULEMENT

-> -

Lorsque les efforts de contact fY et ¥J dépassent un certain seuil

> >
défini par le critére de liaison L; (f"” o7 ) , la stabilité du contact est
rompue et un déplacement s'amorce. La 10i d'écoulement impose un cadre ciné-

matique aux déplacements possibles.
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a.1l - Distributeur des vitesses intergranulaires
-> ->
On note par (u, »w; ) le distributeur des vitesses de contact du grain
(j) relativement au grain (i) supposé fixe. Lorsque Te contact est unigue
(grains globalement convexes), le distributeur est défini au point de contact(M,)
-
u. est le vecteur "vitesse de

'

translation" du grain (j) relative-

ment au grain (i) appliqué au point

-
w; est le vecteur "vitesse de
rotation"
-> ->
Chacun des 2 vecteurs uj et «; se décompose en une somme de 2 vec-
>
teurs dont 1'un est porté pour la normale n_ en (M. ) a 3(i) 1'autre

'} Y

est dans le plan tangent commun. On retrouve les définitions

Vitesses Selon 1a normale ' Selon le plan tangent
t M
> Soulév™ si wu;,; >0 &
uj; n gliss

pénétration si u, <0

pivot roulem®

Dans le cas de non-contact, ces vitesses conservent un sens

> -> -t

u; représente la vitesse d'éloignement si wu, . n. >0

> >t
le rapprochement si u; . n. <0

w, représente une vitesse d'orientation mutuelle.
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Dans le repére (M ,IJ+) associé en contact (ij) , les composantes dans

- -

ij
>

[J7 de u; et wy sont par définition

Toosud L
SRR C B R e

ij - ij

La cinématique du contact impose :

Un champ de vitesses (u.

; s« ) C.A. respecte les contraintes géome-

)
triques imposées par les conditions aux limites qui sont celles du contact.
Les contraintes géométriques peuvent étre rassemblées sous forme d'une fonc-

- >
tionnelle pour laquelle Tle champ (uij sw; ) C.A. vérifie :

> ->

- ,E) <0

’wiJ

ijr i)
ol E représente un ensemble de paramétres d'écrouissage relatif & 1'état
actuel des surfaces de contact.
Ainsi pour un contact ponctuel, la seule condition requise tant que 1'in-

tégrité des surfacesest conservée, est celle de la non-interpénétration des

surfaces qui se traduit par :

La régle d'écoulement propose un choix de vitesses pour un état de charge-
ments donné, lorsque ce dernier franchit le seuil de stabilité défini par le
critére de liaison L, . Les champs de vitesses répondant & la régle d'écou-
lement sont appelées champs de vitesses licites (ou plastiquement admissibles).
Les déplacements de contact ne sont pas envisagés dans le cadre général de
1'@lasto-visco-plasticité mais uniquement de la plasticité.

Dans ce qui suit, on note sans ambiguité, par u” et « , les vitesses de
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translation et de rotation d'un grain par rapport d 1'autre, au niveau de leur
contact.

Leurs composantes sur n et t (vecteur unitaire du plan tangent au
contact) sont respectivement :

Pour u” : u" et ut
{ w wn et wt .

Comme dans le paragraphe précédent (1 132.b), nous admettons que le con-
tact est quasi-ponctuel, ce qui annule les effets cinématiques secondaires
parasites (dilatance, déviance, bascuiement, etc..). Cette hypothése, qui im-
plique par conséquent un couplage des effets dynamiques et cinématiques, res-

treint pourtant 1'étude des milieux granulaires & ceux dont les grains sont

de forme globalement convexe.

> (1)
Jilatance et basculement

sous 1'etfet des efforts
de liaison

3(J)

La vitesse de translation u~ (écartement, enfoncement, glissement) ré-
sulte selon 1'hypothése de couplage des effets dynamiques et cinématiques
de la seule force de liaison f~

N L(f) <0
Stabilité u =0 si, { N
avec (3r/3f ).8f <0

o
=
=~
—
-t
S
]
o

avec ('c3L/af-'+).ch—H =0 .

]
o

Instabilité u” # 0 si , L(f7)
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La dissipation plastique a pour origine Te frottement entre les 2 solides.

IT s*agit de la puissance (positive) des forces de liaison.

- P = f .u

int

c.l - Dilatance et déviance

Le choix de u  en cas d'instabilité peut découler de 2 principes rela-
tifs & la dilatance et & la déviance.

Dilatance

Le glissement dans le plan tangent au contact, suppose un écartement préa-
lable des surfaces. Ce principe a été évoqué antérieurement & propos des glis-
sements sur les facettes des aspérités (Rowe). Mais la dilatance doit-elle se
caractériser par un angle définissant la direction initiale du vecteur vitesse
u” par rapport au plan tangent ou par la mesure de 1'écartement réel des sur-
faces en glissement vis-a-vis de 1'écartement initial ? En d'autres termes,
la dilatance est-elle la conséquence de 1'inclinaison des aspérités ou de le

leur hauteur ?

—
//A\? //‘\_\
~ Jilatance
Angie a'inclinaison des
facettes et écartement
des surtaces
\‘:‘s_,‘\ PR f"’r",;

PDilaotance par roulement
des éléments microscopiques

La dilatance est un phénoméne fugitif qui n'apparait qu'a 1'origine du
glissement des surfaces, i1 est donc nécessaire de prévoir une variation de

. . - . .
1'orientation du vecteur u au cours d'un chargement, donc 1'intervention
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d'un paramétre d'écrouissage. Cet aspect sera abordé sommairement dans 1'étude
des modéles dilatants.
Lorsque 1a dilatance sera considérée un phénoméne négligeable, ou inexis-

oy . —>
tant, on aura la condition sur u

<o (compression) u <0 .

Si, de plus il n'y a pas interpénétration des surfaces (concassage),

u" est tel que : TR

donc , u" =0
1> 0 (traction) u" > 0 (possibilité d'écartement).
Déviance

La vitesse u  n'est pas située dans le pian formé par f et n . Ence
gui concerne le glissement (fa franchit le seuil de décollement), 1'isotropie
plane de rugosité interdit une déviance de la vitesse u~ selon une direction
autre que celle de 1'effort tangentiel de f7 . Mais ce principe vrai en général
pour le critére de décollement, ne 1'est plus pour le critére de concassage car
c'est la pente de la surface de fracture qui impose la direction du déplacement.
L'hypothése de non-déviance minimise la puissance dissipée plastiquement par

Tes contraintes d'interface.



Hypothese de non-aéviance pour le
critere de décollement

=_

M L
plan E _
//:crm ent \\ a(i)

b oaf

—

A
M

—~

Déviance imposée par la pente de

L///j:::::; a (U la surface de fracture
//J/
=

\ surfoce de fracture

La condition de non-déviance implique que :

>t

(f_> A u+).n =0

produit mixte
c.2 - Modéles non-dilatants (déviance exclue pour D)

Ces modéles sont caractérisés par u" =0 pour 1 <0 (compression),
tant que c(f+) <0 (o ¢ est le critére de concassage).
Modéle associé au frottement de Coulomb

>

LF7) = inf L(|FY + ¢g o, ), C(F7)}

Pour C(f7) <0 et f' <o,
- « .
u est colinéaire au vec-

teur unitaire de 1'effort

tangentiel et

£ = £ - '

17 - fn7

m
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N - N . f+ - fn n-—> . . L.
Soit u = A[f7|.t7 =2 - : 7 (X scalaire positif) .
f 2
(1- )7)
7]
Conséquence pour la puissance dissipée plastiquement
-P, = 707 = sin ¢, |1°+|2 (pour le critére de décollement)

Modéle associé au frottement par cohésion

. t -> >
L(f7) = tnf ((|F°]- ), 7(£)), o(F)} .
p(t7)
Pour la partie du critére pour laguelle L(f7) = lft} - ¢, 11 y a normalité

du vecteur vitesse u~ avec la surface définie par [

u = AL/ ) e = Ao tT (A >0) .
Conséquence pour la dissipation plastique dans ce cas :
-B, =Arc
f e
g domaine d’ adhérence
bttt ot
1 = N \\"///;3 (=0

\

- K—¢-Fn (compression )

!
/
/

S 3

critére de type von Mises

(traction)

zone de cohésion

1-7(f) = f"
2 -7(f) = |f)] -¢ pour 1 >0
(possibilité de normalité de W ., d'ol -p = )\e)

3-T(f+)=|f++cn+|-c pour fMye>0.
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Modéle associé au frottement mixte

>

LF) = np (151w €M), (18] - 2)ue(F))

f e domaine d'adhérence
c ! 1 T/ 1({
\/e(F):O
\
\
5 7. V. .. "
0 ¥y Ii:i
/
- /
f pd
- I A B
critere type critere type

Coulomb

von Mises

L' hypothése de normalité associée au critére de Coulomb pour 1'inter-
face, ne peut &tre retenue ; elle conduit & une majoration excessive de la
stabilité au glissement (Driiker).

La normalité impose :

u” X(aL/af*).]fn], avec L(f+) = |ft| + ufn

]

AT (E +un”)

{1

La dissipation plastique n'a alors aucune signification

™ = 0)

c.3 - Modéles d'interfaces dilatants

Ces modéles ne sont concevables que sous la condition d'écrouissage. Hors
1'hypothése de normalité de u” , les propositions de modéles reposent sur la
notion de dilatance apparente ou son équivalent : angle de frottement poli

et angle de frottement rugueux. (L'angle de dilatance apparente est la dif-
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1

férence entre les deux angles). Cette notion résulte d'une interprétation
physique du rdle des aspérités dans la dilatance. Les aspérités de lére gran-
deur sont supposées étre 1a cause de la dilatance apparente, tandis que pour une
surface polie (pas d'aspérités de lére grandeur, mais des micro-aspérités

ddes & la nature granuleuse du matériau) , la dilatance apparente est suppo-
sée nulle (cf. § 1 132 - c.1).

Dans un premier temps, on considére les interfaces "plans",

10_! - critére  type Coulomb D (&)= 0
3 u

>

_ o (compression)

On constate expérimentalement pour Tes interfaces plans, que 1'angle
de dilatance est inférieur a& 1'angle de frottement. Les considérations énoncées
ci-dessus conduisent aux relations suivantes :

L'amplitude de 1'angle de dilatance apparente

ooy ¢__ est 1'amplitude de 1'angle de frottement des surfaces

rugueuses

D7) = ot + tg ¢ "

max

¢, est 1'amplitude de 1'angle de frottement des surfaces

polies (dilatance apparente nulle).
Dans le cas original du critére de Coulomb sans cohésion initiale

U = Ao | (cos 9, t” + sin Qﬂn+) , avec D'(¢7) =0
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d'ol ia dissipation plastique :

> >t ° . > 2
-P =0’ .U =X.8n(d,, -9,) |0 |

(La dilatance réelle se fait selon 1'angle d'amplitude ¢, tandis
que la dilatance apparente selon ¢, )

Revenant au critére de glissement avec état critique du § 1 122 ¢ 1

précédent :

état_critiqu -

ot /4_71_ o

3 critére actuel

L7y el

< D(F)=0
Y
v régle
<</ d’ écoulement
Y . _on
0

L'angle de diiatance apparente correspondant a o tel que D'(0+) =0,

o > > T : )
avec o ,n | > ¢, , est donné par

ol ¢, est T'amplitude de 1'angle correspondant & 1'état critique
(surfaces polies) qui peut également &tre considéré comme 1'angle
de frottement dynamique, puisque dans le cas de glissement per-

sistant, ¢ est le vecteur contrainte i 1'état critique.

¢(a+) est 1'amplitude de 1'angle actuel des facettes cisaillées ;

> N t
d(o ) est tel que : tg ¢(¢ ) = - \0n|
° t
d'od ¢d(°+) . - irety (Ion|) -4,
(72

On en déduit pour la vitesse de g]fssement

W= Ao |(cos o, £+ sin o, n))
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et, en portant 1'expression de ¢, ,

Msin ¢, 07 + cos ¢ (£An)A o7)

(sachant que : 07 =0 p” s Ot.t+)

et la puissance dissipée plastiquement :

t N .
- P = U =Xeing o

S5 2
int |

En ce qui concerne la régle d'écoulement pour o7 tel que D'(¢7) =0
> >
avec |o",n"] <4, , ou encore
t n
lo 7| +tg o, 0 <0

il y a écrasement des aspérités (stabilité).

On peut adopter une loi d'écoulement telle que U soit normal & la
courbe définie par le critére actuel (interface standard = hypothése de norma-
1ité)

W= A (50" /96 ) 0"

Mais étant donné qu'il y a stabilité du mouvement A 0, et la puissance
dissipée plastiquement

- P
“int ~ 0

La régle d'écoulement applicable au contact ponctuel pourra &tre de méme,
dans le cas de glissement ([ftl + tg o, £ £ 0)
sk cos b (kg o, £ - fNtT+ FlnT)

>, 2

et la dissipation -P = ) sin 6, |f |

L.
int

La vitesse de rotation wﬁ'(pivotement, roulement) résulte selon 1'hypo-
thése de couplage du couple de liaison Y

o > Llr ) <0
StabiTlité w =0 si N ot
0 avec (d3r/3y ).&r <0

o
<
t

<

~
n

>t

Instabilite « #0 si L) =0 avec (3L/37 ).&v >0
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La dissipation plastique a pour origine le frottement entre les 2 solides

> >t
- P =7 W

int

La régle d'écoulement est associée aux conditions de non-dilatance et
P . - . - -

non-déviance, soit «  proportionnel & v .
On en déduit la puissance dissipée plastiquement au cours du mouvement

(effets de roulement négligés)

@ - Conclusion

Si 1'on retient une régle d'écoulement, avec 1'hypothése de couplage, la
dissipation

2

. 2 .
- P, = Xsin ¢ F717 + X' sin o, ¥"

int

o0 A et A' sont des scalaires positifs.

1.124 - CONCLUSION

L'objet de cette étude a été, partant des phénoménes physiques microsco-
piques du contact, de préciser le comportement macroscopique des surfaces de
matériaux rigides-fragiles. Un tel comportement est rencontré essentiellement
dans les assemblages de particules solides tels que les milieux pulvérulents
ou a plus grande échelle, dans les milieux fissurés.

A partir d'un travail de synthése, nous avons pu proposer une loi de com-
portement d'interface basée sur un mécanisme microscopique de rupture des aspé-
rités. Elle s'appuie, sur un comportement microscopique du type rigide-fragile
(d'o0 Ta Timitation & des applications géotechniques) et sur des essais prati-

qués sur des sables sans cohésion. On peut noter que ce modéle est susceptible
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d'appiications pour le comportement volumique de tels matériaux, puisque,

d bien des égards, il est semblable aux modéies & état critique proposés par
1'Ecole de Cambridge.

En plus de cette étude, nous avons tenté de clarifier le concept de cri-
tére de liaison intergranulaire, qui intégre non-seulement le critére d'inter-

face mais également le critére de concassage.
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1.2 - PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE

1.21 - RAPPELS DES PRINCIPES GENERAUX DE LA CINEMATIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE

1.210 - INTRODUCTION (Hypothéses - Bases mathématiques)

On place cette étude dans le cadre de la géométrie & métrique euclidienne.
Nous supposerons acquis les résultats relatifs a la cinématique classique d'un
systéme de corps rigides. Nous nous contenterons donc, dans ce chapitre, du
rappel des développements et résultats principaux nécessaires pour la mise en

oeuvre des paramétres cinématiques (cf. § 2 11).

1 211 - POSITION ET VITESSE CANONIQUES

La position d'un grain rigide (i) - ou encore la position du repére local
(G;,I+) - par rapport au repére de référence (Go,o+) est déterminée par les
6 composantes de Lagrange ou encore par 2 grandeurs vectorielles.

(Compte tenu de Ta dualité existante entre le grain (i) et le repére Tocal
(Gi,I+) qui Tui est associé, i1 sera une fois pour toutes admis que T1a nota-
tion (i) désignera indistinctement le grain ou le repére canonique).

Les deux vecteurs définissant la position de (i) sont les vecteurs trans-

Tation et rotation.

a.l - Vecteur translation cT (position du centre d'inertie de (i)). Du fait
de la nature de 1'espace vectoriel, en bipoints

(GooM) =(Go,G;) + (Gi,M)
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c'est-a-dire vectoriellement
Xo(M) = ¢, + X, (M)

- . - -> >
(o, par convention, dans la base O seulement c, ~ ¢, avec,

a.2 - Vecteur rotation 9? (orientation du grain (i))

L'angle 0? est un vecteur axial de rotation ou pseudo-vecteur définis-

sant la rotation du repére local (i) par rapport & (0) (par convention dans

->

la base 0  seulement 07 ~ 6.,

- -

0, = arg(I+No argument de la base I relativement 3 07)

On rappelle que 1a norme de q+ : 6, est la mesure de 1'amplitude de la

rotation 6 = {3?}
6+
. le vecteur axial unitaire é— est le vecteur normal au plan de 1a ro-
tation

La base locale I se déduit de la base de référence O par 1a relation

ol IO est 1'opérateur orthogonal de changement de base
6, est la matrice antisymétrique associée & 87 dans la base 0 (ou

dans la base I~ , puisque ¢+ est vecteur propre de 1'orthogonal).

a.3 - Changement de référentiel

Les 2 notions principales de repérage se généralisent, pour définir la

position et 1'orientation d'un grain quelconque (i) par rapport & un autre

grain (j).
X (M) = ¢, + X (M)
K
> > Jd ekj -€ -
avec, X[ (M) =x;.d° =x/. e . K
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(o0 6, est la ligne des composantes du vecteur axial 9. dans la base K ,

kj
et € la représentation du tenseur d'antisymétrisation du 3éme ordre, 2 fois

covariant et 1 fois contravariant).

a.4 - Relations Tliant les paramétres de positicn

Pour 1a translation;:

c:' = 61 + c;T et en particulier, pour le repére de référence,
;T='CT+C—,:> (C;T*'Cj?:)
Par 1a rotation:
> > -+ . . N s
g 6, © GH et en particulier, pour le repére de référence,
6, =-6 ® 0 (67 + 67 =)

(ot Ta notation "@" désigne 1'addition polaire de 2 vecteurs axijaux tandis
que "+" désigne 1'addition cartésienne ou directe de 2 vecteurs).
Cette derniére notation correspond au produit transitif mais non commutatif

de 2 rotations vectorielles dans un espace 3 3 dimensions.

Tout d'abord, on définit la vitesse ponctuelle d'un point (M ) de 1'espace

relativement & un repére (G°,0+) supposé fixe, par le vecteur vitesse : XJO(M)
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b.1 - Vitesse d'un grain (i) dans (G,,07)

> g .. ., . .
Aux deux grandeurs c. et 6  définissant la position de (i) , on associe

les vecteurs vitesses Vv, et «, , obtenus par dérivation temporelle de c;

et 0 relativement 4 (G,,07) supposé fixe.

(par convention, dans le repére de référence seulement:

- - - -
v, vy, et w o~ wy)
- - _@_ O_ ->
{ VOI - Cm ét (COI ) O
- s I 0 >
[ W, = Hoi = _5? (00| ) 0
On rappelle que
. . eoi
I_> = 606 e O_*
Wy IO

(ob w,; est la matrice antisymétrique associée au vecteur instantané de ro-

tation w: dans la base de référence 0O )

b.2 - Changement de référentiel

Comme précédemment, ces 2 notions motionnelles se généralisent dans des
repéres locaux quelconques, pour exprimer la vitesse absolue d'un grain (i),

en fonction des vitesses relatives et d'entrainement

o = O

La notation matricielle équivalente dans la base 0" est alors :

. . . -> > . .
On introduit les vecteurs vitesses v; et @;; qui sont respectivement

la translation et la rotation instantanées du grain (i) par rapport & (J)
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supposé fixe, on en déduit :

. > -> ->\ - ¢ >
Xil =V Fwp A X+ XWJ

b.3 - Relations liant les paramétres de vitesses

Pour 1a vitesse de translation:

- - > > -

Vi =V, TV tog A et en particulier, pour le repére de
référence,
- - > - -~ - > -
T A S e C AW oy (Vi + Vi =y Acy)

Pour la rotation instantanée:

-> e d -> . . -
J Wi =Wt Wy et en particulier, pour le repére de
référence,
l > - -> > - _
Wy T - W tow (wﬁ + Wy = )

(Pour des petits angles, 1'addition polaire est équivalente & une addition

directe de 2 vecteurs. Transformation linéaire tangente)

1 212 - POSITION ET VITESSE ASSOCIEES A UN CONTACT

Un contact entre 2 grains (i) et (Jj) s'opére par 1'intermédaire d'une
zone commune & Teur contour 3(i) et 3(j) . Cette zone, en général une surface
- en réalité une multitude de points répartis sur une surface - dans le cas
de grains déformables ou & facettes ou non strictement convexes, peut en re-
vanche, étre considérée comme ponctuelle dans le cas de grains rigides stric-
tement convexes.

Les conditions de contact statique ou gquasi-statique entre 2 grains ri-

gides, strictement convexes seront définies comme suijt :
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Deux grains (i) et (j) sont en con-
tact si la distance qui les sépare
est nulle : 2 conditions sont re-

quises pour cela.

plan tangent
commun

IT existe au moins un point
(M, ) appartenant au contour du grain
(i) et en contact du grain (j).

Ce point est unique ou les sur-

faces de contour sont tangentes en

(M5 ) = (1) n 3(d)

Le probléme du repérage d'un contact de 2 grains, est théoriquement ré-
soluble par le calcul analytique, et il posséde une solution unique dans le
cas de surfaces de contour réguliérement convexes, toutefois, la solution
n'est pas exprimable explicitement, dés que les fonctions de contour &

1

et G

; sont des fonctions analytiques d'un degré supérieur & 4 .

a.l - Distance d'un grain & un autre
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La distance Idd+] peut s'exprimer comme le minimum de la norme d'un vec-
teur joignant deux points (M,) et (M;) dont 1'un appartient au contour de

(1), 1'autre a celui de (J) .

Les points (Mi)et(N“) des contours respectifs, pour lesquels la quantité

|x+(Mj) - x(M.)| est minimale, sont dits "points associés" et sont notés

respectivement (M, ) et (M; ) .
On note
> > > ->
by = X (M” ) et b,y =X (M“ )
Le vecteur "distance" : dd+ = b£+ - bd+
est alors tel que :
d+=|d—>l.n—>=_ |d—>|.n—>

ji ji
(c'est donc un vecteur pour lequel il y a colinéarité des vecteurs normaux

aux surfaces).

a.2 - Conditions de contact statique

Le contact entre les 2 grains (i) et (Jj) est réalisé lorsque la distance
qui les sépare est nulle. I1 en résulte deux conditions implicites liant les

vecteurs positions et normaux aux points associés.

p
+
>
I}

La premiére condition traduit 1'existence d'un contact, la seconde son
unicité, c'est-a-dire la tangence des surfaces de contour des grains en

(M) =(M;;) = 3(1) N 3(J) -

I1 est possible de noter matriciellement ces relations, dans la base de

référence, par exempie
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et, (aGi/ax}) . e 4 (aqj/axf) . e =

(La quantité aGi/ax} représente la ligne des composantes du gradient de ¢

exprimé dans les coordonnées locales).

Lorsque les grains sont sphérigues, le probléme peut étre résolu analyti-
quement assez simplement :
Sachant que pour G, , on a :

G.(XI

X)) =y X - 1 =0
(o0 n. représente la courbure constante du grain (i))

il vient : n. =n

> 1 1 1 -
;o= (l-—=x (=+=)) ¢
3 -> . i
|Cu | i ]
avec, b = + 1 if
i i - J
n|lcul
La condition de contact statique obtenue en faisant ]d£+| = 0 implique :
-
I | =

=1 1
n,

a.3 - Position relative des repéres associés a un contact

I1 cuavient au préalable de définir les positions relatives des bases

principales tangentes en (Mij ) et (M., ) ; Ta position relative des bases asso-

Ji

ciées s'en déduira instantanément.
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indicatrices de \

DUPIN relatives
a ) et alj)

Positions relatives des indicatrices de Nt
DUPIN

On passe de la base principale tangente associée & 93(i) 4& la base prin-
cipale tangente associée a4 9(j) par une rotation d'angle vectoriel 7 ou
r est un vecteur unitaire du plan tangent. La relation de changement de base

est par conséquent :

- - -
n \ n
T
t—> =g ) t—>
nf\t+,“ n*At+‘

i] ji

(La matrice e =1+ 272 représente un opérateur orthogonal idempotent ;

. . _ . .- ~ - . .
T est la matrice antisymétrique associée & r , dans une des bases princi-
pales tangentes).
_> -
Le vecteur solution est de la forme :

- -

t. + ¢t

- i ji

- ->

ot
Si T'on désigne par 2% la mesure de 1'angle que font les 2 premiers vec-

teurs des bases tangentes.
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on sait d'autre part décomposer la rotation vectorielle en produit de 2 rota-
tions, d'ou :

- - > > -

- -
® (tij St)i) = (tijstji )@ Ty

Ainsi, on passe de la base directe 107 a la base directe JI” par

. . . o ->
une rotation dont la mesure angulaire est m et le vecteur axial unitaire r

b - Yitesse d'un contact

Au cours du mouvement simultané de 2 grains (i) et (J) astreints a rester
en contact,la cinématique du contact (ij) est fonction des variables de Lagrange
associées a chacun des grains.

De plus, la condition de conservation du contact au cours du mouvement,
impose une relation sur les vitesses qui n'est autre que la relation dérivée
de Ta fonction implicite liant CJ> et QT par 1'intermédiaire des fonctions

de surfaces G, et G; et de leurs dérivées.

b.1 - Vitesse d'un point mobile sur le contour d'un grain

Dans 1e § 1 211, la vitesse d'un point (M) s'exprime par la relation de

distribution des vitesses

k;@D(M) = vf'+ af A x? + QJT (M)

Si le point (M) est assujetti & rester constamment sur le contour 3(i)
du grain (i),
. d'une part Gi(x¥) =0

* f . kY - » ~
. d'autre part xj* o (infiniment petit du 2éme crdre).

b.2 - Conservation du contact

Les conditions de conservation découlent des conditions premiéres par déri-
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vation temporelle.
lére condition

La condition d'existence d'un point de contact était

d = xo(M, ) - X, (M, ) =

ji
On en déduit par dérivation, relativement a (GO,O+) , la relation éle-
mentaire :

I -> > - > - >
(leJ “Xif ) =V e AXp o= v s wp A X

2éme condition

La condition exprimant 1'unicité du contact entre les grains (i) et (J)

ou Ta tangence de leurs surfaces de contour était la suivante :

Par dérivation relativement 3 (GO,O*)

- - >

> > .
+(')1Anij + n. + w; An., =

=
ij jl'J ] ji

nlji|

En utilisant les résultats du § 1 113 a ,

. . - >t >
(nijil = (nsii - n . ii’ + anll (Xiil 'tij ) 'tii )

la relation vectorielie devient, en fonction de X et x

- © - > -

- r]dij ) xi’l + (n - ndji ) X - W ANy

(n J‘J '] ']

s ij s i

> >t -> -> >t

+ 20, (kw, ) -ty 2ngg (iw, i)

Py
1]

Cette condition est fonction des vitesses de glissement et roulement ;

elle est indépendante de la vitesse de pivotement (°ﬂ?-”u ) .ong
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/. Vecteurs-vitesse au
/ direction du

foYlissement point de contact (M, )

cas de sphéres en contact

(g =71y =0)

o« .
Ngij X+ Ny Xy =@y A ng

Evolution du ler vecteur principal tangent :

. > .« > >t >

ti o~ (g g ) (G Lt ) Ny

Cas particulier du probléme plan (n, = ng)
On retrouve la loi classique d'Euler-Dupin

. > . > - >
Mii X N X =@ A

b.3 - Vitesses associées 3§ un contact

De méme que pour un grain (i), 2 vecteurs vitesses ont été définis

(v? et w?) » pour le contact (ij)

~—

u.  est la vitesse différentielle de translation des 2 grains . @

i ; est
i



la différence des rotations instantanées

( -> ->

. .« =
us; Xip T X
~ > -
{ Wi =@

i

b.4 - Paramétres relatifs & la trajectoire du point de contact

Les éléments permettant de définir 1'aliure de la trajectoire au point de
contact (Mij ) peuvent Etre briévement mentionnés ; On prend alors en compte
les infiniments petits du 2&me ordre et du 3éme ordre, soit :

- 1'angle de courbure normale (angle de mesure V)

- 1'angle de courbure géodésique

- 1'angle de torsion géodésique.

plan osculateur g la frajectoire

2()
/—
S \
Angles de trajectoire
(M)
(1) courbure normale
(2) courbure géodésique
na T (3) torsion géodésique

trajectoire  du contact

1.22 - RAPPELS DES PRINCIPES GENERAUX DE LA DYNAMIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE

1.220 - INTRODUCTION

Ce paragraphe constitue un rappel des équations d'équilibre bien connues
du solide. La démarche est analogue a celle du paragraphe précédent de maniére

a faireressortirla dualité des espaces des torseurs et des distributions.

131
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1.221 - EQUILIBRE STATIQUE DES EFFORTS

a - Torseur des efforts

On classe comme efforts extérieurs ceux dis & 1'action d'un champ quelconque

extérieur au grain (i). Par exemple le champ de gravité. Ceux-ci sont réductibles
-> ->

a un torseur noté (g' ,u') appliqué au centre d'inertie (G, )

>
{ g' est la résultante des forces

>
' est le moment résultant appliqué en (G, ).

On rappelle que 1a valeur du torseur ne dépend pas de la base (notation
vectorielle) mais dépend de la position du point d'application. Ainsi, le tor-

seur des efforts extérieurs de (i) en un point quelconque (M) est obtenu a

> o>

partir de (g',ux') par la relation :
(97,u7)h= (g w7+ gl AX7) oi x7= (G M)
M)
I1 existe une algébre appropriée aux torseurs (et aux distributeurs) qui
permet de leur donner une représentation intrinséque, c'est-d-dire indépen-
dante du repére choisi (Farouk Hably). De méme, il est possible de représenter

un torseur de la maniére suivante \

(g',u') =g +ew

> > - -
I

ou ¢ représente 1'équivalent de 1'imaginaire des nb. complexes. Dans une

—)
base, 0 par exemple, les composantes du torseur seront données par :

- -> -t o 0

(g, ). 0 =g +e.ui

-
ol gp et pp représentent respectivement les lignes des composantes de g

-
i

et «' dans la base orthonormée 0 .
Les efforts intérieurs résultant d'actions de contact du grain (i) avec
ses voisins (j), (k), (1),... sont &galement représentés par les torseurs de
>

Tiaison @ (f9 ,o9) , (F* ,y& ) , (f' 2" ) ,... dont il a &té fait mention

au § 1 132 .



b ~ Puissance des efforts

On définit la puissance (d un instant ¢) des efforts dans un déplacement,
comme le produit scalaire - ou contracté - du torseur de ces efforts par le

distributeur associé, défini dans le méme repére. On distingue

P, . puissance des efforts extérieurs
n - puissance des efforts intérieurs ou de liaison
La puissance totale : P,, =P, + P,

Dans 1'hypothése quasi-statique, les effets dis aux accélérations sont

nuls ; d'ol 1'expression liant les puissances extérieures et intérieures.

P + P =0

ext int

b.1 - Expression de la puissance des efforts extérieurs.

T ., > > .. .
Pour le torseur (g',u#') et le distributeur (v, ,w;) définissant les vi-

tesses de translation et de rotation en (G,) .

> > - ot .
p = (g',n') . (v, »w;) (sans sommation sur 7))

ext

En reprenant la notation du torseur, et en adoptant pour le distributeur,

une notation équivalente, P, se définit comme la partie réelle du produit.

> - -

) i i >yt
Py = (9" +e.p'). (v +e.w)
>t 2 > >t - >t >t
= gLV, me.plwi + el (uilv - gr.w; )
e —
1
> >t > o>t
=g'.v;, o+ ;

b.2 - Expression de la puissance des efforts intérieurs

>
Pour le torseur (f" ,r") et le distributeur (u;T,agi) définissant
les vitesses de translation et de rotation en (Mij )
T T T . o
Zyo= = (f" " ). (u,; ,9;) (sans sommation sur 7 et j)

-> >t B

>
= - (f" Uty Ley)

(P, , objective).

int
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Les relations d'équilibre intrinséque de chaque grain (i) s'obtiennent

immédiatement par application du principe des puissances virtuelles :

g
g| +fl. -
. s S (1,4 = 1,2,3...n)
pl+7l. +flj /\)(i (MIJ)=

(par convention £ = gfl et v =3l
d

1.222 - EQUILIBRE DES INCREMENTS D'EFFORTS

A un instant ¢ + 8¢ , les torseurs et distributeurs canonigues ont subi
un accroissement. Dans 1'hypothése ol 1'écart de configuration géométrique et

dynamique est petit pendant la péricde &¢ , c'est-a-dire que :

Du point de vue géométrique, les points d'application des efforts de liai-

son se sont déplacés dans le voisinage des points d'application initiaux.

Du point de vue dynamique, les efforts de liaisons actuels différent de
peu, en intensité et en direction des efforts de liaison initiaux.

Alors, i1 est possible d'avoir des relations d'équilibre pour les incréments
d'efforts,par simple dérivation temporelle des relations dynamiques obtenues
précédemment.

On admettra que si un contact est rompu au cours de la période &t , ceci
signifiera que les efforts de liaison initiaux étaient voisins de 0 ; a con-
trario, si un contact est ajouté, les efforts de 1iaison apportés par ce con-

tact supplémentaire seront également voisins de O .



135

- .

Fieyise

Modification de 1'état
dynamique d'un grain

- e
g +1" =
. - > . > - > . > - > -
uho+ oyt = FUOAX (M) - YA X, (Mij ) = A (w A Xi(Mij )) = E
(En général, les efforts canoniques sont constants g_) S )
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CHAPITRE 2

ETAT STATISTIQUE D'UN MILIEU GRANULAIRE
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2.1 - PRESENTATION DU PROBLEME TYPE

2.11 - PARAMETRES d'ETAT D'UN SYSTEME GRANULAIRE

2.110 - INTRODUCTION

L'état ou configuration mécanique d'un systéme constitué de »n grains
est défini par des paramétres dits de configuration mécanique. Ceux-ci sont
de 2 types :

- Les paramé@tres de configuration géométrique ou paramétres cinématiques
- Les paramétres de configuration de chargements ou paramétres dynamigues

Du bon choix de ces paramétres dépend 1'homogénéité et la cohérence
d'une solution analytique.

On rappelle qu'un systéme granulaire (S) est un ensemble constitué
d'éléments fermés (grains), dénombrables dont les caractéristiques géométrigues
et mécaniques sont en principe connues (celles des milieux continus simples).
Ces caractéristiques ont été définies dans le chapitre précédent. L'étude
des systémes granulaires abordée ici se 1imite & des systémes dont les condi-
tions aux limites (contacts extérieurs) sont classiques, & savoir :

- efforts donnés sur tout ou partie de la surface de contour extérieure 3(S)
du systéme (9)

- déplacements imposés sur tout ou partie de 35(9)

2.111 - PARAMETRES CINEMATIGUES

I1s déterminent 1'état géométrique du systéme granulaire ctson évolution.

IT1s sont de 2 types :
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- les paramétres canoniguesqui définissent la position et 1'orientation des
grains d'une part, et leurs vitesses d'autre part.
- les paramétres de contact ou associés qui définissent la position et
1'orientation des contacts d'une part et leur vitesse d'autre part.

I1 est évident que, puisqu'il s'agit de Ta cinématique de corps rigides,
la position d'un contact est définie de facon unique par 1a position des 2 grain
adjacents (dans le cas général de corps déformables cela n'est plus vrai). C'est
pourquoi, pour un systéme granulaire immobile ou en mouvement Q.S., i1 existe
évidemment un ensemble de relations 1iant les paramétres cinématiques canoniques
et associés entre eux -ceci » afin de tenir compte des conditions de contact de
corps rigides (non-interpénétration). Le paramétrage tel qu'il est concu ici

est surabondant.

e e e e Ll R RS Y - e e

Comme nous 1'avons vu, la position ou la vitesse d'un grain par rapport
a un repére de référence est déterminée par les 6 composantes de Lagrange ou
encore par 2 grandeurs vectorielles. I1 semble naturel de prendre des vecteurs
qui sont susceptibles de représenter la translation et la rotation d'un grain.

Ces paramétres ont été choisis de la maniére suivante :

a.l - En ce qui concerne les paramétres de position (positionnels)

-~ -

ol ¢, et 9;» sont des vecteurs qui définissent respectivement la position
du centre de gravité (G, ) du grain (i) et Ta rotation de la base 1iée au
grain, I7 (axes principaux d'inertie) - relativement au repére de référence

(G, Oﬁ). Pour chaque grain (i) du systéme (7 = 1,2, ... n) , le couple
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-

- - - .
(c, , 0, ) est par conséquent, le paramétrage canonique de position. Pour un

ensemble constitué de » grains, le nombre total de paramétres de (5) est

de 6 n.

le] s
L 1‘2] !
- L:—'r‘ - 1 . !
On pose : C = e © = g7
<
‘ 5
doa,  (q) = (C7, @)

a.2 - En ce qui concerne les paramétres de vitesse (motionnels)

ou v, et uf sont des vecteurs représentant respectivement les vitesses de

translation et de rotation du grain (i) ou de (G , 14) relativement au

-

repére de référence (G,, 0)
Pour chaque grain (i) du systéme (< =1, 2, ... n) , le couple (VT, wT)

est le paramétrage canonique de mouvement, i1 s'agit d'un distributeur. Pour

un ensemble constitué de = grains, le nombre total de paramétres de (d) est

toujours de 6 n .

vl) Py
N :
N i | >
On pose, V = LV Q = W
' ! s
= s
v G
i
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b - Les paramétres associés ou de contact

D'une fagon analogue, la position et la vitesse d'un contact seront daéfinis
nar des vecteurs représentant la cinématique du point de contact et du plan
tangent commun aux grains adjacents. Par ailleurs, les orientations polaires
des indicatrices de Dupin et leurs évolutions fournissent un complément d'inforn

tion sur 1'état des é&léments de courbureay contact.
b.l En ce qui concerne les paramétres de position

- S -

(@) =4b; . n. L t. ¥ (£.5=1,2...n)

Y \J \J
ol b: est le vecteur définissant la position du point de contact (M ) des
i

grains (i) et (J) , relativement au repére de référence. Lorsque 2 grains

g - . L
ne sont pas en contact, les vecteurs b, et b, ont une autre significa-

tion ; ils définissent par convention, la position des points associés

(M, ) et (M ).
n,  le vecteur normal & 3(i) en M,
t7 le premier vecteur de la base principale tangente associée & 3(1)

4
en (MU ) (le deuxiéme vecteur s'en déduit irmédiatement). C'est le para-

métre plus particuliérement attaché a 1'orientation des &léments de courbures.

Jn pose

-

La matrice D7 = B - B”' définit les vecteurs "distance" des grains entre
eux, ses termes nuls correspondent aux contacts 3 D~ peut &tre considérée

comme une matrice caract@risant la densité des contacts.



-

D" et N sont antisymétriques D

>t -
-t

(
|
1

=
1]
]

=

La matrice T  est telle que :
ti_j A tJI = i t

(Par convention b? = ., N, = ., t, = . )

d'oti, (q) = (B” , N, T

lation et de rotation des grains (i) et (J)

On pose :
' AN
‘ N
N ‘ ~ u - " h ~5
- : N @,
U - é J ~ ! J
‘j e i £ = { \\~
ATy 0 : oy N
i >
i

d'oti, (g) = (U700

Les matrices U~ et & sont antisymétrigues.

Le nombre total des paramétres de (E) ou de (a) est de 6;72.

2.112 PARAMETRES DYNAMIQUES

I1s déterminent 1'état de chargement du systéme granulaire. Ceux-ci

u, et w. définissent respectivement la différence des vitesses de trans-

sont de

143
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2 types :
- les paramétres extérieurs qui définissent les chargements intrinséques
auxquels sont soumis les grains, on peut citer, par exemple, comme charge-
ments entrant dans cette catégorie : les forces et couples appliqués direc-
tement sur le contour des grains (action d'une paroi ,...), les forces
volumiques et en particulier le poids propre des grains.
- lTes paramétres intérieurs qui définissent 1'état des efforts intergranu-
Taires. IT s'agit d'efforts de liaisons internes. On rappelle que dans ce
répertoire de ce type d'efforts,ne sont envisagés que des efforts de
contact et non pas des efforts dis a des interactions a distance (répul-
sionsou attractions).

Puisqu'il s'agit ici de systémes en mouvement quasi-statique, i1 existe

naturellement un ensemble de relatiors liant ces différents paramétres.

Les efforts extérieurs de toutes natures sont réductibles pour le corps

rigide qu’ est le grain,a un torseur. Celui-ci est défini, par convention,

au centre d'inertie de chaque grain.

a.l En ce qui concerne les paramétres actuels

o g7 est la résultante générale des forces extérieures auxquelles est
soumis le grain (1)

et u7  est le vecteur axial,moment résultant des forces extérieures et
des couples auxquels est soumis le grain (i). Pour chaque grain (i) du sys-
t2me, le couple (g7 ;17 ) est par conséquent, le paramétrage extérieur

actuel. I1 s'agit d'un torseur. Pour un ensemble constitué de » grains,



Te nombre total de paramétresde (Q) est donc de 6 n . ( n torseurs)

E
On pose, G = g M- i
!g? ‘“? ;
d'od (Q) = (67, M)

a.2 En ce qui concerne les paramétres incrémentaux
Q) = (37, 67 (4 = 1,2,...n)

. - -_—},\ . .
ol g' St et u' 6t sont les vecteurs représentant respectivement les
accroissements de la résultante générale et du moment résultant au cours
de la période sz .

IT s'agit d'accroissements Tinéaires

Dans le cas présent, compte tenu de la définition des surfaces de
contour, les contacts sont ponctuels, par conséquent le torseur de liaison

sera naturellement défini au point de contact.

b.1l En ce qui concerne les paramétres actuels

~

(Q)

STENETI! (i, 7= 1,2,...7)

it

o fi et vui sont les vecteurs force et couple de liaison du grain (i)

avec le grain (J), appliqués au point de contact (M ). Pour chaque contact

145
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On

(ij), Te couple (f7 , v7 ) est le paramétrage intérieur actuel. Pour un
ensemble constitué de =~ grains, le nombre total de termes non nuls varie

avec le nombre de contacts effectifs. On pose, par convention :

f7 =4 = _, et puisqu'il n'éxiste pas d'actions & distance,
si dj # alors { fT = - f7 = .
e
[ vT = - yT o=
P £ ; Lo Y7
i ‘\\ i J R
- !
pose, F = 1 \\\ | F+ = ; \\\‘
Y 0 ) Loy5 0
. ‘ ' N
| |

-> -

ainsi, (5) =(F,T")
L'équilibre de chaque contact impose 1'antisymétrie des matrices

- -t >

F” et I', soit F ' =-F et I’ =-T

0.2 En ce qui concerne les paramétres incrementaux :

@ = (F5 , 55 (Z,§ = 1,2 ... n)

=

On définira de méme fV St et i §t comme Jes accroissements des

forces et des couples de liaison, pendant la période 3¢.
d'od (@) = (FF)

- = > * = . . . .
Comme précédemment, F et I sont des matrices antisymétriques. Les
accroissements sont linéaires.

Pour un ensemble constitué de »n grains, le nombre total de paramétres

2 , 2

de liaison, actuels ou incrémentaux, est de 6 »n~ (n~ torseurs).
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2.113 RECAPITULATIF DES PARAMETRES DE CONFIGURATION MECANIQUE

positionnels ; motionnels
1
* . (L6 W, W
| ]
| 3z (= 1,2,...n) (2 = 1,2,...n)
. v [
| L o el — -
LS @) | (@)=, )
| : [&] i ’
: o ‘ |
i \Q=J !
=
QQ
4 - ~
QL - > - {u . wi_ }
’_‘::; - {b'J ’nij ’tij } U] J
£ : . : . i
: © 'g (.9 = 1,2,...n) | (2,4 = 1,2,...n)
: f1o] (@) 1 . H
o 0 = > >N ~\ _ oo '
o (q)_(B,N,TWi (q) = (U, Q) |
% i }
@ | |
g |
=y
s .
9 actuels J f incrémentaux
o
& S |
@ | Ca L ! |
% ‘ ig' y M! wl gu s K :
5~ » | |
2 a = (z = 1,2,...n) P (2 =1,2,...n)
i 2 L | v e
- 51 1@ = (7, ) @) = (6.1 |
twn - 1 !
P = i
> (<3} | )
E_ ] i
E i
[1~]
s, : .
- i i
3 | T ol SERETI
(%))
4+ | - :
’g (13) (7”J = 1’2’ ’/Z) (7’”7 - 1923 7’1)
o T N L .
| S f:i (Q) = (F7, T7) P Q)= (F,T)
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2.12 - CHOIX DES DONNEES DU PROBLEME-TYPE

2.121 - ESPACES DE CONFIGURATICN

L'espace de configuration cinématique d'un systéme (S) constitué
de 7 grains astreints a des liaisons est défini par 1'ensemble de toutes 1as
positions et déplacements possibles respectant les conditions de liaison
(non-interpénétration des grains, limites du domaine du systéme).

De méme, 1'espace de configuration dynamique du systéme astreint
d des liaisons est 1'ensemble des valeurs des paramétres de chargements
respectant les conditions de liaison (critére de frottement) et les lois

de la mécanique (équilibre statique)
4\

Un contact ponctuel entre
2 grains constitue 1 cegré
de liaison

L'espace des paramétres ayant été défini au § 2 113 , une solution
mécanique requiert la détermination préalable d'un paramétrage strict,

c'est-a-dire pour lequel, tous les paramétres sont indépendants. I1 est

clair que le paramétrage actuel constitué de (q) , (é) s (a) R (a) et de

-~ ~

Q) » (Q) » (Q) » (Q) est surabondant. Ce sont donc Tes relations déduites

des conditions de liaison et des 1ois de 1a mécanique qui permettront de



rendre ce paramétrage strict.
L' extension en phase est le "volume” de 1'espace des configurations

cinématiques et dynamiques possibles compte tenu du paramétrage strict.

. o e e o e e e s Bl o ———

La dimension de 1'espace de configuration des déplacements, diminuée

du nombre de 1iaisons nun-holonomes, est égale au nombre de degrés de liberté

du systéme granulaire (n grains). Si 3 m représente le nombre de degrés de

Tiaison, c'est-d-dire le nombre de relations scalaires ljant les paramétres

cinématiques, 6 n - 3 m est la dimension de 1'espace (cf § 2 122 a) .

La dimension de 1'espace de configuration dynamique est &gal au nombre

de degrés d'hyperstaticité du systéme granulaire pour une configuration

géométrique donnée. Si 3 m' - 6 n est la dimension de cet espace,

ceci veut dire que 1'on peut trouver 3 m' - 6 n paramétres indépendants
tels que les équations la mécanique (statique ici) soient vérifiées. Il

s'agit bien de 1'hyperstaticité intérieure. (cf § 2 122 b).

Le choix proposé des espaces de paramétres fait apparaitre de maniére
satisfaisante, les dualités cinématiques, dynamiques et mécaniques qui
permettent la recherche d'une solution.

. dualité cinghatique _ -
(a) 5 (9) S () » (a)

\ » - - -
dualite dynamique z@ dualité mécanique

@, (Q  —— @ , Q)

Pour une configuration mécanique donnée, le probléme qui se pose est

celui de la détermination des accroissements inconnus des paramétres

149
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canoniques (de grains) et de tous les
paramétres associés (de contacts), in-

duits par des accroissements donnés de

certains paramétres cinématiques ou
dynamiques canoniques.

Pour ce faire, il est nécessaire de
connaitre 1'état actuel de tous les
paramétres positionnels et de charge-
ment. Considérant donc (état configura-
tif connu) un systéme (S) constitué de
n grains, 1imité par sa frontiére

actuelle 3(5), le répertoire des

données, s'établit comme suit :

Schématisation des conditions
aux limites du probleme-type

- dans (S)
- tous les paramétres cinématiques positionnels (g) et (E)
(configuration géométrique connue)
- tous les paramétres dynamiques actuels (Q) et (5)
(configuration dynamique actuelle connue)
- sur 3(S)
- tous les paramétres mécaniques actuels
, (Qy
- sur 3(s)
On connait les incréments des paramétres dynamiques (efforts de contact

entre le systéme (S) et 1'extérieur

R

@), ={fF 4% (=1, ...m)
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- sur (S )q

On connait 1'accroissement des paramétres cinématiques (contacts

imposés entre les grains du systéme et 1'extérieur selon
~ > ~ )
3(S )yt () = {Uhs »wps + (£ =me. )
Entre 2 instants séparés par la période &t , le systéme (3) &volue entre

les configurations définies par les paramétres

() | (@) +(q) <t
(@) @ + (@ s
! et ,

(@) Q) + (Q) &t
D | @ + @ ¢

I1 va de soi que, seuls sont envisagés les mouvements stables, c'est-a-
dire correspondant & un é&tat de configuration évolutif selon les lois de
la statique (chaque état intermédiaire vérifie les conditions d'équilibre
et les conditions cinématiques). Dans le cas contraire, les mouvements
sont instables, les effets d'inertie ne sont plus & négliger, il n'est plus

possible d'établir une Toi d'écoulement.

2.122 - RELATION LIANT LES PARAMETRES MECANIQUES

Les relations liant les paramétres mécaniques sont une généralisation
a 1'ensemble du systéme (S) des relations obtenues pour un grain unique.

Elles consistent & rendre strict le paramétrage mécanique.

a. Relations_liant_les _paramétres_cinématiques

- - = em R A S A e A - b W o - e e = e = e e ) - -

a.l Compte tenu de 1'existence de surface de contour des grains avec impossi-
bilité de déformation et d'interpénétration de ces surfaces, Ta position

d'un grain vis a vis de ses voisins est limitée voire imposée, et la position
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des points et des plans de contact est connue.
- Condition de "non-déformabilité" des grains

Elle conduit naturellement a 1'indépendance des fonctions scalaire G, ( x 1 )

-

relativement au temps, d la position du grain dans le systéme et aux charge-
ments.

(3g. /3t =0 , 3G, /3G = 0 , 3G /3Q = 0)

Condition de "non-interpénétration" des grains
E1le conduit & la proposition suivante

-

| d

!

| =20 (¥72=1,2,...n)

ol | d: | représente la distance scalaire de 2 grains quelconques (i) et

(J) . Pour la frontiére 3(S ), on a également les conditions analogues
ldy |20  (¥i=1,2,...n)

Mais, ces conditions sur les paramétres positionnels &tant pour la plupart

des inégalités, elles sont peu riches en informations et sont d'un emploi

malaisé. C'est 13 que réside une des difficultés essentielles de Ta ciné-

matique des systémes de grains ; car si le systéme évolue en créant des

contacts nouveaux, ne pas tenir compte de ces conditions revient a ignorer

les contacts supplémentaires.

En ce qui concerne les paramétres motionnels, (& partir d'une configu-
ration géométrique donnée), les informations sont plus précises ; les
calculs effectués au § 1 212 , dans 1'hypothése d'un contact entre (i) et
(j), ont donnés:

- . > . >

- > > -
uij = XJiJ - X;!l = Vi + w, A X? - V:) - w N X

=d - . « > . 1 .
Cc; » C; ont des valeurs connues, ainsi que b,, qui s'exprime
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! en fonction de c? ) c? , 67 6 et des fonctions scalaires

Gi et G

En utilisant les termes de tenseurs de 3éme et 4éme ordre sur un espace

> — > -

de dimension » , pour U, V7, @, C , B

| avec (z, J, k, I =1,2,... n)
|

et , 5} représentant le symbole de Kronecker

i
i

ES

de méme, entre Q et Q

W, =-w, +w s'exprime de la facon suivante
~ > _ K Tk -
wy o= ('5; -3;) w,

Les relations d'évolution de la position du contact sont obtenues a partir

de

Avec les relations précédentes, il est théoriquement possible, dian que

. * > > . . - . - .
fastidieux, de calculer Xip et xp, et ainsi de déterminer 1'évolution

o> .« >

- . . [ .
des paramétres positionnels actuels by , n;, tijo » en fonction de
|

Vi » VY, , w;, et w@; . Ces résultats sont donnés par une configuration

- i - - - b
(c

s Ci 6. s 0. et b. , N , t: )_

géométrique initiale donnée ; i U '

La solution explicite pour des grains sphériques (n, = 0) est donnée par

e
| g R T

4

! o .« -> hed
L Myijp X T Ny Xy =@ ANy
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RS - - -
; = A -
Soit, by =v, +w (b CtJ) + Xy
e
nsfj '
1
= (n g V)
+ sij ! sji J
T.]sij B
- > o oA = Toip o M - -
Mo = M @ TNy T T (vio= vy )

Pour une configuration géométrique donnée, les paramétres de vitesses ciné-

matiquement admissibles sont donnés par

Torsqu'il y a un contact actuel entre (1) et (J)
C'est essentiellement 1a condition de "non-interpénétration" des surfaces
qui impose la T1icité des paramétres motionnels.

Pour ce qui est des paramétres canoniques

> -t - - -> - t
J Vi .on; o+ ((bu -co)A n; )
-~ -t - - — t
]+ v; nj; w; Wby - YA i) =0
‘avec, n.. = - n; )

1)

(Relation déduite de la précédente compte

tenu de la rigidité des grains)

Les conditions de conservation du contact font que les grains sont équivalents,

en lére approximation & des réunions de surfaces ellipsoidales dont les
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sommets sont les points de contacts (M; ).
Pour 1e probléme plan, la surface des grains est équivalente a la réu-
_ nion des cercles osculateurs au niveau des contacts. Ces cercles peuvent

étre sécants ou disjoints mais restent assemblés rigidement.

Grains arrondis

systéme rigide

GMmrour* du grain équialent

Grains anguleux L
(impossibilité de rotation/

plan tangent
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a.2 Degré de liberté du systéme (S5)
Les conditions de déplacement d'un grain (i) sont données par des inéqua-

tions. Les déplacements propres d'un grain sont 1i8s & ceux des grains

>

adjacents puisque les conditions cinématiques sont implicites (uf s, )

ij
En 1'absence de mouvement de Ces grains adjacents, on est ramené & une

>

- . P [ -
série d'inégalitésne portant seulement que sur v. et o,

le polyédre convexe 3(i), circonscrit @ 35(1i),formé par les plans

tangents aux contacts peut-é&tre qualifié de polyédre de stabilité ciné-

matique.

(Les équations des faces du polyédre sont données par les conditions de

normalité : ( x - b; ) - n:' =0

Discussion:

Si le polyédre 3(i), est fermé

alors nécessairement v =
Si i1 existe un solide de révolu-
tion circonscrit au grain par les

contacts alors, dans certdines

conditions, le grain peut tourner
sur lui-méme, autour de 1'axe de révolution. Dans le cas contraire wT =,
La justification mathématique porte sur les 2 conditions de conservation
du contact.
Dans 1e cas od 3(i), est ouvert, Ta vitesse vf peut prendre une
direction comprise dans le cOne délimité par les plans d'équation
-t - >t

-c ) .n; =0 (issus de v, . ng

=0).
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Uegré de liberté en translotion
d'un grain en contact avec des
grains adjacents immobiles

(1) grain bloque

(2) cbne des vitesses possibles

Pour Te systéme (S), on a :
nb. de paramétres vectoriels motionnels canoniques : 2 »n
nb. de conditions vectorielles de liaisons

nb. de conditions de blocage :m(S)

Etant donnée une configuration géométrique pour le systéme (S) on se
propose de déterminer les relations qui existent entre Tes paramétres dyna-
miques (Q) et (5) puis (é) et (5), afin de rendre le paramétrage strict.

La puissance des efforté du systéme (S5) @ 1'instant donné ¢ est
définie comme le produit scalaire des paramétres motionnels de 1'espace

cinématique par les paramétres actuels de 1'espace des chargements
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* ' 3 - .
ainsi , B, = (Q) . (q) puissance des efforts extérieurs
=G L VT e ML O+ (FB LUy +TS Ly}
dans (5) sur 3(9)
= gl Vi_H + FL?- w—rf + { fl’?S . ui;: + yib_g . w‘_;s' }
P, =- (5) (E) puissance des efforts intérieurs
s -zt (FL U7 41707
dans (9)
- -t > ~ot
= (fi Uy YL wy )

La puissance totale du systéme

b.1 Relations Tiant les paramétres dynamiques actuels. En ce qui concerne
1'équilibre global du systéme sous 1'action des efforts extérieurs, le
principe des puissances virtuelles sera appliqué localement, en considérant
un champ de vitesses virtuelles (a) qui rigidifie le systéme (S) dans son

ensemble. Ainsi, le mouvement de (S) est un mouvement de solide.

@) =4 v ,& }avec [V =V +a Ac,

\g) =LV, w0 i T Yo o My
Ay A >
Lwi=w0

Dans ces conditions, la puissance virtuelle des efforts extérieurs

A - Ap t > At - At -~ At
P =g .‘ +oul, W, + (fiss | U,y oy 2

- A A A

ou [EN = Vi + (.4.)-1 A Xl (MiaS )

A A
Wis T Yo




On en déduit

A - At > A o At
Pext =g . Vo + (I‘L - g Ci)'wo
- A - = - - A
+ {.‘:-oS .V:' + (7-65 - f|35 A (Ci + Xi ))'wo'}

La puissance virtuelle des efforts intérieurs est évidemment nulle dans un

mouvement de solide, par conséquent :

. . . A= A=
Ceci, reste vrai quels que soient v et w, 6 , donc
- X
g + {f5} =.
e - gf/\ c? + {y35  + fids A (C?+ Xy )= -

(on a posé g =g et u =zu )

Ces équations traduisent 1'équilibre global du systéme sous 1'action de (Q)

(Matriciellement : zr (G++ FS ) =
et ET(]V]+)-G+/\ C_H + {EI’(F?S) - F'SS A X_;; } = . )

Les efforts de contact formant un systéme nul, en chaque point de contact
(Mi; ), on a:

—

£7 + fi et 1 +4i = . (résultat deja noté)

>t

et F—r+ F—rt - . )

(Matriciellement : F~ + F

b.2 Relations liant les paramétres dynamiques incrémentaux

Dans 1'hypothése ol 1'écart de configuration géométrique est petit (entre
t et ¢t + 5¢), c'est-d-dire que la configuration géométrique actuelle est

voisine de la configuration initiale, ou encore qu'il y ait conservation
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des contacts pendant la période 3¢ , on obtient Tes relations d'équilibre
des paramétres dynamiques incrémentaux, par dérivation des relations

d'équilibre des paramétres dynamiques actuels.

3 (g7 [f 3
7 (9 + 1F5 1)

c'est-d-dire : zr (G + E%)

. >

(Dans Tle cas général, G est nul, puisqu'il s'agit essentiellement des
efforts dis au poids des grains. Cette relation traduit alors 1'équilibre
extérieurs des incréments d'efforts sur 3(5) )

La seconde expression est la somme de 2 termes

3 — - 9 - - e
= (u - QACT)+§?t%“ - f3 AT+ X)) =

. . . . . > Ing > . >
Le premier terme donne sans difficulté : g- - §g'Av, - giAac,
le second terme est une dérivation des efforts sur 3(5).

xT (Mg ) représentant la position du point de contact de (1)

avec 3(3)

IQ)

+
-

Q2

T XT (Mias ) = (JJI_'/\ Xl_r+ ;(,—i'l

Ce probléme se rattache est celui de la
cinématique du contact d'un corps rigide et

d'une surtace déformable 3(3)

Sans définir le mouvement de 5(S), on écrira

c _ .
Xjp  FUpg T X



en faisant intervenir la vitesse de glissement du grain sur la paroi ugs .

On en déduit:

Y > - N - = - - - .« 2 - —-
[y-3S=fdsA (¢ + XT ) F={y-35 —fi3S A (v + w A X+ ui:s+ Xag =TSN (¢, + x )}

Q).Q)
NS

Enfin, en ce qui concerne les paramétres internes, la conservation des

contacts impiique :

e -
fi + fil = . et i+ i =

t

- > . >
et ' + T = .)

(Matriciellement : F  +

b.3 Hyperstaticités du systéme (S)

Sur la partie 3(S), ol les déplacements sont imposés, se développent des
efforts de contact des grains avec la paroi. La résultante de ces efforts,
définie comme une densité surfacique de forces et de couples, constitue

la réponse dynamique extérieure du systéme aux incréments d'efforts imposés
sur a(S)Q et aux vitesses de déplacements imposées sur a(S)q.Les relations

de la statique conduisent aux équations:

3 ]’ 1) > -
- . f35 2. 3 : =
Etjf 6S+StJf s+ tr (G )
3(5], 3(5),
efforts donnés
3 *:, . - -~ . 5 = = - s e -t
%EJ (v3s - f¥ A x7) 85 + z—t J(yas - 3% N x ) ds+tr(M)- G AC - GAV =
3(5), 3(8)q

—"

efforts donnés

Si ces équations sont insuffisantes pour déterminer f25 et ~«oS sur

161
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a@s% , le systéme est dit hyperstatique extérieurement. L'étude de

1'hyperstaticité extérieure constitue a 1'heure actuelle, un probléme

difficile de mécanique, nécessitant 1a connaissance d'une loi de compor-
tement interne. En géotechnique, c'est, par exemple, le probléme du
comportement d'une paroi verticale (mur de soutément ou rideau), et
d'une maniére générale de 1'interaction sol-fondation. Le probléme posé
par le contact de grains avec une paroi déformable reste trés théorique
et ne se pose pas dans les cas courants.

Du point de vue microscopique, les efforts
appliqués par les grains sur la frontiére
équilibrent les efforts surfaciques f3
et 735 . Que la paroi soit, rigide,
déformable ou absente par morceaux, 1es

équations de contact demeurent :

d(5)

On a admis implicitement 1a convexité de chaque grain et 1'unicité du

contact grain-paroi.

L'examen du degré d'hyperstaticité intérieure du systéme se fonde sur les

hypothéses suivantes :
- Le probléme de 1'hyperstaticité extérieure est supposé résolu;on connait
par conséquent f3 et 3  sur le contour.

~

- La configuration géométrique est donnée ; sont donc connus (q) et (q).
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- Les critéres de 1iaison ne sont pas pris en compte, da ce stade. Toutefois,
les couples de contacts y7 sont supposés négligeables dans cette évalua-
tion.

Un ensemble d'efforts intégranulaires est dit "statiquement admissible inté-

rieurement", si, les paramétres de chargement (Q) &tant connus (et vérifiant
les conditions d'équiliore global), les paramétres internes (5) vérifient
également les équations d'équilibre interne.

Si m' (i) est le nombre de contacts du
grain (i) avec ses voisins, le nombre
d'inconnues vectorielles du contact est &
priori de m'. Les équations d'équilibre

intrinséque du grain fournissent 2 relations

vectorielles.

d'ol Te degré d'hyperstaticité de (i) 43(i) =3 x (m' (1) - 2)

Au niveau du systéme (5) si 1'on répertorie les contacts, on a :

{ nb. de contacts intergranulaires -% 'ﬁ m' (1) = m' (3)

<‘ o

L nb. de contacts grains paroi 3(95) m"(35)
Les inconnues affectées & chaque contact

( nb. d'inconnues de contact intergranulaires 2 m' (S)

| (nb. de termes non nuls de F*)

L nb. d'inconnues de contact, grain-paroi 3(S) m"(3S)

Les éguations d'équilibre
nb. de relations d'équilibre intrinséque des grains : 2 n

nb. de relations d'équilibre de contact : m' (5)

(R

P/
|
|
{
t
l nb. de relations d'équilibre du contact, grain-paroi 3(3)
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On en déduit le degré d'hyperstaticité intérieur global
du systéme (3)

dg (8) =3 x (m" (8) +m" (38) -2n-2)

Pour =» suffisamment grand, m"(55) peut étre négligé,
il reste

a3 (8) ~ 3 (m'(3) - 2 n)

]
moy

La quantité m = E-m'(S représente le nb. moyen de contactspar grain
n

Discussion :

N'ayant pas pris en compte, a ce stade, les relations supplémentaires affec-
tant la licité des forces de contact (par exemple, limitation de la compo-
sante tangentielle, troncature en traction, etc ...) il est évident que la

signification de m!

moy

est purement théorique pour un systéme granulaire
réel. En fait, le nombre d'inconnues réelles est inférieur a

Q Ia 3 '
2 (8) =3a (my, - 4)
Le probléme de 1'équilibre d'un corps par le jeu de forces de compression,
constitue 1a premiére étape de 1'étude d'un assemblage. On notera 1'impor-

tance du polyBdre de sustentation 5(i)o , qui est le polyédre convexe

inscrit dans 3(i), dont les sommets sont les points de contacts intergra-
nulaires,

"Une condition nécessaire pour que le corps (i) soit en équilibre sous
1'action de forces de contact positives (troncature en traction) est que

la résultante des forces appliquées aux points de contact non situés une face
guelcongue, passe par 1'intérieur de la face choisie”.

La condition m' (i) = 4 (pour ¢ = 1,2,...n), implique que le systéme est
globalement isostatigue. -

(La coplanarité des points de contacts est un cas limite qui permet 1 degré de
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Tiberté a un grain convexe).
(L'équation cartésienne des faces du polyédre 5(i), est donnée par la

condition de coplanarité :

soit : (b~

Polyedre de sustentation
d'un grain convexe

polyqone de sustentation
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2.2 - CARACTERISTIQUES STATISTIQUES D'ETAT

DANS UN MILIEU GRANULAIRE

Un milieu granulaire est la limite d'un systéme granulaire guand il
existe un élément de volume pour Tequel le nombre de grains, contenus dans
cet élément, est aussi grand que possible, quelque soit la position de
1'élément dans le milieu.

Dans cet ordre d'idée, un milieu granulaire, c'est-a-dire constitué
de micro-solides, peut-il &tre considéré comme un milieu continu au sens
classique ?

La réponse doit tenir dans 1'acceptation, ou non, par l1a mécanique des
milieux granulaires du lTemme fondamental de la physique des milieux continus,
qui conduit & la proposition suivante :

L'évolution cinématigue et dynamique d'un point se déduit d'un point
infiniment voisin par une transformation lTinéaire tangente ou encore que
la seule considération des dérivées premiéres suffit pour décrire le compor-
tement du milieu.

I7T semble qu'au niveau niéme des 10is de conservations et donc des
lois de comportement, un milieu granulaire ne puisse pas étre considéré
comme un milieu dense, pas plus que comme un milieu matériellement simple,
comme pourrait 1"étre, & priori, un fluide ou un solide ordinaire.

L'approcne microscopique fait apparaitre une grande discontinuité de vites-
ses de translation et de rotation des grains ; il serait évidemment possible
de prendre des é&léments englobant un grand nombre de grains pour s'affranchir
des difficultés diles a la non-continuité et non-dérivapilité des champs méca-
nigues - Tout résidant dans une question d'échelle - mais, malheureusement,

dans ce cas, le principe est encore mis en défaut du fait de 1'inter-pénétra-
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tion possible des éléments.

Exemple de discontinuités des vitesses
de translaotion des microsolides au sein
d'un milieu granulaire

élément (1)  élément(2) interpénétration de(1) et(2)

Pour lever la difficulté mentionnée précédemment, une seule voie semble &
1'heure actuelle possible : celle de la mécanique statistique des grains
en tant gque particules discrétes dont le comportement propre n'est pas
celui d'un "point" indépendant des autres (comme dans la théorie cinétique
des gaz parfaits) mais d'un solide 1ié a ses voisins par des actions de
contact.

Cette approche microscopique est susceptible de permettre de retrouver
un milieu continu dont le comportement macroscopique sera &quivalent.
C'est d'ailleurs dans cet esprit, qu'il faut comprendre Ta plupart des
recherches sur le comportement des milieux granulaires qui tendent de relier
entre-elles diverses grandeurs macroscopiques par le biais de 1'expérimen-
tation macroscopique, en d'autres termes de définir aussi bien que possible

le comportement du milieu continu macroscopiquement équivalent et non le

comportement du milieu réel.
I1 va de soi qu'une approche microscopique devra tout d'abord recons-

tituer d'une maniére formelle les grandes lois de conservation qui n'auront
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pas forcément la méme présentation - compte tenu de la définition des varia-

bles macroscopiques adoptés - que celle de la mécanique des milieux continus.

2.21 - GENERALITES SUR LES CARACTERISTIQUES

STATISTIQUES D'UN MILIEU GRANULAIRE

Les caractéristiques d'état d'un milieu granulaire font partie d'un en-
semble de caractéristiques statistiques définissant le mieux possible le milieu.

IT est naturel de prendre comme caractéristiques principales, des para-
métres observables ou dont la valeur est directement mesurablie & partir d'un
géchantillon représentatif ; d'autre part, il est clair que 1e nombre et le
choix des caractéristiques prises en compte et de celles qui sont négligées,
peuvent modidier plus ou moins sensiblement 1'aspect de la loi.

Un bon choix des grandeurs statistiques adoptées, permettra sans doute
une bonne approximation de la réalité, mais pour des raisons de calcul évi-
dentes, le nombre des paramétres choisis est actuellement limité. On peut
regretter que 1'influence des paramétres négligés n'ait pas suffisamment
fait 1'objet d'une étude systématique. Cette derniére considération reste
néanmoins indispensable et il est heureux que pour certains modéles proposés
& partir de la microrhéologie, on ait cherché d évaluer 1'influence de cer-

tains autres paramétres. On peut citer & cet égard :

- Pour 71a loi de 1a dilatance avancée par Rowe, 1'étude de 1'influence

du mode d'arrangement des sphéres (Rowe - Horne)

- Pour 1a loi contraintes-déformation plastiques de Mogami, 1'étude de

1"influence de la variabilité de forme des grains (Mogami).



De maniére synthétique, on peut regrouper les caractéristiques statis-
tiques d'un milieu granulaire en 2 catégories
- Les caractéristiques statistiques analytiques et les caractéristiques
statistiques d'état, étudiées plus particuliérement dans le présent para-

graphe.

Les caractéristiques analytiques usuelles tendent a établirle portrait
d'un grain moyen d partir des caractéristiques individuelles attachées &
chague grain et, éventuellement la variance vis-d-vis des grandeurs moyennes
estimées (lorsque 1'hétérogénéité des caractéristiques individuelles est
flagrante ).

Aux 4 caractéristiques principales d'un grain supposé homogéne qui sont:

géométrie ducontour (morphologie, rugosité, etc.)

masse volumigue

loi de comportement mécanique volumique (élasticité, plasticité)

Toi de comportement du contact intergranulaire (frottement, cohésion,

écrasement, etc.)

On associe habituellement les notions trés imparfaites de

- diamétre moyen et courbe granulométrigue , indices moyens des sphéri-
cité et de rugosité

- masse volumigue moyenne

- rigidité parfaite et éventuellement indice de concassage

- angle moyen de frottement limite.

D'autres grandeurs moyennes sont quelquefois définies plus précisément en ce
qui concerne 1'aspect géométrique-stéréologie-et 1'aspect de la mécanique du
contact - tribologie - , mais 1'analyse de la variance n'est pratiguement

Jjamais abordé.
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(selon FROSSARD 1973)

Les caractéristiques statistiques mentionnées ne sont pas nécessairement
indépendantes et donc des facteurs de corrélation doivent en principe, étre
pris en compte (par exemple, il peut exister une relation entre la taille
d'un grain et son indice de rugosité ou encore sa masse volumiqgue), De plus,
ces caractéristiques sont susceptibles de se modifier en fonction de 1'his-
toire des chargements . I1 s'agit 13 du ph&noméne d'usure granulaire dont
nous avons déja parlé et qui affecte aussi bien 1'aspect géométrique que

tribologique.
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Les caractéristiques d'état sont constituées par des paramétres statis-
tiques qui permettent de définir au mieux, de maniére synthétique, Ta confi-

guration mécanique d'un ensemble de grains contenus dans un élément de

volume suffisamment petit du milieu granulaire. On distinguera toujours :

- les caractéristiques d'état cinématique relatives a la configuration

géométrique et & son évolution.

(Par exemple, 1'indice des vides, 1'indice d'orientation granulaire, 1'indice

d'arrangement des contacts, etc, et les lois de distribution statistique qui

les accompagnent).

- les caractéristiques d'état dynamique relatives & la configuration dynamique

dans un élément de volume.

(Par exemple, la force volumique moyenne, la force de contact intergranulaire

moyenne, etc, et les lois de distribution statistique qui les accompagnent).
Le travail suivant consiste & relier les caractéristiques d'état aux

tenseurs usuels des contraintes de des déformations et a leurs incréments

(Par exemple, il existe une relation simple reliant la variation d'indice

des vides et le taux de déformation volumique).

L'indépendance des caractéristiques analytiques et d'état suppose
1'absence de ségrégation dans le milieu. Une des hypothéses couramment
admises consiste & supposer que le milieu est analytiquement homogéne
ou encore que les caractéristiques analytiques sont constantes (ne varient
pas) en fonction de 1a position de 1'élément de volume dans le milieu.

En particulier, la probabilité de trouver des grains d'une certaine dimen-

sion est indépendante de la position de 1'é@lément de volume considéré.
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Milieu analytiquement hétérogene
(ségrégction par la taille des
grains)
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2.22 - LES CARACTERISTIQUES d'ETAT CINEMATIGUE

Les caractéristiques d'état cinématique définissant statistiquement la

configuration cinématique du milieu, sont donc obtenues & partir des para-

métres cinématiques positionnels et motionnels (q),(a),(é) et (a)

2.221 - LES CARACTERISTIQUES CANONIQUES

D'une fagon analogue a 1a présentation ces paramétres canoniques du

§ 2 111, on distingue :

et qui associent & un élément de volume - dont la position est déterminée

par le vecteur x_ dans Te repére de référence (GO,O?) - deux distribu-
tions dont 1'une est relative a la position statistique spaciale des grains -
et 1'autre & leur orientation.

La probabilité pour que le grain (i) soit situé & 1'intérieur d'un &lément de

volume 5w, dont la position dans (S) est déterminée par le vecteur x

relativement & G, , est donnée par

.

1 \
P(CTEUX)) = — — o (x ) iv(x )i .
(ijeagf (1) 30 = vol (WX )

ol vol (i) est le volume total de Ta partie solide de (S)
(5)
7(x") est le voisinage de x  dont Te volume est 3w

o (x7) représente une densité moyenne pour une position donnée par X

5

. + nd . - . -« - - - I -
Le fait que c, € ¥(x ) signifie que Ta quantité |[x - c. | est bornée
-

par un scalaire dont le cube est proportionnel au volume de V(x ) , ou enco-
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! —~r

re que | < - C | est inférieur ou égal au rayon » d'une boule de

l

volume égal & ow

Les centres(GQ des grains forment un nuage dont la densité est propor-

tionnelle au nombre de grains situés & 1'intérieur de chaque élément de volu-
me dw

I1 est également possible de prendre, en coordonnées cartésiennes, comme
élément de volume, un cube de cotés sz!, sx2, 5x3 (par convention, on a
noté sans ambiguité pour la base de référence P = xO8 et szf = Sxoﬁ)

12 3

Dans ce cas, fw o= ko Sx 8z
D'aprés les conventions habituelles, 1'indice des vides =2 (x ) d'un élé-

ment de volume 8w est définie comme suit

]+ o(x7) = Sw - volume apparent de 7(5?) N
° . vol (1) voTume des grains situés dans 7 (x )
(1)E8w

Compte tenu de 1'hypothése d'homogénéité analytique, il est possible d'ex-

primer (_)z vol (i) en fonction du volume moyen d'un grain (a partir de la
1 E@w

courbe de distribution granulométrigue)

Soit, D owol(i) = n(x) vol,,, o
(1)€8w
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ou , n(x+) est le nombre de grain par unité de volume

et , vol,,, le volume moyen d'un grain

Y

On en déduit en densité volumique :

1
- -
o, (x) = T+ n(x') vol,.,,
Avec par définition,
( 5, (x+) dw = S wvol(i)

On rappelle que la densité volumique, définie en tant que rapport du volume
des solides et du volume apparent, est égale aux.densités 1inéTques et aux
densités surfaciques dans n'importe quelle direction.

Par la suite, un point (M) du systéme (S) repéré par le vecteur x= rela-
tivement & (G,) pourra étre considéré comme le centre de gravité d'un

élément volumique 7 (x ) suffisamment petit

—-

X =~ E.UOZ(']).C
1

Certains auteurs proposent une 1oi de distribution d'indices de vides &lé-
mentaires d 1'intérieur d'un élément de volume (Mogami 1965). Une telle
prise en compfe permet de tenir compte implicitement de la distribution

des contacts définissant Te mode d'arrangement des grains. En ce qui nous
concerne, nous préférerons nous en tenir au cadre de caractéristiques
propres aux paramétres géométriques associés.

A titre indicatif, la démarche de T. lMogami est basée sur les considérations

suivantes :
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Dans un assemblage de »n grains, on peut réperto-
rier un nombre m d'indices de vides &lémentaires
de grandeurs croissantes

2 52 »... 2 pour lesquels les nombres des grains

m

associés a chaque indice des vides sont :

n .7 s... n_ et les volumes apparents &lémentaires
12

m

moy 2

(L +e)n vol, »(1+e )n vol
171 2" 2

moy

(1 +¢e) n, vol

(voln,, Treprésente le volume moyen d'un grain)
On a nécessairement: I =n; == (nombre total de grains)
i ?:1,77'1
2 (L+e)n, wvol,, =(l+2) nvoly,
i =1 SN

(volume apparent total de 1'assemblage)
Le nombre de fagons d'obtenir une telle distribution est donnée par une

probabilité de type thermodynamique :

2n +m-=- 1)1 - ((L +2; ), )!
+

Z)n- 1)l izl n ! (e, n)!

Par la suite, T. Mogami donne au logarithme de la probabilité thermodyna-
mique le sens d'une entropie (1oi de Boltzman).

L'étape finale consiste & associer la variation d'entropie & la différence
des énergies internes dle au travail élémentaire des efforts extérieurs -

contratntes par déformations - (2éme principe de thermodynamique) pour obtenir

une 1oi "contraintes - déformationsirréversibles".

La deuxiéme caractéristique canonique positionnelle concernant

1'orientation des grains dans le volume 3w , se définit également comme

la probabilité pour que -9? (angle définissant 1'orientation spaciale du



grain (i) dans V(x+) soit situé dans 1'élément de volume du voisi-

nage d'un angle donné &
PO V(ET) / e W) = (87 /X7 ) (W8]

-

ot 7(87) est un voisinage de & dont Te volume est 'y(8 )]

R}(§+/x+) représente une densité moyenne pour une position x_ et une
orientation 6 . C'est une fonction scalaire définie sur les 3 composantes
3P = 5" pour B = 1,2,3) du vecteur axial 4, avec naturellement le

sens d'une densité de probabilité :

o, @) 1)) -1
m(B)
12 .3 — -
avec 38 56 288 = |V(87)| , volume de 1'élément : V(6 )

D'aprés la définition, tout angle
vectoriel 6 a une amplitude
définie & 2 = prés. 8, est donc
un vecteur dont 1'extrémité est

située dans une sphére, centrée en

(G,), et de diamatre 2 = , si le
point (€,) est pris comme origine

du bipoint équivalent & 6. . La

sphére w(B) ainsi définie, cons-
titue le domaine d'existence a
1'intérieur duquel sont situés les extrémités des vecteurs axiaux 8, tels

que c? e V(x). Soit
(67 € n(3) = 0 < %.}a

La définition de p_ (87/x ) appelle quelques remarques :

a

177
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Les vecteurs unitaires de la base canonique I~ du grain (i) ont
&té choisis de maniére & orienter les axes principaux du grain (i). On
peut donc admettre que pour un grain de forme générale ellipsoidale, il
y a une corrélation entre I7 et les 2 vecteurs définissant les axes des
dimensions maximale et minimale du grain. En effet, la direction de
1'axe de la plus petite dimension d'un ellipsoide correspond au moment
d'inertie maximal par rapport & cet axe ; inversement, pour la plus grande
dimension, le moment d'inertie est minimal ; le troisiéme axe étant per-
pendiculaire aux deux précédents. La base I”7 coincide donc avec les
dimensions maximale, intermédiaire et minimale du grain (i) supposé
ellipsoidal . I1 va de soi que pour des grains de forne sphérique, la

. . . . Lo - - . PR .
distribution d'orientation ¢ (8 /x ) n'a pas de signification.

surface de contour Q (i) -/

I rd N
/ s RS
- a o\

-~ *\
- «\%

|
|
i
b

dimension
minimale

Grain de forme générale ellipsoidale - les vecteurs de la base
canonique coincident avec les axes des dimensions extrémales

Une autre remarque porte sur 1'évaluation expérimentale qui peut étre
faite de 1a fonction pq(§ﬁ'/x +). Oda (1972) propose de déterminer 1'aniso-
tropie d'orientation des grains par mesure directe sur des sectioms perpen-

diculaires & 1'échantillon. On raméne 1'@tude tridimensionnelle & 3 observa-
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Zchantillon tridimensionnel
conduisant d 1'étude de 3
oroblémes plans

tions bidimensionnelles. Un marquage de chaque section de grain, permet
d'obtenir simplement une distribution d'orientation pour chacun des 3 pro-
blémes plans.

Dans le cas du probléme plan tous les vecteurs axiaux 6, sont nor-
maux au plan, et donc une seule composante suffit & caractériser 1'orienta-
tion des grains. Cette composante coincide avec 1'amplitude o, ( = (6 |)
des angles 9.” . Par analogie avec des grains de forme elliptique, 1'orien-

tation de la plus grande dimension des grains répond directement a Ta Toi

-

[) seulement.

de distribution simpiifiée, fonction de § ( = |6

sections verticales

Distribution d'orientations desngrcins dans le cas d'un problime plan
(selon ODA 1972)
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orientations des grains selon l'axe des orientations
de leur plus grande dimension
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La synthése des caractéristiques cancriques sous forme d'une caracté-
ristique commune représentant simultanément la densité et la distribution
d'orientation spaciale des grains, est possible par 1'introduction du

tenseur de configuration canonique.

1ére_approche . pistribution réduite de D (3 x )

La fonction o (5ﬁ7x”) qui définit une hypersurface dans 1'espace a
1 2 _3

4 dimensions de variables scalaires p , 2 8 3 peut se réduire d une
fonction dans un espace a 3 dimensions, si 1'on néglige une des composantes
de rotation. Par exemple » sera définie & une rotation prés autour de
1'axe de Ta plus grande dimension des grains. Cette simplification théori-
quement justifiée pour des grains allongés possédant une symétrie de révo-
lution peut-étre généralisée pour des grains quelconques de forme allongée.

IT est clair qu'un tel procédé fait perdre une information mais permet une

représentation spaciale commode de Tla distribution d'orientation.

. \V( Si i définit comme précédem-
(2 :
b ment 1'orientation du grain
grain (1) selon sa plus grande dimension.
-~ de forme dllongée

On sait que 6 est tel que :

La i
L 67 =( ,i )yevi o
) 1 1 1
I ] base canonique [ o ,
] ,./ff/’ g v est un scalaire égal a 1'ampli-
d

A . tude d'une rotation autour de i~

Q2 1

(M) . :

o) (on rappelie que I = zzp (6 ).0 )

Dans 1'hypothése ol 1'influence de v est négligée, on peut choisir i
1

(vecteur unitaire) plutdt que Q+ pour définir 1'orientation spaciale du

grain (i) par rapport 3 o, puisque &+ ne devient fonction que de i?
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seulement, La probabilité réduite P (i~ € v(x )/c. € V(x ))sera de la
1

méme maniére obtenue & 1'aide d'une densité de probabilité.

>, > >

P (i€ vk)/el € v(XT) = p, (k/x ) V(7))
aire de v(x”)

> . . ' P
ol k est un vecteur unitaire dont les composantesdans la base de réfé-
rence 0 , s'expriment en fonction de 2 paramétres qui peuvent étre Tes

amplitudes de 2 angles ayant leurs vecteurs unitaires axiaux distincts.

Par exemple, il peut s'agir des 2 mesures des angles des coordonnées polai-
res sphériques
Le voisinage V(K+) correspond & un élément de surface sur la boule

(B) de rayon unité, puisque x~ est unitaire. Son aire V(x~ ) est donnée

ol 87" représente une mesure élémentaire d'angle solide. Ainsi, 3 tout

- e, = . e s =
vecteur « unitaire correspond une densité scalaire de probabilité

A ce stade, deux voies
principales sont conce-
vables selon que 1'on
considére p'(x /x")
comme une distribution
. >
affine de « ou une
distribution volumique

—>

de «
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- - - — - = - - = e  w -

Pour obtenir une représentation affine de Ta distribution des orienta-
tions des grains selon leur plus grande dimension, pour un él&ment de
velume défini en position par le vecteur x” , 11 suffit d'associer ay vecteur

k~ , le point (A) tel que
(M,A) = pl(x” /x7) k7

il s'agit par conséquent d'une représentation polaire. Pour une position
donnée, p. est une fonction des composantes de K, qui peut s'exprimer
par un développement en série selon les puissances croissantes de Kp(pour
B =1,2,3 ) . Cette fonction estpaire puisque p'(- x /X7) = p'(x /x")
Les directions d'orientation des grains sont définies & = prés. Ainsi,
'

p, s'exprime en fonction des termes des puissances patres de P, a

savoir 0,2,4,6,...

()% (x2)® (<3)Y

>, > -
pc'(K /X ) = 4 \)a_g\{
UeBsY

(Vapy est un coefficient réel, avec o + 3 + v =0,2,4,6 ... )

Au niveau d'une distribution spaciale des orientations ; une telle fonction
scalaire p;(KA/X*) définit une surface étoilée, symétrique, centrée. La
prise en compte d'extrema locaux est possible si 1'on ne néglige pas les
termes du développement en série selon les puissances croissantes de

P (s = 1,2,3) dont 1'ordra est supérieur 3 2.

surface étoilée symétrique centrée
décrite par le point (A)




Parce que k~ est unitaire, le terme de puissance 0 peut étre inclus

dans les termes de degré 2 («° Kﬁ)

- 3
En effet : k| =1 = 1 =13 (Kﬂ) =k .1 .k

Ne retenant finalement, en premiére approximation, que les termes de degré

2, on posera :

0

o (/X7 = 0P

ol P(x ) est une matrice carrée qui peut étre choisie symétrique. La con-

dition de normalisation de 1a densité p! conduft a

Dans cette expression, 5 2 est égal & 1'élément d'aire puisque le rayon
vecteur de (3) est &gal 4 1 . Le vecteur «  est aussi vecteur normal &
3(B).

On intégre en utilisant le théoréme de la divergence, il vient :

L (0P 0) sw=m (P) =1
(3)
car les composantes de K sont aquivalentes aux coordonnées d'un point de

5(8).

- - _ 3
Donc, tr (P) = uﬂvl (P) = piom

La matrice symétrique P est susceptible de représenter 1'anisotropie d'orien-

tation des grains par ses 2éme et 3éme invariants. Les vecteurs propres de
P définissent les directions pour lesquelles les fréquences d'orientation

selon ces directions sont maximale, intermédiaire et minimale., Le 2&me inva-
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riant étant représentatif des écarts de fréquence.
La matrice P pouvant se décomposer en une partie sphérique et une

partie déviatorique, on a

P = -% tr(P) 1+ P« (déviateur de P)
%— anisotropie d'orientation
m

- Le terme 1  de la partie sphérigue représente une distribution uniforme

4
d'orientation

- La partie déviatorique représente 1'état d'anisotropie d'orientation des

grains.

Ainsi, si les termes du déviateur sont nuls, p!

rement : p' = L

oa
dn

est constant et, nécessai-

ce qui signifie qu'il n'y a pas d'orientation privilégiée (distribution
uniforme.

Toutefois, la définition de p; ad 1'aide d'une fonction quadratique
est assez restrictive, car elle impose une 101 de distribution trés parti-
culiére. Si elle permet Te choix d'anglesd'orientations privilégiées et
d'ampiitudesde déviation, elle ne permet pas de rendre compte d'une éven-
tuelle concentration des orientations selon les orientations privilégiées
(absence de termes d'écart-type) ou selon plusieurs autres orientations
privilégiées (distribution & plusieurs maxima) ; elle ne peut donc étre
valable que pour de faibles déviations anisotropiques. La représentation

affine d'une telle distribution dans 1'espace & 3 dimensions est un

172

-/=

ellipsoide , si 1'on prend (p) comme module du rayon vecteur.

En effet :

M,s) = x0 . 0" \L
l'

dans la base de référence 0~

H
IS
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11 vient :

Pour le probléme plan, le vecteur unitaire K

0

seul paramétre &

|

<2

La distribution p

a

o le terme

pM(5 /X)) =

2

1

-7

Prob]

KO.P.KO'

éme plan

soit , xo . P .ox

, ne dépend que d'un

= |cos 8§ sin 8 | pour 9 € (0,2 7

NxT/XT) =p' (B / x) est de la forme

T

j £ est le taux de distorsion, avec
!
l

1+><7 cos 2 (5 = X))

X]. << 1

1'amplitude de 1'angle d'orientation privilégiée

Graphe de la fonction élémentaire
de distribution d'orientation des
grains (probléme plan)

Tandis qu'une

suivante :

1

N
s €/%),
Aex)t------ AT
N
1 AN .
27 ! :
| | -
a-x) -+ -11- T 5
0 .A, %§ e

distribution réelle d'orientation des grains a la forme

S

(1N

ecart-type

A
1IN

2T

!

N

3

0

I
1
|
T

orientations

L'approximation du rayon vecteur p

‘\

—_— - — — 31

kL

privilégiées

£

"(5 /x7) d'une distribution réelle ,

conduit naturellement & une série de type série de Fourier, puisque le

développement selon les puissances paires, croissantes de

< et <% donne :
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zﬁ(K%7X+) k) (k") (pour a+B = 0,2,4,..... )

1
<

Vep cos® § sinP B = p:(é/x+)

et par transformation des termes de la série, on obtient une expression équi-
valente de p', qui a la forme suivante

p(E/xT) =g (141 X, 008 28(8 - 1)) (pour B = 1,2,3,...).

8

et AB’ déduits des coefficients v définissent

Les coefficients ap

B
respectivement

- Les amplitudes des différents modes B (B8 = 1,2,3,...)

- les amplitudes des angles d'orientations privilégiés qui sont associées

d chaque mode.

e e B el T Y e A

La deuxiéme conception de la distribution p!(x”/x") est celle d'une dis-

tribution volumique :

| -

I
/y s £

tdne élémentaire,

O
™
I

de volume sw

A la répartition élémentaire des fréquences,

d'orientation p'(x”/x”) 802, on associe le volume dw d'un céne &lémen-

s a

taire construit sur ket d'ouverture &2 . Ce volume est par ailleurs égal a :

p("_).) 2 ->
Sw = 89 f r" Sy ,o0 r( ) = |MA|
0

représente le module du rayon vecteur r(x ) Kk



Ainsi, pi (/) 82 = 2 v et an

o0 v est une constante de normalisation.
Si maintenant 1'on suppose que le point (A) est assujetti & rester sur
la surface d'unellipsoide () défini dans la base de référence 0 , par 1'équa-

tion cartésienne :

o P est une matrice symétrique représentative d'une forme définie positive.

r(x+) k7 est tel que son module :
_1/2

0Ot
)

. -3/2
)

Le rayon vecteur (M,A)
r(k’) = (k .Px

On en déduit : p;(x+/x+) Pk

Nl
w|<
—

&

La condition de normalisation de p;(K+/x+) implique trés simplement que :
J p;(x+/x+) 8Q = v J Sw =1
3(B) (E)
L'intégration est immédiate, sachant que le jacobien de 1a transformation

-1
conforme de 1'ellipsoide (F) sur la boule (B) vaut aéz (P /2)

Finalement : J p! (/XY 80 = J gz (P7%) su
3(3) (2)
24 v
3 GeEr

La valeur adéquate de v correspond a la distribution volumique normali-
sée suivante :

1

p' (<7/X) = 5= (0

.P.KOf)_l/2 avec, dét (P) =1 .

La distribution uniforme (isotropie d'orientation) conduit naturellement

da la sphéricité du tenseur représenté par P .

0 gt
K

P=1 implique « .P 1

71 =1, soit RI(T/XT) = 4= . L'ellipsoTde

=1K
(£) est confondu avec (B)
La distribution de Dirac (anisotropie maximale d'orientation) est obtenue

lorsque Ta probabilitéd relative & la direction d'orientation maximale est
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infinie, les autres é&tant nulles

RN o si
Dok /x) =

O3
Catn)
=
¥
]
=
> ¥
g
——t—
1}

=0 si

Pour conclure, on peut dire

- -
K =K,
> -
K # Ky

que ce type de distribution permet non seule-

ment le choix de 2 angles d'orientations privilégiées (maximum et minimum de

fréquence)

celles-ci.

: Probléme plan.

mais aussi de rendre compte d'une éventuelle concentration de

La distribution p.(x"/x ) = p!(8/x ) est proportionnelle a 1'aire du

triangle élémentaire construit a partir de

pi(B/x7) 68 =y

od r(8)x”  est le rayon vecteur. Si

ellipse

88

r

k”  (d'angle polaire 83 )

est 1'équation polaire d'une

(8)

(E) d'aire égale & m , la distribution normalisée g:(é/x+) , quali-

fiée de distribution surfacique ou elliptique, prendra la forme :

X, st un taux de distorsion < 1
A. un angle d'orientation
priviiégiée.
On vérifie ajsément que :

2m - .
[ pl(8/x7) 66 =1 .
0
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1. On peut noter que par certains cotés, ce probléme se rattache a la théorie

de la polarisation d'un corps, par 1'orientation de dipdles magnétiques. Cette

théorie fait intervenir une distribution, appelée facteur de Boltzmann dont la

forme est la suivante
- t—>
Pl T/XC) = v X o8l st [cf. Rocard]

ou lK+,t+[ est la mesure de 1'angle que 1'axe du dipdle défini par le vecteur
axial &~ avec 1'axe du champ magnétique défini par le vecteur t .

¥ une constante d'intensité de champ
1
> >
[ X cosle st |.-BQ
3(B)

v une constante d'intégration v =

2. Les distributions usuelles proposées par les auteurs sont avant tout des
distributions planes telles que :

- distribution sinusoidale (cf. § précédent)

- distribution de Boltzman-Pearson (mentionnée ci-dessus)

- distribution trapézoidale (Oda 1972).

La donnée brute d'une distribution d'orientation des grains, telle qu'elle
a été établie antérieurement, ne permet pas de rendre compte réellement de 1'ani-
sotropie quantitative du milieu, ceci parce que les grains sont de différentes
tailles et de différentes formes. En d'autres termes, la distribution d'orien-
tation des grains, n'intégre pas les caractéristiques statistiques analytiques
du milieu, car elle pondére de maniére égale les grains de petite ou de grande
dimension et les grains grossiérement sphériques ou trés allongés. Cette approche

n'est donc pas réaliste, sauf dans le cas de grains identiques.
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direction /"

privilégise /

(1)

direction
privilégiée

Echantillon bidimensionnel
d'un milieu granulaire

Diagrammes poluires des distributions
d'orientation des grains de l'échantillon

(1) distribution non pondérée

(2) distribution pondérée

Nous avons vu que, dans le cas de grains homogénes en densité volumique
et a contours approximativement ellipsoidaux, il existait une correspondance
entre les directions d'inerties principales et les dimensions extrémales des
grains. Précisément, le tenseur d'inertie réalise cette synthése de la taille
d'un grain et de sa forme, et permet ainsi une pondération sur la distribution
d'orientations. Le tenseur d'inertie microscopique associé & chaque grain (i)
a été introduit au § 1 113. Sa représentation dans la base canonique du grain
est une matrice diagonale =,

Pour un ensemble de grains (i) contenus dans 1'élément de volume &w , la
matrice ; Z; est la matrice d'inertie obtenue en supposant que tous les

i
grains soét)orientés de la méme facon. Si 1'on suppose que la densité volumique

© correspond 3 » grains par unité de volume.

i
1]
3
ot

=, & (i) e
(1)



La matrice diagonale d'inertie moyenne X, d'un grain constitue une ca-
ractéristique statistique analytique au méme titre que Te volume moyen, vol

moy*

En fait, ce qui importe pour caractériser un sol, est, pour un grain moyen,

le rapport des inerties selon ses 3 axes principaux. Pour s'affranchir de T'effet

d'échelle, 1'anisotropie analytique naturelle du milieu sera définie par un ten-
seur d'inertie volumique, c'est-a-dire portant sur un "grain" dont le volume
est égal a 1'unité. Ne retenant que le "ler mode d'irrégqularité de contour"
(cf. § 1 11), un grain convexe est assimilé & un ellipsoide. (C'est 1'équivalent
volumique de 1'approximation d'une courbe a sa valeur moyenne).

En définitive, i1 est possible de caractériser analytiquement la "sphéri-

cité" des grains d'un sol, par la matrice d'inertie volumique :

SR I LA SR,
2 ‘3 (vozmoy)s/a
(Pour des grains sphériques , z, = 1)

Dans ce qui suit, plutét que de faire intervenir =, (qui ne dépend pas

I

du volume des grains mais de leurs allongements), nous nous en tiendrons a

1'inertie du grain moyen

Il

L = = o UOZY Sw
(5)

On rappelle que le moment d'inertie du grain (i) relativement & un axe
défini par le vecteur unitaire r+(|r+| = 1), passant par son centre de gravité,

est donné par :
iner'r—>(1') =7 LR LT

Pour 1'ensemble des grains (i) contenus dans 1'élément de volume d&w

z tner A1) = L - COE Aa oz A0 . OI RN IO D
(i) €dw r (1) (1)
- 0
= TO( Z e 61 .Ei.el) TO" Ou el = IO
(1')6
La matrice z e-ei. = . e est la matrice, somme des inerties é&lémentaires
(1

de tous les grains (i), relativement & Ta base de référence. Celle-ci peut éga-
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lement étre considérée comme une matrice d'inertie :

-6. 8. -
z e LE oL el =7 ek.Eopp. ey\ Sw
(i) 6w

ol n Sw est le nombre de grains contenus dans dw

2 représente un angle d'orientation privilégiée

—

Z.pp 1@ matrice diagonale de 1'inertie apparente d'un gra

gnificative de 1'anisotropie statistique canonique d

iner (Sw) 0 0
7 Eape SW = | 0 inerz(éw) 0
0 0 iner (&w)

3

La matrice d'inertie n e .Ecpp.ek Sw peut étre consid
tant d'une distribution scalaire de probabilité p, (8 /x°) s

matrice fonction de @

Ainsi

-— > -9

n cSwJ p, (8 /x ) e
m(3)

. Emoy - €

ol T(B) représente comme précédemment une boule de diamétre

in. Elle est si-

‘orientation.

érée comme résul-

'appliquant 3 la

767

égal a 27 -

domaine d'existence du vecteur axial & (|§7] <m) -et &(8 -8) la distribu-

tion de Dirac dans un espace vectoriel & trois dimensions.
En identifiant :

AL N

e . Zopp -



On rappelle que 31(5*7x ) est une
fonction scalaire de &, donc des

composantes 8" dans la base de réfé-

- rence, et que de plus @ est un vec-
teur axial dont la norme est définie

a 2m prés. p (6 /x ) est donc une

solution normalisée de 1'équation

intégrale établie ci-dessus.

Remargues:
. -9, g. -\ A
1. On a évidemment tr( L e 1.E.ei) = tr(e Eapp € ) n 8w
(1)
d'ol tY’(Emoy) = tl”(chp )

. . . . . P —d
L'équation intégrale n'est donc fonction que des déviateurs Eioy, = app

des matrices d'inertie.

2. La distribution p, (8 /x ) est équivalente a une matrice d'homothétie

)
commutant avec e

3. L'équation intégrale peut s'exprimer de facon plus concise :

173 1/3 74+ =
sachant que : ZE.o = dét / (Z moy ) eZ = 2 /3 Log(dét Zme,) 1+ L

ol Z est une matrice diagonale représentative d'un déviateur

Z

(¢r 2 =0 et dét(e

) = 1)

il vient :

> > AD -007080 & -2 .
p, (0 /x) e z v )| = — Zapp

JTT(B) dét ' (=

~moy

Du point de vue géométrique, la distribution ;g(5+7x+) transforme 1'el-
lipsoide d'inertie (défini par Z=mo,) en un autre ellipsoide d'inertie (défini
par Zapp) d une rotation prés. La trace de ces matrices est identique, mais

le déviateur de Eqp sera inférieur”(ou &gal) & celui de

—
—- .
moy
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Soit :

Ainsi, po(5#/x+) est une fonction des rapports des 2éme et 3éme inva-

. . —_ . -
riants des matrices =, et Zn,, et d'un vecteur axial 2

ellipsoide associe a = moy

-
{\\ // ’ N -
oS } ipsol i =
N - ellipsoide associe a app

Plutdt que de définir p, (8 /x ) &

partir des composantes §° de §°,

il est possible de se servir de la re-

présentation polaire de 6 .

- >

Posant 6 =8 «

-> . .
k est un vecteur unitaire et,

6 = 167] (norme de 6°)

L‘élément de volume du voisinage de §7 servant a 1'intégration sera égal

au cylindre sphérique &lémentaire d'épaisseur &8

- -2 -

V@) =8 8B sn

Le domaine de définition de D%ﬁﬂﬁ est w(B) ce qui implique que celui
de  est le contour 3(B) de la boule (B) de diamétre unité ; et celui

5 , 1'intervalle (0,17 .

SIS

de
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Si 1'on admet, le principe de sé-
paration de probabilité pour § et

>
K .

- >

P (67/x7) = p"(8/x7).p! (k7/X7)

ol p"(8/x”) est une distribution
périodique selon la variable 8

donc développable en série de

Fourier, et p:(neyxﬁ) est une dis-
tribution spaciale polaire de «~

donc développable selon les puissances croissantes des composantesde K
La normalité de Q}(§+/x+) conduit & :

m .
j pc;'(é/x+) g 39 . j pl{k /x") 80 =1
0 3(B)

en effectuant les intégrations partielles.

Deux distributions particuliéres correspondent aux cas extrémes de trans-

formation de 1'ellipsoide d'inertie, défini par =, et qui peut étre qualifié

u

d'ellipsoide de micro-inertie de saturation, en 1'ellipsoide de micro-inertie

. e . La distribution p_(37/x")

. -A
actuel défini par la matrice e .=

t
U
réalisant une transformation biunivoque et continue d'un domaine sur 1'autre,

dont 1'équivalent intégral est constitué par la transformation linéaire des

coordonnées dans la base de référence, définie par la matrice :

-A - 1
e « \VFoapp - = moy

(I1 s'agit d'une représentation polaire car e-x est un orthogonal de

/2 _-1i/2
~app * “moy

changement de base et un opérateur diagonal).
Les deux cas extrémes envisagés ici, sont ceux pour lesquels la distribu-

tion p°(§+/x+) prend une valeur limite.
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1 (7 - = 1 (" .- o 1 (7 -2 -
———J (1-0086)66.J 1 so+ zj S¢ne(l-cose)6eJ kS0t ——;{ (1-coss) 66-[
3(B)

Le ler cas correspond & une distribution isotrope d'orientations des grains.

Lorsque invz(zapp) =0
(c'est-d-dire =.,, représente un tenseur sphérique) , 1'équation intégrale
prend alors la forme suivante :

o > f ;

% tP(E"PP ) 11 = J poa (6 /X )e 'Emoy ‘ee !V(é-.)) ’

ot la distribution p_ (§+/x+) correspond d& une distribution uniforme d'opé-

rateurs de changement de base. En d'autres termes, 1'équipartition de !

(pour (i) € &w) conduit & une distribution p_ (87/x”) de la variable 8,

telle que § = Log(ee) . On peut constater qu'une distribution du type

b, (F7/x ) =Ly 1zoe B (ot 5=16"])

4™ 9
réalise cette correspondance car les critéres suivants sont vérifiés :

1. Critére de normalisation

2. Critére d'équipartition

-

V(e )| = . en effet,

J e p (6 /%)
TT(B) oa

- - 2 N .
en décomposant e selon la base d'opérateurs : 1, «, «°, il vient :

- -
J J (1 +s8tndk + (1 - cos 5)1(2) 12 L - 0_028 8 5% 60 6 =
0 °3(3) liey 0

4o 3(B) 4rlo 4%l o

car, par utilisation du théoréme de la divergence :

kK 50 = . et k? 8o = 18 - Isqg =-371
Japy - T ° ja(s) J(za) ’ Ja(B> .



La distribution p°4§éYX+) est isotrope du fait de son indépendance vis a

. . 1
vis de «7 , pco(n+/x+) ol

En décomposant la matrice Z,, en sa partie sphérique et sa partie dévia-

torique, 1'équation intégrale devient :

ForEa) 1 = Fer(En) 1] o G 1767

Le terme concernant la tranformation de la partie déviatorique est nul.

Finalement :

Le 2éme cas correspond & une anisotropie maximale possible d'orientation des

grains.
Ce cas résulte de 1'hypothese d'identité des invariants de =, et de
= mey OU plus simplement du fait que :
Zapp T Emoy
Alors,les ellipsoides associés aux matrices = . et e-’\.:cpp.eA , Se

déduisent 1'un de 1'autre par une simple rotation d'angle AT L La distribution

gc(éﬁ/x*) qui réalise cette tranformation est la distribution de Dirac :

- > - >

8(57-27)

—
D
~
>
o
1]

Cas_particulier_: Probléme plan

En ce qui concerne le probléme plan, le vecteur axial §° est défini en-

tiérement par sa norme § = [6| soit
p (87/x7) = p"(5/x7)
d'ol 1'expression de 1'égquation intégrale :

cos A =3in A | cos § sin 8

app’

cos A sin \| JZW

sin A cos A 0 cos B

i
%)
Q.
S
@ |

-sin A cos Al
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pour laquelle : '
Z iner, (1) 0 inerl(Sw) 0

n 8w Emgy = s 1 8w Eapp

0 ; ner, (1) 0 inerz(éw)

on en déduit aprés calcul

tr(E., ) = tr(E.,,) (résultat déja acquis)

X cos 2X

2m . -
et, J p)(8/x ) cos 26 &
0

X sin 2A

2m N -
J pM(8/x7) sin 28 6B
0

tner (Sw)- Zner (Sw)
avec, X =

¥ tner (i) - I <ner (1)

(1) (1)

et la condition de normalisation :
r2m

| p"(5/X) 86 =1
0
La distribution polaire, solution de ce systéme est la suivante :

Br(B/X) = (L-x s 2(81))  (si oy << 1)

La distribution elliptique, solution de ce systéme est la suivante :

2
2 (8/X) = 1o - (0<XxX<1)
2m(l + x - 2X cos 2(8-A)
oLl Ve
2m 5 . & cos §

|cos 8 sin 8].p .[C9° O
sin B

b.3 - En conclusion, i1 semble justifié, eu égard aux observations précédentes
de prendre comme représentation de 1'état cinématique actuel canonique d'un
élément de volume unité, la matrice symétrique : o P (X+) , qualifiée de ma-

trice du tenseur de configuration géométrique canonique, telle que :

- La base princ. associée 3 P se déduise de la base de référence par
. + - - .« . - . - s . 3
une rotation d'angle X  caractérisant 1'orientation privilégiée des grains.

(La matrice eh.P.e'A est diagonale).
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- Les invariants de P soient tels que:

Les ler et 2éme invariants de P  caractérisent 1'anisotropie relative

du milieu, compte tenu des rapports des 2éme et 3éme invariants des tenseurs

de micro-inertie actuel =! et de saturation =,
Le 38me invariant de P : (densité volumique)
dét(P) =1

La probabilité d'orientation des grains relative & la direction §7 est

définie par une distribution de Cauchy normalisée, construite a partir de P(x+).

O3
7/ , . .

// Représentation du tenseur de configuration
géométrique canonique par un ellipsolIde
dans la base de référence - son volume est

. proportionnel & la densité volumique
(M) ' -
O,

(Nota_: p, P(x') peut se mettre sous forme polaire: p ez avec tr(Z) = 0).

sens de

l’écoulemean §i
\ efat actuel

4éi:;; '//;;orinihol
- 7

Frequency

Frequency

/ Aw // ' |
! / 3 élat_isotrope

Frequency

txemple d'anisotropie
croissante des fréqu-
ences d'orientations
des grains, a densité
constante.

f=+2°
V.M=30%

Frequency histograms of §; in V-sections of deformed sands
(Specimens compacted by the tapping method)

(selon CDA 1972)
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o o = o = o n = = e = = B e - - = - -

Définies & partir de (q) = {w+,u¥} , elles associent a un &lément de
volume dw - dont la position est déterminée par le vecteur X , dans le
repére de référence - deux distributions relatives aux vitesses statistiques
de translation et de rotation des grains.

En mécanique des milieux continus, les grains assimilés & des points ma-
tériels sont animés d'un mouvement défini par un champ de vitesses continu
par morceaux ; en mécanique des milieux granulaires au contraire, les vitesses
%+ des grains (i) peuvent prendre a priori toutes directions et intensités,
et le déplacement d'ensemble correspond 3 une moyenne pondérée par la masse
(le volume) de chaque grain. D'une maniére analogue d& la pondération des rota-
tions propres des grains par leur inertie propre pour la recherche d'une fonc-
tion de distribution des orientations,les vitesses devront en effet étre pondérées

par les masses auxquelles elles se rapportent. On fait ainsi intervenir non plus

la vitesse, mais la quantité de mouvement (rapportée & 1'unité de masse).

La vitesse moyenne : vn',:y = 5—55%(77 . L vol(i) W+
(1)&620 (1)6 Sw

Pour traduire le chaos apparent des vitesses (des guantit@s de mouvement)
individuelles, d'autres paramétres doivent étre introduits. On est donc amené
3 définir une fonction de distribution des vitesses relative a chaque position x .
La probabilité pour que la vitesse W+ du grain (i) de 1'élément de vo-
Tume &w , soit située au voisinage d'un vecteur v~ contenu dans 1'espace

des vitesses possibles, est donnée par :

-y, >

(v €V (v)c

e V(x+)) = (\7+/X+) IV(\7+)’

———— e ————

vol(V(V"))
. - . . - -
ol y(Vv ) est un voisinage de v  dont le volume est |[y(v )
R(V+/x+) représente une densité moyenne pour une position définie par X et
pourune vitesse v _ Cette densité étant évaluée i partir des quantités de mouve-

ment.



- > _ . .
p (v /X ) se présente comme une fonction scalaire des 3 composantes

%= v® pour 8= 1,2,3) du vecteur v , avec natureliement le sens d'une

probabilité, soit :

J(?f p, (v /X)) =l

-1 -2

(R)’ est 1'espace & 3 dimensions ([J+{ < =)
IV(V-—>)| = & Sv s3°  en coordonnés cartésiennes.

i rain(i

/é; (J)

I]

—s éx2
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N 0 Vo
élément de volume SW’ ' ’

Uiagromme de distribution d'une des
composantes des vitesses

Les mouvements internes constituent la caractéristique visible de la dissipa-
tion énergétique par frottement. Pour un milieu granulaire dans Tequel les con-
tacts sont bloqués, les paramétres cinématiques motionnels associés (g§) sont

nuls, et donc la puissance dissipée également :

-p, = (@) . (@) =0

int
e,

0
(Les seuls déplacements permis seront, comme nous 1tavons vu dans ce cas,

des déplacements conservant la rigidité du systéme).

Dans un milieu fortement dissipatif au contraire, les mouvements chaotiques
seront plus accentués a& chargements équivalents. L'écart guadratique moyen des
vitesses des grains peut, par conséquent étre assimilé & une caractéristique
de 1a dissipation pour frottement. Ce point sera développé ultérieurement.

Dans le schéma ci-dessous, est indiqué ce que pourrait étre la fonction
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de distribution des vitesses dans un processus de chargement isotrope d'un

échantillon.

(1) Milieu non dissipatif

| f%(&%/ﬂf) (seules les déformations élastiques
des grains sont autorisées)
—® _
, - (2) Milieu faiblement dissipatif

(3) Milieu fortement dissipatif
gniaation intergranulaire élevée)

—_ ﬁ=
el v

Vitesse moyenne et équation de continuiteé
Considérant un élément volumique V(x+) défini par son centre de gravité(M ),
repéré par X  relativement & [G,).
Par définition :
T vol(i) (c?-x+) = . pour c? e 7(x")
(1)

Par dérivation

L owol(i) v - Vo, I vol(i)=.

i may

(1) (1)
Pendant T1a durée &t , la variation de la densité volumique o(x+)

dans V(x+) est dle & la différence des entrées et des sorties de grains de

1'&1ément volumique.

R,
La variation de densité : — 7(x7) |
- - 1 2 — . PO
(o0 |V(x )| = &z &z sz’ dans une représentation cartésienne).

La contribution de 2 faces perpendiculaires i cette variation, du fait de

1'existence d'un gradient de densité :

(Q(X+) v? ) S’ Sz Sz

moy

Q2
2|o
w



On retrouve 1'équation classique de

continuité applicable aux valeurs

v, 8¢t
-~ - -
o moyennes g (Xx7) , V., (X )
aimn

i 3t ;
e (%)
[ e ou encore :
/M)

§ 2

i3 7 v n div (Voo ) grad(p)- Vo,
/
(Expression que peut &tre obtenue

G) 0, directement par dérivation particu-

A

liaire de f ) o(x7) &w)
7(x

Afin de rendre compte des mouvements internes causés par les variations
relatives des vitesses des grains, on notera tout d'abord que la contribution
. . -> = P .
des grains (i) contenus initialement dans y(x ) , & la variation relative

de .q(x*) est donnée par la fraction

203

(SQs 1 -
— = - ——— (T por(i) [ XT])
5 T wol(i)|c -x7| (i)e aw
(1) 2w
2
ou le terme £ wol(i) ¢ -x7|  représente 1'&quivalent d'une inertie. Par
(1)
dérivation on obtient :
6p
5 1 . t
=" 2v . —5— Lvol(1) (¢ -x ).V? 8t
5 Z owor(i) |¢=x"| (i)
(i
S L (T vor(i) &' - XTI, T ovol(i))st
. > 2 : ! .
2, worli) |71 () (1)
(i

On remarque que la projection de vf sur (CT-X+) constitue la part de
la vitesse qui tend & €loigner ou & rapprocher 1le grain (i) du centre de gra-
vité de 1'élément. I1 s'agit donc bien d'un terme d'expansion volumique.

A cette contribution, i1 faut ajouter celle qui provient des grains exté-

>

rieurs & v(x')
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I wor(i) (i)

Dans un échantillon bidimensionnel, Tes variances et covariances relatives
aux différences des vitesses individuelles des grains et de Ta vitesse moyenne,
pondérées par la masse de chaque grain, sont exprimées par la matrice dont le
terme a«,8 est égal a :

L pour a,B = 1,2,3 et (i) € éw

£ vol(i) (v%-vi, ) (0'-0f )
(1)
En développant cette expression et, compte tenu du fait que
v = 1 .5 wol(i) vP
moy (Z) 00131) (‘_;) i
i

on obtient la différence de 2 matrices symétriques %—-EV R %—-EV

1 1 . 0+ O
ek ) B B

‘ (1) !

et,

1 = Ot 0

'p—"Ev = moy Vmoy

- t . . . . . ~
ol vp .vP est la représentation matricielle du tenseur monome construit &

partir de ﬂ+ , dans la base 0” . Sa trace est égale au carré de 1'intensité

de la vitesse du grain (i). La trace de %— E, permet donc de déterminer la

H

IT en est de méme de l—-Ev , dont la

S

trace est é&gale au carré de la vitesse moyenne de 1'écoulement.

. . -
vitesse moyenne quadratique |v

moy I‘

La matrice %T'EV relative & un élément tridimensionnel, de volume unité,

S

peut étre considérée comme T1a représentation d'un tenseur cinétique des vi-

tesses de translation.




Cette matrice traduit effectivement 1'animation interne d'un milieu gra-

nulaire dans chacune des directions orthogonales.

élément volumique
!

A Vmoy Représentation du tenseur cinétique
s s son repere principal
P = dan o P o] pa

£ vol(1) () 5 wor(i) ° v ¢ vor(i) v° o'

T ' T g o
E.(0C) &= | gwor(i) v v° g owor(i) (1) 5 woi(i) v’ v

7 1 A .

r vol(i) v’ v” ¢ wol(i) v° v’ g wol(i) ()

7 i i i i i 7 !

Si maintenant on veut établir une fonction de distribution des vitesses

de translation dans un élément volumique, i1 est naturel de considérer

%— (EV-EV) comme la matrice de corrélation de la loi de distribution tridimen-
s?anne]]e. Le choix d'une Toi normale conduit pour ;1(Q+/x+) a
1 -0 0 - = =1 ,=-0 0 '
- > Os 3/2 i = i o) (V =Vimoy )'(tv_EV> '(V -Vmoy )
2, (v /x7) = ('2?) €

| xﬁi’t(Ev-Ej3

La matrice o (E,-E,) ' est une matrice symétrique et la forme quadratique

figurant en exposant est définie positive ; ses termes sont proportionnels aux
mineurs du déterminant de la matrice de corrélation.

Cette distribution est simplifiée si 1'on admet que p, n'est fonction

- . - .
que de la norme du vecteur v - v . La fonction p est alors &quivalente

moy

d la fonction de distribution des vitesses de Maxwell.

205
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o)
1
La matrice o (EV-EV)'1 est alors une matrice d'homothétie, ce qui impose
que EV-Ev le soit également
- 2
£, -E =5 o |87 1
La quantitée 1 16v+|(x+) représente 1'écart quadratique moyen des vi-

\/é |

tesses. Par sommation selon la lére diagonale

18vT] = L ew(E,-E,)

- 2 > 2
= lvmoy' = lvmoy l

oll lV:;YI est la norme de la vitesse quadratique moyenne (on rappelle en

L g est égale au carré de la vitesse V:oy.)

5

effet que la trace de Ta matrice

De plus, lorsque |6v+](X+) tend vers 0, Ta distribution B (V/x)

-

correspond d la distribution de Dirac & (v —v:;y) . La quantité o (x+)\9

vy | 60

est proportionnelle & 1'énergie cinétique totale de translation de 1'é&lément &v.
Comme cela a été signalé antérieurement o |6V+lz Sw constitue une carac-

téristique microscopique de la dissipation intrinséque, en 1'absence de rota-

tion des grains (glissement sans roulement).

Remarques:

1. A partir du champ de vitesse moyenne v:;y(x+), on en déduit le champ du
tensaur symétrique des taux de déformations par la théorie classique du ler
gradient en mécanique des milieux continus

écrﬁ= % (eroy,d+ Ur:oy,ﬁ) (pour a,8 = 1,2,3).



207

2. De la relation bien connue de la conservation de la masse, on en déduit
immédiatement, une relation équivalente concernant la variation du nombre de

grains par unité de volume

7 (X7) = L (x7)
V0L moy
implique :
%% + div(n v, ) =0
. 0
(Le taux de déformation volumique e, = - BL-=-%J

En définitive, on peut retenir de ces considérations que 1'état cinématique
motionnel d'un milieu granulaire est caractérisé non seulement, par un champ

. -> -> . - . . N . .
de vitesse v, (x) pris en compte en mécanique des milieux continus, mais
par les tenseurs cinétiques de translation et de rotation qui définissent les
micro-déplacements des grains.

. . . >, > . .

(Une extension aux vitesses de rotation w. (x ) des grains (i) peut en

effet étre envisagée selon la méme démarche, dans le but de caractériser le

tenseur Ew(x*) ).

2.222 - LES CARACTERISTIQUES ASSOCIEES

- b

Définies & partir de (q) = {b: >N ; ,tz } et qui associent & un élément
de volume dont la position est déterminée par le vecteur X , trois distribu-
tions, dont 1'une est relative & la position statistique spaciale des contacts,
une autre d leur orientation et la derniére enfin & une direction principale

tangente.

Remarque préliminaire:

La justification de 1'existence de tels paramétres est dictée par 1'obser-
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vation suivante :

On pourrait penser que la connaissance de 1'é&tat positionnel canonique
suffit & décrire 1a configuation statistique géométrique du milieu. Deux
contre-examples simples infirment ce fait.

Le premier exemple est celui d'un assemblage de sphéres identiques. Dans
ce cas, du fait de 1'inertie sphérique d'une boule, i1 n'est pas possible de
Tui associer un vecteur axial d'orientation, tel qu'il a été défini dans le
§ 1 211, et bien slr le tenseur représenté par 0 P sera sphérique (P = 1).
Or, il est bien connu que pour une méme compacité, plusieurs configurations
sont possibles. On peut indiquer en 1'occurence 3 configurations concevables

a partir d'une méme densité p , pour un empilement de rouleaux cyclindriques.
s

: orientation des (A
contacts
V2l RN
\
Etat (2) : orientation des . R K
contacts ( 1 ~1
cylindre sur 9
est oté)
Ztat (3) : orientation des <5
contaocts ////r




Le deuxiéme exemple constitué d'un assemblage de grains orientablas montre
que pour une méme valeur, non seulement de la densité volumique, mais encore
du tenseur d'orientation, il peut exister une grande différence dans la structure
de 1'assemblage. L'exemple élémentaire présenté ici est celui d'un assemblage
de rouleaux elliptiques de différents diamétres.

La structure bidimensionnelle se déduit d'un assemblage de rouleaux 3 sec-

tion circulaire par une affinité par rapport a un axe dont Ta direction est

choisie arbitrairement.

Cas ovu P, = 0.82 et le tenseur de
micro-inertie actuel est égal au
tenseur de micro-inertie de saturation

axes d affinité

)
i

Ztat (1) : orientation des
contacts

Etat (2) : orientation des
contacts

Ainsi, & moins de connaitre précisemment le contour de chaque grain et
ses paramétres pésitionne)s canoniques et donc d'en déduire analytiquement
les paramétres postionnels associés, i1 n'est pas possible avec la matrice oP
de définir compiétement la configuration géométrique du milieu. D'autres para-
métres statistiques sont donc indispensables pour caractériser la structure

de 1'assemblage.




210

Notons tout d'abord que 1'évaluation du nombre de contacts existant par
unité de volume ne constitue pas une caractéristique d'état associée, si elle
n'est assortie de celle de la dimension d'un grain (effet d'échelle) ; il en
est de méme du nombre de contacts par grain, puisque ce dernier est une consé-
quence implicite des caractéristiques analytiques et de la valeur actuelle de
la compacité. Des milieux a& granulométrie dispersée selon la théorie des mé-
langes de Feret peuvent avoir une compacité trés élevée - voisine de 1. (Le
bouchage des interstices est assuré par les grains de petite dimension).

Ce qui importe donc de connaitre, est ce qui différentie 2 états géomé-
triques possédant les mémes caractéristiques analytiques et les mémes caracté-
ristiques canoniques. Evidemment, les piéges 1iés a des morphoiogies spéciales
de grains sont nombreux (enclavement, ségrégation, etc.) ,
néanmoins pour des grains & contour globalement convexes et pour das granulomé-
tries réguliéres, il est possible de mettre en évidence certains aspects signi-
ficatifs de la structure d'un assemblage.

Dans les milieux natureis, Ta détermination de la forme générale d'un grain
et de sa position, est hors d'atteinte des techniques actuelles d'observation,
c'est dire combien est vaine 1'idée de 1'exploitation des données analytiques
pour le calcul théorique des paramétres de contact. Inversement, la connaissance
des paramétres positionnels associés permet de cerner plus ou moins précisemment
le contour du grain moyen et son orientation spaciale. En effet, pour un grain

(i) convexe, {b; , 0} (7 variant) définit d'une part le polyédre de sustenta-

i

tion 3(1’)Q inscrit dans le contour du grain, d'autre part le polyédre de sta-
bilité cinématique a(i% circonscrit @ 9(i). C'est donc par 1'analyse de ce
probléme que seront fournies les 2 premiéres caractéristiques statistiques

associeées.
En dehors de toutes considérations dynamiques, la stabilité intrinséque
d'un grain est d'autant plus grande que ses polyédres 3(1')q et 8(1’)Q seront

rapprochés 1'un de 1'autre. On congoit intuitivement et ce fait est confirmé
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par 1'expérience, qu'au cours d'une consolidation isotrope, un grain aura ten-
dance a se placer dans une situation qui améliore sa stabilité propre.

- d'une part, en augmentant le nombre de ses contacts

- d'autre part, a s'orienter de maniére a favoriser par ses contacts la

concordance des polyédres intérieurs et extérieurs.
0 (U

>
A.\
<\

d(L) contour réel

Représentation des polygones d(i) et d(ij,

2.23 - LES CARACTERISTIQUES D'ETAT DYNAMIQUE

Les caractéristiques d'état dynamique définissant statistiquement la con-

figuration dynamique du milieu, sont obtenues & partir des paramétres de char-

gements actuels et incrémentaux (Q) , (Q) , (Q) . (6)

2.231 - LES CARACTERISTIQUES CANONIQUES

+ >
Etablies & partir de (Q) = {g',u'} elles associent & un élément volumique
V(x*), deux distributions dont 1'une est relative & la force volumique et 1'autre

au couple volumique -
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Dans nos hypothéses, lesefforts (Q) sont donnés etsont essentiellement
le résultat de T1'action d'un champ extérieur sur Te volume ou la masse des

grains. Cette simplification a pour conséquence :

-
. Les forces g' sont toutes dirigées dans le méme sens et son proportion-

nelles au volume des grains (i).
-
gi = wvol(i) Kk
ol k+(x+) est un champ de vecteur en général constant
> >
grad(k”) =
Ainsi les forces g? suivent une loi de distribution fonction de la densité

volumique o

T gh= L wl(i) K =p kK 6w
(1) €dw (1) )
_—>
. Les couples donnés &' sont nuls.

La quantité o (x+) K~ représente la moyenne des forces canonigues par

unité de volume.

& oxsx? Vars L'équilibre "macroscopique" de
33

1'd1ément volumique Ow est

//////<:;=§4:_.. assujetti & la condition de con-
]
: 5 sxsx servation de la quantité de mou-
() 22
: T ‘ — vement :
O 2513 V __: > >
n o% AT div(2.07) + o kK = .
/ e ¥ :

o0 Z est Ta matrice symétrique représentative du tenseur des contraintes
dans le milieu, exprimée dans la base de référence 0
Le vecteur contrainte o agissant sur une face plane ne constitue qu'une
valeur moyenne des efforts exercés par les grains sur cette paroi. C'est en
quelque sorte la partie observable de 1'état dynamique du milieu. Pour tenir

compte des efforts d'auto-serrage, formant un systéme nul, il est nécessaire



d'introduire les autres caractéristiques statistiques que sontles caractéris-

tiques associées, dérivées de (Q) .

2.232 - LES CARACTERISTIQUES ASSOCIEES

Le paragraphe 2 122 avait pour objet, de préciser les composantes essen-
tielles de la mécanique d'un systéme de corps rigides en contact, c'est-a-dire
les conditions requises sur (6) pour que 1'équilibre statique soit obtenu.

En fait, ces conditions s'avérent incompiétes car la compatibilité des efforts
vis & vis du critére de liaison n'a pas été vérifiée. On définira donc un sous-
ensemble de 1'espace des chargements statiquement admissiblies pour lequel la

stabilité de chaque contact est assurée. Ce sous-espace qualifié "d'espace de

configuration des paramétres d'efforts internes statiquement admissibles,

~

(§) S.A.L. : [ @) S.A
(et z(Q) <0

-

(o0 L est la fonction du critére de 1iaison intergranulaire). La convexité
du domaine définissant les capacités de résistance de chaque contact intergra-
nulaire (L convexe) implique dans 1'espace des chargements associés Q) ,
1'existence d'un domaine convexe limitant les potentialités de résistance
d'un systéme en géométrie actuelle (Salencon 1972).

Le but recherché est par conséquent la détermination du domaine des char-
gements potentiellement, supportables intérieurement. En effet, le degré d'hy-
perstaticité intérieure du systéme granulaire (S), n'étant pas nul en général,

i1 y a donc une indétermination sur la valeur des paramétres (6) . On dit que

Te noyau du convexe est constitué par 1'ensemble des efforts intergranulaires

auto-équilibrés, pour le processus étudié. IT s'agit 1d d'efforts internes

d'auto-serrage dont 1'existence conditionnera nécessairement le comportement
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mécanique du systéme (pas d'unicité de la soiution, en équilibre limite du fait

de Ta nature de la loi d'écoulement du contact intergranulaire). Cet auto-serrage
(formant un systéme nul intérieurement) constitue par conséquent une caractéris-

tique d'état au méme titre que la configuration géométrique du systéme.
a - Equilibres limites dans une partie V(X+) d'un systéme

En 1'absence de forces volumiques moyennes o K , de sollicitations exté-
rieures (tenseur des contraintes macroscopiques), il ne peut exister d'auto-
serrage dans un milieu constitué de grains convexes, car la relaxation des con-
traintes sur le contour 3V(X) entraine la relaxation des efforts intergra-
nulaires pour une zone vocisine du contour, et, de proche en proche, jusqu'aux
zones intérieures de V(x+). Inversement, pour des sollicitations extérieures
mémes faibles, i1 existe des efforts intergranulaires non nuls qui, de proche
en proche, peuvent équilibrer un auto-serrage important & 1'intérieur du milieu
(cf. essais oedométriques § 3 2). Par contre, pour des grains anguleux, un
auto-serrage consécutif & 1'enclavement forcéd des particules, est possible en
1'absence de sollicitations extérieures. Dans cet ordre d'idée, on peut distin-
guer pour une méme valeur du tenseur des contraintes macroscopiques £ , un

état & configuration dynamique relachée qui correspond & un minimum des efforts

intergranulaires, d'un &tat & configuration dynamique serrée qui correspond

d une valeur importante des efforts intergranulaires. I1 s'agit en quelque sorte
de 1'équivalent dynamique d'une densité (cf. § b).

La dissipation plastique par frottement intergranulaire compte tenu du mo-
déle adopté pour le comportement des contacts (rigide - plastique) correspond
strictement & la puissance des efforts intérieurs.

dl

F

~-+r)

Pour un modéle de Couleomb identique pour chaque contact (cf. § 1 123).

. 2 . L2
- P = %— Sin q)r >\U lf‘-; | + %‘ Sin q’)r >\‘ij (7‘?“1 )

int

ou les coefficients iu et ih (pour (i), (j) € dw) sont des scalaires
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positifs ou nuls selon que le glissement ou le pivotement avec frottement est
effectif ou non. En réalité le nombre de coefficients inconnus est inférieur
d 2n, & cause des conditions d'équilibre.

I1 est normal de négliger ¥7  dans le cas de grains arrondis. Dans le
cas de grains anguleux au contraire, il est normal d'en tenir compte : 1'exis-
tence de couples de contact nonnuls augmente les liaisons internes du milieu

et accroit de ce fait sa résistance aux sollicitations (angle de frottement

macroscopique de Coulomb plus important).

v
2V (X)
N -7 T~
Nt ~

paroi paror
réelle fictive

- — e — S— — —

La puissance des efforts extérieurs dans un élément volumique du systéme,
s'exprime, en fonction de la vitesse moyenne

ot - k—>v—>r
B =9V =g 8wk

En ce qui concerne la puissance des efforts intérieurs

e >t - > >

= f" .y + i (v -v

int moy

) - (FT A XMy ).

moy

Sachant que les forces de contact s'équilibrent deux & deux sauf sur la

frontigre 3v(x") de 1'élément volumique
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ol f¥ représente une distribution surfacique d'efforts fictifs sur le con-

tour BY(X+) de 1'élément volumique.

La formulation duale de la dissipation, obtenue en considérant que le glis-

sement avec frottement se fait sans dilatance ni déviance (vitesses cinématique-

Si T'on impose une condition supplémentaire de non-roulement (contacts

> -
plans w; A n, = . (cf. § 2 122)
R S
Nécessairement w* - %* doit étre orthogonal a n.  pour que i soit

4

différent de 0 . Ce cas original induit une rigidité compléte du systéme si
aucun des polyédres 3(1')q n'est ouvert. Sur le plan expérimental, on constate
en effet, pour des milieux dans lesquels la rotaticn est empéchée (par exemple :
empilements de bricues), des mécanismes de rupture par "blocs" rigides.
Du point de vue théorique, 1a recherche d'un critére de stabilité pour un
systéme granulaire pourrait étre envisagée selon 2 approches (cinématique et
statique). En pratique, i1 n'est nul besoin de passer par 1'expression des

puissances, car les conditions statiques licites fournissent implicitement les

frontiéres au domaine convexe des chargements potentiellement supportables et

les conditions cinématiques Tlicites fournissent implicitement les frontiéres

du domaine des chargements virtuellement insupportables.
La recherche du critére de stabilité (par 1'intérieur) pourra étre abordé

du point de vue incrémental afin de tenir compte de 1'&tat actuel des charge-

ments intérieurs auto-équilibrés.



"selon Rowe)

{a) Plan. (5) Elevation on XX; 0y/0} = tana tan (¢, + 3).

Stress-dilatancy relation for static equilibrium

: {(configuration géométrique actuelle donnée).

(q) , (§) donngs , - (Q) et (Q) limites

(pas d'unicité de la solution pour un matériau non standard).

Probléme incrémental : (configurations géométriques et dynamiques actuelles)

(@) » () » (Q) » (Q) donnés > (Q) et (Q) Timites

Pour rendre compte de 1'état dynamique interne qui joue un rdle sensible
dans le comportement macroscopique du milieu, nous introduisons les caracté-

ristiques associées dont la définition statistique est obtenue & partir des
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paramétres associés (Q) et (Q) . I1 s'agit donc de 2 distributions, dont
1'une est relative aux forces intergranulaires fi , 1'autre aux couples de
contact 77 . Les démarches conduisant & la caractérisation de ces 2 distri-
butions sont analogues ; c'est pourquoi la seconde ne sera qu'une extension de

la premiére, plus particuliérement développée dans ce paragraphe.

1. Dualité des configurations géométriques et dynamiques actuelles (rappel).

l1ére notion : configuration géométrique

On rappelle que 1'état géométrique actuel est caractérisé par des tenseurs

canoniques et associés (densité volumique,orientation des grains, disposition et

orientation des contacts...)

Densités volumiques

état “lache’

état "“dense'

22me notion : configuration dynamique associée

Pour une méme configuration géométrique et pour la méme configuration
dynamique extérieure, la distribution des forces intergranulaires n'est pas

unigue.

Forces de contact possibles

état "relacheé" état “serré" pour une méme configuration
géomeétrique



2. Energie é&lastique d'un grain sollicité par des forces de contact

On rappelle tout d'abord que Ta déformation volumique d'un corps élastique
soumis & des forces localisées est donnée par 1'application du théoréme de réci-
procité de Maxwell et Betti

Sw !

Z]— =V fil 'xi(Mij )

(ol v est une constante élastique).
L'énergie interne d'origine élastique d'un grain soumis a 1'action de forces

de contact s'exprime comme une forme quadratique des composantes des forces

Grain soumis & l'action de
torces de contact

Cette énergie dépend :

- des constantes élastiques du matériau constitutif du grain (comportement
volumique de type élastique).

- de la géométrie du grain

- du nombre, de 1'intensité et de la direction des forces de contact

- de la position du point d'application des forces.

I1 y a donc une inter-dépendance entre les caractéristiques géométriques
associées (issues de (§)) et les caractéristiques dynamiques associées (issues
de (Q))

On admettra, en l&re approximation, pour un grain globalement convexe et

dont les forces de contact ont une direction peu éloignée de la normale, que la
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part énergétique relative @ une direction arbitraire r~ est donnée par :
o . 1 . T 2
enez;->(1) =2-\).uoz(1)Q zo(fi)
(J)
(v est une constante &lastique identique pour chaque grain)
£5 représente la projection scalaire de la force £ sur le vecteur
unitaire 17
Les équations d'équilibre impliquent

T
i

Zfi‘€+g=0

[(J)

1 [f'_r ’XT(Mij)’T+] =0

b.2 - Tenseurs dynamiques

Pour un ensemble de grains (i) contenus dans un élément volumique V(x+)

—). e 3 -
(avec, |v(x )| = &w) , la part relative & la direction r~ est donnée de la

T

(F1)

2

A ]

1 .
ener_+(8w) = = v I vol(i)
T 2z (i)e ow g

On est par conséquent amené & définir un tenseur symétrique, qualifié de

tenseur dynamique des efforts internes, tel que :

ener +(&w) = .0 B A0 . Sw
avec, B, ey Iowol(i), I f'.ff
(1) (3)
ot fg Lf est la représentation matricielle du tenseur monome construit

>
i partir de f" dans la base de référence 0 . La trace de E, Sw définit

1'énergie élastique totale contenue dans le volume dSw .
>
tr(E,) Sw=% I wol(i), I |f B
(1) (J)

La force intergranulaire quadradique moyenne, ou force intergranulaire

efficace pourra étre déduite de cette relation en supposant que qu(i)Q= vol(i)
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soit

On peut distinguer dans 1'énergie totale ¢»r(E,) , la part qui revient
aux efforts intergranulaires de la configuration dynamique relachée (c'est-a-
dire équilibrant strictement les efforts extérieurs) de la part qui revient

aux efforts intergranulaires auto-équilibrés.

[ E; représente le tenseur dynamique des efforts intergranulaires corres-

pondant & 1'équilibre strict des efforts extérieurs

E.-E, représente le tenseur dynamique dds aux efforts internes auto-

\ équilibrés.

La part E, correspond par conséquent & 1'énergie élastique die au ten-

f
seur des contraintes macroscopiques, actuel, I

£, 6w =<% o TALZ Sw

ol A est une matrice symétrique.

La quantité d'énergie d'origine extérieure est égale d la trace de Ef.

La force moyenne intergranulaire ﬁ:w (a3 ne pas confondre avec la force
quadratique moyenne), qui correspond & un état dynamique relaché, a fait 1'ob-
jet, par certains chercheurs, d'une évaluation théorique basée sur la consi-
dération des contraintes extérieures et de 1a probabilité d'orientation d'un

contact. On peut citer d cet égard, les travaux de Oda (1972) basés sur les

gétudes geéométriques de Horne.
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La force moyenne proposée est donnée par

; = p?(n”) o 4P (sans sommation sur B)

moy n

o’ est la contrainte principale selon la direction B8

ol ( nP est la Réme composante du vecteur normal au contact
J B
| pﬁ(n+) recrésente une fonction de répartition statistique d'orientation

Lde contact.

Malheureusement cette évaluation ne fournit qu'une valeur fictive de la
force intergranulaire de contact réelle, car elle ne prend pas en compte les
efforts auto-équilibrés qui peuvent étre relativement importants pour des
grains & fort coefficient de friction. Dans cet ordre d'idée, rappelons que
la théorie de Ta dilatance établie par Rowe, part de 1'hypothése que les forces
intergranulaires sont des fonctions biunivoques des contraintes et de 1'orien-
tation des contacts. I1 se trouve que les essais pratiqués sur des sphéres mé-

talliques lisses pouvaient permettre effectivement de s'affranchir de la prise

en compte d'une force intergranulaire d'auto-serrage, puisque que, d'une part

le coefficient de friction entre sphéres était de 0,2 et que d'autre part les
essais étaient effectués & partir d'un état initial libre de contraintes.

Or, méme pour des sphéres métalliques 'isses (donc donnant une faible per-
missivité pour la force intergranulaire d'auto-serrage), Dantu a montré, par
des essais cycliques que le comportement d'un assemblage n'était pas biuni-
voque ; c'est donc qu'il existe des contraintes rémanentes, non seulement
entre le milieu et les parois mais également & 1'intérieur méme du milieu.

Ce fait expérimental est confirmé par 1'analyse théorique du critére de
stabilité d'un assemblage, que nous avons abordé au début de ce paragraphe.

La part restante Ef-Ef pour laquelle 1'équilibre de chaque contact est
assuré, constitue une "réserve" énergétique susceptible d'étre restitué sous

certaines conditions. (I1 s'agit d'une élasticité conditionnelle).

Dans un processus de consolidation isotrope, il est possible de ne retenir



que la trace de Ef-Ef , qui est la quantité d'énergie d'auto-serrage, stockée

intérieurement.

2 g 2

tr<Ef_Ef) = v e (Ifmoy ] lfmoy [ ) >O

N

En définitive, les caractéristiques statistiques dynamiques associées,
peuvent en premiére analyse, étrereprésentées par un tenseur dont les termes
sont constitués par les parts énergétiques, selon les directions principales,
du serrage di aux forces intergranulaires. Les contraintes actuelles forment une
partie de 1'état dynamique ; 1'auto-serrage (die & 1'histoire du trajet de

chargement) en forme 1'autre partie.

Couple_de_contact

Par extension des notions établies ci-dessus, il est possible d'introduire,
de la méme maniére, un tenseur dynamique E, » traduisant 1'état statistique

actuel des couples de contact.

R

Chainons de transmission des contraintes dans le modeéle a 2 dimensions.

Les 3 premiéres photographies correspondent & o croissant et les 3 derniéres 2 ¢ Jécroissant.

(selon DANTU)
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2.24 - CONCLUSION SUR L'ETAT ACTUEL D'UN MILIEU GRANULAIRE

- canonique : densité volumique ]
anisotropie d'orientation P
- associée (interdépendante de 1a répartition des forces et couples de contact ;

liée aux tenseurs dynamiques).

. . . ->
- canonique : tenseur des contraintes X et force volumique P K

- associée : tenseurs dynamiques E;,E,

moy

. . >
- canonique : { vitesse moyenne v
tenseur des taux de déformation <

tenseurs cinétiques E, ,E )

La loi d'état d'un milieu granulaire est par conséquent une fonction des

paramétres tensoriels rappelés ci-dessus, soit : p P , T, E¢s £y
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CHAPITRE 3

COMPTE-RENDU ET INTERPRETATION DES ESSAIS
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Deux catégories d'essais ont été effectués dans le but de mettre en é&vi-

dence quelques aspects microscopiques et macroscopiques du comportement d'un

sol pulvérulent.

Une premiére série d'essai porte sur un milieu granulzire artificiel,

bidimensionnel. Les "grains" ont &té choisis de différentes formes, de maniére 4

caractériser non seulement leurs transiations mais également leurs rotations
propres. Dans les derniéres années, de nombreux essais ont été pratiqués sur
des grains sphériques (sphéres métalliques - Dantu , Rowe, Biarez,...) ou
des rouleaux cylindriques de révolution pour 1'étude bidimensionnelle. (rou-
leaux de Schneebelli - Dantu, Oda, Konishi, Cundall,...). Ceux-ci
ont Ta possibilité de montrer la translation des grains et méme une forme
d'anisotropie de d& la répartition des contacts sur le pourtour sphérique ou
cylindrique de chaque grain. I1 nous a semblé utile d'ajouter da la qualité de
ces milieux granulaires artificiels une propriété supplémentaire du fait de
1'allongement des grains.

Une deuxiéme série d'essai porte sur 1'étude macroscopique d'un sable sec.
Ces essais se limitent 3 des essais oedométriques cycliques. I1s ont plus spé-
cialement pour but de montrer 1'effet de 1'anisotropie initiale (remplissage)
et d'autre part 1'évolution de 1'écrouissage pour un trajet de charge cyclique,
fixé. La teneur et 1'interprétation de ces essais sont déja bien connues, mais
elles constituent tout naturellement, le prolongement macroscopique de 1'étude

microscopique des phénoménes intergranulaires.
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3.1 - CINEMATIQUE D'UN MILIEU GRANULAIRE PLAN SOUS DIFFERENTS CAS DE CHARGEMENT

Les essais présentés ici ne concernent que les phénoménes cinématiques,
sous des déplacements d'ensemble imposés, constatés dans un milieu granulaire
plan. Tous les phénoménes d'instabilité macroscopiques nécessitent une tech-
nique d'observation bien spécifique faisant intervenir une mesure de temps.
Dans ces essais au contraire, ne sont envisagés que les écoulements "figés"
c'est-a-dire cinématiquement stabilisés du point de vue macroscopique et ciné-
matiquement "stabilisables" sur le plan microscopique. Ces essais sont, par con-
séquent une étude de la déformation globale et de ses implications au niveau
du mouvement des grains.

Compte tenu des faibles valeurs des chargements utilisés dans ces tests,
la déformation globale des grains est négligeable, bien que la déformation
Tocale au contact puisse prendre une certaine valeur ; ainsi les grains peu-
vent-ils &tre considérés sans inconvénient comme rigides. Les liaisons inter-
granulaires, compte tenu de 1'échelle d'observation visuelle et temporelle,

ont un comportement du type rigide-parfaitement plastique.

3.11 - MATERIEL D'ESSAI

Les 3 &léments essentiels du matériel d'essai sont constitués par

3.111 - LES GRAINS

Au nombre de plusieurs centaines, ils sont obtenus par trongonnage de

tubes de différents diamétres, & section ovalisée. La nature du matériau



(P.V.C. dur), assure une bonne rigidité, tout en facilitant la fabrication.

section ovale

10 mm Grain “pidimensionnel"

3.112 - LE SUPPORT

Le support sur lequel sont posés Tles grains est un plateau de 2,00 m
sur 1,30 m dont le revétement poli n'offre qu'une faible résistance de frot-
tement aux grains. I1 est équipé de pietements mobiles permettant une incli-
naison variable, afin de modifier selon les cas 1'effet de 1a pesanteur sur
les grains, et d'un cadre constitué d'éléments amovibles assemblés par visserie
permettant, par le grand ncombre de degrés de 1iberté possibles, un large choix
de types de chargement. Les dimensions du plateau ont &té choisies de maniére
a éviter les effets de bord. Les résultats d'essais montrent d'ailleurs que

compte tenu de la taille des grains, ce dernier est surdimensionné.

3.113 - UN APPAREIL PHOTOGRAPHIQUE

L'appareil photographique joue le rdle d'appareil enregistreur des mesures

faites par comparaison entre 2 incréments de déplacements.
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‘/%:};\\:
s

y
~3gpPpcrel  photographique et son suppoort

Schéma du dispositif d'assais

piétement
mobile

inclinaison variable

Schéma de 1l'équipement du
plateau dans le cas d'une
simulation de chargement d'un
sol par une fondation

super ficielle

mesure lateau cadre rigide
R «6 <]
] \ ;ﬁ[ I degré de ‘/

H liberté

1\

1300 mm

2000 mm

3.12 - PRESENTATION DES ESSAIS

3.121 - PRINCIPE DE VISUALISATION

A chaque degré de déplacement d'un élément du cadre (par exemple , enfon-
cement d'un plateau), un enregistrement photographique de la configuration
statique du milieu granuiaire est effectué . Les essais étant purement ciné-

matiques, 1'échelle d'incrément de déplacement d'un élément du cadre a été
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arbitrairement choisie comparable & la plus petite dimension d'un grain soit
5mm .

La comparaison par surimpression de 2 vues successives tirées sur film
transparent, fait apparaitre non seulement, les champs de déplacements relatifs
du milieu & tous les stades du trajet cinématique, mais encore ce procédé
classique permet de déterminer avec précision Te déplacement et la rotation
propre de chaque grain par rapport 3 un repére fixe ou 3 un repére mobile
attachée a une partie du milieu.

En principe, pour chaque essai, un minimum de 8 photographies 3 différents
stades de déplacement est requis pour montrer 1'évolution des parties mobili-
sées du milieu. On peut remarquer a ce sujet, 1'importance des déplacements
constatés avant rupture par poingonnement d'une semelle superficielle par
exemple.

Ce procédé est susceptible d'étre amélioré utilement par la visualisation
simultanée des contraintes exercées sur chaque grain. I1 suffirait dans ce cas

de remplacer Te matériau des grains pour un matériau piézo-photopolarisant.

3.122 - CATALOGUE DES ESSAIS

Les essais concevables grdce a 1'équipement peuvent &tre de 2 natures.

- une simulation d'un comportement cinématique d'un ouvrage réel contact
avec un sol (fondation superficielle, mur de souténement, ancrage)

- une simulation d'essais de laboratoire, tels que essai oedométrique,
boite de cisaillement, etc.). Le cata]ogué des réalisations d'essais est repré-

senté par le tableau ci-aprés :
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a - Essais_a chargement vertical (avec pesanteur)

,,/\\_l__ﬁ¢>_______ semelle superficielle étroite

(a=1) e
{_ (avec ou sans pesanteur)
/\.uJ\—
, ~
(a-2) S semelle superficielle large.
a

+
“"'\‘JLﬂﬁffﬁf“‘““” semelle décentrée

(O _ 3) L

ancrage vertical
(a-4)

semelle de soulévement
(@-3)

(b_1) butée verticale sans rotation

3 - -
(b_ ) P poussée verticale sans rotation

(b-3) butée verticale avec rotation

4 . .
(54) poussée verticale avec rotation




c - Essais divers (sans pesanteur)

(c_1) l ;¢35- tassement oedométrique

(c_2) cisaillement
(c-3)
(c.4) S B distorsion

Dans ce qui suit plusieurs illustrations seront complétées par un dia-
gramme des champs de vitesses de transiation et de rotation, et du champ des
orientations des grains aprés chargement. On rappelle que pour un grain bidi-

mensionnel, le distributeur des vitesses canoniques se réduit a 3 composantes

- 2

Vi U|
vf =0

grain (1): {v?,wj}/‘

0
Lw_: \ w? =0

E

W
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Compte_rendu_et_interprétation_des_essais

Diagramme Nature de 1'essai Objet
no
a Principe d'enfoncement Présentation du dispositif
d'une semelle
b Simulation d'enfoncement Visualisation du mouvement
d'une semelle étroite des grains
c.l Simulation d'enfoncement Mouvement de grains dans
d'une semelle Targe un repére fixe
c.2 Simulation d'enfoncement Mouvement de grains dans un
d'une semelle large repére 1ié & la semelle
c.3 Simulation d'enfoncement Visualisation d'une ligne
d'une semelle large d'iso-déplacement
c.4 Simulation d'enfoncement Diagramme du champ des
d'une semelle large vitesses de translation
c.5 Simulation d'enfoncement Diagramme du champ des
d'une semelle large vitesses de rotation
.6 Simulation d'enfoncement Visualisation des orientations:
d'une semelle large des grains aprés de grandes
Idéformations
c.7 Simulation d'enfoncement Diagramme du choix des
d'une semelle large orientations aprés de grandes
déformations
d Simulation d'enfoncement Visualisation du mouvement
d'une semelle des grains
e Simulation d'arrachement Mouvement des grains dans
d'un ancrage un repére fixe.
f.l Simulation du recul d'un mur de IMouvement des grains dans
souténement - Mobilisation de la butéejun repére fixe
f.2 Simulation du recul d'un mur de (Visualisation d'une Tigne
souténement - Mobilisation de la butée!d'iso-déplacement
f.3 Simulation du recul d'un mur de Visualisation d'une ligne

souténement - Mobilisation de la butée

d'iso-déplacement




f.4 Simu]ation du recul d'un mur de Diagramme du champ des
souténement - Mobilisation de 1a butée | vitesses de translation
f.5 Simulation du recul d'un mur de Diagramme du choix
souténement - Mobilisation de 1a butée | des concentrations
I f.6 Simulation du recul d'un mur de ¥;3$2115at1°n des g;?é:cgé
souténement - Mobilisation de la buteei grandes déformations
|
g Simulation de 1'avancée d'un mur - ' Visualisation du mouvement
f Action de Ta poussée du massif ' des grains
! ! ?
i | -’
booh Simulation du recul d'un mur ' Visualisation du mouvement |
i avec possibilité de rotation i des grains !
o Simulation de 1'avancée d'un mur § Visualisation du mouvement§
i avec possibilité de rotation ; des grains !
| ]
N Simulation d'un essai de striction | Visuyalisation du mouvement !
a la suite de cisaillement ! des grains i
Jj.2 Simulation d'un essai de striction f Visualisation du mouvement ;
a la suite de cisaillement - des grains ‘
k Simulation d'une déformation . Visualisation du mouvement

par cisaillement

i des grains

|
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Mouvement des grains dans
fixe
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Visualisation du mouvement

des grains
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Visualisation du mouvement

des grains
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Visualisation g, mouvement
des grains
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Visualisation du mouvement

Simulation d'un essai de striction
des grains
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3.13 - CONCLUSION

Les différents essais présentés ici ont démontré la simplicité de visuali-
sation des déplacements des grains dans un massif. Ils ont montré égale-
ment 1'importance de la rotation propre des grains dans un chargement
anisotrope. Le grain s'oriente de maniére 3 offrir un maximum d'inertie par
rapport & 1'axe de la contrainte maximale et inversement, un minimum d'inertie

par rapport a 1'axe de la déformation maximale (direction de 1'&coulement).

direction de Iq / /sens de |’ écoulement
contrainte maximale \/
\\ /,/"\‘ grain (1) en configuration initiale
. )

grdn(i) orienté dans ie sens de

,.\. 7 , '
axe d’inertieS5—. |’ écouiemen!

maximale ~

éooulemgnt

N \diogromme des confraintes p

./ \ - il
5O X
Pl \ «
tathi d \ \ /
w /@xe d'inertie  minimale

Ce phénoméne traduit en quelques sorte une polarisation du milieu. Ainsi,

1a simple observation de 1'orientation préférentielle des grains (c'est-a-dire
la connaissance du tenseur de configuration canonique) suffit en général pour
estimer la direction approximative de la contrainte maximale ; tant il est vrai
par exemple, que pour les sols les particules sédimentaires sont disposées de
préférence horizontalement.

On notera enfin que si ce procédé est susceptible de fournir, & priori,
la forme d'un champ de vitesses cinématiquement admissible (par exemple pour
le calcul a 1a rupture), i1 y a lieu de tenir compte d'un "effet d'échelie"
dans la définition d'un tel champ, et en aucun cas, les mesures quantitatives
obtenues sur le modéle ne peuvent étre interpolées directement sur un massif

réel (Weber).
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3.2 - COMPORTEMENT OEDOMETRIQUE D'UN SABLE SOUMIS A DES CHARGEMENTS CYCLIQUES

Les essais de compressibilité des sables secs ont été effectués sur un
oedométre classique. L'évolution des tassements a &té mise en évidence sur
3 types de sables présentant des caractéristiques mécaniques analytiques diffe-
rentes (granulométrie, hétérogénéité des matériaux constitutifs des grains,..)

- sable du Havre, sable de Loire, sable de Fontainebleau. Notre propos
étant avant tout, 1'interprétation qualitative des tassements sous charges
(avec décharges et recharges éventuellement), nous nous sommes intéressés plus
d 1'évolution de 1a courbe de tassements qu'aux valeurs quantitatives des tas-

sements eux mémes.

3.21 - MATERIEL D'ESSAI

L'appareil oedométrique posséde les dimensions standard suivantes :
- Diamétre du piston 7 cm.
Hauteur maximum de 1'échantillon 2.38 cm.
L'unité de chargement correspond a une contrainte vecticale de
0.1 da N/cmz. La charge maximale provoque une contrainte sur 1‘'@chantillon de
12 da N/em® . La faible valeur de 1'incrément de contrainte (0. da N/cmz)

a permis de suivre au mieux 1'é@volution des courbes de tassements.
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3.22 - DESCRIPTION ET COMPTE RENDU DES ESSAIS

i Origine | Echantillons | Essai | Trajet de chargements |
, du sable n° n°
i;Havre 1 1 (7 10.4 ,\ 0.05 ) X 6
2 1 7 12.0
ELoire 3 1 #12.0 , \ 0.05 ‘
4 1 7 12.0 , % 0.05 7 12.0 |
: 1 ?12.0
5 2 * 12.0 |
' L3 7 12.0
1 7 0.5 ,\ 0.05, 7 12.0
L2 F 1.0,V 0.05 , 7 12.0
P3 A 2.0,V 0.05, 7 12.0
z , 4 7 4.0, % 0.05 , 7 12.0
- Fontainebleau | 6
' f 5 7 8.0 ,\ 0.05, 4 12.0
; s s 20 ,v 0.2 L 12,0
|
! 3G 4 20, v 005 L, 4 12.0
s s 20,010, 8 1220
(7 2.0 ,% 0.05) X 10
7 1 (# 12.0 , v 0.05) X
: f (7 2.0,\v 0.05)X
| 8 1 (#12.0 , % 0.05) X 10

Note : Les unités de chargement sont exprimés en da N/cm?
0.05 da N/cm? correspond au poids du piston, décharge maximale.
Pour chaque essai, 1'échantillon est remanié
Symboles 7 : charge jusqu'a ...
\ : décharge jusqu'a ...

() X : cycles consécutifs.
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5h §

Echantilon n°1 (sable du Havre)
Essai n°1

Courbes de charge

daN/cm?
T T T T T T ' T j ‘ ' ' -

O 1 2 3 4 s 6 7 & 9 10 1 1 °

sh A

Echantillon n®1(Sable du Havre)
Essai n°i

Courbes de décharge

n

f daM/cm?
1 1 I 1) T 1 I 1 1 ¥ i T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 v " 12
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&h

04 Echantillon n°2 (Sable de Loire)
Essai n°1
Courbe de charge
201
40 |
604
daN/cm?
T — T —T —— T T T T T T ?
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 °
5h A
0 -
Echantillon n°3 (Sable de Loire)
Essai n°1
2H Courbes de charge et de décharge




269

sh4

Echantilon n°4 (Sable de Loire)

Essai n°1

Courbes de charge et décharge

20 1

40

|

604 |

daN/cm?

T l T ' T T —T T . T r ! —
[

ah 1

Echantillon n®5(Sable de Fontamneblequ)

Courbes de charge

ESSAl N°2

/

ESSAI N%1

/

ESSAI N°3

l
da Nv/c m2

T T T T T T T T ! '

0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 0 M 12
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&h ‘P

401

901

140+

190

Echantilon n°6 (Sable de Fontainebleau)

Essai n°1

Courbes de charge

daNAm2

shi

40-

90+

1404

150 -

T T T T T T T T T g

4 s 6 7 8 9 w0 n 1 °

Echantillon n°6 (Sable de Fontainebleau)

Essai n°?2

Courbes de charge
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140

1907

Echantilon n°6 (Sabe de Fontainebleau)
Essai n°3

Courbes de charge

90

1904

Echantillon n°6 (Sable de Fontainebleau)

Essai n° 4

Courbes de chor‘ge
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5h ]

404

90-

1404

190

Echantillon n°6 Sable de Fontainebleau)
Essai n®5

Courbes de charge

daN/cm?

sh ¢

. _ESsAl N° 2

O.n

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 N 12

Echantilon n° 6 (Sable de Fontainebleau)

Courbes de décharge

9O __Essal N° 1
e ESSAl N°3
\Q—/ o
; - ESSAl N°4
ESSAl N°§
1‘40—¥ < -~

1901

fﬁ-‘.— )
ESSAl NO3leT NUESSAI Ne 3 bis

12 3 4 5 6 7 8 9 10 # 1n °©


file:///ESSAI

sh-
40+
50- Echantilon n°6 (Sable de Fontaineb eau)
\\ Essai n°3
Courbes de charge
140
|
1904 |
!
| daNAM?
T f T T T T T ! ! ! on =
0 1 2 5 6 7 8 9 10 1N 12
sh i
40+
Echantillon n® 6 (Sable de Fontainebleau)
Essai n® 3 bis
507 Courbes de charge
1401
1901
|
|
’ daN/cm?

5 6 7 8 9 0 U 2
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Sh{

90

140+

1501

Echantillon n°6(Sable de Fontginebleau)

Essai n°3 ter

Courbes de charge

" daN./em?

90 1

140 4
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N 44— 0 e

¥ 1 [j T ! ! i gl

6 7 8 9 o 1 12

Echantillon n°6 (Sable de Fontainebleau)
Essain®3"Y

Courbes de charge
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90
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Echantillon n°7 (Sable de Fontainebleau)

Essai n° 1

Courbes de charge
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3 4 5 6 7 8 9 10 " 12
shA
40
Echantillon n°7
Essa n°1
904 Courbes de decharge
[ ———na—
~———
|
v“___?
140 *
|
[ ———— .
190- i
daN /em?2
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5h
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Echantillon n°8 (Sable de Fontaineble
Essai n°1

Courbes de charge

1€ CHARGE

— —

sh$
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Echantilon n°8 (Sable de Fonlaineblegu)
Essar n°1
Courbes de décharge
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(
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3.23 - INTERPRETATION DES ESSAIS

Des différentes mesures, nous essayerons de dégager les caractéristiques
communes du comportement mécanique des sables. En effet quelle que soit la
nature du sable utilisé (Havre, Loire, Fontainebleau), il est clair que les
évolutions des tassements sous charges présentent des analogies, il n'en

est pas de méme des valeurs quantitatives des tassements.

3.231 - CHAMPS DE CONTRAINTES ET DE DEFORMATIONS DANS LA CELLULE OEDOMETRIQUE

L'échantillon de sol étant considéré comme un milieu continu classique,
dans la base canonique de 1'échantillon, le tenseur £ , du fait de la symé-

trie de révolution, est de la forme :

| n
by} oon ‘O 0 0 ‘
=10 ot o
Sh io 0 ot
/
o' { 0" contrainte verticale connue
UJ
t . . .
Lo contrainte radicale inconnue .
n-’

De méme pour le tenseur des déformations €

( ¢" est la déformation verticale, déduite de la lecture d'un comparateur,
donc connue

et la déformation radiale nulle (impossibilité de déplacement latérale).

ou encore, en faisant intervenir la partie sphérique et déviatorique des

tenseurs
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{ La pression moyenne effective : p = % " +20")
La contrainte déviatorique cq=o" - at
. . . Sw n Zet n
La dilatation volumique =€ +~7;- = €
La paramétre de distorsion el o= %—(en - et) = % e"

Le travail &lémentaire des efforts extérieurs par unité de volume :

S+ 6w 1 n n
Pex'(ﬁu -—psw—-+q€-o €

3.232 - COURBES DE ler CHARGEMENT

Les essais de ler chargement sur un méme échantillon remanié (cf. échan-
tillons 5 et 6) n'ont pas permis de mettre en évidence une courbe effets-défor-
mations unique. En effet, les tassements & 12 da N/cm2 varient avec une ampli-
tude de 50 % ; de plus il n'a pas été possible de trouver un rapport correct
entre Tes différents accroissements de tassement 5en/6on pour une contrainte
donnée. Ces faits confirment, s'il en &tait besoin, 1'influence essentielle
des paramétres cachés (configuration géométrique et dynamique 1initiale dans

Te milieu).

a - Décroissance des courbes

- e o e = wn e = e -

Ce qui toutefois semble sir est que la décroissance des fonctions
n n - ‘s . .
(e » 0) est réguliére. Sur aucune courbe, nous n'avons remarqué de points
d'inflexion. La proximité des points de mesure permet d'affirmer ce point avec

d'autant plus de certitude.

Sous 1'effet combiné des déformations élastiques des grains, des déplace-

ments intergranulaires et de 1'écrasement des grains, 1'indice des vides tend
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asymptotiquement vers 0 . C'est évidemment ce que 1'on constate expérimentalement
sur les courbes au voisinage de 12 da N/cm2 . Cependant, ce phénoméne est proba-

blement accéléré par une configuration initiale appropriée.

Lorsque o est au voisinage de 0 , c'est-a-dire lorsque 1'un passe de 0
a 0.05 da N/cm2 , On enregistre un tassement relatif important, ce qui laisse
supposer que 3¢ /36" > - o (Torsque o > 0) . On constate ce point également

sur les courbes de décharge et de recharge.

3.233 - COURBES DE DECHARGE

Les courbes de décharge ont toutes un aspect semblable, & savoir :

- un palier quasi-horizontal. (Plus ou moins important selon la nature
n

max

du sable) acn/a A cSte

( 10 % de la contrainte maximale aﬂox , pour un sable du Havre
1 50 % de Fontainebleau
80 % de Loire.
- Une courbe de raccordement, pour laquelle 1'accroissement de déforma-
tion - 8¢'/00" passe de la valeur 0O a une valeur infinie, lorsque
o >0 .
On peut penser que le palier horizontal ne 1'est pas tout & fait (impréci-

. ) . n,.n .
sion des résultats de mesure) et que 1'accroissement - 3e /S0  est progressif.

Ce qui semble plus remarquable, c'est 1'homothétie des courbes de décharge pour

un méme échantilion ; en effet, quelle que soit Ta valeur de la contrainte ver-
ticale aﬂox , a partir de laquelle se produit la décharge, les importances
relatives des paliers horizontaux et des restitutions en déformations sont les

mémes. Ces résultats sont consignés sur le schéma ci-apreés.
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echantilfon X

— —— échantilon Y

palier horizontdl

3.234 - COURBES DE RECHARGE

Nous avons vu que, pour o voisin de 0 , le taux de dilatation volumique
(négatif) était trés grand et que, par conséquent, pour une décharge totale,
Ta hauteur de 1'échantillon était indéterminée. C'est d'ailleurs ce que 1'on
constate dans le cas de cycles consécutifs, ol un chevauchement des courbes de

recharge peut se produire lorsque la décharge est compléte).

Dans les essais sur les échantillons 1,4,6,7,8, les courbes de ler charge-
ment constituent des courbes asymptotes des courbes de recharge. La tangente au
ler point d'inflexion est d'autant plus inclinée que la contrainte %2, est

faible.
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\T%ém-'-—‘
q E:st::::;\\\\iiur“be de 1T chargement
™ X

T —

Lorsque la décharge est totale, la courbe de recharge rejoint asymptoti-
quement la courbe de ler chargement, si bien qu'il n'est plus possible de se
trouver dans 1'état de déformation correspondant & Ta continuité & partir de
laquelle s'est effectuée la décharge. Cependant 1'écart des déformations
semble diminuer lorsque la décharge est partielle, au point que si 1a recharge
s'effectue & une contrainte 0:m située sur le palier horizontal, 1'écart

reste négligeable. Ceci a été mis en évidence sur les essais 6.3 . Le palier

horizontal semble donc constituer un seuil de rigidité relative.

Jw. AN courbe de 1€ chargement
D

écart de deformation Oﬂm

.\.

courbe de

decharge Allure des courbes de recharge
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3.235 - CYCLES DE CHARGE E T DECHARGE

Les cycles consécutifs conservent les propriétés définies pour les courbes
de décharge et les courbes de recharge. On observe, ce qui a été signalé aupara-
vant, un chevauchement possible des courbes de recharge lorsque la décharge est
partielle (mais dépasse toutefois le palier horizontal), i1 y a une augmentation
de 1'écart de déformation Beﬂax au cours des cycles. Cette augmentation ne

semble pas réguliére. Trois cas sont donc possibles :

n n n n
J UC < Omin < Gmcx . aemcn( v O
n n n
l O = e s % : aeﬂ‘\cn( > O *
n ez
L Omin ~ 0 : 8620;$>O . avec possibilité de chevauchement des

courbes de recharge.

3.24 - CONCLUSION

Les essais de chargement cycliques pratiqués, ont permis de préciser
1'allure des courbes "contraintes-déformations" dans le cas simple du chargement
oedométrique, sur des sables secs. Une fois de plus, méme dans ce cas, il a été
possible de mettre en évidence 1'influence de variablescachées dans 1'apparition
des phénoménes irréversiblies, les contraintes et les déformations ne consti-
tuent que la partie observable des actions microscopigues entre grains.

Notons que malgré tout 1'utilisation de 1'cedométre dans 1'expérimentation
sur des sables est mal adaptée au matériau, du fait du frottement latéral sur
les parois et de la création d'une vodte antistabie au décharge. On devrait

tenir compte de ce phénoméne, ce qui n'a pas été fait ici.



I

47»77407//4/////////

sous controinte maximale sous contrainte minimale
avant décharge aprés deécharge totals

(1) lentille décomprimée

(2) voute autostable
indeécompressible

Enfin, les hautes pressions exercées & 1'intérieur de la cellule ont pro-
voqué, dans Te cas du sable de Fontainebleau, le début de création d'agglomé-

rats gréseux friables (cf. § Adhérence 1 121 a).
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CONCLUSION GENERALE

Pour expliquer le comportement macroscopique des sols, les recherches ré-
centes nécessitent 1'introduction de paramétres issus de 1'histoire des trajets
de contraintes ou de déformations, mais dont la signification microscopique
observable ne peut étre donnée.

L'objet de cette thése a été de proposer de nouvelles variables tensorielles

basées sur les paramétres mécaniques fondamentaux d'un systéme de corps rigides.

C'est ainsi que nous avons été amenés a définir entre autres, la configu-
ration géométrique canonique d'un milieu granulaire par un tenseur dont les
invariants caractérisent la densité volumique et 1‘'état d'anisotropie d'orien-
tation des grains.

Mais ce travail constitue surtout une approche de la mécanique des sols

pour le biais de la mécanique statistique. Cette approche que nous pourrions

qualifier de "cinétique" est & la fois plus ancienne dans son inspiration puis-
qu'elle est fondée sur les développements de la mécanique statistique des gaz,
et plus porteuse d'espoir dans ses prolongements ultérieurs, car elle permet
nous semble-t-il d'éclairer les recherches sur le comportement macroscopique
des milieux granulaires ; tant il est vrai que les progrés de 1'une et de 1'autre
sont liés.

Pour arriver & ce travail de synthése, nous avons &té amenés a préciser
le comportement mécanique d'un grain vis a vis de ses voisins ; ceci nous a

conduit en particulier a& introduire Tes notions de polyédres de contact (ins-

crit et circonscrit d'un grain), et & proposer un critére de lTiaison inter-

granulaire qui intégre les phénoménes d'adhérence et de concassage.
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A 1'appui de nos spéculations theéoriques, nous avons exploité un procédé

de visualisation quasi-statique de T1a cinématique d'un milieu granulaire arti-

ficiel. Un tel procédé a permis en effet, de se rendre compte des phénoménes
d'orientation des grains, dans un milieu soumis a des chargements divers. Dans
1'avenir, d'utiles améliorations seront possibles par un couplage de visualisa-
tion en photoélasticite.

Ce qui reste 3@ faire pour comprendre le comportement d'un sol est, si on
veut bien 1'admettre, & la hauteur d'une mécanique qui puisse rendre compte
des phénoménes microscopiques tels que ceux que nous avons étudiés 1ici
(orientation des grains, disposition et orientation des contacts, auto-serrage).
Nous osons espérer que, dans 1'avenir, le théoréme de Boltzmann sera suscep-
tible de lever les nombreuses incertitudes qui pésent sur les possibilités

d'état d'un milieu granulaire.
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