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1 - INTRODUCTION 

L'objet de cette étude est une contribution à la compréhension du 

comportement mécanique des sols en tant que milieux granulaires. 

1.1 - RAPPEL HISTORIQUE DE LA MECANIQUE DES SOLS 

Le sol est en effet un matériau complexe comprenant plusieurs constituants : 

des particules solides (ou grains), de l'eau et de l'air. Ces deux derniers 

occupent les espaces entre les particules solides. Les propriétés mécaniques 

des sols sont fortement liées à cette composition. C'est ainsi que l'on distingue 

le squelette ou ensemble des particules solides, et le fluide ou milieu inters

titiel. 

La difficulté d'étude d'un tel milieu réside dans la méconnaissance quanti

tative ou même qualitative des phénomènes physico-chimiques qui interviennent 

lorsque le sol est mécaniquement sollicité. On peut citer des phénomènes de 

plusieurs types : 

- Déformation des grains liée à leur comportement propre. 

- Ecrasement local ou éclatement des grains. 

- Réarrangement des grains entre eux. 

- Transformation chimique des composants sous l'effet de la pression ambiante. 

- Liquéfaction, absorption de l'eau interstitielle, gélification... 

En mécanique des sols classique, on a mis en évidence deux caractéristiques 

importantes des sols à la rupture (Coulomb, 1773) : 

- l'angle de frottement limite (<j>) 

- la cohésion (a) 



D'une manière assez sommaire on a classé les sols selon ces deux critères, 

en appelant : "sols pulvérulents" les matériaux à frottement interne et sans 

cohésion, et à l'inverse "sols purement cohérents" les matériaux avec cohésion 

et ayant un angle de frottement interne nul. (Les sables entrent en général 

dans la première catégorie, les argiles dans la seconde). Bien sûr} les sols 

réels possèdent à la fois un frottement interne et une cohésion ; quoiqu'il 

en soit, les problèmes résolus compte tenu de ce "principe" ne furent que des 

problèmes traitant de la stabilité d'un massif ou d'une structure en contact 

avec le sol. 

C'est ainsi que sont apparus les concepts de : 

"charge limite" ou charge au-delà de laquelle la rupture survient (la sta

bilité n'est plus assurée), 

"équilibre limite" ou état du matériau pour lequel un certain accroissement 

des contraintes mécaniques entraîne un déplacement continu (écoulement infini) 

ou une instabilité. 

Il va de soi que, si l'on peut se contenter du calcul des charges limites 

pour l'étude de la stabilité d'un talus ou d'une fondation, l'étude du compor

tement du sol qui conditionne entre autres le dimensionnement des structures 

et la répartition des contraintes dans ce matériau, est impraticable compte tenu 

de l'hypothèse de rigidité avant rupture et de l'état des connaissances en plas

ticité. 

C'est pour cette raison que distinctement de l'étude de stabilité, les 

ingénieurs confrontés au problême du calcul des structures en contact avec le 

sol ont développé des méthodes dans lesquelles le sol était considéré comme un 

matériau parfaitement élastique (Boussinesq, 1885). Sont donc apparus des con

cepts dérivés de la théorie de l'élasticité tels que : 

Module d'élasticité de Young du sol pour les massifs infinis ou semi-infinis. 

Module de réaction vertical ou horizontal pour le calcul de l'enfoncement 

de fondations superficielles ou profondes, et de la déformation latérale des 

pieux. 
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Cette façon de concevoir le sol comme un matériau rigide parfaitement 

plastique pour l'étude de la stabilité et comme un matériau élastique pour 

l'étude du comportement (répartition des contraintes et calcul des déformations) 

présentait l'avantage en génie civil de pouvoir traiter les problèmes géotech

niques de la même manière que les problèmes de structures en acier ou en béton 

et les problèmes d'interaction sol-structure. Malheureusement concevoir le sol 

de cette façon a conduit à des abbérations ou à des résultats en désaccord avec 

l'expérience, aggravés par le fait que pour vérifier la stabilité de zones for

tement sollicitées, on s'est servi de la répartition des contraintes calculées 

selon la méthode élastique et inversement on a adopté comme module d'élasticité 

le rapport d'une contrainte par une déformation irréversible. 

C'est donc pour répondre à un besoin de cohérence dans le comportement 

avant la rupture des sols que les recherches dans ce domaine se sont portées 

sur l'élaboration de modèles rhéologiques (ou lois efforts déformations) qui 

permettent d'interpréter d'une façon plus rationnelle les résultats expérimen

taux. Les travaux récents en mécanique des sols se sont inspirés des résultats 

acquis dans l'étude théorique des matériaux élasto-visco-plastiques, en parti

culier des métaux et alliages. Cette avance théorique, à l'origine, motivait 

et justifiait une utilisation plus rationnelle des propriétés mécaniques de 

tels matériaux (Hill, 1950). 

Les lois de comportement récemment proposées sont du type élasto-plastique 

avec écrouissage. C'est-à-dire un comportement pour lequel la déformation totale 

sous l'effet des efforts appliqués est la somme de déformations purement élas

tiques, linéaires ou non, et de déformations irréversibles dont la valeur dé

pend de paramètres cachés (ou d'écrouissage) tels que, par exemple, l'indice 

des vides, la déformation volumique, la déformation dëviatorique, etc. 

On peut citer à cet égard le travail remarquable effectué par 1'Ecole de 

Cambridge pour mettre au point des modèles relativement simples (CAM CLAY) et 

qui, à partir de l'analyse de la dissipation plastique (par frottement interne), 

permettent d'interpréter relativement correctement les essais triaxiaux. 



1.2 - L'APPROCHE MICROSCOPIQUE ET L'APPROCHE MACROSCOPIQUE D'UNE LOI DE 

COMPORTEMENT 

Après ce bref rappel historique, il doit être signalé que dès l'origine, 

pour tenter d'expliquer le comportement d'un milieu ou plus généralement des 

choses de notre monde visible, deux points de vue ont été, alternativement 

et concurremment,adoptés par les chercheurs : 

- le point de vue macroscopique et 

- le point de vue microscopique. 

L'assimilation d'un milieu à un milieu continu postule que la limite de la 

densité (par exemple) soit indépendante de la forme à tout moment, du volume 

evanescent élémentaire. Toutefois, les milieux courants et le sol en particulier 

nous laissent voir une juxtaposition de petits éléments minéraux distincts. Ainsi 

nos sens peuvent nous tromper quant à l'apparente homogénéité d'un sol et consé-

quemment quant à son apparente continuité. Nous dirons donc qu'un sol est un mi

lieu microscopiquement discret et macroscopiquement continu en considérant des 

éléments de volume "assez petits" mais "non trop petits". Il est alors capital 

d'observer qu'en s'abstenant de toute hypothèse sur les interactions physico

chimiques entre particules solides et milieu interstitiel,et donc sans chercher 

à comprendre ni à expliquer les phénomènes élémentaires qui peuvent se produire 

à l'intérieur d'un sol, l'approche macroscopique obtient un double avantage : 

a) les principes qu'elle est amenée à dégager de l'expérimentation reste

ront vérifiés quelles que soient, par ailleurs, les conceptions de l'école 

microscopique, conceptions qui devront nécessairement respecter ces mêmes 

principes, à la même échelle. 

b) les notions utilisées sont plus simples, et les relations entre elles 

qu'énoncent les principes, sont aussi condensées que possible. 

La rançon de cette "simplicité" est que certaines propriétés des corps ne 

peuvent être expliquées et doivent être déduites d'expériences appropriées. 
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Par contre, l'approche microscopique, en partant d'un schéma ou modèle 

granulaire (rouleaux - 2 dimensions, sphères - 3 dimensions) - cf. Dantu, Davin, 

etc. - peut édifier une théorie rendant compte de telle ou telle propriété des 

divers milieux justiciables de ce modèle. La valeur expérimentale de cette pro

priété, confirmant la théorie, vient alors justifier le modèle adopté. En réalité, 

il n'existe qu'une "différence de degré" dans la finesse de représentation d'un 

sol selon les deux approches. L'une comme l'autre admettent des "modèles". Mais 

à l'heure actuelle, seule l'approche macroscopique (par l'extérieur) a pu four

nir des lois de comportement dont la valeur expérimentale est incontestable. 

L'approche microscopique (par l'intérieur) au contraire n'a pu encore franchir 

le stade de l'observation qualitative. Ce qui montre que nous sommes encore loin 

de l'étape de la formulation de lois statistiques. Nous devons toutefois rendre 

cette justice à quelques chercheurs tels que Rowe, Mogami, d'avoir tenté de 

formuler des lois de type statistique. Mais ces recherches restent isolées et 

ne peuvent se comparer à celles très nombreuses faites pour la formulation di

recte de lois rhéologiques par expérimentation macroscopique. 

1.3 - DEMARCHE DE L'ETUDE 

Il semble donc qu'il y ait une lacune dans la connaissance de ce milieu 

complexe qu'est un sol, lacune d'autant plus évidente que les modèles macros

copiques proposés tendent à se multiplier et à se complexifier au fil des 

années. Il s'agit là évidemment d'un danger car le but d'une étude macrosco

pique est de dégager des lois relativement simples et non pas d'établir une 

formulation compliquée et ambivalente où le nombre de paramètres est tel qu'il 

est possible de "coller", aux erreurs de mesure près, à n'importe quelle courbe 

expérimentale, moyennant un choix approprié des dits paramètres. 

Pour nous résumer nous pourrions dire que, sans vouloir pécher par excès 

de simplicité, nous devons admettre que, présentement, les lois de comportement 



qui nous sont proposées sont nombreuses, délicates à manipuler, même si dans bien 

des cas, leur valeur expérimentale n'est pas démentie. Le problème qui se pose 

à l'heure actuelle n'est pas tant de formuler d'autres lois, mais plutôt de dé

finir leurs limites, leur champ d'application, d'explorer les solutions de pro

blèmes pratiques, afin de tenter de dégager des caractéristiques communes, la 

signification physique des paramètres, etc.. A valeur expérimentale équivalente, 

l'enjeu est la commodité et la simplicité ; il s'agit, en effet, en employant une 

comparaison historique, de choisir entre le système de Ptolémée et celui de 

Galilée pour expliquer le mouvement des planètes. 

Mais ce travail est déjà entamé car l'utilisation de l'outil informatique 

permet, par des méthodes numériques de "tester" la valeur mathématique et physique 

d'une loi de comportement. L'adaptation de la méthode des éléments finis aux pro

blèmes de mécanique des sols est d'ailleurs un des axes de recherche qui sous-

tend l'élaboration d'une telle loi. 

En ce qui nous concerne, nous nous sommes orientés vers une approche "par 

l'intérieur" pour la compréhension du comportement mécanique d'un sol. Notre dé

marche a été guidée par celle effectuée par les pionniers de la théorie ciné

tique des gaz et de la mécanique statistique qui sont arrivés à justifier une 

loi d'état pour un gaz. La formulation macroscopique de celle-ci (PV=RT) datait 

en effet du siècle précédent. C'est d'ailleurs l'aboutissement de leurs travaux 

qui a permis "d'expliquer" bien des écarts relatifs à cette loi d'état très 

simple qui n'était applicable, en fait, qu'aux gaz parfaits. 

Nous avons donc adapté notre plan d'étude à ces observations, c'est ainsi 

que : 

La première partie est une étude du problème de contact intergranulaire. 

Celui-ci est abordé du point de vue de la mécanique rationnelle d'une part, du 

point de vue de la loi de comportement d'autre part. 

La deuxième partie propose la formulation de caractéristiques statistiques 

de l'état mécanique d'un milieu granulaire. Il s'agit du prolongement à un 
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milieu, des paramètres d'état d'un système. Le but à atteindre étant de faire 

intervenir ces paramètres dans des lois statistiques qui régissent le comporte

ment d'un milieu granulaire. 

La troisième partie est constituée par un compte rendu d'essais effectués 

au CEBTP sur un nouveau matériau granulaire artificiel. L'objet de cette der

nière partie est de confirmer l'importance de certains phénomènes cinématiques 

pour lesquels le problème théorique a été posé. 



H 
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CONVENTIONS ET NOTATIONS 

1 - Convention 

La convention de sommation muette est adoptée, sauf indication contraire, 

sur les indices répétés en position supérieure et inférieure. Les bases uti

lisées sont orthonormées ce qui implique l'identité des composantes covariantes 

et contravariantes. 

2 - Régertoire_des_indices 

Les indices grecs a,3,Y>... sont réservés habituellement à la défini

tion des axes des repères (a,ß,Y = 1,2,3) . 

Les indices latins i,j,k,... sont réservés à des scalaires, des vec

teurs,... liés aux grains. La position basse (resp. haute) est affectée à 

l'espace des paramètres cinématiques (resp. dynamique) (i, ¿, k,..- = 1,2,... n) 

Les autres indices latins ou grecs, sont fixes et caractérisent une gran

deur particulière. 

3 - Répertoire_des_symboles 

Les minuscules (grecques ou latines) sont affectées aux grandeurs vecto

rielles. 

Les minuscules italiques (grecques ou latines) sont affectées à des gran

deurs scalaires. 

Les majuscules (grecques ou latines) sont affectées à des points, des en

sembles, des bases, des matrices symétriques, selon les cas. 

Les majuscules italiques sont affectées à des fonctions scalaires. 
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r. 

r 
(t*,0 
|tV*| 

4 - Notations_-_[exemgl^es) 

vecteur associé au grain (i) 

base orthonormée associée à (i) 

angle vectoriel des vecteurs t"*" et T"*" 

mesure de l'angle vectoriel (norme, amplitude) 

rapport de la norme du vecteur projeté de r"*" sur t , sur la 

norme de t"* 

ligne des composantes de r dans la base I 

opérateur orthogonal de changement de base 

norme du vecteur r 

matrice antisymétrique associée à T dans une base précisée à 

l'avance (en général la base de référence) r ^ T A 

fonctionnelle associée au grain (i) 

ßeme vecteur unitaire de la base I"*" 

I 

V 

x = \T 

(G. ,!"*") : repère associé au grain (i) 
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CHAPITRE I 

MECANIQUE DU GRAIN ET DU CONTACT 
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1.1 - PETROGRAPHIE - TRIBOLOGIEDU CONTACT 

1.11 - ASPECTS GEOMETRIQUES 

1.110 - GENERALITES 

Le grain est un élément sol ide d'un ensemble non dënombrable . Cet élément 

fermé est isolément un corps sol ide doté de caractér ist iques géométriques et 

mécaniques qui l u i sont propres. On peut c i t e r entre autres : 

Géométrie (surface, vol urne,etc) 

La surface du contour d'un g ra in , sera par exemple, dé f in ie par une équa

t ion scala i re l i a n t les composantes d'un vecteur (dont l ' ex t rémi té décr ira la 

surface de contour) repéré par un système d'axes l i é au g ra in . 

Masse volumique 

A l ' i n t é r i e u r du domaine l im i t é par la surface mentionnée précédemment, on 

d é f i n i t une masse volumique pour t en i r compte des e f fe ts gravi f iques ou iner -

t i e l s lorsque ceux-ci ne sont pas négligeables devant les autres s o l l i c i t a t i o n s , 

(sol ide homogène) 

Loi de comportement volumique 

I l s ' ag i t d'un ensemble de re la t ions l i a n t le tenseur des taux de contraintes 

à l ' é t a t actuel des contraintes et des déformations (et éventuellement à d'autres 

variables internes) et au tenseur des taux de déformations. On peut également 

d é f i n i r un c r i t è r e de rupture. 

Loi de comportement surfacique - ou l o i d ' in te r face 

I l s ' ag i t d'un ensemble de re la t ions l i a n t le vecteur des taux de contraintes 

à l ' é t a t actuel des contraintes et des déformations (et éventuellement à d'autres 
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variables internes) et au vecteur des taux de déformations. Ces re la t ions d é f i n i s 

sent en p a r t i c u l i e r la nature du contact in te rgranu la i re (é las t ique, visqueux, 

p las t ique) . Elles sont évidemment prépondérantes dans l 'étude d'un matériau 

const i tué de corps r i g ides . El les le sont dans une moindre mesure dans le cas de 

matérieux constitués de grains très déformables. 

La l o i de comportement surfacique est une notion plus dél icate à dé f i n i r que 

la l o i de comportement volumique, ne sera i t -ce que parce qu 'e l le dépend d'un 

nombre plus grand de paramètres et de ce qu 'e l l e est imp l i c i t e pu isqu 'e l le résu l te 

de la nature et de la texture des deux corps en contact. 

1.111 CARACTERES PETROGRAPHIQUES 

a " §2!]§ll§_^§_§2!]l1ï§ïl§ÊÏi2D 

Les contours des grains réels , sont en général l o i n d 'ê t re régul iers et 

i l semble d ' a i l l e u r s qu'aussi poussée que s o i t la v is ion microscopique, les 

surfaces continuent d 'apparaître i r r égu l i è res . La d i f f i c u l t é d'étude d'un 

mi l ieu const i tué de grains, provient pour une large par t , de cet te propr iété 

de conservation de l 'aspect anguleux que possèdent les surfaces de contour 

rée l l es . 

La question qui se pose est ce l le du choix de l'enveloppe du grain ou 

encore de l ' éche l le de schématisation du contour. La réponse à cet te question 

est essent ie l le car e l l e détermine dans une large mesure le choix de la l o i de 

comportement surfacique - ou l o i d ' i n te r face . 

Nous avons mentionné en e f f e t q u ' i l y a une adéquation entre la l o i de 

comportement surfacique et l ' é t a t anguleux du contour. A la l i m i t e s e r a i t - i l 

possible de schématiser les grains sous forme d ' e l l ipso'ides? L 'angular i té é tan t , 

e l l e , prise en compte par une l o i adaptée de résistance aux déplacements au niveau 
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des contacts in tergranu la i res . 

Nous indiquons ci-après 2 exemples de schématisation du contour d'un grain 

à faciès anguleux. 

S c h é m a t i s a t i o n géomét r i que 
du c o n t o u r d ' un g r a i n 

contour réel 

(M) 

I Sh, 

"B 

un exemple d'approche régul ière un exemple d'approche polyèdral 
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b - Méthode_analytigue 

L'étude de la morphologie d 'ob je ts "".ridimensionnels par des mesures sur 

des project ions planes const i tue l ' essen t ie l du problème de la s téréologie. 

Toutefois, outre les d i f f i c u l t é s mathématiques que ce problème pose, on se 

heurte à l ' e f f e t d 'échel le mentionné plus haut. I l est alors nécessaire de 

scinder l 'é tude morphoscopique selon deux aspects : 

- la forme générale, d'une part (aspect volumétrique) 

- le déta i l des aspérités d 'aut re part (aspect surfacique) 

La f ron t i è re est purement a r b i t r a i r e , aussi a-t-on i n t é r ê t à s i m p l i f i e r 

au maximum l 'aspect volumétrique, et à intégrer dans l 'aspect surfacique les 

i r r égu la r i t és de première grandeur. Cette démarche s'appuie sur l 'hypothèse, 

confirmée par la nature des grains rée ls , q u ' i l n 'existe pas de grains à contour 

l i s se et de forme élaborée, en d'autres termes, que les i r r égu la r i t és de surface 

sont persistantes à tous niveaux (homothétie in te rne) . Des objets a r t i f i c i e l s , 

d i t s "façonnés", ne possèdent pas cet te propr ié té . 

b . l - Analyse de la forme globale 

De nombreux auteurs ont proposé des indices permettant de d é f i n i r au mieux 

la forme générale d'un grain (Klumheim, Rittenhouse, e t c . ) ; le plus connu est 

l ' i n d i c e de sphér ic i té . Mal heureusement,cet indicene se calcule qu'à p a r t i r d'une 

pro ject ion (bidimensionnelle) d'un g ra in , et que de plus i l est obtenu comme le 

rapport du carré du périmètre du contour sur l ' a i r e de la surface pro jetée. 

Connaissant la d i f f i c u l t é insurmontable que pose l ' es t imat ion du périmètre et on 

conçoit l ' incohérence pratique d'une t e l l e évaluat ion. A moins de prendre en 

compte un nombre important de paramètres de fonct ions on en est rédui t à ne cons i 

dérer, au mieux, un gra in que sous la forme d'un ell ipsoTde et à ne re ten i r que 

les rapports de ses dimensions maximale et minimale v is à vis de sa dimension 

intermédiai re, ou encore les deux premiers invar iants du tenseur dont l ' e l l i p s o ï d e 
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(de volume constant) est la représentation graphique. 

Le premier invar iant caractér ise l 'al longement ou l 'ap lat issement, le 

second la d is tors ion morphologique. 

I l est alors l o i s i b l e de donner une d é f i n i t i o n théorique de l ' e l l i p s o ï d e 

équivalent d'un grain (c f §1 112 a ) . I l pourra s 'ag i r de l ' e l l i p s o ï d e dont les 

i ne r t i es pr incipales sont identiques aux iner t ies pr incipales du gra in . Une fo is 

la matrice diagonale d ' i n e r t i e connue, i l est immédiat d'en déduire les valeurs 

des dimensions pr incipales de l ' e l l i p s o ï d e par une simple opération d ' invers ion . 

Par contre la détermination expérimentale de la matrice d ' i n e r t i e , qui 

nécessite au minimum 6 mesures, achoppe sur la peti tesse d'un gra in . (On s a i t , 

par contre, pour des objets de t a i l l e moyenne, de forme quelconque, mais homogènes 

en densi téjCalculer les termes principaux de leur tenseur d ' i n e r t i e , par mesure 

ind i rec te de plusieurs moments c inét iques) . 

Discrétisation d'une image plane suivant uneptrame â symétrie ternaire, approximation 
des ouvertures circulaires par des ouvertures hexagonales. 

Contour de l ' image d'un grain. 

___ m _ _ Ouverture par le plus grand ¿liment structurant (cercle ou hexagone) de rayon 
R, inscrit dons le contour du groin. 

Ouverture por l" ¿lément Structurant de rayon R/2 . 

Méthode numér ique de t r a i t e m e n t d ' image ( s e l o n FROSSARD 1978) 



24 

b.2 - Descriptions des i r r é g u l a r i t é s de surface 

Une fo i s dé f in i f o r f a i t a i rement le contour global d'un g ra in , i l reste à 

donner une descr ipt ion des déta i ls microscopiques de surface. En premier l i e u , 

on caractér ise l ' é t a t de rugosité de la surface par un p r o f i l d 1 indentat ion. 

Ceci suppose une iso t rop ie plane de la rugosi té. ( I l ex iste toutefo is des cas 

d 'anisotropie - c e sont par exemple des assemblages c r i s t a l l i n s - vus à 

1'échelle moléculaire) 

profils d'indentation 

Etat de surface isotrope 

profils d indentation 

E ta t de sur face an iso t rope 
(su r face c y l i n d r i q u e ) 

Dans le cas général l 'hypothèse d ' i so t rop ie plane de rugosité est con f i r 

mée à une échelle microscopique raisonnable (> y m). Dans toutes les d i rect ions 

para l lè les les sections par un plan normal à la surface donneront un p r o f i l 

équivalent. Avant de donner une modélisation mathématique du p r o f i l , plusieurs 

procédés sont actuellement u t i l i s é s pour donner une approximation quant i ta t i ve 

de l ' é t a t de rugosité du p r o f i l . Certains auteurs proposent des coef f ic ients 

caractér is t iques. On peut en c i t e r quelques uns : 
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b.3 - Analyse s ta t i s t i que du p r o f i l d ' indentat ion 

Les p r o f i l s d ' indentat ion sont générés par des d is t r ibu t ions gaussiennes 

de fonctions aléatoires qui permettent de co l l e r au mieux aux angularités des 

p r o f i l s rée ls . Dans les cas des métaux, par exemple, des séries de fonctions 

périodiques permettent de donner une approximation r é a l i s t e du degré de 

rugosité des surfaces. 

P r o f i l d ' i n d e n t a t i o n et l i g n e 
de ré férence ( type m é t a l l i q u e ) 

P r o f i l d ' i n d e n t a t i o n et l i g n e 
de ré férence (cas courant ) 

Modèles gaussiens de d i s t r i b u t i o n de population d 'aspér i tés 

P r o f i l généré par des fonct ions 
pér iod iques a l éa to i r es 

(se lon RADHAKRISHNAN) 

P r o f i l généré par une d i s t r i b u t i o n 
de cerc les de diamètres v a r i a b l e s 

(se lon HISAKADO) 

Inc l inaison s ta t i s t i que des aspérités (Rentgers) 

Une seconde méthode procède de l 'analyse de la r épa r t i t i on s tas t i t i que 

de l ' i n c l i n a i s o n des faces des d i f férentes i r r égu la r i t és en fonct ion de leur 

largeur. Le p r o f i l d'observation est d iscré t isé au moyen d'un ensemble de 
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points déf in issant une courbe polygonale aussi vois ine que possible du p r o f i l 

re levé. On détermine ensuite l ' i n c l i n a i s o n <j> , par rapport à la l igne de 

référence, des dents obtenues en jo ignant successivement les points de l a 

l igne polygonale, puis de 2 en 2, de 3 en 3, etc. 

Les résu l ta ts s ta t i s t iques sont représentés graphiquement. 

6x 

H 
de 1 en 1 

< "" 

<-

ÔX2 

/ • S 
., ^ V - ^ L 

^?^L^o^<£^^—^ ^^^^^^^^^^A^^i 

> 

de 2 en 2 

5 x / b 

Description des irrégularités 
périphériques d'une surface 
par une répartition statistique 
de 1'anguiarité 

(selon RENTGERS) 

5 10 15 20 25 30 35 degrés 



P r o f i l f r ac ta l 

Le p r o f i l d1 indentat ion est généré par une homothétie interne d'angu-

l a r i t é , analogue à la courbe de Von Koch (Mandelbrot 1975) 

l igne de référence (surface l i s s e ) 

p r o f i l d'ordre 1 ( p segments-»- q segmen 

profil d'ordre 2 

p r o f i l d'ordre n 

La courbe générée est de longueur i n f i n i e , i l s ' a g i t en r é a l i t é d'un 

espace dont la dimension d est supérieure à 1 

¿ = °9 ? pour une homothétie interne constante 
log P 

(dans le cas de la f igure p = 4 , q = 7 •+ d = loÇ \ = 1.404) 

La général isat ion de cet te notion conduit à caractér iser l ' i r r é g u l a r i t é 

du contour du grain réel ( i r r é g u l a r i t é supposée persistante par homothétie 

interne) par un facteur de dimension attaché à la surface dont la valeur sera 

comprise entre 2 e t 3 (La dimension 2 correspondant à une surface parfaitement 

l i sse ou bien à une fonct ion de surface de contour régulièrement derivable) 
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1.112 - SCHEMATISATION MATHEMATIQUE DU CONTOUR 

Dans l'espace à 3 dimensions, on note par (G.o,0"*") 1s rezèrs de ré fé 

rence - où (Go) est le po in t or ig ine et 0 symbolise la colonne des vecteurs 

d'une base orthonormêe d i rec te - Un point ( M ) quelconque est repéré par le 

vecteur : 

( G o , M) XoMM) = x ? - 0 * 

0 
(où x0 représente la l igne des composantes de x0 dans la base 0 ),Le f a i t 

que (M) appartienne à la surface de contour 3( i ) d'un grain (i ) 

conduit à une re la t i on sca la i re l i a n t les coordonnées du point dans un repère 

local (G.,1"*) 

I . 
so i t (x ) = 0 

où G. est une fonct ion sca la i re de classe (c ) 

A 0-

surface de contour ô ( ¡ ) 

r e p è r e loca l ( G \. 

y X J M ) repère de ré fé rence (_Go, 0 

¿H 
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Pour répondre au besoin de la dual i té de la cinématique et de la dyna -

mique associées aux grains ( i ) d'une part et aux contacts in tergranula i res 

( i j ) d 'autre par t , on sera amené à d é f i n i r 2 types de repères. 

Les repères canoniques ( i ) ^ ( G : , I ^ ) ou repères locaux l iés i n t r i n 

sèquement aux grains ( i ) . 

Les repères associés ( i j ) ^ ( M , I J ) ou repères locaux l iés au 

contact entre 2 grains adjacents ( i ) et ( j ) (c f §1 113) 

Un repère canonique ( i ) répondra aux 2 c r i tè res suivants : 

(G.) est centre d ' i n e r t i e du grain ( i ) . 

I est la base pr inc ipa le du tenseur d ' i n e r t i e du sol ide que d é f i n i t la 

surface de contour 3 ( i ) caractérisée par la fonct ion G. . 

Par convention on notera par val(i) , le volume du grain ( i ) e t par ï , 

la matrice diagonale représentative de son i n e r t i e dans la base pr inc ipa le 

I . (Les termes de ^ seront disposés par ordre croissant) 

c- A22roçhe_mathématigue_du_çontour_d^un_grain 

Dans l 'opt ique de schématisation du contour d'un gra in , abordée au §1 111 b, 

deux voies semblent possibles pour générer une surface. 

L'approche po la i re . 

On considère pour ce la , le vecteur x comme un rayon vecteur dont la 

norme x. est fonct ion de l ' o r i e n t a t i o n déf in ie par le vecteur un i ta i re « . 

" * • - > - > • 

Soit x. = x, (K ). K 

Les composantes de /c"*" dans la base I "*" peuvent tout naturellement s'ex

primer en fonct ion de la mesure d'angles d'Euler ( \ et y ) 

1 i . i 
K = cos X aos y s%n \ eos y sin y 
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ou en fonct ion de 2 mesures d'angles déviatoriques (A , y) 

K1p = — {oos X + v T s in (y + - ^ 0 ) pour 3 = 1,2,3 

1 ¿ m p T 

(où K p représente la 3 - composante de K ) 

Si l ' on développe en sér ie , la fonct ion X.(K ) selon les puissances 

croissantes des composantes de K , c ' es t -à -d i re selon les fonctions périodiques 

ère de A et y , on obtiendra une 1 approximation de la surface du contour. 

a, . S, a+B . i tos, i o \ 
x. = v cos X . s%n A . oos y . svn y (a,3,Y = 1,2, ) 

La fonct ion x- est par conséquent, le produi t de fonct ions périodiques dont la 

période est mul t ip le de 2TT selon A et y . Les coef f i c ien ts vaß dé f i n i s 

sent les d i f fé ren ts modes d 'angu la r i té . (Le mode d'ordre 0 est une boule centrée 

sur (G , ) ) . 

La surface approchée par le développement en série de x. , est de type 

é to i lée centrée. 

Pour le cas bidimensionnel, le module du rayon vecteur ne dépend que d'un 

seul paramètre 9 ; e t a:. (6) est une fonct ion périodique (2TT). El le est develo

pable en série de Fourier. 

x. = v0 + S v cos 23(9 - X ) 
ß > l ß P 

0eme , au ¿ mode eme , au n mode au mode 0 

Génération d'une surface i r régu l iè re par une série de fonctions périodiques 
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L'approche cartésienne 

L'approximation de la fonction de surface G. par un développement en 

série selon les puissances croissantes des composantes de x. , est analogue 

dans son principe, mais plus délicate à mettre en oeuvre. 

Sans entrer dans les détails, on peut cependant noter que l'expression 

de G- sera de la forme : 

qCx?> = v 0 + vaß x> x> + v a p y 6 x > x> x> x> + 

Les différents coefficients sont obtenus par les moments d'ordre pair 

selon la technique classique des probabilités. Ainsi: 

. Le moment d'ordre 0 correspond au volume 

ou = vol (i ) 

' ( i ) i i i 
(où 5w est un volume élémentaire ou = 5x¡ l Sx-2 6x¡3) 

. Le moment d'ordre 1 (moment stat ique) est nul d'après la d é f i n i t i o n 

de (G,) : 

x¡ ou = 0 

J(i) 
. Le moment d'ordre 2 (moment d'inertie) correspond au tenseur d'inertie 

( x . . x. <5u)l 

( i ) ' ( i ) 

Sachant que 

Í It I . x. . x. ou = 

Í I It 
X- . X; 

12 2 
X. Z = X . 

T f J 

x' . x¡ matrice d'un tenseur monôme symétrique 

^H représente la matrice unité 

n + 
<à X. ou 

J ( i ) 

.Les moments d'ordre supérieurs correspondent à des tenseurs d'ordre 

croissant 

A bien des égards, ce t te technique s'apparente, en plus compliqué toutefo is 

à la méthode de détermination des coef f ic ients des séries de Fourier. 

Le 1er mode d'approximation de Gx correspond à une fonct ion quadratique; 

sa représentation est un e l l ipso ïde dont le volume et les moments d ' i n e r t i e sont 
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analogues à ceux du g ra in , dé l imi té par le contour 3 ( i ) pour G. (c f § 1 111 b) 

Première approximation cartésienne 
d'une surface de contour 

. / 

| / quartique 

I 

1.113 - REPERE ASSOCIE A UN CONTACT 

La dé f in i t i o n du repère associé fera appel aux propriétés géométriques des 

surfaces don t on rappel lera brièvement cel les re la t ives à la courbure. 

a - Ren]ar9ye_grél_iminaire : él_éments_de_courbure_associés_à^ 

surface 

Considérant une fonct ion sca la i re G des composantes x^ (pour ß = 1,2,3) 

du vecteur x , 2 fo is derivable et dé l imi tant un domaine convexe (à ce stade, 

cet te dernière hypothèse n'est pas indispensable, mais e l l e sera retenue par la 

sui te dans la cinématique du contac t ) . 

Le vecteur normal n d i r igé vers l ' e x té r i eu r de la surface 

->• _ grad (G ) 

| grad(GJ \ 

On démontre que, localement, la surface peut être assimilée à un ellipsoïde 

pour lequel la normale au point considéré constitue une des directions princi

pales. 
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n t a n g e n t en ( M ) 

rayons de courbure pr incipaux 

Notations: 

Si H est la matrice associée au tenseur 

grad (grad (G)) 

I grad(G)\ 

et n la matrice antisymétrique associée au vecteur n^" dans la base de 

référence 0 , 

on = - 6x . H . n2 (pour un accroissement ôx"*" tangent à 3(i)) 

Les deux premiers invariants de la matrice de courbure (H.n2) définissent 

respectivement la courbure sphérique r,s et la courbure totale nt de la sur

face en (M),(iw3 (H.n2) = 0) 

I 

n, 

2" (̂ î + ^2) = 2" Í T Oi (H-n2) 

invz (H.n2) Hi r\2 

On rappelle que la courbure déviatorique nd = j (ni - r\z) = v'hf - n . Les 

courbures principales n et n se déduisent très rapidement de ces formules 

(Par convention, on prendra n > n ) 

- Les directions principales de l'indicatrice de Dupin sont portées par les 

vecteurs propres unitaires t et n A t de la matrice de courbure. Le trièdre 

nt t, n A t est direct) 

Les notions de courbure étudiées ci-dessus permettent alors de s'affranchir 

de la définition de G . L'accroissement du vecteur n exprimé en fonction des 

vecteurs de la base principale tangente : 



5n"*= (ns - nd)ôx + 2 nd(5x . t ) t 

= r\ 6x + nd(cos 2 i|) Sx + sin 2 ^ ôx A n ) 

où \¡i est la mesure de l 'ang le que f a i t ôx" avec la première d i rec t ion 

pr inc ipa le : i> = | t ,ôx | 

La notat ion m a t r i c i e l l e équivalente 

on = n s 5x . ( 1 + — e 

u 
, 0 nd ïït x 

où 1 est la matrice un i té 

e y la matrice orthogonale représentat ive d'une ro ta t ion d'angle - 2 î n"* 

(- 2 I{J: mesure , n : vecteur axial un i ta i re ) 

Trt e la matrice orthogonale représentat ive d'une symétrie autour de l 'axe 

déf in i par t"* (c f §1 211 a) 

b- Défini tion_des_r^gèr^s_de_con^act 

Les repères associés au contact du grain ( i ) avec le grain ( j ) seront 

tout naturellement const ru i ts à p a r t i r des éléments de courbure aux 2 surfaces, 

( i j ) f (M;- ) o r ig ine du repère, est le point de contact : 3(i ) n 3 ( j ) 

[ IJ "*" base associée à 9( i ) en (M.. ), est la base pr inc ipa le 

tangente ( i j ' î = n ¡ j * \ i j f = t ¡ ^ ,ij"7= n¡j ^ A t¡j*") 

-> . -* 
La normale n ; j est associée à 3( i ) en (M¡. ) , de même n.i¡- >n2¡- » t r , 

n.. A t ^ , sont respectivement les courbures pr incipales et d i rect ions p r i nc i 

pales associées à 3 ( i ) en (M;j ) 

Représentation de l ' i n d i c a t r i c e de DUPIN 
associée à à ( i ) dans le plan tangent au 
contact 
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repère associé ( M - - J J ) 
— 'J 

plan t a n g e n t 

au c o n t a c t 

ue (G; 

r e p è r e de r é f é r e n c e ( G o , 0 

1 . 1 1 4 - RESUME 

L'étude morphologique d'un grain est envisagée sous deux aspects 

. volumétrique, où l'on considère que le grain possède une forme convexe 

relativement simple 

. surfacique, où les diverses irrégularités de surface sont prises en 

compte implicitement dans la loi de comportement du contact intergra

nulaire. 



1.12 - LOI DE COMPORTEMENT STATIQUE DU CONTACT INTERGRANULAIRE 

1.120 - INTRODUCTION 

Au niveau du contact intergranulaire et en première analyse, la loi de 

comportement surfacique dérive de 3 principes. 

L'état géométrique de la surface de contact des grains c'est-à-dire 

la régularité ou l'irrégularité de la fonction définissant le contour des 

grains. L1indentation locale de la surface de contour est l'un des aspects 

de l'état géométrique (anguleux, lisse, etc..) -, un autre aspect étant la 

forme générale de la surface (courbure locale). 

Le comportement thermo-mécanique (volumique) du matériau constitutif 

des grains. 

La présence éventuelle d'un matériau fluide qui, par son adhérence à la 

surface des grains est susceptible de modifier l'état géométrique des surfaces 

(surface apparente) ou même d'empêcher tout contact direct. 

Cette loi de comportement est implicite c'est-à-dire qu'elle ne dépend 

pas seulement de la nature et de l'état du grain considéré, mais également 

de la nature et de l'état du grain avec qui celui-ci est en contact. 

a " N§£yC§-C§Êll§_dly!2_Çontact 

Avant d'aborder l'étude de la loi de comportement intergranulaire, il 

convient de rappeler quelques notions de base du contact réel de 2 grains. 

L'analyse du contact réel de 2 grains convexes, peu dêformables, montre 

en effet que le contact qui peut sembler ponctuel à l'échelle globale des 

grains apparaît en fait comme une surface lorsqu'on affine la vision à 

l'échelle locale. Si l'on pousse davantage la vision microscopique, l'aire de 

contact s'avère être une multitude de points répartis sur la zone considérée. 
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Plus l o i n encore, les points de contact continuent d 'apparaître comme des 

surfaces de contact d'aspéri tés qui ont leurs dimensions propres. 

Un te l processus de f r a c t a l i s a t i o n persiste à l ' éche l l e moléculaire. 

contact de 2 grains 

peu déformables aire de contact 

a i re de contact 
contact des aspérités en ( M ) (effective en ( M ' ) ) 

Toutes les théories récentes du contact t iennent compte de ce concept 

à savoir que les phénomènes de contact macroscopique (au niveau des grains) 

et microscopique (au niveau des aspérités) sont essentiellement de même nature. 

C'est pour cette raison que l 'é tude du contact se s i tue sur 2 plans. 

1. L'analyse s tat is t ique du degré de contact de 2 surfaces rugueuses, c 'es t -à -

dire du rapport de l ' a i r e e f fec t i ve (somme des aires élémentaires des surfaces 

d'aspéri tés en contact) et de l ' a i r e apparente. 

2. L'étude de la déformation élastopl astique ou de la rupture d'un corps 

à contour simple (sphère, co in , e t c . . ) sous l ' e f f e t de s o l l i c i t a t i o n s d i 

ve rses -ce t te étude restant valable aussi bien au niveau granulaire (macros

copique) qu'au niveau des aspérités (microscopique) -



b " Q§î§ru]lD§ïl2D_§ïâîl§ïl9y§_^y_d§9ï;l_de_çor)taçt 

On rappelle que la surface de contour d'un corps réel est caractérisée 

localement par des profils d'indentation (cf. pétrographie). Sans entrer dans 

les détails, la modélisation mathématique de la surface rugueuse peut être 

obtenue par une fonction aléatoire du type : G(xx
3x

z
Jx

i) = 0 ou encore à par

tir d'une surface plane x3 = G'(x1
Jx

2) . La fonction G' définit pour une 

altitude donnée x3 = x3 , relativement au plan de référence {x3 = 0) , des 

courbes de niveau. Par définition, le degré de contact a sera égal à la 

somme des aires élémentaires des courbes de niveau correspondant à une alti

tude donnée, sur un domaine de surface unitaire 

La 2ème étape consiste à évaluer le travail élastoplastique nécessaire 

pour obtenir un degré de contact donné. Ce travail est naturellement fonction 
_ 3 

du volume actuel des aspérités rencontrées entre les altitudes x et + co 
i - 3 

(a? est la valeur de la séparation des 2 plans de référence des surfaces ru

gueuses) . 

En conclusion, pour une aire de contact apparente donnée, le degré de con

tact (resp. l'aire de contact effective) augmente avec l'enfoncement. Certains 

chercheurs proposent des lois associant le degré de contact à la distance sépa

rant les plans de référence des 2 surfaces rugueuses ou à l'effort de rapproche

ment. Il est toutefois utile de remarquer que dans le cas du rapprochement de 

2 corps à surfaces rugueuses mais globalement convexes, on constate 2 phénomènes 

distincts : 
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1. Une déformation locale de la zone de contact, ce qui augmente l'aire appa

rente de contact. 

2. Pour une aire de contact apparente donnée, un accroissement du degré de 

contact. 

Le 1er phénomène implique une diminution du rapport de l'aire effective 

à l'aire apparente ce qui tendrait à justifier le concept de persistance glo

bale du degré de contact (Williamson). 

degré de contact (%) 

eiïorï de rapprochement1 

Notion de dimension fractale d'un contact. 

Le degré de contact a de 2 surfaces rugueuses caractérise une dimension 

fractale de contact. Ceci provient de l'observation suivante : l'aire réelle 

de la zone de contact tend vers 0 lorsqu'on descend d'un degré dans l'échelle 

d'observation, car une zone de contact est en réalité constituée d'une multi

tude de micro -surfaces ; on en déduit que la zone de contact n'est pas une 

surface (dimension 2) mais un espace dont la dimension est inférieure à 2. 

En d'autres termes une dimension 2 n'est pas adéquate pour mesurer l'hypo-

surface de contact. 
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aire de contact apparente 

micro-surface de contact 
e f fec t i ve 

o( = 0 dimension c f = 0 

- " ' ;a o< oc<i 

o(=1 

0 < cf°<2 

cT=2 

Par exemple, si Aa est l'aire de contact de la zone de contact apparente 

(elle est formée de p surfaces d'aire moyenne - Aa) . 

L'aire réelle de contact au 1er degré A^ ' = H- A„ . 

Soit a = |- , 0 < a < 1 . On en déduit à l'ordre n , si l'homothétie in-

(n) v n 

terne est conservée Ar
 = (§) Aa-*0. La dimension du contact est telle que : 

(n) 1 1 _ d 0 / 2 

Ar = (—) . Aa on en déduit : d° = 2 Log p/Log q , ou encore en faisant x n' 
;D 

apparaître a = -*-

d° = 2 + k log a (avec , k = ~ — ) v Log q' 

1.121 - PHENOMENES DE CONTACT 

Lors d'un contact entre 2 grains apparaissent des phénomènes complexes 

qu'il est important de préciser. Ces phénomènes liés d'une part, à la nature 

et à l'état des grains et de leurs surfaces, d'autre part à la nature et à 

l'état des sollicitations auquels ils sont soumis, peuvent être classés en 

plusieurs catégories. Dans ce paragraphe seront donc répertoriés succinctement 

les principaux phénomènes de contact constatés, tant sur le plan macroscopique 

que sur le plan microscopique en l'absence ou sous l'action de sollicitations 

diverses. Il est entendu que chaque phénomène constaté à l'échelle du contact 
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culaire (soudure). Pour les matériaux à constituant minéraux, la "jonction" -

on parle alors de cimentation - est mise en évidence, macroscopiquement pour 

des pressions élevées alors que des déformations et des ruptures microsco

piques ont augmenté le degré de contact des surfaces. C'est le cas entre 

autres des argiles, mais également des sables (grésification). Ainsi, la va

leur de l'adhérence, fonction du degré d'interaction (ou d'enchevêtrement) 

est donc liée à l'état actuel de déformation et d'usure des surfaces de con

tact. L'adhérence par "jonction" qui dépend de la géométrie actuelle des sur

faces en contact (elle peut être considérée comme une conséquence directe du 

principe de fractalisation des surfaces réelles des corps solides), impose 

une règle d'écoulement (dilatance). 

Phénomènes d'enchevêtrement 

au niveau d'un assemblage 
granulaire (ici, un empilement 
de sphères) 

ô(j) 

au niveau du contact global 
de 2 grains de formes quelconques 

au niveau d'un contact ponctuel 
entre les aspérités de surfaces 
de contact 

au niveau d'un contact entre 
i asppeiiués -entre les assemblages 
moléculaires- (adhésion par 
soudure fractale) 
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intergranulaire est lui-même une synthèse de tous les phénomènes élémentaires 

susceptibles de se produire à l'échelle du contact entre les aspérités des 

surfaces. Ainsi, par exemple, une déformation locale du grain au point de con

tact est le résultat, non seulement des déformations élastoplastiques des 

aspérités, mais également des ruptures des aspérités ; de même l'adhérence 

du contact intergranulaire est fonction de l'adhérence entre aspérités mais 

aussi de leur déformation, de leur rupture (et de l'usure qui en résulte), 

ainsi que de la présence éventuelle d'un fluide interstitiel. 

a - Phénomène_d^adhérence 

L'adhérence est un phénomène créant une sorte de cohésion de 2 corps à 

leur contact. Elle est la base de la résistance aux déplacements (glissements, 

pivotement, roulement et dans une moindre mesure, traction) et équivaut par 

conséquent à un "seuil de ténacité" aux efforts de contact. Au delà des efforts 

limites définissant le critère d'adhérence, les déplacements prennent des va

leurs infinies. L'adhérence est la conséquence de forces de liaisons de con

tact d'origines diverses selon l'échelle microscopique. On peut citer par ordre 

d'importance : 

a.l - Adhérence par "jonction" 

L'adhérence par jonction ou soudure fractale existe à tous les niveaux 

d'échelle de contact (intermoléculaire, entre aspérités, intergranulaire, entre 

surfaces de discontinuité du milieu granulaire). Elle résulte de l'enchevêtre

ment des surfaces de contact ou encore de la disposition géométrique des con

tacts. Ce phénomène se produit donc dans des assemblages complexes ou pour des 

corps à contour compliqué. A l'échelle moléculaire, il conduit quasiment à 

une "soudure" des sufaces en contact. Ce fait essentiel du contact des métaux 

par exemple, est d'origine thermomécanique : des températures élevées consécu

tives à des pressions importantes facilitent le phénomène d'imbrication mole-
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proportion de contad 

jointe 

-10 

-10 

--10 

10 icr 

Valeur du coefficient de friction 
en fonction de la proportion de 
contacts "soudés" (cas d'une 
surface où toutes les interactions 
sont géométriquement similaires) 

(selon MITCHELL et OSGOOD) 

10 

--10 

c 
g 

-1 £ 

10-2 ï 
u 

% 

10-3 ° 

Les théories récentes considèrent qu'à chaque niveau d'échelle microsco

piques, il est nécessaire pour assurer un mouvement de franchir une barrière 

d'énergie qui correspond à un seuil de plasticité ou de rupture des jonctions 

des contacts d'ordre inférieur. 

En conclusion, l'adhérence par enchevêtrement mécanique des contacts est 

une part importante des efforts de liaisons dans les milieux granulaires. 

Ceux-ci se manifestent principalement à l'échelle du milieu, dans une moindre 

mesure au niveau du contact de 2 grains. La conséquence principale d'un tel phé

nomène est la dilatance. 

a.2 - Adhérence par capillarité 

L'adhérence capillaire est en principe indépendante des sollicitations 

de contact, mais elle dépend surtout de la dimension des grains. Elle sera 

d'autant plus grande que les grains sont de petites dimensions. Elle n'est ef

fective que dans le cas de sols partiellement saturés. 
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eau 
nfersïif ¡elle 

frachon 

i l cisaillement-

• n 

M / 
/ compression 

criïère de cohésion admissible 

La tension capillaire est couramment considérée comme la cause d'une co

hésion apparente et temporaire des sols. Plus généralement, la présence d'un 

fluide interstitiel joue un grand rôle aussi bien par les phénomènes de pres

sion capillaire et d'adsorption que par les transformations physico-chimiques 

des grains. 

a - 3 . Adhérence (ou répulsion) due à des forces d'origine électromagnétiques 

ou chimiques 

Ces forces de cohésion (ou de répulsion) ne peuvent intervenir que pour 

des matériaux réactifs à de telles sollicitations - c'est le cas de molécules 

ou de particules microscopiques d'argile ; mais elles sont négligeables à 

l'échelle d'une particule minérale de dimensions supérieures au millimètre. Il 

sera donc inutile de prendre en compte des forces de contact de ce type 

(Van der Waals, etc.). 

b - Déformations 

Les phénomènes de déformation sont de différentes nature selon le type de 

sollicitations ; aussi, seront envisagés successivement 2 cas de chargements. 
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b.l - Effort normal 

L'étude du comportement élastoplastique de surfaces de contact sousmises 

à l'action d'un rapprochement direct est de loin la plus avancée. Autant sur 

niveau macroscopique qu'au niveau microscopique on constate un aplanissement 

des surfaces de contact. 

' "v ï enFoncemenf 

y \ \ 
D é f o r m a t i o n après c o n t a c t d 'une 
s u r f a c e d é f o r m a b l e e t d ' u n p l an 
p a r f a i t e m e n t r i g i d e 

P r o f i l s d 1 i n d e n t a t i o n avan t e t 
après c o n t a c t ( u s u r e pa r f a t i g u e ) 

ces p r o f i l s s u b i s s e n t un a p l a n i s s e m e n t 
c o n s é c u t i f à un a p l a t i s s e m e n t des 
a s p é r i t é s . Ce d e r n i e r e s t d ' a u t a n t p l u s 
accen tué que l ' e f f o r t de rapprochement 
e s t é l e v é . 

-v-T-v i» v •-»—v ' > """""V"»""yy"* •> w y rst » ' * i — 

L'étude de la déformation élastoplastique de surfaces à contours simples 

a été abordée par Hertz dans le cas de sphères élastiques. Ses travaux ont été 

prolongés par Meyer dans le cas de contact d'une sphère rigide-plastique et 

d'un plan rigide. 

Plus récemment les études ont porté sur des assemblages à distribution 

régulières de coins cylindriques -l'étude d'un coin plastique isolé ayant été 

faite par Hill -où des assemblages à distribution aléatoire de sphères de 

diamètres variables (Hisakado). D'autres modèles sont constitués de coins à 

sections rectangulaires de dimensions variées. Quoiqu'il en soit, le processus 

de déformation reste toujours basé sur une loi de comportement volumique de 

type élastoplastique. 

r^Twyir^Yt]/wwvwxn^/vwYrnr 
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Modele à p r o f i l en dents de sc ie 
u t i l i s é par MITCHELL et CHIVERS 
montrant l e processus d 'ap la t i ssement 
p l a s t i q u e des aspér i tés au cours d'un 
chargement v e r t i c a l par un p lan 
r i g i d e 

Au niveau macroscopique, on peut de même observer une p l a s t i f i c a t i o n de 

la zone apparente de contact pour une valeur suffisamment élevée de l ' e f f o r t 

de rapprochement. 

En conclusion, l ' e f f o r t normal résu l tant d'un rapprochement d i rec t tend 

à augmenter rapidement l e degré de contact ( imbr icat ion des aspérités par 

"bouchage" é las top las t ique) , mais sa croissance est l im i tée par l ' é l a rg i sse 

ment e.p. de la zone de contact apparente et-ou 1'aplanissement e.p. des aspé

r i t é s . Globalement pour 2 corps en contact , on constate expérimentalement une 

évolut ion croissante de l'adhérence de jonct ion ( fonct ion du produit du degré 

de contact par l ' a i r e de contour apparente) en fonct ion de l ' e f f o r t de rap

prochement. 
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adhérence de jonction c O U r b e intr insèque 

( imbrication des 

aspérités) 

adhérence 

résiduelle 

adhérence 
initiale 

equ< 

du matér iau intact 

adhérence de jonction résultante 

perte d ' adhé rence par aplatissement e.p. 

des aspérités 

'¡t*—perte d ' a d h é r e n c e par retour élastique 

augmentation d ' adhé rence par bouchage e.p. 

des aspérités (croissance du degré de contact). 

_ f n e f for t de rapprochement 

Processus de " c o l l a g e " 

b.2 - E f f o r t normal e t e f f o r t tangentiel 

L ' e f f o r t tangentiel résul te d'une résistance au glissement ou au pivote

ment. A une échelle microscopique i n fé r i eu re , ces 2 déplacements induisent 

des cisai l lements du même type. 

L'enchevêtrement croissant des aspérités conduira i t en l'absence de toutes 

déformations, à un blocage v i s -à -v i s du glissement ou du pivotement, mais 

c e l u i - c i , l im i t é par l 'aplat issement e.p. sous e f f o r t normal, comme i l v ient 

d 'ê t re d i t , sera l i m i t é de surc ro î t par l ' a c t i o n de l ' e f f o r t tangentiel qui 

lu i -auss i concourt à la déformation e.p. microscopique des aspér i tés, dans le 

sens de 1'aplanissement. 

En r é a l i t é , sous l ' e f f e t combiné d'un e f f o r t normal et d'un e f f o r t tan

g e n t i e l , i l se produit une p l a s t i f i c a t i o n de l'ensemble de la zone de contact. 

Dans le cas de déformations i r r éve rs ib les , i l en résul te une usure de la 
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surface de contact. C'est l 'usure plast ique ou usure par f a t i gue . I l s ' a g i t là 

d'un paramètre d'écrouissage susceptible de modi f ier pour des chargements u l té

r i e u r s , le c r i t è r e d'adhérence. 

enfoncemenf 
Déformation après con tac t 
d'une sur face déformable et 
d'un p lan par fa i tement r i g i d e 
( e f f e t c o n j o i n t d'un étalement 
e t d'un aplat issement de l a 
sur face de con tac t ) 

wy^wvhA4>v^ 

ji*jv^jf^a\jiWjir»A^ 

>r«-v—^-^;-

P r o f i l s d ' i n d e n t a t i o n avant et après 
contact (usure par f a t i gue ) 

Ces p r o f i l s montrent un aplanissement 
dû à un étalement des a s p é r i t é s , d ' au tan t 
p lus accentué que l ' e f f o r t t a n g e n t i e l es t 
important 

L'étude de la déformation élastoplast ique de surfaces de contour simple 

sous l ' e f f e t combiné d'un e f f o r t tangentiel et d'un e f f o r t normal, reste à 

l 'heure actuel le au stade de la simple observation. Toutefois certains travaux 

r e l a t i f s à la résistance au glissement ( f r i c t i o n ) reprennent les modèles propo

sés dans l 'é tude du rapprochement de surfaces rugueuses. A i n s i , le modèle en 

"dent de scies" a été étudié par quelques chercheurs dans certaines condit ions 

de l i a i s o n . 



Modele à p r o f i l en " d e n t s de s c i e " 
u t i l i s é par WANHEIM, BAY e t 
PETERSEN, m o n t r a n t l e p rocessus 
d ' é t a l e m e n t p l a s t i q u e des a s p é r i t é s 
au cou rs d ' u n chargement p a r un 
p l a n r i g i d e p a r f a i t e m e n t adhé ren t 
aux s u r f a c e s de c o n t a c t 

En c o n c l u s i o n , l a dé format ion é l a s t o p l a s t i q u e des aspér i t és par é ta lement , 

sous l ' e f f e t de l ' e f f o r t t a n g e n t i e l , f a i t chu te r l 'adhérence par j o n c t i o n , mais 

c e l l e - c i peut ê t r e compensée in tégra lement ou en p a r t i e par l ' augmenta t ion du 

degré de contac t qui en r é s u l t e . 

adhérence initiale 

retour élastique 

adhérence de jonction 
( pour un effort de rapprochement donné ) 

/ 

accroissement d'adhérence par 
augmentation du degré de contact 

diminution d'adhérence par 
étalement plastique des aspérités 

effort tangentiel 
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Remargue: 

Dans le cas de grains minéraux, le phénomène de déformation n'est pas 

prépondérant et ce sont surtout des phénomènes de microrupture des aspérités 

ou de rupture globale qui apparaissent. 

Il en va tout autrement pour les "colles" qui sont des fluides visco-

plastiques à fort pouvoir adhérent. 

c_-_Ruptures 

La rupture s'entend comme la dissociation d'un élément solide en deux ou 

plusieurs parties. On distingue la rupture ductile, de la rupture fragile. 

Les matériaux réels sont, selon leur nature et leurs états physiques, sensibles 

plus ou moins à l'un ou l'autre type de rupture. 

c l - Caractères de rupture 

La rupture peut se produire après de grandes déformations, on parle alors 

de rupture ductile. C'est le cas de la plupart des matériaux à caractère visco-

plastique. Dans cette catégorie, on peut classer la plupart des métaux et des 

matériaux organiques naturels ou de synthèse (résines, polymères par exemple). 

^ —. -. Rupture ductile après 

/ \ 
/ y . 

enfoncement 

(ZZ^^/y/Z^TTÏ '-

contact d'une sur face 
déformable e t d'un p l a 
par fa i tement r i g i d e 
sous l ' e f f e t combiné 
d'un e f f o r t normal e t 
d'un e f f o r t t a n g e n t i e l 

Au niveau du contact, la rupture se manifeste par une usure adhesive. 

Ce l le -c i résul te le plus souvent du t rans fe r t d'un f i l m plast ique de matériau 

sur chaque in ter face des corps du contact. 
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L'adhérence accentuée par la croissance du degré de contact causée par 

la déformation importante des aspérités conduit à une "rupture par couche". Ce 

phénomène résultant d'un "collage" préalable des surfaces en contact est équi

valent à une cission au sein d'un matériau viscoélastique. Dans le cas des 

métaux, ce phénomène est obtenu pour des contraintes élevées (passage à la 

plastification) ou à hautes températures. 

i 

> ^ ^ z £ í * £ q ^ ^ 5^0^^=^. 

Phénomènes d 'usure adhesive 

(matér iaux à carac tère v i s c o - p l a s t i q u e 

M o d i f i c a t i o n des p r o f i l s d ' i n d e n t a t i o n 
au cours d 'un chargement ( e f f e t 
combiné d'un e f f o r t normal et d 'un 
e f f o r t t a n g e n t i e l ) 

La rupture peut également se produire en l'absence de toutes déformations 

(ou pour de très pet i tes déformations) on parle a lors de rupture f r a g i l e . 

C'est le cas de la plupart des matériaux minéraux et de quasiment tous les 

matériaux placés dans des condit ions de basse température. 

surface de glissement' 

Rupture f r a g i l e après contact d'une 
surface r i g i d e et d'un plan r i g i d e 
sous l ' e f f e t combiné d'un e f f o r t 
normal et d 'un e f f o r t t a n g e n t i e l 

Au niveau du contact, la rupture se manifeste par une usure abrasive 

des surfaces en contact. E l le provient des microruptures des aspér i tés. A 

l ' éche l l e du grain la rupture f r a g i l e se manifeste pour des charges de rap

prochement plus élevées. 
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Elle est locale ou globale - éclatement du grain - selon la vitesse et le 

type de chargement, elle peut s'effectuer de manière progressive ou brutale. 

Ce phénomène se caractérise par une disparition brusque des forces de cohésion 

interne du matériau rigide. Avec l'adhérence causée par les singularités de 

surface, la rupture fragile est un phénomène essentiel du contact dans les sols 

granulaires constitués de particules minérales (sables). 

Il sera abordé successivement à chaque niveau de contact (aspérités-grains). 

c.2 - Microruptures fragiles des aspérités 

Comme dans le cas des déformations élastoplastiques, les chargements nor

maux et tangentiels ont pour effet, un aplanissement des profils d'indentation 

des surfaces de contact ; mais cet aplanissement correspond à un écrasement 

et à une abrasion des aspérités. 

Phénomènes d'usure par écrasement 

(cas de matériaux rigides) 

Modification des Drofils d'indentation 
au cours d'un chargement normal; les 
les excroissances sont écrasées et les 
cavités sont comblées Dar les produits 
de ruDture. 

Effort normal 

L'effort normal conduit, comme précédemment, à un accroissement du degré 

de contact et de l'enchevêtrement des aspérités, mais celui-ci est fortement 

compensé par l'aplanissement des surfaces de contact. 

L'aplanissement des surfaces se caractérise simultanément par un écrase

ment des excroissances des aspérités et par un bouchage des concavités par 

les produits de rupture. Ces derniers peuvent former un "coussin" assurant 

une bonne répartition de l'effort global de rapprochement. Ces produits de 

rupture qui viennent combler les vides laissés entre les surfaces de contact 

Y\ryif\AmrT 

/YYYTV^^^Yyvv^V" 
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des grains et assurent en partie une augmentation artificielle du degré de con

tact sont des éléments du 2ème ordre vis à vis de la dimension originale des 

grains.Ils sont indépendants des grains d'origine et à ce titre peuvent être 

considérés en eux-mêmes comme des grains. Ils contribuent à modifier la granu-

lométrie du milieu granulaire et jouent un rôle essentiel dans le processus 

de grésification et de lubrification. Ainsi, l'usure des surfaces de contact 

par rupture fragile entraîne également une usure granulométrique. Ce phéno

mène évidemment irréversible peut être considéré comme le paramètre de fatigue 

principal d'un milieu granulaire constitué de particules rigides. 

L'équilibre sous charge est atteint asymptotiquement lorsque la taille 

des éclats avoisine zéro. Il est à noter qu'un éclat ou produit la rupture 

peut lui-même être brisé en plusieurs autres éclats. C'est un phénomène de 

rupture globale dont l'approche sera faite dans le paragraphe suivant. 

De plus, lorsque l'effort normal croit, la dimension des éclats diminue. 

Pour un matériau parfaitement rigide, la limite des microruptures est atteinte 

lorsque tous les vides sont comblés. 

Effort tangentiel 

Sous l'effet combiné d'un effort normal et d'un effort tangentiel, à 

l'écrasement, s'ajoute une abrasion des aspérités nécessaire pour garantir 

un glissement. Pour des efforts normaux peu élevés, l'abrasion peut être faible 

si les aspérités sont peu imbriquées ; le glissement alors a lieu avec dila-

tance. Pour des efforts normaux plus importants, l'abrasion est plus ou moins 

grande selon le degré d'enchevêtrement des aspérités (A la limite pour des 

surfaces parfaitement polies, l'abrasion à l'échelle des aspérités, est 

inexistante). 
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M 
Phénomènes d 'usure abras ive 

(cas de matér iaux r i g i d e s - f r a g i l e s ) 

M o d i f i c a t i o n des oro f i l s d ' i n d e n t a t i o n 
sous l ' e f f e t combiné d 'un e f f o r t normal 
e t d 'un e f f o r t t a n g e n t i e l ; l es p r o d u i t s 
de rup ture comblent l es cav i tés et 
s ' i n t e r o o s e n t en t re l es surfaces en 
con tac t . 

On rappelle que pour des surfaces de contact parfaitement pol ies (sans 

aspér i tés ) , i l subsiste un enchevêtrement microscopique à l ' éche l le moléculaire 

qui est la source d'une résistence au glissement. Ce dernier peut être plus im

portant que celui dû à l'enchevêtrement mécanique des aspér i tés. C'est le cas 

des matériaux adhésifs ( co l l es ) . Dans le cas de matériaux minéraux, la rés is 

tance de f r i c t i o n est plus f a i b l e pour des surfaces pol ies que pour des surfaces 

rugueuses. 

e f for t tangenhel 
( résistance au 
glissement-) 

c r i tère de rup tu re 
du matér iau intact 

cohésion inferne 
maté r iau intact 

Y 
adhérence par 

et abrasion 

adhérence par / pt 
augmentation du / 

degré de contact / 

/Í adhérence 
i n i t i a l e 

. f o n c t i o n résultante 

ce de jonction pour 
£ plu?; Ikse 

effort normal 
(résistance au rapprochement ) 

Adhérence e t e f f o r t s de contact 
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c.3 - Ruptures frágiles des grains 

Les grains à l'intérieur d'un milieu, sont soumis par leurs contacts avec 

leurs grains adjacents à des forces localisées qui peuvent provoquer une rupture 

locale (aspérités) ou globale (éclatement du grain. Cet éclatement ne peut sur

venir que pour des efforts localisés qui n'entrainent pas un glissement, ce sont 

donc des efforts pour lesquels l'adhérence peut équilibrer les efforts de con

tact avec ou sans dilatance. Il s'agit donc d'efforts normaux relativement im

portants à l'échelle du grain. 

La rupture dugrainest obtenue pour des forces de contact telles que le 

champ de contraintes internes qui en résulte ne vérifie plus le critère de 

cohésion du matériau (rigide - fragile). Les théorèmes classiques de la mécanique 

à la rupture peuvent être appliqués pour des matériaux dotés d'une telle loi de 

comportement. L'approche cinématique du problème de rupture globale d'un grain 

conduit à la détermination d'un domaine des chargements potentiellement suppor

tables. Ce domaine dépend 

- du critère de rupture du matériau 

- du nombre et de la position des forces de contact 

- de la géométrie de la surface de contour 

Le mécanisme de rupture par blocs rigides bien que simple dans sa formula-



tion est relativement complexe à mettre en oeuvre dans le cas général. De plus 

l'action de forces concentrées sur un volume impose une hypothèse supplémentaire 

relative au frettage ; ce peut être la définition forfaitaire d'une aire de con

tact, ou mieux, la définition d'un critère de frottement plan sur plan, 

normale au plan de fracture 

normale au plan de contact 

r?i ^ plqn de fracture 

cisaillement' 
t critère de rupture 

v (matériau intact) 

lan de contact 

surface de contact 
cohésion 

interne 

critère de 
frottement associé 
(matériau disloqué) 

(compressio 

en vecteur contraint 

au plan de fracture 

Comme il est évidemment hors de question de déterminer précisément le do

maine des chargements limites, compte tenu des inconnues qui existent sur le nom

bre et la valeur des facteurs (forces, géométrie de la surface, etc.), il convient 

toutefois de donner une approximation réaliste du critère de rupture globale 

d'un grain soumis à l'action de forces localisées. Le choix d'un critère qui ne 

dépend que de la force de contact (intensité et inclinaison) appelle quelques 

remarques liminaires. 

La fracture du matériau peut être locale si l'inclinaison d'une force 

localisée par rapport à la normale à son plan de contact est suffisamment 

grande. La fracture est généralisée dans le cas contraire. 

Plus le n.b. de forces de contact est important et plus on tend à se rap

procher du chargement hydrostatique. La contrainte de rupture en compression 

constitue alors un majorant pour des forces de contact uniformément réparties 

sur la surface. 

Plus le volume du grain est grand et plus les forces de contact limites 

seront grandes. Toutes choses étant égales par ailleurs, il y a en effet pro

portionnalité entre la force de contact limite et l'aire de la surface de frac

ture (équation aux dimensions). 



57 

d - Lubrification 

La lubrification est un phénomène induit par la présence d'un fluide ou 

quasi-fluide entre les surfaces de contact et modifie de ce fait les conditions 

d'adhérence des surfaces et les conditions de déplacements (critère d'adhérence 

et loi d'écoulement). L'eau, des particules microcospiques (produits de micro

ruptures par exemple) sont autant de lubrifiants naturels pour les sols granu

lan roí 
quasi fluide conshfué de 

Le lubrifiant joue un rôle de répartition des pressions de contact. Par 

la place qu'il prend, il bouche les aspérités, il éloigne les surfaces de con

tact, et "gomme" la rugosité réelle des surfaces. Par ses propriétés mécaniques 

propres et par les conditions de contact avec les surfaces des grains, il di

minue ou il accroît la résistance au glissement (téflon / adhésif), il accélère 

ou réduit la vitesse d'écoulement (viscosité). 

Par son action directe sur le contact des grains, il modifie l'état méca

nique et même la géométrie des surfaces (porosité, gonflement, oxydation, 

abrasion, etc..). 

Comme on peut le constater par le nombre de facteurs sous-jacents à la 

présence d'un matériau intermédiaire, il est facile de se rendre compte des 

difficultés que comporte la synthèse d'une loi de comportement d'interface 

avec lubrifiant, d'autant plus que ces phénomènes de lubrification dépendent 

également des autres phénomènes d'usure par déformations viscoplastiques ou 

par microruptures des surfaces de contact. 



1.122 - CRITERE DE LIAISON INTERGRANULAIRE 

Le cr i tè re de l ia ison in te rgranu la i re const i tue un ensemble de condit ions 

l im i tes d'existence de contact in te rgranu la i re . A l ' i n t é r i e u r e t sur la f r o n 

t i è r e du domaine que d é f i n i t le c r i t è r e , le torseur résul tant des e f fo r ts de 

contact est nul ; à l ' e x t é r i e u r , l ' é q u i l i b r e n'est plus assuré. 

a_;_Pos2tion_du_ProblèiTie 

a . l - Torseur des e f fo r ts de contact 

Les e f for ts de l ia ison in te rg ranu la i re , ne sont , par hypothèse que des 

e f f o r t s de contact (pas d 'act ions à d is tance) . On note par ( f " ,7" ) le t o r 

seur résul tant des e f fo r ts de contact du g r a i n ( i ) sur le grain ( j ) . Pour des 

grains globalement convexes, on peut leur associer un point moyen de contact 

(M¡. ) . Le torseur (f 'J ,y'¡ ) sera le torseur en ce po int . 

f i j est vecteur " force de l i a i s o n " du grain ( i ) avec le grain ( j ) , a p p l i 
qué au point (M¡j ) . 

-> 

yn est le vecteur "couple de l i a i s o n " . 

Chacun des 2 vecteurs f " ou 7'' se décompose en une somme de 2 vecteurs 

dont l ' un est porté par la normale nM en (M^ ) à 3 ( i ) , l ' a u t r e est dans 

le plan tangent commun ; on retrouve les dé f in i t i ons usuelles : 
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Efforts 

f¡i 

- * • 

7ü 

Selon la normale 

Force de résistance 
n.ii 

au si f,J < 0 

à la pénétrât, f" > 0 

couple de résistance 

au pivot 

Selon le plan Runger 

force de résistance 

au gliss 

couple de résistance 

au roui 

Dans le repère (M¡j ,IJ ) associé au contact (ij) , les composantes 

dans IJ de fit et ru sont par définition 

fí = fjj 

* IJ 
i 7'J = T¡i 

IJ 

IJ 

couple de contacr 

force de contacr 

r e p è r e associe (M i j #U) 

\ plan rangent commun en (M¡j ) 

surface de contour à(i) 

L'équilibre du contact (ij) impose : 

J _,_ * j ' f" + f et 7J) + rJI = 



so 

a.2 - Zone de contact effective 

Les efforts de liaison f et y'¡ résultent d'actions de contact entre 

les aspérités des contacts des grains. Le critère de liaison est donc lié à la 

définition géométrique de la zone de contact (grains globalement convexes) ou 

des zones de contact (grains de forme quelconque). L'aire d'une zone de contact 

apparente est naturellement fonction de la forme et de la dimension des grains 

et dans le cas de grains déformables, des efforts de contact eux-mêmes. 

En conséquence la définition d'un critère de liaison pour des efforts de 

contacts ponctuels n'a de sens, que dans la mesure, où l'on introduit implici

tement un paramètre qui tient compte des dimensions des aires de contact appa

rentes -celles-ci étant liées à la convexité des surfaces de contact et éven

tuellement à la déformation locale. 

A supposer que soient connues, les lois de comportement des matériaux et 

de l'interface, la difficulté principale provient de l'indétermination des 

conditions aux limites. 

o-

p r o b l è m e discrétisé 

champ du v e c t e u r 
con t ra in te ô 5 

a i re d'une zone apparente 

de c o n t a c t 

La déformation de 2 sphères é last iques, parfaitement l isses (Hertz) 

ne consti tue qu'une première approche du contact ponctuel de 2 so l ides. 

Gaetner (1977) propose une méthode de résolut ion par éléments f i n i s des pro

blèmes de contact élastique avec frottement en u t i l i s a n t des variables nodales 

appropriées. 



61 

loi de Her fz 

fn 

^ 

^ ^ w 

r. 
1 

r 2 

f (compression) 

L'étude du rapprochement de 2 surfaces rugueuses a été f a i t e en considé

rant plusieurs modèles et plusieurs types de comportement (Bowden, Tabor, e t c . ) . 

Les résul ta ts expérimentaux et théoriques confirment que les aires des surfaces 

de contact apparente ou rée l le suivent une lo i parabolique en fonct ion de la 

charge normale appliquée. 

n v 

A = k ( f " ) 

où k et v sont des coef f ic ients tenant compte des caractér ist iques géomé

tr iques (rayons de courbures principaux des surfaces, hauteur des aspér i tés, 

diminution de rugos i té , e t c . ) et mécanique des corps en contact ( l o i de compor

tement), f est l ' e f f o r t de rapprochement. 

Mais, la formulat ion d'une lo i d ' in te r face "quasi-ponctuel l e " en fonc

t ion d'une l o i d ' in te r face "plane" reste à f a i r e . 

a.3 - Champ du vecteur contrainte au contact 

Soi t o* le vecteur contrainte agissent sur un élément de l ' a i r e de contact 

unique de 2 grains ( i ) et ( j ) et 2 la matrice symétrique représentative du 

tenseur des contraintes au voisinage de l ' a i r e de contact. 
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/> (ij) 
:à( i ) fiexj) 

(i) 
i 

o* 
_JL 

*rT 

EL 

/ ÍÍ) I î î I 1 î I 
- o-1 

Le vecteur <*"* est défini par la condition limite 

0 0 v' o = n .S 

où o° et n° représentent les lignes des composantes du vecteur contrainte 

a* et du vecteur normal à l'élément de surface n"" dans une base orthonor-

mée 0 

, n a° . 0H 0 (a ' = a" . o , n = n . 0 ) 

s est défini dans la même base. Dans la base construite à partir de n et 

d'un vecteur tangent unitaire t* , le vecteur n* a pour composantes : 

Il 0 Ol et le tenseur contrainte. S : 

<jn at o 

^ p 0 

0 0 P2 

, le vecteur contrainte o |a na t 01 

(Les invariants du tenseur -L\inoxp) = tr(S) = " " + ?! + P2 

2 2 

(S) = £ fa.(ï - | t r (Z ) I ) 2 = ot + I (a* + p 2 + P 2 - a" p : - a" P2 - P 1 P , ) ) •z-m; 

Les efforts de contact fij et i'1 sont obtenus par intégration du 

champ du vecteur contrainte o sur la zone de contact 3(ij) 

1'aire de contact A 5s 
3(ij) 

• ¡i 
o . ôs 

3(ij) 

7" = | o /\(M, ,M).6Î 

3(1j) 
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Efforts sur 9(ij) 

! 

y'1 

Selon la normale 

Effort normal 

n îj 
compression si f'J < 0 

n ¡j 
traction si f" > 0 

Torsion 

Selon le plan tangent 

Effort tranchant 

Flexion 

Faute de connaître la distribution du champ de contraintes o sur 9(ij), 

nous faisons l'hypothèse que le critère "plan" est équivalent au critère 

"ponctuel" résultat de l'intégration des contraintes admissibles sur l'ensemble 

de la zone de contact. 

Ceci, n'est malheureusement vrai que pour le critère de Coulomb, où la 

constance du rapport de la composante tangentielle et de la composante normale 

du vecteur a^, implique la même proportionnalité entre les composantes tangen-

tielles et normales de l'effort f" , quelle que soit la distribution du champ a . 

L'équation implicite du critère de liaison sera caractérisée par 

L,i (f¡i ,Ti¡ >E) = 0 

où L- est une fonctionnelle et E est un ensemble de paramètres définissant 

l'état d'écrouissage. 

E = {ei9e2,... e } 

L'usure des surfaces de contact, l'état des efforts auquels sont soumis 

les grains (i) et (j), la géométrie des grains, la présence éventuelle d'un 

lubrifiant, ainsi que, éventuellement les vitesses de déplacements du contact 

sont autant de paramètres d'écrouissage (variables internes). 

L'équation du critère, démimite, dans l'espace des efforts de liaison, 



un domaine d'existence de ces e f f o r t s . En d'autres termes, l 'ex is tence de f'J 

ou 7 i j est assu je t t ie à la condi t ion que l ' ex t rémi té de leurs vecteurs repré

senta t i fs so i t si tuée à l ' i n t é r i e u r ou sur l a - f r o n t i è r e du domaine dé f in i par 

le c r i t è re ; ceci suppose que : 

(La fonct ionnel le dé l imi te dans l'espace des chargements un domaine en général 

convexe, ce qui implique la convexité des fonctions élémentaires de LVj ) . 

Le domaine d'existence des e f f o r t s de contact est l ' i n t e r s e c t i o n 

- du domaine des e f fo r t s conduisant à des contraintes admissibles à l ' i n 

terface proprement d i t e t 

- des domaines des e f fo r ts conduisant à des contraintes admissibles dans 

les matériaux c o n s t i t u t i f s des gra ins , (sécur i té vis à v is de la rupture par 

couche au voisinage immédiat de la zone de contact ou de la rupture généralisée 

d'un g ra i n ) . I l en résul te pour le c r i t è re de l i a i s o n . 

L.. = inf {R.. , R., » R. } 
ij •> ij i i 

- * • - * • 

où R.. (f , J ,7 IJ , . . . ) représente le c r i t è re de rupture r e l a t i f à l ' i n t e r f a c e , 
- * • - > • - » • - » • 

R. ( f ' J ,i'] , . . . ) et R¡ ( f I J ,yIJ , . . . ) représentent les c r i tè res de rup-

ture r e l a t i f s aux grains ( i ) et ( j ) soumis aux e f f o r t s f'1 e t y 1 . 

La rupture par couche est un phénomène de surface (alors que la rupture 

p a r t i e l l e ou globale est un phénomène de volume). La rupture à l ' i n t e r f a c e pro

prement d i t dépend également du comportement volumique des matériaux des gra ins. 

I l semble donc q u ' i l y a i t cont inu i té pour des matériaux secs (sans l u b r i f i a n t ) 

entre le c r i tè re de rupture à l ' i n t e r f a c e et le c r i t è re de rupture par couche 

du plus f r ag i l e des matériaux cons t i t u t i f s des grains en contact. 

On désignera donc par c r i t è re de séparat ion, ce qui revient aux phénomènes 

de surface (adhérence et rupture de surface) et par c r i t è r e de concassage, 

ce qui rev ient aux phénomènes de volume (éclatement p a r t i e l ou global d'un des 

2 gra ins) . 
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rupture à l ' in ter face rupture par couche rupture par éclatement 

^ • ( f ' ' 1 ' . 7 ¡ i , . . . ) i?, ( f ' ¡ ,7" , . . . ) et i?, (f ÍJ ,yi¡ ,...) 

critères- D.. ( f i j j 7 „ j - > > } C,j (f" ,7" ,...) 

L.. (f'¡ ,7¡i ,...) 
'J 

La forme déduite du critère de liaison sera 

L.. = inf {D.. ,C. } 

où Z};j (f'i ,y'¡ ,...) représente le critère de décollement 

- > • - » • 

Cij (f'J »711 ,...) représente le critère de concassage. 

Dans ce qui suit, on note sans ambiguïté, par f et 7~*" , la force et 

le couple qu'exerce un grain sur un autre par l'intermédiaire de leur contact. 

^ Dans le repère associé au contact, la force f"*" 

et le couple 7 ont 3 composantes. Cependant 

il est possible de ne retenir que 2 termes, 

à savoir : 

' pour f"* : fn et f* 

7^ : 7n et yt 

ces termes sont les composantes des efforts sur la normale et sur le plan tan

gent. En effet, on peut conclure, dans le cas courant, à l'isotropie plane du 

critère de liaison, relativement aux composantes tangentielles des efforts de 

contact. 

La fonctionnelle L peut également s'exprimer en coordonnées polaires, 

c'est-à-dire en fonction de f |f ,n et 7 |7 .n I ; où et 

représentent les modules de la force f et du couple y , et 

ou f,n | et |7 ,n | représentent l'amplitude de l'angle d'incidence de f" 
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et 7 avec la normale. 

On a : 

f f"= fn.n* + fn.t" 

et, 

avec, 

l 7 = 7 -n + 7 -t 

d'où f* = (¡f"|2-fn ) l / 2 

^. - t M + i2 n V / 2 

d'OU 7 = (|T I "7 ) 

fn = If" cos t ,n 

*• 7 = 7 • cos 7 ,n 

Le fait que la dimension de l'espace des chargements pour un contact ponc

tuel isotrope plan, soit de 4 (à savoir f , f , y , y ), amène à envisager 

au minimum 6 trajets plans de chargement ; on se contentera de répertorier les 

approches expérimentales du domaine et de formuler, quand cela est possible, 

un début d'interprétation. Certains trajets de chargement, par exemple dans 

le plan {f ,f }, s'avèrent toutefois plus intéressants et peuvent donner lieu 

à une étude plus approfondie. Par contre, l'intervention de 7 indique que 

le contact n'est pas ponctuel et que les observations recueillies sont moins 

sûres ; elles ne pourront conduire qu'à quelques remarques générales. 

c_-_Çri tëre_de_21al§on_dans_2§_Blan_ {fj"̂ f"_} 

L'étude des phénomènes de contact a montré que le domaine d'existence 

de fn est délimité par, au moins, 2 surfaces de charges indépendantes. La 

première est définie par le critère de décollement ou de résistance au glisse

ment, la seconde par le critère de concassage. 
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domaine d'existence de f ( adhérence ) 

critère de concassage 

force de contact 

critère de décollement 

z. 
plan de contact 

surface de contour du grain 
Critère de liaison 

L'hypothèse d'isotropie plane de la composante tangentielle f est géné

ralement vérifiée pour le critère de décollement mais elle ne l'est pas théori

quement pour le critère de concassage ; néanmoins des considérations en gran

deurs tendent à souligner qu'à la rupture le rapport f /f reste petit. 

On rappelle que la condition d'existence de f"*" est : 

L(f"V..) = inf {Z?(f*,...) , c(f*,...)} < 0 

cl - Critère de décollement ö(f ,f ) - critère de glissement 

Le fait que le domaine connexe délimité par la fonction D possède une 

zone de traction traduit le fait que le contact est adhérent (collage partiel). 

Nous avons vu quelques unes des causes de cette adhérence (cf. § 1 121 a). 

Pour des grains minéraux polis, globalement convexes, le domaine de résistance 

par frottement est habituellement tronqué en traction, indiquant ainsi l'absence 

de cohésion initiale. 

Les critères de glissement usuels correspondent à des surfaces développables 

(cylindres, cônes,...), on peut citer par exemple : 

Le critère associé au frottement de Coulomb 
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Le critère plan s'écrit pour un matériau avec cohésion initiale 

où y = tg <j> est un coefficient, et <f> représente un angle de frottement 

limite 

c' est la cohésion initiale 

a est le vecteur contrainte agissant sur un élément plan de l'interface 

(<7n < 0 : compression). 

Dans le cas où, C = 0 on retrouve la loi d'Amonton 

Dl(a^) = | er11 +ya n . 

Pour le critère ponctuel 

D{f) = 1̂ 1 + Ufn - ̂  . 

Dans l'espace à 3 dimensions, ce c r i t è re représente un cône de révo lu t i on , 

axé sur la normale au plan de contact. C'est le cône de Drüker-Prager (vu lga i 

rement appelé cône de frottement so l ide ) . 

plan tangent 

sf n o r m a l e au p lan de contact 

c ô n e de D r u c k e r - P r ä g e n 

I ) , ( f ¡ i ) = o 

/ z o n e 
de cohésion 

r e p è r e 
de contact 

s u r f a c e de contour o (L ) 

du g r a i n (L) 

L'équation du c r i t è r e dans le repère associé (M¡. , IJ"*) correspond à une 
- > • 

forme quadratique dégénérée. E l le est symétrique selon les composantes de f i j , 

dans une base qui admettrai t x\v comme vecteur t r i ssec teu r . 
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Le critère associé au frottement par cohésion 

L'équation du critère plan est la suivante 

D> ( O = |at| - a' 

Il impose une limite constante à la composante tangentielle de a . Toute

fois, l'adhérence au glissement, n'est pas toujours assurée pour des efforts 

de contact tels que la composante normale o soit faiblement négative ou posi

tive (traction). On envisage donc plusieurs types de troncature. 

. Troncature en traction simple 

a < 0 

. Troncature avec "collage" initial 

\o | - a' < 0 pour a > 0 

. Troncature pour les compressions faibles 

|o"*+c' rT| - a' < 0 pour °n + a' > 0 

Le critère ponctuel s'écrit de la même manière 

D(f) = inf {\^\ - a , T{f*)} 

où r(f^) est la condition de troncature retenue. 

Dans l'espace physique, ce critère est représenté pour un cylindre de ré

volution centré sur la normale au plan de contact (cylindre de Von Mises) et 

limité soit par un plan, soit par une demi-sphère. 

Critère associé au frottement mixte 

Le domaine limité par ce critère est l'intersection des domaines que défi

nissent les critères associés au frottement de Coulomb et par cohésion 

D'(o") =inf {(l^i +yan),(|aVc')} 

Il constitue une meilleure approximation du critère réel de glissement 

plan sur plan de 2 solides. A faible contrainte normale ^ , l'adhérence li

mite répond au critère type Coulomb ; pour des charges élevées, on constate 

que l'adhérence au glissement ne varie plus d'où le critère type Von Mises 
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(Lorsqu ' i l n'y a pas de cohésion i n i t i a l e , le c r i t è r e de décollement est appelé 

l o i d'Orowan). 

En ce qui concerne le c r i t è re ponctuel : 

¿ > ( 0 = inf {{\fl\ + M f " ) , (\f\ - a)} 

L'objet des recherches sur le frottement est de donner une interprétation 

mécanique des phénomènes, le but étant de rattacher le critère de décollement 

au comportement mécanique volumique des matériaux et à l'état géométrique des 

surfaces. La plupart des théories font intervenir la notion de "collage" des 

surfaces réelles en contact, à l'échelle microscopique, et les déformations 

élastoplastiques des profils modélisés (dents de scie, etc,...)- Mais pour les 

matériaux minéraux, ce sont surtout les phénomènes de rupture fragile et d'adhé

rence par enchevêtrement qui sont prépondérants c'est pourquoi, les interpré

tations les plus couramment admises dérivent du modèle de Rowe. 

Le modèle de Rowe destiné à l'origine à expliquer le principe de la dila-

tance, est constitué de 2 profils à indentations régulières symétriques en 

forme de coins. Les facettes représentent les aspérités. 

n 

r - -i 

* * » * J- _d 

normale au plan 
de contact-

plan de coníací 

Plusieuresapproches successives peuvent êt re envisagées à pa r t i r de 

ce modèle. 

Matériau parfaitement r i g i d e , facettes parfaitement l i sses . Sur la surface 

l i sse des face t tes , le mouvement s'amorce lorsque le vecteur contrainte o^ 

prend une inc l ina ison supérieure à la normale n^ au plan de contact des aspé

r i t é s . La normale n^ est elle-même incl inée d'un angle d'amplitude <J> par 
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rapport à la normale n au plan tangent du contact global 

4>0 = In"*", O 

La condition de mouvement est par conséquent \o | > tg <j>a o , et on pose 

V = tg <t>a (v est Ie coefficient de frottement). Inversement le critère de sta

bilité au glissement est définie par la condition 

D'(o^) = \at\ + ua n < 0 . 

On retrouve la l o i d'Amonton 

Matériau r i g i d e - f r a g i l e , facettes parfaitement l isses 

Ce modèle nécessite la connaissance du c r i t è re de rupture du matériau : 

R(inv , inv_ , inv ) = 0 (pour un matériau iso t rope) . (Danslescas courants, 

indépendance vis à v is de inv %{t)) . 

-<yn/V'7
 2 i c isai l lemerr f pu r 

compression hydrosta fique 

c r i f e re de r u p f u r e du maïér iau infacf 

Pour un module de o peu élevé, on obt ient un glissement sur les 

facettes dès que ¡a [ dépasse -u an , mais lorsque le module de o~* est 

suffisamment grand, la contrainte de c isai l lement à la base des aspérités 

a t t e i n t la contrainte de rupture du matériau i n t ac t . Dans ce cas, le glissement 

est déterminé par le c r i t è r e de rupture dans le plan {o , a } 

R'{an,at) = 0 

i 1 I 1 ¡ 
plan de f r a c t u r e 

des aspéri fés 

1. glissement1 sur Facete 

2.glissemenf de rup tu re par couche 
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Le critère de décollement est donc représenté par 2 surfaces de révolution 

autour de la normale n^ . Si pour une plage suffisamment grande de contraintes, 

le critère de rupture peut être représenté dans le plan {° , a } par un cy

lindre, on retrouve la loi d'Orowan. 

CT-fi 

cr 

0 

i / ^ ^ 

A*-
s 

**=p—0, 
loi c 

>> n— n 

Matériau parfaitement rigide, facettes rugueuses 

Ce modèle demande la connaissance du critère de frottement sur les fa

cettes. 

Si l'un adopte une loi de frottement de type Coulomb 

¡0*1 + tg <j>r c;
n - o\ < 0 

Le glissement est obtenu pour \°l\ = - tg (4>a + $r ) °n + a\' où cr" 

est une contrainte de cohésion apparente proportionnelle à cr' et au degré 

de contact 
Ar 

a« = a e] (a = v-) 

o~ 

M 
C r / 

0 

y^0.+i!. 

- o-n 

Matériau rigide fragile, facettes rugueuses 

Ce modèle est'une synthèse des 2 précédents. Pour tenir compte de l'aspect 

fractal du frottement, il est possible d'adopter la même loi de rupture 
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sur la facette et sur le plan de glissement. (Loi de frottement associée au 

critère de rupture) 

|at| + tg $r an - c; < 0 . 

rupture dans le plan de contact des facetes 

rupture dans le plan de contact 

- o - n 

rupture dans le plan des facettes 

rupture dans le plan global 

Schéma de rupture d'une aspérité (cisaillement surfacique et 
cisaillement total) 

Le schéma de Rowe qui permet de se faire première idée du frottement, 

doit dans la mesure du possible être généralisé pour des profils d'indentation 

irréguliers et pour des matériaux rigides-fragiles à courbe intrinsèque quel

conque . La difficulté provient du fait que les glissements plans sur plans 

et les microruptures d'aspérités sont simultanées ; de plus la microstructure 

des surfaces de contact est telle qu'elle fait apparaître non seulement des 

irrégularités variables mais également des excroissances de ces aspérités. Ainsi 

on conçoit que lors d'un rapprochement et d'un glissement de 2 surfaces de ce 

type, se produisent des enchevêtrements d'autant plus accentués que les efforts 

consécutifs à de tels déplacements sont élevés. Mais en même temps se produisent 

des microruptures qui permettent alors un déplacement. On sait que plus le degré 

d'interaction des aspérités est important et plus la barrière de résistance 
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au glissement devient infranchissable. Ainsi, pour un effort normal donné, les 

aspérités, les plus aiguës sont cisaillées. Le déplacement est imppsé par les 

aspérités les plus résistantes présentant une base plus large et une inclinai

son plus faible. Une analyse du cisaillement conduit à l'établissement de plu

sieurs modèles lorsque initialement les aspérités sont parfaitement imbriquées 

Modèle de Barton 

D'(at) = \ a t \ + *í7(<J>r
 + < f > < a n / a n ) ) . a n 

ou \ est l 'ampl i tude de l 'ang le de frottement résiduel dont la s igni 

f i c a t i o n est donnée ultérieurement 
n 

ff es t une contra inte c r i t i que pour laquel le toutes les aspérités 

de 1ère grandeur sont c i s a i l l é e s . 

<t> correspond à un angle d ' indentat ion fonct ion du rapport an/(jn . 

Barton propose pour <$> une lo i de type 

(j) = - k Îog(an/aJ]) ou k est un coe f f i c i en t {k = 20 pour les sur

faces très rugueuses). 

• ^ c r i i è r e de glissement 

- cr n 

Modèle de Ladanyi et Archambaud 

Ce modèle est basé sur des considérations énergétiques. Il procède d'une 

analyse de la puissance des efforts intérieurs. 

On distingue trois termes 

- Pj puissance dissipée par dilatance 

- P2 puissance dissipée sur le frottement entre aspérités 

- P3 puissance dissipée par le frottement entre surfaces de contact 
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lorsque les aspérités sont cisaillées. 

pi + P2 + P2 = - p (puissance des efforts extérieurs). On détermine 

empiriquement le rapport entre les puissances Pz et P'2 . On admet la forme 

suivante X = Pz/P'z = (1 - on/o?) où fc est un coefficient et ac
n définit 

une contrainte critique (correspondant à la pression de transition de Mogi). 

L'importance des ruptures augmente et donc l'angle de dilatanceàla rupture 

diminue lorsque l'effort normal augmente. On obtient une fonctionnelle de la 

forme : 

D(f*) = (1 - \ tg §a).\f
l\ + (\ tg(ta + *r) + (1-X) tg *r ). fn 

où X est fonct ion de a n 

- c o u r b e de r u p f u r e 
^""-•^•^du maté r iau intact 

c r i t è r e de glissement' ( íD ( o - ) ~ 0 ) 

- o~n (compress ion) 

Modèle de Rowe avec indentat ion i r r égu l i è re 

Ce modèle, comme les précédents ne concerne que les contacts de surfaces 

avec imbricat ion t o ta le , (degré d ' i n te rac t ion égal à 1) . 

p ro f i l inih'al 

n 
p r o f i l cisail lé 
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L'amplitude <f> de l'angle des facettes de cisaillement correspond à un 

minimum de résistance au glissement. Pour un profil d'indentation donné, on 

détermine au préalable, la fonction de répartition p (<$>) donnant le rapport 

minimum de surface des facettes de cisaillement pour l'angle $ , et de la sur 

face totale du plan de glissement. Cette distribution détermine d'une certaine 

manière la rugosité. cisaillement d'une aspérité 

-. ^ 1. matériau supérieur 

t 
2. matériaux supérieur et inféneu 
3. matér iau infér ieur 

fi(0)~ in f if ^>£^ 

Principe de détermination de yi(0) 

La valeur de p(<j>) pour chaque valeur <p (positive ou négative) définit 

une distribution pour laquelle p(0) = 1. 

La parité de p[4>) signifie l ' isotropie de l 'angularité dans les deux 

directions de glissement. 

" f (JÖ) 

1 

.répartition d 'Heavyside î (0)= Y ( 0max „ \0\) 

.répartition correspondant à un profil en dent de se 

.répartition réelle 

Sur le plan d'une facette, le vecteur contrainte a pour composantes nor

males et tangentielles (problème en déformations planes) 

n t 
a c 

a a ~PW) 
n t 

a a 
cos $ - sin $ 

sin 4> aos § 

Ces composantes vérifient le critère de rupture plan du matériau intact, 



pour le mécanisme de rupture adopté 

na ta 
R' (° ° ,o ) = o c'est-à-dire 

R ' (—{a cos <p + o sin <t>) , — (-a sin <$ + a cos <$> ) ) = 0 

La valeur de <1> so lu t i on , minimise la valeur de <? pour an donné. 

Soit 

ol = inf {"V", <j>)} 

Dans les cas courants ( dé r i vab i l i t é ) cj> est obtenu par l 'équat ion ^-(CT ) = 

Le c r i t è re de décollement cherché D'(a ,a ) = 0 est minimisé par les 

fonctions R'(a ,a ) = 0 et \o | + tg $maxo = 0 correspondants aux valeurs 

minimale et maximale de <j> , c 'es t -à -d i re <{> = 0 et <j> = <J>max ) 

Le c r i t è re est dé f in i comme l'enveloppe in té r ieure des courbes de rupture 
na t 

sur les facettes R' (o- ,a ) = 0 lorsque <$> var ie de 0 à <j> 

c r i t è r e de r u p t u r e # ' ( cr^ o - r ) - 0 

c r i t è re de glissement J)( o~; o~)z0 

*- -cr 

n t. 

0 

Remargue: 

Lorsque le critère de rupture /?'(a",<Ju) = 0 définit une courbe fermée, 

indiquant une limite en compression, la condition de validité du mécanisme 

de glissement sur une facette implique que : 0 < <j> < §max . Au plus, le cisail

lement horizontal (cj> = 0) correspond à un état de contraintes tel que 

on a. 
r - où oc est dé f in i par 

R,{<jn,at) = o e t 

3i? ' , n t » n — ( a ,a ) = 0 
do 

t n 
Soit <¡>r t e l que tg 4>r = 

Le glissement impose : \a \£- tg <p on 



Dans le cas contraire, la rupture se produit avec écrasement. Ce résultat 

montre que le cisaillement par facettes ne peut se produire que pour un angle 

dont l'amplitude <$> est supérieure à <j>r . (cj>r correspond donc à une limite 

inférieure de l'angle des facettes cisaillées, au delà la rupture ne correspond 

pas au glissement mais à un enfoncement). cj>r peut être considéré comme l'ampli

tude minimale de 1'angularitéde la surface d'un matériau dont le critère de rup

ture définit une courbe fermée. 

Ce fait est confirmé par l'expérience et il est possible d'en donner une 

interprétation physique. 

critère de rupture jft'(o-n, crf)-0 

» - cr 

Application du modèle à un matériau de Von mises 

n t, 
La courbe définissant le critère de rupture dans l'espace {° ,° } est 

ouverte. Il s'agit de 2 droites parallèles. 

n~ t„ t. 
Sur une facette : R'(a ,a a) - \a 

i t. On en déduit 1 ' COS (j> 

Le critère de glissement correspond à : 

, t, - °-

• P(<1>) - tg <f> ° 

Si p(<t>) est derivable par morceaux, l'équation 6a 
Ô4) 

de en fonction de an et a ' • On obtient l'équation du critère D'(an ,a ) = 

0 donne une valeur 

n t, 

en remplaçant <j> par la valeur trouvée dans l'expression de a 
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On donne ici, les représentations de D'[a ,a ) = 0 pour quelques fonctions 

de répartition p(<j>) . 

A 1 2 3 

foncNon de rugosité A{0) 

].f(0)z 1_s in \0\ 

2.f(0)zY(tfmax - |J3| ) 

(Heavysïde) 

u sin {/max . Y( 0max - l0l) 

sin(0Tmax+ jef) 

(denfs de scie) 

5./ZÍ0): 

C r i t è r e s de gl issement pour un matér iau r i g i d e - f r a g i l e 
à s e u i l de rup tu re du type von Mises 

B§ir§r9yë§_§y!r_l§_§l9Dlfl9Êïl2D_B!3Y§i9y§_d§§_B§ïrËi!?lîr§§_9§rËÇ5Ë!ri§îi9ues ŷ 

9riïêr§_9:§_9ll§§§Iï!§D5: 

1 - Cohésion initiale 

La cohésion initiale de 2 surfaces en contact est due à un enchevêtrement 

très accentué des aspérités. (Elle correspond à une soudure fractale). C'est 

le cas lorsque l'amplitude $ de l'angle des aspérités avec le plan de contact 

prend des valeurs supérieures à î- . 

Aspérités créant une cohésion initiale 

2 - Angle de frottement résiduel (persistance de la rugosité) 

Les matériaux minéraux courants sont constitués de particules cristallines 

"collées" entre elles. Il existe donc une limite au "poli" d'une surface de ce 

type. L'abrasion des aspérités qui se traduit par une dissociation de blocs de 

particules cristallines de leur support est en réalité un "arasage" d'une surface 

microgranulaire. On conçoit qu'une nouvelle abrasion (ou rupture par couche) 

laissera inchangée la rugosité apparente de la surface. Il y aura donc persis-



sistance d'un angle de frottement. Cet angle de frottement limite minimal cor

respond au "poli maximal" que peuvent avoir les surfaces de contact. Cet angle 

résiduel est, en conséquence, une caractéristique morphologique du matériau 

constitutif des grains. Nous avons vu dans le modèle précédent, que l'état de 

contraintes tel que :\a |= - tg$pn avec i?'(cjn,at) = 0 correspondait à un 

état critique car dans ce cas, il y a équivalence entre 2 schémas de glissement 

possibles 

- la rupture par couche c'est-à-dire un détachement superficiel des parti

cules cristallines 

- le glissement plan sur plan des facettes inclinées d'un angle d'amplitude <j>r 

1 

i ere aspér i tés de 1 g r a n d e u r 

cristaux m iné raux 

aspér i té cisaillée 

l imi te de" po l i " d 'une surface 
minérale granuleuse 

p a r t i cules détachées 

.prof i l pers is tan t 

Pr inc ipe de conservat ion des i r r é g u l a r i t é s de surface par abrasion 

On rappelle q u ' i l y a une cor ré la t ion entre la rupture sous contrainte 

hydrostatique (effondrement) et l ' é t a t microgranuleux d'un matériau. Les maté

r iaux rocheux ordinaires consti tués de par t icu les "collées"ont une l im i t e plus 

ou moins rapprochée à la rupture sous compression hydrostatique selon l ' é t a t 

des vides entre par t i cu les . (La courbe représentat ive du c r i t è r e de rupture 

est fermée). La rupture est caractérisée par la décohésion des contacts entre 

par t icu les c r i s t a l l i n e s . 

Inversement, pour les matériaux qui ont une courbe de rupture ouverte (pas 

de l im i t e en compression hydrostat ique) , i l n'y a pas théoriquement d'angle de 
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frottement l im i t e minimal, c 'es t -à -d i re 4>r = 0 . La l im i t e de " p o l i " d'une sur

face correspond alors à une surface parfaitement l i s s e . Le domaine l im i t e est 

donc consti tué par un cy l indre de résolut ion de volume nu l . On constate en e f f e t 

expérimentalement que les matériaux qui répondent le mieux au c r i t è r e de Von mises 

sont des matériaux homogènes (monocristaux, par exemple), qui peuvent ainsi 

présenter un " p o l i " presque pa r fa i t <f>r * 0 . 

état cr i t ique ( r u p t u r e par couche) 

matériau à courbe de r u p t u r e 

fe rmée ( type ellipsoïde 

de Schleicher) 

c r i t è r e de glissement l imite 
(sur faces pol ies) 

cr i tère de gl issement ini t ial 

0 

^ 
cr i tère de gl issement initial 

s 

4 _ L Î : 

— ~" matér iau a 
c r i t è r e de glissement courbe de ruptur« 
l im i te (surfaces par faL ouverte ( type 

0 r ~ 0 te ment lisses) von Mises) 

_cr 

Limite de "poli" pour deux types de matériaux, et courbes de 
glissement limite correspondantes 

Modèle avec écrouissage 

Une variable interne susceptible de modifier le critère de glissement est 

l'usure des surfaces ou altération. Elle résulte, comme il a été dit, des phé

nomènes irréversibles crées par les efforts de contact (déformations plastiques, 
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microruptures). L'usure n 'est pas ordinairement un phénomène, i so t rope, car e l l e 

est l i é e généralement à l ' o r i e n t a t i o n de l ' e f f o r t de glissement. Par exemple, 

un "étalement" plast ique des aspérités dans une d i rec t ion va entra iner une 

moindre résistance au glissement dans cet te d i rec t ion mais va provoquer, au con

t r a i r e , une augmentation de cet te résistance dans le sens opposé (vo i r f igure ) . 

D'une manière généra le , pour l es matériaux r ig ides - f r a g i l e s , les déplacemnets 

de surface sous charge diminuent la rugosi té des surfaces en contact et de ce f a i t 

réduisent le domaine d'adhérence des e f f o r t s de contact. L'usure crée un amoin

drissement de la résistance au glissement (amollissement ou écrouissage n é g a t i f ) . 

etat1 d e su r face éc rou i ssage i so t rope é c r o u i s s a g e c i n e m a h q u 

ini t ia lement" isotrope ( a n i s o t r o p i e c r é é e p a r 

d e f o r m a h o n p l a s h q u e 

des a s p e r g e s ) 

On rappelle que la définition d'un modèle pour le comportement d'interface 

de matériaux dont la loi de comportement volumique est du type "rigide-fragile" 

devra prendre pour hypothèses : 

- l'adhérence ou résistance au glissement, dans le cas présent, est due à 

l'enchevêtrement des aspérités. (Une angularité initiale très accentuée pouvant 

créer une cohésion apparente t£mQx > -* ) 
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- L'état de contraintes o à l'interface est susceptible de modifier l'im

brication des aspérités du fait des microruptures. 

La composante normale -<J (compression) peut ou non : 

. augmenter l'imbrication par rapprochement des surfaces de contact (aug

mentation du degré de contact). 

. Diminuer l'imbrication par écrasement des aspérités. 

Le bilan est selon les cas, une augmentation ou une diminution de l'adhé

rence (adhésif/téflon) ou même une invariabilité. 

La composante tangentielle o (cission) peut ou non : 

. diminuer l'imbrication par dilatance 

. diminuer l'imbrication par cisaillement des aspérités (abrasion). 

Le bilan est toujours une diminution de l'adhérence. 

Ces hypothèses supposent l'existence d'un domaine à l'intérieur duquel le 

vecteur contrainte o ne provoque aucune microrupture. Ce domaine d'adhérence 

est délimité par une courbe définie par D'(a ) = 0 qui constitue le critère 

actuel (au delà duquel se produisent des transformations irréversibles des sur

faces rugueuses). 

Sur ces points, le comportement quasi-statique de l'interface de surfaces 

rugueuses s'apparente au comportement volumique des milieux dilatants. 

Pour un vecteur contrainte o~* : (<j ,<J ) , il y a : 

Absence de microruptures, lorsque : 

0 ' ( O = ö'(an,at) < 0 

ou £'(ff~*") = 0 et quand l'incrément de contrainte 6a 

vérifie (30 73o"1") .Sa*' = Ml .ôon + ML . fio* < 0 (décharge). 
3ffn doz 

Cet état correspond à une stabilité du contact donc à une adhérence. 

Présence de microruptures, lorsque : 

D'(a ) = 0 et quand l'incrément de contrainte 3<* 

vérifie (3£>73ff"*") .6a"**1 > 0 (charge) 
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Cet état correspond à une stabilité ou à une instabilité du contact selon 

que les microruptures sont homologues à des écrasements ou à des cisaillements 

d'aspérités. Cette double possibilité montre qu'il existe un état critique cor

respondant à la limite de stabilité ou d'instabilité. Cet état critique peut 

être caractérisé par le rapport \o \/a = - tg <j>r 

Ainsi, les 2 conditions précédentes étant remplies, lorsque : 

Ia I + tg <$>, °n > 0 il y aura cisaillement des aspérités avec dilatance 

donc instabilité 

|a | + tg (f>r a < o il y aura écrasement des aspérités avec enfoncement 

donc stabilité. 

Il est à noter toutefois que lorsque le degré de contact a est égal à 1 

(imbrication totale), le vecteur contrainte est limité par le critère de rup

ture du matériau intact R'{a ) = 0. Autrement dit, la stabilité à l'enfonce

ment ne concerne que les cas oü a reste inférieur à 1 . Un problême non résolu 

demeure ; c'est celui de connaître la valeur limite que peut prendre réellement a, 

lorsque o* croît et finit par atteindre le seuil de rupture du matériau in

tact. On sait en effet que les produits de microsrupture créent un "coussin", 

qui modifie le degré de contact réel et altère très sensiblement, par lubrifi

cation, le caractère adhérent des surfaces (cf. § 1.121 c2 et d). 

Faisant suite aux considérations générales énoncées précédemment, il est 

possible de définir en 1ère approximation, pour un interface rugueux, 2 sortes 

de paramètres d'écrouissage dont on peut dégager la signification physique : 

degré de contact 

répartition d'angularitê des aspérités 

Soit, p(<j>,a) la fonction de répartition d'angularitê pour un degré de 

contact donné (on a,p(0,a) = a) 
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( instabil Hé) 

/̂ JZLox \ / é í a t c r i t ique 

y' \ ^ (stabilisé) 

X(r) 

- a-' 

domaine d'existence 

de cr sans 

micro ruptures 

La forme générale du c r i t è re D1 (o~*",p(<i> ,a) ) est l iée à la répa r t i t i on 

d 'angular i té p(4>,a) et au c r i t è re de rupture Rl (a ) . 

En ce qui concerne l 'é tude de 1'écrouissage qui suppose 

o 'O^ .p fà .cO) = 0 et {ÓD73a"9"). so*' > O 

On envisage 3 cas 

1er cas : a est tel que \a | + tg cj>r a < 0 

alors ôa provoque un écrasement des aspérités et le degré de 

contact augmente a t 1 . 

Il y a gonflement du domaine délimité par £>' = 0 , et, p(4>,a) 

évoluant dans le sens d'une imbrication plus accentuée peut tra

duire selon le type d'interface un aplanissement ou au contraire 

une augmentation de l'angularité : 
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* ĉ  + So-"* 

f (0,oO 
initial 

f>( jef/X) 

^"St f 
enfoncement 

Principe d'écrasement des aspérités 
conduisant à une augmentation du degré 
de contact 

Modif icat ion de la répar t i t i on 
a'angular i tés en fonction de c</ 

-fliÇÎ,^) actuel avec 

augmentation de 

l'anqularité 

diminution 

critère final ( si I accroisseme 
de contrainte 6 c?-se poursui 
dans la direction indiquée). 

_cr 

3)'{^ +ty,<)) 

critère actuel 

Le gonflement du domaine est limité par le critère de rupture i?'(0 cor

respondant au critère limite lorsque a = 1 , tant que (o + S<? ) reste en 

dessous de l'état critique. Si {p + So ) atteint l'état critique, le domaine 

actuel correspond au critère final (cette hypothèse est abordée dans le 3ème cas) 

2ême cas : °~* est tel que \o \ + tg §r an > o 

alors, o~* provoque un glissement sans cisaillement des aspérités 

Si : \o \ + tg è an = 0 
1 • ^ " m a x 

la di latance se f a i t selon l 'ang le d'amplitude cj>max ( l a di latance 

apparente correspond à l 'ang le d'amplitude <$>m - 4>r ) 

mais, ÔCT provoque un glissement avec c isai l lement des aspérités 
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Si : K l + tg <f>mox a n < 0 

la dilatance se fait selon l'angle d'amplitude <j> 

* < ta» (initial) 

(la dilatance apparente correspond à l'angle d'amplitude <j> - <J>r ) 

et l'angle de cisaillement § correspond alors à l'angle maximal 

actuel soit cf>max (actuel) = <j> . 

La dilatance contribuant à écarter les surfaces rugueuses diminue le degré 

de contact : a ^ 0 . Ce cas implique par conséquent une réduction du domaine 

délimité par D' et donc l'instabilité du contact. Quand Sa est quasiment 

-> -M ri 

tangent à la courbe définissant le domaine soit (W/da ).Sa ^ 0 avec 6a < 0 , 

le cisaillement des aspérités est progressif selon une inclinaison décroissante 

Cas où \o 

Ecartement des surfaces par glissement sur les facettes inclinées d'un angle 

d'amplitude <fmax . 

1 

+ tg 4) an = 0 
s r max 

* yi(0*°<) 

dilatance 
^^*j Jume 

c*_¿o< 

Pr inc ipe de gl issement oicn sur olan 
conduisant aune réduct ion du degré 
de contact 

M o d i f i c a t i o n de l a r é p a r t i t i o n 
d ' a n q u l a r i t é s en fonct ion de a \ 
(0max(actuel) correspond à 
l ' a n g l e de gl issement Çtmax( i n i t i a l ) ) 

r r i l -è re inih'd 

c r i t è r e actuel 

n 
_ <J-
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Cas où + tg 4>n 
a n < 0 1 t 

dilatance 

Pr inc ipe de c i s a i l l e m e n t des aspér i t és 
conduisant à une réduc t ion du degré de 
de contact 

/ l ( 0 )o<) 

_ l i 
0 £) £j 

acfuel inihal 
M o d i f i c a t i o n de l a rép 
d ' a n g u l a r i t é s en fonct 
(CL ( a c t u e l ) correspon 
l ' a n g l e de c i sa i l l emen 

TT 

2 

a r t i t i o n 
ion de a 
d à 
t ) 

o -

c r i i è re inihal 

c r i i è r e actue l 

— cr 
0 

3ème cas o~* est tel que \o \ + tg <j>r o11 = o . 

Cet état correspond à un état critique. Pour ôo tel que : 

|ôat| + tg <j>r ôa
n < 0 on est ramené au cas 1 (stabilité du 

contact). 

|6ot| + t# <j)r 6cr
n > 0 on est ramené au cas 2 (instabilité du 

contact). 

Le cisaillement se fait sans dilatance 



y'+¿er~~ 

glissemenf 

c reeré actuel 

D'ía1; f (0,oO) 
n 

*- - o -

Lorsque a = 1 (imbrication totale) - c'est le cas des matériaux fissurés. 

A l'état critique, il y a "rupture par couche". 

L'équation du critère de décollement D'(a ) peut s'écrire sous la forme 

D'(a^) = \at\ + tg <¡>{o*) a" 

où <f>(a ) es t une fonction synthétique de l ' é t a t d 'écrouissage. 

A écrouissage constant, l 'équation : 

8a' ,Wl , 32?' .n - F ^ / ^ r ) . Sa" = - tg <J,(a ) 8a 
dan 3 a l 

n 

représente l 'équation incrémentale du c r i t è re actuel de décollement. La varia

tion de l 'amplitude 9<j} résul te des phénomènes c i tés antérieurement-

5<J> = Ôcf>e + 6(J)p 

où He représente la variat ion d'amplitude d 'or igine élast ique (&<$> = 0 

pour un matériau r ig ide- f rag i l e ) , ôtj) représente la variation d'am

pl i tude d 'or igine plastique résul tant des microruptures. 

(On a vu que : 6<J> = 5<j>p f 0 si le c r i t è r e de rupture ¿ ? ' ( 0 es t a t t e i n t 

au niveau des aspér i t é s , avec 8a^ < 0) 

d'où : <S<J> = S (a*) . <-6an> . 
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Redargues: 

1. On retrouve la l o i de Barton (a = 1) lorsque la d i f f é r e n t i e l l e S<}> est 

donnée par 

— 6a par intégration 

n 
4>(a ) = <i> - k Log — 

a 
c 

2. Un cas intéressant est celui pour lequel la fonction tg <$>{° ) est associé 

au critère de rupture du matériau intact Rl(° ) par un facteur de proportion

nalité. Un exemple est donné par la loi de Shaw applicable à un matériau de 

Von mises. 

tg <KCT ) = k(\o \-o') , par intégration de l'équation 

\Sat\ = - k d ^ l - c; ).ôa
n , on obtient 

D'(o^) = 1^1 - Cr'(i - ezpi-k.o")) = 0 

avec ^(^(O)) = ^ G\ {k est un facteur de rugosité) 

#(<,*) von Mises 

critère «2>'(c?) (Shaw) 

- D ^ 

3. Pour les matériaux minéraux, il est possible d'envisager un état de surface 

initial "sur-poli". C'est-à-dire pour lequel l'angle de frottement initial est 

inférieur à l'angle résiduel (<J>max< O - (D'ur|e manière artificielle, les par

ticules cristallines ont été "collées" de façon adéquate, par exemple par mou

lage avant collage - c'est l'équivalent d'une paroi coffrée en béton avant la 

prise). Dans ce cas, une augmentation suffisante du chargement de contact va 

dissocier la couche de surface et on retrouvera une valeur de l'angle de frot

tement d'amplitude supérieure ou égale à <j> - (Durcissement). 
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O 

^ é ta t c r i t i q u e 

durcissement 
— —y 

0„ 

— o-1 

1 _ étal" de su r face r u g u e u x ( a v e c c o h é s i o n 

2_ ( c a s c o u r a n t ) 

inihale) 

3_ el"al" de surFace initialement- "sur-poli " 

c.2 - Critère de concassage c(f ,f ) 

Dans le paragraphe 1 131, quelques difficultés relatives à l'établissement 

du critère de concassage ont été évoquées. Pour un grain (i), le critère 

. " * • . " * • •*• •*• .•*• 

C. (f'J , 7'J , f , 7lk , f ,...) dépend d'autant de paramètres qu'il y a de 

composantes de torseurs de contact (sans compter les paramètres géométriques). 

Par exemple, si le grain (i) est en contact avec 3 autres grains (j), (k), (1 ) , 

il y aura 18 paramètres de chargement. Mais ces paramètres sont liés par 6 rela

tions d'équilibre, réduisant à 12 le nombre de paramètres indépendants. 

Lorsque le matériau constitutif du grain a un comportement rigide -fragile 

(ou encore que les déformations élasto-plastiques provoquées par les torseurs 

de contact sont petites lorsque la rupture survient), l'analyse limite permet 

d'obtenir théoriquement le domaine convexe de compatibilité, c'est-à-dire, 

le domaine à l'intérieur duquel doivent se situer les composantes des torseurs 

pour ne pas entraîner une rupture partielle ou globale du grain. 

On rappelle que si l'on ne considère que la force f'3 comme variable, 

les autres efforts y'' , fik , 7ik , f' ,.. tiennent lieu de paramètres 

d'écrouissage. 
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A écrouissage constant (7IJ et efforts associés aux contacts (ik), (il). 
- * • 

etc. fixés), on obtient un domaine convexe d'existence de f'j . Ce dernier 

peut se réduire à 0, ce qui signifie que la rupture se produit indépendemment 

de flj et donc que les paramètres d'écrouissage provoquent par eux-mêmes un 

état de contraintes inadmissible du point de vue de la cohésion du matériau. 

Afin d'illustrer ces premières observations, on peut examiner le problème 

plan d'un grain (i) soumis à l'action de 3 forces de contact f'J , f'k , f'1 

appliquées aux points donnés (M¡-), (Mik) ,(MU) de 3(i). 

L'approche cinématique de la rupture fournit un majorant du domaine de 

compatibilité . Plusieurs mécanismes de rupture par blocs rigides peuvent êtres 

envisagés pour un matériau de Von mises (a < a) . 

rupture partielle 

On vérifie aisément que la puissance interne de cisaillement est minimisée 

lorsque la ligne de fracture passe par le point d'application de la force sur 

la ligne de fracture, l'état de contraintes vérifie le critère de rupture des 

matériaux. 

fJ'' .u = o.l.\\x | avec la condition supplémentaire de frottement 

£'(0 < 0 sachant que f^ = a"". I 
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Rupture globale 

Sur une ligne de discontinuité , la composante normale d'une vitesse de 

translation virtuelle d'un bloc est égale à celle du bloc adjacent. Cette con

dition impose un cadre cinématique aux mouvements virtuels (h'odographe). 

L'objectivité des puissances de cisaillement internes permet de ne consi

dérer que des vitesses par rapport à un bloc supposé immobile (0). 

f¡¡ 

Hodographe 

(2) 

En conséquence, l ' é g a l i t é des puissances extérieures et in tér ieures fourn i t 

la so lut ion 

. .T> " M . 7 * - * - ' 
f i Í - U 2 0 + f l i -U10 = °(ho K o l + l 2 0 l U 2 o l + 7-21 | U 2 1 D -

Par élimination des vitesses, on obtient une condition sur fji en fonc-

tion de fM 

Le choix de plusieurs mécanismes de rupture définit par excès le domaine 

enveloppe des chargements limites. 

(Une approche par l'intérieur, avec des champs de contraintes statiquement 

admissibles, n'est pas réalisable simplement lorsque les efforts extérieurs se 

présentent sous formes de forces ou de couples ponctuels). 



Critère de concassage à paramètres 
d'écrouissage constants 

- F P 

mécanismes de rupture globale 

L'augmentation en intensité des efforts de contact autres que fji réduit 

le domaine d'existence de fji . 

Effet du nombre des efforts de contact et de la répartition géométrique 

de leurs points d'application sur la surface de contact. 

Une première approche consiste à étudier la valeur maximale que peut 

prendre une force normale appliquée sur un grain sphérique dans plusieurs cas 

de chargements symétriques. 

r 
Concassage d'un gra in sohérique soumis 
à l ' a c t i o n symétrique de forces normales 
i den t i ques : 

2 forces opposées 

3 forces coplanaires 

4 forces coplanaires et 4 forces 
situées au sommet d'un tétraèdre 
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Par exemple un grain sphérique soumis à l'action de concassage de 12 forces 

régulièrement réparties correspond au chargement hydrostatique d'un empilement 

de boules identiques à compacité maximale. 

i 

•v / 
W 
I 

1 •--> »„'""v ' 
Y 

,'Tv 
i 

X 

V 

/ i \ 

Concassage d'un empilement 
régulier de sphères sous un 
chargement hydrostatique 

v S-À''-W J 
v ' I 
1 , 

\ 
I 
/ 

Enfin, si le nombre de forces est infini, f correspond S une pression 

hydrostatique exercée sur le contour du grain. Les résultats sont consignés dans 

un diagramme donnant la force maximale de concassage en fonction du nombre de 

forces appliquées. 

4 nb de forces 

CONCASSAGE 

DE BILLES DE CRAIE 

124 

6 
4 -
2 --

0 

1 
v / v 

V 

L_ 
,n 

compression 
SANO 

modium coarsa 
GRAVEL 

fin« modlum coarsa 

Diameter d : mm 

Crushing of singie particles. 

(selon J. BILLA.M) 

Il résulte de ce diagramme que le cas de 2 forces opposées s'avère être 

un cas défavorable mais du même ordre de grandeur que lorsque le nombre de 

forces est élevé. 
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surface de contour 
à (i) 

De ce qui précède, la détermination d'un critère de concassage pour une 

force localisée f"* pourrait se réduire à un calcul à la rupture d'un grain 

soumis à l'action de 2 forces de contact opposées égales à f"** appliquées sur 

2 points quelconques du grain.Ce critère aurait l'avantage incontestable de 

n'être pas lié aux autres efforts de contact et donc d'être intrinsèque au 

grain. Cette approche d'un critère de résistance à la rupture est faite par 

l'essai Franklin. 

L'essai Franklin fournit un indice de résistance d'une roche par cisaille

ment simple. 

f = a. A 

où / est le module de la 

force appliquée f* . 

A est l'aire minimale d'une 

surface de fracture passant 

par les points d'application 

des forces, a est la con

trainte de cohésion sous ci

saillement simple. 

A défaut de connaître l'aire réelle de la surface de fracture, mais compte 

tenu du fait que le grain est de forme globalement sphêrique, on peut prendre 

forfaitairement : 
2/3 -*-

A ~ w ' .A(f ) 

où w est le volume du grain 

X ( 0 un paramètre qui dépend de l'inclinaison 

de f"1" par rapport à la normale n^ 

Le paramètre A(f*) s'annule lorsque fn est nul et il est maximum 

lorsque f est nul ou f égal à ¡f~*"| . 

Nous adopterons pour A ( 0 une fonction répondant à ces conditions. 

Soit par exemple : \{f) = A . ( f n / | 0 ) 2 • 

sechon de rupture 
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On en déduit 1'equation de résistance à la rupture (coord, polaires) 

\r\ =cX w
2/3(fn/|f-|)2 # 

L'équation du critère s'écrit en fonction de f et fn 

C(f ) 
„->-, 3 2/3 r\2 

kw ' r < o 

(où k est une constante) 

composante ^ f 
fangentielle 
de la force 
de contact 

1 entere de concassage 

( ovale de Frankl in) 

- f n 

composante normale 

de la force de contact 

Le c r i tè re de Frankl in est une approximation grossière du c r i t è re réel de 

concassage d'un grain soumis à l ' ac t i on de forces loca l isées, mais à défaut 

de mieux, i l impose en s o i , une l im i t e à l ' i n t e n s i t é des forces local isées 

lorsque ce l les -c i v é r i f i e n t la condit ion d'adhérence. 

Redargues: 

Dans le cas de grains de formes quelconques (grains plats, allongés, etc.) 

la rupture a l'essai Franklin dépend non seulement de l'inclinaison de la force, 

mais également de son point d'application, selon que la fracture se produit 

dans le sens de la plus grande ou de la plus petite dimension. Il s'agit là 

d'une anisotropic de résistance au concassage induisant une série de paramètres 

supplémentaires. 
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La détermination théorique de l'aire de la surface de fracture peut être 

possible si Ton connait exactement la fonction de contour G et les points 

d'application des forces f*" 

A = inf {A(IJJ)} OÙ A(i|») =|G n nOlOl 

n(^) est un plan passant par les points 

d 'app l ica t ion de f"*" 

2. La méthode de détermination de f * l im i te ,pa r le choix d'un champ de con

t ra in tes statiquement admissible à l ' i n t é r i e u r du matér iau, est d'un abord 

plus dé l i ca t , du f a i t de la nature local isée des e f f o r t s de contact. I l est 

t ou te fo i s , possible d'imaginer un champ répondant aux condit ions l im i tes te l 

qu' indiqué sur la f i gu re . 

faisceaux de sphères orthogonales 

surface l i b re de cont ra in te 

poussée ou v ide 

iqne de f r a c t u r e 
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La traction dans la zone de fracture équilibre la somme des poussées au 

vide des arches fictives allant d'un point de contact à l'autre. Cette méthode 

est telle que la surface extérieure du faisceau limite est libre d'effort, et 

sur le faisceau médian, la traction radiale est maximale. 

/ = fc.a.A 

c.3 - Conclusion sur le c r i t è re de l ia ison L ( f ) 

Le c r i t è r e L(f*) résu l te d'une synthèse des phénomènes de surface et de 

volume. Dans les cas courants, de même q u ' i l semble q u ' i l y a i t cont inu i té 

entre la rupture p a r t i e l l e avec di latance des aspérités et la rupture par cou

che, au niveau du contact , i l semble raisonnable d'envisager une cont inu i té 

entre la rupture p a r t i e l l e et la rupture globale au niveau du gra in . Et entre 

les deux une cont inu i té entre la rupture par couche et la rupture p a r t i e l l e 

du graJ.n. Ces remarques, sont rapportées dans le schéma-suivant. - - .-

modè le simpli f ié m o d è l e réel 

les n iveaux 1,2,3, c o r r e s p o n d e n t à 3 changemen ts d ' é t a t d i s t i n c t s 



„n 

-LU <x. 

1. Décollement avec 

dilatance 

L J Ä 
-u^ 

2. Décollement avec 

r u p t u r e locale 

3.Concassage 

(éclatement du grain) 

L'écrouissage dû à l 'usure des aspérités (perte de rugosité des surfaces 

de contact) et à l 'usure granulométrique (concassage des grains) diminue l ' a i r e 

du domaine d'existence de f~* . Ces phénomènes peuvent se produire conjointement 

au sein d'un mi l ieu granula i re . — " ~ 

diminution 
f ro t tement 
abrasion d 
aspérités 

0 

état 
crit ique 

seuil de 
qrésiPication 

'(matériau poli) 

c r i t è re de liaison actuel 

diminution de la résistance 
à la r u p t u r e du grain p a r 
concassage 

k-ur 3
 n 

• _ P 

phénomènes de 
surface 

phénomènes de vo lume 

Evo lu t ion du c r i t è r e de l i a i s o n en fonct ion de l a t a i l l e du gra in 
e t de l ' u s u r e de ses aspér i tés de surface 

La l im i t e du c r i t è r e de l i a i son correspond au seui l de g r é s i f i c a t i o n . Si la 

cohésion i n i t i a l e entre grains est suffisamment grande,la t a i l l e des grains à 

la " g r é s i f i c a t i o n " aura une valeur f i n i e . 
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(La grésifi cation correspond à un collage des grains entre eux). Le collage 

répond au critère de liaison particulier 

L(f) = \f\ - o < 0 . 

Le critère de concassage pour des forces très inclinées (au dessus de 

l'état critique) constitue un majorant au critère de décollement puisqu'il 

suppose que les surfaces de contact sont parfaitement rugueuses. 

d_-_Cri tëre_de_21al§on_d§D§_l§l_BlËQ§_d§_9!l!§]C9ËIÏÎËu5§_§yî]C§§_9yË í f _^f _1 

On suppose acquis les résultats relatifs au critère de concassage car la 

présence de couples de contact isolée est assujettie à l'existence de forces 

de contact de compression non nulles, comme nous le verrons dans l'étude des 

critères de décollement. 

d.l - Critère de décollement D(f ,7 ) (critère de pivotement) 

Le couple de pivotement 7n.n induit des efforts de cisaillement au 

niveau des aspérités, de même nature que ceux provoqués par une force tangen-

tielle f .t"*" . Inversement, les contraintes tangentielles o résultent si

multanément du couple de pivotement et de l'effort tangentiel de glissement. 

Il est donc nécessaire d'établir un couplage entre ces 2 types d'efforts pour 

le critère de décollement 

Sachant d'une part que f = ( 

et que d'autre part : 

3 ( i j ) 

3 ( i j ) 

ot.5s 

o . ô s ) . n 
3 ( i j ) 

on.Ss 

et T n = ( 
3 ( i j ) 

o~* A (M.. ,M) .6s) .n H 

Le c r i t è r e de décol lement D(f , f ,y ) s ' o b t i e n t comme s u i t 

n , f n ,-t n> _ n 
D[T , t ,7 ) = y - max 

a . t 3 ( i j ) 

a t . t ^ A (M.. ,M) .5s | avec f * = <J t.5s 
3 ( i j ) 

e t , Dl(an
ia

t) = o } 
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critère de décoIlern en t 2)(F V , *n ) 

La résistance au pivotement est fonct ion d'un terme r e l a t i f à la dimension 

de la zone de contact. Lorsque cet te dernière tend vers 0 (contact ponctuel) , 

le couple de frottement tend à s'annuler ; mais i l c ro i t rapidement lorsque 

l ' a i r e de contact augmente. Sa croissance peut être toute fo is l im i tée par une 

l i m i t a t i o n des contraintes de c isa i l lement . 

croissance pa r 
augmentation de 
l 'a i re de contact 

n 

décroissance par 
diminuhon des contrainte: 
de cisai l lement 

Dans les phénomènes de contact in te rgranu la i re , la présence d'un couple 

de frottement (pivotement ou roulement) découle d'une façon générale des i r r é 

gu lar i tés de forme des grains qui peuvent même conduire à un blocage v is -à -v is 

de 1'un de ces e f f o r t s . 
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Le couple de rappel 7 est fonction de f"*" 

et d'une caractéristique morphologique de 

non-convexité des grains constitutifs d'un 

milieu. Elle traduit le fait que le contact 

n'est pas ponctuel. 

En d'autres termes, pour des grains rigides strictement convexes, le con

tact est ponctuel et 7"*" = 0 ; inversement pour des grains anguleux, la carac

téristique morphologique "£>" prend une valeur d'autant plus grande que la con-

concavité des grains est accentuée. 

d.2 - Critère de décollement D(f ,7 ) (critère de roulement) 

En ce qui concerne, le critère de roulement, la remarque précédente reste 

valable ; sur quelques exemples, il est possible d'apprécier l'influence de b 

dans la résistance au roulement. 

roulemenf 

¿ = o :> $ ^0 

résistance au roulement 
négligeable 

-£¿0 :> f ^ f ° & 
rés is tance e f f e c t i v e au 
roulement, l i é e à l ' a n g u l a r i t é 
des gra ins 

On a l 'habi tude de caractér iser la résistance au roulement par la mesure 

d'un angle <j> déf in issant le rapport de la largeur d'appui et du rayon de 

courbure moyen au contact. I l est donc nécessaire de f a i r e in te rven i r un fac

teur propre à la dimension des gra ins, (rayon de courbure, dimension moyenne, 

e tc . ) 
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Angle de rés i s tance au roulement 

tg 0b ~ b / rmoy 

grains anguleux ( t g y lb^û ) 
grains a r rond is (, t g 0 b ~ 0 ) 

En d é f i n i t i v e , pour des grains r i g i d e s , légèrement anguleux, i l est possible 

d'adopter en 1ère approximation, comme c r i t è r e de roulement, une l o i de la 

forme : 

n/r-n t x i t . . , , r.n 

et pour le critère de glissement pivotement associé à un frottement de Coulomb 

ö ( f n , f V ) = |7n| + rmoy tg ^ ( 1 ^ 1 + tg ^ fn) . 

Ce critère définit dans l'espace des chargements, un domaine délimité 

4 plans passant par 0 . 

¡T 

, 

u 

f t 

^\^^___L^. 
^ 9 ^ \ 

\ c r i fè re c 

\ (fype 

-f 

A ce stade, il n'y a pas lieu de tenir compte d'un couplage entre les 

efforts de 7 n et ceux de y , sachant que yn provoque des contraintes 

tangentielles sur la zone de contact et y des contraintes normales. 
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Le cas de grains anguleux ne permet pas en général de définir de façon 

correcte et synthétique un critère de liaison £(f ,y ) pour les efforts in

tergranulaires. Cependant, dans certaines conditions particulières (grains 

rigides, globalement sphériques c'est-à-dire pour lesquels le couple de frot

tement de contact est petit), un critère du type "frottement de Coulomb" peut 

être suggéré par les résultats d'essais sur des matériaux minéraux. Ce critère 

sera tronqué en compression (-f ) , pour tenir compte d'un éventuel concassage 

des grains soumis à des forces ponctuelles élevées. La troncature est plus sé

vère pour des grains de petite taille, mais une faible valeur de l'indice gra-

nulométrique assure par ailleurs une meilleure diffusion des efforts intergra

nulaires et donc réduit d'autant l'intensité des efforts de contacts localisés, 

(usure granulomëtrique). 

Dans l'étude d'assemblages de grains rigides, nous proposons de nous en 

tenir à un critère statistique unique, celui de Coulomb. 

H (f*.o = m +33iT fn (vi et j ) 

- > • 

7 = . 

ce qui signifie que les grains seront considérés comme constitués d'un matériau 

homogène à comportement rigide, non-fragile, et de forme strictement convexe 

régulière (surfaces polies). 

1.123 - LOI D'ECOULEMENT 

- > - » • 

Lorsque les efforts de contact f'j et Tlj dépassent un certain seuil 
- * • - * • 

défini par le critère de liaison L-,¡ (f'j ,7,j ) , la stabilité du contact est 

rompue et un déplacement s'amorce. La loi d'écoulement impose un cadre ciné

matique aux déplacements possibles. 
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a_-_Pg§2t2gn_du_grob2ëme 

a.l - Distributeur des vitesses intergranulaires 

- » • - > 

On note par (u;. , u.. ) le distributeur des vitesses de contact du grain 
\ ij ij ' J 

(j) relativement au grain (i) supposé fixe. Lorsque le contact est unique 

(grains globalement convexes), le distributeur est défini au point de contact(M¡) 

u. 
ôd) 

est le vecteur "vitesse de 

translation" du grain (j) relative

ment au grain (i) appliqué au point 

oj;j est le vecteur "vitesse de 

rotation" 

Chacun des 2 vecteurs u;j et c^ se décompose en une somme de 2 vec-

teurs dont l'un est porté pour la normale n;j en (M¡. ) à 3(i) l'autre 

est dans le plan tangent commun. On retrouve les définitions 

Vitesses 

-> 

Selon la normale 

t n'i 
Soulèv si u¡j > O 

n.. 
pénétration si u-' < 0 

pivot 

Selon le plan tangent 

gliss 

roulem 

Remargue_: 

Dans le cas de non-contact, ces vitesses conservent un sens 

-> + -M 

u¡; représente la vitesse d'éloignement si u.. . n.. > 0 

-> -M 

le rapprochement si u¡. . n.. < 0 
- > • 

wr représente une vitesse d'orientation mutuelle. 



107 

Dans le repère (M^ , I J ) associé en contact ( i j ) , les composantes dans 

IJ de u,j et «¡j sont par d é f i n i t i o n 

->" IJ j ,-

"*" U T l"*" 
ÜJ;¡ = í*> :¡ . IJ 

La cinématique du contact impose : 

- > - - » • 

Uij + Uj, = - et U¡J + wj 

^_:_9§flD2î22D_^y_9!]§iDP_d§§_ïiÎË§§Ë§_^§_92!2ÎÊ9î_0lË§îl9yê,r§DÎ_Ë^lI!l§§i^l§§ 

-> -> 
Un champ de vitesses (uij »ĉ . ) C.A. respecte les contraintes géomé

triques imposées par les conditions aux limites qui sont celles du contact. 

Les contraintes géométriques peuvent être rassemblées sous forme d'une fonc-

tionnelle pour laquelle le champ (u¡. »o^ ) C.A. vérifie : 

Wu.. ,CJ.. ,E) < 0 
y 'J 'J 

où E représente un ensemble de paramètres d'écrouissage relatif à l'état 

actuel des surfaces de contact. 

Ainsi pour un contact ponctuel, la seule condition requise tant que l'in

tégrité des surfaces est conservée, est celle de la non-interpénétration des 

surfaces qui se traduit par : 

V.(u.. ,OJ.. ,...) = - u. .n;. < 0 . 

La règle d'écoulement propose un choix de vitesses pour un état de charge

ments donné, lorsque ce dernier franchit le seuil de stabilité défini par le 

critère de liaison LV • Les champs de vitesses répondant à la règle d'écou

lement sont appelées champs de vitesses licites (ou plastiquement admissibles) 

Les déplacements de contact ne sont pas envisagés dans le cadre général de 

1'élasto-visco-plasticité mais uniquement de la plasticité. 

Dans ce qui suit, on note sans ambiguité, par u"*" et J* , les vitesses de 



translation et de rotation d'un grain par rapport à l'autre, au niveau de leur 

contact. 

Leurs composantes sur n* et t* (vecteur unitaire du plan tangent au 

contact) sont respectivement : 

Pour u"* : u et u 

+ • n
 û + * Gj . cj et eu 

Comme dans le paragraphe précédent (1 132.b), nous admettons que le con

tact est quasi-ponctuel, ce qui annule les effets cinématiques secondaires 

parasites (dilatance, déviance, basculement, e t c . ) . Cette hypothèse, qui im

plique par conséquent un couplage des effets dynamiques et cinématiques, res

treint pourtant l'étude des milieux granulaires à ceux dont les grains sont 

de forme globalement convexe. 

La vitesse de translation u"*" (écartement, enfoncement, glissement) ré

sulte selon l'hypothèse de couplage des effets dynamiques et cinématiques 

de la seule force de liaison f"*" : 

Stabilité u = 0 si , \ 
^ou ¿( f * ) = 0 avec (3L/3f ) .ôf < 0 

I n s t a b i l i t é u^ f 0 si , L(f*") = 0 avec (SL/s f j .S f * " ' > 0 . 
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La dissipation plastique a pour origine le frottement entre les 2 solides. 

Il s'agit de la puissance (positive) des forces de liaison. 

- P. . = f .u 
int 

c l - Dilatance et déviance 

Le choix de u en cas d'instabilité peut découler de 2 principes rela

tifs à la dilatance et à la déviance. 

Dilatance 

Le glissement dans le plan tangent au contact, suppose un écartement préa

lable des surfaces. Ce principe a été évoqué antérieurement à propos des glis

sements sur les facettes des aspérités (Rowe). Mais la dilatance doit-elle se 

caractériser par un angle définissant la direction initiale du vecteur vitesse 

u par rapport au plan tangent ou par la mesure de 1'écartement réel des sur

faces en glissement vis-à-vis de 1'écartement initial ? En d'autres termes, 

la dilatance est-elle la conséquence de l'inclinaison des aspérités ou de le 

leur hauteur ? ,,-» 

La dilatance est un phénomène fugitif qui n'apparaît qu'à l'origine du 

glissement des surfaces, il est donc nécessaire de prévoir une variation de 

l'orientation du vecteur u au cours d'un chargement, donc l'intervention 



d'un paramètre d'écrouissage. Cet aspect sera abordé sommairement dans l'étude 

des modèles dilatants. 

Lorsque la dilatance sera considérée un phénomène négligeable, ou inexis

tant, on aura la condition sur u 

fn un > 0 

fn < 0 (compression) un < 0 . 

Si, de plus il n'y a pas interpénétration des surfaces (concassage), 

un est tel que : un > 0 

donc , u = 0 

fn > 0 (traction) un > 0 (possibilité d'écartement). 

Déviance 

La vitesse u n'est pas située dans le plan formé par f et n . En ce 

qui concerne le glissement (f franchit le seuil de décollement), l'isotropie 

plane de rugosité interdit une déviance de la vitesse u* selon une direction 

autre que celle de l'effort tangentiel de f . Mais ce principe vrai en général 

pour le critère de décollement, ne l'est plus pour le critère de concassage car 

c'est la pente de la surface de fracture qui impose la direction du déplacement. 

L'hypothèse de non-déviance minimise la puissance dissipée plastiquement par 

les contraintes d'interface. 
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1 

n 
F 

\ n 
\ u 

/ V?^--

/ \ / M 
/ p l a n \ 

tanqenf\ 

>n 
f / 

F 

/ ô( j ) 

, -+ 

lNi^t~ 
\ ô(L) 

Hypothèse de non-aéviance pour l e 
c r i t è r e de décol lement 

Déviance imoosée par l a pente de 
l a sur face de f r ac tu re 

surface de f rac iu re 

La condit ion de non-déviance implique que : 

« , . - > - -*• - - > f 

( f A u ).n = 0 

produit mixte 

c.2 - Modèles non-dilatants (déviance exclue pour D) 

Ces modèles sont caractérisés par un = 0 pour fn < 0 (compression), 

tant que C ( 0 < 0 (où c* est le critère de concassage). 

Modèle associé au frottement de Coulomb 

L ( 0 = Inf {(1^1 + tg <j,r f"), C(f")} 

8(f-)=o 

/ (compression) 

Pour C{f ) < 0 et f " < 0 , 

u est co l inëai re au vec

teur un i ta i re de l ' e f f o r t 

tangentiel et 

t " f " - fn .rT 

f " - f% H 
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Soit u = Alf^Lt"" = x — " I —i- (x scalaire positif) . 
f 2 ' 2 

(1 - (-TT) ) 
l f I 

Consequence pour la puissance dissipée plastiquement 

- p.nt = f . u"*" = A sin (j)r |f |2 (pour le critère de décollement) 

Modèle associé au frottement par cohésion 

L{f*) = Inf {(l̂ l-jOj ?(f"), (7(0) . 

D(0 
Pour la partie du critère pour laquelle L ( 0 = |f | - c, i l y a normalité 

du vecteur vitesse u"* avec la surface définie par L 

u = A(3I/3f ) c = A o t 

Conséquence pour la dissipation plastique dans ce cas : 

; 2 

- P ( = A c 
i n t 

( A > 0 ) 

I f 
u domaine d'adhérence 

- t t t t t Î W 
£ (ffzO 

I £ *- fn (compression ) 

I I I 1 l t\ 1 i^ 
/critère de type von Mises 

2 1 3 

zone de cohésion 

1 - T(0 = fn 

2 - T{f) = \f\ -a pour fn > 0 

(possibilité de normalité de u , d'où - p 

3 . T(f) = jf*" + a rT| - c pour fn + c > 0 , 

A c
2) 
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Modèle associé au frottement mixte 

L ( 0 = inf {(|fV U fn),(\^\ - c),C(f"")} 

u~* domaine d 'adhérence 

c r i f e re fyp 

C o u l o m b 

Remargue_: 

L'hypothèse de normalité associée au c r i t è re de Coulomb pour l ' i n t e r 

face, ne peut êt re retenue ; e l l e conduit à une majoration excessive de la 

s t a b i l i t é au glissement (Drüker). 

La normalité impose : 

u^ = X ( 3 L / 3 f * ) . | f n | . a v e c £( f"*) = l f t | + H f " 

= X | f n | ( t * + yn"*) 

La d iss ipat ion plast ique n'a alors aucune s i g n i f i c a t i o n 

(f*,r' = o) 

c.3 - Modèles d'interfaces dilatants 

Ces modèles ne sont concevables que sous la condition d'écrouissage. Hors 

l'hypothèse de normalité de u* , les propositions de modèles reposent sur la 

notion de dilatance apparente ou son équivalent : angle de frottement poli 

et angle de frottement rugueux. (L'angle de dilatance apparente est la dif-
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férence entre les deux angles). Cette notion résul te d'une in te rp ré ta t ion 

physique du rô le des aspérités dans la d i la tance. Les aspérités de 1ère gran

deur sont supposées être la cause de la di latance apparente, tandis que pour une 

surface polie (pas d'aspéri tés de 1ère grandeur, mais des micro-aspérités 

dues à la nature granuleuse du matériau) , la d i la tance apparente est suppo

sée nu l le (c f . § 1 132 - cf 1 ) . 

Dans un premier temps, on considère les in ter faces "p lans" . 

crifère type Coulomb D(c? ) rO 

_ o- (compress ion) 

On constate expérimentalement pour les inter faces plans, que l 'angle 

de di latance est i n fé r i eu r à l 'ang le de f rot tement. Les considérations énoncées 

ci-dessus conduisent aux re la t ions suivantes : 

L'amplitude de l 'angle de di latance apparente 

TA • m«-i v ' r 

OU 4)max est l 'ampl i tude de l 'ang le de frottement des surfaces 

rugueuses 

1 • ^ max 

<J)r est l 'ampl i tude de l 'ang le de frottement des surfaces 

pol ies (di latance apparente n u l l e ) . 

Dans le cas or ig ina l du c r i t è re de Coulomb sans cohésion i n i t i a l e 

u"* = À la**! {cos <(>d t"*" + sin $ ri*) , avec ö ' ( 0 = 0 
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) \°~ 

d'où la dissipation plastique : 

- > • - » • * , " • / - P. = a . u = X . s%n (* 
mt *~ max 

(La dilatance réelle se fait selon l'angle d'amplitude cj>max , tandis 

que la dilatance apparente selon <S>d ) 

Revenant au critère de glissement avec état critique du § 1 122 c 1 

précédent : 

état cr ihque 

• f ~ * 0max <& 

,yj i./_/_^<// critère acïue 

t t t i 

V < 
< / 

£'( cr) = 0 
V 

/ règle 
'< / d'écoulement 

_ cr n 

L'angle de dilatance apparente correspondant à a tel que D'(a ) = 0 , 

avec \o ,n I > 9r > est donné par 

<D d(0 = <0(a") - *r 

où (j)r est l'amplitude de l'angle correspondant à l'état critique 

(surfaces polies) qui peut également être considéré comme l'angle 

de frottement dynamique, puisque dans le cas de glissement per

sistant, o est le vecteur contrainte à l'état critique. 

<f>(o ) est l'amplitude de l'angle actuel des facettes cisaillées ; 

I t¡ 
«Mo"3") est tel que : tg $(o ) = - -^—L 

, t, 
d ' O ù <J>d {<* ) = - Avatg (-!—_L) - <j>r 

a 

On en déduit pour la vitesse de glissement 

u = A.¡a | (cos cf) t + sin <(>d n ) ) 
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et, en portant l'expression de <$>d , 

= \{sin $r ° "*" + cos 0r (t^A n^)A ff"*")' 

(sachant que : a^ = °n.n^ + ̂ .t"*") 

et la puissance dissipée plastiquement : 

- Pint = a . u = X s i n (j) j cr | 

En ce qui concerne la règle d'écoulement pour a tel que D' (a"*") = 0 

avec lff">»n"*'| <<í'r ' ou e n c o r e 

Ie7 ! + tg 4>r
 a < ° 

il y a écrasement des aspérités (stabilité). 

On peut adopter une loi d'écoulement telle que u soit normal à la 

courbe définie par le critère actuel (interface standard s hypothèse de norma

lité) 

U^ = X{dD'/^).an 

Mais étant donné qu'il y a stabilité du mouvement A ̂  0, et la puissance 

dissipée plastiquement 

- p. ^ 0 
int 

La règle d'écoulement applicable au contact ponctuel pourra être de même, 

dans le cas de glissement (|f | + tg <bc f
n ̂  0) 

u"* = À aos $r {tg $r f* - fn.t^ + f^n"*) 

et la dissipation - Pnt = x sin §t |f~*"| 

La vitesse de rotation w (pivotement, roulement) résulte selon l'hypo

thèse de couplage du couple de liaison 7^ 

¿fr"*) < 0 

ou L[y ) = 0 avec (31/37% ô7^ < 0 

l Instabilité oT f 0 si L (y ) = 0 avec (3L/37 ). 67 >0 

Stabilité W* = 0 si l 
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La d iss ipat ion plast ique a pour or ig ine le frottement entre les 2 solides 

->- -M 

La règle d'écoulement est associée aux conditions de non-dilatance et 

non-déviance, soit w proportionnel à y 

On en déduit la puissance dissipée plastiquement au cours du mouvement 

(effets de roulement négligés) 

- P -v 7
n J1 

¡nt 

-, . n2 

^ X sin $r I 

e_-_Conc2us2on 

Si l'on retient une règle d'écoulement, avec l'hypothèse de couplage, la 

dissipation 

2 . 2 

- Pint = X sin cf)r |f | + y sin <j>r 7 n 

où X et A' sont des scalaires positifs. 

1.124 - CONCLUSION 

L'objet de cette étude a été, partant des phénomènes physiques microsco

piques du contact, de préciser le comportement macroscopique des surfaces de 

matériaux rigides-fragiles. Un tel comportement est rencontré essentiellement 

dans les assemblages de particules solides tels que les milieux pulvérulents 

ou a plus grande échelle, dans les milieux fissurés. 

A partir d'un travail de synthèse, nous avons pu proposer une loi de com

portement d'interface basée sur un mécanisme microscopique de rupture des aspé

rités. Elle s'appuie, sur un comportement microscopique du type rigide-fragile 

(d'où la limitation à des applications géotechniques) et sur des essais prati

qués sur des sables sans cohésion. On peut noter que ce modèle est susceptible 



118 

d 'appl icat ions pour le comportement volumique de te ls matériaux, puisque, 

à bien des égards, i l est semblable aux modèles à état c r i t i q u e proposés par 

1'Ecole de Cambridge. 

En plus de cet te étude, nous avons tenté de c l a r i f i e r le concept de c r i 

tère de l i a i son in te rg ranu la i re , qui intègre non-seulement le c r i t è r e d ' i n t e r 

face mais également le c r i t è r e de concassage. 
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1.2 - PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE 

1.21 - RAPPELS DES PRINCIPES GENERAUX DE LA CINEMATIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE 

1.210 - INTRODUCTION (Hypothèses - Bases mathématiques) 

On place cette étude dans le cadre de la géométrie à métrique euclidienne. 

Nous supposerons acquis les résultats relatifs à la cinématique classique d'un 

système de corps rigides. Nous nous contenterons donc, dans ce chapitre, du 

rappel des développements et résultats principaux nécessaires pour la mise en 

oeuvre des paramètres cinématiques (cf. § 2 11). 

1 211 - POSITION ET VITESSE CANONIQUES 

a " E2lltion_d^un_grain (repérage) 

La position d'un grain rigide (i) - ou encore la position du repère local 

(G¡,1 ) - par rapport au repère de référence (Go,o ) est déterminée par les 

6 composantes de Lagrange ou encore par 2 grandeurs vectorielles. 

(Compte tenu de la dualité existante entre le grain (i) et le repère local 

(G.,I ) qui lui est associé, il sera une fois pour toutes admis que la nota

tion (i) désignera indistinctement le grain ou le repère canonique). 

Les deux vecteurs définissant la position de (i) sont les vecteurs trans

lation et rotation. 

- > • 

a.l - Vecteur translation c, (position du centre d'inertie de (i)). Du fait 

de la nature de l'espace vectoriel, en bipoints : 

(G0,M) =(G0,G;) + (G,,M) 



c'est-à-dire vectoriel!ement 

x0(M) = c¡ + x¡ (M) 

(où, par convention, dans la base 0 seulement c. ^ coi avec, 

C = xt(G¡) = - *7(Go) ) 

a.2 - Vecteur rotation a¡ (orientation du grain (i)) 

L'angle 9. est un vecteur axial de rotation ou pseudo-vecteur définis

sant la rotation du repère local (i) par rapport à (0) (par convention dans 

la base 0 seulement 9. ^ 9ol 

9oi = arg(I )¡0 argument de la base I relativement à 0 ) 

On rappelle que la norme de 9. : 9. , est la mesure de l'amplitude de la 

rotation e¡ = |0*| 

. le vecteur axial unitaire — est le vecteur normal au plan de la ro-
9; 

tation 

La base locale I se déduit de la base de référence Cf* par la relation 
i+ = i° . o- - / . o-

où I est l'opérateur orthogonal de changement de base 

9; est la matrice antisymétrique associée à 9? dans la base 0"*" (ou 

dans la base I , puisque 6. est vecteur propre de l'orthogonal). 

a.3 - Changement de référentiel 

Les 2 notions principales de repérage se généralisent, pour définir la 

position et l'orientation d'un grain quelconque (i) par rapport à un autre 

grain (j). 

xt(M) = C; + x">) 

avec, x¡ (M) = x¡ .J = x- . e . K 

J 
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(où 0k est la ligne des composantes du vecteur axial dk. dans la base K , 

et e la représentation du tenseur d'antisymétrisation du 3ème ordre, 2 fois 

covariant et 1 fois contravariant). 

a.4 - Relations liant les paramètres de position 

Pour la translation: 

c. 

= C; + ^ i 

et + c" 

et en particulier, pour le repère de référence, 

(c¡¡ + Cj¡ = .) 

Par la rotation: 

île k j 
et en par t i cu l i e r , pour le repère de référence, 

e¡j = - fl¡ © öj (Ç+ Ç = •) 

(où la notation "©" désigne l'addition polaire de 2 vecteurs axiaux tandis 

que "+" désigne l'addition cartésienne ou directe de 2 vecteurs). 

Cette dernière notation correspond au produit transitif mais non commutatif 

de 2 rotations vectorielles dans un espace à 3 dimensions. 

b_;_\/2tesse_d^urj_gra2D 

Tout d'abord, on définit la vitesse ponctuelle d'un point (M ) de l'espace 

relativement à un repère (Go,0 ) supposé fixe, par le vecteur vitesse : xojo(M) 



¿5o • fe (x?) . o* . ¿;.<r 

b.l - Vitesse d'un grain (i) dans (G0>Cf) 

Aux deux grandeurs c; et d. définissant la position de (i) , on associe 

les vecteurs vitesses v^ et «* , obtenus par dérivation temporelle de ĉ " 

et 0¡ relativement à (Go,0 ) supposé fixe, 

(par convention, dans le repère de référence seulement: 

-V voi et «i ^ woi) 

v : = ¿:, = ^ (c° ) . o^ 

«: = 'c -^ (es ) . o* 
On rappelle que : 

î"* = 90i . e 

«»i 1° 

(où OJOI est la matrice antisymétrique associée au vecteur instantané de ro-

-> - * • 

tation w0¡ dans la base de référence 0 ) 

b.2 - Changement de référentiel 

Comme précédemment, ces 2 notions motionnelles se généralisent dans des 

repères locaux quelconques, pour exprimer la vitesse absolue d'un grain (i), 

en fonction des vitesses relatives et d'entrainement 

xt|o W = vp + «T A x^(M) + x~j, (M) 

La notat ion ma t r i c i e l l e équivalente dans la base 0 est a lors : 

• 0 0 1 fli - I fli 
x„ = V: + x. . w . e + x. . e 

O I I I i 

On introduit les vecteurs vitesses v¡¡ et w¡j qui sont respectivement 

la translation et la rotation instantanées du grain (i) par rapport à (j) 



supposé f i x e , on en déduit : 

v ü + c o ü A x i + x i | j 

b.3 - Relations liant les paramètres de vitesses 

Pour la vitesse de translations 

V-. = V, . - V,. + co,; A c¡¡ 
ij kj ki ki ij 

- > - > • - > • -y , - > 

V;; = - V; + V: » CO; A Cl, 

Pour la rotation instantanée: 

et en particulier, pour le repère de 

référence, 

(V¡¡ + V:¡ = CO A C¡: ) 

' túv¡ = cj ik + cokj et en pa r t i cu l i e r , pour le repère de 

référence, 

CO = - CO- + CO- (CO- + CO- = ) 

(Pour des petits angles, l'addition polaire est équivalente à une addition 

directe de 2 vecteurs. Transformation linéaire tangente) 

1 212 - POSITION ET VITESSE ASSOCIEES A UN CONTACT 

Un contact entre 2 grains (i) et (j) s'opère par 1'intermédaire d'une 

zone commune à leur contour 3(i) et 3(j) . Cette zone, en général une surface 

- en réalité une multitude de points répartis sur une surface - dans le cas 

de grains déformables ou à facettes ou non strictement convexes, peut en re

vanche, être considérée comme ponctuelle dans le cas de grains rigides stric

tement convexes. 

Les conditions de contact statique ou quasi-statique entre 2 grains ri

gides, strictement convexes seront définies comme suit : 
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plan tangent 

commun 

Deux grains (i) et (j) sont en con

tact si la distance qui les sépare 

est nulle : 2 conditions sont re

quises pour cela. 

Il existe au moins un point 

(Mr ) appartenant au contour du grain 

(i) et en contact du grain (j). 

Ce point est unique ou les sur

faces de contour sont tangentes en 

(M¡¡ ) = 3(i) n 3(j) . 

a_-_Positign_d^un_çgntaçt_-_D2Stançe 

Le problème du repérage d'un contact de 2 grains, est théoriquement ré

soluble par le calcul analytique, et il possède une solution unique dans le 

cas de surfaces de contour régulièrement convexes, toutefois, la solution 

n'est pas exprimable explicitement, dès que les fonctions de contour G¡ 

et £?j sont des fonctions analytiques d'un degré supérieur à 4 . 

a.l - Distance d'un grain à un autre 

Oi 
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La distance peut s'exprimer comme le minimum de la norme d'un vec

teur joignant deux points (M¡) et (M,) dont l'un appartient au contour de 

(i), 1'autre à celui de (j) . 

|d:¡ I = min Ix^fM. ) - x~"(M; ) I 
(M;)€8(i) 
(M¡)e3(j) 

Les points (Mi)et(Mj) des contours respectifs, pour lesquels la quantité 

|x (Mj) - x (M¡) | est minimale, sont dits "points associés" et sont notés 

respectivement (M;j ) et (Mj¡..) . 

On note 

b," = x"(M:. ) et o " = x"(M, ) 

Le vecteur "distance" : 

est alors tel que : 

b: - b;r 

< - K N j i l-riji 

(c'est donc un vecteur pour lequel il y a colinéarité des vecteurs normaux 

aux surfaces). 

a.2 - Conditions de contact statique 

Le contact entre les 2 grains (i) et (j) est réalisé lorsque la distance 

qui les sépare est nulle. Il en résulte deux conditions implicites liant les 

vecteurs positions et normaux aux points associés. 

+ n;i 

La première condition traduit l'existence d'un contact, la seconde son 

unicité, c'est-à-dire la tangence des surfaces de contour des grains en 

¡M,,) 5(M J ;) = 3(i) n 3(j) . 

Il est possible de noter matriciellement ces relations, dans la base de 

référence, par exemple : 
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et, 

0 A J 
c¡ + Xj * - x 1 avec 

' G; (XÎ) = O 

T ¡ J 
(3G¡ /3x¡ ) . s + (3Gj /3Xj ) 

I 
(La quantité 3G¡/3x¡ représente la ligne des composantes du gradient de G. 

i 

exprimé dans les coordonnées locales). 

Remargue: 

Lorsque les grains sont sphériques, le problème peut être résolu analytv 

quement assez simplement : 

Sachant que pour G. , on a : 

G, (xf) = n= lx" n. ix. i - l = o 
1 1 i i i 

(où n¡ représente la courbure constante du grain (i)) 

il vient : rÇ = n¡ x^M^ ) 

La distance de 2 grains sphériques (i) et (j) est alors donnée par 

< - (i 
ni nj 

avec, b.. = c. + 
n. c 

La condition de contact statique obtenue en faisant |d¡. | = 0 implique 

a.3 - Position relative des repères associés à un contact 

Il cj,ivient au préalable de définir les positions relatives des bases 

principales tangentes en (M.. ) et (M.¡ ) ; la position relative des bases asso

ciées s'en déduira instantanément. 
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V ' i , 
Ind ica t r ices de 

DUPIIM r e l a t i v e s 

à à ( i ) et 3 ( j 

n i i A t ii Positions relatives des indicatrices de J J 

DUPIN 

On passe de la base principale tangente associée à 3(i) à la base prin

cipale tangente associée à 3(j) par une rotation d'angle vectoriel TT T OU 

T est un vecteur unitaire du plan tangent. La relation de changement de base 

est par conséquent : 

n 

t" 

n At 

TTT 

n 

t" 

n At 

TT 7 

(La matrice e' = 1 + 2r représente un opérateur orthogonal idempotent ; 

T est la matrice antisymétrique associée à T , dans une des bases princi

pales tangentes). 
Le vecteur r solution est de la forme : 

r "it,; + t,n 
Si l'on désigne par 2-\> la mesure de l'angle que font les 2 premiers vec

teurs des bases tangentes. 

1 
2 cos ty '> 

( t ^ . t * ) = 2^ n " 

- ( t^* + t j 7 ) = sos t|> t? + sin i> n* A t 
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on sait d'autre part décomposer la rotation vectorielle en produit de 2 rota

tions, d'où : 

TT T"* = TT t " 0 (t¡^ ,t J ) = (t^.tjî ) © TT t.,¡ 
J1 

Ainsi, on passe de la base directe IJ à la base directe JI par 

une rotation dont la mesure angulaire est TT et le vecteur axial unitaire T 

"*" TT 1" 

IJ = e . JI 

IJJI = IJ" . JI*' 

ÎL:_yjtesse_d^un_çontact 

Au cours du mouvement simultané de 2 grains (i) et (j) astreints à rester 

en contact,la cinématique du contact (ij) est fonction des variables de Lagrange 

associées à chacun des grains. 

De plus, la condition de conservation du contact au cours du mouvement, 

impose une relation sur les vitesses qui n'est autre que la relation dérivée 

de la fonction implicite liant c.. et 9.. par l'intermédiaire des fonctions 

de surfaces G. et G-s et de leurs dérivées. 

b.l - Vitesse d'un point mobile sur le contour d'un grain 

Dans le § 1 211, la vitesse d'un point (M) s'exprime par la relation de 

distribution des vitesses 

X0 |o W = Vi + Wi A X i + Xi|l ( M ) 

Si le point (M) est assujetti à rester constamment sur le contour 3(i) 

du grain (i), 

. d'une part G-, (xj) = 0 

. d'autre part x;i .n (infiniment petit du 2ème ordre)-

b.2 - Conservation du contact 

Les conditions de conservation découlent des conditions premières par déri-



vation temporelle. 

1ère condition 

La condition d'existence d'un point de contact était 

d " = xtiM,, ) - xt(Mi; ) = . 

On en déduit par dérivation, relativement à (Go,0 ) , la relation élé

mentaire : 

( x i | j - x i h ) = v i + w ¡ A x¡ - vi " u i A x¡ 

2 ( v ü - v¡¡ + w i ¡ A ( x ¡ + x¡ )) 

2ème condition 

La condition exprimant l'unicité du contact entre les grains (i) et (j) 

ou la tangence de leurs surfaces de contour était la suivante : 

- » • - > 

n¡¡ + n¡, = . 

Par dérivation relativement à (Go,0 ) 

n^, + W.^A n ^ + nj¡¡j + u"* A n^ = • 

En utilisant les résultats du § 1 113 a , 

(ñiií = Ki¡ " ndü ) x¡"^ + 2 T V Í (xí -tt') -tiT") 

la relation vectorielle devient, en fonction de x.¡, et x..T 
- > • 

- > • - > 

K Ü - n d i i ) x i ( l + ( n 5 J ¡ - n d j i ) x ^ ' - Wij A n u 

+ 2ndij {k-,Ç .Ç) . t,¡" + 2ndji (x^ . t ^ ) - tjT = • 

Cette condition est fonction des vitesses de glissement et roulement ; 

elle est indépendante de la vitesse de pivotement (w.^.n^ ) . n¡¡ 
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/ gl issement 

\ / 

' ¡ i l 

direction du 
Vecteurs-vitesse au 

point de contact (M¡j ) 

cas de sphères en contact 

(ndii = \» - 0) 

+ ^ s ü X J Í J = í¡ A n,7 

Evolution du 1er vecteur principal tangent : 

t¡7 ~ - (n.ij + ndii ) (x,ĵ  .t?T) n 

Remargue: 

Cas particulier du problème plan (ns = nd) 

On retrouve la loi classique d'Euler-Dupin : 

b.3 - Vitesses associées à un contact 

De même que pour un grain (i), 2 vecteurs vitesses ont été définis 

(v¡ et co. ) , pour le contact (ij) : 

u.. est la vitesse différentielle de translation des 2 grains. <^y. est 



la différence des rotations instantanées 
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u i j - A i | J 

— > - -> 
OJ • = ÍO • 

i l M 

- X; 

b.4 - Paramètres relatifs à la trajectoire du point de contact 

Les éléments permettant de définir l'allure de la trajectoire au point de 

contact (M ) peuvent être brièvement mentionnés ; On prend alors en compte 

les infiniments petits du 2ème ordre et du 3ème ordre, soit : 

- l'angle de courbure normale (angle de mesure ^) 

- l'angle de courbure gëodésique 

- l'angle de torsion gëodésique. 

plan osculaheur- a la Iraiectome 

' V 

rï*A ï 

t ra jec to i re du contact 

Angles de t r a j ec to i r e 

(1) courbure normale 

(2) courbure gëodésique 

(3) torsion gëodésique 

1.22 - RAPPELS DES PRINCIPES GENERAUX DE LA DYNAMIQUE QUASI-STATIQUE DU SOLIDE 

1.220 - INTRODUCTION 

Ce paragraphe constitue un rappel des équations d'équilibre bien connues 

du solide. La démarche est analogue à celle du paragraphe précédent de manière 

à faire ressortir la dualité des espaces des torseurs et des distributions. 
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1.221 - EQUILIBRE STATIQUE DES EFFORTS 

Torseur des e f fo r ts 

On classe comme e f f o r t s extér ieurs ceux dûs à l ' a c t i o n d'un champ quelconque 

extér ieur au gra in ( i ) . Par exemple le champ de g rav i té . Ceux-ci sont réduct ib les 
-s- -*• 

à un torseur noté (g; ,M') appliqué au centre d'inertie (G¡ ) . 

g1 est la résultante des forces 

M' est le moment résultant appliqué en (G¡ ). 

On rappelle que la valeur du torseur ne dépend pas de la base (notation 

vectorielle) mais dépend de la position du point d'application. Ainsi, le tor

seur des efforts extérieurs de (i) en un point quelconque (M) est obtenu à 

partir de (g' ,/i') par la relation : 

(g^,^) = (g¡ ,ß'+ g¡ A xf) où x^ = (G¡,M) 
|(M) 

Il existe une algèbre appropriée aux torseurs (et aux distributeurs) qui 

permet de leur donner une représentation intrinsèque, c'est-à-dire indépen

dante du repère choisi (Farouk Hably). De même, il est possible de représenter 

un torseur de la manière suivante 

(g: ,ß' ) = g; + e-Aî1 

où e représente l 'équ iva lent de l ' imagina i re des nb. complexes. Dans une 

base, 0 par exemple, les composantes du torseur seront données par : 

^ ^ •*•' o n 

(g1 ,n>). 0 = gr + e.pY 

0 0 ^ 
où gi et M1 représentent respectivement les lignes des composantes de g' 

+ -y 

et M dans la base orthonormée 0 

Les efforts intérieurs résultant d'actions de contact du grain (i) avec 

ses voisins (j), (k), (1),... sont également représentés par les torseurs de 

liaison : (fij ,7ij ) , (fik ,7ik ) , (fi! ,7M ) »... dont il a été fait mention 

au § 1 132 . 
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b_-_Pu2§sance_des_e^íor^§ 

On définit la puissance (à un instant t) des efforts dans un déplacement, 

comme le produit scalaire - ou contracté - du torseur de ces efforts par le 

distributeur associé, défini dans le même repère. On distingue 

Pext : puissance des efforts extérieurs 

P¡nt : puissance des efforts intérieurs ou de liaison 

La puissance totale : Ptot = Pext + Pint 

Dans l'hypothèse quasi-statique, les effets dûs aux accélérations sont 

nuls ; d'où l'expression liant les puissances extérieures et intérieures. 

P , + P , = 0 
ext int " 

b.l - Expression de la puissance des efforts extérieurs. 

Pour le torseur (g' ,jtt' ) et le distributeur (v¡ ,ui ) définissant les vi

tesses de translation et de rotation en (G¡) • 

Pext = (g1 ,M') . (v¡ ,CJ;) (sans sommation sur ¿) 

En reprenant la notation du torseur, et en adoptant pour le distributeur, 

une notation équivalente, Pexf se définit comme la partie réelle du produit. 

¿ex» = (9' + e.tf ).(V* + e.cJ^y 

= g' -V¡ -e.M'.^i + e.(M'.V¡ - g1 ,CJ¡ ) 

= g1. v¡ + ¿i1 . co¡ 

b.2 - Expression de la puissance des efforts intérieurs 

• i i ~ ¡ j Pour le torseur (f 'J ,7 ) et le d i s t r i bu teu r (u¡. ,ur¡ ) déf in issant 

les vitesses de t rans la t ion et de ro ta t ion en (M.. ) 

7»- -> -»• -> 
13 (fIJ ,7'' )-(u¡¡ ,w¡j ) (sans sommation sur -¿ et j) i n t \ ' ' / \ " ¡| ' i j 

( f ' J -Uij + 7 i ¡ . W ¡ i ) 

(p , objective). 
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c " ^BBll£§ï22D_dy_B!rlD9lBÊ_^ê§_Byi§§âD9ë§_yl!r5y§ll§§ 

Les relations d'équilibre intrinsèque de chaque grain (i) s'obtiennent 

immédiatement par application du principe des puissances virtuelles : 

g! + f'• = • 
H. ^ - + (¿,«7 = 1,2,3...n) 

( L í ¡ + 7 ' - + f ; i A X ¡ (M¡j ) = -

(par convention f1, = E fN et 7" = l 7" ) 
3 Ó 

1.222 - EQUILIBRE DES INCREMENTS D'EFFORTS 

A un instant t + ôt , les torseurs et distributeurs canoniques ont subi 

un accroissement. Dans l'hypothèse où l'écart de configuration géométrique et 

dynamique est petit pendant la période &t , c'est-à-dire que : 

Du point de vue géométrique, les points d'application des efforts de liai

son se sont déplacés dans le voisinage des points d'application initiaux. 

Du point de vue dynamique, les efforts de liaisons actuels diffèrent de 

peu, en intensité et en direction des efforts de liaison initiaux. 

Alors, il est possible d'avoir des relations d'équilibre pour les incréments 

d'efforts,par simple dérivation temporelle des relations dynamiques obtenues 

précédemment. 

On admettra que si un contact est rompu au cours de la période 6t , ceci 

signifiera que les efforts de liaison initiaux étaient voisins de 0 ; a con

trario, si un contact est ajouté, les efforts de liaison apportés par ce con

tact supplémentaire seront également voisins de 0 . 
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f "'i 

f » + FM Sa 

M o d i f i c a t i o n de l ' é t a t 
dynamique d'un g ra in 

tu ( M A 

g? + f ^ = . 

( ¿r + ;¡Í _ fit A X^ ( M ) - f i t A ¿ * (M;. ) - f ¡ Í A (J* A x7(M, )) 

(En général, les efforts canoniques sont constants : g' = /*' = .) 
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CHAPITRE 2 

ETAT STATISTIQUE D'UN MILIEU GRANULAIRE 
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2.1 - PRESENTATION DU PROBLEME TYPE 

2.11 - PARAMETRES d'ETAT D'UN SYSTEME GRANULAIRE 

2.110 - INTRODUCTION 

L'état ou configuration mécanique d'un système constitué de n grains 

est défini par des paramètres dits de configuration mécanique. Ceux-ci sont 

de 2 types : 

- Les paramètres de configuration géométrique ou paramètres cinëmatiques 

- Les paramètres de configuration de chargements ou paramètres dynamiques 

Du bon choix de ces paramètres dépend l'homogénéité et la cohérence 

d'une solution analytique. 

On rappelle qu'un système granulaire (5) est un ensemble constitué 

d'éléments fermés (grains), dénombrables dont les caractéristiques géométriques 

et mécaniques sont en principe connues (celles des milieux continus simples). 

Ces caractéristiques ont été définies dans le chapitre précédent. L'étude 

des systèmes granulaires abordée ici se limite à des systèmes dont les condi

tions aux limites (contacts extérieurs) sont classiques, à savoir : 

- efforts donnés sur tout ou partie de la surface de contour extérieure 3(5) 

du système (5) 

- déplacements imposés sur tout ou partie de 3(5) 

2.111 - PARAMETRES CINËMATIQUES 

Ils déterminent l'état géométrique du système granulaire et son évolution. 

Ils sont de 2 types : 
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- les paramètres canoniquesqui définissent la position et l'orientation des 

grains d'une part, et leurs vitesses d'autre part. 

- les paramètres de contact ou associés qui définissent la position et 

l'orientation des contacts d'une part et leur vitesse d'autre part. 

Il est évident que, puisqu'il s'agit de la cinématique de corps rigides, 

la position d'un contact est définie de façon unique par la position des 2 grain 

adjacents (dans le cas général de corps déformables cela n'est plus vrai ). C'est 

pourquoi, pour un système granulaire immobile oa en mouvement Q.S., il existe 

évidemment un ensemble de relations 1 iant les paramètres cinématiques canoniques 

et associés entre eux -ceci > afin de tenir compte des conditions de contact de 

corps rigides (non-interpénétration). Le paramétrage tel qu'il est conçu ici 

est surabondant. 

a " L§s_EÊCËÏ§5ï!§§-ÇÊ[!20i9y?i.-
o-u._<ie^-s-°.l.i(l.e-

Comme nous l'avons vu, la position ou la vitesse d'un yrain par rapport 

à un repère de référence est déterminée par les 6 composantes de Lagrange ou 

encore par 2 grandeurs vectorielles. Il semble naturel de prendre des vecteurs 

qui sont susceptibles de représenter la translation et la rotation d'un grain. 

Ces paramètres ont été choisis de la manière suivante : 

a.l - En ce qui concerne les paramètres de position (positionnels) 

(q) = { c^, O (i = 1, 2, ... n) 

où c.^ et 0. "*" sont des vecteurs qui définissent respectivement la position 

du centre de gravité (G¡ ) du grain (i) et la rotation de la base liée au 

grain, V (axes principaux d'inertie) - relativement au repère de référence 

( Go, 0 ). Pour chaque grain (i) du système (i = 1,2, ... n) , le couple 



141 

(c. , 8. ) est par conséquent, le paramétrage canonique de position. Pour un 

ensemble constitué de n grains, le nombre total de paramètres de (S) est 

de 6 n. 

On pose : C 0 = 

d'où, (q) = (C , 0 ) 

a.2 - En ce qui concerne les paramètres de vitesse (motionnels) 

(q) = {v/* , co* } (i = 1, 2, ... n) 

où v7 et co* sont des vecteurs représentant respectivement les vitesses de 

translation et de rotation du grain (-j) ou de (G > I ) relativement au 
i 

repère de référence (GoJ 0 ) 

Pour chaque grain (i) du système (i = 1, 2, ... n) , le couple (v¡ , " [ ; 

est le paramétrage canonique de mouvement, il s'agit d'un distributeur. Pour 

un ensemble constitué de n grains, le nombre total de paramètres de (q) est 

toujours de 6 n . 

On pose, V = 

. i ¡ 

i 
i 

v. ! n = C - J ; 

d'où (q) (V , £2"*) 



b - Les paramètres associés ou de contact 

D'une façon analogue, la position et la vitesse d'un contact seront définis 

par des vecteurs représentant la cinématique du point de contact et du plan 

tangent commun aux grains adjacents. Par ailleurs, les orientations polaires 

des indicatrices de Dupin et leurs évolutions fournissent un complément d'inforn 

tion sur l'état des éléments de courbure au contact. 

b.l En ce qui concerne les paramètres de position 

(q) = {b^ , ru , ty } (i ,j = 1, 2 ... „) 

où bij est le vecteur définissant la position du point de contact (M ) des 
ü 

grains ( i ) et ( j ) , relativement au repère de référence. Lorsque 2 grains 

ne sont pas en contact, les vecteurs b"*- et b^ ont une autre s i g n i f i c a 

t i on ; i l s déf in issent par convention, la posi t ion des points associés 

(Mij ) et ( M . ). 
n t le vecteur normal à 3 ( i ) en M¡¡ 

t ^ le premier vecteur de la base pr inc ipa le tangente associée à 3 ( i ) 

en (M¡. ) ( le deuxième vecteur s'en déduit immédiatement). C'est le para

mètre plus part icul ièrement attaché à l ' o r i e n t a t i o n des éléments de courbures. 

On pose : 

D j i 

b.. 0. 
'j 

, N" , r 
i tu 

\ ! 

La matrice D^ = B - B"" définit les vecteurs "distance" des grains entre 

eux, ses termes nuls correspondent aux contacts ; D"* peut être considérée 

comme une matrice caractérisant la densité des contacts. 
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D et îC sont antisymétriques ( \f = - D 

N" 

La matrice T est telle que : 

h A tu t¡j A t j , | . n T 
j j i 11 

(Par convention b. • nü tZ 

- > , , - > • , . - » " 

d'où, (q) = (B , N , T ) 

b.2 - En ce qui concerne les paramètres de vitesse 

(q) = {u7- , Z* } 

uT et oj définissent respectivement la différence des vitesses de trans

lation et de rotation des grains (i) et (j) . 

On pose : 

i u . . 
n 

O J • 

d'où, (q) = (U ,n') 

Les matrices lT et ti* sont antisymétriques. 

(iT* = - if et cT = - iT) 

Le nombre total des paramètres de (q) ou de (q) est de 6 

2.112 PARAMETRES DYNAMIQUES 

Ils déterminent l'état de chargement du système granulaire. Ceux-ci sont de 
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2 types : 

- les paramètres extérieurs qui définissent les chargements intrinsèques 

auxquels sont soumis les grains, on peut citer, par exemple, comme charge

ments entrant dans cette catégorie : les forces et couples appliqués direc

tement sur le contour des grains (action d'une paroi ,...)» les forces 

volumiques et en particulier le poids propre des grains. 

- les paramètres intérieurs qui définissent l'état des efforts intergranu

laires. Il s'agit d'efforts de liaisons internes. On rappelle que dans ce 

répertoire de ce type d'efforts,ne sont envisagés que des efforts de 

contact et non pas des efforts dûs à des interactions à distance (répul

sions ou attractions). 

Puisqu'il s'agit ici de systèmes en mouvement quasi-statique, il existe 

naturellement un ensemble de relations 1iant ces différents paramètres. 

a " Les_garamëtres_extér^eurs _ou_de_so]_lde 

Les efforts extérieurs de toutes natures sont réductibles pour le corps 

rigide quJ est le grain, à un torseur. Celui-ci est défini, par convention, 

au centre d'inertie de chaque grain. 

a.l En ce qui concerne les paramètres actuels 

(Q) = {g~î , M"̂  } (•£ = 1, 2, ... n) 

où g" est la résultante générale des forces extérieures auxquelles est 

soumis le grain (i) . 

et //i est le vecteur axial,moment résultant des forces extérieures et 

des couples auxquels est soumis le grain (i). Pour chaque grain (i) du sys

tème, le couple (g"1 ,M^ ) est par conséquent, le paramétrage extérieur 

actuel. Il s'agit d'un torseur. Pour un ensemble constitué de n grains, 
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le nombre total de paramètres de (Q) est donc de 6 n . ( n torseurs) 

On pose, G 

M> 

Ai" 

d'où (Q) = (G* . M" ) 

a.2 En ce qui concerne les paramètres incrémentaux 

(Q) = ig^ , ¿r} {i = 1,2,...«) 

• -> • -y 

où g1 ôt et M1 ô* sont les vecteurs représentant respectivement les 

accroissements de la résultante générale et du moment résultant au cours 

de la période &t . 

Il s'agit d'accroissements linéaires 

ôg1 = g1 ot et &p> = w' St 

ainsi, (Q) = (G , M ) 

b. Les_garamëtres_[ntér^eurs_oa'_i_ntergranulaires 

Dans le cas présent, compte tenu de la définition des surfaces de 

contour, les contacts sont ponctuels, par conséquent le torseur de liaison 

sera naturellement défini au point de contact. 

b.l En ce qui concerne les paramètres actuels 

(Q) = {fü , 7^ } (¿, 3 = 1,2,...n) 

où f'J et 7'J sont les vecteurs force et couple de liaison du grain (i) 

avec le grain ( j ) , appliqués au point de contact (M ¡¡ ) . Pour chaque contact 



( i j ) , le couple ( f ¡ Í , 7 ¡î ) est le paramétrage i n té r i eu r ac tue l . Pour un 

ensemble const i tué de n grains, le nombre t o t a l de termes non nuls var ie 

avec le nombre de contacts e f f e c t i f s . On pose, par convention : 

f i = 7 r r = . s et pu isqu ' i l n 'ex is te pas d'act ions à d is tance, 

si d¡¡ =* • a lors ! fu = - f j ¡ 

7 'J - 7J 1 

n pose, F = 

fïï 

f í ¡ 

7 u 

7J1 

- - > _-*-% a i n s i , (Q) = (F , r ) 

L 'équ i l i b re de chaque contact impose 1'ant isymétr ie des matrices 

F et r ' , so i t F F et r 

b.2 En ce qui concerne les paramètres incrementaux : 

(Q) = {fi , 7¡J (•£,«/ = 1,2 ... n) 

On définira de même f'j 5t et 7ij 6t comme les accroissements des 

forces et des couples de liaison, pendant la période &t. 

d'où (Q) = (FV) 

Comme précédemment, F et r sont des matrices antisymëtriques. Les 

accroissements sont l i néa i r es . 

Pour un ensemble consti tué de n g ra ins , le nombre t o t a l de paramètres 

2 2 de l i a i s o n , actuels ou incrementaux, est de 6 n (n to rseurs ) . 





2.12 - CHOIX DES DONNEES DU PROBLEME-TYPE 

2.121 - ESPACES DE CONFIGURATION 

L'espace de configuration cinématique d'un système (S) constitué 

de n grains astreints à des liaisons est défini par l'ensemble de coûtes 

positi ons et déplacements possibles respectant les conditions de liaison 

(non-interpénétration des grains, limites du domaine du système). 

De même, l'espace de configuration dynamique du système astreint 

à des liaisons est l'ensemble des valeurs des paramètres de chargements 

respectant les conditions de liaison (critère de frottement) et les lois 

de la mécanique (équilibre statique) 

Un contact ponctuel entre 
2 grains constitue \ cagré 
de liaison 

a - Paramétrage 

L'espace des paramètres ayant été défini au § 2 113 , une solution 

mécanique requiert la détermination préalable d'un paramétrage strict, 

c'est-à-dire pour lequel, tous les paramètres sont indépendants. Il est 

clair que le paramétrage actuel constitué de (q) , (q) , (q) , (q) et de 

(Q) , (Q) , (Q) , (Q) est surabondant. Ce sont donc les relations déduites 

des conditions de liaison et des lois de la mécanique qui permettront de 



rendre ce paramétrage strict. 

L' extension en phase est le "volume" de l'espace des configurations 

cinématiques et dynamiques possibles compte tenu du paramétrage strict. 

b - Dii]]ensions_des_esgaces_de_configuration 

La dimension de l'espace de configuration des déplacements, diminuée 

du nombre de liaisons nun-holonomes, est égale au nombre de degrés de liberté 

du système granulaire (n grains). Si 3 m représente le nombre de degrés de 

liaison, c'est-à-dire le nombre de relations scalaires liant les paramètres 

cinématiques, 6 n - 3 m est la dimension de l'espace (cf § 2 122 a) . 

La dimension de l'espace de configuration dynamique est égal au nombre 

de degrés d'hyperstaticité du système granulaire pour une configuration 

géométrique donnée. Si 3 m' - S n est la dimension de cet espace, 

ceci veut dire que l'on peut trouver 3 m' - 6 n paramètres indépendants 

tels que les équations la mécanique (statique ici) soient vérifiées. Il 

s'agit bien de 1'hyperstaticité intérieure, (cf § 2 122 b). 

Remargue: 

Le choix proposé des espaces de paramètres fait apparaitre de manière 

satisfaisante, les dualités cinématiques, dynamiques et mécaniques qui 

permettent la recherche d'une solution. 

dualité cinénatique 
(q) , (q) 9 > (q) , (q) 

. dualité dynamique . } dual ité mécanique 

(Q) , (Q) 6 > (Q) , (Q) 

c - Conditions_aux_l_imites 

Pour une configuration mécanique donnée, le problème qui se pose est 

celui de la détermination des accroissements inconnus des paramètres 
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ï&Sâ \/ F"s Si 

a (Si 

canoniques (de grains) et de tous les 

paramètres associés (de contacts) , i n 

dui ts par des accroissements donnés de 

certains paramètres cinématiques ou 

dynamiques canoniques. 

Pour ce f a i r e , i l est nécessaire de 

connaître l ' é t a t actuel de tous les 

paramètres posi t ionnels et de charge

ment. Considérant donc (état configura-

t i f connu) un système (S) const i tué de 

n g ra ins , l i m i t é par sa f ron t i è re 

actue l le 3(5) , le réper to i re des 

données, s ' é t a b l i t comme su i t : 

Schématisat ion des cond i t i ons 
aux l i m i t e s du problème-type 

dans (S) 

- tous les paramètres cinématiques positionnels (q) et (q) 

(configuration géométrique connue) 

- tous les paramètres dynamiques actuels (Q) et (Q) 

(configuration dynamique actuelle connue) 

sur 3(S) 

- tous les paramètres mécaniques actuels 

(q),s . (q)9s . (Q),s .(Q)is 

sur 3(5 ) 

On connaît les incréments des paramètres dynamiques (efforts de contact 

entre le système (S) et l'extérieur 

(Q). à S 
fus jT'iàsj (i = 1, ... m) 



- sur 3(5 ) 

On connait l'accroissement des paramètres cinématiques (contacts 

imposés entre les grains du système et l'extérieur selon 

3(S )q : (q)3S = {u^s , Z~lis } {i = m,... n) 

Entre 2 instants séparés par la période ôt , le système (S) évolue entre 

les configurations définies par les paramètres 

; (q) | (q) + (q) st 

¡ (q) ! (q) + (q) ô* 
! I et 
! (Q) ! (Q) + (Q) st 
i i 

i (Q) | (Q) + (Q) « 

Remargue : 

Il va de soi que, seuls sont envisagés les mouvements stables, c'est-à-

dire correspondant à un état de configuration évolutif selon les lois de 

la statique (chaque état intermédiaire vérifie les conditions d'équilibre 

et les conditions cinématiques). Dans le cas contraire, les mouvements 

sont instables, les effets d'inertie ne sont plus à négliger, il n'est plus 

possible d'établir une loi d'écoulement. 

2.122 - RELATION LIANT LES PARAMETRES MECANIQUES 

Les relations liant les paramètres mécaniques sont une généralisation 

à l'ensemble du système (s) des relations obtenues pour un grain unique. 

Elles consistent à rendre strict le paramétrage mécanique. 

a. Rel_ations_l_iant_l_es_P.§.|[arçètres_cinématigues 

a.l Compte tenu de l'existence de surface de contour des grains avec impossi

bilité de déformation et d'interpénétration de ces surfaces, la position 

d'un grain vis à vis de ses voisins est limitée voire imposée, et la position 
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des points et des plans de contact est connue. 

° Condition de "non-dëformabi l i té" des grains 

El le conduit naturellement à l'indépendance des fonctions scala i re G¡( x¡ ) 

relativement au temps, à la pos i t ion du grain dans le système et aux charge

ments . 

( S G j / â t = 0 , 3G¡ /3q = 0 , 3G¡/3Q = 0) 

• Condition de "non- interpénétrat ion" des grains 

El le conduit à la proposit ion suivante 

| d^ | > 0 ( V¿= 1,2, ...n) 

où | d r | représente la distance scala i re de 2 grains quelconques ( i ) et 

(J) . Pour la f ron t iè re 3(S ), on a également les condit ions analogues 

I <CS | >0 ( Vt= 1,2,...n) 

Mais, ces conditions sur les paramètres posi t ionnels étant pour la plupart 

des i néga l i t és , e l les sont peu r iches en informations et sont d'un emploi 

malaisé. C'est là que réside une des d i f f i c u l t é s essent ie l les de la c iné

matique des systèmes de grains ; car si le système évolue en créant des 

contacts nouveaux, ne pas ten i r compte de ces conditions revient à ignorer 

les contacts supplémentaires. 

En ce qui concerne les paramètres motionnels, (à p a r t i r d'une conf igu

rat ion géométrique donnée), les informations sont plus précises ; les 

calculs effectués au § 1 212 , dans l'hypothèse d'un contact entre ( i) et 

( j ) , ont donnés : 

u¡r = *í _ x 

avec, x^ = b^ - c"̂  
i i j i 

x i = bu - c j 

- r 

!' = ->-v¡ -> . + coi A -> X 
1 

~~ -> V; -> . - W j A ->-
X j 

e t , b,; = b¡¡ 

c¡ , c^ ont des valeurs connues, a insi que b^ qui s'exprime 
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i en fonction de c^ , c^ , 8? o^ et des fonctions scalaires 
i 

; G, et Gi 

En utilisant les termes de tenseurs de 3ème et 4ème ordre sur un espace 

de dimension n , pour lT\ V , n , C , B : 

u.. 
„k »i 

($ - < ) \ + (5,k 6\ - 6i 6j
k) « k A b k l + «¡j* s; - ) " t A cT 

avec ( ¿ , j , k, l = 1 ,2 , . . . n) 

et , 6Ie représentant le symbole de Kronecker 

de même, entre ß e t il 

wT = -co* + uy s'exprime de la façon suivante 

CO; («Í - ; ) < 

Les relations d'évolution de la position du contact sont obtenues à partir 

de : 

n , , ) Xi,, + ( n . ,j " d û i " ¡ i ^ d ; ¡ ) X , | J - W u A n , N '] 

-> -> I 

+ 2nd l j (x,,, . t ; j ) . t . + 2ndjl (Xl |J . t v 

Avec les re lat ions précédentes, i l est théoriquement possib le, bien que 

fas t id ieux , de ca lcu ler x.,( et x j (J et ainsi de déterminer l ' évo lu t ion 

des paramètres posit ionnels actuels b^ , ñ"^¡0 , t ^ i G , en fonct ion de 

- y -»• - > - v 

v¡ , Vj , cj. et a>j . Ces résul ta ts sont donnés par une conf igurat ion 

géométrique i n i t i a l e donnée (c7 , c^ , 0¡~" , 9^ et b^ » i% > t"^ )• 

Cas_garti_çuXI§T: Grains sphériques ou problème plan 

La so lut ion e x p l i c i t e pour des grains sphériques (nd = 0) est donnée par 

n , i ¡ x , + n . i i X j . j = c j ; i A n M 



S o i t , tK = v^ + CO.'A ( b ^ - c7 ) + x^ 

n .. n.. 
' s ' ) >J 

r jO '¡il' 

' s i ] S J ' 

+ 0J;
 A fi; 

( n •• vî + n .. v * ) 
* * s i j i sji J ' 

n •- n .; 
s'J 5 J ' 

n • + n •-
SIJ SJ I 

(vr - vj- ) 

Pour une configuration géométrique donnée, les paramètres de vitesses ciné-

matiquement admissibles sont donnés par 

ut . n"' > 0 

lorsqu'il y a un contact actuel entre (i) et (j) . 

C'est essentiellement la condition de "non-interpénétration" des surfaces 

qui impose la licité des paramètres motionne!s. 

Pour ce qui est des paramètres canoniques 

v¡ • "¡j + "¡ -((bij - c. ) A n¡j ) 

+ vp . iÇ + w f .{{by, - c¡ ) A n]t )' > 0 

(avec, n"*j = - n^ ) 

(Relation déduite de la précédente compte 

tenu de la rigidité des grains) 

Remargue: 

Les conditions de conservation du contact font que les grains sont équivalents, 

en 1ère approximation à des réunions de surfaces ellipsoïdales dont les 



sommets sont les points de contacts (M;j ). 

Pour le problème plan, la surface des grains est équivalente à la réu

nion des cercles osculateurs au niveau des contacts. Ces cercles peuvent 

être sécants ou d is jo in ts mais restent assemblés rigidement. 

Grains ar rond is 

système r ig ide 

contour du grain équivalent 

Grains anguleux _ ^ 
( i m p o s s i b i l i t é de r o t a t i o n s 

plan tangent 
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a.2 Degré de l i b e r t é du système (S) 

Les conditions de déplacement d'un grain ( i ) sont données par des inéqua

t i ons . Les déplacements propres d'un grain sont l i é s à ceux des grains 

adjacents puisque les condit ions cinématiques sont imp l ic i tes (u* ,OJ^ ) 

En l'absence de mouvement de ces grains adjacents, on est ramené à une 

série d'inégal i tésne portant seulement que sur v. et CJ¡ 

v, . n.. + u¡ . ((b¡j - c; ) A n̂ . ) > 0 

le polyèdre convexe 3(i) circonscrit à 3(i),formé par les plans 

tangents aux contacts peut-être qualifié de polyèdre de stabilité ciné

matique. 

(Les équations des faces du polyèdre sont données par les conditions de 

normalité : ( x"" - b^ ) . n¡' = 0 

(M.) 

Di_scussnon: 

Si le polyèdre 3(i)q est fermé 

alors nécessairement v/" = . 

Si il existe un solide de révolu

tion circonscrit au grain par les 

contacts alors, dans certaines 

conditions, le grain peut tourner 

sur lui-même, autour de l'axe de révolution. Dans le cas contraire u~[ = . 

La justification mathématique porte sur les 2 conditions de conservation 

du contact. 

Dans le cas où 3 ( i ) q est ouvert, l a vitesse v^ peut prendre une 

d i rec t ion comprise dans le cône dél imi té par les plans d'équation 

(x - < ) = 0 (issus de v¡ 
-> t 

0 ) 



Pour le système (5), on a : 

nb. de paramètres vectoriels motionne!s canoniques : 2 n 

nb. de conditions vectorielles de liaisons 

nb. de conditions de blocage : m(S) 

¿q° (5) = 3 (2 n - m(S) ) 

b • Bel§íl2Q5_lÍ50t_l_es_garametres_d^nami_9ues 

Etant donnée une configuration géométrique pour le système (S) on se 

propose de déterminer les relations qui existent entre les paramètres dyna

miques (Q) et (Q) puis (Q) et (Q), afin de rendre le paramétrage strict. 

La puissance des efforts du système (S) à l'instant donné t est 

définie comme le produit scalaire des paramètres motionnels de l'espace 

cinématique par les paramètres actuels de l'espace des chargements 
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a ins i , Pext = (Q) . (q) puissance des e f fo r t s extér ieurs 

• - * - ' . . - * -

= .G" • v^' + M^- """/ + { Fts . u« + r̂ s . n̂ s } 
dans (5) sur d{S) 

/. + /¿' . U¡ + { f l i S 
" ias > = g1 . V¡ + M' . " i + Í t 1 " . Uj-j's + 7 i ! lS 

= " (Q) • (Q)' puissance des e f f o r t s in té r ieurs 

= - \tv (F", iT + r'.nr; ) 
dans (s) 

: ? ( f -J . U¡, + 7'J . " ¡ j ) 

La puissance to ta le du système 

r> = p + P 
- t o t ^ e x t ^ i n t 

b . l Relations l i a n t les paramètres dynamiques actuels . En ce qui concerne 

l ' é q u i l i b r e global du système sous l ' ac t i on des e f fo r t s ex té r ieurs , le 

pr incipe des puissances v i r t u e l l e s sera appliqué localement, en considérant 
A 

un champ de vitesses v i r t u e l l e s (q) qui r i g i d i f i e le système (S) dans son 

ensemble. A i n s i , le mouvement de (S) est un mouvement de so l ide . 

.(q) = { v ' , CJ" } avec v. = v_ + <¿n A c. 

U); - Ulr 

Dans ces conditions, la puissance virtuelle des efforts extérieurs 

• < - e x t V- + ¡1' . W. + [ f i i S ¡as + 7¡aS * - M 

" ¡as 

ou u i 3s = V¡ + w ; A x ¡ ( M i 3 s ) 

-> -> V0 + w o A ( C ¡ + X¡ ) 

ios c 
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On en déduit 
A - > A - > t , -*• -r>- . -> - . * - > t 

?ext = 9 ' • Vo + ( ^ ' " 9 ' A C ¡ ) . O J 0 

+ {f^S . v f + (7-ts - f^s A (c7+ X^ )).<£'> 

La puissance virtuelle des efforts intérieurs est évidemment nulle dans un 

mouvement de solide, par conséquent : 

A 

P. t = 0 

Ceci, reste vrai quels que soient v^ et ô£ , donc 

q7 + {f^s } = . 

ix? - g"A c¡^ + [y-^> + fiTs A (cr+ xT" )} = . 

(on a posé g' = z g' et M' = £ M' ) 

Ces équations traduisent l'équilibre global du système sous l'action de (Q) 

(Matrictellement : tr (G~*+ F^s ) = . 

et vriW)-0T\ C*' + {vr(T^) - Fts A X^ } = . ) 

Les efforts de contact formant un système nul, en chaque point de contact 

CMij ), on a : 

fîT + fji = . et 7ij + y'1' = • (résultat déjà noté) 

(Matriciellement : F" + F"" = • et r~% r~" = • ) 

b.2 Relations liant les paramètres dynamiques incrémentaux 

Dans l'hypothèse où l'écart de configuration géométrique est petit (entre 

t et t + 3t), c'est-à-dire que la configuration géométrique actuelle est 

voisine de la configuration initiale, ou encore qu'il y ait conservation 
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des contacts pendant la période at , on obtient les relations d'équilibre 

des paramètres dynamiques incrêmentaux, par dérivation des relations 

d'équilibre des paramètres dynamiques actuels. 

|_ ( g r + {f.ts } ) = . 

c'est-à-dire : tr (G"*" + FTs ) = • 

. • > 

(Dans le cas général , G est nu l , pu i squ ' i l s ' a g i t essentiellement des 

e f f o r t s dus au poids des gra ins . Cette re la t ion t r a d u i t alors l ' é q u i l i b r e 

extér ieurs des incréments d ' e f f o r t s sur 3(5) ) 

La seconde expression est la somme de 2 termes 

| r [n* - 97>A cT ) + | - Í T - S - f^s A ( c^+ x " )} = . 
3z; ' 3 t \ i i / 

Le premier terme donne sans d i f f i c u l t é : /!• - g 'Av¡ - g ¡ Ac , 

le second terme est une dér ivat ion des e f fo r t s sur 3(5). 

x r ^ ¡ 3 s ) représentant la pos i t ion du point de contact de ( i ) 

avec 3(S) : 

4 - * 7 (Miâs ) = U7A *T + ¿ÏÏi 

Ce problème se rattache est ce lu i de la 

cinématique du contact d'un corps r ig ide et 

d'une surface déformable 3(5) 

Sans dé f i n i r l e mouvement de 3(5) , on écr i ra 
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en fa isant in te rven i r la vi tesse de glissement du grain sur la paroi ulSs . 

On en dédui t : 

L {7-ts_fiâSA (C" + x7 ) } = {7-àS-f&A (Vp + c^ A x t + U^s + >Q - f ' ^A ( C^ + X^ ) } 

Enfin, en ce qui concerne les paramètres internes, la conservation des 

contacts implique : 

fu + fi' = . et ri + jï> = . 

.-4- . — f - "*" • "^ * 

(Matriciellement : F + F = . et r + r = • ) 

b.3 Hyperstaticités du système (S) 

Sur la partie 9(S)q oü les déplacements sont imposés, se développent des 

efforts de contact des grains avec la paroi. La résultante de ces efforts, 

définie comme une densité surfacique de forces et de couples, constitue 

la réponse dynamique extérieure du système aux incréments d'efforts imposés 

sur 8(5) et aux vitesses de déplacements imposées sur s(S) .Les relations 

de la statique conduisent aux équations: 

lr ! fîs 6s + Ir fts 6s + tv i'C) = . 
O Ls J O U ) 

v ' q ^ JQ 

e f fo r t s donnés 

7-r i (7ts - f ^ A x ' ) ós + ^ - \{yàs - fas A X j as + tr (M)- G A ( f - G^ V = 
O J I Ois] 

j J 

3 ( S ) q
 3 ( 5 ) Q 

efforts donnés 

Si ces équations sont insuffisantes pour déterminer fàS et yàS sur 
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d(S) , le système est d i t hyperstatique extérieurement. L'étude de 

1 'hypers ta t i c i të extér ieure const i tue à l 'heure ac tue l l e , un problème 

d i f f i c i l e de mécanique, nécessitant la connaissance d'une l o i de compor

tement in terne. En géotechnique, c ' e s t , par exemple, le problème du 

comportement d'une paroi ve r t i ca le (mur de soutèment ou r ideau) , et 

d'une manière générale de l ' i n t e r a c t i o n so l - fondat ion . Le problème posé 

par le contact de grains avec une paroi déformable reste t rès théorique 

et ne se pose pas dans les cas courants. 

Du point de vue microscopique, les e f f o r t s 

^'à /K, ^ / J ^ L appliqués par les grains sur la f ron t iè re 

équ i l ib ren t les e f f o r t s surfaciques f^s 

et T 9 S . Que la paroi s o i t , r i g i d e , 

pTs ̂ r A'" ) déformable ou absente par morceaux, les 

équations de contact demeurent : 

f °5 ÔS + L f àS 

Hs) 

ô(S) 
(7"âS + fäS \ x " ) 6 s + Z (/dS + fÎSA ( c % x " )) 

3S 

>(S) 

On a admis implicitement l a convexité de chaque gra in et l ' u n i c i t é du 

contact g ra in -paro i . 

L'examen du degré d 'hypers ta t i c i t ë in tér ieure du système se fonde sur les 

hypothèses suivantes : 

- Le problème de l ' h y p e r s t a t i c i t ë extér ieure est supposé résolu -,on connait 

par conséquent f & et yîs sur le contour. 

- La conf igurat ion géométrique est donnée ; sont donc connus (q) et (q ) . 
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- Les critères de liaison ne sont pas pris en compte, à ce stade. Toutefois, 

les couples de contacts y'> sont supposés négligeables dans cette évalua

tion. 

Un ensemble d'efforts intégranulaires est dit "statiquement admissible inté

rieurement", si, les paramètres de chargement (Q) étant connus (et vérifiant 

les conditions d'équilibre global), les paramètres internes (Q) vérifient 

également les équations d'équilibre interne. 

Si m' (i) est le nombre de contacts du 

Mjj) .Tj grain (i) avec ses voisins, le nombre 

~ij _ d'inconnues vectorielles du contact est à 

priori de m[ . Les équations d'équilibre 

intrinsèque du grain fournissent 2 relations 

vectoriel les. 

d'où le degré d'hyperstaticité de (i) á¿(i) = 3 * (m' (i) - 2) 

Au niveau du système (S) si l'on répertorie les contacts, on a : 

1 n 

{ nb. de contacts intergranulaires -* £ m'(i) = m' (S) 

\ 

{ nb. de contacts grains paroi 3(5) m"(dS) 

Les inconnues affectées à chaque contact 
nb. d'inconnues de contact intergranulaires 2 m' {S) 

(nb. de termes non nuls de F~") 

nb. d'inconnues de contact, grain-paroi s(s) m"{dS) 

Les équations d'équilibre 

nb. de relations d'équilibre intrinsèque des grains : 2 n 

i nb. de relations d'équilibre de contact : m' {S) 

{ nb. de relations d'équilibre du contact, grain-paroi 3(5) 2 



164 

On en déduit le degré d 'hypers ta t i c i té i n té r i eu r global 

du système (S) 

d°Q (S) = 3 x (m' (s) + m" (3S) - 2 n - 2 ) 

Pour n suffisamment grand, m"(35) peut ê t re négl igé, 

i l reste 

d°Q {S) % 3 [m1 {S) - 2 n) 

(La quantité 

Discussion : 

N'ayant pas pr is en compte, à ce stade, les re la t ions supplémentaires a f fec

tant la l i c i t e des forces de contact (par exemple, l i m i t a t i o n de la compo

sante tangen t ie l l e , troncature en t r a c t i o n , etc . . . ) i l est évident que la 

s i gn i f i ca t i on de m^o est purement théorique pour un système granulaire 

r é e l . En f a i t , l e nombre d'inconnues réel les est i n fé r i eu r à 

^ (5) = | n (m' - 4) 
^ Q \ ' ¿ » moy ' 

Le problème de l'équilibre d'un corps par le jeu de forces de compression, 

constitue la première étape de l'étude d'un assemblage. On notera l'impor

tance du polyèdre de sustentation 3(I')Q , qui est le polyèdre convexe 

inscrit dans s(i), dont les sommets sont les points de contacts intergra

nulaires, 

"Une condition nécessaire pour que le corps (i) soit en équilibre sous 

1'action de forces de contact positives (troncature en traction) est que 

la résultante des forces appliquées aux points de contact non situés une face 

quelconque, passe par l'intérieur de la face choisie". 

La condition m'(i ) = 4 (pour i = 1,2,...n). implique que le système est 

globalement isostatique. 

(La coplanarité des points de contacts est un cas limite qui permet 1 degré de 

mmoy =75 m'(S) représente le nb. moyen de contacts par grain) 



l i b e r t é à un grain convexe). 

(L'équation cartésienne des faces du polyèdre 3 ( i ) Q est donnée par 1 

condi t ion de coplanar i té : 

[X - D:: , X '¡k ' x' - bj| ] = 0 (produit mixte) 

s o i t : (b^ A b ; + b^ A b ; + b ¡ A b ; i .x" = [ b ; , b ; , D ; I 

Polyèdre de sus ten ta t i on 
d'un g ra in convexe 

polygone de sus tenta hon 
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2.2 - CARACTERISTIQUES STATISTIQUES D'ETAT 

DANS UN MILIEU GRANULAIRE 

Un mil ieu granulaire est la l i m i t e d'un système granulaire quand i l 

ex iste un élément de volume pour lequel le nombre de gra ins, contenus dans 

cet élément, est aussi grand que possib le, quelque s o i t la pos i t ion de 

l 'élément dans le m i l i eu . 

Dans cet ordre d ' idée, un mi l ieu granula i re , c ' es t -à -d i re consti tué 

de micro-so l ides, peut - i l êt re considéré comme un mi l i eu continu au sens 

classique ? 

La réponse do i t t e n i r dans l ' accep ta t ion , ou non, par la mécanique des 

mi l ieux granulaires du lemme fondamental de la physique des mi l ieux cont inus, 

qui conduit à la proposit ion suivante : 

L 'évolut ion cinématique et dynamique d'un point se déduit d'un point 

inf in iment vo is in par une transformation l i néa i re tangente ou encore que 

la seule considération des dérivées premières s u f f i t pour décr i re le compor

tement du mil i eu. 

I l semble qu'au niveau même des l o i s de conservations et donc des 

l o i s de comportement, un mi l ieu granulaire ne puisse pas être considéré 

comme un mi l ieu dense, pas plus que comme un mi l ieu matériellement simple, 

comme pourrai t l ' ê t r e , à p r i o r i , un f l u i d e ou un sol ide o rd ina i re . 

L'approche microscopique f a i t apparaître une grande d iscont inu i té de v i tes 

ses de t rans la t ion et de ro ta t ion des grains ; i l se ra i t évidemment possible 

de prendre des éléments englobant un grand nombre de grains pour s 'a f f ranch i r 

des d i f f i c u l t é s dues à la non-cont inuité et non-dér ivaDi l i té des champs méca

niques-Tout résidant dans une question d'échel le - mais, malheureusement, 

dans ce cas, le principe est encore mis en défaut du f a i t de 1 ' in ter -pénét ra-
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tion possible des éléments, 

Exemple de discontinuités des vi tesses 
de t ranslat ion des microsolides au sein 
d'un milieu granulaire 

élémentO) élément (2) interpénétration de(1) et(2) 

Pour lever la difficulté mentionnée précédemment, une seule voie semble à 

l'heure actuelle possible : celle de la mécanique statistique des grains 

en tant que particules discrêtes dont le comportement propre n 'est pas 

celui d'un "point" indépendant des autres (comme dans la théorie cinétique 

des gaz parfaits) mais d'un solide l ié à ses voisins par des actions de 

contact. 

Cette approche microscopique est susceptible de permettre de retrouver 

un milieu continu dont le comportement macroscopique sera équivalent. 

C'est d'ailleurs dans cet esprit , qu'il faut comprendre la plupart des 

recherches sur le comportement des milieux granulaires qui tendent de rel ier 

entre-elles diverses grandeurs macroscopiques par le biais de l'expérimen

tation macroscopique, en d'autres termes de définir aussi bien que possible 

le comportement du milieu continu macroscopiquement équivalent et non le 

comportement du milieu réel . 

Il va de soi qu'une approche microscopique devra tout d'abord recons

t i tuer d'une manière formelle les grandes lois de conservation qui n'auront 
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pas forcément la même présentation - compte tenu de la définition des varia

bles macroscopiques adoptés - que celle de la mécanique des milieux continus. 

2.21 - GENERALITES SUR LES CARACTERISTIQUES 

STATISTIQUES D'UN MILIEU GRANULAIRE 

Les caractéristiques d'état d'un milieu granulaire font partie d'un en

semble de caractéristiques statistiques définissant le mieux possible le milieu. 

Il est naturel de prendre comme caractéristiques principales, des para

mètres observables ou dont la valeur est directement mesurable à partir d'un 

échantillon représentatif ; d'autre part, il est clair que le nombre et le 

choix des caractéristiques prises en compte et de celles qui sont négligées, 

peuvent modidier plus ou moins sensiblement l'aspect de la loi. 

Un bon choix des grandeurs statistiques adoptées, permettra sans doute 

une bonne approximation de la réalité, mais pour des raisons de calcul évi

dentes, le nombre des paramètres choisis est actuellement limité. On peut 

regretter que l'influence des paramètres négligés n'ait pas suffisamment 

fait l'objet d'une étude systématique. Cette dernière considération reste 

néanmoins indispensable et il est heureux que pour certains modèles proposés 

à partir de la microrhéologie, on ait cherché à évaluer l'influence de cer

tains autres paramètres. On peut citer à cet égard : 

- Pour la loi de la dilatance avancée par Rowe, l'étude de l'influence 

du mode d'arrangement des sphères (Rowe - Horne) 

- Pour la loi contraintes-déformation plastiques de Mogami, l'étude de 

l'influence de la variabilité de forme des grains (Mogami). 



169 

De manière synthétique, on peut regrouper les caractéristiques statis

tiques d'un milieu granulaire en 2 catégories : 

- Les caractéristiques statistiques analytiques et les caractéristiques 

statistiques d'état, étudiées plus particulièrement dans le présent para

graphe. 

a " ÇÊ!TË9Î§!Ci§ïi9y§§_Ê0Ël-ZÎlgyes 

Les caractéristiques analytiques usuelles tendent à établir 1e portrait 

d'un grain moyen à partir des caractéristiques individuelles attachées à 

chaque grain et, éventuellement la variance vis-à-vis des grandeurs moyennes 

estimées (lorsque l'hétérogénéité des caractéristiques individuelles est 

flagrante ) • 

Aux 4 caractéristiques principales d'un grain supposé homogène qui sont : 

- géométrie du contour (morphologie, rugosité, etc.) 

- masse volumique 

- loi de comportement mécanique volumique (élasticité, plasticité) 

- loi de comportement du contact intergranulaire (frottement, cohésion, 

écrasement, etc.) 

On associe habituellement les notions très imparfaites de : 

; - diamètre moyen et courbe granulométrique , indices moyens "des sphéri-
¡ 
! 
i cité et de rugosité 

- masse volumique moyenne 
! 

! - rigidité parfaite et éventuellement indice de concassage 

! - angle moyen de frottement limite. 

D'autres grandeurs moyennes sont quelquefois définies plus précisément en ce 

qui concerne l'aspect géomëtrique-stéréologie-et l'aspect de la mécanique du 

contact - tribologie - , nais l'analyse de la variance n'est pratiquement 

jamais abordé. 
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( s e l o n FROSSARD 1973) 

Remargue : 

Les caractéristiques statistiques mentionnées ne sont pas nécessairement 

indépendantes et donc des facteurs de corrélation doivent en principe, être 

pris en compte (par exemple, il peut exister une relation entre la taille 

d'un grain et son indice de rugosité ou encore sa masse volumique).De plus, 

ces caractéristiques sont susceptibles de se modifier en fonction de l'his

toire des chargements . Il s'agit là du phénomène d'usure granulaire dont 

nous avons déjà parlé et qui affecte aussi bien l'aspect géométrique que 

tribologique. 
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b. Çaractéristigues_d]_état 

Les caractéristiques d'état sont constituées par des paramètres statis

tiques qui permettent de définir au mieux, de manière synthétique, la confi

guration mécanique d'un ensemble de grains contenus dans un élément de 

volume suffisamment petit du milieu granulaire. On distinguera toujours : 

- les caractéristiques d'état cinématique relatives à la configuration 

géométrique et à son évolution. 

(Par exemple, l'indice des vides, l'indice d'orientation granulaire, l'indice 

d'arrangement des contacts, etc, et les lois de distribution statistique qui 

les accompagnent). 

- les caractéristiques d'état dynamique relatives à la configuration dynamique 

dans un élément de volume. 

(Par exemple, la force volumique moyenne, la force de contact intergranulaire 

moyenne, etc, et les lois de distribution statistique qui les accompagnent). 

Le travail suivant consiste à relier les caractéristiques d'état aux 

tenseurs usuels des contraintes de des déformations et à leurs incréments 

(Par exemple, il existe une relation simple reliant la variation d'indice 

des vides et le taux de déformation volumique). 

Remargue: 

L'indépendance des caractéristiques analytiques et d'état suppose 

l'absence de ségrégation dans le milieu. Une des hypothèses couramment 

admises consiste à supposer que le milieu est analytiquement homogène 

ou encore que les caractéristiques analytiques sont constantes (ne varient 

pas) en fonction de la position de l'élément de volume dans le milieu. 

En particulier, la probabilité de trouver des grains d'une certaine dimen

sion est indépendante de la position de l'élément de volume considéré. 
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m 

i'iilieu analyiiquement hétérogène 
(ségrégation par la taille des 
grains ) 
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2.22 - LES CARACTERISTIQUES d'ETAT CINEMATIQUE 

Les caractéristiques d'état cinématique définissant statistiquement la 

configuration cinématique du milieu, sont donc obtenues à partir des para

mètres cinématiques positionnels et motionnels (q),(q),(q) et (q) . 

2.221 - LES CARACTERISTIQUES CANONIQUES 

D'une façon analogue à la présentation ces paramètres canoniques du 

§ 2 111, on distingue : 

a " Les_car§çtéristigues_gositi^onne]_]_es définies à partir de (q) = {c*,d7'} 

et qui associent à un élément de volume - dont la position est déterminée 

par le vecteur x" dans le repère de référence (Go,0
r) - deux distribu

tions dont l'une est relative à la position statistique spaciale des grains -

et l'autre à leur orientation. 

La probabilité pour que le grain (i) soit situé à l'intérieur d'un élément de 

volume dw, dont la position dans (S) est déterminée par le vecteur x 

relativement à G0 , est donnée par 

P (¿Te V(>T)) = _ _ L _ _ p (x") |F(x")i 
L VOL {}} s * ,v , , .j ^ \ \ 

(i)e(s) ów = vol { v\x )) 

oü z vol (i) est le volume total de la partie solide de (S) 
(i)e(S) 

T/(x^) est le voisinage de x^ dont le volume est 3u 

P (x"*) représente une densité moyenne pour une position donnée par x"" . 

Le fait que c. e 7(X ) signifie que la quantité jx - c. j est bornée 
-y 

par un scalaire dont le cube est proportionnel au volume de T/(x ) , ou enco-
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re que | C - c"T | est i n fé r i eu r ou égal au rayon r d'une boule de 

volume égal à dw 

( i ) e du =• c~* e 7(x^) ^ Ix"*" - c j | < r 
VU") 

Les centres (G.) des grains forment un nuage dont la densité est propor

t i onne l l e au nombre de grains situés à l ' i n t é r i e u r de chaque élément de volu

me &w . 

I l est également possible de prendre, en coordonnées cartésiennes, comme 

élément de volume, un cube de cotés 5a:1, Sx2, Sx3 (par convention, on a 

noté sans ambiguïté pour la base de référence x? = x°P et &rp = ôx°P ) 
1 2 3 

Dans ce cas, Sw = Zx Sx 'Sx 

D'après les conventions hab i tue l les , l ' i n d i c e des vides Ä (X ) d'un é lé

ment de volume ôw est dé f in ie comme s u i t 

, / -v _ óu _ volume apparent deT /(x ) 
e^ ' ï. vol(i) volume des grains situés dans 7 (x^) 

( i)eôu 

Compte tenu de l 'hypothèse d'homogénéité analyt ique, i l est possible d'ex

primer i vol{\) en fonct ion du volume moyen d'un grain (à p a r t i r de la 
( i)eôu 

courbe de d i s t r i b u t i o n granulométrique) 

Soi t , S uoZ(i) = n(x^) volmoy Sw 
(i)eôw 
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où , n(x ) est le nombre de grain par unité de volume 

et , volmoy le volume moyen d'un grain 

On en déduit en densité volumique : 

1 

1 + s(x") (X ) = i , , , v ^ = "( X ) Vol™°y 

Avec par définition, 

o (x ) cw = Z vol{i ) 
(i)e(S) 

(5) 

On rappelle que la densité volumique, définie en tant que rapport du volume 

des solides et du volume apparent, est égale aux densités linéTques et aux 

densités surfaciques dans n'importe quelle direction. 

Par la suite, un point (M) du système (S) repéré par le vecteur x^ rela

tivement à (G0) pourra être considéré comme le centre de gravité d'un 

élément volumique r/(x") suffisamment petit 

1 

^ v o l ( i ) ( i ) 

vol(i). c 

Certains auteurs proposent une loi de distribution d'indices de vides élé

mentaires à l'intérieur d'un élément de volume (Mogami 1965). Une telle 

prise en compte permet de tenir compte implicitement de la distribution 

des contacts définissant le mode d'arrangement des grains. En ce qui nous 

concerne, nous préférerons nous en tenir au cadre de caractéristiques 

propres aux paramètres géométriques associés. 

A titre indicatif, la démarche de T. Mogami est basée sur les considérations 

suivantes : 
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Dans un assemblage de n g ra ins , on peut réperto

r i e r un nombre m d ' indices de vides élémentaires 

de grandeurs croissantes 

e ,e , . . . em pour lesquels les nombres des grains 

associés à chaque indice des vides sont : 

n ,n , . . . n et les volumes apparents élémentaires 
i 2 m 

'¿olume de v.de Í1 + *J n
x

 Vol™°v ' ^ + e
2 \ vol™y> 

volume de grain 
a (1 + e ) n volmov 

\ m ' rn moy 

(vôlmoy représente le volume moyen d'un grain) 

On a nécessairement ; E n¡ = n (nombre total de grains) 
i ¿=l,m 

; E (1 + e.) n¡ volmoy = (1 + I ) n volmoy 
i i=\¿n 

(volume apparent t o t a l de l'assemblage) 

Le nombre de façons d 'obteni r une t e l l e d i s t r i b u t i o n est donnée par une 

p robab i l i té de type thermodynamique : 

= ((1 + ê)n + m - 1) ! ^ ((1 + g¡ )n ¡ ) ! 

ml ((1 + ~ ) n - 1)! i=l,m n- ! (e¡ n ¡ ) ! 

Par la su i te , T. Mogami donne au logarithme de la p robab i l i t é thermodyna

mique le sens d'une entropie ( l o i de BoTtzman). 

L'étape f ina le consiste à associer la va r ia t i on d 'entropie à la d i f férence 

des énergies internes due au t rava i l élémentaire des e f fo r t s extér ieurs -

contraintes par déformations -(2ème pr incipe de thermodynamique) pour obtenir 

une l o i "contraintes - deformat ions i r revers ib les" . 

La deuxième caractér is t ique canonique pos i t ionne l le concernant 

l ' o r i e n t a t i o n des grains dans le volume 3y , se d é f i n i t également comme 

la probab i l i té pour que 0^ (angle déf in issant l ' o r i e n t a t i o n spaciale du 
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grain (i) dans y(x ) soit situé dans l'élément de volume du voisi

nage d'un angle donné 0 . 

P(e;e 7 ( 0 / c7 e v(xT)) = Pa <r /f ) jv[Tjj 

vol (7(0) 

ou 7(0"") est un voisinage de 0^ dont le volume est ¡7(0^)| 

p (d^/x*) représente une densité moyenne pour une position x^ et une 

orientation 0^ . C'est une fonction scalaire définie sur les 3 composantes 

s3 ( = 6 p pour ß = 1,2,3) du vecteur axial ¡P, avec naturellement le 

sens d'une densité de probabilité : 

)P (* /X ) \V(6 ) \ = 1 

HB) 

-1 _2 _3 
avec 30 se 36 7(ö )| , volume de l 'élément : 7(0 ) 

D'après la d é f i n i t i o n , tout angle 

vector ie l 0."* a une amplitude 

déf in ie à 2 TT près. 0p est donc 

un vecteur dont l 'ex t rémi té est 

située dans une sphère, centrée en 

(G0), et de diamètre 2 ?. , si le 

point (G,0) est pr is comme or ig ine 

du b ipo int équivalent à dj . La 

sphère -n(B) ainsi d é f i n i e , cons

t i t u e le domaine d'existence à 

l ' i n t é r i e u r duquel sont s i tués les extrémités des vecteurs axiaux 0^ t e l s 

que c~|" e v{x*)• Soit 

(É 7T(3) û < -
TT 

1 II < 1 ) 

La définition de p (9 /x ) appelle quelques remarques : 
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Les vecteurs uni ta i res de la base canonique I du grain ( i ) ont 

été choisis de manière à or ien ter les axes principaux du grain ( i ) . On 

peut donc admettre que pour un grain de forme générale e l l i p s o ï d a l e , i l 

y a une cor ré la t ion entre I"*" et les 2 vecteurs déf in issant les axes des 

dimensions maximale et minimale du gra in . En e f f e t , la d i rec t ion de 

l 'axe de la plus pe t i te dimension d'un e l l i pso ïde correspond au moment 

d ' i n e r t i e maximal par rapport à cet axe ; inversement, pour la plus grande 

dimension, le moment d ' i n e r t i e est minimal ; le troisième axe étant per

pendiculaire aux deux précédents. La base I coïncide donc avec les 

dimensions maximale, intermédiaire et minimale du grain ( i ) supposé 

e l l i pso ïda l . I l va de soi que pour des grains de forme sphêrique, la 

d i s t r i bu t i on d 'o r ien ta t ion oa(ß^ /x"" ) n'a pas de s i g n i f i c a t i o n . 

Une autre remarque porte sur l ' éva lua t ion expérimentale qui peut être 

f a i t e de la fonct ion p ( 6 ^ / x "*"). Oda (1972) propose de déterminer l ' an i so -

t rop ie d 'o r ien ta t ion des grains par mesure directe sur des sections perpen

d icu la i res à l ' é c h a n t i l l o n . On ramène 1'étude t r id imensionnel le à 3 observa-
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t ions bidimensionnelles. Un marquage de chaque section de g ra in , permet 

d 'obteni r simplement une d i s t r i b u t i o n d 'o r ien ta t ion pour chacun des 3 pro

blèmes plans. 

Dans l e cas du problème plan tous les vecteurs axiaux 0 " sont nor

maux au p lan, et donc une seule composante s u f f i t à caractér iser l ' o r i en ta 

t i on des gra ins . Cette composante coincide avec l 'ampl i tude e¡ ( = (ô^ |) 

des angles 0^ . Par analogie avec des grains de forme e l l i p t i q u e , l ' o r i e n 

ta t i on de la plus grande dimension des grains répond directement à la l o i 

de d i s t r i b u t i o n s i m p l i f i é e , fonct ion de e" ( = ¡0^ ¡) seulement. 

1 section 
horizontale 

2 sections ver t i ca les 

Echan t i l l on t r i d imens ionne l 
conduisant à l ' é t u d e de 3 
problèmes pians 

f A 

u 
c 
Z3 
cr 
L. 

_1_ 

2K 

% 

Distribution d'orientations des grains dans le cas d'un problème plan 

(selon ODA 1972) 
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Histogramme des fréquences des 
orientations des grains selon l'axe 
de leur plus grande dimension 

Diagramme polaire de la distribution 
des orientations 
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Tenseur_de_conf^guration_canonigue 

La synthèse des caractér is t iques canoniques sous forme d'une caracté

r i s t i que commune représentant simultanément la densité et la d i s t r i b u t i o n 

d 'o r ien ta t ion spaciale des gra ins , est possible par l ' i n t r oduc t i on du 

tenseur de conf igurat ion canonique. 

lËï:e_ap.groçhe . D i s t r i b u t i o n rédui te de Pa (fl"" x ) 

La fonction va {G /x"") qui d é f i n i t une hypersurface dans l 'espace à 

_ 1 _ - _ 3 

4 dimensions de variables scalaires pa , e e 9 peut se réduire à une 

fonction dans un espace à 3 dimensions, si l'on néglige une des composantes 

de rotation. Par exemple v sera définie à une rotation près autour de 
1 - a 

l 'axe de la plus grande dimension des grains. Cette s imp l i f i ca t i on t h é o r i 

quement j u s t i f i é e pour des grains allongés possédant une symétrie de révo

lu t ion peut-être généralisée pour des grains quelconques de forme al longée. 

I l est c l a i r qu'un te l procédé f a i t perdre une information mais permet une 

représentation spaciale commode de la d i s t r i b u t i o n d ' o r i e n t a t i o n . 

Si \i d é f i n i t comme précédem

ment l ' o r i e n t a t i o n du grain 
qrain (ï) selon sa plus grande dimension. 

• •de f o r m e dlonqée « •. a^ . . , 
L3 ^ On sa i t que 0. est t e l que : 

où 

03 î - ' \ base canonique I 

= (o+ , r ) s v î 
1 1 

/MM) o2 

o-

v est un scala i re égal à l ' amp l i 

tude d'une ro ta t ion autour de i-*" 
1 

(on rappelle que I = SOT (0¡ ).0 ) 

Dans l'hypothèse ou l ' i n f l uence de v est négl igée, on peut cho is i r i 
1 

(vecteur un i ta i re ) p lu tô t que 0¡ pour d é f i n i r l ' o r i e n t a t i o n spaciale du 

grain ( i ) par rapport à cT , puisque 0¡ ne devient fonct ion que de i~* 
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seulement. La probabilité réduite V (i G V(K )/C¡ G T/(X ))sera de la 
i 

même manière obtenue à l 'aide d'une densité de probabilité. 

P (il G v{^)/c7 G *"(0 = Pj (K"/x^ ) J_^2U 
aire de 7 ( 0 

où K ^ est un vecteur unitaire dont les composantesdans la base de réfé

rence CT , s'expriment en fonction de 2 paramètres qui peuvent être les 

amplitudes de 2 angles ayant leurs vecteurs unitaires axiaux distincts. 

0 - i ,. i í i 

K x K- K J ¡ avec = 1 

Par exemple, il peut s'agir des 2 mesures des angles des coordonnées polai

res sphériques 

Le voisinage T/(K^) correspond à un élément de surface sur la boule 

(S) de rayon unité, puisque K ^ est unitaire. Son aire T/(0 est donnée 

V(K )| |K~*"| Ô Q. 

où &ii~ représente une mesure élémentaire d'angle solide. Ainsi, à tout 

vecteur «"*" unitaire correspond une densité scalaire de probabilité 

P' (K^/X ") 

HB) 

(GJ 

1 

(A) 

h .'(«7*"*) 
A ce stade, deux voies 

principales sont conce

vables selon que 1 'on 

considère v[ («"Vx""") 

comme une distribution 

affine de «^ ou une 

distribution volumique 

de K~* 
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Qi§í!cî yíi°D_§ffi,QE_°y_22iEir? 

Pour obtenir une représentation affine de la distribution des orienta

tions des grains selon leur plus grande dimension, pour un élément de 

volume défini en position par le vecteur x^ , il suffit d'associer au vecteur 

K^ , le point (A) tel que : 

(M,A) = p'j^ /x") r 

il s'agit par conséquent d'une représentation polaire. Pour une position 

donnée, p'a est une fonction des composantes de «"* , qui peut s'exprimer 

par un développement en série selon les puissances croissantes de <ß(pour 

ß = 1,2,3 ) . Cette fonction estuaire puisque p'(- K~/)C) = P'(K~VX^) 

Les directions d'orientation des grains sont définies à TT près. Ainsi, 

pj s'exprime en fonction des termes des puissances paires de KP , à 

savoir 0,2,4,6,... 

a , S , Y 

(\jffpY est un coe f f i c ien t r é e l , avec a + 3 + Y = 0,2,4,6 . . . ) 

Au niveau d'une d i s t r i b u t i o n spaciale des or ientat ions ; une t e l l e fonct ion 

scalaire pö(* /x ) d é f i n i t une surface é t o i l é e , symétrique, centrée. La 

prise en compte d'extrema locaux est possible s i l ' on ne néglige pas les 

termes du développement en série selon les puissances croissantes de 

<p (ß = 1,2,3) dont l ' o rd re est supérieur à 2 . 

surface étoi lée symétrique centrée 

décrite par le point (A) 

/ 
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Parce que K est unitaire, le terme de puissance 0 peut être inclus 

dans les termes de degré 2 (KŒ K ) 

En effet : ¡K | = 1 => 1 = Z (K ) = K . fl iK 

3=1 

Ne retenant finalement, en première approximation, que les termes de degré 

2, on posera : 

p'(^/X^) = K0.P.K0t 
a 

où P(x"") est une matrice carrée qui peut être choisie symétrique. La con

dition de normalisation de la densité p' conduit à • 

( r o Ot ̂  
\ v' 9 ¡i = 1 soit \ (K .P.K ) s n= 1 

j j 

9(3) 3(5) 

Dans cette expression, 3 n est égal à l'élément d'aire puisque le rayon 

vecteur de (s) est égal à 1 . Le vecteur «^ est aussi vecteur normal à 

3 ( 3 ) . 

On intègre en uti l isant le théorème de la divergence, il vient : 

| d-iv (K° . P. 0 ) 3 w = ^ tr (P) = 1 
j 

(3) 

car les composantes de K. SOnt équivalentes aux coordonnées d'un point de 

3(5). 

Donc, tv (P) = inv^ (P) = f^ 

La matrice symétrique P est susceptible de représenter 1'anisotropic d'orien

tation des grains par ses 2ème et 3ème invariants. Les vecteurs propres de 

P définissent les directions pour lesquelles les fréquences d'orientation 

selon ces directions sont maximale, intermédiaire et minimale. Le 2ème inva-
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r i an t étant représentat i f des écarts de fréquence. 

La matrice P pouvant se décomposer en une par t ie sphërique et une 

par t ie déviator ique, on a : 

P = - tr{P) t + Pd-<— (déviateur de P) 

— anisotropic d 'o r ien ta t ion 

- Le terme j ^ _ de la pa r t i e sphërique représente une d i s t r i b u t i o n uniforme 
4TT 

d 'o r ien ta t ion 

- La par t ie déviatorique représente l ' é t a t d 'anisotropie d 'o r ien ta t ion des 

gra ins. 

A i n s i , si les termes du déviateur sont nuls, px
a est constant e t , nécessai

rement : v' = — 
4TT 

ce qui s i g n i f i e q u ' i l n'y a pas d 'o r ien ta t ion p r i v i l ég iée ( d i s t r i b u t i o n 

uniforme. 

Toutefois, la d é f i n i t i o n de p' à l ' a ide d'une fonct ion quadratique 
a 

est assez r e s t r i c t i v e , car e l l e impose une l o i de d i s t r i bu t i on très p a r t i 

c u l i è r e . Si e l l e permet le choix d 'anglesd'or ientat ions pr iv i lég iées et 

d'amplitudesde dév ia t ion , e l l e ne permet pas de rendre compte d'une éven

t u e l l e concentration des or ientat ions selon les or ientat ions pr iv i lég iées 

(absence de termes d 'écart - type) ou selon plusieurs autres or ientat ions 

pr iv i lég iées ( d i s t r i b u t i o n à plusieurs maxima) ; e l l e ne peut donc être 

valable que pour de fa ib les déviations anisotropiques. La représentation 

a f f i ne d'une t e l l e d i s t r i bu t i on dans l'espace à 3 dimensions est un 
_ i ii 

el l ipso' ide , si l 'on prend (p1) ' comme module du rayon vecteur. 

En effet : 

(M,S) = x° . 0" 

-1/2 0 

(P„') ' * - ° 
dans la base de référence 0 



Il vient : (p1) 
1/2 7 

y* 0 P . K 0» 
0 0 > 

soit , x . P . x - 1 = 0 

Cas particulier : Problème plan 

Pour le problème plan, le vecteur unitaire *T , ne dépend que d'un 

seul paramètre e 

¿ = \aos e sin 9 | pour 8 e [0 ,2 TT] 

La d i s t r i b u t i o n p'(/<~7x~~) = pa" (e / x"*) est de la fo 

p"(e /x") = ^ - ( 1 + x oos 2 (o - \Y)) 
a o i 

2TT 

rme 

où le terme x l est le taux de d i s to r s i on , avec X i << 1 

^ ( & / x ) A 

¿-(1 + A,) 

^ l 'ampl i tude de l 'angle d 'o r ien ta t ion p r i v i l ég iée 
^ "i 

Graphe de l a fonct ion é lémenta i re 
de d i s t r i b u t i o n d ' o r i e n t a t i o n des 
gra ins (problème p lan) 

ZTl 

Tandis qu'une d i s t r i b u t i o n rée l le d 'o r ien ta t ion des grains a la forme 

suivante : 

f."°(ëA) " 

2 R 

écart - type 

f . t * 
orientahons privi légiées 

L'approximation du rayon vecteur p"(3 / x " ) d'une d i s t r i bu t i on rée l le , 

conduit naturellement à une série de type série de Four ier, puisque le 

développement selon les puissances pai res, croissantes de K1 et <2 donne 
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Pa(
K /X ) = VŒp(K ) (K ) 

,3 3 

(pour a+3 = 0,2,4, ) 

= vap cos
u 9 sinp 9 = p"(9/x ) 

et par transformation des termes de la série, on obtient une expression équi

valente de pa', qui a la forme suivante : 

P:(9/X"*) = -^ (1 + 2 Xp cos 23(8 - Àp)) (pour 3 = 1,2,3,...)-
3 

Les coefficients xs et A , déduits des coefficients vaß définissent 

respectivement : 

- Les amplitudes des différents modes 3 (3 = 1,2,3,...) 

- les amplitudes des angles d'orientations privilégiés qui sont associées 

à chaque mode. 

La deuxième conception de la distribution pj («"Vx"*) est celle d'une dis

tribution volumique : 

ell ipsoïde (£") 

cône élémentaire, 

de volume ô v 

A la répar t i t ion élémentaire des fréquences, 

d 'or ienta t ion Pa'(«"Vx"*) 6Í2 , on associe le volume <5w d'un cône élëmen-

- > • 

t a i r e construit sur « et d'ouverture <5fi . Ce volume est par a i l l eurs égal à 

5w = ôfl 
r(K-) 

r Sr , où P(K. ) = |M,A| 

représente le module du rayon vecteur r(« ) K 
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Ainsi, pa' (K^/X"*") <Sñ = ¿ v ̂
3 6î2 

où v est une constante de normalisation. 

Si maintenant l'on suppose que le point (A) est assujetti à rester sur 

la surface d'un ellipsoïde (S) défini dans la base de référence 0 , par l'équa

tion cartésienne : 

O n Ot . . 
x . P . x -1 = 0 

où P est une matrice symétrique représentative d'une forme définie positive. 

Le rayon vecteur (M,A) = r(/c ) « est tel que son module : 
-1/2 

, -*-. , 0 n Of v ' r(K ) = (K . P.K ) 

-3/2 

On en déduit : pj («"Vx"*) = | ( A P . K 0 * ) 

La condition de normalisation de p'(n /x ) implique très simplement que : 

3(3) 
P ' (K /x ) &n = v 6w = 1 

(S) 

L'intégration est immédiate, sachant que le jacobien de la transformation 
-1/2. 

conforme de l ' e l l i p s o ï d e (E) sur la boule (S) vaut ¿et (P ) • 

Finalement : 
3(3) 

p' (K /x ) ôŒ = v 
.1/2. 

(S) 
¿ét (P ' ) Sw 

4TT 
3 

Váét P 

La valeur adéquate de v correspond à la distribution volumique normalv 

sée suivante : 

p'C-Vx*) = ^ ( K O . P . « 0 ' ) 

-1/2 
avec, ¿et (P) = 1 

La d i s t r i b u t i o n uniforme ( iso t rop ie d 'o r ien ta t ion ) conduit naturellement 

à la sphér ic i té du tenseur représenté par P . 

n n (• 
P = 1 implique K .P.K |^|2 = 1 , soit PoiO^/x^) = j - . L'ellipsoïde 

4ir 

(£•) est confondu avec (s) . 

La d i s t r i b u t i o n de Dirac (anisotropie maximale d 'o r ien ta t ion) est obtenue 

lorsque la probab i l i té r e l a t i v e à la d i rec t ion d 'o r ien ta t ion maximale est 



infinie, les autres étant nulles 

P,â(K / x ) = 5 ( K " K x ) ' 
= 0° S I K = K. 

= 0 SÍ K JÍ Kx 

Pour conclure, on peut d i r e que ce type de d i s t r i b u t i o n permet non seule

ment le choix de 2 angles d 'o r ien ta t ions p r iv i lég iées (maximum et minimum de 

fréquence) mais aussi de rendre compte d'une éventuel le concentration de 

c e l l e s - c i . 

Ç§§_0Ê!2ÎlÇulier : Problème plan. 

La d i s t r i b u t i o n P^(K / X ) = p¿'(9/x ) est propor t ionnel le à l ' a i r e du 

t r i ang le élémentaire const ru i t à pa r t i r de « (d 'angle po la i re 59 ) 

P^ê/x"*") 68 = j v 2 59 

ou r ( 9 ) « est le rayon vecteur. Si r ( 9 ) est l 'équat ion pola i re d'une 

e l l i p se (E) d ' a i r e égale à TT , la d i s t r i b u t i o n normalisée p^'(9/x^) , qual i

f iée de d i s t r i bu t i on surfacique ou e l l i p t i q u e , prendra la forme : 

1 ví-xí-
p"(e/x ) = 27T x _ Xi aos 2 (Q_ XJ 

ou s 

X est un taux de distorsion < 1 

X un angle d'orientation 

privilégiée. 

On vérifie aisément que : 

2TT 

p"(9/x^) 59 = 1 . 
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Redargues: 

1. On peut noter que par certains cotés, ce problème se rattache à la théorie 

de la polarisation d'un corps, par l 'orientation de dipôles magnétiques. Cette 

théorie fait intervenir une distribution, appelée facteur de Boltzmann dont la 

forme est la suivante 

P>~7x*) = v ex ^ l ^ ' ^ l [cf. Rocard] 

où |«"*",tT*"| est la mesure de l'angle que l'axe du dipôle défini par le vecteur 

axial K avec l'axe du champ magnétique défini par le vecteur t . 

X une constante d'intensité de champ 

v une constante d'intégration v = — 

eXeo8\S,e\ 
3(S) 

2. Les distributions usuelles proposées par les auteurs sont avant tout des 

distributions planes telles que : 

- distribution sinusoïdale (cf. § précédent) 

- distribution de Boltzman-Pearson (mentionnée ci-dessus) 

- distribution trapézoïdale (Oda 1972). 

2ème_agproçhe 

La donnée brute d'une distribution d'orientation des grains, telle qu'elle 

a été établie antérieurement, ne permet pas de rendre compte réellement de 1'ani

sotropic quantitative du milieu, ceci parce que les grains sont de différentes 

tailles et de différentes formes. En d'autres termes, la distribution d'orien

tation des grains, n'intègre pas les caractéristiques statistiques analytiques 

du milieu, car elle pondère de manière égale les grains de petite ou de grande 

dimension et les grains grossièrement sphériques ou très allongés. Cette approche 

n'est donc pas réaliste, sauf dans le cas de grains identiques. 
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E c h a n t i l l o n b i d i m e n s i o n n e l 
d ' u n m i l i e u g r a n u l a i r e 

direction 
privilégiée 

Diagrammes polaires des distributions 
d'orientation des grains de l'échantillon 

(1) distribution non pondérée 

(2) distribution pondérée 

Nous avons vu que, dans le cas de grains homogènes en densité volumique 

et à contours approximativement ellipsoïdaux, il existait une correspondance 

entre les directions d'inerties principales et les dimensions extrémales des 

grains. Précisément, le tenseur d'inertie réalise cette synthèse de la taille 

d'un grain et de sa forme, et permet ainsi une pondération sur la distribution 

d'orientations. Le tenseur d'inertie microscopique associé à chaque grain (i) 

a été introduit au § 1 113. Sa représentation dans la base canonique du grain 

est une matrice diagonale £¡ . 

Pour un ensemble de grains (i) contenus dans l'élément de volume <5w , la 

matrice £ 2¡ est la matrice d'inertie obtenue en supposant que tous les 
(i) 

grains sont orientés de la même façon. Si l'on suppose que la densité volumique 

Ps correspond à n grains par unité de volume. 

(i) ' 
toy 

Sw ,(i) G Ou 
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La matrice diagonale d'inertie moyenne Smoy d'un grain constitue une ca

ractéristique statistique analytique au même titre que le volume moyen, volmoy. 

En fait, ce qui importe pour caractériser un sol, est, pour un grain moyen, 

le rapport des inerties selon ses 3 axes principaux. Pour s'affranchir de l'effet 

d'échelle, 1'anisotropic analytique naturelle du milieu sera définie par un ten

seur d'inertie volumique, c'est-à-dire portant sur un "grain" dont le volume 

est égal à l'unité. Ne retenant que le "1er mode d'irrégularité de contour" 

(cf. § 1 11), un grain convexe est assimilé à un ellipso'ide. (C'est l'équivalent 

volumique de l'approximation d'une courbe à sa valeur moyenne). 

En définitive, il est possible de caractériser analytiquement la "sphéri

cité" des grains d'un sol, par la matrice d'inertie volumique : 

^ _ 5 / 4 ^ 2 / 3 1 ^ 
¿ ¿ (volmoy)

5/3 

(Pour des grains sphériques , 2 U = 1) . 

Dans ce qui suit, plutôt que de faire intervenir Su (qui ne dépend pas 

du volume des grains mais de leurs allongements), nous nous en tiendrons à 

l'inertie du grain moyen 

w moy 

(i) S VOl"°Y 

On rappelle que le moment d'inertie du grain (i) relativement à un axe 

défini par le vecteur unitaire r (\T | = 1), passant par son centre de gravité, 

est donné par : 

,., I - It zner -*{i ) = T . *¡ . r 

Pour l'ensemble des grains (i) contenus dans l'élément de volume 6w 

v • _>/-\ v I It 7 0 nI - T0 Ot 

(i)eôw r (i) (i) 

= r\ £ a-VSi.Ä
tfi, . ,°\où / =1° 

(i) 
- 8 0-

La matrice Z e ¡ . 2- . g ' est la matrice, somme des inerties élémentaires 
(i) 

de tous les grains (i), relativement à la base de référence. Celle-ci peut éga-
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lement être considérée comme une matrice d ' i n e r t i e : 

-e. e. -x „ x „ 
l e • . a¡ . s • = n e . * a p p . e Ou 

( i ) e Su 

où n ou est le nombre de grains contenus dans ou 

X représente un angle d 'o r ien ta t ion p r i v i l ég iée 

2app la matrice diagonale de l ' i n e r t i e apparente d'un g ra i n . El le est s i 

gn i f i ca t i ve de 1"anisotropie s ta t i s t i que canonique d ' o r i en ta t i on . 

opp 
6w -

ïner (Sw) 

0 

0 

iner (5u) 0 

0 iner (ou) 
3 

La matrice d ' i n e r t i e n e .Âapp .s ou peut être considérée comme résul

tant d'une d i s t r i b u t i o n scala i re de probab i l i té pa (B /x"*") s 'appl iquant à la 

matrice fonct ion de 6 : 

-6 

Ainsi 

i e < . A¡ . e 

( i ) 

l H. 

( i ) 

2 5 (0 ""-O e 
ÏT(B) ( i ) 

-fl _ 
moy v(d ) | ou 

= n fiu 

TT(B) 

Pa (6 / x ) e 17(0 

où TT(B) représente comme précédemment une boule de diamètre égal à 2TT -

domaine d'existence du vecteur axial 9 (\9 | < TT) - e t 8(9 -e. ) la d i s t r i bu 

t i on de Dirac dans un espace vector ie l à t r o i s dimensions. 

En i d e n t i f i a n t : 

-X 
• o p p 

X 
. 3 = 

7T(S) 
Pa (r /x ) s . H moy • ¡ nO 
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Redargues: 

1. On a évidemment 

d'où 

On rappelle que pa (0 /x ) est une 

fonction scalaire de 0 , donc des 

composantes ëp dans la base de réfé

rence, et que de plus 0 est un vec

teur axial dont la norme est définie 

à 2TT près. pa (ê /x ) est donc une 

solution normalisée de l'équation 

intégrale établie ci-dessus. 

—fl Ñ - A A 
tv{ E e~ ' . S¡ . s ¡ ) = tr(e~ -Zapp .e ) n ôw 

(i) 

î^l-moy J ^^'v-'app / 

«d «d 
L'équation intégrale n'est donc fonction que des déviateurs Smoy , ¿app 

des matrices d'inertie. 

2. La distribution pa (0 /x ) est équivalente à une matrice d'homothétie 

commutant avec e 

3. L'équation intégrale peut s'exprimer de façon plus concise : 

sachant que 
1/3 

' moy — &&~t [—• moy / 
^/a Log{dét 2moy) 11 + Z 

où Z est une matrice diagonale représentative d'un déviateur 

[tr 1 = 0 et dét(e
¿) = 1) 

il vient 

1T(B) 
p (0 /x ) e 

A © - 0 © Z © 0 
7(0" ) 1/3 -app 

dêt {2 ) 

Du point de vue géométrique, la distribution p (0 /x ) transforme 1'el

lipsoïde d'inertie (défini par 2moy) en un autre ellipsoïde d'inertie (défini 

par -app) à une rotation près. La trace de ces matrices est identique, mais 

le déviateur de Aapp sera"inférieur"(ou égal) à celui de 2 m o . 
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Soit : 

ínvi{Zapp) = ¿m>i(2moy) 

0 <inv2(zapp) <inv2(zmoy) 

Ainsi, pa(d /x ) e s t une fonction des rapports des 2ème e t 3ème inva

r i an t s des matrices ¿a p p e t ïmoy e t d'un vecteur axial \~* 

< 

y 

el l ipsoïde 

e l l ipso ïde 

associe 

associé 

a 

à 

— 

-

moy 

a p p 

Plutôt que de définir pa (0 /x ) à 

partir des composantes 9 p de e"*" , 

il est possible de se servir de la re

présentation polaire de 9^ . 

Posant 0^ = 9 <c^ 

K est un vecteur unitaire et, 

9 = ¡0~̂ | (norme de è"*) 

L'élément de volume du voisinage de 9 servant à l'intégration sera égal 

au cylindre sphérique élémentaire d'épaisseur <5§ 

ou 

V(9~ ) | 56 6fi 

Le domaine de défini t ion de 7(ô ") e s t TT(S) ce qui implique que celui 

de n est le contour 9(3) de la boule (3) de diamètre unité ; et celui 

de -jf § , l ' i n t e r v a l l e [0,1] . 
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Si l'on admet, le principe de sé

paration de probabilité pour 8 et 

-> 
K : 

pa(*"Vx-) =p:(ë/x").pa'(^/x") 

où pa"(8/x ) est une distribution 

périodique selon la variable 9 

donc développable en série de 

Fourier, et P'(K~7X^) est une dis-
a v ' 

tribution spaciale polaire de K"*" 

donc développable selon les puissances croissantes des composantes de «^ . 

La normalité de p (0 /x ) conduit à : 

Pa"(9/x ) 8 58 
3(B) 

pa' (K /x ) on = i 

en effectuant les intégrations part iel les. 

Remargue: 

Deux distributions particulières correspondent aux cas extrêmes de trans

formation de l'ellipsoïde d'inertie, défini par 2U et qui peut être qualifié 

d'ellipsoïde de micro-inertie de saturation, en l'ellipsoïde de micro-inertie 

actuel défini par la matrice e . z[ . e . La distribution pa (¿""Vx"*") 

réalisant une transformation biunivoque et continue d'un domaine sur l'autre, 

dont l'équivalent intégral est constitué par la transformation linéaire des 

coordonnées dans la base de référence, définie par la matrice : 

-X 
1 app • — moy 

-X (Il s'agit d'une représentation polaire car e est un orthogonal de 

_i/2 „-1/2 
changement de base et Za pp moy 

un opérateur diagonal) 

Les deux cas extrêmes envisagés ici, sont ceux pour lesquels la distribu

tion pa(Ô /x ) prend une valeur limite. 
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Le 1er cas correspond à une distribution isotrope d'orientations des grains. 

Lorsque inv2(Zapp ) = 0 

(c 'est-à-dire Happ représente un tenseur sphérique) , l'équation intégrale 

prend alors la forme suivante : 

ô- tr{Zapp ) 11 = d 

TT(B) 

v (9 / x ) e .ZmoY.e \V(6 ) 

où la distribution poa (ô /x ) correspond à une distribution uniforme d'opé-
a 

rateurs de changement de base. En d'autres termes, 1'équipartition de e 

(pour (i) e 8w) conduit à une distribution poa (ô'Vx'*") de la variable d , 
- ß 

telle que 0 = Log{e ) . On peut constater qu'une distribution du type 
1 1 - oos 9 

P (9 /X ) (où Ô = \e |) 
4TT e 

réalise cette correspondance car les critères suivants sont vérifiés : 

1. Critère de normalisation 

/?->,->•» 1 1 - cos 
Poo (ö / x ) = ^ ^ — — 2_ 

4ir 

p:'a(e/x") p : a ( ^ /x^ ) 

rTT 1 1 - oos 
TT 

92 
ë2 se.f i= sn = i 

J 3 (3 ) 4 

2. Critère d'équipartition 

—>• . - > . . , — K 

T T ( B ) 

e p (0 / x ) \V{9 ) en ef fe t , 

en décomposant e selon la base d'opérateurs : 1, K , K , il vient 

rTT r 

3(3) 

( 1 + s i« 6 K + (1 - OOS à > 2 ) - ^ 1 - goa 9 -2 ô e 6 n 

4TT 
- 2 

1 

4TT J O 

TT 
( 1 - Ö O S § ) 6 6 , 

3(5) 
H ÔÎH 

4TT 

'TT 
8-£në(l-cosë)59, 

9(5) 
K Ôfi+ 

1 

4TT2JO 

(1-CCS9)2 59 . 

3(5) 
« ôii 

car, par u t i l i s a t i o n du théorème de la divergence : 

3(3) 
« <5fi = • e t K2 Sfi 

3(3) 

11 Sw 
(B) 3(3) 

H 6Í2 f * i 



La distribution poa{9 /x ) est isotrope du fait de son indépendance vis à 

vis de K , p0'0 (K /X ) = -^ . 

En décomposant la matrice ¿ m o y en sa partie sphërique et sa partie dévia-

torique, l'équation intégrale devient : 

pj s /x ) !T/(Ö )| \ tr(Sapp) t =|tr(Smoy ) H 
TT(S) 

1 
Le terme concernant la tranformation de la partie déviatorique est nul 

Finalement : 

= 2" tr(2moy ) 1 •app 

Le 2ème cas correspond à une anisotropie maximale possible d 'or ienta t ion des 

gra ins . 

Ce cas r é su l t e de l 'hypothèse d ' i den t i t é des invariants de ïa p p e t de 

î m o y ou plus simplement du f a i t que : 

" a p p ~" •-• rnoy 

Alors, les e l l ipsoïdes associés aux matrices zmoy et e . î Q p p . e , se 

déduisent l 'un de l ' au t r e par une simple rotat ion d'angle ^ . La d is t r ibut ion 

p (0 /x ) qui réa l i se ce t t e tranformation es t la d i s t r ibu t ion de Dirac : 

p]a(fl~7x"*) = 6 ( 0 ^ ) 

Ças_gart;içuj2er_: Problème plan 

En ce qui concerne le problème plan, le vecteur axial ö"*" est défini en

tièrement par sa norme 9 = \d^\ soit 

pjr/x*) = P Q " ( 0 / X " ) 

d'où l 'expression de l 'équation intégrale : 

eos X -sin X 

sin X aos X 

aos X sin X 

-sin X cos X 

r2v 
Pa"(9/X ) 

cos 9 -sin 9 

sin 9 oos 9 
moy 

cos 9 s%n 

•sin 6 oos 
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pour laquel le : 

ft &W ~moy 

£ iner,(i ) 
( i ) 

E iner2{i) 
( i ) 

i n áw î app 

inev isw) 0 

tner A&w) 

on en déduit après calcul 

* r ( S a p p ) = ^ ( E m o y ) 

2TT 

( résu l t a t déjà acquis) 

e t , p"(9/x ) cos 29 60 = x cos 2\ 
o 

2 ^ 
p"(9/x ) sin 26 69 = x stn 2A 

avec, X = 
inev (ôw ) - iftgr (ou ) 

Z -¿ner ( i ) - I iner ( i ) 
( i ) ( i ) 

e t la condition de normalisation : 

c2ir 
P ^ ë / x ) 66 = 1 

0 

La distribution polaire, solution de ce système est la suivante : 

Pa"(3/x") =ip (1 -X cos 2(ë-X)) (si x « l ) 

La distribution elliptique, solution de ce système est la suivante 

2 

>a"(e/x ) = 1 - x 

"Vy 

2TT(1 + x - 2Xoos 2(8-X) 

i v^ir~p 

(0 < X < 1) 

2TT cos S sin 8 . P . eos S 
sift 9 

b.3 - En conclusion, il semble justifié, eu égard aux observations précédentes 

de prendre comme représentation de l'état cinématique actuel canonique d'un 

élément de volume unité, la matrice symétrique : ps P (x ) , qualifiée de ma

trice du tenseur de configuration géométrique canonique, telle que : 

- La base princ. associée à P se déduise de la base de référence par 

une rotation d'angle X caractérisant l'orientation privilégiée des grains. 

(La matrice e .P.e" est diagonale). 
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- Les invariants de P soient tels que: 

. Les 1er et 2ème invariants de P caractérisent 1'anisotropie relative 

du milieu, compte tenu des rapports des 2ème et 3ème invariants des tenseurs 

de micro-inertie actuel 2¿ et de saturation ïu . 

. Le 3ème invariant de P : (densité volumique) 

aét(P) = 1 

La probab i l i té d 'o r ien ta t ion des grains r e l a t i v e à la d i rec t ion 0 est 

dé f in ie par une d i s t r i b u t i o n de Cauchy normalisée, constru i te à pa r t i r de P(x ) 

Représentat ion du tenseur de c o n f i g u r a t i o n 
géométrique canonique par un e l l i p s o ï d e 
dans l a base de ré férence - son volume est 
p ropo r t i onne l à l a dens i té volumique 

(Nota_: p P(x ) peut se mettre sous forme p o l a i r e : p e avec tr(l) = 0) 

sens de 

l 'écoulemenï 
s i o -

•VJ--60--30- ¡T 30' ¿>- 9j ' -Vu'-60' -30- Ó" 3CT 6 0 ^ 3 

I I ) T-UNO 3 = t 3 " C2J T - I 3 = + 2" 
V.M. = 2 8 % VM.= 19'. 

/ étai i so t rope 

exemple d ' a n i s o t r o p i e 
c ro issante des f r équ 
ences d ' o r i e n t a t i o n s 
des g ra i ns , à dens i té 
constante . 

- 5 0 ' CT 

( 5 ) T - 5 
90" -90' 0" 

¡ = +3" C 6) T - 6 
VM.= 4 1 % 

90" 

8 = + 2 ' 
V.M.= 3 0% 

Frequency histograms of 6¡ in V-sections of deformed sands 
(Specimens compacted by the tapping method) 

(se lon CDA 1972) 



D " Les_çaraçtëristigues_motionnelles 

Définies à partir de (q ) = {v; ,CJ.} , elles associent à un élément de 

volume aw - dont la position est déterminée par le vecteur x , dans le 

repère de référence - deux distributions relatives aux vitesses statistiques 

de translation et de rotation des grains. 

En mécanique des milieux continus, les grains assimilés à des points ma

tériels sont animés d'un mouvement défini par un champ de vitesses continu 

par morceaux ; en mécanique des milieux granulaires au contraire, les vitesses 

V; des grains (i) peuvent prendre à priori toutes directions et intensités, 

et le déplacement d'ensemble correspond à une moyenne pondérée par la masse 

(le volume), de chaque grain. D'une manière analogue à la pondération des rota

tions propres des grains par leur inertie propre pour la recherche d'une fonc

tion de distribution des orientations,les vitesses devront en effet être pondérées 

par les masses auxquelles elles se rapportent. On fait ainsi intervenir non plus 

la vitesse, mais la quantité de mouvement (rapportée à l'unité de masse). 

í#nr • „jas« La vitesse moyenne : vmoy = v ,,„7H\ • s vol{i) v" 

( i ) e Sw 

Pour traduire le chaos apparent des vitesses (des quantités de mouvement) 

individuelles, d'autres paramètres doivent être introduits. On est donc amené 

à définir une fonction de distribution des vitesses relative à chaque position x~*. 

La probabilité pour que la vitesse v"' du grain (i) de l'élément de vo

lume 5w , soit située au voisinage d'un vecteur v"*" contenu dans l'espace 

des vitesses possibles, est donnée par : 

P(v" s v (O/c?" e T/(x")) = Pv (v"Vx~*) |7(\T) I 

vol(v(\T)) 
- - y - - * • -"*• i 

où 7(v ) est un voisinage de v dont le volume est |T/(v )| 

Pv(
v" /x ) représente une densité moyenne pour une position définie par x et 

pourune vitesse v _ Cette densité étant évaluée à partir des quantités de mouve

ment. 
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p (v̂ /x"*") se présente comme une fonction scalaire des 3 composantes 

5 % = v0p pour ß= 1,2,3) du vecteur \T , avec naturellement le sens d'une 

probabilité, soit : 

, Pv (v
+/x+) \V{v*)\ = 1 

(i?)3 est l'espace à 3 dimensions ( |v I < °°) 

. lT/(Ol Svl 6í>2 áü3 en coordonnés cartésiennes 

S & grain (i) 

Sx* ±m>> 
r-vi^x-) 

élément de volume öuf 

iGo) O 2 
Diagramme de distribution d'une des 
composantes des vitesses 

Les mouvements internes constituent la caractéristique visible de la dissipa

tion énergétique par frottement. Pour un milieu granulaire dans lequel les con

tacts sont bloqués, les paramètres cinématiques motionnels associés (q) sont 

nuls, et donc la puissance dissipée également : 

- Plnt = (Q) • jqT = 0 
0 

(Les seuls déplacements permis seront, comme nous l'avons vu dans ce cas, 

des déplacements conservant la rigidité du système). 

Dans un milieu fortement dissipatif au contraire, les mouvements chaotiques 

seront plus accentués à chargements équivalents. L'écart quadratique moyen des 

vitesses des grains peut, par conséquent être assimilé à une caractéristique 

de la dissipation pour frottement. Ce point sera développé ultérieurement. 

Dans le schéma ci-dessous, est indiqué ce que pourrait être la fonction 



de distribution des vitesses dans un processus de chargement isotrope d un 

échantilIon. 

/\( &*/ x) 
(1) Milieu non dissipatif 

(seules les dé formations élastiques 
des grains sont autorisées) 

(2) Milieu faiblement dissipatif 

(3) Milieu fortement dissipatif 
(animation intergranulaire élevée) 

Vitesse moyenne et équation de continuité 

Considérant un élément volumique 7(x~*") défini par son centre de gravité(M ), 

repéré par x^ relativement à (G„). 

Par définition : 

£ vol[i) (C; -x ) 
(i) 

pour '(x ) 

Par dérivation 

l vol(i) v. - v, 
(i) 

moy 2 VOl(Í) 

(i) 

Pendant la durée 6t , la variation de la densité volumique p(x ) 

dans T/(x ) est due à la différence des entrées et des sorties de grains de 

1'élément volumique. 
3ps 

La variation de densité : T-T- | y(x-*") | 
3* 

(où |7(x ) | = 6$ Sx Sx dans une représentation cartésienne). 

La contr ibut ion de 2 faces perpendiculaires à cette v a r i a t i o n , du f a i t de 

l 'ex is tence d'un gradient de densité : 

3 r , -*\ p v ~ i - 2 . 3 

dx ß 
(D(X ) tfJL ) Sx Sx Sx~ 



On retrouve l 'équat ion classique de 

cont inu i té applicable aux valeurs 

moyennes ps (x**) , v*oy (x*") 

3P ^ 
~- = - diviP; vmoy ) 

ou encore : 

~ - Ps d ¿ u ( C y )- gradipJ-vVoy • 

(Expression que peut êt re obtenue 

directement par dér ivat ion par t i cu

l i a i re de 
v{x) 

Pix**) 6u) 

A f in de rendre compte des mouvements internes causés par les var ia t ions 

re la t i ves des vitesses des gra ins , on notera tout d'abord que la cont r ibu t ion 

des grains ( i ) contenus in i t i a lement dans y(x ) , à la var ia t ion re la t i ve 

de Ps(x"*") est donnée par la f rac t ion : 

<5PS 1 

£ vol{\ )Icf-x^| 
S( 

( i ) S 3w 
( i ) e 3u vo j(i) ¡cr-x^T) 

où le terme Z vcl(i) ¡c*"-x~*"l représente l 'équ iva len t d'une i n e r t i e . Par 
( i ) 

dér ivat ion on obt ient : 

ôp 
2v 

2v 

s uo£(i ) | Cj -x I (i ) 
( i ) 

-2 E uoZ.(i ) (c -̂x"**) . / ' .6; 

1 
•> -> , 2 

S u o l ( i ) | c ¡ - x " p ( i ) 
( i ) 

( E vol{\) (f.v{ x~* v " * ' 
A • v moy ^ ( i ) 

vol{\ 

On remarque que la pro ject ion de v* sur (c*-x"*") consti tue la part de 

la v i tesse qui tend à é lo igner ou à rapprocher le grain ( i ) du centre de gra

v i t é de l 'é lément. I l s ' a g i t donc bien d'un terme d'expansion volumique. 

A cette con t r i bu t i on , i l faut ajouter ce l le qui provient des grains exté

r ieurs à V{)C) . 
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Dans un échantillon bidimensionnel , les variances et covariances relatives 

aux différences des vitesses individuelles des grains et de la vitesse moyenne, 

pondérées par la masse de chaque grain, sont exprimées par la matrice dont le 

terme a,3 est égal à : 

1 . S voW) (v.a-v:oy ) (v*-vly ) pour a,3 = 1,2,3 et (i)S6w 
E vol{\) (i) 
(i) 

En développant cette expression e t , compte tenu du f a i t que 

moy 
1 

E vo 
( i ) 

î ( 1 ) ( i ) 

on obt ient la di f férence de 2 matrices symétriques — Ev , — Ê, 
P. P. 

Ps 

e t , 

1 F 

1 , . , 0t 0 
= 777T S Vol(1 ) V .V. 

( i ) 

.0t 
V V~ 
* moy • Y moy 

où v. \ v. est la représentation m a t r i c i e l l e du tenseur monôme const ru i t à 

p a r t i r de v , dans la base 0 . Sa trace est égale au carré de l ' i n t e n s i t é 

de la vitesse du grain ( i ) . La trace de — Ev permet donc de déterminer la 

v i tesse moyenne quadratique |v„ I l en est de même de — Èv , dont la 
moy , p 

trace est égale au carré de la vi tesse moyenne de l 'écoulement. 

La matrice — E v r e l a t i ve à un élément t r id imensionnel , de volume u n i t é , 
Ps 

peut être considérée comme la représentation d'un tenseur cinétique des vi-

tesses de translation. 
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Cette ma t r i ce t r a d u i t e f f ec t i vemen t l ' a n i m a t i o n i n t e rne d 'un m i l i e u gra

n u l a i r e dans chacune des d i r e c t i o n s o r thogona les . 

element volumique 

Représentat ion du tenseur c i n é t i q u e 
dans son repère p r i n c i p a l 

L'expression e x p l i c i t e de Ev , 

E vol(i) [v ) £ vol(i) v v. Z vol(i) v v 
i ' i ' ' i 
1 w Z ( i ) y1 v2 Z uoZ(i) (y ;

2)2 Z vol{i) E v (x ) ów Z 
t 

3 2 
V V 

Z vol{i) v v T. vol(i) v v z uol ( i ) (y. ) 
i ' ' ¿ ' ' ¿ 

Si maintenant on veut é t ab l i r une fonct ion de d i s t r i b u t i o n des vitesses 

de t rans la t ion dans un élément volumique, i l est naturel de considérer 
1 (Ev-Ev) comme la matrice de cor ré la t ion de la l o i de d i s t r i b u t i o n tr idimen

s ionne l le . Le choix d'une l o i normale conduit pour p (v^/x"*") à 

? (v" /x ) = (¿p) v: 1 
- 2" Ps (v -vm o y ) . ( t ¥ - E ¥ ) . (v -v m o v ) 

v4>t(Ev-Ëv) 

La matrice p$ (E v -E v ) " est une matrice symétrique et la forme quadratique 

f iguran t en exposant est dé f in ie pos i t ive ; ses termes sont proport ionnels aux 

mineurs du déterminant de la matrice de co r ré l a t i on . 

Cette d i s t r i b u t i o n est s imp l i f iée si l 'on admet que p n'est fonct ion 

que de la norme du vecteur v - v" . L a fonct ion v est alors équivalente 

à la fonction de d i s t r i b u t i o n des vitesses de Maxwell. 
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La matrice p (E v -E v ) " est alors une matrice d'homothétie, ce qui impose 

que Ev-E¥ le s o i t également 

Ey - l = | Ps | 6v " | 2 1 

1 La quanti té ±= lôv^Ux"*) représente l ' é ca r t quadratique moyen des vi 
V3 

tesses. Par sommation selon la 1ère diagonale : 

lôv" 
2 1 

¿ - *r(Ev-Ev) 

m o y moy 

ou v„ | est la norme de la vitesse quadratique moyenne (on rappel le en 

e f f e t que la trace de la matrice — Ev est égale au carré de la vi tesse vmoy .) 

De plus, lorsque |ov |(x ) tend vers 0, la d i s t r i b u t i o n pv (v / x ) 

correspond à la d i s t r i b u t i o n de Dirac ô(v -vmoy ) . La quant i té p (x~*)|v^ 
j y / - - , - . - . - - - i-s \ - - / | - m o y 

est proport ionnel le à l 'énerg ie cinétique to ta le de t rans la t ion de l 'élément Sw 

Comme cela a été signalé antérieurement p |6v | ôw consti tue une carac

t é r i s t i que microscopique de la d iss ipat ion in t r insèque, en l'absence de ro ta

t ion des grains (glissement sans roulement). 

ou 

Remarques : 

1. A pa r t i r du champ de vi tesse moyenne v^oy (x"*"), on en déduit le champ du 

tensaur symétrique des taux de déformations par la théor ie classique du 1er 

gradient en mécanique des mi l ieux continus 

-sp' O ^ m o y , + va ) 
oy»af m o y . p ' 

(pour a,3 = 1,2,3) 
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2. De la re la t i on bien connue de la conservation de la masse, on en déduit 

immédiatement, une r e l a t i o n équivalente concernant la va r ia t ion du nombre de 

grains par un i té de volume 

„(x*) = - J — p (x*) 
volmoy

 s 

implique : 

| | + div(» C ) = 0 . 
P U 

(Le taux de déformation volumique ev = —— =—) 
p n 

En d é f i n i t i v e , on peut re ten i r de ces considérations que l ' é t a t cinématique 

motionnel d'un mi l ieu granulaire est caractér isé non seulement, par un champ 

de vitesse v^oy (x*) p r i s en compte en mécanique des mil ieux cont inus, mais 

par les tenseurs cinétiques de t rans la t ion et de ro ta t ion qui déf in issent les 

micro-déplacements des gra ins. 

(Une extension aux vitesses de ro ta t ion ^ ( x ) des grains ( i ) peut en 

e f f e t être envisagée selon la même démarche, dans le but de caractér iser le 

tenseur Ew(x"*") ). 

2.222 - LES CARACTERISTIQUES ASSOCIEES 

L-¿s_caractér2s tigues_gos2ti onne]_]_es 

Définies à p a r t i r de (q) = {b^ ,n"*j , t î f } et qui associent à un élément 

de volume dont la pos i t ion est déterminée par le vecteur x~* , t r o i s d i s t r i b u 

t i o n s , dont l 'une est r e l a t i ve à la pos i t ion s ta t i s t i que spaciale des contacts, 

une autre à leur o r ien ta t ion et la dernière enf in à une d i rec t ion pr inc ipa le 

tangente. 

Remarque_préli mi nai re : 

La j u s t i f i c a t i o n de l 'ex is tence de te ls paramètres est dictée par l 'obser-
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vation suivante : 

On pour ra i t penser que la connaissance de l ' é t a t posi t ionne! canonique 

s u f f i t à décr i re la conf iguat ion s ta t i s t i que géométrique du m i l i eu . Deux 

contre-exemples simples in f i rment ce f a i t . 

Le premier exemple est celui d'un assemblage de sphères ident iques. Dans 

ce cas, du f a i t de l ' i n e r t i e sphérique d'une boule, i l n 'es t pas possible de 

l u i associer un vecteur axial d ' o r i e n t a t i o n , te l q u ' i l a été déf in i dans le 

§ 1 211, e t bien sûr le tenseur représenté par p P sera sphérique (P = 1) . 

Or, i l est bien connu que pour une même compacité, plusieurs configurations 

sont possibles. On peut indiquer en 1'occurence 3 conf igurat ions concevables 

à pa r t i r d'une même densité p , pour un empilement de rouleaux cycl indr iques, 

. t a t ( l ) : o r i e n t a t i o n des 
contacts 

itat (2) 

:tat (3) 

orientation des 
contacts ( 1 
cylindre sur 9 
est oté) 

orientation des 
contacts 

/ 1 
\ 
\ •*. — 

\ 
\ 
/ 

/ , X 
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Le deuxième exemple const i tué d'un assemblage de grains orientables montre 

que pour une même valeur, non seulement de la densité volumique, mais encore 

du tenseur d ' o r i en ta t i on , i l peut ex is ter une grande di f férence dans la s t ruc ture 

de l'assemblage. L'exemple élémentaire présenté i c i est celui d'un assemblage 

de rouleaux e l l i p t i ques de d i f fé ren ts diamètres. 

La st ructure bidimensionnelle se déduit d'un assemblage de rouleaux à sec

t ion c i r c u l a i r e par une a f f i n i t é par rapport à un axe dont la d i rec t ion est 

choisie arb i t ra i rement . 

A i n s i , à moins de connaître précisemment le contour de chaque grain et 

ses paramètres posit ionne!s canoniques et donc d'en déduire analytiquement 

les paramètres postionnels associés, i l n 'est pas possible avec la matrice pP 

de d é f i n i r complètement la conf igurat ion géométrique du m i l i eu . D'autres para

mètres s ta t i s t iques sont donc indispensables pour caractér iser la structure 

de 1'assemblage. 
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Notons tou t d'abord que l 'éva lua t ion du nombre de contacts ex is tant par 

un i té de volume ne const i tue pas une caractér is t ique d 'é ta t associée, si e l l e 

n 'est assort ie de cel le de la dimension d'un grain (e f fe t d 'échel le) ; i l en 

est de même du nombre de contacts par g ra in , puisque ce dernier est une consé

quence i m p l i c i t e des caractér is t iques analytiques et de la valeur actue l le de 

la compacité. Des mil ieux à granulométrie dispersée selon la théorie des mé

langes de Feret peuvent avoi r une compacité t rès élevée - vois ine de 1. (Le 

bouchage des in te rs t i ces est assuré par les grains de pet i te dimension). 

Ce qui importe donc de connaître, est ce qui d i f f é ren t i e 2 états géomé

tr iques possédant les mêmes caractér ist iques analytiques et les mêmes caracté

r is t iques canoniques. Evidemment, les pièges l i és à des morphologies spéciales 

de grains sont nombreux (enclavement, ségrégation, e tc . ) , 

néanmoins pour des grains à contour globalement convexes et pour das granulomé-

t r i e s régu l iè res , i l est possible de mettre en évidence certains aspects s i g n i 

f i c a t i f s de la structure d'un assemblage. 

Dans les mil ieux na tu re ls , la détermination de la forme générale d'un grain 

et de sa pos i t i on , est hors d 'a t t e in te des techniques actuel les d 'observat ion, 

c 'es t dire combien est vaine l ' i dée de l ' e x p l o i t a t i o n des données analytiques 

pour le calcul théorique des paramètres de contact. Inversement, la connaissance 

des paramètres posit ionnels associés permet de cerner plus ou moins prëcisemment 

le contour du grain moyen et son o r ien ta t ion spacia le. En e f f e t , pour un grain 

( i ) convexe, {b* , n.. } ( ¿ v a r i a n t ) d é f i n i t d'une part le polyèdre de sustenta

t i on 3 ( i ) i n s c r i t dans le contour du g ra in , d'autre part le polyèdre de s ta

b i l i t é cinématique 3 ( i ) c i r consc r i t à 3 ( i ) . C'est donc par l 'analyse de ce 

problème que seront fournies les 2 premières caractér ist iques s ta t i s t iques 

associées. 

En dehors de toutes considérations dynamiques, la s t a b i l i t é intr insèque 

d'un grain est d'autant plus grande que ses polyèdres 3 ( i ) et 3 ( i ) seront 

rapprochés l ' un de l ' a u t r e . On conçoit in tu i t ivement et ce f a i t est confirmé 
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par l'expérience, qu'au cours d'une consolidation isotrope, un grain aura ten

dance à se placer dans une situation qui améliore sa stabilité propre. 

- d'une part, en augmentant le nombre de ses contacts 

- d'autre part, à s'orienter de manière à favoriser par ses contacts la 

concordance des polyèdres intérieurs et extérieurs. 

ô(L)q 

. ) confour réel 

tion des polygones ¿Hi)Qet ô(.i)q 

( 2£|i4>< i < v°i<£k ) 
voUT) uoZ(i) 

2.23 - LES CARACTERISTIQUES D'ETAT DYNAMIQUE 

Les caractéristiques d'état dynamique définissant statistiquement la con

figuration dynamique du milieu, sont obtenues à partir des paramètres de char

gements actuels et incrémentaux (Q) , (Q) , (Q) , (Q) . 

2.231 - LES CARACTERISTIQUES CANONIQUES 

a " !=ë§_ÇËr§ÇÎlrlstigues_actueT_les 

Etablies à partir de (Q) = {g',M'} elles associent à un élément volumique 

V(x ), deux distributions dont l'une est relative à la force volumique et l'autre 

au couple volumique • 



Dans nos hypothèses, les efforts (Q) sont donnés et sont essentiellement 

le résultat de l'action d'un champ extérieur sur le volume ou la masse des 

grains. Cette simplification a pour conséquence : 

. Les forces g' sont toutes dirigées dans le même sens et son proportion

nelles au volume des grains (i). 

g' = vol{\) k 

où k (x ) est un champ de vecteur en général constant 

grad(k ) = 

Ainsi les forces g?" suivent une loi de distribution fonction de la densité 

volumique p 

I g ?" = l vol(i) k^ = p 
(i)esw (i) 

k"* Su 

. Les couples donnés ß' sont nuls. 

La quantité p (x"*") k"*" représente la moyenne des forces canoniques par 

unité de volume. 

CT ôx Sx 
L'équilibre "macroscopique" de 

l'élément volumique ou est 

assujetti à la condition de con

servation de la quantité de mou

vement : 

divp.Ö*) + p k̂  = . 

fs kôw 

où 2 est la matrice symétrique représentative du tenseur des contraintes 

dans le milieu, exprimée dans la base de référence 0 . 

Le vecteur contrainte CT agissant sur une face plane ne constitue qu'une 

valeur moyenne des efforts exercés par les grains sur cette paroi. C'est en 

quelque sorte la partie observable de l'état dynamique du milieu. Pour tenir 

compte des efforts d'auto-serrage, formant un système nul, il est nécessaire 
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d'introduire les autres caractéristiques statistiques quesontles caractéris

tiques associées, dérivées de (Q) . 

2.232 - LES CARACTERISTIQUES ASSOCIEES 

Le paragraphe 2 122 avait pour objet, de préciser les composantes essen

tielles de la mécanique d'un système de corps rigides en contact, c'est-à-dire 

les conditions requises sur (Q) pour que l'équilibre statique soit obtenu. 

En fait, ces conditions s'avèrent incomplètes car la compatibilité des efforts 

vis à vis du critère de liaison n'a pas été vérifiée. On définira donc un sous-

ensemble de l'espace des chargements statiquement admissibles pour lequel la 

stabilité de chaque contact est assurée. Ce sous-espace qualifié "d'espace de 

configuration des paramètres d'efforts internes statiquement admissibles, 

licites" répond par conséquent aux critères suivants : 

(Q) S.A.L. : [ (Q) S.A 

l et L(Q) < 0 

(où L est la fonct ion du c r i t è r e de l i a i son in te rg ranu la i re ) . La convexité 

du domaine déf in issant les capacités de résistance de chaque contact in tergra

nula i re (L convexe) implique dans l'espace des chargements associés (Q) , 

l 'ex is tence d'un domaine convexe l im i tan t les po ten t ia l i t és de résistance 

d'un système en géométrie ac tue l le (Salençon 1972). 

Le but recherché est par conséquent la détermination du domaine des char

gements potent ie l lement, supportables intér ieurement. En e f f e t , le degré d'hy-

p e r s t a t i c i t é in tér ieure du système granulaire (S), n 'étant pas nul en général, 

i l y a donc une indétermination sur la valeur des paramètres (Q) . On d i t que 

le noyau du convexe est const i tué par l'ensemble des e f fo r t s intergranulai res 

auto-équi l ibres , pour le processus étudié. I l s ' a g i t là d 'e f fo r ts internes 

d'auto-serrage dont l 'ex is tence conditionnera nécessairement le comportement 
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mécanique du système (pas d 'un ic i t é de la s o l u t i o n , en équ i l ib re l imi te du f a i t 

de la nature de la loi d'écoulement du contact i n t e r g r a n u l a i r e ) . Cet auto-serrage 

(formant un système nul intér ieurement) const i tue par conséquent une c a r a c t é r i s 

t ique d ' é t a t au même t i t r e que la configuration géométrique du système. 

a - Equilibres l imites dans une p a r t i e 7(x ) d'un système 

En l 'absence de forces volumiques moyennes p k , de s o l l i c i t a t i o n s exté

r ieures ( tenseur des contra intes macroscopiques), i l ne peut ex i s t e r d ' au to -

serrage dans un milieu const i tué de grains convexes, car la relaxat ion des con

t r a i n t e s sur le contour 3i/(x">) entra îne la re laxat ion des ef for ts i n t e rg ra 

nulaires pour une zone voisine du contour, e t , de proche en proche, jusqu'aux 

zones in t é r i eu res de 7(x ) . Inversement, pour des s o l l i c i t a t i o n s extér ieures 

mêmes f a i b l e s , i l exis te des ef for t s in te rg ranu la i res non nuls qu i , de proche 

en proche, peuvent équ i l i b re r un auto-serrage important à l ' i n t é r i e u r du milieu 

(cf. essais oedométriques § 3 2 ) . Par con t re , pour des grains anguleux» un 

auto-serrage consécutif à l 'enclavement forcé des p a r t i c u l e s , es t possible en 

l 'absence de s o l l i c i t a t i o n s ex t é r i eu r e s . Dans cet ordre d ' i d é e , on peut d i s t i n 

guer pour une même valeur du tenseur des contra intes macroscopiques 2 , un 

é t a t à configuration dynamique relâchée qui correspond â un minimum des e f for t s 

i n t e r g r a n u l a i r e s , d'un é t a t à configuration dynamique serrée qui correspond 

à une valeur importante des ef for ts i n t e r g r a n u l a i r e s . Il s ' a g i t en quelque sor te 

de l ' équ iva len t dynamique d'une dens i té (cf. § b ) . 

La d i ss ipa t ion p las t ique par frottement i n t e rg ranu la i r e compte tenu du mo

dèle adopté pour le comportement des contacts ( r ig ide - p las t ique) correspond 

s t r ic tement à la puissance des e f fo r t s i n t é r i e u r s . 

- Pin, = 1 tr(F -U + T .Í2 ) 

Pour un modèle de Coulomb ident ique pour chaque contact (cf. § 1 123). 

1 -± 2 1 n 2 

- P.nt = £ sin cpr A.. \fv> | + Y sin <pr A'.. (7¡j ij ) 

où les coefficients Á¡ et \) (pour ( i ) , (j) e Sw) sont des scalaires 
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p o s i t i f s ou nuls selon que le glissement ou le pivotement avec frottement est 

e f f e c t i f ou non. En r é a l i t é le nombre de coef f ic ients inconnus est i n fé r i eu r 
2 

à In , à cause des conditions d ' équ i l i b re . 

I l est normal de négl iger 7^ dans le cas de grains arrondis. Dans le 

cas de grains anguleux au con t ra i re , i l est normal d'en ten i r compte : l ' e x i s 

tence de couples de contact non nuls augmente les l ia isons internes du mi l ieu 

et accroî t de ce f a i t sa résistance aux s o l l i c i t a t i o n s (angle de frottement 

macroscopique de Coulomb plus important) . 

¡àS 

&v 

hli(x) 

/ (M) 0) . 
/ ^ _ CL) ; 

f. / 
/ 

y 

| pa ro i 
L f i chve 

La puissance des e f fo r t s extér ieurs dans un élément volumique du système 

s'exprime, en fonct ion de la v i tesse moyenne 

->- -M 
V 

moy 
p = g i . v 1 = p ô w k . v 

ext ! s m 

En ce qui concerne la puissance des e f f o r t s in té r ieurs 

- 3„, = f- - c ; + ff-• (vr-v:oy /-^ * x ; ^ )).«r 
Sachant que les forces de contact s ' équ i l i b ren t deux à deux sauf sur la 

f ron t iè re dv{)C) de l 'élément volumique 

f = l f¡J = f í v .5s 
3v(x ) 
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où f^ représente une d i s t r i b u t i o n surfacique d 'e f f o r t s f i c t i f s sur le con

tour 97(x ) de l 'élément volumique. 

La formulation duale de la d i ss ipa t i on , obtenue en considérant que le g l i s 

sement avec frottement se f a i t sans di latance ni déviance (vi tesses cinématique-

ment admissibles, l i c i t e s ) 

Remarque: 

Si l 'on impose une condit ion supplémentaire de non-roulement (contacts 

plans Wjj A nn = . (c f . § 2 122) 

- ^ -¥' i vr- <\2 

Nécessairement v - v."* doi t ê t re orthogonal à n.. pour que x'1 s ° i t 

d i f f é r e n t de 0 . Ce cas o r ig ina l i n d u i t une r i g i d i t é complète du système s i 

aucun des polyèdres a ( i ) n'est ouvert . Sur le plan expérimental, on constate 

en e f f e t , pour des mi l ieux dans lesquels la ro ta t ion est empêchée (par exemple : 

empilements de briques), des mécanismes de rupture par "blocs" r i g ides . 

Du point de vue théor ique, la recherche d'un c r i t è re de s t a b i l i t é pour un 

système granulaire pour ra i t être envisagée selon 2 approches (cinématique et 

s ta t ique) . En pra t ique, i l n'est nul besoin de passer par l 'expression des 

puissances, car les condit ions stat iques l i c i t e s fournissent impl ic i tement les 

f ront ières au domaine convexe des chargements potent iel lement supportables et 

les conditions cinématiques l i c i t e s fournissent impl ic i tement les f ron t iè res 

du domaine des chargements v i r tuel lement insupportables. 

La recherche du c r i t è r e de s t a b i l i t é (par l ' i n t é r i e u r ) pourra être abordé 

du point de vue incrémental a f in de ten i r compte de l ' é t a t actuel des charge

ments in tér ieurs auto-équi l ib res. 



•ßLa 

M 3 - CT3 

(a) Plan. (6) Elevation on XX; <T[:<J'Z = t ana tan(çi,1 + /?). 

Stress-dilatancy relation for static equilibrium 

' selon Rowe) 

Problème classigue_: (conf igurat ion géométrique actuel le donnée). 

(q) , (q) donnés , -> (Q) et (Q) l imi tes 

(pas d 'un ic i té de la so lu t ion pour un matériau non standard). 

Problème |0Ç!TÉm§DÏÊl_: (conf igurat ions géométriques et dynamiques actuel les) 

(q) > (q) . (Q) > (Q) donnés - (Q) et (Q) l imi tes 

Pour rendre compte de l ' é t a t dynamique interne qui joue un rô le sensible 

dans le comportement macroscopique du m i l i e u , nous introduisons les caracté

r is t iques associées dont l a dé f i n i t i on s ta t i s t i que est obtenue à p a r t i r des 
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paramètres associés (Q) et (Q) . I l s ' a g i t donc de 2 d i s t r i b u t i o n s , dont 

l 'une est re la t i ve aux forces in tergranula i res f¡¡ , l ' au t re aux couples de 

contact 7¡Í . Les démarches conduisant à la caractér isat ion de ces 2 d i s t r i 

butions sont analogues ; c 'es t pourquoi la seconde ne sera qu'une extension de 

la première, plus part icul ièrement développée dans ce paragraphe. 

b-1 - Remarques P.r§llrçnnaires: 

1. Dualité des conf igurat ions géométriques et dynamiques actuel les ( rappel ) . 

l ! r§_D2î l2 ÏL : conf igurat ion géométrique 

On rappelle que l ' é t a t géométrique actuel est caractér isé par des tenseurs 

canoniques et associés (densité volumique,orientat ion des g ra ins , d ispos i t ion et 

or ienta t ion des contac ts . . . ) 

Densités volumiques 

éfaf "dense" éfaf ' " l a c h e " 

?lmE_D2ÍÍ2Q_: conf igurat ion dynamique associée 

Pour une même conf igurat ion géométrique et pour la même conf igurat ion 

dynamique ex té r ieure , la d i s t r i b u t i o n des forces in tergranula i res n'est pas 

unique. 

éfaf "relâché" 
Forces de contact possibles 

ë\a\ "serré" pour une même configuration 
géométrique 
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2. Energie élast ique d'un grain s o l l i c i t é par des forces de contact 

On rappel le tout d'abord que la déformation volumique d'un corps élast ique 

soumis à des forces local isées est donnée par l ' app l i ca t i on du théorème de réc i 

proc i té de Maxwell et Be t t i 

— = v f ' i .x .(M.. ) 

(où v est une constante é las t ique) . 

L'énergie interne d 'or ig ine élast ique d'un grain soumis à l ' a c t i on de forces 

de contact s'exprime comme une forme quadratique des composantes des forces 

Grain soumis à l ' a c t i o n de 
torces de contac t 

Cette énergie dépend : 

- des constantes élastiques du matériau c o n s t i t u t i f du grain (comportement 

volumique de type é las t ique) . 

- de la géométrie du grain 

- du nombre, de l ' i n t e n s i t é et de la d i rec t ion des forces de contact 

- de la posi t ion du point d 'appl icat ion des forces. 

I l y a donc une inter-dépendance entre les caractér ist iques géométriques 

associées (issues de (q)) et les caractér ist iques dynamiques associées (issues 

de (Q)) . 

On admettra, en 1ère approximation, pour un grain globalement convexe et 

dont les forces de contact ont une d i rec t ion peu éloignée de la normale, que la 



part énergétique relative à une direction arbitraire T est donnée par : 

1 T 2 
ener + (i) = - T v . u c £ ( i ) I (f¡¡ ) 

2 Q ( j ) 

(v est une constante élast ique identique pour chaque grain) 

f¡j représente la project ion scalaire de la force f ; i sur le vecteur 

un i ta i re r 

Les équations d 'équ i l ib re impliquent 

L f ' i + gi] = 0 

( j ) 

b.2 - Tenseurs dynamiques 

Pour un ensemble de grains (i) contenus dans un élément volumique 7(x ) 

(avec, \v(x*)\ = <5w) , la part relative à la direction ^ est donnée de la 

même façon par : 

7 2 
enerr-+{Sw) = i v S ucZ(i) S (fi¡ 

¿ (i)eôw (j) 

On est par conséquent amené à dé f i n i r un tenseur symétrique, q u a l i f i é de 

tenseur dynamique des e f fo r t s in te rnes , te l que : 

ener ->-(owj = r . Ef . r . 6w 

avec, E. 5w = £ s uo l ( i ) S f ¡F ' . f.? 
2 ( i ) (J) 

où fi¡ ' . f¡ i est la représentation ma t r i c i e l l e du tenseur monôme constru i t 

à p a r t i r de f " dans la base de référence 0 . La trace de Ef Sw d é f i n i t 

l 'énergie élastique to ta le contenue dans le volume ôw . 

tr{Ef) 6w = £ Z vol{\) Z {f? \Z 

W (J) 
La force in tergranula i re quadradique moyenne, ou force in tergranu la i re 

ef f icace pourra être déduite de cette re la t i on en supposant que vol(i)Q= vol{\) 
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tv (E f ) <5w = O- £ vol ( i ) I fmoy I 
¿ ( i ) 

s o i t 

fa»(Ef) = ? v ps ¡fmoy | . 

On peut d ist inguer dans l 'énerg ie to ta le t r ( E f ) , la part qui revient 

aux e f fo r t s in tergranula i res de la conf igurat ion dynamique relâchée (c 'es t -à -

d i re équ i l ib ran t str ictement les e f fo r t s extér ieurs) de la part qui rev ient 

aux e f fo r t s in tergranula i res auto-ëqui l ibres . 

Ef représente le tenseur dynamique des e f fo r t s in tergranula i res corres

pondant à l ' é q u i l i b r e s t r i c t des e f f o r t s extér ieurs 

E f-E f représente le tenseur dynamique dûs aux e f fo r t s internes auto-

t éq ui 1 i b rés . 

La part Ëf correspond par conséquent à l 'énergie élast ique due au ten

seur des contraintes macroscopiques, ac tue l , £ . 

Êf6w = \ P S'.A.S Su 

où A est une matrice symétrique. 

La quantité d'énergie d'origine extérieure est égale à la trace de Ëf. 

La force moyenne intergranulaire fmoy (à ne pas confondre avec la force 

quadratique moyenne), qui correspond à un état dynamique relâché, a fait l'ob

jet, par certains chercheurs, d'une évaluation théorique basée sur la consi

dération des contraintes extérieures et de la probabilité d'orientation d'un 

contact. On peut citer à cet égard, les travaux de Oda (1972) basés sur les 

études géométriques de Horne. 
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La force moyenne proposée est donnée par 

/ = pp(n"") ap np (sans sommation sur 3) 
moy 

ou / „ß np est la 3ème composante du vecteur normal au contact 

ap est la contrainte principale selon la direction 3 

pp(n~*") représente une fonction de répartition stat ist ique d'orientation 
n 

de contact. 

Malheureusement cette évaluation ne fournit qu'une valeur fictive de la 

force intergranulaire de contact rée l le , car elle ne prend pas en compte les 

efforts auto-équilibrés qui peuvent être relativement importants pour des 

grains à fort coefficient de friction. Dans cet ordre d'idée, rappelons que 

la théorie de la dilatance établie par Rowe, part de l'hypothèse que les forces 

intergranulaires sont des fonctions biunivoques des contraintes et de l 'orien

tation des contacts. Il se trouve que les essais pratiqués sur des sphères mé

talliques lisses pouvaient permettre effectivement de s'affranchir de la prise 

en compte d'une force intergranulaire d'auto-serrage, puisque que, d'une part 

le coefficient de friction entre sphères é ta i t de 0,2 et que d'autre part les 

essais étaient effectués à partir d'un état in i t ia l libre de contraintes. 

Or, même pour des sphères métalliques lisses (donc donnant une faible per

missivité pour la force intergranulaire d'auto-serrage), Dantu a montré, par 

des essais cycliques que le comportement d'un assemblage n ' é ta i t pas bi uni -

voque ; c'est donc qu'il existe des contraintes rémanentes, non seulement 

entre le milieu et les parois mais également à l ' in tér ieur même du milieu. 

Ce fait expérimental est confirmé par l'analyse théorique du critère de 

s tabi l i té d'un assemblage, que nous avons abordé au début de ce paragraphe. 

La part restante Ef-Ef pour laquelle l 'équilibre de chaque contact est 

assuré, constitue une "réserve" énergétique susceptible d 'être restitué sous 

certaines conditions. (Il s 'agit d'une é las t ic i té conditionnelle). 

Dans un processus de consolidation isotrope, il est possible de ne retenir 
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que la trace de E f-E f , qui est la quant i té d'énergie d'auto-serrage, stockée 

intérieurement. 

tr(Ef-Êf) = | v P (|f2y |2 - | C |2) >0 

En définitive, les caractéristiques statistiques dynamiques associées, 

peuvent en première analyse, être représentées par un tenseur dont les termes 

sont constitués par les parts énergétiques, selon les directions principales, 

du serrage dû aux forces intergranulaires. Les contraintes actuelles forment une 

partie de l'état dynamique ; l'auto-serrage (due à l'histoire du trajet de 

chargement) en forme l'autre partie. 

ÇQyOlë-de.Çontaçt 

Par extension des notions établies ci-dessus, il est possible d'introduire, 

de la même manière, un tenseur dynamique Ey , traduisant l'état statistique 

actuel des couples de contact. 

Chaînons Je transmission des contraintes dans le modèle à 2 dimensions. 

Les 3 premières photographies correspondent à <7 croissant et les 3 dernières à n décroissant. 

U e l o n ÜANTU; 
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2.24 - CONCLUSION SUR L'ETAT ACTUEL D'UN MILIEU GRANULAIRE 

Ç2Df29!d!2Ë£l2ÏL9§2!D§Î:!-l9yÊ_ËÇ£y§ll£ 

- canonique : densité volumique p 

anisotropic d'orientation P 

- associée (interdépendante de la répartition des forces et couples de contact ; 

liée aux tenseurs dynamiques). 

Ç2Dfl9yr§£l2Q_2^!3§IBi9y§_§Çîy§ll§ 

- canonique : tenseur des contraintes S et force volumique ps k 

- associée : tenseurs dynamiques Ef ,EY 

(Ç2Df]9y!T§£ion_mçtionnelle 

canonique vitesse moyenne vmoy 

tenseur des taux de déformation e 

tenseurs cinétiques Etf,EJ 

La loi d'état d'un milieu granulaire est par conséquent une fonction des 

paramètres tensoriels rappelés ci-dessus, soit : P P 



225 

CHAPITRE 3 

COMPTE-RENDU ET INTERPRETATION DES ESSAIS 
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Deux catégories d'essais ont été effectués dans le but de mettre en év i 

dence quelques aspects microscopiques et macroscopiques du comportement d'un 

sol pu lvéru lent . 

Une première sér ie d'essai porte sur un mi l ieu granulaire a r t i f i c i e l , 

bidimensionnel. Les "gra ins" ont été choisis de d i f fé rentes formes, de manière à 

caractér iser non seulement leurs t ranslat ions mais également leurs rotat ions 

propres. Dans les dernières années, de nombreux essais ont été pratiqués sur 

des grains sphériques (sphères métall iques - Dantu , Rowe, B ia rez , . . . ) ou 

des rouleaux cyl indr iques de révolut ion pour l 'é tude bidimensionnelle. (rou

leaux de Schneebelli - Dantu, Oda, Konishi , Cundal1 , . . . ) . Ceux-ci 

ont la p o s s i b i l i t é de montrer la t rans la t ion des grains et même une forme 

d 'anisotropie due à la r é p a r t i t i o n des contacts sur le pourtour sphérique ou 

cy l indr ique de chaque g ra in . I l nous a semblé u t i l e d 'a jouter à la qua l i t é de 

ces mi l ieux granulaires a r t i f i c i e l s une propr iété supplémentaire du f a i t de 

l 'al longement des gra ins. 

Une deuxième sér ie d'essai porte sur l 'é tude macroscopique d'un sable sec. 

Ces essais se l im i ten t à des essais oedométriques cycl iques. I l s ont plus spé

cialement pour but de montrer l ' e f f e t de 1'am'sotropie i n i t i a l e (remplissage) 

et d 'autre part l ' évo lu t i on de 1'écrouissage pour un t r a j e t de charge cyc l ique, 

f i x é . La teneur et l ' i n t e r p r é t a t i o n de ces essais sont déjà bien connues, mais 

e l les const i tuent tout naturel lement, le prolongement macroscopique de l 'étude 

microscopique des phénomènes in te rg ranu la i res . 



3.1 - CINEMATIQUE D'UN MILIEU GRANULAIRE PLAN SOUS DIFFERENTS CAS DE CHARGEMENT 

Les essais présentés ici ne concernent que les phénomènes cinématiques, 

sous des déplacements d'ensemble imposés, constatés dans un milieu granulaire 

plan. Tous les phénomènes d'instabilité macroscopiques nécessitent une tech

nique d'observation bien spécifique faisant intervenir une mesure de temps. 

Dans ces essais au contraire, ne sont envisagés que les écoulements "figés" 

c'est-à-dire cinématiquement stabilisés du point de vue macroscopique et ciné-

matiquement "stabilisables" sur le plan microscopique. Ces essais sont, par con

séquent une étude de la déformation globale et de ses implications au niveau 

du mouvement des grains. 

Compte tenu des faibles valeurs des chargements utilisés dans ces tests, 

la déformation globale des grains est négligeable, bien que la déformation 

locale au contact puisse prendre une certaine valeur ; ainsi les grains peu

vent-ils être considérés sans inconvénient comme rigides. Les liaisons inter

granulaires, compte tenu de l'échelle d'observation visuelle et temporelle, 

ont un comportement du type rigide-parfaitement plastique. 

3.11 - MATERIEL D'ESSAI 

Les 3 éléments essentiels du matériel d'essai sont constitués par 

3.111 - LES GRAINS 

Au nombre de plusieurs centaines, ils sont obtenus par tronçonnage de 

tubes de différents diamètres, à section ovalisëe. La nature du matériau 
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(P.V.C. du r ) , assure une bonne r i g i d i t é , tout en f a c i l i t a n t la f ab r i ca t i on . 

secfion ovale 

3.112 - LE SUPPORT 

Le support sur lequel sont posés les grains est un plateau de 2,00 m 

sur 1,30 m dont le revêtement poli n'offre qu'une faible résistance de frot

tement aux grains. Il est équipé de piètements mobiles permettant une incli

naison variable, afin de modifier selon les cas l'effet de la pesanteur sur 

les grains, et d'un cadre constitué d'éléments amovibles assemblés par visserie 

permettant, par le grand nombre de degrés de liberté possibles, un large choix 

de types de chargement. Les dimensions du plateau ont été choisies de manière 

à éviter les effets de bord. Les résultats d'essais montrent d'ailleurs que 

compte tenu de la taille des grains, ce dernier est surdimensionné. 

3.113 - UN APPAREIL PHOTOGRAPHIQUE 

L'appareil photographique joue le rôle d'apparei l enregistreur des mesures 

fa i tes par comparaison entre 2 incréments de déplacements. 



/ / 

plateau 

s ' / / ^ a p p a r e i l photographique e\ son suonnrf 

Schéma du d i s p o s i t i f d ' essa i s 

piéïemenf 
mobile 

inclinaison variable 

mesure pi a i eau 

2000 m m 

3.12 - PRESENTATION DES ESSAIS 

3.121 - PRINCIPE DE VISUALISATION 

Schéma de l 'équ ipement du 
p la teau dans i e cas d'une 
s imu la t i on de chargement d'un 
so l par une fondat ion 
s u p e r f i c i e l l e 

c a d r e r ig ide 

E 
£ 
o 
o 
00 

A chaque degré de déplacement d'un élément du cadre (par exemple , enfon

cement d'un plateau), un enregistrement photographique de la configuration 

statique du milieu granulaire est effectué . Les essais étant purement ciné-

matiques, l'échelle d'incrément de déplacement d'un élément du cadre a été 
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arbitrairement choisie comparable à la plus petite dimension d'un grain soit 

5 mm . 

La comparaison par surimpression de 2 vues successives tirées sur film 

transparent, fait apparaître non seulement, les champs de déplacements relatifs 

du milieu à tous les stades du trajet cinématique, mais encore ce procédé 

classique permet de déterminer avec précision le déplacement et la rotation 

propre de chaque grain par rapport à un repère fixe ou à un repère mobile 

attachée à une partie du milieu. 

En principe, pour chaque essai, un minimum de 8 photographies à différents 

stades de déplacement est requis pour montrer l'évolution des parties mobili

sées du milieu. On peut remarquer à ce sujet, l'importance des déplacements 

constatés avant rupture par poinçonnement d'une semelle superficielle par 

exemple. 

Ce procédé est susceptible d'être amélioré utilement par la visualisation 

simultanée des contraintes exercées sur chaque grain. Il suffirait dans ce cas 

de remplacer le matériau des grains pour un matériau piézo-photopolarisant. 

3.122 - CATALOGUE DES ESSAIS 

Les essais concevables grâce à l'équipement peuvent être de 2 natures. 

- une simulation d'un comportement cinématique d'un ouvrage réel contact 

avec un sol (fondation superficielle, mur de soutènement, ancrage) 

- une simulation d'essais de laboratoire, tels que essai oedométrique, 

boite de cisaillement, etc.). Le catalogue des réalisations d'essais est repré

senté par le tableau ci-après : 
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a - Essais à chargement_yertical (avec pesanteur) 

(a_1) 

(a-2) 

(a_ 3) 

(a_4) 

(a .5) 

semelle superficielle étroite 

(avec ou sans pesanteur) 

semelle superficielle large. 

semelle décentrée 

ancrage vertical 

semelle de soulèvement 

3 " I§s§l§_Lçhargement_horizontal (avec pesanteur) 

(b.1) 

(b_2) 

(b.3) 

(b_4) 

3 

1 

butée verticale sans rotation 

poussée verticale sans rotation 

butée verticale avec rotation 

poussée verticale avec rotation 
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c - Essais divers (sans pesanteur) 

( c - 1 ) 

1 
tassement oedométrique 

( c _ 2 ) 
p—k—L 

I v »•.-:" 

JL. í I i m 

1 
cisai l lement 

(c-3) 

i ; i ; i 

(-C.4) 
distorsion 

Dans ce qui suit plusieurs illustrations seront complétées par un dia

gramme des champs de vitesses de translation et de rotation, et du champ des 

orientations des grains après chargement. On rappelle que pour un grain tridi

mensionnel, le distributeur des vitesses canoniques se réduit à 3 composantes 

grain (i): yî>^ / 

y. 

CO- = 0 

0 



234 

Compte rendu_et_intergrétation_des_essais 

Diagramme 

n° 

a 

b 

cl 

c.2 

c.3 

c.4 

c.5 

c.6 

c.7 

d 

e 

f.l 

f.2 

! 

f.3 

Nature de 1'essai 

Principe d'enfoncement 
d'une semelle 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle étroite 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle large 

Simulation d'enfoncement 
d'une semelle 

Simulation d'arrachement 
d'un ancrage 

i 

1 

Objet 

Présentation du dispositif 

i 

Visualisation du mouvement 
des grains ; 

i 

Mouvement de grains dans j 
un repère fixe ; 

Mouvement de grains dans un ; 
repère lié à la semelle 

Visualisation d'une ligne 
d'iso-déplacement 

Diagramme du champ des ; 
vitesses de translation 

Diagramme du champ des 
vitesses de rotation 

Visualisation des orientations; 
des grains après de grandes 
déformations 

Diagramme du choix des 
orientations après de grandes 
déformations 

Visualisation du mouvement 
des grains 

Mouvement des grains dans 
un repère fixe. 

Simulation du recul d'un mur de ¡Mouvement des grains dans 
soutènement - Mobilisation de la butée!un repère fixe 

Simulation du recul d'un mur de '¡Visualisation d'une ligne 
soutènement - Mobilisation de la butée d'iso-déplacement 

Simulation du recul d'un mur de {Visualisation d'une ligne 
soutènement - Mobilisation de la butéeld'iso-déplacement 

* 



f.4 

f.5 

f.6 

g 

Simulation du recul d'un mur de 
soutènement - Mobilisation de la butée 

Simulation du recul d'un mur de 
soutènement - Mobilisation de la butée 

Simulation du recul d'un mur de 
soutènement - Mobilisation de la butée 

Diagramme du champ des 
vitesses de translation 

Diagramme du choix 
des concentrations 

Visualisation des déplace
ments après de 
grandes déformations 

Simulation de l'avancée d'un mur - ; Visualisation du mouvement] 
Action de la poussée du massif ; des grains j 

i Simulation du recul d'un mur 
avec possibilité de rotation 

; Visualisation du mouvement! 
j des grains | 

¡ i Simulation de l'avancée d'un mur 
avec possibilité de rotation 

| Visualisation du mouvement 
j des grains 

j.l Simulation d'un essai de striction 
à la suite de cisaillement 

Visualisation du mouvement 
des grains 

j.2 Simulation d'un essai de striction 
à la suite de cisaillement 

Visualisation du mouvement i 
des grains ! 

Simulation d'une déformation 
par cisaillement 

Visualisation du mouvement ̂  
des grains \ 



Principe d'enfoncement 
d'une semelle 

Présentation du dispositif 
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3.13 - CONCLUSION 

Les d i f fé ren ts essais présentés i c i ont démontré la s imp l i c i té de v i s u a l i 

sat ion des déplacements des grains dans un massif. I l s ont,montré égale

ment l ' importance de la ro ta t ion propre des grains dans un chargement 

anisotrope. Le gra in s 'o r ien te de manière à o f f r i r un maximum d ' i n e r t i e par 

rapport à l 'axe de la contra inte maximale et inversement, un minimum d ' i n e r t i e 

par rapport à l ' axe de la déformation maximale (d i rec t ion de l 'écoulement). 

direction de la 
contrainte max ima le 

axe d'inertie 
maximale 

rotat ion du 
grain 

sens de l'écoulement 

grain (i) en configuration initiale 

grain(L) orienté dans le sens de 

écoulement 

,. , u • L écoulement 
d i a g r a m m e des contraintes / 

Vv/ / 

+ I D î 
/ - v \ 

y axe d'inertie minimale 

Ce phénomène traduit en quelques sorte une polarisation du milieu. Ainsi, 

la simple observation de l'orientation préférentielle des grains (c'est-à-dire 

la connaissance du tenseur de configuration canonique) suffit en général pour 

estimer la direction approximative de la contrainte maximale ; tant il est vrai 

par exemple, que pour les sols les particules sédimentaires sont disposées de 

préférence horizontalement. 

On notera enfin que si ce procédé est susceptible de fournir, à priori, 

la forme d'un champ de vitesses cinématiquement admissible (par exemple pour 

le calcul à la rupture), il y a lieu de tenir compte d'un "effet d'échelle" 

dans la définition d'un tel champ, et en aucun cas, les mesures quantitatives 

obtenues sur le modèle ne peuvent être interpolées directement sur un massif 

réel (Weber). 
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3.2 - COMPORTEMENT OEDOMETRIQUE D'UN SABLE SOUMIS A DES CHARGEMENTS CYCLIQUES 

Les essais de compressibili té des sables secs ont été effectués sur un 

oedomètre classique. L'évolution des tassements a été mise en évidence sur 

3 types de sables présentant des caractéristiques mécaniques analytiques diffé

rentes (granulomëtrie, hétérogénéité des matériaux constitutifs des grains,..) 

- sable du Havre, sable de Loire, sable de Fontainebleau. Notre propos 

étant avant tout, l'interprétation qualitative des tassements sous charges 

(avec décharges et recharges éventuellement), nous nous sommes intéressés plus 

à l'évolution de la courbe de tassements qu'aux valeurs quantitatives des tas

sements eux mêmes. 

3.21 - MATERIEL D'ESSAI 

L'appareil oedométrique possède les dimensions standard suivantes : 

- Diamètre du piston 7 cm. 

Hauteur maximum de l'échantillon 2.38 cm. 

L'unité de chargement correspond à une contrainte vecticale de 

2 

0.1 da N/cm . La charge maximale provoque une contrainte sur l ' échan t i l l on de 
2 2 

12 da N/cm . La faible valeur de l'incrément de contrainte (0. da N/cm ) 

a permis de suivre au mieux l'évolution des courbes de tassements. 
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3.22 - DESCRIPTION ET COMPTE RENDU DES ESSAIS 

1 

i 
1 Origine 
! du sable 
t 

| Havre 

! 

1 Loire 

t 

\ 

• 

* 

i 

í 

1 

; Fontainebleau 

, 

Echantillons 
n° 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Essai 
n° 

-*• 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

3(*> 

3<s> 

3 ^ 

1 

1 

Trajet de 
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Note : Les unités de chargement sont exprimés en da N/cm 

0.05 da N/cm correspond au poids du p is ton, décharge maximale. 
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Symboles / : charge jusqu'à . . . 

\ : décharge jusqu'à . . . 

( ) x : cycles consécut i fs. 
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3.23 - INTERPRETATION DES ESSAIS 

Des différentes mesures, nous essayerons de dégager les caractéristiques 

communes du comportement mécanique des sables. En effet quelle que soit la 

nature du sable utilisé (Havre, Loire, Fontainebleau), il est clair que les 

évolutions des tassements sous charges présentent des analogies, il n'en 

est pas de même des valeurs quantitatives des tassements. 

3.231 - CHAMPS DE CONTRAINTES ET DE DEFORMATIONS DANS LA CELLULE OEDOMETRIQUE 

L'échantillon de sol étant considéré comme un milieu continu classique, 

dans la base canonique de l'échantillon, le tenseur S , du fait de la symé

trie de révolution, est de la forme : 

1 1 i .n 

S = 

rn 

0 ° 

0 0 

0 0 

t 
0 

o - contrainte ve r t i ca le connue 

^ a contrainte radicale inconnue 

De même pour le tenseur des déformations e 

II 
e 

0 

0 

0 

t 
e 

0 

0 

0 

e 

en est la déformation v e r t i c a l e , déduite de la lecture d'un comparateur, 

donc connue 

e la déformation rad ia le nul le ( imposs ib i l i té de déplacement la té ra le ] 

ou encore, en fa isant i n te rven i r la par t ie sphérique et déviatorique des 

tenseurs : 
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La pression moyenne effective 

^ La contrainte déviatorique 

La dilatation volumique 

. La paramètre de distorsion 

_ 1 , n , 9 t* 
• ps - 3 [o + ¿ o ) 

n t 

: q - a -a 

8w n , 2e n : -— = e + ^s~ = e 

: e (e - e ) 2 n 

Le travail élémentaire des efforts extérieurs par unité de volume 

P t &t &w , , n n ps _ + q £ = , e 

3.232 - COURBES DE 1er CHARGEMENT 

Les essais de 1er chargement sur un même échantillon remanié (cf. échan

tillons 5 et 6) n'ont pas permis de mettre en évidence une courbe effets-défor-
2 

mations unique. En effet, les tassements à 12 da N/cm varient avec une ampli

tude de 50 % ; de plus il n'a pas été possible de trouver un rapport correct 

entre les différents accroissements de tassement ôe /&a pour une contrainte 

donnée. Ces faits confirment, s'il en était besoin, l'influence essentielle 

des paramètres cachés (configuration géométrique et dynamique initiale dans 

le milieu). 

a - Décroissance_des_courbes 

Ce qui toutefois semble sûr est que la décroissance des fonctions 

(e -» o ) est régulière. Sur aucune courbe, nous n'avons remarqué de points 

d'inflexion. La proximité des points de mesure permet d'affirmer ce point avec 

d'autant plus de certitude. 

D " Olf2!Tm§ÍÍ2D§_y2lyml9yE§_i2y§_920ír§lDt§s_élievées 

Sous l'effet combiné des déformations élastiques des grains, des déplace

ments intergranulaires et de l'écrasement des grains, l'indice des vides tend 



asymptotiquement vers 0 . C'est évidemment ce que l'on constate expérimentalement 
2 

sur les courbes au voisinage de 12 da N/cm . Cependant, ce phénomène est proba

blement accéléré par une configuration initiale appropriée. 

c - Déformations_vo2umigues_sous_contraintes_f 

Lorsque a est au voisinage de 0 , c'est-à-dire lorsque l'un passe de 0 
2 

à 0.05 da N/cm , on enregistre un tassement relatif important, ce qui laisse 

supposer que 3e /3a ->• - °° (lorsque o ->• 0) . On constate ce point également 

sur les courbes de décharge et de recharge. 

3.233 - COURBES DE DECHARGE 

Les courbes de décharge ont toutes un aspect semblable, à savoir : 

- un palier quasi-horizontal. (Plus ou moins important selon la nature 

du sable) ac
n/c¿x ~ este 

f 10 % de la contrainte maximale amax , pour un sable du Havre 

50 % de Fontainebleau 

80 % de Loire. 

- Une courbe de raccordement, pour laquelle l'accroissement de déforma

tion - 6en/ôan passe de la valeur 0 à une valeur infinie, lorsque 

a -* u . 

On peut penser que le palier horizontal ne l'est pas tout à fait (impréci

sion des résultats de mesure) et que l'accroissement - 3e /da est progressif. 

Ce qui semble plus remarquable, c'est l'homothétie des courbes de décharge pour 

un même échantillon ; en effet, quelle que soit la valeur de la contrainte ver

ticale CTmax , à partir de laquelle se produit la décharge, les importances 

relatives des paliers horizontaux et des restitutions en déformations sont les 

mêmes. Ces résultats sont consignés sur le schéma ci-après. 
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3.234 - COURBES DE RECHARGE 

Nous avons vu que, pour o voisin de 0 , le taux de dilatation volumique 

(négatif) était très grand et que, par conséquent, pour une décharge totale, 

la hauteur de l'échantillon était indéterminée. C'est d'ailleurs ce que l'on 

constate dans le cas de cycles consécutifs, où un chevauchement des courbes de 

recharge peut se produire lorsque la décharge est complète). 

a - Raçcordement_à_]a_courbe_de_ler_çh^ 

Dans les essais sur les échantillons 1,4,6,7,8, les courbes de 1er charge

ment constituent des courbes asymptotes des courbes de recharge. La tangente au 

1er point d'inflexion est d'autant plus inclinée que la contrainte a^ax est 

faible. 
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courbe de 1 e r chargement 

b " B§Çb§r9Ëîl§OÎ_âB!rl§_d§£!]§!r9Ë_B§!rïl§Il§ 

Lorsque la décharge est t o t a l e , la courbe de recharge re j o i n t asymptoti-

quement la courbe de 1er chargement, si bien q u ' i l n 'est plus possible de se 

trouver dans l ' é t a t de déformation correspondant à la cont inui té à p a r t i r de 

laquel le s 'est effectuée la décharge. Cependant l ' é ca r t des déformations 

semble diminuer lorsque la décharge est p a r t i e l l e , au point que si la recharge 

s 'ef fectue à une contrainte amin située sur le pa l i e r ho r i zon ta l , l ' éca r t 

reste négligeable. Ceci a été mis en évidence sur les essais 6.3 . Le pa l ie r 

horizontal semble donc const i tuer un seuil de r i g i d i t é r e l a t i ve . 

\ courbe de 1 e p chargement' 

\ / 

écart de dé fo rma ho n àdlax 

courbe de 

décharge 

palier de 

n i 9 i a i f e A l l u r e des courbes de recharge 



3.235 - CYCLES DE CHARGE ET DECHARGE 

Les cycles consécutifs conservent les propriétés définies pour les courbes 

de décharge et les courbes de recharge. On observe, ce qui a été signalé aupara

vant, un chevauchement possible des courbes de recharge lorsque la décharge est 

partielle (mais dépasse toutefois le palier horizontal), il y a une augmentation 

de l'écart de déformation 3e"ax au cours des cycles. Cette augmentation ne 

semble pas régulière. Trois cas sont donc possibles : 

an < a n 
< a" 

mm max 

0 « <Cn < 0¡ 

o . 'v n 
min U 

3en > 0 . 
max 

9 ema» 0 . avec possibilité de chevauchement des 

courbes de recharge. 

3.24 - CONCLUSION 

Les essais de chargement cycliques pratiqués, ont permis de préciser 

l'allure des courbes "contraintes-déformations" dans le cas simple du chargement 

oedométrique, sur des sables secs. Une fois de plus, même dans ce cas, il a été 

possible de mettre en évidence l'influence de variables cachées dans l'apparition 

des phénomènes irréversibles, les contraintes et les déformations ne consti

tuent que la partie observable des actions microscopiques entre grains. 

Notons que malgré tout l'utilisation de l'oedomètre dans l'expérimentation 

sur des sables est mal adaptée au matériau, du fait du frottement latéral sur 

les parois et de la création d'une voûte antistable au décharge. On devrait 

tenir compte de ce phénomène, ce qui n'a pas été fait ici. 



sous contrainte maximale sous contrainte minimale 
avant décharge après décharge totale 

(1) lentille décomprimée 
(2) voûte autostable 

indécompressible 

Enfin, les hautes pressions exercées à l'intérieur de la cellule ont pro

voqué, dans le cas du sable de Fontainebleau, le début de création d'agglomé

rats gréseux friables (cf. § Adhérence 1 121 a). 
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CHAPITRE 4 

CONCLUSION GENERALE - BIBLIOGRAPHIE 
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CONCLUSION GENERALE 

Pour expliquer le comportement macroscopique des sols, les recherches ré

centes nécessitent l'introduction de paramètres issus de l'histoire des trajets 

de contraintes ou de déformations, mais dont la signification microscopique 

observable ne peut être donnée. 

L'objet de cette thèse a été de proposer de nouvelles variables tensorielles 

basées sur les paramètres mécaniques fondamentaux d'urv système de corps rigides. 

C'est ainsi que nous avons été amenés à définir entre autres, la configu

ration géométrique canonique d'un milieu granulaire par un tenseur dont les 

invariants caractérisent la densité volumique et l'état d'anisotropie d'orien

tation des grains. 

Mais ce travail constitue surtout une approche de la mécanique des sols 

pour le biais de la mécanique statistique. Cette approche que nous pourrions 

qualifier de "cinétique" est à la fois plus ancienne dans son inspiration puis

qu'elle est fondée sur les développements de la mécanique statistique des gaz, 

et plus porteuse d'espoir dans ses prolongements ultérieurs, car elle permet 

nous semble-t-il d'éclairer les recherches sur le comportement macroscopique 

des milieux granulaires ; tant il est vrai que les progrès de l'une et de l'autre 

sont liés. 

Pour arriver à ce travail de synthèse, nous avons été amenés à préciser 

le comportement mécanique d'un grain vis à vis de ses voisins ; ceci nous a 

conduit en particulier à introduire les notions de polyèdres de contact (ins

crit et circonscrit d'un grain), et à proposer un critère de liaison inter-

granulaire qui intègre les phénomènes d'adhérence et de concassage. 



A l'appui de nos spéculations théoriques, nous avons exploité un procédé 

de visualisation quasi-statique de la cinématique d'un milieu granulaire arti

ficiel. Un tel procédé a permis en effet, de se rendre compte des phénomènes 

d'orientation des grains, dans un milieu soumis à des chargements divers. Dans 

l'avenir, d'utiles améliorations seront possibles par un couplage de visualisa

tion en photoélasticité. 

Ce qui reste à faire pour comprendre le comportement d'un sol est, si on 

veut bien l'admettre, à la hauteur d'une mécanique qui puisse rendre compte 

des phénomènes microscopiques tels que ceux que nous avons étudiés ici 

(orientation des grains, disposition et orientation des contacts, auto-serrage). 

Nous osons espérer que, dans l'avenir, le théorème de Boltzmann sera suscep

tible de lever les nombreuses incertitudes qui pèsent sur les possibilités 

d'état d'un milieu granulaire. 
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