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La moitié de ce que nous écrivons est
nuisible, 1’autre moitié est inutile.

H. BECQUE

INTRODUCTION GENERALE






INTRODUCTION GENERALE

Depuis quelques années, les travaux en mer ont connu un grand
développement, en particulier en relation avec 1’exploitation sur le
fond marin. Ainsi 1la connailssance du comportement des massifs
sous-marins est devenue de plus en plus nécessaire, en particulier
en termes de distribution de contraintes, de pressions
interstitielles, et de déplacements. Il s’agit 1a d’un probléme
assez complexe du falt de la nature du chargement induit par Ila
houle, et de 1la difficulté de bien connaitre 1les propriétés
mécaniques du sol sous-marin, a cause en particulier des difficultés
de prélévement d’échantillon. C'est la raison pour laquelle
1’ Ingénieur doit encore utiliser des hypotheses simplificatrices et
des méthodes assez empiriques, et il est donc nécessaire d’'avancer
davantage dans la connalssance plus fondamentale des problémes posés
par la réponse des massifs sous-marins sous 1’action de la houle.
C’est ainsi que le calcul des contraintes et pressions permettra
d’affiner les études de stabilité, alors qu’'une idée des valeurs de
déplacements engendrés renseignera sur la pérennité des structures

au contact du fond marin, en fonction de leur déformabilité propre.

C’est dans cette perspective que se situe ce travail, qui comprend

trois aspects :

- une étude de la houle (chapitre 1), destinée & connaitre la
valeur de la pression cyclique induite sur 1le fond marin. On
s’ intéresse plus particuliérement & 1’effet de la perméabilité et de

la déformabilité du fond marin sur la propagation de la houle ; on



aborde également 1'effet d'un fond incliné ;

- une étude analytique {(chapitres 2 et 3) des contraintes et
pressions engendrées par un chargement quelconque sur un massif
angulaire, dont un plan est horizontal et 1’autre incliné, destiné a

modéliser une téte de talus sous-marins ;

- 1’étude de la réponse d’un milieu poreux élastique sous 1l’action
d’une houle sinusoidale, basée sur la théorie de BIOT (chapitres 4
a 7) ; cette étude est menée par une modélisation numérique par la
méthode des éléments finis. Elle comprend en particulier 1'étude de
1’influence de différents paramétres mécaniques, hydrauliques et
géométriques sur la répartition des contraintes et des pressions

interstitielles dans le cadre de 1’hypothése élastique linéaire.
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Notre vie, dit une vague, est trop breéve
Mais I’ autre lui répond : Ma soeur
Sa brieveté fait sa douceur.

J. RICHEPIN

CHAPITRE 1

MECANIQUE APPROCHEE DE LA HOULE
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| INTRODUCTION

L’accroissement continu du développement des travaux
maritimes rend de plus en plus indispensable une connaissance plus
approfondie des différents mécanismes régissant la houle, afin de
connaitre en particulier la distribution des vitesses et des
accélérations pour le calcul des forces exercées par la houle sur
une structure.

Les mouvements ondulatoires, engendrés par le vent sur la
surface de la mer, qui se propagent généralement de fagon uniforme
et parallele,constituent la houle. Evidemment, 1les écoulements au
sein des vagues sont de nature trés complexe, mais, pour une
meilleure compréhension, on considére cet état de la mer mieux
organisé que représente la houle, et pour cela, on adopte des
approches simplifiées du phénoméne; mais, pour avoir les
approximations justifiées dans le cadre qu’'on s’ impose, on essayera
d’en dégager d’abord les facteurs essentiels .

Dans le but de calculer les grandeurs nécessaires pour la
conception d’un ouvrage maritime et parmi les différentes théories
existantes, notre choix a été guidé par le principe simple qui dit
que la théorie devra étre aussi compléte que possible pour la
modélisation de la houle, et simple a utiliser dans le domaine de
la technique sous-marine.

Nous allons donc présenter une analyse mécanique approchée
d’un écoulement qui présente un aspect périodique double, dans
1’espace et dans le temps, et qui peut étre considéré comme un
phénoméne naturel assez typlique d’une propagation.

Les phénoménes agissants sont la gravité et la viscosité ;
cependant, par rapport & l’échelle de 1’écoulement, le réle de la
viscosité peut étre considéré comme secondaire. La présence d’une
surface libre, interface déformable isobare, du point de wvue
mécanique, est un aspect caractéristique du probléme.

I1 est certain que de considérer que 1’'écoulement puisse
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dériver d’un potentiel en simplifierait beaucoup 1’étude. Or, étant
donné les dimensions,comme on l'a déja é&voqué, la viscosité ne peut
Jjouer un réle essentiel. On en estimera d’ailleurs 1’importance plus
loin. D'autre part, les tourbillons apparaissent aux frontiéres,
d’ol i1ls sont transportés par convection, et d’ol ils diffusent par
viscosité. On verra plus loin que la convection ne pourrait étre un
vecteur important du tourbillon et le déplacement des particules est
trés faible. La houle étant un phénoméne d’onde, les particules
pourront étre mises en mouvement, en restant pratiquement sur place,
et,comme elles partent du repos, 1l’écoulement restera irrotationel.

On adopte de plus les hypothéses de base suivantes : le
fluide est homogéne, pesant et incompressible ; le probléme est
plan ; 1’origine des coordonnées est prise sur le fond marin ; 1’axe
des Y positifs est ascendant ; 1'amplitude est petite devant
la profondeur .

Les principaux paramétres qui définissent la houle sont :

~ la longueur d’onde (L),quil est la distance qui sépare deux
crétes successives, et qul peut varier de quelques dizalnes a
quelques centaines de métres ;

-la hauteur (H),qui est la dénivellation maximale entre une
créte et un creux successifs.Un autre paramétre important est Ila
cambrure de la houle,définie par le rapport H/L, qui est toujours
de l’ordre de quelques centiémes ; la cambrure de la houle est
limitée théoriquement & 14%,qui est la cambrure maximale avant le
point de déferlement de la houle ;

- la période (T), qui est le temps qui sépare le passage de
deux crétes successives en un point fixe. La période varie de 3 s a
20 s selon les dimensions de la mer ;

Afin de comparer les diverses théories basées sur des
hypothéses différentes, on rappellera dans un premier temps la
théorie linéaire d’Airy .

13



fi- PROPAGATION DE LA HOULE SUR UN FOND HORIZONTAL

l-1- FoOND RIGIDE IMPERMEABLE

~

I1-1-1- EQUATION DU PROBLEME

En ajoutant 1’'hypothése du fond rigide et imperméable aux
hypothéses considérées plus haut, et pour un fluide parfait,
1’équation de continuité s’écrit

div (v) =0 -1

En considérant que le flux est irrotationnel, il existe un

potentiel des vitesses (y) tel que : v=Vy I11-2

On en déduit 1’'équation de Laplace : Vzw =0 11-3
Les conditions aux limites sont (figure I- 1):
a) sur la surface libre, définie par y = n(x,t),a priori inconnue:

- la condition d’ imperméabilité de cette surface s’écrit :

n, 'H/ll n, -!,0, =0 I1I-4
t x X y

- en considérant 1’équation de Bernoulli 1le long d’une

trajectoire et la constance de la pression sur cette surface :

2,2 _ _
w,t+1/2(w,x+w.y)+g.n-o II-5

ou g est 1’accélération de la pesanteur.

b} sur le fond solide et fixe, la vitesse normale est nulle :

n. W=20 i1-6
Dans le cas particulier y=x tg a, cette condition s’écrit :
w: +w; . tg a=0 11—7
y x
Pour un fond herizontal défini par y=0 on a g, =0

y
Nous nous bornerons a 1’étude 1linéaire, donc les termes

d’ordre supérieurs a 1 ne seront pas considérés. Par conséquent, les

conditions aux limites deviennent :

14



a :surface libre

7): ='/}: II_B
t y
w,t+g.n=0 11-9
b: fond solide y=xtg a w,y+w,xtg a=0 II-10

Par dérivation de (II-9), on obtient :
Y., tg m, =0 I1-11
et, en remplagant (II-8) dans II-11 :
l.ll,;t‘*g- !I,) y=0 11—12
Les équations (II-3) et 1les conditions limites (II-10) et

(II-12) forment un ensemble d’équations qui peuvent étre résolues

pour la détermination de ¥ ; on peut déduire 7 de 1’'équation (II-9):

n(x, t)=-—;— ¥ (x,0,1) 11-13

La solution finale sera :

izg gg §;§§ expl i(Ax-wt)] 1I1-14

n=a expl i(Ax-wt)] I1I-15

avec a=H/2 ,demi-amplitude de la vague.

¢=_

La relation de dispersion peut &tre déduite de 1'équation (II-12)
w’=g A th (AR) 11-16

IT1-1-2-DESCRIPTION DU MOUVEMENT

Les composantes de la vitesse sont les suivantes:

v, = ag A ch (ay)

U= expl i(Ax-wt)]
x W ch (AR) 1117
_ _ —iag A sh (Ay) ; _
vV = w,y- > REY), expli(Ax-wt)].
En introduisant 1'équation de dispersion, on obtient :
_ ch (Ay) _ _
U= aw < (R expl 1(Ax-wt)] 1I-18
V =-jiaw sh (Ay) expli(Ax-wt)]

sh (Ah

15



Figure I-1 : Propagation de la houle sur un fond
horizontal, rigide, imperméable.

T ———-==i§EE; Eau au repos

NN N ANNN \YB\\B,\\\\\ NANN

Figure I-2 : Trajectoires elliptiques des
particules pour une profondeur
finie.
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On observe que 1’hodographe de la vitesse pour un point donné

A (X,y) est une ellipse centrée en A avec:

i . ch (Ay)
le grand axe paralléle a X : Ho ~sh (AR)
I1I-18
i ' sh (Ay)
le petit axe paralléle a Y : Ho — i

Les trajectoires des particules sont obtenues par intégration
des expressions des vitesses par rapport au temps :

ch (Ay)

<h (AR expl i(Ax-wt)]

c=f U dt = -ia
I1I-20
= - sh (Ay) o
c—f Vdat =a TR EN)) expli(Ax-wt)]
A ce stade, au premier ordre, les particules décrivent donc
une ellipse homothétique A 1’hodographe,avec un retard de phase de

n/2,et la trajectoire est fermée ; A est le centre de 1’ellipse avec

o . ) ch (Ay)
L’axe horizontal : H —sh (AL
11-21
o ) sh (Ay)
L’axe vertical : H —h OB
Sur la surface libre ( y = n ), pour les deux axes de
1’ellipse, on a :
L = -iH cotg (Ah) 11-22
€ = H
Sur le fond rigide, 1’ellipse est aplatie ; 1la vitesse
tangentielle est maximale et vaut :
_ aw _
Vs — o - 11-23

Le mouvement de la particule est oscillatolire sur le grand

, H _ _
axe BB’ avec la longueur —5 OB (figure I- 2). I11-24

Les trajectoires elliptiques des particules sont présentées
sur la figure I-2.S1 le fond marin se trouve & une profondeur
supérieure a la moitié de la longueur de la houle, dite houle du

large, on peut écrire :
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ch (Ay) _ sh (Ay)
sh (Ah) sh (Ah)

Dans ce cas, les trajectoires des particules sont des cercles

= exp[A(y-h)] . 1I-25

de rayon a exp{A(y-h)] (figure I- 3).

Si la profondeur relative h/L est inférieure 3 0,05,soit a
faible profondeur,on peut réécrire les trajectoires de la maniére
suivante:

L = -ia/Ah expli(Ax-wt)]
€ = ay/h expli(Ax-wt)] .

11-26

On peut facilement conclure que 1le déplacement horizontal
ainsi que la composante horizontale de la vitesse des particules
pour un point donné ne dépendent plus de sa distance verticale par
rapport & la surface libre.

Enfin, pour les profondeurs moyennes, telles que
0,05 < h/L <0,5, comme les expressions (II-19) et (II-21) montrent
1’aplatissement des ellipses des vitesses et des trajectoires des
particules dépendent de l’épaisseur de la couche d’'eau,moins le fond

rigide horizontal est profond ,plus les ellipses sont aplaties.

II-2 - PROPAGATION DE LA HOULE SUR UN FOND POREUX

Le probléme de 1l'amortissement de la houle sur un fond poreux
semi~infini a été abordé par LIU [1973] et REID et KAJIURA [1957],
qui se sont essentiellement intéressés aux écoulements dans le
fluide.On propose ici une approche tenant compte d’'une épaisseure
finie de fond poreux, permettant le calcul du champ de vitesses et de
pression dans le fluide,et dans le milieu poreux,pour un fluide
légerement visqueux.

Cette légeére viscosité engendre une dissipation d’énergie,
d’une part,au sein de la masse liquide et,d’autre part, a proximité
des surfaces limites.La dissipation surfacique est proportionelle a
va/z dans la couche limite formée preés de la surface libre,et a vllz

dans 1la couche visqueuse prés du fond,v étant 1la viscosité
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cinématique. Il est possible de négliger la dissipation au niveau de
la surface llbre,en admettant les contralntes tangentielles nulles a
ce niveau.Dans les approches déja effectuées, PUTNAM [1949], REID et
KAJIURA [1957], HUNT [1959], LIU [1977] ont supposé que, pour les

houles infinitésimales de fréquence (w), le mouvement est
essentiellement irrotationnel , sauf dans la couche visqueuse trés
mince d’épaisseur (2u/co)1/2 a proximité des parois solides. On

considére donc essentiellement la dissipation des couches limites,en
considérant les hypothéses suivantes :

-la surface libre n'est soumise & aucune contrainte
tangentielle,

-le mouvement du fluide est irrotationnel en dehors de la
couche limite pres de 1’interface.

Afin de garantir la continuité de la composante horizontale
de 1la vitesse sur 1’interface, on considére une composante
horizontale de la vitesse rotationnelle U dans la couche limite
visqueuse d’épaisseur (2v/w)1/2.Donc, en utilisant 1la méthode de

1’approximation des couches limites, la solution du probléme posé

sera présentée de la manieére suivante.

11-2-1-ECOULEMENT DANS LE FLUIDE

Il existe un potentiel des vitesses w1 pour la couche du
fluide 0= y =h ,et 1'équation de Laplace est valable :
VY0 11-27
En considérant 1’'équation de Bernoulli le long d’'une trajectoire et
en supposant les vitesses des particules négligeables sur la surface
libre (p = 0 et y = 7), on obtient des conditions aux limites
identiques a celles obtenues précédemment (I-8,I1-10)

wl,; g n =0

¢19:t+ g wlvy= 0

I1-28
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L’équation de la surface libre est donnée par :

n=a expl 1(Nx-wt)]
I1-29
avec =A+1D

A est le nombre d’onde, D le coefficlient d’amortissement, et a est
égale A la moitié de la hauteur d’'onde (H/2).

11-2-2-ECOULEMENT DANS LE MILIEU POREUX

Pour le milieu poreux,on utilise 1'équation du mouvement sous
la forme connue (REID et KAJIURA [19571]):

I1-30

N
-
o
x
n
N
-
«

k et n sont la perméablilité et la porosité du sol, v est la
viscosité cinématique du fluide, u2 et v2 les composantes de
vitesse, et P2 la pression.

[.’équation du continuité impose

v? P,=0 11-31
Les conditions limites sont :
a: pour 1’ interface
y=0
P =P
2 1
11-32
wl,y =nv
b: pour le fond imperméable
y=-d
I1-33
V =
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11-2-3-RESOLUTION

Sachant que la sollicitation dans le milieu poreux est le

résultat d’une sollicitation harmonique,on peut écrire:

Pz(x, Y, t)=P2(x, y) exp(-iwt)
uz(x, Y, t)=u2(x, y) exp(-iwt) I1I-34
vz(x, Y, t)=v2(x, y) exp(-iwt)

En supposant un potentliel des vitesses wz harmonique pour le
milieu poreux , des équations (II-30) on tire :

ny 1 _ II-38
wz,t+ ¥t p P2—O
k
ny 1 _ a
soit ~log+ Y+ - P=0 11-36
. n _ _
soit p(iw X )wz—P2 11-37

Si on considere également la pression hydrostatique, on peut

écrire :

p
P=—"— 1y - pg(y-h)
2 Q "2 11-38

avec L =(iw - LA

Q k
Finalement, a partir de la solution générale des équations
différentielles aux dérivées partielles, on trouve pour wl et wz les

expressions:
w1=f1(y) expl i(Nx-wt)] 11-39
¢2=f2(y) expl i(Nx-wt)] 11-40
£ (p)e—_iga A ch (Ny)-iB sh (Ny) 1I-41
avec AR AT ch [N(h+d)]+iQw sh IN(h+d)]
__ C ch [N(Y+d)] I11-42
et 1,(3)=-082 — 5 TR(E+dIIT ch (NB)+1w0 55 (NB)J
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Les constantes A,B,C sont déterminées a partir des conditions

aux limites.

Aprés remplacement des équations (II-28), (II-32), et (II-33)
dans les (II-39) et (II-40) on trouve les expressions générales des

deux potentiels des vitesses ¢1 et wz.

I11-43
_ _ _iga  ch (Ny)+inwQ sh (Ny) th (Nd) )
'/’1" w ch (Nh)+ian sh (Nh) th (Nd) GXp[i(Nx wt)]
Y= ¥ expl i(Nx-wt) [T-a4
avec

¥ = Q82 — 3 Nay T oh (Nh)<*imed sh (NB) th (NdJJ

En remplagcant (II-41) dans (II-28), on trouve la relation de

dispersion :

S Ng B (NW+inwQ th (Nd) II-46
& ~7+inwQ.th (Nh) fh (Nd)

Les équations (II-43 & II-46) présentent la solution générale
de la propagation de 1la houle sur un fond rigide perméable ou

1’ épaisseur de la couche de sol est finie.

I11-2-4-VERIFICATION

On applique ces résultats plus généraux a différents cas

particuliers.

-Premier cas :on considére une couche de sol infinie :
on a d > o > th (Nd) > 1

donc les expressions de wl et de wz deviennent:

iga _ ch (Ny)+imQ sh (Ny) . .rieny ut)] 11-47

V=" — ch (NB)+imxX) sh (NR)

_ exp(Ny) , _ _
V.= 082 —prNmy+inw sh (nmy SXPLiNx-wt)] 11-48
w2 Ng th (Nh)+inwQ 11-49

1+inwQ th (Nh)
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Ce qui correspond aux résultats déja trouvés (Reid et Kajiura).
-Deuxiéme cas : on considére une couche de sol d’épaisseur

finie infiniment perméable et de porosité unité,ce qui revient a

assimiler le sol & une couche de fluide‘équivalente. Ainsi donc, les

potentiels des vitesses wl et wzsont égaux et ils exprimeront le

mouvement de la houle sur le fond horizontal imperméable situé a la

profondeur h + d :

n->1 et K->o = Q- - —é— et D=0 .

On vérifie bien que

iga chlA(y+d)]

L 11-50
V== @ chIACh+d)]

expl i(Ax-wt)] ,

ce qui est parfaitement en accord avec la théorie d’Airy avec une
profondeur h+d.
- Troisiéme cas : on considére une couche de sol d'épaisseur
finie, de porosité et perméabilité nulles :
K->0 = @0
d’on
Y, =0

ot 0= 1I-51

iga ch (Ay)
w ch (Ah)
Ce qui correspond & la théorie d’'Airy avec une profondeur h.

En introduisant Q = 0 dans 1’équation II-46 on obtient:
W’ = g th (M) ,

qui est 1’équation de dispersion connue.

expli(Ax-wt)] ,

- .-

REMARQUE

A partir des équations (II-43) et (II-44) on peut vérifier que
la composante tangentielle de la vitesse est discontinue sur
1'interface y = 0 .Ce résultat est la conséquence logique de la
méthode d’approximation des couches limites. En effet, comme il a
été déja expliqué, dans la couche trés mince formée prés de
1’interface 1’équation de continuité de la composante horizontale de

la vitesse s'écrit :
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V’1,x +Ul= n l,llz'x . 11-52

La composante tangentielle de la vitesse rotationnelle peut

étre trouvée par 1'équation suivante

U =v U . I1-53
i,t 1,,y

En supposant que U1 s’amortit exponentiellement en
s'éloignant de 1’interfaqe, on peut donner la solution de 1'équation

différentielle :
U1= Uo expl-B(1-i)ylexpl i(Nx-wt)] 11-54

ol B = (w/av)hq,qui est 1’inverse de 1’épaisseur de la couche
limite visqueuse. Uo peut é&tre trouvé en considérant 1’'équation de

la condition & 1’interface (II-3). On aura donc :
II-55

exp [i(Nx-wt)]

_ Nga . expl-B(1-i)y]
U= —p (I-imQ) — w5 im0 sh (NB) th (Nd)

(-3- EFFET DE LA DEFORMABILITE DU FOND SUR LA PROPAGATION DE LA

HOULE

En prenant en compte les principales hypothéses déja citées,
et en considérant le sol imperméable et déformable, MALLARD et
DALRYMPLE [1977] ont combiné les équations de 1’ élasticité linéaire
en déformation plane avec la théorie linéaire du mouvement de la
houle, en tenant compte de 1l’effet de la déformabilité du fond sur
la propagation de la houle. Ils ont proposé, pour le potentiel des

vitesses et la relation de dispersion, les expressions suivantes :
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expli(Ax-wt)]

iga ch (Ay) [ G’-th (Ay) ] 1I-56

=" = ch (AB) | & =th (ABR)
wi=gA G’ th (Ah)-1 11-57
G’ -th (Ah)
2
avec G’=———g—é————
pw (1-v)

o G est le module de cisaillement du sol.

On en déduit la pression dynamique sur le fond :

p=—PE2 [ G'—tg,(hh)] expl i(Ax-wt)] 11-58

En fait ,ils ont présenté une solution analytique non couplée
pour la distribution des contraintes dans un massif élastique
semi-infini, non poreux sous sollicitation harmonique (transversale
et longitudinale). On reviendra sur cet étude dans la partie
bibliographique du deuxiéme chapitre.

La figure I- 5 montre la variation de la pression en fonction
de G et de la profondeur (extrait de MALLARD et DALRYMPLE [19771]).

. PROPAGATION DE LA VAGUE SUR UN FOND INCLINE

-1 PosiTioN DU PROBLEME

Nous nous proposons d’'étudier théoriquement la propagation de
la houle sur un fond incliné, la variation de la hauteur de la vague
en fonction de la varlation de la profondeur d'eau, et la
distribution de la pression au sein du fluide et notamment sur le
fond.

On suppose que le fond incliné, quil est plan, rigide et

imperméable, est raccordé a un fond horizontal a 1’extrémité amont.
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L'axe Ox coincide avec la surface libre (niveau moyen de l'eau au
repos); l'axe Oy est vertical ascendant, et 1'origine a la méme
ordonnée que le point de raccordement du fond incliné avec le fond
horizontal, mais elle est située sur la surface libre (figure I-8).
Les autres hypothéses restent les mémes. Le probléme se raméne au
calcul du potentiel des vitesses vérifiant les équations et les

conditions aux limites déja citées (voir II-1).

M-2) SOLUTIONS ANALYTIQUES PROPOSEES PAR DIFFERENTS AUTEURS

Les solutions analytiques existantes supposent que le fond
horizontal est rejeté entiérement & 1'infini amont. Les systémes d’
axes utilisés dans ces solutions sont soit polaires (r,8), avec
pour origine 1’intersection du fond incliné avec le niveau moyen de
1’eau au repos, soit cartésien avec la méme origine et, comme axe
0Ox, le niveau moyen de 1l’eau au repos (figure I- 7).

La périodicité des ondes est introduite par un facteur
sinusoidal ¥ = ¢ exp(iwt). I11I-1

Dans le systéme polaire, les équations du probléme peuvent

s’ écrire :

1 : équation de continuité:

2 2
dans la masse liquide oy + L oy + 19y =0 [1-2
2 r 3r 2,,.2
ar r-ae
2 : imperméabilité du fond
¢ _ _
sur le fond 35~ =0 ITI-3

3 : conditions sur la surface libre

2
8y rw _
e * g Y =0

I1I-4

K.O FRIEDRICHE [1948], E. ISSACSON [1950] et M.ROSEAU [1952]
ont trouvé des solutions analytiques sans aucune restriction sur «.
J.J.STOCKER [1947] et MICHE [1944 ] ont proposé la solution dans le
cas des angles « =T_ (n : entier).H. LEWY [1946] a abordé le

2n
14 T

probléme pour les angles @ = — et «=p —= {(p,n
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1’ approche de BIESEL.
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entier et tels que p est impair et p >2n) et finalement BEISEL
[1952] a proposé la solution analytique du probléme en considérant
le systéme cartésien qu’'on va maintenant présenter. Dans la suite,
les phénoménes de réflexion et réfraction de la houle sur le fond
incliné ne sont pas considérés. Le déferlement de la houle est

décrit en annexe I-A.

[I-2-1 APPROCHE DE BIESEL

BIESEL [1952] a présenté une approche intéressante du
probléme dans le cas d’'un talus Infini ol le carré de la pente du
fond incliné est négligeable . La théorie est développée au premier
ordre d’'approximation par rapport a4 1’amplitude de la houle (figure
1-8}.

Le potentiel des vitesses est donné par 1'expression

suivante:

a g
w(X, Y., t)= mw ch [An(hn+y)].sin(7tnx—wt)+

A (h +y)

n n

tgla) sh [kn(hn+y)] I111-5

D%th (A h )
nn

-An(hn+y) ch [An(hn+y)]+

2 2
A (h +y)® ch [ (h +y)]

cos(Ax x-wt)
D sh(Ah) ch(x h) "
nn nn
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a
8]
avec a =

" ID th (X h )]

is2

A h

nn

D=t — "7 ) B (3 H )
nn n n

Le systéme des coordonnées eulériennes donne en premiére
approximation des profils symétriques. Le systéme lagrangien peut
supporter des profils assymétriques. BIESEL a introduit le systéme
lagrangien et 11 a donné les expressions des déplacements des
particules de la surface libre. Les trajectoires de ces particules
sont des ellipses. lLe grand axe est 1incliné par rapport a
1'horizontale. Son inclinaison est égale a :

ch?(A b )-D sh®(A b )
tg(o) =2 L I11-6

D2

Elle devient nulle a I%/Ln=0,2. La pente du front aval du
profil de la houle est :
3th(A h )+A h -3\ h th(x h )
2 nn nn n n nn

2
tgw =A " a” tgla) . 111-7
av. 'm0 p? shz(Anhn)ch(Anhn)

Pour hn=0 tg LA et, pour le rapport h/L =0,27, tg wav=0 et
ensuite elle change de signe.Le profil de la houle obtenu par cette
approche présente un front aval de plus en plus incliné.Il devient
vertical et ensuite il prend 1’'aspect du déferlement plongeant (voir
annexe I-A). L’introduction des termes en seconde approximation

altére le profil.

L’approche de BIESEL ne tient pas compte de la réflexion. Elle
permet de prévoir le déferlement & 1’alde des critere empiriques.
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[I-2-2 APPROCHE ENERGETIQUE

Avant le point de déferlement et la destruction de la houle,
différents auteurs supposent que les modifications des
caractéristiques de la houle sur le fond Incliné sont suffisamment
lentes, de telle sorte que la structure interne de la houle puisse
encore étre assimilée a celle d'une vague sur un fond horizontal de
la méme profondeur. Ainsi, le fond peut étre remplacé par une
succession de petites marches horizontales. lLes parois verticales
qui devralent exister entre les marches horizontales provoquent
alors une réflexion et des perturbations locales ; ces perturbations
locales sont faibles et négligeables du fait de la faible hauteur
des marches; en négligeant ces effets on peut approcher la
propagation de 1la houle par ce quil est appelé "1’approche
énergétique”.

L'approche énergétique est basée sur 1’'hypothése de la
conservation de 1’énergie transmise par la créte de la houle (flux
moyen de 1’énergie de la houle constant).

Examinons de plus preés cette hypothése.

Lorsque la profondeur diminue, la période est la seule
caractéristique de la houle qui reste constante. Pour étudier la
variation des autres paramétres de la houle, on considére un fond
incliné de pente faible, sur lequel la houle se propage dans la
direction de la ligne de plus grande pente, et on suppose que les
pentes faibles n’induisent pas de houle réfléchie. Pour une
profondeur d, on peut exprimer la relation entre la célérité et la
longueur d’onde au large et celles d’une profondeur donnée de 1la

fagon suivante :

L =L0th (ad) C=Cbth (Ad) II11-8

De ces relations, on conclut que les crétes de houle sont
paralléles aux lignes de niveau. Cette constatation incite a
supposer la constance du flux moyen d’énergie de la houle entre deux

plans paralléles & la direction de propagation de la houle. Si ce
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n’était pas le cas, 11 y aurait accumulation d’énergie entre deux
plans paralléles aux crétes (BONNEFILLE [1980]). Ce flux moyen de
1’énergie transmise par la houle par unité de longueur de créte est
égal au produit de la force existante sur un plan vertical normal a
la direction de la propagation par la vitesse des particules qui

traversent ce plan :

T O
E= %J J‘(P+pgy)u dt dy I11-9
0 ’-d
3y
On sait que P+pgy = -p I III-10
T O
e | [ e ITI-11
d’on E, T [ J 5t ax dt W -
0 J-d

les équations introduites par 1la conservation du flux,
combinées avec les équations d’une théorie donnée de la houle sur
fond horizontal, suffisent pour décrire 1’'évolution des différentes
caractéristiques de la houle sur un fond incliné. Le probléme qui se
pose 4 ce stade concerne la théorie a4 adopter pour la profondeur
relative (d/L) moyenne a laquelle nous nous intéressons.lLa plupart
des auteurs adoptent 1la théorie du premier ordre (CARRIER
[1966], KEULEGAN [1967], MEYER-TYLOR [1972], PEREGRINE [1971], STOKER
[1957]). Afin de prendre en compte des effets non linéaires,
certains auteurs (KOH et LEMEHAUTE [1966], EAGLESON [1956]})
utilisent la théorie de STOKES, développée jusqu’au 3éme ordre.Cette
approche est décrite en annexe I-B . On va examiner de plus prés

1’approche energétique combinée avec cette derniére théorie
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fi-2-2-3 LA HouLE DE STOKES AU PREMIER ORDRE

Le potentiel de vitesses pour chaque trongon horizontal (n)

est donné par 1’expression (figure I- 6)

a g ch [An(hn+yn)]
wn= > =B (Anhn) cos(Anx—wt) I11-12

L’'équation de la surface libre est donnée par :

n = ansin(hnx—wt) . III-13
La relation de dispersion d’Airy s’écrit:
W= 2Agth(h). =14
n nn
Le flux d’énergie moyen vaut:
E = _l_ a2 _EE 1+ ZAnhn I1I-15
¢ g P& T Sk (ZA R)

On applique le principe cité pour X’ = O et un point sur le trongon
(n)

_ 111-16
( E;)1_( Et)2
1/2
a ch (A h ) [Ad+ sh (Ad) ch (Ad)]
2 = ra — 1II-17
a ch (Ad) [ A h+ sh(Ah) ch (A h)l]
nn nn nn

En appliquant le principe de la période constante, on obtient :

L th (A h)
n nn

L " T th (Ad) 111-18

ou L, a, A sont les caractéristiques de la houle sur le fond

horizontal.
A 1’aide de ces deux quantités calculées a_ et Ln, la

propagation suivant 1’approche énergétique de la houle sur le fond
incliné est blen définle. SiI 1'on considere a s Lo’ Ao,

caractéristiques de la houle au large, on aura :
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1 2 Ln 2Anhn 1 2 Lo
T Pe&a T |I* 45 (Ah) | T T PEAT I11-19

en mettant Ln =L th (Anhg dans 1’équation précédente :

a ch (A h)

LI L — I11-20
a [Ah+ sh (Ah ). ch (A h)]

0 n n nn nn

On constate que cette derniére équation est celle de 1’approche de
BIESEL [1952].

V) PRESSION SUR LE FOND

Le but final de 1’étude des différents aspects de 1la
propagation de la houle est la détermination de la pression sur le
fond marin. Le fond horizontal peut étre soit imperméable et rigide
(théorie d’'Airy), soit perméable et rigide (théorie proposée au
paragraphe II-2 ), soit imperméable et déformable (paragraphe
II-3)}. Les expressions de la distribution de la pression au sein

d’un fluide sont respectivement:

1 : fond imperméable rigide
ch (Ay)

P= 7wa W exp[i(?tx—wt)]""a’“(h—y) Iv-1
7“3
pP= ~—<h O3B exp[z(hx—wt)]+7"b 1v-2
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2 : fond perméable, rigide

IV-3

W ch (Nh)-inwQ sh (Nh) th (Nd)

et pour le fond avec y=0

. 1
P= %2 —CR (NB)-inwQ sh (Nh) th (Nd)

exp[i(Nx—wt)]+7wh 1v-4

3 : fond imperméable, déformable

ch (Ay) G’
= ¥,8 TCh (Ah) |G =th (A

]exp[i(lx—wt)]+qw(h—y) I1v-5

et pour le fond avec y=0

P v 1 G’
L ch (AR) | © =th (AR

exp[i(lx—wt)]+7wh , IV-6

G a2

avec G’ —
pw (1-v)

Dans les expressions ci-dessus, 1le premier terme est la
pression dynamique due a 1’accélération des particules et le second
est la pression hydrostatique normale. Sur la figure I- 89, les deux
composantes de la premiére expression (théorie d'Airy) sont montrés.

Les expressions de la pression, dans le cas d’un fond

déformable par rapport a un fond rigide, différent d’'un

coefficient :
GI
G’ -th (Ah)

En considérant que th (Ah), qui est compris entre 0 et 1, est
petit devant G’, qui dépend des caractéristiques du sol et de la
houle, et est de 1’ordre de quelques dizaines,on peut conclure que
ce coefficient est égal a un, 2 quelques centiémes preés.

Sur la figure 1I-8, la comparaison entre la distribution de la

pression au sein du fluide avec le fond rigide perméable et rigide
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a ch (Ay)
w ch (Ah)

1'(h—y)

7U(h—y)

L/2

Figure I-9 : Distribution des deux composantes de la
pression hydraulique en profondeur.
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Figure I-10 :Effet de la porosité du sédiment sous-marin

sur la distribution verticale de la pression
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imperméable dans 1les trois cas étudiés au pragraphe II-2 est
présentée. On observe que la perméabilité du fond marin ne joue pas
un réle important, la différence entre 1les deux courbes (n=0)
et (n=0,35) n’'est pas considérable.

Pour le fond incliné, si 1'on considére le potentiel des
vitesses proposé par BIESEL et en utilisant 1’équation linéarisée
de Bernouilli, la pression sur un fond incliné, rigide, imperméable

pour un point de la profondeur (hn) sera :

— 1 — —
P 2 ~en (amy SXPLI Ot ltr -7
a est donné par soit 1'approche de BIESEL , soit par

1’ approche énergétique.
En supposant un fond incliné infini avec les

caractéristiques de la houle au large (ao, Ao, Lo), on peut trouver

1’expression suivante, qul est plus simple :
P=yalAh+—— sh(2ah)lV?
n w0 nn nn

5 exp[i(Anx—wt)]+ 7whn

V) CONCLUSION

En consldérant les résultats obtenus par comparaison entre
les théories de la propagation de la houle dans lesquelles on a
considéré différentes hypothéses concernant la déformabilité et la
porosité du milieu soumis a 1’'action de la houle, on constate que
1’écart avec la théorie, trés simple & utiliser, d’Airy ,n’est pas
considérable , notamment en ce qui concerne la pression engendrée
par la houle sur le fond marin. Par conséquent, afin de modéliser le
chargement de la houle sur un fond marin déformable, perméable,
horizontal, on peut utiliser, sans crainte,la théorie d’Airy ,qui
considére le fond rigide imperméable.L’effet de la viscosité existe
dans une couche limite prés de 1’'interface d’'épaisseur de
(2v/w)1/2, qui est négligeable devant la profondeur de la mer .
Dans le cas d’un fond incliné de faible pente, il est licite

de considérer que le flux moyen de 1’'énergie de la houle est
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constant, ce qui permet de connaitre 1’ évolution des
caractéristiques de la houle en se propageant sur la pente, et
d’obtenir la distribution de la pression sur le fond incliné.

Dans la suite de cette étude, on considérera donc la théorie
de la propagation de la houle de STOKES du premier ordre (AIRY),

afin de connaitre le champ de pression sur le fond marin.
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Oh ! Je me sens 1’ &4me navrée ;

L’ océan gonfle, en soupirant,

Sa poitrine désespérée

Comme un ami qui me comprend.
T. GAUTIER

CHAPITRE 2

MASSIF SEMI-INFINI HORIZONTAL SOUMIS A L°ACTION
DE LA HOULE ; ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE



| INTRODUCTION

La stabilité du fond marin, qu'il soit horizontal ou incliné,
sous l'action de la houle est un probléme qui a une énorme
importance pour les ingénieurs et chercheurs dans le domaine de la
Géotechnique marine. Ce probléme intervient dans la conception du
"pipeline”, des fondations de structure offshore et dans la
stabilité des ouvrages de protection des ports contre la houle.

Les difficultés du probléme se situent 4 plusieurs niveaux.La
premiére difficulté est le cholx d’une théorie de la propagation de
la houle sur le fond marin qui soit simple & utiliser et qui
corresponde raisonnablement a la réalité ; les autres difficultés
interviennent quand on prend en compte les propriétés mécaniques du
sol et du fluide et finalement 1’interaction entre le sol et le
liquide interstitiel.

Dans le chapltre précédent, on a évoqué différentes théories
avec différentes hypothéses, notamment en considérant 1’interaction
entre la houle et le fond marin. On utilise, a présent, la théorie
choisie et détaillée dans la conclusion du chapitre précédent.

Ce chapitre est une synthése bibliographique assez détaillée
des études déja menées par les différents auteurs concernant ce
sujet, notamment les articles de YAMAMOTO [1978], MADSEN [1978]
OKUSA [1985] , PUTNAM [1949], DEMARS [1983], FINN, SIDDHARATHAN et
MARTIN [1983], MOSHAGEN et TORUM [1975], PREVOST et al. [1975],
SLEATH [1970] , KRAFT et HELFRICH [1983], CARSTENS et al. [1976],
LIU [1973,1977], MEI et FODA [1981], HENKEL [1970 ], et DOYLE
[1973].

Cette étude bibliographique comporte quatre parties ayant

pour sujets :

la distribution de la pression interstitielle,

les approches couplées et non couplées,

les gradients hydrauliques,
1’étude de stabilité du fond marin.
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I SYNTHESE BIBLIOGRAPHIQUE

En général, les approches déja présentées peuvent é&tre
classées en deux catégories : la premiere contient les approches qui
négligent les caractéristiques mécaniques du milieu perméable soumis
a l1’action de la houle, et l’'interaction entre le milieu poreux et
le fluide interstitiel. Dans ces approches non-couplées, les
contraintes totales sont calculées suivant la théorie de
1’élasticité isotrope, alors que 1la pression interstitielle est

déterminée par 1'équation de Laplace.

Dans la deuxieme catégorie, le phénoméne est analysé d’une
maniére couplée, c’'est-a-dire qu’on suppose un milieu poreux et un
écoulement Darcien dans ce milieu perméable, en considérant 1la
déformabilité du squelette du sol et son influence sur Ile
développement de la pression interstitielle au sein du milieu

poreux.

II-1) DISTRIBUTION DE LA PRESSION INTERSTITIELLE

Le probléme est considéré plan (figure II-1).

Les hypothéses communes considérées dans les recherches déja
menées sont :
- un fond marin horizontal et rigide,

- un fluide incompressible,

Pour 1’obtention de 1la pression sur le fond marin, on

applique la théorie d’Airy :

p=pocos(Ax—wt)
ol 1 II-1
Po~ ¥4® Tch(am)
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Schéma des principes et des notations.

Figure II-1

Réseau d’écoulement

Figure II-2
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En émettant 1’'hypothése de 1’'isotrople hydraulique de 1la
couche perméable finie et de 1’'incompressibilité du fluide et du
squelette du sol, et en supposant la validité de la loi de Darcy,
PUTNAM [1949 ] a montré que, pour un écoulement bidimensionnel, il

existe un potentiel de vitesses régi par 1’équation de Laplace.

En utilisant les mémes hypothéses et en prenant en compte le
potentiel des vitesses proposé par PUTNAM, LIU [1973] a proposé pour
une couche de sol d’épaisseur “d;‘ 1’expression suivante de 1la
distribution de 1la pression Interstitielle en fonction de 1la

profondeur :

chiA(d -z)
]

o ch(Ads) cos(Ax-wt) . 11-2

PP

Appliquée a une couche de sol d’épaisseur infinie, cette expression

devient :

p=poexp(—hz)cos(hx—wt) . II1-3

SLEATH [1976] a développé 1’analyse de PUTNAM pour une couche de sol
en considérant 1’anisotropie hydraulique (les autres hypotheéses
restent les mémes). Il a proposé 1’expression suivante pour la

pression interstitielle :

172

ch[h(—%) (d ~z)]
P=pP cos(Ax-wt) . I11-4
°  ChAC ‘I:: %4 ]

On constate que PUTNAM (19491, LIU [1973] et SLEATH [1970] ont
adopté les hypotheéses d’incompressibilité du fluide et du squelette
du sol. Ceci signifie que 1’intraction entre le squelette du sol et
le fluide interstitielle n’est pas considérée. JACOB [1940], en
adoptant 1’hypothése de la compressibilité du fluide interstitielle
et du squelette du sol, pour un écoulement quasi-permanent, propose

1’ équation suivante :



W

k

2 dp -
V'p = (Cs + n Cl) 3t II-8

On observe que cette solution prend en compte 1’effet de la
compressibilité du squelette sur le développement de la pression

interstitielle.

En partant de 1’'hypothése de la compressibilité de 1’eau et de
1’ incompressibilité du squelette du sol, MOSHAGEN et TORUM [1975]
ont conclu que la pression interstitielle est gouvernée par
1’ équation suivant :

nC 8
V2p=7-"—k—l-£ . 11-6

Cependant, étant donné qu'elle est basée sur des hypotheéses
irréalistes, cette théorie n’a donné de bonne corrélation qu’avec
des expérimentations sur du sable grossier.

Dans 1le cadre de la solution de PUTNAM, la connaissance
analytique de P permet de tracer les équipotentielles et les lignes

de courant représentées sur la figure (II-2). La famille des lignes

d’ écoulement est obtenue par la relation de CAUCHY-RIEMANN :

sh [A(ds_z)]

sin(Ax-wt) . 11-7
ch[Ads]

= (9P =
v ax dz p0

On observe, a un instant donné, que les lignes d’écoulement
vont bien de la créte au creux. Elles sont horizontales sous le

noeud, et verticales sous la créte.

fi-2) L’APPROCHE NON COUPLEE

La distribution de la pression interstitielle dans le massif
du sol, & instant donné, est connue par 1’'équation proposé par
PUTNAM [1979]. Afin de calculer les contraintes totales dans un
massif semi-infini, homogéne, isotrope et linéairement é&lastique,
sous sollicitations harmoniques, FUNG [1965], en utilisant les

vecteurs de GALFERKIN pour les contraintes harmoniques, a obtenu
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les expressions suivantes :

o;x=po(I-Az)exp(—kz)cos(kx)
o;z=po(1+Az)exp(-Az)cos(Ax) 11-8

T =P, Az exp(-Az)sin(Aix)

De méme, pour les déplacements, on obtient les expressions suivantes:

p
u =2 _ (2v-1+Az)exp(-Az)sin(Ax)
2AG
11-9
Po
M v [2(1-v)+Az]exp(-Az)cos(Ax)

Les contraintes effectives cycliques générées par la pression
induite sur la surface du massif par la houle, a chaque instant,

peuvent étre calculées par 1l’expression :

ne

=g-p 1. 11-10

La variation des contraintes totales et de 1la pression
interstitielle normalisées par la pression sur la surface, ainsi que
la variation du déplacement horizontal et vertical adimensionnel, en
considérant v = 0,5, en fonction de 1la profondeur relative

sont montrées sur la figure II-3.

i-3) LES APPROCHES COUPLEES

YAMAMOTO [1978], en se basant sur la théorie générale de la
consolidation de BIOT, a analysé le probléme de la distribution des
contraintes au sein d’une couche poreuse ayant une épaisseur donnée.
I1 considére 1’'effet de la compressibilité du squelette du sol sur
la pression interstitielle induite par le passage de la houle sur un
massif perméable.Ce passage de la houle génére un écoulement Darcien
dans le milieu poreux homogéne et isotrope. Sachant que 1’'ordre de
grandeur de la perméabilité des sols constituant le fond marin
n’induit pas d’amortissement de la houle, il considére une houle de
Stokes d'ordre un . Il observe classiquement que les mouvements de

1’eau interstitelle sont freinés par la petite taille des pores dans
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lesquels elle circule, et que ceci correspond a 1’application de
forces d’'écoulement sur le squelette solide. Cela signifie que, pour
un milieu poreux non pesant, on peut écrire 1’équation d’équilibre
en contralnte effectives, en consldérant 1les forces d’écoulement
comme des forces volumiques. Il écrit 1’équation de continuité pour

un massif semi-infini comme :
K 2 _ n 8p ae
5 VP Bt o

w

I1-11

K’ est le module de dilatation volumique apparent de 1’eau, qui est
1ié & module de dilatation volumique de 1’'eau par la relation propo-
sée par VERRUIJT [1969] :

= + . I1-12

Sr est degré de saturation de 1l’eau. Si 1'eau interstitielle ne
contient pas d’air, on a donc K'=K = 2,3 x 10°% kPa .
I1 continue son approche en prenant en compte les équations

d’équilibre elastique en déformation plane comme :

2 G de _ Odp

GVu -+ 1-2v  8x Bx
I1I1-13

2 G de _ dOp

GVv+ 1-2v 8z 8z

Connaissant les déplacements, on peut écrire pour les

contraintes effectives :

,_ du v
o= 2G [ 3% Ml el

y av v _
o;— 2G [ 3z + -2 ] I1I-14

T =G [

xz a

du av
z * ax 7.

u ,v sont les déplacements horizontal et vertical du sol. Les

conditions aux limites pour un fond horizontal (z = 0) s’écrivent:
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az=txz=0 , p=poexp[1(hx-wt)] I11-15
et, pour un substratum rigide, rugueux, imperméable s’écrivent:

u=v=20 , op_ _ 0 (z =-d ) 11-16
dz

Puisque les conditions aux limites sont harmoniques, il est
raisonnable de considérer que u , v et p sont également périodiques
dans le temps et dans 1’espace:

u =U(z) expli(Ax-wt)]
v =V(z) expli(Ax-wt)] I1-17
p =P(z) expli(Ax-wt)]

La solution harmonique finale proposée par YAMAMOTO [1978]
dans le cas de la couche infinie (d » w ) et en insistant sur cette
hypothése que, pour la plupart des sols (sauf le sable dense), le
—%7— > 0 (G varie entre 10° kPa pour le sable dense et 10°
kPa pour le limon et 1’argile), est la suivante :

rapport

P
0
u = —-iAz exp(-az) e exp[iéhx—wt)]
v = [exp(-Az)+Az exp(-Az)] _EX%_ expl i(Ax-wt)] II-18
P =p, exp(-Az) expli(Ax-wt)]
et les contraintes effectives sont:
o) == o = —irxz= pohz exp(~-Az) expli(ax-wt)] 1I-19

La variation des contraintes effectives normales, normalisées
par la pression en dessous de la créte de 1la houle, et la
variation de la contrainte de cisaillement, normalisée par la
pression en-dessous d'un noeud de la houle, ainsi que les
déplacements verticaux et horizontaux adimensionnels sont

représentés sur la figure I1I-4.

Une analyse assez identique a été publiée par MADSEN [1978] en

prenant les mémes hypothéses, en supposant de plus 1’'anisotropie
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Figure II-3 : Variation des contraintes et des déplacements
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Figure II-4 : Distribution des contraintes effectives et variation

des déplacements en profondeur.
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hydraulique, et en utilisant la théorie de la consolidation basée
sur 1’élasticité isotrope. Cette solution a été critiqué par
YAMAMOTO en faisant remarquer que 1’anisotropie hydraulique est
incompatible physiquement avec 1’hypothése d’'élasticité isotrope ;
11 semble cependant que ces deux hypothéses ne solent pas
mécaniquement incompatible et que le probléme posé par MADSEN soit
rigoureux, mals, au nlveau de la microstructure, 1’'anisotropie

hydraulique peut é&tre accompagnée par une anisotropie mécanique.

DORMIEUX et DELAGE [1988] ont présenté une étude sur la
distribution de 1la pression interstitielle et des contraintes
effective pour un massif élastique,homogeéne et isotrope limité par

une surface plane sous 1’action d’un chargement quelconque.

OKUSA [1985], pour un massif semi-infini de sédiment
sous-marin non saturé, a déterminé la distribution des contraintes

et la pression interstitielle en fonction de degré de saturation.

I1 est 1important de noter que, pour un milieu poreux
semi~-infini a surface horizontale sous sollicitation sinusoidale,
les approches couplées donnent les mémes résultats que les approches

non couplées.

Comme on peut 1’observer sur la figure II1-3, toutes les trois
contraintes effectives sont nulles en surface et croissent Jjusqu'a
la valeur maximale de 0, 37 Po a la profondeur 0,16 L pour diminuer
par la suite. La contrainte effective normale horizontale, qui est
nulle sur la surface pour le cas infinl, isotrope, homogéne en
considérant le fluide interstitiel incompressible, n’est pas
nécessalrement nulle dans les autres cas. Par exemple, dans les
résultats présentés par MADSEN [1978], lorsqu’'on tient compte
de 1’anisotropie hydraulique ou de 1’incompressibilité du fluide
interstitiel, méme pour épaisseur infinie de la couche de sol, la
contrainte effective normale horizontale sur la surface du sol n’est

pas nulle. L’'épaisseur de la couche du sol influence beaucoup cette
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contrainte sur la surface ainsi que les déplacements horizontaux et
verticaux. Ces points seront mis en évidence par pluslieurs exemples

dans le chapitre sept de ce rapport.

fi-4) GRADIENT HYDRAULIQUE

En restant dans 1le cadre de la solution proposée par
YAMAMOTO et MADSEN pour un massif semi-infini, les composantes
du gradient hydraulique sont :

- dp _ _ ; -
e - gad b 5% _ jApo exp (-Az) exp [i[Ax-wt)] 11-20
- g% Ap, exp (-Az) exp [i(Ax-wt)]

Le gradient a donc, & un niveau donné, un module constant,
Apoexp(-lz), et i1 tourne en phase avec la houle. La valeur maximale
de la composante verticale du gradient hydraulique correspond au
gradient hydraulique d'un point situé sur le fond marin et sous le
creux de la houle (Apo). Cependant, 1'expression de la pression
interstitielle utilisée pour 1le calcul précédent est seulement
valable pour des cas restreints. CARSTENS et al. [1976], en
utilisant la solution de JACOB [1940] et en définissant une longueur

de diffusion comme :

2 k
£ = Sw , I1-21

ol k est la perméabilité et S = v, (C; + n Cl) est le coefficient

d’ emmagasinement, proposent, pour 1’amplitude du gradient

hydraulique vertical sur le fond marin, 1’expression suivante:

OV 2 finPaKd)+shi(2%d)

*»
i, = C_+nC, cos(2Kd)+ch(2Kd) ’ 11-22
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ot K= £ ! et d est 1’ épaisseur de la couche de sol. On constate que
le gradient hydraulique augmente lorsque la profondeur augmente et,

pour un massif semi-fini, on trouve :

ncv 2 Xp / ¥ w
1 o} w
10 max = X = nC 1 p

C +nC 7 1 C k
8 1

w g

, 11-23
o]

ce qui montre que le maximum du gradient hydraulique vertical pour
un point situé sur la surface dépend des caractéristiques du sol et
du fluide interstitiel. Pour les sols grossiers, ¥ est grand et le
gradient hydraulique est petit; en revanche, dans les scls fins, ce
gradient hydraulique est grand et c’est la raison pour laquelle le
phénoméne de liquéfaction dans les sables fins est plus facilement

observé.

I-5) ETUDE DE STABILITE

HENKEL [1970] a fait une étude sur la stabilité d’un fond
sous—-marin sous-consolidé mou. Il conclut que les changements de
pression sur les fonds des mers, qui sont associés au passage d’une
vague, sont capables de provoquer une rupture par cisaillement dans
les sédiments mous. Il conslidére une surface de rupture circulaire,
et, en mettant en équilibre le mohent moteur engendré par la houle
sinusoidale sur la surface de rupture, et le moment résistant
mobilisé sur cette surface, il trouve la condition de la stabilité
du fond de la mer.

YAMAMOTO [1978], aprés avolr analysé la distribution des
contraintes pour un chargement de la houle sinusoidale, présente une
analyse de la stabilité, pour un milieu pulvérulent, de fagon
suivante : les contraintes normales verticales et horizontales dues

a la pesanteur dans 1’état d’équilibre initial peuvent s’écrire :
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,/’ Contraintes hydrostatiques

contraintes instantanées

contraintes oscillantes

induites
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z

Figure II-5 :

Diagramme des contraintes effectives indulites

par la houle.
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T0z 7 % 11-24

“ox Ro¥ 2
ou 7' est le poids volumique déjJaugé, ¢égal A y-yw, et Ko ie
coefficient de ©pression des terres au repos (YAMAMOTO
utilise la définition Ko= Tgv qul est généralement compris entre
0,4 et 1).

Sachant que la contralnte de <cisaillement & 1’état
d’équilibre initiale sur les plans horizontaux et verticaux est
nulle, 1les contraintes effectives normales et 1la contrainte de

cisaillement en un point donné, a instant donné, sont égales a :

o' =0 -0

z oz z
o' =0 -0 I1I-25
x Ox x
T =-T
XZ Xz

Les contraintes c;, o et T, pour le cas particulier, de
1’ épaisseur infinie, sont données par les expressions (II-19). Ces
contraintes oscillantes induites par la houle dans le plan de Mohr
(¢’ ,T) peuvent é&tre représentées par des cercles, pour ce cas
particulier, et par des elllipses dans le cas général. Le cercle de
Mohr représentant 1’'état instantané des contraintes d'un point donné
est montré sur la figure 5. Si 1’on définit ¢ comme "1’'angle de
contrainte" donné par :
[(o7-0" )2+ar_21'72
Xz

X

I1-26

sinle(x,z,t)]= =

o_) + o_)
z X

on peut dire qu’un élément de sol a4 un instant donné n’est pas
stable, si :

p (x,z,t)z @ 11-27
@, étant 1’angle de frottement interne du sol.

On peut utiliser la méme démarche pour un sol cohérent. Dans
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ce cas, l'angle de contrainte ¢ sera 1ié aux contraintes sur les
plans verticaux et horizontaux par la relation suivante :

(" + o )sing+zc cosp = [(o° - o’ )%+a T %1172 I1-28
z x z X Xz

¢ est la cohésion de sol.

MADSEN [1978], en utllisant la méme procédure pour une couche
de sol d’épaisseur infinie, trouve le critére de rupture suivant,

pour la zone prés de la surface du sol pulvérulent :

(1-v)AH

sin ¢ s (1-2v) + <hnd

Dans ce cas, bien évidemment, les ellipses des contraintes de

cisaillement induites par la houle sont des cercles.

On observe que le ralsonnement de YAMAMOTO ou MADSEN ne leur
fournit qu'un limite d’élasticité,ce qui ne permet pas,a priori,de

tirer de conclusion sur la stabilité.

DORMIEUX [1988,1989] propose une étude de la stabilité de
massif sous-marin basée sur la théorie du calcul a la rupture.Pour
le sol cohérent,il distingue le cas d’une cohesion homogéne C,et
celui d’une cohesion proportionnelle & la profondeur C =7c|z|.Dans
le premier cas,l’amplitude extréme p+,est encadrée par 3C et
3,16C.Pour le deuxiéme cas ,elle vaut exactement 7c/A.L'étude
consacrée au sol pulverulent nécessite un calcul préalable des
surpression interstitielles d’origine non élastique dues a la

contractance des sables.
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(...)dans la vie, 11 n’y a pas de solutions.
Il y a des forces en marche : il faut les
créer, et les solutions suivent.

A. DE SAINT-EXUPERY

CHAPITRE 3
DISTRIBUTION DES CONTRANTES TOTALES ET DE LA PRESSION

INTERSTITIELLE DANS UN MASSIF  ANGULARRE
SOUS CHARGEMENT QUELCONQUE
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I-INTRODUCTION

Toutes les approches présentées dans 1’étude bibliographique
considérent un fond sous-marin horizontal soumis & 1’action de la
houle. Le présent chapitre sera consacré a 1’étude de la
distribution des contraintes et de la pression interstitielle dans
un massif de sol semi-infini en forme de coin, soumis & 1’action de
chargements harmoniques sur les deux surfaces inclinée et
horizontale, et & des forces volumiques de pesanteur. On présente
dans ce chapitre 1la solutlon élastique du probleéme. FILLANGER
[1912] a donné, pour les contraintes dues & la pesanteur, les

expressions sulvantes (figure II-1):
o =ry, [(a+cosB) cos@ + (b+sim®) sin® -c cos30-d sin30]

o =TT [(3a+cosB) cos6+ (3b+sinB) sin® +c cos36+d sin30]

(]
Tg = T7, (a sinB-b cosB + sin36 - d cos36)
ol
a = cos@ sin36
2 (sinB+sin38)
b = sin® cos30
2 (cos8 - cos3a )
cos6
¢ = 2
8cos «
d = sin®
., 2
8sin a

Dans le paragraphe II, on étudie la réponse du massif du sol
a2 un chargement quelconque et on étudiera a partir des expressions
obtenues le cas d’'un chargement sinusoidal statique en coordonnées
polaires. On vérifie la solution présentée en comparant avec les
diverses solutlons existantes pour des cas particuliers, dans le

paragraphe III.
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Le paragraphe IV sera consacré a 1'étude de la distribution
de la pression interstitielle dans 1le coin considéré, soumis a
1’action du chargement sinusoidal, en utilisant le méme procédé de
calcul.

Dans ce chapltre on utilise la transformation de MELLIN, qui
est apparue pour la premiére fois dans le mémoire de Riemann sur la
théorie des nombres.la raison en est la suivante : si 1'on considére

la série de Dirichlet

an
y(s) 2;1 =
et si1 1’on introduit la fonction
©
f(x) = E: anexp(—nx) ,
n=1
alors
>
y(s) = —F%ET J 71 fexax
0

ce qui fait apparaitre la transformée de Mellin de f,définie par

o

F(s) = J =1 fex)ax |
4]

s étant un variable complexe. En associant a f la fonction sur R:

F(t)=f(e') ,
on peut écrire

+c0

f(s) = J exp(ts)F(t)dt.

-
La transformée bilatérale de Laplace de f est définie par
+00
2F(p) = J exp(-tp)F(t)dt.
-

On constate que f(s) = 2F(-p)
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Ce lien avec la transformation de Laplace donne la propriété
principale de 1la transformée de MELLIN du point de vue des
application aux équations aux dérivées partielles.

La formule d’inversion de MELLIN peut é&tre déduite de 1la
formule d’inversion de Laplace par un changement de variable

exp(t) > x, en considérant le lien entre les deux transformation.

ct+im

_ 1
F(t) = ol J exp(pt)EF(p)dp
c-im
d’ou
ct+iw
_ 1 -5 =
f(X)—WJ' X f(S) ds
c—iew

pour c réel convenable.

fi- DISTRIBUTION DES CONTRAINTES DANS UN CON

On considére le coin défini par la figure 1 , soumis sur
chacun des cbtés a des contraintes fonction du rayon, de forme

générale:

og= £,(r) T g™ J,(1) pour 6=a I11~1

o= fé(r) ' To= jz(r) pour 6=-q
L’angle d’ouverture du coin est 2« .

II-1- Equation du probleme

Dans 1'hypothése élastique linéaire isotrope, 1la résolution
du probléme passe par l’utilisation de la fonction d’Airy, qui est
reliée aux contraintes, en coordonnées polaires, de 1la fagon

suivante:
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a’¢

0. .= ’

] 82‘2 ]

=L 98¢ 1 39 ) I11-2

r r ar 2 2
r ar

._ 0 1 8¢
T.e"" ar (7 Fe
L’équation du probléme a la forme :

vi¢ =0 , 111-3

qui s’écrit en coordonnées polaires :
I11-4
2 2 2
( 8 + 1 o + _15 3 ) ¢=0 O< r =w -as 6 s
ar r- e

2 r or 2

IT-2 UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE MELLIN

- RAPPEL SUR LES PROPRIETES

Comme on 1’a vu précédemment, la transformation de MELLIN est
une forme particulieére de la transformation de Laplace bilatérale,
définie par la relation suivante, ou E(s,e) est la transformée de
¢(r,0).

©

E(s,e){ ¢(r,0) r* ! dr I11I-5
0

ou s est une variable complexe
On peut montrer que la fonction ¢(s,0) est la transformée de
la fonction ¢(r,0) si et seulement si (DITKINE, PROUDNIKOV [1978]) :
-¢(r,0) est continue par morceau,
~¢(r,0) a une variation bornée sur chaque segment de demi-axe r>0,

-il existe deux constantes Cl1 et C2 ,C1<C2 telles que les intégrales

(5] o0
f |¢(r)|r01—1dr et I |¢(r)|r02-1dr convergent absolument.
1 1

Supposons que la fonction ¢ soit telle que
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or 892

(n=0,1,2,3) ,

(n=1:2) ] III_B

tendent vers zéro lorsque (r) tend vers 1'infini (PATRON, PERLINE
[1984]).

On montre les égalités sulvantes :

-dérivations par rapport &2 r :

]
J r—g;— r° ldr= -sp
0]
Fw 2
r28 2 r° ldr= s(s+1)9
Jo or 111-7
2]
[ 83¢ 8—1 -
re — dr=-s(s+1)(s+2)¢
Jo ar
NS ;
r* 28 Tlars s(s+1)(s+2)(s+3)3
ar

-dérivations par rapport a r et 6 :

(o+]

[ n+1 n=
r 8 ¢ r* lar=-s d ¢ (n=0,1,2)
J, orae” de"” 111-8
Rm +2
n n-
12—2—5—2— r*ldr= s(s+1) d ¢ (n=0,2)
Jo or 30" de”

On observe que les dérivées d’ordre quelconque de ¢ par
rapport a r correspondent A des expressions linéaires en

$, multipliées par des variables s ,s+l,etc. Ces expressions sont
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appelées "images de la dérivée” par la transformation de MELLIN.

II1-3 RESOLUTION GENERALE DU PROBLEME

En multipliant 1’équation (III-3) 3 1’intégration

par r°
entre 0 et @ en utilisant les formules (III-7) et (III-8) nous améne

a une équation différentielle ordinaire qul ne dépend plus que de 6:

4—
d ¢ +[(s+2)2+sz]
de*

2—
_2__%L.+sz(s+2)2 $=0
de
2 2

I11-9
[ ) [ ]
de de

Les équations (III-2) permettent d’obtenir les transformées

des contraintes en considérant 1’expression rzu

2 (2]
On a en effet rgcé= rZ—é—Qg— ,
dr
3 ® 2 s-1 ® 2 8% _
d’od (rieo.) =I (r'e ) r dr =J r = s (s+1) ¢ . III-10
6 Jo ® 0 ar’

On obtient ainsi les relations :

(r2¢9)= s(s+1) ¢(s,8)

2 —
_ -s] 3(s,0)

(rPc )=[ d

I11-11
T de

(r?rr9)= (s+1) _EQ%%;EZ_

De la méme fagon, on obtient les transformées des
conditions aux limites (III-1) :
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(2]

F (s,0)= r"“fn(r) dr =s(s+1)¢ (n=1,2)
dg I11-12
[ 8+1 dé

Jn(s,9)= r jn(r) dr = (s+1) a6 - (n=1,2)
Y0

La solution générale d’une équation différentielle du second
ordre du type (III-9) est de la forme :

= A sin(s6) +B cos(sB) +C sin(s+2)6 +D cos(s+2)6 IT1I-13

Les coefficients A, B, C et D, qul sont les fonctions de s et
de a, sont calculés a partir des équations des conditions aux
limites (III-12)

On obtient :

2s(s+1) G(s,a) A= Jl(s)+J2(s)

s sin[(s+2)a]—[Fl(s)—Fé(s)](s+2) cos[(s+2)a]

2s(s+1) H(s,a) B=(ﬁl(s)-J2(s)

L o)

s cos[(s+2)a]+[Fi(s)+Fé(s)](s+2) sinl(s+2)al

-2(s+1) G(s,a) C= Jl(s)+J2(s) sin(sa)—[Fl(s)-Fz(s)] cos(sa) 111-14

-2(s+1) H(s,a) D= Jl(s)-Jz(s) cos(sa)+[F1(s)+F2(s)] sin(so)
ou G,H sont: i
G(s,a)= (s+1) sin2«a - sin[2(s+1)a]

H(s,a)= (s+1) sin2e + sin[2(s+1)a]

III-15

I1 est nécessaire a présent d’'utiliser la formule d’'inversion

de MELLIN, définie par :

c+im
¢(r,8)= "E%T_ J #(s,8) r °ds I111-16

c-im
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Pour que cette formule ©puisse étre appliquée, il  suffit
que:
- ¢ (s) soit analytique dans {s € € ;Re 5101,02[} ,

+o0
—I ¢(c+ib)db <+w  pour tout c dans 101,02[ ,

hl

-lim ¢(c+ib) =0 uniformément dans
oo o

{s e€eC ;Re s € [C1+6 ,02+6]} V3 tel que & > 0 ,
-La droite d’intégration doit appartenir a cette bande .

Parfols, on combine ce type de conditions et les conditions
nécessaires pour 1’existence de 1’intégrale de transformation de
MELLIN et on déduit, par exemple, C1 de la condition de convergence

de la premiére intégrale et on prend pour C, 1’'abscisse du point

2
singulier de la fonction ¢ (s) le plus proche de la droite C = Clet

appartenant au demi-plan de droite Re(s) > O.

En appliquant 1’ inversion de MELLIN aux
transformées des contraintes, nous obtenons :
Cc+ic
o= — 1 s(s+1)¢(s,8) r ® 2ds
2] 2ni ’
c-iw
Ctio
- 1 d¢ __= -s-2
o “Zmi (——-s¢) r = "ds II1-17
J de
c-lo
Cctio _
_ 1 d¢ -g-2
o~ Zmi | (Vg T s
Ye—~iw
Ces expressions de Ur’cb’Tre constituent la solution du

probléme élastique correspondant a la figure 1, avec des conditions
aux limites de forme générale .

Le calcul de ces intégrales complexes se fait par la théorie
des résidus (LAVRENTIEV, CHABAT [1972]) qul les transforment en

intégrales a bornes réelles -«o et +», dont le calcul numérique
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est possible.

I1-4 CAS DU CHARGEMENT SINUSOIDAL

Afin de résoudre le probléme dans le cas de la houle de STOKES
d’ordre un, nous nous limiterons par la suite au cas de chargements
sinusoidaux sur 1les deux cétés du coin. On considére donc un
chargement de la forme p = pocos(kr) sur le cdété OA, sur n
longueurs d’ondes.De méme, on a sur OB p = pacos(A‘r) , Sur n
longueurs d’ondes (figure III-2). Dans ce cas, les équations de
(I111~-12) deviennent :

nl
s+l
F1- J; r pocos(kr)dr 11I-18
J =
1
nl’ s+1
F2=—J; r p2cos(A r)dr 1I1-19
J =0
2

Afin de résoudre les intégrales dans (I1I-18) et (III-19), on
développe en série :

cosx= Z(-l)'“L— . 111-20
On aboutit a :

F (s)=p (_1)m+1 (Znﬂ)zm (nL)s+2
1 0 2m! (2m+s+2)

2m
FZ(S)"—' P2 X(_I)mo-l (2nn) (nL’)S+2

2m! (2m+s+2) I11-21

J1(5)=0

Ja(s)=0

En remplagant les é&quations (III-21) dans les équations
(II1-14), on obtient les fonctions des A(s), B(s), C(s), D(s) .
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Apreés avoir calculé $ en reportant les expressions de A,B,C,D
dans la solution générale (III-13), on peut calculer les contraintes
normales et tangentielles & partir des équations (III-17).

Finalement, on obtient :

c+icm I11-22
o0
_ 1 m+1 (2nm)3%(s+2) nL’ .s+2 nL ,s+2
%" Zmi E: (-1) 2m! (2m+s+2) [pz( r ) —po( r ) ]
m=0
c—ic
.[cos[(s+2)a] sin(s6)-cos(sa) sin[(s+2)6]] _E?S_ET
ctim
2 2m
m+1 (2nm)" (s+2) nL’ .s+2 nL .s+2
* E: (-1 2m! (2m+s+2) [pz( r ) +p0( r ) ]
m=0
c-jw
.[sin[(s+2)a] cos(sB)-sin(sa) cos[(s+2)9]] _ﬁ%Z_ET
c+iw I11-23
hat 2m
_ 1 o ym+1 (2nm) nlL’ \s+2 nlL ,s+2
" Zmi E: (-1 2m! (Zm+s+2) [pa( r ) +p0( r ) ]
' m=0
c—im
.[2cos[(s+2)9] sin(se) ] —E%S_ET
Cc+ic
s 2
m+1 (2nn)“" nL’ \s+2 nL (s+2
* Z('” 2m!(2mts+2) [pz( A Y = ]
m=0
c-im

.[231n[(s+2)6] cos(sa) ] _E%S_ET
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I11-24

c+iom
2 2
1 m+1 (2nm) " "(s+2) nL’ s+2 nl | s+2
Tre T amd E: (-1) 2m! (2m+s+2) [pz( r ) —po( r ) ]
m=0
c-ie

.[cos[(s+2)a] cos(s8)-cos(sa) cos[(s+2)e]] _E%E_ET

Cctiom
o

m+1 (2nm) 2" (s+2) nl’ s+2 nL \s+2

B E: (-1) 2m! (2m+s+2) [pa( r ) +po( r ) ]
m=0
c-im

.[sin[(s+2)a] sin(s6)-sin(sa) sin[(s+2)9]] —E%E_ET

La constante C, comme il a déja été expliqué, se déduit de

la condition d’'existence des intégrales. Il est logique de poser

C=- 1, puisque de (III-14) découlera la régularité de
1’expression sous 1’intégrale sur la droite (c-im,c+im). Donc, le
contour fermé d’intégration sera formé de la droite C = - 1,

complétée a droite par un arc. Pour pouvoir appliquer la théorie
des résidus au calcul des intégrales, 1l faut calculer les pdles des
fonctions analytiques considérées, c’est & dire qu’il faut étudier
les zéros des fonctions H(a,s) et G(a,s) au voisinage et & droite de
la droite C=-1. En appliquant cette théorie, les intégrales
ci-dessus seront remplacées par des intégrales avec les bornes O et
o. On obtient alnsi, en passant sur les détails d’'un calcul long et
fastidieux, les formules finales des contraintes dans le massif

élastique en forme de coln.
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III-25

[T(e)-R(e)] cos[eLog(—§£3]de
Y0
00
_2m(2mt1)  pree)-R(e)]cosleLog(-2L) ]de
2 r
40(2m+1) +g
©
2me

—— [T(e)-R(e)]sinleLog(—2E) 1de
Jo(2mt1)"+e

0
[T(e)+R(e)]cos[sLog(—?E)]de
J
o

2m(2m+1)

2 2

[T(e)+R(e)]cosleLog(—22) Ide
~0(2m+1) +e

00

208 [T(e)+R(e)]sinlcLog(—25) Ide

.O(2m+1)2+£

-

o

2m+2

=

) [p (L)% (nL)z][ cos(20c)-sin(26)]
2

r Por sin(2a)-2acos(2a)

J
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III-26

0
[P(e)+M(e)] sin[cLog(—?E)]ds
Y0

(c]

r

(| BB Mce)+p(e)IsinleLog(—E) Tae

.0(2m+1)2+e

0

[ ’
20 [P(e)+H(e)]cos[cLog(—2E) Jde
Jp(2mt1)"+e

o

[P(e)—M(e)]sin[sLog(—gé)]de

Y0
_oo
—2m(2m 1) [p(e)-M(e)]sinlcLog(—2E) lae
40(2m+1) +e
. .
2me _ [P(e)-M(e)]cos(eLog(—2) Jde
~0(2m+1) +£
+ ncosasing sz - poL _ _msinacos® sz * poL
sin(2a)-20 2m+1 sin(2a)+2a 2m+1 J
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_0o

(2m+1)

.0(2m+1)‘°‘+e2

(+o]

~

54

.0(2m+1)2+82

(o]
r

€

0(2m+1)2+82

oo

2m+1

+p L

L

.0(2m+1)2+e2

(+ ]

[ (2m+1)
0(2m+1)2+82

J 0(2m+1)2+82

-]

2m+1

ncosasin®

.0(2m+1)2+e

sz - poL

I111-27

[Q(e)+0(e)]cos[eLog(—?EBJde
. nlL’

[Q(e)+0(e)]szn[eLog(—;—)]ds
nL’

[P(e)+M(e)]cos[eLog(—;—)]de

[P(c)+M(c)]sin[sLog(TnL3]de
nL
[Q(e)-O(e)]cos[eLog(—;—)]de

[Q(s)—O(a)]sin[eLog(—?é)]de
nL
[P(e)-M(e)]cos[eLog(—;—)]de

[P(c)—M(e)]sin[eLog(—§£)1d8

nsinoacosd sz * poL

sin(2a)-2a

2mt+1

nL’2 2

sin(2a)+2a 2m+1

—’ n
2wz | P2

r o r
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Log (x) signifie logarithme népérien de x et dans les équations

ci-dessus les fonctions M,P,0,Q,T et R seront :

I1I11-28

[esin(2a)- sh (2ae)] M(e)= ch [(a+B)e]sin(a-6)-sin(a+8) ch [(a—08)c]
[esin(2a)+ sh (2ac)] P(e)= ch [(a+B)clsin(a-6)+sin(a+8) ch [(a~8)e]
[esin(2a)- sh (2ae)] O(e)= sh [(a+8)elcos(a-8)~cos(a+8) sh [(a-8)e]
[esin(2a)+ sh (2ae)] Q(e)= sh [(a+8)e]cos(a-8)+cos(a+6) sh [(a-B8)€]
[esin(2a)- sh (2ac)] T(e)=- sh [(a+0)elsin(a-6)-sin(a+8) sh [(a-06)c]
[esin(2a)+ sh (2ae)] R(e)= sh [(a+6)e]lsin(a-6)~sin(a+8) sh [(a-6)ec]

Le calcul de ces intégrales par la méthode de GAUSS a fait
1’objet d’'un programme numérique. La validation de la résolution
précédente, et de son application numérique est menée par

comparaison avec des solutions exlstant pour des cas particuliers.

li-VALIDATION ET APPLICATION

I-1-SURFACE HORIZONTALE ; CHARGEMENT REPARTI SUR UNE

LARGEUR FINIE

La distribution des contraintes dans un massif semi-infini
élastique avec une bande de chargement répartie sur la surface
horizontale (figure III-3) a été étudiée par LOVE en 1929 en
utilisant une théorie complétement différente de celle qu'on a
utilisée. En utilisant 1la théorie présentée dans le paragraphe
précédent et en choisissant a=n/2, m = o0 et n = 1, c'est-a-dire en
considérant le premier terme de la série des cosinus et le
chargement réparti sur une largeur de 2L de la surface horizontale,
on obtient le probleéme de LOVE [1929].
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Figure III-3 : Surface horizontale et chargement
réparti sur une largeur 2b.

Figure III-4 : Massif angulaire sous 1’action de semelles

filantes.
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Sachant que :

i)
ch (Ax) sin(Bx)= sh (2B) [11-29
sh (nx/2) cos(24)+ ch (2B) ’
Y0
o)
sh (Ax) (Bx)= sin(24)
sh (nx/2)  COS\PX)= —5s(ZA)+ ch (2B) PO
Jo 44°s n

remplagons les valeurs de ces expressions dans les équations
(IT11-25 a III-27). Nous obtenons

2

¢ = _2brcose [ b"sin(26) ] 111-30
e T r4+2b2r2cos(29)+b4
> —o = prcose [ rZ+b?cos(26) ]
o r " rH2b2r?cos(20)+b?
- _ 2 2brcoso
0"9 +0’r— T Arctg[—z—z—] r>b
b -r
- 2 T - Arctg 2brcosé <b
14 2 2
b -r
qui sont identiques aux formules présentées par LOVE. Pour 1la

vérification générale du programme que nous avons congu, les valeurs
des contraintes pour les différents points du massif ont été
calculées et comparées avec les valeurs calculées par JURGENSON en
1934 : 1’'accord est parfait (tableau III-1).

Tableau III-1

JURGENSON CETTE SOLUTION
x/b| z/b oz/po ox/po Txz/pol oz/po | ox/po Txz/po
[} 0,5 10,9594 |0,4498 1] 0,9595 (0,4502 [7]
1 0,8185 10,1817 o 0,8185 {0,1817 0
1,5 i0,6678 |0,0803 0 0,6681 |0,0805 0

1 (0,25 [0,4996 |0,4208 |0,3134 |0,4996 |0,4212 |0,3134
0,5 10,4969 |0,3472 |0,2996 10,4969 |0,3471 |0,2998
1 10,4797 (0,2250 |0,2546 |0,4797 |0,2251 |0, 2546
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-2 CoIN CHARGE PAR DEUX SEMELLES FILANTES SUR DEUX SURFACES

o~~~

En introduisant (m=0,pb=p2=1,n=1,L=a) dans les expressions
finales des contraintes (III-25 a III-27), on trouve la solution
concernant le cas d’un coin semi-infini sous 1'action d chargement
répartie sur chaque surface (figure III-4), traité par TRANTER
[1947] :

_ 2a ' a
Te = —op j[R(c)]cos[eLog(—;—)]de
0
[+4]
2a I a
ogto = —— > [P(c)—sQ(c)]sin[cLog(—;rJ]de
I1+e
0
1
a nsinacos6
_L Tz [Q(e)reP(e)lcoslelog(=)1de - —qrrpnyeza
00
2a a nsinacose
00, = -J[P(c)]sin[eLog(—;—)]de Y Sin(Za)+ia
0

Ces expressions sont identiques & celles données par TRANTER [1947].

[l-3- SURFACE HORIZONTALE - CHARGEMENT HARMONIQUE

Dans cette partie, on considére le cas présenté sur la figure
I11-5, en introduisant « = w/2 (surface horizontale) et en
choisissant pour m une valeur assez grande pour avoir une bonne
approximation pour la série des cosinus. Les contraintes normales et

tangentielles sont calculées pour les différentes valeurs de n.
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Figure III-5 : Surface horizontale et différentes largeurs considérées
du chargement harmonique.
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Figure III-6 : Variation de la contrainte de
cisaillement en profondeur,
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Figure III-7 : Variation de la contrainte
verticale en profondeur.
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Sur les figures I1I11-6, III-7 et III-8, la variation des contraintes
normalisées en fonction de la profondeur relative est comparée avec
les résultats calculés sulvant une théorie tout a fait différente
par FUNG [1965]. On rappelle que la solution de FUNG considére le
chargement harmonique infinl sur la surface, tandis que la solution
proposée peut considérer différentes largeurs de chargement. La
comparaison a été effectuée pour les différentes valeurs de n. Les
écarts constatés entre les deux théories, notamment en profondeur,
pour n=0,75, sont logiques. On observe que, pour n=1,25, on est
assez proche de la solution de FUNG et, pour n=1,75, les courbes
sont les mémes. Comme on le constate logiquement, dans une 2zone
proche de la surface {(profondeur inférieure a 0,16L), pour les
différentes valeurs de n, les contraintes obtenues par cette
solution sont égales a celles obtenues par FUNG.

En général, & propos de 1’effet de la largeur de la bande de
chargement, notamment en profondeur, on peut dire que, quand
1’abcisse du point considéré a 1’'intérieur du domaine chargé est a
une distance horizontale de 3L/2 de la limite de la zone chargée,
les résultats coincident avec ceux de la solution de FUNG et que, si
ce point se déplace lorsque cette distance est supérieure a 3L/4

,1’écart entre ces deux solutions n’est pas considérable.

I - 4 CHARGEMENTS SINUSOIDAUX SUR DEUX COTES D'UN COIN

On considére le cas définl sur la figure III-8. Le
chargement est symétrique et, pour demi-angle d’ouverture du colin,
on se donne o = /3 a titre d’exemple d’'application de cette
solution. La variation des contraintes totales sur une surface
circulaire de rayon R=32 m, pour n=1,75, est montrée sur la figure
II1-3. Pour ce cas symétrique, 1la distribution des contraintes
radiale et tangentielle est symétrique par rapport a la bisectrice.
Par contre, la distribution de la contrainte de cisaillement est

antisymétrique.
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Les différentes valeurs de n (0,75 - 1,25 - 1,75) sont
considérées. Pour une section circulaire donnée, les résultats
obtenus, comme précédemment, ne sont pas influencés par la largeur
du chargement lorsque la distance entre la section considérée et la

limite de la zone chargée est supérieure a 3L/4.
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Figure III-9 : Section circulaire conslidérée
et différentes largeur du
chargement symétrique.
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Figure III-10 : Distribution des contraintes sur une surface
circulaire dans un massif angulaire.
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IV- DISTRIBUTION DE LA PRESSION INTERSTITIELLE DANS UN COIN

o o s

IV-1 EQUATION ET RESOLUTION DU PROBLEME

Dans un milieu poreux Iincompressible avec un fluide
incompressible, 1la pression lnterstitielle P vérifie 1'équation de
Laplace

v’p=0 . I11-31

En coordonnées polaires, on cherche la fonction P(r, 6 )
vérifiant 1’'équation de Laplace avec les conditions aux limites

suivantes : (figure 1I-1)

~

p=g1(r) r<a
4 0=x
p=0 r>a
I1I-32
p=g2(r) r<a
4 =-«a
p=0 r’a
-
L' équation (III-31) s’écrit en coordonnées polaires
2 2
228 P +r2 + 2P o I111-33
ar 86
Considérons la transformation de Mellin (5)
II1-34

p(s,9)=f p(r,8) r" dr
0

D'aprés la propriété de "1’image de la dérivée” de la transformation
de Mellin [(III-7) et (III-8)], on obtient 1’équation
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différentielle ordinaire suivante:

d2

de

+s2p =0 I1I-35

Tl

nN

dont la solution générale est de la forme

p= E sin(se)+F cos(sB) . 111-35

E,F sont des fonctions des paramétres (s,a ) déterminées 2
partir des conditions aux limites. Les transformées correspondant
aux équations des conditions aux limites (III-32) considérées sont :

00

§5(5)= J g;(r) ~lar (n=1,2) . 111-37
0

En appliquant les conditions aux limites dans la solution générale

(III-36), on trouve les expressions de E et de F :

2E sin(sa)= él(s)—éz(s) I11-38
2F cos{sa)= §1(5)+§é(5)

En remplagant 1les formules (III-38) dans 1’équation (III-36), on
obtient :

g,(s)-g,(s) g, (s)+g,(s) 111-39

1
35In(s@) sin(se)+ cos(se)

p(s,8)= 2cos(sa)

En appliquant la formule d’inversion de Mellin :

c+iw

B(r,0)= —1— I B(s,8) r’%ds , I11-40

c-iw

on obtient la forme générale de la pression

interstitielle.
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IV-2 CAS DU CHARGEMENT SINUSOIDAL

Dans le cas particulier du chargement harmonique, on calcule
les transformées correspondant aux conditions aux limites (III-38).

Pour un chargement de la forme p =p0cos( Ar), on trouve :

g II1I-41
g =—-[n r* 'p cos(A’r)dr
g2 P,
o
o x2m
En prenant: cosx= Z( -1) T
m=0
2 2
: ) = _ _.ym (2nm) ” s
On obtient: gl(s)— poz (-1) Sal(emis) (nL)
m=0
® ITI-42
2m
- _ _4ym (2nm) , 8B
,(50° P, ) (-1 gty (L)"
m=0

Les notations utilisées pour les paramétres utilisés sont les

mémes que celles du paragraphe précédent.

En utilisant 1l’inversion de Mellin (III-40), pour p(r,8), on

aura donc :
III-43
Ct+iw
2 2
_ 1 _ 4y (2nw) " nL .s nL’ .a| sin(se8)
P = 2 Z( D 2m! (2m+s) [po( r ) —pa( r )] sin(sa) ds
m=0
Yc-iw
Cc+iw
2 2
.y (2nm)°" nlL s nl’ .s] cos(s6)
* z( D 2m! (2m+s) [po( r ) +p2( r )] cos(sa) ds
m=0
Yec-iw
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En considérant les conditions d’application de la formule
d’'inversion de Mellin présentées précédemment, et en utilisant la
théorie des résidus, on obtient, aprés calculs, 1’expression finale

de la pression interstitielle :
I11-44

(Znn) 2m , nL
p(r,e)= o g (-1)"—=22 _ ip [——————— cos[eLog(——)]+ szn[cLog(——)]]
2m! o J 4m2+€2 4m2+€2 r

0
sh (e8) ch (e8)
'[ sh (ca) ' —ch (ea) ]de]
00
*p, J[———gg—g cos[eLog(?E)]+ > sin[eLog(?E)]]
0 4dm +¢ 4m +¢
ch (e8) _  sh (e8) de
: ch (ea) sh (ea)
p_*P (p_-p_J6 d 2m (p _-p_J6
o2 o F2 1 n (2m) 0o “2
Tt T *TZ('” Zn! 2w

On présente sur la figure 1III-11 la variation de la pression
interstitielle en fonction de 1la profondeur, pour un fond

horizontal, dans des conditions analogues a celle de la figure II-5.

L’intérét de 1'approche ainsi présentée pour le champ des
contraintes totales et la pression interstitielle dans un massif
angulaire réside, d’une part, dans le caractére analytique de cette
méthode, qul enrichit la littérature dans le cadre des solutions
élastiques pour les sols et les roches, et, d’autre part, dans son

application pratique aux problémes correspondants.
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Toute théorie n’est bonne qu’a condition
de s’en servir pour passer outre.
A. GIDE

CHAPITRE 4

COMPORTEMENT POROELASTIQUE LINEARE - PROBLEMES D’EVOLUTION
QUASISTATIQUES
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[ = INTRODUCTION

Dans 1le cadre de 1’approche couplée, on s’intéresse a
1’ interaction eau-squelette du sol pour un milieu poreux saturé en
eau. Afin d’'analyser ce probléme d’une fagon générale, parmi les
différentes approches possibles, on présente la théorle de BIOT.
Cette approche ignore délibérément. le niveau microscopique et
suppose que les concepts et principes de la mécanique des milieux
continus sont applicables aux grandeurs macroscopiques mesurables.

L'objet essentiel de ce chaplitre est d’aborder trés
briévement la mécanique des milieux poreux constitué d’un squelette
déformable et d’un fluide saturant 1'espace connecté, ceci dans un
cadre élastique linéaire.

Cette présentation repose sur 1’hypothése de continuité qui
se traduit par la superposition de deux milieux continus, 1’un étant
le squelette, 1'autre le fluide saturant 1'espace poreux connecté,
en interaction mécanique. Dans cette description continue du milieu
poreux, la déformation du squelette sera privilégiée .

La difficulté dans une modélisation d’un milieu poreux saturé
réside essentiellement dans la prise en compte de ce fait gque le
milieu poreux, ayant un caractére ouvert du point de wvue
thermodynamique, peut échanger de la masse fluide avec 1’extérieur
au cours des transformations.

Une premiére partie est consacré aux aspects mécanique et
thermodynamique des milieux poreux saturés. De 1’'aspect mécanique,
on donne une description de la cinématique du squelette ainsi que du
mouvement, en définissant un vecteur courant relatif de la masse
fluide dont 1’existence a été postulée. La conservation de la masse
a été discutée en raison de son intervention dans la partie de
diffusion hydraulique.

Apreés avoir décrit 1’aspect thermodynamique des milieux
poreux saturés, les équations d’état introduisant le comportement
poroélastique linéaire lsotrope sont données. La définition de ce

comportement nécessite la connaissance de quatre
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caractéristiques poroélastiques macroscopiques. On y Iindique les
expériences nécessaires a leur détermination. Sous certaines
hypotheéses, les relations qui relient les caractéristiques
macroscopiques a celles des constituants microscopiques sont
données. Ces relations permettent de réduire 1le nombre des
expériences conduisant a 1la détermination des caractéristiques
macroscopiques.

La quatriéme partie est consacrée a la formulation et 1la
méthode de résolution du probléme d’'évolution quasistatique en
poroélasticité.

En fin de chapitre, 1la validité de 1'hypothése de
quasistaticité pour les applications pratiques aux problémes de

séisme et de la houle en génie civil sera clarifiée.

I-LE MODELE DE BIOT

Ce modéle est décrit dans les articles publiés par BIOT
[1956, 1962, 1972,1973,1977].Ce paragraphe est également inspiré des
travaux de COUSSY [1989 a,b,c,d ].

I-1 - L’ASPECT MECANIQUE

II-1-1 Description cinématique de la déformation du squelette

Le milieu a décrire est un milieu poreux déformable au
travers duquel s’écoule un fluide, qui 1le sature. Ce milieu peut
donc étre considéré comme la superposition de deux milieux continus
en interaction, 1’un représentant la phase fluide, 1’autre le
squelette. Il est logique de privilégier la cinématique du squelette
et de décrire le mouvement du fluide par rapport & celle-ci, parce
que la déformation observable est essentiellement celle du
squelette. 11 est nécessaire de noter que, dans un milieu poreux
naturel, 1l y a deux types de porosité, occluse et connectée,et dans
la suite on considére que 1le fluide qul sature 1’espace poreux

occlus fait partie Iintégrante du squelette. Le fluide saturant
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1’espace interstitiel connecté sera présenté comme 1’un des deux
milieux continus dans cette description. La Mécanique des Milieux
Continus monophasiques pourra étre utilisé comme un outil adapté
pour la description de la déformation du squelette sous 1’action des
forces extérieures, surfaciques ou volumiques, et de gradient de
pression interstitielle.

On considére un cube élémentaire (ou un volume élémentaire) du
solide dans la configuration de référence du squelette (So), avec
une grande taille par rapport a la tallle des pores et une petite
taille par rapport & 1’échelle du probléme. Chaque point matériel, 2a
1’instant donné, dans cette configuration a été repéré par son
vecteur de position X. Cette hypothése de la taille de volume
élémentalre assure une description continue du milieu poreux
considéré, c’est-a-dire que les variations des propriétés physiques
sont continues. L’échelle du probléme est wune notion 1liée a
1’application et non pas intrinséque. Apreés la transformation,
chaque point matériel du squelette dans la nouvelle configuration,
dite configuration actuelle (S), a des nouvelles coordonnées. Chague
point matériel est repéré par le nouveau vecteur de position x. La
déformation, localement, peut étre décrite par le gradient de la
transformation. Dans une descriptlion Lagrangienne, la cinématique de
la déformation peut étre donnée par simple dérivation partielle par
le temps, donc la donnée nécessalre pour décrire la cinématique de
la déformation, comme cela se fait pour un milieu continu
monophasique classique, est le vecteur de la vitesse des points
matériels du squelette V(x,t) dans la configuration actuelle a
chaque instant, qul sera 11é au vecteur de position dans la

configuration initiale.

II-1-2-Description du mouvement et conservation de la masse
Afin de donner une description du mouvement pour un milieu

poreux, on définit une autre quantité qui est liée au mouvement des

particules fluides. On définit le vecteur courant de masse fluide

91



par rapport au squelette W(x,t), qui représente la quantité de
fluide qui traverse une surface élémentaire infinitésimale
perpendiculaire a 1’axe X, dans la configuration actuelle 2a
1’instant t par unité du temps. On peut relier cette quantité a la

vitesse relative Vl(x,t) du fluide par rapport au squelette par :
W(x,t) = nplvl(x,t) , (IV-1)

ou P et n sont la masse volumique du fluide et la porosité dans la
configuration actuelle. Le vecteur W(x,t) est écrit en variable
d’Euler. Si 1’on introduit le vecteur analogue Langrangien M(X,t)

comme :
Mn da = Wnda , (rv-2)
0 0

ol n0 est la normale extérieure a la surface infinitésimale dao dans
la configuration initiale, en utilisant des régles élémentaires de

la mécanique, pour la transformation effectuée, on peut écrire :
tp nda=J n da_ (Iv-3)

ou p est le gradient de la transformation et J est son Jacobien. On

a donc:
JW =P AM (Iv-4)

Si 1’on considére la masse contenue (modﬂo) dans le volume
élémentaire (dﬂo) dans la configuration 1initiale, apres Ila
transformation, ce volume (dD) contient (mo+ m)dD ; la conservation

de la masse totale dans une description lagrangienne s’écrit alors :

8
(EF)I (m_+ m)dD = - J' W.nda . (IV-5)

b)j 8D
0

En reportant (IV-4) dans (IV-5), 1’équation de continuité en
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variable de Lagrange s'écrit :

dm _ -
3T - DivM (IV-6)
la majuscule dans 1’opérateur Div signifie que 1’opérateur est

relatif a la configuration de référence.

-2 - L’ASPECT THERMODYNAMIQUE

Le cube ¢élémentaire de milieu poreux ou 1le systéme
élémentaire déja défini dans le paragraphe précédent, dont on repére
la cinématique de la déformation par celle de son squelette, peut
alors étre considéré d’un point de vue thermodynamique comme un
systéme ouvert, c’est a dire échangeant de la masse fluide avec
1’extérieur au cours des transformations qu’il subit. Il convient
alors d’identifler les variables d’état caractérisant ses
niveaux d’énergie.

En se limitant au cas des transformations isothermes, sous
1’action de variations de contraintes, et de pression
interstitielle, le systéme élémentaire se déforme et son volume
initial (deo) passe au volume déformé (dD). Cette déformation par
rapport a la configuration de référence peut étre décrite dans le
cas des transformations infinitésimales, par les composantes du
tenseur des déformations linéarisées €. En ralson de son caracteére
ouvert, il a pu échanger de la masse fluide avec 1l’extérieur. Si la
masse de ce systéme avant toute transformation est modi)o, m, étant
la masse volumique, aprés transformation la masse vaudra alors :

mdD = (mo+ m )diDo (Iv-7)

1’indice o 1indique 1les paramétres dans 1la configuration de
référence, la quantité mdeo représente ainsi 1’apport fluide
consécutif a la transformation.

Le comportement poroélastique est tel que 1le tenseur des
déformation € et 1’apport de masse fluide m suffisent & caractériser

le nouvel état du systéme par rapport a son état de référence. Ce
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sont les variables d’état recherchées. Les propriétés

thermodynamiques sont décrites par la donnée de 1’énergie libre de

1'unité de volume dans la configuration de référence, qu’on note W :
W=W (elj, m, To)

-3 - LE COMPORTEMENT POROELASTIQUE LINEAIRE ISOTROPE

I11-3-1- Equation d’état de la poroélasticité

Cn considére les hypothéses sulvantes :

1 - Transformation Infinitésimale pour la phase solide.

L’ hypotheése des transformations infinitésimales implique des
déformations infinitésimales et, dans le cadre de cette hypothése
pour la phase solide, en termes de composantes du tenseur de

déformation macroscopique, on peut écrire au second ordre preés :

€ " 1/2 (ul J+uJ 1) (1v-8)
u étant le vecteur déplacement. L’hypothése de la transformation
infinitésimale s’applique seulement a la phase solide et non pas a

la phase liquide.
2 - Petits apports de masse fluide m.

3 - Milieu poreux statistiquement isotrope.

En 1'absence de dissipation intrinseque, la loi de
comportement poroélastique devient les équations d'état. Donc, en
utilisant 1’énergie libre W, le comportement poroélastique linéaire

isotrope s’écrit sous la forme explicite suivante :

g-g =A trel+2Ge-bHmwp (IV-9)

P-p,= M (-b tr € + m/po) (1v-10)

A et G sont les coefficients de Lamé, les o et f se référent au
systéme ouvert ou fermé, M étant le module de BIOT, et b le
coefficient de BIOT.
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Pour établir ces équations définissant 1le comportement
poroélastique du milieu, 1'équation d’état du fluide saturant a été
implicitement wutilisée. Le comportement du fluide est régi par
1’équation d’état suivante:

—;— =L 1c(pp)l . (IV-11)
1 P,

La signification de M et de b est la suivante:

- M représente la varlation de pression interstitielle a
exercer sur le fluide a déformation microscopique isovolumique
(tr €=0) pour introduire dans le systéme élémentaire la masse

mdﬂopar unité de masse volumique initiale p? de fluide ;

- b représente le rapport de la masse du fluide m, normalisée
par la densité volumique initiale de fluide p?, et de la variation
de volume relatif tr £ , pour un systéme ouvert (p = pOL

En posant A_ = Ao + b2M (IV-12) et Ao= Ko- 2 G/3 (IV-13) dans
1’ équation (1V-9) et en combinant (IV-9) et (IV-10), on peut

réécrire :

nq

*+bpl=g +bp 1+(Ko-23G)trel+2GCe (IV-14)

(IV-15)

Q1

=g+ bpl

o peut s’interpréter comme contrainte effective, celle qui

est responsable de déformation du squelette.

Les équations (IV-9) et (IV-10) permettent d’écrire :

p oK m b T (1V-16)
PP %5~ X 3
£ P £

Dans un essai non drainé, le rapport de la variation de
la pression moyenne -tr(g - go)/S et de la variation de la pression
interstitielle p--p0 peut étre défini comme le coefficient de
Skempton Bs
B = bH/Kf (1Vv-17)

Cette définition nous permet de déterminer ce coefficient
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dans un essal non drainé au lieu de mesurer le module M ou le
coefficient b, qui sont des caractéristiques difficiles a déterminer
de manieére directe.
Dans un essai non drainé on a la relation :
p~po = - B8 tr(g - go /3 . (IV-18)

La quantité de Bs pourra étre fourni par la mesure de la pente de la
droite donnant la variation de la pression interstitielle p-p, en
fonction du changement de la pression moyenne -tr (g - gb)/Q .

Pour que le comportement poroélastique isotrope linéaire
présenté par les équations précédentes soit totalement défini, 1la
connaissance de 4 paramétres indépendants est indispensable. Trois
constantes poroélastiques G, Kr, I(.o et 1’une des deux
caractéristiques M ou b. Kfet Ko pourront é&tre mesurés dans les
expériences de compression-traction isotrope non drainée et drainée
et G pourra étre également mesuré par un essai triaxial sous
chargement purement déviatorique. A partir de la mesure directe du

coefficient de Skempton Bs, comme on vient de 1’expliquer, une des

deux constantes b ou M sont déterminées par les relations suivantes:

K2

_ o2 £ _ 1 _ Ko _
”-BBH— » b"_Bg—(le). (IV19)

Dans le cadre d’un certain nombre d’'hypothéses, on peut lier
les caractéristiques poroélastique a celles des constituants,
c’est-a-dire des grains de solide qu'on 1’appelle matrice. Ces
relations permettent de réduire le nombre d’expériences nécessaires
pour détermination des quatre paramétres poroélastiques. En faisant
1’ hypothése de 1’isotrople et de 1’'homogénéité pour une matrice
ayant un comportement élastique linéaire, connaissant 1la porosité
initiale n et les compressibilités de la matrice et du fluide, Cs
et Cl, on peut montrer que :

¥=1/[nC + (1-n)C_- C- Ko (IV-20)

b= I—KoCE (1v-21)

ol Ko est le module hydrostatique de la lol en contrainte effective
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(systéme ouvert) Ko = 2 + 2/3 G (Iv-22)
Sous ces hypothéses, la mesure de deux constantes
poroélastiques indépendantes isothermes comme, par exemple, K.u et G
ou Kt et G est nécessaire et suffisante pour caractériser le
comportement poroélastique linéaire isotrope. Sous les hypothéses
déja évoquées, il est possible de donner les bornes inférieures de

Ko et G ; ces bornes, dites de Hashin-Shtrikman, sont :

(1V-23)
8 Gs+ S/Cs

8 G + 9/Cs+6n (2G +1/Cs)
s [0} s

os G = (1-n )G
0 =8

Les valeurs de Koet G sont d’'autant plus proches des bornes
supérieures des inégalités de (IV-23) que la porosité n est faible.

En considérant 1'équation (IV-21) et 1les 1inégalités
(IV-23), on peut déduire la borne inférieure de b :

n(4G +3/C )
8 8

3n
4Gs +—C-

=bs1. (1v-24)

I1-3-2-Contrainte effective

Reprenons les équations (IV-14) et (IV-15)

g+bpl=g +bp 1+ (K-23G trel+2GCeg (Iv-14)
g=c+bpl (IV-15)
On peut les écrire sous la forme suivante:
c=g+ (Ko-2/3G)trel+2Ge . (IV-25)

Cette équation représente une lol de comportement reliant le
tenseur des contraintes effectives et le tenseur des déformations
infinitésimales dans le cadre de la poroélasticité isotrope. Ce
tenseur des contraintes effectives, comme il est déja évoqué, peut

s’ interpréter comme responsable des déformations du squelette. La
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définition du tenseur des contraintes effectives donnée par
1’identification (IV-15) n'a pas de caractére général ; elle dépend
du comportement envisagé parce que la notion de contrainte effective
est une notion rhéologique. Si 1'on considére un autre type
de comportement, par exemple, comme le cas d’un milieu poroélastique
linéaire anisotrope, 1’'identification (IV-15) doit é&tre réadaptée.
Considérant 20 comme le tenseur des modules d’élasticité isotherme

d’un systéme ouvert et E étant un tenseur, on peut écrire:

=g +go:g -B (p~po) . (IV-26)

En définissant o0 4B p , (IV-27)
on peut réécrire :

geff= g;ff +€iE - (IV-28)

Il faut insister sur le falt que, comme 1l'on a constaté dans
cette démonstration 1le tenseur des contraintes effectives n’est
pas totalement défini par le tenseur des contraintes totales et la
pression 1interstitielle tant qu’il y a pas d’information
complémentaire sur le comportement.

Si 1’on compare 1la contrainte effective présentée par
1’équation (IV-15) a la contrainte effective introduite par Terzaghi
comme :

g =g+p 1, (IV-29)
il est clair que 1'hypothése de Terzaghi est un cas particulier de
(IV-15) avec b=1 . 11 y a deux points importants a noter :

- 1’'hypotheése de Terzaghl est d’autant mieux vérifiée que,
soit le milieu est trés poreux (porosité forte), soit le C est
moins élevé ;

- cette hypothése est totalement indépendante de Cx’ la
compressibilité du liquide.
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-4

- FORMULATION D'UN PROBLEME D’EVOLUTION QUASISTATIQUE

LINEARISE EN POROELASTICITE

Dans cette partie, afin d’étudier la formulation et la
résolution d’un probléme d’évolution , dans le cadre de 1’hypotheése
de quasistaticité, d’un milieu ayant un comportement poroélastique
linéaire, on récapitule 1’ensemble des hypotheéses nécessaires, méme
déja évoquées. Cet ensemble des hypothéses nommé ,le cadre
d’hypothéses petites perturbations quasistatiques correspond aux
hypothéses suivantes :

- transformations infinitésimales,

- petits apports de masse fluide,

- petits gradients de pression interstitielle (cette hypotheése
implique de petites variations de densité volumique du fluide.),

- transformation quasi-statique consistant & négliger tous les
efforts d’inertie,

- petits déplacements des particules du squelette. Les composantes
du déplacement doivent étre infiniment petites par rapport a une
longueur caractéristique liée au probleéme considéré.

On remarque bien que ce cadre d’'hypothéses n’impose pas de
petits déplacements de la phase du fluide, 11 est donc possible de
traiter le probléme d’écoulement du fluide & travers un milieu
poreux.

Dans la suite, afin de simplifier la présentation, on
considére un milieu homogéne isotrope, et supposant que 1’'état de
référence est un état d’équilibre et que le fluide est au repos, on

présente les équations du probléme posé de la manieére sulvante :
I1-4-1 - Equation 4’équilibre

L’'hypothése des petites perturbations nous autorise a
confondre géométriquement le domaine initial (I%) et le domaine
actuel (D) en considérant le mouvement de son squelette. L’équilibre

dans la configuration initiale sous 1'action des forces surfaciques
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F0 agissantes sur la frontiére afDo du domaine considéré et les

efforts massiques f exige :

divoe+ mf =0 dans ? , o . n=F sur 3D (IV-30)
=0 o) 0 =0 0 0

n est la normale extérieure au domaine considéré.
Si 1'on modifie les efforts surfaciques de Fo a F, le domaine
se déforme. Dans la configuration actuelle, 1’équilibre mécanique

implique que :

n=F sur 8D . (1v-31)

nq

div g, +(m0+m)f= 0 dans D ,
La différence des équations des deux champs donne :
div(g - go) +mf= 0 dans D et (g - go).n =F - Fo sur 8D (IV-32)

Les efforts massiques sont dus A la pesanteur. En 1’absence de

forces massiques, on pourra écrire :
div(g - go) =0 . (IV-33)

I1-4-2 - Equation de diffusion du fluide

Dans la partie II-1-2, on a montré que la conservation de la

masse fluide implique :

m+ divih = 0 . (1V-34)
La lol de Darcy pour les deux configurations de référence et
actuelle, dans le cadre des hypothéses de petites perturbations

quasistatiques et d’isotropie de milieu, s’écrit :
0 0
/ﬂO/px = - K[gradp + pr] , (IV-35)
Mo/p1= - K[gradp + plf] . (IV-36)
En appliquant 1’opérateur divergence aux équations (IV-35) et
(IV-36) en rappelant que 1’état de référence est supposé étre un

état d’équilibre et 1'hypothese des petites variations de densité

volumique, on peut écrire, en utilisant 1’'équation (IV-34) :
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m = K[A(p - po) + div(p?—pr)f] (1V-37)
ou A est Laplacien.
II-4-3-Conditions aux limites

Avec les équatlions de champs données par (Iv-32)et (IV-37},
les conditions aux limites doivent é&tre précisées. Les conditions
aux limites sont les sulvantes :

~les conditions aux 1limites mécaniques, quant a4 elles, sont
constituées des conditions imposées sur deux parties séparées de la
frontiére 82. Sur un sous-domaine (audﬂ), les composantes du
déplacement sont imposées et, sur une autre partie (6Fd$), les
forces surfaciques sont Imposées. Ces conditions aux limites sont

alors :
u =z'1l sur 8 dp , o .n =F sur 8 dD ;  (IV-38)

-les conditions aux limites hydrauliques, d’'une maniére générale,
sont constituées des conditlons imposées sur deux sous-domalnes
séparés de la frontiére (8D) ; sur (amgm) les composantes du vecteur
courant de masse fluide (Ml) sont imposées et, sur 1l’autre partie
(apdp), la pression Iinterstitielle est Iimposée. Avec 1la 1loil de

Darcy, on aura donc :
-~ Kgradp = M: sur am@D , P=p sur apdD (IV-39)
I1-4-4- Equations de Navier

Aprés avoir décrit les conditions aux limites, un systéme
d’équations constitué par les équations de champs (IV-32) et
(IV-37), les conditions aux limites (IV-38) et (IV-39), et les
équations de comportement (IV-9 et IV-10), est un systéme complet de

la formulation d’un probléme d'évolution quasistatique d’un milieu
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poroélastique. Si 1'on choisit la pression interstitielle et les
déplacements comme inconnues principales, on peut écrire 1’équation
dite de Navier en reportant 1'équation (IV-15) dans 1’équation
d’équilibre, sous les hypotheéses de la transformation infinitésimale
et de 1’homogénéité du milieu, comme :

(Ko+ G/3) grad divu + G div gradu - b gradp = 0 (IV-40)

[l REMARQUE SUR LA PROPAGATION DES ONDES

De fagon générale, dans un milleu poreux saturé, trols types
d’ondes planes peuvent apparaitre, deux ondes longitudinales (de
compression) dites de premiére et deuxiéme espéce, et une onde
transversale (de cisalllement). Pour qu’ on pulsse observer les
trois types d’ondes précités, la continuité des deux phases liquide
et solide est nécessaire. En raison de couplage entre les deux
phases solide et liquide dans un milieu poreux, il serait faux
d’imaginer que 1’une des ondes de compression se propage dans le
solide et 1’autre dans le liquide ; 1’image la plus exacte consiste
a conslidérer que 1’échantillon est "un ensemble de deux ressorts
dont les vibrations propres consistent en une vibration en phase et
une vibration en opposition de phase" : les ondes de premiére espéce
correspondent au mouvement en phase, avec une vitesse nettement
supérieure & la vitesse des ondes lentes ou des ondes de seconde
espéce, qui correspondent au mouvement en opposition de phase.

Si 1’on introduit une fréquence limite ft’ fonction de la
géométrie des pores, définie comme :

£ = (IV-41)

w_
L
d étant la diamétre des pores et v est la viscosité cinématique ,on
aura les résultats limites sulvantes :

- si la fréquence est falble (f« ft)
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G
=3
vV =YV (1V-42)
P c
1
VvV =0
Pa
Af+2G 1/2
ouV = (__—E__) est la vitesse de référence
c
VS : la vitesse des ondes de cisalllement
Vp : la vitesse des ondes compressives de premiére espéce,
1
Vp : la vitesse des ondes compressives de deuxiéme espéce.
2

Dans ce cas, 1le matériau se comporte, vis-a-vis de 1la
propagation des ondes, comme un milieu continu simple, de masse
volumique p = (l—n)ps + np et de module de compressibilité
K = Ko+b°M.. Les forces de dissipation sont prépondérantes et tout
se passe comme s’'il n’y avalt pas d’accélération supplémentaire du
fluide par rapport au solide ;

- s1 la fréquence est élevée (f » ft)

La célérité des ondes de cisaillement diminue a cause de
1’effet de couplage entre le liquide et le solide. Ce résultat a été
vérifié expérimentalement NAUROY (1975) et les vitesses de
propagation tendent vers celles du milieu en 1’absence de
dissipation.

Pour avoir une idée sur 1l’ordre de grandeur de ft, dans le
cas de 1’eau a 15° on a :

f't 100 cps « 10 Hz pour d = 10 %cm

f
t

104 cps « 1000 Hz pour d = 10 3cm

En comparant la fréquence ft pour un milieu saturé par 1’'eau
aux fréquences des ondes dans un séisme, qui sont inférieures a
10 Hz, on peut conclure, que pour les applications dans le cadre du
génie civil, les termes d’inertie dus au mouvement du fluide par

rapport au solide sont négligeables.
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IV - VALDITE DE L'HYPOTHESE DE QUASISTATICITE POUR UN MILIEU
POROELASTIQUE SOUS L’ACTION DE LA HOULE

ZIENKIEWICZ et BETTESS [1982), en partant de la formulation
compléte d’un probléme d’évolution du milieu poroélastique linéaire
isotrope, afin de simplifier ce probléme, ont intreoduit quelques
approximations. La formulation compléte contient les termes
d’accélération dus au mouvement du fluide, tandis que, dans un
probléme d’'évolutien quasistatique, les efforts d’inertie ont été
négligés.

Le systeéme complet d’équations, en termes de composantes du
tenseur de déplacement du squelette u, et du tenseur de déplacement
relatif moyen du fluide vis-a-vis au squelette wi, est le suivant:
pg =Pl +p W

o +
13,3 1 1

1

Pt P, &< Kij wte b +p ow/n

Ul = Cl kil ekl
® { Y J (IV-43)
eiJ - €1J * BiJ P
vlJ = Ulj - 811 P
Mo T 611 €y 7 Blj 7y * Ca p

On rappelle que Ca (1—n)Cs+ nCl et que, dans le cas

d’ isotropie ol BU = 615 B, et 38 = Cs, on peut considérer que
Cs = 0 dans les problémes de Mécanique des sols. Par conséquent les
termes avec BU peuvent é&tre éliminés et Ca peut é&tre réduit a
nCl.On rappelle, de plus, les relations entre Ca et 8 d’une part, et

le module de Biot M et le coefficient de Biot b, d’autre part :
1/M = C+C° Ko b =1-B(3A0+2G) (IV-44)

Nous allons simplifier le systéme précédent suivant la

nature du milieu et la vitesse de filtration (Qi). La présentation
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des équations en fonction des variables principales (ul, p) au lieu
de (ui, wl) sera préférable en considérant les phénoménes avec la

vitesse moyenne on peut supposer que :
i}l/u1 > 0 (1V-45)

Si 1’on résout le systéme pour &1' on aura alors :

ﬂ:KUpJ-KUpl%+KUpl% (IV-46)

et, en éliminant Ql et en écrivant les équations du systéme (IV-43)

sous la forme différentielle, on a:

0"1” j+ pgl= pul

)’1 -8 ¢ =-(Kljpﬁ ) - B o +Cp

(K ypo )y = (K 8 15 1) 371 Figtug

13715

(Z) {do, _=C de

H tIk ki (1v-47)
de ¥ = de + Bljdp
=g - p

Si 1’on se limite au cas des phénoménes treés lents comme la
consolidation, on peut éliminer toutes les quantités d’accélération
w> 0, 4 - 0.

Les équations du systéme (IV-47) deviennent :

14,1 *Pg = ©
(Klj p,j )’1_ (Klj f gj)'i_ 615 815=Ca é - Bij &11
) dE'U = c1Jk1 de (IV-48)
de by = de + BU dp
=0 - p

On remarque bien que ce systéme d’équations, compte tenu des
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relations (IV-44), est équivalent au systéme d’équations d’'un
probléme d’'évolution quasistatique, déja donné dans 1la partie
précédente.

Si 1’on considére que la perméabilité est trés petite ou que
la vitesse est telle que wi, Wl,et ﬁl sont négligeables, on obtient
le cas de phénoménes rapides (comportement non drainé). En

introdulsant Klj = o0 dans le systéme précédent, on aura :

Tiy,y TPE TP 4
615 815 =B 1) cij - Ca p
{ do =C de (IV-49)
1] 13kl k1
deU = dcU + BU dp
LO" =5‘ -3 D

1] 1] 13

Enfin, on va présenter le cas du comportement du milieu
drainé, qui est un systéme parfaitement non couplé. Dans ce cas on

peut supposer que u = 0, ui = 0, wi = 0, ﬁl = 0. On peut alors

i
écrire :

et 1’on peut trouver la pression p indépendemment. Connaissant p, le

systéme devient :

Ty T Py +pg,=0
{do =2C de (IV-51)
1) 15kl kil
de = (du +du }/2
SRREY! 1, 3,1

Il reste a savoir la validité des différentes approximations
et le domaine d’application de ces approximations. ZIENKIEWICZ et
BETTESS [1982] en considérant une couche du sol soumise a 1'action

d’une charge périodique (figure IV-1) et en introduisant deux
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paramétres sans dimension IT1 et II2 ont déterminé le domaine de
validité de chacune des approximations présentées ci-dessus (figure

IV-2). Les parametres “1 et II2 sont :

I = 2p.k T
1 pm.g ‘l2
! T (IV-52)
2
e (2]
T
. ~ _ 2D 2_ 1
ou T = Ve et Vc = (K + E)/p,
K étant le module de compressibilité isotrope du squelette du sol.
' P
Les paramétres secondaire comme la porosité n et le rapport —Fl-
sont molns importants et on peut les considérer comme constants. En

supposant que n = 0,33 et -—z-l— = 0,33, pour une couche de sol de
profondeur 10 m, qui est une profondeur raisonnable dans les
problémes sous-marins,et en considérant des houles de période
comprise entre 3 et 20 secondes,on obtient les limites suivantes

pour Hlet H2 pour une perméabilité k de 1’ordre de 10_4m/s :

30k<H1<200k,

10°°

<T, < 4.4x10 " .

Comme 1’'on observe sur la figure IV-2 ,avec le paramétre
112<10'"1 on se trouve dans le zone 1, qui correspond a la zone de
validité de laformulation pour les phénoménes lents. On conclut donc
que, pour un sol sous-marin soumis & 1’action de la houle, les
ef'fets dynamiques sont parfaitement négligeables, comme on 1’avait
déja conclu dans la discussion a4 propos de la propagation des ondes
avec les fréquences basses dans un milieu poreux.

Dans le chapitre suivant, on aborde 1’analyse numérique du
probléme de la propagation de la houle sur un fond marin, en
négligeant les efforts d’inertie dus au mouvement du fluide par
rapport au squelette, probléme qui peut étre formulé en termes de

déplacements du squelette et de pression interstitielle.
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Figure 1V-1

: Couche du sol soumise 3 1’action de la houle

Zone I

B=Z=C Phénomeéne lent (w et i sont négligeables)

Zone Il B=7#C Vitesse moyenne (w est négligeable)
Zone 111 B#7#(C Domaine de validité du systéme complet de BIOT

Comportement

non-draliné

legg————— Comportement
drainé (1’ influence de

niest négligeable)

(I11)

—a] }-—T 2N /W

if

r__
e

Figure IV-2 :
(d’ aprés ZIENKIEWICZ et BETTESS (1982))

Zones d’application des différentes solutions
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Une bonne méthode est un télescope
avec lequel on voit ce qui échappe
a 1’oceil nu.

CONDILLAC

CHAPITRE 5

TRAITEMENT NUMERIQUE DES EQUATIONS DE BIOT SIMPLIFIEES
PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
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I- INTRODUCTION

Les méthodes de calcul développées afin de résoudre les
problémes de consolidation des milieux poreux peuvent étre

regroupées en deux catégories :

- les extensions de la théorie de la consolidation de
Terzaghi, comme la théorie de RENDULIC [1936]. Dans ces méthodes du
calcul, on suppose que l’'état des contraintes totales ne varie pas
pendant 1la consolidation. Puisque 1la théorie de Terzaghi est
unidimensionnelle, les extensions de cette méthode aux problémes
bi-ou tridimensionnels n’est pas parfaitement rigoureuse, parce que
la dissipation de la pression interstitielle est supposée bi-ou
tridimensionnelle tandis que les déformations restent
unidimensionnelles. Ces méthodes sont développées en raison de leur

avantage de fournir des solutions analytiques simple ;

- les méthodes basées sur 1la théorie générale de
la consolidation de BIOT [1941], développée dans le chapitre
précédent. Comme 1'on a constaté, la combinaison des différentes
équations de la mécanique des milieux continus y est tout-a-fait

rigoureuse.

La modélisation numérique des phénoménes de consolidation
des milieux poreux saturés a été traitée par divers auteurs ; deux
catégories générales de traitement des équations de consolidation
par élément finis existent dans la littérature. La premiére est due
A SANDHU et WILSON [1969], qul utilisent le principe variationnel en
fonction des déplacements et de la pression interstitielle ; 1ils
proposent un modéle par élément finis dans 1'espace et dans le temps
qui a été repris et développé par d’autres auteurs comme HWANG et
al.[1971, 1972] et YOKOO et al.[1971]. HWANG et al.[1971, 1972] se

basent sur le méme principe variationnel, en considérant les mémes
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interpolations pour 1’espace ; i1ls utilisent, au lieu de
1’ interpolation linéaire dans le temps, une interpolation
logarithmique. Le modéle de HWANG et al.[1972] a montré de trés bons
accords avec les résultats de SCHIFFMAN, CHEN et JORDAN [1969];
YOKOO et al.[1971] ont présenté la fonctionnelle associée aux
équations de consolidation en la généralisant au cas de conditions
aux limites discontinues. La seconde catégorie, proposée par
CHRISTIAN et BOEHMER [1970], est une modélisation par éléments finis
non basée sur le principe variationnel. On ne rentrera pas dans les
travaux de CHRISTIAN et al [1970]. On remarquera seulement que le
procédé utilisé par CHRISTIAN et al.[1970] ne traite pas
simultanément les équations finales de la consolidation ;
pourtant, leurs résultats montrent de trés bons accords avec ceux de
SCHIFFMAN et al. [1969]. Les deux modéles cités ont été traités avec
les hypothéses suplémentaires.

Depuis 1975, sous la direction de J.P. MAGNAN, un certain
nombre de chercheurs ont particlpé a 1’élargissement des méthodes de
calcul de consolidation (BELKEZIZ et MAGNAN [1982],MOURATIDIS et
MAGNAN [1983], BABCHIA et MAGNAN [1986],et MAGNAN [1986]).

Dans ce chapitre, nous présenterons un modéle numérique
adapté aux équations de BIOT simplifiées, pour les phénoménes lents
bidimensionnels, sans hypotheése restrictive a propos
de 1’incompressibilité du fluide interstitiel, ou des grains du
solide.
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I - MopELe NuUMERIQUE DE BIOT SIMPLIFIE BIDIMENSIONNEL

Suivant la conclusion du chapitre précédent, en se limitant
aux phénoménes lents (consolidation), on obtient le systéme (IV-48)
du chapitre 4 , qui s’écrit :

By T (ul’J + uj’i)/z D % [0,w) V-1
Ty T %1yT %P D x [0,w) V-2
%3 T Dy Sl 8P D x [0,w) V-3
eij = 811 * Bijp D x[0,m) V-4
O-U,J+ Pg, = 0 D x[0,m) V-5
'P’i““’ Plg = Aijwi D x (0, w) V-6
_&1,1= 61] 13 Bij 1) C;b D x (0,w) V=7

tes notatlons sont les mémes que celles du chapitre

précédent. On reste toujours dans le cadre de 1’élasticité linéaire
en petltes déformations. La notion courante de contrainte effective
a été utilisée. Dans 1'équation V-4 de ce systéme, on constate qu’
une partie de la déformation est la déformation due au changement de
pression interstitielle (ijp) ; on peut réécrire 1’équation V-3 en
utilisant 1’équation V-4 du systeéme :

aij =0 13-611p = D15k1(8k1+313p)_611p . V-8
En écrivant
ljle P - jp = -a 6ljp V-9
on définit des coefficients o égal a :
a=1-8 8 . V-10

1) ijkl Kkl
Ces coefficients sont identique aux composantes du tenseur B donne
par 1’identification (IV-27) du chapitre précédent, pour 1le cas
isotrope a=b ol b est le coefficient de BIOT.

L’équation V-8 peut étre écrite sous la forme :
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o =¢" -ad p V-11
1] 1) 1]

615 est la contrainte effective, qui devient 1identique a
la notion de contrainte effective de Terzaghi lorsque a = 1. Des
équations V-6 et V-7 du systéme, en utilisant le coefficient «, on
déduit :

3 _ _ . - _ 2 - _
—wl.l— (1 BlJDleISkI) e * [nCl+(1 n)Cs Bllejklakl lJp Vv-12

— - _2 -
en posant Caa—(nCl+(1 n)Ca Bilejklakl) , vV-13

on aura pour un cas isotrope : Caa=nCl+(1—n)Cs-G§Ko V-14
avec Ko module hydrostatique de la loi en contrainte effective

(systéme ouvert). On constate que ga=1/H ou M est le module de BIOT.

L' équation V-12 devient
—Grl e él * cnfo V-15

Comme interprétation physique des équations V-12 a V-15, on
peut dire que le changement de volume du flulde interstitiel dans
une unité de volume total est la somme de la déformation volumique
du squelette e, (les grains sont considérés comme
incompressibles), de 1la déformation de compression du fluide
interstitiel (nClﬁ), de la déformation de compression des grains du
solide du fait du changement de 1la pression interstitielle
((I;n)C;b) et troisiémement le changement de la compression du
solide due & la contralnte effective qu’' a été présenté dans
1’équation 12 par deux termes avec le coefficient BiJDiJklakl.
Finalement, pour 1’écoulement du flulde interstitiel, en admettant
la loi de DARCY sur le domaine D, on aura 1’'équation :

Kij(-p'i+p1gi)’1+a ell+Caap =0 V-16

Le systéme final des équations du modéle de BIOT pour les phénoménes

lents devient :
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= (u +u_ )/2 DX [0,0) V-17

13 1, 1,1

y —¢:j - Bljp DX [0,w) V~18

gy = e;J + ijp D x [0,w) V-18

lj,j+ Pg, = 0 D x [0,w) v-20
K ,(-P +p8) +« é“+C“EJ =0 D x (0,n) v-21
Caa=ncl+(a_n)cs v-22
a=]1- BUDlelakl v-23

On sait que le tenseur d’'élasticité du solide Ihjk! et le
tenseur de perméabilité sont symétriques :

Dljld:Djlkl:DklU Klj=Kjl v-24

Figure V-1 : Domaine considéré avec les différentes conditions

aux limites.
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I-1 CALCUL VARIATIONNEL

On considére le domaine D défini sur la figure V-1, dont les
limites sont les surfaces 3_1_ et 3u sur lesquelles respectivement,
des contraintes et des déplacements sont Imposées au squelette
solide, et les surfaces ‘Bp et 30 correspondant respectivement aux
conditions de Dirichlet et de Neumann relatives a 1’écoulement du

fluide. Les conditions aux limites s’écrivent :

T1= nj(cru—a ol 611) sur 3_rx [0, ) V-25

u =u sur 8 x [0,w) v-26
i i u

1-3 =p sur Bpx (0,w) v-27

Q =niV1= - nIKU(p’J-plgj) sur fBQx (0,w) v-28

Si 1'on considére que le domaine D est constitué de nombreux
éléments, des conditions interélémentaires c’est-a-dire sur la
surface commune entre deux éléments adjacents (3I) doivent étre
vérifiées. Autrement dit, premliérement, la continuité des
composantes normales des vitesses relatives de 1’écoulement de 1’eau

par rapport au squelette du sol nécessite :

(niVl)n+ (niV‘)nﬂ=0 $Ix [0,0) V-29

. le [0,0) V-30

[niKU(p’J—plgj)]n+[n1KU(p,j‘—plgj)]m '
Deuxieémement, 1’équilibre des contraintes sur les surfaces

interélémentaires nécessite :

[ni(cru—cc P 513)]n+ [nl(o-lj—a p 611)]n+1=0 ﬁlx [0,0) V-31

En reportant 1’égalité ( V-18) dans 1’équation d’équilibre
(V-20) et en multipliant celle-cl et la premiére condition aux
limites (V-25) par 6u1 {déplacement virtuel admissible vérifiant
8ui= 0 sur fBu), et en intégrant sur le domalne 9 et sur la frontiére

8 , on aura la premiére variation de la fonctionnelle associée aux
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équations d’'élasticité . En suivant la méme démarche pour les
équations hydrauliques, c’est~a-dire en multipliant 1’équation (
V-21) et la derniére condition aux limites (V-28) par Sp (pression
admissible vérifiant 8p = 0 ), sur Bpet en intégrant sur D et sur la
frontiere B ,on obtient la premiére variation de la fonctionnelle
associée aux équations relatives a 1’écoulement du liquide. La somme
de ces deux termes est la premiére variation de la fonctionnelle
assocliée aux équations du systéme ci-dessus :

ID[(U" ~aB,

15, P y*pg )8u ]dD - Jg[Tl-nJ(alj_aaljp)aui]d3

T V=32

J

+I£[KIJ(—p’1+p1gi)’1-a eil—Caaplap}dﬂ - fﬂ[Q—anlj(p’J—plgl)]ap =0
Q

En tenant compte des formules d’intégration par parties :

I ¢: au1 = j a: 6ul - J c? n 6u1
) 3,3 D 3 »J 3T S |

j o8 p du =f ad pdu —I ad pndu V-33
D 05 RS R D 1] 1,) g 1 ot
T
jﬂ[Klj(-p’l+p1g1)'i]6p = JﬂKij(—p’l+plg1)8p'i - J%Klj(—p'l+p1gl)n16p ,

Q
la premiére variation de la fonctlonnelle associée aux équations du

modéle de BIOT sera :

’

én = j;[( oy,Tap alj) au1 J+pg16ui]d1) - J% TiauldB

T

vV-34

+ Ii[Kij(-p,i+p1g1)6p’l—a aijeijép - Caap 8pldd +I¥Q 8p dB =0 .

Récliproquement, on peut montrer que, quels que soient Sul et
8p admissibles, si la fonctionnelle associée est verifiée, et compte

tenu des mémes hypotheéses de départ, on aura :
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UIJ»J e 611p,1+pg1 =0 sur D x [0, =)

T1= nj(cru-oc P 611) sur 3T>< [0, )
. i V-35

—Kij(_p,l+plgi).l=a €“+ Caap sur I X (0,w)

Q =- anIJ(p‘j-plgj) sur 30x (0,)

Or, la résolution des problémes bidimensionnels du modéle de
BIOT consiste a chercher les inconnues (u, v, h) a4 tout instant,

telles que &n soit nulle pour &8p et auladmissibles.
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I-2-DISCRETISATION DU PROBLEME

II-2-1 Semi-discrétisation en espace

Le principe de la méthode des éléments finis consiste a
considérer 1le domaine étudié comme un ensemble d’'éléments
disjoints de forme géométrique simple. On écrit les équations du
probléme pour chaque élément en falsant des hypothéses sur la
variation des Ilnconnues dans chaque élément. On considére ensuite
les conditions de continuité interélémentaire et on assemble tous
les éléments, et pour obtenir finalement les équations du probléme
posé sur tout 1le domaine idéalisé. Dans 1le cas présent, en
déformation plane, on a choisl les éléments triangulaires a 3 noeuds
avec une fonction d’interpolation linéaire identique pour les trois
variables (u,v,h) dans un élément défini par les matrices [N],[N].

On peut donc écrire:

{{U(x,t)}= [N]{Uét)} v-38

{pix,t) }= [N]{pgt)}

u
u1 p
u w2 1
ol (U(x,t))={ v} , (U°}= V:: s (pe} ={ P,
Va P,
v
3

La géométrie de 1’élément est définie par les coordonnées de
ses noeuds, correspondant 4 un vecteur Xe, et par les fonctions de
forme [F], qui sont les fonctions d’interpolation des coordonnées.
Si € ,¢ ,n sont des coordonnées locales (ici barycentriques), qui

sont reliées par la relation £+{+n=1, dans le cas plan on a :
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X
{X)={ } =[F(£,2,m)] v-37

x1
X2
X3
y
¥ y2
ys

Pour les éléments isoparamétriques, F ,N,et N sont de méme nature, donc :

V-38

[N]  [0]
[N1=[§,n, &1, [N]=[Fl=

{0] [N]

Si [ﬁi]et [ﬁG] sont les dérivées des fonctions
d’'interpolation [N] par rapport aux coordonnées locales et

globales, on a :

[N I=[JIIN ]

V-39
N, 1 0 -1
=] 8 |
' o 1 -1
La matrice jacobienne [J] est définie par :
F
‘g X_ Y _
(J1=| F, X = IX 1X V-40
T lx_ Y

F, JK JK
g

avec X =X -X
IK 1 K
L'élément de volume d? s’écrit alors :

dD = det (J) d€ dn
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II-2-1-1 Calcul des intégrales de 1la fonctionnelle

On adopte les notations suivantes pour les déformations
et les contraintes :

€

XX Xx
€ = € o= o V-41
vy yy
2e T
xy xy
Pour le tenseur de déformation, on a :
€ u, 0O 0 u,
XX u X
e={ ¢ =< v, = 0 'y V-42
Yy V’x
2 ¢ u, +v, 1 0 v,
XYy y X y
En posant
1 0 0 0O 1 v 0
[jl= [J1" , [DI= 0 0 1 ., [Cl= Ez 10
1-v 1-v
1 1 O 0 0 -
u,
u X
et en écrivant la matrice v'y ‘ sur 1'élément de référence
on a : V.x
y
u, [j] {0] IN1 [0] u
u,® L u® - v-43
'y b 3+ =[J][NI{U_}
VJX VI e
v, [oj [jl] {01 [N ] v
y L v2
3
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J‘ etDde dD = {Ue}tJ[NJt[J]t[D]t[C][ID][.ﬂ][lﬁ]det(J)dEdn (U _}
D D v-44

[

En posant [R_]= J[n'u‘m“[mJt[nJ[mJ[JJINJdet(J)dgdn ,
fDe
on a ¢

J {e)t[CI1s{e}ad = {U }MR 18{U } . V-45
ﬂ (-3 -] (]

L]

On calcule de 1la méme fagon les autres termes de la

fonctionnelle 8m en fonction des matrices élementaire. On obtient :

st = {U }'[R 16{U }+{p }*IC 1%5(U }~(F }*s{U }-{T }*s{U }
(-] e e e e ] e e e e V—48

+ {Z'Je}t[COJG{pe)—(5e}t[5e]t6(pe) —{pe}‘[n<e1‘s{pe}+{me)‘a{pe) ,

avec les notations sulvantes :

[ce]t=—J « [NLJ‘[m][mmeLJdet(J)dgdn
D

(]

avec 611=[m] =[110]
. . F,
(F_)*=|-{F_}*IN ldet(J)dgdn avec m={ - }
‘D y

e

T
{Te)= {Te}[l-VL]dl avec (T}:{ Tx }
y

“1
T
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1T est 1’un des cétés de 1’élément par example pour le triangle :

g=0 et £+n=1

dl=[det(J1)2+det(J2)%+det(I3)%]

[x 1= | [N 1°[j1°(K 11 1IN ]det(J)dEdn
"D

(Me}t= -{Q_MN ld1 + J (ngt'[l_vL]det(J)dﬁdn
)

]
Q e

— Y, t'-
[Se]— | Caa[NL] [NL]det(J)dEdn .
D

]

I1-2-1-2 Formulation matricielle globale

L’assemblage des éléments se failt suivant trois conditlions
les déplacements, leurs dérivées par rapport au temps et la pression
interstitielle doivent é&tre continus sur tout le solide. Si 1’on
définit les déplacements nodaux et la charge hydraulique nodale {gii
et (p:} de 1'élément numéro i A partir des vecteurs Uc et P,
des déplacements et charge hydraulique relatives a4 1’ensemble des

éléments par des relations de la forme :
1 1 i i
{Ue) = [A ]{UG} (p;} = [A ]{pG} v-47

on 4 représente une matrice "d’extraction” formée de O et de 1, de

la méme maniére on peut écrire:
{0y = ('} ) . v-48
L] G

D'aprés 1’expression de la premiére variartion de la

fonctionnelle associée :
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v-49

Z{v } [R‘Ja{u‘nZ(p et 185w - Z{r‘)‘aw} Z{v s(v)
1 V-51

Z (W't re! 1stp' ) Z (51 1s 1800 1 Z{p USRI HZ{M:}tS{p:)

on a donc :

_ t t t_ t_ t
an —[{UG} [R I+{p _}"IC } ~{T }"~{F } ]BIUG}
v-50
o gt + ot t t t t
+[{UG) fc 1+ {p }'Is 1= p.}IK.] +(IMG} ]prc}

En écrivant que 3m est nulle pour tous SUG et apc admissibles, on

on peut écrire le systéme suivant :

[R J(U_J+[C_I{p_)=(T_} (F_}
V-51
t * L]
[€,1°(U_)+[S_1{p_)-[K_ {p_)=-{M_}

avec pour notations :
[R ]= > IONGRITY]
G e

[c 1= Z [A’]t[c:][A’J

[s,1= ) (W1'IsIA]
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Dans le systéme (V-50) et 1'équation (V-51)
[RG] : matrice de rigidité .
[CG] : matrice de couplage.
[KG] : matrice de perméabiliteé.
[SG] : matrice de compressibilité
{FG},{FG) : vecteurs "forces de volume" et "forces de surface"
relatifs a la déformation du squelette respectivement.
(MG}: somme des vecteurs des "“forces surfaciques" et des "forces

volumiques" relatives a 1'écoulement du liquide.

II-2-2 Discrétisation du temps par la méthode 0

La semi-discrétisation en espace de notre probleéme nous a
conduit au systéme des équations V-51. Pour 1’intégration dans le
temps, 11 existe de nombreuses méthodes, tant explicites
qu’ implicites, qul supposent une variation linéaire de (U} et

{p} dans 1’intervalle du temps (t .- tl). Les valeurs des

1+1
vecteurs {U} et {p}, & un instant donné t dans cette intervalle,

peuvent étre exprimées, de fagon implicite, par

_ t -ty _ -
{Ut)}= {U(tl)}+ -W[{U(tl*i)} {U(tl)}] V-52
t=t=t
_ t - ti i 1+1
{p(t)}= {P(ti)}*' W[{p(tl+1)}_{p(tl)}]
» t - ti
et 1’on peut poser 0 = —?::::E:-e (o ,11.

Pour les valeurs interpolées des vecteurs U(t) et p(t), on peut

écrire :

(UCL)}=(1-0){U(t J}+8{UCt )}

vV-53
{p(t)}=(1—9){p(tl)}+e{p(t1+1)}
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Posons :

(et DI=(u ) (u(t ))=(u ) v-54

U(t) étant calculé A partir de (V-52), soit

o (U)oU)

at At

(U_}=((u , - p

De la méme maniére, si 1'on suppose que [T],[F],[M] varient
de la méme fagon dans 1’'intervalle (ti'tnq)’ en appliquant
1’intégration définie par :

t
i+1
f Ut)at = [(1-8)U + 86 U ]JAt V-55
1 i1+1 i
t

1
aux équations du systeéme (V-51) sur 1’intervalle déja cité, on aura:

[RG](G{U1+1}+(1—9){U1})+[CG](6{p1+1}+(1—6){p1})= -

e({Fl+1}+{Ti+1})+(1—9)({F1}+{Fi})

t t =
[e 1°¢tU,  J-(U })- [S_] ({p,, +-{p })-At [K I(e{p  }+(1-8){p D)=

—(1-9)(M1}-6{M1+1}

qui donne :
[RGJ{U1+1}+[Cc]{p1+1)= vV-57

1-6
o

[{Fl+1}+{vl+1}—[RGJ(U1}-[CG]{p1}+-725—({v1}+{F1})]
t t _
[CG] {U1+1}_[Sc] {p1+1}—Atle [KG]{pl+1} -
t t
[€_1%(U }-[S_1*(p }+At (1-@)IK_I{p } -6(M  _}-(1-6){M }

La premiére relation nous donne :
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0 [[RG]{U1+1}+[CG](p1+1)—(vl+1}—{Fl+1}]
V-58

+(1—9)[[RG](U!}+[CG1(pi}-{Fi}-{Fi}]=0 .

En raison de 1'équilibre initial, on suppose :

= V-59
[RG](U0}+[CG](pO}-(TO}—O ,

en sachant que les dérivées par rapport au temps n'’interviennent pas
dans la relation, qul se raméne a 1’équilibre au pas i+1 ; la
solution finale du probléme discrétisé, a chaque pas de temps, se

raméne a la résolution du systéme linéaire :

[R_] el (e

t V-60
rc 1 -[s_1-eatlx 1] ((p, )

{F1+1}+{[F1+1}

. t
st [(1-02m Jvorw,  3|+at(1-0)IK 1(p,) ~IS ) (p,J+le 1" (D)

Donc, si 1’on connait les déplacements et la charge hydraulique a
1’ instant ti, on peut facilement calculer les déplacements et la

charge hydraulique a 1’instant t1+1 par un processus pas a pas.

Dans les cas ou At = 0, qul donne la solution initiale, et
ou K treés faible, qui correspond & un milieu trés peu perméable et a
la solution du probleéeme non drainé, la matrice globale devient
singuliére, quand on utilise les éléments isoparamétriques. On peut
résoudre cette difficulté par différentes maniéres comme, par
exemple, la recherche de pivot, mais cette méthode est trés
onéreuse, vu la dimension importante de la matrice. Par contre, en
choisissant At trés petit (non nul) on n’aura pas de matrice
singuliére , mais des difficultés numériques & cause de la grande

différence entre les ordres de grandeur des différents matrices
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composant la matrice globale. Il est évident qu'en général les
éléments de la matrice [RG] sont beaucoup plus grands que les
éléments de la matrice [KG ]; pour mieux arranger cette matrice mal
conditionnée, on introduit (REED [1984]) un coefficient s dans les
sous-matrices multipliant la pression interstitielle D et on
remplace la pression interstitielle par (p/s) ; la valeur de ce
coefficient sera telle que sz([SG]+6At[KG]) soit du méme ordre de
grandeur que la matrice [RG].

L’équation devient :

[R_] s [T ] w,}
. . . = V-61
s [CG] -5 ([SG]+9At[KG]) - (p!+1}
{Fl+1}+{l}-i+1}

s at[(1-0)(M, ot )] +s AL(1-0)IK TP J=s [S] (p,}+s [c1°(U,)

Il est possible de résoudre directement ce systéme linéaire,
mais il est préférable, du point de vue des calculs, de regrouper
les déplacements et la pression interstitielle d’'un méme noeud dans

la matrice globale, ce qui réduit considérablement sa taille.

ll- STABILITE ET PRECISION

Dans le systéme linéaire final, le paramétre 6 peut étre
considéré comme le “degré d’implicité" qui correspond au type

d’approximation choisie pour 1'intégration dans le temps. En prenant

6 = o, on adopte la présentation explicite (méthode d’'EULER
progressive}), qui n’est pas satisfaisante pour les équations
différentielles mal conditionnées. En choisissant 6 = 1, Ila

résolution sera implicite (méthode d'EULER rétrograde) et avec 6 =
1/2, on obtient 1’algorithme treés utilisé de CRANK-NICHOLSON. Alnsi,
le choix de 6 influence la stablilité et la précision de
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1’algorithme numérique ; en choisissant 6 =z 1/2, le processus est
universellement stable et, pour 6 < 1/2, il est conditionnellement
stable (BOOKER and SMALL [19751]).

En général, les erreurs rencontrées dans la résolution de
notre probléme sont de deux catégories

-les erreurs de discrétisation, soit spatiales, soit
temporelles. Afin de réduire ce genre d’erreurs, pour un cas
unidimensionnel traité par la méthode des éléments finis avec un
maillage uniforme avec une maille de longueur (Al), VERMEER et

VERRUIJT [1981] ont montré que la condition sulvante est nécessaire:

2
Al
Atz ———— V-62
690v

C; étant le coefficient de consolidation.

Pour le cas bidimensionnel, ce critére n’est pas tout-a-fait
adapté, mals il donne une approximation de la valeur minimale du pas
du temps. En dessous de cette valeur, on trouve une oscillation
assez violente dans la distribution de la pression interstitielle.
D’autre part, pendant 1'utilisation du programme, on a trouvé qu’il
était nécessaire de choisir des valeurs croissantes des pas de temps
pendant les itérations. En choisissant un maillage plus raffiné prés
des limites perméables, on peut réduire les erreurs dues a la
discrétisation.

Une Investigation sur les erreurs dues a la discrétisation
dans 1’'espace et dans le temps a été falte par SANDHU et al. [1977],
qui ont mis en évidence 1’effet de différents éléments et de
différents maillages du temps sur la distribution des erreurs en

pression interstitielle a été mis en évidence.

Une autre catégorie d’erreurs est celle des erreurs
d’oscillation associées avec la variation parabolique de la pression
interstitielle, qul ne disparaissent méme pas en utilisant des
intégration d’ordre plus élevées. Elles nécessitent un processus de
raffinement des points de gauss (REED). Enfin, le choix de 8= 2/3
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semble le meilleur cholx, notamment quand 11 y a de grandes
différences entre les tallles des éléments adjacents [REED, 1981],
[SANDHU, 1977].

On a choisi dans ce travall une valeur 6 = 2/3 pour garantir
une stabilité inconditionnelle ; on a fixé d’autre part la valeur
minimale du pas de temps conformément & 1’expression V-62, ce qui a
permis d’éviter 1’oscillation dans les résultats obtenus dans la
zone stable. Quant au maillage du temps, on a pris des valeurs de At
toujours croissantes. Prés des limites perméables, les éléments sont
plus petits et, en général, le rapport entre la taille des éléments
utilisés pour discrétiser un espace ne dépasse pas quatre, ainsi que
le rapport entre la taille des différents coétés d'un élément

triangulaire a trois noeuds.

V- TECHNIQUE DE RESOLUTION ET PROGRAMMATION

Si 1’on représente 1’expression [V-61] sous la forme :
[XK] {4 }=1[X1] (U} + {(F} , V-63
i+1 1 1

on constate que la matrice globale [X], ainsi que le second membre,

dépendent de At.Pour chaque At, a4 chaque itération, il faut calculer

ou au moins réassembler la matrice globale [X] et le second membre.
Les principes et 1’algorithme général du programme congu pour

un modéle linéaire sont décrits sur la figure (V-2).
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LECTURE DES DONNEES
DONNEES RELATIVES A LA HOULE ET CARACTERISTIQUES DU SOL
(HETEROGENE, ANISOTROPE)
PARAMETRES RELATIFS AU CHOIX DES RESULTATS SORTANT,
NOMERE ET VALEURS DE PAS DE TEMPS

GENERATION DU MAILLAGE
GENERATION AUTOMATIQUE DU MAILLAGE : COORDONNEES DES POINTS,
NUMEROTATION DE ELEMENTS

CONDITIONS INITIALES
- DEFINITION AUTOMATIQUE DES POINTS DES LIMITES POUR LES
CONDITIONS INITIALES
- DEFINITION DES POINTS CHARGES PAR LA HOULE
(THEORIE STOKES FOND HORIZONTAL OU INCLINE)

o ITEMP = 1 ITEMP=numéro de pas de
l temps
NON

Lot Qul

CALCUL DES MATRICES DE RIGIDITE, PERMEABILITE
ET COUPLAGE FELEMENTAIRE,  ASSEMBLAGE DES
Y ELEMENTS DE LA MATRICE GLOBALE EN
REGROUPANT LES INCONNUES DE CHAQUE NOEUD,
STOCKAGE DANS UNE DEMI-BANDE REDRESSEE

CONDITIONS AUX LIMITES
INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES (DEPLACEMENTS QU
CONTRAINTES; PRESSION INTERSTITIELLE QU DEBIT) IMPOSEES

RESOLUTION
CALCUL DES DEPLACEMENTS ET DE LA PRESSION INTERSTITIELLE
A PARTIR DE LA RESOLUTION DE [X]) {11“1) = [XIJ {‘Ul} +{¥}

CALCUL DES CONTRAINTES, DES VITESSES EN CHAQUE POINT DU
MAILLAGE, CALCUL DU DEBIT SUR LES SURFACES DESIGNEES

Figure V-2
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| - GENERALITES

La loil de comportement la plus simple pour un matériau est
1’élasticité, qui est caractérisée par une relation bijective entre
déformations et contraintes. Cette relation est une loi ponctuelle,
qui ne dépend pas du chemin parcouru ; les déformations dues a un
chargement sont parfaltement récupérables au déchargement.

La loi de comportement est la suivante :

P e

o € Vi-1
13 1kl k1

Cljkl est un tenseur contenant 21 variables indépendantes,
sachant que la loi est intrinseéquement symétrique, c’est-a~dire que
si 1’on fait subir une symétrie par rapport a un plan au tenseur de
déformation, le tenseur de contrainte est transmué de 1la méme
symétrie. Dans le cas de la symétrie par rapport aux plans xy, yz,
zx, la loi est dite orthotrope, ef les variables indépendantes se
réduisent a neuf. En émettant 1’hypothése de la symétrie par rapport
a un axe appelé axe de révblution, les tenseurs des déformations et
des contraintes sont transmises par la méme rotation. L’anisotropie
est dite orthotropie de révolution et le nombre - des variables est
réduit a cing. Si, enfin la lol est orthotrope de révolution autour
de trois axes, x, y, 2z, elle est isotrope et le tenseur Cljkl
contient deux paramétres indépendants. La relation
déformation-contrainte est 1linéaire 1lorsque ces paramétres sont
constants. Dans ce cas, la matrice d’élasticité, avec les notations

courantes, a la forme suivante :

132



(1 v v 0 0 0
v 1 v 0 0 0
re=—E_v v 1 9 9 0 VI-2
1_14' 0 0 0 T 0 0
6 0 0 0 1'7" 0
1-v
0o 0 0o o o |

La loil d’élasticité linéaire-isotrope est largement utilisée
en mécanique des sols, du fait de sa simplicité. Il est bien évident
que les sols ne sont pas ce massif idéal isotrope, et 1’'hypothése de
1’élasticité linéaire 1isotrope n'est pas toujours acceptable. En
considérant que les sols naturels se sont déposés et puils
consolidés sous l’action de la pesanteur, il est logique de penser
que les propriétés mécaniques et physiques soient différentes
suivant les directions horizontales ou verticales .

L’anisotropie dans le sol se manifeste sous deux formes
générales (PIYAL et MAGNAN [1984]).

- anisotroplie de structure.

- anisotropie de contrainte.

Concernant 1’anisotropie de structure, il est bien connu que
les particules ou un groupement des particules sous l’action d’un
déviateur, au niveau macroscopique prennent une orientation
privilégiée. Pour 1’anisotropie de contrainte, sans rentrer dans les
détails, on peut dire qu’elle est une conséquence directe de la
non-linéarité de la courbe contraintes-déformations. En effet, un
matériau, bien qu’il soif de structure isotrope, son état de
contrainte se trouvant & différents points de 1la courbe
contrainte-déformation non linéaire, réagirait différemment suivant
ces directions a un état de contrainte isotrope (PIYAL et MAGNAN
[1984]).

L’aélotropie (1’orthotropie de révolution) est une loil assez

satisfaisante pour prendre en compte la différence des propriétés

mécaniques et physiques sulvant 1les directions verticale et
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horizontale. Beaucoup de chercheurs ont déja travaillé sur cette
anisotropie : WIENDIECK [1968], WOLF [1945], BARDEN [1963],
PICKERING [1970], TAN JONG KIE [1961], LEKHNITSKI [1963], GARNIER
[1973], BELKEZIZ et MAGNAN [1982].

Il - ETUDE DE L’ORTHOTROPIE DE REVOLUTION

Pour un sol orthotrope de révolution, les relations

déformations—contraintes s’écrivent de la maniére suivante :

(e} = [C] Yo} VI-3
soit: Vi-4
[ ‘ [ ! hh Y vh 10 ]
ex E - F - F o (0] 0 ax
h h v
vhh I vvh
€ - - 0 0 0 o
y Eh Eh Ev y
h h I
€ - A L 0 0 0 o
z E z
_ h h v
] F = 1 1 \
¥ (4] 0 0 4] 0 T
Xz G Xz
v
1
' g o o 0 0 0 T
yz G yZ
v
1
Y 0 0 0 0 0 T
Xy G Xy
- / L. h o - E

Les variables de déformation sont :

Ev : module d’'Young dans la direction verticale.

E; : module d’Young dans la direction horizontale.

Gv : module de cisalllement dans un plan vertical.

Gh : module de cisaillement dans un plan horizontal.

v , Vv et v sont les coefficients de Poisson; le premier

hh hv vh
indice est relatif a la contrainte et le second a la déformation.
ainsi iy est le coefficient de Poisson sous une contrainte

horizontale dans la direction verticale.
La matrice d’élasticité cl-dessus contient sept paramétres et

le théoréme de réciprocité de Gauss implique :
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VIi-6

v v E v
vh _ hv soit h hv
E ’ E v
v h v vh

D’autre part on a :
VI-7

E
h

Gh= 2( 1+vhh)

En raison de 1’isotropie dans le plan horizontal, on aura

donc cinq paramétres indépendants. La relation inverse s’écrit :

o <€ e Vi-8
1 i)kl kI
La matrice CUkl est 1’inverse de la matrice précédente
HEARMON [1961].
VI-9
c.. ¢c_C_ 0 0 o0 I
11 12 13
c c c 0 0 0
12 11 13
c c C 0 0 0
[cl= 13 13 33
0 0 0 c 0 0
44
0 0 0 0 c 0
44
0 0 0 0 0 172(C_-C_)
| 11 12"

ou
c = Eh(l—vhvvvh)/b

C12_ Eh(l vhh)/A

613= Eh(1+vhh)vvh/A

2
033= Ev( I-th)/A

A= (1+vhh)(1—vhh—2vvhvhv)

44=Gv
Le cas 1isotrope est un cas particulier de 1’orthotropie de

révolution, avec :
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E =E =E vIi-10

Dans le cas particulier des déformations planes, on aura :

C c 0 Vi-11
11 13
[cl = C13 033 0
0 0
a4

Remarque : la matrice d’'élasticité anisotrope dans le cas ou
1'axe ne coincide pas avec 1’un des axes de référence dans un repére

orthonormé est donnée dans annexe VI-A.

-1 DOMAINE DE VARIATION DU COEFFICIENT DE POISSON

Dans les travaux de BARDEN [1963], KONING [1957]

et TAN-JONG-KIE [1961], on rencontre les conditions suivantes :

v +p =] v s1/72 , vi-12
hh hv vh

qui sont la conséquence directe de 1’hypothése qui veut que la
dilatation soit de méme signe que la contrainte appliquée. BARDEN
[1963] observe que cette hypothése n’est pas nécessairement vraie
pour le sol et GARNIER [1973] conclut, dans sa synthése
bibliographique, qu'elle est inexacte car un sable dense ou une
argile fortement surconsolidée sous compression simple peuvent se
dilater. Aprés avoir analysé les ﬁfavaux de différents auteurs, il
semble que, comme 1'ont fait remarqué HEARMON [1961] et PICKERING
[1970] et comme 1’ont mentionné GARNIER [1973] et MAGNAN et al.
[1982, 1984], la condition la plus Justifiée soit que 1’énergie
potentielle de déformation soit positive. Ainsi, en
considérant 1’¢énergie de déformation par unité de volume,
W= 1/2(¢“sij), PICKERING [1970] écrit que, pour que w 2o, il faut
et il suffit que tous les coefficients des différentes formes
linéaires indépendantes (les déterminants mineurs principaux de la

matrice d’'élasticité (VI-4)) soient positifs.
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Ceci implique que:

Eh,Ev,Gv doivent étre positifs.

v doit étre supérieur a -1.
hh 2 -1

1-vhh-2uhv(Eh/Ev) doit é&tre positif.

A partir de la troisiéme condition, on conclut que vhh< 1. On

ne connait pas, d’autre part, de matériau avec v négatif, donc
1 > v >0.

PICKERING, sur la figure (VII-1), représente un volume limité

par les plans v,=0 et v, 0 et par le paraboloide d’'équation :
2 =
2vhv (1 vhh)Eh/Ev =0

Ce volume constitue le domaine de variation des paramétres dans

1’ espace (vhh,vhv,Eh/Ev).

S1 1’on considére un élément de sol sous pression isotrope

(P), la déformation volumique s’écrit

VI-13
E
Av. _ P _ _ h
~ = F G, T )
h v
Eh
En écrivant Z_Zth-4vhv+_fT =0, la déformation volumique est

v
nulle, ce qui correspond a la conditlon d’incompressibilité sous

pression isotrope. Cette équation définit un plan tangent au

paraboloide, le long d’une droite dont 1’'équation est :

Eh Vi-14
vhh=1_ 2E vhh+vhv_1
M ou E
E h
v = h E =2v hv
hv 2E v

Sur les figures VII-2 a, b, c et d, on présente les
intersections de la surface limite du domaine d’énergie positive par
les différents plans de Eh/Ev, ainsi que les droites tangentes au

paraboloide.
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: Espace accessible aux paramétres élastiques
(d’ apres PICKERING)

Figure VI-1
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On constate qu’un corps orthotrope de révolution ne peut étre
incompressible sous pression isotropé que si Eh/Ev < 2.

TAN-TJONG-KIE [1961]1, SUKLJE [1963], WIENDIEK [1968] et
CAQUOT [1966] ont proposé différentes relations entre les

coefficlents de Poisson v ,v ,v
hv hh vh

E
TAN-TJONG-KIE : v o= [—j 172
hh vh |E
WIENDIEK : Vin = Vi
SUKLJE : v, = 172 ( v vvh)
L I:?h 2
vh
Cette derniére expression est en contraction avec le théoréme de
E
réciprocité de Gauss (VI-6) . Pour le rapport th = 1, toutes les
v Eh
relations proposées donnent vhh = vvh et, pour B 0,5, les

v
relations entre les coefficients de Poisson proposées par différents

auteurs ont été présentées sur la figure VII-4 .

Les modéles proposés par ces auteurs ne sont pas valables
pour un massif anisotrope incompressible; nous avons pour notre part
préféré, comme GARNIER , laisser Vn et Voo indépendants, a cause de
la difficulté et de 1la rareté de leur mesure. Il s’est avéré
d’ailleurs que Vo et Vo n'ont guére plus d’influence sur les

contraintes et tassements que v en condition isotrope (GARNIER).

[[F2 VALEURS PROBABLES DES PARAMETRES DE L’ORTHOTROPIE

L’'introduction de 1’'orthotropie de révolution est effectuée
afin d’améliorer la qualité des calculs, pour é&tre plus proche de
la réalité et en dessous des écarts constatés entre 1’expérience et
les résultats de 1’élasticité isotrope. Les cing paramétres de

1’élasticité orthotrope de révolution ( E ,E ,v ,v ,v Jdoivent
h" 7+’ "hh’ "hv’ vh
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étre déterminés expérimentalement et ils doivent étre choisis et
introduits dans 1les <calculs en fonction des modifications
souhaitées, en considérant le comportement qualitatif dans chaque
cas précis. En 1’absence de données expérimentales, on peut utiliser
des données publiées dans la littérature. Afin de mettre en
évidence 1’'effet des variations de chaque paramétre dans son domaine
de variation possible, on a effectué une étude paramétrique dans le

sixiéme chapitre.

I11-2-1 Valeurs de Eh/Ev

Pour le sable, WIENDIECK [1968] a effectué des essais de
compression isotrope et a proposé 1’intervalle entre 0,4 et 1. La
relation empirique qu’il a proposée est reproduite sur la flgure
VI-3.

GARNIER [1973], dans une synthése des travaux de différents
auteurs, a proposé le tableau ci-dessous pour les valeurs usuelles

de Eh/Ev dans les sols naturels.

Sable 0.4< Eh/Ev <1
Argiles normalement consolidées Eh/ELautour 1
Argiles surconsoclidées 1<Eh/Ev<3

I11-2-2 Valeurs du module de cisaillement vertical

L’expression du module de cisaillement vertical Gv en
fonction desautres paramétres a été donnée par différents auteurs.
Les valeurs proposées peuvent étre assez éloignées, surtout pour
des valeurs de Eh/Ev supérieures a 1 . Des valeurs différentes de

Gv peuvent precduire d’ importants écarts entre les résultats obtenus.

GARNIER [1973] a analysé les différents modules proposés par
BARDEN [1963], TAN-TJONG-KIE [1967], WIENDIECK [1968], GUTMAN [1966]

142



et WOLF [1945], et a lui-méme proposé une autre relation entre Gv et
les autres paramétres., ultérieurement, BELKEZIZ et MAGNAN [1982] ont
présenté les expressions proposées par différents auteurs,
données dans le tableau VI-1 :

Tableau VI-1 : Gv proposé par les différents auteurs

Auteurs formules proposées de Gv
Eh
hv
E
WOLF S —
1+E /E +2v
h v hv
Eh
CHRISTIAN I+E_/E _+2v
h v hv
Eh
WIENDIECK 773
1+(E /E +2v_ )
h v hv
Eh
BARDEN 1+E /E +2v
h v hv
172
TAN TJONG KIE 1/72{[AC] -D}

172
avec XI1={8[1+(E /E )]} -(1+E /E )
h v h v

3.2
1 (Eh/Ev)vvh

A= Eh 2
(1+vhh)[I-th—Z(Eh/E;)vvh]‘
1-v
C=E hh
Y [1-v -2(E /E W° ]
hh n’ v’ vh
v
D=E vh

h 2
[1-vhh Z(Eh/Ev)vvh]
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Il ~ PRESSION INTERSTITIELLE

Dans un essal classique a 1’appareil triaxial, en supposant
le sol élastique, SKEMPTON a donné, dans le cas non drainé,

pour la surpression interstitielle :

bu = B [Ac_+A(Ac -Ac )] . Vi-18

Le squelette étant isotrope, A4 vaut 1/3 et est indépendant de la
direction des contraintes appliquées ; B = 1 pour les sols saturés

par un liquide incompressible.

GARNIER [1975], en collaboration avec CORDARY, a effectué le
calcul de Au pour un échantillon orthotrope de révolution lorsque
1’axe d’application des contraintes fait un angle 8 avec 1’axe de
révolution. Ils ont proposé la formule sulvante :

VI-16
Au = B [Ac3+A6(A¢1—A03)]

avec
1
B = nCE
1+ Eh
Z(I-Uhh+20 )+ —E—
v
E
sinz(e)[l-v -v  J+cosZ(8)[1-2v j
hh hv vh Ev
A=

0 r
_E: (1—4vvh)+2(1—vhh)

ou C1 est la compressibilité du liquide.
Si 1’on admet que le liquide est incompressible (Cl= o), le
coefficient B vaut 1 et 1’on constate que B ne dépend pas de 6. En
prenant @ = o et 8 =n/2, les coefficients’de pression interstitielle
pour un échantillon horizontal et pour un échantillon vertical

respectivement A et A sont :
0 80
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E VIi-17

—E% (1-20_ )

Ao= Eh '

3 (1-4vvh)+2(1—vhh)

v

E,

l—vvh_E: ““hn
"o “n (1-4v_ )+2(1-v_)

E vh hh

On remarque que Ao+2Ago=1 VI-18

_ 2 2
Ae—-Aocos (e)+Agosin (8)

URIEL [1971] et PICKERING [1970] avaient déja trouvé ces

résultats.

S1 1’on considére un échantillon cubique vertical soumis a
1’action de la contrainte verticale (trv) ou & I’action de la
contrainte horizontale (o‘h), la variation de volume dans les deux

cas s'écrit respectivement :

VIi-19
o
AV v
VvV T E (1 2vvh)
v
o E o
AV h _ _h _ h o
v E (1 Y E vvh)— E (1 Vin vhv)'

Une augmentation de volume dans les deux cas se traduit par :

1-2v >0 — v <1/2 VI-20
hv vh

1I-v -v >0 —% v +v <1

hh hv hh hv
une diminution de volume est bien évidemment dans le cas contraire.
Pour que la variation de volume devient nul il suffit pour les deux
cas déJja cités :

145



vIi-21

v =1/2 , v =1
vh

v W =
hh hv

En introduisant ces valeurs dans 1’'équation (VI-17), on en déduit
que la premiére équation de (VI-21) correspond a Ao= 0 et la seconde

aAd =1.
o

On peut présenter les valeurs possibles de Ao pour le sol,
E

sur les plans d’'intersection des différents EE (figures VI-5 a, b,

c, d). Sur les figures VI-5, on peut d:étinguer trois partles
différentes en fonction des coefficients de Poisson, séparées par
les droites Ao {(elles sont hachurées différemment). Dans ces plans,
les courbes Ao = cte sont des droites passant par 1le point

d’ incompressibilité.

Pour la valeur A° < 0, on a une augmentation de volume sous
compression verticale et une diminution de volume pour le sol sous
compression horizontale. Pour les valeurs Ao > 1, le sol se comprime
sous o et se dilate sous o et, finalement, entre les valeurs A°= o
et A°= 1, dans un essal de compression isotrope, le squelette du sol
se comprime quelle que soit la direction de contrainte. De plus, on

observe que, dans le domalne accesslible aux coefficients de Poisson,
E
pour les valeurs EE comprises entre 0,5 et 2, les valeurs possibles

v
de Ao restent entre -1 et 1.

146



<
<
-4

J

1,2

Eh/Ev =2

1

T S S T U TR W W |

0,8
Lroaal

6

't

0.2 0,4 0
P N W N U T A I D i |

1.1

0

IS SO S N S Y SR RN B S B B BN S S SN BN SRS SN GEN SNE SND GU 8 v

0 0.2 0,4 0,6 0,8 1 hh

v
vh

‘i

1,2

Eh/Ev

1

0.6

|

0,8
T I S N T N U U O G S S S T U T O |

/
1

0.2

T S N N O S |

0

T T T T Y T T T oT ViU T r rroTrT o T o rrTTg v

0,2 0.4 0,6 0,8 1 hh

o

Figure VI-5 : Les différentes parties du plan (vhh, vvh) et

les valeurs possibles de Ao.

147

3



<

vh
4\
o
- E =
- h/Ev 0,5
_+
-4 -
i
7,
— OO
i o,
1)
o4 5,
1 é
7
-t /J
f)
o] N
o
4
<+
O
- 1
] A"’z\
o~
o
O-‘ - v
Ylll‘1lII]IIIIIITTIIIIIIT
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 hh
v
vh
-~
" E/E =1
] h v
-
N
-
©]
e
4
©0_|
O 4
. Z
Ne,
-1 A.20 o"bf‘e
- ss,
< bll]
o 4 ls
4
. 1‘}
N 1
o o A
)
ha! »
4 %
o1|llj|F1t]llft|lTT1]llllIv
o] 0,2 0,4 0,6 0,8 1 bh

Figure VI-5 : Les différentes parties du plan (vhh, vvh) et

les valeurs possibles de Ao.

148



Soyons contents du nécessaire,

Sans jamais souhaiter de trésors superflus;
I1 faut les redouter autant que la misére:
Comme elle, ils chassent les vertus.

FLORI AN

CHAPITRE 7

VALIDATION ET APPLICATION DU PROGRAMME : REPONSE D’UN
MASSIF SOUS-MARIN A L’ACTION DE LA HOULE
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| INTRODUCTION

Le présent chapitre est consacré a la vérification, puis
aux applications du code de calcul aux é¢éléments finis réalisé au
cours de ce travail, et qui découle de 1'analyse numérique du

probléme considéré, décrite au chapitre cing.

Dans une premiére partie, des vérifications sont effectuées
par comparaison avec diverses solutions analytiques. Les trois
parties suivantes constituent une étude de 1’effet de différents
parametres mécaniques, hydrauliques et géométriques sur les réponses
du massif en pression interstitielle, contraintes effectives
normales, contrainte de cisalllement et profils de déplacement
vertical et horizontal. La cinquiéme partie concerne 1’étude de la
réponse du massif dans le cas d’une pente, avec prise en compte de
1’effet de cette pente sur la houle. Dans les deux derniéres
parties, on considére 1le cas horlzontal multicouche, et enfin le

cas horizontal anisotrope.

I VERIFICATION DU PROGRAMME

-1 THEORIE DE LA CONSOLIDATION :UNIDIMENSIONNELLE DE TERZAGH!

I1-1-1 SOLUTION ANALYTIQUE DE FROHLICH ET TERZAGHI

L’ équation différentielle

régit le phénoméne de consolidation dans le modéle de Terzaghi, basé

sur les hypothéses sulvantes :
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- le sol est homogene,

~ les vides sont complétement remplis par 1’eau,

- les particules du sol et le fluide sont incompressibles,

- la loi de DARCY est applicable,

- la variation de volume est petite devant le volume initial,

- 1’accroissement des contraintes (Ac) est appliqué instantanément
(p1 est indépendant du temps),

- le coefficient de perméabilité k et le coefficient de

compressibilité a, sont constants au cours de la consclidation ;

cette hypothése implique que le rapport soit constant, ce qui

a_o_l
revient a estimer que le squelette du sol se comporte comme un
ressort élastique. Cependant, au fur et & mesure de la

consolidation, k ,e et av décrolissent avec le temps, mais la valeur

_ k(1+e)
de Cv— N

v w

de 1’'équation différentielle a €té donnée par Terzaghi et Frdhlich

peut rester approximativement constante. La solution

[1936] pour une large gamme de conditions aux limites et de

conditions initiales.

Pour les conditions aux limites et conditions initiales
simples suivantes :
P, = P, 0= z =<2H pour t=0

z=0 p=o
pour toutes les valeurs de t#o
z=2H p=o

la solution générale s’écrit :

n=c 2 2
1 JBH nmmz mz cvtn T
p=§: (ﬁ u sin —5 dz) sin S €XP (—___E—__)
o 4H
n=1
en posant
M = (2"’;1)", m=0, 1, 2, 3.... et
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on aura

2 Mz
R T sin i exp (“Mva)
[o]

g
_g
q

Le degré de consclidation Uz s’ écrit :

11-1-2 CALCUL NUMERIQUE

Maillage et conditions aux limites

Le calcul a été effectué sur une colonne de sol maillé par 48

éléments triangulaires & 3 noeuds et 39 points (fig. VII-1).

La charge appliquée sur la surface de la colonne est

distribuée uniformément et reste constante au cours du temps.

Les conditions limites sont les sulvantes :

Déplacements

1- déplacenments verficaux et horizontaux nuls sur la limite
inférieure, et libres sur la limite supérieure ;

2 - déplacements horizontaux nuls sur les limites droite et

gauche.

Pression interstitielle

- nulle sur les limites supérieure et inférieure:
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Figure VII-1 : Maillage utilisé.
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Figure VII-2 : Isochrones de surpression interstitielle.
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Les Isochrones de surpression interstitielle pour Iles
différentes valeurs facteur du temps Tv trouvées par le calcul aux

éléments finls sont comparées sur la figure VII-2 a la solution

-2 DEM-ESPACE INFINI SOUS L’ACTION D'UNE SEMELLE FILANTE

II-2-1 SOLUTION ANALYTIQUE

La théorie de 1la consolidation en déformation plane a été
dérivée de la théorie générale de la consolidation de BIOT [1941]
par MCNAMEE et GIBSON [1960]. Dans cette théorie, le sol homogéne
est saturé par un flulde Newtonien incompressible, et il se comporte

comme un milieu élastique linéaire et isotrope.

SCHIFFMAN et al. [1969] ont présenté a partir de cette
théorie la distribution verticale et latérale de la surpression
interstitielle, due & un chargement réparti sur une bande de

largeur 2a en surface, pour un demi-espace infini (figure VII-3).

Le profil vertical de surpression intertitielle représenté
sur la figure VII-5 est calculé en x=0, en considérant qu’'il y a
drainage a la surface du sol ; la valeur du coefficient de Polsson v
est prise égale a zéro. Le profil est calculé & un temps t,
correspondant 2 une valeur du facteur temps corrigé :

=0, 1=26em K ¢

2
w a

La distribution latérale de surpression interstitielle de la
figure VII-6 est calculée avec les mémes valeurs de v et de t, a une

profondeur z/a =0,5 .

II-2-2 CALCUL NUMERIQUE

Le calcul a été effectué¢ sur un maillage de 176 points et de
300 éléments triangulaires a 3 noeuds, sur une profondeur de 10a et

une largeur de 8a, supposées correspondre & un demi-espace infini.
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Les conditions aux limites sont les suivantes (figure VII-4):

Déplacements

- le déplacement horizontal est nul sur les limites latérales et
libre sur les bornes supérieures et inférieures ;

- le déplacement vertical est nul sur 1la limite inférieure.

Pression interstitielle

La surface du sol est drainée donc, pour les noeuds situés

sur la surface, ona pso a tout instant.

Les résultats du calcul numérique sont comparés avec les
résultats analytiques présentés par SCHIFFMAN et al. [1969] sur les
figures (VII-5 et VII-B).

On constate que 1la correspondance est satisfaisante. La
légeére différence observée en profondeur sur le profil de pression
est attribuée au fait que le maillage est limité a 10 a, alors que
le calcul analytique correspond a une profondeur infinie. Un tel
écart a également é&té observé par GHABOUSSI et WILSON [1973]

I3 COUCHE DEPAISSEUR FINIE SOUS L’ACTION D’UNE SEMELLE
FILANTE.

Une troisiéme comparaison a été faite avec les résultats
obtenus analytiquement par BOOKER [1974] pour une couche de sol
isotrope, homogéne et élastique, d’épaisseur h=a, reposant sur un
substratum rugueux et soumise a un chargement réparti sur une

surface de largeur 2a.

Le maillage utillisé correspond a la profondeur de la couche

et a une largeur de 8a. BOOKER et SMALL {1975] ont montré gqu’une
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Variation de degré du tassement en fonction du temps
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telle largeur correspondalt a une largeur Infinle. Il est constitué

de 175 points et de 288 éléments (figure VII-8).

Les conditions aux limites considérées sont :

- sur le substratum imperméable gg =0 et les déplacements
horizontaux et verticaux sont nuls (u=0,v=0) ;

- la surface du sol est perméable (p=0).

On présente sur la figure VII-S les variations du degré de

tassement

en fonction du facteur temps corrigé
t

t=(A+ZG)—§— >

w h

pour deux valeurs de v (0 et 0,25). La correspondance entre les
résultats numériques et analytiques est bonne, et on ne retrouve pas
en particulier les dérives du calcul précédent, qui étaient donc
bien dues A& 1’approximation de profondeur infinie faite pour Ile

calcul.

=4 FOND MARIN HORIZONTAL SOUMIS A L'ACTION DE LA HOULE

ITI-4-1 Rappel de la solution analytique

La distribution des contraintes effectives et de la pression
interstitielle dans un massif semi-infini du sol a la surface
horizontale et soumis a 1’action d’'une houle éinusoidale a été
présenté d’une fagon compléte dans 1le chapitre 2. Les expressions
deviennent trés simple pour les sols dont le rapport G/K’ tend vers
zéro. K’ est le module de dilatation cubique apparent. La relation
suivante pour K’ a été proposée par VERRUIJT [1969].

1/K’ = 1/K +(1—Sr)/po .

160



Sr est le degré de saturation du fluide interstitiel. Pour 1’eau
interstitielle sans 1’air, K’ sera égal au module de dilatation
cubique de 1l’eau c’est-a-dire environ 2,3 . 108kPa . Le rapport de
rigidité, G/K’, est pratiquement nul pour la plupart des sols, sauf
le sable trés dense. Dans le cas de G/K’»> 0, les expressions

analytiques sont les suivantes :
P
. o
-irzexp(-az) O exp[iélx wt)]

n

u

v = {exp(-Az)+Azexp(-Az)} —E%—~ expli(Ax-wt)]

A

p =p0exp(—hz)exp[i(hx—wt)]
o = -0 =—irxz= pOAz exp(-Az)expli(Ax-wt)]

Les variations de ces valeurs en fonction de la profondeur

sont présentées sur la figure II-4.

I1-4-2 Calcul numérique

On considére une couche de sol homogéne, isotrope, sous
1’action d’une houle sinusoidale. En raison de la périodicité dans
le temps et dans 1’espace, on peut se contenter de considérer une
longueur de sol correspondant a4 une longueur d’'onde. Pour modéliser
un demi-espace Infini, 11 est possible, comme le montre la figure
II~4, de considérer uniquement une profondeur égale a la longueur
d’onde. On observe en effet qu’a partir de Z/L =1, les différentes
grandeurs sont proches de zéro.

On considére les caractéristiques suivantes, représentatives

d’un sable léche isotrope :

G = 5000 k Pa |, kx=ky=10_ s
On a G/K’<< 1
Le maillage choisi est constitué de 225 points et de 384
éléments triangulaires & 3 noeuds (figure VII-11).
Les conditions aux limites sont :
-Sur la surface : le chargement de la houle est consideéré

comme une pression répartie sur un c6té d’un élément donné, et égale
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a la valeur moyenne des pressions au niveau de chacun des noeuds
{figure VII-11). La pression hydraulique sur la surface est égale a
la pression de la houle sur chaque noeud situé sur la surface.

-Le substratum est rigide rugueux et imperméable : u=v=o ,

%P _ o .

8z
~Sur les cb6tés Bl et B2 : le déplacement vertical est nul,
ainsi que la pression interstitielle (v=o et p=o0)
Les résultats obtenus a partir du calcul numérique sont

présentés sur les figures (VII-12 et VII-13).

Comme on le constate sur la figure VII-13, le déplacement
horizontal & la surface du sol n’est pas nul, contrairement au cas

n'est pas non plus

de la solution analytique. Le paramétre Z;fv
égal a un. Dans les deux cas, ce petit écart avec la scolution
analytique est dd & 1'hypotheése faite sur 1’épaisseur de la couche
du sol (z=L), considérée comme infinie. En réalisant le calcul pour
des épaisseurs de 3L/2 et 2L, on constate qu’on approche davantage

la valeur analytique (tableau VII-1).

Tableau VII-1 :Influence de 1’épaisseur de la couche sur le calcul des
déplacements horizontal et vertical en surface

D 2AGV 2AGu
b L
:p0 pO
12 m 0,5 0,667 0,068
24 m 1,0 0,938 0,045
36 m 1,5 0,9673 0,038
48 m 2,0 0,981 0, 009

Une autre conséquence de cette hypothése correspond a une
petite augmentation de 1la pression interstitielle et de 1la
contrainte de cisaillement, & proximité du substratum (figure
VII-12). En augmentant 1'épaisseur de couche, cette augmentation

décrott et on s'approche de la solution analytique.
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La solution analytique proposée par YAMAMOTO [1978], MADSEN
[1978] et OKUSA [1985] considére au niveau des équations le cas
général et se limite a des conditions aux limites assez
particuliéres c’est-a-dire 1’épaisseur infinie (un demi-espace)
avec une surface horizontale et G/K’> o. Par conséquent, Iles
expressions montrées au début de cette partie ne peuvent résoudre
que des cas restreints, mais, par contre, avec le programme de
calcul en éléments finis, nous pouvons étudier tous les cas, ainsi

que 1'effet des différents paramétres quil sont importants.
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il CAS DU FOND HORIZONTAL

m-1 INTRODUCTION

Comme indiqué précédemment, les résultats analytiques obtenus
par YAMAMOTO et MADSEN concernent un massif élastique, isotrope et
homogéne de profondeur infinie. Il est donc intéressant de prolonger
cette approche par 1’étude de 1’'influence d’un certain nombre de
paramétres, rendue posslble par le calcul numérique. On examinera
donc 1’effet des paramétres suivants:

-épaisseur de la couche de sol sous-marin,
-effet de couches distinctes,
-effet de la perméabilité et de 1’anisotropie hydraulique,

-anisotropie mécanique.

A titre d’'exemple, on présente ici la réponse du massif
sous-marin dans le cas d’une profondeur finie égale a la
demi-longueur d’'onde, pour une houle de 24 m de longueur d’onde, de
2,975 m de hauteur et de période 3 secondes, agissant sur une
profondeur d’eau de 3,83 m. Cette houle a été choisie pour obtenir
une pression de créte de 10 kPa sur le fond. La couche repose sur

un substratum imperméable, rigide et rugueux.

L' épaisseur de la couche du sol est L/2 = 12m. Le calcul a
été effectué avec un rapport des perméabilités horizontale et
verticale égal a 1, 2 et 5. Les résultats obtenus pour les
différents rapports de perméabilité sont pratiquement différents
contraire de cas d’un massif semi-infinie. Une gamme assez large de
sables allant du sable lache au sable dense, a 1’anisotropie
hydraulique est étudiée. On présente, dans cette partie, les
courbes de variation des différentes grandeurs pour le sable dense
et fin (HF), dans le cas de 1’anisotropie hydraulique (1,2,5)et,
dans la partie suivante, 1’effet de la variation de perméabiliteée

isotrope sera mise en évidence.
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Le sol est caractérisé par les valeurs sulvantes :

G=5.10° kPa et  v=0,33

Les variations de 1la pression interstitielle et de 1la
contrainte de cisaillement en fonction de 1la profondeur sont
présentées sur les figures VII-14 et VII-15. Il est important de
noter que, & proximité du substratum imperméable, 1la pression
interstitielle et 1la contrainte de cisaillement augmentent. La
valeur maximale de cette contrainte se trouve a la profondeur
z=3,5m (z/L=0,15). Cette valeur est proche de celle obtenue par la
solution analytique pour le demi-espace (z/L=0,16). Par contre, la
valeur maximale de la contrainte de cisaillement normalisée selon la
solution analytique est ;£=0,37 ,alors qu’on a ici ;6=0’29' On
observe que 1’'anisotropie hydraulique influe sur la distribution de
la pression Iinterstitielle. Par contre, la contrainte de

cisaillement n’'est pas influencée par 1’'anisotropie hydraulique.

Les variations des déplacements horizontaux et verticaux
2AGv
Po
en fonction de la profondeur, sur les figures VII-18 et
VII-19. Comme précédemment, le paramétre Z%Gv vaut entre 0,64 et
0,67, au lieu de 1 dans le cas infini, et P?u vaut entre 0,068 et

; o

0,085 au lieu de 0. La distribution des contraintes effectives

sont représentés sous forme adimensionnelle par les parametres
et 2AGu
Po

verticales et horizontalgs en fonction de la profondeur est
représentée sur les figures VII-16 et VII-17. Ces contraintes ne
sont pas nulles sur le substratum, et leurs maxima sont supérieurs 2a
ceux du cas infini. La contrainte effective horizontale n’est pas
nulle sur 1la surface, et cette contrainte pour 1le rapport
hydraulique 5 est inférleure aux autres cas. Par contre, dans le cas
d’anisotropie le plus grand (5), on observe que les valeurs des
contraintes effectives verticales sont supérieures a leurs valeurs
dans les cas de 1’isotropie hydraulique ou quand 1’anisotropie est

plus faible (2). Cette différence est observée de la méme maniére
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pour les déplacements horizontaux et verticaux. Cette exemple montre
1’effet combiné de 1’'anisotropie hydraulique et 1’épaisseur de 1la
couche du sol. On constate donc que 1’épaisseur de la couche de sol
Jjoue un réle important. Il est manifeste que des paramétres tels
que G (rigidité du sol) et K ( perméabilité isotrope du sol ) ont
également un effet marqué. L’étude de 1’influence de ces paramétres

fait 1'objet du prochain paragraphe.

-2 INFLUENCE DE L’EPAISSEUR DE LA COUCHE DE SOL

Suivant les caractéristiques de la houle choisie, on a étudié
les différentes épaisseurs entre L/10 et L . Pour optimiser le calcul
numérique, pour chaque épaisseur un maillage approprié a été choisi.
Les différents maillages utilisés sont présentés sur les figures
VII-11 et VII-20.

Le premier maillage est constitué de 9 noeuds sur une colonne
et correspond a 225 points et 384 éléments triangulaires a 3 noeuds
(fig VII-11) .1l est utlilisé pour les falbles épaisseurs. Pour les
plus fortes épaisseurs, le deuxiéme maillage utilisé a 15 noeuds sur
une colonne (fig VII-20), il est constitué de 390 points et de 672

éléments triangulaires a 3 noeuds.

La premiére houle choisie est caractérisée par =40 m,
H=2,75 m et T=7 s. Cette houle correspond a la houle choisie par
FINN, SIDDHARTHAN et MARTIN [1983]. La surface horizontale du sol
homogéne et lsotrope se situe a 4m de profondeur d’eau, ce qui donne

une amplitude de la pression de 11,42 kPa.

Les épaisseurs considérées D, et les épaisseurs relatives

correspondantes sont données dans le tableau VII-2.
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Tableau VII-2 : Différentes épaisseurs étudiées

Dim)| 4 8 16 | 20 | 30 | 40

bs/L (0, 10}0,2040,4010,5010,75| 1,0

Les caractéristiques du sol sont :
c=10"kPa et =033 et K=5107% ws.

Afin d’'avoir une conclusion générale et pratique, on a effectué

le calcul pour un autre exemple.

En choisissant une autre houle de projet avec |les
caractéristiques suivants L=324 m, H=249 m et T = 15 m dans
une profondeur de 70 m d’eau, on aura Po = 57,92 kPa sur la
surface du sol comme amplitude de la pression cyclique. Cette houle
correspond & la houle de projet en mer du Nord, introduite par

MOSHAGEN et TORUM [1975].

Les épalsseurs étudiées dans cet exemple et les épaisseurs

relatives correspondantes (D/L) sont données dans le tableau VII-3.

Tableau VII-3 : Epaisseurs étudiées dans le deuxiéme exemple

Dtmy| 25 50 165 |75 1001 125 | 150 200 250 | 324

bs/L |0,077]0,15440,2 |0,23|0,31|0,3860,463|0,617|0,772]| 1

Le maillage présenté sur la fig. VII-20 a été utilisé dans

cet exemple. Les caractéristiques du sol sont identiques.
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Conditions aux limites

Pour ces deux exemples, le calcul a été fait avec les
conditions aux limites sulvantes.

- Pour le substratum, les déplacements horizontaux et
verticaux sont nuls (u=v=0). Quant & la condition hydraulique, elle
correspond & unebase imperméable (gg = 0).

- La surface supérieure est chargée par la houle, chaque
élément étant soumis a une pression constante égale 2 la moyenne des
pressions sur les deux noeuds contigus. Les déplacements horizontaux
et verticaux sont 1libres et la pression interstitielle sur la
surface est égale & la pression de la houle.

- Sur les limites latérales, correspondant aux noeuds de la
houle, la pression interstitielle et 1le déplacement vertical sont

nuls, et le déplacement horizontal libre .
RESULTATS

Pression interstitielle

Les variations de la pression interstitielle sous la créte de
la houle en fonction de la profondeur pour chaque épaisseur sont
présentées sur les figures VII-21, a, b et ¢ pour le premier
exemple, et sur les figures VII-22 a, b et c¢c pour le deuxiéme
exemple. On peut constater que la dissipation verticale de la
pression interstitielle est largement influencée par 1’épaisseur de
la couche de sol. Pour les couches assez minces par rapport a la
longueur de la houle, la pression interstitielle ne diminue pas
rapidement, et un phénoméne d’augmentation de 1la pression
interstitielle & proximité du substratum imperméable se manifeste.
Pour des épaisseurs supérieur a 3/74 L, on note qu'on s’approche
raisonnablement de la solution analytique et la pression

interstitielle est assez faible.
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profondeur pour les différentes épaisseurs
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Contraintes de cisaillement

L’'évolution de la distribution de la contrainte de cisaillement
en profondeur en fonction de 1’épaisseur de la couche de sol, sous
le noeud de la vague, pour lequel le cisaillement est maximum, est
présentée sur les figures VII-23, a et b. Les figures VII-24 a, b

et ¢ montrent la méme variation pour le deuxiéme exemple.

On observe que, Jusqu'a 1'épaisseur de 0,4 L, la valeur
maximale de la contrainte de cisaillement se situe, dans les deux
cas, a l'interface du substratum riglide et rugueux et de la couche
de sol ; cette valeur dépend de 1’épalsseur de la couche. Pour les
couches treés minces, la variation en fonction de la profondeur est
linéaire. La valeur maximale est obtenue a une profondeur D=8 m
{(0,2L) dans le premier exemple, et D = 50 m (0,154L) dans le
second. Les valeurs correspondantes de la contrainte de cisaillement
normalisée par la pression po sont comparables, et valent
respectivement 'c/po=0,42 et 'r/p0=0,40 .Dans le deuxiéme exemple,
le cas de 1'épaisseur D = 65 m (0,2L) donne & peu prés la méme
valeur de contrainte de cisaillement 'l.'/po=0, 394. Quand 1’épalsseur
de la couche du sol augmente, 1’'allure linéaire des courbes
s’estompe, et une Incurvation progressive apparait. On observe que,
pour des épaisseurs supérieures a 0,4L, le maximum n’est plus situé
a 1’interface, mais au sein de la couche de sol, a une profondeur
proche de celle du maximum analytique obtenu pour une épaisseur

infinie, pour un rapport Z/L=0, 16.

Avec 1’augmentation de 1’épaisseur, la forme de la courbe se
rapproche de plus en plus de la courbe analytique, avec décroissance
de la valeur a l’interface et, pour les épaisseurs supérieures a
374 L, le maximum est voisin de celui de la solution analytique
(0,37 po). Cependant, ce maximum est inférieur a la contrainte de
cisaillement de 1’interface obtenue pour 1’'épaisseur de 0,2 L, ou

1’allure est approximativement linéaire.
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Figure VII-24 : Distribution de la contralnte de cisalllement
en profondeur pour les différentes épaisseurs
(a, b, ¢) pour la houle de 324 m.
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Dans les cas ou D > 0,4 L, 1’'évolution des courbes en dessous
du maximum est caractérisée par un changement de signe de la
courbure et un point d’inflexion ; a proximité du substratum, la
contrainte recommence a croitre. Ce phénoméne est plus marqué pour
le cisaillement que pour la pression interstitielle, et il s’atténue
quand 1’épaisseur augmente. Au dessus de D = L, 1le phénoméne

disparait et on retrouve la solution analytique.

La localisation, pour de falbles épaisseurs, du maximum de
cisaillement a 1’interface avec le substratum rigide et rugueux est
attribuée & 1’accrochage des grains de sol & ce niveau. En d’autres
termes, le substratum exerce sur le sol des contraintes de
cisaillement de réaction par rapport a celles induites par la
houle, afin de maintenir 1’interface stable. Plus 1le substratum
s’ éloigne de la surface, moins cet effet d’accrochage influe sur la
répartition des contraintes de cisaillement. La réaugmentation
observée a sa proximité par 0,4 L < D < L montre cependant, méme

pour de plus grandes épalsseurs, 1’effet local de cet accrochage.

Contrainte effective normale verticale

Les calculs ont été menés, pour les contraintes normales
verticales et horizontales, pour les deux types de houle considérés
précédemment. Comme dans le cas du cisalllement, les résultats sont
analogues, et on présentera ici ceux obtenus pour une longueur

d’onde de 40 m.

Le profil de contrainte effective verticale sous la créte est
donné sur la figure (VII-25 a, b). Cette contrainte sous la créte
est de type compression.

Si, pour 40 m, le profil est analogue & celui de 1’épaisseur

infinie, on observe, entre 30 et 16 m, une valeur maximale de la
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contrainte verticale supérieure a celle du cas infinl, et située au
méme niveau dans la couche (0,16 L). Pour des épaisseurs inférieure
ou égale a 10 m, la valeur maximum devient inférieure au cas infini.
On observe également une variation similaire de la contrainte au
niveau du substratum, faible pour 40 m, croissante Jjusqu'a un

maxXimum pour 16 m, et décroissante pour de plus faibles épaisseurs.

Contrainte effective normale horizontale

Les profils des valeurs absolues de la contrainte effective
normale horizontale, pour les différents couches, sont présentés sur
la figure VII-26. Cette contralnte sous la créte est de type
traction. On observe que, pour la couche d’épaisseur 40 m, le profil
est analogue a celui de 1l’épaisseur infinie. Dans le cas de 16 m, le
maximum au sein du sol est plus grand que le cas de 40 m. Pour les
couches minces, 8 m et 4 m, le maximum de la contrainte effective
normale horizontale se situe a la surface du sol et 1'allure de sa
courbe de variation est linéaire et décroissante. La plus grande

valeur correspond a une couche d’épaisseur 0,2 L = 8 m.

-3 DEPLACEMENTS DU MASSIF ET EPAISSEUR CRITIQUE

On sait que la connaissance des déplacements engendrés par la
houle sur le massif sous-marin est fondamentale pour Iles
structures : en surface pour les pipelines, émissaires ou clbles
de communication, et en profondeur pour les systémes de fondations
d’ ouvrages offshore. C’est dans cette perspective qu’on commente ici

les déplacements obtenus dans le cas élastique.

On présente sur les figures VII-27 a et b, les profils de
déplacements horizontaux obtenus pour les deux houles considérées,
en fonction des différentes épalsseurs sous le noeud de la vague. On
observe, comme précédemment, que 1’'épalsseur d’une longueur d’onde

(40 et 324 m) donne une solution proche de 1’épaisseur infinie, avec
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Figure VII-25 : Variation de la contrainte effective normale
verticale en profondeur pour les différentes
épaisseurs (a, b).
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cependant un léger déplacement en surface. Pour une épaisseur de L/2
{20 et 162 m), on note un fort gradient de déplacement & proximité
du substratum, et 1'existence d’'un maximum supérieur au cas infini,
4 une profondeur comparable (0,16 L). Pour respectivement 16 m et
125 m, le maximum du déplacement atteint, en fonction de 1la
profondeur, sa plus grande valeur. Pour de plus falbles épaisseurs,
le maximum a ensuite tendance a décroitre en se rapprochant de la
surface, alors que le déplacement en surface augmente de fagon
sensible, pour atteindre une valeur maximale pour des épaisseurs de
8 met 65 m (0,2 L). Pour des épalsseurs inférieures, cette valeur

décroit.

Les figures VII-28 a et b montrent, pour les deux houles, la
variation des déplacements horizontaux d’un point situé en surface
de sol (fond marin) sous le noeud de la houle, en fonction de
1’ épaisseur de couche. On observe bien 1’existence d’une épaisseur
critique égale & 0,2 L, pour laquelle le déplacement horizontal du
fond marin est maximum. Si 1'ordre de grandeur semble acceptable
pour la houle de L = 40 m (0,12 cm), il devient plus important pour
la houle de projet de Mer du Nord (L = 324 m), avec des valeurs de 9
cm. I1 est probable que de tels mouvements soient de nature a

menacer la stabilité des ouvrages sous-marins posés sur le fond.

Les figures VII-29 a et b présentent 1’évolution du
tassement d'un point de surface situé sous la créte de la houle en
fonction de 1'épaisseur. On note une croissance du tassement pour

des couches comprises entre O et suivie d’une stabilisation, qui

L
2)
correspond & une dissipation de 1’effet du chargement de surface,

pour des profondeurs suffisamment importantes.

Finalement, la figure VII-30 montre la variation de la valeur
maximale du déplacement vertical (sous la créte, sur le fond) et du
déplacement horizontal (sous le noeud, au sein du massif) en

fonction de 1’épalsseur de la couche.
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-4 L’EFFET DE LA PERMEABILITE DU SOL SUR LA DISTRIBUTION DES

CONTRAINTES EFFECTIVES ET LA PRESSION INTERSTITIELLE

La solution proposée par YAMAMOTO [1978] et MADSEN [1978}
pour la distribution des contraintes effectives et la pression
interstitielle dans wun massif semi-infini d’un sol hydraulique
isotrope est indépendante de la perméabilité du sol. Dans le cas de
couches de sol d’épaisseur finie, i1 semble intéressant d’étudier
1’influence de la perméabilité. Dans les exemples suivants, on se
propose d'étudier deux couches de sol élastique, isotrope, homogéne,
d’' épaisseurs différentes. Dans le premier cas, on a D = 8 m, qui
correspond a 1’épalisseur critique de 0,2 L mise en évidence
précédemment. Dans le second cas, on prend D = 20 m, soit L/2. La
rigidité du sol est G = 10* kPa et v reste constant et égal a 0,333.
Les différentes valeurs de perméabilité 1sotrope Ilntroduite dans le

programme sont les suivantes :

k=5. 10"° ws
k=5. 10" ns
k=5. 10" ws
k=5. 10" ws

La premiére valeur correspond a un sable treés fin et 1la derniére a

un sable grossier.

La dissipation de la pression interstitielle et la variation
de la contrainte de cisalllement et des contraintes effectives
normales, en fonction de la perméabilité, sont présentées,
respectivement, sur 1les fligures VII-31 A& VII-34, pour le cas
d’épaisseur 8 m, et sur les figures VII-35 a VII-34, pour
1’épaisseur de 20 m. On observe que la courbe de dissipation de la

pression interstitielle, pour les sols trés fins (k = 5§ .107° n/s)
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se distingue nettement des autres courbes (fig. VII-31 et VII-35).
Lorsque la perméabilité est trés petite pour un sable, le gradient
hydraulique & proximité de la surface du sol est plus fort. Ceci
indique que le risque de phénoméne de liquéfaction pour les sables
fins est plus grand que pour les sables grossiers. Sur les mémes
courbes on constate , & cause de la faible perméabilité, 1’existence
d’'un accroissement de la pression interstitielle A proximité du
substratum imperméable, qui n’est pas observé pour les plus fortes
perméabilités. Dans ce cas, 1'allure de la courbe de variation de la
pression interstitielle devient monotone et 1la dissipation en

fonction de la perméabilité devient plus grande.

En comparant les courbes de dissipation de pressions
interstitielles pour 8 m et 20 m, on observe que, pour l'épaisseur
la plus grande, l’effet de la perméabilité diminue et le gradient

hydraulique preés de la surface du sable est moins fort.

Les profils de contrainte de cisaillement obtenus pour les
quatre valeurs de la perméabilité ne sont pas trés différents.
Néanmoins, on peut dire que les valeurs obtenues pour les sols les
plus fins sont plus grandes preés du substratum, et plus petites au
sein du massif. Cependant, prés du fond marin, les valeurs de la
contrainte de cisaillement sont 1identiques quelle que soit la
perméabilité (fig.VII-32 et VII-36). Les profils de contrainte
effective normale verticale ont, dans les deux cas (fig.VII-33 et
VII-37), des allures compatibles avec <celles des pressions
interstitielles. Ainsi, pour D = 8 m, une valeur de pression plus
forte pour le sable fin a proximité du substratum correspond a une
contrainte plus falble ; de méme, la zone de plus falble pression du
sable fin (moitié supérieure de la couche) correspond a celle de
plus fortes contraintes normales. Le méme effet est observé sur les

profils de contrainte normale horizontale.
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Figure VII-31 : Effet de la perméablilité sur la dissipation
de la pression interstitielle pour une
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Figure VII-35 : Variation de la pression interstitielle en
profondeur en fonction des différentes
valeurs de la perméabilité, pour une couche de
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Figure VII-36 : Variation de la contralnte de cisaillement
pour les différentes perméabilités.
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Figure VII-37 : Profils des contraintes effectives normales
verticales pour les différentes perméabilités
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Figure VII-38 : Profils des contraintes effectives normales
horizontales pour les différentes
perméabilités.
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-5 L'EFFET DE LA RIGIDITE DU SOL SUR LA DISTRIBUTION DES
CONTRAINTES EFFECTIVES ET LA PRESSION INTERSTITIELLE -

On a vu précédemment que le mouvement le plus important du
fond marin, et le maximum de la contrainte de cisaillement pour une
houle donnée, apparaissent dans un massif du sol pour une épaisseur
de 0,2L. D’autre part, la solution analytique pour 1’épaisseur
infinie montre que, a 1’exception des sables trés denses, la
distribution des contraintes et 1la dissipation de 1la pression

interstitielle ne dépendent pas de la rigidité du sol.

On considére ici, comme précédemment, les cas D = 8 m et
D=20 m avec un sol homogéne, isotrope, sous l’action d’une
houle de longueur de 40 m, et on étudie 1’effet des variations du
module d’Young E, & v constant et égal & 0,333, en se limitant dans
le cas du sable a :

10* xPa < G <10 xPa avec k=k =510 ws.

Les calculs n’'ont pas montré d'influen;e notable de ces
rigidités dans le cas D=20 m. Pour D = 8 m, correspondant &
1’ épaisseur critique 0,2L, les variations de 1la pression
interstitielle en profondeur en fonction de la rigidité du sol ont
été comparées sur la figure VII-39. Sur les figures VII-40, VII-41
et VII-42, sont présentés les résultats concernant la contrainte de
cisaillement et les contraintes effectives normales horizontales et

verticales, en prefondeur, en fonction des valeurs de G.

Sur la courbe de dissipation de la pression interstitielle,
on observe que, pour les sols plus mous, la dissipation prés de la
surface du sol est plus rapide ; apres étre passé par un minimum
(dans cet exemple, & la profondeur de 3 m ), la pression
interstitielle augmente avec la profondeur. Pour les sols plus
rigides, 1'atténuation de la pression interstitielle prend une
allure monotone. Dans ce cas, les résultats obtenus s’approchent de
ceux donnés par la théorie présentée par MOSHAGEN et TORUM [1975],
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qui est basée sur 1’équation de conduction de la chaleur.

Comme précédemment, le méme type d’'influence peut é&tre
remarqué sur la distribution des contraintes effectives normales.
Pour les sols mous, en raison de la facilité de dissipation de la
pression interstitielle dans la 2zone proche de la surface par
rapport aux 2zones plus profondes, 1’augmentation de la contrainte
effective verticale dans 1la partie supérieure ainsi que sa
diminution dans la partie inférieure prés du substratum imperméable

sont plus fortes que pour les sols rigides.

L'effet de la rigidité du sol sur la distribution de 1la
contrainte de cisaillement, dans cet exemple, n’est pas trés

important.
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Figure VII-39 : Effet de la rigidité sur la dissipation de la
pression interstitielle.
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Figure VII-40 : Effet de la rigidité sur la distribution de
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Figure VII-41 : Variation de la contrainte effective
verticale en fonction de la rigidité.
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Figure VII-42 : Variation de la contrainte effective
horizontale en fonction de la rigidité.
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IV - TALUS SOUS MARN

Dans le cas d’un talus sous-marin, la symétrie du probléme
rencontré dans 1le cas horizontal n’existe plus, et les
caractéristiques de la houle varient quand elle se propage au dessus
de la pente. Le probléme est donc beaucoup plus complexe et semble

difficile & résoudre analytiquement.

On présente donc 1icl les résultats d’un calcul des
contraintes et pressions interstitielles induites par une houle sur

un fond incliné & un instant donné.

Dans le premier chapitre, on a étudié la propagation de la
houle sur un fond incliné dans une région de " profondeur
moyenne" (,05L <d <0,5L). En considérant la théorie de la houle de
STOKES en premiére approximation (ch.1 - III-2-2-3) , la variation
de la hauteur et de la longueur de la houle quand elle se propage
du large vers la plage sur un fond incliné a été représentée par les

expressions suivantes

172
g oo ch (a.b) Ad+1/2 sh (2ad)
n ch (Ad) ARh +172 sh (2A h)
nn nn
th(x h )
L =1 S S
n th(ad)
H
7 = —— sin(A x-ot)
2 n

(pour les notations, voir le figure 1-6, ch.1).

Dans 1’approche effectuée pour obtenir 1les résultats
ci-dessus, les hypothéses de 1la "période constante" et de 1la
conservation d’énergie transmise par la créte de la houle, autrement
dit la constance du flux moyen de 1’énergie de la houle, ont été

adoptées. Ces hypothéses sont valables pour de falbles pentes.
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De telles hypothéses semblent acceptables pour traiter le
probleéme des efforts induits par la houle sur la pente, vu que la
complexité des ©probléme géotechniques impose des hypothéses
simplificatrices et des approximations qui sont en général beaucoup

plus fortes.

De plus, 11 est Iimportant de noter que tous les auteurs
impliqués dans la géotechnique sous-marine ont considéré une houle
simple, sans prendre en compte la réflexion et la réfraction de

la houle avant le point de déferlement.

Afin de montrer la distribution des contraintes effectives et
des pressions interstitielles dans un massif du sol a surface
inclinée sous l’action d’'une houle régie par la théorie citée et de
les comparer avec celles d’un massif de sol borné par une surface
horizontale, on a choisi une couche de sol isotrope homogéne ayant
la forme donnée sur la figure VII-43. La longueur inclinée de la
pente est de 40 m et 1’inclinaison de 16,5 Z . Les caractéristiques
de la houle au large sont L = 40 m, H=2,75 m et T =7 s. lLa
profondeur d’eau avant que la vague atteigne la pente est de 15 m.

L’épaisseur de 1la couche du sol reste constante et égale a
20 m.

La figure VII-43 montre 1’allure de 1’évolution de la houle
au dessus du profil considéré. On observe que le passage au dessus
de la pente correspond a une diminution de la longueur d’onde et a
une augmentation de 1’amplitude, entrainant une houle finale plus
creuse et serrée, qui exerce de plus fortes variations de pression

sur le fond marin.

Conditions aux limites

Dans le cas d’un fond marin incliné, 1la symétrie dans
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1’espace et dans le temps n’existe plus, et on ne peut pas, comme
précédemment dans le cas horizontal, de se limiter a une longueur
finie correspondant a des conditions aux limites connues symétriques
(une longueur d’onde) ou anti-symétriques (une deml-longueur
d’'onde). En fait, dans le cas présent, les conditions aux limites a
un instant donné ne sont pas connues. On a donc décidé d’adopter, a
une certaine distance de la pente, des conditions aux limites
approximatives correspondant a la solution analytique dans le cas de
1’épaisseur infinie. Il a alors été nécessaire de déterminer la
longueur minimale de fond horizontal 2a considérer de part et
d’autre. On a donc effectué un certalin nombre de calculs pour
différentes longueurs, qui ont permis de conclure qu’au dessus de
1,5 L les résultats obtenus sous la pente n’'étaient plus sensibles

a la longueur horizontale considérée.

On considére donc dans la suite le domaine représenté sur la
figure VII-44, avec une longueur de 60 m & gauche (1,5 L) et 60 m &
droite (2 L), et une épaisseur constante d = 20 m. On observe sur la
figure VII-44 le maillage et les différentes coupes pour lesquelles

les résultats seront présentés.

I1 est nécessaire de dire que, puisque la longueur de la
houle change au fur et a mesure qu’elle se propage sur la pente, les
noeuds, les crétes et les creux de la houle ne se situent pas
exactement sur les noeuds du maillage. Sur les figures suivantes,
les valeurs absolues maximales des différentes grandeurs sont

présentées.

La figure VII-45 présente, pour les coupes A, B, D et E,
correspondant aux noeuds les plus proches des crétes et des creux,
les variations de pressions interstitielles avec la profondeur.
Comme dans le cas horizontal, on observe que la pression n’est pas
nulle au contact du substratum imperméable. On note de plus que

1’atténuation avec la profondeur est d’autant plus forte que la
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de la houle au dessus d’une pente.

Figure VII-43 : Evolution
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Figure VII-45 : Dissipation de la pression interstitielle en
profondeur pour les différentes coupes.
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Figure VII-46 : Profils des contraintes de cisaillement.

265



hauteur d'eau diminue. Cecl est attribué a 1'accroissement du
rapport % dQd A la diminution de L avec la pente, dont 1’influence a

été décrite précédemment dans le cas horizontal.

Les résultats du calcul ont montré que, comme dans le
cas horizontal, les extrema de contraintes effectives normales,
verticales et horizontales sont situés sous les crétes et creux de
la houle, correspondant aux points les plus proches des coupes S1’

Sz’ 83 et S4 (figures VII-47 et VII-48).

L’allure générale des profils est classique. L’'augmentation
réguliére observée de sla S4 est attribuée 3 1’'augmentation, avec la
pente, de 1l’amplitude de la houle, et a la diminution de la longueur
d’onde, qui entrainent une augmentation de la charge appliquée sur
le fond.

Les profils de cisaillement maximum ont été observés sous les
noeuds de la houle, et sont reportés sur la figure VII-46. Le plus
grand cisajillement est observé sur la coupe Ca’ située peu avant le
sommet de la pente, alors qu’'en ce point 1'amplitude du chargement
est inférieure a celle en C4. Les valeurs en C3 sont cependant

proches de celles en C4.

Les déplacements horizontaux maximaux sont en général
observés sous les noeuds, comme les contraintes de cisaillement
maximales (points C1' C2,'C3. C4)' Comme pour le cisaillement, le
profil des déplacements maximaux est observé au point C3. et il est
plus nettement supérieur a celuil de C4. Pour un profil donné, le
maximum de déplacement se situe, comme dans le cas horizontal, au
sein du massif, a4 un niveau voisin du quart supérieur (figure

VII-50).

Les déplacements verticaux extrémes sont situés sous les

creux et crétes, et sont représentés sur la figure VII-49. Leur
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allure est classique, avec un maximum a la surface.

En conclusiocn, on montre qu’il est possible de calculer, a un
instant donné, les efforts et pressions induits par la houle dans le
fond incliné. La symétrie n’existant plus dans ce cas, 1'étude de la
propagation de la houle peut se falre en considérant les résultats
obtenus pour des temps variables et par 1’observation de 1’évolution
des grandeurs induites en fonction de la position de la vague par

rapport a la pente.
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Figure VII-47 : Profils des contraintes effectives normales
verticales.
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V. CAS D'UN FOND SOUS-MARIN MULTICOUCHE

Afin de mettre en évidence la distribution des contraintes
effectives et de 1la pression Iinterstitielle dans un massif
hétérogéne, on a choisi une couche du sol d’'épaisseur 40 m diviséee
en quatres couches distinctes dont les caractéristiques
géotechniques et les épaisseurs sont données dans 1le tableau

(VII-4).

Tableau VII-4 : Caractéristiques géotechniques et

hydrauliques des différentes couches.

G (kPa) v kx(m/s) ky(m/s) d(m)
1 3.10° 0,45 10,5.10"° |0,5.107° 4
2 8.10° 0,45 lo,5.107° lo,5.10™° 10
3 2.10% 0,45 lo,5.107° lo,5.107° 12
4 8.10% 0,45 |0,5.10>° lo,5.10™° 14

Les caractéristiques de la houle sont :
L=40 m H=2,75 m T=7 s.
Cette houle engendre une pression maximale de p = 11,42 kpa sur

la surface du sol, situé¢ a 4 m de profondeur dans 1’eau.

Chaque couche de sol est supposée isotrope, et 1’ensemble

repose sur un substratum rigide, imperméable et rugueux.
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Le maillage utilisé pour une longueur d’onde est constitué de
390 noeuds et 672 é&léments triangulaires (figure VII-51).

Les conditions aux limites pour les surfaces supérieures et
inférieure ainsi que sur les limites droite et gauche sont les mémes

que dans le cas d’un sol homogeéne.

Sur la courbe de dissipation de la pression interstitielle
(figure VII-52), on observe une allure continue des variations, du
fait de 1la constance de la perméablilité. La diminution de la
pression avec la profondeur est plus forte que dans le cas homogéne,
puisqu’on observe son annulation a4 20 m (L/2). Dans le cas
homogéne,cette annulation est observée pour L. Une rigidité
croissante avec la profondeur a donc une influence marquée sur la

distribution des pressions.

La distribution des contraintes de cisaillement est présentée
sur la figure (VII-53). Par rapport & 1’allure classique dans une
couche homogeéne, le maximum de cisaillement est plus proche de 1la
surface, dans la couche la plus molle, & 2 m de profondeur au lieu
de 0,16 L = 6,40 m. De méme, le maximum est ici plus grand : 5,4 kPa
au lieu de 0,37 Po = 4,10 kPa.

Les contraintes effectives verticales présentent un maximum
plus faible que dans le cas infini (2,8 kPa au lieu de 0,37 Po= 4,1
kPa), avec une allure classique. La profondeur du maximum est
analogue (figure VII-54). L’allure du profil de contrainte effective
horizontale est en revanche assez différente du cas homogéne, en
particulier sur la surface, et au point maximum. Contrairement au
cas homogéne, pour une telle profondeur ou 1’on observait de la
traction sur tout le profil, la valeur en surface n’est pas nulle
mals positive et représente une compression. On revient dans le

domaine des tractions a 1,50 m, pour atteindre le maximum 2 la
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premiére intercouche, a 4 m. L'allure non monotone du profil dans
les couches suivantes illustre une forte inf'luence de
1’hétérogénéité sur la contrainte effective horizontale (figure
VII-55).

Cette allure particulieére est également observée dans le
profil des déplacements horizontaux (figure VII-57), avec
compression de la couche de surface et extension en dessous de 1,50
m. Le maximum d’extension est localisé dans la deuxiéme couche, avec
une valeur & peu preés constante. L’allure du déplacement vertical
est classique, avec cependant un effet marqué de la rigidité plus
faible de 1la premiére couche, qui se tradult par une faible
diminution du tassement avec la profondeur dans cette couche (figure

VII-56).

En conclusion, on observe que 1’effet de 1’'hétérogénéité des
couches sur les contraintes et déplacements induits, sur lesquels
n'existent actuellement que trés peu 4d’informations, est notable, et
qu’ il est important de le prendre en compte, sachant que c’est une

hypothése beaucoup plus proche de la réalité que le cas homogéne.
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Comparaison entre des courbes de dissipation
de la pression interstitielle.
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Figure VII-54 : Variation des contraintes effectives normales
verticales en profondeur,
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Figure VII-55 : Variation des contraintes effectives normales
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Figure VII-56

Variation du déplacement vertical en
profondeur pour un cas hétérogeéne.
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Figure VII-57 : Profil du déplacement horizontal pour un
cas hétérogene.
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VI CAS D'UN MASSIF ANISOTROPE

VI-1-INTRODUCTION

Comme 1'étude du chapitre 6 1le montre, 1’'utilisation d’'un
modéle élastique anisotrope permet d’améliorer le degré d’adaptation
du modeéle introduit & ce qul se passe en réalité dans le sol.
Cependant, le choix des 5 paramétres de 1’orthotropie de révolution
est délicat dans la mesure ou certains d’entre eux semblent peu
connus, comme V_ et Vo P particulier. Il est donc important
d’analyser leur influence sur les résultats du calcul, dans une

perspective ultérieure de validation.

On présentera ensuite un cas donné d’anisotropie qui sera

comparé au cas isotrope.

Vi-2 INFLUENCE DE DIFFERENTS PARAMETRES

Pour mieux «connaitre 1’effet de chaque parametre de
1’orthotropie de révolution sur 1’évolution de 1la pression
interstitielle et les contraintes effectives, afin de choisir des
paramétres convenables pour une mellleure adaptation aux cas réels,

on a effectué une étude paramétrique pour un sable fin, c’est-a-dire

E
pour 0,4 = EE <1 ,kx=5ky=5.10 6m/s , en faisant varier les valeurs

v
des coefficlients de Poisson.

Modele étudié

Le modéle choisi correspond & une couche de sol d’épaisseur
9m, soumis & l’action d’une houle de caractéristiques suivantes :
L=24m H=2,97m T=3s,

qul engendre un chargement cyclique d’amplitude 10 kPa sur la

surface du sol située & 3,63 m de profondeur .

217



Le maillage choisl est présenté sur la flgure VII-11, et il
est constitué de 225 noeuds avec 384 éléments triangulaires. Les
conditions aux limites sont analogues & celles des autres cas

étudiés.

E
Vi-2-1 INFLUENCE DE E—h ET DES COEFFICIEENTS DE POISSON

v

E
=

E

v

les rapports GV/EV = 0,5 et kx/ ky= 5 constants. On étudie la

On prend deux valeurs de égales a 1 et 0,5, en gardant

variation de la pression interstitielle, des contraintes effectives
et des déplacements horizontaux et verticaux pour les points
indiqués sur les figures VII-58 et VII-59. Chaque point représente

un couple de valeurs Vo et Vo dans le domaine de variation

E
possible des paramétres, dans le plan (2 v, v ) (d’apres
I:'v vh hh
Pickering, figure VIiIi-1).
Eh
Dans le cas ou T 0,5, le calcul est effectué pour les
v
Eh
dix-neuf points représenté sur la figure VII-58. Pour T 1 ,les

v

vingt et un points de la figure VII-58 ont été étudiés .

I - INFLUENCE SUR LA PRESSION INTERSTITIELLE

Les variations de la pression interstitielle normalisée par

E E
1’intensité du chargement (P/Po)  pour Eh: 0,5 et EE = 1 sont
v v

présentées respectivement sur les figures VII-60 a et b. Tous les
résultats seront présentés de la maniére suivante : chaque courbe
représente la variation de la grandeur considérée en fonction de

v , pour une valeur donnée de v
vh hh
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Ces courbes montrent la variation de la pression
interstitielle en un point situé sur 1’interface entre le sol et le
substratum rigide et imperméable, qui correspond généralement a la
valeur minimale de la pression interstitielle en fonction de la

profondeur.

On constate que, quand Voo augmente, la dissipation de la
pression interstitielle en profondeur est plus marquée avec une

valeur plus faible a 1’interface.

IT - INFLUENCE SUR LA CONTRAINTE DE CISAILLEMENT

La variation de la contrainte de cisaillement maximale

normalisée par 1’intensité du chargement (t/po) est montrée sur la

E
figure VII-B1 a, pour f£ = 0,5, et sur la figure VII-61 b, pour
v
Eh
E -1
v
Eh
On observe que, pour o =1 ,les valeurs des contraintes de
v
Eﬂ
cisaillement sont plus petites que pour B =0,5, et que 1'allure

v
de chaque courbe est quasiment linéaire. Quand L augmente pour les

valeurs petites de vvh , on observe une diminution de la contrainte
de cisaillement. Pour les valeurs de vvh supérieures a 0,3, on

constate que le sens de varlation est inversé.

IIT - INFLUENCE SUR LES CONTRAINTES EFFECTIVES VERTICALES ET
HORIZONTALES

Sur les figures VII-B62 a et b sont présentées les variations

des valeurs maximales de la contrainte effective verticale

E
= 0,5 et EE = 1, respectivement. Comme

v

]

normalisée par Po,pour Eﬁ
v

1’on a constaté dans les cas précédents, les valeurs maximales de la
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E

contrainte effective verticale sont inférieures dans le cas E£ = 1
E v

au cas ol EE = 0,5 .D’autre part, il est clair sur les flgures
v

que, pour des valeurs plus élevées de v, » On a une contrainte

effective verticale plus grande.

Les figures VII-63 a et b montrent les valeurs maximales des
E
contraintes effectives horizontales en fonction de Eﬁ ,vvhet Voo En

v
s’approchant de la courbe limite des valeurs possibles des Von et

vhh (figures VII-58 et VII-58), on observe de grandes variations de

la contrainte effective horizontale, dont 1le sens s’inverse pour
E

vhh= 0,75. L’effet de EE sur 1’allure de ces courbes est plus
v

important que dans les cas précédents.

IV - INFLUENCE SUR LES DEPLACEMENTS

E
On a étudié 1’effet des trois parameétres 2 , D , U sur

Ev hh vh
le déplacement vertical maximal, 1localisé & 1la surface, sur le
déplacement horizontal maximal situé au sein de la couche, et le
déplacement horizontal du fond marin, c’est a dire & la surface de
la couche de sol. Les variations du déplacement vertical de la
surface sont présentées sur les flgures VII-64 a et b. Les courbes
sont assez proches les unes des autres, avec une valeur maximale

pour 0,35<v <0, 45.
vh

Les figures VII-B5 a et b montrent 1la variation
du déplacement horizontal en surface, et les figures VII-B6 a et
b présentent la variation du déplacement horizontal maximal. Pour
de faibles valeurs de vvh, le déplacement horizontal décroit quand
vhh croit. La tendance est 1inversée pour vvh= 0,35 dans le cas
E;/E; =1, et v, = 0,45 pour Eh/Ev =0,5 .Ces valeurs correspondent

au maximum des déplacement verticaux observés précédemment.
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Pour les 40 cas étudiés, on présente en annexe les profils
des pressions, contraintes effectives normales et de cisaillement,
ainsi que 1les tableaux correspondant aux valeurs des figures

précédentes.

VI 2-2 INFLUENCE DE G /E,

Pour mettre en évidence 1’ influence du module de cisaillement
vertical, on a étudié cing valeurs différentes de G;, les autres

paramétres restant constants. Les valeurs choisies sont :

E
21, v =0,5 v =025
Ev hh vh

Q

-
E

v

=0,5 0,75, 1; 1,25; 1,33

On présente sur la figure VII-B7 les variations des valeurs
normalisées de la pression interstitielle, de 1la contrainte de
cisaillement et des contraintes effectives normales en fonction de
%

B
v

L’effet est moindre sur la contrainte normale verticale et
sur la pression interstitielle. L’effet le plus marqué est,
logiquement, observé sur la contrainte de cisaillement, et moins

fortement sur la contrainte normale horizontale.
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Vi-3 APPLICATION AU CAS D'UN SOL ANISOTROPE

On considére ici, & titre d’exemple, un sol élastique
anisotrope (orthotrope de révolution) défini par cing paramétres
cholsis dans le domaine des valeurs possibles. Les résultats obtenus
seront comparés au modéle élastique isotrope. Les paramétres choisis

sont :

sol anisotrope: E£ = 5,2.103 kPa
E = 1,3.10* kpa kx = 5 ky = 5.10 %°w's
v =20,8
hh
v =20,2
vh

G = 6,5.10° kPa

sol isotrope: E =E =1,3.10* kPa

La houle choisie a les caractéristiques suivantes :
L=24m H=2,97m T=3s ,

ce qul donne une pression cyclique d’amplitude 10 kPa sur le

fond marin situé a 3,63m de profondeur.
L’ épaisseur du sol est de 9m.

Le maillage et les conditions aux limites choisis pour le calcul

sont identiques au cas précédent.

Le profil de pression interstitielle (figure VII-68) montre
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un effet important de 1’anisotropie, se traduisant par une
atténuation plus forte avec la profondeur, et en particulier une
pression plus faible a 1’interface avec le substratum, probablement

reliée a une perméabilité horizontale plus forte.

Le profil de contrainte de cisaillement (figure VII-69)
montre des valeurs plus fortes avec 1’anisotropie. La méme tendance
est observée pour la contrainte normale verticale (figure VII-71) et
elle est inverse pour la contrainte normale horizontale (figure
VII-71). Il en va de méme pour les valeurs des déplacements verticaux
(figure VII-72), plus forts, et horizontaux (figure VII-73), plus
falibles.

En conclusion, on observe un effet marqué de 1’ anisotropie,
confirmant 1’importance des conséquences du choix de 1’hypothése
isotrope. Néanmoins, 11 est nécessaire d’'avoir une connaissance
des cing paramétres d’'orthotropie, dont on a wvu 1’influence

importante. Ceci concerne en particulier les paramétres VonVin

généralement peu connus.
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Penser, ce n’est pas unifier, rendre familier
1’ apparence sous le visage d’un grand principe.
Penser c’est réapprendre a voir, diriger sa
conscience, faire de chaque image un lieu
privilégié.

A. CAMUS

CONCLUSION GENERALE
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CONCLUSION GENERALE

Au terme de cette étude sur la réponse d’un massif sous-marin
a 1'action de la houle, on est en mesure de tirer un certain nombre

de conclusions.

Il a tout d'abord été nécessaire d’'étudier la validité de la
théorie de la houle de STOKES, dans le cadre du probléme considéré.
On a montré que les conditions de déformabilité et de perméabilité
du fond marin ne modifient pas significativement la propagation de
la houle. On a donc retenu, comme sollicitation exercée par la houle
sur le fond, l’expression de la pression dynamique donnée par la
théorie de STOKES du premier ordre. L’'influence de 1’inclinaison du
fond sur la houle a été abordée par une méthode énergétique, qul a
permis de proposer une approximatipn simple et réaliste, avant le

point de déferlement, de la pression sur le fond.

Afin de modéliser 'la téte d’un talus sous-marin, on a
considéré la répartition des contraintes et des pressions
interstitielles dans un coin, et on a proposé une solution
analytique basée sur 1’hypothése élastique, et la transformation de
Mellin. Une telle résolution ne semble pas avolr déja été proposée
dans le cas d’'une sollicitation aussi complexe que celle engendrée
par la houle ; les calculs se sont révélés assez longs et complexes,
mais ont permis d’aboutir a une expression analytique exacte de la

solution, qul pourra en particulier étre utilisée pour des calculs
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de stabilité de ces tétes de talus.

Afin de pouvoir envisager des géométries et des hypothéses
mécaniques plus variées, on a eu recours a une approche numérique
basée sur la théorie d’évolution quasistatique du milieu
poroélastique de BIOT, et sur la méthode des éléments finis ; on a
congu pour cela un programme spécifique au probléme considéré. Cette
approche a permis de compléter les résultats analytiques existants,
correspondant a 1’hypothése homogéne élastique 1isotrope, et a un
massif semi-infini.

L’influence de 1’épaisseur de la couche de sol reposant sur
un substratum rigide, rugueux et imperméable a été étudiée ; on a
montré que les conditions d’adhérence du sol au substratum, et
d’ imperméabilité & la base de la couche, avaient, par leur effet sur
la répartition des contraintes de cisaillement et sur le champ de
gradient hydraulique, une importance considérable. C’est ainsi qu’on
met en évidence 1’existence d’une épaisseur critique pour laquelle
le déplacement horizontal cyclique a la surface du fond marin est
maximal, alors que la contrainte de cisalllement & 1’interface
sol-substratum est importante. Cette étude montre d’autre part que
la solution analytique est correcte pour une épalisseur de couche

supérieure ou égale A la longueur d’onde de la houle considérée.

Dans le cas de sables finé 4 grosslers, les variations de
perméabilité entre 5 . 10-? et 5 . 10°n/s n’ont pas un effet tras
marqué sur les profils de pression Interstitielle et de contraintes,
en partliculier de cisaillement. Le cas des sables fins
(k =5 . 10-6 m/s) se distingue des précédents, avec un effet

plus sensible.

L’'effet de la rigidité du sol, ihexistant dans la solution
analytique semi-infinie, s’est révélé sensible pour 1’épaisseur
critique mentionnée précédemment, sur les profils de pression

interstitielle et de contraintes normales.
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Un exemple d’application de calcul des contraintes et
pressions est donné dans le cas d’'un talus incliné. On observe que
la valeur de ces grandeurs est largement dépendante de leur position
par rapport a la pente ; la zone la plus critique semble é&tre
localisée en téte de talus, avec de plus fortes valeurs des

contraintes de cisaillement et des déplacements.

En considérant un multicouche horizontal, on peut étudier
1’effet d’un module élastique croissant avec la profondeur. Alors
que le profil de pression interstitielle est légérement différent du
cas homogéne, on observe une influence plus marquée sur les
contraintes ; la contrainte de cisaillement se trouve en particulier
augmentée dans la couche de surface plus molle, ce qul ne va pas

dans le sens de la stabilité en surface.

On envisage enfin, afin d’étre plus proche de la réalité du
comportement du sol, le cas orthotrope avec perméabilité anisotrope.
Une étude paramétrique montre en particulier 1’'influence importante
des coefficients de Polsson, dont 1’ordre de grandeur est peu connu
pour les sols. La comparaison avec un sol isotrope montre des
différences sensibles, tout en pression interstitielle qu’en
contraintes et déplacements. On observe en particulier que
1’ hypothése isotrope mipimise les contraintes normales et
les déplacements verticaux, et surestime ces contraintes et

déplacements horizontaux.

L’'étude de la réponse d’un sol sous-marin sous l’action de la
houle présentée ici a visé a aller plus loin dans la compréhension
de 1la sollicitation complexe engendrée dans un massif de sol
sous-marin par un signal de pression cyclique. S’il a été possible
de proposer une solution analytique pour une géométrie donnée, la

nécessité d’aborder différentes géométries et hypothéses mécaniques
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a conduit a développer un programme de calcul spécifique. Par
rapport & la solution analytique valable pour un massif homogéne
horizontal seml-infinil, les calculs effectués ont montré un effet
important des conditions géométriques (couche d’'épaisseur finie,
multicouche, inclinaison), hydraulique (anisotropie) et mécanique

(orthotropie).

Un tel programme devrait maintenant é&tre confronté a des cas

pratiques, dans deux perspectives :

- la détermination d'un champ de contraintes et de pressions
statiquement admissible, permettant d'affiner les calculs de
stabilité par le calcul a la rupture.

- 1’obtention d'un ordre de grandeur des déplacements
cycliques horizontaux et verticaux, a confronter a4 la déformabilité

des structures reposant sur le fond sous-marin.

Enfin, 11 est manifeste que 1'hypothése élastique étant
approchée pour les sols, 11 sera nécessaire d’aborder les aspects
irréversibles du comportement. Pour le probléme considéré, une
attention particulieére devralt &tre apportée a la génération et a
1’accumulation des surpressions interstitielles liées aux
déformations irréversibles, dont 1’'incidence sur la stabilité est

grande.
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ANNEXE I-A :

DEFERLEMENT DE LA HOULE SUR LE FOND INCLINE

Nous appelons amplitude au déferlement Hd la valeur maximale
que l’amplitude de la houle présente au cours de sa propagation sur
la plage. L’abscisse a laquelle 1’amplitude prend cette valeur est
appelée abscisse du déferlement Xd et la profondeur correspondante
hd.

A partir d’'une abscisse que nous appelons le la houle
commence 3a étre instable. Cet 1instabilité se manifeste dans le
déplacement en avant de la créte de la houle plus rapide que le
reste du corps de 1’onde. A cause de ce déplacement du sommet, la
houle présente une dissymétrie horizontale grandissante. Le front
aval devient de plus en plus incliné par rapport a 1’horizontale.
Entre leet Xd 1’amplitude transmise de la houle augmente
rapidement. L’’amplitude H arrive a une valeur maximale Hd et
diminue ensulte encore plus rapidement. La diminution est due a 1la
destruction de la houle soit par écroulement du sommet de la houle
sur son front aval, soit par destruction de sa base. L’écroulement
du sommet se voit surtout aux fortes cambrures v, et aux faibles

valeurs de 1’'angle «.

L’abscisse Xd de 1l’amplitude maximale marque un changement
trés rapide du profil de la houle. Quelques centimétres aprés Xd
1’onde a disparu (fin du déferlement}. C’est pour cette raison que
nous appelons 1'abscisse Xd abscisse du déferlement.

D’'une fagon générale, nous pouvons dire que Xd et Hd sont

trés étroitement liées a 1’angle o et & la cambrure v,

Pour 1'abcisse de déferlement, GREENSPAN [1958] propose le
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critére suivant :
fé =211 - 2tga  la2s3] _ 1 - 2tga a3 | 2
x 1+2tga 1+2t g

X h

Cette expression montre que 2 est indépendante de = et ¥,

X L

[+] [¢]
Elle dépend exclusivement de 1’'angle «.

h

I - Evolution du rapport Zg en fonction de 70.
o

C.C.MEI [1966], en utilisant la théorie de 1’eau peu profonde,
arrivé & un critére pour le déferlement :
hd 1/3 1/3 -4/3
— & (32.1) 7 (tg a)
H o
[¢]
Avec une petite transformation, nous pouvons écrire :
hd 1/3 4/3 -4/3
= (32.7) 7 (tg o)
o
hd
Dans ce critere, T dépend de 7, et o ; il donne des
0
résultats trop loin de la réalité. Pour o = 8° avec 70 =12, on
h h
Zg = 0,137 et avec ¥y = 3 Z on obtient Zg = 0,593. Pour « = 15° avec
0 ° o
. hd
70 = 1%, ce méme critére donne T = 0,0579 et avec 70 = 3% il
o

s

conduit a = = 0,251.

-

-]

est

a

L’auteur a d’allleurs reconnu que son expression conduit a

situer le déferlement treés loin de la céte.
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H

II - Etude du rapport ﬁﬂ

(<]

H
W.H. MUNK [1949] a proposé une expression pour le rapport ﬁﬂ

[+
d'apreés la théorie de 1’onde solitaire (indépendance d'une créte par

rapport aux autres). Cette expression est la suivante :

1
T 3,3.7 1/3
[+]

oo™

Elle néglige la pente et la profondeur relative.
J.R. WEGGEL [1972] a essayé d’améliorer 1’expression de MUNK, de
fagon que la pente soit prise en compte. Il a proposé :
H _ F(tga)

d
T 7 1/3 + G (tga)
o (]

1/3

(0.01+0.5. tga) [1+tga—G(tgo)]

D1(1+tga) - D2 [1,75-0,185 EXP (28 tga)l

G(tga) =
b, - D,

avec : F(tgw)

h
Elle tient compte de a et v, mais elle néglige Zg'

o

D’aprés 1’auteur, i1 n’est pas certain que ce résultat soit
valable pour a >5,71° et % >6%, parce qu’il suppose "1'lindépendance

des crétes” (onde solitaire).

KOoH et LEMEHAUTE - [1966] ont étudié les résultats des
expériences des différents auteurs pour une gamme d’angles 1,14° = «

= 11,31° et 0,27 = 7, =9 %
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Ils ont proposé 1’'expression suivante :

H
d _ 1/7 - 1/4
T 0,76 (tga) 7,
[
h
La profondeur relative Ig n'est pas toujours prise en
o
compte.
By
III - Etude du rapport .
d

A. MICHE [1944] a proposé un critére pour la cambrure au

déferlement sur un fond horizontal :

114 hd
7d = 0,14 th Ld ]

Pour un déferlement qul s’effectue dans des profondeurs

2 n hd 2 hd
relatives telles que 3 —&th T , Sson critére peut se
d d
transformer en :
Hd
ll_ = 0,87
d
hd
Ce critére est valable pour des valeurs T = 0,08. 11 néglige
d
hO
& 7 et 70.

(o]

J.WEGGEL [1972], .aprés avoir étudié les résultats

expérimentaux de plusieurs auteurs, propose le critére suivant :

=]

H
= A (tga) - B (tgo) —:-

-
hd T

avec :
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A (tga) 1,36 [I-exp(-19 tga)]

B (tga) 10,64 [1+exp(—19,5 tga)]

Ce critére peut s’appliquer pour 1,19° = « <11,30° et

0,31 =T s 4 sec. Dans le cas de a = o, le rapport prend la valeur

H

Bg = 0,781, qul est en accord avec les critéres de GALVIN, et MICHE.
d

Un probleme qui se pose & propos de ce critére est celui de
1’existence de Hd dans le deuxiéme membre. I1 faut disposer d’une
deuxiéme équation. Nous prenons 1’'autre critére de WEGGEL et nous

arrivons a 1’expression :

:J"l nm

znho)[F(tga)

=B (tga) - A (tga) ¥, 29n th( T ¥ 1.3 + G (Tga)]
[~ o

©

L’application de ce critére est 1limitée aux conditions

suivantes :
(o]

1,14° = o =< 5,71°, ¥, < 6% 0,31 sec =T s 4 sec

h

I1 est intéressant de voir qu’il prend en compte «, v, fg'

o

IV CONCLUSION

L’amplitude de la houle au déferlement H est fonction de la

23, de la cambrure

o}

pente «, de la profondeur relative initiale

initiale 70 .

h

(o]

L

o

Elle augmente quand LA et diminuent et Ho augmente.
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H
L’amplitude relative de la houle au déferlement Eﬂ est
d
fonction de :

1’angle «
hO

L

o

La profondeur relative initiale

H

L'amplitude relative initiale ES

o

- La cambrure initiale 70

Plus analytiquement :
h

Eg augmente quand 7, diminue ou que Ig augmente,
d o

Pour « <8°,

- Pour « >10°, ] augmente quand 70 augmente

h

d
- Pour 8°s a = 10°, ES reste pratiquement constante,
4 q H
2
h
d [}

- Pour tous les angles = augmente quand

B augmente

DIFFERENTS TYPES DE DEFERLEMENT

Le déferlement se situe généralement sur le front aval de la
houle. L’inclinaison W, de ce front par rapport & 1’horizontale a
1’abscisse du déferlement et 1’endroit sur le front aval ou le

déferlement prend naissance dépendent de 1'angle «, de la cambrure
h

initiale ¥ s de la profondeur relative initiale fg et caractérisent

[+]

le type du déferlement.

La vitesse du déplacement du sommet, par rapport au corps de

1’onde, conduit & une distinction en différents types de déferlement
- Une vitesse falble est responsable du fait que la houle

déferle avant que le front aval devienne trés incliné,

- Une vitesse élevée fait que le front aval devient treés
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incliné avant le déferlement,
- Une vitesse trés élevée a pour résultat un front aval trés

incliné et une projection du sommet en avant .

CLASSIFICATION DES DIFFERENTS TYPES DE DEFERLEMENT D'APRES WEGGEL,
CALVIN, GAUGHAN-KOMAR

Ces auteurs ont classé les différents types de déferlement.
Cette classification tient compte de 1’'inclinaison du front aval du

profil de la houle au déferlement.

Le premier type est le déferlement gonflant (surging) avec

une < X et une destruction de la base sans bulles
av x=xd 2

d’air. Le sommet reste plus ou moins intact.

Le deuxiéme type est le déferlement déversant (spilling). Il

se caractérise par un w < L oet une chute du sommet de la
av x=xd 2

houle avec des bulles d’air sur le front aval.

Le troisiéme type est le déferlement plongeant (plunging)
avec w ¥ T et une projection du sommet de la houle vers
av |x=x 2

1’aval. d

J.R.WEGGEL [1972] a étudié les données expérimentales sur
les caractéristiques de lavhoule au déferlement. Il a conclu que :

- pour des 7y < 0,01 [1-exp(-28tga)], le déferlement est du
type "surging" ;

- pour 7 > 0,01 + 0,50 tga, i1 est du type "spilling" ;

- pour v, intermédiaire, 1le déferlement sera du type
"plunging".

C.R.GALVIN [1968] a fait la méme distinction entre les
différents types de déferlement, mais 11 a proposé des critéres
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différents. Il a introduit le paramétre v, —15—
lga

- pour une valeur du paramétre inférieur a 0,09, le
déferlement est du type "surging" ;

- pour une valeur du parametre supérieure a 4,8, il est du
type "spilling" ;

- pour une valeur du parametre entre ces deux valeurs, le

déferlement est du type "plunging”.

GALVIN [1968] a introdult un quatriéme type : "“collapsing",
quil se situe entre les "plunging" et "surging". Il correspond a un
front vertical seulement A la base de la houle. I1 a aussi distingué
5 autres types de déferlement, quil se situent aux limites des quatre

types principaux.

Les critéres de ces deux auteurs sont présentés sur la

figure I-A-1. Ils sont assez proches 1’un de 1'autre.

M. K. GAUGHAN et P.D. KOMAR [1975] ont adopté la théorie de
BIESEL [1952] et ont essayé de vérifier si cette théorie peut
prévoir le type de déferlement. Ils ont tracé le profil de 1'onde au
déferlement sulvant la théorie de BIESEL, pour différentes valeurs
de a et 70 et ensuite 1ls les ont classés en déferlement, du type
"spilling", ‘“plunging" ou intermédiaires, d’aprés des critéres
empiriques. Les auteurs ont présenté deux courbes comme résultats de
ce travail : une courbe qui sépare les régions des déferlements du
type "spilling" et du type intermédiaire, et une courbe qui sépare
les régions des déferlements du type intermédialire et du type
"plunging". Cette derniére courbe est présentée dans la figure
I-A-1. Elle est proche des courbes de GALVIN et WEGGEL, fait qui
indique que la théorie de BIESEL arrive a prévoir assez bien les
valeurs de «a et 70, pour lesquelles le déferlement de la houle

présente les caractéristiques d’un déferlement du type "plunging".
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Figure I-A-1 : Classement des différents types de déferlement
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ANNEXE I-B :

LA HOULE DES STOKES AU 3tme ORDRE

LEMEHAUTE et WEBB [1964] ont donné le potentiel des vitesses
et 1’équation de la surface libre de la houle de STOKES en 3éme

approximation :
L? .
¢ = —— {(A All + A° 433 ) ch[h (y + h )]cos(A X - wt)
n an n n n n n n n

+ A% a22 ch[ZA (y + h )]cosZ(A x - wt) + A 433
n n n n n n n

ch[3k (y + h )]cos3(l x -~ wt)}
n n n
L 2
n o= == [A sin(A x - wt) + A° B22 sin2(Xx x - wt)
n 2n n n n n n
+ AY B33 sin3(A x - wt)]
n n n
Avec :

1 3 13 - 4 ch®(A h )
; nn

All = , A22 = ——— ——— , A33 =
n sh Anhn) n 8$h4(7tnhn) n

64 sh’(A h )
nn

ch(A h )(2 ch®(A h )+ 1)
non nn

B22 = -
n 4 sh™(A h )
nn
3 (8ch®(A h ) + 1)
B33 = B““
n 64 sh (A h )
nn

Le A.n est donné par la racine réelle de 1'équation :
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L’'amplitude est donnée par 1’'expression sulvante :

2L . 24ch®(A h ) + 3
n[ nn

. A3+A]
64sh (A h ) noon
nn

Appliquons 1le principe de la conservation du flux de
1’énergie moyenne entre x = 0 et un x sur le trongon n; on obtient

un systéme a deux équations qul fournitles Ln et An:

, A R o
L——zn—[E +AE]=L—2—°—[E+AE]
" sh®(A h) n non ° sh*(A h) ° °°
nn Qo o0
4 2
T2 8ch (Anhn)f 8ch (Anhn) +9 o
L=g— th(xh)[1+ A]
n 21 n n

8 sh*(A n )
nn

avecC

E=4[sb(7th) ch(z\h)'*).h]
n nn nn nn
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., Sh(x h ) ch(A h ) +Ah . . .
E = s =2 (- 20ch (A h ) + 16ch (A h ) + 4ch”(A h )
n ZSh(Anhn) nn nn nn

sh(x h ch(A h ) s o
+9) + “4“ RO (16ch"(Ah ) + 2ch*(A h ) + 9)
2sh° (A _h_) no na
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ANNEXE VI-A :
MATRICE DELACTICITE POUR UN CAS GENERAL D’ORTHOTROPIE

P N T B g P Pt Pt P8 s T s Pt Ot o s Pt Tt g 0 ot s o Prn Pon B B Pnp o P Prs e g g Pt o P g g g Pt Pt Bt Pt g g P o Pt Pt Pop o P g

Pour le cas dans lequel 1'axe d’orthotropie ne coincide pas
avec 1'un des axes de référence, comme le repére présenté sur la
figure A-1 , la matrice [C] représentant 1la déformation en

fonction des contrailntes est

{e} = [C] (o]

axe d'orthotropie

Figure A-1
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ANNEXE VII-A :
RESULTATS DETAILLES DE L'ETUDE PARAMETRIQUE DE L ANISOTROPIE

Dans cette partie, les résultats détaillés de chaque point
indiqué dans les figures VII-58 et VII-59 sont présentés de la

maniére suivante :

Chaque fichler graphique se compose de quatre parties; chaque
partie montre la variation de la grandeur indiquée en bas, en
fonction de la profondeur. Le numéro de chaque fichier graphique
correspond au numéro du point (figures VII-58 et VII-58). Les
courbes de variation présentées sur les fichiers graphiques sont
liées aux points qui se sltuent en dessous du noeud de la houle pour
la contrainte de cisalllement et le déplacement horizontal, et en
dessous de la créte de la houle pour la pression interstitielle, les

contraintes effectives normales et le déplacement vertical.

La pression interstitlelle et les contraintes sont
normalisées par 1’amplitude de la pression sur le fond marin (Po) et
les déplacements sont normalisés par 1la valeur maximale du

déplacement vertical du fond marin.

Les tableaux VII-A-1 a, b, ¢, d, e, et VII-A~2, a, b, c, d,
e, présentent les valeurs précises de chaque grandeur utilisée dans
les figures VII-B0 a VII-B7 pour les points étudiés. Les tableaux

VII-A-1, a, b, ¢, d, e, correspondent aux points de la figure
E .
VII-B8 (z = 0,5), et les tableaux VII-A-2, a, b, ¢, d, e, aux

v
E
points de la figure VII-59 (E—h =1,0).

v

Le tableau VII-A-3, montre les valeurs liées a 1’étude
de 1’influence de GV/Ev .Les différentes valeurs de GV/Ev étudiées sont
0,5-0,75 - 1,0 - 1,25 et 1,33.
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1 2 3 4 33
- 0, 1597 - 0,1360 - 0,0971 - 0,0199 + 0,0489
- 0,2943 - 0,3215 - 0,3359 - 0,3328 - 0,3200
0, 5428 0, 5580 0,6003 0,6873 0,7742
0,4659 0,5172 0, 5657 0,6854 - 3,3444
2,8346 3,0245 0,30363 2,7462 1,9890
0, 4053 0,4476 0,6129 0,9092 1,6644
1,1930 1,5557 1,6841 1,7687 2,1544

Tableau VII-A-1-a
13 5 10 12 34
- 0,1643 - 0,1337 - 0,08080 | + 0,0317 + 0,018

- 0,2896 - 0,3253 - 0,3456 - 0, 3464 - 0,3574
0,5373 0,5562 0,6119 0,7030 0,7252
0, 4545 0, 5202 0, 5932 0,9983 - 5,5788
2,8149 3,0675 3, 0944 2,6710 2,3457
0, 38146 0,4724 0,6558 1,1581 1,6498
1,3445 1,577 1,7574 1,9538 2,3003

Tableau VII-A-1-b
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14

6

11

35

- 0,1801

- 0,1394

- 0,05918

+ 0,01014

- 0,2726

- 0,3211

- 0,3517

- 0,3697

0,5181

0,5416

0,6218

0,6822

0,4137

0,4921

0,6110

- 1,3083

2,7454

3,0959

3, 1419

2,8651

0,2978

0,4077

0,6734

1,1212

1,2272

1,5377

1,8078

2,0432

Tableau VII-A-1-c

15

8

36

P - 0,2167

- 0,1559 -

0,0290

T - 0,2269

- 0,2972 -

0,3361

0,4720

0, 5052

0,6350

0,3129

0, 3511

0, 2894

2,5774

3,12

3,2402

0,1043

0,2144

0,5175

0,93330

1,3605

1,7362

Tableau VII-A-1-d
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17

42

26

27

31

30

- 0,1745

- 0,1692

- 0,1677

+ 0,1435

+ 0,1158

~ 0,0534

- 0,2762

- 0,2815

- 0,2760

- 0,2485

- 2,376

0,2196

o 0, 5050 0,5045 | - 0,4953 0,4995 0,5184 0, 5594

o 0,3737 - 0,3654 | - 0,2939 0,1610 0,5914 2,8063

v 2,8702 2,9374 2,9664 3,0932 3,1385 3,2050

u 0,2245 0,2170 0,1516 0,006 - 0,02579 | ~ 0,0426

1,2310 1,2614 1,2213 1,0651 1,0212 0,9945

Tableau VII-A-1-e

41 39 17 18 19
P |- 0,2081 0,1978 |- 0,1745 |- 0,0941 - 0,0073

T |- 2,386 2,2558 |- 0,2762 |- 0,2976 - 0,3039

o 0, 4831 0, 4867 0, 5050 0, 5924 0,6791

o |- 0,3376

0,3548 |- 0,3737 |- 0,4226 - 0,9062

v 2,6180 2,747 2,8702 2,8015 2,3886

u 0, 1496 0, 1706 0,2245 0,4433 0, 8438

u 1,0058 1,1028 1,2310 1,416 1,5759

Tableau VII-A-2-a
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21 42 40 22 23
- 0,2123 - 0,1692 | - 0,1551 |- 0,0547 |- 0,02146
-0,2330 { -0,2815 | - 0,2889 |- 0,3129 - 0,3195
0,4777 0,5045 | - 0,5182 0,6238 0,6635
- 0,3256 -0,3654 | - 0,3706 |- 0,4525 |- 1,0496
2,5983 2,937 2,969 2,866 2,6276
0,1274 0,2170 0, 2495 0,5263 0, 8087
0,9705 1,2614 1,3140 1,5376 1,685
Tableau VII-A-2-b
25 26 37
P - 0,2261 - 0,1677 - 0,0134
T - 0,2131 - 0,2760 - 0,3115
wy 0,4597 0,4953 0,6473
oy - 0,2850 - 0,29391 - 0,2055
v 2,532 2,9969 2,9238
ug 0,0553 0,1516 0, 5745
u 0,8505 1,2213 1,6359

Tableau VII-A-2-c
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38 27 29
P - 0,2522 - 0,1435 - 0,0779
T - 0,1660 - 0,2985 - 0,2620
Uy - 0,4223 0,4995 0,5712
oy - 0,1972 0,1610 0,6289
v 2,3925 3,0932 3, 1986
ug - 0,079 0, 0060 0,0626
u 0, 5870 1,0651 1,194

Tableau VII-A-2-d

En supposant la perméabilité 1sotrope, on trouve les
résultats 1indiqués dans le tableau VII-A-2-e pour le cas
isotrope.Les points 20 et 28 correspondent aux points 41 et 42,mais

avec Kx=Ky :

20 28 : 32 24
P - 0,2339 - 0,2366 - 0,2315 - 0,2040
T - 0,2656 - 0,2691 - 0,2697 - 0,2666
vy 0, 3649 0, 3763 0, 3865 - 0,4212
Ty - 0,4371 - 0,4489 - 0,45098 | - 0,4552
\% 2,0482 2,66 2,88 3,1728
u_ 0,7001 0,7585 0,7612 0,7691
u 1,276 1,549 1,6348 1,7812

Tableau VII-A-2-e
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26 61 G2 G:3 G4
Pp|-0,1677 | - 0,1288 | - 0,1034 |- 0,08567 |- 0,0809
T | -0,2760 | - 0,34904 | - 0,3884 |- 0,4257 |- 0,4363

c& 0,4953 0,4743 | - 0,46035| 0,4505 0,4478
o, | - 0,2939 | - 0,4174 | - 0,5184 |- 0,6060 |- 0,6329
v 2,9964 2,6315 2,373 2,1799 2,126
u 1,2213 1,0845 0,9775 0,8932 0,7573
Toxl ~ 0, 30 - 0,3560 | - 0,4042 0,4398 - 0,4497

Tableau VII-A-3
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