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I N T R O D U C T I O N 

Les techniques de recherche et d'exploitation des hydrocarbures en mer 

profonde, nécessitent l'utilisation de longs tubes flexibles appelés 

"Risers". Ces "Risers" relient généralement un système flottant avec le 

sol marin. Le présent travail a pour but l'étude du comportement dynami­

que non-linéaire des risers pour les grandes profondeurs, sous les effets 

des courants, de la houle, des déplacements et forces appliquées en tête 

du riser au niveau de la surface libre de l'eau. 

Les non-linéarités du problème considéré sont de deux types : 

- les non-linéarités dues aux interactions fluide-structure de par la 

présence des forces hydrodynamiques de trainee 

- les non-linéarités de structure dues aux grands déplacements de cette 

dernière, en présence d'efforts axiaux importants. 

Dans cette étude, la loi du comportement du matériau qui constitue le 

riser est supposé linéaire. 

Le programme de calcul informatique qui a été développé, permet 

d'étudier le comportement statique et dynamique non-linéaire des 

risers de grande ou faible profondeur. 

En supposant que la matrice de rigidité tangente du riser, calculé à 

l'instant initial, reste constante au cours des calculs, ce programme 

nous permet également d'étudier le comportement des risers pour les 

faibles profondeurs, le comportement statique étant alors linéarisé 

et le comportement dynamique étant linéarisé d'un point de vue 

structure, mais globalement non-linéaire de par la présence des inter­

actions ;fluide-structure. 

D'autre part, ce programme permet de calculer toute structure constituée 

d'un milieu continu curviligne ayant toutefois des hypothèses mécaniques 

semblables aux précédentes, mais des conditions aux limites générales moins 

restrictives que les conditions aux limites des risers qui sont imposées 

par leur technologie. 

Ce programme permet aussi par exemple, d'étudier le comportement d'un long 

tube initialement horizontal au voisinage de la surface libre de l'eau. 
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La méthode utilisée est celle des déplacements, associée à une modéli­

sation du riser par des éléments finis du type poutre, ce qui conduit 

à un modèle mécanique ayant un nombre fini de degrés de liberté. Comme 

nous venons de le dire, par hypothèse, le riser reste toujours au cours 

de ses déformations, dans le domaine élastique. Par contre, les déplace­

ments peuvent être finis et grands. Les équations du mouvement sont 

formulées en variable de Lagrange. Ainsi, tant que les déplacements sont 

finis mais "petits", la configuration de référence est la configuration 

de référence initiale, mais dès que les déplacements finis ne peuvent 

plus être considérés comme "petits", nous dirons alors qu'ils sont "grands" 

et la géométrie est "réactualisée", c'est-à-dire, que la nouvelle configu­

ration de référence est obtenue en prenant l'état de déplacement et de 

contrainte du système à l'instant où la réactualisation est faite. On peut 

être ainsi conduit à procéder à plusieurs changements de configuration de 

référence au cours d'un même calcul, mais cela permet de traiter les 

déplacements finis grands avec une méthode très fiable d'un point de vue 

numérique. 

Dans le chapitre I, nous posons le problème mécanique lié à la technologie 

des risers situés dans l'environnement marin, ce qui nous permettra de 

connaître les conditions aux liaisons (pour les risers) et les forces exté­

rieures appliquées. 

Le chapitre II est consacré à la mise en équation du problème qui a été 

effectué directement dans l'optique numérique. Ainsi, on trouvera dans ce 

chapitre : 

1) Les relations de comportement d'une barre en prenant en compte les effets 

des non-linéarités, provoquées par la présence des déplacements finis 

et d'effort normal dans la barre (effets du second ordre), ainsi que la 

matrice de rigidité tangente spatiale de cette même barre, en tenant 

compte des effets du second ordre. 

2) Le calcul des forces extérieures qui s'exercent sur chaque élément du 

riser comme les forces hydrostatiques, hydrodynamiques, tension en tête 

du riser, 
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3) le traitement des conditions aux limites. 

Afin de ne pas alourdir la présentation du chapitre II, nous avons reporté 

en annexes les développements qui permettent d'aboutir aux relations données 

dans ce chapitre. 

Le chapitre III est consacré à l'étude numérique du problème. Le comportement 

du système mécanique étant non-linéaire, nous avons utilisé une méthode 

d'intégration numérique pas-à-pas pour résoudre les équations dynamiques 

non-linéaires qui régissent les mouvements du riser soumis aux différentes 

forces extérieures et de liaison. D'autre part, nous avons envisagé aussi 

le calcul statique non-linéaire du riser soumis à des forces indépendantes 

du temps, par exemple, poids propre, forces axiales, poussées hydrostatiques 

forces hydrodynamiques dues à un courant seul et constant dans le temps. 

Enfin, la chapitre IV est consacré à des applications numériques qui ont 

été effectuées à l'aide d'un programme de calcul informatique écrit en 

Fortran et que nous avons développé pour ce travail. 
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C H A P I T R E I 

MODELISATION DU RISER ET DE L'ENVIRONNEMENT 

I.1 Modélisation du_riser 

Comme nous l'avons dit précédemment, un riser assure la liaison entre un 

premier point situé au niveau du fond marin, point appelé pied du riser, 

et un point d'un système flottant situé au niveau de la surface libre de 

l'eau, point appelé tête du riser. 

Un riser est généralement constitué d'un tube circulaire. Il est équipé 

d'un joint de flexion situé au pied du riser et assure aussi la liaison 

avec la tête du puit, et d'un joint d'expansion, situé en tête assurant 

la liaison avec le système flottant. 

Le joint d'expansion est une coulisse qui permet d'éviter la transmission 

totale des déplacements verticaux du système flottant au riser. 

Ainsi, les déplacements verticaux du riser sont généralement libre en tête 

alors que les rotations et déplacements horizontaux sont imposés en ce même 

point, et sont fonction du temps. Au pied, les rotations sont libres grâce 

au joint de flexion. 

D'autre part, pour supporter le riser et lui éviter un flambement, on 

exerce en tête du riser une tension axiale dont le module est noté T. Cette 

tension pourrait être fonction du temps. 

La modélisation du riser est faite à l'aide d'éléments poutres que nous 

étudions comme une structure à barres. Donc toutes les hypothèses des calculs 

des structures à barres sont supposées remplies pour le riser. 
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vitesse 
de la 
houle 

tension en tete 

*• force de la houle et du courant 

FIGURE 1-1 : Configuration type d'un riser 
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I.2 Modélisation de l'environnement et des forces appliquées 

Les effets de l'environnement sur le riser sont ceux de la houle et du 

courant. En ce qui concerne la modélisation du courant, nous supposons 

qu'en un point donné du milieu fluide, sa vitesse est constante. Néanmoins, 

sa vitesse peut être prise variable en fonction du point de l'espace 

(cf. annexe 1). 

Pour la houle, on peut utiliser les modèles classiques de cinématique de 

houle ; houles périodiques : Airy, Stokes 5ême ordre, Cnoxdal, fonction de 

courant, etc .... houle non périodique : onde solitaire, où même des houles 

aléatoires, (dans ce dernier cas, il faudrait alors générer des trajectoires 

d'élévation de la surface libre par simulation numérique pour se replacer 

dans le domaine temporel déterministe). 

Dans le programme de calcul informatique que nous avons réalisé, nous n'avons 

programmé que la houle d'Airy (cf. annexe 1), mais il serait très simple 

d'introduire les autres modèles de houle. 

Les forces exercées sur le riser sont : 

1 - Les forces hydrodynamiques dues à l'action du courant et de la houle 

incidente sur le riser. 

2 - Les forces hydrostatiques. 

3 - Les forces axiales de tension dans ie riser. 

4 - Les forces dues aux déplacements imposés en tête du riser et qui sont 

dues aux mouvements du système flottant qui est excité par la houle et 

le courant. 

5 - Les forces de poids propres. 
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C H A P I T R E II 

MISE EN EQUATION DU PROBLEME 

Supposons que H, L soient respectivement la profondeur de l'eau et la 

distance verticale de la tête du riser au fond de la mer (figure II-l). 

Dans sa configuration de référence initiale, le riser est modélisé par m 

éléments poutres. La longueur de chaque élément est quelconque. La 

numérotation des noeuds, liant ces m éléments, est la suivante : 

1, 2, 3, i, i+1, -.v m, m+1 

Chaque élément est défini par son noeud origine et son noeud extrémité, 

l'élément © a pour noeud origine le noeud i et pour noeud extrémité 

le noeud i+1. 

Afin de pouvoir établir les équations et relations nécessaires pour les 

calculs dynamiques et statiques, en variable de Lagrange, on sera obligé 

de définir plusieurs systèmes d'axes et les relations qui existent entre 

eux. 

A l'instant initial, la structure est dans sa configuration initiale prise 

comme première configuration de référence. Par la suite, lors des réactuali­

sations de géométrie, on sera amené à modifier la configuration de référence. 

II.1 Définition des systèmes d'axes 

On définit plusieurs systèmes d'axes constitués de repères orthononnés : 

1) Le premier est le repère global fixe ; c'est un repère cartésien ortho-

normé OXYZ de vecteur unitaire i , j , k porté respectivement par les 

axes OX, OY, OZ l'origine 0 étant au fond de la mer et l'axe OX étant 

vertical ascendant (figure II-l). La configuration de référence initiale 

est donnée dans ce repère. 
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2) Les autres sont les systèmes d'axes locaux de chaque élément poutre. 

Pour chaque configuration de référence, chaque élément poutre a un 

repère local dit de référence qui est un repère cartésien orthonormé 

x'y'z', tel que l'axe x' se confonde avec la droite qui lie l'origine 

à l'extrémité de cet élément, se trouvant dans la configuration de 

référence considérée et tel que l'origine de x'y'z' soit l'origine de 

l'élément. On choisit les deux autres axes (y' et z') arbitrairement. 

On note e. , e» , e- les vecteurs unitaires des axes x', y' et z'. 

tête du riser 

X 
1 

m + i 

m 

surface libre 

fond de la mer 1 _^__ 

FIGURE II-1 

1 : configuration de référence initiale = 1ère configuration de 
référence. 

2 : configuration à l'instant t = 2ème configuration de référence 
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II.2 Matrice de passage du repère global au_repère_local_de référence d^un 

élément 

Soit E l'espace vectoriel euclidien de dimension 3 dont la base est 

i , j , k. La matrice de passage du repère global au repère local de 

référence d'un élément est la matrice réelle (3 x 3) D d'un opérateur 

de rotation. 

Soit : FT = [ Fj , F2 , F3 ] et fT = [ f, , f2 , f3 ] 

respectivement les matrices colonnes des composantes du vecteur F € E 

sur la base (i, j, k) et sur la base (e., e2, e-) , on a : 

(II-l) f • D.F ou F = DT . f 

-1 T 
Car la matrice D est orthogonale: D = D 

Soient X., Y-, Z. (resp. X. , , Y.,, , Z. ,) les coordonnées du noeud i 
i* i i ^ î+l î+l î+r 

(resp.x i+1) dans le repère global OXYZ et soit : 

L. = || IÎ+1 || - ((X. ' - X.) 2 + (Y. . - Y.) 2 + (Z-,, - Z.)2 ) 
i " " \ î+l i i+l i î+l i / 

Dans ces conditions les composantes de e. = y.. .n sur (i, j, k) 

sont (Xi+1 - X.)/L., , (Y. + 1 - Y.)/L. et (Z. + 1 - Z . ) / ^ 

Les composantes sur (i, j, k) de e. et e. s'en déduisent sachant que 

l'on prendra toujours : 

e
3 " 6j A J 

(II-2) 

e2 = e 3 A e, 
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Enfin, on définit la matrice carrée réelle (12 x 12), A définie par 

bloc telle que : 

( I I - 3 ) 

D 0 0 0 

D 0 0 

-„ . D 0 symét r ique 
D 

compte tenu de ( I I - l ) , on s. évidemment T - 1 
A = A 
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li .3 Etab 1 issement _des__relations_f 9.1 £Ë£zâ§Eli9.ê2iSt§._i£_âi_I â_5ê.£li£E_~ 

rigidité tangente spatiale d'une barre^ en tenant compte des_effets du 

second ordre : 

Dans ce paragraphe, on établit la matrice de rigidité tangente spatiale 

d'une barre (élément poutre) en tenant compte des effets du second ordre 

dus aux déplacements finis de la barre. 

a) Notations et hypothèses 

Soit 0 un élément de la structure de noeud origine i,, et de noeud 

extrémité i„ + 1 = j„ et x'y'z' le repère local de référence, l'élément 

se trouvant dans une configuration de référence à l'instant t̂, . 

A l'instant t .> t0 l'élément © s'est déplacé et déformé et les noeuds 

ie et j 0 se sont déplacés en des points notés i et j (figure II-2). 

F. , 
jx' 

/ ^ jy 

& - F -

FIGURE II-2 : Géométrie de la barre déformée 



- 12 -

Soient u . , v . , w. (Resp. u . , v . , w.) l e s composantes dans l e r e p è r e 

l o c a l de r é f é rence du v e c t e u r déplacement i a i (Resp. j j ) . 

On no te w. », w. >, u). / (Resp. œ. , , u . t , ( 0 . , ) l e s r o t a t i o n s de l a 
i x iy i z r j x 1 ' j y ' j z 

p r o j e c t i o n de l a normale à l a s e c t i o n i 0 (Resp . j„ ) de l a b a r r e r e s p e c t i ­

vement dans l e s p l a n s y ' z ' , x ' z ' e t x ' y ' à l ' i n s t a n t t . 

De même nous no t e rons F. , , F . , , F. , , M. , . . . . F . , , F . , 
xx v̂ ±z i* j A. jy 

les sollicitations aux extrémités de l'élément © dans son repère local 

de référence et à l'instant t. 

Enfin on introduit les matrices colonnes F et U de dimension (12 x 1) 

telles que : 

m 

(II-A) F = [F. ,, F. ,, F. ,, M. ,, M. ., M. , , F. , M. ,1 
v / L 1 X » » l v i > l z i » i x i » i y t > l Z t » J X » > J Z I J 

(II-5) U = [u. , v., w. , w. ,, w. ,, to. ,, u., "-„il 
L i» i» i» ix îy î z " y jz'-i 

T 

Les hypothèses utilisées sont les suivantes : 

1- Le matériau est supposé avoir une loi de comportement élastique linéaire. 

2- Les déplacements sont finis, c'est-à-dire que l'hypothèse des petits 

déplacements n'est pas retenue, mais on suppose que les rotations globales 

(paramètres p„ et p, définis par la suite) des barres sont suffisamment 

petites et que les déformations restent petites. Lorsque les rotations 

globales deviennent grandes, la réactualisation de la géométrie permet 

de résoudre le problème. 

3- Chaque barre a une section constante. 

4- On utilise la théorie des poutres droites pour chaque barre, c'est-à-dire 

que : 

- l'hypothèse de Bernoulli est admise : les sections droites de la 

barre restent planes et perpendiculaires à la fibre moyenne au cours 

de la déformation. 



- 13 -

- l a courbure de l a déformée de l a barre r e s t e suffisamment p e t i t e 

pour que c e l l e - c i puisse ê t r e assimilée à un tronçon court d r o i t . 

Les ca rac té r i s t iques géométriques e t mécaniques de la bar re © sont les 

suivantes : 

E : module d ' é l a s t i c i t é longi tudinale 

A : l ' a i r e de la sec t ion dro i te de l a bar re 

L : la longueur de l a barre 

I : moment d ' i n e r t i e de flexion de la sec t ion 

J : moment d ' i n e r t i e de tors ion de l a sec t ion 

G : module d ' é l a s t i c i t é t ransversa le G « E/2(l + v) 

V : coeff ic ient de Poisson 

A' : a i re r édu i t e ca rac t é r i s an t l a r i g i d i t é à l ' e f f o r t t ranchant . 

(Pour une sec t ion c i r cu l a i r e A' = 0,75 A e t pour une sect ion 
2 rec tangula i re A' = -r- A) . 

On in t rodu i t les nota t ions suivantes 

( I I -7 ) P0 

v - v 
_j i 

(II-8) 
w w 

P3 = " h — 

Enfin, on définit les grandeurs suivantes : 

. Pour une barre comprimée (F. , < 0) on pose 

( I I -9) 

EI aLf-(l+ß)aL cosaL + sinaL ] 
1 = L ' 

-(1+ß) aL sinaX +2(l-cosaL ) 

, El aL ((l+6)a L - sinaL ] 
2 = "T * 

-O+ß) aL sinaL +2(l-cosaL ) 

v . . . . _ EI a 2 L 2 (Hß)(1-cosaL ) 
3 1 2 L ' 

-(1+ß) aL sinaL + 2(l-cosaL ) 
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avec : p = 
F . , 

j x 

GA' 
e t ¿.Jlfei 

E i d + ß ) 

Pour une b a r r e tendue (F . , > 0) on pose : 
j x ' r 

(11-10) 

, _ EI_ fgL - ( l + 6 ) g L chaL + shaL ] 
1 L - (1+B)a L s h a L + 2 ( - l + ch aL) 

= I I a L [(1+B)a L - shaL ] 

-(1+B) aL shaL + 2 (chaL - 1) 

.2,2, 
k m EI_ a L ' ( l + B ) ( l - c h a L ) 

3 L - ( ]+B)aL shaL + 2(chaL - 1) 

Pour l e cas où F . , = 0 on pose 
j x r 

(11-11) 

v A I I 1 + 3 5 

K l " ^ L ' 1+126 

, - E l - 1-66 
K2 " Á L ' 1 + 126 

. , E l 1 
K3 = ° L ' 1+126 

. 1 El 
3 V e C : Ô " ^ 2 * GÄ' 

b ) Relations Fovees-déplacements 

Sous l e s hypothèses e t n o t a t i o n s p r écéden t e s e t en a p p l i q u a n t l e p r i n c i p e 

des t ravaux v i r t u e l s , on dédu i t l e s r e l a t i o n s s u i v a n t e s e n t r e l e s s o l l i c i ­

t a t i o n s d ' e x t r é m i t é s e t l e s déplacements d ' e x t r é m i t é s de l a b a r r e qui 

t i e n n e n t compte des e f f e t s du second o r d r e , ca r pa r hypo thèse , l e s dép lace-
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merits sont finis. 

Le calcul est donné à l'annexe 2. Les résultats sont résumés ci-apr 

Relation effort normal - déplacement 

(11-12) 

Fix' = 

V 

EA , 
- ( U J 

Fix' 

. EA ,2 . 2. 
u.) - -¿ (P2 + p3) 

Relation moment fléchissant - déplacement : 

(11-13) 

M. , = k- . p. + k. .to. , + k„ .to. , 
iy' 3 3 1 iy 2 jy' 

M. , = k_ . p_ + k0 .to. , + k. . to. , 
jy' 3 r3 2 iy' 1 jy' 

(11-14) 

M. , - -k_. p„ + k. . to. , + k0 . w. , 
iz' 3 2 1 iz' 2 jz' 

( M. , = -k0. p0 + k. .to. , + k. . w. , jz' 3 2 2 iz 1 jz 

Relation effort tranchant - déplacement : 

(11-15) 

2k3 k3 
F. , = -F. , . p0 =— . p0 + -=- (w. , + to. , 
iy' jx' K2 L 2 L jz' iz' 

F. , - -F. , 

(11-16) 

2k3 k3 

F. , = -F. , . p_ - -r— . po - (to. , + to. 
iz' jx' 3 L 3 L jy' îy 

F. , = -F. , 
jz' iz' 
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Relation moment de torsion - déplacement : 

(11-17) 

i x ' L j x ' i x ' 

GJ 
jx* L j x ' i x " 

c) Matrice de rigidité tangente de la barre : 

Sous les hypothèses e t nota t ions précédentes, les r e l a t i ons forces-dépla­

cements obtenues en tenant compte des effets du second ordre s ' éc r iven t 

matriciellement pour la ba r re © : 

(11-18) F = X(u) 

Soit F la matrice colonne (12 x 1) des actions non-linéaires dues à la 
g 

non-linéarité géométrique. Les relations (11-12), (11-15) et (11-16) 

permettent d'écrire : 

(11-19) «= ( S., S,, S,, 0, 0, 0, -S., -S-, -S , 0, 0, 0 ] 

avec : 

(11-20) 

s, - - * ! <p£ * P2
3) 

S2 = - Fjx, . p2 

S3 = - V • P3 

Ainsi, les relations (11-12) à (11-17) s'écrivent matriciellement 

(11-21) F = K.U + F 

avec K la matrice de rigidité "linéaire" (12 x 12) dont l'expression est 
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donnée en (11-31). 

En d i f fé ren t ian t la r e l a t i o n (11-21) on obt ien t 

(11-22) dF = K . dU + U . dK + dF 
g 

On suppose que pour un petit accroissement dF de F le terme U.dK est 

négligeable devant le terme K.dU + dF 

Dans ces conditions on obtient 

(11-23) dF = K . dû + dF 
S 

En d i f fé ren t ian t les r e l a t i o n s (11-20) on ob t i en t 

r i? A O O 

dSj = J d (P 2
 + P3 5 " ~ E A (p2dp2 + p3 d p3 ) 

- - ^ ( P 2 - ( d v j - d v i> + P 2 - ( d v j ~ ^ i ) ] 

(11-24) 

dS2 - - d (Fjx« • p2> * - iF jx ' ' dp2 + p2 ' d F jx ' l 

- M . p 2 . ( d u j - d u i ) - ( ^ + *£ . p ^ i d v . - d v . ) -

EA 
— P2

p3(dVj - * V 

dS3 - - d ( F j x , . p3) - - [ F j x , . dp3 + p 3 . d F j x , ] 

EA 
L * 

EA 2, 3 3 . ( d u j - d u i ) - ( - ¿ í _ + £A P ^ ) ( d W j - dw i) -

EA 
T • P 2 - P 3

( d v j - d v i ) 

Compte tenu du f a i t que 

(11-25) dFT = ( dSj , dS2 , dS3 , 0, 0, 0 , - d S j , - d S 2 , - dS 3 , 0, 0, 0 ] 
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On peut é c r i r e 

(11-26) dF = K- . dU 
g G 

où K- e s t l a m a t r i c e de n o n - l i n é a r i t é géométrique (12 x 12) dont 
G 

l ' e x p r e s s i o n e s t donnée par (11-29) e t ( 1 1 - 3 0 ) . 

Nous pouvons a l o r s é c r i r e (11-23) sous l a forme : 

(11-27) dF = K.. dû + KG . dû - (K + KG) . dU 

On pose 

(11-28) K t = K + KG 

K e s t appelée m a t r i c e de r i g i d i t é t angen te de l a b a r r e dans son r e p è r e 

l o c a l de r é f é r e n c e . 

(11-29) K. 

k G J ~ k G 
- — • ! • - • • -

" k G¡ kG 

avec 

(11-30) kG = 

0 E A n 

L w* L 

E A n 

EA 
— p ^ P 3 

L P j L 

symétr ique 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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et : (11-31) 

EA 
L 

0 

2 î 7 

-

0 • 

0 

2ê 

0 

0 

0 

GJ 
L 

symétrique 

0 

0 

k 3 
L 

0 

k l 

-

0 

k 3 
L 

0 

0 

0 

k l 

_EA 
L 

0 

0 

0 

0 

0 

EA 
L 

0 

- 2 k 3 

2V 
0 

0 

0 

k 3 
L 

0 

-S 

0 

0 

k 3 

-2? 
0 

k 3 
L 

0 

0 

0 

k 3 2 — 

0 

0 

0 

- GJ 
L 

0 

0 

0 

0 

0 

GJ 
L 

0 

0 

k 3 
L 

0 

k. ' K2 

0 

0 

0 

k 3 
L 

0 

k l 

0 

1 . 

"3 
L 

0 

0 

0 

k 2 

0 

k 3 
L 

0 

0 

0 

k l 

Soit K^ la matrice (12 x 12) de rigidité tangente de l'élément 0 

exprimée dans le repère global XYZ. Elle s'écrit en notant A. la 
i 

matrice de passage (cf, II-3) du repère global XYZ au repère local de 

référence x'y'z' de l'élément © (cf. II-1) : 

(11-32) K. « A? . K . A. 
i i t i 

avec K défini par (11-28) et A. par (II-3). 
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Remarque 1 : 

Supposons qu'à l'instant de référence (lié à la configuration de 

référence actuelle), la barre © possède des efforts internes dont 

la composante normale est F. ,. Dans ce cas là, dans toutes les 
J0x' 

relations précédentes, le terme F. , doit être remplacé par : 
J" 

F. , + F. , 

V 1 

o 

J n 

F ; „ » + F ; „. 
jx- 2 x 

o 

FIGURE II-3 

Remarque 2 : 

Dans la suite, nous utiliserons la relation non-linéaire exacte 

F * K (u) et la relation faisant intervenir la rigidité tangente 

approchée : dF = K . dU.. 
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II.4 Çalcul_des_efforts_extérieurs_exercês_sur_le_riser_dus_à_l^environ­

nement et aux poids_propres : 

Les forces extérieures exercées sur le riser sont : 

les efforts hydrodynamiques, hydrostatiques, le poids propre, (la 

tension en tête du riser est traitée séparément). 

Dans un premier temps, nous allons calculer les efforts extérieurs qui 

s'exercent sur un petit tronçon d'un élément quelconque du riser. 

Puis on intégre ces efforts sur l'élément. Compte tenu de la déformation 

de l'élément provoquée par ces forces réparties, on en déduit les forces 

équivalentes aux noeuds qui produisent les mêmes déplacements nodaux de 

la structure. 

Tous ces efforts sont calculés à l'instant t, par rapport à la configu­

ration de référence actuelle du riser. 

II.4.1 Calcul des forces élémentaires sur un petit tronçon quelconque 

a,~ Efforts hydrodynamiques exercés sur un petit tronçon quelconque 

du riser : 

Les forces hydrodynamiques sont générées par les formules de 

Morison. Selon ces formules (réf.14), les forces hydrodynamiques 

s'exerçant sur petit tronçon cylindrique repéré par un point M 

(centre du petit tronçon) et dont aucune des extrémités n'est en 

contact avec l'eau, se décomposent en deux termes : 

a-l)Le terme d'inertie 

C'est une force perpendiculaire à l'axe du petit tronçon qui 

s'écrit : 

(11-33) F I (M,t) = p . S .Li e l t A a h A e l t + C m ' e l t A ( V r p ) A e l t 
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Le premier terme est la force de Froude-Krilov et représente l'inertie 

de la masse d'eau entraînée, le second terme est dû à l'écoulement 

autour de l'élément et est appelé force de masse ajoutée. 

Les notations utilisées sont les suivantes : 

P 

S 

ai 

•u 
C 
m 

: masse volumique de l ' eau 

: sec t ion dro i te du cylindre (S = -—— avec D = diamètre 

ex té r ieur ) 

: longueur du p e t i t tronçon cylindrique de section droi te S. 

: vecteur u n i t a i r e co l inéa i re à l ' axe du cylindre. 

: coeff ic ient de masse ajoutée. 

: accé léra t ion des pa r t i cu les fluide à l ' i n s t a n t t e t au 

po in t M, due à la houle incidente non perturbée par 

l ' o b s t a c l e , dans le repère global . 

: accé léra t ion de l 'élément au point M ä l ' i n s t a n t t , dans 

l e repère g loba l . 

a h ( M , t ) 

FIGURE I I - 4 

(T) configuration de référence initiale 

(2) configuration de référence actuelle 

© configuration à l'instant t 
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2)Le terme de traînée visqueuse : 

C'est une force perpendicula i re à l ' a x e du p e t i t tronçon qui 

s ' é c r i t : 

(11-35) 

F¿ (M,t) = 1/2'CD . p . D . àl . P | e u . V e. 
A A l t 

avec v = v, + v - v h e p 

Les notations utilisées sont les suivantes 

C_. : coefficient de traînée 

D : le diamètre extérieur du cylindre 

v, : vitesse des particules fluide à l'instant t et 
n 

au point M due à la houle incidente non perturbée 

par l'obstacle dans le repère global. 

v : vitesse des particules fluide à l'instant t et au c 
point M due au courant dans le repère global. 

v : vitesse de l'élément au-point M et à l'instant t 
P __ _* 

dans le repère global. ( v = 0 pour les éléments 

fixes). 

(11-36) 

(11-36 bis) Remarques : 

Pour calculer les forces ?- et F_ à l'instant t sur un petit tronçon 

localisé au point M, vu l'hypothèse des déplacements finis mais petits 

par rapport à la configuration de référence actuelle, on fait l'appro­

ximation F^ (M,t) = F^ (MoJt) , F^ (M,t) = Fj" (Mo,t) 

où M0 est le centre du petit tronçon dans sa configuration de référence 

actuelle ( alors e. = e. dans les relations (11-33) et (11-35)). 

En effet, si les déplacements finis deviennent grands, alors la géométrie 

est réactualisée. 

On note F^ (t) = F^ (M0,t) + ïjj" (M. , t) . 
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b - Calcul des forces hydrostatiques exercées sur un petit tronçon Quelconque 

du riser : 

Comme pour les forces hydrodynamiques, les forces hydrostatiques sont 

cal cul éesv pour un petit tronçon dans sa configuration de référence 

actuelle. La force hydrostatique exercée sur un petit tronçon dans sa 

configuration de référence actuelle s'écrit : 

(11-37) F? - - / p "n* ds 
b i AS 

avec : 

n : le vecteur unitaire perpendiculaire à la surface 

latérale de l'élément (élément se trouve dans sa 

configuration de référence actuelle). 

p : la pression de l'eau au point Mo (voir figure II-4). 

|AS| = ITD. Ai, avec D le diamètre extérieur du petit tronçon 

En développant la relation (11-37) pour ce petit tronçon, on obtient 

la résultante des forces hydrostatiques exercées sur ce petit tronçon 

qui est une force verticale de module p.g.S.AA dans laquelle p est 

la masse volumique de l'eau et S.AÄ représente le volume de ce petit 

tronçon, S et A£ étant définis par (11-34). 

Soit F„ la matrice réelle (3x1) des composantes de la force hydro­

statique exercée sur un petit tronçon dans le repère global, il 

s'écrit : 

(11-38) Fs 

p g S AS. 
0 
0 

Ainsi la matrice des composantes de cette même force dans le repère 

local de référence actuel s'écrit : 

(11-39) FS = Di * FS 

D. est défini par (II-l) 
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c - Calcul du voids propre d'un vêtit tronçon du riser : 

Tenant compte du fait que la résultante du poids propre d'un petit 

tronçon quelconque est verticale descendante, la matrice réelle 

(3 x 1) F des composantes de cette résultante dans le repère global 
P 

s'écrit : 

(11-40) F 
P 

-p. g AAÎ, 
1 0 

A étant la section droite du petit tronçon définie en (II-6) et p. 

étant la masse volumique équivalente du riser relativement à A : 

p. = m / A avec m, „ la masse du petit tronçon Ai, (masse du tube 
i Ai. Ai 

vide + éventuellement masse de la matière dans le tube). 

La matrice des composantes de cette résultante dans le repère local 

de référence actuel s'écrit alors? 

(11-41) F' = D. .F 
p i p 

II.4.2 Calcul des forces équivalentes aux noeuds d'un élément 

Les forces équivalentes appliquées aux extrémités d'un élément © du 

riser provoquant les mêmes déplacements nodaux sont dues : 

1- aux forces équivalentes dues aux forces hydrodynamiques ; 

2- aux forces équivalentes dues aux forces hydrostatiques ; 

3- aux forces équivalentes dues aux poids propres. 

L'élément © est divisé en n tronçons égaux de longueur —• . Sur 

chacun de ces tronçons, les forces extérieures sont générées suivant la 

méthode décrite au paragraphe (II.4.1) précédent. 

Le q-ème tronçon d'origine q-1 et d'extrémité q de l'élément © est 

repéré par le couple d'indice (i,q) avec q Ç {l,n}. 

—* 
On note F,. N la résultante des forces extérieures exercées sur le 

u»q) 
tronçon (i,q) qui s'écrit : 
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FIGURE II-5 

(11-42) "ff. . »?./• ^ +F*/• \ + ^ / - Ï (l,q) d(i,q) s(i,q) pd,q) 

avec F, , F et F déterminés en paragraphe (II.4.1) précédent. 
d s p 

Soit R! = (R. , , R. , , R. , ) , (Resp. R'.̂ J et H! = (M. , , M. ,, M. ,) i ix' ' iy' ' xz r 1+1 i ix xy iz' 

(Resp. M! .) la force et le couple équivalents s'exerçant sur le noeud i 

(Resp. le noeud i+1) dues aux forces 

l'élément © . (Figure II-6). 

f(i,q) ' *€{l.n} s'exerçant sur 

Les composantes de ces forces et moments sont égales en module et de signe 

contraire aux composantes des réactions aux noeuds i et i+1, l'élément © 

étant chargé par j F,, v , q £ {l,n| , les noeuds i et i+1 étant parfaite­

ment encastrés. Les composantes de F,. •> dans le repère local de référence 

actuel de l'élément ©sont notées F,/. \ » F , , . % , F .,. -.. 
x'U,q) y*(i,q) z'(i.q) 
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ix 

Fz'U,q) 

Fx*(i,q) 

Wfc VTZP'VSZ 

Fy'(i,q) 

R. i+1 y1 

0 M 
i+1 y' 

•e 
Ri+1 x V 

M. « , 
1+1 x' 

Mi+1 z' 

(q- 7) — 
4 L. 1+1 z 

(n-q+ 2>~ 

FIGURE II-6 

La matrice des composantes des forces et des couples équivalents 

s'exerçant aux extrémités de l'élément © dans le repère local de 

référence actuel s'écrit : 

(11-43) 

avec 

(11-44) 

e 

( i ) . . 
e 

q-1 

R! 
1 

M! 

»î*i 

Q ( i ,q ) 

et 

Fi 
(i,q) 

Fi 
(i,q) 

Fx'(i,q) 

Fy'(i,q) 

Fz'(i,q) 

la matrice réelle (12 x 3) Q(i,q) est définie par 
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(11-45) 
!(i,q) 

-C1 
0 

0 

0 

0 

0 

C-: 

0 

0 

0 

0 

0 

c2 c V c 2 
0 

0 

0 

0 

c2.c2 

-c 
C_.C,.L. 
3 1 i 

c2 c 
V°4 

0 
0 

3 
0 

0 

0 

i V j • LJ « 

c2 c 

L» A • « Ä • i-i • 

1 3 i 

avec 

(11-46) 
C2 = 
C3 = 
C, = 

(n - q + 1/2)/n 

3 - 2 (n - q + 1/2)/n 

(q - 1/2)/n 

3 - 2 (q - 1/2)/ti 

Ainsi, la matrice des composantes des forces et des couples équivalents 

s'exerçant aux extrémités de l'élément © dans le repère global s'écrit 

(11-47) ,(i) 
A T . F(i)' 

e 
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II.5 Çalçul_de_la_matrice_de_masse_ajoutée_d¿un_élament_©_j._dans_le_re2ère 

global 

Compte tenu de (11-33) et de la remarque (II-36bis), la force de masse 

ajoutée s'écrit : 

(11-48) F « - p . S . AÄ . C . e. A a e. 
ma m 1 A p A 1 

Soient U. = a - (X , Y , Z ) , n . - (X. , Y . , Z.) e t 
q p q q q i î i i 

u • . • (X. ., Y. , , Z. .) respectivement les accélérations du centre 
1+1 1+1' 1+1 î+r r 

du tronçon (i,q) et des noeuds i , i+1 de l'élément 0 à l'instant t, 

dans le repère global. 

En déterminant l'accélération du centre ¿u tronçon (i,q) par interpolation 

linéaire des accélérations des noeuds extrémités, on obtient matriciellement 

(11-49) U = S,. . . 0 ~ 
q (i,q) ® 

avec. 

et 

(11-50) 

uo la matrice colonne (6x1) 
U. .. 
i+1J 

C1 ° 

'(i,q) 
0 

0 
'1 
0 C 

"3 
0 C 

3 
0 C 

Les termes C. et C_ sont déjà définis par (11-46). 

Compte tenu de (11-49), la relation (11-48) pour le tronçon (i,q) 

dans le repère global s'écrit matriciellement : 

(11-51) F v
 = —B. • S /. \ . UT\ 

ma(i,q) x " ̂ » q ) Ci) 

avec F ,. % la matrice réelle (3x1) des composantes de F dans 
ma(i,q) r ma 
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le repère global et B. la matrice réelle (3 x 3) définie par : 

(11-52) Bi -p .S. AS.Cm 

2 2 
e i + e i , ly 1z 

1y 1x 

-e, .e, 1z 1x 

-e. .e, 1x 1y 

2 2 
e. +e. 
1x 1z 

-e. .e. 
1x 1z 

-e. .e. 
1y 1z 

2 2 
1z 1y 1x 1y 

e« . e. , e, sont les composantes du vecteur unitaire e. de l'axe 
1x' 1y' 1z 1 

de l'élément cylindrique © dans sa configuration de référence actuelle. 

(Il est à noter que B. est la même pour chaque tronçon q de l'élément 

© ) . Ainsi, la matrice des composantes de la force de masse ajoutée 

exercée sur le tronçon (i,q) dans le repère local de référence actuelle 

s'écrit : 

(11-53) F» ,. . - D. . F ,. x - -D. . B. . S,. . . lf~ 
ma(i,q) i ma(i,q) i i d,q) (D 

En utilisant la relation (11-43) on pourra calculer les forces et les 

couples équivalents, s'exerçant aux extrémités de l'élément © dans le 

repère local de référence actuel , dues aux forces F' ,. », q€ {l,n} maU.q)' ^ l ' J 

'„(O, (11-54) F'-1-'' - T n , Q,. .-F' ,. . - - T n , Q,. ..D..B..S,.' ,.U~ 
e -¿-q=1 x(i,q) ma(i,q) ^-q=1 Hi,q) i L (i,q) © 

Ainsi la matrice des composantes de ces forces et couples équivalents 

dans le repère global s'écrit : 

(II -55) F(l) = A? . F ( L )' = -A? T n . 0,. ..D..B..S,. .. U 
e i e i ^q*»l (i,q) i i (i,q) Q 

La matrice A. est définie par (II-3) 

On pose 

(11-56) M(l)= + A? Y n , Q,. ' .D..B..S,. » 
ma i*-q=1 (i,q) i i U,q) 

La relation (11-55) s'écrit alors : 
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(11-57) V i } =-M<i> . 'U0 

M est la matrice (12 x 12) des masses ajoutées de l'élément © 
ma 

dans le repère global-
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II.6 Conditions aux limites du riser 

Généralement, le riser est articulé au point de sa connection au fond 

de la mer (noeud 1). La tête du riser (noeud m+1) est en contact avec 

le système flottant par intermédiaire d'un joint d'expansion. Donc, tous 

les déplacements du système flottant s'appliquent directement au noeud 

m+1. 

Pour les risers en grande profondeur, les effets directs de la houle sur 

le riser peuvent être des phénomènes d'importance mineure devant l'action 

indirecte de la houle qui provoque des mouvements du système flottant et 

donc impose des mouvements parfois important en tête du riser. Ces mouve­

ments du système flottant sont : 

- mouvements angulaires de roulis, tangage et lacet. 

- déplacement dit orbital qui se compose de : 

1. pilonnement selon la verticale, 

2. débattement dans le plan horizontal. 

Néanmoins, nous envisageons ici pour le noeud 1 et le noeud m+1, des 

conditions aux limites plus générales. En spatial, chacun de ces 2 noeuds 

a 6 degrés de liberté. Soit i le i-ème, i€ {l,6j. 

. Conditions aux limites pour le noeud 1 ou le noeud m+1 

Pour chaque degré de liberté, i€ {i>&} ' 

1) le déplacement (translation ou rotation) du D.L. i est inconnu (ceci 

correspond au fait que le D.L. i est complètement relâché). Pour ce 

degré de liberté i la composante de la force ou du moment correspondante 

est connue. Cette composante peut être constante ou fonction du temps. 

2) Le déplacement (translation ou rotation) du D.L. i est connu. Il est 

constant ou fonction du temps. 
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Exemple classique pour un riser vertical 

. Noeud 1 

i * 1 translation x bloqué 

i = 2 translation y bloqué 

i = 3 translation z bloqué 

i = 4 rotation x libre (moment x nul) 

i • 5 rotation y libre (moment y nul) 

i = 6 rotation z libre (moment z nul) 

. Noeud m+1 

Il faut noter que le déplacement vertical du noeud m+1 est toujours 

inconnu. Ceci correspond au fait que en tête du riser la tension verticale 

T est toujours connue. 

i = 1 translation x libre (tension suivant x imposé : constant ou 

fonction du temps). 

i = 2 translation y bloqué ou déplacement imposé (constant ou fonction 

du temps). 

i = 3 translation z bloqué ou déplacement imposé (constant ou fonction 

du temps), 

i = A rotation x bloqué ou rotation imposée (constante ou fonction du 

temps). 

i = 5 rotation y bloqué ou rotation imposée (constante ou fonction du 

temps). 

i = 6 rotation z bloqué ou rotation imposée (constante ou fonction du 

temps). 
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C H A P I T R E III 

MODELES NUMERIQUES DE CALCUL 

III.1 Equations d'équilibre 

A l'instant t, l'équation d'équilibre dynamique du système mécanique 

par rapport à la configuration de référence initiale, s'écrit 

matriciellement dans le repère global : 

(III-1) Mt. Ut + Ct. Ut + Z(Ut) = R(Ut, Ut, t) ; t > t0 - 0 

associée aux conditions initiales : (III-1bis) U n = U , U _ = U 

U et U sont donnés par rapport à la configuration de référence 
to to 
initiale, avec : 

(III-2) M - M + M 
t p ma 

M : matrice globale de masse structure 
P 

M : matrice globale de masse ajoutée 

C : matrice d'amortissement à l'instant t 

K(U ): matrice globale représentant les forces nodales 

internes dues aux déplacements des noeuds 

et (III-4) R(Ut, Ut, t) = X F^l}= R ^ , Ut, t) + R2(t) + R3 

W Ut'° : matrice globale des forces hydrodynamiques 

de Froude-Krilov et de trainee et hydrosta­

tiques équivalentes exercées aux noeuds à 

l'instant t. 
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R-(t) : matrice globale des forces équivalentes exercées 

au noeud (m+1) dues à la tension en tête à l'ins­

tant t. 

R_ : matrice globale des forces de poids propre équi­

valentes exercées aux noeuds. 

U est la matrice colonne du vecteur déplacement des noeuds à l'instant 

t par rapport à la configuration de référence initiale (configuration de 

référence actuelle) dans le repère global. 

U , U sont les dérivées première et seconde de U par rapport à t et sont 

respectivement le vecteur vitesse et le vecteur accélération. L'équation 

(III-1) étant non-linéaire due aux termes K(M ) et R(U , U , t), elle 

sera résolue par une méthode de calcul pas-à-pas. Des problèmes relatifs 

à la réactualisation de la géométrie seront traités séparément. 
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III.2 Généralités sur_les_méthodes Tiuméri£ues_d^intégration £as-à-p_as 

Dans les méthodes de calcul pas-à-pas, connaissant le vecteur déplace­

ment et le vecteur vitesse à l'instant initial t = 0, on calcule 

successivement ces mêmes vecteurs aux instants t. = dt , t„ - 2At , 

t, = 3At, ... , t = nAt , où At est le pas d'intégration numérique. 

On peut distinguer deux types d'algorithme : 

1- Pour le premier type (différence finie) le vecteur accélération à un 

instant donné est exprimé en fonction du vecteur déplacement à 

différents instants (méthode des différences centrées - Houbolt's 

méthode). 

2- Pour le second type (intégration numérique), on suppose que la variation 

du vecteur accélération entre les deux pas successifs est connue 

(constante, variation linéaire ou non-linéaire). A partir de là les 

vecteurs vitesse et déplacement sont obtenues par intégration du vecteur 

accélération. (Euler - Gauss méthode , Newmark's méthode, Milne's 

méthode, 6-Wilson méthode, Runge-Kutta méthode). 

Un des critères importants dans le choix de la méthode de calcul pas-à-

pas, consiste à obtenir la meilleure précision pour un certain coût 

informatique. Pour le système mécanique que nous traitons, la méthode 

des différences centrées et la méthode 6-Wilson nous ont paru les plus 

efficaces. 

Il est à noter que l'utilisation de ces deux méthodes pour le problème 

ici traité ne peut être faite brutalement, car les forces R(U ,U ,t) 

apparaissant dans le membre de droite de l'équation (III-1) sont fonction 

non linéaires du vecteur vitesse U . Il est donc nécessaire d'introduire 

des itérations "internes" complémentaires aux algorithmes classiques 

qui sont normalement utilisés lorsque le membre de droite de l'équation 

(III-1) n'est fonction que de t. Normalement si R n'était fonction que 

du temps t, la méthode des différences centrées est un algorithme expli­

cite et ne donne pas bien à des itérations à l'intérieur d'un pas At. 

Dans le cas présent, R étant fonction de U , on aura des itérations 

dites "internes" à l'intérieur d'un pas At. 



- 37 -

Par contre, si R n'était fonction que de t, la méthode de 8-Wilson 

est un algorithme implicite qui nécessite des itérations à l'intérieur 

d'un pas At. Comme R est fonction de U , il est nécessaire comme pour 

les différences centrées de faire des itérations "internes" supplémentaires 

qui viennent s'ajouter aux itérations de base de méthode 6-Wilson. 

Il ressort donc globalement que le nombre d'itérations total à l'inté­

rieur d'un pas At est plus grand pour la méthode 6-Wilson que pour la 

méthode des différences centrées. Néanmoins, la méthode 8-Wilson permet 

de prendre un pas At plus grand que les différences centrées, car la 

première est inconditionnellement stable tandis que la seconde est 

conditionnellement stable. Il faut donc établir un bilan global pour 

voir dans chaque cas quelle méthode est la plus avantageuse. 

Les paramètres intervenant dans la décision sont principalement : 

1- le nombre de degré de liberté ; 

2- les valeurs des fréquences propres de vibration du système linéarisé 

par rapport aux fréquences des exitations (pour des modes propres de 

déformation" compatible avec la nature des déformations imposées par 

les forces excitatrices) ; 

3- le temps total de l'intégration ; 

4- la valeur de l'amortissement. 

Pour les problèmes que nous avons traité, nous avons constaté que la 

méthode 9-Wilson, bien que conduisant à plus d'itération pour chaque pas, 

était plus avantageuse que la méthode des différences centrées, car 

cette dernière nécessite souvent de prendre un pas At trop petit pour 

obtenir la stabilité. 

Dans les paragraphes suivants, nous avons développé les formulations 

numériques correspondant à ces deux méthodes, ce qui nous a permis 

d'étudier la méthode la mieux adaptée pour résoudre l'équation dynamique 

du riser. 
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III.3 Formulation numériçjue^du^calcul dvjiamigue 

III.3.1 Méthode des différences centrées 

La méthode des différences centrées consiste à exprimer les vecteurs 

accélération et vitesse à l'instant t en fonction des vecteurs dépla­

cement aux instants t-¿At , t , t+At . 

( I I I"6 ) ¿ t = ü l b r ( Ut+At - 2 u t + W 

dii-7) K=-ûr (ut+At - V * > 

En éliminant U entre ces deux relations, on obtient 

( I I I - 8 ) Ut+At - u t + ùt • K + - ^ r 1 • K 

1) Méthode de résolution avant toute réactualisation de géométrie 

La configuration de référence actuelle est donc la configuration de 

référence initiale. L'instant noté t correspondant à cette configura­

tion de référence actuelle est donc t = tc = 0 et le champ de 

déplacement Ut correspondant est nul par définition. Ici, bien que 

t soit égal à to, nous distinguons U de U , car U étant la donnée 

initiale du champ déplacement à l'instant initial t0, champ donné par 

rapport à la configuration de référence initiale, U peut ne pas être 
to 

nul, alors qué U est toujours nul tant qu'il n'y a pas de réactualisa-
,r 

tion de géométrie. 

L'équation dynamique du mouvement du riser en instant t est donnée par 

(III-1). Les trois relations (III-1), (III-6) et (III-7) nous donnent, 

compte tenu de (TII-4) : 

(III-9) Mt . ü t + A t = l (Ut_4t , Ut , ût , t) 
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avec : 

(111-10) 

M. 
(At): 2<lt 

R (Ut-¿t> V V C) = R^U,., Ut, t) + R2(t) + R3 

Mt C t M t 

+ 2,-r̂ r, . IT + (Ji- - -4 'GtT2 

- *(ut) 

•).u. 24t (¿t)2' t-At 

La dépendance fonctionnelle de R1 en U est due aux termes de trainees 

hydrodynamiques. La dépendance en U est due au fait que les forces 

hydrodynamiques dues aux effets de la houle et des mouvements du riser 

sont fonction de la localisation de ce dernier à l'instant t. Or, vu 

les hypothèses qui nous ont permis d'utiliser les approximations décrites 

à la remarque (II-36bis) et au § II.4.1-b, R. à l'instant t est fonction 

de U,. ou bien de u\ , avec t 4 t . Par conséquent, on a l'approximation 
tf t r 

R, (U , U , t) 2; R.(Ut , U , t) et donc R apparaît comme une fonction de 

U*. > ü . ,. i 1. , U. , t. On a donc : 
t_ ' t-At ' t ' t ' 

(III-10bis) R (Ut_At , U t, U t r, U t, t) = V ^ r ' Ut,t)+R2(t)+R3 

• ̂ • ^ + < S - ^ > - V * : "X(V 

avec t ^ t 

Pour le moment U t est identiquement nul, mais lorsqu'il y aura réactua-

r 

lisation de géométrie à un instant t > 0, alors U t ne sera pas identique­

ment nul. 

La résolution de l'équation (III-9) nécessite la réparation des D.L. libres 

et des D.L non libres. L'équation (III-9) après cette réparation s'écrit : 

(111-11) 

~ i ~ 

U (t+At) 
a 

U„(t+At) 

Ra(Vût 'Ut>Utr'
UfC) 

R/5 (Ut-At> W t ' ^ 

; t > t 
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avec 

U„(t+At) 

Uß(t+4t) 

déplacements correspondant aux D.L. libres 
(inconnus) 
déplacements correspondant aux D.L. non libres 
(connus) 

.a(U ,U ,Ut ,U ,t) : forces correspondant aux D.L. libres (connues) 

W¿f V W') forces correspondant aux D.L. non libres 
(inconnues) 

on a donc 

(111-12) Ka(ï . Ua(t+¿t)+ Maß. U^t+At)- V V a t ' V ^ r ' V
0 ; * * fcr 

(111-13) Mßa . Ua(t+At)+ M^ . iy t+¿t) = fyVat'W'V0 ; * * C r 

De l'équation (111-12) on peut trouver U (t+At) 

Après avoir trouvé U (t+At), on calcule les réactions correspondant aux 

D.L. non libres par l'équation (111-13). 

Pour le calcul de U0(t+At), on écrit l'équation (111-12) sous forme 

(III-1Â) Mfta . Ua(t+At) = Rtt(Ut_út,Ut,Utr,Ut,t) - KQß. U/}(t+4t) 

avec pour t ̂  t 

(111-15) 

Ra(VÄ»
üfDtr'

üt» ° = Rla< U
VV

t ) + R2" ( t ) + R3« + -¿¿JT ' 

Cnn M, 
(Maa.Ua(t)+Ma/J.U^(t)) + (^ - -jfgr). 

Ua(t-At)+ (^-^2).Uß(t-At)-Za(Ut) 

où C a o et C _ correspondent à la décomposition par bloc de C . 
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C<yg\ Caß 

«• V Cßß 

M ü u et M,j.ß correspondent également à la décomposition par bloc de M . 

M. „'l'if—lili 

Pour la résolution de l'équation (111-14) nous distinguons les cas 

suivants : 

A) R. (U ,U ,t) n'est pas fonction de U (cela correspond au cas où la 

trainee hydrodynamique est globalement nulle. Dans ce cas là, 

RQ(U .„, U , U , U , t) n'étant pas fonction de U , il ne dépend 
** t—ut t t_ t t 

pas de U . L'équation (111-14) est donc une équation explicite en 

U , dont la solution est triviale. 
t+At 

B) Rltt(Ut , Ut, t) est fonction de U£ . Donc Ra(
u
t_/it'

 u
t'

 u
t »

 u
t>

 c ) 

étant fonction de U , elle est fonction de U „ . Alors l'équation 
t t+At 

(111-14) est une équation implicite en Û . dont la solution est obte­

nue par itérations ; c'est ce que nous avons appelé au § III.2 les 

itérations internes. 
L'algorithme d'obtention de U ,„ est le suivant : 

t + UU 

1- Calcul de U à l ' i n s t a n t i n i t i a l t 0 = 0 . La configuration i n i t i a l e 
to 

est la première configuration de référence. Les données initiales 

U et U sont données par rapport à cette configuration de référen-
to te 

ce. On calcule Ü par l'équation (III-1). 
to 

M, . U = R(U. , U , t o ) - C. . U - *(U, ) 

2 - On .ca lcule u\ (déplacement à l ' i n s t a n t t 1 = t 0 + ú t ) par ( I I I - 8 ) 

u . ^ • U, + At . U + ( ^ t ) 2 . U 
t0+At t 0 t» 2 t , 
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3- Maintenant on peut trouver Ua(t0+2At) solution de l'équation (111-14) 

par itération interne et par conséquent U t + et u"t +^ t seront 

calculés par (III-6) et (III-7). 

De la même façon, en ayant Ua(t) on pourra calculer Ua(t+At) et par 

conséquent U et U . 

Il est à noter que dans cette méthode, seule la relation non-linéaire 

F = £(U) est utilisée, la relation tangente à^= i^.dU n'étant pas 

utilisée. 

L'organigramme des itérations internes de l'algorithme est donné 

ci-après. 

t >, t. 

— 1 = 0 

u£0)(t+/\t) = Ua(t) 

Uo(t+At) = donné 

V i , U ^Ct+At) = U^Ct+Jt) 

i = i+1 

- on calcule ¿(i-D . J_(u(i'1) -U ) 
t 2ÙX. t+4t t-AV 

- on calcule M u
t _ ¿ t '

 U t ' Ut ' Ut ' fc) p a r ( I I I _ 1 5 ) 

- on calcule u£ (t+4t) solution de l'équation (111-14) : 

**«• uii}(t̂ t) »VV^^t^tr'^^'^VV^ 0 

- on calcule B - || u £ i } ( t + d O - U ^ <t+At) | | 2 / || U ¿ ° (t+At)||2 

ou : 

- vérification 

= (? y?-/ 
l / î 

y-. 
1 ; i 

si B < £ 

si 3 > £ 

—• convergence 

si i >s nombre limite d'itération 

si i < nombre limite d'itération 

1 
At At 

Cette méthode est stable à condition que At soit suffisamment petit. 



- 43 -

2) Cas de la réactualisation de géométrie 

Supposons qu'à l'instant t > o, le vecteur déplacement Ut soit tel 

qu'il provoque des rotations importantes des barres par rapport à sa 

configuration de référence actuelle. Dans ce cas, on doit réactualiser 

la géométrie de la structure. 

• * 
Soient R - R (Ut , ü\ , t ) , U = Ur , U = U. et U - Ut r «-r cr r r cr r tr r *-r 

respectivement les vecteurs force extérieure, déplacement, vitesse et 

accélération à l'instant t qui est l'instant de la réactualisation. 

L'équation d'équilibre dynamique à l'instant t >, t dans le repère 

global et par rapport à cette nouvelle configuration de référence 

s'écrit : 

(III-16) (M .U -M .U ) + (C .U -C .U )+£(U -U ) = R(U ,U ,t)-R 

ou comme précédemment, on a écrit R(U ,U ,t) 2; R(Ut ,U ,t) on a 
t t r t 

(M c.üt-Mr.Ur) + (Ct.Ut-Cr.Ur)-+K(Ut-Ur) = R(Ut ,Ut,t)-Rr 

M et C sont respectivement les matrices globales de masse et d'amortis­

sement à l'instant t . 

Dans ce cas, l'équation (III-14) s'écrit 

(111-17) M^. Ua(t+At) = V ^ - A t ' Ut, U^, Ut, t) - Rra - Haß. yt+At) 

+ (M . U + M „ . U + C . U + C . U j 
rao va raß vß ra« va . vaß vß 

avec : U(ÏL , . , U . U. , U , t) définie par (111-15) 
u t—¿iu t £ _ t 

M e t M n correspondent à la décomposition par bloc de M , 
raa. raß r 

M -
r 

M 
raa 

M vßa 

M r a ß 

M 
vßß 
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et C , C „correspondent à la décomposition par bloc de C . raer rap r r 

C = 
r 

raa 

'rßa 

'raß 

'rßß 

(U , U g) et (U , U g) correspondent respectivement à la décomposition 

de U et U . 
r r 

III.3.2 Méthode de 6-Wilson 

La méthode de 6-Wilson est une modification de la méthode de Newmark 

pour rendre cette dernière inconditionnellement stable. 

Dans la méthode de 6-Wilson on suppose que l'accélération entre l'instant 

t et t+T , avec T = 9At où 6 est un paramètre ^ 1, varie linéairement. 

Avec cette hypothèse, les relations de base obtenues pour cette méthode 

sont les suivantes : 

(111-18) 

U t + T = Ut + (1-X) 6At.Ut + X6At.Ut+T 

U t + T = Ufc + 6At.Ut + (1/2 -ß )(9A t)
2 .Ut+ß(BAt)

2 • U 

avec X , ß , 6 trois paramètres. 

En posant 0' 1, on obtient les relations de base de la méthode de Newmark. 

Pour que la méthode de 8-Wilson soit inconditionnellement stable, il faut 

6 ^.1.40 *-i et • - * 

Cette méthode numérique est constituée des deux étapes suivantes : 

Dans un premier temps, connaissant les vecteurs déplacement, vitesse et 

accélération à l'instant t, on les calcule à l'instant t+T . 

Une fois que ces vecteurs sont connus à l'instant t+T , on les calcule 

à l'instant t+At, en supposant que l'accélération varie linéairement 

entre t et t+T . 
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(111-19) 5 t + Ä - 5
t

+ T < 5 t « - V 

De (111-18), on déduit les r e l a t ions suivantes 

(111-20) 

avec 

(111-21) 

V , • i i ï t • * - At 

't+T * ß(eÄt)* * - " Bt 

A t- (|- D - V
9 A t ( l 3 - 1)'5t 

Bt = W • ¿t + (Ts - 1) • 5t 

et (111-22) U = u - u 
— t + T t 

1) Méthode de résolution avant toute réactualisation de géométrie 

Comme pour la méthode des différences centrées, la configuration de 

référence actuelle est la configuration de référence initiale. On notera 

toujours t l'instant de la configuration de référence actuelle qui est 

ici l'instant initial et pour lequel le champ de déplacement IL est 
r 

identiquement nul. Le champ de déplacement initial U donné dans la 
to 

configuration de référence initial peut lui, ne pas être identiquement 

nul. D'autre part, nous utiliserons toujours l'approximation 

R(t, Ut, Ut) 

précédemment. 

R(t, u\ r U ) pour les mêmes raisons que celles données 

A l'instant t+T l'équation dynamique de mouvement s'écrit : 

(III-23) _ M t + T . 5t+t + Ct+T . ¿ t + T + JC(Ut+T) = R (t+t, Ut+T, ¿t+T) 

Soit compte tenu de l'approximation pour le calcul des forces hydrodyna­

miques : 

(III-23bi.) M t + T . Ut+T + Ct+T . U t + T + X(Ut+T) - R(t+r, utr. Ut+T) 

Pour résoudre l'équation (III-23bis) on construit une équation approchée 

sur laquelle on effectue des itérations. 
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Développons au premier ordre la fonction U < ¡»#(U) au voisinage 

de U . On a 

(111-24) X(U) Ä X(Ut) + X'(Ut).(U-Ut) 

Or nous avons vu au chapitre II.3 que si F = K(V) on a dF ~K„.dU 

avec ,K_ la matrice de rigidité tangente globale au point U. En notant 

encore K_ la rigidité tangente au point U , et en faisant U = U 

dans (111-24), on obtient : 

(111-25) *< u
t + T) -

 K <V + h: ' (ut+T " V 

L'équation approchée associée à (III-23bis) s'écrit : 

(iu-26) Mt+T.ut+T + ct+T.írt+T + ^ . u - R(t+T, u t r , ¿t+T) - z(ut) 

Il est à noter que l'équation (111-26) ne correspond pas à une équation 

d'équilibre à l'instant t+T. Mais en itérant sur cette équation, on peut 

trouver U qui vérifie l'équation d'équilibre (III-23bis). 

Posons ; 

(111-27) 

a1 = TÏÏÂ7 

a2 = (1 - j) 

a3 = 6At(1 - 2ÏÏ> 

ar = -

ß(6A)2 

1 

(1"2F> 
_ 1 

7 663 At2 

a, = 

a-, = 

a8 = " 662 At 

a9 = ^ 26ß ̂  

a1Q = (1 - X) At 

a11 = X A t 

al2 -At 

a 1 3= (At)2(^-ß) 

a u = ß (At)* 

De (111-20) et (111-26) on déduit, compte tenu de (III-4) 

(111-28) K . U = R( t+T, Ut , U _, U , U , U ) ur t+T t t t 
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avec : 

(111-29) 

K * *T + a4 ' Mt +x
 + a1 ' C

t +T 

L(t+T> Ut » Ut+f
 Ut' V V = V t + T ' Ut > Ut+x) 

+ R 2 ( C + T ) + R 3 - M t + T ( a 5 ü t + . 6 Ü C ) - C t + T 

•(a2 Ut+
a3Ut) ' X ( V 

Pour résoudre l'équation (111-28) , on distingue les deux cas suivants 

comme nous l'avons fait pour les différences-centrées. 

A) R(t+T , U , U ) est connue, car indépendant de U • (cela correspond 

au cas où la trainee hydrodynamique est globalement nulle). Dans ces 

conditions, on obtient U_ et donc U vérifiant l'équation d'équilibre 

(Ill-23bis), en itérant sur l'équation approchée (111-26). Ces itérations 

sont appelées itérations de base. 

. Description des itérations de base 

Soit U ^ - U , + U
( 1 ) 

t+x t — 
la solution de (111-26) : (1) K. IT ' = R 

Mais (111-26) étant une équation approchée, on constate que le système 

n'est pas en équilibre. 

~(1) Soit R le système de forces 

équilibrant le système pour le 

champ de déplacement U . La 
* ( 1 ) 

différence R - R constitue 

une force résiduelle qui doit 

être appliquée au système au 

cours d'une seconde itération. 

Pour cette seconde itération, on 

utilise la même K définie à 

l'instant t. On trouve que la 

force résiduelle produit un 

déplacement supplémentaire 

*U 

FIGURE III-1 
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„«> - „"> so 
t+T t+T 

lution de l'équation K . (V 2^ - U ( 1 ) )= R - R(1) 

M \ t+T t+T/ 

On recommence les itérations jusqu'à ce que les corrections de déplacements 

au cours de deux itérations successives deviennent négligeables. 

La relation approchée (111-28) n'est pas sous une forme appropriée pour 

effectuer ces itérations. Nous allons donc établir une nouvelle relation 

approchée qui facilite celles-ci. 

Pour ce faire, on développe les relations (111-20) sous la forme suivante : 

(111-30) 

Uii} = a1.(U
(i)-uii~1)) + ai.(ui

i_1)-U ) + a,, ti + a,.ü„ 
t+T 1 t+T t+T 1 t+T t 2 t 3 t 

Ü(i) = a. . ( U ^ V 1 " 0 ) + a.-CD^'^-Uj + a, .TT + a,.Ü\ 
t+T 4 t+T t+T 4 t+T t 5 t 6 t 

Posons : Aü ( i ) = U<Í> - U ^ " 0 

t+T t+T 

En remplaçant U _ , U par les relations (III-30) dans l'équation 

(111-26) on aura : 

M. 
t+T 

a4.AU
(Í)+aA.(U^;

1)-Ut)+a5.ílt+a6.ít 

Ct+T • l a r A u ( i ) + a i ( u t + T 1 ) - D t ) + f t 2 - V l l 3 - 5 t = R(t+T, Utr, ¿ t + T)-Ä(ü^) 

Remplaçons X(U ) par : 

X ( U ^ ) = K ( U ^ 1 ) ) + Au ( i ) r (u^~1)) 

Dans l'équation précédente, on trouve 

(111-31) K . AU(l) = R 
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avec : 

(111-32) 

K S K T + 3 1 ' C t + x + a 4 « M 
C+T 

S.R,(t«, otr, ¿";'>> -xw^'h-c^- .,.«£%> 
+a. •¿c+a3-St ] - Mt+x{a4-^x1)-Ut)+a5-Va6^t 

+ R 2 ( t + T ) + R3 

L'équation (111-31) est la nouvelle équation approchée sur laquelle on 

effectue les itérations. 

Comme précédemment, on sépare les D.L. libres et les D.L. non-libres. 

L'équation (111-31) après cette séparation s'écrit : 

(111-33) 
act î aß 

Kßa ! Kßß 
i 

AU 

AU 

(i) 
a 

(I) 
ß 

avec 

R_ : forces correspondant aux D.L. libres (connues) 

R« : forces correspondant aux D.L. non-libres (inconnues) 

Comme les déplacements des D.L. non-libres sont connus et au cours 

des itérations ne varient pas, on a donc toujours Au» = 0 

L'équation (111-33) s'écrit donc : 

(111-34) 

(111-35) 

Ka ' A U a Í } - *a 

^ a ' A ü a Í } « H 
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avec : 

(111-36) 

Ra » R1a ( t+T» U t r ' ¿tÍT1)>+R2a< t+T>+R3a " ^ t « ^ 

-Cao(t+T). [ a r ( U ^ - 1 ) ( t + T ) - ü ^ ) ) + a 2 . ¿ a ( t ) + a 3 . ü a ( t ) ] 

-Cag(t+T) . J a r (Ug l - 1 ) (t+T)-üJt))+a2.üg(t)+a3.Ug(t)l 

-M ( t+T) * [a4-(üil"1)(t+T>-U(i(t))+a5.U(l(t)+a6.üa(t)] 

"Vt+T ) . [ a 4 . (Ug l -1 )(t+T)-Uß(t»+a5 .Ug(t)+a6 .üB(t)] 

De l'équation (111-34) on trouve U (t+T) par itérations. 

L'organigramme des itérations de base est donné ci-après. 

i = 0 

U(°}(t+T) = U (t) a a 

U0(t+T) = donné 
p 

V Í, U^X)(t+T) = Üß(t+T) 

r*i = i+1 

- on calcule ¿î«" • °* • «&""- v - \ 

- on calcule z-(u(i"°) 
a t+T 

- on calcule Ra par (111-36) 

- on calcule AU3 par l'équation (111-34) 

- on calcule 

- on calcule 

U ^ t + T ) =U^-1)(t+T) + Au^
£) 

B- K i } | 2 /«U^ít+^-U^t)! 

- vérification 

si B <: E — » convergence 

^rsi i ̂  nombre limite d'itération 
si B > e ^ non convergence 

X s i i < nombre l imite d ' i t é r a t i o n ^ 
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Les réactions correspondant aux D.L. non-libres seront obtenues de 

l'équation (111-35) en posant AU ( l ) = 0. 

B) Dans le cas A précédent, on a supposé que R (t+T, U , U ) 

était indépendante de U . Ici nous envisageons le cas où R dépend 

explicitement de U . Donc au moment de la résolution de l'équation 
»» t+x 

(111-31), R devient une fonction inconnue, car fonction de Au par 

l'intermédiaire de U . Donc pour chaque itération de base, la solution 
('\ t+T 

AU de (111-31) est obtenue par des itérations internes complémentaires 

comme pour les différences-centrées, les itérations de base étant celles 

décrites au paragraphe A précédent. 
L'organigramme des itérations de base et des itérations internes est 

résumé ci-après. 
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NL = nombre limite d'itération 

j = 0 

Vi, 

U(0)(t-T) = ü (t) 
a a 

U0(t+f) = donné 
p 

U^}(t+T) = Ügít+T) 

j - j + 1 

- on calcule ¿ti;0-v«£;1)-v-\ 
- on calcule R, (t+T, u , U^"1^) 1 ' t+T' t+T ' 

- i = 0 

U£0)(t+T) = U(Í-I)( t + T) 

Ug(t+T) = donné 

V i, U^Ct+T) = Ug(t+T) 

- i = i+1 -*-

- on calcule U ( ¡ \ 1 ) et ensuite K (U(l~1)) et R 
t+T a t+T a 

- on calcule AU par (III-34) et ensuite 

U^Ct+T) ,u(Í-1)(t+T) + AU(Í) 

- vérification si non-convergence 

si convergence —i 

U^j)(t+T) = U^Í}(t+T) 

T 
Calcul de B1 = ||u¿

j)(t+T) - U¿ j' 1 ) (t+T)|| 2/¡U
(j) (t+T) 

convergence 

* .£ -non-convergence 
<0 
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C) Calcul de üt+At . Dt+At , Ut+ At 

En fonction du cas A ou B, on peut calculer U , U T , U • 

les relations suivantes permettent de calculer U ^ , ̂  ¿ , U ¿ 

(111-37) 

Ut+At = a? . U + a8 . Ut + a9 . Ut 

V A t = U t + a10 • Ut + a11 * Ut+At 

Ut+At = Ut + a12 • Ut + a13 • Ut + a14 ' Ut+At 

U est défini par (111-22) 

2) Ctas de la réactualisation de géométrie 

Le raisonnement est identique à celui que nous avons fait pour les 

dif f érences-centrées". 

Supposons qu'à l'instant t le vecteur déplacement U soit tel qu'il 

provoque des rotations importantes des barres, par rapport à sa confi­

guration de référence actuelle. Dans ce cas, on doit réactualiser la 

géométrie de la structure. 

Soient R = R(U , U , t ) , U = U , U = U et U = U 
r vwtr ' t ' r' ' r ty ' r tr r tr 

respectivement les vecteurs force extérieure, déplacement, vitesse et 

accélération à l'instant t qui est l'instant de la réactualisation. 
r n 

L'équation d'équilibre dynamique à l'instant t+T > t dans le repère 

global et par rapport à cette nouvelle configuration de référence 

s'écrit : 

(M^ -U- "M -U ) + (C .U -C .U )+K(U -U ) = R(t+T, U„ , U ^ ) - R t+T t+T r r t+T t+T r r t+T r ' t ' t+T. r 

Dans ce cas l'équation (III-3A) s'écrit : 

(111-38) K . AU U ; = R - R + (M .U + M n .U J cxa a a ra roa ra raB rß 

+ (C,. . Û + C e . Û\e ) raa ura. raS rß 
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avec : R défini par (111-36) 
a 

M et C sont respectivement les matrices globales de masse et d'amor­

tissement à l'instant t . 
r 

M et M correspondent à la décomposition par bloc de M et 
r c t a r a ß r 

C_ «. > C „ correspondent à l a décomposit ion par b loc de C . 
ract rap . r 

(U , U „) e t (U , U ) cor respondent respect ivement à l a décomposit ion 
rot rg r a rg 

de U e t U . r r 

III.4 Résolution de l'équation d'équilibre statique 

Le problème est le suivant : 

On suppose que le système se trouve 

en équilibre statique dans une 

configuration de référence actuelle 

définie par le champ de déplacement 

U donné par rapport à la configu­

ration de référence initiale, et 

sous le système de forces extérieures 

R . On cherche le nouvel équilibre 
U U 

FIGURE III-2 
statique du système lorsqu'il est 

soumis statiquement à un système de forces extérieures R. Soit U le champ 

de déplacement par rapport à la configuration de référence initiale 

donnant l'équilibre statique du système mécanique assujetti à R. 

L'équation d'équilibre est donc : 

(111-39) X(U - U ) « R - R r r 

La résolution de l'équation (111-39) nécessite un certain nombre 

d'itérations de base. Pour l'obtention de la relation nécessaire cor­

respondant à ces itérations, il suffit de supprimer les termes corres­

pondant aux forces d'inertie et d'amortissement de la structure dans 

l'équation (111-38), ce qui nous donne : 
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(111-40) K . AU(l) = R - R 
aa a a ra 

avec : 

(111-41) R = R - - X(U(l"1) - U ) 
a a r 

L'organigramme des iterations de base de l'algorithme est le suivant 

i = 0 
U ( o ) = ü 
a r 

U 0 - donné 
p 

Vi . „ « > . „ , 

i = 1+1 

- on calcule K (IT1- - Ur) et R 

- on calcule R 
a 

on calcule - AU par l-'équation (III-AO) 
a 

- on calcule 

- on 

U(i) =U ( i" 1 )
 + A U

( i ) 

a a a 

«1«.!.' B.|»a
<l>-»«-,>|./K0-'»ll. 

- contrôle 

si B < e 

si B > £ 

-»• convergence 

•si i ̂  nombre limite d'itération 
> non convergence 

si i < nombre limite d'itération.*», 

Après avoir trouvé U , les réactions correspondant aux D.L. non-libres 

seront obtenues en résolvant l'équation (111-39) : 

(111-42) R„ = R „ + Xn(D - U ) ß rß ß r 
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Remarque 1 : 

Au cours des itérations internes, on a les deux possibilités suivantes : 

1- Utiliser la même matrice de rigidité tangente qui a été construite 

pour la configuration de référence actuelle. (Figure III-3). 

2- Former la nouvelle matrice de rigidité tangente pour chaque itération 

(figure III-4). 

L'avantage de la première méthode est évident. Elle permet de ne construire 

qu'une fois la matrice de rigidité tangente. Néanmoins, en utilisant cette 

méthode, l'algorithme peut converger difficilement tandis qu'avec la 2ème 

méthode, la convergence peut être obtenue après peu d'itérations. 

R 

U 

FIGURE III-3 FIGURE III-4 

Remarque 2 : 

En séparant les déplacements connus et les déplacements inconnus, l'équation 

(111-39) s'écrit : 

(111-43) K% • Ura - U6 - V = R " Rr 

A p a r t i r du développement f(x,y) = f (x1 ,y) + (x-x 1 ) . g-̂ — f i x ^ y ) 

dans lequel y es t considéré comme constant , on peut éc r i r e : 

K% - Ura • Uß - V * X ( U ra " Urct • üß " V + 

(U - Ü ) . r ( ü m - U , U - U ) a rot rot roi p ry 

Cette relation montre que la matrice de rigidité tangente devra être 

construite pour le point (U , UQ) et non pas pour le point (U , U a) 
rct p rct rp 
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III.5 Amortissement_numérÍ2ue 

La méthode numérique d'intégration pas-à-pas des équations dynamiques 

non-linéaires des mouvements du système mécanique considéré, utilise 

nécessairement des conditions initiales qui induisent dans la réponse 

un régime transitoire qui s'amortit avec le temps. 

Deux situations sont à considérer : 

La première correspond au fait que l'on cherche la réponse sous conditions 

initiales. Dans ce cas, le régime transitoire fait partie intégrante de 

la réponse. 

Pour la seconde, on cherche uniquement le régime stationnaire de la réponse 

pour une excitation stationnaire. Dans ce cas, seule la partie forcée de 

la réponse nous intéresse et le régime transitoire généré par l'effet des 

conditions initiales ne doit pas être pris en compte'. Il est alors néces­

saire d'intégrer sur un temps suffisamment long pour que ce régime transi­

toire, qui s'amortit, devienne négligeable devant la partie forcée de la 

réponse. Dans certains cas, (amortissement faible) ceci conduit à une 

augmentation notable du volume des calculs. 

Dans cette situation pour tuer plus rapidement le régime transitoire, on 

introduit un amortissement numérique au début de l'intégration. 

stationnaire 

Pour ce faire, nous appliquons un 

amortissement numérique de type 

visqueux pour t€{o,t,} . par 

construction, cet amortissement 

décroit linéairement de o à t. 

et s'annule pour t >, t,. Pour 0 < £ < 1 on définit la fonction 

Ç(t) 

Ç(t) - Ç0 (1 - 7")
 C< 

t y -* Ç(t) telle que 

L'on définit une matrice diagonale-,C(t) d'amortissement numérique de 

la façon suivante : 
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(111-44) 

C..(t) = 2 /M.. K.. £(t) 
lj il il ^ 

C..(t) = 0 Vi* 

avec 

M.. et K-. respectivement les éléments diagonaux des matrices de 

masse et rigidité tangente globales du riser. 

La force d'amortissement numérique s'écrit alors 

F (t) = - C(t) . U(t) 
n 
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III.6 - ORGANIGRAMMES 

111.6.1 - Organigramme du calcul statique 

111.6.2 - Organigramme du calcul dynamique (6-Wilson méthode) 

111.6.3 - Organigramme du calcul dynamique (différences centrées) 

111.6.4 - Organigramme du calcul de la matrice globale des forces 

extérieures. 

111.6.5 - Organigramme du calcul de la matrice de rigidité tangente 

globale. 

111.6.6 - Organigramme du calcul de la matrice globale des forces 

nodales dues aux déplacements de ces noeuds. 
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III .6.1 - OrSaHiSrâ55JÊ_aH_£êl£Hl_IÎâii£H£ 

Donnée : NL = nombre limite d'itération 

Définition de la configuration actuelle de référence par la donnée 

d'un champ de déplacement U par rapport à la configuration de référence 

initiale. Dans cette configuration le système est en équilibre statique 

sous R . 

Introduction des déplacements connus des D.L. non libres (U«) par rapport 

à la configuration de référence initiale. 

Calcul de la matrice globale des forces extérieures appliquées aux noeuds.R 

Calcul de la matrice de rigidité tangente globale du riser relatif à la 

configuration de référence actuelle, si on a décidé de prendre toujours 

la même matrice de rigidité tangente. (Sinon on ne la calcule pas). 

on calcule : AR = R - R 

Initialisation du paramètre de réactualisation NH = o 

,(o) ,(o) on pose : 1=0 , U a '- U r , Ug = U, 

a 

T 
» i = i + 1 

i . 
Calcul de la matrice de rigidité tangente globale du riser si on a 

décidé de prendre la vraie matrice de rigidité tangente à chaque itération 

(sinon on ne la calcule pas). 



Calcul 

Calcul de AU(l) par : 
a 

Calcul de U(l) : 
a 

Calcul de B : 

- 6 

de Ka (U(i) - Ur) 

' ' 

V*""'-«.-'««"""-".» 

a a a 

B-IAU^L/K» -»ra||, 

' 

grande déf 

* o 

Réactualisation 
de la géométrie 

U = U 
r 
R = R + AR 
r r 

AR = R - R 
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III.6.2 - 2ESaD¿S£a5!2£_~_£al£Hl_aY.2a5ÍÍ3iíE_i_i§l!í*LSON méthode) 

Données : At , JKD = nombre limite d'itérations, LIMI = nombre limite 

de modification du pas At , 9, ß, X, T. 

Définition de la configuration actuelle de référence par la donnée d'un 

champ de déplacement U par rapport à la configuration de référence 

initiale. Dans cette configuration le système est en équilibre statique 

sous R . 
r 

Données i n i t i a l e s à l ' i n s t a n t t = o U e t U 
0 0 

Calcul de U par : M . Ü = R(o, U , U ) - (U -U )-C .U - R 

initialisation : At' = At LIM = o LRE = o 

jj - o 

jj - jj + 1 

L_ 
(jj : numéro du pas) 

on calcule : T = 9At , a. , a? , ... a ,, t » t + x 

Introduction des déplacements connus des D.L. nonlibres U„(t+T) par rapport 

à la configuration de référence initiale. 

Calcul de la matrice globale de masse M et de la matrice de rigidité 

tangente globale K_ du riser, pour la configuration de référence actuelle. 

formation de K K = *T + arct+x
 + V Mt+T 

on commence la première boucle d'itérations (de base) 
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On pose : j-o , tTo)(t+T) = UQ(t) , Ug0)(t+T) = donné 

T 
- j = j + 1 

L _ 
on calcule 

'ti;° • a4 «t
(i;1)- v + *i K * *3

 ; t 

Calcul de la matrice globale des forces extérieures appliquées aux noeuds 

à l'instant t+T. R(t+T , Ut , U ^ " 1 5 ) 
u,r t+T 

deuxième boucle d'itérations (internes) 

1 
on pose : i=o , l/o) (t+T)=U^J'_1) (t+T) , Ug0)(t+T) = donné 

i = i + 1 

calcul de Ü et de 
t+T 

K (U(i"1)- U ) 
a t+T r 

Calcul de R par (111-35) 

Calcul de AU ( l ) par (111-33) et ensuite : U(l)(t+T)=U(l~1)(t+T)+AU(l) 

a ^ a a a 

Calcul de B : B = AU ,(i) /i) 
a -a ,. /«V'(t+T> " V 0 « ' 

S o 

on pose : /• ••> t • \ 
UU;(t+T)=UU;(t+T) a a 

> o 

Calcul de B 

B1-|üO>(t«)-€0-»(.+T)|I/|üO>(t«)| 
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non convergence 
STOP 

grande déf. 

on pose : 

U =U A t t+At 

u =u . 
t t+At 

U =U . ' t t+At 

t=t+At-T 

* o 

Üt+At et Ut+At 

par (111-37) 

= o 

LRE = LRE + 1 

t = t - T 

Réactualisation de la 
géométrie : 

U a. 

"r "t 
• * 

u = u^ 

LRE = o 

= o 

Réactualisation de la 
géométrie : 

Ur » Ut+At 

R. - R. %t+At 

U_ U 
t+At 

U t+At 
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III.6.3 - 0£Sanigramme_du_calcul_d2namique (differences centrées) 

Données : At , JKD = nombre limite d'itérations , LIMI = nombre limite 

de modification du pas At 

Définition de la configuration actuelle de référence par la donnée d'un 

champ de déplacement U par rapport à la configuration de référence initiale 

Dans cette configuration le système est en équilibre statique sous R . 

Données initiales à l'instant t » o 0 et U 

Calcul de Uo par : Mo . Uo = R(o,u\.,Ua)-£(U_-U„)-C_Ua-R, 
r ° o r o o r 

Calcu l de ü\ pa r : Ats 

U, - U + At . U + ^ - . U 
l e o ¿ e 

oñ pose : U. ... = U , U = U , t = At 
t " "¿ i t O t i 

JJ - o 
( j j = numéro du pas) 

initialisation 

Introduction des déplacements 

rapport à la configuration de 

on pose : i = o 

i 

Calcul de : ¿(i-D 
t 

i 

: At' - At , t = t + At 

connus des D.L. non-libres UR(t+At) par 

référence initiale. 

' 

, U^o)(t+At)-Ua(t) 

= i 
\ 
* 1 « 

I 

JEt K^At " Ut-At) 

l 
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Calcul de la matrice globale des forces extérieures appliquées aux noeuds 

(R ) et la matrice globale de masse M à l'instant t. 

Mt Ct 

Calcul de Mt (At)2 > 2 A t c 

• 

• 

t de K (U - U ) 
a t r 

Calcul de R par (III.15) 

Calcul de U(l)(t+At) par (III.17) 

Calcul de B : B = ¡ U ^ (t+At)-l/i-1) (t+At) ¡2 / |u¿
x)(t+At)| 

> o ¿ o 

ít O 

grande déf 

on pose : 
At=At/2 
t=t-At 
LIM-LIM+1 

Réactualisation 
de la géométrie 

U = l\ 
* o 

= 0 

' 

un pas de calcul est 
fini, on pose : 

U . - U t-At t 

U = U A t t+At 

Réactualisation de la 
géométrie : 

Ü t - A t = U t 

U t = U t + A t 

U r = U t+At 

R = R . 
r t+At 

At = A t* -At 
A t ' = At 
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III.6.4 - 2laaSÍSíe™}£_ÉH_£al£Hl_á£_Ia_matrice globale des forces 

extérieures à l'instant t 

Définition de la configuration actuelle de référence par la donnée d'un 

champ de déplacement U par rapport à la configuration de référence initiale. 

j = o (j = numéro de la barre) 

j - j + 1 -* 

Calcul de la matrice de passage A. du repère global au repère local de 

référence actuel pour la barre j. 

on divise la barre j à n petits tronçons 

J 
i = o (i = numéro du tronçon) 

i = i+1 ~« 

calcul dynamique calcul statique 

calcul de la vitesse du courant 
calcul de la vitesse et de 
l'accélération de la houle 
calcul de l'élévation de la 
surface libre ri au-dessus du 
centre du tronçon i. 

Calcul de la vitesse du courant 
au niveau du centre du tronçon i. 
Dans ce cas, il n'y a pas de houle 
et donc l'élévation de la surface 
libre n est nulle. 

Soient H, x respectivement la profondeur de l'eau et la distance entre le 
centre du tronçon i et le fond de la mer. 

Les forces hydrostatiques 
et hydrodynamiques pour 
ce tronçon sont nulles 

< o 

i o 



- &8 -

Calcul des forces hydrodynamiques F',. .N , hydrostatiques F',. .. et 

poids propre F',. .N exercées sur le tronçon i dans son repère local 
P(j»i) 

de référence actuel. 

on superpose toutes les forces extérieures exercées sur le tronçon i 

dans le repère local de référence actuel. Ft. ^= F^,. ¿)+Fg(: £)+Fp(i i) 

Calcul des forces équivalentes exercées aux extrémités de l'élément j 

dues aux forces ] 

référence actuel 

dues aux forces F',. . N exercées sur le tronçon i dans le repère local de 
(J,i)^ ( i ), 

(i) ' T (i)' 
Calcul des forces équivalentes dans le repère global. F = A. . F^ 

et ensuite on superpose F^ pour i=1, .n 
•(i)= ,-•*<*> 

i o 

> o 

on transporte la matrice F dans la matrice globale. 

R = Z F ( j ) 

t . e 
J 
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III.6.5 - Organigrarrane_du_calcul_de_la_matrice de rigidité tangente 

ĝ obale_à_l_!_instant_t 

Définition de la configuration actuelle de référence et de la configuration 

du système à l'instant t, par les champs de déplacement U et U donnés 

par rapport à la configuration de référence initiale. 

r 
j = o (j = numéro de la barre) 

— j - J+1 

* 

• 

Calcul de la matrice de passage A. du repère global 

au repère local de référence actuel pour la barre j. 

Calcul de l'effort normal aux extrémités de 

l'élément j à l'instant t dans le repère local 

de référence actuel. 

' 

Calcul de la matrice de rigidité tangente de 

l'élément j dans son repère local de référence 

actuel. K « K + K-
t « 

' 

Calcul de la matrice de rigidité tangente de 

l'élément j dans le repère global. 

K. = A? . K . A. 
J J t j 

i • 

on transporte la matrice K. dans la matrice 

globale de rigidité. 

*T = Z Kj 
J 
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III.6 .6 - Organigrantrae_du_calcul_de_la_matrice_globale_des_force 

dues aux dé£lacements_de ces noeuds_à_l/_instant_t^ ^£u). ' 

Définition de la configuration actuelle de référence et de la configuration 

du système à l'instant t, par les champs de déplacements Ur et U donnés 

par rapport à la configuration de référence initiale. 

< 

j - o " (j • numéro de la barre) 

Calcul de la matrice de passage A. du repère global au 

repère local de référence actuel pour la barre j. 

Calcul des déplacements aux extrémités de la barre j entre 

l'instant de référence actuel et l'instant t dans le repère 

global. U = U - U 

Transformation de U dans le repère local de référence 

actuel, U = A. 
J 

En ayant U on peut calculer les forces nodales internes 

dues aux déplacements dans le repère local de référence 

actuel K\ (U) 
J 

Transformation de K\(U) dans le repère global 

X.(U) - A? . X'.(U) 
J J J 

Assemblage de la matrice globale : #(U) s Z K.(U) 
j J 
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C H A P I T R E IV 

APPLICATION NUMERIQUE 

Nous avons développé un programme de calcul informatique en 

Fortran, basé sur les développements des chapitres précédents, 

qui permet d'étudier le comportement statique et dynamique des 

risers en faible ou grande profondeur, le comportement étant 

alors linéaire ou non-linéaire d'un point de vue structure mais 

globalement non-linéaire de par les interactions fluide-structure. 

A l'aide de ce programme, on peut traiter les problèmes suivants : 

1 - Etude du comportement statique linéaire ou non-linéa¿re du 

riser sous les effets : 

du poids propre, de la tension en tête, des forces hydrosta­

tiques, des forces hydrodynamiques (courant) et des déplace­

ments imposés statiquement en tête du riser. 

2 - Ëtude du comportement dynamique linéaire ou non-linéaire du 

riser sous les ̂effets : 

du poids propre, de la tension fonction du temps en tête, des 

forces hydrostatiques, des forces hydrodynamiques (houle + 

courant) et des déplacements imposés fonction du temps en tête. 

A l'aide de ce programme, nous avons étudié une série d'exemples 

relatifs à : 

1) un Riser vertical de faible profondeur (96 m). 

2) un Riser vertical de grande profondeur (1200 m). 

3) un tube horizontal de 100 mètres de long près de la surface 

libre de l'eau. 
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IV.1 CAS D'UN RISER DE 96 METRES 

- Modelisation^du riser 

Le riser considéré a une longueur 

de 96 m. La modélisation est 

constituée de 12 éléments poutres 

qui ont des caractéristiques 

mécaniques identiques. Les 13 noeuds 

de la modélisation sont numérotés 

de 1 à 13. 

ST6 m 

JJ3 

12 

1 I 

i 

4 

3 

2 

1 

X 

T 

1.54 

1.54m /s 

0 . 7 7 ' 

y 
/ 

'O 0.514 

- / • 

\ \ \ \ \ •n \ 

S l 
l 
1 
l 
1 
1 
i 

1 
"V CZ 

/s r* 

0 m 

- 2 0 m 

4 0 
* u m 

1 *-Y 
FIGURE (IV-1) 

Le noeud 1 est à la base, le noeud 13 au sommet. Le riser est 

repéré dans un système d'axe orthonormê Oxyz. L'origine 0 est 

située au pied du riser (noeud 1), l'axe Ox est vertical. 

- Caractéristiaues mécaniaues des éléments 

. Diamètre extérieur du tube 

. Diamètre intérieur du tube 

. faire de la section du tube 

. Moment d'inertie de flexion 

. Moment d'inertie de torsion 

. Module d'élasticité transversale 

. Module d'élasticité longitudinale. 

. Masse volumique du riser. 

Dl = 

D2 «= 

S = 

I = 

J -

G = 

E = 

P = 

300 mm 

270 mm 

134 cm2 

13700 cm* 

27400 cm* 

0.84 x 1011 N/m2 

2.1 x 1011 N/m2 

8000 kg/m3 

Les différents exemples traités pour ce riser sont les suivants. 
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IV.1.1 CAS 1 

1- Type de calcul : 

Calcul statique non-linéaire, plan (Oxy) sans réactualisa­

tion de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 35 

Le nombre de D.L. bloqués » 4 

2- Configuration de référence : 

Le riser est supposé vertical dans sa configuration de 

référence et a un état de contrainte nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) 

et 1 (pied) : 

a~ £2_£§te (gggud_^3) : 

D.L. libres = 2 (translation Ox et rotation Oz) 

- D.L. bloqué = 1 (translation Oy) 

b- au pied (noeud 1) : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 3 

4- Les forces appliquées 

a- au noeud 13 (tête): 

En tête, il n'y a qu'une tension appliquée suivant Ox : 

Ttop = 600 000 N. 

b- aux_autres noeuds : 

. poids propre 

. forces hydrostatiques 

. Courant dans le plan Oxy dont le profil est donné 

à la figure IV-1. 
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96 

88 

80 

72 

64 

56 

48 

40 

32 

24 

16 

8 

0 

Cote (m) 

X 

I 

/ 

* / 

/ 

/ 

/ 

)«• 

déplacement maximal = 24.86 cm 

au noeud 8 (x = 56, m) 

'• 

Déplacement (m) 
» 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

FIGURE IV-2 - Déplacements hor izontaux à l ' é q u i l i b r e , cas 1 
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96 

88 

80 

72 

64 

56 

48 

40 

32 

24 

16 • 

Cote (m) 

x 

a(x)=max|0_(x,y,z) 
n 

a =6.87 dN/mm2 
m 

y 2 
N(x) M(xly 

an(x,y,z)= f 
S(x) I(x) 

CJm" max 0(x) 

0 2 4 6 8 10 a(x) 

(dN/mm2) 

FIGURE W-3 - Contrainte normale maximale dans chaque section du 
riser en fonction de la cote de la section pour la 
position d'équilibre, cas 1. 
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IV.1.2 CAS 2 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (xOy) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 35 

Le nombre de D.L. bloqués = 4 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au cas 1 

est prise comme la configuration de référence du cas 2. L'état 

de contrainte n'est pas nul. Il y a un effort normal initial 

dans chaque barre qui est l'effort normal obtenu à l'équilibre 

du cas 1. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tete) 

et 1 (pied) : 

a~ £2 tête_(noeud_̂ 3_) : 

D.L. l ib res = 2 ( t rans la t ion ox e t ro ta t ion oz) 

Déplacement imposé suivant oy : y ( t ) = 1.50 sin /2ïï t \ 

\ 67 
b- au pied (noeud 1) : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 3 

4- Les forces appliquées 

a- en tête (noeud 13) : 

On applique une tension suivant ox : T(t)=Tto_(l+0.025sin2JTt) 

avec Ttop = 600 000 N
 6 

b- aux_autres noeuds : 

Même chose que pour le cas 1. 
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5- Precision sur le calcul : 

Le pas d'intégration est pris égal à 0.1 sec. 

Pour supprimer rapidement la contribution du régime transitoire 

nous avons appliqué un amortissement numérique pour t€[0,6.s], 

de taux 0.8 à t=0 et décroissant linéairement jusqu'à 0. pour 

t-6 sec. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 3T = 18 sec. 

Le nombre de pas de calcul pour ce cas a donc été 180 pas. 

Remarque : 

On a traité le même exemple linéairement du point de vue structure, 

en supposant que la matrice de rigidité tangente du riser obtenue 

sous l'effet du poids propre, tension en tête et poussée hydrosta­

tique, reste constante au cours de ces calculs. 

Les résultats obtenus dans ce cas, sont à peu près les mêmes que 

ceux obtenus par le calcul non-linéaire. 
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Déplac. minimal=-l .50m 

à l'instant t=l6.50 s 

du noeud 13 (x=S6m) 

Déplacements à 

1'instant 

t=16.50 sec. 

cas 2 .... 

enveloppe des 
minima du dépla­
cement oy de 
chaque noeud 
Cas 2 

Cote(m) Déplacements à l'instant t=l3.90 sec 
Cas 2 

déplacement 

à l'instant 

du noeud 9 

maxima1=1 

t = 13,9 

(x=64 m) 

.89m 

sec 

position d'équilibre 
Cas 1 

enveloppe des maxima du dépla­
cement suivant oy de chaque • 
noeud Cas 2 

Déplacement(m) 

-2 -1 

FIGUREIV-4 - Déplacements suivant oy des noeuds du riser 
à différents instants cas 2, et enveloppe 
des maxima et des minima. 
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Rotation en tête (noeud 13) 
Deg. 

maximum de la rotation = 1.12 deg. 
pour t =12.1 sec. 

t (sec) 

-1 

-2 

-3 

-4 

courbe de la variation en 
fonction du temps de la 
rotation en tête du riser. 

Cas 2 

A. 

minimum de la rotation = 3.39 deg. 
pour t =15.3 sec. 

FIGUREIV-5 - Rotation en tête (noeud 13) en fonction du temps, Cas 2 
Les déplacements du riser pour les instants t=12.1 et 
t=15.3 correspondant au max et au min sont donnés à la 
figure IV-.7. 
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4J 
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tí. o. 
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CO 

u 
C 
0) 
E 
0) 
Vi 
JJ 
to va­
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o — 
C K 
01 /—v 

- 6 
"O 1 

z AJ v - / 
c 01 "O 
e o» O -r-l 
X o. 

-1 

-2 

-3 

t (sec) 

courbe de la variation de 
la réaction horizontale 
au pied Cas 2 

minimum de la réaction horizon­
tale au pied =-29117 N 
Pour t = 14. sec 

courbe de la variation du moment 
d'encastrement au pied du riser 

Cas 2 

minimum du moment d'encastrement au pied 
-203 998 N-m pour t = 14.sec. 

FIGURE 17-6 - Variation en fonction du temps de la réaction suivant oy 
et du moment d'encastrement suivant oz au pied (noeud U , 
Cas 2. Les déplacements du riser pour les instants t=l4 
et t=17.6 sont donnés à la figure IV-7. 
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Deplacements à l'instant 
t=L2.1 sec. correspon­
dant à la rotation 
maximale en tête. 
Cas 2 

Déplacements à l'instant 
t=17.60 correspondant 
au moment d'encastrement 
maximal au pied. 
Cas 2 

Déplacements à l'instant 
t=14 sec. 
au moment 

correspondant 
d'encastrement 

minimum au pied. Cas 2 

Déplacements à l'instant t=15.3 sec, 
correspondant à la rotation 
minimale en tête. Cas 2 

-2. -1. 0. 1. 2. Déplacement (m) 

FIGUREIV-7 - Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
~~"_""~""~"~-~ instants correspondant aux rotations max et min en tête 

et aux moments d'encastrement max et min au pied. Cas 2 
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I 
Cote (m) 
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•s. 
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1 
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^ v a(x)=max | a n ( x , y , z , t ) | 

JJ * y »z » c 

/ ^ ^ _ N(x) M(x).y 
X ° n S(x) I ( x ) 

a= max a(x) 
X 

1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 
1 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/-
/ 
/ 
1 
/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 
X 

"»s 
V» 

\ 
"V. 

^ s 
>» -

• - — 

" - - - - . _ yO = 24.72 dN/mm2 

, 1 , , . . , : -£T, . • - * -

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 Q ^ 

dN/mm^ 

FIGUREIV-8 - Enveloppe de la contrainte normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section 
Cas 2 



- 83 -

IV.1.3 CAS 3 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (xoy) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres » 35 

Le nombre de D.L. bloqués = A 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au cas 1 

est prise comme la configuration de référence du cas 3. L'état 

de contrainte dans la configuration de référence n'est donc 

pas nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) et 

1 (pied)' : 

a-. En tete_^noeud_j_32 

D.L. libres = 2 (translation ox, rotation oz) 

D.L. bloqué • 1 (translation oy) 

b~ Au^pied (noeud 1) 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 3 

4- Les forces appliquées : 

a- en tête (noeud 13): 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = T.. (1 + 0.025 sin •=£• t) , T = 600 000 N 
top 6 top 
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b- aux autres noeuds : 

- poids propre 

- forces hydrostatiques 

- courant dans le plan oxy dont le profil est donné 

à la figure IV—1 . 

- Houle d'Airy (profondeur infinie) ayant une amplitude 

de 3 m (crête à creux = 6 m) , une période de 6 sec, 

et se propageant suivant oy positif. 

5- Précision sur le calcul 

Le pas d'intégration pour le calcul est pris égal à 0.20 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 4T = 24 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 120. 
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Cote (m) 

enveloppe des 
minima du dépla­
cement oy de 
chaque noeud. 
Cas 3 

Position d'équilibre Cas I 

déplacement maximal = 43.92 m 
à l'instant t » 18.2 sec. 
du noeud 9 (x = 64 m) 

enveloppe des maxima du déplacement 
de chaque noeud. Cas 3 

déplacements à l'instant t=18.2 sec. 
Cas 3 

Déplacement(m) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

FIGURE IV-9 - Déplacements suivant oy des noeuds du riser à l'instant 
t = 18.2 et enveloppe des maxima et minima. Cas 3 
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Rotation en tête (noeud 13) 

Deg. 

maximum de la rotation 
pour t 

=-0.25 deg 
» 20.8 sec 

18+T 

18 

-1 

-2 

-B- 24 t (sec) 

minimum de la rotation en 
tête = -1.72 deg pour t=18.2 sec 

Courbe de la variation en 
fonction du temps de la 
rotation en tête, Cas 3 

FIGURE iV-10- Rotation en tête (noeud 13)en fonction du temps. Cas 3 
Les déplacements du riser pour les instants t = 18.2 
et t = 20.8 qui correspondent au min et au max sont 
donnés à la figure 1V-12 . 
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Courbe de la variation 
de la réaction horizon­
tale au pied. Cas 3 

max. du moment d'encastrement 
au pied = -14459 N-m pour 
t « 21.20 sec. 

Courbe de la variation 
du moment d'encastrement 
au pied du riser. 
Cas 3 

max. de la réaction horizontale 
au pied • -2125 N pour t=21.20 

t(sec) 

minimum du moment d'encastrement au pied = -47434 N-m 
pour t = 18.40 sec. 

minimum de la réaction horizontale au pied = -6829 N 
pour t = 18.40 sec. 

FIGURE IV- 11 Variation en fonction du temps de la réaction suivant oy 
et du moment d'encastrement suivant oz au pied (noeud 1), 
Cas 3. Les déplacements du riser pour les instants 
t - 18.40 et t = 21.20 sont donnés à la figure IV-12. 
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Deplacements à 
l'instant t=20.8sec. 
correspondant à la 
rotation maximale 
en tête. Cas 3 

Déplacements à 
l'instant t=21.20 
correspondant au 
moment d'encastre­
ment maximal au 
pied. Cas 3 

Déplacements à l'instant 
t = 18.20 sec correspondant 
à la rotation minimale en 
tête. Cas 3 

Déplacements à l'instant t = 18.40 sec. 
correspondant au moment d'encastrement 
minimal au pied. Cas 3 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 déplacement (m) 

y 

FIGURE JV-i 2 - Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
différents instants correspondant aux rotations 
max et min en tête et aux moments d'encastrement 
max et min au pied; Cas 3 
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FIGURE IV-13 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section. 
Cas 3. 
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IV. 1.A CAS 4 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (xoy) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres » 35 

Le nombre de D.L. bloqués = 4 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au Cas 1 

est prise comme la configuration de référence du cas 4. L'état 

de contrainte dans la configuration de référence n'est donc pas 

nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) et 

1 (pied). : 

a- en_tête_,(noeud_J_3)_ : 

D.L, libres - 2 (translation ox ; rotation oz) 
2ir 

Déplacement imposé suivant oy : y(t)= 1.50 sin (—g- t) 

b- au pied (noeud 1) : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 3 

4- Les forces appliquées : 

a- en^tête (noeudl3): 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = T (1 + 0.025 sin ~ t) , T = 600 000 N 
top 6 top 

b- §Hx_êuEï££_n2êHa£ : 

Même chose que pour Cas 3. 
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5- Précision sur le calcul : 

Le pas d'intégration pour le calcul est pris égal à 0.10 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

Le régime stationnaire est atteint à t • 3T • 18 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 180. 
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Déplac. minimal = -1.50 m 
à l'instant t - 16.50 s 
du noeud 13 (x = 96 m) 

Cote (m) 

Déplacements à 
l'instant 
t = 16.50 sec. 
Cas 4 

Enveloppe des minima 
du déplacement oy 
de chaque noeud 
Cas 4 

Déplacement à l1 

= 13.90 Cas 
instant 
4 

Position d'équilibre 
Cas 1 

Déplacement maximal = 1.80 m 
à l'instant t • 13.9 sec 
du noeud- 9 (x = 64 m) 

enveloppe des maxima du 
déplacement suivant oy de 
chaque noeud. Cas 4 

-2 -1 déplacement (m) 

y 

FIGURE IV—14 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
instants, Cas 4, et enveloppe des maxima et des minima. 
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Rotation en tête (noeud 13) 
" Deg. 

maximum de la rotation 
pour t 

0.65 deg 
12.4 sec 

12+T 

18 t (sec) 

-1 

-2 

-3 

courbe de la varia­
tion en fonction du 
temps de la rotation 
en tête du riser 
Cas 4 

minimum de la rotation = -2.48 deg 
pour t = 15.60 sec 

-4 

FIGURE N-15 Rotation en tête (noeud 13) en fonction du temps, Cas 4. 
Les déplacements du riser pour les instants t = 12.4 et 
t = 15.60 correspondant au max et au min sont donnés à 
la figure IV-17. 
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maximum du moment d'encastrement 
au pied >= 709142 N-m pour t=17.60 s 

12+T 

Courbe de la variation 
de. la réaction horizon­
tale au pied, Cas 4 

18 t(sec) 

minimum de la réaction hori­
zontale au pied = -27257 N 
pour t = 14 sec. 

Courbe de la variation du moment 
d'encastrement au pied du riser 
Cas 4 

minimum du moment d'encastrement au pied 
= -191130 N-m pour t = 14 sec. 

FIGURE IV-16 Variation en fonction du temps de la réaction suivant oy 
et du moment d'encastrement suivant oz au pied (noeud 1), 
Cas 4. Les déplacements du riser pour les instants t = 14 
et t = 17.60 sont donnés à la figure IV-17. 
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Cote (m) 

Déplacements à 
l'instant t=15.60 
sec. correspondant 
à la rotation mini­
male en tête , 
Cas 4 

Déplacements à 
l'instant t=l7.60 
correspondant au 
moment d'encastre­
ment maximal au 
pied. Cas 4 

Déplacements à l'instant 
t • 12.40 sec correspon­
dant à la rotation maximale 
en tête, Cas 4 

Déplacements à l'instant 
t • 14 sec. correspondant 
au moment d'encastrement 
minimal au pied. Cas 4 

-2 -1 déplacement (m) 

y 

FIGURE IV- 17 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
instants correspondant aux rotations max et min en tête 
et aux moments d'encastrement max et min au pied, Cas 4. 
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Cote (m) 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

, 

**/r 
X 

z 

y 
a(x)=max |<J ( x , y , z , t ) | 

y . z . t 

N(x) M(x).y 
n S(x) I ( x ) 

a = max c(x) m 
X 

16 

a =24.92 dN/mm2 
m 

— . . . , ^ = g _ 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

a(x) 
dN/mm^ 

FIGURE IV-18 : Enveloppe de la contrainte-normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section. 
Cas 4. 
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IV. 1.5 CAS 5 

1- Type de c a l c u l : 

Calcul dynamique n o n l i n é a i r e p lan (xoy) sans r é a c t u a l i s a t i o n 

de géomét r ie . 

Le nombre de D.L. l i b r e s = 35 

Le nombre de D.L. b loqués = 4 

2 - Conf igura t ion de r é f é r e n c e : 

La conf igu ra t ion d ' é q u i l i b r e s t a t i q u e du r i s e r obtenu au cas 1 

e s t p r i s e comme l a c o n f i g u r a t i o n de r é f é rence du cas 5 . L ' é t a t 

de c o n t r a i n t e dans l a c o n f i g u r a t i o n de r é fé rence n ' e s t donc pas 

n u l . 

3 - Condi t ions aux l i m i t e s de déplacements aux noeuds 13 ( t ê t e ) 

e t 1 (p ied) : 

a - en t ê t e (noeud 13) : 

D.L. l i b r e s = 2 ( t r a n s l a t i o n ox, r o t a t i o n oz) 
2TT 

Déplacement imposé su ivan t oy : y ( t ) » 3 .0 s i n (-rs- t ) 

b - au p ied (noeud 1) : 

D.L. l i b r e = 0 

D.L. b loqués = 3 

4 - Les forces appl iquées : 

a - en t ê t e (noeud H ) : 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = r (1 + 0.025 sin w t) , I. - 600 000 N 
top 12 ' top 

b- aux autres_noeuds : 

Même chose que pour Cas 1 
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5- Précision sur le calcul : 

Le pas d'intégration pour ce cas est pris égal à 0.15 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 4T = 48 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 320. 
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déplacement min^-O m 
à l'instant t=45 sec 
du noeud 13 (x=96 m) 

Déplacements à 
1'instant 
t = 45 sec. 
Cas 5 

enveloppe des minima 
du déplacement oy 
de chaque noeud 
Cas 5 

Cote (m) 

déplacement max = 3.0 m 
à l'instant t=39 sec 
du noeud 13 (x=96 m) 

? 

enveloppe des maxima 
du déplacement suivant 
oy de chaque noeud 
Cas 5 

/ / 
// 

II 
II 
1 

Posi t ion d 'équi l ibre 
Cas 1 

// 
/ / 
II 

II 
Déplacements à l ' i n s t a n t 
t = 39 sec. Cas 5 

déplacement (m) 

-3 -2 -1 

FIGURE IV-19 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
instants, Cas 5, et enveloppe des maxima et des minima. 



- 100 

i 
Rotation en tête (noeud 13) 
Deg. 

maximum de la rotation = +1.55 deg 
pour t = 38.25 sec 

-1 

-2 

-3 

t (sec) 

courbe de la 
variation en 
fonction du temps 
de la rotation en 
tête du riser 
Cas 5 

-A 

minimum de la rotation 
= -3.03 deg pour 
t = A3.50 sec. 

FIGURE TV-20 : Rotation en tête (noeud 13) en fonction du temps, Cas 5, 
Les déplacements du riser pour les instants t = 38.25 
et t = A3.50 correspondant au max et au min sont donnés 
ä la figure W-22. 
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(O 

u 
c 
o-a-
N O 

• r4 — 

u m 
o >~> 

JS Z 

c 
O TJ 

1 Moment d'encastrement au pied (N-m)*10 

CJ 

os 
ta 

- 2 • 

-18 

-20 

courbe de la variation de la 
réaction horizontale au pied 
Cas 5 

minimum de la réaction hori­
zontale au pied = -23 820 N 
pour t = 39.75 sec 

Courbe de la variation du moment 
d'encastrement au pied du riser 
Cas 5 

î 
minimum 
pour t = 

du 
• 39 

moment d 
.75 sec 

encastrement au pied = -173 904 N--m 

FIGURE IV—21 : Variation en fonction du temps de la réaction suivant oy 
et du moment d'encastrement suivant oz au pied (noeud 1), 
Cas 5. Les déplacements du riser pour les instants t = 39.75 
et t = 45.75 sont donnés à la figure IV-22. 
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Cote (m) 

Déplacements à 
l'instant t = 45.75 
correspondant au 
moment d'encastre­
ment maximal au 
pied, Cas 5 

Déplacements à l'instant 
t = 43.50 correspondant à 
la rotation minimale en 
tête, Cas 5 

Déplacements â l'instant 
t = 38.25 sec correspon­
dant à la rotation maxi­
male en tête, Cas 5 

Déplacements à l'instant 
t = 39.75 sec correspondant 
au moment d'encastrement 
minimal au pied, Cas 5 

déplacement (m) 
»-

-3 -2 -1 

FIGURE F-22 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
instants correspondant aux rotations max et min en tête 
et aux moments d'encastrement max et min au pied. Cas 5 
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Cote (m) 

96 

88 

80 

\ 

\ 

a(x)=max \a (x,y,z,t) 
y.z.t n 

n 
S(x) I(x) 

a = max a(x) 
m 

x 

72 

64 

56 

48 

40 

32 

24 

16 \ 
s \ 

\ 
N 
N N ^ a =22,07 dN/mm 

m 

0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 tf(x 
dN/mm' 

FIGURE 1V-23 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section, 
Cas 5 
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IV. 1.6 CAS 6 

1- Type de calcul : 

Calcul statique nonlinéaire spatial (oxyz) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 70 

Le nombre de D.L. bloqués = 8 

2- Configuration de référence : 

Le riser est supposé vertical dans sa configuration de référence 

et a un état de contrainte nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) et 

1 (pied) : 

a- en tête (noend__ 13) : 

D.L. libres = 4 (translation ox, rotations ox,oy,oz) 

.D.L. Bloqués = 2 (translations oy, oz) 

b- au_p_Î£d_£noeud_J_2 ' 

D.L. l i b r e = 0 

D.L. b loqués = 6 

4 - Les forces appl iquées 

a- en t ê t e (noeud_l3^ : 

En tête, il n'y a qu'une tension appliquée suivant ox : 

Tk « 600 000 N top 

b- aux autres^noeudg : 

-poids propre 

-forces hydrostatiques 

-courant dans le plan xoz dont le profil est donné à la 

figure IV-1. 
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Cote (m) 

n<-
Déplacement maximal = 24.86 cm 

au noeud 8 (x = 56 m) 

Déplacement (m) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

FIGURE IV-24 : Déplacements horizontaux à l'équilibre, Cas 6 
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Cote (m) 

96 

88 

80 

72' 

64 

56 

48 

40 

32 

24 

16 

l z 

\ y s ^ 

X 

y 
a(x)=max|an(x,y,z) | 

y , z 

CT (x,y,z)-N(x) A L L 
n S(x) I(x) 

a = max a(x) 
m 

X 

a =6.87 dN/mm2 
ta 

0 2 8 10 a(x) 
dN/mm* 

FIGURE IV-25 : Contrainte normale maximale dans chaque section du riser 
en fonction de la cote de. la section pour la position 
d'équilibre, Cas 6. 
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IV. 1.7 CAS 7 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire spatial (oxyz) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 70 

Le nombre de D.L. bloqués - 8 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au cas 6 

est prise comme la configuration de référence de cas 7. L'état 

de contrainte dans la configuration de référence n'est donc pas 

,nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) et 

1 (pied)-: 

a-« en tête (noeud 13) : 

D.L. libres « 4 (translation ox, rotations ox, oy, oz) 

D.L. bloqué *• 1 (translation oz) 

Déplacement imposé suivant oy : y(t) = 1.50 sin(v— t) 

b~ au pied (noeud 1 \ : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 6 

4- Les forces appliquées : 

a- en_tête_(nqeud 13) 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = T (1 + 0.025 sin ^ ¡ - t) , T = 600 000 N top 6 top 

b- aux autresnoeuds 

Même chose que pour cas 6. 
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5- Precision sur le calcul : 

Le pas d'intégration choisi pour ce cas est égal à 0.1 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 3T = 18 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 180. 
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Deplacement 
= -1.51 m 
à l'instant 
du noeud 11 

minimal 

t=l6.8s 
(x=80m) 

Déplacements à 
l'instant tTl6.80 s 
Cas 7 

enveloppe des minima du 
déplacement oy de 
chaque noeud, Cas 7 

Déplacement maximal31,52m 
à l'instant t=l3.80 sec 
du noeud 11 (x=80m) 

Enveloppe des maxima du 
déplacement suivant oy de 
chaque noeud, Cas 7 

Position d'équilibre Cas 6 

Déplacements à l'instant 
t = 13.80 sec Cas 7 

Déplacement suivant l'axe y 
• (m) ^_ 

-2 -1 

FIGURE IV- 26 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 

différents instants, Cas 7, et. enveloppe des 

maxima et des minima. 
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position 
d'équilibre, 
Cas 6 

enveloppe des minima du 
déplacement oz de chaque 
noeud, Cas 7 

déplacement maximal = 40.48 cm 
à l'instant t = 16.5 sec 
du noeud 8 (x = 56 m) 

enveloppe des maxima du déplacement 
suivant oz de chaque noeud. Cette 
courbe correspond aussi aux déplace­
ments suivant oz de chaque noeud à 
l'instant t = 16.50 Cas 7 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Déplacement suivant l'axe 
z (m) 

FIGURE IV-27 Déplacements suivant oz des noeuds du riser à l'instant 
t = 16.50, Cas 7, et enveloppe des maxima et des minima. 
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Rotation oz en tête (noeud 13) 

Deg. 

maximum de la rotation oz en tête 
• +1.78 deg. pour t = 12.20 sec 

t (sec) 

-2 

courbe de la variation en 
fonction du temps de la 
rotation oz en tête du 
riser, Cas 7 

minimum de 
oz en 
pour t 

tête 
= 15 

la 
= -1 
.20 

rotation 
.71 deg 
sec 

FIGURE F-28 : Rotation oz en tête (noeud 13) en fonction du temps, 
Cas 7 . Les déplacements du riser pour les instants 
t « 12.20 et t = 15.20 correspondant au max et au 
min sont donnes à la figure IV-30. 
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Moment d'encastrement oz au pied (N-m)*10^ 

14. 

12 

10 

8 

6. 

4-

2 

maximum du moment d'encastrement oz 
au pied = 137 208 N-m pour t=l7.20s 

maximum de la réaction oy au pied 
= 19 022.N pour t = 17,20 sec 

12+T 

12 14 16 18 

t (sec) 

courbe de la variation de 
la réaction horizontale oy 
au pied Cas 7 

minimum de la réaction oy au pied 
• -19 361 N pour t = 14.40 sec 

Courbe de la variation du moment 
.d'encastrement oz au pied, Cas 7 

minimum du moment d'encastrement oz au 
pied = -136 684 N-m pour t.= 14.40 sec 

FIGURE 1V-29 : Variation en fonction du temps de la réaction suivant 
oy et du moment d'encastrement suivant oz au pied 
(noeud l),Cas 7. Les déplacements du riser pour les 
instants t = 14.4 et t = 17.20 sont donnés à la figure 
IV-30 . 
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Cote (m) 

Déplacements oy à 
l'instant t = 17.20 
correspondant au 
moment d'encastre­
ment oz maximal au 
pied , Cas 7 

Déplacements oy à 
l'instant t = 12.20 
correspondant à la 
rotation oz maximale 
en tête, Cas 7 

-2 

Déplacements oy à l'instant 
t = 14.40 correspondant au 
moment d'encastrement oz" 
minimal au pied Cas 7 , 

Déplacements oy à l'instant 
t • 15.20 correspondant à 
la rotation oz minimale en 
tête. Cas 7 

déplacement suivant 
l'axe y (m) 

FIGURE IV- 30 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
différents instants correspondant aux rotations 
oz max et min en tête et aux moments d'encastre­
ment max et min suivant oz au pied, Cas 7. 
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Cote (m) 

96 

88. 

80 

721 

64 

\ 

\ 
\ 

v 

a(x)=max \c (x,y,z,t)| 
y.z.t 

n S(x) l(x) I ( x ) 

a = max c(x) m 
x 

56. 

48 

40 

32 

24 

16 

8 

\ 
\ 
\ 
\ 
V 

o =19.03 dm/mf 
' m 

0 2 8 10 12 14 16 18 20 C(x) 
âN/mm2 

FIGURE IV-31 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans 
chaque section du riser en fonction de la cote de 
la section, Cas 7. 
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IV.1.8 CAS 8 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire spatial (oxyz) sans réactuali­

sation de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 70 

Le nombre de D.L. bloqués = 8 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au 

Cas 6 est prise comme la configuration de référence de Cas 8. 

L'état de contrainte dans la configuration de référence n'est 

donc pas nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 13 (tête) 

et 1 (pied) : 

a- en tête (noeud_|3^ 

D.L. libres = 4 (translation ox, rotations ox, oy, oz) 

D.L. bloqué = 1 (translation oz) 

Déplacement imposé suivant oy : y(t) = 3.0 sin (y*- t) 

b- au £Íed_^noeud_22 

D.L. Libre = 0 

D.L. bloqués = 6 

4- Les forces appliquées : 

a- e n t ê t e .(noeud_^3) 

On applique une tension en tête suivant ox : 

2TT 
T(t) = T (1 + 0.025 sin -=r O , T„ = 600 000 N 

top i ¿- top 

b- aux autres__noeuds 

Même chose que pour Cas 6. 
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5- Précision sur le calcul : 

Le pas d'intégration pour ce cas est pris égal à 0.15 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui 

utilisé dans le cas 2. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 3T = 36 secondes. 

Le nombre de pas de calcul est donc 240. 
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déplacement minimal =-3.0 m 
à l'instant t = 33 sec. 
du noeud 13 (x=96 m) 

Déplacement maximal=3.0m 
à l'instant t=27 sec 
du noeud 13 (x=96m) 

Position 
d'équilibre, Cas 6 

enveloppe des minima 
du déplacement oy de 
chaque noeud, Cas 8 

Déplacements à l'instant 
t = 33 sec . Cas 8 

déplacement suivant l'axe y (m) 

-3 -2 -1 1 

FIGURE IV-32 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 

différents instants, Cas 8, et enveloppe des 

maxima et des minima. 
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.Cote (m) 

enveloppe des minima du 
déplacement oz de chaque 
noeud, Cas 8 

déplacement maximum = 35.6 cm 
à l'instant t = 30.75 sec 
du noeud 9 (x = 64 m) 

Position d'équilibre, Cas 6 

enveloppe des maxima du déplacement 
suivant oz de chaque noeud. Cette courbe 
correspond aussi aux déplacements suivant 
oz de chaque noeud à l'instant t = 30.75 
Cas 8 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Déplacement suivant l'axe z (m) 

FIGURE IV-33 : Déplacements suivant oz des noeuds du riser à l'instant 
t = 30.75 sec, Cas 8, et enveloppe des maxima et des 
minima. 
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Rotation oz en tête (noeud 13) 

Deg. 

maximum de la rotation oz en tête = 1.77 deg. 
pour t = 25.50 sec. 

-2 

t (sec] 

courbe de la variation 
en fonction du temps de 
la rotation oz en tête 
du riser, Cas 8 

minimum de la rotation oz en tête 
= -1.78 deg. pour t = 31.50 sec 

FIGURE (V-34 Rotation oz en tête (noeud 13) en fonction du temps, 
Cas 8. Les déplacements du riser pour les instants 
t • 25.50 et t = 31.50 correspondant aux max et au 
min sont donnés à la figure IV-36. 
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20 } 
Moment d'encastrement oz au pied (N-m)*10 

8 

6 l 

maximum du moment d'encastrement 
suivant oz au pied = 161 300 pour 
t = 33.75 

maximum de la réaction suivant 
oy au pied = 22001 pour 
t = 33.75 

24+T 

24 

-4 

-6 i 

25.50 27 28.50 30, 31.50 33 34.50 36 

courbe de la variation de la 
réaction suivant oy au pied 
du riser, Cas 8 

minimum de la réaction suivant oy 
au pied = -22950 N pour t = 27.75 

courbe de la variation du moment 
d'encastrement suivant oz au pied 
Cas 8 

minimum du moment d'encastrement 
suivant oz au pied = -163118 N-m pour t = 27.75 sec. 

FIGURE F-35 : Variation en fonction du temps de la réaction suivant oy 
et du moment d'encastrement suivant oz au pied (noeud 1), 
Cas 8, Les déplacements du riser pour les instants 
t = 27.75 et t = 33.75 sont donnés à la figure IV-36. 
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Cote (m) 

33". 75 
Déplacement oy 
à l'instant 
correspondant au 
moment d'encastrement 
oz maximal au pied. 
Cas 8 

Déplacements oy à l'instant 
t » 31.50 correspondant à 
la rotation oz minimale en 
tête, Cas 8 

Déplacements oy à 
l'instant t = 
correspondant 

27.75 
au 

moment d'encastrement 
oz minimal au 
Cas 8 

pied 

déplacements oy à l'instant 
t = 25.50 correspondant à 
la rotation oz maximale en 
tête, Cas 8 

déplacement suivant l'axe 

-3 -2 -1 y (m) 

FIGURE IV-3 6 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à différents 
instants correspondant aux rotations oz max et min en 
tête et aux moments d'encastrement max et min suivant 
oz au pied, Cas 8. 
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88 

80 

72 

6A 

56 

48 

40 
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\ 
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\ 
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l 
/ 
/ 
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°nyfr 
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-v. a(x)=max | o n ( x , y , 2 , t ) | 

n y> y » z » c 

a = NÇX> ., MY(x)-Z + M z ( x ) . Y 
11 S ( X ) Tf \ ' , N 

I(x) i(x) 

0* = max a(x) 
x 

/ 
/ 
/ 
/ 
; 
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/ 
/ 
i 
i 
i 
i 
• i 
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i 
1 
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/ 
/ 
1 
/ 
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/ 
/ 
/ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
s 

N 
S 

\ 

""* — - ^ ^ a = 2 1 . 0 9 dN/nim2 

"*-r -D »— 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 a(x) 

dN/mm2 

FIGURE IV-37 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section 
Cas 8. 
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IV.2 CAS D'UN RISER DE 1200 METRES 

- Modélisation du riser 

Le riser considéré a une.longueur 

de 1200 m. La modélisation est 

constituée de 40 éléments poutres 

qui ont des caractéristiques 

mécaniques identiques. Les 41 

noeuds de la modélisation sont 

numérotés de 1 à 41. 
FIGURE IV-38 

Le noeud 1 est à la base, le noeud 41 au sommet. Le riser est 

repéré dans un système d'axe orthonormé oxyz. L'origine o est 

située au pied du riser (noeud 1), l'axe ox est vertical. 

Caractéri s t icjue s_mé cani cjue s_ de s_é 1 émen t s 

. Diamètre extérieur du tube 

. Diamètre intérieur du tube 

. L'aire de la section du tube 

. Moment d'inertie de flexion 

. Moment d'inertie de torsion 

. Module d'élasticité transversale 

. Module d'élasticité longitudinale 

. Masse volumique du riser 

Dl 

D2 

S 

I 

J 

G 

E 

P 

= 

= 

= 

s 

= 

s 

= 

= 

400 mm 

360 mm 

239 cm2 

43 200 cm4 

86 400 cm4 

0.84 x 1 0 U N/m2 

2.1 x 1011 N/m2 

8000 Kg/m3 

Les différents exemples traités pour ce riser sont les suivants. 



- 124 -

I V . 2 . 1 CAS 9 

1- Type de ca lcul : 

Calcul s ta t ique nonli.néaire plan (oxy) sans r éac tua l i sa t ion 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. l i b r e s = 119 

Le nombre de D.L. bloqués = 4 

2- Configuration de référence : 

Le r iser e s t supposé ve r t i ca l dans sa configuration de référence 

et a un é t a t de contrainte nul . 

3 - Conditions aux l imites de déplacements aux noeuds 41 ( tê te ) et 

1 (pied) : 

a- en tête_(noeud 4j_) : 

D.L. libres = 2 (translation ox et rotation oz) 

D.L. bloqué = 1 (translation oy) 

b- au_£¿ed__(noeud_j_2 : 

D.L. l i b r e = 0 

D.L. bloqués = 3 

4 - Les forces appliquées 

a- au noeud 41 ^ I ^ Ë I 1 

En tête, il n'y a qu'une tension appliquée suivant ox : 

T = 4 000 000 N top 

b- aux autreg_noeuds : 

. poids propre 

. forces hydrostatiques 

. courant dans le plan xoy dont le prof i l e s t donné à la 

figure IV-38. 
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i Cote (m) 

déplacement maximal 
= 21.18 m 
au noeud 19 (x=540m) 

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

FIGURE IV-39 : Déplacements horizontaux à l'équilibre, Cas 9. 
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FIGURE IV-4Q : Contrainte normale maximale dans chaque section du riser 
en fonction de la cote de la section pour la position 
d'équilibre, Cas 9. 
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IV. 2.2 CAS 10 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (xoy) avec réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres =119 

Le nombre de D.L. bloqués = 4 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au cas 9 

est prise comme la configuration de référence du cas 10. L'état 

de contrainte dans la configuration de référence n'est donc pas 

nul. Il y a un effort normal initial dans chaque barre qui est 

l'effort normal obtenu à l'équilibre du cas 9. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 41 (tête) et 

1 (pied) : 

a- en tête_(noeud_4 0 : 

D.L. libres = 2 (translation ox et rotation oz) 

Lu 
18 

2ir 
Déplacement impose suivant oy : y(t) = 10, sin(-r-s- t) 

b- au pied _(noeud Q : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 3 

4- Les forces appliquées 

a— au noeud 41 (tête)_ : 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = Tfc (1 + 0.025 sin S t ) , T = 4 000 000 N 
top lo top 

b- aux autres noeuds : 

Même chose que pour Cas 9. 
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5- Précision sur le calcul : 

Le pas d'intégration pour le calcul est pris égal à 0.3 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

La réactualisation de la géométrie a eu lieu pour deux fois dans 

les pas numéro 5 et 25. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 6T = 108 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 360. 

Remarque : (cas 10bis) 

On a traité le même exemple linéairement du point de vue structure, 

en supposant que la matrice de rigidité tangente du riser obtenue 

à l'instant initial (sous l'effet du poids propre, tension en tête 

et poussée hydrostatique), reste constante au cours de ces calculs. 

Les résultats obtenus dans ce cas, nous montre que le calcul pour 

ce riser de grande profondeur, conduit à des résultats légèrement 

différents. 
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FIGURE W-43 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
l'instant t = 105.30 et enveloppe des maxima, 
Cas 10, Cas 10bis. 
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FIGURE 17-45 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
différents instants correspondant aux rotations 
max et min en tête du riser. Cas 10. 
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cote (m) 

_10 - 8 - 6 - 4 - 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 

FIGURE F- 47 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
-~~"~"~~"~—"~ différents instants correspondant aux rotations 

max et min en tête, Cas 10. 
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FIGURE W-50 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans chaque 
section du riser en fonction de la cote de la section, 
Cas 10, Cas 10bis. 
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IV.2.3 CAS 11 

1- Type de calcul : 

Calcul s ta t ique nonl inéaire spa t i a l (xoyz) sans réac tua l i sa t ion 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. l i b r e s = 238 

Le nombre de D.L. bloqués = 8 

2- Configuration de référence : 

Le r i s e r e s t supposé ve r t i ca l dans sa configuration de référence 

et a un é t a t de contra inte nul . 

3 - Conditions aux l imi tes de déplacements aux noeuds 41 ( t ê te ) e t 

1 (pied) : 

a- en te^e_(noeud_422 : 

D.L. libres = 4 (translation ox, rotations ox, oy, oz) 

D.L. bloqués = 2 (translations oy, oz) 

b- au pied (noeud 1) : 

D.L. l i b r e = 0 

D.L. bloqués = 6 

4- Les forces appliquées 

a- au noeud_4J[_^tê^e)> : 

En tête, il n'y a qu'une tension appliquée suivant ox : 

T = 4 000 000 N 
top 

k~ aux autres noeuds : 

. poids propre 

. Forces hydrostatiques 

. courant dans le plan xoz dont le profil est donné à 

la figure IV-38. 
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déplacement maximal 
« 21.18m 
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FIGURE 1V-51 : Déplacements horizontaux à l'équilibre, Cas 11. 
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a(x)=max|an(x,y,z)| 

„ r \ N(x) ^ M(x) . y 

a = max a(x) m 
x 

31.60 dN/mm2 

a(x) 
dN/mm2 

FIGURE IV-52 : Contrainte normale maximale dans chaque section du riser 
en fonction de la cote de la section pour la position 
d'équilibre, Cas 11. 
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IV.2.4 CAS 12 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire spatial (oxyz) avec rëactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 238 

Le nombre de D.L. bloqués = 8 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du riser obtenu au Cas 11 

est prise comme la configuration de référence du Cas 12. L'état 

de contrainte dans la configuration de référence n'est donc pas 

nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 41 (tête) 

et 1 (pied) : 

a-, en tête XnoÊHa_fll2 : 

D.L. libres = 4 (translation ox, rotations ox,oy,oz). 

D.L. bloqués = 1 (translation oz) 

Déplacement imposé suivant oy : y(t) = 10. sin (y*- t) 

b- au pied (noeud 1) : 

D.L. libre = 0 

D.L. bloqués = 6 

4- Les forces appliquées : 

a- au noeud 41_(tête) : 

On applique une tension en tête suivant ox : 

T(t) = T (1 + 0.025 sin — t) , T = 4 000 000 N 
topx 18 ' top 

b- aux^autres noeuds : 

Même chose que pour Cas 11. 
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5- Precision sur le calcul 

Le pas d'intégration pour ce cas est pris égal à 0.3 sec. 

L'amortissement numérique choisi est identique à celui utilisé 

dans le cas 2. 

La réactualisation de la géométrie a eu lieu aux pas 5 et 25. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 4T = 72 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est donc 240. 
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Deplacements oy à 
l'instant t=58.50 sec 
Cas 12 

Déplacement maximal 
= 10 m pour t = 58.50 sec 

enveloppe des maxima du dépla­
cement suivant oy de chaque 
noeud. Cas 12 

Position d'équilibre, Cas 11 

-10 -8 -6 -4 -2 10 déplacement y (m) 

FIGURE IV-53 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
l'instant t = 58.50 sec, Cas 12, et enveloppe 
des maxima. 
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minimal = -10 m 
pour t =• 67.50 sec 
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du déplacement suivant 
oy de chaque noeud, 
Cas 12 

Déplacements oy à l'instant 
t = 67.50 sec, Cas 12 

Position d'équilibre 
Cas 11 

-10 -8 -6 -4 -2 10 déplacement y (m) 

FIGURE IV-54 : Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
l'instant t = 67.50 sec, Cas 12, et enveloppe 
des minima. 
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Cote (m) 

Déplacement oy à l'instant 
t = 65.7 correspondant au 
moment d'encastrement oz 
maximal au pied. Cas 12 

Déplacements oy à l'instant 
t = 63.90 correspondant à 
la rotation minimale oz en 
tête, Cas 12. 

-10 -8 -6 -A -2 10 déplacement y (m) 

FIGURE W-59 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
différents instants correspondant à la rotation 
minimale oz en tête et au moment d'encastrement 
maximal oz au pied. Cas 12. 
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Deplacements oy à l'instant 
t • 54.90 correspondant à 
la rotation oz max en tête 
Cas 12 

Cote (m) 

Déplacements oy à l'instant t = 56.70 
correspondant au moment d'encastre­
ment oz minimal au pied. Cas 12 

• 

240 

180 

120 

60 

i'20 

360 

300 

, 

1 
-10 -8 -6 -4 -2 8 10 Déplacement y (m) 

FIGURE IV-60 Déplacements suivant oy des noeuds du riser à 
différents instants correspondant à la rotation 
oz maximale en tête et au moment d'encastrement 
minimal oz au pied. Cas 12. 
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/ 
/ 

/ 

/ 

_J 
c(x)=max |cn(x,y,z,t)| 

n N(x) . MY(x)-Z ^ ( x ) - Y 

n S(x) I(x) l(x) 

a " max 0(x) 
m x 

a =33.25 dN/nm2 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

a(x) 
dN/nun2 

FIGURE F-61 : Enveloppe de la contrainte normale maximale dans 
chaque section du riser en fonction de la cote 
de la section. Cas 12. 
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IV.3 CAS D'UN TUBE HORIZONTAL DE 100 METRES 

X 
i 

- Modélisation du tube 

3 m 
-*- O 

1 2 

*¿Y/; 

100 
m 

Le tube considéra a une longueur 

de 100 m. Il est situé horizonta­

lement à 3 mètres au-dessous de 

la surface libre de l'eau. La 

modélisation est constituée de 

10 éléments poutres qui ont des 

caractéristiques mécaniques iden­

tiques. Les 11 noeuds de la modélisation sont numérotés de 

1 à 11. Le tube est repéré dans un système d'axe orthonormé 

oxyz. L'origine o est située au noeud 1 et l'axe y se 

confond avec l'axe du tube. L'axe x est vertical. 

_* j * / * '•" /• 

surface libre 

9 10 11 

vjfjp 

FIGURE IV-62 
•^•"7 f*, iJSsS/ S 

Caractéristiques mécanÍ2U£S_des_éléments : 

. Diamètre extérieur du tube Dl 

. Diamètre intérieur du tube D2 

. L'aire de la section du tube S 

. Moment d'inertie de flexion I 

. Moment d'inertie de torsion J 

. Module d'élasticité transversale G 

. Module d'élasticité longitudinale E 

. Masse volumique du tube P 

406 mm 

386 mm 

125 cm2 

24400 cm4 

48800 cm4 

0.84 x 1011 N/m2 

2.1 x 10ll N/m2 

8000 Kg/m3 

Les différents exemples traités pour ce tube sont les suivants. 
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IV. 3 . 1 CAS 1 

1- Type de ca lcul : 

Calcul s t a t ique nonlinéaire plan (oxy) sans r éac tua l i sa t ion 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. l i b r e s = 30 

Le nombre de D.L. bloqués = 3 

2- Configuration de référence : 

Le tube e s t supposé horizontal dans sa configuration de 

référence et a un é t a t de contrainte nul . 

3 - Conditions aux l imites de déplacements aux noeuds 1 et 11 

a- au noeud 1 : 

D.L. libre = 1 (Rotation oz) 

D.L. bloqués = 2 (translations ox, oy) 

b- au noeud_j_^ : 

D.L. libres = 2 (translation oy, Rotation oz) 

D.L. bloqué = 1 (translation ox) 

4- Les forces appliquées : 

a- au noeud 11 : 

On applique une tension suivant oy : T = 500 000 N 

b- aux_ autres noeuds : 

. poids propre 

. forces hydrostatiques 
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IV.3.2 CAS 2 

1- Type de calcul : 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (oxy) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 30 

Le nombre de D.L. bloqués = 3 

2- Configuration de référence : 

La configuration d'équilibre statique du tube obtenu au Cas 1 

est prise comme la configuration de référence de Cas 2. L'état 

de contrainte n'est pas nul. Il y a un effort normal initial 

dans chaque barre qui est l'effort normal obtenu à l'équilibre 

du Cas 1. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 1 et 11 

ar au_noeud_j : 

D.L. libre = 1 (Rotation oz) 

D.L. bloqués = 2 (translations ox, oy) 

oy, rotation oz) 

ox) 

4 - Les forces app l iquées : 

a ~ au noeud 11 : 

Même chose que pour cas 1. 

b— aux autres noeuds : 

. poids propre 

. forces hydrostatiques 

b- au noeud H : 

D.L. libres = 2 (translation 

D.L. bloqué = 1 (translation 
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. houle d'Airy (profondeur infinie) ayant une amplitude de 2 m, 

une période de 6 secondes, et se propageant suivant oy positif. 

5- Précision sur le calcul : 

Le pas d'intégration pour le calcul est pris égal à 0.1 seconde. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 4T = 24 secondes. Le 

nombre de pas de calcul est don 240. 
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IV.3.3 CAS 3 

Dans cet exemple, on suppose que le tube est situé 

à 1 m au-dessous de la surface libre. 

1- Type de calcul 

Calcul dynamique nonlinéaire plan (oxy) sans réactualisation 

de géométrie. 

Le nombre de D.L. libres = 30 

Le nombre de D.L. bloqués = 3 

2- Configuration de référence 

La configuration d'équilibre statique du tube obtenu au 

cas 1, est prise comme la configuration de référence de 

cas 3. L'état de contrainte dans la configuration de 

référence n'est donc pas nul. 

3- Conditions aux limites de déplacements aux noeuds 11 et 1 

a- au noeud 1 

(D.L. libre = 1 (Rotation oz) 

ID.L. bloqués = 2 (translations ox, oy) 

b- au noeud 11 

D.L. libres = 2 (translation oy, rotation oz) 

D.L. bloqué = 1 (translation ox) 

4- Les forces appliquées 

a- au noeud 1 ]_ 

Même chose que pour cas 1 . 



- lb/ 

. poids propre 

. forces hydrostatiques 

. houle d'AIRY (profondeur infinie) ayant une amplitude 

de 2 m, une période de 6 secondes, et se propageant 

suivant oy positif. 

5- Précision sur le calcul 

Le pas d'intégration pour le calcul est pris égal à 0.1 sec. 

Le régime stationnaire est atteint à t = 4T = 24 secondes. 

Le nombre de pas de calcul est donc 240. 
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CONCLUSION 

Les modèles numériques que nous avons développés dans cette étude, nous 

permettent de calculer les déplacements et les contraintes qui se produi­

sent dans une section quelconque du riser dûs aux forces hydrostatiques, 

hydrodynamiques, déplacements statiques ou dynamiques imposés en tête du 

riser, pour les risers de petites ou grandes profondeurs. 

Pour la résolution de l'équation non-linéaire d'équilibre dynamique, ce 

sont les deux méthodes de calcul pas-à-pas : différences-centrées et 

8-Wilson, qui ont été utilisées. On a également introduit la méthode 

itérative de Newton-Raphson pour la résolution de l'équation statique 

non-linéaire. 

Les résultats numériques nous permettent de conclure que : 

- Entre les deux méthodes numériques utilisées, c'est la méthode de 

9-Wilson qui est la plus rapide pour la résolution de l'équation d'équi­

libre dynamique du riser, car le pas d'intégration exigé par la méthode 

des différences-centrées (qui est conditionnellement stable) doit être 

pris généralement assez petit. 

- Pour le riser de faible profondeur qui a été traité, le calcul linéarisé 

du problème du point de vue structure (le problème global restant non 

linéaire de par les interactions fluide-structure), conduit à des résultats 

assez voisins de ceux obtenus par le calcul non-linéaire. Cela permet 

de réduire d'une manière considérable le temps de calculs effectués sur 

ordinateur. 

- Pour le riser de grande profondeur qui a été traité, le calcul linéarisé 

du problème du point de vue structure, aboutit à des résultats légèrement 

différents de ceux obtenus par le calcul non-linéaire. L'analyse des 

contraintes le long du riser montre que le calcul linéarisé, d'un point de 

vue structure, ne conduit pas à un calcul conservatif dans toutes les 

sections. 
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- Compte tenu des temps de calcul sur ordinateur qui étaient alloués pour 

ce travail, nous n'avons pas pu pousser plus en détail l'étude paramé­

trique qui aurait sans doute permis de confirmer la conclusion faite en 

ce qui concerne les risers de faible profondeur. En ce qui concerne les 

risers de grande profondeur, la conclusion obtenue pour le cas traité 

peut très bien se trouver en défaut pour d'autres cas. 
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A N N E X E S 

1 - Modélisation de la houle et du courant utilisée dans la présente 

étude. 

2 - Etablissement des relations forces-déplacements et de la matrice 

de rigidité tangente spatiale d'une barre, en tenant compte des 

effets de second ordre. 
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A N N E X E 

MODELISATION DE LA HOULE ET DU COURANT UTILISEE DANS LA PRESENTE ETUDE 

i - Rappels de la houle d'Airy 

Les hypothèses de construction de la houle d'Airy sont les suivantes : 

- le fluide est parfait, incompressible. 

- l'écoulement est irrotationnel. 

On suppose que le fluide s'étend dans un milieu infini, le fond étant plan 

à une distance constante H de la surface libre du fluide (eau). On 

considère un repère fixe orthornormé OXYZ, l'origine 0 se trouvant sur la 

surface libre au repos, OY étant vertical ascendant. 

La houle d'Airy est une houle linéaire infinitésimale périodique. On note 

T sa période (ÙJ = — sa pulsation) et h/2 son amplitude. La houle d'Airy 

est une onde progressive plane. 

Soit ri l'élévation de la surface libre dont l'équation s'écrit : 

(A1-1) n(x ,z,t) - y = 0 

et soit v la vitesse du fluide. Vu les hypothèses, l'écoulement dérive 

d'un potentiel <j) . 

On a 

(A1-2) v = grad <}> 

Le potentiel <j> associé à la houle d'Airy est solution du problème suivant, 

où g désigne l'accélération de la pesanteur. 

(A1-3) 

(A1-4) 

(A1-5) 

A<t> = 0 

"57 = 0 

dans l e f l u i d e 

, y = 0 

, y = -H 
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L'élévation de la surface libre s'écrit alors : 

(Ai-6) n " " i "5t >y = 0 

L'équation (A1-3) résulte de l'équation de continuité qui s'écrit 

div v = o car le fluide est incompressible. Vu (A1-2) on obtient 

(A1-3). 

L'équation (A1-4) résulte de la linéarisation de la condition cinéma­

tique de la surface libre qui donne : 

(A1-7) 3? - !* , y - 0 
-ot dy 

et de la linéarisation de la condition de pression sur la surface libre 

(Bernoulli). 

(A1-8) g| - - g n , y - 0 

Les équations (A1-7) et (A1-8) donnent (A1-4). 

La condition (A1-5) résulte de la condition de glissement du fluide 

sur le fond, c'est-à-dire v = 0 pour y = -H. 

Enfin l'équation (A1-6) n'est autre que l'équation (A1-8). 

On s'intéresse ici à la solution élémentaire périodique de pulsation 

a) , l'onde se propageant suivant ox positif. Elle s'écrit donc : 

(A1-9) ri = — cos (kx - wt) 

où k est le nombre d'onde lié à to par la relation de dispersion : 

(A1-10) (o2 = g k th (k H) 

le potentiel <j> s'écrit : 

(A1-11) <|>(x,y,z,t) = ô — g u i u c h [ k(v+H)) sin(kx-iot) 
¿ (o en k H v 
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Remarque 

En profondeur infinie, les relations (A1-10) et (A1-11) deviennent 

(A1-10bis) to2 = g k 

(A1-11bis) <t>(x,y,z,t) = |-JJ e y sin(kx-üJt) 

On peut alors calculer la vitesse du fluide v = grade}) et l'accélération 

A = — = -T- + (v . grad) (v) 

En notant u, v, w (resp. ax, ay, az) les composantes de v (resp. de A) 

dans oxyz, on obtient : 

pour profondeur infinie 

(A1-12) 

u = -̂ r— e y cos(kx - o)t) 
2CÜ 

v = -2-— e y sin(kx - ut) 
2(jd 

w = 0 

(A1-13) 

= ¿j* eky sin(kx - ut) 

. - Ä Ü eky c o s ( k x . u t ) + k Ä ) 2
 e2ky 

a = 0 

pour profondeur finie 

(A1-14) 

u = 

v = 

* ilA » ch (k(y+H)) cos(kx-ü)t) 
2 u ch k H 

S-yV-5 s h (k(y+H)) sin(kx-wt) 2 ü) ch k H 

w = 0 
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(A1-15) 

ax = 2 ch k H 
fjjîSjL- ch (k(y+H)) sin(kx-u)t)-k(2 g ^ \ J ' cos (kx-ut) 

sin(kx-cot) 

- 2
g
ch Ü H sh (k(y^))cos(lcx-Mt)^k(2 ; ch k H ) ch(k(y+H)) 

sh(k(y+H)) 

= 0 

2 - Le courant 

Soit M un point du fluide dont 

la côte dans le repère oxyz est 

noté y. 

Le courant est donné par la loi 

y > • v (-y) où v est le 

surface 

1 y 

Libre 

" ' > 
^ ^ 

z 

x 

.M 
H 

S S / + * s S S * S / * s S S ' S S s S S S s " * * S / / 

vecteur vitesse constant du courant au point M. 
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A N N E X E 

. DEVELOPPEMENT DES RELATIONS FORCES-DEPLACEMENTS 

Dans ce qui suit, nous rappelons les relations de base de la théorie de 

l'élasticité concernant une poutre droite. Ensuite, à l'aide du principe 

des travaux virtuels, on obtient les équations de la déformée de la 

poutre et les relations forces-déplacements. 

Les hypothèses et notations sont celles du chapitre (II.3). La figure 

(A2-1), (Resp. A2-2) définit la géométrie de la barre déformée et l'état 

des sollicitations dans une section droite D2 dans le plan x'y
1 (Resp, D, 

dans le plan x'z') image d'une section quelconque D0 de la barre dans la 

transformation. 

z',w 

ïi.' f M , x M. 

KI!N % jy 

x ,u 

y ,v 

y 
F. , 
jy 

L M , L.M. , 

X ,U 

FIGURE A2-2 FIGURE A2-1 

Projections de la barre déformée dans les plans 

x'z' et x'y' 
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. Convention_de_signe : 

Nous adopterons les conventions suivantes : 

1 - Les forces agissant sur la barre i0jo et les déplacements seront 

comptés positivement dans le sens positif des axes. 

2 - Pour les moments et rotations, les sens positifs sont ceux du repère 

x'y'z'. 

. Composantes des taux de déformations 

Soit Pc un point quelconque d'une section 

quelconque D0 de la barre pris dans sa 

configuration de référence. On note G0 le 

centre d'inertie de la section D0. Les 

points P0 et G0 après une transformation 

géométrique appliquée à cette barre se 

déplacent en P et G. 

On note u(P0), v(P0), w(P„) les composantes 

du champ de déplacement de P0 et u(G0), 

v(G0), w(G0) les composantes du champ de 

déplacement de G0> Pour une poutre droite, 

les composantes non nulles du tenseur 

déformation en P0 sont : 

(A2-1) 

ex'*'(P-> = 
9u(Pe) 

Ôx' 
* 1 r3v(Pch A 1 f3w(Poh' 

2 l 3x' J 2 ^P~ J 

Vy'(P-> - | ( 
1 r 3u(P0) t 3v(p0) 
2 ^ 9y" + 3x' 

-7-(Po) - j ( 
1 r 3u(Pe) , 3w(P0) 

X Z Sz' 3x' ) 

- T» » T 1 f3u(LçL>,i A <- 3_u(Po) 1 r3u(P0) 9 u ( P o h 
ou 1 on négl ige y t l ^ r - J devant — , - , j ( - ^ - . - ^ r — j 

j ,. 1 r o u ( P 0 ) Sv(P 0 ) ^ fc , . 1 ( 3u(P 0 ) 3u(Po) I . 
devant -=- I -s—p2/ + ——— I e t enf in •=• I ——r2- • ^ — i — J devant 

2 ^ ö y ' 3x ; 2 ^ 3 x 3z J 

1 f3j(Po) + 8w(P„) 
2 v 3z ' 9x W 
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Soient x'(P„) , y'(Po) et z'(P„) les coordonnées du point P0 , on a : 

(A2-2) 

u(P0) = u(G0)-w,,(G0).y
,(P(,)+ü) ,(Gj.z'(P0) 

z y 

v(Po) = v(Go)-Wv.,(Go).z
I(P0) 

X 

w(P0) = w(G0)+w ,(G0).y'(P0) 

avec OJ t(G„), CJ , (G0) et ai , (G0) respectivement les rotations de la projection 

de la normale à la section D0 dans les plans y'z', z'x' et x'y'. 

Compte tenu de (A2-1) et (A2-2) on trouve : 

(A2-3) 

e , ,(P0) = e , ,(G0)-
X X X X 

3u ,(G„) 3w„,(Go) 
^ - , - » . ) • - i L , — ,•».) 

1 3u„,(Go) . 

V y ' ^ • e x y ( G « ) - 2 ' - ^ r - ' ' ' ^ 

, '3U ,(G.) 

V z ' ^ = £x'z' ( G° ) +2 ' - ^ — - y , ( P j 

Les relations (A2-3) nous permettent d'introduire en chaque point G0 de la 

ligne moyenne de la barre, les déformations suivantes : 

(A2-3 
bis) 

fn . 3u(G„) ^ 1 f%v(.G0)-\ ^ 1 f8w(G0h , . , . . . 
e . , ( G . ) - , ,° + y l a v ° J + 7 l a, ' J deformation axiale x x 3x' 2 *> 3x' J 2 ̂  3x 

Y i t(G0)=2 £ , ,(G0)= • „ , w ,(G,) deformation de cisaillement 
x'y' ° x'y 3x' z , , . , , 

J 3 dans le plan x y 
Y i »(G0)=2 £ , ,(G„)= -\ , ° + (i) , (G0) déformation de cisaillement x z x z o x y t i l ii 

J dans le plan x z 
3uz,(G0) 

«t i ? v G 0 /
= — » — ; 

X Z d X 

3*1 .(G,) 
k ,„,(G.)- -*-
x z 3x' 

déformation de flexion dans le plan x'y' 

déformation de flexion dans le plan x'z' 
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. Comp_osantes_de la_contrainte 

Les composantes de la contrainte en P0 sont données par le tenseur des 

contraintes-déformations de Piola-Kirchhof. Soient O , , (P0) , T , ,(P0) 

et T , ,(P0) respectivement la contrainte normale et les contraintes de 

cisaillement suivant les axes y' et :', on a : 

(A2-4) 

V x ' ^ ^ x ' x ' ^ 

T , ,<Po)-2G e , ,(î.) x y x y 

I T X , Z , ( P 0 ) = 2 G ex,z,(Po) 

E, G sont définis par (II-6). 

Compte tenu de (A2-3) et (A2-4), les 

expressions des sollicitations en 

Vy.<*.) 

iH-x'^5 

*-X 

s e c t i o n s é c r i v e n t 

(A2-5) 

N(G0) = /" C , , ( P e ) dA - E A e . , ( G . ) 
* X X X X 

T , ( G . ) - / T , , ( P C ) dA - G A' Y . , ( G o ) 
y A ' x / 

T , ( G „ ) - / T . , ( P e ) dA = G A' y . , (G„ ) 
X 2 x y 

M V , ( G . ) - / (T , . ( P e ) . y , ( P o ) - T v . , ( P . ) . z ' ( P „ ) ) d A x . x z A y 

G J 
3 u x . (Go}-

M . ( G o ) - / a . , ( P o ) . z ' ( P o ) dA - E I k . , ( G 0 ) 
X X x ' z ' 

M . ( G . ) - - ; a . , ( P o ) . y ' ( P . ) dA « E l k . , ( G 0 ) 
X X x y 

A, A' , I , J sont d é f i n i s par ( I I - 6 ) . 
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• Ecr¿^ure_des_é2uation£_d^é£U^.T:ibre_de_^a_£outre_2ar_l ' application des 

travaux_virtuels 

1) On applique aux extrémités de la poutre un champ de déplacement virtuel 

OU avec : 

* - ( & ) « 
J 

(A2-6) 

SU. = (<Su., 5v., 6w., ou. ., 6OJ. ,, 6(1). ,] 

OU. - (ou., ôv., 6w., 6OJ. ,, ou. ,, 5w. ,1 
J *• 2 2 2 Jx Jy jz ; 

2) On applique à la poutre le champ de déplacement virtuel <$U(x) tel que 

- il soit indépendant du champ OU 

dans l'intervalle x£jo,L[ 

- il soit égal au champ de déplace­

ment virtuel appliqué aux 

extrémités : 

ôU(o) = OU. 

ÔU(L) = 6UL 

et que x I »• ôU(x) soit continu sur [O,L] 

3) Le travail virtuel des forces externes est simplement dû au travail 

des forces nodales qui s'écrivent : 

(A2-7) <5W - F . 6U 
e 

F est défini par (II-4) 

4) Le champ de déplacement virtuel 6U(x) produit la variation suivante 

des composantes du tenseur de déformation : 
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(A2-8) 

3w ,(Go) SID,, (GO) 
6ex,x,(Po)=¿£x,x,(Go)-6( |x, ).y'(P.)+60 

, 3u) , (G0) 
6ex,y,(Po)=ôex,yt(G0)- 1 6(—^p ).z'(Pc) 

. , 3d) , (Go) 
6cx,z,(Po)=ôexl2,(Go)+ 1 6(-|p—).y'(Po) 

-).z'(Po) 

Le travail des forces internes s'écrit donc : 6W=/ ,o .6e d(vo'l) 
I vol 

avec 

ôe -(fie ..(P.), 26e , ,(P6), 26E , ,(P0))' 

• °= K c ' x ' ^ ' V y ' ^ ' Tx'«'(P'))T 

Compte tenu de (A2-4), (A2-5) et (A2-8), le travail interne s'écrit : 

L 3 V 
6wT = ; (N.6e , ,+M , .6k , ,+M ,.ôk , ,+M ,.6(»-^-)+T ,.&y..+ 
I o x x z x y y x z x 9x y x y 

T2,.6yx,z,)dx' 

Dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous éliminerons la 

lettre G0 dans les formulations. Par exemple G , ,(P0) définit la 

contrainte au point Pe tandis que G , , définit la contrainte au point 

Go etc.. . 

Après une intégration par partie de l'intégrale égale à 6W-, on trouve 

« V < SP" '**'**'' ;o TJT (N ̂ r)-6v.dx'-^ -¿r (H -gr)6v.dx' 

^ < g £ .6v.dx'+/^ (TyI+ i|l)6yx,yI.dx'-/î: < f e 6w.dx' o Sx'2 

2 

O dX 

" ' o ^ •^,.d X'^(T 2,- ^•).*r,.,..dx-*{tt|r)*,j-ttgr)*,i) 

x'=L x'=o 

t((N>X'.L
ÍUj-(N),'.o6ui)*(<Mz''x..L-

6"J2.-te
,>x.=o

SMizO 
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í(My') , T.5o>. f-(My') , .6ü>. ,) + ( $ & , T5w.-(¿K-) , *• J x'=L jy' ' x'=o iy ; *- 3xr x'=L j 3x' x'=< 

<5w.] + f(M , ) , _ .Su. ,-(M , ) , 6(JJ. ,1 
l-7 \ X X =L JX x' X -O IX J 

5) Le principe des travaux virtuels peut s'écrire pour VôU, V <5U(x) : 

<SW = 6WT 

En identifiant terme à terme on trouve 

Pour x'=o 

(en i0) 

Pour x'=L 

(en jo) 

IX 

F . i 
i y ' 

F - , 
1 Z 

M. , 
IX 

M. , 
i y 

M. , 
1Z 

S 

. 

s 

_ 

- N 

- N 

M i 
X 

- M 
y 

- M 
z 

3v 

dx1 

3w 

3x' 

3 M z ' 
+ r> i 

3x ' 

_ 3 M y ' 

3x ' 

JX 

jy 

JZ 

M. 
JX 

M. 
jy 

M. 
JZ 

= - N 

= N 

= N 
3v 3Mz' 
3x' 3x' 

N T¡T 3x' 

= M , x 

y 

- M z , 

(A2-9) 

(A2-10) 

(A2-11) 

(A2-12) 

(A2-13) 

(A2-14) 

(A2-15) 

(A2-16) 

(A2-17) 

(A2-18) 

(A2-19) 

(A2-20) 
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ax' u 

3* Mz' 
dx '2 

— ( N — ) 3x'^ 3x,; 

dx 2 dx ox 

cMx' 
- 0 

T , = 
y 

V 

3Mz' 

3Myf 

3x' 

(A2-21) 

(A2-22) 

(A2-23) 

(A2-24) 

(A2-25) 

(A2-26) 

La relation (A2-21) nous montre que N est indépendant de x1 

N = cte 

Des relations (A2-9) et (A2-15) on obtient : 

(A2-27) F. , = - F. , = N = cte jx ix 

• Eg^iture_des sollicitations eni section_en fonction_des_efforts^nodaux 

En écrivant l'équilibre statique des moments de flexion dans une section 

D«, et compte tenu de (A2-25), (A2-26) et (A2-27) on obtient : 

(A2-28) 

M , = -M. ,(1- ̂ -)+M. ,. 2Sl + p. , 
z iz L jz L ix L j L i ix ' ix ' 

T , = 
y 

3Mz ' 
3x* 

7- (M. ,+M. ,)-F. ,.p -F. ,.(|^r) L îz jz ix "2 ix 3x 

N - - F. , - F. , 
IX JX 
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(A2-29) 

M , 
y 

= -M. ,(1-5l)+M. , . * 1 - F . , . %• w.-(1- il)w..F. , 
iy L jy1 L ix1 L j L i ix' 

+ F. , .w 
ix ' 

_ 3My' _ 1 3w 
z' 3x' L îy jy ix' K3 ix1 Sx1 

N - - F. , - F. , ix jx 

E£uation_de_la déformée élastique de^la barre 

Les relations (A2-3bis) et (A2-5) nous donnent : 

sT„« 
(A2-30) *,,- E K f l ^ - ¿ r ^ ) = EI(1 + -Í|l) f^- - EI(1+ß) a«-

3x'2 

(A2-31) M , 
y 

-EIC 
3?w 
3xJ2 

1 
GA' 

3Tz' 
-) • E I ( 1 + GÂr) 3 x ^ 

= -El(1+6) 
32w 
3x'2 

avec GA' 

Enfin les relations (A2-22), (A2-23), (A2-30) et (A2-31) nous donnent les 

équations de la déformée élastique de la barre dans les plans x'y' et x'z1 

/A- „ N 34v „ ,2 92v (A2-32) ^ ^ + X JP3- = 0 

(A2-33) 3 i r r 7 r + X § 1 E T T = 0 

avec 

(A2-34) 
F - t 

EI(1+ß) 

1) Cas où F . , < 0 (compression) : 

Puisque par hypothèse F . , < 0, l e s s o l u t i o n s des équat ions (A2-32) e t 
Jx 

(A2-33) s'écrivent alors : 

(A2-35) v = C1 sinXx' + C- cosXx' + C- x' + C, 
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(A2-36) w = B1 sinXx' + B2 cosXx' + B3 x' + B^ 

C , C , C,, C,, B , B„, B et B, sont des constantes à déterminer par 

les conditions aux limites suivantes : 

(A2-37) 

(lü i ) i = ùJ. , z' x'=o iz' 

(li) I ) t T = W . , 

z' x'=L jz' 

(v)x'=o - Vi 
(v)x'=L = Vj 

(A2-38) 

y1 x'=o iy' 

(w ,) , . =0). , v y' x -L jy 

(w) , = w. 
x =o i 

(w)x'=L = Wj 

de (A2-2) on obtient 

T... 
(A2-39) u>2,- -|pr - Yx,y, - ̂ .XcosXx' - C2.XsinXx' + C3 - ¿ 7 

T , 
(A2-A0) u ,*- - ||r + Yx,y,=-BrXcosXx

,+B2.XsinXx'-B3+ ¿ r 

D'au t re p a r t , compte tenu de (A2-30), (A2-31), (A2-35) e t (A2-36) .on a 

(A2-A1) T , -
y 

3Mz' 
ax 

93v 
r = -EI(1+B) l ^ r r • EI(1+ß)(c i .X>CosXx , -C, .X 3 s inXx' ) 

8My' 93w 
(A2-42) T , = ^ g r - -EI(1+ß) £ r r = EI(1+ß) ( B , . X ' C O S X X ' - B ^ X » s inXx') 

Sx' 3x 

Les r e l a t i o n s (A2-39) e t (A2-40) s ' é c r i v e n t donc 

(A2-43) u , = (1+ß) ÍC, .X cosXx' -C . X s i n X x ' U C. 
z . • 1 ¿ 

(A2-44) u , —(1+ß)(B 1 .X cosXx*-B 2 .XsinXx') - B, 

Calcul des constantes C., C-, C-, C,, B-, B-, B_, B 

Compte tenu des conditions aux limites (A2-37) et (A2-38) et en posant 

4> • XL on trouve : 
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(A2-45) 

C 2 + C 4 * V i 

C. s i n * + C, c o s * + C. .L + C, = v 
4 j 

(1+ß) C r X + C3 = u i z , 

(1+ß) (c .X c o s * - C2-X s i n * ) + C 3 = w j . 

e t 

(A2-46) 

B- + B. = w. 
2 4 i 

B1 s i n * + B- c o s * + B- .L + B, = w. 

(1+ß) B r X + 3 3 = - u . , 

(1+ß) (B .X cos(J> - B .X sine})) + B = 

De (A2-45) on o b t i e n t 

(A2-47) 

a v e c : 

(A2-48) 

C--D C-

r n f*2 O - c o s * ) 

* 2 . , 4) ( 1 -cosd>) ^ * 
xiTI s i n * ' p

2
 +

 XTLTT+TT " V * x T t T i W 

( c o s * + * ( 1 + ß ) s i n * - 1 ) Ü J . , ) 

* , s i n * ,N , * 

'p> + xTT (TTTßT - ^ w j z - + x».L(i+0) 

(*(1+ß) cos<!> - s in* )u) . ,) 

C =D ( - * (1+ß) sin((» .p 2 + ( 1 - c o s * ) u > . , + ( 1 - C O S * ) Ü J Í Z ,) 
j z 

L , s ind) 
C,=D ( ( 1 - c o s * ) v . + (1-cosd) - (J)(1+ß)sin(p)v i + r ( j 7 g ~ ' ^ u . , 

+ -T . j^ñ ( * ( 1 + ß ) c o s * - sin<}))aj i z,) 

D = 
1 

2(1-cos<j>) - * (1+ß) s i n * 
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De (A2-46) on obtient également 

(f>2 

(A2-49) 

B i = ~D (- k sin* p3 - 1 
è(1-cos<i>) 

w:„. -
d> 

3 X2.L(1+ß) jy' X2.L(1+3) 

(cos<)) + (J)(1+B) sin<J) -1) ü). ,) 

,2 , . s 4> /Sin4> , N 

_ _D ( M i ^ ) .P3 - ̂  (1Tr -d») Ujy. 
¿ A * Li 

- À : . L 0 + B ) ( ( J > ( 1 + B ) C 0 S ( Î > " S Í n* ) U )iy') 

B = D (-<() (1+ß) sin4> .p, - (1-cos<t>)ü). ,-(1-cos<j>)u. ,) 

B. = D i(1-cos<j))w. + (1-cosc}> -<j!(1+ß)sin(j>)v.- -r- (777^- -<¡0u. , 

A *• j i <j> i + P jy 

<P * 1+ß 
^((})(1+ß)cos(i) -simjOw. ,) 

• 5:El§¿Í2I!_£0.E£E£zááEla£e.!2EI!í5 

Nous allons maintenant développer les relations liant les sollicitations 

d'extrémités et les déplacements de ces mêmes extrémités. 

Relation effort normal-déplacement : 

En remplaçant £ , , par (A2-1), dans la relation N = EA E , ,, on obtient 

(A2-50) 
r, rSu 1 ,av v 2 1 ,3w ,2> 

(A2-50) nous donne 

x x 

x J j du = 
o 

x' N _ 
EA / 

o 
dx' -

1 x' 3v .«, , 
2 S ( ~ } dx 

o dx" 

1 x' 
2 S o 

(-5̂ ) dx' 

d'où : 

/1*> z.\ T, L d x ' 1 L ,3v v2 , , 1 L ,9v N
2 , , 

(A2-51) IU-U.-F ; -^-y/ y to'- y ; t^àx* 
o o o 
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on pose 

(A2-52) 

6' - L / (3V° dx 

Ô> - L / ^ d X 

Utilisons maintenant l'hypothèse que le changement de souplesse de la 

barre est négligeable au cours d'un petit accroissement dF, on peut écrire 

(A2-53) âï_- p et 
9-w _ 
3x' 

donc 

6* ' L / ^ d x r j . p2 dx' = - p2 ; dx' 

et finalement on trouve : 

(A2-54) 

5, = 
2 

P2 

2 

P3 

En se rappelant les relations (A2-9) et (A2-15) nous pouvons obtenir 

les relations (11-12), liant les sollicitations d'effort normal aux 

extrémités et les déplacements de ces mêmes extrémités. 

Relation moment fléchissant-déplacements : 

Compte tenu de (A2-14), (A2-20) et (A2-30) on peut écrire : 

(A2-55) 

M. , = (-M.) - -El(l+6)(|iï-) = -k-.p.+k^w. ,+k0.0). , 
îz 

N3x'2' , 3 ^2 T iz' '2 jz' 
x =o 

/32v 
M - (+M ) - EKi+ßXfjnO . 3 . ^ . ^ . ^ , . ^ 

J x -L x -L 
- k „ . p , + k .OJ. ,+k .w. , 
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:., k. et k. sont définis par (II-9) . 

De (A2-13), (A2-19) et (A2-31) on obtient également 

(A2-56) 

J J X =0 X =0 

Mi... - (M,,,) =-EI(1+ß)(|~-) = k,.p3+k/,.w,„,+k,.w._l 
x'=L ^ " ' x ' - L 3 2 iy' " I J Î 1 

i?g£at¿ow effort tranchant-déplacements 

Les re la t ions (A2-7), (A2-13) et (A2-33) nous donnent 

(A2-57) 

V 

V 

3v 3MZ. 

x =o x 

( N 
3v 3Mz 
3x ' 3x r ) 

x '-L 
( N l ^ r - £1(1+6)1^- ) 

3x' 3x' 

Compte tenu de (A2-35), (A2-47) et (A2-57) on obtient les relations 

données à (11-15). 

De la même manière et compte tenu de (A2-11), (A2-17) et (A2-31) on a 

(A2-58) 

F- . iz 

F- , 

^ W a~' 3x' ; 3x' (-.gr*EiCi*»£?r> 

*M..I 

< » ^ * ^ > , - « ^ - H K H ß , - ! ^ ) 

(A2-36), (A2-49) et (A2-58) nous'donnent les relations (11-16) 

Relation moment de torsion-déplacements 

De la relation (A2-24) on obtient : M , = cte 
x 
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Compte tenu de (A2-5), (A2-12) et (A2-18) on trouve 

(A2-59) 

M. , = (-M ,) - - ̂ r- (U. , - u. ,) ix x , L ix' xx1 x =o J 

M. , = (M ,) - H (U. , - ÙJ. ,) jx' x' , _ L ix ix 
x =L 

2) Cas où F. , > o (tension) 
J2L 

Toutes les relations que nous avons trouvées sont valables uniquement pour 

le cas où F. . < o (compression), 
jx 

Dans le cas où F. , > o (tension), il suffit de remplacer sin a L par 

sh a L et cos a L par ch a L dans les relations précédentes. 


