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S. TADJBAKHSH : 

"Etude par la méthode des éléments finis du comportement élastoplastique 
de sols dilatants. Application aux pieux sous charge axiale" 

RÉSUME DE LA THÈSE 

Des modèles élastoplastiques écrouissables incorporant des lois de dilatance 
réalistes ont récemment été mis au point pour décrire le comportement des sables. 

La capacité portante en frottement des fondations sous charge axiale dépend 
largement de la valeur des contraintes normales au fût après mise en place et 
chargement ; ces contraintes peuvent, a priori, varier fortement avec la dila
tance. 

Les études théoriques dans ce domaine se sont limitées jusqu'à présent aux cas 
de milieux élastiques et de milieux dilatants modélisés d'une manière relati
vement simple : milieu linéaire dilatant ou milieu élastique-parfaitement plas
tique. 

Ces comportements ne correspondent qu'imparfaitement au comportement réel des 
sols dilatants. Dans le travail présenté ici, on a étudié'les modèles élasto
plastiques écrouissables de Nova et al. à une seule surface de charge et de 
Vermeer à deux surfaces de charge. Ces modèles sont capables de représenter les 
principales caractéristiques des matériaux granulaires dilatants, au moins quand 
ils sont soumis aux trajets de chargement monotones des essais classiques de 
laboratoire. 

Ces deux modèles ont été programmés dans le code d'éléments finis ROSALIE et 
leurs réponses dans le cas d'un essai triaxial de compression ont été examinées. 
Ils ont ensuite été appliqués aux problèmes des pieux sous charge axiale. 

Les résultats des calculs effectués ont mis en évidence l'importance de la prise 
en compte du glissement avec frottement à l'interface sol-pieu pour tous les 
modèles de sols utilisés. Le comportement du sol, qui est identique pour les 
modèles élastique et élastique-parfaitement plastique, est différent pour les 
modèles élastoplastiques écrouissables, les déplacements axiaux étant plus 
élevés dans ces derniers cas. Une certaine augmentation de volume élastique 
a, par ailleurs, été relevée au voisinage du pieu pour tous les calculs. 

La dilatance plastique existe dans tous les calculs élastoplastiques mais elle 
se manifeste généralement assez tard, a peu près en même temps que le glisse
ment relatif sol-pieu. L'effet conjugué de la dilatance plastique et des 
augmentations de volumes élastiques induit en moyenne une certaine diminution 
de la contrainte radiale a sur le fût par rapport au calcul élastique. 

Au vu de ces résultats, et pour les modèles utilisés, il semble donc que la 
dilatance des sols granulaires n'accroisse pas la capacité portante en frotte
ment, tout du moins par augmentation de la contrainte radiale. 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

Pour suivre le comportement du sol tout 

le long de sa déformation, on dispose de mo

dèles de plus en plus complexes gui simulent 

son comportement réel mieux que les modèles 

élastiques ou plastiques classiquement utili

sés en mécanique des sols. 

Ces modèles se développent grâce aux 

possibilités offertes par les méthodes numé

riques, telle que la méthode des éléments fi

nis, ainsi qu'au développement des ordina

teurs de grande capacité. 

En ce qui concerne les fondations, sous 

charge axiale, leur capacité portante en 

frottement dépend largement de la valeur des 

contraintes normales au fût après mise en 

place et chargement. En milieu dilatant (sa

bles principalement), ces contraintes peuvent, 

a priori, fortement varier par rapport à l'é

tat initial, sous l'effet des variations de 

volume apportées par le chargement. 

Les études théoriques entreprises dans 

ce domaine se sont limitées,jusgu'à présent, 

aux cas de milieux élastiques et de milieux 

dilatants modëlisés d'une manière relative

ment simpliste. 

Des modèles élastoplastiques, incorpo

rant des lois de dilatance plus réalistes, 

ont récemment été mis au point. 

Les buts essentiels de cette étude sont, 

d'une part,d'étudier ces modèles, d'autre 

part, de mettre au point un algorithme de ré

solution par la méthode numérique des élé

ments finis, et d'étudier l'influence de la 

dilatance sur le comportement des fondations 

profondes sous charge axiale. 

Après un court rappel de la théorie de 

1'élastoplasticité (Chap. I), on étudie briè

vement le comportement des sables et des mo

dèles élastoplastiques en général (Chap. II). 

Ensuite, les deux modèles élastoplastiques 

avec ëcrouissage sont étudiés en détail : 

modèle de Nova et al.(Chap. Ill) et modèle 

de Vermeer (Chap. IV). 

En ce qui concerne la méthode des élé

ments finis (brièvement décrite au chapitre 

V), on étudie différents algorithmes de ré

solution des lois de comportement non linéai

res (modèles élastoplastiques avec ëcrouissa

ge) (Chap. VI). 

La programmation, dans le code d'élé

ments finis ROSALIE, des modèles de Nova et 

al. et de Vermeer, ainsi que les tests de pro

grammation sont présentés au chapitre VII. 

Dans ce chapitre, on décrit également les 

éléments spéciaux de contact de ROSALIE per

mettant de simuler le glissement avec frotte

ment ainsi que le décollement pour les pro

blèmes d'interaction sol-structure. 



Enfin, les deux modèles retenus sont 

appliqués à l'étude du comportement d'un pieu 

sous charge axiale avec prise en compte du 

glissement avec frottement à l'interface sol-

pieu (Chap. VIII). On compare les résultats 

obtenus aux résultats en milieu élastique et 

en milieu élastique parfaitement plastique. 
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Chapitre I 

É LASTOPLASTICl TÉ 

I.i Généralité 

Pour pouvoir étudier les modèles ëlas-

toplastiques et les programmier par la méthode 

des éléments finis, nous présenterons briève

ment dans les paragraphes suivants des géné

ralités sur I'élastoplastici-é. 

la somme des déformations élastique ee et plas

tique E P (E = ce + c p). 

Le point A (le point au-delà duquel on 

a des déformations plastiques )est appelé le 

seuil de plasticité initial. Le point B est 

appelé le seuxl de plasticité actuel. 

Seuls sont soulignés les éléments qui 

nous serviront dans les chapitres suivants. 

Des études plus rigoureuses et plus dé

taillées sont présentées dans .Mandel (1966), 

Salençon et Halphen (1980), Salençon (1974), 

et Katchanov (1975), par exemple. 

1.2 - Déformations réversibles et 

irréversibles 

Considérons une sollicitation uniaxiale 

sur un corps ayant un comportement élastoplas-

tique écrouissable (Fig. 1.1 )'. L'effet du 

temps est supposé négligeable. 

Le comportement du matériau jusqu'au 

point A est élastique linéaire. En déchar

geant, on revient au point de départ 0; toutes 

les déformations sont réversibles. En conti

nuant le chargement jusqu'au point B et en 

déchargeant des déformations irréversibles 

(dites déformations plastiques ep) apparais

sent. Dans ce cas la déformation totale est 

Fig. 1.1 - Deformar ions réversible et 

i rréversi ble. 

1.3 - Surface de charge 

Dans le cas de la sollicitation multia

xiale, le seuil de plasticité est remplacé 

par une fonction scalaire F. D'une façon gé

nérale on peut l'écrire sous la forme : 



F(c, R) = O (1.1) 1.4 - Cas de charge ou de décharge 

£ : tenseur des contraintes, 

R : l'ensemble des paramètres "cachés" 

ou "d'écrouissage". 

Les paramètres d'écrouissage sont fonc

tion des déformations plastiques. 

Pour un état de contrainte £ tel que 

F(£, R) = 0 on peut avoir deux cas possibles. 

1er cas : 

F(£, R) = 0 

et 

3F(o, R) 
o < 0 

(1.2.a) 

(I.2.b) 

F(G,R) = 0 

Fio. i.2 - Surface de charge. 

La fonction F = 0 est représentée, 

dans l'espace des contraintes, par une surfa

ce dite surface de charge. F est appelée fonc

tion de charge ou encore fonction d'écoule

ment. 

Pour F < 0 on est dans le domaine d'é

lasticité et les déformations sont uniquement 

élastiques. 

Pour F = 0, les déformations élastiques 

peuvent être éventuellement accompagnées de 

déformations plastiques. 

F > 0 est un état de contraintes physi

quement impossible. 

Ceci est le cas de la décharge , c'est-

à-dire que £ est dirigé vers l'intérieur du 

domaine d'élasticité actuel (Fig. 1.3). Alors 

Quand 1'expression de la surface de 

charge ne contient pas de paramètres d'ê-

crouissage, la plasticité est dite parfaite. 

Fig. 1.3 - a) cas de charge, 

b) cas de décharge 



2ème cas |£ définit les directions de déformations 

F(c 0 

F(£, R) = 0 : condition de 

^consistance ou équation de 

comptabilité 

^FR 
3F • 

— s. 
0 

(1.3.a) 

(I.3.b) 

(I.3.C) 

Dans ce cas l'incrément de contrainte 

£ est dirigé vers l'extérieur du domaine d'é

lasticité actuel, et il y a apparition de dé

formations plastiques. Pour un modèle écrou-

issable le domaine d'élasticité se déplace. 

La vitesse des déformations est due 

d'une part à la vitesse des déformations 

élastiques et d'autre part à la vitesse des 

déformations plastiques. 

On remarque que le signe de F_ détermine 

le cas de charge ou de décharge et par consé

quent l'existence de déformation plastique. 

3F • 
Quand -r— o - 0, o se trouve dans le 

de — — 
plan tangent à la surface de charge. 

1.5 - Potentiel plastique, règle d'écoulement 

Soit £ r la vitesse de déformation plas

tique correspondant à un état de contrainte 

£ ; de façon générale, l'équation d'écoule

ment plastique ou "règle d'écoulement" peut 

être écrite sous la forme : 

P = X 
3G(o, R) 

3o 
(1.5) 

ou 
G e s t l e p o t e n t i e l p l a s t i q u e , 

X s 0 e s t l e m u l t i p l i c a t e u r de p l a s t i c i t é 
qui e s t un c e r t a i n f ac teu r s c a l a i r e . 

p l a s t i q u e s , c e l l e s - c i é t a n t normales à la 
surface G(a, R) = c t e . La f igure (1.4) mon
t r e un exemple de l a c o n s t r u c t i o n de la 
surface G à p a r t i r des d i r e c t i o n s des défor
mations p l a s t i q u e s (Palmer, 1966). 

ncrément a? déformai i on 

piasTique 

surface de charge 

F i g . 1.4 - ConsTruction de la surface G 

(Palmer, 1966)-

Le p o t e n t i e l p l a s t i g u e e s t d i t a s soc ié 
quand l a sur face de charge e t l e p o t e n t i e l 
p l a s t i q u e sont d é f i n i s par la même équat ion 

(F = G). On d i t a l o r s que l e matér iau s a t i s 
f a i t l a cond i t i on de no rma l i t é . Pour un maté
r i au qu i o b é i t au p r i n c i p e du t r a v a i l maximal 
(Hi l l , 1950), la su r f ace de charge e s t conve
xe, e t l e s déformat ions p l a s t i q u e s son t d i r i 
gées s u i v a n t l a normale e x t é r i e u r e à la su r 
face de charge : 

»f 
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Pour les matériaux non standards, 1'ê-

guation du potentiel plastique est différente 

de celle de la surface de charge et le poten

tiel plastique est dit non associé. 

XK — - T^ R _3F _3R /jSK 
SR dK ( ,,pi -

•p (i.ii; 

et en tenant compte de 1'équation 

(1.5) 

1.6 - Multiplicateur de plasticité 

Module d'écrouissage H 

3F 8R / 3K \ T 3G 

SR SK V S E 
(1.12) 

L ' équa t ion de c o m p a t i b i l i t é ( I . 3 . b ) 
peu t ê t r e d é t a i l l é e de l a manière su ivan te 

Dans le cas de la plasticité parfaite , 
SF 

F est seulement fonction de £; -rr¡r = H = 0 . 

ilV; + il R - o 
So ) £ + SR R - ° 

d'où : 

(1-6) En tenant compte de l'équation (1.12) 

et de la définition du tenseur d'élasticité 

D : 

ÓC I — 

en posant 

& R 
SR R (1.7) 

o = DE (1.13) 

on peut obtenir une autre équation pour 

Á car l'équation (1.4) s'écrit : 

•^ R = - ÀH (£, R) 

on obtient 

(1.8) 
DE - DE' (1.14) 

ou encore, en tenant compte de l'é

quation (1.7) : 

¿ifo 
So ) - (1.9) 

H est appelé le module d'écrouissage. 

À s 0 est le multiplicateur de plasticité. 

A = 0 si £ est contenu dans le plan tangent 

à la surface de charge (chargements neutres). 

Cette condition est nécessaire pour assurer 

le passage continu des déformations plastiques 

aux déformations élastiques. 

En utilisant les équations (1.5) et 

(1.8), l'écoulement est défini de la manière 

suivante : 

;P - I 1§ ÍM. 
H So \ S o ) -

(1.10) 

Prenons R = R(K) a v e c K = K ( £ P ) ; l ' é 

q u a t i o n (1 .8) s ' é c r i t : 

3ÏÏ U -

& R 
3R R 

3 F \Tr, DE17 = 

(1.15) 

En combinant les équations (1.15), 

(1.8), (1.5) on obtient : 

A = 

•F- De 
ÓSL/ -

(JOMë 
(1.16) 

H + 

1.6.1 L^s_cas_earti£uliers_de_>, 

A) En utilisant les paramètres p contrainte 

moyenne, q contrainte déviatorique, e défor

mation volumique, e. déformation déviatori

que ( voir annexe ), À (Eq. 1.9) s'écrit : 

6 



3F • 3F • 
~— P + "— Q 

avec le module d'écrouissage : 

(1.17) 

avec : 

F = F(p, g, R) . 

Le module d'écrouissage (Eq. 1.12) s'é

crit alors : 

3F /¿R_ 3_G + _3R_ _3G 
3 R ' SE? ? p 3e P 3(3 

(1.18) 

Le taux des déformations plastiques 

s'écrit : 

"v 

Ed 

_3G 
3p 

3G 
3q 

(1.19) 

B) Pour écrire H sous une forme qui ne dé-
3 G 

pend pas de j ^ , on définit (Vermeer, 1980) : 

H = 
3F _3R 
3R 3K 

(1.23) 

1.6.2 Point_d¿intersection_de_£lusieurs 

Quand il y a plusieurs surfaces de 

charge, l'écriture des relations en vitesse 

devient plus compliquée. 

Dans le cas de deux surfaces de char

ge F](£,Rj) « 0 et F 2(£, R;) = 0 , on admet 

que l'écoulement au point A (Fig. 1.5), quand 

les deux surfaces sont actives, est une com

binaison linéaire des écoulements S gauche et 

â droite du sommet : 

Xi 
3Gj 3G; 

(1.24) 

Gj = cte et G 2 = cte étant les équations des 

potentiels plastiques de part et d'autre du 

sommet. 

Kl/-' (1.20) Xj ï 0 et X2 5 0 sont des scalaires 

non négatifs déterminés de manière identique 

à celle qui a été exposée précédemment. 

ij' fonction dépendant de l'état 

de contraintes 

K = K(E P) paramètre d'écrouissage tel 

que : 

K = er = scalaire S 0. 
3 E P -

La vitesse de déformation totale s'é

crit 

•e + -Pi + -p» 

avec 

(1.25) 

Avec cette définition l'équation (1.8) 

s'écrit : 

3R HK (1.21) 

En procédant comme précédemment, on 

trouve : 

T 

• M L 
K - - 1 ' HT 

( 1 . 2 2 ) 

•e - i • 
E = D C 

• P I 
SGj 

i p ï - x — 



1.7 

" ¡g. 1.5 - Ecoulement au point d ' i n t e r s e c t i o n 

de deux surfaces de charae. 

Ecroulssage 

Soit £ situé sur la surface de charge, 

F (.a, R) = 0 (point A, Fig. 1.6). L'accroisse

ment infiniment petit des contraintes tel gne 

3F 

gues. 

0 provogue des déformations plasti-

C'A 

ii tcrouissage posi~ i7, z. écrouissage né

g a t i f , c) Matériau parfa i tement p las t ique . 

\~ , surface de charge 
^ actuelle 

r(g,R) = o 
surface de charge initiale 

Lorsgue 1'écrouissage est positif, la 

courbe des contraintes-déformations ne pré

sente pas do pic (Fig. I.7.a) (H > 0). 

L'écrouissage est dit négatif guand, 

sous un certain chemin de sollicitation, le 

matériau présente un ramollissement au delà 

d'un certain pic (Fig. I.7.b) (H < 0). Alors 
3F • 
y-• £ < 0 en charge comme en décharge, et dans 

ce cas le signe de — o ne suffit plus pour 

déterminer si l'on est en charge ou en dé

charge. 

Quand H = 0 le matériau est parfaite

ment plastigue (Fig. I.7.c). 

Fig. 1.6 - Ecrouissage. 

L'évolution des déformations plastigues dans 

le cas des matériaux écrouissables conduit S 

un changement de limite élastigue (dit écrou

issage) . La surface de charge se dilate et 

se déplace au fur et à mesure gue se dévelop

pe 1'écrouissage. 

1.7.1 - Ecrouissaoe_isotrope 

Si la surface de charge pendant 1'écrou

issage se dilate d'une manière identigue dans 

toutes les directions en restant homothétigue 

â elle-même, on dit gue 1'écrouissage est iso

trope (Fig. 1.8). Dans ce cas, l'effet de 

Bauschinger est négligé. 



Chemin de contraintes 
à l'essai h-iaxia 

n=M/2 

Fio. 1.6 - Ecrouissage isotrope (modèle oe Nova et al.,voir plus loi 

1.7.2 - Ecrouissage cinématique 

Si le surface âe charge lors de la dé

formation plastique se translate dans l'espa

ce des contraintes, 1'ecrouissage est dit ci

nématique (ou ecrouissage de translation). 

Dans ce cas,la limite élastique augmente dans 

le sens du chemin de contrainte (OM), mais 

elle diminue dans le sens inverse (OM') ; 

(voir Fig. 1.9). 

1.7.3 - Eçrouissaae_de_translatign_et 

dilatation 

La combinaison de ces deux cas précé

dents conduit à un schéma plus complet. La 

surface de charge se translate et se dilate 

uniformément dans toutes les directions. 

1.8 - Déformations totales ; 

Matrice de rigidité élastoplastique 

L'équation d'écoulement peut être écri

te sous la forme : 

a = 1 pour / F = 0 

F = 0 

3a — 

(1 .26) 

( 1 . 2 6 . a ) 

1.9 :crouissage cinemarique. 
s i n o n 



L'équation (1.14), en tenant compte des £ = Dep_É , (1.29) 

équations (1.16) et (1.26), s'écrit alors : 

D lïï I l £ ) D toplastigue 

D p étant la matrice âe rigidité Elas

te l 3£ 
c = D£ - Q ^ ^ £ • (1.2 7 

H + f f V D If D6P = D - *DP (1.30) 

En posant : 
L'équation (1.2 9) est équivalente à 

d£ l d£ I 
DP = ^ ^ (1.28) 

--_\T ~_ avec : 
H + ,|£.\ D l£ 

OC dC 

,P: . in IS 
< D e P ) ' 1 = D ' I + f f f f ^ - K-32) 

où : DF£ = XD •£= |, (1.28.a) 
— ó C 

on trouve 
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Chapitre II 

APERÇU SUR LE COMPORTEMENT DES SABLES 

II.1 - Concepts de base 

Des courbes contrainte-déformation ty

piques pour un essai triaxial de compression 

(-o, 5 -c, = -o,) sont présentées sur la figu

re (II. 1) . Lorsque G = jc.-c. | augmente,la vi

tesse de déformation volumique E r pour les 

sables lâches tend à s'annuler (le matériau 

est toujours contractant). Pour les sables 

denses, é change de signe et le matériau 

devient dilatant (Bishop et Henkel , 1957 ; 

Luong, 1982). L'écrouissage des sables den

ses, positif au début, devient ensuite néga

tif. 

Or. peut citer trois approches pour 

décrire le comportement du sable : 

1 - l e concept d 'é ta t c r i t i q u e , 

2 - l e concept d 'é ta t carac tér i s t ique , 

°3 
/ >» Dense 

/ ^- Med i um 

/ / . - . , Loose 

I ¿ 
y 

ev 

/ 

/ 

Dense 
/ 

In 1 
s Med i um 

le.l 
. Loose ' 

Fig. 11.1 - Essais Triaxiaux sur les matériaux pulvé

rulents (Kirkpatrick, 1961). 

3- la l o i de contra inte -d i la tance de Rowe. 

II. 1. l - £2D£ËE£_êll£Sl_£Ei£i21iË -

J§£ho£ie2d_etJi£OthL_19_6_8) 

Ce concept repose sur la définition 

d'un état idéal asymptotique ("état criti

que") que le matériau doit atteindre sous .ci

saillement monotone. 

A l'état critique : 

la vitesse de déformation volumique plasti-
•P que est nulle, e = 0 , 
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1'indice des vides du matériau dépend uni

quement de la contrainte moyenne (indépen

dant des autres facteurs), 

le paramètre M = £ d'obliquité des contrain

tes appliquées est un paramètre intrinsè

que. 

II.1.2 - Concept d'état caractéristique 

Dans cet état, défini par Kirkpatrick 

(1961) et repris par Luong (par exemple 1982) 

- le matériau, initialement contractant, 

devient dilatant ; 

- la vitesse de déformation volumique totale 
est nulle (è = 0) ; 

«1 = Domaine curcaraetérittique 
¿ i l i u m 

M = Arc sin (—i£-) 

: (C, t203) 

Domaine subceraetérittiqu« 
contractant 

LC 

F i g . ! I.2 - C r i t è r e ca rac té r i s t i que dé l im i t an t le do

maine conTractant d 'un matériau g r a n u l a i 

re (Luong, 1982). 

- l e niveau de c o n t r a i n t e a t t e i n t par l e ma-

de f ro t t ement c a r a c t é r i s t i q u e (Fig. I I . 2 ) 

3 l„ 

t é r i a u n = (S) e s t d é f i n i par un ang le 
C" 

Sidaner (1981) définit l'état caracté

ristique des matériaux pulvérulents par le 

niveau de contraintes correspondant à une vi

tesse de déformation volumique plastique nul-
•P le, soit : z = 0 à n. = T, (voir aussi 

V C 

paragraphe V I I . 8 ) . 

I l faut no te r que le comportement d i 
l a t a n t du sable d i s p a r a î t à p a r t i r d'une 
p r e s s i o n moyenne supé r i eu re à P_ (Fig. I I . 3 ) 
(comportement i d e n t i q u e aux s a b l e s l â c h e s ) . 

F i g . I I . 3 - A l l u re du domaine des cont ra in tes 

admissibles (Touat i , 1982). 

I I . 1 . 3 - Théor i e_de_çon t r a in t e^d i l a t ançe_de 

Rowe.J1962¿_l97l)_ 

çc = Arc sin ^ 

Posons T = — . L'équation de contrain-

te-dilatance s'exprime de la manière suivan

te : 

qui caractérise la capacité d'enchevêtre
ment du matériau. KD 

12 



oüD, le facteur de dilatance s'écrit Dans un essai de déformation plane 

D = - c 
• f c v 

La figure (II .à) montre la localisation 

de ces angles sur la courbe contrainte-défor

mation. 

c = 2 pour un essai triaxial de com

pression, 

c = — pour un essai triaxial d'exten

sion (|o ¡ = ¡o.| > |c.| et E = ef), 

c = 1 pour un essai de déformation 

plane. 

K est un rapport d'énergie : 

tg2 (| 4 ̂ ¿) < K = tg2 (J + -f) < tg2 fjj- + _|X, 

$ est l'angle de frottement à volume 

constant (à l'indice des vides critique), 

$ est l'angle de frottement interara-
u 

nulaire, 

Í- est un angle de frottement intermé

diaire (correspondant uniquement à.l'énergie 

de frottement grain à grain et à l'énergie de 

réarrangement). 

Les cas limites sont les suivants 

(Rowe, 1971) : 

Dans un essai triaxial de compression ou ex

tension : 

- pour les sables denses avant le pic, 

Tf Yu 

- pour l e s s a b l e s denses en grandes déforma

t i o n s , <t>f = i>cv ; 

- pour l e s s a b l e s lâches à t o u t e s déforma
t i o n s , * f = <t>cv . 

F ig . t I.£ - Loca l isa t ions des angles de frottemenT 

sur une courbe e f fo r t -dé fo rmat ion Typique 

(Rowe, 1971). 

Rowe (1971) propose une r e l a t i o n s imple 
•t $ ; 

de a u a r t z 
r e l i a n t $ e t a> pour l e s p a r t i c u l e s rondes 

ex 
+ 7 

Beaucoup de chercheurs ont cherché à 

vérifier la loi de contrainte-dilatance de 

Rowe. Stroud (1971) , par exemple, compare 

plusieurs formulations avec des résultats 

réels et il en conclut que la loi de con

trainte-dilatance de Rowe est une bonne ap

proximation de la loi d'écoulement. Cepen

dant, il propose une relation un peu diffé

rente qui est utilisée par Nova et al. (voir 

Chap. Ill). 

II.1.4 - Notion_de_surface_de_çhar2e 

L'existence de déformations irréversi

bles associées à des surfaces de charge 
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écrouissables est un phénomène connu pour les 

sables. Ainsi, la figure (II.5) présente dans 

le plan (P, q) des surfaces de charge typi

ques pour des sables lâches, d'après Tatsuoka 

et Ishihara (1974-1975). 

e G",« cons ton t 
• p «constant 
i G;, constant 
• undrained 

de pas pour les autres chemins de contraintes 

principales. 

kPa p. kPa 

r i ç . ! i . 5 - Données pour les sables lâches,d'après 

TatsuoKc e~ Isninars ívermeer, i960 ; . 

a) Surfaces tie cnarge. 

D) Couroes d ' i sova ieurs de déformations. 

La dé te rmina t ion des su r faces de char
ge n ' e s t pas une chose a i s é e . Poorooshasb e t 
a l . (1982) proposent une méthode pour cons
t r u i r e l a sur face de charge dans l e p lan dé-
v i a t o r i q u e assoc ié à un niveau de c o n t r a i n 
t e s p réa lab lement a t t e i n t ( f i« , n - 6 ) . 

Une au t r e méthode c o n s i s t e à d é f i n i r 
la su r f ace de charge à p a r t i r de l a surface 
de r u p t u r e (par exemple Lade e t Duncan, 1975; 
Vermeer, 1980), c e l l e - c i é t a n t mieux connue. 
Matsuoka e t Nakai (1982) comparent quelques 
su r f ace s de rup tu re proposées pour l e s sa
b l e s e t d é f i n i s s e n t une nouvel le surface 
de r u p t u r e (SMP) (Fig. I I . 7 ) . 

La f i gu re ( I I . 8 ) montre la concordance 
de r é s u l t a t s expérimentaux avec l e c r i t è r e 
proposé (SMP)(ce c r i t è r e e s t c e l u i u t i l i s é 
par Vermeer, 1980). On cons t a t e que l e c r i 
t è r e de Coulomb co ïnc ide avec l e s r é s u l t a t s 
des e s s a i s t r i a x i a u x de compression ( 6 = 0 ) 
e t d ' e x t e n s i o n (6 = 60e ) , mais cru'il ne c o î n c i -

¡o. M.6 - Surface de charge dans le plan dév i a to r i -

que pour ur essai T r i a x i s : de coTOressic-

(chargement préalable jusqu'au po in t A). 

F ig . 

e=«f 

-SMP 
- Lade • Duncan 

-Mohr-Coulomb 
- Von Mise* 

- ^ 

.7 - Quatre c r i t è r e s de rupture dans le plan 

dév ia tor ique (Matsuoka et Nakai, 1982). 

Quand l a sur face de charge e s t d é f i n i e 
à p a r t i r d ' une sur face de rupture , e l l e a la 
même forme que c e l l e - c i . Ce t te sur face de 
charge s ' é c r o u i t i so t ropiquement au cours du 
chargement pour a r r i v e r à la surface de rup 
t u r e (Fig. I I . 9 ) . 
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e=tV 

0=41° 

a Rectangular 
Specimen 

Cylindrical o c 
specimen 

SMP 
— Morv-Coulomb 

Fig. 11.8 - Comparaison du critère de rupture (SMP) et 

du criTère de Coulomb avec les résultats 

des essais (Matsuoka et Nakai, 1962). 

silure 
surtace 

Fig. 11.1C - Surface de charge de cisaillement au 

modèle ae Lade et Duncan (1575). 

1 « 
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-

1 

VOLUMETRIC STRAIN, ey IX! 

Fig . I 1.9 - Surface de charge et c r i t è r e de rupture 

dans le plan dév ia tor ique (Vermeer, 1982). 

Les su r f ace s de charge qui sont d é f i n i e s 
à p a r t i r des su r f aces de rup tu re ont souvent 
une forme conique ouver t e dans l ' e s p a c e a , 
o2 , c (Fig. I I . 1 0 ) . E l l e s ne p r é d i s e n t pas 
de déformations volumiques p l a s t i q u e s pour 
des p r e s s i o n s i s o t r o p e s (ou même pour l e s 
f a i b l e s r a p p o r t s de c o n t r a i n t e n = S ) • Les 
e s s a i s par con t r e montrent l ' e x i s t e n c e de 
t e l l e s déformations volumiques i r r é v e r s i b l e s 
(Fig. I I . 1 1 ) . 

F ig . 11.11 - Déformerions volumiques i r r é v e r s i b l e s 

dans l 'essai de compression iso t rope 

sur le sable lâche de Sacramento (Lade, 

1977). 

Les modèles sont a l o r s souvent complétés 
par une sur face de charge ("cap") pour l a com
p r e s s i o n i s o t r o p e (ou c o n s o l i d a t i o n ) , qu i f e r 
me l e domaine é l a s t i q u e (voi r I I . 2 ) . 

Desai e t a l . (1981) é t u d i e n t le cas d 'une 
semel le , avec quelques modèles ê l a s t o p l a s t i -
ques . Les r é s u l t a t s r é e l s son t mieux s imulés 
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par les modèles à surface de charge fermée 

que par les modèles à surface de charge ou

verte. 

II.1.5 - Instabilité du matériau 

Loret, 1981), on trouve 

2 H > 
J / | G \ T 3G , / | F \ T |F 
Y\d£/ fl£ Y\d£/ d£ 

( i l . 6 ) 

D ^ 

D ' a p r è s Mandel ( 1 9 6 4 ) , pour u n e l o i 

non a s s o c i é e , l e m a t é r i a u e s t s t a b l e quand 

S. £ > 0 , ( I I . 1 ) 

ce qui s'écrit, compte tenu de 1'équa
tion (I.-31) : 

c E = o(D-aD ) o > 0 (II.2) 

Cette équation montre la limite du mo

dule d'écrouissage avant laquelle la stabili

té du matériau est assurée(pour un potentiel 

associé, l'équation (II.6) se réduit à H>0). 

Cette inégalité peut être transformée pour 

les modèles élastoplastiques sous la forme 

ri < ri . . . .Au delà r, > n . . . la critique critique 
stabilité du matériau n'est plus assurée 

(Fig. 11.12). Quand n < n c r i t i , la solu
tion du problème est unique (Vermeer, 1980). 

avec 

D défini en (1.28) 

Mandel précise que le matériau n'est 

pas nécessairement instable quand il existe 

des zones ou 

• T-
a E < o 

(II.3) 

c a r l a s t a b i l i t é du m a t é r i a u p e u t ê t r e 

a s s u r é e p a r l e s a u t r e s z o n e s qu i s o n t s t a b l e s , 

e t p a r l e s c o n d i t i o n s aux l i m i t e s . 

Surface de rupture 

c r i ¡ l o u e 

F ig . I I .12 

E c r i v o n s l ' é q u a t i o n ( I I . 1) sous l a f o r 

me s u i v a n t e : 

U t i l i s a n t l ' é q u a t i o n ( 1 . 3 2 ) , l ' é q u a 

t i o n ( I I . 2 ) s ' é c r i t : 

•Tac hr\ • 
- ~1 \Ji) ~ £D ç + | o r r I T T I o > ( I I . 4 ) 

.T . J . e «T • p 
0 E = O E + O E . 

Comme 

( I I . 7 ) 

0 E > 0 , 
e 

d ' o ù 

H > 

• 3G try • 
2 TR \7s. I -

STD_1¿ 

o E < 0 s i e t s e u l e m e n t s i 

t 1 1 - 5 ' . T . p , . T . p . . T . e , 
£ £ < 0 e t |o £ | > | £ £ | . 

H étant le module d'écrouissage. 

En cherchant le maximum du second mem

bre de cette inégalité (Vermeer, 1980 ; 

•T .p 
£ £ ne peut être négatif que pour les 

matériaux à potentiel non associé. 
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Pour ces matériaux, et pour certains 

chemins de chargement, nous pouvons donc at

teindre la rupture par instabilité, avant 

d'arriver sur la surface de rupture (cela est 

constaté par exemple par Vardoulakis, 1977). 

Mullenger et Davis (19 81) regroupent 

les modèles élasto-plastiques en fonction de 

la projection de la surface de charge dans le 

plan déviatorigue (surface de charge avec ou 

sans points singuliers). 

II.2 - Quelques caractéristiques des modèles 

élastoplastioues pour les sables 

Plusieurs auteurs ont proposé différen

tes classifications des modèles : 

Gudehus (1979) , Robinet (1980) et Di 

Benedetto (1981) ont choisi le "nombre de do

maines d'expression" pour distinguer les 

groupes de modèles. 

Monnet (1983) classe les modèles élas-

toplastigues suivant que le domaine d'élasti

cité est fermé ou ouvert. 

Drücker, Gibson et Henkel (1957) sont 

les premiers auteurs à avoir proposé pour les 

sols un modèle élastoplastigue avec un domai

ne d'élasticité fermé. Dans leur modèle, la 

déformation volumigue plastique en cisaille

ment est toujours négative (dilatance) (par 

exemple au point A, Fig. II.13.a) . 

De nombreux autres modèles pour décrire 

le comportement des sables ont suivi. La plu

part de ces modèles sont des modèles avec 

écrouissage isotrope, suivant en cela les mo

dèles Cam-Clay développés pour les argiles 

(Cam-Clay original, Schofield et Wroth,1968 ; 

Cam-Clay modifié par Roscoe et Burland, 196B) 

RS-PIOF» Plan dévi Btori quej 

Hg. 11.13 - Surfaces du potentiel plastique(Hardin, 1978) 

a) Drücker et a I (1957), 

b) Cam-Clay original, 

c) Cam-Clav modi f i é, 

d) Di Maggio et Sandler, 

e) Lade et Duncan. 

17 



(vcir respectivement les figures II.13.b et 

II.13.C). Citons le modèle Granta Gravel 

(Schofield et Wroth, 1968), les modèles de 

Di Maggio et Sandler (1971), (Fig. II.13.fi); 

Lade et Duncan (1975), (Fig. II.13.e) ; Wilde 

(1977), Lade (1977), Nova et al. (1977-1982), 

Vermeer (1976-1982), Loret (1381),„Mannet (1983). 

On trouvera des synthèses bibliographi

ques sur certains de ces modèles dans les 

travaux de Barbas et Frank (1982) et Monnet 

(1983). Nous nous contentons de rappeler ici 

quelques points importants de ces modèles. 

En ce gui concerne les modèles à poten

tiel plastique unique (une seule déformation 

plastique) ,1a plupart ( Di îlaggio et Sandler, 

Wilde, Nova et al.)utilisent un domaine élas

tique fermé tandis que d'autres (Lade et 

Duncan ; Monnet) considèrent une région élas

tique non fermée en compression isotrope. 

Pour prendre en compte l'histoire du 

matériau, élément nécessaire pour calculer 

1'écrouissage, la plupart des modèles utili

sent comme paramètre une fonction de la dé

formation plastique déjà provoquée par les 

chargements précédents. Ainsi/Wilde propose 

le premier invariant du tenseur des déforma

tions plastiques en le complétant, dans une 

version plus élaborée de son modèle, par la 

racine carré du deuxième invariant du tenseur 

déviatorique des déformations plastiques. 

Le paramètre d ' écrouissage dans le mo

dèle de Nova et al. est une fonction de la dé

formation volumique plastique et de la défor

mation de cisaillement plastique. Lade et 

Duncan utilisent, eux, une certaine fonction 

du travail plastique. 

tance excessive en cisaillement. 

Les modèles élastoplastiques avec deux 

potentiels plastiques de Lade (1977), de 

Vermeer (1978-1982) et de Loret (1981), qui 

ont un domaine élastique fermé, sont assez 

semblables. La déformation plastique totale 

dans ces modèles est la somme des déformations 

plastiques associées à la surface de charge 

de distorsion et à la surface de charge de 

consolidation ; le potentiel plastique de dis

torsion est non associé. 

Le modèle de Lade avec 14 paramètres a 

les caractéristiques suivants : 

- la surface de charge de distorsion est dé

finie à partir d'une surface de rupture ; 

- le potentiel plastique de distorsion abou

tit toujours à des déformations plastiques 

dilatantes •; 

- le travail plastique (ou le travail dissipé) 

est le paramètre d'écrouissage ; 

Le modèle de Loret avec 8 paramètres a 

les caractéristiques suivantes : 

- l'équation du potentiel plastique de distor

sion Gj est analogue à celle de Nova et al. 

(voir Chap. III)? elle dérive de l'équation 

suivante : 

d = - 2. = y (nc-n) 
P 

n étant la droite caractéristique qui cor

respond à la variation de volume nulle, 

y étant un réel positif (paramètre du modè

le) . 

- La surface de charge de distorsion a la 

forme suivante : 

Fj ( £ , Rj) = Ffl (o) - Rj 

Fd (a) = Oj (n)(f>2 (p) 

Le potentiel plastique est associé dans 

les modèles de Di Maggie et Sandler et de 

Wilde ; il est non associé dans les modèles 

de Lade et Duncan et de Monnet et, enfin il 

est associé pour la consolidation dans le mo

dèle de Nova et al. (ce modèle est présenté en 

détail au chapitre III). Il semble que la loi 

de normalité conduise en général è une dila-
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Rj , le paramètre d ' écrouissage est le tra

vail plastique normalisé. 

t>, (n) / 42 (P) sont des fonctions déterminées 

expérimentalement ; Loret (1981) propose 

les fonctions suivantes : 

ar,£ r,: 

ç>. (n) = 

P est la pression atmosphérigue, a 

a, n, , n, sont des paramètres du modèle. 

- Pour les déformations de consolidation, le 

potentiel plastique est associé. 

F2 = G2 = 0(P
l + rq2) - R2 

R2 , deuxième paramètre d'écrouissage, est 

le travail plastique de consolidation et ty 

est une fonction de (P2 + rq 2), r étant un 

autre paramètre du modèle. 

Le modèle de Vermeer est présenté au 

chapitre IV. Disons ici que les paramètres 

d'écrouissage ne dépendent que des déforma

tions plastiques. Parmi les modèles élasto-

plastiques cités, seul ce modèle incorpore 

directement l'équation de contrainte-dilatan-

ce de Rowe comme loi d'écoulement. 

Les modèles dont nous avons parlé sont 

fondés sur les concepts classiques de l'ëlas-

toplasticité et ils admettent tous un écrouis

sage isotrope. 

Parmi les modèles avec écrouissage ani

sotrope, on peut citer le modèle de Mroz et 

al. (1978, 1979) et le modèle de Prévost (1977-

1978) . Ces modèles cherchent à mieux appro

cher le comportement réel du sol en introdui

sant la notion d'écrouissage cinématique ; 

les auteurs cherchent notamment à répondre 

1 

dans ces modèles au problème des chargements 

cycliques. 

Les lois incrémentales de Darve (1974-

1978) et de Robinet (1980) sont des formula

tions qui simulent le comportement du sol 

sans utiliser la théorie de 1'élastoplastici-

té. 

II.3 - Choix du modèle (Barbas et Frank, 1982) 

Si la rigueur et la cohérence de la con

ception théorique d'un modèle sont des élé

ments très importants pour sa valorisation, 

le nombre des constantes du matériau qu'il né

cessite ainsi que leur méthode de détermina

tion sont aussi des facteurs très importants, 

étant donné les difficultés que pose ce 

problème pour un matériau comme le sol. Or, 

le fait de rechercher un modèle bien fondé 

théoriquement nécessite l'utilisation de plu

sieurs paramètres du sol qui sont parfois 

difficiles à déterminer. 

Une bonne concordance entre la simpli

cité et l'efficacité doit donc être le but 

de la modélisation. 

Du point de vue de l'utilisation prati

que de ces modèles et de leur application S des 

ouvrages réels grâce â un programme d'éléments 

finis, plusieurs problèmes se posent. En effet, 

soit le modèle a été mis au point S partir 

d'essais de laboratoire classiques en mécani

que des sols (essais triaxiaux, etc.) et il 

présente alors des difficultés de généralisa

tion aux problèmes tridimensionnels et même 

aux problèmes de déformation plane ou à symé

trie de révolution, soit le modèle est pré

senté en fonction d'invariants des tenseurs 

dans l'espace à trois dimensions, mais alors 

se pose le problème des paramètres de sol qui 

sont la plupart du temps déterminés dans des 

conditions moins générales. On notera d'autre 

part que les applications pratiques à des 

ouvrages réels, lorsqu'elles ont été possi-, 

bles, sont en général très peu nombreuses et 



en tout état de cause, ne permettent pas de 

se faire une idée précise, à l'heure actuelle, 

de la validité de ces modèles ou de leurs do

maines d'applications. Mentionnons enfin que, 

pour beaucoup de ces modèles, il est très dif

ficile, voire impossible, de dégager, unique

ment au vu de leurs formulations, le comporte

ment du sol soumis à une sollicitation clas

sique simple (essai de compression triaxiale, 

cisaillement direct, etc.). 

Les modèles de Vermeer et de Nova et al. 

nous ont paru cependant les plus intéressants 

du fait qu'ils recouvrent d'une manière rela

tivement simple à peu près tous les aspects 

du comportement des sols pulvérulents (domai

ne élastique fermé, prise en compte de lois 

explicites de dilatance, potentiel non asso

cié en cisaillement). 

Nous avons donc choisi ces deux modèles 

pour les implanter dans le programme ROSALIE, 

et les appliquer au problème des pieux sous 

charge axiale. 
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Chapitre III 

MODÈLE DE NOVA ET AL 

III.1 - Historique 

Le modèle de Nova et al. a été développé 

initialement à l'université de Cambridge 

(Nova, 1977 ; Nova et Wood, 1979) pour les 

sables S partir de résultats d'essais tria-

xiaux (Poorooshasb, 1971 ; Tatsuoka et 

Ishihara, 1974) puis pour les argiles (Nova, 

1979). Le comportement du sol est considéré 

comme ëlastoplastique avec écrouissage iso

trope. Le modèle est inspiré du modèle Cam-

Clay mais le potentiel plastique est supposé 

non associé à partir d'un certain niveau de 

cisaillement et aucune hypothèse n'est faite 

sur l'existence de l'état critique. 

Kueckel et Nova (1979) généralisent le 

modèle dans l'espace des contraintes princi-

pales(Oj, a2, o3)et proposent un modèle appli

cable au cas des chargements cycliques (prise 

en compte des effets d'hystérésis) avec dix 

paramètres géotechniques. Le phénomène de li

quéfaction (Nova et Hueckel, 1981), le nombre 

de cycles (Nova et Hueckel, 1980) ainsi que 

le comportement viscoplastique (Nova, 1982b) 

sont introduits dans le modèle. 

Aucun calcul par la méthode des élé

ments finis n'a été fait par Nova, mais le 

modèle a été testé sous différents chemins de 

sollicitations (Nova et Wood, 1979 ; Nova et 

Hueckel, 1982 ; Nova, 19 82a) avec une bonne 

concordance entre les résultats théoriques et 

les résultats des essais triaxiaux (drainés 

et non drainés). 

Dans la suite nous allons présenter 

brièvement le modèle généralisé (Nova et 

Hueckel, 1982) pour les sables soumis à un 

chargement monotone. 

III.2 - Hypothèses du modèle (Nova et 

Hueckel, 1982) 

Les hypothèses prises en compte par le 

modèle sont les suivantes : 

a) le sol est un matériau isotrope, 

b) les effets visqueux sont négligés, 

c) le principe de contrainte effective 

s'applique, 

d) le modèle est applicable .aux sables et ar

giles remaniées, 

le comportement du sol est considéré com

me ëlastoplastique (h = l + £ ) / 

f) 1'écrouissage est isotrope et il peut être 

négatif ou positif, 
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g) la coaxialité entre les contraintes et 

les vitesses de déformations plastiques 

est admise, 

h) le potentiel plastique est non associé et 

il n'y a pas de points d'arête. 

Dans ce qui va suivre, les notations ne 

sont pas exactement celles adoptées par les 

auteurs, afin d'utiliser une notation unique 

dans ce rapport pour tous les modèles consi

dérés (voir en annexe les notations utili

sées dans ce rapport). 

III.3 - Déformations élastiques 

Le comportement élastique dans le modè

le de Nova est non linéaire. 

La vitesse de déformation volumique 

élastique s'écrit : 

'tr 2 

Fig. Il 1.1 - Surface de charge représentée dans 

l'espace (q, p-), 

(Nova et Hueckel, 1980). 

*. -ffN* + ' p-) - 0 (III.3) 

V et M sont des paramètres du modèle. 

•e p (III.1! 

et la vitesse de déformation déviatori-

aue s'écrit : 

P est le paramètre d'êcrouissage. 

C ' est l'abscisse du point d'intersection de 

la droite n = 0 (Fig. III.1) et de la surface 

de charge (voir plus loin). 

cd = 3 Lcr, (III.2) 

(oü n = q/p) 

Bo et Le sont des paramètres gëotechni-

ques du modèle (voir plus loin). 

III.4 - Equations de la surface de charge 

pour n ë M/2 

F = n - M + m £n — = 0 
^u 

(III.4) 

avec P l'abscisse de l'intersection de u 
la droite n = M et de la surface de charge : 

Le modèle de Nova a une seule surface 

de charge qui est composée de deux parties, 

de part et d'autre de la droite : 

^tr = P ^ = ! ( F i5- I"-D-

M_ 
*2m 

O+y 

m est un autre paramètre- du modèle. 

Les équations de la surface de charge 

dans l'espace (p,q) s'écrivent 

. pour n < M/2 

III.5 - Potentiel plastique 

Le potentiel plastique est aussi compo

sé de deux parties : pour n £ M/2 il est as

socié et pour T\ > M/2 il est non associé. 

Ses équations s'écrivent : 
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pour n s M/2 

= lu n* + 
M' 

^ J = 0 (III.5) 

V 
(III.7} 

taux de déformation volumique plastique 
taux ae déformation déviatorique plastique 

. pour r\ 5 K/2 

G. = n -

avec 

l-v 
1 - y 

cg 

1--U-I 

'= 0 (III.6) 

cg 
/î+yVl+y 

ik 
(III.6.a) 

Le paramètre"d"à la rupture, est égal 

sensiblement au rapport de la vitesse de dé

formation volumique totale à la vitesse de 

déformation déviatorique totale. 

Sur la base des travaux de Stroud 

(1971) pour les sables, Nova suppose que la 

dilatance pour les valeurs de n > M/2 dépend 

uniquement de l'état de contrainte totale et 

non de la vitesse de contrainte : 

P étant l'abscisse du noint d'inter-
cç 

section de n = M avec G2 = 0 (Fig. III.2). On 

le calcule en fonction de P à partir des 
c 

deux équations (III.6) et (III.5). Les deux 

courbes G, = 0 et G. = 0 ont la même tangente 

au point p = p„.„ et c = qtr (n,. 
9> 

n = M - yd 

En utilisant 

(III.8; 

de 
dp 

"v 

¿P 
"d 

(in.9; 

, 

rç 

G > ^ 

s ^ ^ \ 

^ L^-— 

1 

1 > 

^ = M 

~^~ 'tr 2 

A \ p 
0 rcg 'tr 

(normalité de vecteur de la vitesse de défor

mation par rapport au potentiel plastique) 

d'où : 

dq c 
dp yp (III.10) 

on a b o u t i t à l ' e x p r e s s i o n du p o t e n t i e l 

p l a s t i q u e (Eq. I I I . 6 ) . 

Fig. I I I.2 - Potentiel plastique dans l'espace 

'p,q) , (Nova et Hueckel, I960). 

Pour l e s f a i b l e s v a l e u r s de n , l e s au

t e u r s u t i l i s e n t l ' é q u a t i o n de Namy (1970) 

pour l e s a r g i l e s l imoneuses : 

L ' équa t ion ( I I I . 6 ) dev ien t c e l l e du 

du modèle Cam-Clay quand y = 1. 

n . d 

avec ( I I I . 1 1 ) 

D i l a t ance 

La d i l a t a n c e e s t p r i s e en compte dans 

ce modèle par l e paramètre : 
23 
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Avec le même raisonnement, on trouve 

1'équation du potentiel plastique (Eq. III.5) 

pour n £ M/2. 

Les déformations plastiques sont défi

nies à partir des équations (1.5 ou 1.19). 

Pour un essai triaxial, les vitesses de 

déformations plastiques sont (Nova et Hueckel, 

1982) : 

. pour r, ¿ M/2 

.p - (n+d)f + n 
«• = (£-B ) 

"d K "' (n+d)(d+D) 

avec 

(III.12) 

èvn=0 - * F (III.15) 

Prenant en compte l'équation (III.1) on 

(i-B,) — (III.16) 
n=0 

Pour l'état de contrainte ri = M le taux 

de déformation volumique plastique est nul 

(Fig. III.2) et Nova (1982a par exemple) sup

pose que la vitesse de déformation déviatori-

que plastique s'écrit : 

•P 
£d 

p 
ft-B0 u 

n=M 
(III.17) 

4un 

A partir des équations (III.16) et 

(III.17),on trouve : 

£ et D étant d'autres paramètres du modèle 

pour n > M/2 

U - B J ==• 
nç + n 

c m(d+D) 

avec 

M-n 

dans les deux cas 

•P ,'P 
E = a.Z. 
v d 

(III.13) 

(III.14) 

E + D E . 
_ ^ , V Q 
P = P exp \ r ¿-c co r \ Í.-B 

(III.18) 

P étant le paramètre d'écrouissage, 

P une Dression isotrope de référence en 
co * c 

dessous de laquelle le sol est rigide (Nova 

et Hueckel, 1982). 

III.6 - Rupture 

Nova et Hueckel (1982) définissent la 

condition de rupture pour le module d'écrou

issage nul. Pour un essai triaxial, en tenant 

compte des équations (1.18, III.4, III.6),on 

trouve pour n > M/2 : 

On note que les auteurs utilisent l'é

quation du potentiel plastique (respectivement 

Gj = 0 et G2 = 0 ) pour le calcul du dénomina

teur des équations (III.12) et (III.13). 

Paramètre_d^éçrouissa2e 

H = 
U-BJP 

(d+D) , 

avec 

M-n 

La v i t e s s e de déformation volumique dans 
des e s s a i s de compression i s o t r o p e ( E , = 0) 
s ' é c r i t (par exemple Nova e t Wood, 1979) : 
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m (d+D) = 0 



ou encore 

- = r\f = Il + yD ( I I I . 1 9 ) 

Cet te ä r o i t e e s t l ' a sympto t e de la cour
be c o n t r a i n t e déformation (Fig. I I I . 3) ; l e 
comportement dev ien t a l o r s pa r f a i t emen t p l a s 
t i q u e . 

F ig . I ! I.3 - Courbe "e f f o r t - dé fo rma t i on " dans un 

essai t r i a x i a l s pression (P) cons- -

t an te (Nova et Hueckel, 1982). 

On montre gue pour 1 ' e s s a i t r i a x i a l de 

compression : 

n 
6sin<t>p 

f ~ 3-sin$T 
(III.20) 

avec <tp angle de frottement interne 

considérée par les auteurs ne coïncide pas 

avec le critère de Coulomb. 

Fig. I I I .4 - Surface de rupture dans le plan 

dév i ator i que. 

Nova et Hueckel (19E2) notent que dans 

le cas d'un essai à volume constant n est li-

mité par la valeur (Fig. III.5) : 

Bo 

\ " M + v — D (III.21) 

B 
9u=M+^if 

au pic. 
a) 

Sur le plan déviatorigue (P = cte), la 

condition de rupture est une série de droi

tes (Fig. III.4). La condition de rupture 
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Fig. I I I.5 a) Asymptote dans un essai à volume 

constant (No«i et Hueckel, 1982). 



iL 1 

-f? = M 

6sinç 
= M = 2_ 

j-sincf 
(lin 

Le paramètre "£." est déterminé à parti: 

d'un essai de compression isotrope, et il est 

lié à la compressibi'Iité totale du sol : 

- £ P , 

;) Chemin de con+rair." 

volume constanT. 
un essai a 

III.7 - Paramètres du modèle 

Les paramètres du modèle,gui sont au 

nombre de sept (B 0 , h í , M , l , D , m et v ), 

sont définis à partir de l'essai triaxial. 

" B c " est la pente initiale de décharge

ment de la courbe semi-logarithmique contrain

te-déformation dans un essai de compression 

isotrope. 

Quand il n'y a plus de déformations 

élastiques, on montre que (Fig. III.3) : 

D = - â, 

d étant la dilatance à la rupture (éa. 

III. 

"D" est positif pour les sables, nul 

pour les argiles. Il est lié à la densité du 

sable et on peut le considérer comme nul pour 

les sables lâches. "D" devient aussi nul 

quand on passe de l'état d'écrouissage posi

tif à l'état d'écrouissage négatif. 

" L D " est déterminé à partir de la 

pente initiale de la courbe "contrainte-dé

formation" dans un essai triaxial de cisail

lement avec pression isotrope (P) constante 

(Fig. Ill.3). 

Le paramètre "M" est défini pour l'état 

de contrainte auquel les déformations volumi-

ques plastiques s'annulent (Fig. III.2 et 

III.3). Pour les sables, dans des conditions 

triaxiales de compression : 

6sini{> 

"m" intervient dans l'équation de la 

surface de charge pour n s —. On peut le dé

terminer à partir d'essais triaxiaux de com

pression (c2 = o3 , a'2 = cj = 0) pour diffé

rents degrés de surconsolidation artificielle 

(Fig. III.6) . 

n- , M et D étant connus, on détermine 

"y" à partir de l'équation (III.19). 

Nova et Hueckel (19 82) donnent des va

leurs typiques de ces différents paramètres 

(Tableau III.1) 

M = 3-siní¡ (III.22) 

avec "(í> " l'angle de frottement à vo-

lume constant. 

Pour les argiles, "M" est le rapport 

des contraintes à la rupture : 

III.8 - Remarques sur le modèle de Nova et al. 

A) Comme nous l'avons signalé précédemment, 

le modèle de Nova et al.a été établi pour les 

conditions triaxiales (o„ = c ) puis généra

lisé dans l'espace (Oj , o , o,) . 
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TABLEAU III.l 

(Nova et Hueckel, 1982) 

SOIL TYPE 

Fuji River med. dense 
sand (Tatsuoka, 1972) 

Ram River loose sand 
(Castro, 1969) 
Grenoble Workshop 
medium dense sand 
Ticino dense sand 
(Baldi.Nova, 1981) 
Remoulded Kaolin 
(Walker, 1969) 

Remoulded Kaolin 
(Wro.th, Loudon, 1967) 

Remoulded Fiumicino 
clay (Burghignoli, 
1982) 

Remoulded Kaolin 
(Grenoble Workshop) 

Newfield silty clay 
(Sangrey, 1967) 

N.C. Porto Tolle 
(Jamiolkowski et al.) 

M 

1.34 

1.2 

1.35 

1.2 

0.9 

0.96 

1.1 

0.9 

1.0 

1.1 

I 

0.01275 

0.00807 

0.00406 

0.0042 

0.113 

0.113 

0.136 

0.130 

0.0292 

0.0769 

Bo 

0.00544 

0.00151 

0.00168 

0.0021 

0.022 

0.022 

0.023 

0.0253 

0.00 875 

0.0092 

Le 

0.00715 

0.00818 

0.00248 

0.0032 

0.0397 

0 .0397 

0.036 

0.0210 

0.0116 

0.0042 

V 

0.7 

1.0 

0.73 

1.0 

0.51 

0.67 

0.36 

0.371 

1.0 

0.33 

m 

0.55 

0.35 

0.45 

1.2 

0.53 

0.7 

1.0 

0.3 

1.0 

0.98 

D 

0.561 

0.0 

0.522 

1.1 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.733 

0 .0 

COMMENTS 

Various triaxial tests 
see Nova and Wood (19 79) 
drained tests should be 
corrected 
Only one undrained 
triaxial test 

Wide range of tests 

Various triaxial tests 

Only drained triaxial 
tests 
Only effective stress 
path in undr. triax. com
pression £ , B „ , L 0 ta
ken equal to above kaolin 
for lack of data 

Only drained tests 

Wide range of tests. Data 
somewhat in contrast with 
other published data in 
similar tests 
Only one undrained 
triaxial test 
Parameters determined 
from in situ tests to re
produce pressuremeter 
curve 

Ln-Ê-

Fig. I I 1.6 - Détermination du paramètre m., 

(Nova et Huecke!, 1982). 
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Dans la première version généralisée 

(Nova et Hueckel, 1980), la surface de charge 

projetée dans le plan déviatorigue est un 

cercle, ce qui est en contradiction avec les 

résultats expérimentaux (voir Chap. II). 

Pour les mêmes paramètres p, q, p 

l'équation de la fonction de charge (Eq. 

III.4) s'écrit : 

F. (P = 0 (III.25) 

Nova e t Hueckel (1982), p roposent de 

p rendre "M" fonct ion"de l ' é t a t de c o n t r a i n t e s 

(Fig. I I I . 7 ) , c e qui complique l ' é q u a t i o n de 

la su r f ace de charge . Dans l e s équa t ions du 

p o t e n t i e l p l a s t i q u e , l e paramètre "M" r e s t e 

c o n s t a n t . Cet te v e r s i o n du modèle e s t p résen

t é e par l e s au teurs comme encore p r o v i s o i r e . 

F i g . I I 1 . 7 - Surface de charge et surface de rupture 

dans le plan dév ie to r ique , 

(Nova et Hueckel, 1982). 

3) Les au teu r s é c r i v e n t l ' é q u a t i o n du po

t e n t i e l p l a s t i q u e (Eq. I I I . 6 ) sous l a forme : 

G. (P V 0 (III.24) 

Ces deux équations ne peuvent jamais 

être satisfaites simultanément car elles don

nent deux valeurs différentes de q pour un 

état donné de (P , P ). 
c 

D'autre part, si on remplace l'équation 

III.24 par G (p, q, p ) = c (c étant une 

constante), tout en gardant l'équation III.25 

satisfaite, on obtient une déformation volu-

mique plastique en plus de la déformation dé

viatorigue plastique pour l'état n = M (voir 

Fig. III.2). Cela montre une contradiction 

dans les hypothèses des auteurs. 

Pour ce qui est de la programmation et 

du vecteur des dérivées du potentiel, nous 

avons retenu : 

G. (P P ) = c 
c 

(III. 26 ) 

Le rapport des contraintes n pour le

quel on n'obtient alors que des déformations 
•P ïéviatoriques plastiques (z = 0 ) est n 

n < M 
c 

et pour le cas traité (M = 1,35 ) nous 

avons trouvé n = 1,114 (voir paragraphe 

VII.8) . " 

C) Le passage de 1 ' êcrouissage positif à 

l'écrouissage négatif quand ri atteint la va

leur ri (Eq. III.21) correspond S l'annula

tion de D dans l'équation III.13 (Nova et 

Wood, 1979). Ce passage n'est défini que 

pour le cas de l'essai triaxial. Il nous 

semble que cet état est artificiel et ne 

Correspond pas à la réalité. Pour la pro

grammation, nous considérons uniquement 

28 



i'écrouissage positif et ce jusqu'à n = r,f 
tel que le proposent Nova et Hueckel (1982) . 

D) Dans les différents articles présentés 

par Nova et al.,la définition de P varie. ' co 
Les auteurs précisent que ce paramètre n'a 

pas de sens physique (Nova et Hueckel, 1982). 

Nous avons étudié ce paramètre particulier 

(voir paragraphe VII.7) et il nous semble 
que P_ . non seulement définit la surface co 
de charge initiale, mais joue aussi un rôle 

prédominant dans la modélisation. 

E) Les paramètres (<r „ et •,) sont 

définis (par Nova et Hueckel, 1981) différem

ment selon que le sol est cisaillé en com

pression ou en extension. 

Pour la programmation, nous supposerons 

que ces paramètres ne varient pas (on prend 

les paramètres déterminés à partir de l'essai 

triaxial de compression) afin de comparer les 

résultats du modèle avec ceux des autres mo

dèles établis en compression. 
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Chapitre IV 

MODÈLE DE VERMEER 

IV.1 - Historique 

La première version du modèle de 

Vermeer (1977) a été établie à partir d'es

sais triaxiaux. Le modèle est surtout destiné 

à décrire le comportement des sols pulvéru

lents sous chargement initial, déchargement 

et rechargement. 

Le modèle a deux surfaces de charge, 

une surface de charge de distorsion (cisail

lement) et une surface de charge de consoli

dation. 

La déformation totale s'écrit : 

e = E
e
 + £P> + £P* 

avec 

déformation élastique, 

(IV.1) 

_çpi : déformation plastique liée à la surface 

de charge de cisaillement, 

_e" : déformation plastique liée à la surface 

de charge de consolidation. 

E^1 est la partie la plus importante 

des déformations plastiques et le potentiel 

plastique est non associé. 

Vermeer (1976) généralise ensuite le 

modèle dans l'espace tridimensionnel (ol , 

c2 , c3) en utilisant le critère de rupture 

défini par Matsuoka et Nakai (1977) . 

Renter et Vermeer (1978) présentent le 

modèle pour le cas de ls déformation plane. 

En utilisant ce modèle, ils étudient certains 

ouvrages réels par la méthode des éléments 

finis. 

En 1980-1981, Vermeer présente une nou

velle version du modèle dans l'espace (a, , 

a , a ), avec cinq paramètres alors que 

l'ancienne version en comportait sept. 

La surface de charge de cisaillement et 

le potentiel plastique dans la dernière ver

sion du modèle de Vermeer (1982) sont définis 

différemment. 

Bien -que la programmation pour cette 

version soit plus difficile,nous l'avons re

tenue, car il nous semble que la loi con-

trainte-dilatance de Rowe (1971) y est mieux 

adoptée. 

Dans les paragraphes suivants,les 

points importants du nouveau modèle générali

sé dans l'espace (aj , a2 , os) ainsi que le 

modèle défini en déformation plane sont 

présentés. 
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IV.2 - Hypothèses du modèle (Vermeer, 1980 

Verneer, 1982) 

Le domaine d'élasticité est donc défini 

par : 

a) Le sol est un matériau isotroDe. F, (c , R , ) É 0 

b) Les effets visqueux sont négligeables. F. (o , R2) Ê 0 . 

c) Le comportement du sol est considéré com

me élastoplastique. 

d) L'écrouissage est isotrope. 

i) Le domaine de validité du modèle est limité 

aux petites rotations des axes principaux des 

contraintes. 

e) La déformation totale est déterminée à 

oartir de : 

e Pi Pi 
E = £ + £ + £ 

(IV.1) 

f) La surface de charge de distorsion ou de 

cisaillement s'écrit : 

Fj (o, , c2 , c3 , Rj) = 0 (IV.2) 

R, étant le Dremier Daramètre d'écrou

issage, 

J R,< R, =J R,dt 
0 

• Pi / 3 • P i • P i 
R. = -r = ( 2 eij eij 

(IV.3) 

1/2 

e. • : déviateur de déformation plasti

que (voir annexe). 

Cette surface s'écrouit pour arriver S 

une surface de rupture du type Mohr-Coulomb. 

g) Le potentiel plastique correspondant â la 

surface de charge de cisaillement est non 

associé. 

h) La surface de charge de consolidation 

s'écrit : 

IV.3 - Déformations élastiques 

Le comportement élastique du sol est 

supposé non linéaire. Vermeer adopte les rela

tions incrémentales de Hooke avec G (module 
s 

de cisaillement sécant) et v = 0 : 

£ 
2G~ 

(IV.5) 

avec 

°\P, 

1-B 
0 / n 

2ceVPo 

i-e 
(IV.6) 

P est une pression initiale isotrope de 

référence pour laquelle la déformation volu-

mique est £ 0 , 

ß est un paramètre du modèle, 

et 

•VPT7, (IV.7) 

Ces déformations élastiques sont, en 

fait, les dérivées d'une énergie de déforma

tion complémentaire telle que : 

F (c , c , 0 , R ) = 0 
2 1 2 3 2 

avec 

(IV.4) 
e 3W (IV.8) 

•r, 1 P2 P2 P2 
R, = - \ Z j + £2 + £3 

(IV.4.a) 
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avec 

l-<-S W = W , c 

w„ = 
J C _ C I 

î.+e 2G 0 ~ i+e s 
c 

(IV.9) 

(IV.10) 

alors 

3W 
1 d 0 . p 0 . 3 

1 J 

¿è: ta - ^ ° Í ° D ) C D 

(IV.11) 

'k"k 

c . symbole de Krone ker. 

Pour une pression isotrope (c =c2"=o,) 

l'équation (IV.6) s'écrit (P = c ) : 

G = G i-s °l P 
1-S 

(IV.12) 

IV.4 - Rupture 

Vermeer (1982) définit la surface de 

charge de cisaillement (voir IV.5) S partir 

de la surface de rupture proposée par 

Matsuoka et Nakai (1977) : 

F„ = - 3PII + A^III = 0 P o ^ c 

P = -

11= -ça - c a - c 
G 1 2 2 3 

(IV.13) 

contrainte moyennne. 

(IV.14) 

sxnç. (IV.16) 

La surface de rupture est une courbe 

lisse qui ressemble à la surface de rupture 

du modèle de Coulomb. La figure (IV.1) mon

tre l'intersection de cette surface avec le 

plan déviatorigue (P = cte) 

V-model for ^.43* 

F ig . IV . i - Surface de rupture dans le pian 

dév¡aTorique (Vermeer, 1982). 

En u t i l i s a n t l e s i n v a r i a n t s p e t q 

(voir annexe) , l a su r face de rup tu re s ' é c r i t : 

F p = - ( A p - 9 ) P 3 + | (Ap-3)Pq 2 

( IV.17) 
A j = 0 
3 3S 

I I I = - 0 0 0 , 
C J 2 3 

J = s ; + s + s : 

3 S ) 2 : 

Par convention, les contraintes négati

ves correspondent à une compression. 

A est une fonction de l'angle de frot-
P 

tement au pic $_ déterminé à partir de l'es
sai triaxial : 

s. étant le déviateur de contrainte 
i 

13 13 3 kk i3 

IV.5 - Equations des surfaces de charge 

*P 

9-sin2t 

1-sin^ 
(IV.15) IV.5.1 - §urface_de_çhar2e_de_çisaillement 

32 



La surface de charge de distorsion est 

déterminée à partir de l'équation hyperboli

que définie par Kondner et Zelasko (1963), 

pour l'essai triaxial avec pression constan

te : 

= B 
c-r, 

(IV.18) 

y = i z . distorsion totale (élas

tique plus plastique) 

= 3 

nax n 
6s in i t 

p 
3-sini}iT 

( IV.19) 

D'autre part, en tenant compte de l'ex

pression de B proposée par Hansen (1965) : 

» • i <'h 

3 p , 
e Ç_ 

cc = 2GC ' 

(IV.20) 

Vermeer o b t i e n t 

Y - Y 
I i _ /Z_Y_QÍ 
2G0 \ P o / c ^ 

( I V . 2 1 ) 

avec : 

x -y —{-

n(x) = \ ( i >; )2-+ c* 

( I V . 2 4 ) 

( I V . 2 5 ) 

300 

current eLostic 
region 

100 
p CkPaD 

200 

lb) 
ric. IV.2 - Surface de charge de cisaillement (E' 

et surface de charge de consolidation 

(Êp2) (Vermeen, I960) ; 

s) forme générale, 

b) forme simp I i f iée. 

avec 

2Gn 
( * ) ' 

Il écrit ensuite l'équation (IV.21) 

sous la forme d'une surface de charge de 

cisaillement (Fig. IV.2). Pour les essais 

triaxiaux (c2 = c3) : 

F, = n h(x) = 0 

2G, est la pente initiale de la 

courbe (Y I Ç) pour un essai avec pression 

(IV.22) de confinement constante. Pour 6 = 0 , cette 

surface de charge est une droite dans le 

plan (P, q ) . La surface de rupture corres-
p 

pond â Y •* °° (Fig. IV. 2) . 

La surface de charge de cisaillement 

définie dans l'espace (a , o , c ) s'écrit S 
r 1 - 2 3 

l'aide de la surface de rupture d'équation 

(IV.23) (IV.13) (Fig. VII.3). 
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\ = - 3P I I „ i- A ( x ) I I I = 0 ( IV .26) 
C o 

g u é s e t que la s u r f a c e d e c h a r g e á o i t ê t x e f e r m ê e . 

A(X) = 27 3+h(x) 
2 h ( X ) + 3 3 -h ( X ) 

( IV .27 ) 

X e t h é t a n t d é t e r m i n é s r e s p e c t i v e m e n t 

à p a r t i r des é q u a t i o n s ( I V . 2 4 ) e t ( I V . 2 5 ) . 

Vermeer d é f i n i t a l o r s une s u r f a c e de 

c h a r g e de c o n s o l i d a t i o n ' Y i e l d C a p ' , ( F i g . 

I V . 2 . a ) : 

F = e m- *• ( IV.30) 

-°z 

aiiure 
sunace 

-OU 

E* , deux ième p a r a m è t r e d ' é c r o u i s s a -

g e , r e p r é s e n t e l a d é f o r m a t i o n p l a s t i q u e v o l u -

m i q u e , c é t a n t d é f i n i e dans l ' é q u a t i o n ( I V . 7 ) . 

£0 e s t une c o n s t a n t e du modè le d é t e r m i 

née à p a r t i r de l ' e s s a i t r i a x i a l de c o m p r e s 

s i o n i s o t r o p e . 

C e t t e s u r f a c e e s t une s p h è r e c e n t r é e 

s u r l ' o r i g i n e d a n s l ' e s p a c e d e s t r o i s c o n 

t r a i n t e s p r i n c i p a l e s . 

Fig. l \ .3 - Surface oe cnarge oe cisail lement dans 

le plan déviatorique (Vermeer, 1982). 

Pour l ' é t a t des c o n t r a i n t e s de l ' e s s a i 

t r i a x i a l (c„ = c,) , l e s é q u a t i o n s ( IV .26) e t 

( IV .23) s o n t é q u i v a l e n t e s . 

p 
Quand y •*• => on t r o u v e : 

Une forme s i m p l i f i é e de c e t t e s u r f a c e 

s ' é c r i t : 

F 2 = E fc)' £ = 0 
V 

( IV.31) 

Cette équation représente une droite 

dans l'espace (P, q) (Fig. IV.2.b). 

h(<*>) = c (IV.2B) 
IV.6 - Potentiels plastiques 

Nous avons alors 

A (») 27 3+c 
2c+3 J^c 

9-sin-z$j 

1-sin2 i>. 
Ap (IV.29) 

Cela montre que la surface de rupture 
P 

(Eg. IV. 13) correspond à y •*• œ . 

Le modèle de Vermeer a deux potentiels 

plastiques (double écrouissage). Le premier 

potentiel,gui est non associé,correspond à 

la surface de charge de cisaillement ; le 

deuxième correspond à la surface de charge 

de consolidation et est associé. 

IV. 5. 2 - Surf açe_de_char;2e_de_consolidation 

Nous avons vu dans le chapitre II que/ 

pour un chargement de compression isotrope, 

il existe des déformations plastiques volumi-

IV . 6 .1 - Potentiel_plastigue_çorresp_ondant_| 

ment_¿_dilatance 

Vermeer (1982) propose une fonction si

milaire à Fj pour le potentiel plastique (Fig.IV.41 
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3P II + A III = 0 
a G 

(IV.32) 

avec 
C s 

(IV.35) 

P , II , III définis de la même maniè-
G 0 

re que P, II , III en utilisant : 

c . = o, - a 
i i 

à l a p l a c e de c . 

• 9 - s i n H m 

( IV.33) 

( IV .34) 
1 - s i n ' t i 

V' é t a n t l ' a n g l e de d i l a t a n c e . 
-CT, 

i ç . IV.£ - Poten+iel p las t ique G = 0 è la rupture 

dans le plan dév ia tor ique (Vermeer, 1982), 

Dans le cas g é n é r a l , i l e s t p lus f a c i l e 
de déterminer "a" à p a r t i r de l ' é q u a t i o n du 
p o t e n t i e l p l a s t i q u e d é f i n i e dans l ' e s p a c e 
(P, q) : 

Gj = -(A -9) (a+P) ; t~(A - 3 ) q : (a+P) 

1 * •4 A J = 0. 
3 3S 

(IV.36) 

L'équation Gj = 0 pour o2 = o5 (condi

tions de l'essai triaxial) donne : 

•Pi 

2t 
Pi 

°i tgM45'+ f V 
(IV.37) 

Cette équation est équivalente S celle 

définie par Rowe (1971), si l'on définit 

(Vermeer, 1982) : 

tg2 (45°+ | i 
ta2 (45°+ ± í 

2 vm' 

tg2(4= + 2 çcv) 
(IV.38) 

Le potentiel plastique devient associé 

quand 

s i n ç -s ind) 
l n v m l-sintf> sintj; 

(IV.39) 

cv 'm 

*m = ?m e t a - ° ' 
Vermeer (1982) utilise cette équation 

pour le cas tridimensionnel 

$ étant l'angle de frottement mobili-m 
se. 

avec 

Semi constante 'a" 
Ym 1l-A(x) 

(IV.40) 

Dans le modèle,"a" est déterminé pour 

chaque état de contraintes a partir de 1'é-

quation Gj = 0 . 

La résolution de cette équation est 

simple dans le cas de l'essai triaxial 

et 

^cv a n S l e â e frottement S l'état cri

tique (c = 0) 
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Rowe utilise, en fait, un angle $, com

pris entre ç et a. (voir Chap. II) à la 
cv y 

place de c , a> étant l'angle de frottement 
cv v 

intergranulaire. 

IV.7 - Déformation plane 

Vermeer (1980) définit son modèle en 

déformation plane (voir aussi § VII.3.2). 

Les hypothèses adoptées sont : 

L'angle de dilatance îji est défini dans 

le cas de l'essai triaxial (Eg. IV.37) par : 

(HD - E- = E = 0 
Z Z 

ce gui entraîne 

(IV.44) 

(IV.41) 

4sinir _m 
3-sin^1 

m -y 

• pi 

'v 
•Pi 

•û*' + 2Ê^) 
•Pi ^ -Pi 

•t, + E 5 
o = v (a + o ) 
z x y 

(IV.45) 

taux de déformation vol.um.ique plastique 
taux de déformation déviatorique plastique 

IV. 6 .2 - P2£§S£¿El_E¿a£íi2¡íi_¿ií!ÍE¿ií¿I 

Pour déterminer "a" à partir de l'équa

tion (IV.36), il est nécessaire de résoudre 

pour chaque état de contrainte une équation 

du troisième degré, ce qui augmente le temps 

de calcul. Vermeer (1982) propose de négliger 

le troisième terme dans l'équation (IV.36) ; 

le potentiel plastique Gl s'écrit alors : 

Vh 
4sinii 

V 
(IV.42) 

6+2sin'y 

et 

£ = D 

,DP 

DP »e (IV.46) 

D*" étant la matrice d'élasticité de 

déformation plane (Eq. VII.10). Dans cet es

pace bidimensionnel, les invariants de con

traintes s'écrivent : 

(o. 

2 x 2 y I xy 

contrainte déviatorique 

(IV.47) 

t = - •=• (c, + G . 2 (ax + V 

On notera que "a" disparaît (voir para

graphe IV.9) . 

IV. 6 . 3 - D^uxième_2otentiel_p_lastigue 

Le potentiel plastique correspondant à 

la surface de charge de consolidation est as

socié, d'où : 

G. = F. (IV.43) 

F„ étant défini par l'équation (IV.30) 

ou (IV.31). 

contrainte moyenne 

(H2) - Les déformations plastiques volumiques 

correspondant à la surface de charge de dis

torsion sont négligeables par rapport aux 

déformations de cisaillement 

•eS'l-l*?1 ' O « (IV.48) 

Le paramètre d'écrouissage de la sur

face de charge de distorsion dans le cas de 

la déformation plane s'écrit alors : 

Rj = K •PK dt (IV.49) 

K! -
'Pi 

- £: 
'Pi (IV.50) 
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IV.7.1 - Surfaçes_de_charqe 

Dans le cas de la déformation plane, la 

surface de charge de cisaillement s'écrit : 

r - tf K-4 =0 (IV.51) 

t„ et £ étant des constantes du modèle 

(tc est équivalent à P pour le cas de la dé

formation t)lane) 

V est défini pour le cas de déforma

tion plane par : 

p i p : 

= U ' + > ] 

•m ~ . P P . 
( - £ . , + £ ; ) 

( I V . 5 6 ) 

d ' o ù 

s in i j . = 
r - t sxnc„ 

m t - r s i n i . 
( I V . 5 7 ) 

La fonction f est déterminée d'une ma

nière expérimentale à partir des essais en 

déformation plane. 

Pour la programmation, nous avons choi

si la fonction définie par Vermeer (1980) 

pour le sable de Neeltje ¡ 

f (>;) = sin <tp \1 - I '•„ 'n,r 0,015 

cour y < 0,015 (IV.52) 

f(>;) = sin <tp pour x * 0,015 (IV. 53) 

On note que, dans ce cas, on a : 

À = K (IV.58) 

L'équation d'écoulement s'écrit alors 

(voir paragraphe I.6.1.B) : 

• P 1 * j 
Z l = K T 
— dC 

Le deuxième potentiel est associé et 

par suite G, = Fn . 

c étant l'angle de frottement au pic. 
IV.7.3 - RuDture 

ts 

Comme pour le cas tridimensionnel, la 

surface de charge de consolidation est com

plètement indépendante de la surface de charge 

de distorsion et son équation s'écrit : 

La surface de charge de distorsion F, 

coïncide à la limite avec la surface de rup

ture de Coulomb : 

FP » t sin (IV.60) 

^c t P2 
F„ =£„ ^-5 - E„ = 0 (IV.54) 

IV. 7. 2 - Potentiels_p_lastiaues¿_dilatance 

Dans le cas de la déformation plane,le 

premier potentiel plastique s'écrit : 

G = r - t sin y (IV.55) 

IV. 8 - Paramètres du modèle 

Les cinq paramètres indépendants du 

modèle (G. , ß , E 0) sont déter-o ' Tcv 
minés S partir d'essais triaxiaux. 

2G est la pente initiale de la 

courbe (Y, q) pour un essai avec pression 

isotrope p constante. Après avoir choisi la 

pression de référence P , e est directement r o o 
déterminé à partir de l'équation : 

avec <J. angle de dilatance. 
m 
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Hl*. 
2Gr 

(IV.61) 

La valeur de i varie entre 30" et 35e 

pour un sable de ouartz i>_ l'angle de frot

tement au pic est déterminé à partir de 

l'essai triaxial de compression (Eq. IV.16) 

Les valeurs de P, étant connues, 

on trace les courbes (ri , -y (—M ~) pour diffé

rentes valeurs de o. , et on détermine ß par 

calage graphique (Fig. IV.5) , Pour déterminer 

zc on utilise les résultats de l'essai de 

compression isotrope (Eq. IV.31 et IV.5), 

(Fiç. IV.6) oü la déformation totale volumi-

que s'écrit : 

600 

¿00 

200 

'3.1 

0 0.002 0.004 0.006 0.006 

e k k 

ig. IV.i - Valeurs des déformations volumioues 

mesurées eT déterminées è partir flu mo

dèle de Vermeer pour des essais de 

comDression isotrope ¡Vermeer, 1982). 

= u! £0) (fr-) IV.9 - Remareues sur le modèle de Vermeer 

model approximation (hyperbola) 

test 11 r3 = - t 0 D kN/m: 

test 13 C -,«- 80 tcN/m2 

test VA CT3*-2O0 kN/m2 

v t ^ f P « I : p,«200 kN/nt2 

A) Le p o t e n t i e l p l a s t i q u e s i m p l i f i é e s t 

d é f i n i à p a r t i r de l ' é q u a t i o n (IV. 36) er. a n 

n u l a n t l e t r o i s i è m e t e r m e , d ' o ù : 

(A - 9 ) (a+P) 2+ \ (A - 3 ) q 2 = 0 ( IV .62 ) 

a l o r s 

•(A - 9 ) ( a + P ) 2 + ¿ (A -3 ) | q2 

ou e n c o r e : 

(a+P)-
i * 

¿ ( A -3) 

( # - 9 ) ' 

=0 ( IV .63) 

( IV .64 ) 

F i g . IV .5 - Co ïnc i dence des d é f o r m a t i o n s de c i s a i l 

lement pour des e s s a i s t r i a x i a u x de 

compress ion (Ve rmee r , 1982) . 

Vermeer (1978-1982) a comparé l e s r é 

s u l t a t s p r é d i t s p a r l e m o d è l e avec c e u x o b t e 

n u s à p a r t i r d e s e s s a i s 

nu une bonne c o n c o r d a n c e . 

En t e n a n t compte d e s é q u a t i o n s ( IV .64) 

e t ( I V . 3 4 ) , on t r o u v e : 

Vî 
4sin\j.> 4sinii i. 

c - P m 
\ 6 + 2 sxn^ij.' V6+2 

( IV .65) 
s i n ¿ i f 

La première partie de cette équation 

est utilisée par l'auteur pour définir le 

potentiel plastique simplifié (IV.42). 
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nr S i n UJ 
Il _ - -y, m \ 3 c - 4 P 

• \ / 6 + 2 s i n : 
( I V . 6 6 ) 

Dans un premier temps, nous avons cal

culé le paramètre "a" en nous servant de l'é

quation (IV.65). Pour les dérivées du 

potentiel plastique (Eq. IV.62), une telle dé

finition de "a" conduit à des déformations 

volumiques plastiques presque nulles. 

En ce qui concerne la programmation dé

finitive, nous avons choisi l'expression du 

potentiel plastique définie en (IV.42), au 

lieu de (IV.36) r ce qui évite d'avoir S cal

culer le paramètre "a" et il s'est avéré 

que les résultats théoriques ainsi trouvés 

dans le cas d'essais triaxiaux coïncidaient, 

avec les résultats expérimentaux. 

B) Le programme d'éléments finis mis au 

point par Renter et Vermeer (19 78) et Vermeer 

(1980) traite uniquement des problèmes en dé

formation plane. L'algorithme de calcul en 

plasticité créé par les auteurs est simpli

fié, car une fois que la surface de charge de 

consolidation est atteinte elle ne peut 

que s'écrouire (on ne peut plus se trouver 

dans le domaine élastique). 

C) En tenant compte des équations (1.19) 

et (IV.42), le taux de déformation volumique 

plastique (pour la surface de charge de dis

torsion) s'écrit : 

-4sinJ^ 
t — A 
V 

•^6+2sinH'r 
(IV.67) 

On constate que ce taux de déformation 

volumique et l'angle de dilatance i< sont de 

signe opposé. L1 angle v|> dépend de l'état de 

m 

contrainte n . Pour des valeurs de n supé

rieurs à nc , ^ m devient positif et le taux 

de déformation volumique devient négatif (di

latance positive). 

D) Le paramètre de dilatance : 

taux de déformation plastique volumique 
taux de déformation plastique déviatorique 

s'écrit, dans le cas tridimensionnel, en uti

lisant les équations (1.19, IV.42) pour le 

potentiel simplifié : 

• Pi 
£v 4sin vt 

;• $,£ 
(IV.68) 

•+2sin 4>, 
m 

Dans le cas de l'essai triaxial on a 

(pour les notations,voir annexe) : 

Lpi Pi 

d = 
-(£ + 2 E 3 ) 

3 1 i -1 ' 

Pour le cas de v|) 

(IV.69) 

14e (correspondant 

à une forte dilatance) on trouve : 

- par les équations (IV.41) et (IV.69) 

d = - 0,53 , 

- par l'équation (IV.68) 

d = - 0,48 . 

Ces deux valeurs sont du même ordre de 

grandeur. 

E) Le modèle de Vermeer prend bien en 

compte l'influence de la nature du charge

ment sur les surfaces de charges actuelles. 

En effet quand l'état de contrainte est si

tué au point A (Fig.IV.7) les deux surfaces 

de charge s'écrouissent indépendamment. 

Le chemin AD ëcrouit uniquement la 

surface de charge de distorsion, le chemin 

AB écrouit la surface de charge de consoli

dation et le chemin AC écrouit les deux sur

faces en même temps. 

Fig. IV.7 
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Chapitre V 

INTRODUCTION A LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 

v. i Introduction 

Ce chapitre a pour objet de donner un 

court rappel sur la méthode des éléments fi

nis. Cette méthode est maintenant classique 

et largement détaillée dans maints ouvrages 

(voir par exemple Zienkievicz, 1S71 ; 

Xmbert, 1979 ; Dhatt et Touzot, 1981). 

V.2 - Principe des travaux virtuels 

Soit un corps solide S (Fig. V.l) dé-

formable de volume V et de surface extérieu

re 3S soumis à l'action de forces de volume 

f. et de forces extérieures F. sur la surfa-
î i 

ce 3S_, et auquel on impose des déplacements 

U. sur la surface ôS avec 3S = SST + 3S . 

U. 
i 

U. sur cS 
i u 

ûitiaitiao : 

Un champ de déplacement U. est cinéma-

tiquement admissible pour un problème donné 

s'il est continu dans S + SS , continûment 

derivable par morceaux dans S et vérifie les 

conditions aux limites 

Le principe des travaux virtuels consis

te à écrire que, pour tous les champs cinémati-

guement admissibles, le travail virtuel des 

actions extérieures est égal au travail vir

tuel des actions intérieures, ce qui s'écrit : 

/„ o . . e . . dv = /,, f . U . dV + 

/ ' 
e F.U.dS 
S i l Vu. (V.2) 

avec o, 
30 

tenseur des contraintes. 

Fig. V.1 

Si nous prenons U. (U. = 0 sur 3S ) 

nous pouvons écrire : 

fv 0ij£ijdV = / v fi Ui d V + 

. 4 F w s vui < (V.3) 

ce qui s'écrit sous la forme matri

cielle suivante : 

/ss_ 2 
T— 
" Fds VU. 

i 
(V.4) 

40 





V.3 - Méthode des éléments f i n i s ce qui s'écrit 

(d'après Dhatt et Touzot, 19S1) 

V.3.1 - Définition 

LU„ 
—£, 

(V.7) 

La méthode des éléments finis est une 

méthode gui permet de ramener un système 

continu à un système discret. 

Un système est dit discret quand il 

possède un nombre fini de degrés de liberté 

( nombre de degrés de liberté est le nom

bre de paramètres nécessaires pour définir 

les variables à un instant donné.) 

Un système est dit continu quand il 

possède un nombre infini de degrés de liber

té. 

L matrice de dérivation, 

d'où, en tenant compte de l'équation 

(V.5) 

BU, 

avec 

B = LN. (V.9) 

En introduisant l'équation V.7 dans 

l'équation des travaux virtuels (V.3), on 

trouve : 

Le principe de base de la méthode des 

éléments finis consiste à subdiviser le con

tinuum en sous-domaines de formes relative

ment simples appelés éléments finis ; il est 

alors évident que la méthode des éléments 

finis calcule une approximation de la solu

tion du problème. 

X ^ 1 ™ = fv
 LEfdv + 

asF ^
F d s (V.10) 

En se servant de : U£ = NU- (V.5) et 

B = LN (V.9), on obtient : 

V.3.2 - Discrétisation spatiale 

On approxime les déplacements à l'in

térieur d'un élément S l'aide des déplace

ments aux noeuds par des fonctions d'inter

polation N 

U = NUG (V.5) 

1st la matrice'globale des déplace

ments <@ffi>âaux. N est une matrice dont tous 

les termes sont nuls, excepté ceux qui per

mettent d'écrire aux noeuds ûe l'élément nej 

l'égalité des composantes de UJ; et U_ . 
E G 

D'autre part, en petites déformations, 

(V.6) 

U T i / BTodV - F „ l = 0 
GL->V - G j 

( V . l l ) 

/ NTFdS +fv FG = ; 3 S F
K T F d S +Jv N T f d V - f V - 1 2 ) 

Dans l e c a s de l ' é l a s t i c i t é , on a 

£ = D_E = DBUG 

et l'équation (V.ll) s'écrit 

FG = RG UG 

(V.13) 

(V.14) 

où 

-/v RG = /„ B DBdV (V.15) 
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est la matrice de rigidité de comportement 

élastique généralisée, 

U_ est le vecteur de déplacements nodaux, 

F_ est le vecteur des forces nodales. 

L'inversion de l'équation matricielle 

(V.14) Dermet d'obtenir les déplacements U_ à 

partir des forces F . En utilisant (V.13) on 

obtient également les contraintes. La résolu

tion de l'équation (V.14) est la base de la 

méthode des éléments finis. Dans le cas d'un 

problème non linéaire (géométriquement ou mé

caniquement) , cette équation doit être réso

lue plusieurs fois pour un incrément de char

gement donné, en jouant soit sur R_ et sur F_ 

(méthode de rigidité.), soit sur F_ tout seul 

(méthode de force) (voir chapitre VI.4). Ces 

matrices prennent alors, bien évidemment, une 

signification différente du cas présenté ici, 

à savoir le cas des petites déformations 

élastiques. 
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Chapitre VI 

RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 
DES PROBLÈMES D'ÉLASTOPLASTICITÉ 

vi. i Introduction VI.2 .1 Schéma du module tanoent 

L'équation du comportement élastoplas-

tigue s'écrit (Eg. I.2 9) : 

A£ = p - aD AE (VI-1) 

Prenons l'état de contrainte initial 

£ 0 dans le domaine élastigue (alors F(£0)<O ) 

et appliguons l'incrément de charge AF (ou 

Ao) Si l'état des contraintes c_¡ tel que 

D est la matrice d'élasticité et D 

est la matrice définie par (1.28) ; a est 

défini dans l'équation (1.26.a). 

(VI.2) 

avec 

Cette équation montre que 1'incrément 

Ao dépend de l'incrément des déformations 

Ac, de l'allure du chemin des déformations 

et de l'état de contraintes. Pour résoudre 

cette équation, différents schémas d'inté

gration numérique peuvent être utilisés. 

Dans les paragraphes qui suivent,nous 

présentons brièvement quelques schémas d'in

tégration numérique des problêmes d'élasto-

plasticité (Vermeer, 1980 ; Besseling, 1975 ; 

Owen et Hinton, 1980) . Ensuite, nous déve

lopperons le schéma utilisé pour introduire 

le modèle de Nova et le modèle de Vermeer 

dans le programme d'éléments finis ROSALIE du 

L.C.P.C. (chapitre VII). 

Ao = DAE 

est dans le domaine élastique : 

F(of) = F (£0+ Ao) s 0 et toutes les déforma

tions sont élastiques (As Ae ). Sinon 

F(Oj) > 0 , il existe un état de contraintes 

a sur le segment (£0 , £f) (Fig. VI.1) tel 

que F(£ ) = 0. Cet état de contraintes s'ap

pelle "l'état transitoire" (Owen et Hinton, 

1980 ; Vermeer, 1980 ; Nayak et Zienkiewicz, 

1972) (£ est le point d'intersection du vec

teur (£0, £j) et de la surface de charge ini

tiale) . 

L'incrément de déformation Ae; nécessaire 
—c 

pour arriver à l'état transitoire £ s'écrit 

(Eq. 1.13) : 

VI.2 - Schémas d'intégration numérique AE = D (£, £.) (VI.3) 
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E>0"=DA£,= DA* Jà£ 

F!g. Vl.l - Scheme du module tangent (-d'après Owen e+ HinTon, 1980). 

avec 

G = c + RAa —c — o — R AE (VI.4) 

L'état final de contrainte (c') dans le 
— i 

schéma du module tangent simplifié s ' é c r i t : 

JD-ctDPJ |A£-aAe_ J 

C ' = G + 
-i -c 

VI. 6) 

Il existe des méthodes approximatives 

pour calculer le coefficient R (Owen et 

Hinton, 1980 ; etc.). Siriwardane et Desai 

(1983) proposent une formulation exacte dans 

le cas du modèle de Drücker-Prager et du mo

dèle de Cam-Clay modifié : 

AR + 2BR + C (VI.5) 

L'équation (VI.5) est obtenue S partir 

de l'équation F(ç + RAa) =0 . A, B et C 

dépendent des paramètres du modèle, de l'état 

de contrainte et de l'incrément de contrainte. 

La matrice D est calculée à partir de 

l'équation (1.28) pour £ = o ; a = 1 pour 

F > 0 , sinon a = 0 . 

Posons (Fig. Vl.l) : 

—c Ae - aAe_ 

alors 

£; = £ c
 + [D-CXDP][AE¿] 

(VI.7) 

(VI.8) 

ce qui s'écrit, en tenant compte de l'équa

tion (VI.3) : 
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c' = o + DAE + DAE' - aD AE1 (VI. 9) — i — o —c —c — c 

ou encore, en utilisant l'équation 
(1.28.a) : 

B**L - >,D[f . 

T—J étant déterminé au point c, 

(VI.10) 

plastique, car l'état £' n'est pas sur la sur

face de charge. 

(L J signifie que la matrice est calculée 

au point c) 

On peut montrer que,pour des matériaux 

parfaitement plastiques, avec un potentiel 

associé, le vecteur (o1 - o ) est tangent au 
— i — c 

point c à la surface de charge. 

et l'écuation (VI.7), on obtient : 

c' 
~1 

En 

Ô£ 

on 

0 ' 
— i 

= 0 + 
~ 0 

posant 

= _ ctXD 

t rouve 

= £ e + 

DAE_ -

: 

il-
: 

&£_' • 

a X D ( f 

D 
- CXDAE" —c 

3G (VI.11) 

(VI.12) 

(VI.13) 

Les déformations plastiques dans ce 

schéma s'écrivent : 

P e 
AE = AE' - AE —c —c —c ' (VI.14) 

avec As : déformat ions é l a s t i q u e s e n t r e 
l e p o i n t C e t l e p o i n t D- On a a l o r s 

F i g . VI .2 - Schéma du module tangent pour 

une lo i de comportement associée 

(Tresca). 

A E = D (CT' - o ) 
—c x— i —c (VI .15) 

d'où, en tenant compte de l'équation 

(VI. 6 ) : 

A£^ = AiJ. - D _ 1 (D-aDP) (Ac-aAe ) 
c e — —*ç 
-c —c 

= A£¿ - D_1(D-aDP) A£¿ 

At1 

(VI.16) 

que 

En général, cette valeur est plus petite 

la valeur réelle de la déformation 

La taille de l'incrément pour ce type 

de schéma doit être suffisament petite pour 

crue l'écart entre a' et la surface de charge 
•* — i 

soit minimal, surtout lorsqu'il y a rotation 
des axes principaux de contraintes, ou lors-
qu'il y a une forte courbure au point c 

(Vermeer, 1980). 

Pour diminuer cet écart on peut par 

exemple appliquer l'incrément de contrainte 

en plusieurs "sous-incréments" ou étapes 

(Owen et Hinton, 1980). La figure (VI. 3) montre 

cette méthode pour le cas où 1'incrément est 

décomposé en trois étapes. L'état final des 
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' i g . VI.3 - Schéma du module tangent appl iqué en p lus ieurs étapes. (Owen et Hinton, 1980). 

c o n t r a i n t e s se t r o u v e au p o i n t F ' (à l a p l a c e 

de D, pour l a f i n de l a t r o i s i è m e é t a p e ) . 

V I . 2 . 2 - §çhéma_âe_ re tou r_du_Tnoâu le_ t angen t 

Ce schéma a pour b u t de r amener l ' é t a t 

£ | s u r l a s u r f a c e de c h a r g e . Pour c e l a , on 

a j o u t e une c o r r e c t i o n de c o n t r a i n t e à a' d é -

f i n i e p récédemment . L ' é t a t f i n a l s ' é c r i t 

a l o r s : 

•E1 = £.' + s £ 2 

avec 

El 

(VI .17) 

(VI .18) 

i12 

* 

z 

1 

*̂*̂ ^̂  3 C 
D 

U 

F ig . VI .4 - Schémas de re tour du module tangent 

pour le c r i t è r e oe Coulomb, d'après 

Chr is t ian e t al . (1977). 

e t 

c + 
c J— 

D - aD (VI.19) 

X étant déterminé par l'équation f(£1) = 0 

Ce schéma suppose que la correction 

i£2 est normale à la surface de charge 

£ = 0. 

Christian et al. (19 77) analysent 

différents chemins de retour pour le critère 

de Coulomb (Piç. VI,4). Ils constatent que 

les résultats obtenus sont sensibles à la 

manière dont on ramène l'état de contrainte 

a' sur la surface de charge. Nous insistons 
-1 

sur ce phénomène dans le cas des modèles 
écrouissables (paragraphe VII.7). 
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VI.2.3 - §chéma_âe_retour_àu_moâule_ta22i2ï 

22âi£il (Vermeer, 19 80) 

Dans les schémas présentés auparavant, 

les directions des déformations plastiques 

étaient déterminées au point c = o„ ou c = o . 
- — c - -i 

En général, les directions des déformations 

plastiques au début et à la fin du pas de 

chargement (respectivement l-rz) et (T^) ) n e 

coïncident pas. Evidemment, la variation des 

directions des déformations plastiques influ

ence la position finale des contraintes £J 

(voir aussi le schéma suivant). 

déformation plastique (fig. VI.5), ce qui 
s'écrit : 

- D (a - c,) = k T— 

alors on obtient 

- X D 
3 G 

A sera obtenu à partir de 1'équation 

Fta1) = F(o' - XD f£) = I 

(voir lé schéma suivant) 

Vermeer (1980) propose une méthode qui 
consiste à assurer que la variation de défor
mation plastique ait la forme : 

AE = r rn^-m (VI.20) 

3G Ici, la direction (-r— ) peut être déter 
d£ 

minée pour a = c ', ou o = o , mais pour les 
— — i — — c 

modèles du type Coulomb, l'utilisation du 

point £ = £ peut amener à des divergences 

(Vermeer, 1980) . 

Xe i 0 X1 i 0 

Si on considère que le vecteur de re

tour £1-£J provoque une diminution de défor

mation élastique égale à l'augmentation de 

En prenant en compte l'équation (VI.16), 

la variation des déformations plastiques s'é

crit : 

AcP = D-V Ae_ + X 
i /SGI (VI-21) 

ÙE> 

D'Ngrig;') 

Fio. v i . 5 - D iv i s ion de IM ncrément de déformât i on 

é las t ique et p las t ique (Vermeer, 1980) 

a) pour a r r i v e r à a' , 
—i 

b) é ta t f i n a l . 
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Dans le cas où les directions des dé

formations plastiques |T—j pour o = c'et pour Cj 

£ = £' coïncident, l'équation s'écrit : 

** - *•(£•). • < (S), 

Cette équation montre que la direction 

des déformations plastiques est entre les 

ceux extremes 
Bc Je 

SG 
oc h 

Ce type de corrections ne peut pas être 

utilisé quand £' se trouve au delà de la 

pointe du cône d'un critère du type Coulomb, 

car cela fait aboutir à des points £ en 

dehors du cône alors que 1'état final correct 

de £ doit être situé sur la pointe du cône. 

F = ( ç r , R 0 > = û 

"ig. VI.6 - Schéma de retour du module Tangent 
s i mpI i fi é. 

Rj= Ro+ AR : paramètre d ' é c r o u i s s a g e , 

d 'où 

VI . 2 . 4 - Schénva_de_retour_du_module_tangent 
s i m p l i f i é 

i,a d i f f é r e n c e en t r e l e schéma du module 

t a n g e n t s i m p l i f i é e t l e schéma précédent e s t 

l ' a b s e n c e de l a c o r r e c t i o n p l a s t i q u e 

[D D ] ¿ ¿ - Nous n'avons pas besoin de dé 

t e rmine r l e p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n du vec t eu r 

(G , oe) e t de la surface de charge (Fig. 
— o —i 

VI.6). L'état de contrainte après une correc

tion plastique s'écrit : 

£' = £ + fi£ 

ae = o + âc 
— i —c — 

(VI.22) 

F (G + 6o , R + AR) = 0 
— i — o 

(VI.24; 

Un développement de Taylor de F au voi

sinage de (£' , R) donne : 

F(0e + 6o , R + AR) = F (oe , R ) 
— - — - — i o " 1 _ 0 

* (H)T * * I 
(VI.25) 

AR + O M o , R) = 0 

En tenant compte des équations (1.8) et 

tVI.22.a), on obtient : 

F(o= , R ) 
— i o • m °w *s 

XH (VI.26) 

avec 

ôo XD (VI.22.a) 

Pour un matériau écrouissable,le multi

plicateur À est calculé à partir de l'équa

tion : 

F(a' , R) = 0 

avec 

(VI.23) 

d'où 

F(o , R ) 
— i o 

X = 

H + /3F Y „ 3G (âô) D 3Ô 

(VI.27) 

Dans les_ schémas présentés auparavant, 

la direction 
i ou ; -

qu' 
G = G OU O - w, 
- -c - -1

 e 
gé d'utiliser g_ = Gj . 

s senemas presentes auparavant, 

(T— j peut être déterminée pour 

= —G ' alors qu'ici on est obli-
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En ce qui concerne le paramètre d'é-

crouissage, dans l'équation (VI.27) on est 

obligé d'utiliser R (paramètre d'écrouissa-

o 

ge au début du pas de charge) car R est in

connu a priori. Par contre, on considère la 

valeur de F au point £e car; si on la consi

dérait au point £ = £„ , on aurait 
F(c R ) í C 

o 
X e 0 

L'équation (VI.27) s'écrit alors 

F (oc , P. ) 
i o 

» • ( r 
(VI.28) 

8G 
Nous verrons aue le calcul de -r— en 

dC 
utilisant (ce , R ), quand l'incrément de 

— i o 

charge est très grand, n'est pas bien justi

fié (voir paragr. VII.7).En fait, cette di

rection n'est ni normale à la surface de 

charge initiale ni à la surface de charge ac

tuelle. 

-a 
F(O) = 0 

F i g . VI .7 - Schéma de re tour du module tangent pour 

un po ten t i e l associé CTresca). 

Quand l ' i n c r é m e n t de charge e s t s u f f i 
samment p e t i t , l a d i r e c t i o n des déformations 
p l a s t i q u e s obtenue, par ce schéma, ne d i f f è r e 
pas beaucoup de c e l l e obtenue théoriquement 
(Fig. VI -7 ) . 

L ' i n f l u e n c e des a u t r e s paramètres de 
l ' é q u a t i o n (VI.28) sera a u s s i é t u d i é e . 

En résumé, l e schéma e s t i l l u s t r é dans 
la f i g u r e (VI .8) . 

(H 

Pour le cas de la plasticité parfaite 

0), l'équation (VI.28) s'écrit : 

F(Ge) 

£/ a£ 

(VI.29) 

avec 

SG e 
r— obtenu pour o = o 
do — — i 

ou encore pour le potentiel associé : 

F(oe) 

(VI.30) 

3o 

(F e t ~ sont c a l c u l é s pour c = a e) 

F ig . VI .8 -Schéma de retour du module tangent 
s i mp11f1é. 

Comme nous l ' a v o n s ind iqué p lus hau t , 
l e s déformations p l a s t i q u e s obtenues dans ce 
schéma sont sous-es t imées e t l ' é t a t £ ' n ' e s t 
pas sur la surface de charge . 
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Guellec (1976-1977) propose une méthode 

gui consiste â calculer X pour l'itération i 

par une suite d'itérations internes j de tel

le manière que : 

(VI.31] 

Nous avons analysé aussi le rôle des 

itérations internes et nous avons pu consta

ter que l'utilisation de cette méthode peut 

aboutir, dans certains cas, à des résultats 

bien différents des résultats obtenus ana-

lytiquement. 

satisfasse F(c , R) = 0 VI.2.5 - Choix du schéma 

m étant le nombre d'itérations internes. 

L'algorithme de ce schéma avec itéra

tions internes pour un matériau écrouissable 

est le suivant : 

Dans les premiers schémas présentés 

(paragraphe VI.2.1 à VI.2.3), il faut calcu-
P 

1er la matrice D , ainsi que le point d'in
tersection £ . Cela n'est pas toujours aisé 
et peut augmenter le temps de calcul. 

p. F ( £i ' Ri > 
"j- i 3F(£^_i, R?"1) 3G(o^~\ 
r*i a£ " 'àl 

— i — 1 ' i öC 

*n 

j = l,m R3 = R?"1 + A?R J i l l 

3G(çf1, RJ"1) 
i— i da 

a3 = a^-
1
 + £: 

—i -i i— 

j est le rang de l'itération interne. 

Les déformations plastiques totales et 

l'état de contraintes o â la fin des m ité

rations internes ou à la fin de l'itération 

i s'écrivent : 

m 
P P v- -• j 

-i -i-= A, i 

3G(£^"\ R^"1) 

3o (VI.32) 

c . = c . , + D Y " À J —„ + A c . o 
-1 — 1 - 1 .~ 1 d£ lk 

(VI.33) 

Dans le dernier schéma le problème ne 

se pose pas. Par contre, la convergence est 

plus lente, même en utilisant des itérations 

internes. Le choix du schéma doit être fait 

suivant l'importance et le type du problème, 

car une mauvaise convergence, donc une mau

vaise estimation des déformations, peut avoir 

des conséquences appréciables sur l'analyse 

du problème (la déformation volumique quand 

il s'agit d'un sol dilatant ou d'un sol avec 

de l'eau interstitielle, par exemple). 

A notre avis le dernier schéma doit 

être utilisé avec prudence. En effet, pour 

obtenir des déformations plastiques proches 

de la réalité, le nombre d'itérations doit 

être petit afin d'obtenir des directions de 

déformation plastique quasiment normales au 

potentiel plastique actuel. 

VI.3 - Convergence pour un modèle avec deux 

surfaces de charge 

Pour un modèle avec deux surfaces de 

charge et quand les deux surfaces de charge 

F = 0 et V = 0 sont "actives", l'équation 

d'écoulement (1.24) s'écrit : 

•i 3o 
+ A. So (VI.34) 
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avec ?.. 5 0 et X. i O 

Pour obtenir la convergence dans ce 

cas, nous avons étudié les trois procédés 

suivants, la méthode utilisée étant la mé

thode de force avec schéma du module tan

gent simplifié (voir paragraphe VI.2.4). 

1) Les corrections de contrainte rela

tives aux deux surfaces de charge sont 

déterminées à partir du même état des con

traintes £ e |~F(£+Ô£ ) = Oet V(£+ô£ ) = 0] ; la 

correction de contrainte totale après la pre

mière itération s'écrit (Fig. VI.9) : 

oc + 6c (VI.35) 

=l 4 

F i g. V!. Q - Correction ce contra ¡ r,Te à partir du 
e même poin" c 

et les déformations plastiques s'écri

vent : 

P P P 

Dans cette méthode, l'état des contrain

tes o + de se situe sur la première surface 
- i - i e 

de charge et l'état o + 6o se situe sur la 
— i —2 

deuxième surface de charge ; mais , 
c7' = c + 6c + 6c n'est situé généralement 
— " I " I - 2 

sur aucune de ces deux surfaces. 

2) Dans la deuxième méthode, on consi

dère d'abord l'une des deux surfaces de char-

qe et on fait toutes les itérations nécessai

res pour ramener 1'état de contraintes £ sur 

cette surface (£'), tel que le principe des 

travaux virtuels soit satisfait ; les correc

tions sont ensuite calculées d'une manière 

identique pour ramener G' sur la deuxième sur

face de charge (c'') (Fiç. VI.10 a). 

q A 

q A 

Le temps de calcul nécessaire pour cet

te méthode est très grand, car une fois £' 

déterminé, il faut reprendre le procédé. Un 

risque se présente aussi, c'est que l'état de 

contrainte £' ou £" se trouve dans le domaine 

élastique de l'autre surface de charge. (Fig. 

VI.10 . b) ;dans ce cas, le calcul s'arrête sans 

que le critère pour cette surface soit nul. 

3) La troisième méthode consiste S cal

culer les corrections de contraintes simulta

nément (pendant 1'itération) pour les deux 

surfaces de charge, c'est-à-dire qu'on calcu

le d'abord ó£ en utilisant £^ (F (£? + Ó £ J ) = O ) , 
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ensuite on calcule ôc. avec £ ' = £ , + ó£, 

(V(£e + Ó£, + 6 £,> = 0) 

q A 

^ 

^ 
* • * 

s s"^ ~\* 
/y\&* 

'V* 
- 5^ 
,-><4' «T2 
^̂ _ "̂̂  

¿- \ \ 

•*v\ ' 

rie. Vi.lï - Corrections sont fai+es pendan" une 

iteration interne. 

La correction de con-rainte totale à 

appliquer est alors : 

Dans la méthode de Newton-Raphson, la 

matrice de rigidité est déterminée et inver

sée à chaque itération (Fig. VI.12.a) 

(Zienkiewicz, 1971 ; Dhatt et Touzot, 1981 ; 

Yuritzinn, 1981). Cette matrice est calculée 

et inversée une seule fois (Fig.VI.12.b) 

dans la méthode de Newton-Raphson modifiée. 

La méthode de force ainsi que la méthode de 

rigidité peuvent être utilisées pour tous les 

schémas qui ont été présentés. 

l'état £" se trouve sur la deuxième 

surface de charge, et il n'est pas très loin 

de la première surface de charge car, en gé

néral, c£ est plus grand que ó£ 

En ce qui concerne le modèle de Vermee: 

nous avons choisi cette méthode car elle né

cessite moins de temps de calcul, tout en 

étant aussi simple à programmer. 

VI.4 - Méthode de force ; méthode de rigidité 

Comparaison des deux méthodes 

L'équation (1.29) n'est pas linéaire 
p 

car la matrice D dépend de l'état actuel des 

contraintes. Pour résoudre le système d'équa

tions qui en découle, plusieurs techniques 

itératives existent. La méthode de Newton-

Raphson (méthode de rigidité) et la méthode 

de Newton-Raphson modifiée (méthode de force) 

sont les deux méthodes les plus utilisées 

pour le traitement du problême par les élé

ments finis. 

Fi&. VI.12 - a) Méthode de. rigidité, 

b) Méthode de force. 

Dans les deux méthodes, on admet à la 

première itération que l'état de contrainte 

se trouve S l'intérieur du domaine d'élasti

cité ; dans les itérations suivantes on véri

fie si le critère est violé, auquel cas on 

calcule les corrections de contraintes ô£ 

suivant le schéma choisi. On applique alors 

ôo sous forme de forces initiales. Il en ré-
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Fig. VI.13 

suite un incrément de déformation ù£ et de 

contrainte Aô£ . La nouvelle position d'équi

libre après l'itération numéro i s'écrit 

alors (Fig. VI.13) : 

La méthode de force nécessite donc un 

plus grand nombre d'itérations, mais il est 

parfois plus économique de conserver la même 

matrice de rigidité pendant le calcul. 

c =o. + 6.o + Aó . c 
—i —i-i i— i— 

e . = e . + A . £ 
—i —a-i i— 

£222âEâii22_Éês._âe.H2_?I!i£ï}2ËeJ 

(VI.36) 

(VI. 3 7 ) 

En général, on peut dire que la méthode 

de rigidité est avantageuse pour l'élasticité 

non linéaire et que la méthode de force est 

avantageuse en élastoplasticité quand on 

s'approche de la charge limite (la méthode de 

rigidité devient alors singulière). 

Vermeer (19 80) a comparé les deux mé

thodes en utilisant le schéma de retour du 

module tangent. 

Dans les deux cas, le temps de calcul 

est du même ordre de grandeur. Dans la métho

de de force (Newton-Raphson modifiée) le nom

bre d'itérations est compris entre 10 et 25, 

pour AU o = 0, AU o étant la première appro

ximation de AU. Il est de l'ordre de 8 quand 

A O o ji 0. Pour la méthode de rigidité 

(Newton-Raphson), on a de deux a quatre ité

rations. 

VI.5 - Méthode utilisée dans ROSALIE 

La méthode implantée dans ROSALIE (voir 

Chap. VII) pour la résolution des problèmes 

d'élastoplasticité est la méthode de force 

avec le schéma de retour du module tangent 

simplifié (Guellec, 1976-1977) . 

Pour introduire les modèles de Nova et 

de Vermeer, nous avons utilisé la même métho

de (voir les tests de convergence au paragra

phe VII.7) . 
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Chapitre VII 

PROGRAMMATION DES MODÈLES CHOISIS 

VII.1 - Introduction au programme ROSALIE 

Le programme (ou système) ROSALIE est 

un ensemble de programmes de calcul par la 

méthode des éléments finis. Réalisé au sein 

du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées 

par une équipe d'ingénieurs spécialisés 

(Guellec, Humbert et Ricard ; 19 76), il com

prend aujourd'hui : 

- 14 sous-ensembles appelés "Groupes" dont 

chacun couvre un certain domaine de problè

mes (massifs, poutres, coques, etc.) ; 

- 3 modules de maillage ; 

- un système de vérification du maillage et 

des données du calcul, appelé Test, composé 

de 14 modules correspondant aux 14 groupes ; 

- un programme d'impression des résultats sous 

forme graphique, Trace, composé également 

de 14 modules. 

Le schéma de la f igu re (VII.1) r e p r é 
s e n t e l a s t r u c t u r e d 'ensemble des d i f f é r e n t e s 
p a r t i e s du programme. Pour p l u s de d é t a i l s , 
v o i r Guellec e t Ricard (1974) ; Guellec (1976) 
e t Gue l l ec , Humbert e t Ricard (1976). 

HAPLAN 
module 

KS.TR1D • 
module 

t r id imensionnel 

HACOPO 
module 

s t ruc ture 

Groupes 
2. 3. i . £ . 
S. 15' 

Groupes 
2 , < , 1C 
11 

Groupe 

mauvais maillage 

TEST groupe n"i 

bon mai l lage 

dessins des résul tats de l e s t 
impression, per forat ion 

CALCUL 9roupe n«j 

so r t i es imprimées et é v e n t u e l l e m e n t 

perforées ou éc r i t es sur un support 

magnétique. 

TRACE groupe n ' i — so r t i e s graphiques 

F i g . VI 1.1 - S t r u c t u r e du programme ROSALIE. 

( G u e l l e c , 1976) • 

VII .2 - S t r u c t u r e du Groupe 5 - Modél isa t ion 
des problèmes de f ro t tement e t dé
collement dans l e programme ROSALIE 
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Le sous-ensemble "Groupe 5" du program

me ROSALIE traite des problèmes d'ëlastoplas-

ticitë, de visco-élasticité, de contact (dé

collement-frottement) , de dilatance et des 

problèmes dynamiques, pour les massifs pians 

ou à symétrie de révolution. 

Il est composé des modules suivants : 

- MAPLAN, gui est destiné a préparer le mail-

lage ; 

- TEST5, gui vérifie le maillage et les don

nées en général ; 

- GR0UP5» qui comprend les sous-programmes qui 

concernent la gestion du calcul comme l'or

ganisation des données, calcul et stockage 

de la matrice de rigidité globale, ainsi 

que certains sous-programmes secondaires ; 

- PLANS ou AXIS5, qui regroupent les sous-

programmes gui sont influencés par le fait 

gue le problème traité est plan ou à symé

trie de révolution ; 

- CALCUL5f gui regroupe le reste des sous-

programmes nécessaires à la résolution nu

mérique ; 

- TRACE5,qui exécute les sorties graphigues. 

L'organigramme de la figure (VII.2) 

schématise le déroulement du calcul quand on 

traite un problème d'élastoplasticité ou de 

contacts. 

Les éléments utilisés par GR0UP5 pour 

le massif sont des triangles à 6 noeuds (T6)ou 

des quadrilatères à 8 noeuds (Q8) • Ce sont des 

éléments isoparamétriques avec interpolation 

quadratique pour les déplacements. GR0UP5 

utilise aussi des éléments de continuité à 

deux noeuds CT1 et des éléments raidisseurs à 

3 noeuds. 

En ce qui concerne les problèmes de 

contact, l'algorithme initial (FROTTA-FROTTI), 

créé en 1977 (Frank, Guênot et Humbert, 1980) 

ne traitait que des corps élastiques. Cet al

gorithme a été modifié et couplé avec l'algo

rithme traitant du comportement élastoplasti-

gue des massifs par Barbas et Frank (1982). 

Nous nous limitons ici à rappeler cer

tains points essentiels relatifs au problème 

de frottement-décollement (Barbas et Frank, 

1982). 

VII.2.1 - Lois_de_çomgortement_âe_la 

Ces lois de comportement sont définies 

dans le cadre de la plasticité, d'une part 

par les critères de contact, d'autre part par 

les lois d'écoulement. 

L'état de glissement est donné par le 

critère de frottement de Coulomb : 

| T | = c + o t g ç = 0 

où c est la cohésion et ty l'angle de 

frottement de la discontinuité, 

avec |T| contrainte tangentielle à 

la discontinuité, 

et o contrainte normale à la discon

tinuité (positive en traction). 

Pour les points en état collé ou de 

glissement on doit vérifier : 

o - r É 0 

où r est la résistance à la traction 

de la discontinuité. 

L'état de décollement apparaît dès 

que : 
a - rt 
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GROUP 5 
Entrée 

CONTA 5 

CONTB 5 

Lecture et préparation des données 
et des caractéristiques du calcul 

RIGID 

DEPRG 

Appel des sous—programme s des matrices 
élémentaires (PLAN5 ou AXIS5) et calcul 
et stockage de la matrice de rigidité 
globale. 

_ Imposition des conditions aux limites ; 
modification de la matrice de rigidité. 

Test sur la nature du pro
blème et sur la nécessité 
de correction de forces de 
frottement. 

NON 

OUI FORCE S 

F 500 

FQDEP 

- Correction éventuelle des forces 
de frottement pour les problèmes 
des contacts• 

Transformation des chargements 
imposés en système des forces 
nodales. 

.Modification des forces en cas de 
déplacements imposés non nuls. 

RESOL .Résolution du système linéaire, 

Test sur la nature di 
problème FROTTA FROTTI 

/r* 

Programme du calcul propre-
ment dit des forces et.des 
rigidités du contact. 

CONTR 

Programme pilote pour la résolution du problème 
des contacts. 

.Calcul des contraintes à partir des déplace
ments 

Test sur la nature du 
problème 

*1 

PLAST 3= PLAST I 
Programme 
I plas tiques 

Calcul du critère de plasti-
cité et des éventuelles con
traintes de correction 

pilote pour les problèmes élasto-

Test sur la nature de 
1'itéra tion 

SORTIE 

en convergence en divergence 

F i g . V I I . I - Organigramme sommaire du GR0UP5 pour les problèmes d ' é l a s t o p l a s t i c i t é et de 

froTtement décol lement. (Barbas et FranK, 1982). 
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et l'on doit imposer alors o 0. VII.2.2 Eléments de contact et ressorts 

Si le critère de Coulomb est atteint, 

on n'autorise que des déplacements relatifs 

tangentiels Au et les déplacements relatifs 

normaux Av sont nuls (hypothèse de non dila-

tance de la discontinuité). Si le critère de 

résistance S la traction est atteint, il y a 

décollement et le déplacement relatif Au est 

quelconque alors que le déplacement relatif 

Av a un signe imposé, indiquant que les do

maines s'"éloignent" l'un par rapport à l'au

tre. L'interpénétration est en effet inter

dite. Le contact est dit "unilatéral" (voir 

Frémond, 1980). Les lois d'écoulement sont 

donc non associées par rapport aux critères 

de plasticité. Le potentiel plastique est ce

lui de l'interface lisse avec décollement 

(voir Salençon, 1978). La figure VII.3 re

présente ces deux critères ainsi que les di

rections de déplacements Au et Av. 

9 >^i po tprvtiel plaslique 

Fig. VI 1.3 - Critère oe frottement de Coulomb avec 

résistance à la traction le long d'une 

discontinuité (Barbas et Frank, 1982). 

Pour modéliser une discontinuité dans 

un massif par la méthode des éléments finis 

R. Frank et al (1980) proposent le dédouble

ment des noeuds du massif le long de la dis

continuité et l'association de chaque noeud 

du milieu M, avec "son double" du milieu M2 

pour former un élément de contact (Fig. 

VII.4). Ainsi, on schématise la surface de 

discontinuité par l'ensemble des couples de 

noeuds dédoublés. 

Fig. VII.A - Elément de contact et forces de 

con-act (Barbas et Frank, 1962). 

Suivant l'état de contact de l'élément 

considéré, on impose deux, une ou aucune con

tinuité des déplacements.. Ainsi, pour les élé

ments de contact qu'on considère comme liés, 

on impose la continuité des déplacements sui

vant les axes locaux T et N ; pour les élé

ments considérés en état de décollement, on 

n'impose aucune continuité ¿es déplacements 

et, enfin, pour les éléments qui glissent, 

on impose seulement la continuité des dépla

cements suivant l'axe N. 

Pour imposer la continuité des déplace

ments souhaitée dans une direction, on intro

duit entre les deux points qui forment l'élé

ment un ressort de grande rigidité k . La di

rection d'action du (des) ressort (s) coïnci

de avec la (les) direction (s) suivant 

57 



l a q u e l l e ( l e s q u e l l e s ) on veu t imposer une 

c o n t i n u i t é des déplacements. 

VII.2.3 Critères et lois de contact 

Les différents critères gui permettent, 

en fonction des caractéristiques des éléments 

de contact et du chargement, de déterminer 

l'état final sont écrits en fonction des for

ces (ou des déplacements) et non des contrain

tes. Ce choix est justifié par le fait que 

dans un modèle d'éléments finis "déplacement" 

comme c'est le cas pour ROSALIE, les con

traintes ' Sont dérivées à partir des déplace

ments et en conséquence la continuité des 

contraintes normale et tangentielle au con

tact n'est pas assez précise pour le traite

ment du problème délicat que l'on se pose. 

Les forces de contact sont par contre évi

demment continues. 

Ainsi, on peut écrire : 

Critère de résistance la traction 

F = F S 
*N N2 r S où S est l'aire de la 

surface d'influence de 1'élément, dépendant 

du type d'éléments de massif utilisé. 

est la résistance unitaire à la trac-
t 
:.ion. 

Critère de frottement de Coulomb 

|F„. I £ IcS + F„,tg<b I où ó T 2 , - , — • - N ^ Y I ~- Y est l'angle de 

frottement , et c la cohésion. 

¿ I CS + FNtg((. | 

3- Le caractère unilatéral du contact impose 

que, pour les joints décollés, on ait : 

V. - v. < e où e est l'ouverture initiale 

du contact (e = 0 pour des joints initia

lement en contact et qui se sont décollés). 

v 1 - v2 

Fig. VII.5 - ComporTement dans la direction normale 

(résistance en traction r ). 

a) Joint à ouverture initiale nulle, 

b) Joint à ouverture initiale e 

ídépIacemenTS relatifs verticaux en fonction des for

ces normales) (Frank, Guénot et Humbert ; 1980). 

^ + F t H F T , 9 l i s s e m e m , 

u,-u2 

•cS -Fntg<p 

F ig . VI 1.6 - Comportement cans la d i r e c t i o n Tangente 

(déplacements r e l a t i f s horizontaux en fonc t ion des 

forces tangent ie l I es) (Frank, GuéViOT et Humbert ; 

1980). 

4- A p a r t ces c r i t è r e s i l f au t d é f i n i r la l o i 

de g l i s sement (avec f ro t tement ) qui s ' a p 

p l i q u e uniquement aux p o i n t s qu i g l i s s e n t 

l ' u n par r a p p o r t S l ' a u t r e . E l l e impose 

l a force de con tac t t a n g e n t i e l l e égale à 

l a force de f ro t t ement l i m i t e de Coulomb. 

Ces c r i t è r e s en termes de fo rces e t de 
déplacements son t r e p r é s e n t é s sur l e s f i g u r e s 

VII.5 et VII.6. 

F = F 
T T2 

cS + FNtg$ 

Le frottement empêche les points de glis

ser parfaitement, il tend S ramener un 

point vers l'autre. Les forces de frotte

ment sont donc des forces de rappel et 
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Fm- est de même signe que U, - U0 - 0 

U étant égal à (U. 
P l U-) , glissement 

relatif plastique à la fin de l'incrément 

précédent. On peut noter ici que, contrai

rement aux critères énoncés plus haut, la 

loi de glissement ne provoque pas un chan

gement de rigidité. Son application n'ap

porte que des corrections de forces dans 

un état donné (de glissement). Notons de 

plus que,si Ü, - U. - U chance de signe ^ 1 2 p = 

par rapport à Fm2,il y a l'arrêt de glis

sement (cas de déchargement, par exemple). 

VII.3 - Problèmes de déformation Diane et de 

D = 
s 

et 

(D 

avec 

X + 2y 

X 

X 

0 

,-1 1 

X 

X+2; 

X 

A 

X+2u 

0 

(VII.2.c) 

svmétrie de révolution 

-v -v 0 

1 -v 0 

-v 1 0 

o o 2(i+v; 

avec X et v coefficients d'élasticité 

de Lamé, 

(VII.2. b) 

Le programme ROSALIE - GR0UP5 traite 

des problèmes de déformation plane et de sy

métrie de révolution. Après avoir rappelé 

brièvement certains aspects de ces deux types 

de problèmes, nous présenterons un nouvel al

gorithme pour le traitement des problèmes de 

déformation plane. 

VII. 3.1 - Svmétrie de révolution 

Pour un solide de révolution, dans le 

système d'axes de coordonnées cylindriques 

(r, 6, z) , si le chargement et les conditions 

de déplacement sont a symétrie de révolution, 

le champ de déplacement est uniquement fonc

tion de r et z. Alors, pour le cas de petites 

déformations : 

o = o = (o , o_, o , o )' - —s r' 6' z' rz 

E = E = (E , E , £ , 2£ V 
— —s r' e z rz' 

(VII.1.a) 

(VII.l.b) 
, au u 3w 3u äw T 

~ lSr'r'âz'3z 9r' 

et, dans le cas de l'élasticité linéai

re isotrope : 

et E et v, module d'Young et coefficient 

de Poisson. 

VII. 3. 2 - Déformation glane 

Par définition, on dit que le champ de 

deformation est plan si le déplacement w dans 

la direction z est nul et si les déplacements 

u et v (dans le plan xOy) sont indépendants 

de la direction z . 

On en déduit : 

E = E = t = 0 . xz yz z (VII.3) 

Pour un corps élastique isotrope, on 

obtient de plus : 

o = o = 0 xz yz 

o_ = v (o + o ) 
z x y 

(VII.4) 

o 
—s 

D E 
s —s 

(VII.2.a) 

Pour un matériau isotrope au sens géné

ral (isotrope initialement avec écrouissage 

isotrope), le potentiel plastique G s'expri

mera au moyen des invariants de contraintes 

Ix, l2 et I3, alors : 
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-r1 

2v 

If- l-o ) 
Les tenseurs ae contrainte et de dé

formation sont définis par : 

|£- (o o - o c ) 
31, xy yz y xz 

(VII.5) 

DP , . T o = la , G , a ) — x y xy (VII.9.a) 

-yz 2v 3I_ yz 

? 3G 
ol, xy xz x y z ,) = 0 

DP Í E , £ ,2E ) "* 1 x y xy 
(VII.9.b) 

La matrice d'élasticité s'écrit 

À étant un scalaire positif ou nul. Au 

moment de la olastification,c et o sont 
xz yz 

n u l s , d ' a p r è s le raisonnement en é l a s t i c i t é , 
donc o = c = 0 , d ' o ù S tou t i n s t a n t xz vz 
(Loret, 1981)" : 

.DP 

X + 2y X 0 

X X + 2y 0 

0 0 p 

(VII.10.a) 

(VII.6) 

La contrainte o est définie à partir 

de l'équation 

(D' 
DP, 1+v 

E 

1-v -v 0 

1-v 0 

0 2 

(VII. 10 .b.) 

c = Êe + Ê? = 0 (VII.7) 
z z z 

ou encore 

— o -v(a +c ) + A T — 
Eli x y / do. 

L'équation c = v(o +c ) se trouve êga-
^ z x y r 

lement vérifiée dans les modèles ëlastoplas-

tiques dont le potentiel plastique ne dépend 

Das de la contrainte c (c^ est alors nul) et 
•e z z 

cela implique que E est aussi nul. 

Dans le programme ROSALIE, le traite

ment des problèmes en déformation plane est 

simplifié en supposant, quel que soit le po

tentiel plastique, que : 

Pour utiliser, dans le cas des défor

mations planes, les modèles définis à trois 

dimensions, nous avons plutôt choisi de dé-
• e • P 

terminer c a partir de l'équation £ + £ =0, 

suivant Yuritzinn (1981), ce qui est mani

festement plus correct. La variation des dé

formations s'écrit : 

e P 
AE = AE + AE 

d 'où 

AE = D-1 Ac + X (!£} 
— s — »U 

(VII.11) 

(VII.12.a) 

avec X le multiplicateur de plasticité 

A£ = (AE X, AEy, AE z,2AE x y)
x (VII.12.b) 

• e «p 
E = E = £ r 

z z z (VII.8.a) 
Ao = (Ao , Aa , Ac , Ac ) (VII.12.c) 
— x y z xy 

d'où 

C = V(C +C ) 
z x y 

(VII.8.b) 

D définie par l'équation (VII.2.b)et 

3G /3G 3G 3G 3G 
3c " \ 3c ' So ' 3o ' 3c 

x y z xy, 

(VII.13) 
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La condition As: = 0 fournit 

Ao ££_ + v(Ao +Ao ). 
dO X v 

(VII.14) 

La matrice D n'est pas utilisée dans 
s r 

ROSALIE. 

1) Calculer les corrections de contraintes 
T 

x— i x i y' i z' i xy a partir du 

critère de plasticité et du potentiel plas-

tiaue (ô.a=-X.D (-̂  ). avec D et r̂— défi-
1- 1 S\3£/l S d£ 

nies par les équations (VII.2.b) et (VII.13)) 

et tenir compte uniquement de : 

Pour les déformations planes on utili-

se D 

Nous proposons un algorithme de résolu

tion par la méthode de contraintes initiales 

(ou méthode de force) avec le schéma de re

tour du module tangent simplifié, pour le 

traitement des modèles définis à trois dimen-
e P sions et avec l'hvpothèse Ac = At + AE = 0, ' r z z z 

en nous servant des matrices de rigidité 
DP 

(B ) du module de déformation plane de 

ROSALIE (PLAN5). 

La condition (VII.14) permet d'écrire 

(VII.12) d'une manière "réduite" (Yuritzinn, 

1981) : 

6.c DP 
i x' i y x xy 

->.A ( H ) . \ D P 

il S da'll 

(VII.16) 

pour le calcul des forces initiales 

A.F appliquées (voir paragraphe VI.4). L'in

crément des déplacements A.U (et des défor-
Dt> -1 

mations A.£ ) est obtenu par : 

DP -1 
A.ü = (Rut) l A.F 

.DP 

(VII.17) 

2) A.£ provoque un incrément de contrain-
1 DP 

te (itération élastique avec R ) : 

.. DP _DP. DP 
Ac.c = D A . E 

1— i— 
(VII.18) 

AE 

AE 

2tz 
xy 

¿v 

1-v - V 

1-v 

0 

0 

0 

2 

" A o x " 

Aa 
y 

Ao 
L xyJ 

À E P
 + AE + VÍiZ 

X Z 

p p 
AE + vAc y z 

2 A E P 

xy 

. DP ,_DP,-1. DP . P* 
AE = (D ) Ao +AE 

(VII.15.a) 

(VII.15.b) 

"DP" indique pour £ ou £ que l'on ne 

retient que les composantes dans le plan xOy 

(Eq. VII.9). "DP" pour la matrice d'élastici

té est la matrice de déformation plane (Eq. 

VII.10) . 

DP 
3) Les contraintes £. sont alors, à la 

fin de l'itération "i" (Fig. VI .13) : 

DP DP ^ ~ DP A, DP 
c. = o . + û . o + A 6 . 0 
—i —i-i i- î-

DP , DP 
= o . + A . c 

—i-i i— 

(VII.19) 

et 

o. = o. + 6 . 0 
i, z i-i,z i z 

(VII.20) 
+ v (A6.o +A6.o ) 

i x i y 

4) Les déformations totales (Fig. VI.13) 

valent : 

DP DP . DP 
E . = £. + A. Z 
—1 —1-1 1— 

et 

(VII.21) 

L'algorithme pour l'itération numéro 

"i" de la programmation se résume de la ma

nière suivante (Fig. VI.13) : 

t . = 0 
1,2 
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5) On détermine ensuite les parties élas

tique et plastique des déformations : 

(VII.22) E = (D ) 
—-i s 

e t : 

- i ~ —i 

0 . 
—i 

e 
E . 
— 1 

(VII.23) 

puis on retourne à 1) (itération sui

vante) . 

Il faut tout d'abord vérifier que les 

équations (VII.18) et (VII. 19) reviennent à 

l'équation (VII.15). 

Portons : 

t. DF DP 
i— i— 

i DP (VII.24) 

dans l'équation (VII.18); on obtient : 

(VII.25) ¿.E
DP = (DDV!ÍA.oDP - 6. 

DP\ 

Ceci est manifestement vrai, puisque, 

d'une manière générale et à toutes les ité

rations : 

Ù . E = /. . l-r— ) . • 

i— i 8a i 
(vu.27; 

D'autre part, on peut vérifier que la 

relation (VII.20), compte tenu de (VII.16) 

et (VII.19), conduit â : 

Zi. c = c . 
1 Z 1 , Z 

1- 1 , Z 

,3G 
= -EX. (̂ r-) + v(A a +A c ) 

z i J 

Ceci montre que la relation (VII.14) 

est également vérifiée à chaque itération. 

VI1.4 - Calcul des paramètres nécessaires 

La méthode qui a été choisie dans 

ROSALIE pour résoudre les problèmes en milieu 

élastoplastique, on l'a vu, est la méthode 

des forces avec le schéma de retour du module 

tangent simplifié (paragraphes VI.2.4 et 

VI.4 ) . 

Il faut donc montrer,pour satisfaire à 

l'équation (VII.15), que : 

,nDP,-i . DP . P* - (D ) c . o = A . E 
i- 1 -

(VII.26) 

ou encore (en tenant compte de l'équa

tion VII.16) : 

DP 

1 \ SKàÇj 1 j i — 

ce qui condu i t , après quelques c a l c u l s ma
t r i c i e l s , à : 

\ XV/l 

à. E 
1— 
P* 

Pour déterminer les différents termes 

qui interviennent dans l'expression des cor

rections ó£ (Eq. VI.22.a), il faut détermi

ner, entre autres, les paramètres suivants à 

chaque itétation : 

9F 
•s— : direction normale à la surface de char-dO 

3o 

ge, 

direction des déformations plastiques, 

R : variation des paramètres d ' êcrouissage 

H : module d'êcrouissage. 

Dans les paragraphes suivants nous al

lons déterminer, pour les cas de la déforma

tion plane et de la symétrie de révolution, 

les paramètres pour le modèle de Nova et al. 
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(Chap. Ill) et le modèle de Vermeer (Chap. 

IV) généralisé à trois dimensions, ainsi que 

pour le modèle de Vermeer bidimensionnel dé

fini directement en déformation plane dans 

le plan xOy. Les dérivées et les paramètres 

sont trouvés pour le cas de la déformation 

plane avec l'hypothèse ze + E P = 0. Pour les 
2 Z 

obtenir en cas de symétrie de révolution, on 
utilise à la place de (a , a , a , a ) 

x ' y ' z ' xy 
e t <£

x - E / ^2 - E ) respectivement (o , 

cz , orz) et (Er , ee , ez , c r z ) . 
•'s ' 

pour : 

i = x , y , z 

et : 

3F _ _3F 3q 
3c 3q 3c 
xy ^ xy 

32_ I /Vf 
3c.. 2 \ q 

(VII.28.b) 

(Vil.29.a) 

VII.4.1 - Modèle de Nova et al. 
3P 
3c . (VII.29.b) 

VII.4.1.1 - Zxvressions des dérivées de la 
surface de charge 

Pour calculer les composantes de 
DO 

il faut écrire l'expression de F(a , R) en 

fonction de c , c , c 
x y : 

en fonction de P et q. 

c et non plus xy r 

3F 
3c. 

¿F 3P 
3P 3a. 

i 

H Í2_ 
3q 3c . (VII.28.a) 

J2_ 
xy 

3c 

3P 
te 
xy 

= 0 

(VII.29.c) 

(VII.29.à) 

On exemple de surface de charge dans 

l'espace (P, q) telle qu'elle a été program

mée est représentée sur la figure (VII.7). 

q(*K) 
S B •• 

"7C3 

sa 

3E3 

I CS 

CJ I ¡ B 

Fig. VII.7 -

"SÍS SB ^TS k z ËB "/ES BB" 

Surface de charge et directions des déformai-ions plastiques. 
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A) pour il í ̂  3G _ _3G _3P_ + J3G _3q_ 
ac• 3P 3c . 3q 5G. (VII.32.a) 

En tenant compte des éguations (III.3), 

(VII.28), (VII.29), on a : pour i = x , y , z 

rar 

3F 
=•* 

oa 

2(aq"- P') 3a(o +P) 
c_ x 

3P- P' 

2(aq1- P 2) 3a(c f+F) 

3F, 

3F. 

3P: 

2(ag 2- P 2) 3a (o +P) 
£_ + S 

3P; P' 

2ao 
"xy 

K xy P' 

(VII.30) 

3G 3G 3c 
)o oa do uxy oy xy 

(VII.32.b) 

A) pour r¡ £ •=• 

Dans ce cas le potentiel est associé 

et on a : 

3G] 3F 

3o ~~ 3c (VII.33) 

avec 

3F) 
dÇ 

(VII.30) 

étant défini par les équations 

B) pour r\ > -

3) pour n > j En combinant les éguations (III.6), 

(VII.32), (VII.29), on trouve : 

De même en tenant compte des éguations 

(III.4), (VII.28), (VII.29), on obtient : 

f 3F 

3F ; =-« 

3c x - 2Pg 3 p 2 - 3P 
m 

3F 3(o +P) 
2_ _ y 

3c 2Pq 3P' 

3F 

dG 

3F. 

wC 

V xy 

3(a +P) 
z 

2Pq 3P2 

3P 

m 
3P 

3a 
_xv_ 
pq 

(VII.31) 

S" 2 C 1 M / P \ 

i 5 - = r r -1 pip— p 
x 3P^ \cg' 

3G. 

1-u 3 (a +P) 

2Pq 

3G. 

3a 
1 

3G. 

3G 

n M , _ ,1-u 3(o +P) 
1 M / P \—:— _V_ 

3P 2 3 PVP I x eg/ 
V + 2Pq 

(VII.34) 

z 3P-

3a 

3 P\P c g;
 V 2Pq 

Va ° xy 
x} 

Pq 

3G 
Les directions de r— sont reportées sur 

dO 

la figure (VII.7). 

VII.4.1.2 - Expressions des dérivées du 

potentiel vlastiaue 

En procédant d'une manière analogue à 

celle exposée pour la surface de charge on 

trouve : 

VI1.4.1.3 - Exvression du module d'êarouis-

saae : variation du paramètre 

d'êarouissaae 

Le paramètre d'écrouissage est défini 

pour ce modèle (Eq. III.18) par : 
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R = P = P Iexp . _ 
c co\ r 1-B r p TM- ) (VII.35) 

3F. 2P 

V¿ 
(VII.39) 

avec 

K = E P + D E ^ , E P et £P étant défini 
v d v d 

en annexe. 

3R - C et S K 

"3K - I = B " 6 t "31? 

3 E 
„ P 
d E u t. . 
• ^ +D ^ 

OEP dEP 
(VII.36) 

et en utilisant les équations (1.12) et 

(VII.36), on trouve : 

-> /P \2/~ \T 3G 2 rc\ /3K \ i 

i-B„\p ; VTPI 3ç 
(VI I .40 ) 

3G 
é t a n t d é f i n i en ( V I I . 3 3 ) 

3E 

3 E ^ 

3 E 

dE 

S E ! 

3E 

3E 

d£ 

V 

p 
"y 

_p 
v_ 
p 
z 

= - 1 

'xy 

( V I I . 3 7 ) 

La v a r i a t i o n du p a r a m è t r e d ' ê c r o u i s s a -

ge s ' é c r i t : 

P ~ P \* 

P = P 
C CO 

/ E +DE' \ P 

K = 
3K 

T 
3 E ' 

d ' O ù : 

P = X S- ?J 
c 2 P 

( V I I . 4 1 ) 

( V I I . 4 2 ) 

S ^ 

3ex 

. p 
d E , 

r É -
., p 
d £x 

•N p 
9 E J 

d 
t> 

» E ' 
y 

a P 
3 E . 

d 
-v P 
3 E 

z 

-s P 
o £<3 

W. P 
3 E 

xy 

2 
9 

2 
9 

2 
9 

-, P P 
3 E +E 

X V 
T> 

£ d 

, p p 
3E +E 

X V 

p 
E , 

d 

, p p 
3 E +E 

X V 

p 
£ , 

d 

p 

1 fsx. 
3 P r 

d 

( V I I . 3 8 ) 

B) pour ri > y 

L ' é q u a t i o n ( I I I . 4 ) donne 

3F. 

W 

d ' o ü : 

m 
P 

T 3G. 
H - J S _ / J L \ _ i 

( V I I . 4 3 ) 

( V I I . 4 4 ) 

e t 

A) p o u r n é — 

L ' é q u a t i o n ( I I I . 3) donne 

HP 
p = X — £ 

c ni 
( V I I . 4 5 ) 
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V I I . 4 . 2 - Modele de Vermeer 

-• 4 • 2 . 1 - Ces- t r i a i mensionneJ f d é f o r m a t i o n 

p l a n e avec te + <̂ p 

z ~z 
s y m é t r i e de r é v o l u t i o n ) 

0 ou 

= - 3P 
8 1 1 

de 
311 1£ 

3 A ( Y ) 
I I I + 

o 

Î I I I 

dC 

( V I I . 4 6 ) 

A ( X ) 

V I I . 4 . 2 . 1 . 1 expressions des dérivées des 

surfaces de chartre 

Un exemple des surfaces de charge 

dans l'espace (P, q) telles qu'elles ont 

été programmées sont représentées sur la 
figure (VII.8). 

II = - o o - o a - o o 0 x y y z z x xy 

III. o o c + i' o x y z xy z 

3A(x) 3A 3h 3> 3_P 
3£ _ 3h Sx 3P 3c 

A ) §B£¿e£e_ae_char2e_ae_cisaillement 

L'équation (IV.26) donne 

3P 
Y£' Xi n, sont définis respectivement 

à partir des équations (VII .29), (IV.24), 
( IV .25) 

p(k ?t) 

I I B Uiyi L-iW MIS S B G[S "7a UL3 

F i g . VI i . 8 - Modèle de Vermeer. 
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SP 

là 
5). 

-3e-Yr pßp-6-

yí X) +c>; 
Pour simplifier ces équations, on défi

nit : 

27(3+h) 
(3+2h)(3-h) 

(VII.47) 

> 

3F. 
¿ 

3c 
3F, 

E ;& P S -

3o 
y _x 

dO 3c 
Z X 

dO 
= 0 

^ 
xy 

(VII.51) 

a ' où : 

_8A _ 27D- (3-4h)U 
3h " „2 

(VII.48) 

VII.4.2.1.2 - Expressions des dérivées des 

potentiels plastiques 

e t 

A) P.2£Ë2£iÊi_EiS££i2Hê_E2£Eêi22DËê!}i_à_iè 

SHEÉË£ê_èe_cïîaE2ê ^e_c i sa i l l emen t 

? 7 D - ( 3 - 4 h ) ü 

D2 

a l o r s 

X 

2\)(¿ >;) 2+cx 

3P 
00 

3F 
/ ^ - = 3P(o +o )+II + | 2 - I I I - c c A(x) 

3c 

3A 
dC 

3F 

y z o 3o o y z ' 

3A •5-i- = 3P(o +a )+II + -=2- m - o o A(x) 
3o.. x z o do c x z A 

3F 
•r-1 = 3P(a +o )+II + | £ - I I I - o a - a 2 A Y a^ v x a 3o a v x y xy A 3o 

3a 
xy 

= 6P(c )-2o o A(x) xy xy z ' A / 

(VII .50) 

B ' §HE±â££_Éê_£ÏîèE2Ë_Éê_coriS2i:''Éêt^-on 

En procédant d'une manière analogue on 

obtient : 

Pour le calcul des dérivées du poten

tiel plastique, on suppose que l'angle de di-

latance it ne dépend pas de l'état de con-
• m c 

(VII.49) trainte (Vermeer, 19 80). Alors 

= 0 
3£ 

A partir des équations (IV.42) (équation du 

potentiel plastique simplifié) et (VII.32), 

on obtient : 

3G, 
IF" 

3G. r- c +P . sinv-x £ rm 
q 3 /6+2sTï ï T ? 

a +P sinii1 

3G 
i 

Sa 

y * 2 <3 3 • 6 + 2 s i n ï ï n 

- / î l ^ ! + 4 sin^m 
* 2 q 3 ^6+2Bin*V 

( V I I . 5 2 ) 

V°xy > 3 

3o 

B) E o t e n t i e l _ p l a s t i 2 u e _ c o r r e s g o n d a n t _ à _ l a 

SÏÏEÉÊES 2ê_£ÎîâE2ë_âê_£2îîË2iiÉË£i2D 
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Dans ce cas, le potentiel est associé 

et on a : 

3F, 

3G2 3F; 

à G d 0 
(VII.53) 

3F 
étant défini par l'équation 

(VII.51). 

VII.4.2.1.3 - Expressions des modules 

â'écrouissage ; variation des 

paramètres â'écrouissage 

Les équations (1.12), (IV.26) et 

(VII.48) donnent : 

R= -III 
f27D-(3-4h)U\ - *+c A 3 Po tP 

" -¿]\-r-V-(VII.54) 
l..,2._ ' i6 F"" X \7\(j.x) i+cx 

Le paramètre d'écrouissage s'écrit 

étant défini dans l'équation 

(VII.51). 

VII.4.2.2 - Cas bidimensionnel 

Rappelons que Vermeer a défini son mo

dèle dans le cas de la déformation plane 
P e avec notamment l'hypothèse E = z = 0 et que 

ses équations constitutives sont écrites uni

quement en fonction des contraintes et des 

déformations dans le plan (x, y) (Vermeer, 

1980) (voir paragraphe IV.7). 

VII. 4.2.2.1 - Expressions des dérivées dei 

surfaces de charges 

A ) ?.HEiË£f_ÈÊ_£!}SE2Ë_Êe._E.i.s-^iiie.me.nt 

L'équation (IV.51) donne : 

3o 

R , = y 

C - G , 

T — * + i s i n ç 
4 r 2 * 

- ï — ï 4 i s i n 
4r 2 

( V I I . 5 8 ) 

Zaf 

d ' o ù 

R, = 7 '' 2 l 3o " 3o / I d a 3G / 

/ 3G , 8 G l f / 3 C - ; ' n 1 , A (VII.55) 

B^ SHEÊÈ£ê_âê_£Ï}êï2Ê_ÉÊ_£2J}S2ii§SÎi2B 

De même, l e s é q u a t i o n s ( 1 . 1 2 ) , ( IV.31) 

donnen t : 

sin $ = f (x) - Exf ' (X) 

X - K - j 

r étant défini dans l'équation (IV.47) 

B) ^.ïïEÊËSf_É£_EÏîËE2ê_âS_£2iîS£iiÉS£i£2 

L ' é q u a t i o n ( IV.54) donne : 

H,= - 3 -r— 2 àO 
( V I I . 5 6 ) 

R „ = + £ kk 

SF 
+ 3X ^—2- =-XH 

9a ( V I I . 5 7 ) 

!Ii lit- tfH 
3£ " \ " 2 ß ' 

o 

E=B 6-1 \ T 
( V I I . 5 9 ) 
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VII.4.2.2.2 - Expressions des dérivées des 

potentiels plastiques 

3F. 
- 2 (VII.64) 

surface de charge de cisaillement 

L'équation (IV.55) donne : 

et l'équation (IV.54.a) donne 

•P • 3 F 2 
R. - + cf. = + 2X r ~ = " ^ 

kk 3 c (VII.65) 

3G 
] C 

4r 

x "y , 1 c j _ , 

V X . 1 „ . 
-r -T S1HÎ 4r 

XV 

r 
(VII.60) 

¿ étant l'angle de dilatance. 

B) P.euxième_gotentiel_glastigue 

VII.5 - Sous-programmes modifiés et créés 

dans ROSALIE 

Afin d'introduire ces deux modèles 

élastoplastiques,il a fallu modifier ou créez 

certains sous-programmes du module "GROUPE 5" 

Le deuxième potentiel plastique est as

socié et alors : 

3G: 
dC 

dT. 
Se (VII.61) 

VII.4.2.2.3 - Expressions des modules d'é-

crouissage ; variation des 
varamèires d 'écrouissage 

Les équations (1.12), (VII.60) et 

(IV.51) donnent : 

3F, 
H = - f (X) (VII.62) 

VII. 5.1 - Sou^grogrammes^modif iés 

Les sous-programmes modifiés sont les 

suivants : 

CALCTE - Lecture du type de modèle et des pa

ramètres correspondants par zone (M, 

B 0 , £, D, m , v et p c o pour le mo-

dële de Nova et al. ; E O , <tp, ®cvt 

6, £ et P pour le modèle de Vermeer). 

CONTA5 - Initialisation des tableaux (de dé

formations, de contraintes, etc.). 

CONTB5 - Détermination des paramètres d'élas

ticité et de plasticité par élément 

(appel à CALCTE). Stockage par point 

des paramètres de plasticité des mo

dèles dans le tableau CONST. 

f(X) étant définie en (IV.52)et (IV.53) 

et les équations (IV.50) et (VII.60) donnent: 

K = À 

B) Surface de charqe de consolidation 

GROUPS - Sous-programme, en fait programme 

principal du module "GROUPE5", gui 

gère les autres sous-programmes, et 

transmet les paramètres de calcul 

(dont les paramètres d'incréments, 

d'itérations, de convergence, etc.). 

De même, les équations (1.12) et 

(IV.54) donnent : 
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CONTR - Calcul des contraintes à 1'aide de 

deux sous-programmes : COQ8 (quadri

latères à 8 noeuds) et C0T6 (trian

gle à 6 noeuds). 



VII. 5. 2 - Sous-proqrammes créés 

La partie créée est illustrée par la 

figure (VII.9). 

Les principaux sous-programmes créés 

sont 

PLASTI - Calcul des paramètres d'écrouissage 

initiaux (appel à CRITIN) , appel à 

PLASI1 ou 2, gestion des corrections 

de contrainte, des critères de con

vergence, et stockage des points 

plastiques. Ce sous-programme res

semble â PLASTO (Barbas et Frank, 

1982), nous avons laissé la possibi

lité de choisir PLASTO (IECRO = 0) 

(Fig. VII.9) 

CRITVE - Calcul des surfaces de charge du 

modèle de Vermeer. 

CRITIN - Calcul des paramètres d ' écrouissage 

initiaux. 

PCALDE - Appelé par CONTR, préparation des 

données pour le calcul des déforma

tions (appel à CALDEF). 

CALDEF - Calcul des déformations. 

VII. 5. 2.1 ?c.zeurs vr~i.nc'L.vcuz nouveau: 
zab leau: 

Avant de détailler les différents sous-

programmes gue nous avons créés, il semble 

utile de donner, ici, les indicateurs princi

paux et les nouveaux tableaux introduits gui 

interviennent dans les ordinogrammes. 

Les indicateurs les plus importants 

sont les suivants : 

CRITNW - Calcul de ls surface de charge du 

modèle de Nova et al. 

COREVE - Calcul des corrections de contrainte 

"plastiques", des déformations plas-

tigues, de la variation des paramè

tres d'écrouissage, etc., pour le 

modèle de Vermeer. 

CORENW - Idem à COREVE, mais pour le modèle 

de Nova et al. 

PLASI 1 ou 2 : 

PLASII - dans le cas de la déformation plane: 

modèles tridimensionnels de Nova et 
e P de Vermeer et al. (avec z + z =0) z z 

et modèle bidimensionnel de Vermeer; 

PLASI2 - dans le cas de la symétrie de révo

lution : modèles tridimensionnels 

de Nova et al et de Vermeer. 

Calcul des surfaces de charge (appel 

â CRITNW, CRITVE, etc.), calcul des correc

tions de contrainte (appel à CORENW, COREVE, 

etc.). 

IECRO = 0 Mise en oeuvre de l'ancienne ver

sion de ROSALIE. Le programme 

n'appelle pas le nouveau sous-

programme PLASTI et ne calcule 

pas de paramètres d'écrouissage. 

= 1 Calcul des modèles ayant une seule 

surface de charge avec un seul pa

ramètre d'écrouissage (modèle de 

Nova) r les déformations sont cal

culées . 

= 2 Calcul pour des modèles ayant deux 

surfaces de charge avec deux para

mètres d1écrouissage (modèle de 

Vermeer) ; pas de calcul des dé

formations. 

= 3 Identique à IECRO 

des déformations. 

2 avec calcul 

IDPTO = 0 Déformation plane avec E = e + 
P z z 
E = 0 ou symétrie de révolution. 

e P = 1 Déformation plane avec E = E =0 r z z 
(Vermeer, uniquement). 
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GROUP 5 Entrée 

CONTA 5 

CONTB 5 

RIGID 

0) 

u 
JJ 

DEPRG 

Lecture et préparation des données 
et des caractéristiques du calcul. 

Appel des sous-programmes des matrices 
élémentaires (PLAN5 ou AXIS5) et calcul 
et stockage de la matrice de rigidité 
globale. 

Imposition des conditions aux limites ; 
modification de la matrice de rigidité. 

Test sur la nature du pro
blème et sur la nécessité 
corrections de forces de 
frottement 

OUI FORCE 5 

NON 

- Correction éventuelle des forces 
de frottement pour les problèmes 
de contacts. 

F 500 

FODEP 

RESOL 

Transformation des chargements imposés 
en système des forces nodales. 

Modification des forces en cas de 
déplacements imposés non nuls . 

Résolution du système linéaire. 

Test sur la nature du 
problème 

7*0 

FROTTA FROTTI 
Programme du calcul pro-

- prement dit des forces et 
des rigidités du contact. 

Programme pilote pour la résolution du 
|problème des contacts. 

CONTR PCALDE CALDEF Calcul des déformations. 

Calcul des contraintes à partir des 
déplacements. 

Test sur la nature du 
problème 

¥1 

PLAST : 

Calcul du critère de plasti
cité et des éventuelles con
traintes de correction. 

Programme pilote pour les problèmes élasto-
plastiques. 

Test sur la nature de 
1'itération 

SORTIE 

en convergenc ̂  'en divergence 

F ig . VI 1.9 - Nouvel organigramme sommaire du GROUP 5 pour les problèmes 
d 'é las top I as t i c i t é e t de f rot tement décollement. 
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ICRIT = 7 Modele de Vermeer. 

= 8 Modèle de Nova et al. 

VK1 (NI) - Premier paramètre d'écrouissage 

(Rx) . 

Soit Kl le nombre total de points et 

ND un indicateur tel que : 

VK2 (NI) - Deuxième paramètre d'écrouissage 

(pour ICRIT = 7 ) (R2) . 

ND = 3 pour le cas de la déformation plane, 

ND = 4 pour le cas de la symétrie de révo

lution. 

Les tableaux introduits sont les 

suivants : 

CONST (C à 13), NI) - Paramètres du modèle. 

CONST (14, NI) - ôo pour le cas des déforma

tions planes avec IDPTO = 0 ; calculée 

dans CORENW ou COREVE, initialise à zé

ro dans PLASTI. 

DEFEL (ND, NI) - Incréments de déformation 

totale calculés en CONTR-

CONST (15, NI) - G , si IDPTO = 0 , initia-z 
lise dans PLASTI. 

DETOT (ND, NI) - Déformations totales initia-

lisées dans C0NTA5 et calculées dans 

CONTR avec DETOT = DETOT + DEFEL . C ; 

C = - ; n étant le nombre d'éléments 
n 

ayant pour noeud le point considéré. 

DEELA (ND, NI) - Déformations élastiques to
tales ze = D-' (o.-c ) 

-a '-i —o 

<ce = ± Z te) 
— n ¿^ —i 

calculées dans CALDEF. 

DEPLB (4, NI) - Déformations plastiques, 

calculées dans CALDEF, 

DEPLB = DETOT - DEELA . 

DEPLA (4, Kl) - Déformations plastiques, ini-

tialisées dans C0NTA5 et calculées dans 

CORENW et COREVE tP = cP , + A E P avec 
—i —l-i -i *-&M 

i : numéro de 1'itération, 

j : numéro de l'itération interne. 

V (NI) - Valeur du deuxième critère (F cas 

de Vermeer, ICRIT = 7) calculée dans 

CRITVE. 

VZ (NI) - Première valeur positive de F2 cal

culée dans PLASTI. 

VII.5.2.2 - Calcul des déformations 

Etant donné que le module GROUPE 5 cal

cule uniquement les déplacements et directe

ment les contraintes à partir des dérivées de 

l'incrément de déplacement Au., de l'itération, 

nous avons ajouté deux sous-programmes qui 

calculent les déformations : 

- le sous-programme PCALDE (Fig. VII.10) qui 

prépare les paramètres nécessaires (il est 

appelé par le sous-programme CONTR (Fig. 

VII.11) ), 

- le sous programme CALDEF qui effectue les 

calculs des déformations élastiques et plas

tiques. 

Les algorithmes de ces calculs seront 

présentés brièvement. 

VII.5.2.2.1 - Déformations totales 

Les déformations totales sont calculées 

dans le sous-paragraphe CONTR (Fig. VII.il) 

à partir de Aó.o = A.a - 6.o (Fig. VI. 13) 
f j__ x _ a _ 

n 
E. = L A.E 
"I i~ 1-
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PCALDE avec 

CALDEF 

appel de CALDEF, calcul 6e E 

DEELA = £ = D V (c.-a. ) 
—1 . ^ —i —i-i 

CALDEF 

calcul des déformations plastiques 

DEPLB = £P = E . - £e 

—1 — l —i 

CONTR 

A.£ = D 'Ai .0 
1— i— 

n étant le nombre total d'itérations, 

Aô.£ étant la variation "élastique" 

des contraintes au cours de l'itération i , 

D = Ds (Eq. VII.2.b) pour la symétrie 

de révolution, 

D = DDP (Eq. VII.10.a) pour la défor

mation plane. 

Fig. Vi!.10 - Sous-programme PCALDE. 
VII.5.2.2.2 - Déformations élastiques 

GROUPS 

CONTR 

calcul des contraintres 

¿5.0 à partir des dépla

cements 

NON 

calcul des incréments des 

déformations totales 

DEFEL = A.e. 

et des déformations 

totales 

DETOT = £. = £. + à. E 
—i —i-i i— 

appel â PCALDE 

Les déformations élastiques sont cal

culées dans le sous-programme CALDEF (Fig. 

VII.10). Nous avons supposé que les déforma

tions élastiques sont linéaires, l'influence 

de cette hypothèse sur le calcul étant dé

taillée en (VII.7). Le calcul des déforma

tions est effectué de la manière suivante : 

Ee = Y à.t 

¿i.Ee = D_1A.o = D_1(ô.o + Ao.o) 
i- l— i- i—' 

D = D pour la symétrie de révolution, 

DP 
D = D pour la déformation plane avec 

l'hypothèse £P = ce = 0 , 

D = D pour la déformation plane avec 
e p 

l'hypothèse £ + E = 0 . 

Le choix de la matrice correspond â 

l'option choisie par l'utilisateur. 

Fig. VII.Il - SouE-programme CONTR. 

VII.5.2.2.3 - Déformations plastiques 

On peut calculer les déformations plas

tiques de deux manières : 
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, . F e 
1 ) E = E - Z 

i = ! N j = ] 

avec 

R à p a r t i r des é q u a t i o n s des s u r f a c e s de char

ge : 

F, (0C, , R°) = 0 

F 2 ( £ o , R«) = 0-

,3-1 :371£ 

l'incrément de déformation plastique 

pour l'itération interne numéro j et l'i

tération numéro i ; 

m : nombre d'itérations internes (voir 

schéma de retour du module tangent 

simplifié VI.2.4), 

n : nombre d'itérations dans un incrément, 

La première formulation est adoptée 

dans le sous-programme CALDEF {Fig. VII.10) 

et la seconde dans le sous-programme CORENW 

ou COREVE (voir paragraphe suivant). Ces deux 

méthodes aboutissent à des résultats identi

ques . 

avec _£ l'état de contrainte du sol au 

repos. 

Quand il s'agit d'un sol surconsolidé, 

on a la possibilité de lire les paramètres 

d'écrouissage initiaux dans le sous-programme 

CALCTE (on lit zéro s'il s'agit d'un sol nor

malement consolidé et la valeur des paramètres 

d'écrouissage s'il s'agit d'un sol surconsoli

dé) . 

Evolution_des_garamêtres_d^éçrouissa2e 

Les variations des paramètres d'écrouis

sage £.K sont déterminées dans les sous-oro-

grammes CORENVî pour le modèle de Nova et al.f 
et COREVE pour le modèle de Vermeer (voir le 

paragraphe suivant), ensuite les paramètres 

totaux d'écrouissage (R3 et R2) sont calculés 

dans le sous-programme PLASTI 

R. = R. , 
m . 

j=l 

issaae oour le surface de 
initiale et évolution des 

â'écrou-
charae 
vararnè-

avec : 

m : nombre d'itérations internes, 

i : numéro de l'itération. 

Nous considérons que l'état du sol au 

repos est élastique à la limite de plasticité 

(état normalement consolidé). Dès l'applica

tion de la charge, il y aura des déformations 

plastiques accompagnées de déformations élas

tiques . 

Les sous-programmes INITVE (pour le mo

dèle de Vermeer) ou INITNK (pour le modèle de 

Nova et al), qui sont appelés par le sous-

programme CRITIN (qui est appelé par le sous-

programme PLASTI, figure VII.12), initialisent 

VII.5.2.4 - Critère de convergence dans les 
modèles élastovlaetioues 

Dans le programme ROSALIE, GROUPE 5 les 
itérations de plasticité en un point s'arrêtent 
lorsque l'on satisfait : 

74 



Pour la première itération du premier incrément 

(calcul sans reprise), appel de CRITIN 

Appel à PLASI1 ou 2 (Fig. VII.14), calcul du (ou 

des) critère(s) F et F. en chaque point 

pas besoin de corrections des contraintes Test sur les 

critères 

critère (s) violé(s) 

c 
0 
•H 
JJ 
(0 
M 
KU 
JJ 

10 
0) 
T> 

<D 
U 
0 
V 
C 
O 

4J 
Cl) 
0) 

>-

On diverge 

ICHIN = 3 

Impression des 

résultats 

Retour dans GR0UP5 

arrêt du programme 

Appel à PLASI1 ou 2, calcul des corrections de 
i P 

contrainte (oo) et de L¡z_ , DK. 

DEPLA 
XP 
£ . 
— 1 

AiR , 

Addition de la correction de contraintes 

j = „j-l 4. *3, 
£? - £i_1 + 6̂ a 

i— 

et de A^R (pour Rj et R:) : 

R3_! + A^R 

Test sur les ité

rations internes 

Test sur la 

convergence 

On a convergé 

ICHIN = 1 

Impression des 

résultats 

Retour dans GROUP5 

pour passage à l'in

crément suivant 

Il faut encore des 

itérations : ICHIN = 2 

Retour dans GROUPS 

pour passage à 1'ité

ration suivante 

Fig. VI 1.12 - Sous-programme PLASTI. 
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F est la valeur de la fonction de 
i 

charge (positive en plasticité) après la der

nière itération et F la première valeur po

sitive rencontrée sur l'incrément (la conver

gence est testée dans le sous-programme PLASTI). 

exemple), on peut résoudre les équations de 

comportement (Eq. 1.29) sans avoir recours à 

une discrétisation par éléments finis, mais 

par une méthode d'intégration directe (numé

rique ou parfois même analytique). 

Quand il s'agit d'un modèle avec deux 

surfaces de charge, le critère de convergence 

doit être satisfait pour les deux surfaces. 

Le schéma de la figure (VII.13) montre l'or

dinogramme suivi pour le cas des modèles avec 

deux surfaces de charge implantés dans PLASTI 

(F.(£, R2) = 0 étant l'équation de la deuxiè

me surface de charge et F2° la valeur du deu

xième critère quand il devient positif pour 

la première fois). 

VII.5.2.5 - Cas des modèles âe Nova et 

àe Vermeer 

ai. ei 

On a vu que les sous-programmes CRITNW, 

CORENW, CRITVE, CORENW sont appelés par le 

sous-programme PLASI1 ou 2, (Fig. VII.14):le 

sous-programme CRITNW (Fig. VII.15) calcule 

la valeur de la fonction de charge et le sous-

programme CORENW (Fig. VII. 16) calcule les 

corrections de contrainte et les déformations 

plastiques (DEPLA), pour le modèle de Nova et 

al. et pour chaque point du maillage. 

En ce qui concerne le modèle de Vermeer, 

qui définit deux surfaces de charge, nous 

avons choisi le troisième schéma présenté 

dans le paragraphe (VI.3) pour déterminer les 

corrections de contrainte. Le sous-programme 

CRITVE (Fig. VII. I-?) calcule les surfaces de 

charge et le sous-programme COREVE (Fig. 

VII. 18) calcule les corrections de contrainte 

et les déformations plastiques, etc. 

En effet, l'hypothèse d'homogénéité des 

contraintes imposées ramène le comportement de 

l'échantillon triaxial au comportement d'un 

"point" unique ayant les caractéristiques mé

caniques de l'échantillon. Nous avons mis au 

point un programme d'intégration numérique 

directe, ainsi qu'un programme avec itéra

tions de correction de contraintes plastiques 

par la méthode de force (comme dans la mé

thode des éléments finis), qui permettent de 

traiter ce type de problème à un seul point. 

Ces deux outils nous ont permis de vérifier 

les nouveaux sous-programmes de ROSALIE 

GROUPE 5 et d'étudier aussi certains caractè

res du comportement élastoplastique (paragra

phe VII.7) . 

VII.6.1 - Pro2raimTie_d^intéçration_numérigue 

directe pour le cas d'un essai 

triaxial__(méthode_analYti2ue)_ 

Dans le cas de l'essai triaxial (c2=o5, 

£..=e3) l'équation (1.9) s'écrit : 

3F _ 3F 
3c3 °>

 + 2 ^ °2 

H 

3F 

(VII.66) 

H et -r— ayant été définis précédemment 
à G 

pour chaque modèle dans le chapitre VII, pa

ragraphe 4 . 

En tenant compte des équations (1.5) et 

(VII.66), on trouve les systèmes suivants : 

VII.6 - Programmation pour le cas d'un champ 

de contraintes imoosé uniforme 
pour des modèles avec une surface de char

ge : 

Quand un état de contrainte homogène 

est imposé (cas de l'essai triaxial, par 
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OUI 

OUI 

- > • 

OUI 

OUI 

NOK 

*• Passage au point suivant 

Faire des corrections 

de contrainte 

OUI 

"V" 

ig. VI 1.13 - Critère de convergence dans le cas de deux surfaces de charge. 
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PLASH ou 2 

ICRIT = 7, appel à CRITVE (calcul de F, et FJ 

ICRIT = 8, appel à CRITNW (calcul de F,) 

Retour à PLASTI 

K=l 

ICRIT = 7, appel à COREVE (Vermeer) 
ICRIT = 8, appel à CORENW (Nova) 

( ca lcu l des c o r r e c t i o n s de c o n t r a i n t e s 6-!£ e t 
de £?£P , DEPLA = _£? , A-?R , e t c . s u i v a n t l e 
c r i t è r e de p l a s t i c i t é c h o i s i ) 

Retour à PLAS? 

Fi Q. V I ! . H - Sous-Droo ramme PLASTi. 

CRITNW 

C a l c u l du c r i t è r e : 

K P 
s i n > - F 2 = n - M + min = -

u 

PLASH ou 2 

F ig . VI i . 15 - Sous-programme CRITNW. 
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CORENW 

1 : Calcul de lJ = = 
1 '• ó-i\T /. \ j - ' 

H+l 

-i * ST + 5i's et (ff> ' ( f > • H ' sont 
définis dans le paragraphe (VII.4.1). 

2 : Calcul des corrections de contrainte 

i— % '®k 
3 : Calcul des incréments de déformation plastique 

t*X - Ü &x : ^ 3 £ / i 

3-1 

4 : Calcul des déformations plastiques totales 

—1 —1 I -

5 : Calcul de l ' incrément du paramètre d'écrouissage 

P étant déf in i dans l e paragraphe ( V I I . 4 . 1 . 3 ) . 

F i g . VI 1.16 - Sous-programme CORENW. 

CRITVE 

5 P~ 
Pour la déformation plane E* + E_ 
pour la symétrie de révolution : 

F = - 3PIIa + A(x)III0 

0 et 

•W 
P2 

Pour la déformation plane avec 1'hypothè-
P e 

se E = E = 0 
z z 

r - tf(x) 

- <*)' 
P2 

PLASI1 ou 2 

Fig . VI 1.17 - Sous-programme CRITVE pour le calcul 

des -c r i t è res Fj et F2 . 
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COREVE 

Si IDPTO = 0 U e + z = 0), ou en cas de symétrie axiale D = D ; 
Z Z S 

calcul de (6?o , &?a , S-1 o , 6?o ) . 
i x i y i z ' ixy' 

Si IDPTO = 1 (£e = E P = 0) , D = D D P ; calcul de (ô?a , ù3.c , &Íc ) 
z z i x i y i xy 

1 : Calcul de A i **V' *r> 
H+ ffl* (it' 

ci'1 = o1?"2 + ä^ö1 et (—) , (1^) et H sont définis en (VII.4.2) 
—. —i i— 3 a c*a 

2 : Calcul des corrections de contrainte 

5̂ 0 = - >.;D ou l-r- I . 
1 _ x s \8-/i 

3 : Calcul des incréments de déformation plastique 

^p-*KC 
4 : Calcul des déformations plastiques totales 

P i P i-i i P 
:.'J = z. ' J + à € . 
—i —i 3-

5 : Calcul de l'incrément du paramètre d'écrouissage û.R 

AR étant défini dans les paragraphes (VII.4.2.1.3) et (VII.4.2.2.3) 

6 : Calcul de F2 (o? , R,?). 

PLASI1 ou 2 

* 

NON 
" " ^ "^TTr---^

 0UI Faire 1, 2, 3, 4, 5 

pour la deuxième 

surface de charge 

Fig . VI 1.18 - Sous-programme COREVE. 
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r d v¡ 
dx 

dx 

til 
da. 

da j 

3F 
3a, 

3F d 02 

3F 
3 o i 

H 

. , 3F äC2 
T 3a2 de . 

'If: 

IS-
3o2 

dy. da, 

-̂ dx do , 

(VII.67) 

D ' A£ = D (£-£ 

P P 
3) les déformations plastiques E, et E. sont 

déterminées à la fin du calcul. 

Les paragraphes" suivants concernent, 

dans un but explicatif, uniquement l'essai 

triaxial de compression (-a 5 -o 2 = -a. , 

da2 = daj = 0), mais la méthode est aisément 

adaptable à tout autre type d'essai triaxial. 

-?— , T— , H sont définis pour le modèle 
dC oC r 

de Nova et al dans le paragraphe (VII.4.1). 

Ça§_2g_i:gssai_triaxial_de_çomEression 

Dans ce cas 

. pour des modèles avec deux surfaces de char

ge, les deux étant actives, et en se servant 

de l'équation (1.24) : 

3F, 3F, d e . 3F. 3F. do 

r dy, d e , 3Ö7 "3ÖT dcT 3G,- "307 + ~ ac"~ 3G, 

ä x d o " ÏT 3 c - + ÏT ~ 

3F, 3F. da 3F 3F. da 

d y : de* ^ + 2 ^ ^ - ^ + 2 

dx da , H 

3a„ da¡ 3Gj 3 o ;
 c 3a2 d o t 3G2 

"3Ö7 da H„ 

dv_ do . 
3 t 

dx~ = dä~ 

( V I I . 6 8 ) 

3G 3 F . ! 3G. 3F j „ 2 

3£- ' TT ' ~ ' ~ ' H> ' H2 S ° n t défi' 
nis pour le modèle de Vermeer dans le para

graphe (VII.4.2). 

Pour résoudre ces systèmes d'équations 

différentielles, nous avons utilisé la métho

de de RUNGE-KUTTA (méthode analytique). 

Trois détails sont à préciser : 

do. 
¿ 

1) le rapport -;— est donné pour chaque type 

d'essais, 

do. = do. 

dEe « I d O , 

(VII.69) 

et, en intégrant, E~ = í (s " f,1) • 
1 EJ 1 1 

-e = I (o 
E w ] 

Le s y s t è m e d ' é q u a t i o n s ( V I I . 6 7 ) s ' é c r i t 

d o n c 

f P 

d o , " d o 

_3F 
3o i 3G 

H 3o 

< d y . 

dâ~ 

d e " 

do ¡ 

3F 
3a i 3G 

H 3 o . 
( V I I . 7 0 ) 

â y , d o . 

v d o , d o , 
= 0' 

C e l a e s t v r a i s i F > 0 ( n u m é r i q u e m e n t ) , 

âYl <3y2 

dx 

La figure (VII.19) montre l'ordinogram

me pour l'essai triaxial de compression. 

2) les déformations élastiques sont calculées 

à partir de 1'équation : 
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DEBUT) 

Initialisation de do , o , o' , etc. — — max 

Calcul d e R , P , q , | | , | | , H 

A = 

3F ^, 3F d ° 2 

3o j be2 do. 

do. 

Résolution du système d'équations (métho

de de RUNGE-KUTTA) : 

fil 
dx 

dv. 

dx-

ây, 

dx~ 

do, = A 3o. 

do, A ~ 

do. 

do. 

Impression ou tracé 

NON 

Oui 

FIN 

Fig. VI1.19 - Ordinogramme pour la méthode d'intégration numérique directe pour l'essai triaxial de compression. 
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V I I . 6. 2 - Prog^amme_avec_itérations_de 

contraintes_ini t ia leE_^TTi | thode_de 

La méthode des corrections de contrain

tes "plastiques" utilisée dans ce programme 

est identique à celle du Programme ROSALIE 

GROUPE 5. Ce programme simule l'échantillon 

à un point, ayant les caractéristiques géo

techniques du matériau (méthode de forces 

pour un point). 

L'ordinogramme de cette méthode pour le 

cas de l'essai triaxial de compression est 

présenté sur la figure (VII.20). 

VII.7 - Réponse "triaxiale" des modèles-

Tests numériques 

Dans ce paragraphe, nous nous proposons 

d'illustrer la réponse des modèles pour une 

sollicitation triaxiale de compression, d'é

tudier et de vérifier la méthode numérique 

par force "initiale" de correction. 

Pour le modèle de Nova et al. (Nova et 

Hueckel, 1982) 

M ¡ V 
1 

1,35 j 0 ,73 0 ,00168 0 00406 

D 

0 , 5 2 2 

m 

0,45 

et P =55 kPa. 
*co 

- Pour le modèle de Vermeer (Vermeer, 19 82) 

*P cv 

43° 32e 0.0035 0,25 200 kPa 0,004 

Ces données correspondent au sable de 

l'Atelier de Grenoble ; l'angle de frotte

ment au pic ç_ et l'angle de frottement S 

l'état critique ç pour les deux modèles 

sont très proches (i> = 33° et <J>p = 43
e pour 

le modèle de Nova et al.); on les calcule à 

partir des équations (III.22) et (III.20). 

Le rapport des contraintes à la rupture 

(Eq. II1.19 et Eq. IV.19) pour les deux modè

les correspond à : 

Les calculs seront pour la plupart ef

fectués en utilisant les deux programmes pré

sentés dans le paragraphe précédent : 

- programme avec itérations de correction de 

contrainte plastique qui utilise la méthode 

de force avec le schéma de retour du module 

tangent simplifié (dénommée ci-après "mé

thode de force S un point"), 

- programme par intégration numérique direc

te qui procède par la "méthode analytique". 

Le sol que nous choisissons a les ca

ractéristiques suivantes : 

A - Les paramètres nécessaires pour calculer 

les déformations plastiques sont : 

r, - 1 77 

B - Les paramètres d'élasticité choisis sont: 

E = 150 Mpa et v = 0,3 

E étant le module de Young et v étant 

le coefficient de Poisson. 

VII.7.1 - Tests sur les déformations calculées 

VII.7.1.1 - Déformations vlastiaues 

Les figures (VII.21.a) et (VII.21.b) 

montrent les déformations axiales et volumi-

ques obtenues (en fonction des contraintes 

appliquées) â partir de la"méthode de force 

à un point et à partir de la méthode analy-
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Initialisation de Ä£ (£o=c.-ç._n) , c
1 , £° (contrainte initiale), 

nombre d'itérations n, nombre d'itérations internes m. 

c: = °l + ¿ci ' c2 = a2 + A a
2 

i max 
OUI 

NON 

s ï -
F(oJ_1, RJ" 

« ' > 
3GC-1 

Calcul de à3B. , 6?a DX í(C" ** - j^r- •* R : _ 1 + A^R 

3.1 1 Il 1 
6? a , oD 

i i li 2 
a?'1 + ê^c 
Il 2 1 2 

Il reste des 

itérations internes 

i=i+l OUI 

j=j + l 
OUI Possibilité 

d'impression 

NON 

Il reste des 

itérations 

NON 

Possibilité d'impression FIN 

Fig. VI 1.20 - Programme avec itérations de correcTions plastiques par contraintes initiales pour l'essai triaxial 

de compression (et les autres types d'essai triaxial). 
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2=SOtn T 

M r l ^ - O j i |,ps 

METHODE DE FOHCE 

D:FIN DE L'INCREMENT K . B 

M . D 

3 . • 

METHODE ANALYTIQUE 

1 Z ! K 

B D 

ME3 

I 
I 
I 
0 

/ 

/ 

/ 

. s " - • 1 . E 

(7S SS kPa 

1 . S 2 . E3 

«.V 
2 . S 

.«.".7 0:FIN DE L'INCREMENT 

METHODE DE FORCE 

— I . H 

- S . EJ 

— 3 . El 

-I . B 

1 . C*>\ I . S 2 . S3 2 . 

0\ -METHODE ANALYTIQUE 

I BlSia 

I Z B E 3 

I r l f^-rTj l kPi 

ig . V I ; . 2 1 . s - Déformations plasTiques ODTenues pour le modèle de Nova et a 

0:FIN DE L'INCREMENT 

D:FIN DE L'INCREMENT 

METHODE DE FORCE 

F i g . V l l . 2 1 . b - D é f o r m a t i o n s p l a s t i q u e s o b t e n u e s pour le m o d è l e de Vermeer . 

85 



tique respectivement par le modèle de Nova et 

al. et celui de Vermeer. Or. constate une bonne 

concordance entre les résultats obtenus à 

partir de ces deux méthodes. 

L'algorithme utilisé pour obtenir la 

convergence sur les deux surfaces de charge 

pour le modèle de Vermeer est donné dans le 

paragraphe (VI.3.3). Les figures (VII.22.a) 

et (VII.22.b) illustrent les déformations 

plastiques dues respectivement à la surface 

de charge de cisaillement et à la surface de 

charge de consolidation. On constate que la 

plus grande part des déformations plastiques 

provient du cisaillement. 

de ne pas alourdir la programmation dans 

ROSALIE. Les figures (VII.23.a) et (VII.23.b) 

illustrent respectivement,pour les modèles de 

Nova et al et de Vermeer, le cas linéaire et 

le cas non linéaire. Les paramètres d'élasti

cité non linéaires sont les suivants : 

. pour le modèle de Nova et al (Nova et 

HueOcel, 1982) 

Bo = 0,00168 , 

LD = 0,00248 ; 

pour le modèle de Vermeer 

VII.7.1.2 - Vé^or-mazions élastiques 

Go = | = 75 000 kJ>& , 

v = 0 , ß = 0,25 . 

Les déformations élastiques dans les 

deux modèles sont non linéaires (Eg. III.1, 

III.2 et IV.5). Cependant, nous les avons con

sidérées comme linéaires pour les applica

tions par la méthode des éléments finis, afin 

On peut conclure que la linéarisation 

des déformations élastiques influence peu 

les déformations totales, car la comparaison 

des figures (VII.21) et (VII.23) montre que 

la différence entre l'élasticité linéaire 

B :FIN DE L'INCREMENT 

I BEJE1 

I 2E9B 

B B B 

Fig. V!1.22. a) Surface de charge de ci sai Ilement 
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2 H B E ) 

I BE9ES' 

I 2B3BII 

B B B 

I r l ^ - ^ l kh 

° : F I N DE L'INCREMENT 

-METHODE ANALYTIQUE 

s: . B 

H . El 

.l.1(J? 

3 . E l '• 

2 . ta ' 

METHODE DE FORCE 

1 • E T METHODE ANALYTIQUE 'V. 

-METHODE DE FORCE 

£1 ¡7 

— I . B 

- a . a 

—a . a 

—H . e 
I . B I El 2 . S 

I . E I I . K 2 . E ) 2 . E 

— K . EM 

r i g . Vi i .22 . b) Surface de charge de consol idat ion . 

F i g . V I I .22 - DéformôTions Dlast iques danE le cas du modèle de Vermeer 

SB 

J E •• 

7 0 •• 

BEI -r 

SEI 

H B 

aia 

sei 

M r l H . - f ' j l kPa 

^Elasticilc lina'aire 

1 El 

Elasticité non linëain 

7»-^OEJ 

2 H B 0 • 

«î 
"3 i . ¿ STET 2 . t a . ei 

.DE1IO 

erois 

3 n n 

i .(a TTS 57TS a . it 5TS 

a) Modèle de Nova et si b) Modèle de Vermeer. 

Fig. VI 1.23 - Déformations élastiques axiales 
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e t non l i n é a i r e e s t nég l i geab l e par r a p p o r t 
aux déformations p l a s t i q u e s . 

V I I . 7 . 2 - Tests_des_résul ta ts_du_gro2ramme 

ROSALIE 

VI1 . 7 .1 .3 - Comparaison avec les résultats 

expérimentaux 

Les déformations t o t a l e s obtenues à 
p a r t i r de la"méthode de f o r c e à un p o i n t " s o n t 
p r é s e n t é e s avec l e s r é s u l t a t s des e s s a i s t r i -
axiaux de l ' a t e l i e r de Grenoble (19 82) sur la 
f i g u r e (VI I .24 ) . On c o n s t a t e une bonne con
cordance pour l e s deux modèles (On note que 
l e modèle de Nova e t a l . p r é d i t des v a l e u r s 
p l u s grandes pour l es déformat ions p l a s t i 
ques que l e modèle de Vermeer.) 

. Vermeer 
— Novo eta ! 
« Essai C5=BÛ kPa 

oH 

La f igure (VII.25) montre l e mai l l age de 
l ' é c h a n t i l l o n de l ' e s s a i t r i a x i a l cons idéré 
dans ce paragraphe ; l e qua r t de l ' é c h a n t i l 
lon y e s t r e p r é s e n t é . 

A 

u=o 

,z 
cm 

i B 

_ 

1 

, 
lé 
i 

1 
! 

: ¡ g . VI 1.24 - Comparaison des résu l ta ts de l 'essai 

t r i a x i a l et des résu l ta t s ca l cu lés . 

v=o 

Fig. V M.25 - Mai I läge cons i déré pour I'essai tri axis ! 

Les conditions aux limites sont les sui

vantes : 

- les déplacements verticaux sur OC et les 

déplacements horizontaux sur OA sont nuls, 

- une pression uniforme est appliquée sur 

chaque bord AB et BC. 

Les résultats obtenus à partir du pro

gramme ROSALIE GROUPE 5 (utilisant le mailla

ge de la figure VII.25) sous les sollicita

tions triaxiales de compression C|a1l»-jCTz|«lo3|) 

et les résultats obtenus S partir de la"mé

thode de force à un point sont trouvés rigou

reusement identiques. On en conclut que la 

programmation sur ROSALIE est correcte. 
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VII. 7. 3 - ±£¿¿uence_d^s_p^rametres_interve2 

nant_dar.s_le_çalçul 

L'influence de différents paramètres 

intervenant dans le calcul des déformations 

plastiques est l'objet de ce paragraphe. L'é

tude paramétrique est effectuée sur le modèle 

de Nova et al. (une telle étude donne les mê

mes résultats pour le modèle de Vermeer). 

L'essai considéré est l'essai triaxial de 

compression, avec une pression de préconsoli

dation P = 5 5 kPa. 

co 

VI 1.7.3.1 - Zr.~ lítense des varamêzves d'élcs-

ticizé sur les déforma-ions 

v la.sziav.es 

L'équation de À ( Eq. 1-9 ) montre que, 

quand l'état de contrainte est homogène, les 

paramètres d'élasticité (E, v) n'influencent 

pas les déformations plastiques. Nous allons 

vérifier la validité de ce résultat dans le 

calcul par la méthode de force à un point. 

La valeur de X est la suivante : 

Pour les cas h (Fig. VII. 26) et B, or. 

obtient des résultats satisfaisants. Quand 

on passe aux cas C et D, on s'éloigne des 

résultats analytiques, car le dénominateur 

de l'équation (VII.71) change beaucoup. Pour 

mieux comparer les résultats, nous avons 

choisi une seule itération (Fig. VII.27). 

•»«Wj-trJ kPa 

0 FIN DE L'INCREMENT 

METHODE ANALYTIQUE (E) 

£i7 
I . ' E l . S .a s . s 5 . B a s M . B 

F i e . V I I .25 -

F ( g , R) 

H + f i i y o i s 
( V I I . 7 1 ) 

p s l o f ^ l kPa 
O'FIN DE L'INCREMENT 

avec D la matrice d'élasticité. 

Pour cela, nous avons considéré les cas 

suivants, pour le modèle de Nova et al. : 

A : E' = ^ E 

B : E' = 10 E 

C • T ' = — - T 
u • - îoo " 

D : E' = 100 E 

E étant le module de Young utilisé dans 

la méthode "analytique". Le coefficient de 

Poisson est pris identique. 

METHODE DE FORCE(E'l 
o 

METHODE ANALYTIQUE (E) 

' . E I . S 2 . B 2 .'t 3 .'fa 7C M .'B • ^ 

F i g . V I I . 2 7 - In f Iuence du module de Young 

(une seule i t é r a t i o n ) . 
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Pour le cas D le nombre d'itérations 

n'a qu'une faible influence. Par contre, si 

nous augmentons le nombre d'itérations pour 

le cas C, la charge limite ainsi obtenue de

vient plus faible que celle donnée par la 

courbe analytique. 

VII .7.3.2 - Influence de la taille de 

l ' incvêv,er.t 

Nous considérons toujours le modèle de 

Nova et al. pour le chemin de sollicitation 

de l'essai triaxial avec la pression de con

finement (Point A, Fig. VII.28) : 

P =55 kPa 
ce 

Appliquons 1 ' incrément de charge 

ACj = - 33 kPa. L'état final des contraintes 

est alors (Point B, Fig. VII.26) : 

a. = - 88 kPa 

c_ = - 5 5 kPa 

jP = 66 kPa 
i 

g = 33 kPa 

La direction des déformations plasti-
P P 

ques évolue de z à c . Les résultats obte
nus par la méthode analytique (Point E) et 
la méthode de force S un point (Point B'), 
sont présentés sur la figure (VII.29) ; nous 
avons pris pour B' dix itérations et une ité
ration interne (pour les résultats avec 
plus d'itérations internes, voir plus loin.) 

On constate qu'en augmentant la taille 

de l'incrément les résultats trouvés à par

tir de la méthode de force s'éloignent des 

résultats trouvés par l'intégration numérique 

directe. Cela est dû d'une part au développe

ment de Taylor (Eq. VI.25) dans l'expression 

de X et d'autre part aux directions des dé

formations plastiques obtenues dans le pro

gramme par la méthode de force (voir para

graphe suivant.) 

On constate aussi qu'S partir de la 
troisième itération, l'état de contrainte ne 
varie plus, même dans le cas d'un seul incré
ment de 33 kPa (Fia VII.29 . d) . 

l(kPlO 

direction des déformations plastiques 

:hemi n de so I I i ci tation 

S E ! " 

ME! " 

353 ' 

sta " 

i a 

E 

/ y ^ y ^ 

i r i 

/ ¿ 

/>^? 
i>^>^^ 

domaine d ' é l a s t i c i t é i n i t 

S B • SCS ' H B 

al \ 

A'|/ 
S B vv ^ " kz¡ 

/ " " 

p 

v i a QE3 
P tkPa) 
H3GJ 

Fig. VII.26 - Evolution des taux de déformation plastique 
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•0,01 ill D : F I N DE L'INCREMENT »0,01 £ , / 

ANALYTIQUE 

METHODE DE FORCE 

«0,1 L¡/. 

I . B I 

e) 33 incréments de t a i l l e 1 kPa 

"••FIN DE L'INCREMENT 

METHODE ANALYTIQUE 

B , 
B 

METHODE DE FORCE 

•0.1 £d
P/ 

i . B i . s 

b) 11 incréments de t a i l l e 3 kPa. 

«0,01 ill B:FIN DE L'INCREMENT 

G METHODE ANALYTIQUE 

B ' 

METHODE DE FORCE 

— I 

«0,01 ill 

«0.1 í j / 

. E . F3 I . B I . 2 

c) 3 incréments oe ta i I l e 11 kPa 

METHODE ANALYTIQUE 

D:FIN DE L'INCREMENT 

3ème I té ra t ion (et plus) 

2ème i té ra t i on 

1ère I té ra t ion . . 

METHODE DE FORCE 

i . a i 

à) 1 incrément de ta i I le 33 kPa . 

Fig, V I I.29 - Infiuence de la ta i I Ie de I' incrément. 
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Quand on s'approche de la rup-ure, il 

faut augmenter suffisamment le nombre d'ité

rations pour obtenir la convergence ; en mê

me temps, la taille de l'incrément doit dimi

nuer (Fig. VII.30.a). La figure (VII. 30.b) 

montre un cas contraire où l'on a appliqué 

un nouvel incrément de charge avant d'obtenir 

une convergence suffisante à l'incrément pré

cédent. 

On constate que les itérations internes 

VII.7.3.3 .zeTCZ^or.a m zeyn es 

Dans les résultats obtenus jusqu'ici, 

nous avons utilisé une seule itération inter

ne. Pour étudier l'influence de ces itéra

tions, nous prenons un incrément de 3 3 kPa 

(Fig. VII.28). Les résultats obtenus sont 

présentés à la figure (VII.31) ; les points 

B', C, D, correspondent à la fin de la deu

xième itération. 

n aiaent pas ê ramener la courbe des déforma

tions plastiques (E. obtenue à partir 

de la méthode de force sur la courbe obtenue 

analytiquement, au contraire. 

Cela est dû au décalage entre le para

mètre d'ëcrouissage et l'état de contrainte. 

En fait, l'état de contrainte après 
1'application du pas de charge se trouve en 
B (Fig. VII.32), (o|). La direction des dé
formations plastiques calculées dans le pro
gramme par la méthode de force (c = a , 

pi p -a 
R = R = P ) est e_ , et E_ correspond à la o co —B —B 
direction normale. L'état de contrainte après 

la première correction de contrainte plasti

que, se trouve au point C : 

4 - *s • ^ 

ijstoj-fTl kPa 

BEI - -

METHODE DE FORCE 

/ 

METHODE ANALYTIQUE 

o ¡FIN DE L'INCREMEN. 

2 , il 2 . ¿ 

ETMODE DE FORCE 

ETHODE ANALYTIQUE 

0:F IN DE L'INCREMENT 

• 7 Í STT-

s) b) 

F ie . V I ! .30 - ! nf luence de Is t a i I le de IM ncrémenT à la rupture. 
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xO.01 £ , / 

D = FIN DE L'INCREMENT 

2 itérai-ions internes 

3 i te ra t ions internes (et plus) 

•M £ Î / 

Fie. VI1.31 - Influence des i té ra t ions internes. 

3E! 

B I S 

-/ta 

E EJ 

S 1 3 

. . «1 kPa 
Direct ion rée l l e des déformations plastiques 

Direct ion calculée des déformations plastiques 

Surface de enaroe correspondant à 

l ' i t é r a t i o n interne n : i 

Surface de charge au début et è 

la f i n de I ' i ncrément 

Fig. VI 1.32 - Influence des i térat ions internes sur les d i rect ions des déformations p last iques. 
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La surface de charge à la fin de la 

première itération interne est la surface nu

méro un, et le paramètre d'écrouissage est : 

P + AP 
ce ci 

A la deuxième itération interne (£=£Q ; 

R = P ) la direction des déformations plas-
C } pi 

tiques est z , et, à la fin de cette itéra

tion interne, l'état de contrainte se trouve 

au point D (Fig. VII.32) avec : 

pour les deux raisons suivantes : 

- les itérations internes n'aident pas la 

convergence ; 

- à la fin de la première itération interne, 

le point B se trouve à 1'intérieur du do

maine d'élasticité ; la deuxième itération 

interne ramène ce point à l'extérieur du 

domaine. 

—D... —c - ' 

Nous aboutissons à la surface de char

ge numéro deux et le paramètre d'écrouissage 

s'écrit : 

P + AP 
Cl C; 

A la f in de la trois ième i t é r a t i o n in
terne, l ' é t a t de contrainte e s t l e suivant : 

£ E = £n + «SÍ ^D 

La direction des déformations plasti-
» . - P ' 

ques a cette iteration interne est zl . 

Il est évident (d'après la figure 

VII.32) qu'un nombre supérieur d'itérations 

internes ne sert à rien car £^ se trouve sur 

la surface de charge numéro 3 F(o?, P )=0 . 
—E C3 

Le vecteur BE à la fin de la première 

itération étant considéré comme la contrainte 

ou la force de correction à appliquer pour 

l'itération, l'état de contrainte au début 

de la deuxième itération se situe donc au 

point B (Fig. VII.32), (Champ homogène impo

sé) ;B est stationnaire pour toutes les fins 

d'itérations : 

£. = a. + A6.a + ôa. = o -i -î-i i- -i üß 

Nous avons choisi de mettre deux ité

rations internes dans le programme ROSALIE 

VII. 7. 2. 4 - lnfluer.ee de certains varamèirjes 
varticul'lers du modèle de Neva 
et al. 

1) Parmi les différents paramètres du modèle 

de Nova et al. , P (pression de préconsoli-
co 

dation) nous a semblé particulièrement impor
tant par le calcul numérique. On note que 
Nova et al. ne donnent pas beaucoup d'impor
tance à P et ou'ils supposent souvent crue 

co - r 

P = 1. La figure (VII.33) montre différen

tes courbes obtenues pour différentes valeurs 
de P (le décalage d'origine pour P = 1 co co 
est dû au dénominateur de l'équation (VII.71) 

où H est petit.) 

La première valeur de P doit donc être proco 
che de sa valeur réelle. 

2) Les paramètres $ (angle de frottement à 

volume constant) et D influent sur le chemin 

de contrainte-déformation avant la rupture. 

Le rapport des contraintes à la rupture (Eq. 

III.19) e s t "• 

n = M + uD 

où M correspond à l'angle de frottement cri

tique <f et le paramètre u varie peu pour 

les divers sables (il est de l'ordre de 0,7). 

La figure (VII.34) montre les différentes 

courbes de contrainte-déformation obtenues 

pour l'essai triaxial de compression avec 
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•!f = 1,42 (<fcp = 35°) , v O,7 e t en f a i s a n t 

v a r i e r $• e t D. On c o n s t a t e d ' a p r è s c e t t e 
cv r 

figure que, pour le même état de rupture (n^), 

les chemins suivis par les contraintes et 

les déformations ne sont pas les mêmes. 

Les équations (VII. 72) et (VII.73) pour 

les données considérées dans le paragraphe 

(VII.7) s'écrivent : 

0,918exp 
1,35-n J ç 
1,216 

n = 0 (VII.74) 

VII.8 - Comparaison de la dilatance pour les 

modèles de Nova et al et de Vermeer 

Nous commençons d'abord par déterminer 

la limite entre les zones de dilatance posi

tive et négative (contractan.ee-) pour chaque 

modèle en cherchant le rapport de contrainte 

ri qui donne une déformation volumique plas

tique nulle. 

A) Modèle de Nova et al. 

Après quelques calculs numériques on 

trouve 

r. = 1, 115 
c 

n est représenté sur la figure (VIT.35) 

B) Modêle_de_Vermeer 

En tenant compte des équations (1.19) 

et (IV.42), on trouve : 

Le rapport des contraintes pour lequel 

le taux des déformations plastiques volumi-

cues s'annule se calcule S partir des équa-

tions (1.19) et (III.6) pour n s - (voir 

§ II.1.2). 

¿S = o 
3P 

•P = 4sinYm . 0 

"V JïiïTi 
(VII.75) 

6 + 2sin^m 

d' où : 

sinti' = 0 
m 

1§ 
SP 

eg 

1-u 

0 (VII.72) 
D'autre part, l'équation (IV.39) s'é

crit 

avec 

cg è(fe)-
sini>. 

_ s i n » m ~ s i n * c v 
m 1-sintt sin* 

m cv 

ce qui donne 

D'autre part l'équation de la surface 

de charge (F ) (Eq. III.6) donne : 
sine = sin* Tm *cv 

= e x p ( — - ) (VII.73) 
ce qui entraîne (pour 32°) 

avec 

6sin4 
cv 

3-sin^ 
= 1, 287 

cv 

P ¥ 
u /1+u 

Cet état de contraintes est illustré à 

la figure (VII.36). 
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• 2my,a.raxsor. ces ancles ce c. ^atance 
M-r, 

Pour un essai triaxial de compression, 

nous avons comparé dans le tableau (VII.1) 

les valeurs de l'angle de âilatance w avec 
m 

la définition suivante (Eg. IV.41 et IV.69) 

Dans le cas du modèle de Vermeer, l'utili

sation de l'équation de contrainte-dilatan-

ce donne (Eq. IV.39) : 

sa. nu. 

avec 

^6Td (VII.76) 

¡î 
• p 

-

2 
3 

c ^ ) 

<-'**> 

Pour le modèle de Nova et al , on détermine 

d par l'équation (III.8) : 

sxnçi -sine 
m cv 

1-sinç sine 
m cv 

avec 

sin«}; = 7-f— Ym 6+n 

(sin<! 
|c,-c 

m l ^ + o ^ 

triaxial) . 

r dans le cas de l'essai 

TABLEAU VII.1 

n 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

1 

m 

• ,3n , 
arc sin 7—-

6+n 

0 

5.55 

10.8 

15.8 

20.7 

25.4 

30 

34.6 

39 

43.8 

VERMEER 

*n. = 

sin* -sincp 
• m cv 

arc s m ¡ — - — T — 
l-sinç Since 

m cv 

- 32.0 

- 27.2 

- 22.35 

- 17.5 

- 12.6 

- 7.53 

- 2.33 

+ 3.0 

+ 8.8 

+ 14.8 

NOVA 

*m = 

3d 
arc s m _ 6 + d 

, M-n 
avec d = ' 

V 

n < 2 

- 26.8 

- 15.83 

- 6.38 

+ 2.02 

+ 9.7 

+ 16.9 
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Chapitre VIII 

APPLICATION AU COMPORTEMENT DES PIEUX 
SOUS CHARGE AXIALE 

VIII.1 Introduction A) Milieu élastique 

Depuis une dizaine d'années, des études 

théoriques de pieux ont été entreprises au 

Laboratoire Central des Ponts et Chaussées. 

Frank (1974) a mis en oeuvre le programme 

ROSALIE pour étudier les pieux sous charge 

axiale dans des milieux élastiques et linéai

res. Barbas et Frank (1982) ont utilisé des 

éléments de glissement avec frottement pour 

étudier le même problème dans un massif élas

tique parfaitement plastique. 

Le comportement des massifs considérés 

jusqu'ici correspond peu au comportement réel 

des sols dilatants. Suite à l'introduction 

des modèles de Nova et al et de Vermeer dans 

le programme ROSALIE - GROUPE 5 , nous avons 

entrepris cette même étude en utilisant les 

deux nouveaux modèles qui simulent mieux le 

comportement du sol. 

Avant de présenter les calculs que nous 

avons effectués, nous décrivons brièvement 

les résultats obtenus auparavant. 

Les résultats énoncés concernent la 

plus grande partie du fût du pieu, entre cer

taines perturbations relevées en tête et en 

pointe. 

Or. note la prédominance très grande sur 

cette partie des enfoncements w sur les dé

placements horizontaux u. Les déformations 

ôw/Sz (=E ) et 6u/5z sont négligeables au 

voisinage du pieu. Les tranches de sol se 

déforment donc en gardant leurs faces "pa

rallèles" (déformation plane) et ne sont 

sollicitées qu'en distorsion verticale 

ôw/5r près du fût. 

On n'obtient pratiquement pas d'augmen-' 

tation des contraintes normales o , c. et a 

par comparaison au cisaillement vertical T 

La figure (VIII.1), qui représente au bord du 

pieu et à différentes profondeurs le cercle 

de Mohr dans le plan (r, z), illustre le mé

canisme de cisaillement simple et pur au voi

sinage du pieu apporté par le chargement. 

VIII.2 - Résultats antérieurs (Frank, 1984] 

VIII.2.1 

linéaire dilatant iErankA_l974] 

Le cisaillement vertical T(T ) décroît 
rz 

dans la masse de sol et est inversement pro

portionnel au rayon r, au moins juqu'S r=5r 

(r étant le rayon du pieu) : 

T = 

T r o o 
(VIII.1) 
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B) Milieu linéaire dilatant 

ûtoa 10 H 

ACTj 

Frank (1974) introduit par rapport à 

l'élasticité une variation de volume supplé

mentaire due à une contrainte de cisaillement 

T (plusieurs définitions de T sont possibles). 

Pour les différents cas traités, on re

marque que ni l'enfoncement du pieu ni le 

frottement latéral ne sont sensiblement modi

fiés, par rapport à l'élasticité linéaire 

isotrope. 

"ig. V! ! i . ", - Cercles oe Mohr dans le plan (r, z) su 

Dorc du pieu (Frank, 1Ç74). 

7 étant le frottement sur le fût (ce 

résultat est cohérent avec l'équilibre dans 

la direction verticale 

ble dans cette région) 

la direction verticale z et 6c /6z négligea

is paramètre B = T /w 0 (w , déplace

ment vertical), paramètre de mobilisation à 

un niveau donné, est pratiquement indépendant 

de la profondeur et de la compressibilitê du 

pieu-

Il apparaît au vu des résultats que, 

tant pour les contraintes que pour les dépla

cements, on a affaire à un mécanisme de "ci

saillement pur d'anneaux concentriques" indé

pendant de la profondeur en tant que telle, 

dont l'étude Deut donc être ramenée au niveau 

d'une tranche de sol. 

Etude au niveau d'une tranche de sel 

Le fait que la distorsion verticale 

soit dominante dans le mode de déformation au 

voisinage du pieu (Y = - 5w/6r) et que le 

cisaillement vertical T décroisse en 1/r dans 

cette région (Eq. VIII.1), permet d'écrire : 

Tcro r 
w(r) = wn — £n £-) (VIII.2) 

(T0 et W 0 positif, G0 = module de ci-

La dilatance ne perturbe pas non plus 

les champs de T et W dans les anneaux de 

sol voisins du pieu (loi de variation en 1/r, 

équation (VIII. 1) et en î-nr, équation (VIII. 2) 

respectivement). 

Dans cette région, la prédominance de la 

distorsion verticale Y 

valable. 

- ôw/ôr reste donc 

saillement du sol) 

En ce qui concerne les contraintes nor
males 0 , 0 et c , la première constatation 

r z c 

est que la contrainte c sur le fût même du 

pieu ne croit pratiquement pas, contrairement 

à ce qu'on aurait pu attendre, par rapport S 

l'élasticité (voir l'exemple de la figure 

(VIII.2)). On note toutefois un certain ac

croissement aux alentours de 1 rayon de dis

tance. Les contraintes 0 et o„ croissent 

plus sensiblement sur le fût, tout en restant 

bien plus faibles que le frottement latéral 

(Fig. VIII.2). On peut conclure, au vu des 

différents résultats, que le mécanisme de ci

saillement pur d'anneaux concentriques près 

du fût reste valable en milieu linéaire dila

tant. 

Ceci dit, l'introduction de la dilatan

ce dans ces calculs de pieux en éléments fi

nis est criticable. On peut penser que les 

résultats, d'une part sont conditionnés par 

la forme même de la prise en compte de la di

latance dans le modèle de comportement et, 

d'autre part, qu'ils dépendent des valeurs 

numériques des caractéristiques mécaniques 
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du milieu, qui ont été choisies arbitrairement 

et gui sont constantes avec la déformation. 

Le coefficient de dilatance varie, en fait, 

fortement au fur et à mesure du cisaillement 

d'un sable et l'ordre de grandeur des valeurs 

retenues ici ne représente certes pas la di

latance maximale que l'on peut obtenir pour 

un sable très dense. 

VIII. 2. 2 - Milieu_élastigue_p_arf aitement 

glastigue__[Barbas_et_Franki_¿982]_ 

Quatre calculs comparatifs ont été ef

fectués : 

- deux calculs en massif élastique linéaire 

isotrope (E = 30 MPa, v = 0,3) avec modéli

sation du contact sol-pieu par les éléments 

décrits plus haut (r = 

et 35°, respectivement) 

0, C c = °' co 
= 25' 

deux calculs correspondant, pour le contact, 

aux cas précédents mais avec prise en compte 

de la plastification dans le massif (critè

re de Coulomb avec potentiel associé, c = 0, 

*p = 35") . 

Pour tous les calculs, un état de con

traintes initiales 

0,4 3 Y2 avec y 

pris en compte. 

2 0 kN/m 

= Ï Z et 0_ 

TC = 0 
rz 

"6 
a été 

Les figures (VIII.3) et (VIII.4) mon

trent clairement pour tous les cas étudiés la 

saturation du frottement latéral total et le 

début de l'accroissement correspondant de la 

charge de pointe après une phase initiale li

néaire. Elles permettent également de voir 

que la prise en compte de la plasticité dans 

le milieu n'influence pratiquement pas les 

courbes obtenues et que, notamment, le frot

tement latéral total est très sensiblement le 

même en milieu élasto-plastique qu'en milieu 

élastique (150 kN et 250 kN, respectivement). 

On en conclut que la dilatance apportée par 

la plastification (le potentiel est associé, 

ce qui revient à prendre pour angle de dila

tance l'angle de frottement i-p) n'a pratique

ment pas d'effet sur les contraintes normales 

au pieu o , par rapport au cas élastique. 

Bû 120 160 200 QlkN) 

AB» Sol élasto-plastique 
ADO Sol élastique 

rig. VI I 1 .3 - Courbes de charge en tête Q,, de frotte
ment latéral Q s er de charge en pointe 
Qp en fonction des déplacements en tête 
w+ pour (¡>Co • 25° et pour un sol élasti
que et un sol élastoplastique ($ = 35 e) 
(Barbas et Frank, 1982). 

101 



£0 80 120 160 200 240 2BO 320 QtkN] 

* • • SPI élasto-ptastlque 
¿ O D Sot élastique 

Vi i ! . ¿ - Couroes oe charge en TéTe Q^, de f r o t t e 
ment la té ra l Qz et de charge en pointe 
Qp en fonc t ion des déplacements en t ê t e 
w-j- pour 4> c o » 35° e t pour un sol é l a s t i -
aue et un sol élastop I as t i que (¡t> « 35°) 
(Barbas et Frank, 1962). 

V I I I . 3 - Mail lage u t i l i s e 

Le mai l l age que nous avons u t i l i s é , 
comprenant l e so l e t l e p ieu (de rayon r c = 
O»3 m , de longueur £= 6 m, d 'é lancement 
î./2rQ = 10) e s t r e p r é s e n t é à l a f i g u r e (VIII . 
5 ) . I l comprend 1 109 p o i n t s , 33 6 éléments de 
massif dont 12 de type T6 de ROSALIE ( t r i a n 
g l e s à 6 noeuds) , 32 4 de type Q8 ( q u a d r i l a t è 
r e s â 8 noeuds) e t enf in 38 éléments de con
t a c t s e n t r e l e p ieu e t l e so l de type CT1 
( l i n é a i r e s à 2 noeuds) . 

Les cond i t i ons aux l i m i t e s sont l e s 

s u i v a n t e s : 

- l e s déplacements hor izontaux sur l e bord BC 

son t n u l s , 

- l e s déplacements v e r t i c a u x sour l e bord OC 

son t n u l s . 

F i g . V I I I.5 - Mai I läge d'éléments f i n i s . 

8 c a l c u l s compara t i f s ont é t é e f fec tués 
( tab leaux V I I I . 1 ) . Les paramètres des modèles 
p r i s pour l e s c a r a c t é r i s t i q u e s du matér iau du 
pieu sont l e s su ivan t e s : 

E = 30 000 MPa e t 

v = 0, 3 

De plus pour tous les calculs, E = 

150 MPa et v = 0, 3 dans le sol. 

L'état de contrainte initial est le 

suivant : 

o = - yz 
z 

VIII.4 Calculs effectués 

a0 = a° = -o,428yz 

avec 
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TABLEAU V I I I . 1 

NUMERO DU 

CALCUL 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

COMPORTEMENT DU MASSIF 

élastique 

élastique-parfaitement plastique, cri

tère de Coulomb avec potentiel associé 

(ttp = 43° , c = 0) 

élastoplastique 

modèle de Nova et al

elas toplas tique 

modèle de Vermeer 

élastique-parfaitement plastique -

critère de Coulomb avec potentiel 

plastique associé (<rp = 43°) 

élastique-parfaitement plastique -

critère de Coulomb avec potentiel 

plastique non associé (ii! = 0, 

<tp = 43°, c = 0) 

élastoplastique 

modèle de Nova et al. 

élastoplastique 

modèle de Vermeer 

CRITERE DE CONTACT ENTRE LE PIEU ET LE 

SOL ($ EST L'ANGLE DE FROTTEMENT AU 

CONTACT) 

possibilité de glissement avec frotte

ment et décollement, <íco
= 35° 

possibilité de frottement et de décolle

ment, i>co= 35° 

possibilité de frottement et de décolle

ment, ic = 35" 

possibilité de frottement et de décolle

ment, * c o= 35° 

contact parfait 

contact parfait 

contact parfait 

contact parfait 

1 0 3 



' = 20 kN/m 

TC = 0 . 
rz 

Cet état de contrainte dans le cas des 

modèles de Vermeer et de Nova et al.se situe 

sur la surface de charge (il n'y a pas de 

surconsolidation). 

Les calculs ont été menés jusqu'à une 

charge totale en tête supérieure au glisse

ment complet de tous les éléments de frotte

ment au contact,soit Q, = 36 0 kN (par deux 

incréments de 20 kN suivis de cinq incréments 

de 4 0 kN et de six incréments de 20 kN). 

Les éléments de contact entre le pieu 

et le sol ont été décrits dans le paragraphe 

(VII.2). Pour un angle de rupture du sol, 

pour les calculs élastoplastiques $ = 43°, 

nous avons pris un angle de frottement de 

contact de 25° (* /*_ = 0,81). 
co P 

VIII.5 - Résultats obtenus 

Nous comparons ici les résultats obte

nus dans un milieu élastique aux résul -

tats obtenus dans un milieu élastique parfai

tement plastique (critère de Coulomb) et dans 

des milieux élastoplastiques ëcrouissables 

(modèles de Vermeer et de Nova et al.). 

Nous insisterons sur l'influence de la 

dilatance sur la contrainte radiale G . 

Les calculs que nous considérons sont 

ceux qui offrent la possibilité de frottement 

et de décollement, car il s'est avéré que les 

résultats y sont plus réalistes (vu les ré

sultats obtenus par Barbas et Frank et nous-

mêmes) .Cependant nous citerons certains 

points importants que donnent les calculs 

avec contact parfait. 

VIII.5.1 - R|sultats_2lobaux 

Les courbes donnant la charge en fonc

tion de l'enfoncement sont présentées sur la 

figure (VIII.6). On constate que, pour les 

calculs élastiques et élastiques parfaitement 

plastiques,si on augmente la charge totale 

après glissement de tous les éléments, la 

plus grande part de l'incrément de charge est 

reprise par la pointe. 

La faible augmentation du frottement 

latéral est essentiellement due à la varia

tion de la contrainte radiale près de la 

pointe : 

AQ = 2iTr tgcfi / Ao dz . 
s ° CO/Q r 

Pour les modèles de Vermeer et de Nova 

et al., on peut estimer que l'on a déjà at

teint la saturation du frottement latéral. 

Cette charge limite de frottement est trouvée 

inférieure a celle des calculs précédents, 

contrairement à ce que l'on aurait pu atten

dre. 

L'explication de ce phénomène sera 

l'objet des paragraphes suivants. 

VIII.5.1.2 - Mailtaoe déformé 

Les enfoncements du pieu dans les mi

lieux élastiques (Fig. VIII.7.a) et élasti-

ques-parfaitement plastiques (Fig. VIII.7.b) 

sont du même ordre ; la valeur de ces enfon

cements est plus grande dans les sols élasto

plastiques écrouissables car la majeure par

tie du sol au voisinage du pieu est plasti

fiée (voir plus loin). L'enfoncement le plus 

grand est prédit par le modèle de Vermeer 

(Fig. VIII.7.d). 

Dans les calculs avec un contact par

fait, (Fig. VIII.8), l'hypothèse même du 
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F ig . VI 11.7 - Mai l iage déformé dans les ca l cu l s avec le f ro t tement et gl issement (Q+ • 360 kN). 
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contact parfait conduit à des enfoncements 

moins prononcés. 

En ce gui concerne les déplacements, 

on peut négliger sur la majeure partie du 

fût les déplacements radiaux par rapport aux 

déplacements verticaux (comme dans un massif 

élastique). 

VIII.5.1.3 - Zones élastiques 

La figure (VIII. 9. a) montre pour le 

modèle de Nova et al• les zones plastifiées 

après le...premier incrément de charge de 

20 kN. Les zones plastiques pour le modèle 

de Vermeer sous le mime chargement sont iden

tiques à celles de Nova et al..On constate 

que la majeure partie du sol est plastifiée 

tout en étant loin de la rupture. 

Les zones plastiques prédites par le 

modèle de Vermeer et par le critère de 

Coulomb pour la charge de 360 kN sont pré -

sentêes sur les figures (VIII.9.b. et c ). 

On constate que les zones plastiques 

pour le critère de Coulomb restent limitées 

à la pointe et au sommet du pieu ; en effet, 

le pieu glisse avant même que le sol ne soit 

plastifié. On constate aussi dans ce dernier 

cas que le sol reste élastique sous l'axe du 

pieu, parce que l'augmentation de la seule 

pression moyenne, contrairement aux modèles 

élastoplastiques fermés, n'aboutit pas à la 

plastification (on rappelle qu'en élasticité-

plasticité parfaite le critère de Coulomb est 

un critère de rupture) . 

Cela explique les résultats du para

graphe précédant où nous avons noté que l'en

foncement du pieu était moindre dans le cas 

du critère de Coulomb. 

VIII.5.1.4 - Courbes des iscvaleurs de a/P 

La rupture et la dilatance positive 

(et même l'instabilité du matériau) sont défi

nies à partir d'un rapport de contrainte 

n = ë (on verra que r¡ reste constante à par

tir d'un certain niveau de charge en tête)• 

La figure (VIII.10) montre les courbes des 

isovaleurs de n quand le pieu est soumis à 

la charge de 360 kN. Pour tous les calculs r, 

est maximal à environ un rayon sous la poin

te du pieu et il est constant avec la pro

fondeur, au voisinage du fût. 

VIII .5.2 - Comportement_a_l¿interfaçe_pieu-

sol 

VIII. 5. 2.1 - Vé-foY'ms.tions volumiaues 

La figure (VIII.ll) montre les défor

mations volumiques dans le sol au voisinage 

du pieu pour différents niveaux de charge ; 

on note que tous les points sur le fût glis

sent avant la charge de 2 80 kN. 

Dans le calcul élastique (Fig. VIII.11.a) 

nous constatons une augmentation de volume 

élastique due à la déformation c positive 

après le glissement du pieu, cette augmenta

tion de volume est évidemment due à une di

minution de la contrainte moyenne. Le com

portement du sol en haut du pieu est diffé

rent, le volume du sol diminue et la pres

sion moyenne augmente. 

Dans le calcul avec le critère de 

Coulomb (Fig. VIII.il.b), la majeure partie 

du sol reste élastique (Fig. VIII.9-b.).Le 

comportement du sol est presque identique à 

celui du calcul élastique. Le gonflement 

élastique continue à exister ; cependant les 

zones devenues plastiques entraînent aussi 

une augmentation de volume ou "dilatance 

plastique" qui est due au potentiel associé. 
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z ^ r . 

c) sol élastopiSST¡que, modèle de Nova eT a! d) sol élestoplastique, modèle de Vermeer. 

Fig. VIII.11 - Déformations volumiques dans le sol au voisinage du fût (dil. * dilatance plastique). 
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Ces deux types de dilatance sont simul

tanés mais leur nature est différente. La 

dilatance élastigue est aussi due ici unique

ment à E (elle est supérieure au cas pré

cédent) , tandis que la dilatance plastique est 

due S toutes les déformations. 

Le comportement du sol avec les modè

les élastoplastiques de Nova et al. et de 

Vermeer (Fig. VIII.11.c et VIII.il.d) est 

différent. Les déformations volumiques (posi

tives ou négatives) y sont plus grandes que 

dans le sol élastique ou dans le sol ëlasti-

que-parfaitement plastique (critère de 

Coulomb). Les zones où apparaît la dilatance 

plastique sont plus importantes que dans le 

cas du critère de Coulomb,car le rapport de 

contrainte au-delà duquel la dilatance plas

tique a lieu (n ) est plus grand dans ce 

dernier cas que dans les modèles élastoplas

tiques écrouissables. 

Les déformations volumiques élastiques 

dans les modèles éiastoplastigues écrouissa

bles sont supérieures aux déformations volu

miques plastiques (comme le cas du critère 

de Coulomb). 

D'autre part, ces déformations élasti

ques, pour les modèles de Nova et al. et de 

Vermeer sont supérieures à celles du sol 

ëlastique-parfaitement plastique ; la pres

sion moyenne y diminue donc plus. 

Le rapport ri pour le modèle de Nova 

et al. , on 1'a vu dans le paragraphe (VII.8), 

est plus petit que celui du modèle de 

Vermeer. Cependant dans le calcul avec ce 

dernier modèle, les zones avec la dilatance 

plastique sont plus étendues. Ceci est dû au 

comportement différent du sable prédit par 

les deux modèles considérés. 

fût avec comme définition 

'N 
est la force normale sur les éléments 

du contact, 

S la surface de l'influence. 

Remarquons ici que la contrainte radia

le a (donnée directement par le programme 

lui-même) est discontinue à l'interface sol-

béton, par suite des approximations numériques, 

et ceci d'autant plus que c varie beaucoup 

par rapport à l'état initial ou l'état élasti

que (grand nombre d'itérations de plasticité). 

C'est pour cela que nous avons préféré nous 

baser sur les forces de contact plus fiables. 

La figure (VIII.Ï2. a) pour le calcul 

élastique montre, en fonction de la charge 

appliquée, une augmentation de ĉ  sur le fut 

dans les zones avec augmentation de volume 

élastique. En haut du pieu, la variation de 

•c est plus faible. 

La charge maximale reprise par le frot

tement latéral est obtenue de la manière sui

vante : 

0sl - 2",«5* / ord» 
/ 
:cro 

On o b t i e n t pour c correspondant au sol 
au repos (o = c c = K cyz): 

0 ! . - - 2irr tg* X y 
' s i CO 

204 kN 

Sous la charge totale de 360 kN, la 

charge prise par le frottement latéral dans 

le calcul élastigue vaut 258 kN (elle est su

périeure de 26 % à celle du sol au repos). 

VIII.5.2.2 - Contrainte radiale (o ) r_ 

La figure (VIII.12) montre a sur le 

La plus grande valeur de c se trouve 

près de la pointe, et elle vaut 2c° . 
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oe Novs et al. 
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— Q = 280KN 

— Q=360KN 

-150 
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d; sol é lastopI ast ique, modele 
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Q=280KN 

Q=360KN 

—100 

t 1/2., 

- 150 Cr 
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F ig . V!I I.12 Contraintes radia les c sur le f o t . 
113 



Dans le cas du sol ëlastique-parfalte

rnent plastique, la figure (VIII.12.b) montre 

clairement que pour les zones proches de la 

pointe, qui viennent d'être plastifiées pour 

une charge en tête voisine de 280 kN, o di

minue • 

Au-delà de la charge de 280 kN, la di-
latance plastique, dans les zones gui étaient 
déjà plastiques, augmente. La contrainte ra
diale c_ augmente aussi et elle atteint en 

r 
en oointe 5cr . o 

En même temps les zones gui sont élas

tiques le long du fût voient leur contrainte 

a_ très légèrement diminuer, par rapport au 

cas élastique. 

Finalement la charge totale reprise par 

le frottement latéral sous la charge de 360 

kN augmente de 23 % (soit Q = 250 kN) par 

rapport à Q correspondant à o du sol au re

pos (Qgjî.Elle est légèrement inférieure à 

celle du sel élastique ; on peut dire que ce

ci est dû à l'apparition de la dilatance 

plastique (au voisinage de la pointe), qui 

cause au départ une légère diminution de c„. 

En d'autres termes la forte augmentation de 

o en pointe arrive trop tard. 

Examinons maintenant le cas des sols 

élastoplastiques écrouissables. Pour le modè

le de Nova et al.(Fig. VIII.12.C.), le même 

genre de phénomène se manif-es-te-. Dans les 

zones du sol où la dilatance plastique vient 

d'apparaître , c diminue. Mais une plus 

grande partie du sol est dilatée plastique-

ment relativement au critère de Coulomb, et 

la charge reprise par le frottement latéral 

vaut 245 kN, soit 20 % de plus que 0°. ; 

cette valeur est inférieure a celle du sol 

de Coulomb. 

Four le modèle de Vermeer (Fig. VIII.12. 

d), la zone où apparaît la dilatance plasti

que est la plus étendue de tous les modèles. 

On note aussi gue les déformations volumigues 

sont plus importantes et gue leur composante 

élastigue est prédominante. 

L'augmentation de c (moyenne sur le 

fût) dans ce calcul est la plus petite de 

tous les calculs. Q sous 360 kN en tête vaut s 
22 9 kN, soit 12 % supérieure à Q° . 

On peut conclure gue, pour l'angle de 

frottement de contact retenu ici <p =35°, la 
co 

phase d'apparition de la dilatance plastique 

freine 1'augmentation de c moyenne sur le 

fût par rapport au cas élastique. Si on aug

mente l'angle de contact, la dilatance plas-

tigue aura duré plus longtemps au moment de 

l'apparition du glissement. On peut penser 

gue c , notamment près de la pointe, pourrait 

atteindre des valeurs plus élevées. 

VIII.5.3 - Çomportement_du_sol_ê_mi-hauteur 

du_pieu 

Pour le calcul élastigue et le calcul 
avec le critère de Coulomb, le sol reste 
élastigue à mi-profondeur du pieu et le ci
saillement T est linéaire en fonction de 

rz 
Y r 2 (Fig. VIII.13). 

Pour les modèles de Nova et al. et de 

Vermeer, la courbe de T en fonction de y 
rz rz 

(Fig. VIII.13), admet une asymptote et on 

constate gue le comportement prédit par le 

modèle de Nova et al, est plus raide gue celui 

de Vermeer. Dans tout les cas, T est limité 

par la valeur a tg<t> 
r c co 

La pente initiale de toutes ces cour

bes est : 

Go - T T T H T = 5 7 70° k N 
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r r , * kPB J T „ * 

- 2 0 -

- 1 0 -

(Nova) 

Coulomb) 

(Vermeer) 

(Elastique) 

,W0* ,2x10" ,3x10' .¿-lo"2 ^ r 

r i g . V I I I . 1 2 " C o u r b e de c i sa i l l e m e n t v e r t i es d , y . ) à m i - p r o f o n d e u r du p i eu en r 

VIII.5.3.2 Dévlaoemenzs vevc-icauz saillement G Ceci est tout-à-fait logique 

Les déplacements verticaux du sol pour 

le cas élastique (Fig. VIII.14.a) et le cas 

élastique-parfaitement plastique (Fig. VIII. 

14.b), S mi-profondeur du pieu, sont à la 

charge de 360 kN du même ordre de grandeur. 

Ces déplacements sont plus grands pour 

le modèle de Vermeer que pour le modèle de 

Nova et al. , parce que le comportement du sol 

prédit par Vermeer est plus souple que celui 

prédit par Nova et al. 

Examinons maintenant la loi logarithmi

que proposée par Frank (1974) (Eq. VIII.2) : 

on constate que cette loi est vérifiée pour 

le calcul élastique avec le glissement-frot

tement d'interface. 

Pour les modèles élastoplastiques avec 

écrouissage, les déplacements calculés sont 

inférieurs à ceux gui sont prévus par l'équa

tion (VIII.2) en utilisant le module de ci-

puisque G représente pour ces modèles le mo

dule tangent initial. Le module à prendre en 

compte pour chaque anneau du sol est en fait 

un module sécant inférieur à Gf fonction 

de la déformation au point considéré. 

La figure (VIII.14) montre des four

chettes des valeurs des déplacements verti

caux calculées à partir de la loi logarith

mique avec deux valeurs de G(G, et G, < G 0). 

Pour chaque modèle ces modules sécants 

"moyens" sont reportés sur les courbes (* » 

Yr2) (Fig. VIII.13) . 

VIII.5.3.3 - Déformations volumiaues 

La déformation volumigue z , le rapport 

de contrainte n et le cisaillement, sous dif

férentes charges totales, à l'interface sol-

pieu (r = r ) et à mi-profondeur sont présen

tés sur la figure (VIII.15). 
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On constate une augmentation de volume 

dans tous les calculs, à partir d'un certain 

niveau de charge. La valeur de n demeure 

constante quand la charge dépasse une valeur 

donnée et la valeur de T , tend vers une 
rz 

asymptote. 

pieu (Fig. VIII.17) cette contrainte diminue 

légèrement, â partir d'une certaine charge, 

pour le calcul élastique et le calcul élasti-

que-parfalternent plastique. Elle augmente par 

contre pour le modèle de Nova et al. et le mo

dèle de Vermeer, l'augmentation étant plus 

prononcée pour ce dernier modèle. 

VIII. 5. 3. A - Ccn; "armes en r 

La figure (VIII.16) montre que la con

trainte cv dans le sol, au contact du pieu à 

mi-profondeur, augmente (en valeur absolue) 

dans tous les calculs. L'augmentation la plus 

grande est obtenue dans le cas du modèle de 

Vermeer. Notons que c'est le seul calcul qui 

prédit une dilatance plastique à ce niveau, 

et de plus avec une augmentation de volume 

élastique faible. Par contre, comme on l'a 

vu précédemment, la valeur moyenne de c sur 

l'ensemble du fût est plus faible pour ce 

calcul que pour tous les autres calculs. 

En ce qui concerne c au contact du 

-38 • 

-36 

-3i 

-32H 

-30-

-28-

-26-

-24-J 

-22 

20 

UPa) 

La contrainte c (Fig. VIII.18) pour 

le calcul élastique et élastique-parfaitement 

plastique diminue également après une légère 

augmentation. La diminution finale pour le 

modèle de Nova et al. est plus grande que pour 

le modèle de Vermeer, pour lequel o augmen

te légèrement à la fin. Dans tous les calculs 

c tend vers une asymptote. 

VIII. 5. 3.5 - distribution des contraintes en 

-fonction de ta distance au viev. 

Les contraintes dans le sol à mi-pro

fondeur du pieu sont présentées sur la figure 

/ 
y 

• ( Nova) 
( Coulomb) 

(Vermeer) 
( Elastique! 

¿0 120 200 260 
I 

360 Q kN 

Fig . VI I1 .16 - o en fonc t i on de charge à mi-profonOeur du pieu (r " rJ-
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Fig. VI 11.16 - a en fonction de charge à mi-profondeur du pieu (r * r ). 
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(VIII.19), la charge totale appliquée au 

pieu étant 360 kN. ce sur le pieu pour 

les modèles élastoplastiques écrouissables 

est plus grande er. valeur absolue que pour 

les autres modèles et elle a plus augmenté 

pour le modèle de Vermeer que pour le modèle 

de Nova et al. Lorsque l'on s'éloigne du 

pieu,¡oc; diminue pour atteindre un minimum 

à la distance r du pieu, ensuite elle aug

mente légèrement et atteint io£¡ à la distance 

7r . Dans les calculs élastiques et élasti-

ques-parfaitement plastiques jusqu'à la dis

tance de 5r , o g a diminué par rapport S l'é

tat initial (cj. 

Pour tous les modèles de sol,! o ! a aug-
i ri r 

menté légèrement au voisinage du pieu (à mi-

profondeur) ; lorsque l'on s'éloigne du pieu, 
c atteint la valeur de cc S la distance 5r 
r r o 

du pieu. 

VIII.5.3.6 - -e-es ce Me 

Les cercles de Mohr correspondant aux 

contraintes totales et aux variations des 

contraintes pour les charges de 2 40 kN et 

36 0 kN, pour r = r , sont tracés à la figure 
O 

(VIII.20). Le sol élastique et le sol ëlasti-

gue-parfaitement plastique donnent des cer

cles presque identiques. On peut dire que, 

pendant le chargement, les contraintes prin

cipales ne varient pratiquement plus à partir 

du moment où le cercle devient tangent à la 
droite correspondant à ç = 35e . r co 

Pour les modèles élastoplastiques écrou

issables, les cercles dépassent légèrement 

cette droite (mais restent en deçà de la droi

te $p = 43°). 

', c i a diminué au voisinage du pieu pour 

•cous les calculs. Lorsque l'or, s'éloigne du 

pieu, r atteint cc È 7r oou: les modèles z z c -
élastoDlastiques écrouissables et S 5r pour 

o 
les autres modèles. La variation de c dans 

z 

les calculs élastoplastiques écrouissables 

est importante (tout comme la variation de 
T,-, pour tous les calculs). 

En ce qui concerne la contrainte de ci
smen t vertical - , elle a biei 

rz 
ment augmenté pour tous les calculs. 

saillement vertical - , elle a bien évidem-
rz 

Pour ce qui est de la loi d'augmenta

tion en fonction de r on a reporté sur la fi

gure (VIII.19) la loi en — proposée par 

Frank (1974) (Eq. VIII.1) 

r r o o 
rz 

VIII.6 - Conclusion 

Les calculs présentés dans ce chapitre 

font apparaître que le comportement général 

du sol élastique et du sol ëlastigue-parfai

tement plastique sont identiques. Pour les 

deux modèles élastoplastiques écrouissables, 

les déplacements axiaux sont plus élevés. 

En comparant, entre eux, ces deux mo

dèles élastoplastiques, on constate que, pour 

le même sable, le modèle de Nova et al. prédit 

un comportement autour du pieu plus raide que 

celui de Vermeer. 

Cependant, il faut rappeler que nous 

avons rencontré des difficultés pour inter

préter et programmer le modèle de Nova et al. 

(voir paragraphe III.8). 

(T valeur de T en r = r ) o r z o 

On constate que pour tous les calculs 

cette loi fournit une bonne approximation 

(tout au moins à mi-profondeur du pieu). 

En ce qui concerne les déformations 

volumiques, on constate une certaine augmen

tation élastique. Pour le modèle de Coulomb 

et le modèle de Nova et al la dilatance plas

tique n'existe que près de la pointe du pieu. 
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Par contre, la zone dilatée plastiquement est 

plus étendue pour le modèle de Vermeer. 

En général, dans tous les modèles, la 

dilatance apparaît après glissement au niveau 
Trz considéré (correspondant à =tç35c dans nos 
°r calculs) . 

Les effets conjugués de la dilatance 

plastique et des augmentations de volume 

élastique induisent une diminution de la con

trainte radiale c sur le fût donc une dimi

nution de charge reprise par frottement la

téral (par rapport au calcul élastique). 

Les calculs que nous avons effectués 

sont certainement basés sur des hypothèses 

simplificatrices. En effet, nous n'avons pas 

considéré le remaniement du sol au voisinage 

du pieu ou la rotation des contraintes prin

cipales dus à la mise en place du pieu. 

En ce qui concerne les lois proposées 

par Frank (19 74) nous pensons qu'elles res

tent valables, au moins à mi-profondeur du 

pieu. 

123 



CONCLUSION GENERALE 

Ce travail de recherche a permis, tout 

d'abord, d'examiner les modèles élastoplas-

tiques écrouissables de Nova et al. et de 

Vermeer et de les traiter par la méthode des 

éléments finis. Les enseignements que l'on 

peut tirer de cette étude sont les suivants. 

Les modèles de Nova et al. et de Vermeer 
sont des modèles capables de représenter les 
principales caractéristiques des matériaux 
granulaires, au moins quand ils sont soumis 
aux trajets de chargement monotone des essais 
classiques de laboratoire. En ce gui concerne 
la dilatance dans ces deux modèles, elle appa
raît à partir d'un certain rapport de con
trainte (n„) • 

c 

La programmation de ces deux modèles 

dans le code d'éléments finis ROSALIE n'a pas 

posé de problèmes particuliers ; cette pro

grammation a été conçue de manière à rendre 

aisée l'introduction future de tout nouveau 

modèle ëlastoplastique avec ëcrouissage. 

La convergence, dans ce programme qui 

utilise la méthode de force avec le schéma 

de retour de module tangent simplifié, est 

lente et les itérations internes ne l'accé

lèrent pas. 

Les modèles de Nova et al. et de Vermeer 

ont ensuite été appliqués aux problèmes des 

pieux sous charge axiale. 

1 

Les résultats des calculs effectués ont 

mis en évidence l'importance de la prise en 

compte du glissement avec frottement à l'in

terface sol-pieu pour tous les modèles de 

sols utilisés. Le comportement du sol, qui 

est identique pour le modèle élastique et 

élastique-parfaitement plastique, est diffé

rent pour les modèles élastoplastiques 

écrouissables, les déplacements axiaux étant 

plus élevés dans ces derniers cas. Une cer

taine augmentation de volume élastique a, 

par ailleurs, été relevée au voisinage du 

pieu pour tous les calculs. 

La dilatance plastique existe dans tous 

les calculs élastoplastiques mais elle se ma

nifeste généralement assez tard, a peu près 

en même temps que le glissement relatif sol-

pieu. L'effet conjugué de la dilatance plas

tique et des augmentations de volumes élas

tiques induit en moyenne une certaine dimi

nution de la contrainte radiale o sur le 

fût par rapport au calcul élastique. 

Au vu de ces résultats, et pour les mo

dèles utilisés, il semble donc que la dila

tance des sols granulaires n'accroisse pas 

la capacité portante en frottement, tout du 

moins par augmentation de la contrainte ra

diale. 



A N N E X E 

NOTATIONS ET DEFINITIONS 

Dans ce rapport, on utilise la conven

tion de signe de la mécanique des milieux 

continus (contraintes et déformations positi

ves en traction). Cependant,on a adopté la 

convention de signe de la mécanique des sols 

pour la contrainte moyenne et la déformation 

volumique (positive en compression). 

. Pour l'essai triaxial on obtient 

q = | c,-0; | 

P = 

Les principales notations adoptées dans 

ce rapport sont les suivantes : 

B' 2ëi2£îE'S£i22§ (indice "e" pour les déforma

tions élastiques et indice "P" pour les 

déformations plastiques) 

A) Contraintes 

. Dans l'espace (o , a2 , c,) 

1 i l x 3 

i -[(a 
1 / 2 

.1 
l - ° 2 ) + < a 2 - ° 3 

contrainte déviatorique, 

Dans 1'esoace (e , E, , e.) 

-d (3 eij eij' " S jz L 

( E 2 _ E
3
) 2 + ( e

3 "
£ l ) 2 ] 

v'2 
1/2 

(£j-£ 2)'+ 

avec 

13 13 3 £kkôij 

avec s , déviateur de contrainte et : 

S.. = 0 . . - •=• 0, , 0 . . , 

13 13 3 kk 13 
déformation volumique. 

í.. , symbole de Kronecker 
13 La relation entre la déformation dévia

torique et la contrainte déviatorique s'é

crit, dans le cas de l'élasticité linéaire : 

contrainte moyenne 

et T) = 3 
P 
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L'incrément de travail par unité de vo

lume s'écrit : 

w = P E + q t , 
v ^ d 

Vermeer utilise : 

e et y =/ ydt v J0 

Pour l'essai triaxial, on obtient avec 

£ d - 3 i C i - £ : 

Cv = - (E.+2EJ 

•IW" 
• e , r + u , r. 

£, e t £ sont u t i l i s é s dans l e modèle c v 
de Nova et al 

ce qui donne à l'essai triaxial 

Y = i £ , - £ 
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