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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.7T. - Généralités

Le présent traveil concerne un point important dans la construction des
ponts : le comportement des bossages d'ancrage de cdbles de précontrainte.
Lo construction de ponts par encorbellements successifs a connu depuis

[970 environ un développement particuliérement importont. Ce procédé per-
met de supprimer le cintre et d’économiser beaucoup de coffrage et s'est
avéré économique pour franchir des portées comprises entre 50 et T50 métres
environ, et gquand un cintre est colteux ou impossible.

Raoppelons tout d'abord que cette technique consiste & construire le
tablier du pont en console, par avancées successives d partir des appuis
(piles ou culées) sur lesquels il est encastré (provisoire ou définitive-
ment). Ce qui permet de se passer des cintres et des échafaudages conti-
nus au sol. Chogue tronche de tablier, appelée voussoir, est construite
en encorbellement & partir de lo précédente, et ossemblée a elle par la
mise en tension de cdbles enfilés ou trovers de la partie déja construite
don; des gaines réservées a cet effet, puis tendus et ancrés & l'extrémité

libre du nouveau voussoir.

Pendant lo construction, l'ouvrage foncticnne en conscle, sous l'action
de son proore poids et ses surcharges de chantier. Les premiers ouvrages
etaient articulés en milieu de trovée, mais ce systeme présente gquelques
inconvénients :

c) Les fliches prises por les consoles au cours de la censtruction, ne
peuvent Stre estimées que de facon approximative. Il y a donc un risgue
aporécicble d'avoir des différences de niveau importantes entre les extré-
mités des deux consoles au moment de l'assemblage. Si bien que 1l'égalité
des niveaux peut étre rétablie, cela ne permet pas celle des pentes et un
pcint anguleux apparait.

b) Méme si cette continuité des pentes est obtenue initialement, le
fluage ultérieur du beéton entraine toujours une cassure du profil en long,
a la cle.

c, En outre, les articulations sont des piéces délicates, dont la tenue

dans le temps pose des problemes.
C'est en roison de ces inconvénients que les systémes & articulation de
clé ont fini par étre abandonnés cu profit des systéemes continus. Le
continuité est réalisé par précontrainte, grace a des clbles enfilés copres

bétonnage du voussoir de clé, et tendus corés durcissement de celui-ci.



A la lumiére de ce gue nous venons d'exposer plus haut, nous voyons

que les cibles peuvent se regrouper en deux familles :

a) Les cbles de fléaux : mis en oceuvre & la construction, pour
ossembler les voussoirs successifs, & l'extrémité desquels ils sont oncrés,
en général dans les &mes des poutres, parfois dans le hourdis supérieur.
Cet ancrage se fait rarement au moyen des bossages car ils compliquent la
construction et la manoeuvre des coffrages intérieurs, et la mise en ten-

sion.

b) Les cébles de continuité : la plupart sont situés & proximité de la
fibre inférieure du caisson et sont alors, soit relevés dans les dmes et
encrés dans des encoches aménagées dans l'extrados de l'ouvrage, soit
filants dans le houwrdis inférieur et ancrés dans des bossages faisant
saillie au dessus de celui-ci. La paroi supérieure du hourdis inférieur

n'étant pas coffrée, lo construction des bossages ne pose pas de probléme.

1.2. - Objet et intérdt de l'étude. -

lLes excmens faits sur certaines constructions en béton précontraint,
ont révélé des fissuratiaons inattendues auprés des bossages d'ancrage des
c@bles de continuité sur le hourdis inférieur du ceisson. L'introduction
d'un =ffort concentré élevé sur un €lément en général mince, et d'une
fagon excentrée & couse du bossage, risque d'entrainer des sollicitations
importantes.,

Dans un certain nombre d'ouvrages & poutre-ccisson, on a constatée des
fissures dans le hourdis inférieur gui partent de l'arriere des bosscges
des ancroges et se développent en aovant de ceux-ci, vers les &mes, en
suivant une direction inclinée, sensiblement entre 35 et 45° sur l'axe

longitudinel du tablier.

Les fissures se propagent parfois jusque dans les dmes. Le phénoméne
peut 8tre exceptionnellement important (voir fig 1.1), avec des fissures
qui atteignent une ouverture de 2 mm et rejoignent, dans certains cas,

oratiquement le hourdis supérieur,

Des fois, la fissuration peut se développer en arriére des bossages

et gtteindre les joints de voussoirs qui se trouvent ainsi décomprimés,



et peuvent s'ouvrir sous les charges et les sollicitotions thermiques.

Ces fissures, dues & la diffusion de la précontrointe, se trouvent
parfois aggravées por la morphologie des ouvrages : trop grand nombre de
cébles ancrés dans le hourdis, dimensions du bossage et du hourdis

disproportionnées, ferraillage insuffisant, etc...

On voit donc l'intérét pratique d'une bonne connaissance du fonction-
nement de ce type d'ancrage, ainsi que de 1'état de sollicitations dans le
hourdis au voisinage du bossoge. Le caroctere tridimensionnel du proble-
me le rend assez complexe, ce qui explique que peu d'études lui aient été

dédiees jusqu'ici.
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1.3. - Position du probléme. -

Sur le plan pratique, nous pouvons cerner le probléeme de résistance
de cette partie d'ouvrage en abordant séparément les quatre aspects

suivants

a) La question de la diffusion de la précontrainte dans le bossage.
Celui-ci constitue une piéce prismatique en béton sur laquelle est appli-
quee, moyennant un vérin de mise en tension, et une plaque de répartition,
une force concentrée. Ce premier aspect n'est pas trés loin du probléme

de l'ancroge d'um céble & 1l'about d'une poutre.

b) L'étude du plan de jonction du bossage au hourdis, c'est-d-dire,

la recherche de la couture d'attache du bossage au hourdis.

¢) L'équilibre de la poussée au vide induite par le courbure du cdble

dans la zone de roccord avec la fibre moyenme du hourdis.

d) Lo répartition des contraintes dans le hourdis, notumment lc con-
centration des contraintes et leur locclisation (traction d'entrainement
derriére le bossage, flexions locales, etc.). Il s'agit de l'étude de la
diffusion d'une force de précontrainte qui s'applique au moyen d'un
bossage, dans un voile mince qui est partiellement encastré sur les

Bmes laoteroles.

Z0ne de Dremigre

DOUS3R FGQ}JEEF!SE’C!OH
au vide ;

- - Seossage

ame~" g

nourdis blan de jonction,

bossage -hourais

FIG 1.2



1.4. - Revue des études antérieures -~ Recherche au L.C.P.C., ~

-—— Alors que les ancrages aux abouts des poutres ont fait l'objet de

recherches déjd anciennes, qui ont abouti o des méthodes de dimensionne-
ment satisfaisantes{réf 1 et 2), il n'existe pas encore & l'heure actuel-
le que trés peu de publicotions concernant les recherches sur les ancro-

ges par bossage.

Le cas de l'ancrage placé & l'intérieur d'un voile de béton (les
ancrages passifs noyés) a été étudié théorigque et expérimentalement par
plusieurs auteurs : W, SCHLEEH (zéf 3 et 4), J. EIBL et G. IVANYI
(réf 5) et OULITSKI et autres (zéf 6).

Ces recherches montrent l'existance de deux zones de contrainmtes

de trcction :

a) Une zone de traction d'entrainement derriére l'oncruge, dans laguelle
les tractions sont fortes et decroissent rapidement lorsqu'on s'éloigne
de l'oncrage,

b) Une zone de traction transversale d'éclatement, devant l'ancrage, avec
des contraintes plus faibles, qui se repartissent sur une longueur plus

grande.

Les résultats semblent montrer que la fissuration reste acceptable

avec un besoin d'armatures relotivement réduit.

— Les etudes préceédentes sont restées dans le domaine bidimensionnel.

Elles n'ont pas etudié les ancrages par bossage, ou l'application incli-
née de la charge, au moyen d'une piéce de grand raideur par rapport au

hourdis, entraine l'apparition des flexions loccles qui rendent le pro-

bleme tridimensionnel.

Cette question a été abordée cu S.E.S et derniérement au Laborctoire
Central des Ponts et Choussées (L.C.P.C.). La recherche du L.C.P.C, &
la fois sur le plan théorique et expérimental (réf 7,8), était trés
pousseée du point de vue du caolcul élastique, et comportait une étude
expérimentale d'un ancrage par bossage centré dans une plaque appuyee
sur le tranche a un about. La plaque du hourdis (fig 1.3)aveit les bords

T s - .
libres. L'influence de l'encastrement du hourdis dans les 4mes latérales



du caisson, n'y a pas é€té prise en compte.

Nous allons dans ce qui suit résumer les points essentiels de 1'étude
du LCPC par M, LY :

- Son étude portait sur un corps d'épreuve dont les dimensions sont

indiquées dans la fig 1.3.

FLAZUS D'ESSA

{boras Lores)

-

 —
L

L T -e—

s et arm—l + S— e - —— 1 — . Skl { kil + clial | A e | s

J
o on

[Sp——

szt 483 2838

7
/
]

f

s maved gug poglres morai i
pasbwameralcvmy
I P e T R ek s ] ! '

[

i moove desss

! ==
1

\\

_X
\

] ‘. -
° e s e i 8 o 0 3 LI
L e A - : - 3 L
~ " e —————— T o et
b '
il 1 ‘ Neabls £38.8 2287 \esazeoe ' |
R - A !
s t
L § . .
[ i . Ngrisesmeniizae cr [T '
{ vage e o e T ETE — e
—h— ool
FITINCIY ) 152 TR
& -l WP
FIG 1.3.

Le trovail comporte trois types d'analyse différents.

1. - Lo premiére o été une adaptation de la méthode proposés par
W. SCHLEEH (réf 3 et 4), pour calculer 1'état de contraintes dans une
poutre de grance hcuteur, & boras lisres, munie d'un ancrage interne

appliqué dans son plan.



Il s'agit d'une méthode élastique bidimensionnelle, dont la solution est

déterminée par l'intermédiaire d'une fonction d'Airy de la forme :

ax 1

, C Si? c Ll2n=vm o
B xSl Anhx B S cosfy avee Bos =Sy °
n

i

b' la demi~largeur de la plague.

Les résultats obtenus avec cette méthode, lui ont permis de dimensionner

le hourdis du corps d'épreuve qui o été soumis ensuite aux essais.

Les contraintes obtenues au niveau du plan moyen de la ploque, & partir
des essais, étaient beaucoup plus faibles gque celles trouvées onalytique-
ment avec cette méthode, le rapport étant d'un tiers. Par contre, si lo
charge, au lieu d'8tre appliqué brutalement comme dans le cas d'un ancrage
interne, était supposée s'appliquer progressivement par fractions égales

tout le long du bossage, les résul-

tats du calcul s'approchaient de

010 ceux des essais. Le bosscge, par
p Y .
- . . . -
inertis supplementaire qu i
4-ifq~+q-d/ { o = * PP quiil
apporte, joue donc un rdle impor-
OJFb//

tant de repartition de la force en

précontrainte.
FIG 1.4

2. - La méthode de SCHLEEH ne permet pas de tenir compte de lo rigitide
du bossage et des effets de flexion dus & l'excentrement du céble de pre-
contrainte par rcoport au centre de gravité de choque section. LY a mis
au point une deuxiéme méthode qui permet d'obtenir les flexions locales
gui apparaissent au voisinogs du bossage. Il s’'cgit de la "methode des
coupures”, que nous allons reprendre, et gui sera orésentées en detail au

chapitre 2.

Cette méthode avait 6té déja utilisée per OULITSKI (ref 6) dans le
calcul de 1'état de contraintes d'une plogue munie d'un cncrage interne.
Il décomoosait le plaque en bandes finies paralleles a l'axe des 'x' et
développait les efforts hyperestatigues libérés N (X) et T (x) en séries

de Fourier (fig 1.5) :



T(x)==tp cosAx ;  Nlx)== Snh sin}\nx : Anzﬂ_L?_T_
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Les coefficients t, et 5, étaient obtenus par les conditions de com-

patibilité des déformations acux bords de chaque é€lément.

LY o pris aussi en compte les efforts de flexion, en aporochant la
bande longitudinale qui contient le bossage par une poutre & raideur vo-~

riable.

3. - Lo méthode des coupures a permis d'obtenir une représentaotion assez
approchée de l'3tat de sollicitations dans le hourdis, en tenant compte

des importantes flexions locales qui y apparaissent.

Cependant, elle ne permettoit pas d'avoir une idee sur ce qui se
passe ni dans le bossage proprement dit, ni dans le plan de couture

bossage~hourdis.

I! lui a donc fallu d'étudier la piéce avec la méthode des éléments
finis élastiques, ce qui d'une part ¢ servi de verification & la méthode
des coupures,et d'autre part a fourni les renseignements gui manquaient.
Cette étude o été faite avec deux programmes : un premier bidimensionnel
qui a etudié un modéle plan obtenu en coupant le bossage suivant le plan

' -1

xoz' (fig 1.6), et l'cutre tridimensionnel.



Dans la fig 1.7 nous montrons les

courbes des contraintes de surface

et d'éclatement obtenues par LY.

On constate l'existence dans le

bossage d'une zone de traction
s/ g

d'éclatement, =t sur les onglets

i bordont lc plaque d'ancrage une
' zone de traction de surface. Le
FIG 1.6
maximum des tractions d'éclatement apparait & la surface et non dans
l'axe du bossage. Dans le tobleau 1 nous indiquens les principaux résul-
tats du calcul, ainsi que ceux obtenus d'apres l'lnstruction provisoire
pour le calcul des ouvrages en béton précontraint (réf 2), concernant

la zone de premiére régulcrisation.

Tracticons Tractions
d'éclatement de surface
Te/F Crymcx/Po Ts /F
Eléments finis 0.115 (a) 1. (o)
0.048
0.097 {(b) 0.52 {b)
Instruction 0.063 0.52 (b) 0.053
orovisoira
Mesure 0.64

TABLEAU 1
(a) en surface

(b) & l'axe du céble

B , 3 ' . - o
i Contranzy o2 /rOc/ianCe surinie Cone & Dosnose

1 - £ soimensennes

| e £ T e Gimtraianes
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}[’C',‘/f‘a Combromfes S t=al on o gu o gment cany ¢ hossoas
{
Ir ™~ .?’7?']
~ i
~
i \ —————
L

N
R Ppe

£.F balimwracanes) — e /- L

- . e AR STa8 O Samasse
£.5 Trigumensianael.

Lo 8 /0 Surfaae o inasege

On constate gue l'Instruction Provisoire conduit & une sous-estimation

des troctions d'éclatement. En tout cas, puisgue le bossage a tenu lors

: les ormatures

.

des essais, les auteurs pensent que les directives du reglement sont
transposables ou cas du bossage moyennant deux cdoptotions
destinées & résister les tractions de surface doivent 8tre prolongees
jusqu'a la foce inférieure de la plague; les crmotures concernmant les
troctions d'éclatement doivent 8tre légerement renforcées et disposees

en tenant compte que le maximum se trouve en surface du bossage.

En ce qui concerne le plan de jonction bossage-hourdis, les courbes

obtanues par LY sont montrées dams la fig 1.&8. Ces résultcts montrent
p g

gue la controinte verticale Jz au niveau du plan de jonction est nulle

cu vide). Lo résultante des tractions prés de l'ancrage vaut O.240F, ce
‘ as ¢loignée

qui correspond & la valeur de la traction de surfoce et est tres ¢
d'un schémo de résistance de console

-

sauf prés de l'ancrcge et dans la zone de courbure du cdble {poussée
AN

de la troction qui résulteroit
|
courte (0.091F).
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L'allure des cisgillements est & peu preés consionte avec une petite
pointe due & l'application brutale de la charge. Il opparcit donc que

la transmission (tout au moins en phase élastique) se fait par cisaille-

ment et que les armatures de couture doivent &tre réparties sur toute la

longueur du bossage, en prolongeant toutefois l'eormature de surfoce du

bossage jusqu’a la fibre inférieure du hourdis.

t oi/p -

e P e oo
Alrhoce Aty @ €Tesnm P a ~asa i)

cisaliement cons 2 zon om

f‘i

Txu/p

) [ i =T - wr i = e i et *

1.5. -« Plan d'étude. =

— Une é+ude expérimentole sur le sujet a été entreprise cu Service

d'Etude des Structures (CEBTP) en 1974, & lo demande conjointe du SETRA

et de 1'UTI (ré7 Q). Elle portait sur gquatre essais, en grandeur réelle,

simulant l'ancrage par bossage d'un c@ble dans un voile en 5éton, borde

de deux Gmes perpendiculaires {section droite en forme deH). Ces essais

- A

ont permis d'examiner les différents aspects du probléme, déja cités au

paragraphe 1.3,
—Notre étude comporte deux parties : une théorigue et une autre expéri-

mentcle.
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Le travail théorique prend comme point de départ la recherche du LCPC.
Ces travaux sont & notre avis, assez complets dans le domaine élasti-
que, mais ils sont susceptibles d'Etre améliorés sur deux points impor-
tonts
a) son analyse portait sur l'étude théorique et expérimentale du compor-
tement d'un voile en béton, muni d'un bossage centré, avec les bords
latéroux libres. Néanmoins, en réalité le hourdis est bordé latérale-
ment par les dmes du caisson, qui établissent certaines restrictions
aux déplacements des bords de la piédce, ce qui risque d'entrainer des
variations importcntes dans les valeurs des contraintes au niveau de
plan moyen du hourdis, ainsi que des flexions locaoles gui apparaissent
au voisinage du bossage.

b) L'étude est limitée au domaine élastigue, sans tenir compte des re-
distributions importantes qul deivent se produire par suite de la fissu=-

ration et du comportement non linéaire du béton en compression,

Bien que ces deux facteurs doivent certoinement influencer les
distributions des contraintes dans le hourdis, nous considérons que les
conclusions tirées alors & propos de la diffusion de la précontrainte &
1'intérieur du bossage proprement dit, ainsi que le méconisme de trans-
mission des efforts dans le plan de jonction hourdis-bosscge, ne doivent

pas 8tre affectés par ceux-ci, car il s'agit des phénomeénes trés localisés.

—-Nous ollons donc nous limiter & 1'étude de la sollicitation du hourdis
par suite de l'application d'une force de précentrainte au moven d'un

bossage (ou de plusieurs), c’est-a~dire au point d) du parographe 1.3.
Notre eétude théorique comporte deux carties

1. - Une analyse elastique, qui va reprendre la méthode des coupures
utilisée au LCPC, mais en essayant de mieux approcher les conditions

sur les bords qui existent dons la réalité. La méthode mise aou point

va étre utilisée pour étudier l'influence, sur les distributions de
contraintes dans le hourdis,de certains parametres, notamment les dimen-
sions relatives du bosscge et l'effet du groupement de plusieurs
ancroges.

2. ~ Une anolyse non linéaire, qui va nous permettre d'étudier le com-
portement de la piece jusqu'a la rupture. Ce qui exige la mise au point
d'un programme aux éléments finis non linéaires qui tient compte de la

présence des aciers, de la fissuration du béton et de son comportement
non linéaire en compression.
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La méthode va &tre aussi utilisée pour étudier l'effet d'un étazx
général de sollicitations (de compression ou de traction) réegnant dans
la gone de l'ancrage, sur le phénoméne loccl de diffusion de la précon-
trainte,

— | 'étude expérimentale réalisée est une continuation de la recherche de
1974, notamment dans le cas de plusieurs ancrages relativement groupés

dans un hourdis en compression.
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CHAPITRE 2

APPLICATION DE LA METHODE DES COUPURES

4
i

Lo meéthode des cowpures, uvtilisee par LY KIM TY (ref.7),
permet d'étudier d'une fagon cenalytique l'état de contrcintes d'une
plaaue munie d'un bosscge. Elle prend en compte lo rigiditée du bossa-
ge, nettement superieure o celle de la olague, cinsi que les effets
de la flexion due & l'excentrement du cdble par ropport aou centre de
gravité de la dalle, & son inclinaison et & la forme du bossoge. Ce
dernier est une piéce d inertie variable dont la ligne movenne est

aussi excentrée par ropport au plan moyen de la plague,

2.1. Princive du calcul et hvoothéses principales

Ce calcul, comme l'on a déja dit dons le premiesr chapitre, est

une adaptaticn amélicree de la méthode prisentée par QULITSKI
et VALOUYVA (réf. (5 ) pour 1l'étude plane d'une plague munie

d'ancrages noyés.

Le prircipe consiste

a decouper longitudi-
nalement la plaogue en
bandes : celle compor-
tant le bossaoge et
celles odjacentes
(fig.2.1).

Fig. 2.1

Pour des raisons de calcul, nous avons pris la structure suivante

(fig. 2.2)

Tr
n

~

I1 suffit de considérer une longueur | suffisammert grcnde pour gue .'on

obtlsnne dans 1l'axe de symétrie la distribution de contraintsesds NAVIER,



16

et aux extremités des contraintes nulles.

Lo structure est donc divisée en trois sous structures. Il fout

évidemment, appliguer le long des coupures, les efforts intarnes
libérés (fig.2.3):

- un effort normal N(x);
- des efforts tangents

T (x) paralléle a Ox
{cisaillement),

V (x) parallele a Oz
(réaction verticale);

- un moment transversal
M (x) d'axe OX.

Ces efforts internes sont

les irnconnues du probléme.

On les supoose deévelopods en series de Fourier sous les formes

suivecntas

- -
N(X;:% ?n .08 “nx avec dn--‘—_"ZL ;n-i,B,S...

T{x)
choisi, i1l est focile de vérifier

V(X): % Vi COS dnX gue les termes ogirs ceviennent

P1(x) nuls).

(evec le type de développement

%. th sin «.X

% M, €05 &XnX

Par symetri

ot
(1]

, par rapport 4 x =0, les fonctions N (X, ¥V (x) et
re

7

- y e . . . v, .
M {x), cdolvent 2t choisles paires st lo fonction T (x,),impaoire.

Or peut pour lo méme roison n'étudier que le guart de lo structure.
Nous avons donc 4 N inconnues par coupure, N etont le nombre de termes
de Fourier considérss, {du feit de la petite capocité de 1l'ordincteur
utilise, nous nous sommes limités a 30, orecision aul nous osarcit
fr: 7.

sSuU Lsant

1]

1'2tax

coeficliants ?n' tn, VUV et My, =tont supooses connus,

s
de comtrointes dons les differentes sous structurses =st cinsl obtenu:
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- Pour les bandes ne comportant pas de bossage, on peut calculer la
solution elastigue exacte d'aprés les methodes traditionnelles de

1'élasticit? bidimensionnelle et de la flexion des plagques minces.

- Pour les bandes munies de bossoge, on agurc une solution approchée
en traitant le bossage décompose en 10 sections de houteur constonte

(fig.2.4), ofin de pouvoir intégrer numériquement.

Pour certaines sollicite-
tions (flexion, torsion),
nous ferons un calcul

comme poutre,

Fig. 2.4

Pour les efforts plans, rous utiliserons lo formulction correspondante
8 1'élasticité bidimensionnelle, en introduisant des coefficients
correcteurs pour tenir compte de l'aeccroissement de la rigidité ap-

. ) ra s N
porté por le bossage (cf. ci-aprés).

Les equations permettant de résoudre le probleme, sont obtenues
par égclisation des travaux exécutés par les efforts inconnus le long

de deux bords de chaquse coupure.

2.2. Améliorations apcorices

—— Par rapoort ou calcul du LCPC, rous avons prooose des am2licre-
+ions sur deux points, de fagon a mieux s'approcher des conditions

r
réelles du probleme

1 - Nous ovons considéré qu'il était intéresscnt d'etendre 1l'étude
aux effets entraines par le groupement de plusieurs bossaoges.

Le programme mis ou point, permet donc d'envisoger L' exi

.,4
w
o
6]
O
Oy
3

»
o]
)]
0
ot
@
4
r__‘
[o}

de nlusieurs ancrages, jusqu’'d guatre, a condition de re
cm—l

symétrie par raoport 3 l'axe médion lengituainal O x|

-
[
({9
.
[
wn
S~
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| | Tl | 1
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n
e

Fig. 2.5 |

2. LY a aborde le probléme d'une ploque & bords libres. Pourtant,
la situation réelle est assez différente. Il avait prevu la possibi-
lite d'une modification de la méthode qui permettrait d'établir les
conditions d'encastrement parfoit aux bords, ce quli fournirecit l'autre
borne & le situction réelle. Cette facon de procéder est acceptable
pour les déplocements tels que : le ' (dans le sens trcn5verscl<fﬁ;}
lg fléche "W’ et la rotation transversale ‘HD". Elle ne 1'est plus
quand il s'egit des déplacements longitudinaux 'W' (dans le sens de
1'axe O x ). En fait, lo situation réelle est un encastrement
elastique, vis-a-vis des déplacements ‘W', entre le hourdis et les
Omes du coisson, de facon que la diffusion longitudinale de la pré-
controinte,qui commence dons le hourdis, se poursuit dans les ames,
pour aboutir loin du bossage & une distribution des contraintes Ox
de Novier. L'hypothése d’'encastrement parfait cblige des déolacements
‘W' nuls tout le long de la jonction hourdis-perois lotércies. De
cette fagon, lo force de lo précontrainte se transmet entlérement,
et tres ropidement, aoux 8mes. C'est-d-dire & l'encastrement. Pas trop

loin du bossage, les contraintes O x sur le hourdis deviennent nulles,

Ce quil n'est pas la réalits.

= Nous proposons donc d'établir des conditions de bords plus repre-

sentatives de lg réalité, de la maniére suivante
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- Les fleches W (x) sont considérées egales o zéro tout le long de
la jonction hourdis-dmes. Cette hypothese est suffisaomment correcte
du fait de l'énorme rigidite des Gmes dans leur plon, car rapport &

celle du hourdis travaillant transversalement & son plan moyen.

- Les rotations tronsversales ('Pﬁ (x), sont également considérées
comme nulles. Dons ce cos, les flexions transversales obtenues seront
olus importantes gque dans la réaliteé. Le hourdis et les ames ont sensi-
blement une méme rigidité par rapport aux efforts de flexion transver-
sale. Les effets seront de toute fagon négligeables si le bossoge

n'est pos trop prés des Omes. Lo situation réelle peut &tre supposée

comme intermédiaire mnitre notre calcul et celui de LY.

- Les déplocements transversaux A (X),ne seront pas restreints.

La grande rigidité du hourdis dons son plan, par rapport o celle des
dmes travoillant tronsversalement, rend vroisemblaoble cetie hypothése
de bords libres.

- Quant aux déplacements longitudinaux AL (X}, on va tenir compte
de lo diffusion des efforts longitudinoux dons les dmes. Il serc
donc nécessaire de pratiquer une nouvelle coupure le long de la

jonction hourdis-gmes (fig.2.6).

Les deux eguotions d'Zgui-

libre sont

To () =T )+ Ta(x)
NL(X) =Nd(X) )

et les trois de compatibi-

lite des devlacements

Wy (x)=U (x)=Ug(x) ;

1}; (JC>:'151(JC))

Fig. 2.4

€lies nous permettent de relier les cing inconnues supolémentaires
- ‘/ \ - 4 AY - Pl AN ; ) 4
LX), Ve X, 4d(x), N c\x) et N d(x) aux efforts Ta {(x),

=1 Na (x). Le nombre d'inconnues du orcbléeme n'augmente donc pas,

tout en permettcnt de mieux simuler lao situction reelle. Lo formule-

tion complete sera indiauee ult2risurement.
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2.3. Résolution de la méthode

2.3.1. Conventions de signes et dimensions

Les efforts N {x), T (x), V (x) et M (x), ogissant sur une sous-
structure quelcongue, sont positifs quand ils ont le sens indigue &
la figure 2.3. Quont cux dimensions, les déplacements sont mesurés en
cm, les efforts plans T (Xx) et N (X) en kg/em2 (comme des
contraintes); et les efforts de flexion V (X) et M (x) en kg/cm et

kg.cm/cm, respectivement.

2.3.2. Calcul des différentes sous-structures

Le découpage de la structure en sous-structures, tel qu'il est
montré dans la fig. 2.3., raméne le probléme & la résolution d'un

certein nombre de cos simples.

2.3.2.1. Bondes n'ayont pas de bosscge

Nous obtenons la solution séparément pour chaque type de sollici=-

tation.

A - Calcul sous une sollicitation normale (Fig. 2.7.)

Nb(X) Supposons les efforts

développés en séries de

RISEEEY

it I Na(x):.f_fancosdnx ;

+d { l T 3 l 1 4 ’

-

i Na(x) Nb(X)'—‘-Zr:-fibhcosdnx :
L L
Eh ’ Anz L, nz i35

Fig. 2.7

Lo solution élastigue exacte d'une plague chargée danms son olen
: g f

r \ N N , , .
(réf. 40 ) se raméne & résoudre l'équation

AL D=0,

Nous allons prendre une fonction d'Airy de la forme

@:é@n(ﬁa)cos U X, én(g) étant de la forme

@n(‘g)z In‘hdwﬂ"'(}nSh “nj“'Kn‘g C}‘dng*l’n% sha,,\é .
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Les expressions des contraintes, prennent la forme :

G;z.g—‘%-: %cos dnx(.l,,at:&a,‘r}n &nr sh ony +Koaa (2 shony +

+q,§cha.,5)+l_“a,,(2cka.\g+d.'; S)‘“na)]=é Oxncosx. X ;

G, 8 2 5 =cos g,‘xtl,‘q: c\w.\g +3n«,';skd,.3 + Kaat2 ychaay +
n

4 2x*

+ Lna,}g s\m,,'g]: é_ "°§n°” AnX

39 .
Z"B:_ xog :é Sina,x [I,d,’; sk«,,\j + }nd}ckq.‘\a + Kq an(chana +

+hnysha, )+ Lo O(Q(Sha,q +dnycha, 3)]: ?%_Zxan sind,x,

Conditions aux bords

Au bord yz=+d,on a Z',_%-.O .et C\;z é?m\co.sa,\x S

y:'d LT Z:z‘;o T G':‘ - % gbn cos & X G

En les substituant dons les équations @ , on obtient :

Inq“s‘n)’n+ Bnd,‘cerﬁ- Kn[ck5h+{nsk;,]+L“[shxn*xnckr,;!:O
-1 d.,sk(m-}nc(nc.ka‘,ﬁKn[r-kK,,a,K,,sk‘(,,]-L,,[sk(n+*6‘,, ckyn]:O
n n + 4An n n n " h n == _gﬂi
I chy } sk\( +Knd chy, +Llndshy o
In Cl’\{n -gn "kxn_K“\ d Cl‘\x}\ + Ln d sh X" - _Eu_

5
avec Xn=0\’“d

Les deux premiéres 2quations donnent :

-— Xn ch rﬂ
Kn= 3“ C’k(“*bf" SH‘(n

i - sh fn
Ln n Skrnﬂ'fncylan

Zoi

>@)

‘/‘

G{/E ot

(a)
(b)
(C) /.
(d) >

(e) ;

(9) ;

e



et les deux derniéres :

En égalisant (e) et (g

22

!J_"_e_bgl “Zgn Shb’n

- (g9)
n Zd. ch‘b’n

"‘ebn
Ln= sl alachyn

Zd.shx'

), et puis {f) et {(h), on obtient:

— (fan+ 2bn)

shan + Xochifn

xi shZyn + 2y¥n
3 — (?an‘gﬂl ch xn +7(n_5ﬁh‘n’n
n— An sh2ya= 2L Yn
et en utilisant (e) et f:f), (I)
K - (ga.n“'gbq)_ ch xn
- An sh2yn = 2 Yn
.= (fan + {bn) sh xXn
" K, sh2yn + 2 ¥n

Les coefficients Ln , an . Kn et

L a $étant connus, on a compléte-

ment défini la distribution des contraointes, et donc des deformations,

dons la sous-structure.

Expression des déplacements

D'cpres la formulation @ , les

lo forme :

contraintes ont une expression de

~

Ox = Bibé--é_d" cos &

1
Gy = iif Tgn €08 XnX 5 o(n:;'”' ;n=4,3,5...
L
Tay=- =0F -
Xy Bxégs 2?,,‘3,\ 6N XX
—

ou G’xn , G"“n ' G N sont seulement fonction de 'y'.



23

D'apres les équations de l'éelasticité, on a :

Exz-é—[o;n-vo'g]:?—:—é%- é(c'm+00‘ )cos Knx ;

! _ov_ 1 :
53-?[6';3_36;]_3.;{_..é_%(c'gnq-ﬁc;n)cos XpX

Yey= "%"Q] Ty :: L3 - l[é*oliz sinapx.

Le dénlacement 'u

est

wlx,y)=ulo )+j —é-‘:-atx::u.(o,g)-i-ri dx .
| 'Y o B o
Par symétrie : \-L(o,wa):O , donc :
P4
u(x,z):%—Lﬁn_(cxn+00n)cosu“ —é-é_é—ﬁ +V0y,)sina,x. (a’)

Quant au déplacement ‘v’

B\J"
vix,9y= \T(L\j) J dx . Si l'on prend une longueur 'L’
suffisomment grande, les déplacements pour Xz L peuvent &tre

negligés, donc :

? -Zx
Ar{(x ‘3) J (&_C__“ig_-*_o_)__. ézx%nsmq X 'i‘)dz:—zc—g—@-é(-—&f)caﬁxnx+

2 (Gxn + 9 Cun)
2y Ay

est obtenue en dérivant (A) :

L'expression de

2 LG'r.n;ZG‘m) Y.y =( (4+9)[a In shq“~3+qn3nchq“13+kn(ckd“3+u.\‘asnc(..,é)+
3
+Ln(shany+anychany)]+ 2 [ Kn chany +Lashanyl. (1)

Par conséguent :

kad s W

vixu)= %[" 3(4+9) —M-»\;fn(%) TR (e’)
ou les expressicns de Q% G-“S"‘ et 21‘3“, sont données oar (A).
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a) Déplacements ‘'u'

a.T) Bord v = + d

u( x,d.):-Ei- £ sind,x LI (420) + YaKn(149)+2La)ehygy +(an Jalae )+

+Ln‘(n(4* V+2 Kn)Skb'n]:% §5i““nx [Z(ank Yo+ Kn th.\) +

+(4+9) (q,lnckanr a,\}n $hin + fnlnshyn+ fnKnch Fnﬂ
Avec (D. - Qln d

Mois d'apres (I)

7
annG"\Kn'{'KQLn’SL\KQ:— (t&2+d£bﬂ) J

( '?c.n"' {bn)

2 An

C\'q 3"\ SL\K”'}' b/n.KTL CL\Un:—

. . », . -
Si l'on substitue en (d'), on arrive & :

(I1-a)

/

; i
uybed)z g [ BAlp o B L Toinay

avec, R(d.):l[.tncl'\b’n +i2l'\ SkKn]-(“lﬂ-O)

B(d}‘—"ZLI:.n ckb’n.-Kn.sHb’n] ;
et L'“zr.h:.g,.ng,, / Kﬂ:shign-zg,\
a.2) Bordy = - d

u(x,-d)= -é'-%sinunx[ﬂank{n-K“shxn)+(1+ D (HaInchyn+

+5“Lnshgn-0(nan$"\5’n-xn. Kn."-‘-"‘ Xﬂ)] J

et en agissant de méme gu'auparavant:

(II-b)

\....r

u (x,-d) _Ej:_g Ta.n + H(d)g

_’Stnd X
— X bn. n

(d')
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b) Déplacements 'v'

b.1) Bord y = +d :

Le long des bords, T est nul, donc sz“EO

xy

v(x,d)= —;—'—% Yold)cos d.n,x:—é:- %[( i+ 0)(0(“Inskxn+dn3nchb'n+ K"‘(‘hb’n*

+KnSHKﬂJ+ Lr\(st\yni'b'nck\b’n))'l' Z(Kr\cthn-i' Lnss‘\ﬁn)] Cas d,\x . (e.‘)

D'aopres  (I)
df\Ins"‘b’ﬂ*‘b’nLnCL\Kn_i-LrLS;\a’n:O )
Xn 3& ch Xn';‘Kn K\'\.S"\K;\,i— Kn.d\{nzo

Si l'on substitue dans {e') :

v(x/d-) = %‘é Z[Kﬂ. CL\B‘n +Ln. Sl’\ b’n] cas AnX.

4 C(d) (d)
'U.N(x'd'):?é[ An fan + DO(n.. fon|soax

avec,

c(d)=2(Rn chyn+ln shynd ; (III-3)
D(a)z=2[[ashfa=RKnechynl, |

N R .
oo Ln et Rn sont les mémes qu'en (II)

b.2) Bord v = - d :

De la méme facon qu 'auparavant :

- D(d)
vN(x,-d)_—-é-g [ ~

X ?a.\ + C‘ii) €bnjc°5 «x  [(III-b)
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B - Calcul sous une sollicitation tongente (fig. 2.8)

Supposons les efforts

Tb(X) développés en sériers de

—d e Wums dhe Qg

Fourier
0_'——"—"_"—'"—.

x

+d o) s emasly «p s o

Ta(x)

Ta(x)z £ tan sindex ;
n

Th(x)z £ thn sinaax .
n

i
L L
3 4

On o les conditions aux

bords suivantes :

Fig. 2.8

Ay bord y = + d, on a O‘aé:o , et Z‘szitmsmcx“x 5
"

~
i

- d, on o G'\a:O , et ‘z:,,a-.-.gtbnsinmnx .
~

£t par une démarche analogue < celle suivie lors du calcul précédent,

nous obtenons les expressions :

In_ - (ta.rgz ba) b/ﬂ- 5}1 b/n- .
n ShZIu-ﬂ-Zb’ﬂ

_ (ta.n.‘*'tbr\) ¥ n c_h % n
A sh2yn=2¥n

O
3
(

(IV)
(tan +tbn.l sh Xn
Kn Sh Zb’n.“ZXn.

AN
3
n

Ln - (tan =tba) ch Xn
Xn 3Sh2Zyn *2'5/“
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urlndlz L5 (Bt o By )0

avec E(d):l[ﬁnSh[n+£mChb’n] ;

»
4

Fa)=z 2[Rn shyn=Lach yn] ; (V)
}2 = sh n . L‘ —_ch ¥n
“TShlya~lya 4 nTshlyn+2¥n

wr(x,—d)=——;—é('%(%ltm + —i((—i)tbn)sm AnX .

G(d) d
v (x, d)= % é( P tan + HOS.v\.) tbn)cos X

avec, G{d)i=2[ I:'n chyn + En. Sh-{n.]"(‘\ +9) ;

H(d)= 3[ Rnchyn = La shyn] ; (VI)
Kn et Ln sont les mémes qu'en (V) ,
vy (x,-d)= -é'- é_( H;i) tan + C’;ﬁ? 'tL,n_)cosc(.J: .

C - Caleul sous une sollicitction de flexion

On utilisera la solution

des ploques minces

W A" w Mw

Les efforts (fig.2.9)

prennent la forme :

2 x4 2x oy * C N =

elastique de la flexion

(réf. 11 ). L'équation

résclvent le probléeme est:

2.
220
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Mx ==D ““ + 3’“’]

‘a w a"
M'3="' ‘é 0 3]

ngz—Mgzszi-QJ ;:L;‘é J >a.vec::

__ER
D'n(:t-:ﬂ) ’

- M dMx _ Tw Pw T,
Qz-—sg&-ﬁ ™ £=-D bx[ dx? + 'a.%z ’

2 *
Q _QM}_ "BM:L'L--__D3 2w +?’w .
3= 2y 2% '3'5 ?3x* Bg; 7
Les efforts verticoux Q , Q et les moments de torsion M, M le
x Y 4 yx
long des bords, peuvent @tre assimilés o un seul effort vertical

équivalent :

sz[Qx—ab—I\:;l]: 3:33 ] /

- Myx v _ 2 23
Vy=tay+ 2o p[ T4 eama s

Nous allons utiliser le solution proposée par Lévy :
w=§,wn(\é)cos XX (un=£‘% ; n=4,35..)

Wp (y) étont :

Wn(g): Inch %nY +8n shunwa "‘Kﬂ-’j c’nunwa +Ln\é shunwé
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Les expressions générales des efforts

prennent donc la forme :

Mx=D %0(3; [(i" V) c.htxng I. +(:L-Q)shc(ng gni-[(i-{’)'gchdnwéj

_29
o 4

P}y shotny = —zf(-?:chq.oé] Lo cosanx
My ==D& anl(1-9) chanyln+ (1-9) shaay an +L(4-9) y chany +
+ '3? sh owa] Kn+[(1-0)13 shaay + ;f‘;chuq] LnJcosxax
ng;-ng ==D(1-9] % o [sh AnyIn +ch dny am[aés‘nama ,
+i;‘-:1] Kn+ [15cham3+- i%] La)sindax

Vx=D %. «3 L(2- Q)de,‘\éln + (i‘Q)Shdn’é 8!'\4- [(1‘9)15 chany +

2(2 9) Shd'ﬂé] Kn +[ i— 9 gshq,ﬂa + ckcxn ] Ln] Sin XnX

\/3 =D % ad [(4-9)sh owéln. -f-(i-w?)chcwé 3& +[(1-9)1é skcxma -

mo)

>B

ch.o:n\é] Kn +[ i 0)% ckct.pa— .shot,,;g] Ln.] c.osqn,x)

Conditions aux bords (fig. 2.10)

Mb(X) Supposons les moments fléchiss
-d 23 333 33 développes en séries de Fourier
o . v s mmmm - ——— —
Areeeeee!
an L Ma(x) Ma(x)=§mnﬂ COS KX
T
i . 5 10 Mb(x)?-%.m.ba COS on X
¥ 1g .

ants

.
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Au bord y + d, on a

Au bord y

En les substituant dans les équations on arrive a4 :

- —Aan(4-v)ech ¥n . (a)
Kn (i—?)[nshb’n. —-{(4+9) chb’n an ?
- -xn {1=9) shyn © h)
Ln (4=V)gnchfn = (L+V) shyn In 2 0
{(Man=m
K= -—2—07,;\"“)" = An{dt-9)shyn 8" . ©

(i-o)gnchyn +2 shKn

/. = -%’c%l — &n(4-Y)chynln
" (i-O)Knshbfn-l- 2 chyn

(d)

et M = Z mgq COs nX
Y n

vV =
y O
-d, on a : Vy =0 et My =§_ Mgy COS EnX

En égalisant {a) et (c), et puis (b) et (d), on obtient :

- (mAn +fh.bu) (1- 9) a’r;ch-{n_ —(14-0) thn

In= 2D(1-9)K3 Bn
2’ - (Man - mbn) (L-) ¥n shyn —{4+v)chyn
2D(4-9) %n Sn
- (3*9) h
avec | &,\_ ) ) 25’11"(1"9)6‘?\. ;
+9)
é‘n;(52° Shagn +(1-9) fn .

é

/

et en utilisant (a) et (b),

K - (Man=Mpn) Kn (A-V)ch)Xn
n 2 D(4-v) X3 S ’

[_n:—' ( Man +Mbn) C‘r\(i",‘g)shb’r\,
2D(4-VXA Bn

(VII)



31

Une fois que les coefficients In’ Jn’ Kn et Ln sont connus,

1]l est

possible d'obtenir les efforts, et par conséquent les déformations dans

tous les points de la sous~-structure.

Expnression des déplacements.-

Les fleches sont :

wlx,y)= Z LI chc{n3+3r\5hdn’g +Kn Y c.hdn\a +ln Eshd«n\é] cas XnX .

Les rotations trarsversales sont obtenues par dérivation :

(a')

(fqé (1,3): P—%?&: é [O(n.In., sharud + un.aﬂ. chama +Kn.[chang +

+Y Xn shq“\a] +Lnlsh Xny +y etn,c.hamé]] COS XnX .

(b))

. + . , . .
En faisaont y = - d dans les expressions (a') et (b'), nous arrivons

aux expressions suivantes :

d
Wy, (x,d)z —— 7 [M m+-a&%)-mbn]ca5q,\x,

10(1 V) W
avec,
M(d)z Inchgn+Jnshgn+Kafnchgn+Lnynshyn ;
N (d.)-‘- fncha’n-gn Sha’n- ’21\,611, ok‘n +tr\, ’G’r\ Sh{n :
:’t - (14-NYnchyn=(4+V)shxn ;
no @r\
§n= (1= ¥n shgn =(4+V)chyn .
Sn
A -J R
Kuz_ (4 ;ihn ;
Z: - Ci‘\))ShKf\;
n Bn
@n et On sont donnes pear (VII).
W (e o) e N(d.z M(d
™M ( x, ) 20(1-\;) [_ Man + d mbnj CoS5 An X,

(VIIT)
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P(d
Z[ 0ld) Man + (d) m.m]c.o.so(nx;
n Xn n

i
(P‘é"u’d') = D(a-0)

-di- =3+ P(d) O ()
Tymerdlz 2o ZL BB man + 28, Teos wax,

o (1)
O(d) = Ln,‘s\\.‘gn-l- !in c\r\.Xn.;

P(d)iﬂnshxn-Knohyn;
Znet Kn sont les mémes qu'en (VIII),

D - Colcul sous une sollicitotion verticale {fig. 2.11)

Les efforts ont la forme

Vb()() suivante :
TREREETE
-d ’ Va(x)= Z vaa cosanx ;
o —_— crems — — X n
+d /T!I 1 1 ! I{ ‘ [ Vb(x)=§vm Cos AnX,
/ Va(x)
' { L — On o les conditions aux
f ] bords suivaontes :
-5/ ' ¥
Fig. 2.11
Ay bord y = + d, on a M\azo , et Y =§. Van COSXAaX
" T y = - d, on a Maér.c,f.t V\égévbncasc{ﬁz .



33

En effectuont le méme calcul que précédemment, nous obtenons les
expressions :

_ (Van=vVba) (4=-VdnshXn + 2 ch xn .
In—' !
20(4-No Bn

g - (‘\fa.n-n:"bn! (1-o)xnckln+g_:ghm .
" 2D(4-9) A3 n

Knz— (Van +Vba) _Xn (4-V)sh¥n : (X)

2D(4-9)2 &n

[ p=— (Van =bn) An(d=Vlehyn |
"7 3Dl 8n

ou g!‘\. et En sont données par (VII),

d) R(d)
- S -V, [COS AR
w,(x,d)= YT Zri[ <3 Van + ES bn]
R(d.) Q(d)
W, (x,-d)= D(i YRR Z_E Van * ey Vbn] oS kX,

avec Q(d)= tn C‘J‘\FR'P Rr\ thn, :
R(d-)z‘tn C."\Kn* r&r\. S\P\Bn’

-~ -~
et K sont les mémes qu'en (XII)
n n .

(XI)




34

__t S(d)
= T(al)
Pyv(x-d)= 20(1-9) el

an

Van +

avec, S(d): In s‘ngmjn d"&';\*l?n[cka’n? Yashyad+ f.n[ska'n x ;,,chp.) :
T (d):-fnsk5n+3u chyn+ Rn[d\xn*"n shin)=Lnl shyn+ fn chyn),

T(d)
3

\fbn:]COSCXNJQ;

™

S5(d)

_Tvb lCQSdf\XJ

ou ?n et 5,\ sont celles de (VII),

et,
2 (1-v)3'nskjn+?.ch5n
Inz
Pn
T~ (A-V) ¥nchyn +Lshyn
Snz
n
7 -_ _(4-9)shyn
k:n" 5}\ ’
[ (1= chyn
n o

2.3.2.2. Bandes comportant un bossage (fig.Z2.

2.12

Fig.

S:nombreg ole subdivisions du bos.sa.sg

(XII)

)

Pour les bandes munies d'un
bossoge, on ne peut pas
etablir une solution ana-
lytique exacte. Il faudro
donc foire des hypothéses
approximatives, lesqguelles
vont dépendre du type de
déplacement et du type

d'effort.
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Les deplacements totoux seront obtenus par oddition des déplacements
élémentaires dus & des chacun des efforts sur les coupures, plus ceux

dus 0 la precontrainte :

U= Uy F o+ Yy U v g
— e
VE AV s UGy F Ve

W= W +Wy + Wy W, +Weg

B = R T Dt v G

*

Le présence du bossage fait gu'oucune des composcntes n'est nulle,

mals nous pouvons néanmoins négliger les suivantes

Wy, , LP;N/ ('Pa‘!'/ L'LMJ-‘YM)VV et ‘f’u?ﬂ.'

2.3.2.2.1, Hypothéses opproximatives

a) Les fenctions Wy , Wy et Wey , sont obtenues en supposant

que la bande se comporte comme une poutre en flexion.

b) Les fonctions Wy Yy Ve et Ve sont obtenues par lo
méme méthode que pour les bandes n'aoyant pas de bossage . L'influence
de la rigidité variable du bossage est introduite d'une fogon cppro-
chée.

Les expressions (11), (II1), (V) et (VI), montrent que les déplacements

u', 'v' d'une bonde G epaisseur constante prennent une forme telle

gue celle qui suit
) 4
u(x);.é:- é 5nsun Ap X et r(x)= -;-%_ O, cosanx,

Pour une bande & épalsseur variable, nous supposons aque les déplace-
ments pour une valeur x/( X< x> <XP+1) J ont pour

expression
- W (XY= u.(.x,)q-.—'é?- s G (SIN KqX ~S N ApXp)
n
> P-4
avec Kr

red
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T VXY= Y Xpy,) *'EEt S Gnleos o x~cos AnXpes) 5
™

r3+2
avec, -
V(x?-o-g,) = éﬂt"&" é Bu (cas Kp Le=CO3 O(nx,-u) .

¥ ¥

£n séparant les termes constants de ceux qui sont fonction de 'x

et en simplificent, nous arrivons a des expressions du type

Pour Xxpg<x< Xp,, ¢

wix)= —é— S Oqluge +ugysinanx],
n

avec, =
U.o°=§:2 [ Kr‘i-K!‘] sin AnX o (P =4) .
Woo=0 (p=4) ; Woy=Kp | (XIII)
et,

V(x)z—é"én: entvoo + Vo4 03 qn%] )

vac F=5+3
avEcy "r0°= é?*’t[Kr' Kg-_i]w.s Apn X v (?# S+L) s

Voe={ (F=s+2) 3 Voy = KP .

Les coefficients K3 , affectés a chacune des zones de la bonde,
essaient de tenir compte de 1'influence de lo rigidite voriable de
chaoque zone.

Leur eveluation sers montrée ultérieurement.

Les fonctions 9:-. , sont déduites de fagon immédiate des expressions
(11), (II11), (V) et (VI), selon le type d'effort considéré.

c) Les fonctions Ww C.sz, w, et Lf:w sont décomposées en deux

Wz W e w

- 3 1

Lfg' “fa +‘?l
découlant a leur tour de la décomposition de la sollicitation en

deux cas différents (fig. 2.13).
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Les fonctions Wi, et CPQ",
" —° - B + T sont obtenues d'une étude
| |
; ‘ en poutre de lo bande sou-
l} ¢ '
Va Vb Ve Ve Vd Vd mise & un couple de moments
/’ Mc (x).
_d ° = — +-—1
3 \ | | Les fonctions wy et Lyv )
Ma ‘* Mb Mc i Me Md'‘' Md sont déduites de la méme

Vc=Va:Vb
Vd= Vb; Ya

fagon pour la bande soumise

a une paire de forces V. (x).

Fig. 2.13

1}

Les fonctions w

™M et “F; M

, et d'autre part W', et ‘f;v ,

sont obtenues @ partir des expressions propres de la flexion des plaques

minces @ épaisseur constante (VIII), (IX), (XI) et (XI1), mais en y

agjoutant des coefficients correcteurs dus o lc rigidité variable

du bossage. On aurc donc des expressions de la forme :

w'(x)=

Ulw

L{’" (x) :-é- % On['\fo, +VUpy COS 0(,\1-1 5

0uU Vge et Vg

s 0. [Vno ¥ Vo, COS Xn x)
n

. . Al
srennent la forme décrite en (XIII)

(XIV)

Les expressions de 8,1_

et (XII)} selon le type

d) Quant o 1l'évaluection
zones découpées dans la

compte les effets de lc

se dégagent des formules (VIII), (IX), (XI)

d'effort considére.

des coefficients K; ,affectés & chacune ces

sous-structure, et quili essaient de prendre en

rigidite voriable du bossage, nous avons

cdopté differents critéres selon les tyoes des deolacements et des

efforts intervenant
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wN
- évaluoation de Vy : les coefficients Kk sont évalues comme le
rapport entre les raccourcissements de la fibre moyenne du hourdis

dans les cas | et 2 de la fig. 2.14-a.

.. MM . .
- évaluation de la qgn : les coefficients Ki sont evalués comme

le rapport entre les rotctions dans les cos 1 et 2 de la fig.2.14-b.

, . .. Te , X
- évaluation de Wy : les coefficients K sont obtenus comme le
rapport des contraintes au niveau du plaon moyen du hourdis daons les
cas 1 et 2 de la fig. 2.14-c, et avec l'hypothése que la section

reste plane (flexion composée) :

- celhi~e)(hi=€) _ ) —ey2/13
TR a-2oni/ia = ce[1/n;+3hi-e)/hY)

K:T:. -2;: e[i/h:‘ +3( hi"ﬁit/h‘i)

. . .. ) vv . .
- évaluction de Wy : les coefficients Ky sont calculés comme le

L N

rapport des inerties de flexion entre le hourdis et la section ‘i':

Ki¥= e/}

Pour ies fonctions restontes

S E 3s =1 e q e , . .
Th Ei::Eg tas rous utilisons des combinai-

sons entra ces coefficients:

=I N Ei:é
e cas-2 avaluation
2 bo 2bo

NT T NN
oyt Ki =O.5£KinKi ]

™ NT
n ‘J-T.' K‘é "'Ki

Fig.2.74-a Fig.2.14-b Fig.2.l4-¢ mY MM gy
- - " W o Ky :o.s[K;, + K }

n Py KR
Pour l'obtention cde F<:~ et Kﬁ”“ , nous avons celcul? lo solution
slastigue exacte des cos-2 des figures
¢ 2te décomposs e t
Lo solution o 2tz obtenue d'cpres lo meithode nresentse par Gerald

PICKETT (reéf. 12 )
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T ¥ FY F
bf ° i ‘\"‘ !/F. ® l /'VP.
I e R e
! i \ /' - —
b[ eﬁg é\ E [ i E \ i
Pyl L& a . aw) v ’
i Bly) ] 2 p(y)/2

Fig. 2.15

4

2.3.2.2.2. Calcul des fonctions déolacements obtenues'supposant

gue la baonde trovaille comme une poutre

A. Fléches Wy dues aux ciscillements le long des coupures {fig.2.16)

Ta(x)= é tan sinoax ;

Tb(x‘):% tbn SundpX

!
! - 2 - e[ Tal)=To(x))z-eTlm
o i ] A
N R Rraat s | ity e wt R ra -
B e LV | Se—— L1/ Pour X=L N(L)=O , done:
Ta ' X .
K 2, f ! d N.x) Ealx)
- P | | NU’-)=JL s  dx= eé_ ": OS5, *
IH L —
Mo (%)= 2lhy-el g E0lz) cosqnx .
2 An
Fig.2.16
La fleche d'un point “x’ tel que : Xp <X < Xpry est
x rep-4
Y Xeed
w(x)“wc-,i/-&c—;f-;%( -85 dé = we - f_ f "/‘{“) &) dE e
< E I(é) E r:3 ’i‘tr ~
1"
= (J)
- = (x=8)Ad
£ }ZP IP 4
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=
w(x)sz“—é —e.) Z bn ["5"\0‘«\5 §sinaxnd- "'——“"'C”d :'J T
rei

Ie n

r
e_ (he=e) 5 th [x sincta§ = §sinans = 223908 9] .
2€ Te n X .. A *e

Donc, (XV)

Pour X o X< Xpyy

€ é_(t“-;( t"k)[wo.;.w,-rw X 4wy co..sofnx]

w,.(x, 3d)=

avec

re - ) An
.._E ? ESSW\Q,\S?C'”'O‘:SJ . ﬂﬁ-?PLXPSmo(,\IP-r @7&":—2];

C=p-t

X
w, = é.$ ?r[sm qné'] m] SJP sin AaX o ;

w-_\,:—?P/D(n J Pr-‘-*“"f—_;
-

wgz—iwi+w3 Lj , Wy et w, obtenues avec pzs+2

Cela revient o atablir W (L)=0

B. Déolacements (L, dus cux efforts verticoux le long des cououres

(fig.2.17)

Va (x)= %van cos XaX !

Vg (x) = é\ib,\ Co5 HAnX |

a Q"‘) ~[Valx)=vy(x)])z =Vi(x),

|
X |
LAN 3 AR N7 Par symetzie QoY= 0 , conc
i b - !_T hg
\\:—'—l— / L i X , t
= Qix)=| i@E‘ld_z :_2_‘.‘/_1 SinanX o
Jo dx n a
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On peut aussi considérer que AL (L)z0 , donc

x §
Yn
c/%(z)’-ja(x)d;r.: Z_—{Cosatnx,
L n An
La contrainte ou niveou du plan moyen de lac plague, est

< AMx) (hx = 3)_ \f'n(hx.-e.z
G",.( ) = T (0 2 {_ 2%: I, LS XnlXk

£t le deplocement 'u

j G’,.cxsab‘_____[é : 2‘?: v'n [Sm;(:.x]x d_]“‘

b
f_ v 5 {sin o(nx];,,_‘
n d dn_ ..J

Pour o & X & Xoar ,

1 Van=Von) :
uv(x,Id):E-E-in_—(—ﬂ'&Tm"ELLi-‘rLL,_SLno(nxl
n

(XVI)

rzp-4
gvec r Tras . .
! L, = L ?‘- Sl-l‘t dn;—;x J - )QP SLT\ d“XP J

o4
Loz o ;o pemtrs

. ) s N y . . \
C. Déplccements Wy et Py, dus & l'étude torsion d'une poutre sou-

mise & une pgire de forces (fig. 2.18)

d M (x)
dx

z~2d Y, (mz=[Vam sV (md 2=y (=),
Par symetris, eM (2120 ,

™

x -
7 S5inddn X .
U‘C’-,(:C):/o-dkfijdx:aaﬁ Zn. .,__s&.ﬁ.'.‘_;-v:“ :

Waix) A=
Plx)= ¢ f_z;;r______.= ¢
';(x) ¥ lo0r, 4@0)1‘-

Fig.2.18 ' G I, (%
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A [(Z 2

Xres -\
'; fco.sa(,\x] )+ 1 & v"" [cas o(,\‘X]
LT~ 4 IT? n

?\.

POUr X & X4 Xpay

v " e R

g (%, * P+ cos A X)

avec,
r=p-q

Pq= [ ? ECosdngl “‘]'— ?P cosApaXp

/7

"f’?)

Yoz =P, (L), obtenue avec p = s + 2; cela revient & obliger C{’;V(L):O;

- 1 -
Prt 2=

T, e Tab[i 442’ : &, S(i/ns)"'k(r\wb/z.a.)]

(voir TIMOSHENKO, ref,10),

gvec , a

min (Zd} kf');

b ma x (’?.d.) e,

0.5 pour =4 ou ~=5+2

%,z 4 dons les autres cas (XVII)

E* les fléches sont

Wy (x, 2d)s 1 2= £ SRl (g s+ cosan®) (XY TTT)

- ' / N . . l
D. Déplacements W'm et P'ym dus & 1'étude torsion d'unes noutre

. - ) . ) N
soumisa @ un couonle de moments (fig.2.19)

d(/“/r()

- Me (x)--—!Mb tx) -Ma(x)]

el on agxssar-t "e méme gue dans le cas

Ici,

precacent
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Pnlx ta)= - g amermeal [ v v gy cosanx], (XIX)

et,

Wiy (x, ta)z 2 £ B Besl [ g, 4 cos sz, |(XX)
n n

E. Fléches Wea dues & la pracontrainte (fig.2.20)

Lo lol des moments

. = he fléchissonts o la

L e e by
o
}

* forme

M x)z0 pour x>L’;

C !

| M (%)= Ftco.s?l_ ?r- POUTr O <L %< L'}

Fig. 2.20

avec f :Z_~h./2 et cos@,:cos(m.t% i&r;:;_é;.) ]
Ty °

Les formulas ce Bresse donnent :

w(x)= w(o)—] ""{Z‘g(x ~-d)dd

x %(J) a {lrie : P (0)=0
‘PICX)'-: Sox(c’)"‘/o m df , el par 35”13 re (79

. J
Sections O < x <« L

3 r
Wix)=Wo = -—Lc{-&ﬁkfxs —g-];”'-fiif——&-fx %—?

= 3 T E - e

F, T3P-d
“f’;f.x):-—g—é _‘?"_i“’iézfx x,j-.gihg’;ﬁﬁ-zz-;?} .
s -

Sec-ions x> L’/

res

wilx)zw{e!) » (F:fl-')(x—l.‘) J

ou w{t?) =t q’,(I.‘) sont obtenues en oremant x = L' dans les

expressinns orecidentes.
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On o donc, pour =Xp<X<Xpyyg,

SiD<«x<c

avec,

crp-t B
2 o x2 .
wsz—[é’. -f;:-(x,_ﬁ-—xf:)]-# 2 <P

rsp-4
W":[é‘ Fr(xrn"xru“fpxp J

wy = Po/2 ; fr= r;:S i i()‘O(I)

Si x>L’/

- _ft

rasti Rpay , .
w,:[é1 prle's-872] J=z é‘ PrXees=2r)

rx34%

Wy = ég PriZes=xel

W, = -[UJ,(LJ +L We (L)J, cela revienl & imposer w(L)zo .

F. Déplacements Upe et Vpp dus & la précontrainte

On va faoire une étude plane. L'influence du bossoge est prise en

(]

compte en considérant que la contrainte O est celle qui correspond

a lao fibre du plon moyen du hourdis.

Ox(x)= -:';-‘:;gx Ci'%[i‘ T\%J] , l'effort normal

est donc

Np(x)s 2igeasbefy_ shapy_ _£9]
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Le colcul est décomposé en deux porties (fig. 2.21) : une ovec les
déformations EB empéchees

et cutre dans laguelle

v oue on applique dans le sens
) O, . , .
gtat A / ( \ etat B inverse les contraintes

/ S ¥ G ixl—m
o
/ j ;

G"5 necessclres pour

empécher les E‘é du cas

précédent

“oa=Lpan Tlran

VPR = VP“B
Fig.2.271-aq Fig. 2.21-b

Obtention de (W PR A

&JC:";:-'[C’::'DG_-%]:%(i"Qz) ) et puisgue 53:(‘5'-3-00'})/5:0@

* (1-93 F g .
=?C?==QG;=?QX=]°5;A;:— r ) Z Dccsﬁx[i -Ei[i hxjjdx'

Si l'on integre

Pour Xpg<x< Xpay':

Si 0« x< L’

Woaa(x, td)=- _5_(7'__‘2_2.).[1‘& +u, x_]

24 £
- “3-[2 f (x'ru ")] SDP P (XXII)
“uz e B ol G v o))
Si x> L'

-Fyr (1-9Y )
2a &

avec, r"s+-.L

Us=dled= £ pelxg, -%0)
"'-1
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Obtention de UWpan et Veam

Ils sont obtenus d'aprés les expressions correspondantes & lc sous-

structure soumise a deux efforts normaux Na {x) et Nb (x) le long de

la coupure, en faisant fa.n = ?bn = Pn ¢'est-a-~dire, avec
- - ou les sont obtenus
NQCX) -—Nb Cx)— é;.s.“‘Pn COS o X t ’Pn

en deéveloppant en Séries de Fourier les contraintes O',a de la
fig. 2.27-b

. ras+y £
‘Pvﬁ%' L fomcos n:: ax= "z%_ rz;. 22 P fufr [sin nzqia-]::u
rzS4d
- U fr ¥ . prd 7T
P 2dnn ré: e [sin 2L ]’"' TXXTTII)

avec, f,:gﬁt[i—fﬁ[i-ijj

he hr

2.3.3. Conditions de liacison hourdis-parois laterales

Les conditions aux bords latéraux du hourdis, ont deéja 2té axpligquées

dans le parcgraphe 2.2. Nous pouvons les resumer telles que voici
wi{x)=0 ; v (x), libre

‘fgcx.)=o ; 2 (x)(hourdis) = 4((x) (parois lotérales)

tout le long de la ligne de jonction.

Nous cllons maintenant

etablir les expressions

L L ;—I";—;T-Itlz-?:-_-:_-.mrg__\ Vb Va G’T’Ql)’tiquies de ces condi-
- ‘ 25 t%;_—::!i:\ Tions, gul vont permettre
T T HTaT B Mb .29 . Ma c‘i'exorlme: les efforts
Na inconnus :
Nolx), Ty (x), Mgix)
Fig. 2.22 et Vy(x) , sgissant sur

le ¢c8t2 yza=b de ls bonde
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extréme du hourdis (fig.2.22), en fonction des efforts inconnus
Nalx), Talx) , Malx) 2t Valzx)
y = + b. Le nombre total d'inconnues & reésoudre est donc :
4 x N x Ne
et Ne =

;agissont sur le cdte

, avec N = nombre de termes du développement de Fourier

le nombre de coupures.

A. Etude plane (fig.2.6)

L'hypothése V7 (x ,-b ) libre, entrecine /Vb(x);-a et donc fb,‘:O

Puis, nous avons les équations de compatibilité des déplacements :

Uplx, =Bz (x,c)=wUylx, -d),
V., (X,¢c) = Vyex,-d),
avec,

E(b)
Kn

tbn.]Sf.n KnX ;

b F
u'b(xl_b):-%—% [ %gm‘ '_;_b:)'tavﬂ."

4 R(c) E(e)
“cczzﬁ)z?%[ O‘i ec.n'*’ o(c. tcn.]smc(nl ;
4 A(d) E(d)
U.d(x,-d')-'—é—é_[ X gd.u Xn ta.n]sm dAnX
1 ¢t G(
Ve (x, ¢) 1"'?" %.[ az)‘?cn. + d:) tcn]cos AnX
v’d(x,-d_):_i_ é {"_—)C(d ‘,? dn = G(d) tdn:!co.s AnX
£ W An,

(voir formules (II), (III), (V), et (VI) ).

Par equilibre, nous avons cussi :
Nelx)= Ng(x) — Benz fdn=
Tolx)=Te(x)+Td (z)—y ton = &

fn

nt tdn/

(a)
(b)
et,
Ueztg —» [ACI-AWI] Pz ot fn = ECl) tan-E(c)tey =
= E(@)t,, ~[EcrrEd)]len —

X fnz E(d)ébn@ftCﬂ; od yz&lc)rEla), (c)
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V. =y — L[Cle)+Cla)] ﬁ"’fj Pz =(6(a) tan+ 6(c)ten)=
= - 6(a)t,, -(6(c)-6(a) t.,

Mais, dans les expressions (II) et (VI), on peut voir que G (d) = A{d).
Ce résultot aurait pu étre obtenu par applicetion du théoréme de la
réciprocité. On a donc,

ﬁfn"——n(d)tbn"thn . (d)

BE(d) +x A(d)

(c) et (d) —s t = ton ;
cn BE -
o E(dA) + y Aol .
f°n= fd'\:?nz- px-qz tbﬂ}

avec, (XXIV—E)
y=£Ele)+£(d) ;

&= Rlc)=R(AX) ;
ﬁ: Cle)tCle;

(b) &

_ B ECc)-xAle)
tdn= Fy T fn
Bt wyzue — B(D) ?an—FCb)tAn-Eib)tbn= A(c)$n+EClten , en
remolagant f,t et tu‘ par les expressions (XXIV - c}, on arrive & :

tan

B(b) fa. _ F(s)
&+ ECo) &+ ECb)

avec, (>O<Iv_b)

s B E(e)E(d) =~ ECe)Rld)* =E(a) A(e)?
) Py-o®

tbnz ’

Les égquotions {XXIV) permettent de définir les trois sous-structures

(b, ¢ et d, de la fig. 2.6) uniquement en foncticn des efforts Na (x)

et Ta (x) le long de le coupure.
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B - Etude & flexion

I] faut maintenant imposer (W({X) = ‘-aniﬂ O le long de lo jonc-

ion hourdis-parois.

En se reportant aux formules (VIII), (IX), (XI) et (XII)

—b)= 4 1
W(x,~5)=0 —s T(N(b)mn+|"1(b)mm)+m(mb)v@,\+am%n)=o y

Py(x,-b)=0 —u .(.._-( PLb)mgn +0(b) m,,,)+ = (T(o)van + Sto)pq) =0,

ce gqui donne :

(XXV)

1 - T(b)M(b) 0(b) R(b) ]
= Ol N(b)=P(b) M(b .
Von v [ 21 0)[ &) NEB)=Pb) ML )]nhn [ Yan acnu QJJ

i Nb) SCb) . Pl QLb)J 4 ]
Myn = * Man + —=— [R)S()=Tto)GLD) ]
oy }:[ hon | dalS e [ v

S&VveEL

7 w:_ 4

™n,

[ M(b) SCb) aword}]
4 (4-9)* J°

2.3.4. Formation du systéme d'squations

tn etablissont les conditions aux limites dans les termes du
paragrephe précédenb, on ramens le orobléme & lao détermination de
i \ ’ .
4 x N x g inconnues {fi g. 2.23). 'N' étant le nombre de termes

du déveloopement de Fourier, et e le nombre de coupures.
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5\«
, L e— To E@
? Vo V1 -V
' = -
Mo T Q=D (-
%’(’Lf‘cr —_— _.l_fg_ T Mo M1 ! M1
b N 3
"é —T )
7 7
| NI T, T Vo V1 V2 -v2
' -— { '
T = O (=Tl
_ N2 T, T2 Mo M1 M2 i}M?
%<;£f_‘__A_,.__A__ — Ty
PNz T T2
by
" -—T0
RS . ==
7 7
| N1 Z! T
— [~ ’ vo Vi V2 Vi -va
fy g iy 3¢ Iy girmmmis
o (KT O =0 (R -
; = Mo M1 M2 M3 M3
‘ | . :
~ 5 s
! T
T
N3 3
‘Zf O _.._.._.1_+._ R
; M3 Ty T3
b9
cas A 8 C
3 bossages nn) 4 2 3
'g coupures{rs! 1 2 32
e [tnesnnues [ 4N [8N 12N
Fig. 2.23

3

p . ) )
orenant 1’ sgalite des deolacements u, v, w,tpa Tou

3

£
ceux levres de chagque coupure, nous parvensns a

2quations de 1o forme :

5in onX
ow

COS A X

]

Sl agsb xrepxtrdn
n

+

le ilormg des

@ un systeme de 4 n

C

K=0 ;
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ou a bn, c dn et K sont obtenus & partir des expressions (I) a (XXV).

Ils sont ume combinalson de certains coefficients et des inconnues du

probleme.
. s , . sin dm X
En multipliant chacune des équations par ou , avec
Cos UAm

m=1,3, 5--- (2N=1), et en intégront entre les limites

x =z - L et x=1L, on obtient N équations de chacune des 4 e
precédentes.
Nous parvenons ainsi 4 un systéme de 4 n. N équations pour résoudre

le probléme. Celo revient aussi & écrire, le long de chaque
coupure, l’'égalité des trovoux effectués par chacune des N composantes

(Fn, tn, W1 et vn) des quatre efforts inconnus (N, T, M et V).

Le systeme, auquel nous arrivons, a lo forme suivante

[£ 500 tin+ £ Sfintin £ S s & 8fmvan ) =50
[é S;:m Rin + £ 5;:.‘ tin+ £ S;nfm Min * & 8 men \f’;n]i:i'm—_:_é‘;'” ;
[éﬁ. S;,.:\ Lin + 5;5;:“\ Tin+ é_[;: Min+ & S:.::\ ﬂn]i::.,n‘: _ ;:‘M ,
[én_S;\:n ‘2.;,\ +5'_T S'T:m tin +é.5;n:\ n‘l{n+£'{é'3::,m"]iu,m_____5;v
n=1,35---02N-1); m=135--(2N-1); j=12 n_

TN
Un terme quelcongue 5},,"‘ represente par exemple le trovail effectué

)
par f},,,,:sinﬂ,z% dons les déplacements induits par t;“:cos"%‘%"—

+ 1 rd hd o .
C'est la présence du bossage aui fait que les termes S;ﬂ“\}

gvec n = m, ne soient pas nuls.

2.3.5. Résolution du systéme

Pour la reésolution du systéme d'équations, nous avons utilisé la
méthode itérative de Gauss-Seidel, avec un coefficient de surrelaxation

varicble au cours des itérations (méthode présentée par F.G. LEHMAN
(réf. 13 ).
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2.3.6. Obtention des contraointes

Une fols que les coefficients Fi“ ; Ein 1Min s Vo + sOnt connus,

on peut connaltre 1'étot de contruointes en tout point de lao structure.

2.3.6.7. Bandes n'ayont pcs d'ancroge

Les contraintes sont obtenues par addition des différents états

elementalres

N T M 1 4

~ T M v .
G’H = G"& + G’T’ + 0-3 -i-ﬂ"; ;

N T ~M Y
'Z""d = Tuy + T + Ty * Ty

Les contraintes dues cux efforts normal et tangent sont constontes
dans toute lc section. Elles sont calculédes d'aprés les expressions
(A} du paragraphe 2.3.2.1. Celles dues cux moments fléchissants
et oux efforts verticoux, présentent une variation linéaire sur la

hauteur de la section, et sont calculées d'apres

42 Mx 2 | 2
Opzi2Mx2  godaMyz g o AAMmE
e k. e ki r)

e' 2tant l'épaisseur de lo dalle.

Les valeurs de Hx’ ﬁy et Mxy' sont obtenues d'aprés les expressions

(B) du paraogrophe 2.3.2.1.

2.3.6.2. Bandes munies d'un bossoge

Dans le bossage, il feudro ajouter 1'état de contraintes di a lc
précontrainte : Cn:g , CT;“ et ?f:; .

Comme l'on a déja vu lors de la description de ces sous-structures,
1'état de sollicitations est décomposé en pluslieurs cas simples dont
lo résolution se foit, soit par aoproximction des expressions obtenues
pour les bandes sans bossage, en ajoutant des coefficients correcteurs
‘K’qui tiennent compte de lo plus grande raideur du bossoge, soit par
une etude poutre. Le choix est fonction du type de sollicitation.

On va suivre le méme critére pour l'obtention des cormtruintes.:

1 - Quand on applique les formules de plagues & épaisseur constonte,
aux points du bossage, les mémes coefficients K sont utilisés lors de

l'évaluation des controintes.
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2 - Les contraintes calculées par une etude ou poutre, sont la somme de

c) Contrgintes dues & la précontrainte {fig. 2.20 et 2.27)

Le colcul de la précontrainte o été fait en deux étopes {cf. parcgraphe
2.3.2.2.2.F). Les contraintes dans 1l'état 'B' sont calculées comme
dans 1). Quant & celles de 1'état 'A’

-Fy c.osﬁc-
O’x: ht'?.d-

{:1- %f;[—%- - -%\_}]} ( pour x <L, & xr"‘“"*);
(o] (?.u.r %>L') ;

b) Contraintes dues a lo flexion entroinée par les efforts de

cisaillement le long des coupures

Nix) 4 12 M(x)[hx/2 = 2*]

Cyr=  Qu= Ty, =0

T 2dhx 2dnd 200 N R
avec (tan=ten) elhx )
Mix)z & =g oleos anx)=5==

tan=-t
N(x)=z & Lian= fen)
n olny,

(cos xax)- €

c) Contraintes dues & la torsion entrainée par les moments flé-

chissonts et les efforts verticoux

’
- 42 My (%) 2 Voo
> A3 (en dehors du bossage) ;
'Zz‘az< ""; M""hix) h;" -2') (& 1'intérieuvr du bossoge);
T nx
d hs
avec W, =220 ., a. a»p  (TIMOSHENKO, réf. 10 ),
3+4tn 7 b’
L'_ﬂ

2.3.7. Programmation sur ordinateur

Nous avons mis au point un orogromme de calcul qui nous permet
- . Vi . , . . p
d'obtenir 1'etaot de con+traintes élastiques en tout point de la struc-

ture, par le theorie que nous venons d'exposer.
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Le programme peut analyser l'effet du regroupement de bossages.
On peut y introduire jusqu'G quatre bossages sous la seule condition
de respecter lao symétrie par rapport a l'axe de lec piéce. Avec un
ordinateur de olus gronde copacité, on pourrait augmenter

le nombre d'oncroges.

Du fait de la petite capocité de l'ordinateur vtilise (9 K acces-
sibles) on s'est vu obligé de découper le prograomme en plusieurs sous-
orogrammes et surtout, de stocker sur les disques une grande quantité
de résultots intermédiaires, en particulier, les coefficients & du
systéme d'équations, oinsi que les solutions fi0, Ein s Min et Via

de celui=-ci.

Les subroutimes BWR et SWO, sont specifiques aux transferts
entre la mémoire centrcle et le disque. Cela est importaont parce gue
lors du calcul =t méme lors de lo résolution du systeme d'équections,

seulement une petite pcrtie des coefficients peut 8tre garde en

memoire.
. Progr. CPC
agrganigramme (lecture des données)
1
\'CEO'J/ 3
2
A
Pr. CPC 1 Lecture de la sslutionau
chL;ul gaeffécients {Calecul des coefficients & Systeéme stockse sur ls
Ki du bossaoge; du systeme et stocxage disaue
sur le disque}. 1
PR.CPCZ. - Bandes sans
bossoge (caleul des controim es)
PR.CP20. - Sanges avec (CPC42
bossage Sondes sans bossage (CP4Q
(etude Qlﬁn) CDA!
PR.CP21. -« Bandes ovec Bandes avec bossoge 55542%
. bossege(étude
Pr.CP1O 3 flexion)
{Eecsiture des K.
PR.CPCS PR.CPCS
] (féiOquiDﬂ du systeme {Eeziture des contruointes)
ESTO]P d'éguations) i
¥
pn
PR.CP30 sk,
(stockage aes coefficients “fce. s courdes des
L t.m. et v, contraintes)
in in® "lin in
solution du systéme, sur i
k] . )
e disque ?R.DCFR
(Troce azes gontruintes
princiceles)

B
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Les listings du programme sont groupés dans l'Annexe B.

2.4, Limitotions de la methode

La méthode telle qu'elle a été exposée, et comme l'on verrc plus
loin dans l'onoclyse des résultots, s'est ovérée 8tre un moyen satis-
faisant pour obtenir l'étot des contraintes dans le hourdis. Elle nous
permet de connaltre les flexions dangereuses qui se produisent, ainsi
que les effets du regroupement de bossages et ceux dus & la variotion

de différents paramétres intervenant dans le probleme.

Il nous fout néanmoins dégoger ses principales limitetions pour

mieux connalitre la portée des résultats obtenus :

19 . Lo méthode est élastique. Elle ne prend pas en compte les phéno-
ménes de fissuration et de non linéarité du béton, ainsi que de la

présence des aciers passifs.

2° - Elle ne permet d'étudier ni la diffusion de la précontrainte
dans le bossage, ni les effets locoux dus & lo poussée au vide
du cdable. Ceux-ci sont des phénomeénes tridimensionnels, qui ont éte

étudiés par la méthode des éléments finis por LY .

3¢ -~ Elle suppose tous les efforts inconnus déveloopés en séries de
Fourier. Mais celles-ci s'adaptent mal & proximité des points de

discontinuité,

40 . L'hypothese de déformaton plane des sections, utilisée dans
les e@quations des ploques minces et des poutres, est aGssez vraisem-
bloble souf ou droit de zones de forte discontinuité de section,

ce quli doit certainement y entrainer des déformations non planes.

59 - Les équotions sont établies en>égcliscnt les travaux totaux des
efforts inconnus tout le long des coupures. Cela n'assure pos forcé-
ment la compatibilité des déplacements, voir des déformatiors,
point par point G la coupure, mais celle des travaux sur toute la

longueur.

— Les limitations 3, 4, 5 produisent une forte pointe des contraintes
calculées dans lo zone de forte discontinuité géométrique, gui existe
juste derriere l'ancrcge. Cette pointe, dans la réalité, est nettement

slus adoucie (cf. chapitre 5).



56



57

CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

3.1, - Introduction

Lo méthode des coupures nous a permis d'obtenir, d'une fagon appro-
chée, la distribution des contraintes dans le hourdis, en tenant compte
des flexions locales dues a la charge excentrée par l'intermédiairse

d'un bossage relativement rigide par rapport au hourdis,

Cette étude, limitée au domaine de l'élasticité linéaire, est complé-
tée ici par une autre qui va essayer de mieux approcher l'etat de con-
traintes daons la ploque, au fur et a mesure de l'augmentation de lao
précontrainte. Cn aborde donc le probléme de non-linéarité due & la
fissuration, au comportement non-linéaire du béton en compression,

non homogénéité béton-armatures, etc.

Cette étude est abordée par la méthode des éléments finis, au moyen

d'un programme qu. prend en compte toutes les conditions de non~linéa-

rité que l'on vient de citer.

Pour des raisons de capacité d'ordinateur, cette étude a é+é menéde
en deux phases

- En une premiére, nous nous sommes limités aux efforts dans le
plan moyen du hourdis, sans y tenir compte des flexions locales qui

apparaissent (étude bidimensionnelle).

- Dans la deuxiéme, en conservant la structure générale du progromme
bidimensionnel, et aux dépens d'une réduction du nombre total d'éléments,

nous avons incorporé l'étude des phénoménes de flexion.

3.2. - Calcul des structures en béton crmé par lo méthode des éléments

finis.
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3.2.1. - Considérations générales

—{ 'évalugtion analytique des contraintes et des déformations dans les
structures de béton armé, au fur et G mesure de l'augmentotion des
charges, est d'une grande complexité. Parmi les aspects de ce type
de structures qui ne peuvent pas 2tre cbordés par des méthodes de cal-

cul traditionnelles, nous pouvons citer :

1. = la non homogénéité, nous avons deux matériaux différents :

1'acier et le beton ;

2. - le changement de la structure au fur et & mesure du chargement,

du foit de la fissuration du béton ;

3. - le bétcon aussi bien gue l'acier, ne présentent pas un comporte-
ment linéaire jusqu'a la rupture. Pour l'acier, le comportement est
assez proche d'un diagramme(Q-£ élastoplastique. Pour le béion le pro-
bleme se complique, non seulement du faoit de la non-linéarité de la
relation Q=& dons les fortes compressions, mais surtout a cause du
caractére bidimensionnel de son eétat de contraintes dans la plupart des
structures. Les lois de comportement et les critéres de rupture sous des
efforts combinés , sont complexes et fonctions de nombreux paramétres
dont L'influence n'est toujours pas décelée.Jusqu'd présent, on dispose
uniquement de résultots sous une applicotion proportionnelle de la

charge : oa0;/0;z, constante le long de l'essai ;

4, - les deformations du béton varient dans Le temps, @ cause surtout

des phénoménes de fluage et de retrait ;

5. - il existe en plus une série de phénoménes peu connus et dont
l'influence n'est pas négligeable : effet de goujon dans les aciers,
adhérence béton-acier, glissements entre le béton et l'acier dus a la
perte de l'odhérence au delad d'un certain point, engrénement entre les
deux faces des fissures, etc. Tous ces facteurs ne sont pas aisément
evaluables et leur prise en compte ne peut se faire que d'une fagon

grossiere,

Le probléeme peut donc étre defini comme "inélastigue et non-linéaire

pour un corps anisotrope et non-homogéne'.
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—| a premiére application de la méthode des éléments finis aux stru-
ctures en béton armé date de 1967, par NGO & SCORDELIS ( réf 14 ).
Depuis, de nombreux travaux ont €té présentés, Dans l'annexe A ;
nous présentons une mise au jour de l'état d'avancement des recherches

Sur ce point.

3.2.2. - Approximaticn du calcul non~-linéaire par l'intermédiaire d'une

suite d'analyses linéaires,

- Nous allons nous limiter & l'étude des phénomeéenes de courte durée
avec un chargement monotone, c'est-a-dire, sans considérer des cycles

chargement~déchargement.

Les causes principales de non-linéarité qui vont &tre prises en

compte sont de deux ordres :

a) fissuration du béton. C'est la principale puisqu’elle entraine
d'importantes redistributions de contraintes dans la structure;
b) comportement non-linédaire du béton sous charges biaxiales et

écoulement de l'acier au deld de sa limite élastique.

Nous allons cussi supposer que les déformations restent dans les
limites de la théorie de petits déplacements. Il n'y aura donc pas de

phénomenes de non-linéarité géométrigues.

— La méthode des él2ments finis a cornu un tel essor depuis son appa-
rition cux alentours de 1960 gue nous ne considérons pas nécessaire de
rappeler ici ses fondements. Son application au calcul linéaire de
structures peut étre schématisé comme suit (nous suivons lao nomenclature

et la formulation utilisées por ZIENKIEWICZ (réf 15 )) :

a) On adopte une fonction de déplacements continue a l'intérieur de
chaque élement : {f}e = [N]e{ége , qui relie les deépiacements 2n %out
point de l'élément & ceux des noeuds. Cette fonction doit accomplir

certaines conditions de convergence,
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b) Par différentiation d'aprés les formules d'élasticité, on obtient
ia relotion entre les déformations & l'intérieur de l'élément et les

déplacements aux noeuds.
(€)= [8)°{8)° )

c) Les contraintes et les déformations sont liées par une relation
e e
linéaire de la forme: {G‘]e= {6‘5}""[0} {E’Ec} (2) ;

.

ou {G}}eet {563‘ sont les wvaleurs de {G}‘ et {&}‘ 8 1'état zéro.

d) Par application du théoréme des travaux virtuels dans tous les
éléments, et en imposant l'égalité des déplacements des noeuds communs
aux différents éléments de la structure, on arrive & une équation du
type : {R¥}={R}-1F} - R Y = (K] {8} (3) ; avec,

[x] = matrice de raideur de la structure,
{RS = vecteur de forces extérieures agissant sur les noesuds,

{F}? = vecteur des forces nodales dues aux charges réparties,

{Flé ! " " ¢ " " déformations initiales,
0

{Fk HY 1 " " " 1] COnthiﬂtES initicles
To ’

présentes dés le départ de l'analyse.

Ces vecteurs et matrices sont obtenus par ossemblage de ceux

propres a checaue élément, dont les expresions sont

{F}:=—l[NJ¢T{/°}edV5£. {F}az vecteurs dos charges réperties
{Flg ==/ (81 03" 1E} V4.

{F1¢ = [ 08¢ 100" 2V,

(&) [ [87*'C 03°CB) Yel.

e) Lo résolution du systéme d'équations (3), permet d'obtenir les
deplacements cux noeuds iéj, lesquels, moyennant les égquations (1) et

(2), donnent les contraintes et les déformations en tout point de la

structure.

—— Dans notre cas, la nen-linéarité affecte seulement le comporiement
des matériaux. Ceux-ci sont supposés suivre une lol de la forme

G- =g (E), 'g' etant une fonction non linéaire qui sera définie olus
loin.
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Par conséguent, la matrice [Dae n'est pas constante mais elle varie,
pour choque élément, en fonction de l'état de contraintes et de défor-

mations & chagque moment.

Nous allons appliquer la charge par étapes (fig 3.1.a). A chague
étape, nous calculons les augmentations des déplacements, des déforma-
tions et des contraintes dues aux incréments des charges que l'on a

appliqué.

Le probléme étant non linéaire, la résolution de chaque étope doit

se faire nécessairement de facon itérative (fig. 3.1 b) :

Ry Rq

TT- (Kolr; E ' 8T
AR:L L T % TAR‘T*"‘ __
’ ’ﬂRﬂi
' ' |
; | _.L- R
T ! |
E i | \ )
. { I
AR1 ' ir‘-KJﬂ. . ! ) t H
L / ‘ , . .‘5 &;-1, : ‘ 5 S-I
do 51 ‘51 ! v ! ;o‘.i
FIG. 3.1 a FIG. 3.1 &

Les équations (1), (2) et (3), servant & lo résolution du probléme,

prennent pour l'étape 'i' et l'iteraotionm 'j' la forme suivante

{Af};:[ﬁje{aﬁzj ; (1)
{AO"};r-[D]fj {Aﬂ% (21)
{a R?ﬁz[Klﬁiog}g . <3q

er é
Les matrices [D];' , et par conséquent [K]g.:;fe[w [DJ;[B] dVb/.}

ne sont pas modifiées au cours des itérations 'j' de cheque étape. Elles

e

demeurent constantes et sont calculees, & partir des lois de comoorte-
‘ . . , €
ment des mateéricux Tzg(€), pour les valeurs finales de {€}% et de {Gléi
1-1

obtenues dans le calcul de l'étape précédente.
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La diminution de lao convergence que celc entroine est contrecarrée par
lo réduction du temps de calcul gque suppose l'obtention des matrices
[D]e et [KJ une seule fols par étape. On a donc,

[odg=00d v
[K]‘.j = [ Ko]-r.; VJ

~e

-

En vue d'améliorer lo convergence, nous trovaillons avec leurs

expressions tangentes.

Lo démarche suivie pour lo résolution d'une étape 'i' peut &tre
C e . , -1
schématisée comme suit : on résout d'chbord {oé}if[!(o] i {AR'B“ ,
ou le vecteur {A R'}ig est eégal a {AR}.; , c'est a dire, au vecteur
des forces extérieures appliquées aux noeuds a l'étape 'i' (nous

ne considérons pas de charges réparties).

e

Les équations (1') et (2') nous permettent de calculer les {4=5§£1

¢ .. . e ' e
et les {46"}“, ainsi que leurs valeurs finales : {F_}i&: {63“ + {“Eiig
[ ¢ e
st o= {0)}, + a0,

Mcis, d'aprés les lois de comportement des matériaux 0 = g (€ ),

on trouve que pour le champ de déformations atteint, & chaque élément
, . L . .

lui correspond un état de contraintes {Q-'}tf g[{f};l] différent de

. . . . ne _ Y ¢ 2
celui calculé. Lo différence {U-}ii = {Gﬁfx - {o°}, représente
"les controintes non équilibrées"” qui ne peuvent pas &tre reprises par
le materiau, sous le champ de déformations existant. Ces "contraintes
non équilibrées"” sont ensuvite redistribuées élgstiquement sur lag

structure pour rétablir l'équilibre

-1 4 . .
ia S}u = [ K"]n {af }h,ou le vecteur {a R‘}ia représente
donc "les forces nodales non-équilibrées” qu'il fast réappliquer sur la
structure . Jon expression, fonction des contraintes non équilibrées

e . C o . .
{O’%ii de lao derniere itération, est lao suivante

{AR'},-f .Zf,[&]‘rfd':];ﬂ‘r"(- (elle est obtenue par appli-

cation du principe des travecux virtuels),

Les itérations se poursuivent jusqu'd ce gue les contraintes non

équilibreées deviennent négligeables dans tous les £léments.
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La méthode a été présentée par ZIENKIEWICZ, VALLIAPAN et KING

(réf 16 et 17 ) sous le nom de "méthode de transfert de contraintes”.

A) ETUDE BIDIMENSIONNELLE. -

3.3. - Idéalisaction de la structure en élements finis, -

3.3.1. = Type d'éléments. -

Nous allons considérer trois différents types d'éléments

a) Eléments de béton. - Ils sont pris triangulaires et affectés

d'une épaisseur consiante. On va donc négliger lo réduction de la section

due a la présence des armatures.

Etant donné que l'étude est bidimensionnelle, la presence du bossage
est prise en compte en supposant que la tronsmission de lag précontrainte
se répartit uniformément sur toute la surface de jonction bossage-hourdis

(fig 3.2). Cette hypothése est basée sur les résultats de LY (voir

raragraphe 1.4),Son étude

€lostique plen, d'oopres lo

méthode de Schleeh, oinsi

P/(2 bOLb) que la courbe des contraintes

| Lh /// de cisaillement le long du
_— R plan de jonction bossage-
- g e o - L .
R A S S = hourdis, obtenue par son
& If; calcul par ¢lements finis,
FIG. 3.2.

montrent que cette simplifi-

cation est acceptable,

N » . . 2 » n . @ -
b) Eléments d'acier : Ils sont filiformes, c¢'est-d-dire, ils travail-

lent seulement dans le sens de la longueur de 1'élément.

Puisque 1'étude est plane, ils sont affectés d'une section qui est
la somme de celles des aciers placés sur les faces supérieure et infe-

rieure du hourdis.

Nous negligeons dans notre étude les déplacements relatifs acier -
péton, dus & la perte de l'adhérence parfaite. L'acier et le béton ont

donc des noeuds communs.
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c) Eléments de jonction hourdis-parois latérales., - Il s'agit

d'éléments o dimension géométrique nulle et dont la mission consiste &
reproduire l'encastrement élaostique hourdis-parois, en ce qui concerne
les déplacements dans le sens de l'axe de la pieéce, conformément aux

considérations faites lors de l'exposition de lc méthode des coupures.

3.3.2. - Convention de signes. -

Elle est montréde dans le schéma de la fig. 3.3.

Y on(ey>
+ Oy (Ex)
I Txy(Tx.y)

FIG 3.3. X

3.3.3. - Eléments de béton (fig 3.4.)

Y

— L. 'ordre de numérotation des noeuds

}
b ; uj i, j, kK doit respecter le sens‘tr@go—
— On a les vecteurs : nometrigue.
ki de ce de
f déplacements : contraintes : déformgtions
! ae
; ' ru-1 fov 1@ c 1€
— L - - M wr Vi e |°* ae | F
& T Ao E{6'}7= AL
| ' 6xi] |V 3xd] 3xd
L ) Loty B gy
o ‘ Y,
Fig.3.4 X X

—On va choisir une fonction-déplacement linsaire & l'intérieur de
chagque elément

u(""d):‘xi“"uz’x +X3Y

V(x,Y)= X, + XX + XY

Les six coefficients sont obtenus par les six conditions

L3 lxy, Yl

, = L a : ) ionl = t
e:z,J,K , ce qui donne les fonctions-derplacements
Vo= V(% Y,)

sulvantes
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4
U= = [(a.,;+ b;x +c£3) Ui tlaj+bjz+ey) ué-r(a.,‘-t-b,xwx‘g)u,(]

- _4 i
V= ?5-[(0.,-_4- bix iyl +lajrbyxreiyvitiay: b,i*-cn‘a)v,‘]

aVEC P gz xjy,-X, Y, bi"“"j_j"jn Ciz Rye=X]
Q) =XeYi™ XiYx by = Yue= s Cj= Xy ~Xe
Q=X Y =X Y Pu=Yi-Y; Cz Xj= X4
Lo
Z.A:?,-Swrgaf-& ddment = | £ % Y,
i Xy Yx

Cette fonction-déplacement vérifie automatiquement le continuité des
déplacements entre les éléments odjacents, puisgu'elle donne une varia-

tion linéoire des déplacements le long des bords du triangle.

~ D'apres les formules d'élasticite :

du ? W v
£ o= 2% Ey=-2V z o 2V
T ex L Ay Iy 2y ™

et par conséquent, on a une relation entre deformations et dénlacements

dans l'élement de la forme :

b, 0 b 0 b, 0

£.)°
€ e e e :
- = _ 1
(3x1]) (3xe] [ex1] C‘i bi < b_j Cee bK

La matrice [B] ® est indépendante des coordonnées de chagque point.

11l s'agit donc d'éléments & déformetion constante.

~—— La relation contraintes-deformaotions est de la forme

e e e
i&c} = ‘L(-TC’} + [ D] {é'fo}“. L'expression de lo motrice [D] sera

etudiée pl¥us loin.
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— La matrice de raideur de l'élément est

m‘:}e (8] (DI°(B)*h dxay =[BT [D1*(81°ha |
Lex¢] [6x3) ([3x3] [3x6)

'h' étant 1l'épaisseur du hourdis et A la surface de l'élément.

- [ 'équation d'équilibre pour 1l'élément est :

iF}e'f_Kje {5}2 ou le vecteur des forces nodales
Lex1]) [ex¢] Lexy] {F}"est : ;x.;
¥

{F}°= (Fx

ng

Fxy

(Fax

3.3.4. - Eléments d'acier (fig 3.5). -

—=Nous avons les vecieurs

. de déplacements
® j .

\? \g '//Ex Wy ¢ Uﬁ
e_ U 0Nt Vﬂ

L i e
[ux4] UJ} {ux1] l-u-:

{coord. globales) (coord. locales)

e
o] X de contrgointes : {G"} a3,

FIG 3.5 et de deTormations : {Eg}e L1x+1 ,

les deux en coordonnées locales.

—La fonction-déplagement est choisie lirmsaire a l'intérieur de

1'élement. Exprimée en coordonnées locales, elle ¢ lo forme :
<
?:O-—ou.‘: “£y

wrs Ki-i-)’z? avec les conditions limites : iy
?-L. ut=u]

Donc, w'= (‘i“F/L) u"i 4-(5)/1..)&‘3
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—la relotion déplacements~-déformations en coordonnées locales est

¢

= 28] Lo 1:}}_5_[ (010l {5

[4x1] f4xu] Luxid

e 4
.o matrice [B‘] ® est donc : {IB‘.}G= - [" 1,0, 4, OJ
1x

— La relation contraintes-déformations sera étudiée plus loin

~|_a matrice de

raideur de 1'élément en coordonnees locales est :

k3" [ 187 00* (850 ap= [8%° [0 [BY'S, L

Luxyu] Lemd4] Lix1) Ctxy]

S, étant lo section des aciers.

— L 'équation d'équilibre pour l'élément est

{F.c}czikﬂ‘ia“}e avec  ypwpe F;::
Lexd] [4x4] [uxi] F":
Fyj
— Si 1'on pcsse aux coordonnées globales :
Fa; .
{Fl® :s; ITIVEFYe ) ovec T _:j;: :;o:: Em ;:M
Fy) 9 O =sina cosa
S [T (81
Donc,
V=BT ITINS=8I18) | o (8% E(-c -5, 6]
P = LT R = [T IR LTI 630 (K1 )¢
o [} ct > ‘Cz -s¢ C=cos &
[K1=200 55 S0 TE W i

~5C =-5* s¢ st

e
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3.3.5. - Eléments liaison hourdis-parois latérales (fig 3.6)

y

—Nous allons uvtiliser des "élements-ressort"
semblables & ceux proposés par NGO &
SCORDELIS (réf14 ),

pour reproduire le phénoméne d'adhérence

\'4

0 . « acier-béton. Dans notre cas, nous prenons

comme constantes du ressort
parois Kv =0 (déplacements transversales libres)

K, = un nombre ffisamment élevé

M B F F b= bre suffi levé pour

hourdis . .. . - ,
garantir lo gquasi égalite des déplecements
FIG 3.6 longitudinaux des deux cdtés de la ligne

de jenction, mais pas trop pour qu'il ne pose pas de problémes numériques
lors de la résolution du systeéeme d'équations. Pour les cas étudiés, la

; 8 s
valeur 10° s'est avérée &tre acceptable.

L'angle & vout toujours zéro. Cn peut donc travailler en coordonnées

globales
wy) & . .
v £, et&,representent des déplacements
e |Vi - .
{5} fw: relativs. Ils sont donc mesurés en cm.
J
L"(Xi J
. e C.et G, représentent les forces trons-
{5&5 gﬁh} . ig}tg &Ggg mises par l'intermédicire du ressort.
= J
€y T Elles sont donc mesurées =n kg.

—w i_g relaotion entre assclacements des noeuds et "déformations”

du ressort est

Lex®= [BI® {st°

\
e -1 o] 1 0
(zx4]  (3x4) Luxd] avec, [B] = [ o0 -1 0 LJ

- » ” .
~— Celle entre les "déformations du ressort et les forces transmises est

3
K o [40% o ]
¢ -
avee [D3 :{;; K,,]"}.O c .

1o3t=[p)® {el®

texdd (24217 (2x4]



69

L'équation d'égquilibre s'écrit

[P e w0? o =10 o

- ] o Q o

{F} = E‘a; - LK} ’LSIS avec, LK]C:[B]Q,T[D]C[b]C - -10' . “0’ 0
Lux1] F;; Lux4] (yxi] o o o o

3.4, - Lois de comportement des matéricux. -

3.4.1. - Acier. -

1 Les élements d'acier sont supposés
9 |7/ ! suivre une l0i0=& uniaxiale-elasto-plas-
. [ -Ea : tique parfaite (fig 3.7). Les
-g, , :

; , . A;c comportements &n traciion et

! en ccmpression sont identiques.

— On ¢ donc

FIG 3.7 .

Eanl s1 EKLC0,/Ea

o =fe)-
Ca 51 &-3’0-0./:‘:&

Et la loi incrémentale taongente

1oc)={D], {28} , avee [D]T={E& sf E4Co/Ea
© sy ErCa/fa

3.4.2., - Le béton. -

— (C'est précisement dans l'adoption du modéle le plus approorié pour
reproduire le comportement non linéaire du béton sous des sollicitations
biaoxiales, ainsi que les criteres de rupture et de fissuration, quz
réside l'une des plus grandes difficultés du calcul de structures en

béton armé par éléments finis.

Les premiers travaux sur ce sujet (NGO & SCORDELIS, réf 14 ) ont
abordé le probleme car le biais de la considération d'un comportement
lineaire dy béton, 2t de lo orédifinition des fissures en position et
longueur. Le maillags incorporait donc les fissures, =n considérant

des noeuds différents aux deux cdtés.
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Ensuite, de nombreux auteurs ont abordé le probléeme de fagon plus
complexe. Une étude bibliographique sur ce point est présentée dans

l'annexe A .

— Nous allons utiliser comme base de notre calcul, les résultats des
essais effectués par KUPFER (réf18 et19 ). Ceux-ci ont été faits

sur des éprouvettes carrées en forme de plaque, soumises & des sollici-
tations dons leur plan. Les dimensions des éprouvettes étaient

20 cm x 20 cm x 5 cm, Les zharges étaient appliquées par l'intermédiaire
dés brosses d'acier, constituées par un grand nombre de petites barres
en acier individuelles et assemblées de fagon & constituer un paquet.
Elles doivent étre suffisomment souples pour pouvoir suivre les défor-
mations de la piece de fagon indépendante, sans entrainer des contraintes
tronsversales sur la surface d'applicotion de la charge. En méme temps,
elles doivent ovoir une résistence au flambement suffisante. Grlce &
1'emploi des colles synthetiques modernes, des efforts de traction

peuvent aussi s'appliquer.

La recherche de KUPFER portait sur toutes les combinaisons possibles
de sollicitations biaxicles : bicompression (C-C), bitraction (T-T)
et compression .. traction (C-T). Des recherches postérieures, utilisant
un systéme d'application de la charge similaire, ont abouti & des résul-
tots semblables : NELISSEN (réf20); LIU et autres {(réf 21 );
BUYUKOZTURK et cutres (réf 22 ); CARINO et autres (réf 23 ), TASUJI
et autres (réf 24 ).
w Toutes ces recherches ont été effectués sur des essais ot la charge
a eté appliquée proportionnellement (c'est—é-dire, en maintenant constant
pendant l'essai le rapport entre les contraintes appliqueées sur les

deux cdtés de 1l'éprouvette).

Bien que plusieurs auteurs aientconfirmeé la foible dépendance des
valeurs des contraintes de rupture vis-d-vis de la fagon d'appliquer
la chaorge, celc n'est pas forcément vrai en ce qui concerne les voleurs
des déformotions ultimes, et donc, les lois OT~& , qui sont trés sensi-
bles & la qualité du béton, & la vitesse l'application de la charge et

au chemin de chargement suivi.
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On a donc une certaine imprécission quand nous adoptons des diagram-
mes 6-€ cbtenus sous charge proportionnelle, pour reproduire le comporte-
ment réel du béton dans les zomes ou, par suite des phénoménes de non
linéarité, se produisent d'importantes variations aussi bien dans les

rapports entre les contruintes principales que dans leurs directions.

tension - tersion COMPFession - tensien CHTOIESION = SOMDressicn
~€%%a
a

'
! '

o2

e, :
__:-es-ﬁﬂuel; = Cre
—— %/ T oo -Cr K350 .o
———— 1O A g e K350 ]
e 1%,/5 K350 !
—— 1% T W50 i
————— %/ €0’ Lot path K 350 *GIL
-l | T vt 53,“ +dn

The influence of the way of loading on the maximum deformations under buaxial loading.

FIG 3.8 ( NELISSEN,(réf. 20) )

—- A titre d'exemple, nous oprésentons les courbes obtenues par NELISSEN
pour étudier l'influence de différents parameétres sur les valeurs

des déformations (fig 3.8) et des contraintes (fig 3.9) en rupture,
d'une éprouvette soumise a de différents états de sollicitation biaxi-

ale.
La fig 3.8 donne les valeurs des déformations ultimes dans les trois
irectlions principales E,mIE.L“,E;u)en fonction de a=m.ta.(-c;/c'u_),

d
( @ =0 correspond & une sollicitation de traction uniaxiale).

La fig 3.9 donne les valeurs des résistances ultimes, rapportées

& la résistance sur prisme (G‘P)
Les facteurs dont l'influence a été 2tudiée sont :
a) qualité du béton : 250 et 350 bars (& 28 jours d'Gge) ;

b) la vitesse d'application de la charge, avec deux taux :Aé/dé=
Ll /400" ot A&/l =1%o /5
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¢) le chemin de chargement : tous les essais ont été reéalises avec

une augmentation proportionnelle de la charge, sauf un dans lequel

on a suivi un chemin de chargement arbitraire ;

d) la direction dans laquelle on a maintenu le taux de déformation

constant (dg/dt=% ) pendant l'essai.

Les figures montrent que l'influence de tous ces facteurs sur les
contraintss en rupture n'est pas trop importante. Par contre, les

déformations en scont tres affectées, en porticulier Eluddcns la région

de bicompression.
s/
x
/ y
X 4
/ / /
i / 4
/ / y
N -
¥ / P
e j J L
s
——t g — p
: / / s
j / //
e 1o e T T
? f;‘::-— — ~

C /:3 - T I
e FIG 3.9 (NELISSEN, réf20 )
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The influence of the way of loading on the ultimate load under biaxial loading,.

—~ Les essais de KUPFER portaient sur trois bétons == qualité :=e
différente. Dans ce qui suit, nous allons nous liriter aux résultats

concernant les bétons de qualité moyenne (ﬁPz‘EOO bars).

3.4,2.1. - Résistance du béton, -

~—Nous presentons dans la fig 3.10, les courbes des resistances

ultimes obtenues par KUPFER, pour n'importe gquelle combinaison des

contraintes principales.
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Les courbes sont présentées de fagon adimensionnelle, avec les

resistances rapportées & la résistance ﬁpsur prisme.

Dans la fig 3.11, nous présentons les domaines C-T et T-T de fagon

plus détaillée.

——Dans la zone T-T, les résistances obtenues s'averent indépendantes

du rapport de contraintes, et sensiblement egales & sa valeur unioxiole,

Nous voulons cependant noter que de récentes recherches (réf 24 )

ont abouti & des resulteots différents : elles ont obtenu une augmentation

de la résistance & bitraction

5 par rapport gux valeurs uni-
{ .
i axiales,
momma £y s 131 kprem? Nous allons supposer une résis-

o0 i, : 311 kp/em?

) : tance a la traction, constante
fo, = 534 korem

dans le domaine T-T, et donnée

par la formule (réf 18 )

G.:l't.n. _ D.64
e FIG 3.10 (KUPFER, (réf19)) B I3

- Dans le domoine C-C, la parcbole proposée par KUPFER, s'accorde assez

bien aux résultats des essais (fig 3.10)

Ny o \* o op
("4' 3>-—- L _3.65 =20 (L)
Pp  Pr Pe Pr

avec T, et G} données en valeur absolue et o, >33

L'équation (1) peut 8tre exprimée en fonction du rapport X entre les
deux contraintes principales

si nous prenons

O';=0';O¢ (0 < &X<K4) ;
V¥ o &_:{1*3.65 )
{:E?-](i +o<)"-_-i‘_(1 +3.65x) + 4+ e)? Be
4 P
P? G-Z.ut.:c;u.'“
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— Dans le domaine C-T, existentdeuxsous-zones de comportement diffé-
rent, selon que les tractions ou les compressions soient dominantes.
La séparation des deux zones peut &tre établie pour une valeur de

o = troction égale & 1/15 environ (voir annexe A ).

~ compression

a) Pour || > 4/45 , nous prenons une droite qui passe par le point

correspondant @ l'essai uniaxial

A= Ty (traction) s =4/45 26> =0
O (compression)

AL LE 1 SRS, .

.6 =0
4 R ik
x Vgp=0.366

b) Pour |®|<4/45 , nous utilisons une parabole analogue & celle
du domaine C-C, mais avec un coefficient 'm' qui, au lieu de valoir
3.65, est ajusté en imposant que pour lxf=4/45 , la parabole raccorde

la droite utilisée dans l'autre sous=-7Zone

Ainsi donc, 0.,, _={i+mx) 0.64 m 15 dPP“HS.DSS'
- = — =
Be (2+e)? -"VF',}&..S-O.S“ ﬁr‘PP + 5.433%

et, . (t+mx)
Tin= (z700°

@P-(O
; =i/15<4x<0

Couw=zChu - & >0

———t {inz 19} kp/em? \ ' AT‘;}.
_ e—— fp= 311 kpiem? - Pnsmentfestigkest m;;o
- L — = 2 i
s
= Ea == - ‘
§=-0JC3 & §=-0202 & ‘.5c:»mz.zut_;frsxig‘:(;;t_____x .
- ~3 i, P P — e ——
Bi=-00 62—~ e St N "\-’
§=-Q032 52',4::’ . - - < oo
_—_/*"'"'-‘ gl — — : - - 05 :
s I \\\\ . 22
Z \\\:\E\‘_ fo
EEaa f -

FIG 3.11. KUPFER (réf.1S )
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3.4,.2.2. - Valeurs des déformations ultimes. -

ek Bt 8y ; Bty A%
encheger 2y - Druck weacksiger Drucx - g
g . Oruck .

lLes valeurs des déformat ions

vultimes dans les trois directions

sont montrées dans la fig 3.12,

principales &, , &,

en fonction de 5’: a.rc..tg.(i/ol)
avec &=03;/0%.
Ces valeurs correspondent cux
essais de KUPFER,

FIG 3.12.

3.4.2.3. - Les lois contraintes-déformations. -

Les fig 3.13, 3.14 et 3.15 montrent les courbes expérimentales de
KUPFER gui vont servir de base & notre modele, Celui-ci comports une
formulation analytiqu= des lois O -¢ , englobant toutes les combinai-
sons possibles de :zontraintes T-T, T-C et C~C, qui est fonction dv rap-

port & entre les contraintes principecles.

Cette formulation est complétement déterminée en fonction dz ceriains

parametres dont la définition est simple, o savoir

- Les modules Eget Do , tirés des essais de compression uniaxiale du
beton,.
~ Les contraintes 07, ©°n Iupture, dont l'expression analytique o éte
présentée dans le paragraphe 3.4.2.1., en fonction de la résistance en
compression uniaxiale sur prisme %P' et du raopport X des contraintes
principales,
|

-1l_es déeformations en rupture E{u, qui ont et2 rapportées dans le

scragraphe 3.4.,2.2, en fonction de X .
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Dans les fig 3.13 & 3.15, les courbes fines correspondent aux résul-
tats expérimentales de KUPFER, et celles en gros traits, au modéle ano-
iytigue proposé, qui est basé dans les travaux de LIU (réf.25 ) et CEDOLIN
(réf. 26).

A) Domaine T-T. -

ig 3.3 Le béton présente un compor-
o tement quasiment linéaire avec
R b égligeable, appa-~
ey une courbure néglig , app
-/}fﬁf/ . raissant peu avant lo rupture.
./;?/ ™1 Les esscis ont aussi donné une
_jké? e A réduction d'environ 10 %,
7 ! dans la valeur du module de
%ybz Poisson, par rapport aux essais
m——— 0.232 de compression.
JTT 9.3as Nous allons donc utiliser un
e & 52modéle isotrope et élastique
-G05 (nZei] 0.0

gui peut étre défini au moyen des lois classiques de l'élasticité, les-
quelles , rapportées aux contraintes principcles,ont la forme
Qv-.__fé____
Y-
s
1-¢90)*

['.Eii-?l'éz,]

(1]

3= (e, + 95 &,

gvec Q:: 0.9 Vo

de compression unlaxiale,

D¢ €tant le module de Poisson obtenu dans l'essai

F

B} Domaine C-C. -

Dans cette zone, las courbesT- € ont une allure semblable a celle
des courne%  obtenues dons l'essai de compression uniaxiale : forte
courbure par rapport & la tangente & l'origine, et tangente pratiquement
herizontale & la rupture.

Nous allons donc vtiliser xpressions analytiques analogues &

®
L]}
e D

d
celle proposée par SAENZ (réf 27 pour le cas uniaxial
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1+Ce +De}

obtenus en se donnant les conditions suivantes :

01: , les paramétres A, B, C et D sont

a) Pour €,30 ———m 0,30

b) Pour E4= E.‘,_u——- 0120,

¢) Pour &, =0—-(atc-,./aL£;)=E:
d) Pour £,2€,, —e(d0y/ d&)=0

En effectuant les calculs, nous arrivons &

[ 1
v R A Eo _ I P
A=0;B=E, ; D= 82 et = —‘6“ F.-': ZJ]; avec &gz €,

E:est lo pente & l'origine de la courbe, et sa valeur peut &tre obtenue

a partir des lois élastiques :

si 1l'on suppose un étot de compressions bioxiales, tel que :

G;:Q'Lq S aveL 0'1401"0 ‘¢1I,lc-zl 0 xX<d
nous obtenons pour la courbe o, =&
Eo
E,2(0y=0,03)/Euz Ty (-0, ) /E g = £o &2 . c°
b A 3 ° 3) ° 3 * * -8 (i-Oua) £° A= 9°¢
et pour la courbe oy-&
Eo & a_ Es
E,2(0;,-9,C4) /6y = Ty (xX-9,)/8o 0‘1:.?;0-_—3:'5‘ Eo-w

Si nous remplagons les parametres A, B, C, D de l'expression (1) par

les valeurs que l'on vient de calculer, nous aboutissons aux lois

suivantes :
O" Eo 51
P (amvo )[4+ [E2 o -2] LS“ ( )_] [II-a]l
Eo €y
G-

(x=90) [ *[cu-m q- ZJ(;,..) ( )2} [II- b]
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-0, L'expression (II-b) présente
P ., . une singularité mathématique
‘ ,"';'i%% dans le cas &=Ve . Pour ce

LT &g, cas nous prenons une loi

e, 5330 qui s'accorde bien
avec la courbe obtenue por
KUPFER pour =0.3%

‘5/@
0

- 3,226
— - 3.525

— 1

Ve &4 &g

FIG 3.14

C) Domaine C-T. =

— Dans cette zone, les courbes montreni une transition graduelle entre
la linéarité propre du domaine T7-T et la non linéarité de celul des
bicompressions. La transition se fait en fonciion du rapport & entre

les tractions et les compressions,

—— Les courbes expérimentales montrent que les dicgrommes sont =ncore
non-linéaires, mais que l'hypothese de pente nulle & la rupture n'est
pius vaiable. Par conséquent, nous allons réduire d'un le nombre de
paramétres de 1'équation (1) de SRENZ:
A+ BEy
G;:-t +CEs (2) et ne pas imposer la condition d) (pente
nulle & la rupture).

Les valeurs des parcretres sont maintenznt

i [ E3
A0 B:E: al C:*-E;LE: "11 (3), =t les expressions

définitives
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des lois O-§&:

Ea €4

g, = [111-a])
+ - _Eo Esu _ £s
(4 00(1)[11- o) e 1](5“‘.)]
Eo £ -
03 = Eo  Eru €2 [1xz-5)
Cd-Oe)f 1"[?;:—5:; -6':::_ iJ —5:—:)]
avec . . o0 4 X< 0
(cg?v\-;.ﬂ)é © <.S-:.t.) g T Uj‘d (tract.sumpie) {compr: sumople)
2o
#
!-’.D
.ﬁyﬂi
=
///

%oy
-— ——— -0.052
— == -0070
————— 0.103
~C.204
2 e £,

10 cs o} <G5 10 Ry

FIG 3.15

—— Ces expressions, valables dans la zone moyenne du domaine C-T, doi-
vent 8tre raccordées a celles utilisées dans les domaines C-C =t C-T,
de fagon & garantir une transition graduelle dans la formulation, condi-

tion nécessaire cour que la convergence de la resolution numérique soit

bonne.

. . 4 A A o,
— Lo comparaison des expressions (II) et {(III) montre gu'une transition

groduelle peut étre facilement obtenue moyennant un coefficient X’ ;

fonction de & , qui varie linécirement entre & = O {compression

. . N ) R
uniaxiale) et une valeur de & pour loquell: on peut ccnsidérer que l=

comportement du beton n'est plus le propre des compressions. Nous avons

Tixé cette valeur, de fagon arbitraire, &X ==0.10.
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La formulation pour la zone - 0,1 < 0 est donc
E¢ 51

IV-a
et
&Ee 5:. L _}
Iv=-%
Tz (- Do) [:1,,_[“ 25 c_“ -1- x(d):‘(ﬂa) * ) ::b)z}

cvec, f(ct) =4 4+410a

Ces expressions peuvent englober les (II) et (III) si nous définis-

sons la fonction Y (o), comme suit

a‘(u): 1 en C-C
Y(a)=d +40 en C-T, avec 0> >-0.14
x(@)f,o en C-T, avec =0.4>&

— Quant au raccord avec la zone T-T, il suffit de remarquer que la
valeur du coefficient C dans l'expression (2) est : C= = e -E-‘-’-_ i‘%
. X . . ., Etu
Si Eq = Eg C vaut 0 et la loi (- £, devient linéaire - B&; .
La valeur de o pour laquelle C = 0, est obtenue en résolvcnt l'équation

E:‘(g o) - T 5 = Es (ob 0y. et &€, sont fonction de o ).
- A

Au deld de cette valeur de o¢, les expressmns approchees de Oy et
€ 4u en fonction de &« peuvent donner une valeur de C négative,

situation sans aucun sens physique qu'il convient d'éviter.

Pour le béton que nous considérons, et & partir des courbes de

KUPFER, nous obtenons que pour ¢=~ 0.5 , Eg= 035, . Ce qui suppose
la quasi-linéarité de la courbe.

Nous allons donc nous arréter l&, et supposer que les expressions
(IV) ne sont applicables que pour &> =0.5 , au deld de quoi (tractions
encore plus fortes), le comportemen‘t du beton est linéaire et élas+tigue,
regi par les éguations (I,, propres au domaine T-T, assurant en méme

temps une transition graduelle des valeurs de Vg

oU VY, = mod. poisson & compression

95 =0,(0.4~0.05/x)
et - O < X K-03
(traction uniaxiale)
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3.4.3. - Obtention de la matrice [D]T pour le béton non fissuré

Pour l'application de la méthode des éléments finis, telle qu'elle
a été décrite dans les peragraphe 3.2 et 3.3, il nous faut obtenir
l'expression de la matrice [D] tangente, qui met en rapport les augmen-

tations des contraintes et des déformations & choque étape du chargement.

3.4.3.1. - Hypothéses. -

Voici un résumé des hypothéses adoptées en vue de lc définition de
lo matrice [D] T

a) On suppose un état de contraintes plan dans le béton (G; = 0).

b) On suppose que le comportement du béton n'est pas affecté por la
presence des armatures, et que par conséquent on peut utiliser les

résyltaots des essaois realisés sur un beton non arme.

c) On va se rapporter aux lois de comportement du béton sous charge
biaxiale, fournies par les essais de KUPFER pour un beton de qualité
moyenne (§?::310 bars), dont une formulation onalytigue a été présentée

dans le paragraphe preécédent.

d) Il est hors de notre propos de prendre en compte des phénomeénes &

long terme (fluoge, retraoit, relaxation des aciers).

e) On suppose la charge appliquée de fagon monotone croissante, sans
cycles de chargement et déchaorgement. Dans les zones ou certeins déchar-
gements se produisent (si l'on considére par exemple l'existance d'une
petite précompression initicle dans le béton, auquelle on va superposer
le phénomeéne de la diffusion locale de la précontrointe), nous supposons
qu'ils suivent la méme loi 0"~£ que pour les chargements., Celo n'est

pas errone puisque, dans ces cas, on leste encore en zene lindaire,

f) Les déformotions tangentes sont supposées indépendantes des contrain-

tes principales, et vice versa,
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g) On suppose l'existance d'un potentiel élastique, c'est-a-dire,
que le travail effectué par les forces internes au cours des déformations
élastiques se transforme complétement en énergie potentielle emmagasineée

dans le corps.

h) On suppose un comportement isotrope normalement au plan des con-
trointes principales, de méme que pour le cas d'une sollicitation uniaxi=

cle on suppose une isotropie par rapport aux directions non sollicitées.,

i)} On opproxime les loisG~E& non linéaires de fagon linéaire &
1'intérieur de chaque étape d'augmentation de la charge. Lo loi de
déformation incrémentielle utilisée est obtenue tangentiellement & par-
tir de 1'état G- £ préalable, en supposant que les caractéristiques du

motériau demeurent constantes dans l'intervalle.

i} Le comportement non linéaire du béton sous un état déterminé de
contraintes biaxiales,entraine une anisotropie dans la réponse du motériau
face & une nouvelle sollicitation, anisotropie qui varie au cours du
chcrgemeht et dont les directions principales d'anisotropie correspondent

qux contraintes principales & chaque moment.

'3.4.3.2. - Définition de [Dﬁ]Ten coordonnées locales. -

~—— Le probléeme posé est donc celui de la définition, pour un état de
contraintes et de déformations donné, d'une relation incrémentielle entre
G- et £ qui soit linéaire, élastique et anisotrope selon les deux
directions principales et qul représente approximativement le comporte-
ment du beton pendant l'augmentation de lo charge dons la nouvelle

étape.
—— Cette expression doit avoir lo forme générale (LEKHNITSKII, réf 28 )

a a a a.. sont les coefficients
€y it 13 13 AT i

A€y 13 {Qqy Qaa Qg Aoy de déformation du matériav
3
{en nombre de 12)

(1)

dfsa) (@3 @3 oy AT,



83

Si l'on suppose l'existance d'un potentiel élastique (V ):

av) (V)
d0.1=~3’é—((-d:1_—)- et d.n‘;:-_a—(“-‘—-‘)— , et par différentiation
par rapport a aLE..‘ et o€, :

06 D(AE,)  D(ck8)ddsy) 2(asy) = T lael)

cela implique 1'égalité des termes A.I2 et A21 de la matrice (Aij) :

-‘\d_q’lg[ﬁijl {d.,g} . En opérant de la méme sorte avec les autres
termes, on arrive & établir Hij’“ji_’r'nijl est symétrique et pas in-
version de cette matrice: [G-,--}'-'Zﬂi'}‘i est aussi symétrique. Il nous
reste donc : s )

A€y Qg GPyq Ly & Ty

-~ 2
déeq (= Ry, @, Q. d-‘rz (2)
d' Kﬂ. Q.i.3 0.33 0033 d.?.i;

A€, = “qﬂ‘“‘s*"-u"“"z“'o-u“zu (9 constantes & déterminer)

—— Comme les essais que l'on a & notre disposition ne nous permettent

pas d'établir ces 9 constantes, il nous faut faire quelques hypotheses

L'hypothése f) de 3.4.3.1 entraine 1'élimination de trois des

constantes : - =
Qyyz @37, 0

deEg }= @y, Qg 0 ok Ty (3)
d Y13 0 ) agy) (Fa

‘ (6 comstantes & déterminer)
déy= Qg ATy Ty, ATy

Ces coefficients de déformation peuvent tre exprimeés en fonctiorn

des coefficients classiques, les modules de Poisson et de déformation :
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] g
-] G 3
A€y ) ju2i3 3 0 |l4® (4)
Ey [ #Y
= o 23 933 46 '
déz- e, AT, - N &0y (47)

avec, = (5)

équations claossiques des matériaux présentant & chaque point trois plans

octogonaux de symétrie élastique, motérioux dits orthotropes.

— Les essais de KUPFER vont nous permettre, moyennant quelques hypothe-
ses supplémentaires, d'évaluer les D‘J et les Eij . Mais ils ne fournissent
aucune information sur le module G“de déformation transversale. Faute

de recherches expérimentales sur ce point, la plupart des auteurs convien-
nent d'admettre que Ga peut &tre rapporté aux autres coefficients du
matériou, si l'on suppose gque le comportement sous un effort de cisaile
lement pur peut Btre élargi aux autres états de sollicitation. Cette

Supposition dans le cas des matériaux isotropes nous améne & adopter

une expression de la forme : S5 - Por une pareille démarche

P Sy rvey P '
nous obtenons pour les matériagux orthotropes

2 Yz < . . . ,‘
K - 2 * 2. s ou bien, ce qui revient au méme
G‘; E‘ E; 3
&,
- £y &, (6.)
G =

13 S rE+20, 8 —(943/\7;1)*‘1“'2912

Les équations 5) et 6), nous permettent d'écrire la relation incré.

mental@ (4) en fonction £,,9,8tV,, seulement
dE, 1 -V o) ao,
d e, ‘-';i- =Yy Y /Yy 0 doy (7)
1
o 2+ 2901t 013/ (g,

& rig 0
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et par inversion de la matrice :

at _
:% (04, {ac, wee [pf i ft |1 v @
0'3, T ) -g‘t 9‘1 911 \’;‘/\711 (v}
Ty, \d-‘(ﬂ 0 0 2=Vavy
1910y ¢ 213
A4’

(8)

—Pour la zone & comportement linéaire, la mntrice[Dprrend la forme

propre aux matériaux isotropes :

1 v °
[
4 Q
{D .] _\)3 2 ° -9 (Q)
LUsry)
aveés
E=E, et 2=10.4 Yo , pour le béton en bitraction
vel0.4-0.05/a) , pour le béton en C-T et -0 < x<=~0.5

—— Dons la zone a comportement non-linéaire, les modules £; et ..
doivent &tre obtenus & partir des lois @*—& , dont l'expression qncly—

tigque a eté obtenue dans le paragraphe 3.4. 2 3 {expressions {IV-a) et

(Iv-b)).

Les équations (4), (4') et (5) donnent

dE,= z,
- Y31 &0y -
d€yz b 5‘:‘ - yavee Vi £ D 4,

Vi3 )
AEy =~ Loy - 22 G,

L'hypothése h) du paragraphe précédent, nous permet de réduire de
deux le nombre d'inconnues : 913.: ng et 9332 Vaa

, l'équation
(4') devient alors :
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AE, = -.92_1.3-(4¢,+dcy:_ _QE_‘:‘!.(a{c',+dc';) ’
4

et en supposant une augmentation proportionnelle de la charge

0a=0y& — A0y =xXdTy ,done

c . (1=Onw) - . (a=93) -
dﬁ‘- E:I ATy ) o« 6y g, asy

1

& ’
ou biem, ce gqui revient au méme :
i 3 (4= Pgax) 453- T «- Vi
et
do-i-C &1 dd‘s_c _ &3
AEy = T3TT (44edVea ey 3T 2ee Vag
et en resolvant les deux systémes d'équations
Fl o o_Cs c3{dva) flzoReulsliex)
: Cidtem Cyld+d) 2 Ca=C3 (1 vat)
et (10)
237 cix = Cy (d+40¢) X

Cqg=Cs(i1+a)

Viz 9 4
expressions qui vérifient la comdition 5) : R
£ £, Cil1+ak)

Les coefficients C1, C:2 et Cq sont fonction du rapport o entre
les contraintes principales et de l'état de chargement (défini par les
valeirs des déformations Ei ). Ils sont obtenus & partir des approxima-

tions onalytiques des lois expérimentales 0, - &; de KUPFER {expressions
(IV) du paragraphe 3.4.2.3)
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o, ENi-(e/6) p(e)
e TR (oo ) (£ o ()]
(11)
avec _x Lo E'-____{f___ El.._£2 _
2T 4.0, ' T Tx= D 1T (1) Ve

Dans le cas o = Vo

r
valeurs de 054

, pour lequel l'expression 11) donne Ci2 @O

et AQ: sont pris comme suit :
Erd EI Qo
T 2= Tz 3 _ = (12)
Dlio d-)?o 5'2 o Y
42 2
el
fp

*loe

-1

FIG 3.16

(les courbes fines correspondent aux essais KUPFER)
p /

Dans le

=001,

cas &=0 , pour le calcul de Q;; et E:

ce qul nous évitera des problémes numérigues,

nous prenons

7

les



L'autre possibilité de singularité numérique, X==~d1 , ne se produit
pas puisque, tel qu'on la déja vu, pour X<=0.5, le béton est supposé
linéaire, élastique et isotrope, et par conséquent la matrice [D‘}T est

donnée par l'expression (9).

—- Dans la fig 3.16 nous présentons l'approximation analytique des lois

0, =&y . lci, la concordance avec les résultats expérimentaux est

moins bonne que celle qu'on avait pour QO ~€, et T3-8&y (voir fig.3.14 et

3.15). D'autre part, l'hypothése h), qui nous o permis d'établir

Vyaz Va3 et 9,3 V33 , est assez discutable. Or, étant donné que les

conditions ﬁ;ci et g-j'_;gcuont été imposées dans l'obtention des coef-
as, aE,

ficients E,-} et 9;:- , nous pouvons &tre certains que les valeurs obtenues
d'apres (10), introduites dans le modéle incrémental (8), assurent que
celui-ci représente parfaitement le "comportement tangent du béton dans
son plan, sous une augmentation proportionnelle de la sollicitation
biexiale", que nous considérons défini par les courbes expérimentales de

KUPFER.

3.4.3.3. - Expression de [[)]7 en coordonnées globales. -

Nous venons donc d'ocbtenir une expression qui relie les augmentotions
des déformations et des contraintes principales, expression qui doit

étre rapportée au systéme de référence globale.

e
Nous avons donc, {ae G‘";M__}ez LD“J: ta Err;m.‘i y
avec [D']Tdonnée par les expressions (8) & (12).

Si nous passons au systeme de référence giobale

{203 [T 000 ST T IDY {o Epuncz [T T (0L LTT foe]

[17]%semnt « | €* 8% -2se
s* c? i8¢
$¢ -5c ct-s?

3 J

c=¢os ot . S=sino



89

et l'inclinaison des directions principales : o'z —::- ot ‘!'%[3?-;3/(0‘,-0',)].

Toutes ces matrices sont différentes pour chagque élément et fonctions

de 1'étot de contraintes & chaque 1instant.

3.4.4, - Obtention de la mctrice [D] T pour le béton fissuré. -

- A partir du moment o0 des tractions inadmissibles apparaissent &
l'intérieur d'un élément, celui-ci est supposé traversé par une série
de fissures paralléles,dont la direction est normale & celle de la

contrainte principole de traction au moment précis de la fissuration.
L'application adéquate d'une telle méthode exige deux conditions

a) Un bon découpage de la maille dans les zones oU les fissures
apparaissent. Cela ne découle pas seulement du fait que 1'on suppose la
fissuration étendue & tout l'élément,mais aussi par suite des fortes
variations et redistributions de contraintes, qui se produisent aux

alentours des zones fissurées,

b) Effectuer de petits incréments de la charge au moment de la
fissuration., Etant donné que la direction des fissures est fixée selon
les directions des contraintes principales de l'élément cu moment ou la
fissure est décelée, c'est-a~-dire, @ la fin d'une étape de chargement,
si nous appliquons de fortes augmentations des charges, nous risguons
ainsi d'obtenir une contrainte principale de traction dont la direction
s'éloigne de celle qu'on aurait sous la charge pour laquelle la fissure

apparait réellement.

~— Si au moment de la fissuration Q3 est la tractiom principale la plus

gronde, l'elément est désormais considéré comme décomposé en une série

de fibres ou de petites colonnes dans la
direction B (celle deGy ) (fig 3.17),

sans liagison entre elles., L'elément aurag,
donc, une raideur nulle dans la direction

1 - )
" normale oux fissures. Dans l'autre

sens)B , le beton travaillera sous une

FIG 3.17 sollicitation uniaxiale.
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) # . .
La matrlce{D_}tangente, rapportee aux coordonnées locales, aura la

forme :
d.¢; 0] o 0 o
-0 E 0 1de
io:cu . O'—’ A d,; , la matrice [T] qui

assure le passage aux coordonnées globales sero celle du paragraphe pré-
cédent, mais calculée en prenant X’égal & l'angle de la direction normale

aux fissures,

f} sera le module d'2lasticité tangent du béton, sous une sollicita-

tion uniaxiale de compression, si £;; 40 , ou de traction, si £;,3>0 .

Si au cours d'une augmentation posterieure de la charge, lao déforma-
tion E;xdépcsse la limite a traction, l'éelement sera désormais considéré

. . , . : .
fissuré dans les deux directions, avec une matrice [ D JT =0

—=Le coefficient 'A' de la mctriceCQtLesscye de donner au modéle une
certagine rigidité vis-a-vis des déformations transversales, pour ainsi
tenir compte de l'engrénement entre le béton des deux cdtés de la fissure.
Faute de données sur ce point, nous avons adopté arbitrairement ]l'exgres-
sion proposé par CEDCLIN (réf 29 ), laquelle fait décroitre la veleur
de 'A' au fur et 4 mesure gque la deformation de l'élément dans le sens

normal aux fissures augmente :

[ S |
A=0.15 E,0 4~ & /0.004d
—— Dans la modele proposé, les fissures ne sont pas considérées comme
localisées, mais étendues sur tout l'élément. Mais, par le biais du
mécanisme d'adherence, une partie de la sollicitation prise par l'acier

{lequel prend tout l'effort aux points

PIT T 1r

-

fissurés) est transmise au béton dans la

zone entre fissures (fig 3.138). Au fur
et 3 mesure de l'accroissement des défor-

mations, les fissures se multiplient

2t le béton collabore de moins 2n moins.

Pour représenter convenaolement la

déformabilite reelle des 2lements

FIG. 3.18
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fissures, i1l faut donc tenir compte de la participation du béton tendu
en phase fissurée, Le comportement moyen d'un élément fissuré peut &tre
obtenu de maniére approchée en considérant une courbe de déchargement

progressif qui tend vers zéro & la plastification de l'acier tendu

(fig 3.19) : (€e-E)
%2 (et
‘o ou O et E.o sont les
| les valeurs au moment de la fissu-
ration, qui doivent &tre gardées

; par le programme, et 5;~.~£&; .

C&P TN La prise en compte de la ﬂollcboro~

tion du béton entre fissures inter-

vient seulement au moment de l'dva-

g luation des contraintes non =

. . T .. .
€ équilibrees. La matrxce[Df} fissurée
Err fa/Ea - n'est pas modifiéde. Elle reste avec une
raideur nulle face aux déformations
FIG 3.19
en direction normale aux fissures : d.0;

——

aey

—Quoique le programme ne considére pas de déchargements, les fortes
redistributions des contraintes entrainées par la fissuration, peuvent
produire des fermetures des fissures dans certdines zones trés localisdes.

Le programme utilise toujours pour le déchargement le méme dicgramme
O-¢ de la fig 3.19.

Les imprécisions que cela comporte ne sont pas importantes puisaue,
lors de l'exécution, nous avons constoté que trés peu d'éléments en sont

offectés et qu'il s'agit toujours des éléments qui venaient de se¢ fissurer,

3.5. - Lo matrice de raideur [K},globcle.u

3.5.1. - Obtention

. . € . . Sy
—Une fols que les matrices [D]Tdes differents éléments sont connues,
les matrices de raideur [ﬁj: peuyent étre 2valuées & partir des expres-

sions montrees dans les parcgraphes 3.3.3, 3.3.4, =t 3.3.5.



g2

L'équation d'équilibre globale de la structure a la forme:{aﬂ'}g[){]?{

owrec oFeg sy

aFyy ava

&AR‘}: ; et {45’)7 ) Np = nombre total de noeuds.

!

&Fuuy °“'u, La motrice de raideur globale
‘F‘.’ d‘l"r

[K] _est obtenue par assemblo-
ge des matrices de raideur des différents éléments [Ku‘] i[h ]1.

Iml

Le terme ﬁ existera seulement au cas oU 1 = m ou bien si 'l' et
sont des po:.nts nodaux adjocents, c'est-d-dire, reliés par l'intermédi-

aire d'un élément commun cux deux noeuds,

— Quand la matrice de raideur globale est obtenue, on effectue les
mod ifications nécessaires pour tenir compte des coaditions aux limites

'j' est considére

Si le déplacement u; (ouU} ) d'un certain point nodal
comme fixe et égel & une certaine valeur & , il fout modifier le terme
diagonal de lc ligne de la matrice raideur qui correspond au déplacement
contraint, en le multipliant par une Quantité trés grande

an KH. »ip *° , 1 =223 -1 (ou2 j), et modifier en méme temps
le terme du vecteur charges : Fus Fu . 10“«0( , de fagon &
obtenir aqu moment de la resolution du systeme,

u'

) (ou U-j ):d

3.5.2. -~ Stockage de la matrice [K]T globale. -

2

—— La matrice [Kl,est de dimension treés élevée : 4 Np , mcis une grande

partie de ses termes sont nuls :

P
{AF»“X Kis K‘NP th les K;, sont des sous matrices

B - - . - - - 1
, - . de dimensions 2 x 2 qui sont
‘I =] L. [,(\ nulles pour tous le i,j tels
[}
' ;”"_" } que i £ j, et tels que i et j

\A F;"‘S K: - K L”'"r ne sont pas reliés par un
- o - - »
o Fyne L Mpd oV élément commun,

--11 est donc possible d'éviter le stockage de tous les éléments de la

matrice [ KL.

28}
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Si l'on suppose un nombre maximal de 29 peints nodaux connectés & un
point donné, nous avons un maximum de 2 x (29 + 1) = 40 termes qui
peuvent &tre non nuls pour chaque ligne de la matrice [(K],, laquelle
peut donc &tre emmagasinnée comme une matrice SM ( 2 x Np, 60). Cette
matrice, étant trop groande pour &tre conservée dans la mémoire centrale
de ]l'ordinateur, est stockée par lignes dans le disque :

sM (1,1) ... SM (1,60), SM (2,1) .... SM (2,60)..... SM (2Np,}) ces

SM (2Np,60).

~——Une matrice de localisation ISP (NP,30) s'avere donc nécessaire pour
le repérage des colonnes de[K],gqui correspondent gux termes stockés

dons SM. Cette maotrice, nous l'avons défini comme suit :

ISP (n,k) = j, implique que les éléments stockées dans

2n - 1, 2n
2k - 1, 2k

SM (m,1), avec |m
1

2n - 1, 2n

p
correspondent aux éléments K (p, q), ovec{ g = 2j 1, 5 ¢ de lc matrice
= - ’

de raideur de la structure.

Pour k = 1, nous faisons toujours j = n =——e ISP (n,1) = n. Par

conséquent, les termes diagonaux ont une localisation immédiate

K2n-1,20n =1 )————= SM (2n -1, 1)

K (2n - 1, 2n) SM (2n - 1, 2)
K (2n, 2n = 1) SM (2n, }).__—_,__——-termes diagonaux
K (2n, 2n) SM (2n,2)

3.6, - Résolution du systéme

Nous avons mis au point une méthode de résolution basée dans la
méthode dite des "matrices clairesemées"(voir ZIENKIEWICZ, réf 15 ),
gqui ne constitue gu'une variante de la methode d'éliminotion de Gauss
aux cas ou le matrice de raideur est stockée sous forme compacte, c'est-

g-dire, sans les éléments nuls.

Cela nous permet, grdce a l'utilisation d'une matrice de localisation,
de ne travailler qu'avec les sous ma*rices non-nulles, ce qui entraline

une réduction importante du temps de calcul et, surtout, du nombre de
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variables stockées, condition indispensable étant donnée la petite capa-
cité de l'ordinateur utilise, Il faut remarquer que la méthode d'élimi~
nation crée de sous matrices non nulles a des emplacements ol précé-
demment il n'y avait que des zéros. La méthode entraine donc des modifi-
cotions au sein des matirices SM et ISP avec l'apporition de liaisons
entre des noeuds qui ne sont pas reliés par le découpage. Il en découle
le besoin de prévoir la possibilité d'une forte augmentation du nombre
de commections d'un certain noeud, en fixant la limite avec une marge

suffisante (on o établi un maximum de 29 noeuds connectés a chaque
noeud) .

L'impossibilité de garder en mémoire centrale les motrices SM et ISP
nous a obligé & mettre au point une méthode, nous permettant de mener
d'une fagon simple le contrdle sur le grand nombre de transferts qui
ont lieu entre la mémoire centrale de l'ordinoteur et les périphériques.
Cela est fait par l'intermédiaire des Subroutines'BWR' et 'SWO'(voir

les‘listings’ dans les annexes)

3.7. - Calcul des contraintes. =

3.7.1. - Evalutotion des forces non équilionrées, -

—Une fois que le systéme d'équations est résolu, nous connaissons les
{48} correspondants ¢ l'augmentation de la charge que l'on vient

d'appliquer.

A partir des{ASLil est possible d'obtenir les augmentations des con-
traintes et des déformations :{a&}‘: fD]:[B]e {QS}Q et {aﬁ}‘:
e oy . ,
[5]‘{48} dans tous les éléments, augmentctions qui sont accumulées

sur les vecteurs de contraintes et de déformations totales

{0} (o} +lacl’ et {E}*={£}°w{ag]® i

1 . - . . . . .
— C'est maintenant que, 3 paitir des diagrammes théoriques adoptés
pour reproduire les comportements des matériaux, nous peuvons obtenir
. , . *)¢ . . by .
les contraintes théoriques {c'} qui regnent dans l'élément quand les
déformations ¢ lui-ci ¢ iffe
é e celui-ci sont {€} . Par différence entre les contrain-

tes calculées et les théorigues, nous obtenons lss contraintes

" et e, e
non-équilibrées” : {¢*} :{_Q’}e—{c'}e » lesquelles entrainent 1'apperition
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T e
des forces nodales "non-équilibrées” : {F,\Y:fe[B]e {C'} dvol.
qui doivent étre réappliquees sur la structure, tant que les valeurs

des {c"}e ne soient pas négligeables.

Nous avons utilisé comme critére de convergence que les contraintes non
équilibrées ne dépassent pas un certain pourcentage des contraintes theéo-
. ¢
rigques {d“ }.

[
——Une fois que les contraintes {0"} sont évaluées, les controintes théorigues

{G"}‘ deviennent les contraintes de calcul de l'élément, c'est-a-dire,
.
on fait : {c'}e:{c"} .

~—Dans les élém:nts d'ccier,_rle cc%cul ‘des {Fn}ne pose guére de problémes :
LRl = (T 1RT= [TIV[B )7{0"Y Ss L

et en opérant

e ';‘?f" .
{Fn}: -c‘:: {0’"} 5’

, ©OL étant l'inclinaison
sind

de 1'élément (fig 3.5), et {Vlﬁétant calculée par rapport au systéme
de réference local.

——Dons les éléments de béton, nous trouvons quelques problemes :

{Fnktf- eAl B]‘T{G'}e avec,

{gl}ez{c}'_[‘f'_]'{cr‘}' ok {0’} est rapportée au systeme globale,
{09 au systeme locale, c'est-G-dire, agux directions principoles,
e
et [T*] est celle du paragraphe 3.4.3.3.

e
{U'}est le vecteur des contraintes principapes théoriques qui correspondent,
d'aprés les lois de comportement du béton choisies, aux déformations

principales calculées : {& c}G - CTJ'{E}‘

Si les éléments sont fissurés, la direction de fissurotion et sa

normale se substituent cux directions principales,

~—Un probléme numérique surgit au moment du calcul des contraintes
principales théorigues correspondgntes aux déformations principales

obtenues par le calcul. Le probléeme réside dans le fait que les courbes
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G-£ sont fonction du rapport & entre les deux contraintes princi-
pales. Or, celles-ci sont précisément les valeursd obtenir. Il s'avere

donc indispensable l'utilisation d'une méthode itérative :

On commence pour une premiére approximation a:o(t,:_a:h }5:"[: 3 £tant

4

les valeurs des contraintes principales obtenues d'aprés le colzcul. Si

oo est en dehors de la zone linéaire, il fout itérer :
-Si £‘< £z<0 , on est dans la zone de bicompression : 0.2<« < 1
~-Si £,40¢« 62’ on est dans le domaine : =0.5< X< 0.2

Les itérations sont effectuées en cherchant une solution de l'éguation :

WY(x)a0, avec WY(K)3a g, (&, ,a)= T, (€, ,X) . Les qfsi'q)isiz
sont obtenues d'eprés (IV-a) et (IV-b).

Au cas oU l'on ne parvient pos & trouver une solution dans l'intervalle

correspordant, l'élément sera considéré comme

o) Soit fissuré en direction normale & la plus grande traction, si le

béton est en bitraction ou en traction-compression avec = o0« Xy <~-41/415,
b) Soit rompu par compression, si le béton est en bicompression ou en

compression-traction avec = 4 /45 & <0

lLa valeur -~ 1/15 est établie d'aprés la figure § de 1'annexe A

3.7.2. ~ Eveluation des contraintes agux noeuds des éléments. -

Pour le type d'éléments utilisés, les cntraintes et les déformations
ont été supposées constantes & l'intérieur de l'élément. Nous pouvans les

affecter, de fagon approchée, cu centre de gravité de l'élément.

L'évaluation des contraintes aux noeuds doit se foire & partir de
celles des éléments dont le noeud en question fait partie. Nous allons
calculer lo moyenne en pondérant differemment la contribution des divers

eléments cdjacents , en fonction de sa forme géoméirigque (réf 30 ) :
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Gimy
(e 4 2 Q(ny Sx= " Ay T Pin)
x = a. .+b Uxtn)
Sy n tn) " Piny avec ey
n
{o] 5 (3.9 5‘2 i olin)
G"! = Zn- atin) + bin) q-‘a‘n’ no Hmwem

i
S
3 s W ) tn)
2y a.m,:‘xi 'l'xj *’x‘ "SXC t
oLt =7

N S X b=y ey M g3 l.nl\
emaZlYgi Ty Tk ae

ob la £ s'étend aux N éléments connectés au point nodel ‘'l°',

3.8. - Programme de calcul bidimensionnel. -

Un programme de calcul par ordinateur 'ELF' a été mis au point dans
le cadre de cette étude. Ce progromme permet un découpage en 600 éléments,
avec un maximum de 400 points nodaux, et 100 points nodaux aux mouvements
empéchés. Du fait de la petite capacité (28 K accessibles) de 1'ordinateur
utilisé, un Hewlett-Packard (série 2100), nous avons dU faire un fort décou-
page du prograomme et, en méme temps, une grande quantité de résultats
intermédiaires et de variables n'ont pas pu &tre gordés en mémoire centralaz

et ont été stockés sur disque :

a) Les matrices de raideur RK(6,6) portielles de chaque élément..

b) Les matrices DB (3,6), produit des matrices [D]Tt Bj qui nous

permettent le calcul des {a0}a partir des {28} ;
{acy=[DBI{ad},

c) La matrice [Kirglobole, stockée sous forme compacte : SM (2Np,60).

d) La matrice ISP (30,Np) de localisation des termes stockeés sur SM,

e) Une matrice auxiliaire TM (2Np,60) nécessaire pour la resolution

du systeme d'équations.

Les subroutines 'BWR' et'SWO' nous permettent de réaliser avec rapiditeé

et simplicité toute sorte de transférences mémoire centrale-disque.

Dans l'annexe C , on trouve les listings avec la programmation

du programme 'ELF' dont l'organigramme est preésenté ci-apres.
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ELFQ. - Lecture
des donnees

ELFY. - Premier passcge ELF1. « Lecture de l'état
du progromme. Possibilité de la stzucture apres la
de fixer un état uniforme dernisre augmentation de la
de contraintes initiales charge, lors d'une utiliso-
dans le béton. tion preclable du programme

L 1

ELF2, - Dessin facultatif de
la maille avec le troceur

- Obtention, pour les éléments en

en ocier {[FLF3) et en héton (ELF4),
des matrices de roideur tangentes
[RK], et des matrices [DB) qui
donnent les cugmentciions des
contraintes : lacP®= (pa1¢{a8}".

Ces matrices som fonction de l'état
de sollicitation de lo structure
apres la derniére augmentotion de lo
charge.

- Stockcege de ces matrices dens le
disque

ELFS5.~Assemblage ces motrices de
roigeur des éléments et formation
de lg matrics de raideur globale
sous forme compocte [SM].

- Obtention aussi de la matrice
de localisatien [ISP].

- Stockaoge de ces motrices sur

le disque

9

EL11, EL12 et EL13. -
Trace des courbes des
controintes et des
dicgrommes de contruin-
tes principales pour
une etape de chargement
quelcengue, 4 partir
des resyltats stockés
sur un fichier

ELF4. - Etaplissements ces resIrictions
des déplacements dons les noeuds affectes,

iSTOPI
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ELF7. - Lors de la premiere iteration
de choque €tgpe de chargement, recéfia
nition de la matrice de localisetion
(IS, sour tenir comote des nouvelles
liaisons antre noeuds qui apparaitront
lors de la résoclution du systéme par le
méthode d'élimination

EL70. ~ Résolution du systéme par la
meéthode des matrices cloirsemees.
Cbtention des | ¢ &}

ELF8. -
I =1, Nombre
d'élements

Obtention des

(€)' (€1 + (B o 5}* o {o}®={oj* vl080"{adl"

g AZ

ACIER. - Obtention des 3

controintes nom equili- tL%C. - 3ETON ELF9. 3ETON

breées {¢'¥et des forces NON FISSURE., - FISSURE. - Cbtention
nodaoles non équilibrees Obtention des des {¢'}® et des {Fal*
AN {'}at ces 1F.)

L'élément
32 fissure i
23 oul

.} non L'element OUi

ast en rupbtuz STOP
re 3
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B

EL10. = Accumulation aes forees
non équilibrées sur le vecteur
des charges extérieures de la
prochaine itération (ov étape).
- Compargison des contraintes
non équilibrées {dﬁﬁvec les to-
lérances odmises, en % des {C}*
de calcul.

Les {0} sont

dens les limitss de Nouvelle itération

solérance 7

£L.1A. - Obtentian des contraintes
dans las points nodoux

EL1B. - Ecriture des déformations et dJdes

contraintes dans les noevas et dams les

éléments.,

- Stocikoge des résyltats

- Stockage sur un autre fichier de tous
l2s resyltets et les narameétres
neécessaires pour une définition complete
de 1’é4at de lo structure en vya de lao
continuation du chargement de la structure
quelaue temps alus tard.

C'est la dermiere ézace
de chargement prevue dans ce
ogssage du progromme

Nouvelle augmenzation des
charges

®
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B) ETUDE COMBINEE DES EFFORTS PLANS ET DE FLEXION. -

3.9. - Généralités, -

L'étude non élastique faite par la méthode des éléments finis bidi-
mensionnels n'est pas suffisante puisqu'elle ne considére pas la présence
de fortes flexions locales qui apparaissent aux alentours du bossage, et
qui ont vraisemblablement une forte influence sur le développement des
fissures et donc sur le comportement non linéaire de la structure. L'in-

corporation des phénoménes de flexions est donc indispensable.
Il y a deux principales maniéres d'envisager le probléme

a) La premiére part d'une vision macroscopique du probléme. Elle est
basée dans l'adoption d'une loi empirique moment-courbure qui refléate
en quelque sorte le comportement variable du matériau sous une charge

croissante.

b) La deuxiéme suppose l'élément divisé en plusieurs couches, lesquelles
doivent vérifier une certaine relation de compatibilité des déformations.
Cels permet d'une part la considération séparée du béton et de l'acier,
et d'autre part la prise en compte de la variotion du comportement des
matériaux le long de l'épaisseur de la dalle, en fonction de l'état de

déformations en chagque point et a chaque étape du chargement.

Nous avons utilisé cette deuxiime méthode, et ceci pour deux raisons
importantes

1 - Elle permet de tenir compte du couplage entre les efforts plans et
ceux de flexion, dont nous parlerons plus loin. Ceci est essentiel dans le
probléme qui nous intéresse,

2 - Elle suppose les couches travaillant sous un état bidimensionnel
de contraintes. Cela nous permet d'utiliser l: méme modile de comportement

du béton que pour le calcul pan.

3.10 - Hypotheéses adoptées. -

. - ) )
Les principales hypothéses gue nous avons adopté Pevveni éire resumees
tel gue suit
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a) L'épaisseur de la dalle est divisée en couches (fig 3.20). Chaque

couche peut avoir des propriétés différentes, mais ces propriétés sont

supposées constantes sur l'épaisseur de la couche,
aciers €q
7 —
IH-—-Z //[
h X N2
r —-— e . a———
A 1% \ 12
A% Ei I\
S —
€
couche j
Z
FIG 3.20

b) Nous adoptons les hypotheses de Kirchhoff :

-~ Les points situés initiolement sur une normale au plan moyen de la
dalle restent aprés l'applicotion de la cheorge sur une normale 6 la

surface moyenne de la placue deformée.

— Les contraointes normales dans la direction transversaole de la dalle

(03) sont négligeables.

Lo premiere hypothése nous permet d'obtenir les déformotions de chague

couche en fonction des déformations sur le plaen moyen de lc dalle

(€, ,
{EJ-}: i; g: {&g} *’(Zaj ,23:‘ 1"233] U(.l,

a3/
obzajest la coordonnée du centre de gravité de lc couche 'j' et
£x - w:s
{ 5@3: {53 k ot {xe}= -w;,‘ y respectivement les déforma-
tions planes
Il: [-] 2 w;“ p

et de flexion au niveau du plan moyen de la dalle (plan de référence).

Lo deuxiéme hypothése nous permet de considérer chogue couche
travaillant sous un état de contraintes plan,défini par le vecteur
O
{o3)= | o
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c) Les couches de béton sont supposées travailler sous un état bi-
mensionnel de contraintes, Les lois@-&, les critéres de rupture et de

fissuration, sont traités comme en calcul bidimensionnel.

d) Les aciers passifs ne sont pas pris comme des éléments isolés.
Nous considérons deux couches d'acier, proches des faces supérieure et
inférieure de la dalle. Le centre de gravité des couches doit correspon-
dre & celul des aciers. L'epaisseur de la couche est calculée de fagon
& ce gque l'on obtienne une quantité d'acier "uniformément distribuée sur

toute 1l'épaisseur de la couche" équivalente & la quantité réelle.

Les aciers sont supposés travailler seulement dans le sens longitudi-
nal. 5Si 1'on considére un ferrailloge dont les barres sont disposées
orthogonalement suivant les directions 'x' et 'y', les couches d'acier
doivent avoir une raideur nulle vis-d-vis des déformations transversale

3 lo couche :

Ty Ex O © Ex
oy =10 Ey © 63

Nous négligeons la réduction du volume de béton due a la présence

des aciers.

e) Nous ne considérons pas de glissements relatifs entre l'acier et

le béton.

f) La raideur de 1'élément est obtenue par simple addition des rai-

deurs des différentes couches qui le composent.

g) Pour des raisons de capacité d'ordincteur, nous ne considércns pas
les ¢lements des parois latérales du caisson. Nous allons etablir, le
long de la jonction hourdis-parois, les mémes conditions de bords que

1) 1

dans la methode des coupures : déplacements 'v' libres et déplacements

‘w', e‘xet 83 blogués.
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Quant aux déplacements longitudinaux 'u', la prise en compte de la
diffusion longitudinale de la précontrainte dans les parois va se faijre
par l'intermédiacire des appuis élastiques dans les noeuds de la jonction
hourdis-parois. La constante élastique de chaque noeud est introduite
comme donnée, et obtenue d'aprés un calcul plan de la structure avec le

programme bidimensionnel 'ELF',

3.11. = Type d’élément utilisé., -

1
.

—=Nous allons utiliser des éléments triangulaoires avec 15 degrés de
liberté, cing & chagque coin
Y (fig 3.21) : 'y’ et 'v' pour
1'étude plane et 'w' ' 0;'
et 'd;' pour la flexion
(O,,_:-u.l', et 0\;: why ).
—En ce qui concerne l'étude
plane, nous allons nous
servir du méme type d'élé-

ment gue nous avons utilisé

lors de l'étude bidimension-

nelle : un élément triangu-

loire a déformotion constante.

FIG 3.21

——Quant & la flexion, le choix du type d'élément o été imposé por la
capocité de l'ordinateur et le temps de calcul : 1l fallagit unm €lément
le plus simple possible ; nous avons choisi 1l'élément triangulaire non
conforme présenté par BAZELEY et autres (réf3i ),et utilisé avec swuccés

par CHEUNG, KING & ZIENKIEWICZ (réf 32 ) dons l'analyse de tabliers de
pont. :

~—La fonction de déplacement a la forme
w=( LL)+ INJLTI) {8} = (N1 s}
[4x4]) [4x¢) [6x3) [4x4]

avec

T B o
[8) =(w,, i Oys ), 0xp, Oy wy O, Gy ]

14
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ﬂ
0 0 Lx ) o)
-
0 0 -bx 0 0
24
41 0 tx 0 0
2
=bx
0 1 s 0 0
0 0 x4 0
24
) 0 k< D 4
2a

bK(L‘tL;'P{/z Lelaly) - bJ(L: Ly *+ /3 Libgks)

T
[N = '
CK(L:; Ly + 413 L,L;L;)-C,J'(L‘ Ly +4i2 L4L;L;>

[2x4]

[Nj] et [PJK] sont obtenues par rototion des indices,

L],

y!

L z(apbx+cy) /24
1.,_:((:1j»,l:aj><+c:j y)2a
Las (Gk+ bKX*C Ky)/2A

X

L, et L3 sont les coordonnées de surface, définies dans le fig 3.22 ,

et finalement,
GiXjfemXudj i LT S et
Q=X Y%, PjEYYi ;ejT R~

Qie=XiYj=2jYi 5 Per gy s et XA

['obtention et la justification
d'une telle fonction de déplace-
ment se trouve dans lo reférence
3.

FI&G 322

(V9]
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— La matrice [B] qui relie les déformations et les déplacements est

obtenue par dérivation de [N‘]

w1 . " ‘]
‘£N'il:, "[N}]:, -[N;!Jxx "[Ni]u '[iju -[N"].u

ta3e | -IML, =ML =Ivdgy = | Ny Nl LNy e

J733 c
Larel | ’ ex9q)

2V o 2Ny ol N;J';_ 3Nl NI JIN,J,;_

(3 x9) (3 x 6)

Cette matrice (B] n'est pas constante mais fonction des coordonnées
de chagque point. Pour des roisons de simplicité, qui seront étudiées
plus loin, nous n'avons besoin que de sa valeur au centre de gravité de

1'élément. 5i nous prenons l'origine de coordonnées au dit centre :

Xg3yg=0 , et les coordonnées de surface du c¢.d.g, :

- Q. avec as= Q-:d.':d.g
L,:A;:Ls_—z—g' J
D'apres les expressions précédentes, la matrice [B] affectée au c.d.
g. de l'élément peut &tre facilement obtenue. Toutes les dérivées qui
apporaissent peuvent &tre groupées en deux classes : celles des fomctions

du type L:'[.J et celles de £, L, L, .

Si l'on tient compte de :

2 . 4 - 2 _'é__)

2%~ za (bi 3L1+b"31-2,+63 oL; !
et

2 P)

L Y
'_.

2y 25 21:: (es 5z 2, O _+C°3Ls)

nous arrivons aux expressions suivantes :

.

1
Pry)= al2 by ybibad

T x

“n

2 i
23‘ (2 Lg)z al2ef + 9ee,) Zat
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az %, _ 4 i -
LitsY=2al b, Cq +D4Cq+DbyCyfemmemm
axa‘a( 1 2) [ 1~ 1“3 -4 7o’

__—:, 4

aiz(LiLzL;)zza[bib2+b,_b3+bsbi_-]._?? ;
az“ =2a[ C,Cyt+CsC ]_.3’_. .
> —(Lslala)=2ale,earcacstesca] 5o

%
;_3_5__(51 L, LJ):,a.[b, c,+bz c,+bac3 +byc; +by ¢4+ by c:,:] .
o

1
ga®
Celles qui restent sont obtenues par rotation des indices, et la matrice

(B] affectée au c.d.g. de 1'élément est donc définie.

3.12. - Obtention de la matrice de roideur tangente [K]y et résolution

du probleme. -

— Nous utilisons lo convention de signes indiquée dans la fig 3.23.

Mx ’\/

-

My M
Y B é Nx
Nxy

\ ~N .
X IN/y plan de reference

FIG 3.23.

— Nous avons pour chague élément :

au; e aw; ¢

[ s ¢ e G\l’; e 40;;
- vecteur déplacement :{AJ‘} z{:}:} A {45?}; : el {ég¥}= a‘e!i

i

[15x4] fexi]) (qx4]
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¢
- vecteur de charges ¢ ae oy
S e AFp e ahi e | oTxy
{AF}: - ol {afp}z{ 2%} o {cF,]= oty
AFe ' :
45241 Lox4i) Caxy) .
- vecteur des déformations
e "
ou niveau du plan e [4és aéx Taw,,
. e € »
{A&}: ;;.- sk {ggﬁ: agy o '{AL}: ~awy
moyen de la plaque : §xs)o °w:5
[ex4) L3x4d] (3x4])

— Les déformations sont reliés aux déplacements des noeuds selon les

expressions :

{65"}2[%?}‘ {659}. ot {A“’i.}e: (:8?3!‘{ dgf}‘

{3x4] faxe) Lsu4d L3xy3 [3red L[ax4]

oy - L )
ou EB,J etEBg.}‘ ont ete respectivement obtenues dans les paragraphes
3.3.3 et 3.11,

Nous pouvons donc établir

! ¢ e

¢ BP ‘ O QSP\

fagl= |51 B 35}}
o ¢

Le s Lex4s] Lisxa)

— Le vecteur des “"contraintes" {a 5‘} est, en fait, composé par les
efforts normaux et de cisaillement et les moments de flexion et de

torsion par unité de lonmgueur dans les directions 'x' et 'y' (fig 3.23)

aN ¢
X
aNy Y
—1¢ JAaNx - aN
{¢0'3= - - iy . ) —
aMy aM ot {aN} et{AMk sont obtenus par
aMy

2 Mxy
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Lafls [{acttaz
aM}®=[171{ac) a2

intégraotion sur lc hauteur de l'élement :

ad. )t ,
avec {a T}z {aqy et (ETl=(2,2, -2].

o2y

— Nous supposons chaque couche soumise & un état plan de contraintes

et de déformations, reliés par l'expression:
e e e
{agi® = [¢j17 {ag]
[321] (3233 (3=4d

ou [lei est une matrice tangente, variable pour chaque couche et pour

. e .
chaque étape de chargement, Ces matrlces[Cj]rsont obtenues sulvant les
critéres établis pour le calcul bidimensionnel (voir paragraphe 3.4).
Etent donné que les propriétés du matériau varient de fagon discréte

sur l'épaisseur de 1'élément, les intégrales sont obtenues par cddition

des intégrations sur chacune des ctouches.

En rappelant gue nous avons adopté une loi de déformations telle gque :

o€} = {a&) +121{ax)

nous arrivons g

AN s€o
{Aﬁ'l {_ 7} [D] { } , ou la matrice [D]® o la forme :
T

lex1} Lexsl Cexsl
. e;Lejl; ;‘/zftm t‘)[c,l D, ! D,
S P il ety [

avec tJ': Z%j-e-j/zJ et fJ-+1:29J,+eJ-/z/ e_J- étant l'épaisseur de lo

couche ']
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e
~——|a matrice de raideur de l'élément [illr aqura donc la forme

T e i e
(RIS - [—9'4' f% (018 |2t | oS
Tl ¥ o | B

La matrice[%gfét par conséquent la matrice [h]} elle aussi, ne sont
pas constantes 4 l'intérieur de l'élément. Il faudrait donc intégrer,
mais, du fait de la complication des lois de comportement du béton sous
charge biaxiale, cette intégration devient inabordable. Nous supposons
donc que le comportement de l'élément peut &tre remplacé par cel ui de

son centre de graovité

e %
Ch]e = [5r3T£01]7£3p] l [BP-IT[D‘:J_T_[BQ A = A _}Pi_: _E'Pi .
T 1 | T g B h@ ' 1‘9? 9
th] (0.1 (Bel 1 [BG] (0], (8¢ L T
6 9

—les matrices [R?‘,}: et [R;g]; sont celles qui correspondraient a une
étude plane ou de flexion respectivement. Les mctrices[jQ‘J: et [h,d:
etablisent le couplage entre les deux types d'efforts. Ces matrices sont
nulles quand il y a une symétrie géométrique et mécanique totale de la
section par rapport cu plan moyen de la plaque (plan de référence). Cela
n'est pas le cas pour les élements du bossage, oU le centre de gravite
de la section ne coincide pas avec celui de lao plogque, ainsi gque pour
les éléments du hourdis & partir du moment oU le comportement non
linéaire des matériaux, et surtout la fissuration, déplacent le centre
mécanique de la section par rapport au centre géométrigue {plan moyen).
L'inclusion de cette "rigidité de couplage"” nous permet l'utilisation
d'un plan de référence constante & travers les phoses fissurées et non
élastiques jusqu'a la rupture, et de tenir compte de l'intersection entre

les efforts plons et de flexion,par suite de la présence du b ossage.

. . e ceps v .
—Une fouls les mctrlcesflhlrdes différents éléments obtenues, on suit

la demarche habituelle en éléments finis :

1. - Assemblage des matrices de raideur des différents eléments et

obtention de la matrice de rcideur[K]T globale de le structure, laquelle,
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de méme que dans le cas plan, est stockée de fagon compacte : SM (5 Np,
100), accompagnée d‘une matrice de local isation ISP (20,Np).

2. - Etablissement des restric tions de mouvements dons les noeuds

affectés,

3. - Résolution du systéme d'équations {AR'X =[K]T {°S} et obtention
des déplacements des noeuds.

-

4, - Obtention des déformations dans le plan moyen de lo plaque :

[ego_r_[api 0 '{asp}‘
ax,) L0 [ Bl lad;
5. ~ Obtention des contraintes au niveau du centre de gravité de cha-

gue couche

iad"j}e: [ij:[{éet}e*[zﬂg ' Zﬁj s - 33‘!] { Axn}ej

Note. - On rappelle que, s'agissant d'une application de la charge
par étapes, 1o ouon dit 'déplacements', 'forces’',6 'déformations' et
'contraintes’, on doit toujours lire 'augmentation des déplacements’,

'des forces’, etc.

3.13., - Obtention des forces nodales non équilibrées. -

S1i nous supposons que chaque couche se trouve scumise & un état
plean et uniforme de comtraintes, dont les voleurs sont celles gui
correspondent au centre de gravité de la couche, nous pouvons agir de
fagon identique & celle suivie deons l'étude bidimensionnelle et calculer,

pour les déformations finales de la couche

e ¢ ‘{Ec}e"‘{sa}e* {dée}e
{Ej}¢= {Eo} +[23' ' 2‘3):‘23;] {I,} ow
d ’ {;o}c=‘{1°}e+ {dl o}‘/

L . . . .
ies contraintes théoriques %T;} qui y regnent quand les déformations sont
#Ejie , d'aprés les lois de comportement adoptées pour les matériaux.

PR 1 8
Par différence, nous obtenons les "contraintes non équilibrees {UJ&
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?Ul, Lntegries sur lg vglgme’de"la c?gche , nous doqnent les
orces nodales "non équilibrées”, qu'il faut réappliquer sur
les noeuds:

e
*2[ (8 4o dvel. = [B,1 {0t e, a = | FF
{F“}J cou\u"}‘ J} o p] i J} QJ a4 = F}J
ou e €
{F‘}z{xﬁ
o7y, |

J
Et por addition des forces nodales non équilibrées qui apparaissent
au niveau de chagque couche, nous obtenons les forces totales non

equilibrées, pour les trois noeuds de l'élément, rapportées au plan

de référence :

( R
Fuy s
Pour le noeud 'l' : .
TAPRLTCRE e
¢ Fat 0
Txy £ 2 7t

T:! k‘? 11}XQ

3.14, - Progrommation par ordinateur. -

3.14.1. - Cargctéristiques. -

— Un programme de calcul automatique 'FLF' a été mis au point.

Ce programme s'est servi de certains modules du programme bidimension-
nel 'ELF', notomment de ceux qui servent & résoudre le systeme d'équetions

et a étudier une couche de béton soumise g un état de contraintes bigxi-

ales,

— Du fait de l'augmentation des caiculs et surtout du nombre croissant
de degres de liberté des noeuds (5 par rapport & 2) lo performance du
programme est plus réduite : 350 éléments, 200 points nodaux, 60 points

non libres.

La possibilité de ne pas considérer explicitement les éléments des
parais latérales du caisson,et de traiter les aciers non comme des elements
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an
isolés mais'constituant deux couches {supérieure et inférieure) dans
1'élément méme, nous a permis de contrecarrer cette diminution de perfor-

mance et d'établir un découpage de la structure suffisamment précis.

~—{ e programme permet d'établir des variations dans lo distribution des
aciers : on fixe des quantités d'acier longitudinal et transversal sur
les couches supérieures et inférieure de tous les éléments,et il est
possible de renforcer n'importe laquelle de ces gquantités dans un élé-

ment quelcongue.

—Le bossage est représenté par l'intermédiaire des éléments comportant

un nombre variable de couches, plus grand que celui de la dalle (fig 3.24).
Le béton des couches au-dessus du hourdis est supposé soumis & un état
uniaoxial de contraintes selon l'oxe de lo piéce. Les contraintes trans-

versales sont donc supposées négligeables.

jusqu’a
6 couches

5 couches béton
2 couches acier

FIG 3.24

Néanmoins, on prendra en compte l'augmentation de lao section, c'est-
a-dire,la collaboration des couches supérieures du bosscge, dans le

calcul de la raideur transversale de la piece.

— Nous avons fait le calcul en considérant une dalle décomposee en
7 couches (deux pour les aciers et cing pour le béton).

Dans le bossage nous sommes arrivés jusqu'a 13 wuches.

— L'application de la charge est schématisée dans la fig 3.25. La force
de précontrainte est appliquée quelques centimetres (zesp/2 ) o l'inté-
rievr du bossage,pour mieux tenir compte de lo diffusion de la précontrainte

d l'intérieur e celui-cl.
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Section a b c d

Fx/P(Kg)|~4.96 |-12.50 |-10.02 [-912.52
Fz/P(Kg){-99.50 | -86.05 | -46.90 [+232.45
Ty/Pg-em] o ~43.4h4 1-148.60 {~-19072,

FIG 3.25

—De méme que pour le programme 'ELF', la petite copacité de l'ordina-

teur (28 K occessibles) oblige & stocker sur disgue un grand nombre de

variabies et de résultots intermeédiaires, qui sont
3 e . . Id 14
a) Les matrices {Bplde dimension (3,9), de chagque élément.

b) Les matrices de raideur RK (15,15) de chaoque élément.

\ i Faat L . . . e
¢) Les matrices LCJL,, de dimension (3,3),qui relient les {aG}feihg{a%&
dans toutes les couches de tous les éléments.

d) La matrice [Bdfglobcle, stockée sous forme compacte SM (5 Np,]OO)

e) La matrice ISP (20,Np) necessaire pour la résolution du systéme
d'équetions.

9) Les données concernant les renforcements des armatures dans l=s
éléments gquli en sont pourvus.

h) Les contraintes et les directions des fissures dans toutes les

couches de tous les éléments.
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. . D
—-Dans l'annexe [ nous présentons les listings du programme

'"FLF' dont l'orgonigramme est montré ci-apres.

FLFO. - Lecture crganigramme

des données

b

FLF1. - Simijlaire
a ELF}

FLF1, = Similaire 3
a ELF1 FLIT, - Trocé des dicgrommes des
controintes principeles pour une
étope de chargement auelcongue,
3 partir des reésultats stockés
sur un fichier

FLFZ. - Simileire
a ELF2

3 STOP

FLF3, - N
- Obtention des motrices {8¢]
des différents élements

- Stockaoge de ces matrices
dens le disgue.

1

FLF4, -

- Obtention, pour chogque couche de
chaque élément,des matrices {<;3}
qui relient les augmentotions des
déformations et des contraintes
dans lo couche :laa‘,&‘:[cjl:%Ai;S‘_
- Stockage de ces motrices dans
le disgue.

- Obtention des matrices de
raideur tongents [ R3¢ de tous
les éléments.

~ Stockage de ces matrices dens
le disaue .

1

FILF5. -
Simijcire &

FLF6. -
Similaire &

|
4

FLF7. -
Similoire &

l

—0

LFé

ELF7

FLF70.

Simifai

re a ELF

7C

®
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¢

FLFB. «
I =17, Nombre
d'éléments

Obtention des déformations au
niveau du plan de référence

il b R AIPA R VAN

%

iCA = 1, Nombrs
de couches de 1'élé
ment I

>—0

Obtention des controintes ae
calcul a niveou du c.d.g. de

la couche :

{eifts folfe (e liataits {2y, 0,

-24;} e}t

de la couche 7

Acier. - Obtention des
controintes non squilibrees

ir5i%et des forces non
éguilibrées {S:Sf dons la
couche.

1

Type de matériau

FL9G. - Bétonm ron
fissure. - Cbrention
des ivﬁ'ot des 4¥3)8

_Oui

FLFS, - Béton

des  {¢:if
des 1743

figssure Obtentien

et

a couche estT
an rupture 2

¢

Accumulation des {F%}} des couches
sur le vecteur des forcas nodales non _—-@

équilibrées de 1'élémant

;e v

k 4

Stockoge de {F“')‘ dons le disque r_—’@

=
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B

FL10. ~ Accumulation des forces
non équilibrées sur le vecteurs
des charges extérieures de la
prochaine itération {ou étepe).
- comparcison des controintss
non ¢quilibrses de choaue couche
{¢3} avec les tsléronces admi-
ses,” on % des {0} de caleul.

Ilya
convergence

non

3

[Nouvelle itération

3

Calculs similagires & ceux
de ELIB

Clest lo

derniere 4tope de
chargement prévue
daons ce posscge du
progremme 7

Nouvelle cugmentaotion
des chorges
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CHAPITRE 4

ETUDE EXPERIMENTALE

4,1, - Programme des essais

——Une étude expérimentale préparatoire sur le sujet a été entreprise
au Service d'Etude des Structures (CEBTP) en 1974, & la demande conjoin-
te du SETRA et de 1'UTI (voir réf S ).

Quatre essais, en grondeur réelle simulant l'ancrage par bossage d'un
c@ble dans un voile en béton ont été réalisés. Le corps d'épreuve se
composait d'une dalle verticale, portont l'ancroge, de dimensions 252 cm
x 540 cm, avec une 4paisseur de 15 ou 18 cm. La dalle était bordée de
deux &@mes perpendiculaires (section droite en forme de H) dont les dimen-
sions ont €té choisies de fagon que le plan moyen du hourdis soit sensi-
blement o la limite du noyau central de la section transversale de la
piéce. Celle~ci s'appuyait sur la section droite d'about. L'épaisseur
de la dalle, a l'extrémité de la piéce derriére le bossage, a été ren-
forcé (e = 40 cm) dans le but d'accroitre la rigidité de la pidce et
d'approcher les conditions réelles ol l'ouvrage se prolonge bien au
dela de l'ancrage. Le céble de précontrainte avait une résistance de
150 Tf environ, la charge <e service étant de 1l'ordre de 80 Tf,

Cette série d'essais a apporté quelques renseignements sur le com-
portement de la piéce en phase élastique, mois les grandes ouvertures
des fissures sont apparues pour des charges nettement plus fortes que
celles de service et ne peuvent pas expliquer les dégdts trouvés dans
certains ouvrages réels. Il semble qu'en geénéral, l'effort concentré
ne suffit pas, & moins de graves erreurs de conception et de réalisation,
pour solliciter le béton du hourdis 4 un niveau suffisamment élevé sous

les charges de service.

—— La présente étude se proposait de continuer la recherche en envisa-

geant lo prise en compte de deux nouveaux facteurs

- L'effet du groupement de plusieurs bossages.
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- L'effet d'une compression d'ensemble initiale sollicitant unifor-

mément le hourdis.

Le programme d'essais comporte trois séries d'essais. Les parométres
étudiés ont été d'une part le nombre d'ancrages (1 & 3), et d'autre part,
la précompression générale du hourdis dans la zone des arréts de c@bles

(effort total F appliqué aux extrémités du corps d'épreuve).

Série A B C

Corps Al A2 B1 B2 c

d'épreuve

Nombre

d'ancrages 1 2 3

Compression 24 Tf 42 Tf 23 Tf 42 Tf 3 Tf 24 T¥ 483 T¢

d'ensemble F| ( 32bars) {( 56bars)} ( 31bars)| (52bars) |( 4bars) {( 32bars)| ( &5bars

4,2, - Corps d'éprauve.

4,21, - Caractéristiques géométrigues

—— C'est aqu vu des grandes difficultes rencontrées, du fait de l'échelle
réelle, dans la fabrication et dans la manutention des premiéres piaces
en 1976, que nous avons choisi de travailler sur des modéles de plus
petite echelle. Ce gui o permis de simplifier beaucoup l'exécution des

essais, et d'étendre plus le champ d'études,

La taille pour ces nouvelles piéces d'essai, a €té choisie d'une part

de fagon, & répondre encore & la définition du béton armé, et d'autre

part, a etre compatible avec les moyens de précontrointe existants.

C'est aussi par souci de simplification, que nous avons adopté dans
les deux premidres séries d'essais (A et B), des "&mes" préfabriquées
et récuperables @ chaque fois. L'assemblage du hourdis se faisait alors
mécaniquement, du moyen de boulons sur douilles noyées, serrés avec une
légere précontrainte. Dans le dernier corps d'épreuve C, la liagison etait
plus habituelle en béton armé. Les dmes préfabriquées servirent alors de

coffrages latéraux au hourdis lors du bétonnage (reprise de bétonnage

gvec grmatures en cttente).
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Nous verrons plus loin dans quelle mesure le systéme utilise
dans les séries A et B est loin de reproduire d'une facon satisfaisante
les conditions réelles d'encastrement parfait entre le hourdis et les

ailes,

-~ La plus petite unité de précontrainte disponible était des
monotorons To,5 (Pu = 16,5 Tf, ﬁg =2 cm). Il o fallu retenir une épais-—
seur minimale de 6 cm pour le hourdis. Les dimensions du bossage ont
été obtenues en se bascnt sur les essais de 1974, en prévoyant un effort

maximal réduit par 10. L'échelle des longueurs pouvait donc &tre de
1

=0.3
V10

Quant aux cutres dimensions, l'échelle de réduction était modulée

entre 1/4 et 1/3, pour prendre en compte diverses conditions d'exécution.

— Les caractéristiques de la section transversale sont les suivontes

(fig 4.1) :

I Surface = 744 cm2
) Y = 13,1 cm
% 22 g
e ——————— A I, = 40537 em?
. 10
{ 30 6
FIG 41

- Les dimensions extérieures des corps d'épreuve sont les mémes dans
tous les essais (fig 4.2, 4.3 et 4.4 ) : hourdis de 60 x 180 cm (épaisseur
6 cm), bordé latéralement par deux plaques perpendiculairescde laméme épais-

seur et de dimensions 32 x 180 cm.

4,2,2 - Armatures passives (fig 4.5 et 4.6)

4,2.2.1 -~ Ferraillage des ames

Il est assuré longitudinalement par des barres Té sur deux nappes et

transversalement par des cadres de méme nature espaces de 8 cm.
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Tous les 16 cm on o aménagé des orifices pour permettre le passage

des boulons qui relient le hourdis aux dmes.

4,2,2,2. - Ferraillage du hourdis

Il est assuré lui aussi a l'aide de barres Té disposées sur deux

nappes prés des paraments.,

Le bossage a été armé en tenant compte des résultats obtenus lors
de l'étude préparatoire de 1974. Des armotures supplémentaires en

cadres fermés horizontaux apportaient le renforcement nécessaire.

Chaque bosscge comportait tout le dispositif pour l'ancrage d'un
monotoron T0,5, notamment une plaque de répartition d'effort de 60 x 80

mm, et 8 mm d'épaisseur.

4,2,3. - Le béton

Il o la méme composition pour tous les corps d'épreuve :

Composition Gravier Sable CPALC Eau
(5-8 mm) {(0-5 mm) 325
Poids par m 1012 kgp 810 kgp 325 kgp 215 litres
A 42.8 34.2 13.8 9.2

L'affaissement au cdne d'Abrams s'élevait vers 5 a & cm.

Aprés le décoffrage, aprés 2 jours d'dge, les piéces d'essai étaient
placées sous cure de brouillard et & lao température ambiante, pendant
une dizaine de jours. Elles étaient ensuite amenées et conservées dans le

hall d'essai en atmosphére conditionnée (55°% de humidité relative, et

20° C environ).

A chague bétonnage de hourdis, on prélevait six cylindres normalisés
de beton., Ces éprouvettes avaient subi les mémes conditions de conserva-
tion que les piéces associédes. Elles avaient servi & contrdler les carac-

téristiques mécaniques du béton, au- jour méme de l'essai du corps d'épreuve :
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- les essais en compression simple, fournissaient le diagramme (O-£

en compression (notamment le module élastique Ei), et la résistance
en compression Cf'j

- les essais de fendage, suivant deux génératrices opposees, la

contrainte ultime en trcction G}

La figure 4.7 présente, & titre d'exemple, les diagrammes des betons
des essais Bl et C, ainsi que les caractéristiques méconiques moyennes

de tous les cas.

c

A 2 s' R
¢ Oy (N/mm*) | @ !
! { N
730 ] ' <.
| | |
| : i
|
E
4120 : :
| s z
| essai aprés 5 cycles :
f jusqu’i CE@
Al A2 31 82 z | !
TTO sge (ours) | 77 23 3 32 B T
? ya ; g x| s 5 29,1 1.2 38,3 5
g /’ i c 29 30 2@ 2 5 !
é § §, (eymt | 2 30,4 13 66 33 |
| i j |
l | | | | | 6 (%)
2 i >
05 1 15 2

FIG. 4.7

4.2.4, - Céblc ge precontrainte

Il s'ogit des monotorons Tg,5 (Pu

16.5 11, Qg = 2 cm) munis d'un

ancrage passif file,

Dans 1g piéce, un evidement obtenu par une galne métalligque souple,

de 20 mm de diamétre, est prévu pour l'enfilage ultérieur du céble.

4,3.- Execution des essais




127

4,3.1. - Dispositif expérimental

Les figures 4.8 a 4.1 indiquent les dispositi fs expérimentaux

adoptés respectivement pour les corps d'épreuve A, B et C.

- La piéce, mise debout, reposait sur un bloc massif de répartition
par 1l'intermédiaire d'un lit de mortier, placé par matoge aprés le régla-
ge de la verticalité, Les c@bles servant o lo précontrainte traversaient
ce bloc inférieur pour s'ancrerzen dessous {ancrage passif).

- Le chargement du corps d'épreuve se distingue en :

a) Une précompression générale F, développée en téte par un vérin

hydraulique s'appuyant sur,chevétre de répartition.

une

b) La mise en traction des clbles de précontrainte, au moyen des
vérinsde 30Tf.

4.3.2. - Dispositifs de mesure

4.3.2.1. - Jauges héton

Les déformations du béton sur les surfoces du hourdis sont obtenues
au moyen de jouges extensométriques (jauges PL 30), collées sur la
peau du béton et disposees en deux directions perpendiculaires ou en

trois orientées & 45° (rosettes).

Le positionnement des jauges est donné sur les figures 4.2, 4.3 et
4. 4.

Des mesures ont €té également effectuées sur les nervures lotérales,
pres de l'appui de la piéce, en vue de vérifier la bonne tronsmission
A - - - & -

des efforts entre le hourdis et les ames, ainsi que lo bonne diffusion

de la précontrainte.

4,3.2.2. - Jouges acier

On a collé des jauges FLA3 sur les aciers longitudincux et trans-
versaux avant le bétonnage et en faisant sortir en résecu de cdbles

permettant de relier les jouges 4 la centrale de mesure,.
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4.3,3. ~ Tableau de chargement et phases de mesure

Le béton des corps d'épreuve avait toujours entre 27 et 36 jours

d'dge lors des essais.

Aprads des cycles de prechargement pour assurer, d'une part une
bonne mise en place de lg piece sur ses appuis,et écrouir d'autre part
légérement le béton, les références des mesures sont releveées sous une
faible charge de précompression générale F et de tension du clble de

précontrainte.

Puis on o appliqué la précompression générale prévue, aprés guoi
de nouvelles mesures ont été relevées, et on o tendu ensuite un ou
plusieurs cibles, par paliers d'une tonne. Des mesures ont été prises
g chaque étape. A la charge de 11 Tf, nous avons réclisé cing cycles
de chargement-déchargement pour accélérer s'il y a lieu la stabilisation
des phénoménes.

-

A l'essai C, apres l'application de F 3 lg valeur préwue, nous

chaque bossage) de 11 Tf, Puis, seul l'effort d'ancrage dans le bossage

supérieur c été augmenté jusqu'eu maximum.

En générol, les essais étoient arrdtés & la rupture du cdble
(17 Tf environ).
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Fig. 4.8 - Vue du dispositif d'essai & un seul brossage d'ancrage.
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Fig. 4.9 - Vue du dispositif d'essai & deux bossages d'ancrage.
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Fig. 4.10 - Vue du disposifif d'essai & trois bossages.
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CHAPITRE 5

ANALYSE DES RESULTATS

Dans ce chapitre nous explicitons les résultats obtenus ner
les deux méthodes théorigues 2xposées : calcul 2lastigue

par la méthode des coupures, et calcul non-linéaire par les
éléments finis. Nous farons ensuite leur comparaison avec les

resultats des essais décrits dans l= chapitre 4.

5.1. - Résultats obtenus par la méthode des coupures

5.1.1. Cos 2tudiés

Le programme de calcul automatique rédigé (programme CPC) g permis
d'étudier 1+inflyence, sur la répartition des contraintes dans

le hourdis, des facteurs suivants

@} condition d'encastrement des bords latéroux longitudinaux ;

b) rapoort de la longueur du bossage sur celle du hourdis ( 3’) :

c) longueur du bossage ;

d) dimensions relatives du bossage par rapport & celles du

hourdis ;

e) €ffet de groupement de bossages.

Le taobleau 1, resume les differents cas etudiés (voir
fig. 5.1 ) :
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5.1.2. - Influence du rapport ¥ = bo/b et des conditions

d'encostrement.

Les calculs CP-1, CP-3, CP-5 et CP-4, nous permettent de metire
en evidence l'influence de 5’. Neus y avons considéré respec-
tivement les valeurs 0,166, 0.10,0.05, et 0.01.

Les cas CP-2 et CP-4, sont identigues respectivement & CP-1 et
CP-3, sauf gqu'ils ont été calculés en supposant les bords la-
téraux libres. Ceci pour dégager l'influence de l'encostrement
du hourdis latéralement, quand le rapport 'K varie,

Lescas CP-0 et CP-1 correspondent, eux, aux essais HO1(1974)

et HO-A, avec lesquels nous ferons plus loin la comporoison.

Remarque : Pour rendre homogéne la confrontation des résultats,

les contraintes seront dans la suite donnéesen valeur relative,

ropportée & la pression d'appui : _ Précontrainte (F o)
Py* T7TBo Fo

5.1.2.1.- Verificotion des cenditions dégquilibre.-

Celle-ci est faite systematiquement & tous les calculs.

A titre d'exemple, nous explicitons ici le caos CP-I

1) Devant et & une distance suffisamment loin de l'oncrage,
apres diffusion de la précontrointe, nous avons alors la dis-

tribution des contraintes de Navier

2 ~ O-x/ Pl
22 , I o -0. 1406 -0.1419§
1 g —— . ;5. . hilrmc—— | -4 10 -0.0948 -0.095]
fs J— / o e |75 +0.00éO§+0.0084
? {42l |
e ] ox

Les valeurs entre-parenthéses, sont celles du calcul obtenues
@ 97 cm. en avant de l'ancrage. A cette distance, on vérifie
agussi que les flexions sont déja disperues, ainsi que la con-
trainte tronsversale G y. Le hourdis n'est plus soumis qu'a
une compression uniforme Q x.

2) Derriére l'ancrage, la résultante des contraintes Tx doit

étre nulle. Nous avons a 11 cm en arriére du bossage:

a.ooa.s‘h
Tx : ¥ ,
. oy Ce gui donne bien : 4,95 ~ 1.10 +
hourdis ! x
| parois 3.92
|
s
=3.92 1
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3) A l'extrémité inférieure de la pidce (x = 0), nous
devons retrouver l'égalité entre l'effort normal des &mes

et la résultante des cisaillements @ la jonction hourdis-ame.

L
o * X Ame :(-0.1406 + 0.0060)(p1x6x32)=-12.92p1,
Z
{\\\\\~a—~\_/////F d'autre part, la résultante des cisail-
' lements est :
Tx L
y flxy ho dx=13.06p, . C'est bien vérifié.
°

5.1.2.2.- Etude des contraintes longitudinales O'x :

Les figures 5.2 & 5.9 indiguent la variation des contraintes

longitudinales O3 suivant différentes sections longitudi-
nales (fig. 5.2 & 5.5) et tronsversales (fig 5.6 & 5.9).
Nous y avons porté le cas de bords lateraux encastrés CP-]
(en traits forts) et celui oU ils seraient libres (en traits
fins). Les courbes des wutres cas présentent aussi cette
allure générale, seules les valeurs numériques différent.
D'une facon générale, nous relevons les troits suivants

A) Derriére le bossage : Il apparait une zone de traction

d'entrainement, dont les effets diminuent @ mesure que l'on
s'éloigne de l'ancrage. A cela intervient aussi une flexion
longitudinale (d'axe Oy) qui tend davantage la face supérieure
(c8té bossage) du hourdis. Les troctions totales y sont tres

élevées., Nous avons évalué cette zone &

Lt !
L, ! \‘
LA

A M
xl

i

nt

i Lt/b Plan moyen Face supérieure

0.166
0.100
0.050
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Les valeurs entre-parenthéses, correspondent au cas de bords libres,
Quont aux contraintes de traction, nous résumons ay schéma suivant
son intensité maximale (forcément dans l'axe de la pidce), et leur
résultonte 1x obtenue par intégration, le long de la section trans-
versale, des volumes des tractions moyennes

0x ] Tx .
ettt et des flexions ==& Tx,f ,au fur et &

n@ Tx,m

mesure que

1'on s'éloigne

.46+

—.

n 085

f x7b

0.3%

L'evolution pour differentes valeurs de J, des contraintes de
traction juste derriere le bossage (x* = o,y =zo) et de leurs

résultantes Ix est la suivante
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(rx,sup‘fx,mos) Ps
0.7 =,
Q.6 /—_‘_
0.5 L —— BE, —
0a BL —
p T:,m/ﬁh
0.3 ==
o
W T - wm s e
0.2 T — S
/0—--7“_'.-
O-l ‘—-". B ———
< G
.01 0.05 010 0.166 Y

(B.E.=bords encastres ; B.L.zbords libres ¥ =bg/b )

De ces resultots, on peut tirer les considéroctions suivontes

— Il existe une zone, trés localisée juste derriére l'ancrage,
soumise o une forte flexion longitudinale qui entraine de

fortes troctionms dans la fibre supérieure du hourdis. Ces flexions
diminuvent rapidement quand on s'éloigne du bossage. Le calcul
indique un pic des valeurs U}AuPJ qui doit &tre nettement écré-
té en réalité, pcr suite des hypothéses de caolcul dont les li-
mites ont été signalées dans le paragraphe 2.4,

~ Quand 6 diminue, les tractions moyennes augmentent. Mais la
varigtion reste assez faible pour les valeurs de 5’courcntes.

Par contre, les valeurs des flexions diminuent guand E’décroit
(bossage s'éloignant des 8mes latérales). La variaction est plus
forte que celle des tractions moyennes, et s'accentue nettement
quand 5’ devient treés petit.

Les valeurs des resultantes des tractions moyennes et des flexions
évoluent dans le méme sens.

— Les résultats obtenus avec l'hypothése de bords libres sont

nettement du cdte de l'insécuyrité : les coniraintes obtenues
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sont beaucoup plus faibles et s'annulent plus vite.

Pour ¥ = 0.166, nous avons estimé une réduction du 35% dans
les valeurs de Tx,m . Lo réduction est encore plus importante
en ce qui concerme les valeurs des flexlons, gui se sont

avérés treées sensibles aux conditions de déplacement vertical
des bords : les Tx¢ obtenues avec les bords libres sont 40%
environ des valeurs calculées avec les bords encastrés, et dis-
paraissent complétement pas tres loin du bossage (ht:OA4b

par rapport a 0.7b dens le cas en B.E.). En outre, ces flexions
augmentent gquond ¥ diminue, cu contraire du cas en B.E. ou
les fleches nulles imposées sur les bords augmentent les fle-
xilons quand J’ cugmente ('b' diminuant et le bossage s'approchant des bords
Les différences entre les résultats obtenus avec les deux hy-
pothéses (B.L. et B.E.) , diminuent rapidement quand le bossage
s'éloigne des bords (E’diminue), comme l'on pouvait s'y at-
tendre.

B) Devant le bossace .- Il apparailt une flexion qui tend la

fibre supérieure du hourdis, due a la courbure du c@ble de

précontrainte. Cette flexion n'est pas importante, elle reste
trés localisée autour de l'oxe de lo piéce et n'entraine que
de tres faibles tractions. Elle est d'oilleurs tres sensible

au tracé du c8ble dans cette zone la.

—Les compressions sur la fibre mo-

A PR S 5 yenne augmentent tout le long du
—— e —— ﬂ | —— . — bossage, et atteignent leur maxi-
1
°°mFT“W“///" * N isbor 4 mum G peu pres devant le bossage
débul de peu p - ge.
maxumale 0.%Ly

{ D . [l
la plexion Au deld, elles diminuent graduel-

lement jusgu'aux valeurs de NAVIER,
—Le taobleau ci-dessous montre les valeurs de la comoression
maximale dans lo fibre moyenne {dons l'axe de la piécs), ces

flexions, et du rapport §= Jcompression max.en A/
traction max.en B

(f":’bre ma_yenne)
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L 1.} (V’, “-U C
G-x,mej/P1 ( A ) - ‘PF &mﬁ(ﬂ") 6
i
B’ B.E. B.L. B.E. B.L. B.E. B.L.
0.166 | -0.187 | -0.243 {0.203 |0.103 {0.77 1.37
0.100 | ~0.163 | -0.193 | 0.209 | 0.142 {0.86 0.90
0.050 | -0.150 0.222 0.59
0.010 | -0.250 0.262 0.89

— Les compressions maximales dans la fibre moyenne ne sont pas
tres élevees. Cela est d0 & la présence du bossage, qui permet
une application progressive de la précontrainte sur le hourdis.
Elles restent nettement inférieures aux traoctions moyennes
d'entraimement derriére le bossage (en B). Le fait est d'autant
plus margque que "b" est grand.

L'augmentation des valeurs des compressions obtenues avec 1'hy-
pothése de bords libres, découle de la reduction de la section
transversale qbi, dans ce cas-la, n'a pas d'8mes lotérales.

- Les flexions qui appcraissent ne sont pas importantes et de-
viennent presque négligeables avec l'hypothese de bords libres.

- Les compressions maximales diminuent avec 5‘, Qu controire de
ce qui se produit dans le cas d'un ancrage noyé, oU l'applica-
tion de la charge n'est paos gruduelle : du foit de la présence

du bossage, les compressions dues o lg partie de la force de

précontrainte transmise par le partie postérieure du bossage,
se diffusent plus vite quand ¥ décroit (et donnent par con-
séquent des valeurs plus petites au point A). Cela explique
aussi les vaoleurs obtenues pour ¥ = 0.01 ou lao situation s'ap-

proche de celle des ancrages noyés(Lbnégligeqble par rapport
a nbu) .
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C) Le long du bossage . Il apparcit une zonme & flexion qui

s'étend sur 0.8 Lb ¢ partir

de l'ancrage et qui tend la
0'6\'0‘75Lb fibre inférieure du hourdis,
| O8Lb en y entrainant de fortes trac-
! S tions sur une longueur de Q.6 &
| : 0.75Lb. Cette flexion est due,
!b ILPZIY, h d'une part & l'excentrement du
—_—— = Y i o] et - it cdble,et d'autre part & celui de
' la ligne de ¢ d.g . du bossage
77720
K
L'y

par rapport a celle du hourdis. Lo flexion demeure & peu prés
constante sur toute la longueur affectée, si bien que les
tractions les plus fortes se produisent juste devont l'ancrage,
ou s'accumule l'entrginement produit par lo précontrocinte trans-
mise par la partie du début du bossaoge.

—La largeur 'ht' de la zone soumise & des tractions, s'étend sur
0.66 b environ, de part et d'autre de l'axe de la piéce. Pour
y=pb (fig. 5.5 L toutesles contraintes 0, sont des compressions.
Par contre, avec l'hypothése de bords libres, les courbes ob-
tenues montrent que les tractions dams le fibre inférieure
persistent jusqu'aux bords du hourdis (ht = b).

—Les valeurs des troctions maximales dans la fibre inférieure
du hourdis pour y = 0 (oxe de la pidce) et y = b o (bord du
bossage), ainsi que celles de la plus grande résultante des
tractions Tx, obtenue por intégration des volumes de troctions
suivant différentes sections transversales, sonl montrées

ci-dessous

: oaﬁng/?;(3=0) Olgn$/P¢(3= bc) Tx / F?

X B.E. B.L. 8.E. B.L. 3.E. B.L.
0.166 0.280 0.231 0.311 0.307 0.120 0.202
C.100 C.310 | 0.303 0.338 0.331 0.202 | 0.274
0.050 0.340 0.345 0.285
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Un bossage - Courbes des

contraintes longitudinales

(Cx)
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— Quand 'b'augmente, les tractions sur la fibre inférieure aug-
mentent légerement. Les résultontes Tx dugmentent encore plus du
fait de l'augmentation de la largeur affectée 'ht'.

Le calcul avec les bords libres donne 4 peu prés les mémes vo-
leurs des contraintes maximales. La forte augmentation de Tx,
est due ou fait que dans ce cas, les tractions s'étalent sur
toute la largeur du hourdis.

5.1.2.3.- Contraintes transversales G}

— Les figures 5.10 & 5.16, montrent les courbes des contraintes
transversales Cﬂ% suivant plusieurs sections longitudinales
et tranmsversales.
— Sur l'axe de la piece (y=o),les controintesﬁs, sur la
fibre moyenne, prennent des valeurs positives {troctions) jusgu'a
une distance de 0.2Lb de la fin du bossage. Derriere ce point,
ce sont touvjours de compression.
La diffusion graduelle entraoinée par la présence du bossage,
réduit nettement les valeurs des troctions d'éclatement,qui
restent faibles et présentent une diffusion trés adoucie. On
o trouvé une voleuyr moximale G&;mozf: 0.024p, qui n'est
influencée ni pcr'Jyni par les conditions d'encastrement. La
résultonteT% des tractions moyennes d'éclatement est gussi
faible, entre 0.10 et 0.18 Fp.
— On o décelé lo présence de trois zonesde flexion transver-
sale
a) Une premiere, derriére le bossage, gui met lo fibre supé.
rieure du hourdis en traction {zore A)
b) Une seconde, le long du bossage, qui s'étend sur 0.8 b &
partir de l'ancrage, avec des tractions sur la faoce inférieure
du hourdis (zone B)
c)Une troisieme devant le bossage, qui s'étend cussi sur une
distance de 0.2 Lb vers l'intérieur du bossage. Elle est trés
sensible 4 la courbure du cdble, et tend lo fibre supérieure

du hourdis (zone C)



147

- Lo largeur 'ht' de la zone affectée par

avec K

les tractions, varie

S
| 5 ht (B.E.)} ht (B.L.)
' 0.166 | 0.43b 0.53b
, — 0.100 0.32b 0.36b
I f 0.050 0.20b
1 0.8Lp
.

-——l.25 valeurs des tractions transversales

trois zones sont

maximales dans les

GF; "\M/ Py Gg,mo.x/JPg o:a,mo.x/ Pi
¥ B.E. B.L. B.E. B.L. B.E. 8.L.
0.166 | €.081 0.041 0.170 | 0.107 0.090 "0.073
0.100 | 0.0%8 0.046 0.167 } 0.139 0.080 0.076
0.050 | 0.040 0.157 0.066
ZONE A IONE B ZONE C

— L 'hypothese de l'ennulotion des rotations tronsverscles(iea:o)
le long des bords, que nous avons adopté, entraine l'apoarition de
fortes flexions transversales & l'encastrement (fig.3.12),

Ces flexions diminuent nettement guand 'b' augmente.

Dans la réalite, ou une certaine rotation Q‘ existe, ces flexions
seront necessoirement moins fortes.

5.1.2.4. - Etat de contraintes dans les parois latérales.

Lo figure 5.17 montre le cisacillement le long de la ligne de jonc-
tion hourdis-parois. La figure 5.18 donne les contraintes longi-
tudinales 7y dans les parois, pour deux sections transversales
l'une devant le bossage, quond lo précontrainte est deja diffusee,
et qui correspond @ la distributien de MNavier ; l'autre situéde
derriere le bossage.

La distribution des contraintes Ux dons les parois latérales,
suit uvne loi linéaire, oU seule la graondeur des cortraintes

varie,
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5.1.2.5. - Diagrammes de contraintes principales :

Les figures 5.19 & 5.21, montrent les distributions des con-
traintes principales, dons le cas CP-1, pour les fibres moyenne ,
supérieure et inférieure,

— Lo fibre moyenne du hourdis (5.19), est toujours sollicitée

en traction-compression.

Lo transmission de la précontrointe du bossage au hourdis, se
fait par deux mécanismes principaoux : cisaillement le long des
bords latéroux du bossage, et entrainement de la zone derriére
l'ancrage. Elle c lieu trés graduellement, et est en grande
partie accomplie devant le bossage. Les compressions restent
donc modérées avec un léger maximum & 1'cvant du bossage et

les tractions tranmsversales {ou d'éclotement) sont assez faibles.
Par contre, des troctions apprécicbles apparaissent aux bords

du bossage avec une pointe juste derriere l'ancrage ou s'accu-
mulent les effets dus & la discontinuité géométrique qui vy
existe.

—Les distributions concernant les fibres extr@mes montrent les
trois zones de flexion citées auparavant ;

a) Devont le bossoge, avec une décompression longitudinale de

lo fibre supérieure, loguelle est aussi sollicitée transversa-
lement en traction.

b)Derriére le bossage, une zone critique oU la fibre supérieure
subit de trés fortes tractions longitudinales et d'autres, plus
faibles, transversales.

c) A 1'intérieur du bossage, il appara?t une autre zone cri-
tique, oU lo fibre inférieure est fortement sollicitée en
traction. Les troctions les plus grondes, apparaissent le long
des bords du bossege (y = bo) et & une distance de 0.25L b
environ de l'ancrage. L4, le béton est en bitraction et la direc-
tion des tractions maximales forme un angle de 359 environ avec
1'axe de lo piéce.

Toutes ces flexions présen:ent de trés brusgues vaoriations, sur-
tout & proximité de la discontinuité geométrique de la fin du
bossage.

— Aux bords de ia pigce, on voit de fortes flexions tronsver-
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sales. Cela vient de l'hypothése d'impossibilité des rotations
((? = 0), que nous avons adoptée

Les calculs faits avec d'autres valeurs de 'x , montrent gque
ces flexions diminuent rapidement quand le bossage s'2loigne

des bords.
— Les diagrammes obtenus avec l'hypothese de bords libres (ccs

CP-2), gue nous ne montrons pas, présentent par rapport J ceux du cas

Lb

CP-1, les mémes variotions qui ont été signélées lors de 1'a=
nalyse des contraintes O, et Gy : les flexions devant et
derriére l'ancrage sont plus faibles et disparaissent rapide-
ment. Par contre, la flexion de la zone centrale du bossage
s'étale transversalement sur toute la largeur de lao piece.
Cette flexion entraine des tractions, dans la fibre inférieure
du hourdis, qui arrivent jusqu'aux bords de la piéce.

- Il faut aussi noter que des tractions importontes existent
dans des zones ol le beton est sollicité en compression - trac-
tion, et sa résistence ultime est,par consequent nettement plus
faible gque la valeur en compression uniaxicle Bp.

5.1.3.-Influence de la longueur du bossage.-

L'étude des cas CP-10 et CP-11, oU seule la longueur du bos-
sage a été modifiée (Lb=150 cm en CP-10,et Lb=100 em en CP-11)
nous permet de dégager son influence

— Dans la zone soumise & des troctions d'entrcinement, la di-
minution de Lb augmente la longueur de diffusion Lt,ainsi que
les contraintes maximales de traction dens la fibre moyenne, et
leur resultante.

Par contre, les flexions diminuent avec Lb, & cause de la ré-

duction de la zone du bossage affectée par les excentrements
du c@ble.

100 em | 0.77b 0.237 | 0.318

Lt T, moy /P, /
y/Pu| Tx,m/FeiU%, sup/p, | Tx, £ /55 (O.;,SUFP-@,”‘-OV)/Q,.

150 cm | 0.68 b 0.217 | 0.293

0.670 0.103 0.433
0.740 0.14¢ 0.523

Toutes ces variations

testent cecendant faibles.
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~— Devant le bossage, on apergoit une influence nette de lc va-

riaotion de Lb, sur les valeurs des contraintes :

L.bc Ol,mg;/?i 0"3,!“05 I’Pi 5

100 cm - 0.196 0.025 0.83
150 cm - 0.151 0.017 0.70

§= Compression max.devant le bossage

traction max.derriére le bossage

(fibre moyenne)
Lo diminution de la longueur du bossage et, par conséquent, 1'ep-
plication plus brusque de la charge, entraine unme forte augmen-
totion des compressions devant le bossage. De méme, les trac-
tions tronsversales d'éclatement(}% augmentent brusquement
quand Lb diminue, tout en demeurant cependant foibles.
~— Les valeurs des flexions longitudinales et transversales de-
vant et g l'intérieur du bossage sont @ peine affectées par sa

longueur Lb.

5.1.4. - Influence des dimensions relatives bossaage-hourdis

et de l'excentrement du clble.-

— L'analyse des resultots des cas CP~7 a CP-10, qui comportent
des variotions des épaisseurs du hourdis (ho) et cu bossage
(hb% ne nous permet pos Qe degager une correspondance claire
entre les dimensions relatives au bossage et du hourdis,st les
flexions calculées.

En effet, nous avons constoté que c'est plutdt l'excentrement
du c8ble par repport & lo ligne des centres de gravité des sesc-
tions,qui a une influence sur les valeurs des flexions.

-~ Celo nous o emmené & étudier, pour une méme épaisseur du hour-
dis (16 cm% deux hauteurs de bossage différentes : 24 cm
(CP-10) et 30 cm (CP-8) 2t ce dernier cas, avec deux tracés du
cdble différents (CP-SA et CP-GB) :
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——trace du cable

—.—ligne c.dg hourdis
. sections

— — 22 Pl

Fig.5.22

- Dans la zone des tractions d'entrainement, nous avons obtenu

les valeurs suivantes :

(420}
Tx,me /Pi T, 54p/Pyg [Ox5up =Tx, mog)
1Moy “p ;
CAS (41 0) Tx,m/Fp (4:0) % Tx,f/Fp
CP-101] 0.217 0.293 0.740 0.523 0.146
CPBAY} 0.215 0.292 0.583 0.368 0.098
CP881} 0.233 0.302 0.540 0.310 0.077

Nous remarquons que les tractions moyennes changent & peine,

mais les

flexions s'averent treés sensibles aux excentrements.

— Juant aux flexions & l'intérieur du bossage, les tractions

obtenues dans la fibre inférieure du hourdis varient plus

Cuinf /P4
CAS (wz0) Tx,f/Fp
CP-10 | 0.226 0.192
CPSA | 0.157 0.134
CPSB | 0.119 0.112

~La longueur de la zone soumise & cette
flexion (Xa), ainsi gue celle ol des
tractions apparaissent sur la fibre
inférieure(Xb), sont trés sensibles
au tracé du c8ble et & son point ¢z
raccord sur la fibre moyenne du

hourdis (Lr),
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CAS Lr/Lb Xo/Lb Xp/Lb
CP~10 0.85 0.75 0.64
CP-9A 0.75 0.67 0.57
cP-38 0.70 0.63 0.52

— De cette étude, nous pouvons dégoger deux conclusions impor-
tantes :

1. - La comparoison des résultats des cas CP-3B et CP-10 montre
que, pour une épaisseur du hourdis donnée (ho), une augmentation
de lo hauteur du bossage (hb) diminue l'excentrement du clble

par rapport @ la ligne des c.d.g. des sections, et entraine donc une
duction trds nette des valeurs des flexions au milieu et derriére
le bossage.

lLes cas CP-3A et CP-9B, montrent que l'ancrage, dons la mesure

du possible,ne doit pas &tre centré dans le bossage (CP-9A),

mais plocé le plus proche possible du hourdis (CP-SB).

2. - Les flexions dans la partie devant du bossage sont trés
sensibles au tracé du c8ble dans lo zone de roccord sur la fibre
moyenne du hourdis. Le cas CP-9B est le plus favorable. Il en
découle gque la raccord doit &tre réalisé & l'intérieur du bossage
u.réLbL ce qui eévite l'apparition de tractions longitudinagles,
dans la fibre supérieure du hourdis, devant le bossage. En méme
temps, cela permet d'augmenter l'enrcoage du cdble dans une zone

ot lo poussée au vide est importante.

5.1.5.~ Effet du groupement de bossages

5.1.5.1. - Deux bossages.

—Nous l'avons étudié avec l'hypothése de bords emcastrées {(CP-12)
et de bords libres (CP-13). Le caos CP-12 correspond oux essecis
Ho-B, avec lesquels nous ferons plus loin lo comparaisoen.

Aux figures 5.23 & 5-34 nous montrons les allures des contrcintes
G',‘;tc'\é , Suivant différentes sections longitudinales ¢t trans-
verscles. Sur les courbes longitudinales sont montrés, en traits
fins, les résultats obtenus avec les bords libres.

Les figures 5.35 & 5.37 présentent les controintes principales

ré-
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obtenues respectivement, dans les fibres moyenne, supérieure et
inférieure du hourdis.

—Les bossages étant tras proches des parois, les conditions de
bords ont ici ume grande influence et les résultats obtenus
avec l'hypothése de bords libres se situent déja fort loin de
la réclité : des trois zones de flexion longitudinale, seule
la centrale reste accentuée et les deux restontes apparaissent
trés faiblement, uniquement 3 proximité de 1'oxe du bossage.

- Avec 1'hypothase de bords encostrés, les trois zones de
flexion longitudinale subsistent sur toute lo largeur du
hourdis.

Des tractions longitudinales importontes apparaissent sur le
fibre supérieure derrieére l'ancrage, et sur la fibre inférieure
& l'intérieur du bossoge. Ces tractions persistent sur toute la
zone entre les deux bossoges et disparaissent rapidement quand
on s'approche des bords. Le long de lo ligne de jonction hourdis-
parois, les U x sont toujours négatives (compressions).

—l#s allures descourbes de contraintes ne s'éloignent pas trop
de celles obtenues pour un bossage. Les nettes augmentations des
flexions transversacles (fig 5.34) sont dues uniguement gu fait
gue le bossage est ici beaucoup plus prés des bords, ol nous
avons imposé des rotations transversales nulles.

—les principaoux résultats numérigques sont les suivants :

Derriere le | A 1'intérieur | Devant le

bossage du bossage bossage
% moyenne maximale | 0.203p! -0.251p!
! (traction) (compression)
O x (traction)max. | 0.905pl 0.230pl
(fibre sup.)| (fibre inf.)
Flexion (% ,7 0y ing) | U-702p1 0.215p]

Résultante Tx,m
(tractions moyennesf0.236 Fp

Résultante Tx,f 0.167Fp 0.088Fp
(flexions) (fibre sup.) | (fibre inf.)
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Deux bossages - Courbes des contraintes transversales (GE)
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Deux bossages - Diagrammes des contraintes principales
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6.= Compression maximale devant le bosscge = 1.24

traction maximaole derriere le bossage
Fp et pl correspondent & la précontrainte d'um seul bossage.
Les valeurs présentées ont été obtenues & l'axe du bossage
(y = bo + bl). Des valeurs plus grondes peuvent,dans certains
cas, apparcitre pour y = bo.

—~Par comparaison avec les résultats d'un seul bossage (cas
CP-1), nous constatons que les valeurs des traoctions restent
assez proches, donc nullement offectées par la présence du
deuxidme bossoge., La faible réduction des valeurs des résul-
tantes des troctions est due seulement & la diminution de la
largeur de la section transversale correspondante o chaque bos-
sage.

Par contre, les compressions augmentent nettement, ce qui ex-
pligue la wvariation du coofficientcg, gui valait 0.77 au cas
d'un seul bossage.

— Les dicgrommes des controintes principales montrent que les
deux zones critiques : derrisre l'ancrage avec lao fibre supé-
rie tendve, et au miliev du bossage avec des troctions sur
la fibre inférieure (maximum & 0.25Lb de l'oncrage), s'étendent
sur toute la zone interbossoges,laquelle reste fortement solli-
citée. Par contre, la proximité des parois lotérales provoque
une bruscue réduction desflexions longitudinales dans la zone
comprise entre le bossage et les bords dv hourdis,

Aux bords de lo piece, nous obtenons une trés forte flexion
transversale qui tend la fibre supérieure du hourdis a cdté du
bossage et la fibre inférieure devant et derriere lui.Dien que

dans lc realiteé, ol les rotaotions transversalesq% ne sont pas
complétement empéchées, les flexions doivent &tre plus modérées,
il parait évident qu'un risque de fissurotion existe dans cette
zone la,quond les bossages sont assez proches des bords de la
pléce.

Le colcul donne aussi des tractions transversales daons la zone
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interbossages qui est proche du point d’application de la
charge,

5.1.5.2. - Trois bossages.-~

~—Nous ovons calculé le cas CP-14,qui correspond & l'essai

Ho-C. Les dimensions du hourdis, du bossage et des 8mes sont les
médmes que pour les cas CP-l et CP-12,déjad étudiés. Seul le nombre
de bossagesvarie.

Les figures 5.38 & 5.42 présentent les courbes de contrajntes
Cx et Ty , svivant certaines sections longitudinales. Les digce

grammes de contrcintes principoles sont indiquées dans les
figures 5.43 et 5,45,

— Les principoux résultots obtenus pour
les oncrages antérieurs (A) et posté-
rieur (B), sont montrés ci-apras.

Fp Bt‘Fi se rapportent toujours a lao
précontruints d'un seul bossage.

BOSIAGE A 803S5SAGE [ ]
Deryidze Intérisur Devant Derriare Intérieur Devant
P 3,081 p! 20.385 1 ]0.282 i ~0.048 pli
meximale (traction) (csapresalon]{traction) {couprestion)
G.{tzoction) 0.704p1 J(O.IOV pt 0.923 i 0.329 pi
seximale (fibse sue. ¥ fibre iaf.) {flbre sup)] (Fibrs inf.)
Flexion(0y .y 0.423 »! 0.198 pi 0.661 pi 3.3146 pl
= s . mey)
Résultants ix,m| 0.208fp 0.300 g
des trections
scysnnes
Résuitonte Tx,f 0.137 Fp 0.039 Fe 0.193 Fp Q.194 Fp
dee flemions (Fibre sup. ¥ fibre inf.) k(ﬂbxu sup.) ) Fibrs inf.)
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Trois bossages - Courbes de controintes transversales
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Trois bossaoges - Dicarammes des controintes principales
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— Lo comparaison de ces résultats avec les cas CP-1 (1 bos-
sage) et CP.12 (2 bossages) permet de tirer les remarques
suivantes :

a) Les allures des courbes de contraintes sont celles qu'on
pouvait prévoir & partir des résultats des cas CP-1 et

CP-12. Les différentes flexions longitudinales et transver-
sales persistent,et leurs grondeurs ne varient pas tellement.
La flexion longitudinale en orriére des ancroges A et celle

en avant du B, se confondent en une seule.

b) Lo présence de l'ancrage B onnihile en partie les tractions
d'entroinement des encroges A, Par contre, une légére scugmen-
tation de lo troction d'entrcinement de l'ancroge B o été
obtenue.

c) Le calcul n'a pos vérifié le principe de la superposition
des cas CP-1 et CP-12. Cela est particuliarement évident dans
lo zone située entre les trois bossages. En effet, & cause de
la présence des ancrages A, la diffusion dea 1z précontrainte B
n'est plus réalisé de la méme maniere gqu'en CP-1 (voir figures
5.43 et 5.19) : les compressions de l'ancrage B se sont diri-
gees directement vers les bossages A, dont lo rigidite est net-
tement plus grande que celle du nourdis. Cela ¢ décomprimeé la
zone située en avant du bossage B, laauvelle apporcit ainsi sou-
mise @ un état de tractions transversclesﬁ} ,8 peu pres uni-
forme sur l'épaisseur de lo dolle, qul prend des valeurs im-
portantes sur l'axe ce lo piece. Néanmoins,les résultats des
essals, comme l'on verra plus loin, semblent indicuer que la
realité serait moims critigque. L'explication provient de ce
que le calcul par lo methode des coupures, on le rappelle, o
suppose la planeite des sections, hypothese qui simule mal le
comportement réel de cette zone G relief ropidement variable,
A celo s'ajoute la mauvaise convergence des séries de rourier

dans les zones de forte discontinuite.

5.2. - Résultats obtanus par la méthocde des 2léments finis.-

L'application de la methode des éléments finis a eté menge ,

on le rappelle, 2n deux phases
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A) En une premiére, nous nous sommes limités au probléme bidi-
mensionnel de la diffusion de lao précontrainte dans le plen
moyen du hourdis, lequel se considére encostré élastiquement
dans les &mes latérales (cf.3.3.5). La précontrainte, au lieu
d'8tre appliqué brutalement comme dans le cas d'un ancrage
interne, est supposée répartie uniformément sur la surface de
jonction hourdis-bossage {voir fig.3.2).

Cette phase visait en particulier les points suivants

a) Vérifier lo bonne convergence du modéle d'éléments finis
proposé , dont une grande partie allait &tre utilisée dans le
calcul tridimensionnel,

b) Evaluer l'importaonce et la noture des phénoménes de non-
linéarité qui surgissent par suite de la diffusion de la
précontrcinte unigquement.

c) Etudier l'effet d'une compression générale dans le hourdis,
qui s'ajoute au phénoméne local de diffusion de la précontrainte.
d) Obtenir lao raideur, vis-d-vis des déplacements longitudinaux,
fournie par les parois leoterales. Celc en vue d'obtenir les
coefficients des appuis élastiques qui se substituent aux pa-
rois lors de l'étude tridimensicnnelle, La réduction du

nombre d'éléments aque cela permet a été indispensable & cause
de la petite capacité de l'ordinateur utilisé.

B) Dans lc deuxiéme phase, nous avons étudié l'influence des
flexions locales, dont l'importance ¢ proximité du bossage a
ete déjo decelée avec le calcul elastique par la méthode des
coupures.

s

5.2.1. - Etude bidimensionnelle.=~

— Nous présentons les resultats obtenus daons le calcul des corps
d'épreuve des essais Ho-A (1 bossage) et no-B (2 bosscges), dont
les dimensions ont éte définies dans les fig. 4-1 & 4-3.

Nous avons utilisé une maille comportant 250 ngeuds =t 400

€léments, dont 400 pour le béton, 185 pour l'acier =<

-

15 pour la licison hourdis-parois latérales.
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Nous sommes arrivés jusqu'd ume valeur de la précontrainte de

300 KN, bien supérieurea lao charge de service, gui peut &tre
évaluée en 100 KN environ,et 4 lo charge ultime atteinte acux
essais (170 KN, avec rupture du cdble de la précontrainte).
Les résultats les plus représentotifs sont montrés aux figures
5.46 a 5.49 :

a) Contraintes maximales de traction pour le béton et l'acier
juste derriére le bossage (fig. 5.46).

b) Résultante des tractions d'entrainement sur lo section trans-
versale en arriere du bossage {fig 5.47).

¢) Compressions maximales devant le bossage (fig. 5.48).

d) Evolution de la fissuration au fur et & mesure du charge-
ment (fig 5.49).

Nous y avons aussi signalé les valeurs obtenues avec lo mé-
thode des coupures (en traits fins).
- Je 1'examen de ces courbes, nous pouvons tirer les ramarqgues
suivantes :

1. - Sous la charge de service l'étot de controintes sur la
fibre moyenne du hourdis reste nettement en phase lineaire.
Les premieres fissurations, aussi bien pour un que pour deux
bossages, s'amorcent vers 160 KN (une fois et demie la charge
de service). Au deld, on remarque la prise progressive de la
chaorge par l'acier aux deépens du béton, sans s'approcher pour
autant du niveau de plastification (pour une précontrainte de
300 KN, les plus grandes troctions dans l'acier sont de

200 MPa {1 bossage ) et 280 MPa (2 bossages) environ).

2. - 1l n'existe pas de fortes cencentrations de compressions.
Celles-ci restent trés modérées,méme sous des charges impor-
tantes. Lo petite nom-linéarité qui apporait dans la fig.5.48,
est seulement due a le fissuration dans la zome d'azntraolnement.
3. - En ce gui concerne les compressions, les valesurs élastiques
obtenues concordsnt assez bien avec cslles de lo méthode des
coupures, ce quli confirme que le bossage o pour effet de dis-

tribuer lineairement les charges dans la plaque.
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Par contre, les valeurs des tractions d'entrainement, ainsi
que leur résultante, sont nettement plus faibles. Cela vient
du fait qu'en éléments finis, nous n'avons pas considéré la
forte discontinuité géométrique qui existe & l'aplomb de 1°'
agncrage. Etant donné que le centre de gravité des sections du
bossage ne coincide pos avec la fibre moyenne du hourdis, il
existe un "couplage"” entre les efforts plans et de flexion
(cf.3.12),qui est particuliérement fort dans le voisinage de
l'ancrage. Les fortes flexions gqui y existent entrainent donc
des tractionsau niveau du plan moyen du hourdis, dont nous ne
pouvons pas tenir compte dans le calcul bidimensionnel,

4, - L'examen du développement de la fissurotion dans le cas
de deux bossages relativement proches (fig.5.49), montre que
celle-ci s'étale sur les bords extérieurs des deux bossages,
et derriére eux, alors que la zone inter-bossages n'y est pas
affactée., Leci se tradvit dans une évolution plus rapide des
fissures et dans une sollicitation plus forte des aciers
d'entrainement {fig.5.46) par rapport au cas d'un seul bossage.
5. ~ Les calculs avec un et deux bossages ont été repétés en
supposant que, avant l'applicetion de la précontrainte, existe
dans l= hourdis un £tat de précompression genérale, que nous
avons fixé a 3 et a 6 MPa.

Les résultats obtenus, que nous ne présentons pds, montrent
que la précompression generale n'opperte aucune influence, si
ce n'est qu'elle permet de retarder l'apparition des fissures,
en réduisant entre autres lo tractiom d'entrainement. Les com-
pressions devant le bossage restent modérées et n'entrent pas
nettement dans la phase & comportement non-lineaire.

L'effet d'une compression générale dans la zone d'ancraoge s'a-
vere donc étre favorable dans tous les cas.

- Nous pouvons donc conclure que la diffusion de lao precon-

trainte seule n'est pas capable de solliciter la hourdis & un
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niveau suffisamment élevé. Le bossage répartit l'application

de la force sur le hourdis,qui se fait graduellement, et

l'état de contraintes au niveau de la fibre movenne de la

dalle reste dons le domaine linéaire sous les charges de
service,

La prise en compte des flexions locales est donc indispensable.
Celles~ci, trés fortes au voisinage de l'ancrage, doivent
certainement produire des contraintes hors du domaine linéaire,

ainsl que de fortes fissurations.

5.2.2., - Etude tridimensionnelle.-

~ Nous avons étudié avec le programme FLF le corps d'épreuve
utilisé aux essais de 1974 (cf.4.1 ), dont les dimensions son
explicitées dons la figure 5.50. '
Les corps d'épreuve & échelle réduite des essais Ho-A, Ho-B
et Ho-C ne se prétaient pas ¢ cetts analyse parce que, 4 cause
de la précompression générale appliquée, on n'y avait pos re-
leve de phénoménes de non-linéarité.

— Nous avons utilise une moille

®
; dimensicns 2n ¢ ,., Ly
F: ““EL—LFffli comportant 335 élémenzs et 200
Bﬁ i'boo noeuds. Sur lo ligne de jonc-
* ! . . . - .
val ——— ?1. — . tion hourdis-parois, 15 appuis
i !50 ) . . JENN
i1, ; elastiques ont simule 1'encas-
125 I
trement 2lastique, vis-3=vis
FIG 5 B¢ des déplacements longitudinaux,

fourni par les parois latérales. Lo section du hourdis a été
divisée en 5 couches de béton et 2 couches d'acier (supérieur
et inférieur).

La précontraointe o été appliquée par étapes de 200 KN jusqu'a
la premiére fissuraotion, au deld de quol on a continue de 100
en 100 KN. Le calcul s'est arraté a 1500 KN, par rupture du
beton du bossage juste devant l'oncrage. Lo charge de service
pouvait &ire évalueée en 800 KN environ,

On rappelle que le calcul suppose un béton avec les caracteéris-

tigues swuivantes

fe (N/mm¥)=30 ; 9:0.2 ; ELfw/mm¥):= 30,

quil correspondent aux essais de KUPFER.
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Courbes de contraintes longitudinoles suvivant quelques sections tronsversoles
0, (MPa)
3 -
I
24 | ,,
] O,MPa) 10MPa) ]
14 u—» 7

1

|

~1-4

.il»rll..“”?‘/'nllll‘l“ﬂ 0 lll\l'll.lltl.”
—, -7 _r!..\. -
. ﬂvuuoo KN . _ _nwnt.oo_.nz
g B 552 o br
o ¥
Tt
Fig. 5.53
Ox(MPa) AN . -
“._W p 7 - % X=Jucm
i_(‘“mhn“n.!4,“hwm 0 I.J..\ o e .ed.."{.“n
-~ 1l - -
.I-llul.ll.\\\ -7 \\
_ Fp= 200KN 1 777 [=100kN
| A b 222 12
¢} ¥ r 0] y !
| S ——
Fig. 5.54

0,[MPa)

4
v\q ac Sup.

S

Ty (MPa)

2 ; 10.{MPa) e
um; ® hm, e [¥=7280m]
N .
NS b Y e
| - ~ .fl,l// T .1:..)/

) ST 2 SN I LS
1 e | [ResoR]
:rm e N ey r-INWU;:x-\ . _ ]

% U\N 9 ﬁu by
vilmv w!;xv,ﬂ <
{0,(MPa) ;q (MPa) x'=136cm. |
|~ [Rm200kN] [Fp=800KH]
—l,f../. //il 1 ﬁiill -~
0 !,.,ﬁ.,..u.(,,;.,...wl. u. TEEE o 1 T .,.‘.‘l‘m,l.m‘..l....
-5 -2

Fig. 5.55
Fig. 5.56
Fig. 5.57



174

%00 ¢

NYGO0Z]

abpssoq

[rei608]

NYNO00
beiooe) np 819eT1Ip ud sa[oL

~tpn31bBuo] sejuinijuo’

-~

- D i - "
e e o ———

86°6 "B14
-  [i00s]
. [N%oos!)
~ouMH~ ko> .umem e s ,.um,:r:mu
X 00y \X
0 %3 (edW)*D (o3 (edn) 0 (2]
B B A S S IR L S .
. It . VAR o
hoysq /i |: i FE15]: \\ ;| s v T e \\
R N T . ] A
I Gl i S |
N E 13 ( / I \ o
! . “m __ ! - _ __. 1e14 .4\ - -0ov uwwﬂ_.w_.ﬂ_.u
P I v ! 1 N .
| __. Vg ] [ N I~
! H ] : - ™~ T
B 1 . n Hyf Y ; o
! 1 \. 1 v Konan 1 )3k .\\ /
! ! __ i\ : 1 1k oos \ \ [ooe : e,
i i! P! I N o]
I A I 23N ; ro !
___ . \ —’ f : [ ans’qyy —.. .. oo \ \ ;
| d . way ....
2 \ / s\\\ ” fm i gy | \ \
3 / : :
(1} ’ \ - 3 /1 k ooz f.,cﬁ§, i, / J
i \ ; ! —.. 4 g
h Vi [ { _ /
: “_ i “ ! ! _4 n e , .
i t . : s ) 3 L e - 0y e
Vo I H N\ S sz/; T
d d d ' e e
= uolo Jaihe
(N3] (NX)'3} (NX) 3 (oY voss (sl oot e [¥=iivi}335 ) . (N9

[o-uorrsas GRLI




175

N

—Les figures 5.51 & 5.57 présentent les valeurs des contraintes
Tx et 0y, suivant guelques sections longitudinoles et trans-
versales, sous différents états de chargement.

Les allures pour une précontrointe de 200 KN ne diffarent &
peine de celles obtenues aovec la méthode des coupures. Seule
pointe de flexion derriére le bossage, quoi qu'encore marquée

)
s'est nettement adoucie.

Les courbes obtenues pour des précontraintesde 800 KN e+ de
1400 KN, montrent les fortes redistributions de contraintes

qul se prosuisent aux alentours des zones fissurées.

—La fig. 5.58 montre 1'dtat de déformotions et des contraintes
sur trois sections (A, B et C), situées dans l'axe de la pléce

et, respectivement, a 1, 8 et 16 ¢cm en arriére du bossage.

A la traction d'entrainement

c—!_ s'ajoute une forte flexion qui
2“7‘* A tend la fibre supérieure ou hour-
—~ "

"'_{::::::Ez}f' T dis. Celae est particuliérement

N importante dans lo section A,

. située juste derriére la discon-

tuinité du bossage : la fissu-

raticon de la fibre supérieure arrive trés 18t et s'étend vite
sur l'epaisseur de la section. A 1200 KN les aciers supérieurs
se plastifient et lo section devienne une vraie rotule avec
l'armature superleure en traction et une petite zone en ocs

ou le beton estfcompre551on

Dans la section 'B', la fissuration se produit aussi +8t mais,
du fait de la rotule qui se développe rapidement en 'A’, =lle
reste limitée, sans entrainer de fortes déformotions dans

les aciers.

A 16 cm derriére l'ancrage (section 'C'), du fait du déevelop-
pement de la fissuration dans la zone de devant,les sollicita-
tions @ partir d'un certain moment restent bloquées, sons que
les augmentotions successives de la précontrointe ne s'y

fassent sentir.

~—Dans la fig. 5.59, nous indiguons les valeurs des résul-
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lonaitudinales ¢,
tantes des txcctionsyreprises par les aciers, le long des
trois sections transversales 'a', 'b’' et 'c', ainsi que
leur rapport avec celles résistées par le béton. Les allures
des courbes Oy pour ces sections ont eté déja montrées dans
lo figures 5.53 a 5.55.
Ces figures confirment ce que l'on vient de dire : la non
linéarité due a la fissuration dans la zone d'entrainement
reste trés concentrée juste derriére la fin du bossage.

~— Dans la fig. 5.60, nous rcpportons les valeurs des con-
traintes longitudinales(j et transversales Oy, juste devant
le bossage, qui est la zome oU se trouvent les plus fortes
compressions.

Au niveau de la fibre moyenne,ncus trouvons des contraintes Uy
de compression et 03 de traction (d'éclatement) assez modérées
(voir fig 5.51 et 5.52). Une flexion, due & la poussée au vide
du céble, augmente |es tractions transversales dans la fibre
supérieure du hourdis, gqui devient fissurée pour une charge

de 1000 KN. Cette fissure n'arrive pourtant pas a entrainer
des fortes tractions dans les aciers,

Quant aux contraintes longitudinales @ , les veleurs obtenues
confirment que l'opplicotion graduelle de la précontrointe o
travers le bossage,empé&che l'apparition de fortes compressions.
Celles~ci n'atteignent jamais dans le hourdis des valsurs im-
portantss, méme sous de charges plus grandes gue celle de ser-
vice,

—Les fig. 5.61 & 5.63 montrent, respectivement le développement
de la fissuration au niveau de la fibre moyenne, superieure et
inférieure de la plaque, ocu fur et 4 mesure de l'augmentation
de la précontrainte. Dans la fig. 5.64,sont montrés les &tats
de sollicitation des aciers un peu avant de la rupture
(Fp = 1400 KN).

Nous pouvons tirer les remargues sulvantes
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Progression de la fissuration
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Progression de la fissuration ( cont. )
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a) Une premiére fissuration apparait trés t&t (F =400 KN).
Elle se produit, sur le fibre supérieure du hourdis, dans

la zone située juste en arriére du bossage. Les fissures
commencent & l'axe de la piéce, en direction normale a lui

et se développent vers les bords du hourdis en prenant une
légére inclinaison. Celle fissuration reste concentrée au
droit de l'arriére du bossage. De part et d'autre de l'axe,

et sur une zone d'd peu prés trois fois lo demi-largeur du
bossage, les aciers sont fortement sollicités, voire plosti=-
fiés, constituant une espece de rotule.

b) Sous une charge un peu plus grande (Fpzr600 KN) une autre
fissuration apparait dans la fibre inférieure du hourdis. Ces
fissures commencent sur les cdtés latéraux du bossage et for-
ment 359 & 45° avec l'axe de la piece. Les premiéresapparais-
sent & Q.25 Lb environ de la fin du bossage (Lb = longueur
bossage). Cette fissurution se développe sur tout le bord du
bosscge, vers l'avant de celui-ci, et se propage dans le hour-
dis 2t aussi sous le bossage, en ctteignant l'axe de la piece,
A la différence de l'autre fissuration, celle-ci est frés ré-
pandue, Elle s'étale tout le long du bossage et sur une lar-
geur, de part et d'autre de l'axe, de cing folis la demi-largeur
du bossage, environ. Du fait de l'extension de la zone fissurce,
les aciers ne presentent pas de fortes concentrations de trac-
tions et restent loin de lo plastification.,

c) Le schéma de fissuration, au niveau de la fibre moyenne de
la plogue, cffecte les zones ou les fissures décrites auoc-
ravant,en se prolongeant vers l'interieur du hourdis, arrivent
a fissurer la zone centrole. Elles correspondent & peu pres
oux zones les plus fortement fissurées,et concordent assez
bien avec les endroits ol les aciers sont fortement sollicités.
d) Plus tard, pour unme charge un peu au dessus de celle de
service {Fp~1000KN), s'amorce ume fissurction dans la fibre
supérieure du hourdis et & lc base du bossage. Elle est due

¢ la poussée au vide du cdble dans la zone de roccordement
cvec le plan moyzn du hourdis. Cette fissuration reste fine

et concentrée o proximité de l'axe de la pieéce.
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Directions des fissures dans lo fibre inférieure du hourdis
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— Dans les figures 5.71 & 5.73 nous présentons les tracés des
contraintes principales dans le hourdis, correspondant aux
premiers stades du chargement (Fp = 200 KN), ol la pigce o
encore un comportement é€laostique, et un peu avant la rupture
(Fp = 1400 KN), avec la fissuration assez développée.

On y remarque clairement la réduction des tractions dans les
zones fissurées (zones foncées des figures), ainsi que les
endroits ol les tractions sont presque annhilées,et par con-
séquent des fissures importantes existent.

Pour Fp = 1400 KN, de fortes compressions aopparaissent au ni-
veau des fibres extrémes, aux endroits ol de grandes fissures
existent dans les fibres opposées : derriére le bossage pour
la fibre inférieure, et le long des bords du bossage et dans
sa partie postérieure pour la fibre supérieure.

- Daons les fig. 5.65 & 5.67, nous indiquons les directions des
fissures {pour Fp = 1400 KN), les fibres moyenne, supérieure,

et inférieure du hourdis. d9ns

5.2.3. - Influence d'une traction uniforme dans le hourdis.-

— Le programme, comme nous l'avons dit au chapitre 3, ne pré-
voit pas de déchargements dans les lois de comportement des
matériocux. Néanmoins, l'observation des résultats correspon-
donts & la charge de service (Fp=800 KN), montre que dans
aucune zone du hourdis, les compressions dans le béton n'ont
atteint des valeurs importaontes et que celui-ci était encore
en zone linéaire.

Cela nous o permis d'étudier l'effet de 1l'applicotion pro-
gressive d'une traction uniforme dansle hourdis , & partir

de l'état de sollicitatiens correspondant & la charge de ser-
vice de l'ancrege. Cette traction a été appliquée par etapes
de 0.5 MPa, jusqu'a 1.5 MPa.

— A l'gide de cette méthode, on peut envisager d'etudier le
déchargement possible de lo zone des bossages du hourdis,

sous l'effet des aoctions différées ou thermiques.
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Le développement des fissures pour les différents taux de trac-
tions est montré dans les fig.5.74 & 5.76. Dans la fig.5.77
nous indiquons les augmentations des contraintes de tractions,
aux armatures superieures placées en arriére du bossage.

Nous constatons une extension importonte des zones fissurées,
et une augmentation trés marquée des tractions aux acilers,

dont les valeurs sur l'axe de la piéce sont indiquées ci-apres:

Traction dans le hourdis (MPa)
0.5 1.0 1.5
1 cm derriere le
bossage 19 % 31 % 44 %
5 c¢cm derriere le
bossage 33 % 80 % 120 %

Ces augmentations sont importantes sur toute la zone d'entrei-
nement oU le béton était déjd fissuré sous la charge de ser-
vice (Fp = 800 KNJ.

L'aoplication d'une tracticn uniforme dans le hourdis a denc
deux effets importants. D'une ©part, elle permet une gronde
extension de zones fissurées sur les deux faoces du hourdis et,
d'cutre part produit une forte augmentation des tractions

dons les aciers d'entroinement, qui doit &tre accompagnee

d'un accroisement de l'ouverture des fissures.

5.3. Comparaison avec les resultats sxperimentoux.-

5.3.1. - Corps d'épreuve a échelle reduite

Les esscils de mise en précontraointe des corps d'épreuve décrits
précédemment se sont tous cchevés par lo plastification, ovec
parfois des ruptures de fils, du cdble de precontrcinte,

sous une charge de 170 KN environ. Nous y avons ncze tout au
plus une fissurction restée fine de poussée au vide, dans la
zone gu traceé courbe du céble au commencement du bossage, sur
les pisces indexées A et B(pdur une charge de 150 KN environ;.
Le béton dans l2 cas C etait plus résistant. Les mesures rele-
vées ont confirmé que le comportement des corps d'epreuve est

reste quasiment lindaire. Les mesures cobtenues vne fols 1'zs-
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fibre moyenne

Fig. 5.74
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sai terminé et la piéce déchargée ont coincidé sensiblement
gvec l'étot zéro, sauf dans certaines zones bien délimitées
(fissuration due & la poussée au vide du c@ble). Lo pré-
compression générale n'y a donc aucune influence, si ce n'est
qu'elle o permis de retarder, voire d'empécher, l'apparition
des fissures.
Cela confirme d'ailleurs les résultots obtenus avec la mé-
thode d'éléments finis bidimensionnels (cf. paragraphe 5.2.1):
}'application de la précontrainte au moyen d'un bossage se
fait trés graoduellement sans que des compressions importantes
apparcissent. Celles-ci restent trés modérées et n'entrainent
pas de rédistributions non linéaires appréciables, méme si
une précompression générale importante est appliquée,
Puisque le comportement reste en pratique dans le domaine de
1'élasticité, les résultats vont &tre comparés avec ceux ob-
tenus avec la méthode des coupures.

5.3.1.1. - Un seul bossage (corps d'épreuve A),-

—= Les résultats sont montrés dans les fig.5-78 a 5-80.
dans la fig.5.78 nous indiguons agussi ceux obtenus avec la
péthode des ¢léments finis (en phase élastigue), gqui ne dif-
ferent @ peine des vaoleurs obtenues avec la méthode des cou-
pures, sauf pour la pointe des flexions juste derrigre le
bossage, qui est moins forte, tout =n demeurant impertante.
Les contraintes sont toujours rapportees a lo pression d'ap-
oui py = force de précontrointe/(largeur du bossage x épaisaur
du hourdis = 60 cm2).

-— Nous pouvons noter aue la concordance entre le calcul theo-
rique et les points expérimentaoux est assez bonne sur l'en-
semble des résuitats. Nous pouvons déceler cependant guelgues
zones oU la concordance 2st moins satisToisante
- Celle située devant le bossage et loin de lui, c'est &
dire & la base du corps d'epreuve, dans laauelle lg zrécon-

d

*rainte devrait 8tre déjd diffusés =2t les flexions annihilées.

i
Les esscis montrent l'existence e faiblss flexions, duescer-
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tainement & lo flexion d'ensemble de lao pigce, étaont donné

que la fibre moyenne de la dalle est excentrée par rapport

au centre de gravité de la section transversale.

Dagns l'essai Ho-A2, les valeurs des compressions moyennes,

une fois la précontrainte diffuseée, sont plus grandes que
celles de l'essai HO-Al et s'approchent des valeurs obtenues
d'aprés le calcul sous l'hypothése des bords libres {fig.5.2).
Cela pourrait bien découler du fait que la liaison hourdis-
parcis latérales, au moyen du boulonnage, est loin d'assurer
une bonne transmission des efforts longitudinaux. Pour confir-
mer cette supposition, lors des essais & deux bossages nous
avons collé des jauges sur les 8Gmes, & proximité de la base

de la piéce, ce qui vo nous permettre de vérifier si la trans-~
mission de la précontrainte se fait correctement et si les
parolis prennent bien la partie de la charge qui leur correspond.
- Dans la zone des troctions d'entrainement, les flexions
longitudinocles sont wn peu plus faibles gue celles calculees,
et les troctions au niveau du plan moyen de la glcave sont
guasiment nulles, situotion Qui va se reépeter lors des sssais
g deux bossages.

Il y a deux faits qui peuvent l'expliguer : d'une part, lc
longueur de Lo piece d'essal en arriéere le bossage n'=st opas
suffisante, de sorte gu'elle n'empéche gque foiblement le
déplacement du bossage vers l'avant, & cause de lc précon-
trainte. Lors des essais en grandeur réelle (1974) on avait
crée dans ls bout de la piéce une sspace de poutre de rigi-
dité, de fagon & augmenter lao reéesistance & l'entrcinement de
la zone derriers le bossage et a mieux simuler les conditicns
réelles ou la piéce se prolonge bien au dela du bossage. Celso
n'a ocas ¢té possible cette fois, étant donné que l'application
de lao précompression genérale sur lo plece seroit génée car

lo présence de cette poutre.

w

[

(71}
L

Dans les essais Ho-A et Ho-B, nous pouvons dire que la re

}

tence G l'entrainement n'existe guere, et que lo partis pos-
térieurs ce la piéce 'svit' lz bossage sans aucune géne,

comm2 s'il agissait d'un ancrage aux abouts. Cela est 2n plus
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aidé par le fait que les boulons, comme nous le verrons
plus loin, n'assurent pas une bonne transmission de la
force aux d@mes et que, par conséguent, celles-ci génent

& peine les déplacements du hourdis.

- On peut aussi noter une grande divergence entre les re-
sultats donnés par la jauge située a la base du bossage,
dans les essais Al et A2, ainsi que par rapport aux résul-
tats théoriques. Cette jouge-ld est placée & proximité du
point de raccord du céble avec la fibre moyenne du hourdis.
La grande dimension de la gaine par rapport & 1'épaisseur
de la plaque doit certainement y entrainer de fortes clte-
rations des contraintes, ce qui peut expliquer les divergen-

ces obtenues.

5.3.1.2. - Deux bossages{corps d'épreuve B).-

~

— Les résultats obtenus sont montrés dans les fig. 5.87 &
5.84. Dans la fig. 5.87 nous avons aussi indiaué les valeurs
concernant l'essai Ho-C (trois bossages), quand seuls les
deux bossages antérieurs étaient chargés.

De méme que dans les ezssais Ho-A, les compressions les plus
élevées, restent dans le domaine linéaire.

L'examen des résuvltats montre la persistance de deux zones
& faible concordance avec les valeurs theorigues :

~ Dans la zone situee devant le bossage, l'uniformisation

des contraintes longitudinales se produit pour des valeurs
beaucoup plus elevees que celles du calcul,et proches de
celles obtenues sous l'hypothése de bords libres {fig.5.23).
En outre, une forte divergence est appréciée entre les ré-
sultots des deux essais (Bl et B2).
Les jauges gue nous avons placées en bas des &mes du corps
d'épreuve nous ont permis de confirmer gue cela est di au
fait que le boulonnage est loin d'essurer une bonne trans-
mission des efforts : Il y a toujours un jeu,laissant pos-
sible une certaine déformation entre les deux pieces.

En effet, les mesures relevées, nous ont permis d'évaluer la

partie de lo force qui o été reprise par le hourdis et par

l2s parois :
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Hourdis Parois
Essai Ho-Bl 84 % 16 %
Essai Ho-B2 90 % 10 %
Valeur théorigque
en cos de transmis-
sion parfaite, 57 % 43 %

La tronsmission n'est donc pas représentative des hypothéses
d'encastrement parfait, et par conséquent, en ce qui concerne
les contraintes U, moyennes, on est dans ces essais beau-
coup plus proche du cas de bords libres .

—~ Les effets sur les tractions d'entrainement sont les mémes
qu'aux essails Ho-A : les flexions sont plus faibles que les
valeurs théoriques et les contraintes au niveau de la fibre
moyenne de la plogue, quasiment nulles,

— Les figures 5.83 et 5.84 montrent que les flexions trans-
versales sont nulles cux bords latéraux de la piece, con-
troirement aux voleurs obtenues dans notre calcul;ou nous
avions supposé un encastrament parfait vis-d-vis des rota-
tions transversales. Em effet, le boulonnage n'smpéche a
peine la rotation ﬁrcnsversqle du hourdis, qui se fait sans
géne.

— Excepte les divergences entrainées par le mauvaise repro-
duction dons les essais des conditions de liacison hourdis-
parois, nous pouvons remarquer que la concordance est assez
bonne sauf dans la zone située entre les deux bossages
(axe y = o) et proche des ancrages . L'explication,con le
rappelle, provient de ce gue le calcul o supposé la conser-
vation de la planéité des sections aprés la déformation de
la piéce, hypothése gqui représente mal le comportement reel
de cette zone & relief ropidement variable.

— Nous voulons cussi remarquer que l'effet de la mauvaise
ligison hourdis-pcrois est plus sensible ici que dans les
essals a un bossage. Ce qui est logigue puisque les bos-

sages sont beaucoup plus proches des bords.
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5.3.1.3. - Trois bossages {corps d'éprevve C), -

— Les résultats sont montrés dans les fig.5.85 et 5.86.

Lors de ce dernier essai nous avons essayé de corriger la
mauvaise tronsmission des efforts entre le hourdis et les
parois laotérales, qui s'était produite aux essals précédentes:
les dmes préfabriquées ont servi de coffroges latéraux au
hourdis lors du bétonnage (reprise de bétonnage avec armatures
en attente). D'autre part, nous avons augmenté la longueur

de la piece derriére le troisiéme bossage, qui était jugée
insuffisante,.

— Les valeurs obtenues pour les tractions d'entrainement
derriére les deux bossages antérieurs quand le troisiéme
n'était pas encore chargé (fig.5.81), ainsi que derriére le
troisieme, une fois chargé (Fig.5.85)10nt confirmé nos sup-
positions : les flexions sont importantes et des tractions
d'entrainement appreciables apparaissent au niveau de la
fibre moyenne du hourdis. Ces valeurs concordent assez bien
avec les points theorigues.

— Dgns le reste de la piéce, lao concordance est satisfaisante
sauf dans la zone située entre les trols bossages, ou les
fortes discontinuitésgéométriquesqui existent, ne permettent

pas, certainement, de veri-

[:::::]‘_ fier l'hypothese de planéite

—_— des sections.

A -

= En outre, les sériss de

[:::::]'_ Fourier, utilisées dans la
t

méthode des coupures, ne s'a-

daptent pas trés bien dans
les zones ol de fortes discontinuités existent. Cette zone,
qui dans le calcul théorigue apparcissait fortement déchcrgee
dans les sens longitudinal =t transversal, ne l'est pos au-

tant dans lo realite.
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5.3.2. - Corps d'épreuve a grandeur réelle.-

-~ Dans les essais réalisés sur des corps d'épreuve de petites
dimensions, nous n'avons pas obtenu de contraintes hors du
domaine linéaire. En outre, la présence d'une précompression
générale sur lo piéce a empéché la formation de fissures.

Par conséquent, nous ovons appliqué le programme non linéaire
au calcul des corps d'épreuve en vraoie grondeur, qui ont été

essayésau CEBTP en 1974.

Les résultats que nous présentons,correspondent a l'essai gue
nous avons analysé dans le paragraphe 5.2)et dont les dimen~

sions sont montrées dans la figure 5.50.

- Cet essai s'est terminé par écrasement du béton du bossage,
en avant de l'ancrage, sous une charge de 1450 KN. Notre cal-
cul a donné une charge ultime de 1500 KN.

— Dgns la fig. 5.87 nous présentons les déformations €4 J.Ea
sur 1l'axe de la piece,pour une charge de 800 KN. Nous y rap-
portons les valeurs théoriques élastiques (méthode des cou-
pures),et ceux des 21léments finis.

Le concordance avec les points expérimentaux est assez bonne.
Néanmoins, puisqu'aucune jauge n'était placee & proximité

du bossage et derriere luli, nous ne pouvons pdgs contrdler
1'influence de la fissure qui apparait dans l'essal sur
la fibre supérieure du hourdis (fig.5.48). Cette fissure a
€té aussi obtenue dans le calcul par éléments finis et se
traduit par une augmentation marquée des deformations de trac-
tion (oux fibres supérieure et moyenne) et de compression

(a la fibre inFérieure)ljuste derriere le bossage.

-— Les jouges étaient placés dans des endroits ou les phéno-
ménes de non linédarité ne se foisnient sentir & peine. Aucune
informotion n'existe sur lo situation derriere le bossage.
Nous allons donc nous contenter de comparer le développement
des fissures obtenu dans l'essai avec celul théorique.

Dans lo fig. 5.68 nous montrons les position et directions
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des fissures appo rues lors des essais. Celles-ci furent oblenues
sous les charges suivantes :

a) Une premiere fissure, dans la fibre supérieure du hourdis,

et juste derriére l'ancroge, sous un effort de 800 KN.

b) Sur l'autre face de la dalle, de fines fissures inclinées
vers le bas, et d un niveau sensiblement de 2/3 de la hauteur

du bossage,furent observées vers 1000 KN, Ces fissures sont
toujours restées trés fines.

¢) Une fissure longitudinale & la base du bossage et dans son

Plun médian, se prolongeant dans la dalle,et due & la poussée
ou vide du cdble, apparut vers 1100 KN.

— Toutes ces fissures concordent assez bien, tont en position
qu'en direction, avec celles obtenues théoriquement (fig.5.65
ad 5.67).Nous pouvons cependant en tirer deux remargues :

1. - Les éléments finis donnent, en général, des fissures

sous des charges inférieures a celles obtenues dons les essais
Cela est particuliérement évident en ce gui concerne la fis-
suration derriére le bossage.

2. - Les schémos des éléments fissurés des fig. 5.61 & 5.63,
semblent montrer une fissurotion plus étendue qu'szlle ne

l'est dans les essais.

—I1 y a deux raisons importantes qui peuvent expliguer cela
a) La méthode suppose gque les sections restent planes aprés
lo déformation. Cela produit une forte pointe dans les valeurs aes
flexionslongitudinales (fig.5.51) juste derriere le bossage.

Il nous porait vraissemolable que cette pointe soit écretée
quantitativement dans lo réclite,oU la contuinité de lo pla-
neité des sections ne se vérifie pas, & proximité des zones
a fortes verictions géométriques.

b} Le modéle uwtilisé dans les éléments finis suppose que les
couches irovaillent dams leur plan indépendamment les unes
des autres., Les fig. 5.62 et 5.63 montrent les couches oU

le béton o attein* la controinte de rupture en traction
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0

et, par conséquent, ne collabore plus ¢ la résistance
flexion de la section.

Mais on o constoté depuls longtemps que la résistonce con-
ventionnelle & la traction du beton non armé, obtenue par

un essai a flexion simple,et calculee par la formule de
Navier : fbtz gJ,(E /b Lf’ , est beaucoup plus grande
que la résistance & la traction pure, le rapport entre les
deux étant de l'ordre de 1.75, et fonction de la qualité du
béton et de la hauteur de l'éprouvette (ref.33).

Cela vient du fait gque le béton tendu présente des déforma-
tions 2lastoplastiques dans la phase gui précéde la rupture,
avec une déformotion ultime qui peut &ire estimée o environ
deux fois la valeur elastique correspondante & la rupture.
Cela entraine la collaboration postérieure des fibres moins
sollicitées,et la fissure se produit par conséquent quand

la distribution des controintes dans la section est

p——t
1] \Cr !
tou

2Ce .

Bien que ce schéma concernant lo fissuration de l'éprouvette
par flexion simplepuisse varier du fait de la présence des
armatures, ol de l'existence d'un effort normal de trection
ou de compression, 1l semble evident que les "fissures" que
nous obtenons correspondent uniquement aux Zones oU le béton
a épuisé sa capacite pertante en traction, mais gue les
fissures apparcissent seulement dons les eléments ol la dé-
formation de traction du béton depasse une certaine limite,
qui est plus élevée gue lao limite elastique. Ces éléments-la
sont ceux dont les armaturessont fortement sollicitess et
gue nous montrons dans la fig. 5.64. Nous remarguons qu'ils

concordent a pev prés avec les eléments dont la fibre moyenne
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e atteint la contrainte de rupture en traction (fig.5.61).
Nous constatons dussi que l'extension de ces zones corres-
pond ossez bien avec celle des fissures obtenues dans les
essais (fig.5.68).

— Les controintes obtenues dans les aciers confirment d'cutre
part certaines observation expérimentales : les fissures sur
la fibre supérieure du hourdis, derriére le bossage, restent
trés localisées et s'ouvrent de plus en plus (le calcul théo-
rique montre la plastification des aciers & cette zone-ld).
Par contre, lo fissuration sur l'autre face du hourdis est
assez répandue, mais les fissures demeurent toujours fines.

—= A titre d'exemple, nous montrons les fissures obtenues a
la rupture sur deux corps d'épreuve (Ho-3 et Ho-4) ol
l'épaisseur du hourdis était plus petite (15 cm) et la quali-
té du béton moins bonne (fig. 5.69 et 5.70),Le fissuration
dans le hourdis s'y est développée beaucoup plus, mais elle
reste en bon accord en position et en direction avec ce gue

nous avons obtenu théoriguement.
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CHAPITRE 6

CONCLUSTONS

Les conclusions, tant théoriques qu'expérimentales, que nous
pouvons tirer de cette recherche, peuvent &tre résumeées
comme suit :
~ Le probléme de la résistonce de cette partie d’ouvrage peut
8tre cerné en abordant séparément les quatre points suivants:
a) la diffusion de la force de précontraintedans le bossage ;
b) 1'étude du plan de couture d'attache du bossage au hourdis
c¢) l'équilibre de la poussée ou vide induite par la courbure
du cable ;
d) la répartition des contraintes dans le hourdis au voisi-
nage du bossage.
Les points ajet b ont été $tudiés en détail au LCPC (réf.
7 et 8). Une seule remarque & faire : bien gque le calcul élgs-
tique donne une transmission par cisaillement & travers le
plan d'encastrement du bossage, nous avons constaté lors des
essais Ho-1 (réf . S )} que, par suite de la fissuration
d l'arriére du bossage, ce mécanisme peut étre remplocé
par celui de console courte,qui entraine une forte sollici-
totion des armatures de couture proches de l'aplomb de 1'an-
crage, pouvant méme arriver jusqu'ad la plastificotion.
Le point c)est bien comme en béton arme. Néanmoins, il faut
gussi considérer le cumul des effets avec ceux de lg solli-
citction du hourdisdans la zone, dont nous parlerons ci-apreés.
- Nous avons centré notre étude sur le point d)en particulier.
Les deux méthodes gue nous Gvons misessau polnt ont montré une
assez bonne concordance avec les résultats expérimentaux, &
l'exception de gquelques zones particuliéres oU les hypothéses
de calcul ne s'appliguent pos. Yolci les principeles limi-
tations que nous ovons relevées .

a) Pour la méthode des coupures, d'une part son enalyse 2las-

~u
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tigue ne permet pos de tenir compte des redistributions im-
portantes de contraintes qui se produisent, et d'autre part
l'hypothése de conservation des sectionsplanes ne se vérifie
pas o proximité des zones o forte discontinuité geométrigue.
Ce qui est agérové par lao mauvaise convergence des séries

de Fourier dons ces zones la.

b) Les éléments finis adoptent cussi I'hypothése des sections

planes.

Le modele choisi pour le béton comporte cussi quelques limi-
tations :

1. - les couches sont supposées irovailler dans leur plan, in-
dépendamment les unes des autres,et sous un étot bioxiaol de
sallicitations ;

2. ~ les lois biaxiales adoptées pour le beton ont été obtenues
en maintenant constant le rapport des contraintes dans les
deux directions de chargement. Cependant, les effets non
linéaires {la fissuratiom principalement), peuvent entrciner
des variations sensibles des contraintes principales, en
direction et en grandeur ;

3. ~ nous avons adopté quelques paramétres approchés, dont
1'influence n'a pas pu &tre évaluée, en particulier ceux qui
approchent la collaoboration du beton tendu entre fissures

et log résistance ¢ la déformation transversale du béton
fissure,

Nous voulons finalement signaler que l'utilisation d'un
élément non conforme {imposée par l@ limitotion de capa-
cité d'ordinateur), peut entrainer quelgues imprécisions
dans les zones & forte variation de cowurbure,

— Nous ovons constoté la présence de trois zones de flexions
longitudinales importantes, qui sont accompagneées par des
flexions tronsverscles de méme signe,et gui produisent des
tractions elevées dans le hourdis :

a) Derriere le bossage, avec des tractions Ty svur l face

Q

ve

céte bossage. Le calcul y donne une pointe aigue trés
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localisée o la discontinuité geométrigue du bossage, laguelle
ne peut pas &tre vérifiée par un moyen quelconque de mesure.
I1 nous semble que, quoique sensiblement écrétee en realite,
elle doit rester trés élevée.

b) Le long du bossage, et sur une zone de 0.6 a 0.75 Lb a
partir de l'aoncroge (Lb étant lo longueur du bossage), il
existe des tractions sur la face opposée au bossage. Les
tractions principales sur les bords latéraux du bossage,
forment un angle compris entre 30° et 45° par rapport & l'axe
de la piéce,et atteignent leur maximum & 0.25 Lb de la

fin du bossage. Ces tractions sont importontes.

c) A la base du bossage, s'étendant aussi sur le hourdis,

on trouve des tractions transversales CT; , dues a la

poussée au vide de la partie courbe du cdble. Elles sont

plus faibles que celles des zones précédentes.

—= L'etat de contraintes au niveau du plaon moyen de la plaque
est beaucoup moins critique. En effet, la présence du bos-
sage répartit l'application de la précontrainte sur le hourdis,
qui se fait groduellement sur toute la longueur du bossage.
Il y o donc un double mecanisme de diffusion de la précon-
trainte sur le hourdis : par cisaillement le long du bossage,
et par entrainement de la zone arriere. Au niveau de la base
du bossage, une grande partie de la precontrainte est déja
diffusée, ce qui rend.négligecbles deux effets propres aux
ancrages aux cbouts des pieces : les tractions transversales
d'éclatement, et les fortes accumulations des compressions
devant l'ancroge. Les tractions d'entroinement derriere le
bossage, bien gque cccrues par l'effet défavorable de la
brusque discontinuité géométrique de la fim du bossage
{(cf .5.2.1.), sont & leur tour nettement plus faibles que
celles obtenues derriére les ancroges noyés.

~— Les valeurs des troctions sont fonction des dimensions re=-
latives du bossage et du hourdis.

La résultonte des tractions d'éclatement ou niveau du plan
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moyen du hourdis, Ty,moy., est toujours tres faible et varie
entre 0.10 et 0.18 de la force de précontrainte (Fp).

Celle des tractions d'entrainement (Tx,moy) derriére l'ancrage,
reste toujours en dessous de la régle empirique qui consiste
@ ancrer 0.5 Fp. Elle augmente quand K ( K‘: largeur bossage/
largeur hourdis ) diminue, et s'approche seulement de 0.5 Fp
quand ]{ tend vers zéro (ancrage interne dans un milieu
infini).

Les valeurs des flexions au milieu et derriére le bossage,

se sont avérées &tre trés sensiblesd l'excentrement du cdéble
par rapport au centre de gravité des sections du bossage, qui
doit par conséquent &tre réduig?%aximum.

— Au cos ou le bossage est proche des bords, le calcul élas-
tique donne de trés fortes flexions tronsversales a l'encas-
trement avec les parois latérales, avec apparition de trac-
tions trés importantes sur la face cdtée bossage, dans la zone
située au droit cu bossage.

Lo réclité devrait &tre moins critique, é€tant donné que notre
calcul ¢ supposé que les rotations transversales LPg étaient
nulles le long de la ligne de jonction hourdis-parois, alors
qu'en réalité une certaine rotation existe. Ces flexions
deviennent rapidement négligeables quond le bossage s'éloigne
des bords. En tout cas, nous pensons qu'il faudroit en tenir
compte, si K? 2.10.

— Un calcul qui ne considere pas les conditions d'encastre-
ment du hourdis cux parois latérales du caisson {(calcul &
bords libres) s'avére 5tre nettement du cdté de l'insecurité,
Notamment, nous cvons constaté qu'il fournit
a) des tractions d'entrainement au niveau de la fibre moyenne
plus foibles (réduction de 35 % environ pour Xﬁz 1/6) ;

b) des flexions transversales négligeables (de l'ordre de 50 %

pour }( = 1/6) ;
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¢) des flexionslongitudinales trés faibles derriére le bossage
(réduction de 60 % environ pour “ = 1/6). Ces flexions
apparaissent en plus trés concentrées autour de l'axe dvu
bossage et s'annulent trés vite de part et d'autre de l'axe
(ht = 0.4 ¢ 0.5 b au lieu de 0.7 b si 1l'on considére l'en-
castrement, cf.5.1.2.2).

- Le cdalcul non-linéaire a d'une part confirmé les distri-
butions élastiques obtenues avec la méthode des coupures et,
d'autre part donné des renseignements sur le comportement
duv hourdis en phase fissurée, dont il faudrait tenir compte
lors du dimensionnement des armatures.

Un accord acceptable a été obtenu entre la position, direc-
tion et propagation des fissures théoriques et celles obtenues
aux essais.

Le calcul et les essais ont montré que la fissuration est la
seule cause de non linéarité du hourdis. L'application de la
précontrainte par l'intermédicire d'un bossage évite l'appa-
rition de compressions dlevées.

Nous avons remarqué trois types de fissures :

a) Une premiere fissurotion, sur lo fibre supérieure du hourdis,
juste derriére le bossage.

Cette fissuration reste tres concentrée et sollicite fortement
les sections situées derriere le bossage, oU se forme une es-
péce de rotule ovec les aciers superieurs tres sollicités,
Nous y avons obtenu une plastificotion des armatures pour une
charge d'environ une fois et demie celle de service. Lo forte
rotctionZes sections permet d'attendre de graves ennuis,
méme sous la charge de service, si cette zone-ld n'est pas
suffisamment armée,

b) Une deuxiéme fissuration appera®t sur la fibre inférisure
du hourdis, le long du bossage. Elle commence & 0.25 Lb

de l'ancroge, et se développe vers l'avant, Les fissures
restent Finegﬁtrés étendues en largeur et en longueur. Lc

zone affectée par la fissurotion est bien plus étendue que
celle obtenue par le calcul élastique, les fissures pouvant

se déveleopper jusqu'au niveay du début du bossage et méme le

dépesser. les aciers les plus sellicités sont ceux situes gux



bords latércux du bossage, sans pour autant atteindre une
traction élevée.
c¢) Une fine fissure, due a la poussée au vide du cdble, a
été détectée un peu avant la rupture. Elle se produit a la
base du bossage, en se prolongeant dans le hourdis, et
reste toujours trés fine,

——Pour le cas €tudié, nous avons obtenu a la rupture, une fis-
suration étalée sur une largeur de 5 bo environ, de part
et d'autre de l'axe de la piéce (bo étant la demi-largeur
du bossage). Les armatures supérieures de derriére le bos-
sage se sont plostifiées sur une zone de 3 bo de part et
d'autre de l'axe.

-~ L'étude des résultats du calcul non-linéaire permet de
tirer une conclusion importante :
Méme si lo résultante des tractions d'entrainement derriere
le bossage est nettement en dessous de 0.5 Fp et si la par-
tie effectivement reprise par les aciers est encore plus
faible (0.29 Fp & la rupture pour le cas étudié), un dimension-
nement correct des ermatures doit tenir compte de :
a) dons la section juste derriére ie bossage, il existe une
trés forte flexioen qui %end la fibre supérieure. Le ferrail-
lage doit donc y &tre disposé de fagon a reprendre cette
flexion ;
b) t ransversclement, on doit concentrer les gciers derriare
le bossage.
Sinon, on risque d'avoir une forte fissurotion daons cette
zone, avec des grandes ouvertures et plastificotion des aciers.

— Au cos ou plusieurs bossages doivent £tre placés dans une
zone limitée, nous pensons qu'une distribution décallée des
ancrages est toujours preférable. En effet, la compression des
bossoges posteérieurs apporte dans ce cas une influence favo-
roble vis-a-vis de la fissuration de ceux del'avant,en y ré-
duisant les tractions d'entrainement.
Nous constotons oussi gue, dans les cas ol deux bossages sont

relotivement proches, les trois différentes zones de flexions
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longitudinales déja citées s'étalent sur toute la zone com-
prise entre les deux bossages.

En outre, il faut noter gque l'occord entre les contraintes
transversales theorigues et expérimentales n'a pas été bon
dans la zone située entre des bossages proches. Cela vient
du fait que les hypotheses de calcul ne simulent pas bien
le comportement réel de cstte zone & relief rapidement va-
riable.

-~ Les résultats théoriques et expérimentaux que nous avons
obtenu en appliquant une force de précontrainte, par l'inter-
mediaire d'un bossage, sur un hourdis ou l'on avait appliqué
auparavant une compression générale, mettent en évidence que
celle-ci ne suffit pas & solliciter le béton hors du domaine
élastique. Lo preécompression générale n'y a donc aucune in=-
fluence, si ce n'est qu'elle permet de retarder l'apparition
des fissures, en reduisant entre qutres la trection d'entroi-
nement.

— Par contre, l'analyse ces 2ffets d'un déchargement progres-
sif du hourdis, dans leguel on a plaoce un bossacge avec un
cdble tendu & sa charge de service, montre gue des taoux de
traction modérésentrainent des degradations importantes dans
le hourdis (extension des zones fissurées sur les deux faces,eél
ouverture importcnte des fissures, accompagnée d'une forze
augmentation des tractions aux acliers supérieurs, dans la
zone en arriére du bossage).

On a donc fortement interdt 4 eviter de placer les bossages
dans des zones qui risqueraient de se trouver sollicitées

en traction.

— Les conclusions précédemment énumérées nous permettent de
fixer quelques critéres concernant les dispositions cons-
tructives (fig. 6-1 a 6-4) :

a) Les directives du réglement concernant les abouts de
poutre (ref. 2 ) sont tronsposables au cas du bossage
moyennant deux adaptctions : les ormatures destinées 4 résis-

ter aux tractions de surface doivent Sire prolongees et
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ancrées par boucles fermées jusqu'a la face inférieure de la
plaque ; l e dimensionnement des armatures d'éclotement doit
prévoir que le maximum des tractions se trouve & la surface .
b) Les armatures de couture peuvent &tre déterminées suivant
la régle des coutures {pour reprendre un effort tranchant

egal & FP cos & ).

Un renforcement des armatures de couture est conseillé dans
la zone proche de lec plaoque de répartition, en vue d'assurer
une sécurité suffisonte vis-d-vis d'une rupture suivant un
mécanisme de console courte.

c) Des armatures tronsversales supplémentaires doivent &tre
placées dans la zone de courbure du céble pour reprendre la
poussée au vide de celui-ci.

d) L'ancrage doit étre appliqué le plus proche possible de

la face supérieure du hourdis. Il est aussi fovorable d'aug-
menter un peu lo hauteur du bossage, de fagon & ce que 1l'ex-
centrement du clble par rapport aux centres de gravité des
sections du bossage soit réduit au minimum.

Le raccardement du cdble 4 lo fibre moyenne du hourdis devrait
se faire si possible ¢ l'intérieur du bossage, en vue d'ac-
croitre l'enrsboge de celui-la dans la zone de poussée au vide.
e) On peut disposer les aciers en treillis suivant deux nappes.
La répartition sur les deux nappes doit se faire de fageon a
reprendre les flexions longitudinales et tronsversales gqui
cppuraissent : renforcement de loc face supérieuvre derrier

le bossage, de l'inférieurele long de celui-ci,et encore
la face supérieure dans la zone de courbure du cdble.
Les zone renforcées en long et derriere le bossage doivent
s'étendre transversclement sur une largeur que nous pouvons
fixer au minimum de 5 bo ou 0.6 b{bo étant lc demi-largeur

du bossage,et b celle du hourdis), de part et d'autre de l'axe.
Les aciers longitudinoux derriere le bossage doivent se con-
centrer autour de l'axe de la piéce,ou une rotule risque de

se produire.

f) Si un bossage est proche des dmes lotérales du caisson,
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une armature transversale proche de la face supérieure du
hourdis, doit reprendre la flexion qui se produit @ 1l'en-
cagstrement.
g) Pour le cas de deux ancrages relotivement proches, les
aciers longitudinaux doivent s'étendre sur toute la zone
comprise entre les deux bossages.
h) Faute d'une meilleure connaissance de la distribution de
contraintes transversales dans lo zone proche des discon-
tuinités géométriques, dans le cos de plusieurs bossages
groupés, une armature transversale doit &tre placée dans
cette zone.
Sur les figures ci-aprés, nous résumons graphiquement certains
de ces points.

— En ce gui concerne un possible prolongement de cette recher-
che, nous voulons signcler quelgques remarques :
a) L'application de la méthode des éléments finis non linéaires
au cas de bossages groupés nous semble interessante, étant
donneée ] 'importance des redistributions d'efforts gui se pro-
duisent por suite de lao fissuration du beton, et aue gour des

reirsons de copacité d'ordinoteur,nous n'avons pu étudier gue pour le

cas d'un seul bossage.

L'utilisation d'un moyen informatique plus performant permet-
trait aussi l'utilisation d'un élément de flexion conforme.
Il nous semble gue les brusgues variations des flexionms gui
existent dans un cas comme celul que nous 2tudions, ne peuvent
2as étre suivies de preés per um €lément non conforme.

Une confrontation avec des résultots expérimentoux doit aussi
permettre de justifier les hypothéses cdoptees lors de la
modelisation du béton {(fissuré ou non) et méme , le cas
échéant, de les oméliorer.

b) Une meilleurs connaissence de lo distribution des con-
trointes & proximité des discontinuités geométriques et en
particulier, de la zome juste derriere l= bossage,ou des

zones inter-bossages dans le caos de bossages groupes, ne
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peut &tre envisagée que par l'intermédiaire de méthodes de
calcul ou l'on n'impose pas lo conservation des sections
olanes.

c) L'étude du comportement des ouvrages réels nous semble
nécessaire. Les essais expérimentaux ont donné une fissuration
gui correspond en position et en nature a celle détectee
dans les cas réels, mais les fissures sont fines,et n'ont at-
teint d'ouvertures comparcbles & celles qu’on trouve sur cer-
tains ponts, qu'a proximité de&rupture.

Or, le calcul théorique a montré que des déchargements dans
le hourdis, pouvant représenter des effets différés ou thér-
migues, pourrcient expliquer | 'importonce de ces dégdts. Il
faudrait donc envisager l@ suivi du comportement du hourdis,
a@ proximité des bossages, sur des ouvrages réels, afin de

confronter cette hypothése.
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ANNEXE A

Résumeé des recherches faites jusqu'd présent, concernant le

calcul des structures en béton armé au moyven de la méthode

des éléments finis.

1. - Recherches concernant le comportement du béton sous

charges bilaxiales.

{e choix du modéle le mieuxapproprié pour reproduire le com-
portement non-linéaire du béton soumis & des étots biaxiaux

de sollicitation, ainsi que les critéres de rupture et de
Fissurction,est un point important du traitement de structures
en béton armé par éléments finis.

Bien que le comportement du béton sous une sollicitation uni-
axiale soit bien connu depuls longtemps, et gque de nombreuses
équations, basées sur des résultats expérimentaux,agient éte
proposées (POPOVICS (ref, 34 Y a foit un recueil, comportant
35 références bibliogravhiques), les recherches portant sur des
sollicitations bloxiales, n'ont abouti & des résultats suffi-
sament complets que recemment.

1.1, - Apercu des premiéres recherches, -

— £n fonction de la fagon dont elles ont esscye de reproavire

3

un 2tat biaxial de sollicitations sur l'eprouvetis, nous
pouvons les classer comme suit :

o) Essais sur des cylindres solides .-

Les eprouvettes étaient introduites dans un cylindre de
compression. Elles étaient chargees radica lement au moyen
d'une pression hydrotctique
C’rj uniforme ( 0“’1 = O"l ).

1 e dispositif permettait agussi
la réolisction d'=2ssaistria-
xlgux, moyennant une charge

axiale appligquee cux bouts de lo pieéce ( Q7 = o, * G ), par

l'intermédiaire de plateaux de compression. La possibilité



de pénéiration du liquide en pressiom & travers les pores du
béton obligeait & recouvrir l'éprouvette d'une membranne
nrotectrice.

Il était aussi nécessaire d'assurer la déformation axiale

du cylindre sans qu'elle$20it génée, de fagon & y reprodvire
un vrail etat bicxial de sollicitations.

De tels essais ont ¢té réalisés par RICHART €t aqutres

(ref. 38 ) et par BELLAMY (réf. 36 ), lesquels
n'ont abouti qu'd constoter une appréciable augmentation
de la résistance du béton par rappert aux essois uniaxiaux.

b) Essais sur des cylindres creux soumis & une compression

(ouw traction) cxiale, combinée avec une pression hydrostatigue

interne ou exts=Ine.-

De tels essais ont $té réalisés par SELLAMY (ref. 38 ), dans
le domaine C-C, et par Mc HENRY et KARNI (ref. 37 ), enC-T.
Le premiére difficulté réside
dans le fait gue l'2tat de
@ii} *:fa sollicitations sur la face du
s R cylindre ou la pression hydros-
tatigue =st appliquée, est
*riaxial '\C)"}, O"é P O‘; ).Seulement
sur Lo face opposée, ou QL s'annule, 1'état de centrainte
est bilaxial. En outre, les contraintes G; varient sur l'2pais-
seur du cylindre, au moins en phase slastigue, si le diametre
n'est pas suffisamment grand par ropport 4 l'épaisseur. La
plupart des outeurs ont cependant supposé une distributicn
T
Les courbes de rupture sont rapportées a la fig. 1. Nous y

uniforme des

constatons que les résultats de MC.HENRY concordent assez bien
avec ceux d'autres autevrs. Par contre, BELLAMY a obtenu des
contraintes de ruoture en bicompression trop éleveées,

¢) Essais sur des ¢ylindres creux soumis 4 une compression

(ot traction) axiale, combinée avec un moment ce torsion.-




Cette meéthode rend possible
‘<j§P~ toutes les combinaisons de sol-
\téig\ licitations dans la zone C-T. [1
suffit de Taoire varier le rop-
port entre la sollicitotion axiale
et la torsion. Plusieurs auteurs
l'ont utilisée : BRESLER et PISTER (ref. 38 et 23S ),
GOODE et HELMY (ref. 40 ) et JOHNSON et LOWE (ref. &1 ),
On doit vérifier certaines conditions pour que les résultats
soient fiables
1. - | 'épaisseyr de lag piece doit €tre petit par rapport avu
digmétre, ce qui rend les contraintes Cﬁy & peu pres uniformes
sur l'épaisseur du porois ;
2. ~ la longueur du cylindre doit &tre suffisament grande,
de fagon a ce qu'au milieu de la piéces, les perturbations
entrainses par les plateaux de chargement scient negligeables ;
3. - 12 mecanisme d'application de la charge doit permettre,
d'une part les déformotions longitudinales de lo piéce saons (es
géner et, d'autre part lc connaissance des pertes du moment
de torsion applique, dues aux frictions et aux glissements
dans le mecanisme,

d) Essais sur des cubes et des plaques .~

De nombreuses recherches sur cz type d'éprouveties ont 2té
réalisées : FOPPL (ref. 42 ) WASTLUND (ref. 473

- s 7

GLOMB (rsf. 44 ), WEIGLER =t BECKER (ri7. =5 ), IYENGAR

et autres (ref. 46 ) ROBINSON (ref. =27 )VILE (réf. <& )
SCHRODER et OPITZ (réf. =9 ), MILLS =t ZIMMERMAN ‘ref.3C ;.

Le principal probleme de ce type d'essals reside dans 1'in~
fluence du mode d'introduction de la charge sur l'stat de
contraintes réel qul se creée dans l'Sprouvatie, qul peut

étre fort loin de celui gui était prévu. Par suite du frot-
tement entre le b2ton et les plateaux de chargement, des
contraintes de cisagillement apporaissent sur les bords de la
plaque, gui sont génées dans leurs déformations. Cet effex

de confinement entraine une apperente augmentation de la re-

sistance de l'éprouvette.FéPPL, WASTLUND =t GLOMB ont essaye



d'éliminer cet effet paor l'intermédiaire d'un lubricant, mais
leurs résultats montrent une énorme influence du lubricant sur
les résultots des essais, pouvant méme agir dans le sens con-
traire (réduction apparente de la résistance). En outre, ces
forces de frottement transmettent directement une partie des
forces introduites en une direction, aux plateaux de chargement
de l'autre direction. De ce fait, la charge effective dans
l'éprouvette est toujours plus petite que celle appliquée.

-—= Toutes ces recherches ont apporté une série de résultats
d'une énorme dispersion, dont une partie est donnée dans la
fig.1. D'une part, les =ssais portaient sur des corps d'é=-
preuve de différentes formes et grandeurs et, d'autre part le
probléme essentiel réside dans l'obtention d'un état de con-
traintes dans l'éprouvette qui soit uniforme, parfaitement
défini,et non variable avec les déformations gqui se produisent
durant l'essai, ce qui n'était pes accompli dans la plupart
des cas. La plupart des etudes ne fournissailt aucune donnés
concernant les lols de comportement $=- £ Jjusgu'a la rupture,
Ils se limitoient a étudier tout au plus les valeurs ultimes.
Elles ont néanmoins confirmé une cugmentation de lao résistance
dans le domaine C-C et une diminution en C-T, par rapport cux
valeurs unioxigles, 1'évecluation ce ces variations etant Im-
possible du fait de la dispersion des resultats,

Une qutre constctation intéressante est celle de lo non=-in-
fluence importante du moce de chargement sur les contraintss
ultimes obtenues. Par contre, les déformazions uvltimes, =t
par conséquent les lois O"~E , se sont avérees <ires influen-

¢ables.
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Bresiar, Pister

ﬁ : résistence du béton sur prisme.

FIG. 1

.2. - Les plus récente acherches.,~
1.2 Les plus re tes recherches

~— En 1965, HILSDORF {(ref.S1 ) publicit une stude ol, & par-

tir d'une analyse critique des recherches antérieures, il

conclut gue la forme des eprouvettes la plus adéquate était

celle des
dans leur
entre les

la charge

olagues carrées minces, soumises 3 des sollicitations

plan. De facon & éviter les comtraintes transversales
a.atesaux de chargement =t les bords des éprouvettas,

devait étre appliquée por l'intermécicire des

"olcques a brosse” (fig.2) gul consistent =n un grand nombre

de tiges

'acier individuelles et assemblees de fagon @ cons-

tituer un pagquet. Elles doivent 3tre suffisamment souples



pour pouvoir suivre, en tout point, les déformations de la
surface de l'éprouvette sans y entrainer des contraintes
transversales. En m8me temps, elles doivent avoir une ré-
sistance au flambement suffisante. Grdce & l'emploi des
colles synthétiques, des efforts de traction peuvent aussi

étre appliqués,

B e L ]

BRUSH BEARING PLATENS
fem]

Loocding equipment for biaxicl loeding without
restraint of the loterol deformotions

spechaen. 1%
. [ 7 '
[ S P i

:’ 38usH “TQ ;

Y
1
@
[\

HOVABLE *Rame

= De nombreux auteurs ont effectué des recherches =2n utilisant
une telle méthode d'application de la charge :
@) Les premiers travaux ont été publiés par KUPFER en 1969

(réf., 18 et 1Q ), sur des éprouveties de dimensions

20 em x 20 emx 5 cm. Ils portecient sur toutes les combinaisons
biaxicles possibles, C-C,C ~T. 2t T-T,et sur trois bétons
de qualité différente ( ,SPZ 1S0, 315 =2t 390 kg/cm2).
b) STEGBAUER 2% LINSE (réf. 52 ) ont réalisé des esscis
sur des eprouvettes des mémes dimensions que celles ds KUPFER,
mais avec différents matériaux : beton (ﬁ?ﬁ 200, 300 =t
600 kg/cm2), béton cellulaire (9?40 ka/cm2), ciment <?f= 300 kg
[/em2) =t plétre (?,;2130 kg/cm2) .



c) NELISSEN {réf. 20 ))en travaillant sur des éprouvettes
de 18 x 18 x 13 cm, a essayé deux types de beton (Pp = 250 et
350 kg/cm2). Il a aussi étudié l'influence de divers facteurs
(type de béton, vitesse et fagon d'application de la charge,
chemin de chargement suivi),sur les valeurs des controintes
et des déformations ultimes.

d) LIU, NILSON et SLATE (réf. 21 ) ont travaillé dans le
domaine de compression uni et biaxicle sur deux types diffé-
rents d'éprouvettes, de dimensions 12.7 X 12.7 X 1.27 cm

en béton réel (@?entre 210 et 350 kg/ecm2), et sur un modéle

idéal composé por un mortier, dans lequel on imbibait des

disques d'agrégat de

Q
trois grandeurs différentes
Q

C>C> (fig.3). Des photographies par

O

<::> o rayons-X ont permis de suivre la
OCO) OOOO

O

formation et la propageotion des mi-

Opo
0
Oo

crofissures au fur e* & mesure cu

chargement. Lss auteurs ont constaté

FIG.3
une etroite ror‘elc ion entre le comportement non linéaire du
béton et le processus de microfissuration a4 l'intérieur du
matériau,

2) BUYUKOZTURK =t NILSON (réf. 22 ) ont effectué une re-
cherche expérimentale similaire sur le models idéal de la

fig. 4, cccompagnée d'une 2tude

is
127 <m
T =7 analytigue au moyen d'un programme
wweese— § LY i gy s = . ..
AR 2B d'éléménts finis non lindaires.
ey — L:'\ﬁ/::" e e R {27 emt . . B
NN 5 Cette recherche, limit2e aux sol=-
J:v‘z‘\.',/:'\/j -—i_‘ . . L. . - - -
P - licitotions de bicompression,a ete
10m . . , . N
EAETT ulterieurement etendue cux domaines
FiG. 4 de compressionstraction et de
bitraction par CARINC et SLATE (rsf. 22 ).

£) TASUJI, NILSON et SLATE(réf. 24 ) ont publié treés
recemment le rapport d'une recherche, contmuction de celle
de d), qui,portant sur un beton de ﬁf,:: 340 kg/cm2,

con1Portait toutes les combingtioas possibles de sollicita-



tions (C-C, C-T et T-T).
Excepté une série d'essais réalisée par NELISSEN, toutes ces
recherches ont été effectuées avec une augmentation propor-

tionnelle de la charge J./0:z = cte. le long de l'essai.)

- |_es résultats obtenus dans les recherches precedentes con-

cordent, en général, assez bien. Ensuite, nous allons présenter
ceux gui concernent le plusjl'étude des structures en béton

par éléments finis.

A) Contraintes ultimes.-

L'accord sur ce point entre les différentes recherches est

assez bon (fig.5):

- T
o T
/6 - (e

1. KUPFER (réf. 19 ) 4. NELISSEN (réf. 20
2. TASUJI (ref. 24 ) STEGBAJ ER (réf.
3. LIU (réf. 21 ) 6. BUYUKOZTURK (&%,

/ N
{sur mogele;.

Les conclusions tirées par les différents auteurs peuvent

se résumer tel gue suit
- Lo résistance du béton en bicompression =st plus gronde
gu'en compressior unicxiale. Cette augmentation est sensible-

ment indeépendante de la gualite du béton.

.....

ans

feit que lo resistance & la tractiion uniaxiagle du beton



{ ropportée a celle du prisme ﬁ?')’ diminue quand la gualité
du béton augmente.

dans
Pour un béton donné ,Yle domaine C-T la résistance diminue
quand le rapport traction/compression augmente. De trés faibles
tractions suffisent pour entrainer de fortes réductions des
compressions ultimes par rapport aux valeurs uniaxiales.
Dans le domaine T-T, la résistance ultime 25t tres proche
de celle uniaxiale. Ce résultat a été contredit por TASUJI,
qui o obtenu une faible ougmentation de la résistonce en
traction biaxiale, avec un maximum de 10 % environ pour un
rapport de contraintes O’._,_/O"’n= 2. En tout cas, cette cugmen-
tation n'est pas importante.

— NEL ISSEN a trouvé que les différentes facons d'applicaticn
de la charge n'ont pas une influence significative sur les
contraintes uyltimes.

— Les modules de déformation tangent (E t) obtenus dans les
essais de compression =t de troction uniaxiauwx ne diffarent
pas beaucoup. Par contre, ON @ constaté une diminution du 10 %
environ dans le module de Poisson en traction uniaxicle par
rapport & celui en compression unicxiale.

—= Le tebleau suivante resume quelques résultats obtenus par

différents auteurs

TASUI

(réf.22)

KUPFER | NELISSE

N
P ) . 5\ . —-
(réf. 1S M (réf. 20 | (reéf. 52 )

w
.—.‘
m
(%]
o
>
[an
m
pool
ty
[
—H

o
N~

—

T uit. en compres| 1.16 ﬁp 1.20 Bo 1.15 Pp
sion biaxiale

|19
w
[s]
O
(&8
“w
e}

d'ult. maximale 1.27‘ﬁp 1.30 Bp 1.25 Pp 1.25 el 1.22 Bp
. en bicompres-
Sionlpour T /0 = 0.5)

(ult en traction|C.09 Bp  |0.055 Bp |0.09 Bp ] 0.09 Bp
aniaxiale (8 >300 o)
3
Ouit.en traction 0.54\“37' 1.59 Bp
uniaxiale P ’

en fonction de

Be

(%F: \-g’sgstq.nce sWr yrism M‘Uéto")
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B) Déformations vltimes.- | \
Dans 1o fig. 6 nous présentons les déformations a
E E, obtenues par KUPFER, pour un béton de
Etkb ! L 4 ) . ran O /G
B, 300 bars, en fonction de X = arc. . /0xx
’ les valeurs obtenues par les

la rupture

Nous y avons gussi rapporte '
avec des bétons de qualite similaire.

&

, 4 NELISSENCréf. 20]

s s o TASUIIL[réf. 243
1E(%ae) — 3 o LIU [ ~€£.241

{ A S TEGBaveER] rél.52]
O BUsUK02TURKL . 22]

ef CaRinO{ rsu:-.lﬂ
(sur madiies).

autres auteurs,

AL
%
o)l

Yoo

~——1Ici, la divergence entre les résultats des différents esscis
est plus marqueée que pour les contraintes ultimes. En effst,
NELISSEN o cons=cté que les déformations & la rupture étaient
tres sensibles & différents facteurs {cf. figure 3.8 du
chapitre 3) :
a) La gqualité du béton, les bétons de plus gronde résistance
étant moins déformables dans le domcine de la compression et
plus erm traction bioxiale ;

b) La taille et la proportion des agregats ;

c) Le vitesse d'application de la charge. Plus 2lle est grande,
plus les deformations & la rupture diminuent ;
d) La fogon dont l'ougmentation de lao charge est faite au

cours de l'essai.,
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e) Le chemin de chargement suivi (proportionnel ou non,
par exemple).
Ces variotions dans les valeurs des oéformations ultimes in-

[

fluencent, évidemment, les diagrammes §™=§£ du béton jusqu'a

4

lo rupture.

—= On peut, en tout cgs, tirer guelques remarques :

a) A un sfade quelconque du chargement, le béton en compression
biaxiale présente une déformation dans le sens de la plus
forte compression, nettement plus faible gu'en compression
uniaxiate . L'effet de Poisson ne suffit pas & expliquer toute
cette diminution. Des observations de microfissures (réf.
21 ) indiquent que cela est dU au confinement du ?otentiel
de microfissuration, por suite de la présence d'une auire
compression dans la direction tronsversale,

b) La valeur de ia plus grande déformation de traction & la
rupture n'est pas constante, mais augmente 2n fonctien du
degré de compression (fig 7). Cela semble montrer que le bé-

ton résiste mieux aux céfer.
c-1 ¢-C

Eut(vuul'%

l
2
|
i
I
l

1

" aux essary se KUPEER ) .

| B

maticns ue troction ilnailrertes

’ . - . 3
{aues 3 l'erfat de Poisson

i

‘aieurs corrasnoncantes | qud celles gul sont directes

. (dues a l'application des con-

traintes de traction).

.

' -’té S Trms (GI.V.* G'u,u.)ll:‘) ,ala t‘w?tut‘e.
qﬁ@aﬁ} ) &ui déformation maximale de traction

d la rupture.

c) Formes de rupture .-

w0 plupart des essals concordent sur ce point, y compris
ceux qui ont été réalisés sur des éprouvettes cylindriques
cubiques, etc...

La forme de rupture n'est fonction ni de la fagon d'aoplica-
tion de la charge ni de la qualité du béton, pouvant Ztre
consldeéree comme fonction du raopport de contraintesuniguement.
Dans tous les essais unil et bilaxicux, la rupture =st obtenue

par fissuration, suivant des plans normaux ¢ la direc*ion de
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la plus grande déformation de traction. Ce gui a cenduit plu=-
sieurs auteurs (ref, 23 et 24 )} & proposer, pour
toutes les combinaisons bicxiales de controintes, un critere
de rupture de béton par décohésion, quand la valeur de la
plus grande déformation de traction dépasse une valeur li-
mite,qui ne serait pas constante, mais fonction du rapport

de contraintes,

—— Sous une sollicitation de traction uniaxicle ou biaxiale,
il se produit une rupture brusque accompagnée de l'appari-
tion d'une seule fissure suivant le plan normal a la di-
rection de la plus grande contrainte de troction. En traction
biaxiale, aucune direction n'est préférentielle, la fissure
étant toujours normale & la surface non chargée.

En bicompression, on détecte une fissuration suivant des plans
& peu prés paralléles & la surface libre de l'éprouvette.
Quand une des compressions est nettement plus grande que l'autre,
de nouvelles fissures suivant de plans normaux & la plus petite
cemprassion aaparmﬁaﬁt,%%écaupeﬂt de petites colomnes paru-
lléles & lo compression la plus forte.
En compression-troction,la rupture est celle de bitraction
sauf pour de faibles valeurs des tractions par rapports aux
compressions, pour lesquelles de diverses fissures paralliéles
sont observées a la rupture.
Dons la fig.8, nous montrons un
schémc des différentes formes de

//éz, rupture, avec les valeurs propo-
7%’ sées por les différentes cuteurs,
//, T-T pour délimiter les zones ou les
/4§ \ ruptures sont les celles des
\ gt oo g9, troctions ou des compressions,
2EN I. M ainsi que celle de transition
/ \  Jtissuration
[V ~ | entre les deux.
__‘_,\ N
rupture |t ﬁ
/ o\
%21 /,/ \ -\\
X1 c-T
I R S ek =153
[ B S\ '\\d:--’. e.8
c-C / T
/ 2:0 waek \°L=“.’5—
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a b

ISEMBERG (Ré&f.41 )| 25 1
Mc.HENRY (Réf.37 )} 31 13

4. Ty O KUPFER  (Réf.1G )| 15 1
BT G STEGBAUER (Réf.32) | 13 | 13
NELISSEN (Réf.20) | 100]25 &
TASUJI  (Réf.24) ] 20 20

2.- Etudes concernant l'application & la méthode des éléments

finis ou calcul des structures en héton armé

~— La premiére cpplicotion de lo méthode des éléments finls au
caleul des structures en béton armé, date de 1967 (Réf. 12 ),
Depuis, de nombreuses publicoctions sont cpparues. Lo récopitu-

lation gui va sulvre est destinée & donner un tour d'horizon

des recherches faoites jusqu'a présent dans ce domaine.

2.1.- Etudes nlanes

— Le développement d'un modele analytique pour les structures

en béton armé en utilisont lo méthode des éléments

J

comporte l'adoption de certaines hypothéses simolificatrices

concernant la modélisction de trols phénoménes

a) la fissurotion du béton;

b) les lois de comportement et les critéres de rupture du

béton soumis & des sollicitations bigxiales;

c) la licison entre le béton et les armatures.

Dans ce qui suit, nous allans grouper les travaux des diffé-

rents auteurs en fonction du traitement gu'ils ont donne a

ces trols oroblemes.

finis,
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I - Fissuration du béton

Les premiéres recherches ont abordé le probléme d'une fagon

assez sommaire. NGO et SCORDELIS (Réf. 14 ) ont étudié la
flexion de poutres agppuyées en
béton armé, dans lesquelles les
fissures etaient preclablement

définies en position et longueur.

Les fissures étaoient obtenues par

séparation des éléments de béton

aux deux cdtés de lea fissure.

Ce qui se faisait en assignant wun
point nodal différent & choaue
Fig.9 cdté. Physiquement, les deux points
nodaux sont placés, au début du
chargement, ou méme point de

l'espace.

NILSON (Réf. B3 ),a aopliqué incrémentiellement la chorge
sur la structure jusqu'a ce que

les tractions principales dépas-

. 1 L  la o ,
A7 T T sglient lo resistance artraction du

Z! 5 i j béton ¢ un ou plusieurs endroits.

L ’ ‘if Si lo moyenne des tractions en

LA ﬂ i L deux élements cdjaocents depassait
0'%%”“\§i2235, cette valeur, ure filissure était

ée 2 ol ent
{a} Exterior Crack supposee Jpparaitre Te evx,

le long de leur tord commun.

ilo Py . .
- Cela était fait en supprimont la
e s S .. Sy
; ‘R } lioison entre ces deux &léments sur
; J /e \
o ;{ 5 | levurs noeuds communs (fig.10;, ce
/ ' qui exigeait une nouvelle défirmition
|
i | de la maille. Puis le chargement
i , . ~ B . » N 1
\edge of etagit arreté et reappliguée des le
congcrete

début sur la structure gue 1l'on

(b) interior Crack . e
venait de redéfinir.

Fig.10
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LOOV (RéF.55 ),c proposé une méthode assez sophigiguée
pour essayer de mieux suivre l'apparition et la propagation
des fissures dans le béton, indépendamment de la forme et

la grondeur des éléments. Une fois que les tractions dans

un élément dépassaient la résistance du béton, il estimait
approximagtivement le peint @ l'intérieur de 1'élément ouU la
fissure apparaissait, ainsi que sa direction. L'élément
devenait alors décomposé en trois triangles et quatre nouveaux
points nodaux devaient y étre ajoutés (fig.ll-a). Puis, il
considérait que ce sont les efforts ou voisinage du bout de la
fissure qui gouvernent la propagotion de celle-ci, et décomoo-
sait, temporairement, l'élément adjocent en plusieurs sous-
éléments, dont un de trés petites dimensions ('sensor’
élément de la fig.ll-b) qui devrait déterminer la direction

de la propogation de la fissure sur ce nouvel élément.

Les fissures étagient donc représentées par une série de

lignes droites qui se termincient sur les bords des éléments.

-~ AN ~
RN AN N \
N N N
/————"\\\ N N AN N
e - N S AN
Y ; ~ \* EesaemmT - N
. P ~ T N N
’—/<_’-——~\\\ ‘ o - AN "
\ . - . P N
N - N N . N N ~
> N . tersar Temant o’ -4 ~
— oy AN N
N . BN
. \. N ~ b h
N : N
g .. ~ \\ - § -
N N \. NS N

Fig. 11-q Fig.1l-b Fig.1l-c

e clemend
Pormanent sundivmien of 2 cracked  Tepporaes subdogven of G IR 4L & grace dxleRding rough severa iements.
1. . ’ "
Lient the end of u crack.
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De telles méthodes entrainent une acugmentation considércble

du temps de celcul, sans pour outant assurer une reproduction

exacte du processus de fissuration gui, ayant une composcnte

oléatoire importante du fait du corcctére complexe des pro-

priétés du béton, ne justifie pas une approche si précise.

—ela plupart des auteurs ont pcr conséquent utilisé une autre

représentation du mécanisme de la fissuration. Celledconsiste

@ reproduire & 1' intérieur des éléments fissurés, le mécanis-

me qui résiste aux nouvelles augmentctions de la charge.

A partir du moment ol les controintes de troction dons un

élément quelcorgue dépussent la résistonce du béton, cet

élément devient fissure en direction normele & la plus

grande contrainte (ou déformation) de traction et ne supporte

aucune nouvelle acugmentation des contraointes en direction

normacle cux Tissures.

Svidemment, une telle méthode ne

reproduit que le "comporitement moyen' de lo zone fissureeet

exige une petite

Fig.12

le des éléments de cette zone.

La metrice de raideur tangente
d'un élément fissuré, ropportse

aux axes X et % est de la forme

ct(Ti? 0 o o) (6(5: ?
d.G-u = o] Elt o ‘}QLELI}
@]

o 2 L 0010‘-{.}’

E¢ ctant le module d'élasticité
tengent du béton sous une

sollicitotion uniaxiale.

Lo plupart des études supposent gue tout 17 élément devient

fissuré, unme fois jue les contraintes de trcction deviennent

inodmissibles. Nous voulons cependont noter
d'une publicatrion de COLVILLE et AEBASI (Réf. 6 ),ob ils

1’existence
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traveillent ovec des éléments rectongulaires & champ de
deformation variacble, lesquels peuvent gtre fissurés sur une

partie seulement de leur surface (fig.13).

— SCHNOBRICH et outres (Réf. 27 ) ont, pour la premiére fois,
v.1 montrée le besoin d'introduire,

a dans le modele du béton fissurs,

ug {Us
Vg
Subregions des déformations tangentes.

une certaine rigidité vis-d-vis

Autrement, les outeurs ont cons-

toté une déviagtion dans les direc-

Ug %5 tions des fissures théoriques

par rapport G celles des essais.

s gon ek 8 X/ . R
S5 uns ne v Cette trensmission des efforts

Fig. 13 tongents o travers les fissures

permet donc de tenir compte, gualgue de fagon approchée, des
phénomenes d'engrenement du béton des deux cdtés de la

fissure,et de l'effet-goujon dans les aciers.

Cela o été introduit moyennant le coefficient 'A' de la
matrice du béton flissure : dT= AR o r . Lo valeur
de 'A' peut &tre exprimée en fonction du coefficient (& de
raideur transversale du béton non fissuré : A = F)G, QU @
prend une valeur entre O et 1. Lo valeur de ;5 est fonction
de l'ampleur des fissures et, certainement, du type de fissu-
ration de chaque cas particulier. Les différents auteurs

ont propose des valeurs qui leur ont permis de miesux
approcher les résultats expérimentaoux qu'ils ont étudiés.

En voici quelgues-uns

SCANLON et MURRAY (Réf. 58 ) :8 = 1. ;
YUZUGULLU et SCHNOBRICH (Réf. 39 ) = 0,125 & 0,250;
i

SUIDAN et SCHNOBRICH (Réf.60 ) ;ﬁ =0,5;
CEDOLIN et POLI (Réf. 29 }, ont proposé une valeur de;3 qui

varie entre 0,24 et O ., en diminuant guond 1l'aomulitude aes Anuram

i :.m}meme,
Dans les caos étudiés por HAND et autres (Réf. &1 L et par °

LIN et SCORDELIS (Réf. 82 ) le modéle s'est avéré presgue
insensible & la valeur de fs , sourvu qu'elle soit superieure

a 0.2.
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—— ISEMBERG et ADHAM (Réf. ©3 ) , SCANLON et MURRAY
(Réf. 38 ) , SUIDAN et SCHNOBRICH (Réf. 6O ) et LIN
et SCORDELIS (Réf, 62 },ont proposé des modéles ol l'on
tient compte de lo participation du béton tendu entre fis-
sures, afin de représenter convencblement la déformabilité

de 1'élément en phase fissurée.

Excepté SCALON, qui approchait lo dégredation progressive
de la rigidité de l'élément, en réduisent le module d'élas-
ticité sécoante enfonction du niveau de déformation atteint
dons lag direction normale aux fissures (fig.}4-a), les
autres auteurs ne sont pas intervenus sur la matrice de
roideur, qui avait toujours une rigidité nulle dans cette
direction, mais sur le loi 0=£& du béton en traction,qui
intervient, au moment de l'obtention des contrcintes non

équilibrées (fig.14-b).

/
fi€e W
GAAQUAL FEDUCTION N LyERant '
i o CTHCRETE STRESS DUE TQ PROGAESINVE -,
CaCRING e, laz}
4 . ,/\vq»_f_
RaEN- 3’;—-'12 . I:

TENSIL
STRES

m

(%]

Ay
/A."TEi \!—
L)
[N Cremuise ssoucnion e sTRESS - S

o : n
STRAN
) . TENSILE SOMCRETE
PENSILE STRESS - 3TRAN CURVE STRESS - STAAIN
. - 3
fig., 14-a Fig. 14-b

ITI - Liagison entre le héton et les armatures

Lo orise en compte des armatures o 2té envisaogée de deux

fagons différentes :

a) Les aciers étaient considérés comme des sléments lindaires,
travaillant seulement dans le sens de leur longueur,

c'est 3 dire, sans oucune rigidité transversale.

b) Les armotures étaient supposées constituer un milieu
continu. A lo place des aciers individuels, on supposait

une distribution continue des aciers o l'intérieur de chaoue
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élément de béton. Lo roideur de l'élément était obtenue par
superposition de celles des deux motérioux gonstitucnts ;
17
= + .
[0] {' [D-" aciers’
[D) étont la matrice qui relie les sollic.falions et les défor-
mations de l'élément : {S%= (D] {&3 ;'n'est le

nombre de directions de renforcement (non nécessairement

béton et acier : {D]

element beton

orthegonales). La contribuiion des ociers se fait seulement
dons les directions des armatures, aucure collaboration

transversale n'étant considérée.

—Au cas b), la compatibilité entre les déformotions de l'acier
et celles du béton est toujours parfaite. Par contre, le
modéle o) permet de reproduire, bien que de facon approchée,
le phénomene d'adhérence entre le béton et l'acier, par
lequel se foit la tronsmission des efforts entre les deux
matericux. L'adhérence parfaite n'existe gue pour de bas
nivegux de transmission d'efforts. Au dela, 1l se produit
un glissement relotif entre le beéton et l'ocier, qui est
de moins en moins gené par le frottement mécaniaue entre
les deux matéricux. Cela est particulierement important
au voisinage des fissures et y entraine d'aporéciables
modificotions dens les distributions des efforts. De nombreux
facteurs v interviennent, tels que le nivecu des contraintes
transmises, le diométre et le type des armatures, lo quelité
du beton, la longueur d'imbibition & partir de lec surfeoce

de rupture, les contraintes dans l'ccier, etc...

Certains cuteurs ont essayé d'introduire ce phénoméne dans
leurs modéles, en supposant,de facon cporochée, que le
glissement relatif entre l'acier et le béton Stait seulement
fonction du niveau des controintes tromsmises : NGO et
SCORDELIS (Réf. ' 4 ), NILSON (Réf. 23 ), MUFTI et autres
(Réf. 54 ), CEDOLIN et POLI (Réf. 25 et 28 ).

Cela se faisait cu moyen des éléments-ressort , aui relicient
les noeuds du béton et de l'acier. Ces éléments n'ont pas

de dimensions physiaues, seules leurs propriétes mécaniaues
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sont importentes. Les constantes mécaniques Kn et KV relient
les déplacements relatifs (glissements) de l'acier {noeud

'j') et du béton (noeud 'i'),aux efforts transmis (fig.15-b).

NGO o considéré que les coefficients des ressorts étaient

constants. NILSON, par contre, a supposé une perte progres-
sive de l'adhérence, en adoptant le dicgromme glissements-
efforts d'adhérence empirique (Réf. 54

dons la fig. 15-¢.

) que nous présentons
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IIT - lLes modeles de compbortement non linédaire du beéton sous

charge bicxiale

- Quelgues outeurs, NGO (Réf. 14 ) et COLVILLE (RéF. 535 )J
se sont limités & la considération de lo fissuration
comme la seule cause de norn linédarité. Le béton était,
par conséquent, supposé avolir un comportement lindaire et
élastlique en compression.

Parmi ceux gui ant étudié l'influence du comportement
nor lindoire du béton en compression, nous pouvons clter
deux groupes

A) Ceux qui ont supposé un comnortement élastoplastique

et isotrope pour le béton, (réf.355C,51,52,55,86,59),

ce qul leur ¢ permis d'appligquer la formulation magthématique
de lc plasticité, bien établie déja pvour le calcul des
structures metalliques. Le béton y est supposé vérifier

le critére de olasticité de Yon Mises, ainsi gque le principe

de lo ~ormalite.
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B) Ceux qui ont supposé un comportement non linéaire du
béton jusqu'd la rupture. Dans la plupert des cas, ils se
sont bosés sur les résultats expérimentcux de KUPFER,

de LIU,et de TASUJI, déja commentés au paragraphe 1.2 de

cette arnexe.

Ceux-ci peuvent & leur tour, se diviser en deux groupes

1.- Ceux qui ont adopté un modéle de comportement du beéton
isotrope

— ROMSTAD, TAYLOR et HERRMANN (Réf. 68 ) ont développé un
modele multilinédaire pour le comportement biaxial du béton.
Ils partaient des recherches sur le comportement du béton
en compression uniaxiale,ou ils distinguaient guatre
zones
a) une région initiale & comportement élastique et linéaire,
jusqu'a 30 % environ de lc charge ultime;
b) une région présentant une certaine non linéarité {amorce

des fissures sur les bords des plus grands cgrégcts),

jusqu'd 85 % environ de la rupture;
¢) une zone, assez courte, d comportement fortement non
linéaire (début du développement des fissures & travers le
mortier), jusqu'a la charge ultime (100%);

d) une branche descendante, jusqu'a 90 % de la charge ultime.

Les outeurs ont constaté gue les changements volumétrigues
brusques qui délimitent ces 4 zones, se produisaient dams les
essgls en bicompression, cux mémes pourcentages environ de lg
résistance vltime corresovondante, que pour les essais en com-
pression uniaxiale. Ce qui leur permettcit de delimiter les
quatre zones sur tout le domaine C-C. En T-T le comportement
o été supposé linéaire et élastiaue (premiére zone) . En

C-T, une transition o été adoptée qui éliminait progressive-
ment les zones 4,3 et 2 (voir fig.lé-a).

A l'intérieur de chaque zone, le béton est supposé avolr un
comportement linéaire et isotrope défini par les modules

E et Q , dont les valeurs pour chacune des zones étalent
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déterminées directement QO portir des essdis de compression

unicxicle,et estimées tel gue suit :

Zone E Yy
1 Eo 0.20
-~
2 0,7 Eo 0.20
3 0,15 E° 0.30
4 - 0,075 Eo 0.50
il [ " [ i u ": f!,ll .
A
P28 BT
T
o “’,’.;‘E‘i ; —s
VA i e
T 1 - V] w
T — S
e ! -~
BT e Vi e
" SRS \% SN
SN J “ﬁr /
e . A0 o/
R AR P
Strets Souea A in Terms of b Princos $ -Stwme-Srmn Aasnanvivps veter Unieated Campretsion
Fig.l6-a Fig.16-b
— KUPFER et GERSTLE (Réf. 59 ), ont traveillé en décomoo-
sant 1'étot de déformctions daons ses composantes hydrostatigue
et déviatorigue 5;3 = S‘J Om/3K +.5(j/2.@- :

K étant le module de compression et G le module de deéformation

transversale, gqui en élasticité linédaire sont reliés aux

modules £ et + oar les expressions :

kag/p(ﬁ,-;q)] et &;5/[2(44-0)]. S1 1l'con travoille dans le olan

es

[N

octaedroue , les rooooris entre les contraintes et

déformations sont : A=z 22 et G- 2.
SEe zr"

. B f . - 1 Y
A partir des reésultats des essais (fig.i7), les auteurs ont

' prooosé des formulations analytigues cul rapportent les

modules taongents G-r st KT {ou sécants GS et K \:J Ie2specti-

5
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vement & la controinte octaedrique de ciscillement Z,,
et a la déformation X} , aui existent & chague instant du

chargement: 2o 1 ¥
.. lt-ali o K =g _Gr/Ge
T 4 m-va (o)™ TR0 g [1-pleyn)]

oU les coefflicients a, m,p et ¢ sont fonction de la gqualité

’
du béton.
e
. s n
Ak :'—‘-1 Gy 2429 Ty, %oy 32 lﬁl<ﬂ11 FCongrets 11
7 ! : ; 19
164
| N . R
- w o ¥-Q787
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21 a2 a3 3e 25 as Tu —
/
-Shear Modulus G—Octahedrai Shear Stress =, Relation -Bulk Moduius K—OQctahedral Shear Strain - Reiation
Fig.17-a : Fig.17-b

Les coefficients GT a2t KT’ dont la volevur & chaogue stade
du chargement est ainsi estimée, sont ensuite introduits
daons la matrice gul relie les acugmentotions des contraintes

et des déformations d'un matériou isotrope

r .
- 0 3
e, L ageern .
T T
do, b =U G arer | agoe o |]%€
4 3K+ UGy | A3Kpr64]
d 25, 0 o ir¥er|ldys,
— 9[3)(7.4‘6-7.]_

Cette motrice peut 8tre directement utilisée dans la

formulation des <léments finis.
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2.~ Ceux qui ont adopté pour le béton un modele incrémental,
oU le béton était supposée aveoir un comportement orthotrope
vis-&-vis des successives augmentations de la charge,

oU les directions principales des contraintes sont les

axes d'orthotrooie.:

Lo motrice [D}T qul relie les acugmentations des contraintes
et des déformations a, par conséquent, laforme (rapportée

aux directions principales) :

- o i Vg © Ay
A0y = = 3 B B/ 0 A
iz 1=V Vy4 0 0 1=~ V42 V24 Ay
4#2042" :?,'l k
Va4
avec E, 921. = & VYya , ot I et IIles directions principales,

variaobles avec l'état de sollicitation de l'élzment.

C'est dans l'obtention des coefficients tangents &; et ij,

gue réside la difficults d'un tel modgele, Différentes
solutions ont été nroposées '

- LIU et autres (Réf. 21 et 25 ).en se limitant cu
domaine de bicomoression, ont constaté que l'cugmentation
réelle de lao reideur du beton en urne direction, en présence
d'une outre compression en direction normale & cede-ci,

ne peut pas &tre uniguemenrnt expliquée par l'effet de Poisscn,
mais que lo réduction du sotentiel de microfissurction,aul se
oroduit sous des sollicitations biaxiales,y o une influence

/
importante.

Ils ont oroocosé une formulotion anolytiaue des lois O=¢
analogue 2 celle de SAENZ vour le cas uniaxial (Réf.

qul oar dérivation, donne

19
~4
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1

X = = rapport des contraintes orincipales.

Une telle expression permet donc de tenir compte des deux
effets déja mentionnés, puisque le coefficient VX intervient
non seulement dans l'effet de Poisson, meis oussi dons l'évo-

luotion méme de la roideur tangente £y, .

lLes auteurs ont montré gue l'accord entre une telle loi
et les lois obtenues dans les essais est suffisomment

acceptoble.

Quent aux Q‘J , L'égalité E;Q‘u" g, P42 , leur permet de
tout mettre en fonction d'un seul Q,z)qu'ils ont pris égal a
0.2. Etant donné gque £y et £ , obtenus d'aprés
l'expression précédente

,sont variables et gue 924 est pris

. . . . < . =

implicitement égal & 0.2£, /£ dans l'expression de LDJT ;
O“‘ est donc variable et le modéle introduit un comporte-

ment différent et arbitraire entre les deux directions princi-

pales, ce qui peut entralner des problémes de convergence.

— CEDOLIN et POLI (Réf. 26 et 29 Jyont élargi le modele
crocosé par LIU aux domaines de C-T et T-T. En bitraction, le
béton est supposé élostiaue, linfaire et i1sotrope, de meme
qu'en compression-traction,quand le rapoort traction/compres-

sion est supérieur a 0.3,

Dens le reste de la zone C-T, ils ont adopté ure loi@~§& ,
semblable & celle de LIU, mais oU lo condition de pente nulle
o la rupture, valcble en C-C, n'étoit nlus imposée.

Lo loi oroposée est

E, &y ce 7;«' oAoane

g, = ; ) 7
Gt B ) (5]
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une expression pour le module tangent

oaAC; .  Eby . Eo

AE. B (4-V&) ’ Ebi:[ + (= £Lobva _, (f.:'_ "
! 1 4- Ve Tiw ) E\u.)

—=DARWIN et PECKNOLD (Réf. 70 et 71 },ont proposé

un modele absolument symétrique por rapport aux deux

directions principales :

47, Es e, 0 d€;
1
dQry = = v E(Ey Ez o déII
4z =V L o 0 (&,+8,-29VEEn) /Y oAy
ot V= #;hz Pz est un "module de Poisson équivalent",

varicble aovec l'état de sollicitctions du matériau.

Dans um étot bioxioal de sollicitations, lo déformation en une
direction n'est pas seulement fonction de la contreointe dens
cette direction, mais cussi de celle sur l'autre, du fait de
l'effet de Poisson. Les auteurs essayent de séoarer les deux
affets moyennant le concept de "déformection uniaxicle
équivclente",f;" , aul est la déformation qui existerait
dens wune direction si une contrainte z€ro agisscit en

direction orthogoncale.

Pour un matériou non linéaire, les'"déformations uniaxicles

équivalentes" valent

aGy
Eie — Z. £ 4
% tous les 1in- t

crementsde la
charge

et sont associées aux direct.ons orincipcles dauivaolentes.

Lo rototion des directions orincipales, dons le cos de
chergement non proportionnel, est prise en compte dans le

modele, en calculant les o &; de lo forme
¢

'

.
,
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((ri.,nouvelle - G_i, ancienne)JoD G:" ancienne et E:'
&

correspondent aux directions principales ovant l'applica-

A E"eg' -

tion de lo charge, et G"i g celles d'apres.

, nouvelle
Pour déterminer les modules tangents E, et Ez ,ils considé-
rent une famille de dicgrammes 0T~ & ‘uniexieux", pour
chagque direction principale, gui ont les Eieg en abcisses,
et dont l'expression est analogue & celle de SAENZ (Réf. 27 )

pour la compression uniaxiale A £o £iay

R R N SN N

,ou Oy, et €5, sont obtenues d'aprés des expressions analy- €

tiques gqui approchent les résultots expérimentaux de KUPFER,
Elles sont fonction durcpport of des contraintes principales
a¢ chaque moment, et per conséquent les lois Ty -E“'e@

le sont oussi.

Une fois que la charge est aoolicuée, on obtient lo bé{e%
dons les deux directions orincipcles (en tenant comote de
la rotation de celles-la), et le rapport & , Qul nous permet

d'entrer dans la courbe(; ~ &,

o

correspondqntej et de calecu-

ler les nouveaux £y et E,.

Dans lo réf. 70 , les auteurs ont présenté 1l'élargisse-
ment du modéle pour permettre la considération des charges

cycliques {chargements et déchargements).

- LINK {réf. 72 et 73 )} est parti des courbes expérimen-
tcles fournies par KUPFER, ol l'on montrait les valeurs des

s s , . .
E'i et 92.. sécants obtenues dans les essois.
J

Il en o tiré les courbes raoporiées qx voleurs tongentes
en assimilant la tangente & la corde entre des points

suffisomment oroches (fig.18)
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€
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E3 gs
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ig. 18

Ces courbes,qui sont montrées dans la fig. 19, ont été

approchées analytiquement por des expressions, fonctions
des controintes principales. Ces expressions sont d'une
énorme complexité, ce qui doit augmenter sensiblement le

temps de calcul par ordinateur.

B2 4y g
By .

2.2.- Etudes irncorovorant la flexion

Comme nous l'avons déja indigqué au parcgraphe 9 du chasitre 3

é

1'étude de la flexion a £t3 envisagée de deux fecons diffiren-

tes :
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A) Une premiére approche consiste & adopter des lois
moment-courbure, théorigues ou expérimentoles, qui réfletent
convenablement lao diminution progressive de lo roideur de leo

section au fur et & mesure du chargement,

Sauf au premier stade du chargement, oU le matéricu est
supposé élastigue et isotrope, on adopte une formulation
orthotrope selon les deux directions de moments principaux.
On ne considéere pas d'intercction entre les effets de ces

deux moments principaux , ce gqui permet d'studier la dalle

en supposant un comportement de poutre sur les deux directions

principales, dans lesquelles des lois moment-courbure uni-

dimensionnelles sont adoptées.

Les fissures sont supposées apparaitre dans le plen normal au
moment princioal qui produit des troctions cu-deld de la

resistance du beton.

Ces méthodes, utilisées pour le calcul de dalles, ne permettent
nas la prise en cdmpte des effets de membrane,aul cpparcissent
par suite du comportement non linécire de le section, ﬁucnd

les centres mecanique et géométrique de celle-ci ne coinciden:

pas.

—— JOFRIET & Mc NEICE (Réf. 74 ) ont étudié la flexion d'une
dalle. Ils ont odopte une loi moment-courbure empirigue et
bilindaire, qul représente lo rcideur & flexion de la section
avant et opres lo fissursotion. Cette derniére est approchée
moyennant un “moment d'inertie effectif", obtenu empiriquement,
qul tient compte de la colloboration du béton tendu entre
Tissures et de la contribution effective des armatures osriho-

'-3
issure,dont lo direction n'est

-
£
'

gonales, qul traversent une
pas lo méme gue celle des aciers. Ils ne considéraient pas
le comoortement non $lasticue des aclers et du béton en

compression.
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— BELL et ELMS (Réf. 75 et 75 );obtenaient théorigue-
ment les lois moment-courbure des sections, en adoptant
pour l'acier un diagramme élastoplastique avec raffermisse-
ment, et pour le béton un diagromme paraboligue en compres-
sion et linéaire en traction. Lo roideur des éléments
fissurés tenolt aussi compte de la collaboroticn du béton

tendu entre fissures.

B) Une deuxiéme approche suppose la section divisée en
couches, dont chacune peut aveir un comportement différent
vis & vis des sollicitotions, ou bien etre composée d'un
différent metériau, Ces couches soni supposées travailler
dans leur plan, et sont relides entre elles par une certaine

relation de compatibilité des déformations (ef. 3.10).

Une telle méthode permet l'étude conjointe des efforts plans
» AY . . -

et de flexion (cf.3.12), ce qui lo rend trés cdéguate au

calcul de coques minces en béton armé, oU existent simultané-

ment des efforts de membrane et de flexion.

— B. WHANG (Réf. 77 ), a développé une formation analytigue
complete, en vue du colcul de dalles lecmées orthotropes.

et de coques minces.

— SCANLON et MURRAY (réf, 28 ) ont utilisé pour la premiére
fois cette méthode dans un calecul par éléments finis d'une
dalle en béton armeé. Ils ont supposé un comportement lirmécire
et élostique de l'acier et du béton en compression, la fissu-
ration étant la seule cause de non linéarité considérée.
Les fissures étaient supposées se developper dans les sers

parcllele et perpendiculaire aux ormatures.,

Dars une autre publication (Réf. 78 ) SCANLON o incorpors
le troitement des effets de longue durée {flucge et retrait)

dans le bétor.
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— LIN et SCORDELIS {Réf. 52 )IHAND et autres (Réf. 81 L
ont étudié des coques minces en béton armé, soumises a des

sollicitations de flexion et & des efforts dans leur plan.

Les premiers ont adopté des lois élastoplastiques pour l'acier
et pour le béton en compression, les deux matériaux respectant
le critére de plastificotion de Von Mises. En troction,

le béton suivait une loi linéoire jusqu’'a lo rupture , au

dela de laquelle on considérait un déchargement progressif
suivant une parabole de troisiewe deqré, de fagon & tenmir

compte de la collaboration du béton tendu entre fissures.

HAND o considéré le béeton comme un motéricu isotrope avec
un diagromme bilinécire élastoplastique en compression.
Lo zone élastique était donc divisee en deux sous zones
avec un module d‘élasticité différent ( &, <:E; ), et se
continuait por une troisieme plastique,avec £;,=0, ou
1'écoulement est gouverné por le critéere de Von Mises.

-Une Approche siwiloire a été utiliséde parWANCHOO et MAY(réf.79).
~GILBERT etWARNER(réf.80),3e sont servis de la méme méthode pour
étudier 1'influence de différentes techniques de simulction de lso
collaboration du béton tendu entre fissures.Notamment,ils ont
comparéd les quatre suiventes:
o) Le modéle de SCANLON (fig.l4-a).
b) Le modele de LIN (fig.l4-b).
¢c) Ce dernier ,mais en établiszant une bruque réduction (dv 20%),
de la controinte de traoction,au moment méme de la fissuration,aopres
quol on continue avec un déchargement progressif,similaire o celui
de lo fig.14-b.
d)Un sodéle simple,qui reflate lo callaberation du béton per 1'in-
termédicire d'un accroissement de la roideur des aciers (de Eo),
brusque ou moment de la fissurotion,et s'dteignant au fur et 2
mesure que la fissure cugmente.lLe béton n'est pas supposé collabo-
rer,une fois qu'il se fissure.

Lo collaboraotion du béton tendu des différsntes couches n'est
pas constante,mais fonction de lo proximité des armatures.Pour
celles qui sont loin des aciers,cette collboration est suppo-
sde négligeable,
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SERIE DE PROGRAMMES 'CPC’

Elle comporte les sous-programmes suivants : CPC, CPCI, CPIQ,
CPC2, CP20, CP21, CPC3, CP30, CPC4, CP40, CP41, CP42, CPC5,
CP50, et DCPR.

1.- Description

des variocbles du 'common'

INAM (3).- Vecteur avec le nom des sous-programmes, nécessaire

160 (5).-

ITIP.- Nombre de
RLP .- 'L"',

NS .- Nombre de divisions du bossage (cf. fig.2.4)

pour établir la liaison entre ceux-ci. Par exemple :

INAM (1)
INAM (3)

2 HCP, INAM (2) = 2 KC5,
2H .

Vecteur avec les différentes options du programme :

IGO (1) = (unité logique de lecture des données

+ 100 x unité logique de lecture du nom du fichier

de stockaoge des résultats).

160 (2) =

unité logique d'écriture.

O; si le progromme doit calculer les K
IGO (3) = du bossage {cf. 2.3.2.2)

1

; si les Ki sont introduits comme données

IGO0 (4) =0O; résolution du systéme d'éouations

IGO {5) =

em.  (cf.

jusau'a 13,

et obtention des efforts hyperstatiques

dans les coupures : Fn, vo,m, etxﬁyn

2; calcul des contraintes, & partir des
valeurs de f ,v ,M_ et © ,
n 2l n i

stockés sur un fichier.
1; écriture des valeurs des contraintes.

1; trocé des courbes de controintes.

Q: rien.

bossages (de 0 & 4)

fig. 2.2)

¢

NNN .~ Nombre de termes du développement en séries de Fourier

ESP .- Epaisseur du hourdis {cm.)
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PI .- 3.141592

L .- Module d‘élasticité du béton (kg/em2)

RNU .- Module de Poisson du béten

BB (7).- Largeur (cm) des (ITIP+1)bandes longitudinales

(¢f. fig. 2.23), jusqu'd un maximum de 5.
BB (6) .- Lorgeur (ecm) dela bande '¢' (cf.fig.2.6)
BB (7) .- Idem de la bande 'd'.

XI {2,16) .- Pour deux bandes possibles munies de bossage,
abscisses (em.) des (NS + 3) points gqii déli-
mitent les (NS + 2) divisions de la bande
(ef. fig. 2.12).

MI (15) .- Heouteur (em) des (NS + 2) divisions (c¢f.fig.2.20)
FRI (15).- Cote du point de passage du cdbte dans le
les (NS + 2) divisions (cf.fig.2.20)

€8 (158) .- cos pr des (NS + 2) divisions (cf.fig.2.20).
RK (3,15).- Coefficients K, , K ;. et K qm,
des (NS + 2) divisions (ef. 2.3.2.2.).
FPT .- Force de précontrainte (kg).
KNAM (3) .- Nom du fichier pour le stoekage des résultats
(efforts hyperestatiques,si IGO (4) = O;
valeurs des contraintes,si IGO (4) = 2).
LBUF {100).- Vecteur ocuxiliacire
IWO0 (8) .- Vecteur auxiliaire, utilisé paz les subroutires

"BWR' et 'SWO', pour les transferts entre lo

mémoire centrale et l'oire de trovail du disque.

2.- Listings .-
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