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Résumé

Nous proposons dans cette étude quelques méthodes stochastiques pour le calcul des ponts
aux séismes. Apres avoir rappelé les représentations du mouvement sismique par spectres de
réponse, densités spectrales de puissance et signaux temporels, nous introduisons des modéles
de variabilité spatiale d’ondes sismiques. Nous en étudions 'effet sur la répouse linéaire des
ponts grace a une méthode de spectre de réponse pour structures multi-supportées. Nous pro-
posons une méthode simplifiée permettant un calcul rapide de la sensibilité des ouvrages a
de faibles variations spatiales des mouvements du sol et nous donnons un algorithme efficace
pour le calcul de la réponse la plus défavorable lorsque les variations spatiales sont grandes
et incertaines. Pour tenir compte du potentiel de ductilité des ponts, nous proposons une mé-
thode de spectre de réponse tirant partie de la localisation des non-linéarités matérielles dans la
structure (rotules plastiques, appareils d’appui). Les éléments non-linéaires sont remplacés par
des éléments linéaires équivalents. Une technique de synthese modale adaptée a la localisation
des non-linéarités permet un calcul rapide de la réponse. Cette approche integre le caractere
aléatoire des sollicitations sans avoir recours a de coiteuses simulations de Monte-Carlo. Elle
donne de bons résultats en termes de demande de ductilité et d’énergie dissipée par cycles
d’hystérésis dans les éléments non-linéaires. Enfin, nous évoquons une technique de calcul de
fiabilité de structures non-linéaires sous sollicitations stochastiques.

Mots clés: variabilité spatiales des ondes sismiques; spectre de réponse pour structures
multi-supportées; linéarisation équivalente; spectre de réponse non-linéaire; fiabilité de systemes
non-linéaires sous sollicitations stochastiques.
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Introduction

Les ponts ont eu longtemps la réputation d’étre invulnérables aux tremblements de terre et
de fait, la proportion d’ouvrages de ce type endommagés par des séismes est faible en comparai-
son d’autres structures tels que les batiments courants. Amir-Mazahéri [10] attribue cette bonne
tenue aux qualités intrinseques de ces ouvrages (souplesse, hyperstaticité), au soin apporté a
leur réalisation ainsi qu'au caractere dimensionnant d'autres cas de charges.

Les accidents spectaculaires survenus au Bay Bridge et au Cypress Overpass au cours du
tremblement de terre de Loma Prieta le 17 octobre 1989, a six ouvrages de 'agglomération de
Los Angeles au cours du séisme de Northridge le 17 janvier 1994 et plus récemment au cours du
sé¢isme de Kobé, le 17 janvier 1995, au Hanshin expressway, au pont en arc de Nishinomiya et
au pont ferroviaire de Hankyu, ont montré la vulnérabilité des ouvrages d’art. Si le nombre de
victimes dues a leur ruine est fort heureusement faible, les conséquences en termes immédiats
d'acheminement des secours et en termes différés de pertes économiques ont été considérables.
Les ponts sont en effet, dans ces régions tres développées, des points de passages obligés d'un
important réseau routier et ferroviaire.

Depuis, chercheurs et ingénieurs ont porté une attention accrue aux ponts, tant du point de
vue de leur comportement mécanique aux séismes que des méthodes de calcul. Ces réflexions
ont permis d’étendre avec plus ou moins de réussite les regles de calcul et les dispositions
constructives établies pour les batiments courants aux ouvrages d’art [50, 12]. Toutefois, les
ponts présentent certaines particularités de géométrie ou de comportement qui mettent en
défaut les méthodes de calcul usuelles:

- A D'image des grands barrages ou des conduites enterrées, les ponts sont des structures
¢tendues pour lesquelles I'hypothese, communément adoptée dans la pratique, d’un mou-
vement uniforme du sol de fondation ne se justifie plus nécessairement. De nombreuses
études ont porié ces dernieres années sur les mouvements diftérentiels de sol, sans vérita-
blement qu’un modele de variabilité spatiale d’ondes sismiques s’impose sur les autres. A
défaut nous proposons un certain nombre d’outils simples de calcul permettant une étude
de sensibilité des ouvrages d’art.

- Le comportement mécanique des ponts est bien mieux identifié que celui des batiments
courants. En effet, ces derniers possedent de nombreux éléments non-structurants, de
comportement tres incertain, qui participent malgré tout a la rigidité et la masse de la
structure. Ce n’est pas le cas pour les ponts, qui font en outre 'objet d’un soin particulier
lors de leur réalisation. Une description plus détaillée du comportement dynamique des
ouvrages d’art, notamment dans le domaine non-linéaire, est donc possible. Elle est méme
souhaitable puisque les possibilités de redistribution d’effort apres plastification de cer-
tains éléments existent mais en nombre plus réduit que dans les batiments. Les méthodes
de simulations permettent cette analyse fouillée mais sont encore onéreuses en calculs
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et de ce fait se prétent peu a des études de sensibilité. Nous proposons ici des méthodes
simplifiées d’analyse de systéemes pour lesquels les non-linéarités sont locales (rotules plas-
tiques, appareils d’appul) ce qui se produit dans le cas d’un dimensionnement en capacité.
Nous précisons alors les niveaux de demande de ductilité et de dissipation d’énergie des
composants non-linéaires.

La premiere partie de ce mémoire est dédiée & la prise en compte des phénomenes de
variabilité spatiale des ondes sismiques dans le calcul des ouvrages d’art. Pour cela nous revenons
dans le premier chapitre sur les représentations du mouvement sismique du sol par spectres de
réponse, densités spectrales de puissance et signaux temporels en indiquant les passerelles qui
permettent de passer de I'une a i'autre de ces représentations. Puis nous y intégrons la variabilite
spatiale des ondes sismiques en rappelant les phénomenes physiques qui en sont a 'origine.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la réponse des cuvrages d’art en termes de sensibilité
aux variations spatiales des mouvements de sol. Nous v présentons la regle de calcul MSRS qui
s'appuie sur les spectres de réponse réglementaires et un modele au choix de variabilité spatiale.
Nous en proposons une formule approchée dans le cas de faibles variations spatiales qui a le
meérite de permettre un calcul rapide de la sensibilité de ouvrage et qui apporte un éclairage
intéressant sur les contributions des diverses composantes de la réponse. Nous donnouns une
extension du concept de masse modale sismique, estimateur du nombre de modes a retenir
pour décrire convenablement la réponse de la structure.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée a la réponse non-linéaire des ponts. Nous y
faisons 'hypothese que le comportement post-élastique est concentré en un un nombre réduit
de points de la structure, sous forme de rotules plastiques ou de déformations inélastiques d’ap-
pareils d’appui. Dans le troisieme chapitre, nous proposons une méthode de spectre de réponse
associee a des techniques de linéarisation équivalente et a une synthese modale adaptée a la
localisation des non-linéarités. Ces méthodes sont rapides et integrent de facon rationnelle 'aléa
associé a l'excitation sismique sans faire appel aux simulations de Monte-Carlo coliteuses en
calculs. Les techniques proposées fournissent une approximation tres convenable de la demande
de ductilité et du degré de dissipation d’énergie dans les divers composants non-linéaires.

Dans le quatrieme et dernier chapitre. nous indiquons des possibilités d’ouverture vers des
techniques de calcul de fiabilité des structures non-linéaires sous sollicitations stochastiques.
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Chapitre 1

Mouvements sismiques pour les
ouvrages d’art

Dans un souci de simplifier la tache de l'ingénieur, les réglements de construction définissent
I’excitation sismique par ses effets sur les structures. Dans ce but, les spectres de réponses
elastiques fournissent la réponse maximale d’oscillateurs linéaires élastiques pour un niveau
de séisme donné sur une configuration géologique donnée. Si le comportement de la structure
s’apparente a celui d’un tel oscillateur, le maximum de sa réponse s’obtient par lecture directe
des spectres. Si son comportement dynamique est gouverné par un ensemble de modes propres,
la réponse maximale s’obtient par combinaison des maxima modaux. Cette description du
mouvement de sol permet une analyse simple des batiments dont la fondation est de petite
dimension au regard des longueurs d’ondes. Pour ces ouvrages, on peut faire 'hypothese d’'un
mouvement uniforme du sol. Cela n’est plus possible dans le cas de structures étendues. Les
ponts, tunnels, ou barrages ont parfois des dimensions de 'ordre des longueurs d’ondes sismiques
et de ce fait subissent des déplacements différentiels le long de leurs fondations, ce dont les
spectres ne rendent pas compte.

Nous rappelons dans ce premier chapitre, différentes représentations des mouvements sis-
miques de sol qui prennent en compte leur caractere aléatoire et de possibles variations spatiales.
Notre souci est d’adopter la représentation la plus simple possible permettant 'extension des
outils communément utilisés en génie parasismique pour les batiments, au calcul des structures
étendues. Nous revenons dans un premier temps sur les diverses facons de décrire le mouvement
ponctuel du sol par I'intermédiaire de spectres de réponse, de densités spectrales de puissance
et de signaux temporels, en indiquant les passerelles entre ces représentations. Nous évoquons
ensuite les sources de variabilité spatiale des ondes sismiques et I’extension des représentations
précédentes aux mouvements qui ne sont que partiellement corrélés en espace.

1.1 Représentations de Paction sismique ponctuelle

Dans la pratique du génie parasismique, le mouvement du sol est donné par son action sur
les structures. Les reglements ou recommandations [12, 50] fournissent ainsi des spectres de
réponse d’oscillateurs dont nous rappelons la définition dans un premier temps. Couramment
utilisés par les chercheurs, les processus stochastiques offrent une représentation plus générale
du mouvement sismique, qui met clairement en avant son caractére aléatoire. On décrit en
particulier le contenu fréquentiel de ’accélération au sol par l'intermédiaire de densités spec-
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trales de puissance. Nous en rappelons la définition et donnons quelques exemples classiques.
Nous montrons en particulier comment choisir des densités spectrales de puissance de fagon a
ce qu’elles soient compatibles avec les spectres de réponse élastique. Enfin, nous rappelons les
techniques usuelles de génération de signaux sismiques artificiels & partir des densités spectrales
de puissance.

1.1.1 Spectre de réponse d’oscillateurs linéaires

Les spectres linéaires donnent la réponse maximale moyenne (parfois augmentée d’un écart-
type) d’oscillateurs linéaires élastiques soumis a une excitation de type sismique. Ce sont des
fonctions de la pulsation propre w de l'oscillateur, de son ratio d’amortissement { et de la
nature du sol sur lequel 'oscillateur repose. En théorie, ils sont obtenus en prenant la movenne
sur un ensemble de réponses d’oscillateurs soumis a des séismes qu’on peut attendre sur une
configuration géotechnique donnée. Dans la pratique, ces spectres sont lissés et simplifiés de
facon a couvrir de fagon conservative une large gamme de séismes. Ils sont donnés sous la forme
de déplacements (allongements ) maximaux moyens D(w, () d’oscillateurs, de pseudo-vitesses
V(w,{) = wD(w,() ou de pseudo-accélération A(w,() = w?D{w, ). L’Association Frangaise de
Génie Parasismique {AFPS) recommande quatre spectres selon le contexte géotechnique [11]:

- Site SO: site rocheux ou sol de bonne a trés bonne résistance mécanique d’épaisseur
inférieure a 15m.

~ Site S1: sol de bonne a trés bonne résistance mécanique d’épaisseur supérieure a 15m ou
sol de résistance mécanique moyenne d’épaisseur inférieure a 15m.

— Site S2: sol de résistance mécanique moyenne d’épaisseur comprise entre 15 et 50m ou
sol de faible résistance mécanique d’épaisseur inférieure a 10m.

— Site 53: sol de résistance mécanique moyenne d’épaisseur supérieure a 50m ou sol de
faible résistance mécanique d’épaisseur comprise entre 10 et 100m.

Dans des situations de sol plus défavorables une étude spécifique est requise. Les spectres
d’oscillateurs élastiques correspondant aux quatre sites précédemment définis sont représentés
en pseudo-accélérations sur la Figure (1.1} pour une accélération maximale horizontale du sol de
Im/s?. Les spectres de ’AFPS donnent la réponse maximale moyenne augmentée d’un écart-
type. Notons que ces spectres ont été définis dans l'objectif de dimensionner des structures
dont ia période fondamentale ne dépasse pas quelques secondes. Comme le souligne Bard [19],
la technologie des capteurs et les méthodes d’acquisition de données limitent la fiabilité du
contenu longue période des spectres expérimentaux et de fait, des spectres réglementaires. Ceci
pose un probleme pour certains ponts, notamment suspendus, dont la période fondamentale
peut dépasser la dizaine de seconde. Bard [19] mentionne en exemple deux situations géologiques
dans lesquelles le contenu longue période peut étre trés important:

-~ En se réfractant aux bord de bassins sédimentaires larges et profonds, les ondes de volume
engendrent des ondes de surface de grande amplitude et de longue période.

~ Lorsque la rupture de la faille géologique est proche, on constate de fortes impulsions
basses fréquences en vitesse et en déplacement {plus de Im/s et 100cm enregistrés au
cours des tremblement de terre de Landers, Northridge et Kobé) dommageables pour les
structures notamment lorsqu’elles plastifient et qui ne sont pas du tout prises en compte
par les spectres réglementaires.
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Pseudo-accélération

Période (s)

F1G. 1.1 - Spectre de réponse élastique normalisé, composante horizontale

Les reglements présentent une certaine incohérence aux tres basses fréquences. On s’attend
en effet & ce que le déplacement relatif maximal d’un oscillateur infiniment souple égale le
déplacement maximal du sol. Le Tableau 1.1 montre que la limite du spectre de réponse en
déplacement & trés basse fréquence (lim, .0 D{w,()) surestime largement la valeur maximale
du déplacement au sol pour les quatre modéles de site des recommandations AFPS [12].

[ site AFPS S() S] 52 Sg
lim, 0 D{w, {){em) 5 | 8.1113.2 202
Umqz (cm) selon recommandations AFPS | 3 | 5 7 9 |

TAB. 1.1 - Déplacements mazimaux du sol selon les recommandations AFPS

Les spectres sont en général donnés pour les mouvements horizontaux du sol. On admet
que la composante verticale du séisme est égale & deux tiers (70% dans I’Eurocode 8) de la
composante horizontale. Selon Bard [19], ce ratio sous-estime les mouvements verticaux au
voisinage d'une faille inverse de type “dip-slip”, mais les surestime dans la plupart des autres
cas.

Si, comme nous l'avons souligné, les spectres de réponse présentent un certain nombre de
défauts, en particulier dans les basses fréquences, ils n’en sont pas moins simples d’emploi et
de ce fait largement utilisés dans la communauté des ingénieurs. Nous présentons dans les
paragraphes suivants d’autres fagons de décrire le mouvement du sol, parfois plus physiques,
en prenant soin de montrer comment ces formulations peuvent étre mises en concordance avec
les spectres réglementaires.

1.1.2 Densités spectrales de puissance

La nature aléatoire des signaux sismiques fait des processus stochastiques une représentation
naturelle. Si la forme des signaux temporels varie beaucoup d’un tremblement de terre a ’autre,
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on s’accorde a reconnaitre que le contenu fréquentiel sous une forme que nous allons définir,
apporte des renseignements caractéristiques de la nature des sols et de la situation du site par
rapport aux failles géologiques.

Pour 'utilisation pratique, nous faisons I'hypothese que pendant la durée des mouvements
forts, 'accélération du sol est un processus aléatoire gaussien de moyenne nulle, stationnaire.
du moins au regard des caractéristiques dynamiques de la structure. Le caractére gaussien
se justifie par le théoreme central limite: le signal sismique en un point de la surface au sol
est la superposition de signaux de distributions a peu pres semblables et statistiquement in-
dépendants parce qu’ils ont soit suivi des chemins indépendants, soit proviennent de sources
indépendantes sur la faille géologique. Le caractére stationnaire sous-entend que les caractéris-
tiques statistiques du processus évoluent peu sur une durée supérieure ou €gale a plusieurs fois
(au moins un dizaine de fois) la période propre fondamentale de la structure. Cette hypothese
est parfois mise en défaut dans la pratique, en particulier pour les grands ouvrages d'art dont
les premieres périodes atteignent plusieurs secondes. Il est tout a fait possible d’introduire des
densités spectrales de puissance variables dans le temps {82, 30, 31, 83], toutefois nous conser-
verons souvent 'hypothese de stationnarité afin de garder les calculs et les techniques aussi
simples que possible. On introduit de ce fait une erreur qui portera toutefois peu a conséquence
dans 'utilisation qu'on fera des densités spectrales de puissance dans les chapitres suivants.

La fonction d’auto-corrélation (cf. annexe A.1) de 'accélération du sol i, se définit par

Ry, (1) = Elig(t)i,(t + )] (1.1)

ou F désigne 'espérance mathématique. Puisque le signal sismique est stationnaire, c’est une
fonction paire de la seule variable 7. La variance du processus s'obtient pour 7 = 0: crflg =
R, (0). On désigne par densité spectrale de puissance ponctuelle d'accélération de sol Sy, la
transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation :

. L

S, (w) = Ry, (7) exp(—twr)dr (1.2)

21 J-co

On démontre [82, 93] qu’il s'agit d’une fonction réelle positive et paire. De ce fait on emploie
également souvent la densité spectrale de puissance a droite définie pour des fréquences positives
par

Gy, (w) = 285 (w) pour w > 0 (1.3)

La variance du processus s’exprime simplement en fonction de sa densité spectrale de puissance:

+o0 +co
ot = [ Suwide= [ Giylw)de (1.4)

J =0 JO

Nous passons en revue trois spectres couramment utilisés en génie parasismique en indiquant
leurs avantages relatifs en vue du calcul de la réponse des ouvrages d’art. Le spectre ponctuel
d’accélération le plus simple, dit de Kanai-Tajimi [74, 115}, est donné par la réponse d'une
couche de sol de fréquence propre w,, d'amortissement radiatif {, au mouvement du substratum
rocheux dont la densité spectrale de puissance d’accélération est un bruit blanc d’amplitude
<

k,O:

(1.5)
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Ce spectre présente 'avantage de la simplicité, mais pose des problemes a basse fréquence. En
effet, la densité spectrale de puissance des déplacements du sol

. Silw

Sulu) = 2 (16)

w?

n’est ni définie, ni localement intégrable en zéro. On ne peut donc définir la variance du pro-
cessus déplacement de sol par cette densité spectrale de puissance. Si cela ne représente pas
un inconvénient majeur pour le calcul des batiments, c’est une réelle limitation dans le cas des
ouvrages étendus et des problémes non-linéaires que nous rencontrerons.

2k /- - . : , J

o8t A
0sf b
o4l N

0.2r : .\ E 4

Fréquence (Hz)

F1G. 1.2 - Densité spectrale de puissance de ['accélération au sol selon le modéle de Kanai-
Tajimi pour S, =1, wy = 4nrad/s et {; = 0.6

Pour pallier cet inconvénient, Clough et Penzien [37] ont proposé le double filtre suivant :

4 2,2, .2 4
wy + 4 wiw W

O(wg - w?)? + 402wl ' (w? —w?)? + 4(}"%2,@)2

5

Sﬁg(u}) = (1.7)

qui présente i'avantage sur le specire de Kanai-Tajimi de conduire a une densité spectrale
de puissance en déplacements finie et intégrable. Il est donc tout a fait approprié lorsque la
densité spectrale de puissance des déplacements s’avere nécessaire a 'analyse. Les parametres
du modele peuvent étre ajustés pour représenter le contenu spectral de excitation sismique qui
dépend de la nature du sol. La Figure 1.3 donne une représentation graphique du spectre double
filtre pour les parametres de sols dur, moyen et mou du Tableau 1.2 tiré de la référence [45].
Les formes spectrales de Kanai-Tajimi ou de Clough et Penzien résultent de modeles tres
simples de propagation d’onde. On ne peut s’attendre a ce qu’ils fournissent des résultats fiables
notamment pour les basses fréquences. C’est pourquoi nous jugeons opportun de mentionner
ici la densité spectrale de puissance au rocher issue du spectre de Boore [26] (voir aussi [85])
qui s’appuie sur un modele physique de rupture sismologique et sur des lois d’atténuation. A
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sol | wylrad/s) | {, |ws(rad/s) | (s
dur 15.0 0.6 1.5 0.
moyen | 10.0 0.4 1.0 0.6
souple | 5.0 0.2 0.5 0.6

MOUVEMENTS DE SOL

TAB. 1.2 - Parameétres des filires de sol pour le spectre de Clough and Penzien

sol moyen

- /
, sol dur

al \ ) ;
B ﬁ( \&

\‘\‘\—.—.

0 3 4 5

Frequence (Hz)

Fi1G. 1.3 - Densité spectrole de puissance de Uaccélération au sol selon le modele de Clough et
Penzien
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une distance R (en km) d'une faille sur laquelle se produit une rupture de moment M, (en
din.cm), la densité spectrale de puissance de Boore s’exprime sous la forme:

v N C?A/I(% € i )
Si,(w) = zﬂ:[;rS(w,wc)P(w,wm)T (1.8)
ou la constante C est donnée par:
-FS- ‘ N
C - Rgs - FS-PRTIT (1.9)

drpB°

Rs, == 0.63 est le schéma de radiation, F.S = 2 le facteur d’amplification di a la surface libre,
PRTITN = 1/+/2 est un facteur de réduction tenant compte de la partition de I'énergie sur les
deux composantes horizontales, p est la masse volumique (en g/cm®) et 3 la célérité des ondes
de cisaillement (en km/s). Dans Uexpression (1.8), S est un terme de source:

w? :
Slw,we) = (———~—) (1.10)
1t (w/we)
ou w, est une pulsation de coin. P est un filtre passe-bas:
1
Plwwy,)= ——— 1.11
S —

Enfin, dans le terme exponentiel décrivant 'atténuation géométrique, le facteur sans dimension
@ vaut 300. Boore fait ’hypothese que la fréquence de coupure est indépendante de 'importance
du séisme (f, = wn/27 = 15H=z). La fréquence de coin (f, = w./27) est, quant a elle, liée
au moment sismique My et & un parametre Ao ayant les dimensions d’une contrainte {on la
retrouve dans la littérature sous le nom de contrainte effective, chute de contrainte dynamique,
ou encore valeur quadratique moyenne de chute de contrainte):

fo=4.9 x 10°3(Ac/M,)*/3 (1.12)
ou f. est en Hz, 3 en km/s, Ao en bars {on prendra une valeur moyenne de 100 bars). La
durée des mouvements forts se déduit de la fréquence de coupure par la formule:

T, ! (1.13)
d— 7 .
fe

Hanks et McGuire [57] relient 1'écart type oy et la valeur maximale t,,,, de 'accélération au
sol aux parametres définis plus haut:

Oy = 085

(1.14)

Uppar = aa\jﬂn (2£m) (1.15)

La Figure 1.4 représente la densité spectrale de puissance de Boore pour une magnitude du
moment sismique de M = 6.5 . Rappelons que la magnitude est reliée au moment sismique par
la relation:

M = 2/3log My — 10.7 (1.16)
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120 r T T T 7 r T
100r{
80t 4
60H .

404 1

2 ¢ 8 B 10 12 14 18 18 20
Fréquence (Hz)

Fi1G. 1.4 - Densit€ spectrale de puissance de ['accélération au sol selon le modéle de Boore

1.1.3 Adéquation des densités spectrales de puissance aux spectres
élastiques réglementaires

Nous aurons besoins, aux chapitres suivants, de densités spectrales de puissance compa-
tibles avec des spectres de réponse réglementaires. Pour ce faire, nous pouvons ajuster les para-
metres des densités spectrales de puissance définies plus haut, notamment ceux des modeles de
Kanai-Tajimi (voir en particulier [78]) et de Clough et Penzien, de fagon a ce que les réponses
d’oscillateurs qui en découlent se rapprochent au mieux des spectres de réponse réglementaires.
Nous pouvons également construire de toutes pieces une densité spectrale de puissance qui
satisfasse au méme critere. Comme le remarquent Labbé et Bernat [78], les spectres de réponse
élastique sont construits a partir d’accélérogrammes normalisés dans la mesure ou 'accélération
maximale de chacun de ces signaux est unitaire. La variance de la réponse d’oscillateurs tres
raides est faible du fait de cette normalisation, si bien que la définition du spectre de réponse
en moyenne augmentée d'un écart-type est faussée pour les hautes fréquences. Nous adoptons
ici une démarche plus simple en supposant que les spectres de réponse élastiques fournissent la
moyenne de la réponse maximale des oscillateurs.

On considere souvent que l'accélération du sol est un processus stationnaire gaussien modulé
par une fenétre temporelle déterministe de durée finie. La réponse d’un oscillateur linéaire a ce
mouvement d’entrainement est également gaussienne, mais non stationnaire. L'oscillateur est
en effet au repos avant d’étre sollicité par le séisme et n’est excité que pendant une durée finie
T'. On suppose toutefois que la durée d’excitation est sufisamment longue pour que V'oscillateur
atteigne son régime stationnaire et y reste pendant une durée qui soit une proportion importante
de la durée d’excitation. On pourra alors considérer que la réponse est elle-méme stationnaire.
Le passage de la densité spectrale de puissance au spectre de réponse linéaire s’effectue en trois
étapes:

— La densité spectrale de puissance du déplacement relatif de Poscillateur de pulsation
propre w, et de ratio d’amortissement propre (. s'obtient en multipliant la densité spec-
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trale de puissance d’accélération du sol par la norme au carré de la fonction de transfert
. o =1
? - w4 2wl (93]

Suy(w)

de Voscillateur h,(w) = |[w

S, = - - 1.17
W)= Gy + 0 (1.17)
- On en tire la variance du déplacement relatif de l'oscillateur :
+oo
o? = / S, (w)dw (1.18)

- L’espérance de l'allongement maximal de 1'oscillateur se déduit enfin de ’écart-type o,
en le multipliant par un facteur de pic dont on trouvera la définition et des expressions
approchées a 'annexe A.3:

2

Xr;ma.:v] =p-0 (119)

(a) Densité spectrale de puissance de Boore

Par cette méthode, nous obtenons le spectre d’oscillateurs dérivé de la densité spectrale
de puissance de Boore qui représente le mouvement de sol au rocher que nous comparons au
spectre de réponse AFPS pour un site rocheux Sg. Une étude paramétrique nous a permis de
montrer que le spectre Sy était le mieux approché sur l'intervalle des périodes [0.03, 2.5sec] par
le spectre de Boore de magnitude M = 6.5. Pour I’'ajustement nous avons utilisé une norme de

la forme ||A(w)|| = [fll:((oz_'cfg)Hn(A(w))izdln(w)}l/z. La Figure (1.3) montre cependant la faible

adéquation de ces deux spectres.

o “&——— Spectre de Boore A = 6.51
o
=
2 2 /
= / <= Spectre AFP8 Sy
:EJ: H
< 1.5
‘F /
]
] \
=
% i \ "‘
~. ‘
o5l \\\\ k
) o5 1 15 2 25

Périodes (s}

FiG. 1.5 - Comparaison des spectres de réponse de Boore et de ’AFPS (Sy)

(b) Densité spectrale de puissance de Clough et Penzien

Nous avons également ajusté les parametres (.S, wy,(,,wy,(s) de la densité spectrale de
puissance de Clough et Penzien de fagon a ce que les spectres de réponse déduits s’approchent au
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mieux (au sens des moindres carrés) des spectres AFPS Sy, Sy, S; et S3 avec 5% d’amortissement
sur l'intervalle des peériodes {0,2.5sec]. La Figure 1.6 représente ces quatre spectres en traits

pleins et leurs approximations en pointillés. Le Tableau 1.3 donne les valeurs des parameétres
identifiés pour chacun des spectres.

Z.SF 4 2.5+ /"—"\
f S0 =5342x 107 | / \ So = 7.663 x 1674
& 9 wg = 25.293 15 2 wg = 18.69
3 (g = 0.538 [~ \ (g = 0.532
5 ws = 1.001 | & wy = 1.237
g . - N = 1.
Q18 ¢y = 1.875 4 9 1sb {y = 1.349
] «
) ¢
g " - T
D1 N ] %
W 1] 1k
a. \ =)
~
i
C5F Spectre AFPS S0 \\\\} o5k Spectre AFPS S1
o 05 1 15 2 25 0 o5 1 15 2 25
Périodes (s} Périades (s)
\ 2 / \ !
o] \ So = 9.742 x 10~ s / ' So = 13.455 x 10~*
£ / \ wy = 12.805 3 / wy = B.141
2 j \ . = 0.500 R / . (g=10.525 )
= / A\ wr =1.231 = \ wys = 1.538
; ish / \\ ¢; = 0.892 ] :% 4 / &e = 0.736
p S
g / : o AN z
a . | a
! e ny \ 4
/
Spectre AFPS 52 \ oel Spectre AFPS 83 \

0.5 1 1.5 2

Périodes (s)

o 0s 1 1.E 2 2.5 Q¢

Périodes (s}

FiGc. 1.6 - Approrimations des spectres AFPS /traits pleins) par des spectres de réponse issus
des densités spectrales de puissance de Clough et Penzien (traits pointillés)

Type de site SO S1 S2 53
So 5.342 x 1071 | 7.663 x 1077 1 9.742 x 10=* | 13.455 x 10~*
Wy 25.293 18.693 12.805 8.141
Cy 0.533 0.532 0.500 0525
Wy 1.001 1.237 1.231 1.538
(s 1.975 1.349 0.892 0.736

TaB. 1.3 - Parameétres des densiteés spectrales de puissance de Clough et Penzien ajustant les

spectres de réponse AFPS

(¢) Représentation numérique discréte de la densité spectrale de puissance

En dehors des modeles proposés, il est également possible de construire ez-nihilo une den-
sité spectrale de puissance discrete, c’est a dire définie sur un ensemble fini de fréquences et
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compatible avec un spectre d’oscillateurs donné Diw, (). Comme le suggerent Der Kiureghian
et Neuenhofer [45], il s’agit de résoudre 1'équation en la densité spectrale de puissance a droite
Gy lw):

1/2

“+o0 .
p(“jf*T)[/ qu("“')]hf‘(w)fzd“) = l)(wrvcX (120)
0

pour une plage fréquentielle dans laquelle se situent les pulsations propres w, intéressant les
structures en jeu. h.(w) est la fonction de transfert [w? —w? + Ziﬁw,w]—I et plw,..T) est le
facteur de pic associé a la réponse de 'oscillateur de pulsation w, et d’amortissement ¢ pour
une durée d’excitation forte T. Dans la pratique, on résout {1.20) de maniere itérative pour un
nombre fini mais suffisamment grand de pulsations w, :

1. On choisit une densité spectrale de puissance initiale G'L-Z)(w) = QSégj(w), par exemple
un bruit blanc ou mieux, un double filtre de Clough et Penzien dont les paramétres sont
choisis en conformité avec le spectre de réponse (Table 1.3).

2. Connaissant G i ) on construit (1( *1 en posant G‘ ) (w) = fM{w )G'( )(.u) ce qui injecté
dans (1.20) en supposant que le facteur de pic ne Lhange que peu, donne:

9

/2

+ o 1
T[T FODGE @A (w)Pdo] = D) (1.21)

En supposant f(® lentement variable, on approche (1.21) par

, 1/2
Dw,,¢) =~ p”‘)(u:,.T[ (u,}/ Lr s)lh. w)|2du]

1;’2 )
~ (e, T) [ (wo) AT (o >] (1.22)
et donc: (n) ,
i Gun (wfj D My o 4
Ggln-i-l)(wr) - (:) [ ( )(u' ,S) {123)
‘ Ay (w, ) P {wr, T')
3. On calcule alors les moments spectraux de I'itération (n + 1) par les formules
n+1} T ~{n+1)
A1) - / WG (W) dw (1.24)
0 9

(n+1)(

puis le facteur de pic p w,, T') conformément aux formules approchées de 'annexe A.3.

Un programme nformatique a été réalisé par nos soins suivant cette procédure. Der Kiure-
ghian et Neuenhofer {45] ont montré que quelques itérations seulement suffisent pour converger,
d’autant plus que dans les applications des chapitres suivants, les densités spectrales de puis-
sance seront essentiellement utilisées pour le calcul de coefficients de corrélation entre réponses
modales, pour lesquels une approximation sommaire de la densité spectrale de puissance est
suffisante. La Figure 1.7 montre la densité spectrale de puissance ainsi obtenue de fagon a étre
conforme au spectre AFPS 55. Sur le graphique en haut de cette figure, on a rappelé le spectre
de réponse AFPS S, en traits pleins et en pointillés le spectre de réponse obtenu en moyenant
les spectres de réponse associés a 300 accélérogrammes issus de la densité spectrale de puis-
sance, selon la procédure qui sera présentée au paragraphe 1.1.4. On constate une trés bonne
adéquation du spectre synthétique au spectre d’origine.
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Fi1G. 1.7 - Spectre de réponse approche et densilé et densite€ spectrale de puissance conforme
au spectre AFPS Sg
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Dans un souci de commodité, Der Kiureghian et Neuenhofer [45] proposent méme de se
contenter de la premiere itération : pour une excitation a large bande et un faible arnortissement,
on montre que /\g))(w,.) = WG'&C;)(wr)/(?,Cw?f!. L’équation (1.23) s'écrit alors, pour n = 0:

Diw,¢) 1?
)
Si cette premiere approximation et les 1térations suivantes sont satisfaisantes pour les moyennes
et hautes fréquence, elles péchent dans les basses fréquences par la violation de I’hypothése de
stationnarité du processus au regard de la durée d’excitation 7. On y remédie souvent en rem-
plagant Poscillateur dont la réponse est instationnaire par un oscillateur de réponse stationnaire,
de méme fréquence propre et d’amortissement supérieur [51]. En introduisant I’amortissement
équivalent proposé par Rosenblueth et Elorduy [106] (' = ( + 2/(w,T') dans (1.25) Der Kiure-
ghian et Neuenhofer obtiennent :

2
Wi ) w o (260 4 ) [ Dlwn, O _
Gag(wr)-wr( - +7rT) [p<°>(wr,T) (1.26)

Cette correction amplifie les basses fréquences de la densité spectrale de puissance pour tenir
compte du caractere transitoire de la réponse. Toutefois, on souhaite également pouvoir définir la
densité spectrale de puissance des déplacements du sol G, (w) = Gy, (w)/w?. Comme le spectre
de réponse en déplacement tend en théorie vers le déplacement maximal du sol pour les tres
basses fréquences (D(0,() = tg,mar) €t que le facteur de pic est borné, I’équation (1.26) prédit un
comportement Gy, (w) ~ w™? aux trés basses {réquences et une variance du déplacement du sol
or = 5" Gu,(w)dw infinie ce qui n’a pas de sens physique. Der Kiureghian et Neuenhofer {45]
proposent une seconde correction sous la forme

G () = 0, 942 (zcw, N ) (2(_2_0) V50 2m)

wel +wi \ o =T )\ pO(w,)

dans laquelle ¢ > 2. On pourra prendre en particulier ¢ = 2, 3 ou 4, le choix n’affectant que
peu 1'allure de la densité spectrale de puissance pourvu que w; soit choisi suffisamment petit.
On ajuste ces deux parametres de fagon a satisfaire la relation sur la variance du déplacement

du sol:
+oeo Umag :
/ WGy, (w)dw = ( ) (1.28)
0] pu

Notons que la formule (1.27) fait intervenir le ratio d’amortissement { des oscillateurs alors qu’il
s’agit de la densité spectrale de puissance d’accélération du sol. L’expression en son ensemble
serait indépendante de I'amortissement si les spectres d’oscillateurs étaient définis de sorte que
la quantité ((+2/(w, TH[D{wr, ¢)/p(w.}]? soit elle-méme indépendante de . Ce n’est en général
pas tout a fait le cas des spectres réglementaires, pour lesquels la dépendance en ’amortissement

2(w?

6w = [

(1.25)

m

n’est défini que de fagon tres approximative. Pour notre utilisation, nous choisirons les spectres
de réponse de base fournis en général pour un ratio d’amortissement critique de 5%.

1.1.4 Signaux synthétiques conformes & une densité spectrale de
puissance
Le calcul de la réponse d’une structure dans le domaine temporel nécessite la définition

de signaux sismiques. Lorsqu’ils sont disponibles, on peut utiliser les accélérogrammes enre-
gistrés lors de tremblements de terre sur des sites comparables au site étudié. Toutefois, ces
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enregistrements sont en nombre limité et il faut en général avoir recours a des signaux synthé-
tiques. Nous rappelons brievement un moyen d’obtenir ces derniers, de facon a ce qu’ils soient
conformes & une densité spectrale de puissance donnée. Une représentation traditionnelle d'un
processus stationnaire gaussien de moyenne nulle et de densité spectrale de puissance a droite
Gy, (w) = 253, (w) s’écrit sous la forme d’une somme de cosinus [104, 108]:

N
= Z v’QG,-;g(wk)Aw cos{wit — Oy) (1.29)
k=1
ou les G, sont des variables aléatoires mutuellement mdependanteq et uniformément distribuées
sur [0,27] et wy = (k—1/2)Aw. Les réalisations ii,(¢) de U'(t) sont 27/ Aw périodiques et donc,
en fonction de l'application il convient de choisir Aw sufﬁsamment petit pour que 27/Aw soit
largement plus grand que la durée d’excitation. En écrivant (1.29) sous la forme

Ug(t) = Re[F(t)] (1.30)
avec _ N
F(t)= Z {\/ Gy, (wr)Awexp(—10; — z/’Aw)} exp(tkAwt) (1.31)
k=1
et en posant t; = ,\, == pour [ =0,1...., N — 1, on constate que la série formée par les F'(t;)
AN TRV kl
F(t) = }; {V/QGﬁg(wk)Aw exp(~-10; — i;’?Aw)} exp (iQWﬁ) (1.32)

s'obtient & partir de la série des {\//‘ZGﬁg(wk)Aw exp({—10Q; — i/fZAw)} par transformée de Fou-
rier discrete, pour laquelle on dispose d’algorithmes tres performants (transformée de Fourier
rapide). Notons toutefois que cette méthode suppose des pulsations wy réparties a intervalles
réguliers. Il est parfois souhaitable d’affiner le maillage fréquentiel dans certaines zones de
changement de forme de la densité spectrale de puissance ou dans des zones intéressant parti-
culierement la réponse des structures et de le rendre plus grossier ailleurs. L’équipartition des
fréquences n’étant plus assurée, I'utilisation de la transformée de Fourier rapide n’est alors plus
possible.

La formuie (1.29) fournit un signal gaussien stationnaire. Les séismes sont bien entendu de
durée iimitée. Pour obtenir un signal sismique plus réaliste, nous multiplions par exemple les
réalisations de (1.29) par la fenétre temporelle de la Figure 1.8. On trouvera dans la littéra-
ture [37, 36] de nombreuses fenétres plus €laborées. Durant la phase des mouvements forts, de
durée T, les caractéristiques statistiques du signal sont indépendantes du temps.

Les signaux synthétiques ainsi obtenus sont les réalisations d’un processus aléatoire de
densité spectrale de puissance & droite G;_{w). Nous avons vu au paragraphe précédent que cette

densité spectrale de puissance peut étre choisie de facon a produire des processus conformes a
des spectres de réponse d’oscillateurs, quoique cette conformité puisse n’étre qu’approximative.
Pour que le processus soit véritablement conforme a un spectre de réponse donné, on peut
corriger individuellement ses réalisations de la facon suivante: on calcule le spectre de réponse
D;(w.¢) de la réalisation ii,(¢); on multiplie la transformée de Fourier Flii,)(w) de ii,(t) par le
rapport Diw, (j\i/D1 {(w,() avant de revenir dans le domaine temporel par une transformée de
Fourier inverse. Le programme que nous avons développé suivant cette méthode donne de tres
bons résultats, au sens ou les spectres de réponse des signaux synthétiques sont en moyenne
tres proches des spectres de réponse cibles (¢f. Figure 1.7).
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Notons que pour conserver une certaine variabilité dans les accélérogrammes. il serait pré-
férable d’effectuer un grand nombre de tirages conformes a une densité spectrale de puissance
donnée selon la formule (1.29), sans les corriger individuellement, de calculer le spectre moyen
D(w, () de cet ensemble de tirages, puis seulement de corriger la densité spectraie de puissance
en la multipliant par le raport iD(w, (1/D{w, g)]z

Notons enfin qu’il est également possible de construire des signaux aléatoires a partir de
I’amplitude de la transformée de Fourier du signal, telle qu’elle est donnée par Boore [26], en
imposant par exemple une condition de phase minimale sur le signal. On se réferera pour cela

& I'article de Hadj-Hamou et Goni [53)].

Fi1G. 1.8 - Fenetre temporelle

1.2 Sources d’incohérence du mouvement sismique

Les enregistrements sismiques effectués sur des structures de grande taille, ainsi que sur
des réscaux denses de capteurs au sol, aux Etats-Unis (El Centro), au Japon (Chiba) mais
surtout a Taiwan (SMARTI1, LSST de Lotung) {120], indiquent que les ondes sismiques & la
surface du sol varient de maniére appréciable sur des distances de 'ordre des dimensions de
certaines structures étendues (ponts, barrages). On qualifie ce phénomene de variabilité spatiale
des ondes sismiques et on lui attribue généralement trois origines {46, 19]:

1. Le phénomene de passage d'onde traduisant le déphasage des ondes sismiques aux diffé-
rents points d’appui de la structure.

b0

La perte de cohérence ou encore le changement de forme du mouvement de sol entre les
appuis de 'ouvrage du fait des multiples réflexions des ondes dans un sol hétérogene et
de I’étendue de la source sismique.

3. Les eflets de site sous chaque appui qui amplifient différemment les sollicitations sismiques
et les déphasent.

On pourrait également citer la variabilité liée a I'atténuation géométrique des ondes. Der Kiure-
ghian [44] montre que ce dernier effet est tout a fait négligeable pour les structures construites
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par I'’homme. Les mouvements différentiels de sol prennent leur source depuis 'origine du mou-
vement sismique sur la faille de rupture jusqu’aux sites ou ils produisent leur effet. Sans pré-
tendre étre exhaustifs, nous rappelons les mécanismes essentiels qui sous-tendent les variations
spatiales des ondes sismiques.

1.2.1 Meécanismes de rupture et étendue de la source

Comme le rappelle Bard [19], une premiere source trés évidente de mouvements différentiels,
résulte du déplacement relatif des deux levres de la faille. Si I'ouvrage traverse cette discontinuité
géologique, ses appuis subiront nécessairement des mouvements différentiels importants durant
le séisme qui persisteront apres ’évenement sous forme de déplacements résiduels. Bard cite
P'exemple du pont devant relier Rio et Antirion pres de Patras en Gréce et qui franchit le golfe
de Corinthe: les déplacements relatifs prévus pour un évenement de magnitude M = 6.5 sont
de ordre de 10cm.

La rupture occasionnant le tremblement de terre ne se produit pas simultanément sur tous
les points de la faille. Au contraire, elle se propage sur une longueur finie & une vitesse de
Pordre de la célérité des ondes de cisailllement. Il se produit donc en champ proche un effet
de type Doppler qui rend la répartition en fréquence et en amplitude des mouvements de sols
dépendante de 'angle formé par la ligne de rupture et le chemin suivi par 'onde de la source
au site de 'ouvrage [25].

L’étendue de la source peut €galement contribuer a la variabilité spatiale des ondes sismiques
en champ lointaiu. Comme le soulignent Sommerville ef al. {112], les diverses ruptures le long de
la faille engendrent des ondes qui suivent de multiples chemins et qui interferent différemment
en des lieux distants a la surface. Les signaux sismiques aux appuis d'une structure étendue ont
de ce fait des allures distinctes. On se référera a ’étude bibliographique de Zerva [134] pour les
meécanismes de source et leur influence sur la corrélation spatiale des mouvements de sol, ainsi
qu'a ses articles avec Shinozuka [139] et Hirata et Shinozuka [138] dans lesquels est présentée
I'influence de la variabilité des parametres contrélant les mécanismes de rupture {amplitude de
dislocation, temps de montée, vitesse de rupture et dimension de la faille) sur les mouvements
différentiels de sol et leur contenu fréquentiel.

Toksoz et al. [116] analysent, par simulations numériques, différentes sources d’incohérence
spatiale. Ainsi, une source en profondeur engendre des ondes de compression P et de cisaillement
S qui se réfléchissent a de multiples reprises sur les interfaces de couches de sol. Les interférences
de ces ondes a la surface expliquent en partie la perte de cohérence spatiale, notamment pour les
mouvements verticaux. La cohérence est par contre trés bonne lorsque la source se situe a faible
profondeur (engendrant ainsi essentiellement des ondes de Rayleigh) ou de maniere générale
lorsque les onides sont confinées au voisinage de la surface. La forme des ondes se conserve dans
ce cas et seul un déphasage intervient entre les différentes stations. Les hétérogénéités de sol
{et donc de vitesse de propagation) ou les variations d’épaisseur des couches de sol contribuent
également aux phénomenes d’incohérence. Toksoz et al. [116] montrent que la perte de cohérence
est essentiellement une fonction décroissante de la distance rapportée a la longueur d’onde. La
décorrélation spatiale devient significative lorsque les stations sont espacées d'une distance de
I'ordre de la longueur d’onde.

Sommerville et al. [112] insistent sur le fait que les modéles de variabilité spatiale prenant
la forme de fonctions régulieres de la fréquence et de la distance, rendent compte convenable-
ment de la réalité lorsque le sol ne présente pas de fortes hétérogénéités latérales tel que des
plis rocheux abruptes ou des cassures nettes. Dans ces derniers cas, la perte de cohérence est
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chaotique, au sens ou elle ne dépend plus régulierement de la distance entre stations et de la
fréquence. En outre, elle est en général plus élevée que dans le cas de bassins alluvionnaires peu
accidentés.

1.2.2 Propagation des ondes sismiques

Les ondes sismiques se propagent a vitesse finie et de ce fait atteignent les fondations d'une
structure étendue a des instants différents. Ce phénomene bien connu de passage d’onde est
pourtant souvent difficile 2 quantifier. On s’accorde souvent a prendre en compte la célérité
des ondes de volume se propageant dans le substratum rocheux. Les ondes se réfractent dans
les couches supérieures presque verticalement si bien que le dephasage provient essentiellement
de la propagation dans le rocher sous-jacent [63] comme le montre la Figure 1.9 dans le cas
d’une onde plane. Bien entendu, si les couches supérieures sont profondes et que la rupture se
produit en proximité de la surface, la célérité dominante des ondes de volumes peut étre celle
des couches supérieures. On introduit la notion de célérité apparente d’une onde plane, i.e. telle
qu’elle est percue par I'ouvrage, en fonction de ’angle d’incidence 8 :

C

V o=

(1.33)

sind

Cette vitesse apparente est minorée par la célérité des ondes dans le rocher et peut étre infinie
dans le cas d’une onde se propageant verticalement dans le substratum rocheux. L’angle d’inci-
dence doit bien évidemment étre mesuré dans le plan formé par la ligne des appuis de 'ouvrage
et la direction de propagation de 'onde. Les Figures 1.9 et 1.10 illustrent le cas d’une onde se
propageant respectivement dans un plan vertical et dans un plan horizontal.
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F1G. 1.9 - Propagation d’une onde plane dans le rocher et réfraction dans les couches supé-
rieures de sol
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F1G. 1.10 - Propagation horizontale d’une onde plane

1.2.3 Effets de site

Si nous reprenons le schéma simplifié de propagation presque verticale dans les couches
superficielles (Figure 1.9), nous pouvons identifier deux sources de variabilité spatiale liées au
site, ou encore a l’épaisseur et a la nature des couches superficielles: d'une part, le mouvement
du substratum rocheux est amplifié par la colonne de sol. ce qui est pris en compte dans les
reglements par différentes classes de site; d’autre part, un déphasage di a la différence de
marche de 'onde dans les couches supérieures {44] s’ajoute au déphasage de {'onde déja présent
a Uinterface avec le substratum rocheux et dont nous avons parlé au paragraphe précédent.

1.3 Modeéles mathématiques de variabilité spatiale des
ondes sismiques

Du fait de la complexité et des incertitudes régnant sur les mécanismes de rupture au niveau
de la faille géologique ainsi que sur les chemins et modes de propagation des ondes sismiques
dans les milieux hétérogenes, on est amené & décrire les variations des mouvements du sol
de maniere probabiliste. Les modeéles mathématiques décrivant les phénomenes de variabilité
spatiale des ondes sismiques abondent dans la littérature. Tous traduisent les grands modes
de variations du mouvement de sol: en amplitude, forme et phase. Oun distingue deux grandes
classes de modeles mathématiques: les uns décrivent le champ d’onde sismique par une densité
spectrale en fréquence et en nombre d'onde, les autres le décrivent par une fonction de cohérence.
On trouvera une étude bibliographique sur la détermination et 'usage des densités spectrales
en fréquence et nombre d’onde dans [124]. Nous nous intéressons ici aux fonctions de cohérence
qui nous seront utiles par la suite.

1.3.1 Fonctions de cohérence

A T'image des fonctions d’auto-corrélation et de densité spectrale ponctuelle, on définit pour
des signaux sismiques stationnaires d’accélération du sol u et ¢, dans une direction donnée, en
deux points distincts k et [, une fonction de corrélation croisée (¢f. annexe A.1):

Ry (1) = Eli(t)i(t + 7)) (1.34)
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et par transformée de Fourier, une densité spectrale de puissance croisée :

, 1t , )
Sipin(w) = . Ry o {7m)exp™™ dr (1.35)
T J—o0

D’une grande importance pratique, la fonction de cohérence se définit par:

Sﬁkﬁz(w,)

v/ S, () S5, (w)

C’est une fonction complexe dont I'amplitude |I'y,(w)| mesure la cohérence des signaux d’ac-
célération. La phase de cette fonction quantifie le phénomene de propagation d’onde selon la
ligne k!l ainsi que le déphasage lié a Ueffet de site.

Notons que la partie des effets de site portant sur Pamplitude du signal sismique est intégrée
dans les densités spectrales de puissance ponctuelles S;, (w) et S; (w). Le déphasage résultant
des différences de chemin parcouru dans les couches superficielles apparait lui dans la phase de
la fonction de cohérence I',{w).

Les modeéles de mouvements sismiques pour des reliefs homogenes (:i.e. qui n’intégrent pas
I'effet de site) font en général ’hypothese simplificatrice que la fonction de cohérence se met

Ia(w) =

(1.36)

sous la forme:

Cu(w) = |Te{dir, w)] e /Y (1.37)

ce qui sous-entend que la célérité apparente des ondes V est indépendante de leur fréquence.
Dans un cadre plus général, on pourrait remplacer la phase linéaire de la fonction de cohérence
par une fonction quelconque de la distance entre les stations k et | et de la fréquence. L’ap-
proximation de la phase linéaire se justifie expérimentalement [60} pour les basses fréquences
et des distances inférieures a ou de 'ordre de la longueur d’onde. Rappelons que I'on choisit
plutét pour V la vitesse apparente des ondes de cisaillement dans le substratum rocheux et non
dans la couche superficielle de sol [63].

Notons qu’on peut également définir des fonctions d’auto-corrélation et des densités spec-
trales de puissance entre les mouvements du sol selon diftérentes directions. Quoique cela ne se
justifie pas toujours, on fait souvent ’hypothese que les accélérations du sols selon des directions
orthogonales sont indépendantes. Les fonctions d’auto-corrélation et les densités spectrales de
puissance correspondantes sont nulles et les effets sur les structures de ces actions se recom-
binent par sommation quadratique.

1.3.2 Modéles empiriques

Les modeles de fonctions de cohérence, abondent dans la littérature. On se pourra se référer
a [5, 120, 19, 124] pour une bibliographie plus complete. Ces modéles s’appuient pour leur forme
sur des considérations physiques, liées a la propagation d’ondes en milieu incertain et sont calés
sur des enregistrements obtenus sur ’'un des réseaux de capteurs dont il est fait mention plus
haut. Les méthodes de calcul et les précautions numériques a prendre pour caler les modéles
sont rappelées dans les références [6, 7]. Nous rappelons ici quelques uns de ces modéles, des plus
simples aux plus compliqués. Tous proposent une décroissance exponentielle de la cohérence.

— Menke et al. [91] proposent un modele simple, fonction de la distance et de la fréquence:

§wdk1 |
2m

ITki(drr, w)| = exp (-a ) avec 4 x 107*s/m < a <7 x 1074s/m (1.38)



24

CHAPITRE 1. MOUVEMENTS DE SOL

Ce modele a été calé sur les enregistrements d'un réseau linéaire du Nord-Est américain
et dont l'espace entre capteurs varie selon une échelle quasi-logarithmique de 7m a 354m
pour une longueur totale de 734m. Le sol y est constitué d’un rocher sain.

Nadim et al. [92] ainsi que Loh et Yeh {85] y integre la célérité des ondes de cisaillement
Cs
lwd i

2me,

ICri(drr,w)| = exp (—ﬁ ) avec § = 0.48 (1.39)

Ce modele a été calé sur des enregistrements du réseau de capteurs de SMART-1. Les
distances entre les capteurs de SMART-1 varient de 100m a 2km.

Sommerville et al. [112] ont utilisé une fonction de cohérence dépendant du carré de la
fréquence pour étudier 'influence des conditions de site sur la perte de cohérence:

Tia(di,w)] = exp [—(a + buw?)di] (1.40)

Les valeurs de a et b dépendent beaucoup des conditions de site. Un bassin alluvionaire
ne comportant gue des couches horizontales réguliéres (Imperial Valley, Lotung) produit
une perte de cohérence avec la distance bien moins important qu'une situation géologique
moins réguliere { Coalinga en Californie).

Pour I'étude de fondations étendues {échelle décamétrique), Luco et Wong {87] proposent
la formule:

(D (diiyw)| = exp [—a?’wzdii] (1.41)

avec o = 24 3 % 107%s/m. A I'usage. cette formule présente 'avantage de la simplicité
et de bonnes propriétés de dérivabilité. Nous la retiendrons par la suite dans les calculs
de structures, pour ces raisons. Ce modele a été proposé pour la premiere fois par Us-
cinski {118] comme solution du probléme de propagation d’onde dans un milieu aléatoire.

Loh [86] propose pour le site de SMART-1 une décroissance exponentielle d'une fonction

afhine de la fréquence:
Thlde,w)| = exp[—(a + blw|)di ] (1.42)

A partir de données obtenues sur les capteurs proches de SMART-1 (distances comprises
entre 100 et 400}, Oliveira et al. {97] proposent un modéle de perte de cohérence aniso-
trope:

, ol T T [ ~ lw] o

Taldu.w)| = exp(~5"dy; — 87 dyy) exp r(aL dig + o’y i) 5 (1.43)
dans lequel df; et df, désignent respectivement les projections sur 1’axe longitudinal et
'axe transverse de la distance de séparation entre appuis. a” et a” sont des fonctions de
la fréquence ot? = a7 jw + b Tw + LT

S’appuyant sur des données de SMART-1, Harichadran et Vanmarcke [61] proposent un
modele plus sophistiqué:
2dy
a®(w)

2dyy

@(w)(l — A+ aA)

(1.44)

Tu(dy,w)] = Aexp (1—A+ a/l)} + (1 — A)exp [——
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p1—-1/2
T, } (1.45)

avec A = 0.736, o = 0.147, k = 5210m, fo = 1.09Hz, b = 2.78.

egw):k{ug

Ces modeles ont été calés sur des enregistrements des réseaux d’échelles différentes (SMART-
1: échelle hectométrique, LSST de Lotung: échelle décamétrique). Toutefois Abrahamson et
al. [8] ont montré que les fonctions de cohérences mesurées sur SMART-1 et sur le réseau
dense LSST (situé a l'intérieur de SMART-1) se raccordent contintiment. Harichandran [60]
donne quelques précautions & suivre pour traiter convenablement les données expérimentales.
Comme le souligne Bard [19], la multiplicité des modeéles est un bon indicateur de la rareté des
données expérimentales sur le probleme et de la dispersion des données d'un séisme a lautre
et d’un site a Pautre. Zerva [136] compare les effets relatifs des modeles de Luco et Wong [87]
et de Harichandran et Vanmarcke [61] sur des conduites enterrées et constate que le modéle
de Harichandran et Vanmarcke produit des déplacements différentiels plus importants dans
les basses fréquences et moins important dans les hautes fréquences que le modeéle de Luco et
Wong.

Notons que pour de petites valeurs de la distance dy;, ces modeles permettent de construire
des densités spectrales de puissance et des spectres de réponse pour les mouvements de torsion
du sol {79, 80].

On trouve également dans la littérature, des modeles ne reposant que sur la géologie du site.
Par exemple, Zerva et Shinozuka [139] s’intéressent en détail aux mécanismes de rupture le long
des failles et a leurs effets sur la variabilité spatiale des ondes sismiques. Pour cela, ils se dotent
d'une densité spectrale de puissance des mouvements de sols provoqués par une source migrant
le long de la faille. Les mouvements induits a la surface sont ensuite filtrés par des fonctions
de transfert approchées reliant les mouvements a la source et a la surface. Ces fonctions de
transfert sont en fait des combinaisons linéaires de filtres de type Kanai-Tajimi pour lesquels
les facteurs de participation, les fréquences et amortissements propres sont identifiés de fagon
a approcher au sens des moindres carrés, la fonction de transfert exacte. Cette méthode qui a
priori ne nécessite aucun calage sur des enregistrements expérimentaux, requiert toutefois une
honne connaissance de la géologie de la région et des mécanismes possibles de rupture.

En partant de notions élémentaires de vibrations aléatoires et de quelques hypotheses sur
les modes de propagation des ondes (propagation verticale dans les couches supérieures de
so! reposant sur le rocher), Der Kiureghian [44] construit un modeéle général de fonction de
cohérence:

] - d'onde effel de site
Pii(dii, w) = cos [B{dr.w)]exp [_Eaz(dkla“”)] exp {7 (037 " (dir, w) + 037 * " (w)]}
(1.46)

qui integre la perte de cohérence liée a I’étendue de la source et aux multiples réflexions dans un
milieu hétérogene dans le produit des deux premiers termes. Il impose aux fonctions a{dy,w)
et B(d,w) d’étre continues et de satisfaire les limites suivantes:

1 i = ] \ = 1 { _ 1 =
Ll_r}% a(d,w) il_a% ofd,w) gl_l;l’éﬂ(d,vu) ix_}r% B(d,w) =10 (1.47)
lim a(d,w) = lim a(d,w) = oo lim B(d,w) = lim f(d,w) = % (1.48)

On constate que les modeles proposés antérieurement entrent plus ou moins dans le cadre
exposé par Der Kiureghian. Le modele de Luco et Wong [87] s’en approche le plus avec
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a(d,w) = adw/v/2 (le o du membre de droite étant une constante) et 3 = 0. Les limites
de § en linfini (1.48) ne sont pas respectées. mais a I’échelle des structures humaines et des
fréquences du spectre sismique, cela n'a pas grande importance. La phase de la fonction de
cohérence provient de deux termes:

- L’un traduisant le phénomene de propagation d’'onde dans le substratum rocheux:

assage d'endey . wdk'!
O ) = ~ig

(1.49)

ou la célérité apparente des ondes V(w} dépend de la fréquence ou non, selon que le milieu
est dispersif ou non.

— L'autre terme de la phase traduit leffet de site: si Hy(w) et H{w) sont les fonctions
de transfert des colonnes de sol du rocher jusqu’a la surface aux sites k et [, compte
tenu de ’hypothese de propagation verticale des ondes dans ces couches, le déphasage
correspondant s'écrit :

gzt?‘ez a= sne(w) — tan

_ Im [Hy(=w) Hy(w)] (1.50)
3 \

Re [Hy(~w)Hi(w)

L'effet de site ne modifie pas I'amplitude de la fonction de cohérence (il modifie toutefois I'am-
plitude de la densité spectrale de puissance croisée par l'intermédiaire des densités spectrales
de puissance ponctuelles). Le déphasage ne dépend pas de la distance qui sépare les deux sites
mais seulement de la différence de nature de sol au droit des appuis. En utilisant des fonctions
de transfert

w? + 2i¢ ;
Hk(w) _ i T 2rrwiw

(1.51)

2

wi—w? + A(ww
associées aux filtres de Kanai-Tajmi pour sols durs (wp = 67, { = 0.6), moyen (wy = 3,
Cr = 0.4) et souples (wy = 7, {x = 0.2), Der Kiureghian montre que le déphasage di aux effets
de site (Figure 1.11) est plus important que celui lié au passage de 'onde pour des structures
dont les fréquences propres appartiennent a 'intervalle 0.5 — 1.5Hz. Les ponts et viaducs de
travées courtes a moyennes, situés dans des zones géologiques rapidement variables sont donc
particulierement sensibles a cet effet. Pour des ouvrages beaucoup plus souples, tels que les
ponts suspendus ou haubanés, le phénomene de passage d’onde devient prédominant sur 'effet
de site (en ce qui concerne la fonction de cohérence).

A titre indicatif, nous donnons sur la méme figure, les déphasages issus des fonctions de

transfert . | 5
w4+ 20w '
H(w) = o T 20 nd (1.52)

w2 —w? 4 20w Wi — w? + 2 !

]

associées au double filtre de Clough et Penzien pour sols durs, moyens et souples selon les
coefficients indiquées au Tableau 1.2. Nous distinguons, dans cette fonction de transfert, le
premier terme lié a la propagation des ondes dans les couches supérieures de sol, porteur de la
phase et le second terme qui ne reflete qu'un filtre passe haut, sans rapport avec le déphasage
de 'onde spécifique au site et qui de ce fait apparait en valeur absolue. Les filtres de Kanai-
Tajimi et de Clough et Penzien produisent sensiblement les mémes déphasages avec les valeurs
adoptées de parametres pour sols durs, moyens et souples.

La Figure 1.12 reproduit ces mémes déphasages pour les doubles filtres de Clough et Penzien
conformes aux sites AFPS (coefficients du Tableau 1.3). On observe un moindre déphasage dans
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b2

~3

cette représentation. Encore une fois, les données expérimentales ne sont pas légion. 1l faudrait
disposer, dans le meilleur des cas, d’enregistrements sur la hauteur d'une méme colonne de sol.
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FiG. 1.11 - Déphasage di a l'effet de site pour des colonnes de sol satisfaisant aur modéles de

Kanai-Tajimi [gauche) et Clough et Penzien (droite) pour sols durs, moyens et souples
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Fic. 1.12 - Déphasage du a Ueffet de site pour des colonnes de sol satisfaisant auz modéles de

Clough et Penzien compatibles avec les specires de réponse AFPS

A défaut de disposer d’'un modele de variabilité spatiale meilleur que les autres, nous adop-
tons dans la suite le modele de Luco et Wong pour la perte de cohérence. Ce modele présente
I'avantage de la simplicité et des bonnes propriétés de dérivabilité qui nous seront utiles dans

nos développements.
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1.4 Génération de signaux aléatoires partiellement cor-
rélés

On dispose d’enregistrements d 'un méme évenement sismique relevés par un réseaun spatial
de capteurs (SMART-1, LSST a Lotung, etc.). Ils sont bien entendu spécifiques d’un site et
des caractéristiques de 1'évenement telles que sa magnitude, la direction de propagation et le
type d’ondes parvenant a l'ouvrage. Ces enregistrements sont encore moins nombreux que les
enregistrements ponctuels. Dans la pratique, on a recours a des signaux synthétiques dont nous
rappelons la construction.

Shinozuka [108] propose une méthode de construction de processus aléatoires gaussiens
partiellement corrélés & partir de la matrice des densités spectrales de puissance croisées:

le(w) 512(%—»‘) Sln(w)
G (o) e S

S(w) = | Tul) Smle) Sl (153
Snl(w) Sn;‘(‘-‘") e Snr(w\)

Hao et al. [59] proposent une méthode similaire dans le cas particulier ou la densité spectrale de
puissance ponctuelle est uniforme en espace et vaut Sp(w). La matrice des densités spectrales
de puissance croisées s'écrit alors en fonction de la matrice des fonctions de cohérence I';;(w):

Fn(’w’) rn(u-’) Tt F]n(‘-‘«‘)
Sw) = | ) Tule) Il gy (154

On définit ces matrices pour une suite discrete de fréquences —wy < wp < wy. Les séries
temporelles sont alors définies comme suit pour 1 <1 <n:

i N
ui(t) = Z Z ;Axgm(w‘k) COs [wkz‘ -+ ﬁm(wk} + émk(wk)} (155)
m=1k=1
Dans {1.53), les amplitudes A;,(wi) et les phases 3;,.(w; ) sont déterminées de fagon a satisfaire
(1.54); ¢ril{wy) est une phase aléatoire uniformément distribuée sur U'intervalle [0, 27[. Notons
que ¢mi et &, sont statistiquement indépendants sauf si m = r et k = 5. On montre alors {59
que dans le cadre défini par Hao ef ol il sutht de choisir pour 0 < wy <wy:

Apnlwr) = 4So(wr ) Aw [l (wic)]

™

o oy (Im [l ()]
le"“\._ = ta N
Gtk ) n <R€‘ [llm(“"kw )

ou Awy désigne la largeur de la bande en fréquence centrée sur wy et les [;,, sont les éléments
de la matrice triangulaire inférieure L, décomposée de Cholesky de la matrice de cohérence
(hermitienne), de sorte que

S(we) = L{ws )L (wi)So(wr)

ou L7 est la matrice hermitienne de L. Rappelons a toutes fins utiles le calcul de la décomposée
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() = [i(w) - Ei;ll Li(w)ljp(w)
Liz(w)

Dans le cadre plus général d'une densité spectrale de puissance ponctuelle variable dans
I’espace (utile pour tenir compte des effets de site), on procede de la méme facon en remplacant
les fonctions de cohérence I'y; par les densités spectrales de puissance croisées Sy et Sp par 1.
On trouvera également une méthode de simulation voisine s’appuyant sur une densité spectrale
de puissance en fréquence et nombre d’onde dans {137].

Les signaux (1.55) sont stationnaires. Pour tenir compte de la durée limitée des signaux
réels, nous les multiplions par la fenétre temporelle de la Figure 1.8.

Si les densités spectrales de puissance ponctuelles utilisées sont conformes a des spectres
de réponse d’oscillateurs, les signaux temporels ainst produits le sont aussi. De la méme fagon
que pour les signaux ponctuels, on peut affiner la conformité de la maniere suivante: on calcule
le spectre de téponse Di(w,() de la série temporelle u;(t), puis on multiplie la transformée
de Fourier Flu;}(w) de la série u;(t) par le rapport D(w,()/Di{w,() avant de revenir dans le
domaine temporel par une transformée de Fourier inverse. Les fonctions de cohérence ne sont
pas modifiées par cette opération si aucun lissage n’est appliqué lors du calcul de la fonction
de cohérence [59].

Des programmes informatiques ont été développés selon cette procédure et celle exposée au
paragraphe 1.1.4 de fagon a produire commodément des signaux sismiques variables ou non
dans 'espace.

i=j+1,....n (1.57)
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Chapitre 2

Influence de la variabilité spatiale des
ondes sismiques sur les ouvrages d’art!

La réponse et la sensibilité des ponts et plus généralement des structures étendues a des
mouvements sismiques variables en espace a fait I’objet de nombreuses études récentes portant
sur des structures allant des simples poutres aux ouvrages d’art.

Il en ressort que 'influence des mouvements asynchrones du sol dépend beaucoup de la
rigidité et du degré d’hyperstaticité de la structure pour les mouvements de sol considérés.
Ainsi, dans le cas de structures isostatiques telles que des poutres simplement appuyées, la
variabilité spatiale des ondes sismiques diminue les efforts intérieurs [62, 23]. La situation peut
étre différente dans le cas de structures hyperstatiques telles que des portiques {129, 107, 133]
ou des arches [58] subissant des accélérations de sol dans la direction de leur ligne d’appui ou
encore des poutres multi-supportées excitées transversalement [63, 46].

Du fait de leur importance économique, des grands ouvrages tels que des ponts suspendus
ou haubanés ont fait 'objet d’études spécifiques {2, 1, 3, 4, 49, 65]. De part leur grande taille,
ils sont largement exposés aux effets des mouvements différentiels du sol. Ils présentent une
sensibilité parfois compliquée du fait du couplage par les cables entre mouvements longitudinaux
et verticaux.

Nous proposons dans ce chapitre des techniques permettant de mener a bien, rapidement et
avec des outils classiques d’analyse vibratoire, une étude de sensibilité des ponts a la variabilité
spatiale des ondes sismiques.

Pour décrire le comportement des ouvrages étendus, les auteurs s’accordent a utiliser un
ensemble de modes propres de la structure encastrée dans un sol rigide, communément calculés
dans les bureaux d’études, en y adjoignant des déformées pseudo-staliques ou relevements, qui
sont les réponses statiques de la structure lorsqu’on lui impose un déplacement unitaire succes-
sivement a chacune de ses fondations (ponctuelles) dans une direction donnée, longitudinale,
transversale ou verticale.

Nous étudions la réponse des structures étendues dans le cadre probabiliste présenté au
chapitre précédent, en nous appuyant sur les régles de recombinaison qui en sont issues [21, 45,
22, 47, 23], en particulier celle développée par Der Kiureghian et Neuenhofer [47] dite Multiple
Support Response Spectrum ou MSRS. Elle s’appuie sur des spectres d’oscillateurs linéaires et
sur un modele de variabilité spatiale qui se présente sous la forme d'une fonction de cohérence.
Dans ce chapitre, les structures ont un comportement linéaire élastique.

1. Une version de ce chapitre est paru dans Farthquake Engineering and Structural Engineering [73]
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Nous proposons une formule approchée permettant de prendre en compte les petites varia-
tions spatiales des ondes sismiques. En découlent en particulier des résultats sur la participation
marginale des modes propres encastrés et des termes pseudo-statiques. Nous montrons que la
sensibilité de l'ouvrage est le bilan d'une augmentation de la réponse pseudo-statique et, en
général, d’une diminution de la réponse modale.

Il apparait également, lorsqu’on introduit une possible décorrélation des mouvements de sol,
gu’un plus grand nombre de modes est nécessaire pour décrire convenablement la réponse de
la structure. Nous introduisons & cet effet un critere de choix prolongeant le concept de masse
modale sismique utilisé couramment.

Des exemples de calculs de ponts viennent étayer ces résultats et donnent les limites de la
formule approchée. Cette derniére ne convient plus pour des cas de forte variabilité spatiale. Il
est alors nécessaire de recourir a la regle de recombinaison MSRS. Si en outre les parametres du
modele de variabilité spatiale (vitesse apparente des ondes, perte de cohérence) sont incertains,
comme c'est souvent le cas, on cherche a se placer du coté de la sécurité en calculant la re-
ponse maximale de la structure lorsque ces parametres évoluent dans un domaine physiquement
acceptable. On propose un algorithme de recherche de ce maximum, s’appuyant sur les déri-
vées premiéres et secondes de la réponse par rapport aux parametres du modele de variabilité
spatiale. Ces dérivées se calculent de fagon concomitante a la réponse, avec un faible surcotit.

2.1 Spectre de réponse pour structures multi-supportées

Nous rappelons ici la regle de recombinaison pour structures multi-supportées dite MSRS
{ Multiple Support Response Spectrum), développée par Der Kiureghian et Neuenhofer [47].

b
N

Quoique que la regle s'applique indifféremment & une formulation continue ou discrétisée du
probleme mécanique, nous adoptons directement une description par éléments finis, dont 'usage
est répandu dans les bureaux d'études. La regle MSRS s’établit dans le cadre des hypothéses
suivantes:

- La structure a un comportement linéaire élastique.

- On néglige les rotations ponctuelles éventuelles du sol en champ libre: le mouvement a la
surface duv sol en champ libre ne comporte que des déplacements de translation.

- Le déplacement de transiation du sol en champ libre est imposé aux fondations de l'ou-
vrage.

— Chaque fondation est un corps rigide, ponctuel au regard des longueurs d’onde sismiques.

2.1.1 Analyse temporelle

Dans ['approche par éléments finis. les supports géométriques (noeuds) des éléments se re-
partissent en deux classes correspondant d’une part a la structure et d’autre part aux fondations
comme ['indique la Figure 2.1. On distingue les N degrés de liberté de la superstructure, dont
les déplacements sont contenus dans le vecteur Y et les NS degrés de liberté de déplacement
en translation des fondations Z. Pour ce systeme discret, ’équation de la dynamique s’écrit
matriciellement [37] :

M, My lfYY [C Cr]fY) [K, Kyl[fY]_[o 2.1)
ML, My [\ ZfT|ch ¢ [z [Tk, K\ Z JT\F =
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dans laquelle M, C et K désignent respectivement les matrices de masse, d’amortissement

X/ <
i *
X

s
H k
777 o L 77 /*\ TRARRRRES NN NNANN

X Noeuds de structure

B Noeuds de fondation

F1G. 2.1 - Répartition des noeuds

visqueux et de rigidité. Les indices s, f et sf sont relatifs aux termes de la superstructure, aux
fondations (ou appuis) et aux termes de couplage. L’analyse sismique, telle qu’elle est pratiquée
couramment dans les bureaux d’études, commence par une décomposition de la réponse sur la
base des modes propres de la superstructure sur sol rigide. Nous conservons cette approche,
mais pour tenir compte de possibles déplacements différentiels des fondations, nous introduisons
le déplacement pseudo-statique S de la structure en résolvant

K,S = K, Z (2.2)

S est le déplacement obtenu en imposant statiquement aux fondations le déplacement Z. Il
s’écrit encore

S =RZ

en introduisant la matrice d influence
R = -KI 'K,/

On décompose alors le déplacement de la superstructure en son déplacement pseudo-statique
et un déplacement X ayant des conditions aux limites bloquées en translation au droit des
fondations. Si en outre, les rotations de la structure sont bloquées aux appuis, alors elles le sont
aussi pour le déplacement X.

Y=S+X (2.3)

Une fois 'équation (2.3) introduite dans la premiere ligne de (2.1), on obtient:

M, X + C,X + K, X = —(M,; + M,R)Z — (C,; + C,R)Z (2.4)

Nous simplifions le membre de droite de cette équation en supposant tout d'abord que les
termes de couplage massique M,;, qui n’affectent que les degrés de liberté proches des appuis,
sont tres inférieurs aux termes M,R répartis sur les degrés de liberté de toute la structure.
En outre, nous supposons également que les termes d’amortissement visqueux du membre de
droite sont négligeables devant les forces d’inertie. Berrah et al. [22] justifient cetie hypothese
en remarquant que pour un mouvement de corps rigide de la structure Y =Y, et Z = Z,,,
les matrices de rigidité et d’amortissement vérifient les relations:

Ks st Yrig - 0 Cs Csf Yrig — 0 (2 5)
KI, K; Z., || 0] | CL Z., | 10 Bt
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De la premiere équation nous déduisons que Y,;, = RZ,;, et donc Y,;, = RZ,;,, ce qui introduit
dans la deuxieme donne

0= CsYrig + Cszrig = (Csf{ + Csf)Zrig (26)

Le terme dd aux amortissements dans le membre de droite de (2.4) est donc rigoureusement nul
pour des déplacements de corps rigide de la structure alors que le terme d’inertie ne 1'est pas.
Dans le cas d’un mouvement quelconque, nous négligeons encore ces termes d’amortissement,
Iéquation (2.4) se réduisant alors &

M,X + C,X + K,X = —M,RZ (2.7)

Grace a la décomposition (2.3), le vecteur X appartient & l'espace des déplacements de la
superstructure sur sol rigide. Il est donc licite de développer cette portion du déplacement sur
la base des modes propres de la structure encastrée dans un sol infiniment rigide. En notant ®
la matrice modale et X' les coordonnées généralisées du vecteur X dans la base modale, nous
avons :

X = X’ (2.8)

Les matrices de masse et de rigidité de la superstructure se diagonalisent comme suit

"M, ® = diag{m,) (2.9)
PTK,® = diag(m,w?) '
et nous faisons 'hypothese simplificatrice usuelle, dite de Basile, selon laquelle la matrice
d’amortissement visqueux de la superstructure se diagonalise dans la méme base :

®7C,® = diag(2m.(w,) (2.10)

Les termes m,, (. et w, désignent bien entendu respectivement la masse, le ratio d’amortis-
sement critique et la pulsation propre du mode r. Le déplacement de la structure s’écrit en

explicitant {2.8)
NM

X(1) =3 ¢,z.(t) (2.11)
rz=1

ou NM est le nombre de modes pris en compte et x. la coordonnée geénéralisée associée au
mode r, solution de I'équation

]
ot Y -/ T
T, + 2w, +wlir, =

¢IM,RZ (2.12)

Ty

avec des conditions initiales nulles si la structure est au repos au début du séisme. Ceci nous
permet de définir une matrice de taille VA x NS de facteurs de participation locaux:

ol L 0 : TM,RA
~diag(7 )8 MR = [104] ek = —‘é’#M 5. (2.13)

r=

4

k= s
,

1.N
1..N

"

v

r

Lorsque le déplacement du sol est uniforme, on définit habituellement un facteur de participa-
tion modal

T
Y = ———-«-——j}iffsg (2.14)
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dans lequel U est le vecteur d’entrainement représentant un déplacement uniforme et unitaire
de la structure dans la direction des mouvements sismiques. Si Ry, est la colonne de la matrice
R attachée au k*™° degré de liberté d’appui, on a la relation

U= Y R4 : (2.15)
£33 s'elonyU

dans laquelle la sommation s’étend aux degrés de liberté d’appui z; dans la direction définie
par U. On aura donc pris soin de définir chacun des degrés de liberté aux appuis ainsi que U
selon 'une des trois directions principales du pont: longitudinale. latérale et verticale. On en
deduit

= Z Vrk (2.16)

k=1,
£ seion U

Notons que la coordonnée généralisée du mode r s’écrit comme la somme

NS '
=3 Yersi(t) (2.17)
k=1
ou si(?) est solution de
8L+ 20w, + Wwish = 5 (2.18)

Pour le dimensionnement d’un ouvrage, il est important de connaitre les déplacements, les
déplacements relatifs, mais aussi les efforts induits, i.e. moments, efforts tranchants et normaux,
couples de torsion ou contraintes dans la structure. Dans une formulation par éléments finis les
déplacements et les efforts s’expriment comme combinaisons linéaires des degrés de liberté en
déplacements de la structure:

£(t)=DTY() (2.19)
ce qui, compte tenu des décompositions (2.3), (2.11) et (2.17) donne:

NS NM NS
)= T anlt) + LSSt (2.20)
k=1 r=1 [=1
La simple somme est la contribution pseudo-statique a la réponse, dans laquelle on a défini
I'effet d’un déplacement statique unitaire de la k*™ fondation: ak = DTR.. La double somme
est la contribution modale; on y a défini les facteurs b) = ~,, D7 ¢, représentant les effets sur
la quantité £ des formes modales ¢ pondérés par les facteurs de participation locaux ~,.. Les
b} sont indépendants de la normalisation des vecteurs propres ¢, .

2.1.2 Analyse spectrale

Dans le paragraphe 1.3, nous avons définl quelques modeles stochastiques de mouvements
de sol, en mettant ’accent sur la variabilité spatiale des ondes sismiques qui, comme nous allons
le voir, a une influence sur la réponse des structures étendues a plusieurs appuis. Rappelons
deux hypotheses essentielles:

- Les mouvements du sol imposés a la structure sont des processus aléatoires gaussiens.

~ La durée T est plusieurs fois supérieure a la plus grande période propre de la structure.
On considere que du point de vue de la structure, I'excitation sismique est un processus
stationnaire.
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Nous avons vu au chapitre précedent qu’en génie parasismique, les mouvements de sol sont
définis par la donnée de spectres de réponse d’oscillateurs linéaires. Lorsque les mouvements de
la structure sont exprimés par un ensemble de modes, les déplacements modaux maximaux lus
sur des spectres de réponse sont combinés de facon a obtenir la réponse totale de la structure.
Lorsque les fréquences propres sont suffisamment espacées, les réponses modales sont statisti-
quement indépendantes et la regle de combinaison quadratique, dite SRSS (Square Root of the
Sum of the Squares) donne de bons résultats. Lorsque certaines fréquences propres sont rappro-
chées, il convient de tenir compte des corrélations entre réponses modales, ce qui peut se faire
par U'intermédiaire de la méthode de la combinaison quadratique complete, dite CQC (Com-
plete Quadratic Combination), développée par Der Kiureghian [43]. Aucune de ces méthodes,
toutefois. ne tient compte d’une excitation sismique décorrélée en espace.

Der Kiureghian et Neuenhofer {45} ont étendu la procédure a des structures multi-supportées,
sous la forme d’une nouvelle regle dite MSRS ( Muitiple Support Response Spectrum). Nous exa-
minons les grandes lignes de son élaboration ci-dessous.

De I'équation temporelle (2.20), on déduit la densité spectrale de puissance de la réponse [93]:

NS NS
Sg(td) = Z Zakalszk:g(w)

k=1 i=1

NM NS NS
4—2%{2 %mewmwﬁ (2.21)
r=1 k=1 [=1
NMNM NS NS
+ z Zb; ?hr(_w>h8(w>55k5t (w)

dans laquelle intervient la fonction de transfert du mode r:

1

- w? + 2ww

ho(w) = (2.22)

2
W

ainsi que les densités spectrales de puissance croisées entre les déplacements suivant les degrés
de liberté de fondation k et [ (5., ., (w)), entre les accélérations suivant ces mémes degrés de
liberté (S;,z (w)), ainsi qu’entre les termes croisés {S;, 5 (w)).

La variance du processus aléatoire est donnée par la formule 0% = [ Se(w)dw, c’est & dire
dans notre cas par:

NS NS

2
or = Y‘Zaka(,m 020
k=1 {=1
NM NS NS

+ 2 Z N Zg by pzys; 0y, T sy (2.23)

r=1 k=1 l=1
NMNMNS NS

+ DD 2 2 Bbpggog0

r=1 s=1 k=1 [==1

dans lequel o2 et o2 sont les variances des déplacements au sol et des réponses modales. Elles

, +oo
o / S (w)dw

—Co

2 fmsqm (2.24)

s’expriment de la faz;on suivante:

Q
i

Q
i
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Les coeflicients de corrélation p sont quant a eux donnés par les formules

1 +oo ‘

szzl = o, O‘ Loo ‘Slzk 2y (W }dw

Oosy = — / Relh, (w)S;,z(w)] dw (2.25)
1 e

pogst = | he(—w)hef) Sz ()

0520‘515 —

Les parties imaginaires des densités spectrales de puissance croisées S, ,, (w) et S,z (w) ainsi
que des fonctions h.(—w) et h{w) sont des expressions impaires de la pulsation w. On en déduit
facilement que les coefficients de corrélation (2.25) sont tous des nombres réels.

Pour le dimensionnement de la structure, il nous reste a connaitre la valeur maximale de
la réponse au cours du séisme, ou du moins, puisque nous avons suivi un approche proba-
biliste, ’espérance de ce maximum. Pour cela, nous utilisons la notion de facteur de pic p
(¢f annexe A.3) qui associe 'écart type d’un processus aléatoire stationnaire gaussien oy au
maximum moyen de ce méme processus px, .. pour une durée d’excitation T :

HXmas = PX * OX (2.26)

L’équation {2.26) nous permet d’écrire I'expression suivante de ’espérance du maximum de
la quantité &£

NS NS pg
I3 N2 . E
i‘E[gm‘”'}) = L Z ApQlP2y 2 ZkmarZlimesr
k=1 I=1 2 e
NM NS NS 2
+ 230 30 3 b pars; ok maz Dilwr, G (2.27)
r=1 k=1 I=1 szPs,

NMNM NS NS

-+
1
N
M
E?

3 spsr H Dk(Wr,gr)Dl(Ws,Cs)
KA s

=1 s=1 k=1 =1 K U8;

-

1]

Cette expression peut étre simplifiée en tenant compte du fait que les facteurs de pic ne dé-
pendent que modérément des caractéristiques des processus en jeu et donc leurs rapports appa-
raissant dans (2.27) sont proches de 'unité [42]. Nous obtenons alors la regle de recombinaison

MSRS établie par Der Kiureghian et Neuenhofer [46] :

NS NS
(E[Emal‘])z = Z Z AraiPz, 2 Tk maz < mazx
k=1 I==1
NM NS NS
+ 2 Z Z Z akb:'-pzks;'zk,maa:Dl(wra Cr) (228)
r=1 k=1I=1
NMNM NS NS
+ Z Z Z Z bzbipsistk(wﬁ G Di(ws, Cs)

r=1 s=1 k=1 (=1

Dans cette expression zg me: est 'espérance du déplacement maximal du degré de liberté k 1m-
posé par le sol et Dy(w,, () est 'espérance du déplacement maximal relatif d’un oscillateur de
pulsation w, et de ratio d’amortissement critique ¢,. On peut lire la valeur de Dy(w,, () sur un
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spectre de réponse élastique correspondant au site sur lequel repose la fondation associée au
degré de liberté k.

Dans 'expression (2.28), la premiere ligne représente le carré de la réponse pseudo-statique,
la troisieme le carré de la réponse dynamique et la deuxiéme contient les termes de couplage
entre ces deux effets. Les coefficients de corrélation p intégrent les effets d’incohérence et de
déphasage. Introduisons les équations (1.36) et (1.6) dans (2.24) et (2.25) pour obtenir:

f°° 4Fk1 \v/mdw
VIS w8 (w)dw - [, w85 (w)dw
w2 (o 1/ ()G (]
P = h,-(w)Fuw)\/Sa(w)Sj,( )dw 2.29)
‘ VIS w8 (w)dw - [ e (w)]* S (w)duw
[ he(—w)hs fw‘sfk;(w /S5, (w)S (w)dw

I B (@) S (w)dw - 17, [hy(w) [P Ss, (w)de

Pz =

psZs; =

Notons que cette formulation fait intervenir la fonction de cohérence entre les mouvements
le long des degrés de liberté k et [, mais aussi les différentes conditions de site aux appuis par
U'intermédiaire des densités spectrales de puissance ponctuelles S;, et 5;. Dans la pratique, ces
coefficients de corrélation sont évalués numeériquement selon par exemple la technique proposée
par Zerva [135] que nous rappelons en annexe A.2

Comme il est indiqué sur la Figure 2.2, les coeflicients de corrélation p traduisent le de-
gré de corrélation existant entre les déplacements aux diverses stations (sites) et les réponses
d’oscillateurs posés sur ces stations.

Pour des actions sismiques parfaitement corrélées, i.e. I'y{w} = 1 et pour un processus d’ex-
citation a large bande (sol dur, rocher), des formules analytiques simplifiées ont été établies [43]
pour les coeflicients de corrélation dynamique per,s. Pour le cas plus général exposé ici, Der
Kiureghian et Neuenhofer [45] ont eflfectué de nombreuses simulations numériques en utilisant
divers modeles de sol et de cohérence spatiale exposés au paragraphe (1.3) et en ont déduit les
propriétés suivantes sur 'importance relative des coefficients de corrélations:

1. Les termes de corrélation croisée pseudo-statique p,,, (k # [) traduisent le degré de
corrélation entre les déplacements au sol aux stations k et [. Ils sont en général proches
de 'unité, en particulier lorsque les deux stations reposent sur un méme sol mou. Pour
un sol ferme, le déplacement au sol est plus riche en hautes fréquences; or de telles ondes
perdent en cohérence plus rapidement que les ondes longues périodes gu’on trouve sur sols
mous. Les phénomenes d’incohérence et de passage d'onde diminuent tous deux la valeur
du coeflicient de corrélation. Pour des conditions de site différentes aux divers appuis, ce
qui précede reste vrai. Toutefois. les coefficients de corrélation croisée sont moindres et
toujours strictement inférieurs a 'unité. On note enfin que les coefficients de corrélation
pseudo-statiques sont symétriques en leurs indices.

2. Les termes de couplage p., ;- traduisent le couplage des déplacements au sol en certaines
stations et la réponse d’oscillateurs posés en des stations distantes. Ils sont comparative-
ment petits par rapport aux autres coefficients de corrélation pour des fréquences modales
supérieures & 0.5H z. Ainsi le terme de couplage entre les contributions pseudo-statique et
dvnamique peut étre négligé si la fréquence fondamentale de la structure est plus grande

que 0.5Hz.
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FiG. 2.2 - Coefficients de corrélation entre déplacements du sol et réponses d’oscillateurs aux
diverses stations

3. Les coeflicients de corrélation croisée p,rss traduisent le degré de corrélation des réponses

d’oscillateurs posés en des stations distantes. Leur importance dépend de la séparation
des fréquences w, et w, et des conditions de sol aux deux appuis. Dans le cas d’actions
parfaitement corrélées aux appuis (ou bien pour k = l) et dans le cas d’une excitation a
large bande (sols durs) [42], on pourra négliger le terme de corrélation entre deux modes
(wr, () et {wy, () si le rapport des fréquences w, /w, (w, < wy) est inférieur a ﬁgﬁ
Typiquement avec des ratios d’amortissement de 5%. le rapport des fréquences doit étre

inférieur a 2/3 pour pouvoir négliger le terme de corrélation.

La corrélation diminue d’autant plus que les accélérations aux appuis sont incohérentes.
Par contre, sur des sols mous, ou sur des sols quelconques en présence d’un phénomene
de passage d’onde, les termes de corrélations peuvent étre significatifs méme lorsque les
fréquences propres sont bien espacées. Notons enfin que les coethicients de corrélation
dynamique p,rs: {tout comme les coefficients de couplage) ne sont pas symétriques en
leurs indices k et [ du fait du passage de 'onde.

Berrah et Kausel [22, 23] suivent une démarche semblable a celle de Der Kiureghian et

Neuenhofer {45] dans un cadre toutefois plus simple. Négligeant les couplages entre modes, ainsi
que le terme pseudo-statique, ils établissent, pour des mouvements sismiques dans une direction
donnée, une formule reliant le spectre de reponse d’oscillateurs dans le cadre de mouvements
de sol variables dans l'espace D¥(w,,(,), au spectre de réponse usuel (homogéne en espace)

D(wr, )

D'(wr,G) = (AQ.AT)"Diw,,¢) (2.30)
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Qr = [pklr]
_+oooo pkzlhr(w)|25ﬁg(w)dw

Prir = j;c hr(u’)izsﬁg(“’)dw
T ¢ MU

ou py est une fonction de w et de la distance des points k et | rendant compte du phénomene
de perte de cohérence et U est le vecteur des déplacements unitaires de la superstructure
lorsque celle-ci décrit un mouvement de corps rigide dans la direction de ’excitation sismique.
L’espérance du déplacement maximal de ['oscillateur z/ de I’équation (2.12) s’en déduit alors
par la formule:

Ei‘l":‘,mar} == h"‘g . Dv(wrs ’S.r) (231)
dans lequel
T :
M.,U .
- (232)
¢, Mo,

est le facteur de participation du mode r pour la direction des mouvements sismiques considerés.
Dans {23}, Berrah et Kausel appliquent leur méthode a une poutre a travée unique, simplement
appuyée, subissant des mouvements différentiels a ses deux appuis. Cette structure se préte bien
a cette méthode simplifiée puisque d'une part, le terme pseudo-statique (déplacement rectiligne
de la poutre) n'induit aucun effort dans la structure et il est donc licite de ne pas en tenir
compte dans le calcul et d’autre part, les fréquences propres sont bien espacées. Les résultats
obtenus par la formule (2.31) et par des simulations utilisant des signaux sismiques synthétiques
sont tres voisins.

La contribution du terme pseudo-statique dans I’effort £ est étroitement liée au degré d’hy-
perstaticité de ia structure. En effet le degré d’hyperstaticité est, par définition, la dimension
de 'espace des champs de contraintes statiquement admissibles avec des forces volumiques
ou surfaciques données nulles. Ainsi plus la struciure est hyperstatique, plus les champs de
contraintes pour des déplacements imposés aux appuis pourront étre grands. Pour une poutre
simplement appuyée, soumise & des déplacements verticaux ou transversaux aux appuis, les
moments induits par le terme pseudo-statique sont nuls. Ce n’est plus vrai pour une poutre sur
Lrois appuis.

2.1.3 Modele de variabilité spatiale d’ondes sismiques

Dans le chapitre 1, nous avons vu qu'a 'heure actuelle, une grande incertitude réegne sur les
modeles de variabilité spatiale d'ondes sismiques. Pour mener a bien une étude de sensibilité
des ouvrages d’art, nous adoptons en conséquence le modele simple a deux parameétres (1.41)
qui reproduit les phénomenes essentiels de passage d’onde et de perte de cohérence.

Pour que 'étude soit aussi générale que possible, nous faisons abstraction dans un premier
temps des effets de site dans les mouvements de sol, supposant ainsi que les formations géolo-
giques sont sensiblement identiques sous chaque appui. Il est alors licite d’adopter une densité
spectrale de puissance d'accélération homogene S;(w). Dans les applications numériques qui
suivent, la densité spectrale de puissance est calculée itérativement une fois pour toutes de
facon & étre compatible avec un spectre de réponse donné selon la méthode décrite au para-
graphe 1.1.3{c}.
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La variabilité spatiale des mouvements de sol dans une direction donnée entre les points
A et B est introduite par l'intermédiaire d’une fonction de cohérence I'4p{w), ou ce qui est
équivalent d'apres (1.36), par la densité spectrale de puissance croisée:

Sigig(w) = Fap(w)Su(w) (2.33)

Rappelons que la fonction complexe I' s4g{w) traduit par son amplitude la cohérence des accé-
lérations en A et B et par sa phase, la propagation apparente de I'onde (nous ne tenons pas
compte dans un premier temps des effets de site). Dans 'étude de sensibilité qui suit, nous
adoptons le modele suivant :

.wd!E

Tap(w) = emlowdan) o=i=F (2.34)

proposé pour la premiére fois par Uscinski {118} comme solution du probléme de propagation
d’onde dans un milieu aléatoire et qui a été utilisé par la suite notamment par Luco et Wong {87].
Le parametre o mesure le taux de perte de cohérence des ondes en fréquence et en distance
et V mesure la vitesse apparente des ondes le long de 'ouvrage. On fait donc ’hypothese que
toutes les ondes se propagent a la méme vitesse. Notons qu’il convient d’orienter ’axe de la
structure de sorte que la vitesse apparente V et la distance dap entre les points A et B puissent
prendre des valeurs positives ou négatives. Luco et Wong [87] suggérent une valeur du parametre
a de 2-107%s/m. Dans les applications numériques nous irons jusqu'a a = 2 - 107%s/m. La
vitesse apparente V' varie typiquement entre la célérité des ondes dans le substratum rocheux
et infini.

2.1.4 Comparaison aux résultats obtenus par simulations

A titre d’illustration, on compare les résultats obtenus par la régle de recombinaison MSRS
a ceux obtenus par simulations de type Monte-Carlo. La structure choisie est le pont a haubans
d’Evripos en Grece, tres souple, qui présentent de nombreux modes a basses fréquences. Cer-
taines des fréquences propres des modes de la structure sont tres proches les unes des autres. Les
modes principaux controlant la réponse latérale sont présentés a la Figure 2.11. L’ouvrage est
représenté par ses déformées pseudo-statiques et par une soixantaine de modes. Les simulations
temporelles sont obtenues par intégration numérique des réponses modales et pseudo-statiques
a partir d’accélérations de sols construites selon la méthode présentée au paragraphe 1.4 de
facon a étre conformes au spectre AFPS de type SO (rocher) ou S3 (sol souple). La densité
spectrale de puissance a €té ajustée au spectre de réponse en cing itérations. La fonction de co-
hérence est celle présentée au paragraphe précédent. On a choisi de représenter quatre niveaux
de perte de cohérence (indiqués par le parametre a) et deux vitesses apparentes de propagation
opposées (V = £500m/s). La Figure 2.3 montre 'espérance du maximum du moment fléchis-
sant au pied de I'une des deux piles principales du pont: elle a été calculée par la regle MSRS
et par moyenne des maxima atteints lors des simulations temporelles (I'intervalle formé par la
moyenne des maxima des simulations plus ou moins deux écarts type est indiqué par une barre
verticale). On constate que la recombinaison MSRS fournit des résultats tres proches de la
référence constituée par les simulations pour le site rocheux (AFPS §0) et surestime légerement
ceux du site sur sol souple (AFPS S3). Ce dernier décalage s’explique par la densité modale
dans les basses fréquences particulierement sollicitées par le séisme sur sol souple. Les corré-
lations inter-modales sont fortes, y compris pour un déplacement uniforme du sol (o = 0) et
des erreurs numériques peuvent se glisser dans l'intégration des coefficients de corrélation. Les
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résultats fournis par la regle MSRS sont toutefois tres convenables au regard de I'incertitude
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portant sur les mouvements de sol et sont numériquement bien moins onéreux.
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FiG. 2.3 - Comparaison de la régle MSRS et des moyennes de mazima de simulations : moment
fléchissant marimal en pied de pile du pont d Evripos en Gréce pour deux conditions de site:
site rocheur (AFPS S0) et sol souple (AFPS 53).

2.2 Sensibilité des ouvrages d’art aux petites variations

spatiales du mouvement sismique

En matiere d’ouvrages d’art, chaque projet présente des caractéristiques de sol, de structure

qui ent font un objet unique. C’est en particulier le cas dans la gamme des ouvrages de longueur
movenne a grande, susceptibles d’étre influencés par la variabilité spatiale des mouvements
sismiques. Pour tirer quelques idées générales, nous étudions le cas simplifié dont les hypotheses
principales sont les suivantes:

- L'ouvrage est droit, ou de courbure suffisamment faible pour négliger le couplage des

mouvements latéraux, longitudinaux et verticaux.

Pour les ponts & cables ou en arc, on s’intéressera aux mouvements latéraux afin que le
couplage des mouvements longitudinaux et verticaux n’'interviennent pas.

Les mouvements sismiques se produisent dans une seule des trois directions: longitudinale,
latérale ou verticale. On ne conserve donc qu’un seul degré de liberté de translation par
fondation. On ne prendra pas en compte dans cette étude de sensibilité les possibles
corrélations entre ces directions d’excitation qui peuvent toutefols etre étudiées grace a la
formule de recombinaison (2.28) pourvu qu’on dispose de densités spectrales de puissance
croisées entre accélérations du sol selon les différentes composantes du mouvement. Si les
mouvements de sol dans des directions orthogonales sont indépendants, alors la réponse
totale s'obtient par sommation quadratique des effets sur la structure des excitations dans
chacune des directions.
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~ Les conditions de site et les densités spectrales de puissance d’accélération de sol sont les
meémes sous chaque fondation.

— On suppose que les variations spatiales du mouvement sismique sont faibles mais non né-
gligeables au regard des dimensions de la structure et de ses caractéristiques dynamiques.

— Les corrélations inter-modales sont négligeables, ce qui se justifie si les fréquences modales
sont suffisamment espacées et si l'effet de passage d’onde n’est pas trop prononcé (cf.
Der Kiureghian and Neuenhofer [45]).

~ Le couplage entre les termes pseudo-statiques et dynamiques est négligé, ce qui se justifie
si les fréquences propres de la structure sont supérieures a 0.5Hz [45).

2.2.1 Développement limité

On suppose dans ce qui suit que les gquantités adimentionnelles awl et wL/V, dans lesquelles
L représente la longueur de 'ouvrage et w la pulsation de ’onde incidente, sont petites devant
I'unité, en particulier lorsque w = w, ou les w, sont les pulsations des modes principaux de la
structure. La condition wL/V <« 1 signifie que le temps de parcours de ’onde entre les appuis
est bien plus court que les périodes principales de la structure ou encore que la longueur d’onde
sismique est plus grande que les dimensions caractéristiques du pont.

Avec ces hypotheses, la formule (2.28) se simplifie en:

(E[g o NS ) N.__A‘/I NS - D . 0
(E[Emaz))” = Z ko Upay T 2_, Z EQ1Ps]sT (wr\Gr) (2.35)
k=1 r=1 k=1

Définissons les variances du déplacement au sol et de la r*™ réponse modale:

+ o0 ) +oo
_/ uwﬁl, &:/ iy ()2 S () dew (2.36)

Avec le modele de variabilité spatiale (2.34), les coeficients de corrélation de (2.35) s’écrivent :

Lo , ~ wdi c. dw
Pzezy = (_TE - exp (”‘(awdkiﬁ‘"i%) (LU)E
Lojree o wdy .
Pl = 51 e P (~<awdkz)‘—' )lhm! Si(w)dw (2.37)

Nous developpons la fonction de cohérence en fonction des petits parameétres awdy et wdy/V :

wd; wdi 2 1 2, at 3
exp ( (awdkﬂ - ?T) =1 - = = ( 4 é'iﬂ (wdp)* + Ezv(u}dk;) EEE (2.38)
Puisque les autres termes des intégrandes (Si(w) et |h,(w)|®) des équations (2.37) sont des
fonctions réelles et paires de w, les termes impairs imaginaires purs du développement (2.38)
disparaissent (ce ne serait pas le cas si on avait gardé les termes de corrélation inter-modale).
Il s’ensuit:

NS 2 NM 2
(Eléml) = (z) um+z(zw) o )?
k=1

r=1 \k=
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g U 0 Ldw .
— (CY2 + 6—‘-’-—2—) {kzlzl akCL]d mar /oo S”(w)j (239)
NM NS Los
Y S gya, 2t / WPk ()78 i;(w)dw}
r=1 k,l=1 01’ e
Définissons
NS NS
fv=Y a,=D"Y R, =D"U (2.40)

ou U est le vecteur de déplacement unitaire de la structure. & est 'effet statique sur la
structure d’un déplacement identique imposé aux fondations. Si donc £ est un effort interne
ou un déplacement relatif a 'intérieur de la structure, comme le glissement du tablier sur une
pile, alors manifestement &; = 0. De méme,

NS ‘NS
d b= (Z ‘h-k) D7¢, = 7’,E¢ (2.41)
k=1 k=1 7

ol E¢ = D7¢, est effort ou le déplacement associé & la forme modale @, et 7, = S8, Yok est

le facteur de participation usuel pour des mouvements uniformes du sol. Une étude numérique
nous a montré qu'avec des densités spectrales de puissance construites selon la procédure du
paragraphe 1.1.3(c}, le facteur de pic du processus vitesse de sol surestime de moins de 12%
le facteur de pic du processus déplacement de sol pour les quatre sites AFPS. En supposant
maintenant que ces facteurs de pic sont de maniere générale voisins, on a:

1 +00 dw L 2 y \ 2
i L aw (o) Umar ;
[T s S = (2 & <— (2.42)
0o J—oc w Ny, Umaz

) ‘ . . , C . '
D’autre part, pour des oscillateurs peu amortis, nous avons l’approximation suivante:

1 Lol ) . w 0.2 .
O’f -0 O'TZ;

Si bien qu'on peut écrire I'équation {2.39) sous la forme

NM
(El€mar])* = Eful ., + g A,'ngbrogw,, (. )? (2.44)
1 NM NS /
+ (Oz2 “+ 52 ) { ( Z apa; dk,) car Tt Z — Z b;b{diz wa(w,,C,.)z
- kl=1 r=1 k=1

Sur 'axe défini par les piles du pont, nous choisissons une origine O (arbitraire) et une orien-
tation. Soit dpi la distance algébrique (i.e. positive ou négative) entre 'origine et le centre de

. . . e " + T N 2 .
masse de la fondation & {voir Figure 2.4). L’identité d%, = (do, — d()k> nous permet d’obtenir
une formule approchée aisément utilisable:

NM
. }'2 = {g%UQmaI + Z ’}135@2{) D(L"’ra CT)Q} (245)
r=1 "

+{a? + ! [Au %AV(L& ¢ )?
oV 1 0Ymag s r TS
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La premiere ligne de la formule approchée (2.45) n’est autre que la régle bien connue de re-
combinaison quadratique SRSS. Rappelons, que pour des efforts intérieurs ou des déplacements
relatifs, & est nul. La deuxieme ligne est 1'effet au premier ordre de petites variations spatiales
du mouvement sismique :

— Dans le premier facteur, on trouve au carré les deux facteurs pilotant respectivement la
perte de cohérence () et la célérité apparente des ondes (V');

— Dans le deuxieme facteur, on trouve des parametres associés au mouvement de sol ponctuel
tels que la vitesse maximale du sol .., et la réponse spectrale d’oscillateurs en pseundo-
vitesse V(w., () = w.D{w,, () et des coeflicients Ay et A, associés uniquement a la
structure et que nous détaillons plus loin.

Si on ne fait intervenir que le phénomeéne de propagation d’onde (a = 0 et |V| < o), la
deuxiéeme ligne fait apparaitre le rapport t,,.../V et au premier ordre, la contribution marginale
du phénomene de propagation d’onde au mouvement pseudo-statique est proportionnel a ce
méme rapport. Pour le comprendre sur un exemple élémentaire, imaginons une onde ayant la
forme d’une rampe (de pente ... ) se déplacant a la célérité V le long de 'ouvrage:

=2V *Umee sit—2/V >0
“(m’”_{ 0 sit—z/V <0

u(z,t)

On constate bien que t.,,, est la borne supérieure de la vitesse du sol. Si maintenant un effort
dans la structure dépend linéairement, pour sa partie pseudo-statique, du déplacement relatif
du sol entre deux points d’appui distants de L, la réponse pseudo-statique est fonction linéaire
de la quantité u(z + L,t) - u(z,t) qui est majorée par L X Upmqaz/V.

les coeflicients Ag et A, sont donnés par les formules suivantes :
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A():Q

NS 2 NS NS
(3 dowan) — (L) (2 e
k=1 k=1 k=1

NS 2 NS ‘NS
Ay = (’Ezb i:(z dowrk) - (}: ‘/rk) (Z (%k7rk):| (2.48)
T k=1 k=1

k=1

Il est important de constater que Ag et A, sont indépendants du choix de lorigine O.

En somme, nous avons séparé dans la réponse marginale due a la variabilité spatiale des
ondes sismiques, les termes de variabilité spatiale (o et 1/V) des termes de structures (Ap et
A,) et de mouvement ponctuel du sol {(Umqe et V{w,, ().

2.2.2 Contributions pseudo-statique et modale a la réponse margi-
nale

Nous allons utiliser la formule approchée (2.45) pour analyser la sensibilité des ouvrages aux
faibles variations spatiales des ondes sismiques, en mettant 'accent sur I'importance des divers
termes, pseudo-statiques et dynamiques. Puisque les parametres de variabilité spatiale (o et
1/V) se découplent facilement dans (2.45), ’étude se ramene a celle des facteurs structuraux

AO et Ar.

Influence de la direction du mouvement de sol sur la réponse pseudo-statique

Nous ne nous intéressons, en terme de réponse, qu’aux efforts intérieurs {moments flé-
chissants, effort tranchants...) ou aux déplacements relatifs (glissement du tablier sur cu-
lée ou sur pile). Une translation statique du sol de fondation induit une réponse nulle, soit
v =5 ar =0 et donc
2

) (2.49)

NS
Ag = Z(Z a'()kak

k=1 J
Cette quantité positive ou nulle représente I'incrément de réponse da a la composante pseudo-
statique du mouvement. Notons que Zi\g doray est Deffet statique d’une variation linéaire
des déplacements du sol. S'il s’agit de déplacements longitudinaux, une variation linéaire est
une dilatation {ou une contraction) de la ligne de fondation comme le montre la Figure 2.4.
Cette dilatation du sol induit des efforts et/ou des déplacements relatifs dans la structure
(Ao > 0}, en particulier si celle-ci est rigide longitudinalement. Par contre, une variation linéaire
de déplacements latéraux ou verticaux représente un mouvement de rotation rigide du sol de
fondation qui entraine statiquement la structure sans engendrer d’effort ou de déplacement
relatif comme le montre la Figure 2.5. Le terme pseudo-statique est alors nul (Ag = 0) a cet
ordre. On montre dans ['annexe B.1 que les termes conservés dans le développement de la
fonction de cohérence {2.38) ne tiennent pas compte d’une éventuelle courbure du sol a I'échelle
de la structure. Cette étude de sensibilité n’a donc encore une fois de sens physique que pour
de faibles variations spatiales de ’'onde sismique.
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Influence de la forme modale

L’incrément de la réponse modale est en général non nu! et son signe est celui de 'expression :

NM
S AV(wn ) (2.50)

r=1]

qu’on peut évaluer facilement a partir des caractéristiques modales et des déformeées pseudo-
statiques de la structure. Notons que les modes anti-symétriques d’une structure symétrique
(tels que les modes 5. 21 et 39 de la Figure 2.11) ont un facteur de participation usuel nul
(7 = 205 vk = 0) et donc leur contribution ne peut qu'augmenter comme le confirme le
signe de A,.

Nous obtenons un résultat inverse si les facteurs de participation locaux v,; d’'un mode r sont
tous de méme signe, par exemple tous positifs. Comme 'origine O est arbitraire sur I'axe des
fondations, nous pouvons la choisir de sorte que les distances algébriques dpy soient également
toutes positives. L’inégalité de Schwarz et la formule (2.48) nous assurent que A, est négatif. La
contribution de ce mode décroit en présence de variabilité spatiale des ondes sismiques. Un tel
cas se produit lorsque la forme modale est entierement d'un coté de la structure au repos, par
exemple dans le cas du mode de balancement latéral d’un pont sur piles souples (Figure 2.10).
Comme en général, ce mode contrdle la réponse modale latérale de la structure, on s’attend a
ce que la réponse transverse de l'ouvrage diminue.

Quoiqu’il n’y ait pas de démonstration, des calculs de cas concrets ont montré que, presque
toujours, le A, des modes symétriques est négatif. Leur contribution a la réponse diminue donc
en présence de mouvements de sol non uniformes.
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2.3 Etudes de cas

Nous analysons, dans ce paragraphe, la sensibilité de ponts concrets aux variations spa-
tiales des ondes sismiques, a la lumiere des résultats qualitatifs obtenus grace a la formule
approchée (2.45). Nous comparons également les résultats obtenus par la regle de recombinai-
son complete MSRS (2.28) et par la formule approchée (2.45). Les ponts sont représentés par
des modeles aux éléments finis?. On trouvera les caractéristiques principales de ces ouvrages
en annexe C. Les mouvements de sols sont définis par la donnée de spectres d’oscillateurs
élastiques, en 'occurrence, ceux des Recommandations de 1’ Association Frangaise de Génie
Parasismique [11]. La densité spectrale de puissance d’accélération nécessaire pour calculer les
coeflicients de corrélation de la regle MSRS est obtenue par ajustements itératifs pour étre en
conformité avec les spectres linéaires utilisés (voir paragraphe 1.1.3). Les réponses d'ouvrages
et les études de sensibilité sont calcuiées par des programmes que nous avons développés en
post-processeurs des logiciels d’éléments finis.

2.3.1 Mouvements longitudinaux

Pour une excitation longitudinale. la formule de recombinaison approchée (2.45) est la sui-
vante:

NM . NM

Efj€macl]® = Y 72€% D(wr, () + (a? + ;‘1—/3) {Aoufm + 3 A V{w,, g,)z} (2.51)
r=l “ ’ r=1

Nous savons de l'équation (2.49) que le terme pseudo-statique augmente la réponse. La Fi-
gure 2.6 montre qu'en général les déplacements des degrés de liberté longitudinaux du mode
de balancement fondamental dans la direction longitudinale sont tous de méme signe. La varia-
bilité spatiale des ondes sismique diminue donc la contribution de ce mode qui est en général
prédominant dans la réponse. On s’attend ainsi a ce que la variation de la réponse soit le bilan
d’une augmentation du terme pseudo-statique Agu’ ,_ et d’une diminution de la contribution

mar

du premier mode de balancement longitudinal A,V (w,(;)?. La Figure 2.7 montre 'effort tran-
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FiG. 2.6 - Pont sur le Gave de Pau, Lourdes, France: Premier mode longitudinal.

chant maximal en pied de pile centrale ainsi que glissement relatif entre le tablier et 'une des
culées pour le pont sur le Gave de Pau (solution béton précontraint). L’espérance de la réponse

2. Les calculs aux éléments finis ont été réalisés sur le code CASTEM 2000 du Commissariat a 1’Energie
Atomique. Nous tenons 4 remercier MM. E. Conti et A. Chabert du Service d’Etudes Techniques des Routes
et Autoroutes and M. J.M. Tourtois de Grands Travaux de Marseille BTP de nous avoir fourni les modéles et
plans des ouvrages que nous avons utilisés dans notre étude.
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maximale y est représentée pour un taux de perte de cohérence a variant de 0 & 2-1073s/m. Elle
a été calculée par la regle MSRS et la formule approchée (2.45). Le mode fondamental (Figure
2.6) a une fréquence propre f; = 0.87Hz. La longueur du pont étant de 248m, on ne s’attend
pas a ce que la formule approchee donne des résultats précis pour des valeurs de a supérieures
a 1/(2rfil) = 0.74 x 1073s/m {le développement limité suppose en effet que aw,L et wi L/V
soient blen inférieurs a 'unité). La formule approchée donne des résultats convenables au dela
de cette valeur pour U'effort tranchant, toutefois ce n’est pas le cas pour le glissement du tablier
sur la culée. S71l est illusoire d’attendre des résultats précis pour de grandes variations spatiales
du mouvement sismique, la tendance pour des variations petites et moyennes est bien indiquée
par la formule approchée, notamment par le signe de la quantité Agi?, + MM AV (w,, ()
positif pour le glissement du tablier sur la culée, conduisant a une augmentation de la réponse
et négatif pour l'effort tranchant en pied de pile centrale, conduisant a une diminution de la
réponse.

Effort tranchant longitudinal Glissement tablier/culée
1 T e S S T T A 1.35 T T T ¢ T v + T T
\‘?‘:w ’
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c.8F approximation *_ ) .
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0.6¢
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0.2r
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FIG. 2.7 - Pont sur le Gave de Pau. Ezcitation longitudinale : effort tranchant en pied de pile

centm[c—: {a gauche) et glissement tablier sur culée (a droite). V = oc

2.3.2 Mouvements latéraux

Comme nous 'avons souligné plus haut, le terme pseudo-statique disparait au deuxieéme
ordre de la formule approchée (2.45) pour des mouvements sismiques latéraux ou verticaux. De
'effet des variations spatiales des mouvements sismiques ne subsiste que la composante modale :

;1
E[|Emazl])? Z 7€, Dlwr ) + (a* w) {Z AV (wy, () } (2.52)

Souvent, le mode fondamental de balancement latéral {Figure 2.10) domine la réponse. Et
puisque la forme modale se situe d’un seul c6té de la structure au repos, ses facteurs locaux de
participation vix sont tous de méme signe et la contribution de ce mode diminue. Si les modes
supérieurs interviennent peu, on s’attend a ce que la réponse globale diminue. C’est ce qui se
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produit pour les efforts tranchants de la pile centrale du pont sur le Gave de Pau (solution béton
précontraint) et d’'une des piles du pont d’Evripos en Gréce comme le montre la Figure 2.8. Le
premier mode de balancement latéral du pont de Lourdes a une fréquence propre fi = 1.06 H z,
ce qui limite le domaine de validité de 'approximation 2 @ < 6-107*s/m. Au dela, on constate
que ’écart entre la formule approchée et la regle de recombinaison complete devient significatif.

Effort tranchant latéral {Gave de Pau)
UG .e . v ratl

-~ MSRS
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Fig. 2.8 - Mouvements latérauz : effort tranchant en pied de pile centrale pour le pont sur le
Gave de Pau (a gauche; et en pied de pile de droite pour le pont d’Evripos {a droite). V = oco.

Remarquons que pour des ponts souples, les modes supérieurs peuvent tres bien se situer
dans le spectre excité par le séisme et contribuer ainsi significativemnent a la réponse ou en tout
cas a la réponse marginale due aux variations spatiales des mouvements de sol. On montre
grace notamment aux A, que effort tranchant en pied de pile du pont a haubans d’Evripos
soumis a une excitation latérale, résulie essentieilement des six modes traceés sur la Figure 2.11.
On constate sur la Figure 2.8 que méme pour de tres faibles variations spatiales, il existe un
ecart entre la formule approchée et ia regle MSRS. Cela est di au couplage, dont la formule
approchee (2.45) ne tient pas compte, entre les modes dont les fréquences sont relativement
proches. De plus certaines pulsations propres cessent rapidement de satisfaire au critere aw, L <

1

Notons également que le phénomene de passage d’onde a un effet dissymétrique da au
couplage entre les modes [45] que le développement limité ne restitue pas du fait des hypotheses
que nous avons adoptées. La Figure 2.9 illustre cet effet dissymétrique sur la réponse fournie
par la regle MSRS. Pour le pont d'Evripos, 'écart avec I'approximation devient considérable
pour de tres faibles vitesses apparentes (qui sortent bien entendu des bornes de validité de la
formule approchée). La tendance des deux formules est toutefois comparable pour des grandes
vitesses apparentes de propagation. Une méthode dédiée au cas des fortes variations spatiales
est présentée plus loin dans ce chapitre.
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F1G. 2.9 - Mouvements latérauz. Effet du passage d’onde sur Ueffort tranchant en pied de pile
centrale sur le poni sur le Gave de Pau (a gauche) et en pied d'une des piles centrales pour le
pont d’Evripos (a droite). a = 0.

2.3.3 Mouvements verticaux

[.’équation (2.52) convient également aux mouvements verticaux. Nous nous intéressons plus
particulierement aux moments et aux efforts tranchants dans le tablier. Puisque les piles sont
tres rigides en compression vis-a-vis de la flexion du tablier (si 'interaction sol-structure est
négligeable), le probléme est en fait celui d’une poutre vibrant verticalement avec des conditions
aux limites dépendant de la nature des liaisons du tablier sur les piles: appui simple si le
tablier est rotulé sur la pile, ressort en rotation égal a la rigidité de la pile en flexion en cas
d’encastrement du tablier sur la pile.

Si le tablier est constitué de travées indépendantes, alors chacune d’elles peut étre étudiée
séparément. Dans ce cas, Harichandran et al. [62] ont moniré que la variabilité spatiale des
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F1G. 2.10 - Pont sur le Gave de Pau, Lourdes: premier mode de balancement latéral
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ondes sismiques diminue la réponse. Nous nous attendons & un tel résultat puisque |'essentiel
de la réponse est contenu dans le premier mode de flexion dont on montre facilement que ses
deux facteurs de participation locaux sont de méme signe.

La situation est un peu plus compliquée pour des travées continues et !’évolution de la
réponse dépend de la rigidité de la poutre [63, 46]. Dans le cas de mouvements de sol uniformes
et verticaux, les modes les plus excités sont ceux dont la déformée modale reste d’'un meéme
coté de la fibre moyenne. Pour ces modes, le moment de flexion est en général maximal sur
appui, la poutre y présentant une plus grande courbure. Le facteur de participation usuel
décroit rapidement pour des modes dont la déformée alterne au dessus et en dessous de la fibre
moyenne. Ces modes, qui sont donc moins sollicités, ont leurs moments maximaux loin des
appuis. Lorsque la variabilité spatiale des ondes sismiques augmente, on s’attend donc a ce que
les moments sur appuis diminuent {en méme temps que la participation des modes restant d’un
seul c6té de la fibre moyenne). On ne peut a priori rien dire sur les moments en travée. La
Figure 2.12 illustre ce fait pour deux tabliers de pont en béton précontraint. On y a représenté
I'enveloppe des moments résultant d’actions sismiques verticales uniformes (en trait plein) et
partiellement corrélées en espace {en tirets): o = 107%s/m et V = oo, a = 2.107%s/m et
V =o0c,a=0et V = 500m/s. Les emplacements des appuis sont soulignés par des triangles
(7). Les eflets de la variabilité spatiale sur les efforts tranchants du tablier (Figure 2.13) ne
montrent aucune tendance particuliere.
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mode #3, 0.55146 Hz mode #5, 0.73086 Hz

mode #21, 1.5750 Hz mode #27, 1.8341 Hz
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mode #29,1.8842 Hz mode #39, 2.4720 Hz

F1G. 2.11 - Pont a haubans d’Evripos en Gréce : modes contrélant la réponse laterale
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Fi1G. 2.12 - Mouvements verticaur : Moment fléchissant le long du tablier. Pont a quatre travées
sur le Gave de Pau (en haut) et viaduc @ cing travées de Carriéres {en bas). L a = 107%s/m,
V=oc;era=210"s/m, V=0c;0: a=0,V=>500m/s
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FiG. 2.13 - Mouvements verticauzr : Effort tranchant vertical le long du tablier. Pont a quatre
travées sur le Gave de Pau (en haut) et pont a cing travees de Carriéres (en bas). A: o =
1073s/m, V=c0;0:a=210"7s/m,V =0cc; 0:a =0, V= 500m/s
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2.4 Critere de suffisance du nombre de modes

Dans 'analyse sismique conventionnelle, on utilise le concept de masse modale sismique
pour rendre compte de la suffisance du nombre de modes propres calculés pour décrire conve-
nablement la réponse de la structure. Pour une direction d’excitation donnée, on définit la
masse sismique d’'un mode r comme suit {37]:

M = m,-‘ff (2.53)

Nous rappelons ci-dessous, que le cumul des masses modales sismiques des modes propres
calculés pour I'analyse donne une mesure de leur potentiel a décrire le vecteur d’entrainement
U mais aussi l'eflort tranchant en pied d’ouvrage pour une accélération uniforme du sol. I
est bien connu que la somme des masses sismiques de la base compléete des modes propres
restitue la masse totale de Pouvrage. On convient dans la pratique de garder un ensemble de
modes propres dont le cumul des masses sismiques atteint au moins 90% de la masse totale de
Pouvrage.

La prise en compte des accélérations non synchrones aux appuis de la structure requiert une
extension du concept de masse modale sismique. Dans ce qui suit, nous proposons un critere
permettant d’'estimer la qualité de la description modale des forces aux appuis.

On peut extraire des transformées de Fourier des équations {2.1) et (2.3), le vecteur des
forces imposées par le sol sur la structure (efforts tranchants en pied de pile) dans le domaine
fréquentiel :

F(w) = Ky +iwCr; — oMy Zlw) + K] +iwCl) — oM7) | X(w) (2.54)
ou
K =K, -K;K'K,; C;; =C;-C[K['Ksy My, =M; -M_ K"K,y (2.55)

En négligeant les termes d’inertie et d’amortissement visqueux dus aux fondations et a leur
couplage avec la structure devant les termes de rigidité, 'équation (2.54) se réduit a:

F(w) = Ky Z{w) + KL, X(w) (2.56)

Le terme purement dynarmique de la réponse s’exprime sur la base compléte des NM modes:

A
X(w) = Teksh(w)d, (2.57)
k

2z
Jn

r

Il
—-
Il
-

et pulsque
; - [ =T 2 ; -4
Kgqur = l\_Kz‘st l\i —qu)r) =R (—W’:Ms(pr) = mer[ﬂ)/r,l T ’\,/r,}VS']T (2’38)

effort tranchant de la [ pile, F; (F = [Fy--- Fns]7) est donné par:

NS ’ NM NS
F[(w) = Z Kffylk zk(w) + Z Z My Yrirk (wfsi(u)) (259)
k=1

r=1 k=1
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Parmi les degrés de corrélations possibles des mouvements de sol aux appuis, nous envisa-
geons les cas extrémes d’un mouvement uniforme et d’'un mouvement totalement décorrélé des

fondations de 'ouvrage.

1.

o

Dans le cas d’un mouvement de sol uniforme: z; {w} = z(w) et le terme pseudo-statique
disparait (TN K;/ = 0). De méme, sj(w) = s"(w) et le terme dynamique se réduit
d’autre part a:
NM
F(w) = z My YrlYr (wfs’(w)) (2.60)
r=l

ol v, = TN k. Leffort tranchant total en pied d'ouvrage est alors:

NS NM
=Y Fiw) = Y mn? (w25 (w)) (2.61)
=1 .

r=1

d’ou, en négligeant les corrélations inter-modales, I'espérance de I'effort tranchant maxi-
mal s’obtient par la formule

NM

E[IFlmasl® = 3 (mey?) (Alwr, ) (2.62)

ra=l

dans laquelle A(w,, () est la réponse élastique en pseudo-accélération. La masse modale
sismique apparait ici naturellement. Elle indique I'importance de la contribution modale,
a pondérer toutefois par le contenu spectral de I'excitation A(w,, ().

Cas de mouvements totalement incohérent des fondations: les coefficients de corréla-
tion (2.29) sont, en supposant l'indépendance statistique entre les termes pseudo-statiques
et les termes dynamiques ainsi qu’entre les réponses des différents modes:

Papz = 6k¢' pzkslr =10 ps‘r‘sf = 6}:157‘3 (51,] =1s1:= ] et 0 Sinon) (263)

On en déduit 'effort tranchant maximal en pied de chacune des piles:

) NS NMNS .
EllFllnaz) =D (Kyppu) 2k, + ZZ meYerYek) Alwr, G) (2.64)
k=1 r=1 k=1

Finalement en additionnant 'ensemble de ces efforts tranchants en pied de piles, on
obtient :

NS NS NM NS 2
S E[Fmasl’ = | Y (Kpw)?| 2hae + 3 [mr > 731;] Alw,. §)" (2.65)
I=1 l_k.l.’:l r=1 k=1

On introduit alors naturellement une masse modale sismique pour mouvements de fon-
dations totalement incohérents:

NS
Mj=m, 3% (2.66)
k=1
. ~ CaxT.
Notons que puisque Ry = Y ¥M ~ 16 on a aussi R, M R, = ¥ ! m,v2 et donc
NS NM
SR,MR, = Y M}, (2.67)
k=1 r=1
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, . ; ~ T ~
Dorénavant, nous désignons le membre de gauche 2V5 R, M,R; sous le nom de “masse
pseudo-statique”. Elle se calcule facilement a partir de la matrice de masse de la structure

M, et des déformées pseudo-statiques Ry, un peu comme on calculerait la masse totale
de la structure My = UTM,U.

Puisque les premiers modes contiennent I’essentiel de la réponse, il est de pratique courante
de tronquer la base modale, en ne gardant qu'un petit nombre (N M' < N M} de modes propres.
En ce qui concerne P'effort en pied de piles, la troncature peut se justifier dans les deux cas de
corrélation spatiale extrémes évoqués ci-dessus par les ratios suivants:

1. Le ratio des masses modales sismiques cumulées sur la masse totale de 'ouvrage:

NM'
Er:l M!"

=== 2.68
rre Vs (2.68)

2. Le ratio des masses modales sismiques pour mouvements totalement décorrélés sur la
“masse pseudo-statique” :

NM! r

2=y Mry

r=1

~ T =
}_;\7=-51 Rk M.st

(2.69)

rTI =

Ces deux rapports indiquent le degré de restitution des efforts tranchants en pied de piles res-
‘ q g

pectivement pour un mouvement de sol uniforme et pour des mouvements totalement décorrélés
des fondations. Plus ces rapports sont proches de 'unite, meilleure est la restitution. On pourra

pp p )

par exemple proposer que rrc soit supérieur a 90% comme c’est 1'usage et que rry, générale-
ment inférieur au précédent et qui n'offre d’intérét que pour des mouvements décorrélés, soit
supérieur a 80%.

L’erreur de troncature dans 1'équation (2.62) est en effet:

NM
errnar = . (M A(w,, () (2.70)

re=NMI41

et comme le spectre linéaire en pseudo-accéiération décroit {ou est stationnaire) dans les hautes
fréquences,

2 g M™N? 2 % M
errayae < (MrA{waar, (v )) ( ‘ < (MpA(wnar, Cumr)) — {2.71)
r=NM'+1 A/[T) r=NM'41 MT
ou encore
errane < (MrA{wnar, (v ) (1 — r7e) (2.72)

De la meme facon, pour des accélérations totalement incohérentes des fondations, 'erreur de
troncature (2.65) est majorée par:

NS 2
~ T ~ .
ETTNM! S ( E Rk Mst> .4(\4‘.0]\[134:.'(‘;\]11{1)2(1 — ’:"TI) (273)
k=1

Remarquons qu’il est possible de trouver un majorant de I’erreur de troncature pour tous les
cas intermédiaires de variabilité spatiale de mouvements sismiques (voir annexe B.2). On a en
particulier intérét a ce que le ratio r7; soit proche de 'unité. La Figure 2.14 montre ces ratios
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en fonction du nombre de modes pour le pont sur le Gave de Pau (solution béton précontraint)
rrc converge plus vite que rpy vers 'unité, ce qui semble indiquer que lorsqu’on introduit des
mouvements sismiques variables dans 1’espace, il faille inclure un plus grand nombre de modes
pour bien représenter la réponse.

mouvements longitudinaux moeuvements latéraux
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F1G. 2.14 - Pont sur le Gave de Pau, Ratios de masses modales sismiques. En traits pleins:
mouvements uniformes de sol (rrc). En tirets: mouvements de fondations totalement incohé-
rents (r71). A gauche: mouvements longitudinauz, a droite: mouvements latéraux

2.5 Variations spatiales grandes et/ou incertaines

La formule approchée utilisée dans les paragraphes précédents est limitée aux petites va-
riations spatlales du mouvement sismique et aux structures présentant de faibles corrélations
inter-modales. D’autre part, comme nous l'avons rappelé au premier chapitre, les parametres
des modeles de variabilité spatiale sont en général mal connus, en dehors de quelques sites
tres instrumentés comme celui de Lotung a Taiwan. Si 1'épicentre du séisme est incertain, la
vitesse apparente des ondes l'est également et varie typiquement entre la célérité des ondes
dans le substratum rocheux (si les ondes se propagent selon la ligne définje par les fondations)
et I'infini (st les ondes se propagent perpendiculairement a cette ligne). La perte de cohérence,
mesurée par le parametre o dans le modele de Luco et Wong (1.41) est aussi tres incertaine.
On lui accorde souvent des hornes de fagon empirique.

Afin que le dimensionnement soit conservatif, on peut donc chercher la plus grande valeur
de la réponse maximale donnée par la regle MSRS (2.28) lorsque les parameétres du modele de
variabilité spatiale évoluent librement dans un domaine de valeurs physiquement acceptables.
Pour un modeéle de variabilité donné, par exemple celui défini par la fonction de cohérence (2.34),
les coefficients de corrélation et de ce fait la réponse maximale espérée (2.28) sont des fonctions
non-linéaires mais régulieres des parametres du modele. Il existe des techniques de recherche de
maxima de telles fonctions qui sont d’autant plus efficaces que ’on possede des dérivées d’ordre
élevé de la fonction. Nous montrons dans un premier temps, qu’il est possible de calculer avec un
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faible surcout les dérivées premieéres et secondes de la réponse maximale espérée par rapport aux
parametres « et 1/ du modele de variabilité spatiale (2.34), puis nous utilisons ces résultats
dans un algorithme tres simple d optimisation.

2.5.1 Calcul des sensibilités de la réponse aux parametres du modele
de variabilité

Nous commengons par calculer les dérivées premieres et secondes de la fonction de cohérence
par rapport aux parametres o et 1/V":

TR = el Tasle) gyl = —dislasie) (270
821" 3\ I 2 2 32F 2 R \
_5..‘;%5_(;0) = Awdsp)* {2(awdsp)’ — 1} Taplw) B_U—fé%(w) = —{wdsp) [ap(w) (2.75)
0°T 4B . 3
(W) = 2io(w w
Gaar vy ) = Zieledas) Tas()

Nous profitons du fait que les coefficients de corrélations sont calculés numériquement par les for-
mutles {2.29) pour calculer simultanément leurs derivées premieres et secondes qui s’obtiennent
tout simplement en remplacant I par ses dérivées dans les numérateurs des équations (2.29).
Pour I'intégration numérique, on pourra utiliser le schéma propesé dans [135] et rappelé en
annexe A.2. Des dérivées des coeflicients de corrélation, on déduit simplement les dérivées de
Pespérance de la réponse maximale (2.28). Les calculs de la réponse maximale et de ses dérivées
étant menés de front, le surcoit est faible.

2.5.2 Valeur maximale de la réponse

Pour simplifier 'écriture, nous notons £(f) l'espérance du maximum de la réponse donnée
par la regle MSRS {2.28), pour un ensemble de k parametres contenus dans le vecteur § (dans le

r . T
modele de Luco et Wong, k =2etf = | o 1V ] J. Au voisinage d’un ensemble de parametres

8°. le développement au second ordre de la réponse s’écrit :

. . U
E(0) = £(8°) + VD + 60" HS0 (2.76)
ou 8 =6 — §°, vE désigne le gradient et ‘H la matrice des dérivées secondes:
3 & af gf | N %€ ,
vE=[ g £ ... %1 | Hy;= [—_aeiaoj} (2.77)

H est une petite matrice (k x &) qui se diagonalise de la maniére suivante:
PTHP =diag{ Ay X -+ A\ } (2.78)

oli P est une matrice orthogonale de vecteurs propres P = [P;|P3|---|P]. Chaque vecteur
propre donne la direction d’une courbure principale de €. Les valeurs propres A; sont les cour-
bures principales. Définissons le vecteur des variations des parametres dans le repere des axes
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de courbures principales 8¢ = P7§6. L'équation (2.76) s’écrit alors:

R A i R 1E .
£ =8+ SAVEP)IE + = S M(06) (2.79)
i=1 “ =1

Dans le repere des axes de courbures principales, chaque variable se traite indépendamment. Si
’équation (2.79) était globale, on ne pourrait trouver un maximum que si toutes les courbures
A; étaient négatives, la solution étant alors donnée par 'ensemble des variations des parametres
de I'espace des courbures principales: §£; = —(Vé.Pi)//\i. Comme (2.79) n’est qu’une approxi-
mation locale, nous adoptons la stratégie suivante dans chacune des directions principales:

- Si ) < 0alors 8¢, = —(VE.P;)/\ (pour atteindre un maximum local dans cette direction)
ou &&; = signe(VE.P;)6&mer (dans la direction des valeurs croissantes) en choisissant la
plus petite en valeur absolue de ces deux quantités.

~ Si A; > 0 alors 8¢; = signe(VE.P;)6€mae (dans la direction des valeurs croissantes)

ol 6€mar st un pas maximum défini & 'avance. De retour dans ’espace original, (48 = P4§), on
peut limiter les parametres (§ = 8°+4§8) a des valeurs physiquement acceptables ou a des bornes
empiriques (par exemple a > 0, |V > vitesse des ondes de cisaillernent dans le substratum
rocheux). On calcule alors la combinaison MSRS pour le nouvel ensemble de parametres de
variabilité spatiale en méme temps que les dérivées premieres et secondes. On réitere cette
étape jusqu'a convergence.

2.5.3 Résultats numériques

On applique cette méthode pour trouver la valeur maximale de 'effort tranchant en pied
de pile des deux ponts examinés plus haut. Les parametres o et V du modele de variabilité
spatiale (2.34) sont bornés de la maniere suivante:

0<a<2x10s/m et |VI>200m/s (2.80)

Les valeurs maximales aiusi trouvées (en tres peu d’itérations) sont indiquées sur la Figure 2.9
par de petits cercles {0). Le cas du pont d’Evripos nous met en garde contre un possible piege
créé par la présence de maxima locaux et non globaux. Il est donc conseillé de chercher la
solution a partir de plusieurs ensembles de valeurs initiales.

2.6 Effet de site

Jusqu’a présent nous avons oris d’inclure 'effet de site parmi les phénomenes influant sur
la sensibilité des ouvrages. Cet effet est particulier a chaque configuration géologique et il est,
rappelons le, indépendant de la distance entre appuis. 1l est de ce fait difficile de produire des
regles générales. Nous proposons ici d'illustrer I'effet de déphasage produit par un changement
de nature de sol entre appuis. Der Kiureghian [44] a montré que le déphasage lié a 1'effet
de site peut avoir une importance non négligeable dans le cas de structures rigides (passages
supérieurs d’autoroute, viaducs a travées courtes et moyennes). Pour des structures plus souples,
le déphasage lié a I'effet de site diminue et le déphasage provoqué par la propagation de 'onde
dans le sol devient prédominant. Nous avons choisi ici une structure intermédiaire, le pont sur
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le Gave de Pau a Lourdes (solution a tablier en béton précontraint). Les conditions de sol
sont représentées par leur classement en site AFPS Sp, S;, S ou S3. Nous envisageons deux
situations géologiques, la premiére en imposant les conditions de site réelles, la seconde en
imposant des variations amplifiées des conditions de site (voir le Tableau 2.1 pour Uintitulé des
sites AFPS correspondants et ’annexe C pour la définition des appuis). Nous avons effectué

appuis Culée Cy | Pile P, | Pile P, | Pile P; | Culée C4
cas 1 (reel) Sy S Sy S2 S5,
cas 2 (amplifié) So So S3 S3 S

TAB. 2.1 - Conditions de sites auzr appuis

deux types de calcul, 'un (noté M SRS?) incorporant le déphasage lié a ’effet de site évalué
selon la méthode présentée an paragraphe 1.3.2 en utilisant les fonctions de transfert du double
filtre de Clough et Penzien conformes aux spectres de réponse AFPS (voir Tableau 1.3}, 'autre
calcul (noté simplement MSRS) n'incluant pas ce déphasage dans les coefficients de corrélation.
Les deux calculs prennent en compte 'amplitude des mouvements de sol a chaque appui par
I'intermédiaire des spectres AFPS spécifiques aux conditions géologiques sous chaque fondation,
conformément a la formule de recombinaison {2.28). Le tableau 2.2 présente le rapport des
résultats de ces deux calculs pour 'effort tranchant longitudinal (V) et latéral (V,) au pied de
la pile P, ainsi que le glissement (G'L,) du tablier sur la culée Cy. On constate que pour cet

V, | Vz | GL,
cas 1: MSRS*/MSRS | 1.00 | 0.86 | 1.00
fcas 2: MSRSY/MSRS | 1.01 11.18 ] 1.09

{ !

TAB. 2.2 - Influence du déphasage li€ a 'effet de site

ouvrage, l'effort tranchant latéral en pied de pile P, n’est que peu modifié par le déphasage 1ié a
I'effet de site. L'effort tranchant longitudinal est lui affecté du fait de la différence de situation
geologique entre les piles Py et P; liées en téte presque de fagon rigide par le tablier (la pile £
n'intervient pas puisque le tablier glisse sur elle librement). Seul le calcul permet de prévoir si
Veffet du déphasage est pénalisant ou non. En ce qui concerne le glissement relatif du tablier
sur la culée 'y, seul le deuxieme cas donne de 'importance au déphasage ce qui s’explique par
la grande diflérence de situation géologique pour la culée Cy et la pile P;.

L'Eurocode 8 [50] ne tient pas compte du déphasage lié a 'effet de site, par contre il propose
une regle pour le choix du niveau d’action sismique pour des structures dont les fondations
reposent sur des sites de nature différente. sous la forme d’une moyenne des spectres de réponse
pondérés par une estimation du niveau d’effort au droit de chaque appui. Soit ry la réaction a
la base de la pile ou culée k & un déplacement uniforme et unitaire du tablier. L’Eurocode 8
propose le spectre de réponse moyen suivant :

NS s ]
'S’muyen(jw) = Z (T) Sk(T) (2.81)
k=1 k=1 Tk

Cette définition pose un probléemte lorsque le tablier est bloqué par un appui sans souplesse. La
réaction a cet appui est infinie et le spectre moyen est celui du site de ’appui en question.
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Afin de comparer les réponses obtenues en utilisant ce spectre moyen et celles obtenues par
la méthode MSRS. nous faisons I'hypothese de mouvements aux appuis parfaitement cohérents
(i.e. Tx; = 1 pour tout couple de fondations k, /). Les sites géologiques sous appuis sont toutefois
différents. Nous avons choisi d’étudier les effets des mouvements longitudinaux du sol sur 'effort
tranchant en pied de pile centrale du pont sur le Gave de Pau, version béton précontraint, d’une
part parce que le tablier n'étant lié qu’a des piles souples, la définition du spectre moven ne pose
pas le probleme évoqué ci-dessus et d’autre part, parce que les piles sont sufisamment souples
pour que les termes pseudo-statiques soient négligeables (le probleme de leur intégration dans
les résultats selon le reglement européen ne se pose pas). Le tablier est encastré dans les piles
P; et P, et glisse librement sur les culées et la pile P5. Les seules réactions a un déplacement
longitudinal statique du tablier sont en pied des piles P, et P;. On a en particulier

"A - 0.495 i’

_— — = 0.505
TR tTTR, TR+ TP,

Les conditions de site en dehors des appuis P; et P, ne jouent aucun role dans cet exemple. Le
Tableau 2.3 donne des résultats pour quatre situations géologiques différentes. Le spectre moyen
est utilisé avec la méthode de recombinaison quadratique complete CQC [43]. On constate dans
cet exemple, que la méthode du spectre moyen proposée par ’Eurocode sous-estime largement
la réponse prévue par la regle MSRS dans les cas de changement important de nature de sol.

I site pile P ! site pile P, | (ECS8 i.e. spectre moyen et CQC)/MSRS |

So So 0.98
So S 0.84
S3 So 0.84
So So 0.99

TaB. 2.3 - Comparaison de la regle MSRS et de la régle du spectre moyen de 'ECS

2.7 Validation expérimentale

Dans les sections précédentes, nous avons fait un certain nombre d hypothéses quant aux
mouvements sismiques du sol et leur influence sur les structures étendues. Quelques ponts
californiens ont été instrumentés dans le cadre du Californian Strong Motion Instrumentation
Program (CSMIP) et leurs réponses a de fortes secousses sismiques, nous permettent de valider
ou de nuancer certaines de nos hypotheses. Les données sont toutefois encore peu nombreuses
et leur interprétation en matiere de sensibilité des ouvrages a la variabilité spatiale des ondes
sismiques difficile. Il manque a "heure actuelle des enregistrements effectués simultanément sur
un réseau spatial de capteurs et sur un ouvrage voisin, qui permettraient de mesurer pour un
méme évenement les variations spatiales des ondes et leur effet sur la structure.

Bard [18] analyse les réponses du Rio Dell Overpass situé dans une zone trés active en
Californie et pour lequel on dispose de six enregistrements sismiques et du Meloland Road
Overpass en Californie du Sud dont ['enregistrement a €té obtenu lors du séisme d’Imperial
Valley en 1979. Ces deux ouvrages sont des passages supérieurs semblables & celui représenté
a la Figure 1.10. Les appuis du Rio Dell présentent en outre un biais important par rapport
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au tablier. Bard constate que les déphasages entre appuis correspondent a des vitesses de pro-
pagation supérieures a 1500 m/s et donc bien trop rapides pour que le phénomene de passage
d’onde influe sur la réponse de la structure. Par contre, on mesure une forte perte de cohérence
entre les mouvements verticaux des appuis les plus distants du Rio Dell Overpass (& 80m l'un
de "autre), pour des fréquences supérieures & 3Hz. La cohérence des mouvements horizontaux
dépend, quant a elle, beaucoup de la direction des mouvements sismiques: la cohérence est
meilleure entre des points alignés avec la direction principale de ces mouvements. De maniere
générale, la perte de cohérence est plus importante pour les mouvements verticaux que pour les
mouvements horizontaux. Enfin, la comparaison des mouvements en champ libre et des mou-
vements aux appuis montre que ’hypothese selon laquelle les mouvements de sol sont imposés
a la structure (hypothese d’une interaction sol-structure négligeable}, n’est que partiellement
vérifiée. Les accélérations verticales des appuis de ce petit ouvrage sont en effet amplifiées de
50 2 100% du fait de Vinteraction, les mouvements transverses sont également amplifiés sur les
appuis latéraux sur taius mais pas sur U'appui centra! et enfin les mouvements longitudinaux
a la base de I'appui central sont, quant & eux, réduits par rapport aux mouvements en champ
libre. Ces phénomenes doivent pouvoir s'expliquer par l'interaction entre le sol {en particulier
les talus) et une structure relativement rigide du fait de sa petite taille ou encore par 'effet de
site associé aux talus.

Werner et al. [128] proposent une technique d’identification pour structures multi-supportées
en adoptant une description des mouvements de la structure semblable a celle présentée dans ce
chapitre. Malheureusement la méthode est appliquée au Meloland Road Overpass, passage supé-
rieur d’autoroute, pour lequel les déplacements différentiels aux appuis ne sont pas suffisamment
importants pour que le caractére multi-supporté de l'identification apporte une amélioration
significative.

Wilson et al. [131] ont remarqué la présence d’ondes de Rayleigh d’une période de 3 secondes
dans les enregistrements effectués sur le San Juan Bautista Bridge en Californie durant le séisme
de Coyote Lake (1979). Cette composante basse fréquence du déplacement peut avoir un effet sur
la réponse. au moins pseudo-statique, de structures tres étendues. En utilisant une technique
d'identification linéaire couplé avec un modele par éléments finis, Wilson constate dans un
article ultérieur {130}, que la réponse de 'ouvrage s’écarte a divers titres d’une réponse linéaire
élastique: blocage des appuis, dissipation énergétique probablement liée au comportement non-
linéaire des matériaux. Nous reviendrons sur des techniques d’analyse non-linéaire des ouvrages
d’art dans les chapitres suivants.

2.8 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons examiné la sensibilité des ouvrages d’art a la variabilité spatiale
des ondes sismiques. Pour cela nous avons développé a partir de la régle de recombinaison MSRS,
une formule approchée dont le domaine de validité est restreint aux petites variations spatiales.
Elle permet un calcul rapide qui peut-étre utile pour évaluer la pertinence des choix structuraux
lors de la conception de 'ouvrage. Par le biais de cette formule nous obtenons également un
éclairage intéressant sur la sensibilité des diverses composantes de la réponse. en fonction de la
direction des mouvemnents sismiques :

— Pour des efforts internes ou des mouvements relatifs (glissements du tablier sur une culée
ou une pile), la composante pseudo-statique de la réponse n’est affectée an premier ordre
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que par la variabilité spatiale des mouvements longitudinaux du sol et cela d’autant plus
que la structure est rigide dans cette direction.

— La variabilité spatiale des ondes diminue la réponse des modes de balancement fondamen-
taux (latéraux et longitudinaux), dount la déformée se situe d’un seul cbté de la structure
au repos et fait apparaitre la contribution des modes antisymétriques.

— La formule approchée donne une expression simple a calculer de Peffet global sur la
structure, bilan de la composante pseudo-statique et de la composante modale.

Il apparait que pour tenir compte des mouvements asynchrones des fondations, un plus
grand nombre de modes propres de la structure est nécessaire. A cet effet, nous étendons le
concept de masse modale sismique, en proposant un nouveau critere de suflisance de I'ensembie
des modes propres retenus pour 'analyse.

Les grandes variations spatiales des ondes sismiques sortent du cadre de la formule appro-
chée. C’est en particulier le cas pour des ouvrages de grande portée, tels que les ponts suspendus
ou haubanés. On a alors recours a la régle de recombinaison MSRS. Cette derniere s’appuie sur
un modele {au choix) de variabilité spatiale. Les parametres de ces modéles ne sont connus que
tres approximativement et peuvent varier de facon significative d'un site a autre. Pour pallier
cette incertitude, nous proposons un algorithme de recherche du maximum de la réponse pour
des parametres du modele de variabilité spatiale évoluant librement dans un domaine physique-
ment acceptable. On se place ainsi du c6té de la sécurité. L'algorithme s’appuie sur les dérivées
premieres et secondes de la réponse maximale espérée par rapport aux parametres du modele
de variabilité spatiale. Le calcul de ces dérivées est mené de front avec celui de la réponse et de
ce fait, n’occasionne qu’un faible surcout.

Enfin, nous rappelons que les effets de site participent aux variations d’amplitude et de
phase du mouvement sismique entre les appuis de la structure. Ces effets sont particulierement
importants pour des ouvrages de petite ou moyenne taille situés dans des zones de géologie
raptdement variable.

En génie parasismique, la plus grande incertitude provient des mouvements de sol. En
particulier, on dispose de peu d’informations en matiére de variabilité spatiale en dehors de zones
treés instrumentées. Les outils présenteés dans ce chapitre devraient permettre aux ingénieurs
d’aborder le probleme de fagon rationnelle et simple.



66

CHAPITRE 2. VARIABILITE SPATIALE DES ONDES SISMIQUES



Deuxieme partie

Méthodes de calcul en dynamique
stochastique non-linéaire

67






69

Chapitre 3

Spectre de réponse pour structures a
non-linéarités localisées!

Les méthodes modernes de conception parasismique autorisent les structures a pénétrer
largement dans le domaine non-linéaire de leur comportement mécanique. Le colt des ouvrages
a la construction en est réduit. Il faut toutefois s’assurer de leur résistance a [’état limite ultime
et pour cela il est nécessaire de connaitre le degré d’incursion dans le domaine post-élastique.
Si le spectre de réponse inélastique associé a un coefficient de comportement est un outil de
dimensionnement d’oscillateurs élasto-plastiques parfaits ou de structures qui s’en rapprochent,
il ne permet de prévoir le maximum de la réponse non-linéaire de la structure que dans la
mesure ou celle-ci a été dimensionnée au plus juste de fagon a ce que la ductilité appelée
égale la capacité en ductilité. Seule une analyse temporelle non-linéaire permet aujourd’hui
d’appréhender la réponse de systémes complexes comportant de multiples degrés de liberté.
Malheureusement, ’excitation sismique étant hautement aléatoire, de nombreuses simulations
sont parfois nécessaires pour un meéme processus d’accélération de sol afin d’obtenir des résultats
significatifs, ce qui rend 'utilisation de I'analyse temporelle non-linéaire tres onéreuse en calculs
et donc exceptionnelle. Il y a manifestement place pour des techniques intermédiaires, dont
le fondement est naturellement probabiliste afin de tenir compte de I'incertitude portant sur
les sollicitations. 11 est souhaitable que toute nouvelle approche soit conforme aux spectres
inélastiques pour des oscillateurs élasto-plastiques parfaits & un degré de liberté et les étende
de fagon rationnelle aux structures comportant de nombreux degrés de liberté.

Ce chapitre présente une méthode de spectre de réponse pour des systemes a plusieurs
degrés de liberté dont les non-linéarités sont réduites a des zones de faible étendue au regard
des dimensions des éléments de la structure. On s’intéressera en particulier aux ponts pour
lesquels les non-linéarités sont susceptibles de se prodnire dans les appareils d’appui ou sous
la forme de rotules plastiques en téte ou en pied de pile, en particulier si ces ouvrages ont été
congus selon la méthode du dimensionnement en capacité (Capacity Design). A cet égard, les
ponts se distinguent des batiments non isolés a la base par le petit nombre d’éléments non-
linéaires. En effet, pour des batiments classiques, le haut degré d’hyperstaticité autorise une
redistribution des efforts si bien que l'on cherche & répartir le comportement post-élastique
sur toute la hauteur de I'immeuble, en général aux extrémités des poutres horizontales. On
réduit ainsi le risque de formation d’un mécanisme a un étage particulier. Pour les ponts, les
possibilités de redistribution des efforts sont limitées, c’est pourquoi nous portons une attention

1. Une version de ce chapitre a été présentée a la Conférence Mondiale de Génie Parasismique, Acapulco,
juin 1996 {72
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particuliere a chacun des éléments potentiellement non-linéaires.

La démarche que nous proposons repose sur deux techniques de linéarisation équivalente
dans un contexte probabiliste : une moyenne stochastique pour des systémes dont la réponse est
a bande étroite et une linéarisation stochastique gaussienne associée au modele mathématique
de Bouc-Wen. Ces techniques sont adaptées au comportement hystérétique des matériaux du
génie civil. La réponse du systeme linéaire équivalent est obtenue grace aux spectres de réponse
élastique. Puisque les propriétés équivalentes des éléments non-linéaires dépendent des caracté-
ristiques de la réponse {amplitude, fréquence moyenne, efc.), une méthode itérative s’impose.
Nous proposons un algorithme efficace qui fait usage du caractére local (ponctuel) des éléments
non-linéaires. Pour tirer parti de la linéarité du reste de 'ouvrage, on réalise une unique analyse
modale de la structure complete en relaxant certains degrés de liberté au droit des éléments
non-linéaire. [.’analyse itérative qui s’ensuit, dans laquelle sont introduits les éléments linéaires
équivalents en lieu et place des éléments potentiellement inélastiques, repose sur un systeme
de petite taille ne faisant intervenir qu’un nombre limité de coordonnées généralisées. La ré-
ponse de la structure obtenue par analyse spectrale permet d’actualiser les caractéristiques des
eléments linéaires équivalents. Cette méthode repose entierement sur un spectre de réponse
linéaire donné et sur les relations constitutives des éléments potentiellement non-linéaires.

Afin de situer notre étude, nous présentons rapidement les méthodes communément utili-
sées de dimensionnement d’ouvrages. Nous rappelons ensuite les deux techniques de linéarisa-
tion équivalente en contexte probabiliste. Nous montrons comment incorporer efficacement les
éléments linéaires équivalents dans le modele de 'ouvrage par I'intermédiaire d’une synthese
modale adaptée, en mettant encore une fois 'accent sur un critére de choix des modes propres
de la structure linéaire. Les modes propres de la structure compléte, incorporant les éléments
équivalents, sont complexes et il convient d’en tenir compte dans le calcul de la réponse a partir
des spectres de réponse élastique.

Nous appliquons cette méthode au calcul de la réponse d’un pont pour lequel des rotules
plastiques peuvent se développer en pied de pile. Les valeurs obtenues pour la demande de
ductilité maximale et la quantité d’énergie dissipée par chacune des rotules sont proches de
celles obtenues en prenant la moyenne de simulations temporelles du probléeme non-linéaire.

3.1 Cadre de I’étude

Les techniques de calcul exact (de type Fokker-Planck) de la réponse de structures non-
linéaires, soumises & une excitation incertaine de nature sismique, sont rares, limitées dans la
pratique a des compertements mécaniques particuliers et presque toujours a des structures re-
présentées par des modeles ne comportant qu’un tres petit nombre de degrés de liberté, souvent
un seul [82, 83]. Seules les simulations de type Monte-Carlo associées a une intégration tem-
porelle des équations non-linéaires permettent de traiter de grands systemes, a comportement
mécanique général. Toutefois, de nombreuses simulations sont parfois nécessaires pour obtenir
des résultats fiables et méme avec les outils dont nous disposons aujourd’hui, cette technique
reste colteuse en temps de calcul et de ce fait, est restreinte & la vérification de structures
exceptionnelles. Dans la pratique, en particulier au stade du dimensionnement, on utilise une
méthode beaucoup plus simple s’appuyant sur des specires inélastiques. Elle consiste essentiel-
lement a faire un calcul linéaire sur la base des propriétés purement élastiques de la structure,
puis a corriger les forces obtenues par un coefficient de comportement. Nous revenons dans
un premier temps sur cette technique. Elle a 'avantage d’étre d’une utilisation extrémement
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simple, mais son usage est en théorie limité aux oscillateurs €lasto-plastiques parfaits et elle ne
permet pas de prévoir proprement les zones de la structure dont le comportement est effective-
ment non-linéaire. Une technique plus récente, dite de dimensionnement en capacite, permet a
I'ingénieur de choisir les éléments non-linéaires (en général localisés en espace) qui dissiperont
I’énergie pendant le séisme et de préserver le caractére linéaire élastique du reste de la structure.

La méthode que nous proposons par la suite étend de fagon rationnelle les spectres inélas-
tiques a des structures complexes et précise le degré d’incursion dans le domaine post-élastique
des éléments non-linéaires qui auront été choisis conformément a la technique du dimensionne-
ment en capaciteé.

3.1.1 Spectres inélastiques

Les structures trés sensibles, présentant un risque majeur en cas d’endommagement, comme
les centrales nucléaires, ou bien primordiales a 'acheminement des secours sont dimensionnées
de facon a rester essentiellement élastiques pendant le tremblement de terre maximum qu’on
peut attendre. ou de fagon a ne subir que de tres faibles dégats, réparables rapidement. Il
ne serait pas économique de dimensionner de la sorte toutes les structures et on accepte que
des ouvrages de moindre importance subissent un certain endommagement sans atteindre la
ruine. Les méthodes de calcul doivent donc prendre en compte des incursions, qui peuvent étre
importantes, dans le domaine post-élastique.

Dans les années 60 (cf. {96, 95, 36]), on a étudié la réponse d’oscillateurs simples & compor-
tement non-linéaire. Newmark et Hall [95] ont proposé une méthode d’évaluation de la réponse
d’oscillateurs élasto-plastiques parfaits, a partir de spectres linéaires corrigés pour tenir compte
du comportement post-élastique ou spectres inélastiques. Cette méthode prévaut encore aujour-
d’hui pour le dimensionnement de structures beaucoup plus complexes. On trouvera dans [36}
une analyse détaillée de la méthode et dans [90] une synthese de diverses méthodes d’élaboration
des spectres inélastiques.

La méthode de dimensionnement consiste a faire un calcul élastique puis a diviser les ef-
forts obtenus par un coefficient de comportement g rendant compte du comportement post-
élastique. Newmark et Hall [95] ont montré que le coefficient de comportement g dépend for-
tement de la période propre de l'oscillateur (élastique). Malgré cela, pour simplifier, certains
reglements [50, 12] proposent d’utiliser un coefficient de comportement forfaitaire, indépendant
de la période, accompagné soit du spectre élastique, soit d’un spectre corrigé dit spectre de
dimensionnement qui rend compte d’une certaine dépendance en la fréquence du coefficient de
comportement [48]. Notons que les recommandations parasismiques pour les ponts en Nouvelle-
Zélande [24] prennent en compte la dépendance du coeflicient de comportement en la période
et que les versions prochaines du Uniform Building Code américain prendront également cette
voie.

Pour un oscillateur élasto-plastique parfait, on définit le niveau de ductilité comme le rapport
Y = ZTmar/T, de la déformée maximale de l'oscillateur sur la limite élastique. Newmark et
Hall [95] ont établi a partir de simulations, que pour un niveau de ductilité cible donné u,
le coefficient de comportement dépend de la période (élastique) T de 'oscillateur de la fagon

suivante:
1 T < 0.03s
g=1{ V2E—1 0.125s < T < 0.5s (3.1)
7 T > 0.5s

Les raccords peuvent étre précisés sur un diagramme tripartite [36]. A Pexception des oscilla-
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teurs tres rigides, de période inférieure a 0.03s, on autorise une réduction des efforts en jeu en
acceptant que 'oscillateur plastifie avec un certain niveau de ductilité. Bien que cette étude
ne traite que des oscillateurs élasto-plastiques parfaits, on a étendu son usage a des structures
beaucoup plus complexes. La démarche est la suivante:

- On effectue un calcul linéaire de la structure, par une analyse modale suivie d’une re-
combinaison des maxima modaux lus sur un spectre élastique, par une des regles usuelles

(SRSS, CQC, MSRS).

— On divise les efforts obtenus dans chaque élément par un coefficient de comportement
forfaitaire dépendant de la nature de ’élément (pile, culée, tablier...), en particulier de
ses possibilités ductiles et éventuellement de la période fondamentale de I'ouvrage.

~ On dimensionne les divers éléments de la structure par une analyse statique équivalente
pour les efforts réduits trouvés précédemment.

Cette méthode, trés simple présente bien évidemment un certain nombre de défauts:

— La méthode a été développee pour des oscillateurs élasto-plastiques parfaits simples. La
structure n'étant pas linéaire, les réponses modales ne se superposent pas et la recombi-
naison des maxima modaux n’est en aucune maniere justifiée.

— Le calcul modal est effectué sur la structure élastique. Du fait notamment des rotules
plastiques apparaissant aux appuis de la structure, les conditions aux limites de la partie
élastique de la structure changent au cours du temps et les modes propres représentent
moins bien les mouvements admissibles de la structure.

~ Les coefficients de comportement sont forfaitaires et ne rendent pas compte des non-
linéarités qui se produisent effectivement dans la structure.

Pour pallier ce dernier inconvénient, on a élaboré un critére de cohérence [12] qui stipule que
'on doit vérifier que les éiéments pour lesquels on a autorisé une réduction des efforts, par
Pintermédiaire d'un coefficient de comportement plus grand que un, plastifient effectivement.
Sinon, on reprend 'étude avec des coefficients de comportement plus faibles (et donc des efforts
plus importants) pour ces éléments. Toutefois, il n’est pas possible de vérifier par cette méthode
les demandes de ductilité dans les différents éléements.

3.1.2 Dimensicnnement en capacité

L.a méthode de dimensionnement en capacité {en anglais capacity design) permet de s’assu-
rer que la dissipation €nergétique se produit effectivement la ot on le souhaite dans la structure.
Développée essentiellement en Nouvelle-Zélande durant ces vingt dernieres années, son usage
se répand et elle a fait son entrée dans certains reglements. La procédure suit les étapes sui-
vantes {100]:

— On choisit un mécanisme plastique de la structure de fagon & satisfaire la demande de
ductilité globale en déplacement de I'ouvrage tout en minimisant (en les répartissant) les
demandes de ductilité individuelles en rotation dans les rotules plastiques.

- On définit de maniére précise les régions dissipatives d’énergie (¢.e. les rotules plastiques).
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- On dimensionne les rotules plastiques pour résister aux actions permanentes et aux ac-
tions sismiques (réduites) déterminées conformément au paragraphe précédent, puis on
dimensionne les autres éléments de la structure de facon a ce qu’ils restent élastignes
lorsque toutes les rotules plastiques se sont développées.

1l s’agit d’une méthode de dimensionnement et non pas d’une technique d’analyse. On ne peut
pas en particulier prévoir le niveau de ductilité atteint dans chaque rotule plastique. L'idée
sous-jacente est, qu'avec des dispositions constructives suffisamment soignées pour les rotules
plastiques, on autorisera de larges demandes de ductilité sans pour autant perdre en capacité
résistante aux efforts latéraux. En dehors des rotules. la structure reste integre, i.e. linéaire
élastique. On controle ainsi 'étendue des dommages.

De cette technique, nous retiendrons surtout pour notre étude, la localisation des non-
linéarités. Nous chercherons toutefois a préciser le niveau de demande de ductilité dans chacune
des rotules plastiques.

3.1.3 Simulations de Monte-Carlo

Comme nous 1’avons souligné, il s’agit de la seule méthode permettant I'évaluation des
statistiques de la réponse de systemes non-linéaires comportant de nombreux degrés de liberté.
Le principe d'une simulation est simple: on effeclue un tirage d'un accélérogramme de sol,
conformément a la procédure évoquée au paragraphe 1.1.4, puis on integre temporellement
les équations non-linéaires du mouvement. On extrait de la solution un certain nombre de
résultats intéressants, par exemple la dissipation d’énergie dans une rotule plastique, un indice
d’endommagement. ou ce qui est plus courant, quoique peu justifié dans le cadre de structures
ductiles, la rotation maximale x,,,, de la rotule ou plus généralement le déplacement relatif des
bornes d’un élément non-linéaire. sur la durée de I'excitation. Il s’agit donc de la réalisation
d'une variable aléatoire X,,,,. Nous nous intéressons en général a 'espérance, parfois a la
variance de cette derniere. Un estimateur m de ’espérance de X,,,, est obtenn en réalisant un
certain nombre (n) de simulations d’ou 'on tire les réalisations @4y ; :

1 & :
M == Tmaz,i (3.2)
n i=1

(et estimateur est sans biais puisque E[r] = E[X,.z)- De méme, on dispose d’un estimateur
sans biais de la variance de la variable aléatoire X405 :

~

1 i .
o = ‘_—1" Z (-’Enmx,i - ﬁl;"rz (33)

i

3

=1

E [02] = Var[XN,.:]. Les réalisations z,,,.; étant indépendantes et équidistribuées, on sait

d’apres le théoreme fondamental de la loi statistique que m et o convergent respectivement
vers l'espérance E[X,...) et la variance Var[X,,,.] avec une probabilité un lorsque n tend
vers l'infini. Toutefois, un grand nombre de réalisations peuvent étre nécessaires pour obtenir
une bonne convergence. Pour juger de la pertinence des simulations effectuées pour évaluer
'espérance de X,,,,, nous calculons la variance de 'estimateunr (3.2):

1 & 1
Var{m] = — Z Var{zmeri] = ;Var[XmaI] (3.4)

1=1
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On ne peut la calculer directement, toutefois, on en posséde un estimateur grace a (3.3):

1 k0
S (Timazs — W) (3.5)

1==1

Var[ml = —-—
nn—1

On définit alors un coeflicient de variation (c.d.v.) des simulations:

Var[m

c.dv. = l—” (3.6)
m

Il s’agit, rappelons-le d'un critére de pertinence de I'estimateur m. Pour n grand, le coefficient

de variation se comporte comme suit :

1 Var(X,ax]

Tn E[Xomaa] (37)

c.dv. =

Ainsi st Var[X,...] est finie, c.d.v. tend vers zéro, lentement, en 1/1/n. Dans les exemples qui
suivent, en particulier pour des systemes comportant des éléments inélastiques, il n’est pas rare
de trouver des ratios \V/Var[XmM]/E[Xmmj de l'ordre de 50%. Pour obtenir un coeflicient de
variation de 'ordre de 5% sur ’estimateur m, on devra réaliser une centaine de simulations.
L 'Eurocode 8, quant a lui, ne requiert au plus qu'une dizaine de simulations. Notons que les
formules ci-dessus sont des estimateurs de la pertinence d’un ensemble de simulations issues
d’un méme processus stochastique d’accélération de sol. L'Eurocode 8, quant a lui, valide un
ensemble d’accélérograrnmes des qu’il est compatible avec un spectre de réponse, ce qui est une
condition bien moins restrictive.

3.1.4 Perspectives et place de la présente méthode

Entre l'analyse simpliste fondée sur les spectres inélastiques et les simulations temporelles
non-linéaires, onéreuses en temps de calcul, apparait un besoin de méthodes simples, applicables
en temps réel au cours du dimensionnement d’un ouvrage afin de facilité les choix structuranx
et intégrant de fagon rationnelle les non-linéarités. La technique que nous proposons dans ce
chapitre cherche a satisfaire ces criteres. Nous nous efforcons également de n’utiliser que des
méthodes de calcul répandues dans les bureaux d'études, comme ’analyse modale des structures
lineaires et nous restreignons 'analyse non-linéaire a des systemes de petite taille.

3.2 Principe de la méthode

On suppose dans ce qui suit, que la structure se comporte essentiellement de maniere linéaire
élastique, a ['exception d’un nombre fini d’éléments de petite taille au regard des dimensions
de la structure (cerciés sur la Figure 3.1). Rappelons que c’est le cas de toute structure congue
suivant la méthode du dimensionnement en capacité: certains éléments (rotules plastiques,
appareils d’appui spéciaux) sont choisis pour dissiper 1'énergie lors du tremblement de terre,
préservant ainsi le caractere linéaire élastique du reste de la structure, dimensionné en consé-
quence. Nous désignerons par “connexions” ou “rotules potentiellement plastiques” ces éléments
dans la mesure ou nous ne supposons pas a priori que leur comportement est effectivement non-
linéaire.
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Fic. 3.1 - Localisation des non-linéarités dans la structure

3.2.1 Systéme linéaire relaxé

Avec pour objectif d'utiliser une méthode de spectre de réponse de fagon rationnelle, nous
remplacons les connexions potentiellement non-linéaires par des éléments linéaires équivalents,
selon des techniques exposées au paragraphe suivant. Nous allons au préalable tirer parti du
fait que le comportement du reste de la structure est élastique linéaire. La méthode que nous
utilisons ici s’apparente aux techniques de sous-structuration de type “libre-libre”, en ce sens que
nous remplagons dans un premier temps les rotules potentiellement plastiques par de véritables
rotules, les appareils d’appui s'opposant au glissement relatif de deux degrés de liberté par
des appareils d’appui parfaitement glissants. De maniére générale nous relaxons les contraintes
associées aux éléments potentiellement plastiques en remplagant les éléments en question par
des conditions aux limites de type Neumann (contrainte nulle) entre les sous-structures linéaires.
Nous ne le faisons que pour les degrés de liberté associés aux déformations inélastiques. Ainsi
pour les rotules potentiellement plastique, seule la contrainte en rotation est relaxée mais pas les
contraintes en translation (Figure 3.2). De méme, si un appareil d’appui bloque le mouvement de
translation dans une direction (1) et possede un comportement non-linéaire dans une direction
perpendiculaire {2), seule la contrainte dans la direction (2) est relaxée. Nous désignons par
sysleme linéairve relazé le systeme dans lequel tous les éléments potentiellement pon-linéaires
ont été remplacés par les conditions aux limites susmentionnées entre sous-systemes. Dans une
deuxieme étape nous placerons des éléments linéaires équivalents sur le systeme linéaire relaxé
au droit des éléments potentiellement non-linéaires. Ainsi, une des techniques de linéarisation
nous conduira a introduire des ressorts et amortisseurs équivalents que nous ajouterons comme
indiqué a la Figure 3.3.

3.2.2 Equations du mouvement

Les notations que nous utilisons sont adaptées au traitement des rotules potentiellement
plastiques. Pour prendre en compte des appareils d’appui travaillant en translation, il suffit de



76 CHAPITRE 3. SPECTRE POUR NON-LINEARITES LOCALISEES

Systeme d’origine Systeme linéaire relaxé

6 (ddl i)

0; (ddl i)

rotule potentiellement

plastique

N 0
Ny

Fi1G. 3.2 - Principe de relazation du systéme non-linéaire

Fi1G. 3.3 - Adjonction d’ éléments lincaires équivalents
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remplacer les rotations relatives entre sous-systemes {6; — 8, sur la Figure 3.2) par des transla-
tions relatives et les moments duaux que nous allons introduire par des efforts tranchants. Les
rotations relatives du systeme linéaire relaxé correspondant aux NR éléments potentiellement
non-linéaires sont rassemblées dans le vecteur 8 et les moments duaux, fonctions non-linéaires
des rotations relatives et éventuellement de leurs dérivées en temps, dans le vecteur M(8,8).
La Figure 3.4 montre une rotation relative et son moment dual dans le cas ou la rotule plastique
se forme en pied de pile: on a alors § = §; et §; = 0. Dans une représentation de la structure

F1G. 3.4 - Rotation relative et moment dual

par €éléments finis, le principe des travaux virtuels s’écrit pour le systéme non-linéaire complet
(¢ indique le déplacement virtuel):

—~ §XTKX — §X7CX + 66" M = §X"M(Ui, + X) (3.8)

ou U est un vecteur de déplacement unitaire de la structure dans la direction d’excitation et i,
est I’accélération de sol qu’on suppose uniforme dans ce chapitre. Les matrices de rigidité K,
d’amortissement C et de masse M sont celles du systeme linéaire relaxé. K et C n’induisent
aucun effort intérieur dans les éléments potentiellement inélastiques, selon les degrés de liberté
relaxés. Les rotations relatives s’expriment comme projections du vecteur X des degrés de
liberte de la structure:

0=P.uX , 66=P,,6X (3.9)

Si par exemple, la premiere rotation relative du vecteur 8 est la différence entre la rotation §;
(degré de liberté i du vecteur X)) et la rotation 8, (degré de liberté j du vecteur X), alors la
premiere ligne de P, est nulle sauf en position ¢, ot elle prend la valeur 1 et en position j, ou
elle prend la valeur —1. En éliminant les déplacements virtuels (quelconques) on obtient :

MX + CX + KX = PT M — MU4, (3.10)

rot

M est, a priori une fonction non-linéaire de 8 et 8. Des techniques de linéarisation équivalente
nous permettrons d’écrire M sous la forme d’une expression linéaire, pas nécessairement des
meémes variables. Les coeflicients de I'expression linéaire dépendent toutefois des caractéristiques
statistiques de la réponse des rotations relatives (variances, fréquences moyennes...). Ils seront
donc déterminés par un processus itératif que nous détaillons ci-apres. Pour ne pas effectuer de
gros calculs a chaque itération, nous profitons de la linéarité du systéme linéaire relaxé pour
pratiquer une analyse modale sur le membre de gauche de (3.10). En tronquant la base modale
du systeme linéaire relaxé nous pourrons effectuer les itérations successives sur un systéme
réduit d’équations portant uniquement sur les coordonnées généralisées conservées.
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3.2.3 Algorithme itératif

La Figure 3.5 présente les grandes lignes de ’algorithme itératif. Il commence par une
analyse modale du systeme linéaire relaxé effectuée une fois pour toutes par un logiciel aux
éléments finis%. On choisit des parametres initiaux pour les éléments linéaires équivalents, par
exemple les caractéristiques linéaires initiales, si elles existent, des connexions. On forme alors
un systeme linéaire équivalent complet qu’on exprime sur une base tronquée de modes propres
du systeme linéaire relaxé. Nous verrons que cela impose certaines contraintes sur le choix des
modes propres. On effectue alors une synthese modale approchée du systéme linéaire équivalent,
puis on calcule la réponse de la structure, soit par une technique d’analyse stochastique, soit
par une technique de spectre de réponse linéaire adaptée. Enfin les caractéristiques des €léments
linéaires équivalents sont actualisées en fonction de la réponse obtenue. Toutes les étapes de
cet algorithme, mise & part ’analyse modale du systéeme linéaire relaxé, font I'objet de modules
informatiques que nous avons développés.

Notons qu'il existe des techniques pour lesquelles les parameétres des éléments linéaires
équivalents dépendent du temps (voir par exemple [126, 16, 105]). Ces méthodes sont beaucoup
pius lourdes a mettre en ceuvre et ne permettent pas !'utilisation de spectres de reponse. La
méthode que nous proposons ici convient mieux aux systemes atteignant rapidement un régime
stationnaire. Elle peut ne pas convenir aux systémes pour lesquels le régime stationnaire en
déplacement n’existe pas (c’est le cas par exemple, de structures ne reposant que sur des appuis
glissants) ou est long a obtenir.

3.3 Meéthodes de linéarisation équivalente

Qu’il s’agisse de rotules plastiques ou d’appareils d’appui en ¢lastomere fretté ou glissant,
les éléments non-linéaires des structures du génie civil ont souvent un comportement hystéré-
tique. Nous cherchons, pour ces objets, des modéles linéaires équivalents qui rendent compte
de caractéristiques “movennes” de raideur et de dissipation d’énergie. D’autres types de non-
linéarités, comme les chocs [52], peuvent étre traitées par des techniques similaires. Quoi que
des chocs puissent se produire dans les ouvrages d’art, par exemple entre éléments de tablier
ou entre le tablier et les culées, nous concentrons notre étude sur les phénomenes liés a la plas-
ticité des matériaux ou au glissement des éléments, qui produisent des non-linéarités de nature
hystérétique.

De trés nombreuses techniques de linéarisation en environnement stochastique ont vu le
jour durant ces trente dernieres années. On trouvera une revue critique et comparative de ces
méthodes dans les références [127, 105, 83]. Nous utilisons ici deux techniques adaptées a des
modeles de comportement hystérétique : la moyenne stochastique qui sied aux réponses a bande
étroite, lantre plus générale dite de linéarisation stochastique gaussienne que nous utiliserons
conjointement avec le modele d’hystérésis de Bouc-Wen.

3.3.1 Moyenne stochastique

Développée par Caughey [33. 34] & partir de approximation de Krylov et Bogoliubov [77],
la technique de la movenne stochastique s’appuie sur des moyennes temporelles établies sur
des cycles d’hystérésis dont les caractéristiques évoluent lentement dans le temps. C’est en

2. Pour les applications, nous avons utilisé le logiciel CASTEM 2000 du Commissariat & ’Energie Atomique
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particulier la propriété des systemes dont la réponse est a bande étroite. On trouvera une
description complete de la méthode dans [105, 68, 69]. La force (ou le moment) de rappel de
I’élément non-linéaire est décrit par les deux branches de sa boucle d’hystérésis (Figure 3.6):

| F(z) £>0
F(a:,l)—{ Fiz) #<0 (3.11)

ou F; et F; sont respectivement les branches supérieure et inférieure de la boucle. La technique

\ﬁ
J

N\
.

>

N
=

F1G. 3.6 - Boucle d’hystérésis

de linéarisation consiste a remplacer I’élément non-linéaire par un ressort et un amortisseur en
parallele:

Foo(t) = ceq(t) + Eeqz(t) (3.12)
dont les coefficients sont calculés de facon & minimiser 'erreur suivante au cours d’un cycle:
e = F(t) - F.{t) (3.13)

A cet effet, on applique une transformation de van der Pol 4 la variable déplacement z:

o{t) = Alt)cos{we,t + &(t)) (3.14)
T(t) = —we Alt)sin(wegt + ¢(1))

Tout comme z(t) et (1), A(t) et o(1) sont des processus aléatoires. Toutefois, en supposant
que la réponse est & bande étroite, nous pouvons affirmer que chague réalisation de Pamplitude
Alt) et de la phase &{t) varient lentement au cours du temps. En conséquence, sur un cycle
nous les approchons par des variables aléatoires A et ¢ (indépendantes du temps). On choisit
pour parametres des éléments linéaires équivalents les solutions du probléeme de minimisation

min {E U 52]} (3.15)
Geq-keq 1 cycie

quadratique:

Un calcul simple nous donne {69]:

( .
AT T L EAY (3.16)
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ou
4 l’ T . 2 . _
Cl4) = - 1/ Fi{AcosB)cosfdl +/ FS[ACOSQECOS@(M} (3.17)
LT 0 o
A 2T 2
S(A) = ——-2~—{ F}i‘4co.99]sinl9d9+/ F@-[Acosé?]sz'n()dﬁ} (3.18)
T lJo ™

Notons que 27 5(A) mesure I'énergie dissipée par cycle d’hystérésis. c., est un coefficient d’amor-
tisserent ne traduisant que la dissipation énergétique d’origine hystérétique. Pour tenir compte
d’un éventuel amortissement visqueux indépendant, il convient d’ajouter un terme supplémen-
taire. On peut interpréter physiquement le terme C{A) en 1'écrivant de la maniere suivante:

C(A) = ]( F(())x(())gg (3.19)

1 cycle

ou, du fait du comportement cyclique de la réponse %f’f; apparait comme la densité de probabilité
uniforme de présence de la phase dans 'intervalle {9, 0 + df]. A amplitude A fixée,

C(4)_ _,0(A)

do 2
fo 0%

(3.20)

est la pente de la régression linéaire du couple de variable aléatoire (z, F'). Dans les équations
précédentes w., est la pulsation moyenne du processus a bande étroite. On la détermine par la

formule de Rice:

A2
Weg = /: 3.21)
q \/)\0 ( /
ou les A, sont les moments spectraux (voir annexe A.3, équation (A.20)) du processus réponse.
Les facteurs k., et c., sont des fonctions de la distribution statistique de 'amplitude A de
I'oscillation. Or cette derniere et la pulsation moyenne w,, dépendent de la réponse, qui elle-
meéme résulte des éléments linéaires équivalents. On comprend aisément qu’un processus itératif
soit nécessaire. Notons que puisque 'excitation sismique est gaussienne (¢f. chapitre 1), la
réponse issue du systeme linéaire équivalent est également gaussienne. On montre alors, dans

le cas de processus stationnaires, que 'amplitude A suit une distribution de Rayleigh:

A A? ‘
dans laquelle o2 désigne la variance du processus z(#) dont A(t) est ’amplitude. On en déduit
Elc(A)] = = [T Ac(a) A da 3.23
2[C(A)] = o7 o ( )eXP(“Q—Ug) (3.23)
1 2
ElS(A)] = — AS(A)exp(——)dA 3.2
S} = 5 [T AS)exn(- ) (3.20)

Pour la distribution de Rayleigh, on posséde les moments statistiques suivants:

— +oo
BIA™] = (V20,)'T(5 +1) ot T{u) = / teletdy (3.25)
4]
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avec, en particulier
E[A%] = 202 E[AY] = 8c? (3.26)

Si les fonctions (3.17) et (3.18) sont polynomiales en A, alors les parametres des éléments équi-
valents s’obtiennent analytiquement grace ces formules. De maniere générale, on peut exprimer
les parametres linéaires équivalents en fonction de l'écart-type et de la pulsation moyenne we,
de la réponse:

. 1 = - A?
bolo) = o /0 AC(A) expi— 202)4/4 (3.27)
Cog (O tong) = 04 / 45(A)exp(—:_—)dA (3.28)
Weg

Notons que dans un contexte purement déterministe, Tsai et Kelly [117] ont établi des relations
empiriques reliant les coeficients équivalents kg et ¢, & la déformée maximale d’isolateurs
sismiques en élastomere fretté. sur la base d’un petit nombre de simulations. Ils ont ensuite
utilisé ces relations dans un algorithme itératif proche de celui que nous exposons par la suite.
A titre de comparaison, mentionnons que la technique de moyenne stochastique tient compte de
Uincertitude portant sur P'excitation et s'adapte a toute forme de comportement hystérétique
cyclique.

Dans la transformation de van der Pol {3.14), la pulsation w,, est indépendante de I'ampli-
tude du cycle. 1l s’agit d’une approximation qui se justifie dans nos applications par le fait que
la réponse de la structure et en particulier sa fréquence moyenne, résulte en général non pas
du comportement d'un seul composant inélastique, mais de plusieurs composants ainsi que du
systeme linéaire relaxé. Pour des systémes plus simples, tels que des oscillateurs non-linéaires
a un degré de liberté, on peut préciser la réponse en faisant dépendre la pulsation moyenne
de P'amplitude du cycle [105, paragraphe 8.2.1]. Bouc [29] montre que ce faisant, {a pulsation
de Uoscillateur équivalent devient une variable aléatoire, fonction de 'amplitude du cycle (elle-
meéme aléatoire). La densité spectrale de puissance de ['oscillateur non-linéaire est bien mieux
reproduite par loscillateur a pulsation aléatoire que par l'oscillateur a pulsation déterministe
weq. Malbeureusement, pour employer cette méthode dans nos applications, ii faudrait exhiber
une relation entre chacune des pulsations propres de la structure et I’amplitude de déformation
des différents éléments non-linéaires. Cette tache s’avere aujourd’hui difficile.

Exemple d’un composant élasto-plastique 4 écrouissage cinématique (bilinéaire)

Parmi les modeéles de comportement hystérétique, le modele élasto-plastique a écrouissage
cinématique ou bilinéaire est un des plus simples. Son cycle est rappelé a la Figure 3.7, dans
laquelle &k, désigne la raideur de charge et décharge élastique, o un coeflicient d’écrouissage
cinématique, ratio de la raideur tangente apres plastification a la raideur initiale et x, est la
limite élastique de I’élément.

Pour cet élément, on trouve les relations suivantes

- 42 901 — A
C(A) aszz a %koA {6 - %sin(?ﬁ)} S(A) = 2(1 a)k‘ﬁ"(A 2y) siA>uz,
C(A) = _aj_A S(A) = siA<a,

5.
4..17y

vec cosf =1 — 7

J-\

o

(3.29)
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Fi1G. 3.7 - Boucle d’hysierésis d’un composant bilinéaire

Si I'amplitude A reste en dega de la limite élastique z,, I’élément reste élastique linéaire. Sinon,
il plastifie et 1'énergie dissipée par cycle vaut 2rS(A) = 4(1 — a)k,24(A — z,). On en déduit une
expression analytique des parametres du ressort et de I'amortisseur équivalents [33]:

1 /3% ., 2 1 [+oo 6 — Lsin(20)\ _.2

ke = ko{—é./(’) a’e 2da—§—§/§M a® (a-l—(l—a)———-——z—;——— e"7da,; (3.30)
ﬁ;(l — a)k, x T

=y ———E erfe | —= (3.31)

Fed \//T Weg Oz e“(\/ﬁﬁz) : (3:31)

o 2 e ) 2, \
erfc(X) = ——/ exp({—t*)dt et 6= cos™! (l - = (3.32)
v Jx a

Remarquons que ces valeurs ne dépendent que de la raideur initiale k,, du coefficient d’écrouis-
sage a et de 'écart-type de la demande de ductilité o,/z,. Naturellement, lorsque la demande
de ductilité devient tres petite (¢./z, — 0), la raideur équivalente ke, tend vers la raideur ini-
tiale k, et 1'énergie dissipée sous forme hystérétique s’annule (c., = 0). Inversement, lorsque la
demande de ductilité devient tres grande (o,/z, -+ o), alors ke, tend vers la raideur résiduelle
ak, et weyCeq tend vers zéro. Toutefois, comme la pulsation équivalente tend elle-méme proba-
blement vers zéro, on ne peut rien en déduire a ce stade en ce qui concerne la quantité d’énergie
dissipée. La Figure 3.8 montre I'évolution des coefficients de raideur k., et de ia quantité liée
a I’amortissement hystérétigue w,,ce, en fonction de I’écart-type de la demande de ductilité de
'élément o, /z,.

’expression du déplacement (3.14) ne tient pas compte du glissement en X du centre de la
boucle d’hystérésis qu’on observe pour des oscillateurs élasto-plastiques soumis & une excitation
de nature sismique. Kobori et al. [76] introduisent en variable supplémentaire, ’abscisse du
centre de la boucle. La méthode de la moyenne stochastique se conduit de la méme facon, mais
les calculs sont plus compliqués et ne conduisent pas a des résultats analytiques simples [105,
page 257T].

Dans la pratique du génie parasismique, on exprime la demande de ductilité essentiellement
sous la forme d’une déformation maximale (ou déplacement maximal) rapporté a la limite
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FiG. 3.8 - Raideur et amortissement €gquivalents pour le composant bilinéaire

élastique de déformation {ou de déplacement):

po = 2 (3.33)

Nous exposerons dans les paragraphes suivants une technique d’estimation de cet indice d’en-
dommagement. On peut définir un indice tout aussi intéressant (quoique encore peu utilisé}
dans le cas de cycles répétés: le facteur de ductilit€ énergétique Uspese qui a pour valeur la
demande de ductilité en déplacement puy d’un composant élasto-plastique parfait, de méme li-
mite élastique et de méme raideur initiale que le composant en question et qui, chargé de facon
monotone, dissipe la méme quantité d'énergie Wp [90] comme indiqué sur la Figure 3.9, soit:

Energie dissipée Wp
'U nergie — - + 1 = ‘%" 1 (3.34)
e Fyz, k,x?

|
I
Energie dissipée Wp !
§
1
1

- X

o

Hénergie-Ty

Fic. 3.9 - Facteur de ductilité énergétique

Dans le cas du composant bilinéaire, on peut obtenir une expression analytique du facteur de
ductilité énergétique. L'énergie dissipée par cycle d’hystérésis vaut wp = 2r5(A). Son espérance
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se calcule a partir des formules (3.29):

) (3.35)

v ‘Zax,

Elwp] = vf_fl—a)kogcxerfc(

Avec un nombre moyen de cycles %ﬁ dans 'intervalle de temps [0, T}, Pénergie totale moyvenne
dissipée vaut E [Wp] = I-%fiF [wp] et le facteur de ductilité énergétique devient :

 Twey E[wD] a zy
u’énergie = 1 T - 27_ k _'3 - ]- qu 1 - a - erfc V/§O-I (3«36)

Park et Ang [98] utilisent une combinaison linéaire de la demande de ductilité en déplacement et
la demande de ductilité énergétique pour formuler un indice d’endommagement de composants
en béton armé. Cet indice rend compte de 'endommagement sous sollicitation cyclique et
chargement monotone, alors que la demande de ductilité en déplacement, couramment utilisée
en génie parasismique, ne rend compte que de I'endommagement sous chargement monotone.

3.3.2 Linéarisation stochastique gaussienne

La linéarisation stochastique gaussienne est une extension de la technique de linéarisation
introduite par Krylov et Bogoliubov [77] et fut développée a l'origine par Caughey [34] puis
par Iwan et Yang [70]. Atalik et Utku {13] proposent une formulation générale pour extraire
de systemes dynamiques non-linéaires en leurs termes d’inertie, d’amortissement ou de rigidité,
un systeme linéaire équivalent minimisant 'erreur commise sur les forces. Dans le cas d’une
excitation gaussienne, Atalik et Utku donnent une expression explicite des coefhicients du sys-
teme linéaire équivalent, que nous rappelons ci-dessous. Cette technique est une extension de
la précédente dans la mesure ou elle ne suppose pas que la répouse est a bande étroite.

Wen [125, 126] 1'utilise pour obtenir la variance de la réponse d’un systeme hystérétique
dérivé du modele de Bouc [27. 28], a une excitation gaussienne instationnaire et trouve des
résultats corroborant ceux obtenus par simulations temporelles dans le cadre d’une méthode
de Monte-Carlo. Baber et Wen 'appliquent dans le cas de batiments dont les éléments ré-
sistants a chaque étage forment une sous-structure a comportement hystérétique [16], puis a
des structures en treillis [17, 14] dans lesquelles les masses et les éléments non-linéaires sont
concentrés aux noeuds. Dans les deux cas, la dégradation du systeme est prise en compte et
'endommagement est mesuré par la quantité d’énergie dissipée par hystérésis (voir aussi [114}).
Baber et Noori [15] étendent la méthode a des composants dont la boucle d’hystérésis présente
un pincement central, ce qui se produit avec I'ouverture/fermeture de fissures et le glissement
d’armatures longitudinales dans des pieces en béton armé.

Constantinou et Tadjbakhsh [39] ont éiudié par linéarisation stochastique gaussienne, Ia
réponse transitoire d'une masse glissante a un bruit blanc filtré et ont obtenu des résultats
proches de ceux fourms par simulations de Monte-Carlo. Par la méme méthode, Pons [102]
ainsi que Constantinou et Papageorgiou [38] examinent la réponse d’une structure souple sur
appuis glissants. Bouc et al. [32], Karray et Bouc [75] s’intéressent quant a eux aux structures
isolées a la base par des appuis parasismiques a comportement hystérétique.

Récemment Cunha a montré, dans un article de synthese [41}, 'intérét pratique de la linéa-
risation stochastique gaussienne pour 'analyse du comportement hystérétique des batiments
en proposant un algorithme de calcul de la réponse transitoire et une estimation de la fia-
bilité de la structure. Ses calculs sont toutefois trop lourds pour une utilisation au stade du
dimenstonnement.



86 CHAPITRE 3. SPECTRE POUR NON-LINEARITES LOCALISEES

Atalik et Utku [13] envisagent le systeme dynamique non-linéaire sous la forme vectorielle
générale suivante:

g(x,x,x) = f(t) (3.37)

et suggerent de le remplacer par le systeme lin€aire suivant :
M., + Cxeq + Kx., = (1) (3.38)

A la condition que f soit un processus aléatoire gaussien et que g soit une fonction non-linéaire,
sufisamment réguliere {pour extraire des dérivées partielles) et croissant moins rapidement
qu’une certaine fonction exponentielle, Atalik et Utku montrent que les coefficients du systeme
linéaire équivalent minimisant ’erreur sur la force

B [(8(%eqs Xeg Xeg) = Mikey + Ciag + Kxe)’] (3.39)

dans laquelle x., est solution de (3.38), s’obtiennent de maniere explicite sous la forme:

M., = E [g-;-';] C.=E [g&] K, = E [2;5{] (3.40)

Les espérances ci-dessus se calculent a partir de la densité de probabilité des processus conjointe-
ment gaussiens Xeq. Xey €t Xeq, solutions de (3.38). Le systéme linéaire équivalent dépend donc
u temps, sauf si la réponse est stationnaire. Il s’agit encore une fois d’équations implicites
puisque les coefficients équivalents dépendent de la solution, qui elle-méme dépend du systeme
linéaire équivalent. Une méthode itérative s'impose. Spanos et Iwan {113] ont montré que la
solution de (3.40) existe et est unique pourvu que la matrice E [Xequ] soit non-singuliére.
Sinon. la solution n’est pas unique, mais au moins tout aussi bonne qu’une autre solution.
Il est important que les non-linéarités soient formulées de fagon explicite par des fonctions
non-linéaires différentiables du déplacement, de la vitesse ou de 'accélération.

Modele de Bouc-Wen

Bouc {27, 28] a développé un modele mathématique, repris par Wen [125], désigné par la suite
modele de Bouc-Wen, susceptibie de décrire des comportements hystérétiques variés par ajuste-
ment d'un petit nombre de parametres [125]. D’autre part ce modele convient particulierement
bien 4 la technique de linéarisation présentée ici. La mémoire des déformations inélastiques,
facteur important des systemes hystérétiques, est introduite par 'intermédiaire d’une variable
supplémentaire par composant non-linéaire. La force de rappel d’un tel composant peut s’écrire:

F=—{ak,a+ {1 —a)k,z} (3.41)

ou r est la déformation totale de 1'élément et : est une variable supplémentaire dépendant
de 'historique du chargement. Le modele de Bouc-Wen donne une regle d’écoulement de la
variable = :

Py liz " 4B a " A =0 (3.42)

On peut, par exemple, approcher avec ce modele le comportement d’un composant élasto-
plastique avec écrouissage cinématique. On pourra choisir les parameétres suivants: A = 1,
v = 3 = 1/(2z;). L'entier n contrdle la transition élastique-plastique. Plus n est grand, plus
cette transition est marquée. Inversement la transition est d’autant plus lisse que n est pe-
tit. La constante k, représente typiquement la raideur initiale du composant et a s’interprete
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comme le ratio de la raideur tangente post-élastique sur la raideur initiale. Dans les phases de
charge/décharge élastique, dz = 8z, §F & k,éz et la raideur tangente vaut k,. Dans les phases
purement plastiques §z = 0 et § F = ak,8z. Cherng et Wen [35] ont remarqué que pour de faibles
valeurs de n, le modéle met en défaut certains postulats de plasticité. Les grandes valeurs de
n posent, quant a elles, des problémes numériques dans |'utilisation de I’équation {3.42). On
trouve pour n = 4 ou 5 un bon compromis entre efficacité numérique et propriétés mécaniques.

La Figure 3.10 montre les boucles d’hystérésis de ce modéle élasto-plastique parfait approche
(o = Q) pour trois valeurs du parametre n: 1, 2 et 5.

15 -+ r 3
1=
0.5 N
@
o
=
£ o .
ost :
1 n=5 -1
1.5 i b
2 1.5 1 05 ¢} 0.5 1 1.5 2

déplacement x

FiG. 3.10 - Boucle d’hystérésis pour le modele de Bouc-Wen approchant un composant élasto-
plastique parfait (0 =0, A=1,v=0=1/(2z}))

A partir de données expérimentales, Sues, Mau et Wen [114] ont identifié les parametres
suivants pour les éléments de structure en acier et en béton armé:

a=004 n=1 A=1 ~=3= 1~ pour des éléments en acier
3 -y 1 . , (3.43)
a=002 n=2 A=1 V=52 ,,[5:——2-75 pour le béton armé
Y “y

La Figure 3.11 illustre les cycles d’hystérésis obtenus pour ces deux modeles.

Park. Wen et Ang [99] ont étendu le modele de Bouc-Wen aux éléments biaxiaux hysié-
rétiques, tels que des piles de ponts, ou des appareils d’appui sollicités dans deux directions
orthogonales simultanément. Karray et Bouc [75] donnent une formulation tridimensionnelle et
Iappliquent a des appareils d’isolation sismique.

Il est tout a fait possible d’appliquer la méthode de la moyenne stochastique au modele de
Bouc-Wen (¢f. {141}). toutefois ce modele est particulierement bien adapté a la linéarisation
stochastique gaussienne. En suivant le démarche d’Atalik et Utku, nous linéarisons 1’équa-
tion (3.42):

z4+nz+kz=0 (3.44)
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acter béton armé
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Fi1G. 3.11 - Modéle de Bouc-Wen pour éléments en acier {y = 3 = 1/(2z,)) et en béton armé
A = 3/(2:2) B = —1/(2:2)

avec
a .
= 75{ M =iz 1} +AE[z]"] - A (3.45)
dz
~ |- n— d 4 n—1 ;
k = n~E [Ix! |z ]+n3b e - |z (3.46)
Notons que = signe(z a(lri = signe(z). Baber et Wen [16, 17] ont donné des expressions
analytiques ?f; diverses esperanres apparaissant dans les formules précédentes. L'excitation

étant gaussienne de moyenne nulle, la réponse du systeme linéaire équivalent 1'est également.
Les variables aléatoires z(¢) et z(¢) ont une distribution jointe normale de moyenne nulle, de
variances o? et o2 et de coeflicient de corrélation p:

[dd[j “} - () (3.47)
E"] = ijfi(”i"l) (3.48)

E &z = QH/QU;U?_IF (";2> {2(1 _‘Zz)%ﬂ +p[(p)} (3.49)
E[i«%gzr"‘] = On/zpj:n 11“("‘?) (3.50)

avec

Iz

1 = p2
s{p) = tan™" (u‘) et I(p)= ‘)fr/z sin” 6d6 (3.51)

Ces expressions se calculent numériquement ou bien analytiquement [35, annexe D;.



3.3. METHODES DE LINEARISATION EQUIVALENTE 89

Baber et Wen {16] donnent une expression de la dissipation hystérétique d’énergie:

T
Wp = (1 — a)ko/ ()@(1)dt (3.52)
o
dont P'espérance vaut:
T
EWp] = (1 — a)k, / . (Vo (t)p(t)dt (3.53)
0
On en déduit le facteur de ductilité énergétique:
E[Wp] To.(t) os(t .
Peneegie = 1 + [ Dl :1+(1—cx)/ LEULEONA (3.54)
kozy 0 Zy &y

ou 'on a défini I'équivalent d’une limite d’élasticité

R ‘
Zy = | 3.55
seuil au dela duquel tout incrément de déformation éx induit un mcrement de force hystérétique
nul (1 — a)k,éz = 0. Dans le cas d’une réponse stationnaire
0. 0; .
Penergie = 1 + (1 — a)T:—Tp (3.56)
Ty Zy

Linéarisation équivalente d’un appareil d’appui glissant (frottement de Coulomb)

La Figure 3.12 montre une boucle d’hystérésis d'un appareil d’appui suivant une loi de
frottement de Coulomb. La force de rappel ne dépend que du signe de la vitesse relative 2 :

F(z,t) = —F,signe(z) (3.57)

Les équations (3.40) montrent que le composant linéaire équivalent se réduit a un amortisseur
visqueux de constante:
Osigne(z)

z

Ceg = FE [ } = F,E[26(3)] (3.58)

ce qui, étant donné que £ suit une loi normale centrée de variance o2, conduit a:

F (3.59)
Ceq \' T O; 09)
Notons ici, que la moyenne stochastique donne les résultats suivants:
C(4)=0 S(A) =240 (3.60)
- F, ;
key =0 ¢y = T a0 (3.61)

St le systeme se compose uniquement d’une masse glissant sur un plan, du fait de la nullité
de la raideur équivalente k., la pulsation moyenne équivalente w,, est également nulle et le
coefficient d’amortissement visqueux n'est pas défini, a moins qu’'on interprete we,0, comme
I’écart-type de la vitesse relative o;.
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FiG. 3.12 - Boucle d’hysterésis pour frottement de Coulomb

3.3.3 Limites et avantages comparatifs des techniques de linéarisa-
tion

Les deux techniques de linéarisation exposées ci-dessus visent a minimiser les moments
d’ordre deux d’une erreur entre les forces de rappel inélastiques et les forces de rappel linéaires
équivalentes. On ne doit donc pas s’attendre a obtenir de tres bons résultats, en force ou en
déplacement, sur les moments d’'ordre supérieurs a deux et en particulier sur la distribution des
extremums. D’autre part, les coefficients du systeme linéaire équivalent sont évalués en calculant
des espérances sur la base d'une réponse équivalente gaussienne. Or la réponse d’un systeme non-
linéaire a une excitation gaussienne est notoirement non-gaussienne. De multiples techniques
permettent de préciser le caractere non gaussien de la réponse (voir par exemple [105, chapitre
91), toutefois elles sont lourdes & mettre en ceuvre pour des systemes dépassant Poscillateur a
un degre de liberte.

Roberts et Spanos [105, paragraphe 10.4.4] comparent la moyenne stochastique a des si-
mulations de Monte-Carlo pour oscillateurs bilinéaires soumis a un bruit blanc gaussien. Ils
constatent que la moyenne stochastique donne de bons résultats (en terme de variance de la
réponse) pour des oscillateurs peu plastiques ou franchement plastiques. La réponse des oscil-
lateurs intermédiaires est a bande plus large et, de ce fait, la moyenne stochastique donne de
moins bons résultats. La technique de linéarisation stochastique gaussienne peut étre appli-
guée a des oscillateurs élasto-plastiques, mais les changements abruptes de raideur tangente de
ce type d’oscillateurs font que cette technique ne donne pas de tres bons résultats. Pour des
non-linéarités gouvernées par le modele de Bouc-Wen, les résultats sont bien meilleurs et sont
tres voisins de ceux fournis par simulations de Monte-Carlo [126]. Rappelons que cette derniere
technique n’est pas soumise a I’hypothese d’une réponse a bande étroite.

3.4 Synthese modale

A chaque itération, nous linéarisons grace a I'une des techniques décrites dans le paragraphe
précédent, Pexpression du terme non-linéaire M du membre de droite de 'équation de la
dvnamique (3.10). Nous cherchons alors a obtenir des caractéristiques statistiques de la réponse
du systeme linéarisé, telles que des maxima moyens de déformations, des moments spectraux,
des fréquences moyennes des déplacements relatifs au droit des connexions. Tous ces résultats
peuvent étre obtenus par des méthodes de spectre de réponse élastique a la condition qu’on
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possede un ensemble suffisamment complet de modes propres du systeme linéarisé. Idéalement
nous devrions pratiquer une analyse modale a chaque itération sur le nouveau systeme linéarisé.
Toutefois, cela serait numériquement cher et de ce fait de peu d’utilité pratique. Nous proposons
une méthode approchée plus simple, dans laquelle un ensemble de modes propres du systeme
linéarisé est calculé, suivant une méthode de Ritz, dans I'espace formé par une base tronquée
des modes propres du systéme linéaire relaxé. Les modes propres du systeme linéaire relaxé
sont calculés une fois pour toutes au début de la procédure. A chaque itération, les modes
propres du systeme linéarisé sont obtenus par analyse d’un systeme de petite taille. L’ensemble
des modes propres du systeme linéaire relaxé doit étre sufisamment grand pour permettre «
prieri de décrire la variété des conditions possibles de jonction au droit des connexions. Nous
donnons un critere évaluant 'aptitude des modes propres du systeme linéaire relaxé a satisfaire
cette clause.

3.4.1 Modes propres du systeme linéaire relaxé

Nous désignons par ® = [¢,, ¢,, ..., @, . 'ensemble des modes propres retenus du systéme
linéaire relaxé. Il s’agit d’une base modale tronquée du systéeme non amorti (K, M). Notons que
puisque les conditions aux limites des sous-systemes ont €té relaxées au droit des connexions, il
se peut tres bien qu’on obtienne parmi les modes propres, un certain nombre de mécanismes, ou
modes propres de fréquence nulle. Si en théorie, cela ne pose pas de probléme, dans la pratique,
certains logiciels ont des difficultés lorsque de tels modes apparaissent. On pourra, dans ce
cas, remplacer les conditions parfaitement relaxées par des éléments de tres faible rigidité pour
obtenir des modes voisins des mécanismes en question. Nous normalisons les modes propres de
fagon a ce que

®TM® = Id (matrice identité), ®TKP = diag{w?} (3.62)

et nous faisons I’hypothese dite de Basile que la matrice d’amortissement visqueux se diagonalise
sur la méme base:

®'CP = diag{2¢w;} (3.63)

Notons qu’il s’agit la d'un amortissement réparti sur les sous-structures, ce qui justifie habi-
tuellement 'hypothese et non pas d'un amortissement provenant d’une dissipation de nature
hystérétique au droit des connexions.

3.4.2 Synthese modale compatible avec la moyenne stochastique

La moyenne stochastique fournit des ressorts et amortisseurs équivalents en lieu et place des
connexions. Le terme non-linéaire du membre de droite de 1'équation (3.10) se linéarise donc
comme suit :

M=-K.0-C.2b (3.64)
ou les indices ¢ se réferent aux connexions. Puisque 8 = P,,; X, nous obtenons
- Pl M= (PLKP.,) X+ (PL,CP,.)X (3.65)

Précisons le contenu de ces matrices: K. et C, sont des matrices diagonales dont les coefli-
cients sont respectivement les raideurs o, des ressorts équivalents et les constantes a,; des
amortisseurs équivalents, o k est un indice repérant les connexions (au nombre de NR). Nous
désignons par 1 la k*™ ligne de la matrice P,.;, qui rappelons-le est le vecteur lien de la k*™°
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connexion, valant zéro partout sauf en position 7, ou il vaut 1 et en position j , ou il vaut —1,
si la connexion joint les degrés de liberté 7 et 7 du vecteur X. L’équation (3.65) s’écrit alors:

NR NR _
~PL M= (Z ar,kz{zk) X + (}: aa,szzk) X (3.66)
k=1 k=1
Si on reporte U'expression (3.65) de ~P7, M dans le premier membre de (3.10), on trouve:
MX + {C+ PLC.P, )X+ (K+PLKP, )X = -MUi, (3 67)

Si on effectuait maintenant une analyse modale sur le membre de gauche, on constaterait qu’il
n’y a aucune raison pour la matrice d’amortissement complete C,,y = C + P?aiCcht se diago-
nalise sur la méme base que la matrice de raideur compléte Ky, = K+PZ K P, et la matrice
de masse M. Ceci tient a la localisation de la dissipation d’énergie par les connexions. Les nou-
veaux modes propres sont donc complexes. Il est courant dans ce cas {voir par exemple [67})
de reformuler I'équation différentielle du second degré (3.67) en une équation du premier degré

de taille double: _
AY + BY = Fu, (3.68)

0 M -M 0 ( o %
T I R B e

Le probléme aux valeurs propres associé s’écrit:

ou

AP + B =0 (3.70)

Les matrices A et B étant réelles, les solutions (1/},,u) apparaissent en paires complexes conju-

gués. De I’équation (3.68), on obtient facilement que ¥ est de la forme:

b = { f:zf’ } (3.71)

{I*M + 1Croi + Kiot v = 0 (372)

Les valeurs propres peuvent s'écrire sous la forme

ou v est solution de

o= —L:'LU* + l\; 1 - (;*2(-0* (373)

aved

w' = |u| et (" =Re(u)/|yl (3.74)

Le probleme aux valeurs propres, tel qu'il est formulé dans I"équation (3.70) est un probleme
dont la dimension est le double du nombre initial de degrés de liberté. Il est donc trop cher
de résoudre ce probleme a chaque itération. Nous résolvons un probleme approché. dans lequel
nous exprimons ’équation (3.68) ainsi que les vecteurs propres de (3.70) sur la base tronquée
des vecteurs propres du systeme linéaire relaxé ® selon une méthode de Ritz. En notant X, et
Y, les coordonnées généralisées de X et Y sur cette base, t.e.:

X =X, X-=aX, Y:{ﬁ} Y:[‘I’ OJYO (3.75)
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I'équation dynamique (3.68) s’écrit:

AY,+B,Y, =F.i, (3.76)
e 37 P o I
Ao = o7 | A | - [Id @Tcmq»]
B, = | ¥ a7 | B ? | = [—;d @Tlgmt@} (3.77)
Fo = [@T @T}F - {—@'PMU}

Remarquons que compte tenu de la normalisation des modes ¢;, la deuxieme partie du vecteur
F, est constituée des facteurs de participation usuels. D’autre part, des définitions de K,,; et

Ci.: et des équations (3.62), (3.63) et (3.66) on déduit:

0 Id
— )
A [ Id diag{2Gwi} + TN a,dllo } (3.78)

« Id o
B, = [ 0 diag{w?} + MR a7 Lo ] (3.79)

ou I'on a défini les contributions modales aux vecteurs liens 1, = 1;®. Selon la méthode de
Ritz, le probleme aux valeurs propres approché s’écrit :

pAY, + By, =0 (3.80)

Les matrices A, et B, ont pour dimension 2 x NM ou NM est le nombre de vecteurs propres
du systéme linéaire relaxe retenus dans la base tronquée. C’est en général un nombre bien plus
petit que la taille du systeme original. Il faut toutefois conserver un nombre suffisant de modes
du systeme linéaire relaxé pour pouvoir décrire convenablement tout type de connexion entre les
sous-systeémes. Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe 3.4.3. Le probléme aux valeurs
propres est donc en général de petite taille et peut étre résolu par des programmes standards
des bibliotheques mathématiques. On présente toutefois en annexe D.1, un algorithme qui fait
usage de la forme particuliere des matrices A, et B,. Les vecteurs propres complexes de (3.80)

ont la forme suivante:
b, = { “Jf } (3.81)

et sont reliés aux vecteurs propres du probleme original (3.70) par les formules

&= [ ® ] i, = { "fg:o } (3.82)

Notons que les matrices A et B (respectivement A, et B,) étant symétriques, les vecteurs
propres ¥; (respectivement % ;) sont orthogonaux,i.e.:

{ iy AT . B N
Y AY; =9, By, =0 sii#] (3.83)

et
; T 7 . .
djo,iA"/)o,j = ,o.iB'd)o,j =0 511 # J (384)
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3.4.3 Critere de suffisance des modes retenus

Rappelons qu’en génie parasismique, on utilise le concept de masse modale sismique pour
estimer "aptitude de I'ensemble des modes propres retenus a décrire la réponse de la structure.
Pour chaque mode ¢, du systeme linéaire relaxé, on la définit par:

2

(f¢,T1‘~fIU)

M" = g
#r Mo,

= (¢7TMU)"  puisque 67 Mg, = 1 (3.85)

On sait que si le sous-espace engendré par I’ensemble des modes propres est dense dans I'espace
des déplacements admissibles, alors la somme des masses modales sismiques restitue la masse
totale M7 de l'ouvrage. On définit ainsi le ratio des masses sismiques sur la masse de la structure
pour le systeme linéaire relaxé (slr}:

S
alr — AfT

r

(3.86)

Rappelons que ce rapport reflete 'aptitude des modes retenus du systeme linéaire relaxé a
décrire le vecteur des forces d’entrainement MU. Du fait de la relaxation des conditions aux
limites au droit des connexions, les modes propres de ce systéeme permettent de grands dépla-
cements relatifs et leur utilisation est appropriée lorsque les éléments non-linéaires connaissent
de grandes déformations inélastiques et présentent une raideur moyenne faible.

A Pautre extréme, on souhaite également que le méme ensemble de vecteurs propres pei-
mettent de décrire convenablement la réponse d'un systeme presque parfaitement élastique
obtenu en placant des ressorts tres rigides aux connexions, voire en encastrant les connexions.
L’ensemble des vecteurs propres permettrait alors de décrire des situations comprises entre un
systeme dont les connexions restent essentiellernent linéaires et un systéeme dont les connexions
sont essentiellement plastiques. A la limite, en imposant des ressorts extrémement rigides entre
sous-systemes, on bloque les déplacements relatifs des éléments potentiellement non-linéaires.
Les modes propres de cette structure satisfont donc a des conditions aux limites bloquées entre
sous-structures. Comme ces modes sont aussi des combinaisons linéaires des modes propres @,
du systeme linéaire relaxé, I'espace engendré par les modes du systéme aux connexions bloquées
est le sulvant:

NM

Viroque = {.7:. r = Z 0,0, = Pa. avec P, Pa = 0} (3.87)
r=1

Notons que le terme général de la matrice NRxNM [Pmt@]i'j est le déplacement relatif a la

connexion ¢ associé au mode j. De facon a introduire un nouveau critére similaire a la masse

modale sismique, on cherche a approcher le vecteur unitaire U par les modes propres du systéme

bloqué aux connexions, ou ce qui est équivalent, a ’écrire comme suit :

U =~ ZNM a0, = P

reml

P &a -0 (3.88)

On cherche le vecteur e qui minimise la distance (pondérée par la masse) du vecteur U au
sous-espace Viuque- 1l s'agit de la solution du probleme quadratique suivant :

| Min J{a) = L(U-~®a)"M(U-®a)"

P, ®a = 0 (3-89)
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Remarquons que

1 1 1
J(a) = %UTMU + za’®"Méa - U'M®a = ;U'MU + za'a + Pla (3.90)
1T
étant donné la définition des facteurs de participation P = [ P1op2 - pvm | (avec p; =

—@TMU) et la normalisation des modes du systéme linéaire relaxé (:75?1\4@]- = §;;). En dé-

. T o
finissant les multiplicateurs de Lagrange A = [ At A2 - ANR }l , la solution du probleme
quadratique satisfait le systéme linéaire suivant, pourvu que les lignes de la matrice P,,,®
solent linéairement indépendantes:

(o}

rol

J(a)+®TPLA =

ou, explicitement sous forme matricielle:

Id @&'P7, al [ -P (3.92)

Prot@ O )\ o O )
On peut résoudre ce systeme des que ’analyse modale du systeme linéaire relaxé a été effectuée.
Notons toutefois que les lignes de la matrice P, ,,® ne peuvent étre indépendantes si le nombre
de modes retenus {qui est aussi le nombre de colonnes de P,,,®) est plus petit que le nombre

de connexions potentiellement non-linéaires de la structure (nombre de lignes de P, ®).
On définit un nouveau ratio:

(#)" M (®a) TN o?
blogué == MT = MT (393)

T

d’ou P’on tire une définition de la masse effective des modes du systeme linéaire relaxé contraints
par les conditions aux limites bloquées entre sous-structures: o’ M@, = a?

z.
Remarquons qu’en 'absence de contrainte de blocage aux connexions, A = 0, a = ~P et

2 ==

: M" d’0U Tyque = Tae- S1 la base modale du systéme linéaire relaxé est compléte, alors

Viioque €st 'espace des déplacements admissibles bloqués aux connexions. Cet espace est dense
dans 'espace des déplacements non-bloqués et donc ryeque = Ty = 1

La Figure 3.13 montre ces ratios pour les modes longitudinaux et latéraux du pont sur le
Gave de Pau (version simplifiée de l'ouvrage avec tablier mixte. ¢f. paragraphes 3.6.2 et 3.6.3).
En dessous de trois modes les conditions d'encastrement des trois rotules en pied de piles ne
peuvent étre satisfaites. Au moins huit modes sont nécessaires pour bien décrire la réponse
latérale tandis que quatre semblent suffire dans la direction longitudinale.

Q

3.4.4 Synthéese modale compatible avec la linéarisation stochastique
gaussienne

Nous nous restreignons ici aux non-linéarités répondant an modele de Bouc-Wen. A chaque
connexion k, associée a un déplacement relatif 8, on introduit une variable auxiliaire z; de
sorte que la force de rappel non-linéaire prend la forme vectorielle suivante :

{ M= ——KOG—Klz

2 +h(6.2) =0 (3.94)
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FiG. 3.13 - Ratio de masse modale effective pour systémes relazé et blogue aur connezions.
Mouvement latéral {a gauche) et longitudinal (@ droite).

Les matrices Ky et K; sont diagonales. Dans le cas de connexions proches de composants élasto-
plastiques avec écrouissage cinématique, les coefficients de Kg sont les raideurs tangentes apres
plastification et les coefficients de Ky + K, sont les raideurs tangentes de charge/décharge
élastique. La seconde équations vectorielle de (3.94) comprend autant de relations non-linéaires
du type Bouc-Wen 2 + h.k(ék, zk) = 0 {volr équation (3.42)) qu’il y a d’éléments potentiellement
non-lineaires. Le systeme différentie] devient :

‘{MX+CX+{K+PTK&MQX+PTK¢x—MU%

. rot rot
z+h(6,2)=0 (3.95)

Notons que la matrice de rigidité étendue K = K + Pz;tKOProﬁ correspond au systéme linéaire

relaxé auquel on a ajouté des ressorts dont raideurs sont les coefficients de Ky aux connexions.
Dans le cas élasto-plastique, il s’agit de la matrice de rigidité tangente de la structure lorsque
toutes les connexions ont plastifié. Puisque la linéarisation ne porte que sur la deuxieme ligne
de (3.95), on a tout intérét a intégrer dans le systeme linéaire relaxé la matrice de rigidité K
en lLieu et place de la matrice K. On effectue une analyse modale du couple matriciel (K, M)
et en faisant '’hypothese que la matrice d’amortissement visqueux se diagonalise sur la la base
des vecteurs propres, on obtient un ensemble de valeurs propres w? et de vecteurs propres @,
satisfaisant les relations:

¢ Ko, = Wiy ¢/Mg, =6; ¢ Co; = 2(iwidy; (3.96)
En exprimant les déplacements sur la base modale X(t) = ﬁ"{" a;(t)¢,, on trouve un systeme
d’équations couplées :
ai(t) + 2Gwidi(t) + wlailt) + (Prod;)TKy 2 = pity
: Nat (3.97)
z+h(3L) @l(t)Pro;,2) =0

$”MU

T
dans lequel on a introduit les facteurs de participation p; = ——m—. Notons que les P, ¢;

sont les déplacements relatifs aux connexions, liés aux modes propres ¢,. C’est par 'intermé-
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diaire des contraintes aux connexions que le systeme est couplé. Remarquons également que la
seconde partie du systéeme se compose d’un ensemble de NR équations scalaires:

NM
2p + hyi (Z a;(t)le @y, Zk) =0 (3.98)

1=]

ou 1, ¢; est le déplacement relatif du mode 7 a la connexion k. En supposant que ['excitation est
gaussienne, on linéarise 3.98 conformément a la méthode de linéarisation stochastique (3.44):

NM
Se+ e Y (e + Kz = 0 (3.99)

1=1

oun,=FE [—g—'}f] et Ky = F [%’%’:] Définissons les matrices suivantes

®=[¢, 0,... 0] QF=dag{w?} 20Q = diag{2Gw;} (3.100)

Kk = diag{ki} 1 = {r;kldei}?:iligxﬁ = diag{n: } Prot® (3.101)

ainsi que le vecteur des coordonnées généralisées A = [a; az- - ayxy] et le vecteur des facteurs
de participation P = {p; p; - - - pym| . Le systeme différentiel linéaire équivalent devient:

{ A+2€QA+ QA+ (P, ®) K,z = Pij, (3.102)

z2+nA+Kkz=0

Pour résoudre numériquement ce systéme couplé, on le transforme en un systéme différentiel
du premier degré en le vecteur d’état Y :

A
Y={ A4 (3.103)
Z
0 Id o7 ~I1d o 0 0
Id 22 0 |Y+| 0 9 (P.®)'K, |[Y={P }i, (3.104)
0 0 Id n 0 K 0
ou encore, avec des notations évidentes
AY 4+ BY = Fi, (3.105)

ou A est symétrique mais B ne 'est pas. Ce couple de matrices possede des vecteurs propres
complexes a gauche (¥, ;) et a droite (2,;) associés aux mémes valeurs propres complexes y;.
Ils obéissent aux relations:

piAp, +BY,, = 0 (3.106)
piATy, + BTy, = 0 (3.107)

et satisfont les propriétés d’orthogonalité:

YL Ay, =] B, =0 , sii#j (3.108)
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Puisque les matrices A et B sont réelles, les valeurs propres et vecteurs propres sont soit réels,
soit apparaissent en paires complexes conjuguées. On s’attend a ce qu’il y ait au moins autant
de valeurs propres réelles que de connexions. On développe le vecteur d’état Y sur la base des

vecteurs propres a droite:
2NM+NR

Y(t)= Y si(t)vy, (3.109)
=]
Les propriétés d’orthogonalité (3.108) permettent d’obtenir le systeme découplé des équations
différentielles du premier ordre:

Yl F

(1) — psi(t) = Pt
5:(t) — pisi(t) wziAzpd’iug

(3.110)

3.5 Spectre de réponse

Dans les paragraphes précédents, nous avons évoqué les moyens efficaces de construire une
base modale approchée du systeme linéaire équivalent. Du fait de la localisation de la dissipation
d’énergie dans les éléments non-linéaires, les modes propres ne sont pas ceux qu’on a I’habitude
d’utiliser en dynamique des structures. Nous rappelons ici les techniques d’analyse vibratoire
susceptibles d’étre utilisées.

3.5.1 Spectre de réponse compatible avec la moyenne stochastique

Pour des structures dont I'amortissement est réparti, on fait en général I'hypothese simpli-
ficatrice {dite de Basile} que la matrice d’amortissement se diagonalise dans la méme base que
les matrices de masse et de rigidité. Toutefois, l'adjonction d’amortisseurs localisés au droit
des connexions fait gue la matrice d’amortissement C,,; de 1’équation de la dynamique (3.67)
possede une forme tres particuliere et peut étre tres loin de se diagonaliser sur la base des
vecteurs propres du svstéme non amorti (K,,,, M). Les modes propres du systeme amorti sont
alors complexes conjngués et les méthodes de recombinaison modale (SRSS, CQC, - - ) ne s’ap-
pliquent plus directement. Nous rappelons ici les éléments principaux d’une méthode développée
par Igusa, Der Kiureghian et Sackman {66, 67) pour de tels systemes. On pourra également se
référer a des techniques voisines [109. 121, 132, 71

i

Réponse temporelle

Le systeme linéaire équivalent obtenu par moyenne stochastique se met sous la forme d’une
équation différentielle du premier degré (3.68):

AY + BY = Fi, (3.111)

Typiquement, nous nous intéressons a la réponse de la structure en termes d'un déplacement
relatif, d’une déformation, ou d’un eflort intérieur s’écrivant sous la forme d’une combinaison
linéaire des déplacements de la structure:

Eity=d"X(t)={0 d" | Y(t) (3.112)
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En particulier, le déplacement relatif de la k*™ connexion s’obtient avec d” = l;. En exprimant
la réponse sur 'ensemble des 2xNM modes propres complexes solutions de (3.70):

2¥NM

Y=Y sty (3.113)

et en utilisant I'orthogonalité (3.83) des modes complexes par rapport aux matrices A et B,
on obtient que les coordonnées généralisées s;(t) sont solutions des équations différentielles
découplées du premier ordre:

éi(t) - ;liS.i(t) = = ﬂg(f\) (3114)

¥; A,

avec une condition initiale nulle si la structure est au repos avant le séisme. On définit naturel-
lement les facteurs de participation b;:

~T
3, F
T

3

. ~ T
~ ; 'Fo .
b;‘ = "f 0 dT } ’- = T;}i’&'_—“(dT‘P’q{'o'i) (3115)
A"V: lbo?iAozlbo,i
La réponse s'écrit sous la forme:
2XNM
Z b; / i, (7) explpi(t — 7)ldr (3.116)

Puisque les valeurs propres et vecteurs propres apparaissent en paires complexes conjuguées,
nous obtenons:

l

[a hi(t) + cihi(1)] (3.117)

1

'\

H

ik

ou

a; = —2Re(b;i;) , ¢, = 2Re(b;) (3.118)
et h,(t) est I'intégrale de Duhamel:
\/__.72./ ty(7)exp(—Fwi(t — 7)) sin(wiy/1 = 2t — 7))dr (3.119)
dans laquelle
wi =] et = ~Re(u)/luil (3.120)
Remarquons que le non respect de ’hypothese de Basile introduit dans {3.117) le terme C,;flti(t)
qui s’apparente a une réponse en vitesse.
Moments spectraux - Technique de vibrations aléatoires
La densité spectrale a droite du processus £ est obtenue a partir de (3.117) par les techniques

classiques de vibrations aléatoires [66, 67]:

Ge(w) = 33 |Cyj + iwDyj + wEyj| Hi(w) Hy(w) Gy, (w) (3.121)

t=1 j=1
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ou Hi(w) = [wj-‘z —w? + Qiqw;wrl est la fonction de transfert modale. Gy, (w) est la densiteé
spectrale de puissance a droite d’accélération du sol. On a défini les coefficients suivants C;; =
a;a;, Di; = (a;c; — a;¢;) et E; = ¢;c;. Pour les systemes amortis classiquement, i.e. respectant
I’hypothese de Basile, on montre que b; est imaginaire pur, a; est le facteur de participation,
¢ =0, Dy = E; = 0 et I'équation (3.121) se réduit a ’équation bien connue de la densité
spectrale de puissance {A.9) pour les systemes amortis classiquement. Les moments spectraux
du processus réponse

A = f T G (w)dw (3.122)
18]

s’expriment en termes des moments spectraux modaux et inter-modaux :

Amis = / " o™ G, () Hi(w) H (w)dw (3.123)
A o
de la fagon suivante
q g
Am = Z Z {C,‘jRE/\mJ; - Di][m)\m_}_},i_, + Eine)\mﬂi,g‘ij] (3124)

=1 j=1

L’amortissement localisé introduit donc des moments spectraux d'ordre plus élevé (D;; et Ej;
sont en général non nuls).

Dans la technique de la moyenne stochastique, on utilise la variance A\p et la pulsation
oyenne we, = 1/ A2/ Ag du processus déplacement différentiel au droit d'un élément non-linéaire
pour actualiser les coefficients des ressorts et amortisseurs équivalents. Ces termes peuvent étre
évalués numériquement & partir des équations (3.121)-(3.122) pourvu que 'on dispose d’une
densité spectrale de puissance d’accélération au sol Gy, (w). Nous avons vu, dans le premier
chapitre, divers exemples de telles fonctions, alnsi qu'une technique pour obtenir numérique-
ment une densité spectrale de puissance conforme a un spectre de réponse d’oscillateurs. Dans
les applications nous désignons par technique de vibrations aléatoires le calcul des moments
spectraux par intégration numeérique de la densité spectrale de puissance du processus réponse.
Alternativement, nous rappelons ci-dessous une technique de specire de réponse.

Spectre de réponse approché

Des méthodes de spectre de réponse pour des systemes amortis de facon non classique
ont été élaborées par Singh [109] et plus récemment, avec une formulation plus simple, par
Igusa et Der Kiureghian [66] et lgusa, Der Kiureghian et Sackman [67] qui ont donné une
expression simplifiée de la réponse dans I’hypothese ou l'excitation est un processus a large
bande stationnaire sur une durée suffisamment longue {plusieurs fois la période fondamentale
du systeme linéaire équivalent). Les moments spectraux (3.124) sont mis sous la forme:

q q
A =D [Ciipmiimis = Dilimis Wt iy + EijpmazijWmtz,i]\/ Aojido; (3.125)

=1 j=1

dans laquelle

H 11 Am ii)‘m i3
Pmi; = —M Hiyizs = M W ,ij = - i (3126)
V Am i A, jj V Am,ii Am,jj y/ A0,ii Ao, jj
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Igusa et al. [66] ont montré que, dans le cas d'une excitation a large bande, les coefficients de
corrélation précédents peuvent étre approchés par:

poi; = Rii [40 + Cawafwa]  pri; = Rij14(, — 203/ (mw?)] pai; = Rij [4¢, — (ewa/wa]
e /C*C-*
al/ ™)

wy + 4@1‘*’:
{

:

paij & Rij [46 + wi/(mw])] Paii & Poi avec fiy; =

3.127)
ol wy = (W] +05)/2 a = (G4 ()2 wa=wl —w et =G =

. X2 .
(wi wJ;) m pair
= 9R..“d - \71/2 2
Ttmij = 2R1 3 y Wy, = m/2 -k A ‘ (3198)
’ e (w:w;‘) / Kl - 2—;}) (1 — —ETL)} m impair

On dispose en général d’un spectre de réponse D(w, () spécifique du site. Rappelons qu’on le
relie & I"écart-type de la réponse modale par la formule [43]:

D(w}, ¢) = piy/ Ao (3.129)

ou p; est le facteur de pic de la réponse d’un oscillateur de pulsation w’ et de ratio d’amortisse-
ment {¥. On peut calculer ce facteur de pic & partir des relations (A.16)-(A.17) de 'annexe A.3,
pourvu qu'on se donne une durée 7' des mouvements forts. Notons, qu'avec 'hypothese d’exci-
tation a large bande et si I'amortissement n’est pas trop grand, on a

v=uw/Tet 5:‘2\f£ (3.130)
s

Dans le cas ou 'amortissement peut étre grand, on peut calculer numériquement les facteurs
de pic associés a un spectre de réponse, une fois pour toutes, de la facon suivante:

- On calcule une densité spectrale de puissance conforme au spectre de réponse, selon la
procédure indiquée au premier chapitre.

- Pour des niveaux d’amortissement donnés ({ = 2%, 5%, 10%, 15%,...) on calcule les
moments d’ordre 0 d’'un ensemble d’oscillateurs dont les pulsations propres balaient une
gamme susceptible d'intéresser les structures de génie civil.

- On déduit de I'équation (3.129) les valeurs du facteur de pic pour un site donné, sur une
grille de valeurs de pulsations et d’amortissements propres. La Figure 3.14 montre les
lignes de niveau du facteur de pic ainsi obtenu pour le spectre de réponse AFPS Sg et une
durée d’excitation T = 20s. La Figure 3.15 présente le facteur de pic calculé avec 'ap-
proximation d’excitation a large bande donnant les valeurs de v et § de I’équation (3.130)
(en traits plein} ainsi que le facteur de pic tenant compte du site (en tirets). On constate
que 'approximation large bande est bonne pour un faible amortissement propre (5%)
mais largement conservative pour un amortissement propre plus grand (30%). Du fait des
rotules plastiques, 'amortissement propre équivalent peut étre grand et on utilisera donc
de préférence des facteurs de pic conformes aux spectres de réponse.
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En substituant {3.129) dans (3.125), on obtient les trois premiers moments spectraux (m =
1,2,3) qui sont nécessaires au calcul des coeflicients des éléments linéaires équivalents :
1 D'r('-"’?v C;\)Dr(w? C;)

q g
—
A =3 E NCiipmiiWmi; = Dijlim i jWmsr,ij + Eijpmaz ijWmea,is] oo
=1 j=1 (2

(3.131)
La réponse maximale moyenne E {|€}m.-] = pv/Ao s’obtient en calculant le facteur de pic d'apres
les formules de I'annexe A.3. C'est I'approche que nous avons adoptee dans les applications ci-
dessous. Notons que plus simplement, on pourrait faire ’hypothese que les ratios des facteurs
de pic p;/p sont proches de l'unité, ce dont on déduirait :

1/2
g /

q
E[|€lmez! = ZZ (Cispoi; — Dignoiwy s + Eijpaijwai;) Dr(wl, (T D-(w], (F) (3.132)

=1 j5=1

3.5.2 Spectre de réponse compatible avec la linéarisation stochas-
tique gaussienne

Réponse temporelle

Comme précédemment, nous cherchons la réponse de la structure en termes de déplacement
relatif, déformation ou effort intérieur, qui s’exprime cette fois comme combinaison linéaire des
degrés de liberté usuels X et des variables supplémentaires z:

E(t) = dEX(t) + d¥z(1) (3.133)
En utilisant la décomposition modale du systeme linéaire relaxé:
X(t) = PA(L) (3.134)

on obtient

E(t)=did A +dTz(t)= [0 dfe dT |Y() (3.135)

compte tenu de la définition (3.103) du vecteur d’état Y. Des équations (3.109) et {3.110), on

tire:
2x NM+NR

t
Ety= ¥ bz»./o i1y(7) explysi(t — 7))dr (3.136)

==}

ou l'on a défini les facteurs de participation:
K w
b = —7”%-— [0 a%® a7 |y, (3.137)

PRELL R
Comme nous 'avons remarqué, les valeurs propres u, sont soit réelles, soit apparaissent en paires
complexes conjuguées. Désignons par py, pa,..., M, celles des racines complexes conjuguées
dont la partie imaginaire est strictement positive qui sont associées aux facteurs de participation
by, bg,....b,. Les valeurs propres conjuguées iy, [2,-...MH, sont associées aux facteurs de
participation conjugués by, by, ..., b,. Nous notons g}, uh,...,u7, et b;, bj,... b, les valeurs
propres et facteurs de participation réels. On a bien entendu 2 x NM+NR = 2 x n + n/. Alors,

n

t _ n’ t .
Ety=>" /0 ig(T) (bic”‘“'*) + b,-e“"'(t’”) dr + > b /0 iy (r)e* =Ty (3.138)

=1 =1
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0ou encore

g(t) = Z / &H(T)cRe(”‘)(’_"”) (2Re(b;) cos (Im{u; )(t — 7)) — 2m{d;) sin (Im{u ) (¢t — 7))) d7

+ Zb"/ P)er=Tigr (3.139)
En utilisant les notations (3.118)-(3.120) pour les 2n valeurs propres complexes et

RI(t) = /Ot tg(T)exp(pul({ — 7))dr {3.140)

pour les n’ valeurs propres réelles, on trouve:

£ty = 3 [aihi(t) + echa(t)] + 3 bTRI(E) (3.141)

g1 =1

L

2 e -1 . - .
En désignant par Hi(w) = lwr? —w? + ‘Zzg;w;‘wg et Hl(w) = [iw— u}]™" les fonctions de
transfert associées a h;(t) et hL(1) et:

= Z a4; + ;H_ch Zerk (3.142_\}

=1
on trouve la densité spectrale de puissance a droite suivante:
Ge(w) = He(w)He(w)Gy, (w) (3.143)

Cette expression permet de caiculer numériquement les moments spectraux de la réponse £
et d’en tirer les statistiques qui nous intéressent {variance, espérance du maximum...). Il est
possible d'expliciter les moments spectraux a l'image de 'équation (3.121), en faisant intervenir
des sommations supplémentaires dues a la présence des valeurs propres réelles.

Spectre de réponse

Dans la perspective de n’utiliser que des spectres de réponse, nous pouvons poursuivre la
technique développée dans le cadre de ia moyenne stochastique, en introduisant les spectres as-
sociés aux diverses composantes de la réponse. On constate, par exemple dans ’équation (3.142),
que la réponse est la somme de la contribution d’oscillateurs classiques, associés aux termes
H,(w) et de la contribution d’oscillateurs un peu particuliers associés aux termes H[(w) ou
encore a 1'équation différentielle du premier ordre en temps:

Sk - ,u;Sk = ilg (3144)

Singh et al. [111] et Singh et Maldonado [110] ont développé des spectres de réponse pour ces
“oscillateurs sans masse” a partir de simulations. Ils ont ensuite élaboré une regle de recombi-
naison des réponses individuelles d’osciilateurs (avec et sans masse). C’est une voie intéressante
qui, comme nous l'avons indigué au paragraphe 3.3.3, devrait donner de bons résultats en
particulier dans le cas de fortes demandes de ductilité et dans le cas ou la réponse n’est pas
a bande étroite. Les résultats sont malheureusement encore trés compliqués et, de ce fait, le
développement d’une méthode de spectre de réponse ne se justifie pas completement.
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3.6 Applications

3.6.1 Compatibilité avec la méthode du spectre inélastique pour des
oscillateurs élasto-plastiques parfaits

Dans ce paragraphe, nous comparons la méthode de linéarisation équivalente fondée sur la
moyenne stochastique et la méthode du spectre inélastique largement utilisée en génie parasis-
mique mais qui, rappelons le, ne s’applique qu’aux oscillateurs élasto-plastiques parfaits. Selon
la méthode de Newmark et Hall [95], le spectre inélastique s'obtient en divisant un spectre
de réponse élastique par un coefficient de comportement ¢ dépendant de la fréquence. Plus
précisément, g est le coefficient par lequel il faut diviser Peffort élastique pour obtenir 'effort
de dimensionnement a ductilité donnée. Tout effort de dimensionnement supérieur a celui ainsi
obtenu provoquera un appel de ductilité moindre dans la structure. Par la méthode de linéari-
sation équivalente, nous obtenons un coefficient de comportement que nous comparons a celui
de Newmark et Hall ainsi qu’a celui obtenu par simulations numériques.

Nous calculons le coefficient de comportement associé a la linéarisation équivalente par
moyenne stochastique de la facon suivante:

1. Pour une pulsation wg. un ratio d’amortissement critique (y et des conditions de site, on
lit sur le spectre de réponse linéaire le déplacement relatif maximal d%"  de D'oscillateur

linéaire et on calcule son écart-type o, grace au facteur de pic évalué selon la procédure
exposé au paragraphe 3.5.1.

2. On se donne une ductilité cible pce et on calcule un candidat pour la limite élastique de

Voscillateur: z, = d'** _/ tcibie.

3. Etant donné wg, {p, 0. €t z,. on calcule la pulsation de l'oscillateur linéaire équivalent a
partir des formules (3.30) (avec a = 0) et :

ke
Weg = wo\/k:oq (3.145)

Notons qu’au ratio d’amortissement lié aux boucles d’hystérésis s’ajoute un ratio d’amor-
tissement visqueux de sorte que la constante de 'amortisseur équivalent c.; = 2m{.qwe,
est la somme de la constante de Pamortisseur visqueux 2m(owy et de la constante de
Pamortisseur hystérétique donnée par la formule (3.30), d'ou

1 2 k
(oo = 3 [ng‘owa Ty Rl erfc( fy )} (3.146)
2, T ideq Oz \V2a,

solt apres simplification

2

. Wy wo I =z, Ty

Ceq = Co + —— erfc 3.147

e (weq) V2r oz (\/ioz) (3347)

4. Du spectre de réponse linéaire, on obtient la réponse de l'oscillateur linéaire équivalent
(wWeg, Ceq) €n termes de déplacement relatif maximal d¥2, ., d'écart-type ¢, de demande
de ductilité ¢ = d%  /z,. Si la demande de ductilité et la ductilité cible ne sont pas

suffisamment proches, on actualise la limite élastique de l'oscillateur élasto-plastique z,, =
dS¥ ./ teinie €t on répete les étapes 3 et 4 jusqu’a convergence.
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5. On obtient alors le facteur de comportement:

7

pin o hedin) + (codin,)’

9= Tea = ) ) 2
T g dten) + (el

(3.148)

Notons que les sommations quadratiques au numérateur et au dénominateur se justifient

par l'indépendance des processus déplacement et vitesse de la réponse stationnaire et

gaussienne d'un oscillateur linéaire soumis a une excitation elle-méme stationnaire et
H : fin A, Jlin je e e e

gaussienne. Puisque 4,7 =~ wod'" et d27 =~ w.dSl , on trouve:

max maz?

din (wo\* | 1+4¢
= Smer (X0} 1T 0 3.149
1= ., (weq) 1+4¢2, (3-149)

Le facteur de comportement qu nous avons ainsi obtenu est présenté en fonction de la période
de Voscillateur élastique T = 27 /wp & gauche sur les Figures 3.16 et 3.17 respectivement pour
des sites AFPS Sy (sol rocheux) et Sa (sol souple). Les courbes ont été obtenues pour cing
niveaux de ductilité cible. A droite de ces mémes figures sont représentés les coefficients de
comportement obtenus par 300 simulations de Monte-Carlo. Pour ces dernieres, on a en fait
calculé la demande de ductilité moyenne sur les 300 simulations pour un quadrillage de valeurs
du coeflicient de comportement 1 < ¢ < 6 et de la période 0.1s < T < 8s de l'oscillateur
élastique, puis on a tracé les courbes de niveau des demandes de ductilité moyennes.

Sur les Figures 3.18 et 3.19 on a tracé le coefficient de comportement en fonction de la
ductilité cible pour différentes valeurs de la période de loscillateur élastique, pour les deux
sites susmentionnés. A gauche on a représenté en traits pleins le coefficient de comportement
issu de la linéarisation équivalente et en tirets les approximations de Newmark et Hall aux
courtes {(u = 1), moyennes (¢ = /2y — 1) et longues (g = p) périodes. A droite on a représenté
les résultats des simulations.

On constate que pour les trés courtes périodes, le coeflicient de comportement tend vers
un, quelque soit la ductilité cible. En effet, dans cette région, méme un léger dépassement de
la limite élastique en déplacement conduit a des demandes de ductilité tres importantes. A
ductilité cible fixée, 'oscillateur de trés courte période se doit donc de rester essentiellement
¢élastique. Dans cette gamme de périodes, le coefficient de comportement issu de la linéarisation
équivalente se comnporte comme le prévoient a la fois les simulations et la méthode de Newmark
et Hall, dans les deux cas de site.

Pour les longues périodes, le coefficient de comportement tend vers la ductilité cible, selon
les prédictions de Newmark et Hall. Les simulations confirment ce résultat. Les oscillations
du coefficient de comportement obtenu par simulations aux trés longues périodes sur les Fi-
gures 3.16 et 3.17 sont dues au fait que les simulations ont une durée finie de 20 secondes et
qu’en conséquence le nombre d’oscillations et de maxima locaux pendant la durée d’excitation
est réduit. Dans cette gamme de périodes, le coefficient de comportement issu de la linéarisation
équivalente surestime la valeur issue des simulations, légérement sur sol rocheux (AFPS Sp),
un peu plus sur le site sol souple (AFPS S3). La linéarisation équivalente est donc légerement
sous-conservative, en ce qu’elle autorise une trop grande réduction des efforts. Notons toute-
fois que pour ces longues périodes, les spectres élastiques en pseudo-accélérations diminuent
rapidement et ne sont pas trés contraignants pour les structures.
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Pour les movennes périodes, on constate que le coeflicient de comportement issu de la
linéarisation équivalente est plus faible que celui issu des simulations. Cela rend la technique
de linéarisation conservative en ce qu’elle autorise des réductions d’efforts moins importantes
que ne le feraient les simulations. Sur les Figures 3.18 et 3.19 on constate que le coefficient
de comportement issu de la linéarisation est voisin de celui obtenu par simulations pour des

ductilité cibles inférieures & 3. Au dela, les résultats sont nettement moins bons.

Méthode du spectre de réponse

300 simulations Monte-Carlo
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Enfin, sur la Figure 3.20, nous présentons le coefficient de comportment pour un oscillateur
élasto-plastique parfait, issu de la linéarisation pour deux niveaux d’appel de ductilité y = 2

el

5, en fonction d’une période normalisée de Doscillateur. La période de Poscillateur
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est rapportée a la période T, = 27/w, associée a la pulsation moyenne du sol donnée par la

formule de Rice wy = 1/A2/Ao. Les moments spectraux de ['accélération du sol Ag et A; ont été

calculés numériquement par la formule A.20 et les densités spectrales de puissance définies au

paragraphe 1.1.3(c). Les fréquences et périodes moyennes de ’accélération du sol sont indiquées
“ableaud. 1.

i Site AFPS l SO [ S; ] 5,2'*-[ 53 E
(&g /27 (Hz) [5.66 [ 4.71 | 3.38 [ 2.71
T, (s) 0.18710.21 [ 0.28 1 0.37

TAB. 3.1 - Fréquences et périodes moyennes de ['accélération du sol pour chaque site AFPS
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FiG. 3.20 - Cocfficient de comportement pour l'oscillateur élasto-plastique parfait fonction de
la période de l'oscillateur normalisée par la période moyenne des accélérations de sol, pour deus
niveaur de ductilité : p =2 a gauche et p =5 a droite.

Ainsi, pour l'oscillateur élasto-plastique, la méthode du spectre de réponse associé i la
moyenne stochastique donne des résultats voisins de ceux obtenus par simulations et par la
methode de Newmark et Hall, pour des niveaux de ductilité faibles & modérés. Elle couvre bien
d’autres applications, en particulier le calcul des structures plus complexes comme nous allons
le voir dans les paragraphes suivanis.

3.6.2 Mouvements latéraux du pont de Lourdes

Dans ce paragraphe et le suivant, nous étudions la réponse d’un modéle simplifié du pont
sur le Gave de Pau (solution tablier mixte). On trouvera les caractéristiques principales de
cet ouvrage en annexe C. Le modele simplifié suppose que les deux fiits d’un méme appui
subissent exactement les mémes déformations. Les fiits sont articulés en téte et sont bloqués en
translation sur le tablier. Le tablier est bloqué latéralement et verticalement sur les culées.
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Le tablier participe donc a la rigidité latérale de 'ouvrage. On suppose que pour des mouve-
ments de sol latéraux, le tablier reste élastique (il est donc dimensionné en conséquence) et seule
la base des piles peut avoir un comportement non-linéaire sous la forme de rotules plastiques.

Conformément a la procédure présentée dans ce chapitre, on considere un systeme linéaire
relaxé dans lequel on a placé des vrales rotules & une hauteur des piles correspondant a la
longueur L, des rotules plastiques définie par I’Eurocode [50] (voir aussi {100]):

L, = 0.08L +0.022D,f, (3.150)

ou L est la hauteur totale (en metres) de la pile, D, est le diametre (en metres) des armatures
longitudinales et f, est la limite élastique des aciers (en MPa). L, vaut respectivement 2.1m,
2.5m et 2.25m pour les piles Py, P; et Ps.

Réponse associée a la moyenne stochastique

On suppose dans un premier temps que le comportement de chaque rotule est élasto-
plastique parfait, approchant ainsi le diagramme moment-courbure (pour chargement monotone
quasi-statique) indiqué a la Figure C.3 de ['annexe C. La limite élastique en courbure a été éva-
luée selon la procédure préconisée par Pauley et Priestley [100, paragraphe 3.5.2]: si M, est le
moment ultime de la section, M, et @, le moment et la courbure a la premiére plastification
des aciers (sous chargement monotone), alors la limite élastique en courbure est:

M,
M.

by = 31 @ (3.151)
La limite élastique en rotation de la rotule vaut #, = L,¢,. La raideur initiale k, du modele
¢lasto-plastique est la raideur sécante en rotation de la rotule a la premiere plastification des
aciers (El,../L,). Ces parametres dépendent de I'effort normal dans la section, qui en toute
rigueur varie ai cours du séisme. Nous ['approchons par sa valeur sous chargement permanent.

On effectue une analyse modale du systeme linéaire relaxé. Remarquons que du fait de la
rigidité latérale provenant du blocage transverse du tablier sur les culées, les rotules ne pro-
voquent pas de mécanisme dans cette direction. Les dix premiers modes latéraux sont présentés
sur la Figure 3.21. On ajoute par la suite des ressorts et des amortisseurs équivalents agissant
sur les rotations des rotules. conformément a I’algorithme utilisant la moyenne stochastique.

Nous présentons au Tableau 3.2 la demande maximale de ductilité en rotation des rotules
plastiques py = 0., /6, et la ductilité énergétique liée aux cycles d’hystérésis (équation (3.36)).
Les résultats ont été obtenus selon les trois méthodes abordées dans ce chapitre:

- Technique de vibrations aléatoires {.e. intégration des densités spectrales de puissance)
~ Spectre de réponse
- Simulations de Monte-Carlo qui constituent ici la référence.

Ces derniéres ont été réalisées par intégration temporelle de la réponse de la structure représen-
tée par les modes propres du systéeme linéaire relaxé et les relations non-linéaires temporelles des
rotules plastiques en pied de piles, selon la méthode de Newmark avec accélération constante
combinée avec un algorithme de Newton-Raphson pour la résolution des équations non-linéaires
a chaque pas de temps (cf. 120}). Des accélérogrammes ont été synthétisés selon la procédure
exposée au chapitre 1, de fagon a étre conformes en moyenne au spectre AFPS S3 (conditions
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plus défavorables que les conditions réelles). Nous avons utilisé deux niveaux d’accélération
maximale du sol: a, = 0.25¢ et a, = 0.5g. Lorsqu’il était disponible, nous avons également
indiqué entre parenthéses dans le Tableau 3.2 et les suivants, le coefficient de variation de ces
ductilités, rapport de I'écart-type sur l'espérance. Rappelons que dans le cas des simulations,
le coefficient de variation de 'estimateur de 'espérance de ductilité maximale ou énergétique
(c.d.v. dans I’équation (3.6)) s’obtient en divisant la valeur indiquée entre parenthese par la
racine carrée du nombre de simulations. Le c.d.v. de 'estimateur est dans tous les cas inférieur
a 4%

Pour une accélération maximale du sol de 0.25¢, les piles latérales (P, et Ps) restent essen-
tiellement élastiques et seule la pile centrale (P2} voit une rotule plastique se développer a son
pied avec une demande de ductilité en rotation de 1.45 et une dissipation d’énergie par cycles
d’hystérésis sensiblement plus grande que sur les deux autres piles. Les techniques de vibrations
aléatoires et de spectre de réponse reproduisent les résultats des simulations avec une bonne
précision.

Pour une accélération maximale du sol de 0.5g des rotules plastiques se développent dans
toutes les piles. Notons que la dispersion sur les ductilités maximales est élevée (coefficient de
variation de 20 a 30%). Une nouvelle fois, les techniques de vibrations aléatoires et de spectre
de réponse donnent des résultats tres voisins de ceux produits par simulations de Monte-Carlo,
en un temps beaucoup plus court (de 'ordre de la minute au lieu de quelques heures).

a, = 0.25g P P3 P3
230 simulations 0.78 (9%) | 1.25 (17%) | 0.67 (9%)
uq | vibrations aléatoires | 0.84 (20%) | 1.23 (22%) | 0.75 (20%)
spectre de réponse | 0.92 (18%) | 1.34 (19%) | 0.81 (18%;
230 simulations 1.04 (5%) | 2.33 (40%) | 1.03 (4%)
Henergie | Vibrations aléatoires | 1.11 3.33 11.02
spectre de réponse | 1.12 3.44 1.02
ag = 0.30g P1 P2 P3
230 simulations 1.23 (34%) | 2.34 (25%) | 1.00 (25%)
pq | vibrations aléatoires | 1.24 (19%) | 2.02 (20%) | 1.11 {18%)
spectre de réponse | 1.39 (17%) | 2.39 (16%) | 1.23 (16%)
230 simulations 1.88 (33%) | 17.07 {22%) | 1.24 (23%)
Henergie | Vibrations aléatoires | 2.62 15.45 1.66
] spectre de réponse | 3.03 19.83 1.96

TaB. 3.2 - Mouvements latérauz, rotules élasto-plastiques; les coefficients de variation des
ductilités mazimales en rotation et énergétiques sont indiqués entre parenthéses

Réponse associée a la linéarisation stochastique gaussienne

On suppose désormais que le comportement de la rotule est décrit par le modele de Bouc-
Wen pour des éléments en béton armé dont les parametres sont spécifiés dans les formules (3.43).
La raideur initiale k, du modele est la raideur sécante en rotation de la rotule a la premiere
plastification des aciers. On définit une limite élastique (en rotation) pour le modeéle de Bouc-
Wen: z, = L,¢,. Le Tableau 3.3 donne les ductilités maximales en rotations et les facteurs
de ductilité énergétique (équation (3.56)) des rotules inélastiques pour ce modele. Les résultats
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ont été obtenus par simulations de Monte-Carlo qui servent de référence et par la technique
de vibrations aléatoires. On constate que cette derniére sous-estime le niveau de ductilité en
rotation mais donne de bons résultats en termes de ductilité énergétique.

| a4, = 0.5 P1 P2 P3
500 simulations 0.54 (23%) | 0.93 (21%) | 0.45 (20%)
pa | vibrations aléatoires | 0.63 (19%) | 0.91 (20%) | 0.56 (18%)

500 simulations 172 (7%) | 412 (12%) ! 1.44 (5%)
Henergie | Vibrations aléatoires | 1.72 3.94 1.42

a, = 0.50g Pl P2 P3
! 500 simulations 1.32 (31%}) | 2.00 (24%) | 1.05 (29%)
| pg | vibrations aléatoires | 0.99 (18%) | 1.59 (18%) | 0.87 (17%)
* 500 simulations | 4.77 {12%) | 12.30 (13%) | 3.59 (12%)

vibrations aléatoires | 4.16 14.38 2.98

y’énergic

TAB. 3.3 - Mouvements latérauz, rotules suivant le modéle de Bouc-Wen; les coefficients de
variation des ductilités marimales en rotation et énergétiques sont indiqués entre parenthéses

3.6.3 Mouvements longitudinaux du pont de Lourdes

Pour les mouvements longitudinaux, nous faisons I’hypothése simplificatrice supplémentaire
que le tablier se comporte comme un corps rigide se déplagant exclusivement longitudinalement.
Le tablier est lié par des articulations aux piles. Des rotules plastiques sont susceptibles de se
développer en pied de ces derniéres. Notons que si les trois rotules plastiques se développent
simultanément, la structure présente un mécanisme. L’analyse modale du systeme linéaire re-
laxé, qui possede de vraies rotules en pied de piles, produit donc un mode propre de fréquence
nulle et dont la déformeée est précisément le mécanisme en question. Certains codes d’éléments
finis ont des difficultés a gérer de telles situations. On peut alors remplacer les vrais rotules par
de petits éléments de poutre de faible raideur en flexion (Sues et al.[114] ont estimé la raideur
post-élastique d’une poutre en béton armeé a 2% de la raideur initiale en flexion}. En choisissant
de tels éléments on obtient un premier mode de tres basse fréquence et dont la déformée est
tres voisine de celle du mécanisme. La Figure 3.22 meontre ce premier mode propre ainsi que les
neuf suivants qui sont essentiellement des modes propres locaux des piles.

Réponse associée a la moyenne stochastique

Le Tableau 3.4 présente les ductilités maximales en rotation des rotules élasto-plastiques
parfaites ainsi que les ductilités énergétiques pour les trois piles. Le comportement inélastique
est cette fois distribué sur les trois rotules. Il est 1égerement accentué sur les piles latérales
plus courtes. Pour une accélération maximale au sol de 0.25¢, les simulations de Monte-Carlo
et les techniques de vibrations aléatoires et de spectre de réponse donnent des résultats tres
comparables en termes de ductilité maximale en rotation. Pour une accélération maximale au
sol de 0.50g, la comparaison est un peu moins bonne mais encore tout a fait acceptable au
regard de la dispersion des résultats. Notons que les techniques de vibrations aléatoires et de
spectre de réponse permettent d’identifier quels sont les éléments dissipateurs d’énergie par
cycles d’hystérésis et donnent des résultats quantitatifs convenables.
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2, = 0.25¢ Pl P2 P3
277 simulations 1.22 (20 /01 0.94 (15%) 1 1.37 {19%)
pa | vibrations aléatoires | 1.20 (23% 0.99 (23%) 1 1.33 {23%)
spectre de réponse | 1.36 (10% 1.10 (20%) | 1.51 (19%)
277 simulations 1.93 (41%) | 1.10 (12%) | 3.15 (46%)
Kenerge | Vibrations aléatoires | 3.12 1.62 4.56
spectre de réponse | 3.28 1.67 4.81
2, = 0.50g Pl P2 P3
280 simulations 2.44 (54%) | 1.82 (54%) | 2.54 (50%)
pq | vibrations aléatoires | 1.85 (20%) 1 1.47 (20%) | 2.00 (20%)
spectre de réponse | 2.09 (20%) | 1.64 (17%) | 2.24 (17%)
280 simulations 10.47 (23%) | 4.07 (26%) | 14.31 (23%)
Penergie | Vibrations aléatoires | 10.98 4.98 13.81
spectre de réponse | 12.65 5.66 15.59

TaB. 3.4 -

Réponse associée a la linéarisation stochastique gaussienne
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Mouvements longitudinauz, rotules élasto-plastiques; les coefficients de variation
des ductilités mazimales en rotation et énergétiques sont indiqués entre parentheses

Le modele de Bouc-Wen et la linéarisation stochastique gaussienne donnent les résultats
indigués au Tableau 3.5. Les ductilités en rotation obtenues par la technique de vibrations
aléatoires sont proches de celles obtenus par simulations pour une accélération maximale au
sol de 0.25g, mais les résultats sont moins bons pour une accélération double. Notons que
pour les mouvements longitudinaux, les niveaux de ductilité atteints par les rotules suivant le
modele de Bouc-Wen sont plus faibles que ceux issus du modele élasto-plastique. Les prédictions
des ductilités énergétiques par la technique de vibrations aléatoires sont bonnes pour les deux
niveaux d’accélération au sol.

a, = 0.25¢ P1 PZ P3
500 simulations 0.87 (32%) | 0.66 (31 0.93 (30%)
pa | vibrations aléatoires | 0.86 (20%) | 0.71 (20%) 0.94 (20070)
500 simulations 3.14 (12%) | 2.09 (9%) | 3.74 (13%)
Uenersic | Vibrations aléatoires | 3.22 2.14 4.11
@, = 0.50g P P2 P3
500 simulations | 2.18 (40%) | 1.64 (41%) | 2.20 (39%)
pq | vibrations aléatoires | 1.42 (19%) | 1.13 (19%) | 1.58 (19%)
500 simulations 9.13 (11%) | 5.73 (10%) | 10.11 (11%)
Henergie | Vibrations aléatoires | 9.86 5.55 12.68

TAB. 3.5 - Mouvements longitudinauz, rotules suivant le modéle de Bouc-Wen; les coefficients
de variation des ductilités mazimales en rotation et énergétiques sont indigqués entre parenthéses
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3.7 Conclusions

La méthode d’analyse non-linéaire que nous proposons dans ce chapitre est un compromis
entre la méthode simpliste des spectres inélastiques et les simulations de Monte-Carlo cotiteuses
en temps de calcul. Elle est dédiée aux structures dont les non-linéarités de nature hystérétique
sont concentrées en certains points de la structures et donne des résultats proches de ceux
obtenus par simulations en un temps suffisamment court pour qu’ils puissent étre utilisés lors
du dimensionnement de la structure. Afin d’utiliser les résultats classiques d’analyse vibratoire
linéaire, la méthode s’appuie sur des techniques de linéarisation équivalente stochastique. En
plus de sa rapidité, elle présente ’avantage d’une utilisation simple, puisque qu’une seule ana-
lyse modale d’un systéme linéaire relaxé au droit des connexions potentiellement non-linéaires
est nécessaire. L’ajustement des coeflicients des éléments linéaires équivalents remplacant les
éléments non-linéaires se fait de maniere itérative en n’utilisant qu'un nombre réduit de modes
propres du systeme linéaire relaxé pour décrire les mouvements de 'ouvrage. A chaque itération
les réponses, en particulier les demandes de ductilité des éléments non-linéaires sont évaluées
par une technique de spectre de réponse ou de vibrations aléatoires en conjonction avec une
recombinaison modale adaptée. Ceci permet d’actualiser les parametres des éléments linéaires
équivalents. L’analyse portant sur un systéeme de taille réduite est rapide et met en exergue
Pimportance relatives des non-linéarités des composants dissipatifs d’énergie. En somme, la
méthode présente les avantages suivants:

1. Elle incorpore 'incertitude sur les mouvements de sol sans avoir recours aux simulations
temporeiles non-linéaires de Monte-Carlo, coliteuses en temps de calcul.

[ S

Elle permet a l'ingénieur d’effectuer des études paramétriques sur les éléments non-
linéaires a un cott réduit. Cela peut s'avérer important et économique lors de la conception
de 'ouvrage.

3. Elle procure un apercu des contributions relatives des divers éléments non-linéaires dans
le comportement d’ensemble de la structure, en donnant en particulier le lieu et le degré
de dissipation d’'énergie.
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Chapitre 4

Sur la fiabilité des systemes
non-linéaires soumis a une excitation
stochastique

Les méthodes de linéarisation évoquées au chapitre précédent ont pour objet de restituer
le comportement moyen de la structure au travers d’un systeme linéaire équivalent. Elles ne
prétendent pas donner avec précision les valeurs extrémes atteintes par la réponse du systeme
non-linéaire. Dans le domaine de la fiabiliteé des structures, nous nous intéressons précisément
a ces valeurs et plus particulierement a la probabilité que la réponse de la structure soumise a
une sollicitation stochastique dépasse un €tat limite ultime pendant la durée T d’excitation. Les
simulations de Monte-Carlo fournissent un moyen de calcul mais leur utilisation devient vite
prohibitive lorsque la probabilité de dépassement de 1'état limite ultime est faible. Dans ce cha-
pitre, nous exposons une méthode de calcul approché, développée par Li et Der Kiureghian [81]
et nous l'appliquons & des oscillateurs linéaires et hystérétiques rencontrés au chapitre 3. Elle
fait appel, comme intermédiaire de calcul, au taux moyen de dépassement de 1’état limite, qu’on
évalue a 'aide d’une méthode FORM (First Order Reliabilily Method). Les algorithmes pré-
sentés s’appuient sur des simulations temporelles et sur la sensibilité des résultats obtenus aux
variations du processus d'excitation.

4.1 Etat limite ultime et probabilité de ruine

En génie civil, on dimensionne les structures en statique a 1’état limite ultime pour qu’elles
résistent a des charges extrémes en comparant les efforts intérieurs induits par ces charges a la
capacité des éléments résistants. Bien que dans la pratique du génie parasismique, on procede
de méme, il est plus rationnel de s’intéresser aux déformations maximales induites par le séisme
et de les comparer aux capacités de déformation des éléments résistants. Dans ce chapitre,
nous définirons donc ’état limite ultime d’un élément résistant en termes de déformations
ou de déplacements relatifs. Lorsque 1'état limite ultime est fonction de plusieurs variables
de sollicitation, comme par exemple les déformations dans deux directions orthogonales d’un
appareil d’appui, on le représente par une surface appelée surface de ruine. Lorsque I’état limite
ultime ne dépend que d’une variable, comme par exemple la rotation d’une rotule plastique,
la surface de ruine dégénere en une ou deux bornes sur la droite réelle. La surface de ruine
peut dépendre du temps. Par exemple, la capacité en rotation d’une rotule plastique peut
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dépendre de 'histoire du chargement imposé & la section. La Figure 4.1 donne deux exemples
de surfaces de ruine (indépendante du temps) pour des états limites ultimes fonctions d’une ou
deux variables. Nous supposons que pour une structure, la surface de ruine peut s'écrire sous
la forme:

G (X(1), V(1)) = 0 (4.1)

ou X(t) est le vecteur d’état de la structure, par exemple la réponse de la structure en terme
d’efforts intérieurs ou de déplacements relatifs; V(¢) est un vecteur regroupant des parametres
définissant la capacité résistante de la structure et (7 est une fonction de ruine continue. Ty-
piquement il s’agit d’une expression explicite du vecteur d’état de la structure et des capacités
résistantes. Pour une rotule élasto-plastique, nous définirons par exemple I’état limite ultime
sous la forme d’une demande de ductilité maximale en rotation :

G(X(t),V(t)) = Hmax - g(t) (4‘2)

Dans ce cas, le vecteur d'état se résume a X(t) = 0{t) et le vecteur capacité (indépendant du
temps) a V(t) = ,,,. On pourra également le définir sous la forme d’une énergie maximale
dissipée dans la rotule :

t .
G (X(t), V(1)) = cons "/0 M(r)6(7)dr (4.3)

auquel cas X(t) = [,M{t), 0(1‘)} et V(1) = ... Dans ces deux exemples, comme dans la plupart
des cas courants, ’é¢tat limite est une fonction explicite des processus X(t) et V().

Dans un contexte probabiliste, X(¢) et V(1) sont des processus aléatoires. Pour simplifier,
nous supposons dans ce chapitre que les capacités résistantes du systeme sont indépendantes
du temps. V(t} se réduit alors & une variable aléatoire V. La surface de ruine (4.1) délimite
deux régions: une région de sécurité, domaine des états de la structure en deca de 'état limite
ultime, repérée mathématiquement par 'inégalité G (X(t), V) > 0 et un domaine de ruine,
regroupant les états de la structure au dela de I’état limite ultime avec G (X(#), V) < 0.

Un systéme possede en général plusieurs mode de ruine. Une rotule plastique périra par
rupture des aciers longitudinaux, écrasement du béton ou encore en dépassant sa capacité
résistante en cisaillement. En fiabilité des structures on décrit le systéme comme un assemblage
de composants possédant chacun une fonction de ruine g (X(¢),V) [89]. Si la ruine de ['un
quelconque des composants entraine la ruine du systéme, on parle d'un systeme série. C'est le
cas de la rotule plastique évoquée ci-dessus, qui perd sa capacité résistante des que 'un des trois
modes de ruine (ruine de composant) est atteint. Si la ruine n’arrive qu’apres la ruine de tous
les composants, on parle d’un systeme parallele. C'est le cas de certains systemes hyperstatiques
dans lesquels la ruine d’'un composant entraine une redistribution des efforts dans les autres
composants, sans provoquer la ruine fragile du systeme. Il existe bien sir bien d’autres systemes,
assemblages de sous-systemes paralleles et séries.

Pour evaluer la fiabilité d’une structure soumise & une sollicitation stochastique, nous cal-
culons la probabilite de ruine:

Ty = 1 £ < .
Pu(T) = P [{Grsx?snTG(*((t),V)} < o] (4.4)
qui est la probabilité que la structure atteigne 1’état limite uitime & un moment quelconque

pendant la période d'excitation, compte tenu des incertitudes portant sur les sollicitations et
sur les capacités résistantes des éléments. Dans ce calcul, on définit le séisme par 1'accélération
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X2 u(t)

i

surface de ruine (état limite ultime)

T

- t
\ \ GX,Vy>0 =
X(t=0) G(X,V) <0

F(X.V)=0

FiG. 4.1 - Ruine du systéme par atteinte de ['état limite ullime

au sol, processus aléatoire dont on connait certaines caractéristiques, comme par exemple la
durée T et la densité spectrale de puissance. La probabilité de ruine Pgr(T') est conditionnelle au
fait qu'il se produit un évenement sismique de cette nature. La probabilité de ruine de I'ouvrage
pendant sa durée de vie s’obtient en sommant par la formule de Bayes ces probabilités condi-
tionnelles pondérées par les probabilités d’occurrence des évenements correspondants pendant
la durée de vie de 'ouvrage.

Remarquons que la ruine du systeme sur I'intervalle de temps [0, 7] s’écrit:

{min G (X(1),V) < o} = U {G(X(1).V) <0} (4.5)

0<t<T 0<i<T

On parle en effet de ruine si a un instant quelconque ’état limite ultime est atteint. Il s’agit
donc d’un systeme série dont les composants sont les états X(t} de la structure aux divers
instants ¢t de I'intervalle [0, T]. La ruine d'un tel composant s’écrit :

{G(X(1),V) <0} (4.6)

Il existe des techniques permettant d’évaluer approximativement la probabilité de ruine d'un
systeme série a partir des probabilités de ruine des composants et des probabilités de ruine
simultanée de deux composants [89]. Malheureusement, ces méthodes fonctionnent mal lorsque
les ruines (4.6) sont tres corrélées, comme c’est le cas ici pour deux composants a des temps ¢
rapprochés.

Pour le calcul de la probabilité de ruine Pr(T') en, nous utilisons plutot la notion de dépas-
sement de [’état limite. Un dépassement survient lorsque le vecteur X(¢) atteint la surface de
ruine et que sa dérivée en temps X(t) pointe vers le domaine de ruine (voir Figure 4.1). Soit
N{(T) le nombre de dépassements dans l'intervalle de temps ]0,T). Il y a ruine si le systeme
est a I'instant ¢ = 0 dans le domaine de ruine ou s’il se produit au moins un dépassement. En
d’autres termes:

Pp(T) = P{G(X(0), V) < 0} U{N(T) = 1}] (4.7)
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Dans tous les cas pratiques, le systéme est dans le domaine de sécurité a I’état initial (¢ = 0)
avec une probabilité un et donc [89]:

PA(T) = PIN(T) 2 1} = Y- PIN(T) = n] € 3= nP[N(T) = n] = EV(T)]  (48)

L’espérance du nombre de dépassements E [N(T')] est un majorant de la probabilité de ruine
Pg(T). Dans la pratique du génie civil, on dimensionne la structure pour que la probabilité de
ruine soit tres faible, de telle fagon que le dépassement de ’état limite ultime soit un événement
rare. Si donc la structure est tres fiable, 7.e. le seuil de dépassement est tres élevé et que la
réponse est a bande raisonnablement large afin que les dépassements ne se produisent pas par
paquets, l'occurrence de deux dépassements ou plus a une probabilité négligeable devant la
probabilité d’un seul dépassement, i.e.:

PIN(T)=1> f PIN(T) = n] (4.9)

nz=2

Le majorant F [N(T)] est alors une bonne approximation de la probabilité de ruine Pgr(T).
Dans tous les cas on a:

Pr(T) < E[N(T)l = /OT v(t)dt (4.10)

oit v(t) est le taux moyen de dépassement de 'état limite ultime par unité de temps. Si de
plus on fait 'hypothese qu'un dépassement a un instant ¢ est indépendant d’un dépassement
éventuel a un instant antérieur 7, alors le processus de comptage de dépassement N(¢) suit une
loi de Poisson et:

T
Pr{T)Y~1—exp <— / V(i)di) (4.11)
Jo

Notons qu’a chaque dépassement de 1'état limite ultime correspond un passage par zéro
vers les valeurs négatives du processus scalaire G (X(¢),V) [81]. En appliquant la formule de
Rice [104], on obtient donc:

o . . :
vit) = [ 1Glpgs(G = 0,G.4)dG (4.12)
ou Poc(G. G, t) est la densité de probabilité du couple de variables aléatoires G (X(t), V) et
GIXI(),V) = %G’(X(t),V) a Pinstant ¢. Malheureusement, pour des structures non-linéaires
et un état limite quelconque. cette densité de probabilité n’est en général pas disponible.
Hagen et Tvedt [54] proposent d'évaluer le taux moyen de dépassement par la formule:

(1) = lim Plgi(t) <0ngaft,ét) <0 (4.13)
:55!—00 5t
t>0

var gi(t) = -G (X(t),V)

avec { %(t.68) = G (X(t + 61), V) (4.14)

Nous obtenons une approximation du taux moyen de dépassement en prenant la valeur de
Pigi(t) < 00 ga(t,6t) < 01 /8t pour un &t fixé et petit. Au numérateur figure la probabilité que
X(7) soit dans le domaine de sécurité a 'instant 7 = £ et dans le domaine de ruine a I'instant
7 =1+ 6t. Il Sagit de la probabilité d’un évenement défini par l'intersection des ruines de deux
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composants ou encore de la probabilité de ruine d’un systeme parallele & deux composants dont
les états limites sont définis par les fonctions g; et g». Notons que la fonction de ruine du second
composant s’écrit au premier ordre en 8t

g2(t.8t) = G(X(1), V) + Vx G (X(t), V) X(t)3t (4.15)
C.C. Li et A. Der Kiureghian [81] proposent de calculer la probabilité
Piz = Plgi(t) < 0N ga(t,6t) < 0] (4.16)

grace & une méthode de flabilité du premier ordre dite FORM (first order reliability method).
Nous rappelons les éléments essentiels de la méthode dans le paragraphe suivant.

4.2 Approximation FORM du systeme parallele

Considérons le probleme général du calcul de la probabilité

Pr= [ py(y)dy (4.17)

olt y est un vecteur aléatoire réel de densité de probabilité py et R est le sous ensemble de
I’espace des réalisations, intersection de deux domaines de ruine:

R={y,a(y) <00 g(y) <0} (4.18)

On suppose qu'il existe une transformation T' biunivoque de sorte que:
y=T(f) (4.19)

ou f est un vecteur dont les composantes sont des variables aléatoires gaussiennes réduites
indépendantes. La densité de probabilité de f est pg(f) = (27)~"/? exp(—1/2fT1), ol n est la
taille des vecteurs y et f. Les fonctions de ruine ont pour expression dans !'espace des variables
gaussiennes réduites f, également appelé espace normal standard:

Gg.(f) = ¢:(T()) pour 7 = 1,2 (4.20)

L’approximation FORM consiste a linéariser les surfaces de ruine G,(f) = 0 et G,(f) = 0 dans
I'espace des variables gaussiennes réduites, au voisinage de deux points f] et f, dont nous
discutons le choix plus loin. Ainsi au premier ordre,

Gif) . Gif) . VGdE)
IVGEDN VG VG

(f—f) pouri=1,2 (4.21)

dans lequel VG, désigne le gradient de G par rapport aux variables du vecteur f {vecteur ligne
de taille n) et ||x|| désigne la norme euclidienne vxTx. On a encore

_ G

I .
ey = el (4.22)

avec

gi(f: Vi

g Gl6) Ve .
AT AT

et o = —
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fonction §; est la distance de l'origine a 'hyperplan tangent a la surface de ruine G;(f) au point
f; et af est le vecteur unitaire normal a cet hyperplan pointant vers le domaine de ruine du
composant. Remarquons que lorsque le point f7 est choisi sur la surface de ruine du composant
i, alors G;(f]) = 0 et 3, = a,f;; dans ce cas, on montre que 'indice j3; est indépendant de la
formulation de la surface de ruine.

On obtient une approximation de la probabilité P;; en remplagant les surfaces de ruine par
leur hyperplan tangent (voir par exemple [89]):

Py~ ®(—51)®(-52) + /Om ®12(~P1, — B2, p)dp (4.24)
ou
P12 = oot (4.25)

mesure le cosinus de ’angle formé par les normales aux hyperplans tangents, ¢, est la densité
de probabilité d'un couple de variables normales centrées corrélées:

. 1 1?2—‘3prcy+y2)
oz, y,p) = ————==—=exp | — — (4.26
By (- 20

et ¢ est la fonction de répartition associée a la densité de probabilité gaussienne réduite ¢ :

o(z) = [ eg)de (4.27)

1 £
#E) = mexp (‘:2"‘) (428)

Choix des points de linéarisation f7

Du fait de la décroissance exponentielle de la densité de probabilité pg de ’espace normal
standard, dans les directions radiale et ortho-radiale. il est naturel de choisir pour les points
de linéarisation f7. les points les plus proches de l'origine sur chacune des surfaces de ruines
G.(f) = 0. On parle alors de points de fonctionnement (en anglais design points) . Ce choix
représenté sur la Figure 4.2 a 'avantage de faire appel a une technique d’optimisation associée
a une seule contrainte par surface de ruine comme nous le verrons dans le paragraphe 4.3.4. La
valeur du parametre /3; = a.f] porte le nom dindice de fiabilité. Sa valeur absolue || mesure la
distance entre ['origine et la surface de ruine du composant i. Il est positif si 'origine se trouve
dans le domaine de sécurité, négatif dans le cas contraire. Dans le cas d’une fonction de ruine
linéaire. la probabilité de ruine du composant vaut :

Pr = ®(-73) (4.29)

Sil'état limite n'est pas une fonction linéaire des variables aléatoires, la formule (4.29) donne la
probabilité de ruine correspondant a ’approximation de la surface de ruine par son hyperplan
tangent au droit du point de fonctionnement. Nous adoptons cette technique dans les applica-
tions qui suivent. Notons toutefois que Li et Der Kiureghian [81] proposent de linéariser en la

solution. a prior: plus optimale, du programme suivant :

| Minimiser|| f)|

| Gu(f) <0 et Go(f) <0 (4.30)
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Go(f) =0
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Fic. 4.2 - Approxzimation FORM de la probabilité de ruine d’un systéeme paralléele

La solution f~ de ce programme est située sur la frontiere du domaine de ruine du systeme
parallele. Elle peut étre sur les frontieres des domaines de ruine des deux composants, i.e.

G (f)

= 0 et Go(f) = 0 comme c’est le cas sur la Figure 4.2 (point f],), ou bien n’étre située

que sur la frontiere d'un seul de ces deux domaines, par exemple du premier: G;(f*) = 0 et
Go(f") < 0. Dans ce cas, on linéarise Gi(f) = 0 en {5 = f* et Go(f) = 0 en un point £, que 'on

{ (1) 1 P 2 4
choisit par exemple parmi les points suivants:

Le point sur G,(f) = 0 le plus proche de f : 3 sur la Figure 4.3.
Le point intersection de la droite (Of]) et de la surface G,(f) = 0: £}, sur la Figure 4.3.

La solution du probleme
| Minimiser|| f||

] Gi{f) <0 et Go(fi =0 (4.31)

indiquée par le point f7_.

La solution du probleme
. Minimiser || fi (4.32)

ﬁ] — alfﬁ 0 et gﬁ(f) =10

(f;; sur la Figure 4.3) dans lequel on utilise 'approximation linéaire de la premiere
contrainte.

Choix des variables aléatoires

En théorie donc, le calcul de la probabilité de ruine du systeme paraliele (4.16) peut se

faire
faut

a 'aide d’approximations FORM. Toutefois pour appliquer la transformation (4.19), il
connaitre la densité de probabilité conjointe du couple X(t) et X(t + §¢) ou bien celle du
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o f i~ \gzm=o
/AN Gi(f) =0

7 o

O

F1G. 4.3 - Point de linéarisation f,

couple X(#) et X(t) Or ces dernieres sont en général inconnues pour des réponses de structures
non-linéaires a une excitation stochastique. L'idée de Li et Der Kiureghian {81] est d’exprimer le
processus réponse en fonction du processus aléatoire d’excitation sismique, I'accélération au sol,
dont on sait qu'elle peut étre approchée par un processus gaussien centré de type bruit blanc
filtré. La réponse s’obtient par intégration numérique des équations non-linéaires de la dyna-
mique. Dans ce qui suit nous utilisons 1’algorithme de Newmark avec accélération constante,
inconditionnellement stable, associé a une technique de Newton-Raphson pour la résolution
des équations non-linéaires a chaque pas de temps. Il s’agit d’une technique d’intégration par
collocation en temps, transformant un processus discret d’excitation :

1= f(le), fltr), .., flta)] (4.33)

en un processus réponse en déplacement X(t,) et vitesse X(tl) ou t; = 1 x At. Nous reviendrons
precisément sur la technique d'intégration au paragraphe 4.3. Il apparait des maintenant que
par cette méthode, on contourne le probleme difficile de la détermination de la densité de
probabilité conjointe de X(t,+} et X(tl*) a une date donnée t;« grace a l'utilisation des variables
discretes f(#;) gaussiennes indépendantes. La difficulté est rejetée dans le plus grand nombre
de variables f{t;) et une expression de la surface de ruine qui n’est en général plus une fonction
explicite de ces dernieres du fait de la complexité de la transformation de f en (X(i;, X(2:+)).
Nous examinons maintenant cette démarche plus en détail.

4.3 Calcul du point de fonctionnement pour un compo-
sant

Dans ce paragraphe, nous présentons la recherche du point de fonctionnement qui est dans
I'espace normal standard, le point de la surface de ruine du composant G(f) = 0 le plus probable,
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c’est a dire le plus proche de l'origine. Il s’agit de la solution du probleme:

| Minimiser || fij

|G =0 (30

Typiquement, la fonction d’état limite dans 'espace d’origine (X (¢), V) est une fonction expli-
cite. La difficulté réside dans la transformation des variables entre les deux espaces.

4.3.1 Discrétisation en temps des équations dynamiques

Nous supposons que ’équation de la dynamique de la structure se met sous la forme:

Mii(¢) + Cua(t) + Kou + Kyz(t) = rf(t)
a(t) + h(Pu(t),2(t)) = © (4.35)

trés voisine des équations (3.95) ou {3.97). Le vecteur u regroupe les degrés de liberté de dépla-
cement de la structure tandis que les composantes du vecteur z sont des variables auxiliaires
permettant de décrire le comportement des éléments non-linéaires de la structure. Cette formu-
lation est tout a fait adaptée a I'utilisation du modeéle de Bouc-Wen (3.42) pour des éléments
hystérétiques. Dans tous les cas les non-linéarités sont regroupées dans la fonction h(.,.). La
deuxiéme partie du systeme (4.35) s’écrit explicitement de la maniere suivante:

l-
].31,1,,'.’:]L =
2.
PU,ZQ) =

4+ h
72 + h2

(4.36)

S 4+ he(PM,ze) = 0

N

ou P’ est la j*™ ligne de la matrice P.

Les solutions analytiques sont exceptionnelies. On integre ces équations de fagon approchées,
par exemple par la méthode de Newmark avec accélération constante [94] (voir aussi [20}), qui
est une méthode de collocation en temps, i.e. résolvant {4.35) sur un ensemble discret de dates
1,’ :

Mu; +Cu, + Kou; + Kz, = I‘f,‘ (437)
Z,+h(PuZ} =0
ou )
cult) wsalt) u =) \
crrlt) moaal) = flk) (4.38)

Sur chaque pas de temps ]¢,_y, ti[* on suppose ['accélération constante, ce qui méne au schéma
dintégration :

u 1oy + 2 (u; —ui_y) (4.39

i = —Uu. Sl — Ui .
(i )

. . 4 . 4

u;, = —u_y — Z__Zulnl -+ Zt-;(uz ;1)

. . 2

Z; = —Zi.+ E(Zi — Zi1) (4.40)

zZ, = —% 1 zi_1 + ! (z; — Zi-1)

. i—1 At i—1 At2 H i—1
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ou At = t; —t,_1. Injecté dans (4.38), ce schéma fournit une équation non-linéaire a chaque pas
de temps qu’on résout grace a une méthode de Newton-Raphson [20]. On présente & ’'annexe E.1
le détail de I'algorithme.

4.3.2 Processus sollicitation discrétisé

Nous avons vu au chapitre 1 des modeles d’accélération de sol obtenus en filtrant en fré-
quence et en modulant par une fonction temporelle un bruit blanc gaussien stationnaire. Nous
conservons cette approche pour une raison qui apparaitra par la suite, en supposant que le
terme d’excitation figurant au membre de droite de ’équation (4.35) est un bruit blanc B{t)
multiplié par une fenétre temporelle déterministe d'intensité /{t):

£(8) = I{1) B(t) (4.41)

La méthode d'intégration numérique de Newmark est une méthode de collocation en temps.
Elle nécessite la définiton des variables aléatoires f; = f(¢;). Or pour un bruit blanc, f(¢;) est
de variance infinie, ce qui est incompatible avec la méthode FORM que nous présentons par la
suite. Toutefois, f; peut étre cholsi comme la valeur au temps ¢; d’'un processus f(t) dont les
caractéristiques statistiques se rapprochent de celle de f(t). Supposons pour simplifier que le
pas de temps At soit constant. Nous construisons le processus aléatoire:

-~ +w

t=—00

Leay(D) (4.42)

oll les F; sont des variables gaussiennes centrées, indépendantes et de variance o et la fonction

1, _ac, +Q_r{(t) vaut 1 sur l'intervalle [t; — At 4+ %[ et 0 ailleurs. La valeur en ¢; de la fonction
10 PRI i . 20

est parfaitement définie:

fi=flt) = [{t)F (4.43)

C’est une variable aléatoire normale centrée de variance I(¢;)?c%. L'indépendance des f; liée au
caractere de bruit blanc filtré de f(¢) facilite considérablement la mise en ceuvre de la méthode
FORM: le vecteur f = | fi, fo. fa, - - | est gaussien de composantes independantes. Le
passage a l'espace normal standard est alors immédiat puisqu’il suffit de normaliser chacune
des composantes par son écart-type.

On établit facilement que la fonction d’autocorréiation de f est:

{0 si vl > At

I 7.\ F 1
NN I o 4.44
B fit+r)] i IO+ 7)1 - et si |r] < At s

En supposant que /{1 varie peu sur un intervalle de temps Af, on trouve que la densité spectrale

de puissance associée vaut:

,08AL 1 — cos(wAt)
2 (wAt1)?/2

Silw) = I(1) (4.45)

Lorsque Af tend vers zéro, f s'approche d’un bruit blanc gaussien d’intensité At/(2x)o2I(t)?.
Dans les exemples numériques qui suivent, nous avons choisi pour (t) une fenétre rectangulaire
d’amplitude unité et de durée T.
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Une accélération a, dont la densité spectrale de puissance durant les mouvements forts est
donnée par la formule de Kanai-Tajimti {1.5) s’obtient alors de la fagon suivante:

ag{t) = wlug(t) + 2¢wyiy(t)
Ug(t) + 20wty (1) + wzug(t) = Sof'(i) (4.46)

A titre d’exemple, nous envisageons la réponse d'un oscillateur hystérétique dont la non-
linéarité s’écrit sous la forme (3.41, 3.42), excité par un bruit blanc filtré de type Kanai-Tajimi:

i+ 20wott + oawpu + (1 — a)wiz = wiug + 2¢uw,t,
Uy + 20watty + wiu, = 1/ Sof (4.47)

z+h{i,z) = 0

L’équation discrétisée en temps s’écrit sous la forme (4.38):
I 0. | 20wo --2Cw, | . ow? —w? (I—a)ug | _ 0 =
{0 1]””[ SRR e R U e R e Vo

At
i+ h(’ll,;, z) = 0 (448)

ui:{“i} uiz{".“"} ﬁi{..“‘"} (4.49)
Ug, Ug; Ug,

On aura pris soin de choisir des variables aléatoires F; normales centrées de variance unité (z.e.

et . . 9, . / . 228y ¢ 5 .
gaussienne redmtr:*) dans I’équation {4.42) de facon a ce que /=53* f(t) se rapproche d’un bruit
blanc gaussien d'intensité Sy lorsque At tend vers zéro.

aved

4.3.3 Intégration des équations

Nous montrons dans ’annexe E.1 qu’a chaque pas de temps ;, on doit résoudre une équation
implicite de la forme:

AX, X, 1) = L{fi, fier. X)) (4.50)

ou XI = |r u? 27 ol 7 ] est le vecteur approché des déplacements et vitesses au temps
t;. A est une fonction non-linéaire et £ est une forme linéaire. La solution de ce probleme
implicite non-linéaire s’obtient par une méthode itérative de Newton-Raphson au cours de
laquelle, on calcule le gradient Vx, A de P'opérateur A par rapport au vecteur X;. Nous verrons
au paragraphe 4.3.4 que ce gradient calculé en la solution permet d’obtenir les sensibilités de
la réponse aux variations du vecleur d’excitation 7 = fisfon f3.0 )

4.3.4 Algorithme de recherche du point de fonctionnement

Nous calculons le point de fonctionnement, solution du probleme de minimisation (4.34)
grace a l'algorithme dit HL-RF (Hasofer et Lind [64], Rackwitz et Fiessler {103]) modifié (Liu
et Der Kiureghian [84], Zhang et Der Kiureghian [140]), présenté a I'annexe F et pour lequel
nous avons développé un programme Fortran. L’algorithme repose sur le calcul du gradient de
la fonction G(f). Rappelons que ’état limite s’exprime par une fonction G du vecteur d’état
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u(t) de la structure, solution de ['équation dynamique (4.35). Par exemple, pour 'oscillateur
hystérétique (4.47}, nous définissons pour état limite un seuil de déplacement :

Glu(t)) = b — u(t) (4.51)

Bien stir, puisque nous ne disposons que d'un ensemble discret de valeurs de u(t) aux temps t,,
nous ne possédons qu'un ensemble discret de fonctions de ruine:

L’état limite exprimé dans I'espace des variables d’excitation f s’obtient par la transforma-
tion (4.20}):

G.(6) = G (ul) = b—wlf) = b—wlfir fov s fivo ) (4.53)
Pour calculer le taux moyen de dépassement du seuil au temps t; par la formule (4.13), nous
utilisons les deux comnposants {4.14) dont le premier s’écrit clairement ici:

g=u; —b (4.54)
Pour le deuxiéme, nous avons le choix de fixer §t = t;,; — t; auquel cas
g2 = b — uipy (4.55)
ou bien nous utilisons la formule (4.15) et
g2 = b—u, — ;8 (4.56)

qui permet de choisir un 8¢ plus petit que { = #;,; — t;. Toutefois, nous avons constaté que pour
des &1 trop petits, les deux surfaces de ruine g; = 0 et go = () sont trés proches 'une de 'autre
et le calcul de la probabilité (4.16) est sujet a des erreurs numériques. Dans la pratique, nous
avons donc utilisé la formule (4.53).

Nous cherchons les points de fonctionnement associés aux surfaces de ruine gy =0 et go =0
dans l'espace normal standard des variables f = [fi, fo,..., f;,...]. L’algorithme présenté en
annexe I' fait appel au gradient Vyg, de la fonction de ruine par rapport au vecteur des
variables aléatoires f,. Dans notre exemple, ces fonctions sont linéaires en u; (voire aussi en ),
si bien que Je gradient Vg g; est une expression linéaire du gradient Vg u;. Notons que puisque

Juy _

le systeme est causal. u; ne dépend que de excitation antérieure a ¢;, donc 57 0 des que

J > 1. Rappelons que pour un vecteur d’excitation f donné, la solution discrete en temps vérifie:

A(X Xio) = LS, fion, Xia) (4.57)
En différentiant cette équation par rapport a la variable f; (voir 'annexe (E.2)) on obtient:
8X£ 8X;-1 ({}Xi-l
VxA—— = L{6;;. 815, —F7—) = Vx._,A—4 4.58
XAy = b ) - Y Ay o

ou les gradients de la fonction non-linéaire A, ¥V x A et Vx,_ A sont pris respectivement aux

points de la solution X, et X, _;. Les sensibilités de la solution au pas de temps ¢; par rapport
axX,
ar, °
est lui méme une fonction linéaire des sensibiltés de la solution au pas de temps précédents

aux variables f;, sont solutions du probléme linéaire (4.58) dont le membre de droite

g%(—;:—l». Ainsi si les a{g}‘“ﬂ‘- pour j < 7 — 1 sont connus, on obtient facilement les %L pour 7 <1
- ) M
(rappelons que %* = () pour 7 > 1). A cet effet, on ne factorise Vx, A qu’une seule fois. Les
2 el S,

sensibilités de la réponse aux variations du vecteur d’excitation s’obtiennent ainsi de proche en
proche.
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4.4 Exemples d’application

A titre d’illustration, nous présentons les résultats du calcul! du point de fonctionnement
et du taux moyen de dépassernent pour divers oscillateurs sollicités par un bruit blanc filtré de
type Kanai-Tajimi (4.47) pour sol dur. Les parametres du filtre sont :

So=1.248 % 107° w, = 67rad/s (, =0.6 {4.59)

L’accélération maximale d’entrainement (a, = wlu, + 2(,wyt,) qui en découle est d’environ

1m/s?. Nous avons choisi une fenétre temporelle /(t) (¢f. équation (4.42)) rectangulaire, d’am-
plitude unité et de longueur T' = 20s.

4.4.1 Oscillateur linéaire

Nous choisissons un oscillateur linéaire de fréquence fo = wo/27 = 2Hz (i.e. Ty = 0.5s),

d’amortissement (o, = 5%. Dans les équations (4.47), on choisit donc o = 1 et h(u,z) = —1.
Soumis a 10000 réalisations de la sollicitation décrite précédemment, il présente un déplacement
maximal moyen 4/'" _ = 0.01555m (pour un c.d.v. (3.6) de 0.2%).

Pour une fonction de ruine linéaire et un oscillateur linéaire, la fonction de ruine est une
expression linéaire des sollicitations f,. L’approximation FORM des surfaces de ruine est donc
exacte et aux erreurs numeériques pres, on obtient la valeur exacte de la probabilité de ruine du
systeme parallele (4.16).

La Figure 4.4 (& gauche) montre le point de fonctionnement a I'instant ¢ = 5s pour I'état
limite défini par u = 4/ . 1l s’agit de la sollicitation minimale f qui améne le systeme a la
ruine a 'instant ¢ = 5s. On constate qu’évidemment, au dela de 5s, la sollicitation f(¢) du
point de fonctionnement est nulle puisqu’elle n’a pas d’influence sur la ruine a 'instant ¢ = 5s.
A droite de la méme figure, nous avons représenté la réponse u de 'oscillateur & la sollicitation
de fonctionnement.

Les points de fonctionnement aux instant f et t+4t nous permettent de calculer le taux moyen
de dépassement selon la formule {4.13) (avec 6t fixé valant 0.01s). La Figure 4.5 représente
les taux moyens de dépassement ainsi obtenus pour quatre niveaux de seull indiqués sur le
graphique de droite. On constate que 'oscillateur atteint un régime stationnaire aprés environ
cing secondes (ou une dizaine de cycles). Le graphique de gauche détaille la phase transitoire.
Les oscillations du taux moyen de dépassement sont dues a la nature vibratoire de I'oscillateur.
Elles sont représentées avec précision sur le graphique: pour les premieéres secondes, nous avons
calculé le taux moyen de dépassement toutes les 0.05 secondes. Toutefois, seule I'intégrale de
ces courbes nous intéresse pour estimer la probabilité de ruine de V'oscillateur sur la durée
d’excitation (T = 20s), si bien qu’un calcul toutes les secondes aurait suffi.

Le Tableau 4.1 montre la comparaison des probabilités de ruine de l'oscillateur linéaire
pour différents seuils d’état limite. Nous avons reporté les résultats des simulations de Monte-
Carlo et ceux obtenus grace au taux moyen de dépassement. Rappelons que I’hypothese selon
laquelle la probabilité d’'un dépassement est tres nettement supérieure a la probabilité de deux
dépassements ou plus n’est vérifiée que pour des seuils élevés, i.e. pour de faibles probabilités
de ruine. On constate en effet sur le Tableau 4.1 que la borne supérieure de la probabilité de
ruine { E[N(t)] = [T v(t)dt) ainsi que P’estimation de cette méme probabilité, compte tenu de

1. Nous avons d’abord testé les algorithmes de recherche du point de fonctionnement et de calcul du taux
moyen de dépassement en utilisant le logiciel CALREL de PUniversité de Californie & Berkeley, puis nous avons
élaboré notre propre logiciel.
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Point de fonctionnement (excitation f)
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I’hypothése ot le comptage des dépassements est un processus de Poisson (1 —exp (—E[N(1)]})
sont d’autant meilleurs que le seuil est éleveé. On obtient de tres bons résultats dés que ce seuil
dépasse le le maximum moyen de la réponse 4/ _ de 20%.

max

état limite | simulations de Monte-Carlo FORM
(mode de ruine) Pr(T) c.d.v. nombre de tirages | fJ v(t)dt | 1 —e” Jo vinet
maxgaer u(t) > &1 0.432 5% 528 0.874 0.583
maxoc;<7 w(t) > 116 | 0.257 5% 1161 0.396 0.327
maXec;<r u(t) > 1.2¢%" 1 0.131 5% 2651 0.167 0.154
maxocier U(l) > 13600 | 0.0591 5% 6384 0.0657 0.0636
Maxoerer u(i) > 1568 1 0.00785  11% 10000 0.00815 | 0.00812

TAB. 4.1 - Comparaison des méthodes de Monte-Carlo et FORM pour loscillateur linéaire

4.4.2 Oscillateur hystérétique

A titre d’exemple, nous dimensionnons un oscillateur élasto-plastique parfait associé a 1'os-
cillateur lin€aire précédent pour un coefficient de comportement g = 3. Le spectre élastique
AFPS Sy pour sol dur prévoit une pseudo-accélération 0.75/7p = 1.5m/s?. L’effort de di-
mensionnement de 'oscillateur élasto-plastique est donné, quant a lui, en terme de pseudo-
accélération par le spectre de dimensionnement divisé par le coefficient de comportement et
vaut en l'occurrence 1.12,/(T02/3q0) = 0.593m/s%. Le coeflicient de comportement réel vaut donc

g = 1.5/0.523 = 2.53. Nous définissons alors une limite élastique pour l'oscillateur élasto-
plastique parfait z, = @l _/q = 0.01555/2.53 = 6.146 x 107%. Sur la base de cette limite

élastique, nous étudions trois oscillateurs répondant a différents modeles de Bouc-Wen :
iy lilz T B2 2P -AE=0 (4.60)

Les parametres des trois oscillateurs sont indiqués dans le Tableau 4.2

cas | « ~ Jé} n | A | type d’oscillateur
1 1050 1/2z, | 1/2z, | 1 | 1 | acier “écroui” (faiblement hystérétique)
2 1004 )1/22, 11/2z, | 1|1 | acier
3 0.02]1/22) |1/2z0 | 5| | | presque élasto-plastique parfait

TAB. 4.2 - Parameétres des trois oscillateurs de Bouc-Wen testés

Sur la Figure 4.6, nous avons représenté la densité de probabilité du maximum de la réponse
sur une durée d’excitation de 20 secondes, obtenue grace a 20000 simulations de Monte-Carlo,
pour loscillateur linéaire précédemment étudié et 1'oscillateur hystérétique No 3. On constate
que la densité de probabilité du maximum de la réponse hystérétique est beaucoup plus dispersée
que son correspondant linéaire et que 'allure des queues de distribution est assez différente. Ceci
justifie ’étude fine des valeurs extrémes de la réponse non-linéaire que nous rapportons dans
ce chapitre. Par simulations, nous avons obtenu les déplacements maximaux moyens indiqués
dans le Tableau 4.3. Ils sont tous compris entre les deux valeurs prévues par le reglement:

B=Umar/2y = 3P+ 1 = 1.36 et p = g = 2.53.
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oscillateur No i 1 2 3
Eltmas) | 1.982, | 217z, | 219z,
TAB. 4.3 - Déplacements mazimauz moyens pour les trois oscillateurs hystérétiques
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FiG. 4.6 - Densite de probabiliteé de la réponse marimale d’oscillateurs lineaire et hystérétique

Sur les Figures 4.7, 4.8 et 4.9, nous avons représenté le point de fonctionnement de chacun
des trois oscillateurs hystérétiques, correspondant a la surface de ruine g = a?2* — u(t = 10s).
Sur chacune de ces figures, le point de fonctionnement est représenté en haut a gauche en termes
du vecteur d’excitation f(t). En haut a droite figure la réponse temporelle en déplacement u(t)
et en force au(t) + (1 — a)z(t). Les cycles d’hystérésis sont présentés en bas a gauche. Enfin,
en bas a droite sont tracés les taux movens de dépassement en fonction du temps, pour trois
seuils a chaque fois, définis en termes de ductilité g = b/z,. lls correspondent aux fonctions de
u(t).
on déduit une estimation de la probabhilité de

ruine des composants au temps ¢: g(t) = pz, —

Des taux movens de dépassement de seuil,
ruine sur ['intervalle de temps {0, 20s]. Les résultats sont inscrits dans les Tableaux 4.4, 4.5 et
4.6. On constate que la présente méthode convient tres bien pour loscillateur No 1, moyenne-
ment hystérétique et pour de faibles probabilités de ruine. Pour les oscillateurs No 2 et 3, plus
franchement hystérétiques, la méthode approchée donne le bon ordre de grandeur de la proba-
bilité de ruine pour des ductilités limites de 2.53 et 3.00. Toutefois, les résultats sont bien moins
bons pour une ductilité limite de 4.00. Cela est probablement du a une plus grande courbure
de la surface de ruine du composant & Uinstant ¢: g(¢) = b — u(?). L’approximation FORM de
la surface de ruine est alors moins bonne. 1l existe d’autres méthodes d’approximation de la
surface de ruine du composant donnant une expression analytique de la probabilité de ruine
du composant, notamment une méthode quadratique, dite SORM (Second Order Reliability
Method). Ces méthodes sont bien entendu plus lourdes a mettre en ceuvre et requierent un
plus grand ordre de dérivabilité {que le modele de Bouc-Wen ne possede pas) des équations
non-linéaires.
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FiG. 4.7 - Point de fonctionnement at = 10s el taur moyen de depassement pour Uoscillateur

hystérétique No 1 [acier écroui)

état limite simulations de Monte-Carlo FOR}\T_V
(mode de ruine) Pr(T) c.d.v. nombre de tirages | [J v(t)dt | 1 — e~ Jo vy
maxXo<i<r u(t) > 2.00z, | 0.437 5% 517 0.872 0.582
maXgci<T U(t) 2 2532, | 0.0654 5% 5720 0.0936 0.0833
maxp<;<7 u(t) > 3.00z, | 0.00687 9% 16000 0.00836 0.00832

TAB. 4.4 - Comparaison des méthodes de Monte-Carlo et FORM pour ['oscillateur No 1 {acier

eerout)
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10s et tauzr moyen de dépassement pour ['vscillateur

f état limite simulations de Monte-Carlo FORM

| (mode de ruine) Pr(T) c.d.v. nombre de tirages | [J v(t)dt | 1 —e” Jo et
maxgcr< u{t) > 2.53z, | 0.266 5% 1110 0.225 0.202
maXo<r<r u{t) > 3.00z, | 0.108 5% 3316 0.0458 0.0448

| maxec<r u{t) > 4002, | 0.00758 8% 20000 0.00119 0.00119

TAB. 4.5 - Comparaison des méthodes de Monte-Carlo et FORM pour Uoscillateur No 2 (acier)
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FiG. 4.9 - Point de fonctionnement at = 10s et laur moyen de dépassement pour ['oscillateur
hystéretique No 3 (presque élasto-plastique)

état limite simulations de Monte-Carlo FORM
(mode de ruine) Pr(T) c.d.v. nombre de tirages | [y v(t)di | 1 — e~ Jo vt |
maxoci<r U(t) > 2.53z, | 0.346 5% 361 0.370 0.309
maxpcr<r u(t) > 3.00z, | 0171 5% 1523 0.0879 0.0842
maxpcicr u(t) > 4.00z, | 0.031 5% 12139 0.00331 0.00331

TaB. 4.6 - Comparaison des méthodes de Monte-Carlo et FORM pour l'oscillateur No 3
(presque €lasto-plastique)
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4.5 Conclusions et perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous avons esquissé la présentation d’une technique tres générale
de calcul de la fiabilité de systemes non-linéaires soumis a une excitation stochastique. Elle
donne des résultats tres encourageants en termes de probabilités de dépassement pour le calcul
des valeurs extrémes atteintes par des oscillateurs hystérétiques excités par un bruit blanc
filtré. Son extension a des systemes plus complexes est immeédiate. Dans ce chapitre. nous nous
sommes contentés d'une analvse dans laquelle la structure est déterministe. Il est cependant
tout a fait possible de tenir compte de 'incertitude pouvant porter sur les caractéristiques
mécaniques des matériaux.



Conclusion générale

Nous avons présenté tout au long de ce mémoire des outils de calcul permettant d’appréhen-
der le comportement des structures du génie civil soumises a des sollicitations de type sismique.
Nous avons mis ['accent sur la réponse des ponts en prenant en compte, dans un premier temps,
la variabilité spatiale du mouvement sismique. Nous avons mené une étude de sensibilité des
ouvrages d’art a de petites variations spatiales de 'onde sismique grace a une méthode de
spectre de réponse pour structures linéaires multi-supportées et nous avons donné des outils
permettant un calcul rapide utile lors de la conception, au stade des choix structuraux. Pour les
variations spatiales grandes et incertaines nous avons proposé un algorithme efficace permettant
de déterminer la sollicitation la plus défavorable.

Nous avons consacré la deuxeme partie de notre travail a la réponse non-linéaire des ouvrages
d’art en tirant partie de la localisation des non-linéarités potentielles. Nous avons élaboré une
méthode approchée de spectre de réponse non-linéaire en nous appuyant sur des techniques
de linéarisation stochastique équivalente et sur une techmique de synthese modale adaptée.
Elle présente 'avantage de tenir compte du caractere aléatoire des sollicitations sans avoir
recours a de colteuses simulations de Monte-Carlo et de ne faire appel qu’a une seule analyse
modale de la structure complete. Enfin, dans la perspective d’explorer les valeurs extrémes de
la réponse, nous avons exposé une technique de calcul de fiabilité de structures non-linéaires
sous sollicitations stochastiques.

Ces outils doivent permettre a l'ingénieur d’aborder de fagon rationnelle le probléeme du com-
portement sismique des ouvrages d’art, en tenant compte de la variabilité spatiale des ondes
sismiques ainsi que du comportement non-linéaire des matériaux sans avoir recours systéma-
tiquement a des simulations de Moute-Carlo. Les outils proposés permettent ainsi de mener a .
bien des études de sensibilité a cotlt réduit.

Les outils développés sont purement numériques. Pour les valider, il conviendra dans 'avenir
de les confronter aux enregistrements sismiques qu’on pourra rassembler sur les ouvrages d’art.



138 CHAPITRE 4. FIABILITE DES SYSTEMES NON-LINEAIRES



139

Annexes






141

Annexe A

Rappels de vibrations aléatoires

A.1 Rappels d’analyse spectrale

Nous rappelons ici, queiques résultats d’analyse spectrale pour des processus aléatoires
stationnaires. La fonction d’auto-corrélation du signal stationnaire u(t) se définit comme suit :

Ru(7) = Efu(t)u(t + 7)] (A.1)

ou E désigne 'espérance statistique. C’est une fonction paire de T qui, dans le cas stationnaire,
ne dépend pas de t. La fonction de corrélation croisée entre deux signaux stationnaires u(t) et
v(t) est:

Ry (7)) = Eu(t)v(t + 7)) = E [u{t — 7)v(t)] (A.2)

En dérivant deux fois par rapport a la variable 7 'un ou 'autre des membres de droite, on
obtient :

dR,, d* Ry, d* Ry,
dr (T) - —R{w ) RU?'-" - dr? (T) - Ruy ) Rdiy - dr?

R, = (1) (A.3)
Si u(t) et v(t) sont obtenus en filtrant des signux z(t) et y(t) respectivement par h (t) et h,(t),
i€

+0o0 -0
u(t) = ﬁw he(s)z(t —s)ds et w(t) = /“C hy(s)y(t — s)ds (A.4)

alors

+oo +oo
R..(T) = / hy(8)Rey(T — s¥ds , Ryl(r)= / ha($)Rey(T + 3)ds (A.5)

- —0

+C0 +00
Ry (1) = /_ /_ ha(s1)hy(s2) Ray(T + 51 = s2)ds1ds; (A.6)

Pour des signaux u, v réels, la densité spectrale de puissance ponctuelle S, (w) est une fonction
paire et positive; la partie réelle de la densité spectrale de puissance croisée 5,,(w) est paire,
sa partie imaginaire est impaire. Par transformée de Fourier, on définit la fonction de transfert
h(w) et les densités spectrales de puissance ponctuelle S,(w) et croisée S, (w):

+00 ) +oo . 400 ,
hw)= [ hBemdt |, Su(w) = 51?/_% Ru(r)e™ ™ dr | Sp(w) = 33;/_00 Ruo(7)e™ dr
(A7)
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Par transformeée de Fourier inverse, on obtient les fonctions d’origine :

1 +00 -+ OO X + 00 .
W)= — [ h(w)e“de | RH(T)zf Su(w)e do _Rw(r)zf Su(w)e™ du

("
&7 J =00 —00

- (A.8)
On montre facilement les identités tres utiles suivantes:
Suwlw) = hz(_"")hy(w)sxy(w) ; Sulw) = Ihr(szSI(W) (A.9)
avec en particulier
Silw) =8, (w) , Silw) = w'S,(w) (A.10)

A.2 Technique d’intégration des densités spectrales de
puissance

A titre indicatif, nous rappelons la technique d’intégration des densités spectrales de puis-
sance proposée par Zerva [135]. On cherche a estimer numériquement l'intégrale

1:]0 G(w)dw (A.11)

ou (+(w) est une fonction éventuellement complexe, continue et intégrable. Il s'agit typiquement
du produit d’une fonction tres régulicre, commme la densité spectrale de puissance (ou densité
spectrale de puissance croisée) d’accélération du sol, par des fonctions de transfert hx({w) =
Wi —w?+ Qiﬁkwkw}_l. La fonction G(w) présente donc des pics au voisinage des pulsations w.
Typiquement, en dehors des intervalles [wi(l — 5¢),wi(l + 5¢)], G(w) varie lentement. On
subdivise 'intervalle [0, +0o[ en une union d’intervalles

{O,wk(l — 5(;;){ U... U [w;g_l(l + 5Ck—1 ).wk(l -_ SC,L;)[ J [wk(_l - SCk),wk(l -+ 5@){ U...
U foel(T +5Ck), +o0]

(A.12)
en les réduisant éventuellement pour qu’ils soient disjoints. Pour ne pas tronquer arbitrairement
I'integrale, on transforme le domaine d’intégration [0, +o0{ en {0, 1] par

1 1

rm e w=io (A.13)
]~+—u) x

L'intégrale s'écrit ainsi
Lo da {
i :/ Glifz —1)= (A.14)
0 T
On effectue alors une intégration aux points de Gauss (entre 20 et 40) sur chacun des intervalles
de (A.12) transformés par la relation {A.13).

A.3 Facteur de pic

Le facteur de pic relie I’écart-type d’un processus gaussien stationnaire a moyenne nulle 3
I'espérance de son maximum sur une durée 7.

E [qu}x I:r(t)]] =p-0; (A.13)



A.3. FACTEUR DE PIC 143

Pour que ce facteur de pic ait un sens pour la réponse d'un oscillateur, il faut donc que cet
oscillateur ait atteint un régime stationnaire et donc que la durée T soit plusieurs fois plus
grande que sa période propre. En s’appuvant sur la fonction de répartition du maximum atteint
par le processus pendant une durée 7', calculée par Vanmarcke [119]. Der Kiureghian [42] donne
une formule approchée du facteur de pic:

{ 1.253 + 0.2090, T 0< T <21
P=19 (2inun.T)/?+ U372 __ 9 <7 <1000 (A.16)
B D) Gy M ST S
avec
y 28 0<é<0.1
Ye =] (1.636%% —0.38) 0.1 <6 <0.69 (A.17)
v 1 069<46<1

dans lequel v est le nombre moyen de passages du processus par la valeur 0 par unité de
temps et comme rappelons le, il s’agit d’un processus a moyenne nulle, c’est aussi le nombre de
demi-cycles du processus par unité de temps. Il est donne par la formule de Rice [104)

1/ \'? _
v= = (ﬁ) (A.18)

s

v., appelé nombre réduit de demi-cycles par unité de temps [42], représente un taux équivalent
de franchissements indépendants de la valeur 0. Il tient compte du facteur de forme §, mesurant

la largeur de bande:
/\2 1/2
5= (1 ! ) (A.19)

YW

Les moments spectraux \,, apparaissant dans les formules précédentes s’expriment a partir de
la densité spectrale de puissance a droite G(w) du processus (G (w) = 25;(w) pour w > 0):

+o0 .
A :/0 W™ G de (A.20)

On trouvera dans [42] des expressions analytiques exactes et approchées des moments spectraux
Am pour m = 0,1,2 pour des signaux réponses d'oscillateurs harmoniques a un bruit blanc
gaussien et & un bruit blanc gaussien filtré de type Kanai-Tajimi. Notons également qu’il existe
une notion similaire de facteur de pic ¢ pour I’écart type du maximum du processus:

Tasp lz(t)) = 9 T (A?l)

Der Kiureghian [42] en donne une expression approchée:

{ 0.655 + 0.00161, T 0<wT <21 .
T iy - 2.2 <vT < A.22)
Gl 7 133 2hnTpe >t svl =100

On trouvera dans [51] une analyse numérique détaillée de ces facteurs de pic.
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Annexe B

Compléments sur la variabilité spatiale

B.1 Indice de courbure du sol

Dans ce paragraphe, on définit un indice de courbure pour les déplacements du sol et
on montre que 'ordre de développement de la fonction de cohérence retenu pour la formule
approchée (2.45) ne permet pas de tenir compte d'une éventuelle courbure du sol. Supposons
pour simplifier que la vitesse apparente de propagation des ondes soit infinie (on obtiendrait
un résultat similaire si elle ne 1’était pas). Le coeflicient de corrélation des déplacements des
points A et B séparés d’une distance d s'écrit:

J22. eap [~ (awd)’] Su(w)dw
pUAUB - f-(_)ooo Su(w)dw

(B.1)

En utilisant seulement les deux premiers termes du développement de Taylor de la fonction

exponentielle, on a:
Mgz

Pusun = 1 = (ad)’

(B.2)

Mg

dans lequel mn,, est le moment spectral m, = [7_ w"S,(w)dw. On définit un indice de courbure
a ’abscisse x sur la ligne définie par les appuis du pont:

u(z +d) — 2ulz) + u(z — d)
42
Cet indice est véritablement un estimateur de courbure si les déplacements considérés sont

transverses ou verticaux. Pour des déplacements longitudinaux, il s’agit d’'un estimateur du
taux de variation de la déformation longitudinale du sol. En effet, la limite lorsque la distance d

tend vers zéro de §2(z) est la dérivée seconde du déplacement par rapport a z. I.’espérance du
champ aléatoire §,(r) est manifestement nulle et en supposant que la variance du déplacement
o? est homogene (i.c. indépendante de =) on obtient :

[S*]

I lod a
E [(52)2] =5 (0 = 4puicrdiniz) — Wue)u(z-a) T+ 2pu(x+d)u(:r—d)) (B.4)

En utilisant (B.2) on trouve que E [(§;)?] = 0, ce qui signifie qu'un développement limité (B.2)
de la fonction de cohérence ne retient au sens des moindres carrés qu’'une variation affine en
espace du déplacement du sol. On comprend qu’ainsi la formule approchée (2.45) ne soit valable
que pour de petites variations spatiales du mouvement sismique.
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B.2 Erreur de troncature

Dans ce paragraphe. nous examinons 'erreur de troncature pour la somme quadratique des
efforts tranchants en pied de piles, dans le cas d’accélérations de sol partiellement corrélées en
espace. Supposons que les contributions modales ne soient pas corrélées (psrs: = 0 for r # s)
mals prenons en compte les corrélations partielles des accélérations aux appuis (pSZS{ # 0 en
général), on obtient:

NS " NS
Y El B’ = [ > P:kzk:K!f,ikaf.ik’jl Zas (B.5)
=1 kb =1
NM NS
+ Psi st (M ey (Meyerryer) Aleor, gr)z

d’ou 'on tire 'erreur de troncature

NAM NS \ /NS ) ., ‘
EPTN M = Z ( Z Pfrk’)/rk’,l)s;s;,) (Z"}’r1> Jq(wr’gr)‘ (BG)

r=NM'+1 \kk'=1 i=1

Or, nous avons la majoration

NS NS
> VrkYek! PalsT | S > ekl Prew] (B.7)
k k=1 kok'=1

La forme quadratique du membre de droite est associée a la matrice symétrique NS x NS:

] i
= b o ] (B3)
1 i 1 1

qui possede les deux seules valeurs propres 0 et NS. On en déduit que la forme quadratique
est majorée par NS {ois la norme Euclidienne:

NS NS
I AVEN N\ A2 ‘
E Yokd Pyew] < NS X 2 Trk (B.9)
kki=1 k=1

A son tour, 'erreur de troncature est majorée par:

NM NS “
i s 3 NS x (1353 ) A6 (B.10)
r=NAM41 i=1
ou encore,
/NS 2
-~ o =T - N2 N \
erryap < NS x (Z R, MSR!:> Alwnn, (vm) (1 = r71) (B.11)
k=1

Ceci montre, une nouvelle fois,qu’il est judicieux de prendre suflisamment de modes pour que
le ratio rpy soit proche de 1.
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Annexe C

Présentation sommaire des ouvrages
étudiés

On présente ici les caractéristiques générales des principaux ouvrages étudiés dans ce docu-
ment & titre d’illustration. !

C.1 Pont sur le Gave de Pau a Lourdes, solution béton
précontraint

[.e tablier mono-caisson en béton précontraint est encastré sur les piles P, et ;. Il est libre
de glisser longitudinalement sur la pile Py et sur les culées. Il est bloqué latéralement sur tous
les appuis. Les piles sont formées de deux futs. Les sites correspondant aux appuis sont indiqués
dans le Tableau 2.1. On trouvera de plus amples détails sur la conception parasismique de cet
ouvrage pour cette solution et celle présentée au paragraphe suivant dans les références [40, 122].

C.2 Pont sur le Gave de Pau a Lourdes, solution mixte

Cet ouvrage, qui a finalement été retenu pour construction, se distingue du précédent par
un tablier en ossature mixte qui lui donne une plus grande légereté. Le chevrétre en téte de
pile a été supprimé (c¢f. Figure C.2). Les fits des piles forment donc un systeme trés souple,
propice a un bon comportement sous séisme. La Figure C.3 représente un schéma simplifié de
la section transverse en pied de pile centrale (F;) ainsi que la relation moment courbure pour
chargement monotone. Les caractéristiques des matériaux sont rappelées sur la Figure C.4.

C.3 Pont d’Evripos

On trouvera dans les références [123, 9] une étude du dimensionnement parasismique de
cet ouvrage. Le tablier de ce pont a haubans est une dalle de 45cm d’épaisseur sur 14m de

large, précontrainte en certains endroits. Les caractéristiques principales apparaissent sur la
Figure C.5.

1. Les données concernant le pont sur le Gave de Pau et le pont d’Evripos nous ont été aimablement fournies
par le SETRA, celles du viaduc de Carriéres par GTM-TP
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C.4 Viaduc de Carrieres

Situé en région Parisienne, le Viaduc de Carrieres sur Seine (Figure C.6) n’a pas fait I'objet
de dimensionnement parasismique. Nous avons utilisé cet ouvrage pour illustrer le compor-
tement (élastique) du tablier en réponse a des mouvements de sol verticaux, variables dans
I'espace.

Fic. C.6 - Viaduc a cing travees de Carriéres sur Seine
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Annexe D

Compléments sur les spectres de
réponse pour structures a
non-linéarités localisées

D.1 Actualisation des vecteurs propres du systeme li-
néaire équivalent |

Dans cette section, nous présentons un algorithme permettant de calculer les propriétés
modales du systeme lin€aire équivalent dans le cas ou celui-ci est constitué du systeme linéaire
relaxé auquel on ajoute des ressorts et des amortisseurs équivalents au droit des connexions.
Les éléments linéaires équivalents sont ajoutés un a un et a chaque étape les propriétés modales
sont évaluées sur la base des vecteurs propres de I'étape précédente. Ce procédé est intéressant
lorsque le nombre de modes propres retenus du systeme linéaire relaxé est important et qu’une
analyse modale compléte du systeme réduit (3.80) se révele cotiteuse.

Supposons connus les vecteurs propres formant la matrice modale

s {(m) 5 {m) 5 (m) 5 (m)
o7 = ] (D.1)
et les valeurs propres ugm),ugm),...,yg’;& du systeme linéaire relaxé auquel on a ajouté m,

ressorts équivalents et m, amortisseurs équivalents (m = m, + m,). En d’autres termes, avec:

0 id
(m) _ ,
Ac [ Id dmg{‘Z(lw,} -+ Z?:ﬁl aﬂ—‘k!g‘klo,k ji (DH)
et 4
{m) _ .
B,W = [ 0 diag{w?} + 7, ar,klf’klo‘k ] (D.3)
on a:
A pm +BME™ = o (D.4)

A — g (D.5)
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léme

Lorsqu’on ajoute une m + connexion, les matrices du systéme sont modifiées de la fagon

suivante :

- Pour un ressort supplémentaire de constante «, et de vecteur lien 1, = 19

0 0
A&m-{-l) — jxém) et Bgm-f-l) o B&m) + l: 0 o ]Tl } (DG)

- Pour un amortisseur supplémentaire de constante o, et de vecteur lien 1, = 1®

0 o

(m+1) __ {m)
A=A [ 0 el

} et Bi™ =B (D.7)

Comme le suggerent Hallquist and Snyder [56], on peut exprimer chaque nouveau vecteur propre
¥ associé a une nouvelle valeur propre A sur la base des anciens vecteurs propres:

@ =47z (D.8)

AAUHD L B ™ = 0 (D.9)

.. . . = (m)T .
En injectant (D.8) dans (D.9) et en multipliant a gauche par ‘Il( ) , on obtient:

AT A g™ L G TR0 ] 7 2 g (D.10)
]
soit encore
1. Pour un ressort supplémentaire:
Ald — gl +a,UTU|Z=0 (D.11)

L
8

2. Pour un amortisseur supplémentaire:

L\ld ~ ™ + 2, UTUlZ =0 (D.12)

|

U=]0 10}\11(

avec
m) {m)

={o12|¥ (D.13)

On peut alors montrer (cf. {101]) gue la nouvelle valeur propre A et les coordonnées Z; du

vecteur propre w sur les anciens vecteurs propres 1,1; k ! vérifient le systeme:

Z Z Z —a, "M UL Zy  (ressort)
o mh L {mjy&2 {m} 2NM s 2k k Y
(/\ Hl ) L/*I - (A /“LQ )[ q - - ()\ #ENM) I' oM { )\Qd ZZNM Uka (a,mortisselll‘)

(D.14)
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ot

qui conduit a I’équation caractéristique:

1 2NM (f;:?
— + - =0 (Tessort’ (D.15)
- kZ:‘,l pysn ( ) (
1 2NM UZ
—+ Y E =0 (amortisseur) (D.16)

)\O(d k:]’\_ﬂk

qu’on peut résoudre numeériquement en utilisant par exemple un algorithme de Newton-Raphson.
Notons que si le systeme est peu modifié par 'apport de ’élément linéaire équivalent, il est
particulierement efficace de démarrer I'algorithme a partir des anciennes valeurs propres ,uLm).
Ainsi, & pour chaque nouvel ensemble d’éléments linéaires équivalents, on aura intérét a ajouter
Pincrément de ressort et 'incrément d’amortisseur de chaque connexion au systéme linéaire
équivalent précedent, plutot que d’ajouter au systeme linéaire relaxé les nouveaux ressorts et
amortisseurs équivalents. Les variations de valeurs propres seront ainsi a priori moins grandes

et 'algorithme convergera plus vite. Notons que si Uy = 0, alors A = uj est une nouvelle valeur
propre, solution de (D.14), associée a I’ancien vecteur propre :Z;Ef"’ qui figure donc dans la liste
des nouveaux vecteurs propres. En d’autres termes, ce couple valeur propre - vecteur propre
n’est pas affecté par les nouveau ressort ou amortisseur. Une fois obtenues les solutions A de
I'équation caractéristique (D.14), les composantes des nouveaux vecteurs propres sur la base
des anciens sont trivialement : U

k

o=
* /\_‘,U.k

(D.17)

Lalgorithme fonctionne tel quel, si les valeurs propres a I’étape (m) sont toutes distinctes.

En cas de valeur propre multiple, on utilisera le résultat suivant [55]: si ,ufcm) est une valeur

propre de multiplicité 5 + 1, i.e. ,uim) = ,uﬁ_)l = o= ui’z;, alors I'adjonction d’un nouveau
ressort ou d’un nouvel amortisseur laisse inchangées 7 — 1 de ces valeurs propres. Seules deux
nouvelles valeurs propres sont a rechercher.

On utilisera également le fait que les valeurs propres et vecteurs propres apparaissent en

paires complexes conjuguées et donc que seule la moitié de ces couples est a trouver.
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Annexe E

Intégration numérique des équations
non-linéaires

E.1 Algorithme de Newton-Raphson

A chaque pas de temps, on doit résoudre le systéme non-linéaire en les variables u; et 2z;:
Mu; + Cu; + Kou,; + Kz, = I‘f,' (El)
25 + h(PT'Li, Zg) = 0 (EQ)

Compte tenu de 'hypothese d’accélération constante sur le pas de temps, moyenne des accélé-
rations au pas de temps f;_; et ¢;, qui donne:

2
u, = —up+ E(ué —- Wi-1) (E.3)
N . 4 4
u, = —uj-1— Eui—l + A_t?'(u’ Us—l) (E4)
9
z; = —Zi1+ A_ﬁ(zi — Zi-1) (E.5)
. . 4, 4
i =~ it (s - 2
le systeme (E.1), (E.2)s’écrit
K +—2—C‘iM]u-+Kz-~ (E.6
0T AL AP ' e (E.6)
ef; + Mii_, + [M + |, +[2—C+im]u- B.7)
[ i—1 LAY i =1 At d Aiz i1 ( .
—%—z>+h(P{—i1- l(u u; } z)—-i- + 2 . E.8
Al H 1»1""At B z—l} vy | = L] Atzzml ( )

Apres avoir remplacé Mu,-, grace a l'expression (E.1) a ’étape ¢ — 1, on obtient un systéme
d'équations non-linéaires en les variables de déplacements et vitesses seules

XT=[u? 27 o’ 7] (E.9)
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de la forme:

)= R; (E.10)
dans laquelle le membre de gauche s'écrit :

Kuou; + K.z
Lz, +h (P {‘“l.liul + 2 (u; — ui.—l)} ,Zi>

AX;, X)) = 2 (E.11)
u; — ;W
z — %Zi
avec les matrices
2 4
K., = |K¢g+—C ———-—M} E12)
‘ [ TR T AR (E-12)
et le membre de droite:
Rui = r(fi+ fi))+ M + [—K@ + Z£C+ Z—}M] u-; — Kz
= R,, = z.,+ izi—i =
R, = ' A (E.14)
t Roi = —uip ~ A di-1
Ré,i = —Zi_1 — A%Zi—l

On résout 1'équation en X, (E.10) par la méthode itérative de Newton-Raphson (voir par
exemple [201):

- On initialise la solution en prenant X? =X

- La solution a l'itération k s’obtient a partir de la solution a l'itération precédente par
X5 = X! + AX ou I'incrément AX est solution de:

Vi AAXF =R, - AXF1 X)) (E.15)

-~ On réitere 'opération précédente jusqu’a ce que la norme du membre de droite descende
sous une tolérance prescrite a 'avance.

La matrice Vy A des dérivées partielles de 'opérateur non-linéaire A peut étre calculée a
X I

chaque itération: Vx A(X5™!) (méthode de Newton-Raphson compléte), ou bien sur la so-
lution du pas de temps précédent: Vy A{X;_)) {(méthode de Newton-Raphson modifiée} ou

periodiquement au cours des inérations. Cette matrice s’écrit :

Kuu Ku: 0 0
K.. K.. 0 O

/ \ - 5 . \\
VxA [—éld 0 Id 0 (E-16)
0 -Z4Id 0 Id
ou
2 o
K., = diag -”—gfl_—ij (E.17)
At Uu; j=leer

K, = diag{i+-a—}f%} (E.18)
1=1
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ou les notations sont celles de I'équation (4.36).
Remarquons que de part la forme en blocs de la matrice Vx A, il est commode de calculer

les solutions u* et z* en utilisant une décomposition LU du bloc supérieur gauche. Les vitesses
uf et 2! s’obtiennent alors par des opérations matricielles élémentaires.
Dans le cas de non-linéarités suivant le modele de Bouc-Wen (3.42), on a:

R(i,z) = vz ]z]""" + Balz|" — Ad (E.19)
—ﬁ(t'z., 2z} = {vsigne(u)signe(z) + 8}iz|" — A (E.20)
ah , o im=1 \

6"(. z) = nju]jz|"" {v + B signe(w) signe(z)} (E.21)

E.2 Sensibilité de la réponse aux variations des valeurs
du vecteurs d’excitation
Prenons les dérivées partielles du systeme non-linéaire au pas de temps ¢; (équation (E.10))

par rapport aux composantes f; pour j <1 du vecteur d’excitation (le systéme étant causal les
dérivées partielles pour 7 > ¢ sont nulles):

aXi dR4 aXl«—l
Vix A = - Vx,_,A E.22
e Tl TR ST (5-22)
ou encore explicitement :
an aZi \ 4 al.l,'_.l au 1 82‘_]
Ko 2% LKL 22 = r(d, + Giay) + M [—K 2oy v B g 95
af, " o7, P00 + %) + 5 a7 + ot A 2 af; 1oy
31.1,‘ 8Z,’ 82, 1 2 Bz,-_l Al 631'12”1 dui_]}
Kz’u_ + Kzz— - "'i" - B — e -
af, of; af; AL 9f; { 2 9/ af;
()ul 2 81,15 6ui_1 2 BUg_l ,
T = = — (E.23)
af;  AtJf; af, At 97,
dzz 2 6zi 825_1 2 (r)‘Z,;.l

af,  Atdf; Taf, At
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Annexe F

Algorithme HL-RF modifié pour la
recherche du point de conception

L’algorithme HL-RF fut proposé a l'origine par Hasofer et Lind [64] puis étendu par Ra-
ckwitz et Fiessler [103]. 1l a été amélioré par Liu et Der Kiureghian [84] puis par Zhang et
Der Kiureghian {140] en vue d’assurer une meilleure convergence. Il s’agit de chercher la solu-
tion du probleme d’optimisation sous contrainte:

i Minimiser || f]|

|G =0 (F.1)

ou G{f) est une fonction non-linéaire. La solution s’obtient de maniére itérative en construisant
une suite de points:

fk+1 = f, + Apdy (F?)

ou dj, est une direction de descente et A\, le pas de descente a I'itération k. Dans la procédure
HL-RF, on détermine dj, en linéarisant la contrainte G(f) en fy :

Lif) = G(f) + VG(fe) (f - £i) (F.3)

ou VG(f,) désigne le gradient (vecteur ligne) de G en f;. La distance de 'origine a ’hyperplan
tangent L£i(f) = 0 vaur:
G(f) — VG(f)fi

3, = — F.4
e AT 4
Le vecteur normal &} a 'hyperplan tangent est donné par
VG (fi)
- _ ,_ F.5
= TN ()

Cette distance (algébrique) (F.4) multipliée par ce vecteur normal fournit le point le plus
proche de l'origine sur la contrainte linéarisée. On définit alors la direction de descente comme
la vecteur joignant f; a ce point:

VG(fi)
dy = fral —f, = [akfk oot T (F.6)
VG|
Les premieres versions de I’algorithme HL-RF utilisaient un pas constant et unitaire A; = 1.
Toutefois lorsque la surface limite présente de fortes courbures, cet algorithme peut diverger.
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Liu et Der Kiureghian ont proposé d’utiliser une fonction de mérite pour controler le pas
de descente. Pour assurer une convergence globale, il est nécessaire que la fonction de mérite
prennent son minimurm en la solution de (F.1) et que la demi-droite [y, d) ) en soit une direction
de descente en tout point. Zhang et Der Kiureghian [140] ont montré que la fonction de mérite:

1 .
mif) = I1fl]° + ¢ |G (D) (F.7)
satisfait ces deux conditions pourvu que la pénalité c satisfasse

1] .
> e (F-8)

On détermine A, soit simplement en s’assurant que la fonction de mérite décroit, quitte a
réduire progressivement ce pas, soit par la régle d’Armijo [88]:

Ap = o max {b] tel que m(fi + ¥dg) — m(fy) < aijm(fk)dk} (F.9)
On se donne des valeurs initiales pour c et f. Pour ce dernier. on choisira par exemple le
point de plus forte probabilité fy = 0. On peut changer la valeur de ¢ au cours de la descente
pourvu qu'elle satisfasse la contrainte (F.8). On atteint la convergence lorsque les deux criteres
suivants sont vérifiés :
‘g@ |

G(fo)|

IA
n

v - fertal] < e (F.10)

dans lesquels les constantes ¢, et ¢; sont les (petites) tolérances. Le premier critere assure que
la solution est bien sur la surface de ruine et le deuxieme qu’il s’agit bien d’une projection
de l'origine sur I’hyperplan tangent. Si la convergence de 1'algorithme est assurée, ce n’est pas
forcément vers un minimum global. En cas de doute, il faut recommencer la recherche a partir
d’un autre point initial.
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Résumé

Nous proposons dans cette étude quelques méthodes stochastiques pour le calcul des ponts
aux séismes. Apres avoir rappelé les représentations du mouvement sismiqgue par spectres de
répouse. densités spectrales de puissance et signaux temporels. nous introduisons des modeéles
de variabilité spatiale d'ondes sismiques. Nous en étudions l'eflet sur la réponse linéaire des
ponts grace a une méthode de spectre de réponse pour structures multi-supportées. Nous pro-
posons une méthode simplifiée permettant un calcul rapide de la sensibilité des ouvrages a
de faibles variations spatiales des mouvements du sol et nous donnons un algorithme efficace
pour le calcul de la réponse la plus défavorable lorsque les variations spatiales sont grandes
et incertaines. Pour tenir compte du potentiel de ductilité des ponts. nous proposous une meé-
thode de spectre de réponse tirant partie de la localisation des non-linéarités mateérielles dans la
structure {rotules plastigues. appareils d’appui}. Les éléments non-linéaires sont remplacés par
des éléments linéaires équivalents. Une technique de synthese modale adaptée a la localisation
des non-linéarités permet un calcul rapide de la réponse. Cette approche intégre le caractere
al¢atoire des sollicitations sans avoir recours a de couteuses simulations de Monte-Carlo. Eile
donne de bons résultats en termes de demande de .ductilité et d’énergie dissipée par cvcles
d’hvsteresis dans les éléments non-linéaires. Enfin. nous évoquons une technique de calcul de
fiabilité de structures non-linéaires sous sollicitations stochastiques.

Mots ciés: variabilité spatiales des ondes sismiques; spectre de réponse pour stractures
multi-supportées: linéarisation équivalente: spectre de réponse non-linéaire: fiabilité de svstémes
non-linéaires soux solhciations stochastiques.

Summary

Stochastic methods for the seismic analvsis of bridges are discussed in the present work.
Models describing the seismic input by reponse spectra. power spectral densities and accele-
rograms are reviewed along with their extensions to spatially varying ground motions. The
effect on bridges of the seismic waves spatial variability 1s studied within the framework of
« multiple support response spectrum. A simplified method is suggested to quickly evaluate
the sensitivity of bridge structures to small spatial variations. An algorithm is given to find
the least favorable sollicitation when spatial variability is large and uncertain. A nonlinear res-
ponse spectrum technique is proposed to account for the ductility capacity in the structure. It
is based on equivalent linearization technigues and a modal synthesis that takes advautage of
the localized character of nonlinear elements in bridges (plastic hinges. bearings). Results in
termms of ductility demand and energy dissipated through hysteretic cvcles compare favorably
with Monte-Carlo simulations but are far less costly. Eventually, a reliability analysis technique
for nonlinear structures subjected to stochastic loading processes is discussed.

Keyv words : spatial variability of seismic waves: multiple support response spectrum;: equiva-
lent linearization; nonlinear response spectrum; reliability of nonlinear systems under stochastic
loads




