N

N

Méthodes proximales pour la résolution de problémes
inverses: application a la tomographie par émission de
positrons
Nelly Pustelnik

» To cite this version:

Nelly Pustelnik. Méthodes proximales pour la résolution de problémes inverses : application a la tomographie
par émission de positrons. Autre [cs.OH]. Université Paris-Est, 2010. Francais. (NNT: 2010PEST1037). {tel-

00559126v5)
HAL Id: tel-00559126
https://pastel.hal.science/tel-00559126v5
Submitted on 14 Dec 2012
HAL is a multi-disciplinary open access archive L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-

for the deposit and dissemination of scientific re- tinée au dépoét et a la diffusion de documents scien-
search documents, whether they are published or not. tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
The documents may come from teaching and research  des établissements d’enseignement et de recherche
institutions in France or abroad, or from public or pri- francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
vate research centers. privés.

Au‘to':'lizition
HAL Authorization


https://pastel.hal.science/tel-00559126v5
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE
— PARIS-izST

THESE

soutenue le 13/12/2010 pour obtenir
le grade déDocteur en Sciencesle I'Université Paris-Est

Spécialité : Traitement du Signal et de I'lmage
par

Nelly PUSTELNIK

Methodes proximales pour la résolution de problemes
inverses. Application a la Tomographie par Emission de
Positrons.

Composition de la commission d’examen :

Président : Mohamed NAJIM

Rapporteurs : Laure BLANC-FERAUD
Jalal FADILI

Examinateurs : Caroline CHAUX
Patrick Louis COMBETTES
Claude COMTAT

Michel DEFRISE

Directeur de these : Jean-Christophe PESQUET






Remerciements

En premier lieu, je tiens a remercier tout particulierermean directeur de these Jean-
Christophe Pesquet pour m’avoir donné I'opportunité deodedr le monde passionant
de la recherche. Je le remercie pour sa rigueur et son dymanggi m’ont permis de
repousser un peu plus mes limites a chaque fois, ainsi quegaodisponibilité et son
soutient qui m’ont permis d’effectuer ma thése dans de shésrconditions.

Je souhaite également témoigner toute ma gratitude a @arGhaux pour m’avoir
guidée sur les chemins de la recherche, pour son soutienn @ositivisme sans failles.

Merci a Laure Blanc-Féraud et Jalal Fadili pour avoir tousxdaccepté spontan-
nément de rapporter ma these et pour leurs remarques avidéags €galement a mes
examinateurs Mohamed Najim, Michel Defrise, Patrick Cottgseet Claude Comtat. Un
merci particulier a Claude qui m’a guidée, durant ces traiséas, a travers les fonde-
ments de la TEP et ses subtilités.

Je remercie Patrice Hérault d’avoir toujours été dispenmur me dépétrer aussi
bien de problemes d’'informatique que de soucis liés au RERemhercie Sylvie Cach
dont l'efficacité facilite grandement les démarches adstriatives relatives a la thése.
Je remercie Line Fonfréde pour m’avoir toujours simplifiésnge€placements en con-
férences. Je remercie Laurent Duval pour m’avoir transengestion de la biblio. Merci
a Florent Sureau pour son initiation a la TEP. Je remercieudsiJalbot pour ses remar-
gues enrichissantes. Je remercie également Luis BricaPatetk Combettes pour cette
collaboration sur les problemes multicomposantes qurésténrichissante.

Je remercie les membres de I'équipe signal et communicatlenci aux thésards
(anciens ou actuels), en commencant par Lotfi et Mounir (poavoir supportée comme
co-bureau pendant ces 3 ans), Elena (pour ses correctianglais), Ania (pour avoir
partagé ces longues soirées passées a MLV), Jérome (parorsssis), Pascal, Florian,
Mireille, Téodora et Wided.

Merci a mes amis et a la famille de Benoit pour leurs encounagés.

Enfin, un grand merci a ma famille, en commencant bien entpadumes parents,
pour m'avoir toujours soutenue et conseillée et pour tosHts moments passés avec
eux. Merci Papa pour tes remarques sur ma thése malgré dgiéaiti ne sois pas spécial-
iste du méme type de « Poisson ». Merci a mes grand-parehislatcpour leur tendresse
et leur soutient. Enfin, un grand merci a Benoit pour sa pegieson écoute pendant ces
trois ans et pour me permettre de m’évader chaque jour gr@egaie de vivre et a sa
folie.






Résumé

Abstract

Glossaire

1

Introduction

Table des matieres

1.1 Contextedel'étude . . . . . . . . . . . . e
1.2 Vue d’ensemble du travail effectué. . . . . . . . ... ... ... ...

121
1.2.2
1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.2.6

1.3 Publications

13.1
1.3.2
1.3.3
134
1.3.5

Etatdelart. . . . .. .. .. .. .. . .
Algorithmes imbriqués et extension quadratique . . . . . . .
Algorithme proximal paralléle et régularisation hgl . . . . . .
Formulations a 'analyse etalasynthése. . . . .. .. .. ..
Algorithmes proximaux multicomposantes. . . . . . ... ..
Reconstruction dynamique d'images TEP . . . . . . . . . ..

Articles de revus acceptés ou publiés. . . . . ... ... ...
Articlessoumis . . . . . ...
Articles de conférencesinvités. . . . . ... .. ... ... ..
Autres articles de conférences. . . . . ... .. ... ... ..
Autres présentations . . . . . . .. ...

Introduction aux problemes inverses et a I'optimisation onvexe

2.1 Probléemes inverses

211
2.1.2

Quelquesexemples. . . . . . . .. ... . 0L
Probléme mal posé, mal conditionné et régularisation . . . .

2.2 Résolutionde problemesinverses. . . . . .. .. ... ... .....

221
2.2.2
2.2.3

2.3 Optimisation convexe

Interprétation bayésienne . . . . . .. ... ...
Terme d’attache auxdonnées. . . . . . ... ... ... ...
Terme de régularisation. . . . . . .. ... ... ........

2.3.1 Quelques rappels d’'analyse convexe. . . . . .. .. ... ..
2.3.2 Résultats d’analyseconvexe. . . . . .. .. ... ... ....

2.3.3 Algorithmes

2.3.4 Conclusion surlesalgorithmes . . . . . ... ... ......
2.4 Bruit de Poisson : quelle méthode adopter? . . . . . . ... ... ..
2.4.1 Maximumde vraisemblance. . . .. ... ... ... .....

11

13

15
15
18
18
18
18
19
19
19
20
20
20
20
20
21



TABLE DES MATIERES

2.4.2 Approche MAP : traiter le bruit comme s’il sagissamil’bruit

JauUSSIEN . . . . . 47
2.4.3 Approche MAP : transformées stabilisatrices dewasa . . . . 47
2.4.4 Approchesproximales . . . . .. .. ... ... ........ 48
25 Conclusion . . . . . . 52
Imbrication d’algorithmes proximaux et extension quadratique 55
3.1 Motivations. . . . . . . . .. 55
3.2 Opérateurproximal . . . . .. ... ... 56
3.2.1 Deéfinition. . . . . ... 56
3.2.2 Quelquespropriétés . . . . . .. ... 57
3.3 Algorithmes pour minimiser une somme de deux fonctiamvexes. . . 65
3.3.1 Algorithme explicite-implicite (FB : forward-baclard) . . . . . 65
3.3.2 Algorithme de Douglas-Rachford (DR) . . . . . .. ... ... 70
3.4 Opérateur proximal d’'une somme de deux fonctions . . . . .. ... 73
3.4.1 Algorithme explicite-implicite. . . . . . . . .. ... ... ... 74
3.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford . . . . .. .. .. ... ... 75
3.4.3 AlgorithmedetypeDykstra . . . . ... ... ... ...... 77
3.5 Algorithmesimbriqués. . . . . . . . .. .. .. ... .. ... ... 77
3.5.1 Premiére méthode proposée:DR[FB] . . . . . .. ... ... 78
3.5.2 Seconde méthode proposée :FB[DR] . . . . . ... ... .. 82
3.5.3 Troisieme méthode proposée : FB[Dyk] . . . . . . . ... .. 84
3.6 Résolution de problemes de restaurationd’images . . . . . .. ... 85
3.6.1 Modélisationduprobléme . . . . ... ... ... ... ... 86
3.6.2 Comparaison expérimentale des algorithmes imisiguéun ex-
emple de restauration en présence de bruit gaussien. . . . . 88

3.6.3 Approximation inférieure du terme d’attache aux dgaspour la
résolution d’une classe plus large de problemes de resimura. 93

3.7 Conclusion . . . . . ... 106
Algorithme proximal paralléle et régularisation hybride pour la résolution
de problémes inverses en présence de bruit non-additif 109
4.1 Motivations. . . . . . . . .. e 109
4.2 Formulationduprobleme. . . . ... ... ... . L. 111
4.3 Formes explicites de quelques opérateurs proximaux. . . . . . . . . 112
4.3.1 Opérateurs proximaux de fonctions usuelles. . . . . .. . .. 112
4.3.2 Opérateur proximal impliquant un opérateur linéaire . . . . . 113
4.3.3 Formes discretes de la variation totale et opérajgaramaux
ASSOCIES. . . . . v i 123
4.4 Algorithme proximal parallele (PPXA). . . . . . . .. .. .. .. ... 128

4.4.1 Présentation de l'algorithme . . . . . .. .. .. ... ..... 128



TABLE DES MATIERES 7

4.4.2 \ersion accélérée en présence de trames ajustées. . . . . . 129
4.5 Application a larestaurationdimage . . . . .. .. .. .. ... ... 133
4.5.1 Reégularisationhybride . . . ... ... ... .. ........ 133
4.5.2 Reésultats expérimentaux pour la résolution de pnoéddnverses
en présence de bruitde Poisson. . . . .. .. ... ... ... 135
4.6 Conclusion . . . . . . .. 142
5 Comparaison des approches trame a I'analyse et trame a lasthése dans le
cadre des algorithmes proximaux 149
51 Motivations. . . . . . . . . 149
5.2 Formulation a I'analyse et formulation a la synthése. . . . . . . . .. 151
5.2.1 Formulationalanalyse (FA). . . . . .. ... .. .. ..... 151
5.2.2 Formulationalasynthese(FS) . . ... ... ......... 152
5.2.3 Comparaison théorique FSversuskFA . . . .. .. ... ... 153
5.3 Algorithme explicite-implicite pour des trames non@&sairement ajustéess
5.3.1 Algorithme et difficultésrencontrées . . . . . .. .. ... .. 155
5.3.2 Calcul de I'opérateur proximal associga F . . . .. .. ... 157
5.3.3 Calculdelaconstantedetrame. . . . . .. .. ... ..... 160
5.3.4 Comparaison de FA et FS sur un exemple de restauratjinésence
de bruitgaussien. . . . . . . ... L L L o 161
5.4 PPXA+ pour une classe de trames non ajustées. . . . ... .. ... 168
5.4.1 Un exemple particulier de trame non-ajustées. . . . . . . .. 168
5.4.2 Résolution des deux formulations avec PPXA+ . . . . . . .. 169
5.4.3 Résultats expérimentaux. . . . . .. ... ... ... 173
55 Conclusion . . . . . . . 174
6 Algorithmes proximaux pour la résolution de problemes muticomposantes 177
6.1 Motivations. . . . . . . . .. 177
6.2 Notationsetrappels. . . . .. .. .. ... .. ... ... . 178
6.3 Opérateurs proximaux multicomposantes. . . . . . .. .. ... ... 179
6.4 Algorithmes proximaux multicomposantes . . . . . .. .. ... ... 184
6.4.1 Algorithme explicite-implicite. . . . . . . . ... ... ... .. 184
6.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford . . . . . .. ... ... ... 186
6.4.3 Algorithme proximal parallele (PPXA). . . . . . ... .. ... 187
6.4.4 AlgorithmedetypeDykstra . . . . . .. ... ... ... ... 188
6.5 Applications a la décomposition et a la restauratiomdges. . . . . . . 190
6.5.1 Restauration d’'images stéréoscopiques . . . . . . . . . ... 190
6.5.2 Débruitage d'images multispectrales . . . . . .. .. ... .. 195
6.5.3 Deécompositiondimages. . . . .. .. .. ... ... 201

6.6 Conclusion . . . . . . . .. e 210



8 TABLE DES MATIERES

7 Algorithmes proximaux pour la reconstruction de données ginamiques en

TEP 211
7.1 IntroductionalaTEP . .. ... .. .. .. ... .. .. ... ..... 211
7.1.1 Traceurradioactif . . . . . . .. ... Lo 211
7.1.2 Détectiondescoicidences. . . . . ... ... ... ...... 212
7.1.3 Modele de dégradation spatio-temporel . . . . ... ... .. 214
7.1.4 Principe compartimental dans le cas @4&FFDG . . . . . . .. 214
7.2 Méthodes de reconstructionen TEP. . . . . . . ... .. ... .... 218
7.3 Extension quadratique et algorithmes proximaux . . . . .. .. ... 221
7.3.1 Extensionquadratique . . . . . . .. ... ... 223
7.3.2 Adaptation du FB[DR] pour la reconstruction TEP dyigara . . 225
7.3.3 Matériel et résultats expérimentaux sur donnéesléeau . . . . 227
7.3.4 Conclusion. . . . . . . .. ... e 232
7.4 PPXAetrégularisationhybride. . . . . ... .. ... ... ... ... 232
741 Méthode . . . . . . . ... 232
7.4.2 Matériel et résultats expérimentaux sur donnéesléegau . . . . 236
7.4.3 Résultat expérimentaux sur donnéesreéelles. . . . . . . . .. 252
7.4.4 Conclusion. . . .. . .. ... ... 252
8 Conclusion et perspectives 255
8.1 Bilan. . . . . . .. 255
8.2 Quelques perspectives . . . . . . . .. e 257
Liste des figures 265
Liste des tableaux 267

Bibliographie 281



Résumeé

L'objectif de cette these est de proposer des méthodesdjadifecaces et rapides pour
minimiser des criteres convexes apparaissant dans laitiésotle problemes inverses en
imagerie. Ainsi, nous nous intéresserons a des problemesstiuration/reconstruction
lorsque les données sont dégradées par un opérateurdieéain bruit qui peut étre non
additif.

La fiabilité de la méthode sera assurée par I'utilisatiofgdathmes proximaux dont
la convergence est garantie lorsqu’il s’agit de minimises driteres convexes. La quéte
d’efficacité impliquera le choix d’un critére adapté auxecdéristiques du bruit, a 'opéra-
teur linéaire et au type d’'image a reconstruire. En paigcuhous utiliserons des termes
de régularisation basés sur la variation totale et/ou feant la parcimonie des coeffi-
cients du signal recherché dans une trafre{e. L utilisation de trames nous amenera a
considérer deux approches : une formulation du critereralee et une formulation du
critére a la synthese. De plus, nous étendrons les alg@#ipmoximaux et leurs preuves
de convergence aux cas de problémes inverses multicontpesha recherche de la ra-
pidité de traitement se traduira par I'utilisation d’algbmes proximaux parallélisables.

Les résultats théoriques obtenus seront illustrés siérdiits types de problemes in-
verses de grandes tailles comme la restauration d'imagessamssi la stéréoscopie, I'im-
agerie multispectrale, la décomposition en composantésxtiere et de géométrie. Une
application attirera plus particulierement notre attmtiil s’agit de la reconstruction de
I'activité dynamique en Tomographie par Emission de Posgr(TEP) qui constitue un
probleme inverse difficile mettant en jeu un opérateur dgeption et un bruit de Poisson
dégradant fortement les données observées. Pour optilmigaalité de reconstruction,
nous exploiterons les caractéristiques spatio-tempsrek I'activité dans les tissus.






Abstract

The objective of this work is to propose reliable, efficientddast methods for min-
imizing convex criteria, that are found in inverse problefosimagery. We focus on
restoration/reconstruction problems when data is degradth both a linear operator
and noise, where the latter is not assumed to be necesddlityva.

The methods reliability is ensured through the use of prexeigorithms, the conver-
gence of which is guaranteed when a convex criterion is densd. Efficiency is sought
through the choice of criteria adapted to the noise chanatits, the linear operators and
the image specificities. Of particular interest are regedaion terms based on total vari-
ation and/or sparsity of signal frame coefficients. As a egagnce of the use of frames,
two approaches are investigated, depending on whethentigsés or the synthesis for-
mulation is chosen. Fast processing requirements leadasngider proximal algorithms
with a parallel structure.

Theoretical results are illustrated on several large sizerse problems arising in
image restoration, stereoscopy, multi-spectral imagedydeecomposition into texture and
geometry components. We focus on a particular applicatiamely Positron Emission
Tomography (PET), which is particularly difficult becaudehe presence of a projection
operator combined with Poisson noise, leading to highlyuggied data. To optimize the
quality of the reconstruction, we make use of the spatiggtana characteristics of brain
tissue activity.






Glossaire

Notations générales
H,G : espaces de Hilbert réels séparables.
L:H— G :opérateur linéaire borné.
L*: G —H :adjoint de I'opérateur linéaire borre: H — G.

L'o(H) : ensemble des fonctions @édans| — oo, +00], convexes,
semi-continues inférieurement et propres (non égatesa.

RX : espace euclidien de dimensiah

dom f : domaine de la fonctiorf : 'H —] — oo, +00].

int S : intérieur de I'ensemblé& C H.

ri.S . intérieur relatif de I'ensembl§ C H.

sri S . intérieur relatif fort de I'ensembl§ C H.

C : ensemble convexe fermé non videde

Pe . projecteur sur I'ensemble convexe fermé non vitde H.

Argmin f : ensemble des minimiseurs de la fonctjn

arg min f : minimiseur de la fonctiorf en cas d’unicité.

tr(L) : trace de la matricé € RX*Y,

|- Ile : norme de Frobenius.

sign : fonction signum.

Id . opérateur linéaire identite.

- lp > norme’,,.

Notations spécifiques

= (Yi)1<i<n : vecteur associé a une image compose#/gexels.

: image originale (considérée comme image de référence).

: image restaurée/reconstruite.

: opérateur linéaire de dégradation (opérateur de conwgalut

de projection, . .).

z = (zi)1<i<m . Vvecteur d’observations composéesidetléments (pixels, bins,.).

SRESESTIES
|

F e REXN : opérateur d’analyse de trame.

F* ¢ RVxK : opérateur de synthése de trame.

v : coefficient de trame ajustéé{ o F' = vId).
x = (z)1<k<x  : Vvecteur des coefficients de trames.

Q : taille du noyau de flou.

« : parametre du bruit (variance, parametre d’échellg,






CHAPITRE 1
Introduction

« We believe that convergence properties are relevant taceli medical imaging,
since algorithm divergence could have unfortunate conseces. »

J. Fessle’& A. Hero, 1995

1.1 Contexte de I'étude

La Tomographie par Emission de Positrons est une modaiiteaderie médicale qui
permet, suite a I'injection au patient d’'une molécule maegjtadioactivement, d’obtenir
une cartographie spatiale d’'un parametre physiologiga&leEnier se déduit de la mesure
dans les tissus de la concentration radioactive de la mielégectée. |l peut par exemple
s’agir de molécules analogues au glucose qui permetterétdetdr certaines masses can-
céreuses par leur activité métabolique, ou encore de mekayant une affinité pour le
systeme dopaminergique qui est impliqué dans les maladighjatriques (dépression,
schizophrénie,...) et certaines maladies neurodégéresdimaladie de Parkinson,...).

Les données récupérées en sortie du tomographe ne perrpeketeffectuer directe-
ment la cartographie multidimensionnelle du parametresioiiygique considéré. Retrou-
ver la distribution volumique du traceur injecté dans legoes a partir des observations
acquises constitue un probleme inverse faisant intervenapérateur linéaire de projec-
tion et une perturbation aléatoire modélisée par du bruRaleson (variance dépendante
de l'intensité locale du signal). La précision de la resiitu de la concentration radioac-
tive du traceur dans les tissus au cours du temps impacteretatnent la précision du
diagnostic du médecin, d’ou I'importance de proposer uneote fiable et donnant des
résultats de bonne qualité.

La résolution de problémes inverses est présente dans dereases applications de
traitement d'images comme l'imagerie multispectralesii@ntillonnage comprimé ou la
stéréoscopie; elle passe généralement par la minimisditioncritere. De récentes mé-
thodes d’optimisation convexe, nommeées approches présgy@ermettent de minimiser
des criteres non différentiables et ainsi d’exploiter désatnpositions sur des trames.
Ces dernieres sont généralement dérivees d’analyses galeties et elles fournissent
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d’une part, des représentations creuses des masses desltnaitées, et d’autre part, des
«modeélesa priori » simples et efficaces pour modéliser ces données (par exedgd
données physiologiques).

Les algorithmes proximaux existants géerent efficacemerédalution de problemes
inverses en présence de bruit gaussien. Cependant, comuad’'anmns précédemment
précisé, la TEP fait intervenir du bruit de Poisson. Il est@aécessaire d’adapter ces
meéthodes proximales a la reconstruction de I'activité desiissus en TEP. Remarquons
gue les approches proximales possedent des propriétégjtiesode convergence qui as-
surent la fiabilité de la solution.

Si les approches proximales ont jusqu’a présent montréegtcacité sur des prob-
lemes spécifiques de débruitage, de restauration ou desteectiion monocomposantes,
celles-ci n'ont encore été que peu utilisées pour résouesgbblémes inverses multi-
composantes.

L'un des objectifs de ce travail a été la minimisation du teme calcul car le médecin
souhaite notamment souvent obtenir les résultats au plisRrofitant du fait que les per-
formances des ordinateurs ont largement évolué au couesdiecnieres années, qu’elles
permettent en particulier de stocker plus de données etvdedar la parallélisation des
calculs sur divers processeurs pour accélérer les catmus,chercherons a proposer des
algorithmes parallélisables afin de tirer profit de telleh#ectures.

Ce travail a donné naissance a deux collaborations. La prersiest déroulée dans
le cadre du projet ANR OPTIMED (« Algorithmes d’optimisatidécomposés pour les
problémes d’imagerie médicale de grande taille ») entrealeokatoire d’Informatique
Gaspard Monge (LIGM) et le Service Hospitalier Frédérieai¢gSHFJ). La collaboration
avec C. Comtat du SHFJ a permis d’apréhender les problémestiggncontrées en TEP
dynamique et d’appliquer les méthodes proposées dansdpires3 et4 sur des données
simulées et réelles. Les résultats obtenus sont présariédaichapitr@. Un exemple de
données réelles est présenté sur la figuteelle présente les données spatio-temporelles
acquises et I'activité reconstruite par la méthode aaoett utilisée en routine clinique.

La seconde collaboration avec L. Bricefios et P. L. Combdtidsaboratoire Jacques-
Louis Lions (également partenaire dOPTIMED) a eu pour ciffele résoudre des prob-
lemes inverses multicomposantes. L'objectif était d’dten’utilisation des algorithmes
proximaux a un cadre multivarié (donc de grande taille) esiaile résoudre des prob-
lemes inverses variés comme ceux se posant en stéréosmopiggerie couleur ou dans
le cadre de la décomposition en composantes de texture miegegue.
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12.0-

10.0-

FIGURE 1.1 — Coupes 2D de données dynamiques acquises (gauchelattidéé re-
construite (en Bg/cr) par la méthode actuellement utilisée en routine clinigireite)
sur un examen'BF]-FDG pour différentes trames temporelles.
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1.2 Vue d’ensemble du travail effectué

1.2.1 Etatde l'art

Dans le deuxieme chapitre, nous présenterons un rapiddetart des problémes
inverses en imagerie. Nous y détaillerons les méthodeseqitzmt d’aborder ces problé-
matiques. Nous verrons que leur résolution peut passeapaimimisation d’un critére
convexe compose de plusieurs fonctions. Ces fonctiorswtlet choisies a partir d’infor-
mationsa priori sur la nature du bruit perturbant les images, sur I'opérdiréaire de
dégradation (opérateur de projection en TEP) ou encoreasuature des images. Nous
présenterons les grandes classes d’algorithmes d’optiimisconvexe, leurs avantages
et leurs inconvénients respectifs. Nous listerons enfimléghodes utilisées dans le cas
particulier ou la dégradation est un bruit de Poisson.

1.2.2 Algorithmes imbriqués et extension quadratique

Les algorithmes proximaux comme I'algorithme explicitegiicite ou I'algorithme
de Douglas-Rachford ont montré leur intérét pour la régmiude problémes inverses. Ces
algorithmes permettent de minimiser un critéere composéeds €bnctions convexes. Il
en résulte que des problémes de restauration/reconstrgatiprésence de bruit gaussien
sont résolus efficacement avec I'algorithme explicitedioife, alors que I'algorithme de
Douglas-Rachford permet de gérer des problemes de dé@taprésence de bruit non-
nécessairement additif gaussien.

Afin d’utiliser le formalisme proximal pour la résolution ¢geoblémes de restaura-
tion ou de reconstruction en présence de bruit de Poissas,ammbinerons deux outils :
(i) des algorithmes proximaux imbriqués qui permettent deimiser un critere com-
posé d'une somme de trois fonctions et pour lesquels nousifouat les preuves de
convergence associées ; (i) une extension quadratiquegt@nt d’approximer I'antilog-
vraisemblance poissonienne.

1.2.3 Algorithme proximal paralléle et régularisation hybride

L'algorithme de Douglas-Rachford formulé dans un espaodyit conduit a I'algo-
rithme paralléle proximal (PPXA). Cet algorithme permendeaimiser des criteres con-
vexes composés d'une somme de plus de deux fonctions. @eithige, ses preuves de
convergence et son application a des problématiques @eirasbn d'images en présence
de bruit gaussien ont été proposés d&mpbettes, Pesquet, 2008

Son application a des problématiques de restauration gésian présence d’un bruit
qui ne serait pas additif gaussien n’est pas immédiate. dlel¢gme provient du calcul de
'opérateur proximal, associé au terme d’attache aux desygui ne prend pas de forme
explicite. Nous proposerons dans ce chapitre de décomfgowgme d’attache aux don-
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nées en une somme de fonctions dont I'opérateur proximadlseale explicitement. Ce
type de décomposition nous permettra en particulier da gffieacement des problemes
de déconvolution et de super-résolution en présence delontadditif gaussien. De plus,
nous proposerons d’utiliser une régularisation, que nonsmerons hybride, composée
d’'un terme de variation totale et d’'un terme favorisant lecipaonie sur les coefficients
de trames d’ondelettes du signal recherché. Ce type dearégatlon a été précédemment
utilisé pour résoudre des problémes de déconvolution esepoe de bruit gaussien. Nous
verrons dans ce chapitre son influence lorsque le bruit essqaen.

1.2.4 Formulations a I'analyse et a la synthese

Dans les méthodes précédemment citées pour résoudre tédsnpes inverses, nous
faisons appel a des représentations sur des trames.datith de tels outils permet de for-
muler le critere de deux facons : la formulation a I'analysa éormulation a la synthese.
Ces deux formulations sont équivalentes sous certainesiingges que nous clarifierons
dans ce paragraphe. De plus, nous verrons dans ce chapétlesgalgorithmes proxi-
maux s'appliquent, d’'une part, plus facilement & des @#dormulés a la synthése et,
d’autre part, pour des trames dites ajustées. Nous praposdes solutions pour utiliser
I'algorithme explicite-implicite et une version étendue khlgorithme PPXA, nommée
PPXA+, pour les deux formulations, dans le cas de certaragses non-ajustées.

1.2.5 Algorithmes proximaux multicomposantes

De nombreux problémes notamment dans les domaines deysegnde données a
valeurs complexes, la stéréoscopie, I'imagerie couledaaécomposition d’'images en
composantes de géométrie et de texture sont des problémestig traitement d'images
multicomposantes. Ce chapitre s’intéressera a la formualatulticomposante des algo-
rithmes proximaux et aux preuves de convergence assobieées proposerons eégalement
diverses applications a la résolution de tels problemes sas.

1.2.6 Reconstruction dynamique d’'images TEP

Pour résoudre des problémes de déconvolution en préserraitide Poisson nous
avons d’une part proposé l'utilisation d’algorithmes imgjoilés combinés avec une exten-
sion quadratique et, d’autre part, I'utilisation de PPXAipminimiser un critere incluant
une régularisation hybride. Dans ce chapitre, aprés unebnéroduction a la recon-
struction de données TEP dynamiques, nous adapterons thedeé proposées dans
le cadre de la déconvolution au probleme de reconstructiorages TEP dynamiques.
Pour évaluer les performances de nos méthodes nous avensci@tdome adapté a nos
problemes. Les résultats obtenus sur des données dynamigglkes seront également
présentes.
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— N. Pustelnik, C. Chaux et J.-C. Pesquet, “Parallel ProXiAigorithm for im-
age restoration using hybrid regularization,” soumis aEHEans. Image Process.,
2010.

— L. Bricefio-Arias, P. L. Combettes, J.-C. Pesquet et N.dhukt “Proximal algo-
rithms for multicomponent image processing,” soumis a Xhvianag. Vis., 2010.

1.3.3 Articles de conférences invités
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— N. Pustelnik, C. Chaux et J.-C. Pesquet, “Extension desitthgnes imbriqués pour
la résolution de problémes d’optimisation convexe en imageGRETSI , 4 pp.,
Dijon, France, 8-11 Septembre 2009.
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— N. Pustelnik, C. Chaux, J.-C. Pesquet, F. C. Sureau, E IrisZ. Comtat, “Adapted
Convex Optimization Algorithm for Wavelet-Based DynamI€TPReconstruction,”
International Meeting on Fully Three-Dimensional Imagec&estruction in Radi-
ology and Nuclear Medicine (Fully 3D¥ pp., Bejing, Chine, 5- 10 Septembre
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de grande taille. Application a la Tomographie par EmissiefPositrons,” 23 juin
20009.

— Ecole d’été de PeyrestRésolution de problemes inverses a I'aide de transfosmée
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CHAPITRE 2
Introduction aux problemes inverses et
a I'optimisation convexe

2.1 Problemes inverses

2.1.1 Quelques exemples

En traitement d'images, on emploie la terminologie de @oid inverse (opposée a
la notion de probléme direct) dans de nombreuses applicatia résolution d’un prob-
leme inverse consiste a retrouver un signal (ou une imagauteproche possible d’'un
« signal considéré comme référence », par le biais des @ig®rs acquises. En raison du
mode d’acquisition et de I'imperfection des détecteurs al®servations sont la plupart du
temps dégradées par un opérateur linéaire et/ou bruitésse®s exemples de modalités
s’inscrivent dans ce cadre, comme la tomographie par émnigkd positrons (opérateur
de projection + bruit de Poisson), la microscopie a changeléopérateur de convolution
+ bruit gaussien), la microscopie confocale (opérateundgalution + bruit de Poisson),
I'échantillonnage comprimé plus connu sous le nom de « cesgad sensing » (opérateur
associé a une matrice parcimonieuse + bruit gaussien)oaderie satellitaire (opérateur
de convolution + bruit gaussien).

Une formulation mathématique du probléme direct est laasue;
Z = Da(Ay) (21)

olz = (z;)1<j<m € RM ety = (7,)1<i<y € RY sont des représentations vectorielles des
observations de taill®/ = M; x M, et de 'image originale de taill& = N; x N,. A =
(Aj)1<j<ma<i<n € RM*N estla matrice associée a I'opérateur linéaire de dégradati
etD,: RM — RM représente une dégradation par un bruit de paramétre.

La résolution du probléme inverse associ.d)(nous conduira & une solutigiiz) €
RY qui par abus de notation sera notée, dans la plupart deg.cBans ce manuscrit,
Nnous supposerons connues la matrice associée a I'opéliakEaire et la statistique du
bruit.

Le type de dégradation présent en TEP est illustré figuteCe modele de dégrada-
tion se base sur un opérateur de projectiodbast sensiblement plus petit qiveet ou le
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bruit présent est un bruit de Poisson (dont la variance déder’intensité). Notons que
ce type de bruit est associé a des processus de comptageeligiie pourquoi il est
présent en TEP et, plus généralement, dans I'ensemble gisagipns pour lesquelles
les observations représentent le nombre de photons recusapteur dans un inter-
valle de temps donné. Dans le modé&el), D, modélise I'effet du bruit de Poisson et

le paramétre d’échelle associé. Plusst petit, plus la dégradation est importante comme
on peut le remarquer sur les figurz4(b) et2.1(c). En TEP, les observationsforment

un sinogramme et représentent le nombre de paires de pld#tatdées par une ligne (ou
par un tube) de réponse formée par deux détecteurs. Cetteatiom sera détaillée dans
le chapitre?.

Image originalg; € R2°6%256

(@)

Sinogrammer € R!*28 gveca = 0.1 Sinogramme: € R144*288 gveca = 0.01

(b) (©)
FIGURE 2.1 — Dégradation en TEP.

Pour d’autres modalités, comme c’est le cas en imageriditate, le modele de
dégradation peut s’écrire = Ay + b. Dans ce cas patrticulier, le nombre d’observations
est égal au nombre de pixels de 'imagé = N), A € RV*Y est un opérateur de con-
volution possédant une structure circulante bloc-cintig@th € R est une réalisation
d’un vecteur aléatoire suivant une loi normale de moyenitie etide variance? = a.

Un exemple d'image satellitaire dégradée par un flou uniéoetrun bruit blanc gaussien
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de variancey est illustré sur la figur@.2 Différentes valeurs pour la taille du noyau du
flou et pour la variance du bruit sont considérées. On reneagge plus la taille du flou
est importante, plus les détails sont lissés et, que pluarlance du bruit blanc gaussien
est élevée, plus I'image est irréguliére.

(b)
Image dégradée € R512x512
o = 25 et flou uniforme3 x 3

-

(c)
Image dégradée c R>12x512 Image dégradée c R>12x512
a = 25 et flou uniforme? x 7 a = 100 et flou uniforme3 x 3

FIGURE 2.2 — Dégradation en imagerie satellitaire.

En pratique, méme dans des cas relativement classiquesjeame convolution et
'addition d’'un bruit gaussien, obtenir une image restawté bonne qualité ne sera pas
toujours chose aisée. Cela correspond a des notions de leqmesmal posés ou/et mal
conditionnés » que nous détaillons maintenant.
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2.1.2 Probleme mal posé, mal conditionné et régularisation

Si A € RM*N représente la matrice associée a I'opérateur de dégradiméaire, la
résolution d’'une équation du type= Ay est dite bien posée si la solutignvérifie les
conditions de Hadamardipdamard, 1902 est a dire :

(i) existence d’une solutione.Im A = RY,
(i) unicité de la solution.e.ker A = {0},

(iii) stabilité de la solution par rapport aux donnéesv(z, z') € (RM)Q, |z = 2| —
0 = |y(z) —y(=)] — 0.
La condition d’existence signifie que tout élément R est une image d’un élément
y € RY. La condition d’unicité impliqgue que I'ensemble des salut de I'équation
Ay = 0,00y € RY, se réduit au singleton nul. La condition de stabilité digrju’'une
petite perturbation sur 'image dégradée engendre unkefasiation sur I'image recon-
struite.

En pratique, plusieurs situations se présentent. Dansslewwa = M = N désigne
le rang de la matriced, une solution existe toujours cam A = RY; de plus, cette
solution est unique cad est injectif et le probleme est alors bien défini. Néanmaoins
peut étre mal conditionnée. 8%;)1<;<min(v,1) représentent les valeurs singuliéres4le
rangées par ordre décroissant, le mauvais conditionnesiedatmatriced se traduit par
un rapport (de conditionnement) / A\nin(v,ar) trés grand. Ce mauvais conditionnement
apparait par exemple lorsque modélise un opérateur de convolution dont la réponse
fréquentielle s’annule a certaines fréquences (typigumenne filtre passe bas).

Pour illustrer cette notion de mauvais conditionnemenestrhauvais résultats de
reconstruction induits, plagons nous dans lexcasAy + b ou b désigne le bruit. Dans le
cas ouA est carrée inversible, 'image reconstruite peut étreraldear filtrage inverse,
c'est a dire

7T=1() =A"z (2.2)
Il en résulte que
y=AAy+b)=y+ A" (2.3)

Dans le cas ot est mal conditionnéed~'b va amplifier le bruit ce qui conduira a une
image irréguliere. Lorsqué n’est pas inversible, on peut utiliser I'approche des miaad
carrés également connue sous le nom d’'inverse générdiitéeonsiste a minimiser la
distance euclidienne entréy et les observations, ce qui nous conduit au probleme de
minimisation suivant,

y € Argmin ||Ay — z|]*.

yeRN

Dans le cas oul n’est pas injective, on choisit souvent la solutipde norme minimale.
Cette approche conduit au méme désagrément que le filtnegys@) a savoir l'irrégularité
de la solution.
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Dans le cas ot = M < N, on parle de probléme sous-déterminé et lorsgue
N < M le probleme est sur-déterminé. L'unicité n’est alors plssuaée mais elle peut
étre rétablie en introduisant un terme de régularisafidkchpnov, 1963.

Finalement, quelles que soient les dimensiond da volonté de stabiliser la solution
ou d’assurer I'unicité de celle-ci nous conduit & formuéeptobléme comme suit,

¥y € Argmin || Ay — 2| + xé(y), (2.4)
yERN

olug: RY — ]—o0, +00] représente le terme de régularisatioryet 0 le paramétre de
régularisation permettant d’ajuster le compromis entprdximité aux observations et le
degré de régularité.

2.2 Reésolution de problémes inverses

Nous venons de rappeler les raisons pour lesquelles laut@sod’un probléeme in-
verse passe souvent par la minimisation d’un critére. Darfagobtenir une image restau-
rée la plus proche possible de I'image considérée commeeréfé, ce paragraphe vise
a présenter les principales fonctionnelles pouvant ciuestie critére. Le choix de ces
fonctions passe par (i) la connaissamcpriori du bruit et de I'opérateur linéaire ayant
contaminés les données et (ii) la connaissaageiori de I'image considérée comme
référence (image constante par morceaux, image de textyre,

2.2.1 Interprétation bayésienne

Afin de mieux appréhender le critere a minimiser pour réseatficacement un prob-
leme inverse général modélisé par I'équati@rl), il est intéressant de faire appel a une
formulation bayésienne. On suppose alors guet » sont des réalisations des vecteurs
aléatoire” et Z. L'image inconnue est notégeet elle peut étre calculée a l'aide de I'es-
timateur du Maximum A Posteriori (MAP). Cet estimateur detes dans le cas de figure
considére, a trouver la valeur gequi maximise la distribution de probabiliggposteri-
ori sur les pixels de I'image, notge | ~—.(y). Cependant, nous n’avons pas acces a un
modéle précis pour cette loi. Une solution réside dandikation de la loi de Bayes qui
exprime la loia posteriorien fonction de la vraisemblange;y—,(z), de la loia priori
notéeyuy (y) et de la loi marginale (z). On souhaite alors trouver

7 € Avgmas iy 7.(y) < 7 € Argmax jizy—, ()220
yERN yERN MZ(Z)
& Y € Argmax gy =, (2)py (y)- (2.5)

yERN
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En se basant sur la monotonicité de la fonction logarith@&) peut s’écrire

§ € Argmin { — log pizv—y(2) — log iy () }. (2.6)

yERN

Le premier terme de I'équatior2©) correspond au terme d’attache aux données
dépend du modéle de dégradation. Le second terme quantcoitespond a un terme
d’a priori sur 'image originalgy. En terme de fonctionnelles, gi: RY +— |—o0, +o0]
etg: RY — |—oo, +00| désignent respectivement, le terme d’attache aux données e
terme da priori, le critére a minimiser s’écrit sous la forme :

y € Argmin ¥(y) + X (y) (2.7)

yERN

avecy > 0.

Nous allons maintenant donner quelques formes répandugdgterme d’attache
aux donnéeg et pour le terme di priori ¢. Nous verrons en particulier que le choix de
1 sera dicté par le type de bruit alors que celupdeera guidé par les caractéristiques des
données a estimer.

2.2.2 Terme d’'attache aux données

LorsqueD,, modélise un bruit blanc gaussien de variance o2, la vraisemblance
lzy=y(2) €St une gaussiennes.

1 _llAy—=|?

) = 2o

ce qui conduit a un terme quadratique pour le terme d’attacixedonnées lorsque I'on
prend I'anti-logarithme d@ y—, ()

1 1
—log pzpy—y(z) x ﬁ”/‘ly — 2P = —v(y). (2.9)

202
Il est clair que lorsque I'on combin@(7) et (2.9) on se raméne au probléeme de min-
imisation @.4) en posanty = 202Y. En suivant un raisonnement similaire lorsdDg
modélise un bruit de dégradation poissonienne de paramiérbellea et en rappelant
gue la vraisemblance poissonienne vaut

fzly=y(2 = (2i)1<i<m) = H exp (— a(Ay),)

1=1

(a(Ay)i)™, (2.10)

Zi!
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il apparait que le terme d’attache aux données est lié a éagbnce de Kullback-Leibler
généraliséeTitterington, 1987, notéeDxk1 (=, -), et s'exprime par

M
—log puzjy—y(z = (2i)1<icm) X Z —zilog(a(Ay);) + a(Ay); = Dxra(z, aAy).

- (2.11)

Remarque 2.1 1l faut a ce stade remarquer qu’une statistique poissongesera beau-
coup plus difficile a prendre en compte qu’une statistiqguesgeéenne car l'attache aux
données n’est pas finie pour toutes les valeurg een’a pas une dérivée seconde bornée,
ce qui nous le verrons, conduira a une premiére limitationlea méthodes a envisager
pour minimiser le criterg2.7) dans le cas poissonien.

2.2.3 Terme de régularisation

Nous allons introduire dans ce paragraphe quelques gratakses de régulariseurs
aussi bien formulés dans le domaine image que dans un dotransormé.

2.2.3-a) Dans le domaine image

e Un des premiers types de régularisation est celui formutéTpgdaonov [Tikhonov,
1963 qui est de la formep(y) = ||Ay||? avecA € RY*Y, Les choix deA les plus
fréquents dans la littérature sont :
— A = Id qui favorise les solutions de faible norme (bl désigne la matrice iden-
tité).
— A associée a un filtre laplacien discret qui favorise une inege un laplacien
faible c’est a dire une image dont l'intensité lumineuséerardoucement.

e Une autre approche consiste a choigiy) = tc(y) avecC = (;_, C; 00 (Cy)icq1, ..}
représentent un ensemble @e- 0 contraintes et ous désigne la fonction indicatrice,
précisée plus loin par la définitich3. Les contraintes sont par exemple choisies de fagon
a assurer que la différence entre deux pixels voisins (bit@ix, verticaux et diagonaux)
soit inférieure a un certain seuit> 0 i.e.

V(i,j) €{2,..., N1} x {1,..., Na}, Vi i — Yi—1] <,
V(i,j) € {1,..., N1} x {2,..., Na}, Yij — Yij—1] <,
V(i,7) € {2,..., N1} x {2,..., No}, lYi; — Yie1,j-1] <,
V(i,j) €{2,..., N1} x {2,..., Na}, [Yic1; — Yij—1] <e.

lorsqu’on définity = (y; ;) (1,... v x{1,.... .} - Cette approche possede le désavantage d'avoir
un grand nombre de contraintea calculer (de I'ordre d¢ N; N, contraintes).
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e La méthode de régularisation dans le domaine image la pilistetreste une régu-
larisation de type variation totale introduite par Rudirsh@r et Fatemi (ROF)Hudin

et al, 1997. On désigne paf2? un ensemble ouvert de’ et on noteW'! () I'espace
de Sobolev qui définit I'espace des fonctighs L!(£2) telles que toutes les dérivées au
sens des distributions dfe d’ordre inférieur a, sont également daris (Q2), la variation
totale est alors définie par,

vy e WH(Q),  tv(y) = /Q IDy(w)]l, duw (2.12)

ou Dy représente le gradient de En dimension finie la variation totale trouve de nom-
breuses définitions suivant le type de discrétisation clpoigr I'opérateur de différenti-
ation. La plus connue est celle proposée par ChambGheunbolle, 200)qui est telle
que :

N1 N

vy e RV ) =tv(y) =D Y \/((v1 i)+ (Vay)iy)®  (2.13)

i=1 j=1

avec

Yir1,j — Yij sii < Ny
Viy)ij; = ) 2.14
(Viy) J {O sii— N, ( )
et
Yij+1 — Yij Sij <N
\V4 i = . 2.15
( 23/) J {O Sij— N, ( )

La variation totale a connu une grande popularité car eltenped’obtenir des images
débruitées de relativement bonne qualité, principalersidiitnage originale est de type
«bande-dessinée », c’est a dire contenant beaucoup dapktendant, pour des images
naturelles, cette méthode présente des artefacts dormeffeti« de marche d’escalier »
(staircasing effect)ljouchet, 2008

2.2.3-b) Dans le domaine transformé — introduction des traras

Les transformées en ondelettes permettent de représemtémage « réguliére » sur
un nombre limité de coefficients d’'ondelettes d’amplitumsicative, et dans le méme
temps de répartir équitablement le bruit sur 'ensemblecd@sposantes. Ainsi ce type
de transformée est particulierement bien adaptée a dekepreb de débruitage en util-
isant des techniques de seuillage des coeffici@aspho, 1995Antoniadis, Fan, 2001
dont les plus connues sont le seuillage dur et le seuillage.dBette transformation
présente deux types de coefficients : les coefficients delslétarticaux, horizontaux
et diagonaux) et les coefficients d’approximations. Lesmpees sont des coefficients
modélisant les hautes frequences de I'image et les seclmsdbasses fréquences. lIs
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peuvent étre obtenus par filtrage des lignes et colonnescaiés avec des opérations
de décimation (bancs de filtres@llat, 1997) ou par Il'utilisation de schémas de lift-
ing [Sweldens, 1996L'analyse multirésolution consiste a itérer cette déposition sur
plusieurs niveaux. Sur les figur@s3(b) et (c) sont représentées les transformées en on-
delettes de I'imag@.3(a) sur un niveau de résolution et sur 2 niveaux de résoluioar

plus de détails sur ces transformées, aussi appelées basdsldttes orthonormales (ou
bi-orthogonales), ainsi que sur leurs diverses applioatiane excellente référence est le
livre de S. Mallat Mallat, 1997.

(b) ()

FIGURE 2.3 — (a) Image médicale, (b) transformée en ondelettes siredu et (c) trans-
formée en ondelettes sur 2 niveaux de résolution.

Plus récemment de nouvelles études ont porté sur le choigmtésentations redon-
dantes, appelées trames, permettant une meilleure déstide I'image en favorisant la
parcimonie des coefficients construits (peu de coefficigigisificatifs). Dans la suit&
désigne un sous-ensemble non vidé\d€ désigne un espace de Hilbert séparable muni

d’un produit scalaire not¢, -) et d’une norme noté- || = /(-, -). Une famille(ey,) ,ex
dansg constitue une trame s'il existe deux constamte$z dans|0, +oo| telles que

(Vy€G) vyl* < [y en)l* <7yl (2.16)

kekK

L'opérateur de trame associé est un opérateur linéairetinporne,
F:G— 52(]1{)3 Yy (<yv€k>)k€Ka (2.17)

son adjoint, nommé l'opérateur de synthése de trame est ématepr linéaire surjectif
borné
F*: (K) = G (&)kex — > Euer (2.18)

keK
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Remarquons gu’en dimension finie, la borne supérieure @ah§ st toujours satisfaite.
De plus, lorsquer = 7 = v dans R.16), (ex)rex €St appelée une trame ajustée. Dans ce
cas,

F*oF =vId. (2.19)

Un exemple simple de trame ajustée est une uniom dases orthonormales. D’autre
part, une union de décompositions réellesp.complexes) en arbre dual est I'union de
deux fesp.quatre) bases d’ondelettes orthonormaléisduxet al., 2004. Les curvelets
[Candes, Donoho, 200Zadili, Starck, 200Pconstitutent un autre exemple de trame
ajustée. De maniere historique, les trames de Gabaulpechies, 1992ont joué un
réle important dans de nombreux problemes inverses. Sotasnes conditions, les con-
tourlets Do, Vetterli, 200% constituent également des trames ajustées. Lorsgue=
F*, une base orthonormale est obtenue. Des constructionsagisdipplémentaires sur
la théorie des trames peuvent étre trouves daas [ Larson, 20000

Dans un tel cadre d’étude, le modéle de dégradafdi) (evient,
2 =D,(AF"T) (2.20)

ouz € RX représente les coefficients de trame associés a I'imagdéteméey tels que
7y = F*7 (notons quékK = {1,..., K}, G = RY et K > N). Dans cette configuration,
notre objectif est de retrouver des coefficients de tramles plus proches possible de
a partir des observations L'approche la plus classique consiste a minimiser unrerite
de la forme B
T € Argmin ¢ (F*z) + xo(z)
T€ERK

ollx > 0, 1) est le terme d'attache aux données elRX — |—oo, +c] est le terme de
régularisation. L'image reconstruite est algrs: 1.

Le choixdep = ||-||; est motivé statistiquement par la modélisation des coeffiside
trames par une loi laplacienne i.i.a@f(figure 2.4) et par le constat que I'anti-logarithme
de la densité de probabilité associée conduit a une néyrme
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FIGURE 2.4 — (a) Figure2.3(b) et (b) histogramme associé a la sous-bande de détails
horizontaux.

Remarque 2.2

— Remarquons qu’un lien peut étre établi entre une nafinappliquée sur le gradient
de l'image (variation totale) et sur les coefficients d’oletees non-décimées par
un filtre de Haar [Selesnick, Figueiredo, 209

— Cette approche fait intervenir une norrfieet donc un critére convexe mais non dif-
férentiable. Nous verrons dans le paragraphe suivant quemaser un critére non
différentiable peut avoir un impact sur la vitesse de cogeace des algorithmes
mis en oeuvre.

Dans le cadre d'un bruit gaussiendnoho, 1995Do, Vetterli, 200% et également
en présence d’'une convolutioDgqubechiegt al, 2004, I'utilisation de trames est avan-
tageuse en termes de performance. Ces conclusions sostenigxidence particuliere-
ment pour des images naturelles, images pour lesquellexiion totale Figueiredo
et al, 2004 se révele moins adaptée que I'utilisation de trames.

2.3 Optimisation convexe

Comme nous venons de le voir, la résolution d'un problémers® passe souvent
par la minimisation d'un critere. Dans ce manuscrit noussniimiterons a des fonc-
tions objectifs convexes permettant de résoudre une ldagsecde problemes inverses.
Dans ce paragraphe, nous commencgons par rappeler desiolégieit théorémes d’anal-
yse convexe bien connugglinescu, 200pqui nous seront indispensables dans le reste du
manuscrit. Nous abordons par exemple les notions d’ensecaolvexe et de projection
sur un convexe, utiles lorsqu’il s’agit d’inclure dans matritére des contraintes telles que
la positivité des données. Nous nous attardons égalemedeswnotions comme la co-
ercivité et la stricte convexité permettant d’assureri$nce et I'unicité du minimiseur.
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Nous présentons ensuite les principales classes d'digwe# permettant de minimiser des
critéres différentiables et non-différentiables. Nousdas la différence entre ces deux
types de criteres, car la non-différentiabilité est unéalifté supplémentaire dans I'ob-
tention de méthodes compétitives en terme de convergermres I suite?{ désigne un
espace de Hilbert séparable muni d’'un produit scalaire (}oté et d’'une norme notée

(R RVACR2

2.3.1 Quelques rappels d’analyse convexe

Définition 2.3 (Fonction indicatrice d’un ensembl8pitC' € H un ensemble. La fonc-
tion indicatrice de cet ensemble est notéeet se définit par :
0, si ue C,

Y :
wer) e {y30E

Définition 2.4 (Distance a un ensembl8pitC' C H un ensemble non vide. La distance
a cet ensemble est notde et se définit par

de: H — [0, +o0]
u— inf |Ju — v]|. (2.21)
vel

Définition 2.5 (Ensemble convexegoitC' C H un ensemble. Cet ensemble est dit con-
vexe si
(V(u,v) € C?) (VA €]0,1[) M+ (1—AveC.

Theoreme 2.6 (Projection sur un convex&oitC' C ‘H un ensemble convexe fermé non
vide et soitu € H. Il existe alors un point unique notBou € C tel queds(u) =
|lu — Pcul|. On appellePou la projection deu sur C.

Définition 2.7 (Intérieur et intérieur relatif d’'un convex&pitC' C ‘H un ensemble con-
vexe non vide. L'intérieur du convegeest notént C' et se définit par

intC={ueC|3Ip>0, Blup CC},

ou B(u; p) désigne une boule de raygncentrée en.. L'intérieur relatif de C' est noté
ri C' et se définit par

riC={ueC|3p>0, BlupnaffCcC},

ouaff désigne I'enveloppe affine dé
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On peut remarquer quet C' Cc riC' C C.

Définition 2.8 (Domaine d’'une fonctionpoit f : H — |—o0, +00]. Le domaine de la
fonction f est 'ensemble notéom f tel que

dom f ={ueH| f(u) < +o0}.

On dit quef est propre stlom [ # & (i.e. elle n’est pas identiguement égale a I'infini).

Définition 2.9 (Fonction convexeYne fonctionf : H — |—oo, +o0] est dite convexe si
elle vérifie :

(V(u,v) € H?) (YA €]0,1]) fAu+(1=Xv) <Af(u)+(1=Nf(v). (2.22)

La fonction f est strictement convexe si I'inégali(2.22 est stricte dés quéu,v) €
(dom f)? etu # v.

Définition 2.10 (Fonction s.c.i.Soit f : H — |—o0, +00] et soitu € H. La fonctionf
est semi-continue inférieurement si

(Vup € H) liminff(u) > f(uo).

u—uQ

Définition 2.11 (Classd’y(H)) I'o(H) représente la classe des fonctighsH — |—oo, +o0]
convexes, semi-continues inférieurement et propres.

Définition 2.12 (Coercivité)Soit f : H — |—o0, +00] et soitu € H. La fonctionf est
coercive siim,| 4o f(u) = 400.

Définition 2.13 (Sous-différentiel et sous-gradiel@dit f : H — |—o0, +o00] une fonc-
tion propre. Le sous-différentiel deéest not& f et se définit par

(VueH) Of(u)={weH|NMeH) (v-uw)+ f(uz <f(v)}.  (2.23)

I(v,u,w)

Un élément déf(u) est un sous-gradient déenw.
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FIGURE 2.5 — Représentation graphique e u, w) pour trois différentes valeurs de

Sur la figure2.5, la fonction affinel (-, u, w) définie dans I'équatior2(23 est représentée
pour trois valeurs de par les lignes discontinues rouges.

Définition 2.14 (Fonction Gateaux-différentiabl®n dit qu’une fonctiorf: H — |—o0, +o0]
est Gateaux-différentiable enc dom f si et seulement si la dérivée directionnelle

) -t 1020 = F)

A—0+ A

existe pour toutes les directions € 'H et si I'applicationv — f’(u;v) est linéaire
continue.

Theoréme 2.15Si f est convexe et Gateaux-différentiableiea dom f, alors il existe
un unique sous-gradient appelé gradient flen« notéV f(u). Dans ce ca®)f(u) =

{Vf(u)}.

Définition 2.16 (Fonction de gradient Lipschit@n dit qu’une fonctiorf : C' — |—o0, +o0]
est de gradient-Lipschitz ave@ €)0, +oo| Si

(V(u,v) € C%) IV f(u) = V()] < Bllu—wv].
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Définition 2.17 (Epigraphe)L"épigraphe d’une fonctiorf: H — ]—o0, +-00] est noté
epif et se définit par

epif = {(u,n) € H xR f(u) <n}.

Définition 2.18 (Section inférieurela section inférieure de la fonctioft H — |—o0, +o0]
ala hauteur € R est notéeev, f et se définit par

leve, f={ueH] f(u) <n}.

Définition 2.19 [Rockafellar, Wets, 20QDéfinition 7.1]On dira que la suité f;) . de
fonctions définies sUR* épi-converge vers la fonctiof € I'y(RY) si les deux fonctions
ayant pour épigraphe la limite supérieure et la limite inére de la suite des ensembles
epif, coincident et sont égalesfa

Proposition 2.20 [Rockafellar, Wets, 20Q4Proposition 7.4]Soit ( f;)sen UNe suite de
fonctions s.c.i. définies s®*. Si la suite(f;).n est croissantefy < f,.1), la suite
épi-converge vers sa limite ponctuelle.

2.3.2 Reésultats d’analyse convexe

Proposition 2.21 Soit f une fonction propre convexe®te H un minimiseur local de¢f.
u est alors un minimiseur global dé

Proposition 2.22 [Ekeland, Témam, 199@hapitre 3, Proposition 1.8oit f € I'y(H)
et C' C H un convexe fermé non vidé.admet un minimiseur sut' dans les deux cas
suivants :

(i) C estborné.
(i) f estcoercive.
Si, de plusf est strictement convexe st la solution est unique.
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Définition 2.23 (Convergence faibld)ne suitg(u,, ) ,«n d’éléments dé{ converge faible-
ment vers un élémente H lorsque :

Yo eH, lim <v,un> = <U,u>.

n—-+o0o

Définition 2.24 (Convergence forte)ne suite(u,,),n d’éléments dé{ converge forte-
ment vers un élémente H lorsque :

lim |ju, —ul|| = 0.
n—-4o00
La convergence forte implique la convergence faible. Enedision finie, les conver-
gences faible et forte sont équivalentes.

Définition 2.25 (taux de convergence linéair8pitu € H la solution du probléme d’op-
timisation. On parle de taux de convergence linéaire (ox @@iconvergence géométrique)
lorsque la méthode d’optimisation génére une suite d’'&sstu, ),y qui satisfont :

(Vn e N)  flu, —ul] < 7"[|luo —ul

our €]0, 1] définit le taux de convergence.

Theoreme 2.26[Rockafellar, Wets, 20Q4rhéoreme 7.33poientf et (f;).n des fonc-
tions s.c.i et propres d&”. On suppose que la suitg, ).y est telle que I'union de leur
section inférieure a la hauteuy € R soit bornée, i.e. pour tou§ € R, | J,cyleve, fr
est bornée. De plus, on suppose qyign épi-converge vers sa limite ponctuefleSi
f possede un unigue minimiseur natétoute suite(ty)cn de minimiseurs deéf;)sen
converge vers.

2.3.3 Algorithmes

Ce paragraphe n’a pas la prétention de lister 'ensemblalgesthmes permettant de
minimiser des fonctionnelles convexes mais plutot de r@ppertaines grandes classes
d’'algorithmes. Dans la suite de ce paragraphe, le problénmeigimisation convexe con-
sidéré est de la forme :

J
u € Argmin Z fi(uw) (2.24)
1

€H :
u =
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ou pour toutj € {1,....J}, f; € I'y(H). Pour résoudre ce type de problémes, il faut
faire appel & des algorithmes itératifs générant une $uijtg,n qui converge (au moins
faiblement) vers une solution du problen2e24). La solution est unique lorsque le critére
est strictement convexe et dans ce cas

u = arg min Z fi(u) (2.25)

2.3.3-a) Algorithmes permettant de minimiser des critereglifféren-
tiables

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas particuli.2® ¢u J = 1 et f; est
une fonction convexe différentiable de gradightLipschitz. Nous rappelons les algo-
rithmes de base permettant de résoudre une telle probtfueati

e Les méthodes de gradiesdnt basées sur le fait que pour taue H, V f;(u) corre-
spond a la direction possédant le taux de croissance le [@ué de f; enu. Par con-
séquent—V f;(u) correspond au taux de décroissance le plus grand ce quumdin
bon choix de direction pour trouver le minimiseur fle Soitu, € H, l'initialisation de
I'algorithme, alors les itérations € N construisent une suite:, ).y telle que

Up4+1 = Up — f)/nvfl(un)p

oU (v, )nen représente la suite des pas de I'algorithme. La difficuké&leédans le choix du
pas permettant d’approcher le minimum le plus rapidemessipte. La méthode daus
grande pentechoisit le pas de l'algorithme permettant de maximiser i tde décroi-
sance de la fonction objectif a chaque itération en caltujan= argmin. - fi(u, —
vV f1(u,)) qui est calculé le plus souvent par des approches dichot@sidParmi les
meéthodes de pas adaptatif on peut également citer la métteodescente de gradient
avec recherche linéaire d’Armijo ou le pasest admissible s'il vérifie

fi (Un - ’anfl(un)) < fi(un) — €val|V fr(un) |,

avece €]0,1[. Il y a également la stratégie dBdrzilai, Borwein, 198Bqui fait inter-
venir I'inverse du Hessien dg . Lutilisation d’'un pas adaptatif permet d’accroitre les
performances d’'une descente de gradient a pas constaatit héanmoins rester con-
scient que les méthodes a pas adaptatifs sont colteusegpaedtéaation de I'algorithme.
Remarqguons tout de méme que des preuves de convergenee/&idll sont garanties si
v €]0,2/3,[. D’autre part, lorsque; = || A - —z|?, I'algorithme de gradient résultant est
connu sous le nom d’algorithme de Landwehlearidweber, 1951
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e Les méthodes de Newtare se contentent pas d'utiliser la dérivée premiére majs s'a
puient également sur la dérivée seconde. L'idée de cetitiigm consiste a construire
successivement une approximation quadratique de la tomotjectif f; en un pointu,,
ajustée a partir de la dérivée premiére et seconde, puiownetie minimiseur de cette
fonction quadratique plutdt que de minimisAr directement. Le minimiseur est alors
utilisé comme nouveau point de construction d’'une appration. La procédure est en-
suite répétée jusqu’a la convergence de l'algorithme.jragimation quadratique peut
étre construite en utilisant le développement en série goiTde la fonctionf; au point
courantu,,, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a tregsitérations sont
alors de laforme :

(w—up) H(uy)(u —u,)  (2.26)

7

Unt1 = arg Hél%{l fl(un) + Vfl (un)T(u - un) +

I(u,upn

1
2
)

ou H désigne le Hessien dg enwu,. Remarquons que ¢ désigne une matrice définie
positive telle que pour tout € H, la fonctionI(-,v), définie dans I'équation2(26),
Soit une approximation majorante deenv alors on parle d’algorithme de majoration-
minimisation (MM) [Hunter, Lange, 2004 Lorsque H désigne une approximation du
Hessien, on parle de méthode de quasi-Newton. Cette appmeimet généralement
d’améliorer la vitesse de convergence.

Davantage de détails sur ces méthodes gérant des critéfégsmtiables sont présen-
tés dansChouzenouwet al,, 2009. En particulier, des méthodes a barriéres sont étudiées
car elles permettent de gérer des fonctions différentsabldérivée seconde non bornée
(comme la divergence de Kullback-Leibler).

Remarque 2.27 Nous avons présenté ces algorithmes dans leJcasl. Néanmoins ils
peuvent étre utilisés pour minimiser un critere composédiesses fonctionnelles. Cela
requiert que chaque fonctionnelle soit différentiable @insent de gradient Lipschitz de
facon a obtenir des garanties de convergence.

2.3.3-b) Algorithmes permettant de minimiser des criteresion dif-
férentiables

Commencons par formaliser un cas particulier du problé2r@d lorsqueJ = 1 et
f1 = tc, celaconduita :

Probleme 2.28 SoitC' = (;_, C;, oU (C})ieq1,...; €st une famille d’ensembles convexes
fermés non vides dK.

Trouver ueC.
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Le probléeme2.28est connu sous le nom d’approche ensemblistest appelé ensemble
admissible lorsqué’ # & et la solution est admissible lorsqu’elle vérifie 'enseenddés
applications diverses (se référerv(ila, Webb, 198, [Capricelli, 2008 Chapitre 3] et
aux références associées). La formulation des contradstassue de la connaissaree
priori des données a reconstruire et également des observatmnsasijue des exemples
de contraintes ont été donnés dans le paragragha-a)pour la résolution de problemes
inverses. Le problem2.28peut étre résolu par I'algorithme séquentiel POCS (Prigject
Onto Convex SetsHregman, 196pqui consiste a initialiset,, € H et pour toutr € N,
calculer

Unt1 = Pinyun

oui(n) représente un balayage cyclique tel gue = (n mod ¢) + 1.

La convergence faible de cet algorithme a été démontrée[@aegman, 196 Remar-
guons gu’une version étendue introduisant un parametrelaeation a été proposée dans
[Gurin et al,, 1967, article dans lequel la convergence forte a égalementé@tédtrée.
Des variantes de I'algorithme POCS telles que ART (AlgebReconstruction Tech-
nique) [Gordonet al, 1970 ou PPM (Parallel Projection MethodLCpmbettes, 1994
lusem, De Pierro, 20Q@®nt été proposeées pour effectuer ces projections en phrait
permettre ainsi d'améliorer les performances de POCS neanbdraiter qu’une con-
trainte a chaque itération. Ces algorithmes sont utili®és pésoudre des problémes in-
versesTrussell, Civanlar, 1984mais peuvent parfois, comme dans certaines applications
en traitement d'images, faire appel a un nombre de conésiinés élevé. Une méthode
parallele semble donc beaucoup plus adaptée a ce type dermesbavec une possi-
ble implantation sur une architecture multi-cceur ou GPUaf@ics Processing Unit).
Néanmoins, il se peut que les complexités de calcul desqtimjes pour les différentes
contraintes ne soient pas les mémes et un algorithme hybémleentiel/paralléle permet
alor d’optimiser la convergence. Ces algorithmes hybrmtasent le nom d’algorithmes
par blocs. Pour introduire un de ces algorithmes nous aflons placer dans un cadre un
peu plus large que la formulation du probléth28

-----

convexes fermés d¢. Soitf; € ['((H).
Trouver we C telque fi(u)=inf fi(C).

Ce probléme est un cas particulier du proble@24) lorsqueJ = 2 et f, = 1o et il
devient équivalent au problen2e28lorsquef; = 0.

L'algorithme itératif par blocs BISGA (Block Iterative Swgate Gradient Algorithm)
proposé dansombettes, 20Q3est présenté plus bas (algorithrhiepdans le contexte
suivant :
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Hypothése 2.30Soit f; € I'o(H) une fonction différentiable et strictement convexe sur
C' C 'H. On suppose qu'il existe € S C H tel quef;(w) < +oo ettel queS = {v €

H | fi(v) < fi(w)} est borné (hypothéses assurant I'existence d’un uniquaniseur).

De plus, les contraintes sont modélisées par

(Vie{l,...,c}) Ci={ueH|pi(u) <o} (2.27)

ou pour touti € {1,...,c}, ¢; est une fonction convexe et continuedalansR et j;
un parametre réel (les ensembles de contraintes ainsi défonit des sections inférieures
des fonctiongy; )1<i<c).

Fixere €]0,1/c| etug € H.

Pourn € N o .
1- Prendre un ensemble d'indicéscC {1, ..., c} non vide.
2- Soitt; ,, un sous-gradient de; enw,,.
di—pi(un) i .
3-Pouri € 1,,, pip = ltinll _ piltn)
U, si i(uy,) <.

4- On fixe la suitgw; , )7, Variant dange, 1] et telle qued ., w;, = 1.
ZiEIn w’i,n”pi,n_un”2 . )
5- )\ — { II ZiGIn wi~,7bpi,7L_u7L||2 ) Sl un e mZEIn CZ"
"=

1, sinon

{Dn — {veH | (uy — v,V fi(u,)) <0},

6-u,, — arg min u) avec
& filu) En:{v€H|<v—vn,un—vn>§O}.

ue DnmEn

Algorithme 1: Algorithme BISGA.

L'algorithme BISGA converge vers I'unique solution du piaine2.29lorsqu’il ex-
iste un nombre d’itérations > 0 pour lequel, quelque soit I'itération courantec N,
Ui I; = {1,...,c}. Cette hypothese implique que chaque enser@blsoit utilisé
au moins une fois au cours déstérations suivantes. La notion d’algorithmes par blocs
provient des suitel, ),,cy désignant un groupe de contraintes. L'étape 3 de I'algmeéth
correspond a une projection sous-différentielleuglesur chaqugC;);cz,. Enfin, il est
intéressant de remarquer que dans le cag ast un terme quadratique, I'étape 6 prend
une forme explicite. On laissera les lecteurs se report€oanpettes, 20Q3Viled et al.,
2009 pour plus de détails sur cet algorithme, ses simplificatidans le cas quadratique

et également son utilisation dans le cas de la stéréoscopie.
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Le probleme2.29nous permet également d’introduire I'algorithme de gratigojeté
[Bertsekas, Tsitsiklis, 199Thap. 3., Sect.3.3.2|ber et al,, 1999 qui est un algorithme
avec un bon taux de convergence lorsque la fonction est dkegtas; -Lipschitz. Soit
ug € C, la suite(u,,),~o €st construite de la fagon suivante :

Upt1 = Up + Ay <PC (un — Y (V fi(un,) — un))>

L'algorithme converge faiblement vers une solution du poi®2.29lorsque I'on choisit,
pour toutn € N, le paramétre de relaxation, €]0,1] et le pas de I'algorithme,, €
10,2/5[. De la méme maniére que pour la simple descente de gradieststratégies
de recherche de pas sont envisageables mais requiéreréterda recherche linéaire
lorsque I'on sort du convex€'. Ce type d’algorithme a récemment été utilisé pour ré-
soudre le probleme de déconvolution en présence de brigsgauavec une régularisation
par variation totaleChambolle, 2004 Dans ce travail, Chambolle introduit la variation
totale sous forme de contrainte, telle que= {u € H | tv(u) < §} avecs €]0,+o0],

et non sous forme lagrangienne comme nous I'avions fait dgpasragraphe précédent, a
savoir,

miﬁ fi(u) + xtv(u) avecy > 0.
ue

Le dernier algorithme que nous allons mentionner dans @gpaphe est I'algorithme
de sous-gradient projeté de Poly&oJyak, 1969 Cet algorithme permet de résoudre le
probléme2.29dans une formulation générale, ne nécessitant pas d’hgpetre différen-
tiabilité sur f;. L'algorithme est initialisé par une valeuy € C' et, pour toutn € N, ¢,
désigne un sous-gradient deenw,,. Les itérations sont obtenues pour tout N par

ln
Up+1 = PC(un - Un—>7
14|

ou, pour avoir des garanties de convergeiieg),>o e€st une suite de valeurs strictement
positives de somme infini&{ , 0, = +00) et de carré sommablg{ o2 < +00). Ces
hypothéses impliquent un pas inversement proportionneloaobre d’itérations, ce qui
va se traduire par une convergence lente de I'algorithmeal@erithme permet donc
de traiter des fonctionnelles convexes non-différengigiole type normé, mais au prix
d’'une convergence lente.

2.3.4 Conclusion sur les algorithmes

Divers algorithmes permettant de minimiser des criteréééréntiables ou non-différen-
tiables viennent d’étre présentés. Nous récapitulons Eatableau2.1 'ensemble des
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avantages et inconvénients de chaque méthode. Dans caudkeléait de gérer des fonc-
tions de gradient non-Lipschitz mais différentiables swrldomaine concerne directe-
ment la divergence de Kullback-Leibler. La non-différabilité est liee a la minimisation
d’un critere comprenant la norntg (par exemple comme terme de régularisation). La
gestion des contraintes permet d’envisager des contsainot@me la positivité des pixels
de I'image reconstruite, ou encore s’assurer que la solappartienne a la bouts, ce
qui reviendrait a formuler le criter(7) sous la forme :

min ¥ (y) s.c. ¢(y) <. (2.28)

yERN

Un autre élément de comparaison pour ces différents aigoeis est leur possible
implantation en paralléle de fagcon a améliorer leur tempsaleul (important quand
les données sont de grandes tailles). Le dernier élémesid&ya est ainsi la vitesse de
convergence.

Le tableaw2.1 montre qu'il est difficile de gérer efficacement un criterelimnt si-
multanément une fonction qui n’est pas de gradient Lipgattitune normé; avec les
meéthodes précédemment citées. Lorsqu’il s’agit alors dadgre en compte des données
dégradées par un bruit de Poisson, une solution efficacedsefaire appel aux algo-
rithmes proximaux, méthodes permettant de minimiser uarerde la formeZ.24) sous
la seule contrainte que, pour tout {1, ..., J}, on soit capable de calculer explicitement
la solution de

1 )
argmin oflu —v|* + fi(w),

connue sous le nom d’opérateur proximal de la fonctipau pointv € H. La notion
d’opérateur proximal sera détaillée dans le chaftre

2.4 Bruit de Poisson : quelle méthode adopter ?

La littérature associée aux applications telles que la TlERagerie SPECT (Single
Photon Emission Computed Tomography), I'astronomie gamanmicroscopie confo-
cale ou encore I'imagerie optique, permet d’avoir un lafgereu des méthodes de recon-
struction en présence de bruit de Poisson. Nous allonsrietsgans ce paragraphe, les
principales méthodes utilisées a savoir les approchegbasé le maximum de vraisem-
blance Richardson, 1972L.ucy, 1974 Shepp, Vardi, 1982Lange, Carson, 1984les
approches MAP lorsque le terme d’attache aux données edtajicpe Fessler, Hero,
1995 Bouman, Sauer, 199&erhaegheet al., 2004, et enfin certains travaux permettant
de stabiliser la variance des observations tels que lesftnranées de Anscombe et de
Haar-Fisz Anscombe, 1948ar-Lev, Enis, 1988Fryzlewicz, Nason, 20QZhanget al.,
2009.

Remarque 2.31 Dans cette thése notre intérét portera sur les approchestiannelles.
Il faut néanmoins étre conscient que d’autres approchegtintiéveloppées dans le cas
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Gradient | Newton POCS Gradient BISGA Polyak
projeté
Critere
différentiable X
et de gradient X X - X (et strict. X
Lipschitz convexe)
Critére
différentiable X
mais PAS de - - - - (et strict. X
gradient convexe)
Lipschitz
Critere X
non - - - - (Si exprimé X
diffé- sous forme
rentiable de containte)
Contraintes X
avec - - X X (contrainte de X
projecteur la forme @.27))
explicite
X
Paralle- - - (variantes - X -
lisable paralléles comme
ART ou PPM)
Assez lent Vitesse Parfois moins | Tres lent
mais dépendante | Similaire rapide a cause
possibilité | Rapide du nombre méthode| que d’autres | du choix
Vitesse d’acc. avec de de meéthodes aveq du pas
meéthodes contraintes gradient projecteur | permettant
d’adaptation explicite d’assurer
de pas. la conv.

TABLE 2.1 — Tentative de comparaison des principaux algorithnagstichisation con-
vexe utilisés dans les problémes d’'imagerie.
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d’un bruit additif gaussien et plus récemment dans un cadisgonien. Parmi ces méth-
odes ont peut citer les approches de type « moyennes noledoe¢Non-local means)
[Buadeset al, 2005 Deledalleet al, 201Q ou encore les approches basées sur I'équiv-
alent du principe de SteinStein, 198]1 dans le cas du bruit PoissorHudson, 1978
Tsui, Press, 1982Luisier et al, 201J. Ces méthodes sont actuellement efficaces pour
des problemes de débruitage mais lorsqu’un opérateur deadé@gjon linéaire rentre en
jeu I'extension de ces travaux n’est pas triviale.

2.4.1 Maximum de vraisemblance

Une premiéere approche, connue sous le nom d’algorithme cleaRIson-Lucy dans
des applications en microscopie ou en astronoRieardson, 1974 ucy, 1974 et sous
le nom d’algorithme EM-ML (Expectation-Maximisation Mamum Likelihood) en TEP
[Dempsteet al,, 1977 Shepp, Vardi, 1982 ange, Carson, 1934consiste & maximiser la
vraisemblance poissonienne. Le raisonnement pour ob&mitérations de I'algorithme
est le suivant. On cherche I'estiméegle= (y;):<;<n la plus probable notég,,, . Ceci
revient a résoudre

Yuy = arg max 1og pzy—y((2j)1<j<m)
yERN

La loi de Poisson est donnée par :

| | B M exp(—ozzl lAﬂyz A 2.29
=y ((zhgien) = [ | Z 3ili)7 (2.29)

Z .
j=1 I

OU (A, )1<j<m 1<i<n €t(z;)1<j<m SONt définis par I'équatior2(l). Par conséquent,

M N N
lOg Wz)y= y( ZJ 1<3<M Z { -« Z Ajﬁ-yi + 25 lOg (Oé Z Awyl)} + constante
=1 =1

J=1

La maximisation de la vraisemblance peut étre effectuéd’glgorithme EM. Des ex-
plications détaillées sont présentées d&@itwepp, Vardi, 1982Annexe 1]. Les itérations
résultantes de I'algorithme EM-ML sont, pour tout N,

M

. yjn Zi
(\V/] € {177N}) Yjn+1 = Alji
Z 1 Aij ; Zg 1 Aijy;

La suite(y,).en définie précédemment converge vers le maximum de la logemais
blance poissonienne. Cependant, comme aucun terme daniégtibn n’est pris en compte,
'image ) est une estimée instable, dominée par le bruit. Cependarayantage de
cette approche provient de la possibilité d’assurer latpagi de la solution. En effet,
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cet algorithme est un algorithme multiplicatif avec un éactmultiplicatif positif, ce qui
assure que si la premiére estimée est positive, les sus/engeront également. Pour plus
de détails sur cet algorithme on pourra se référetaepp, Vardi, 1982 ange, Carson,
1984. Cet algorithme est néanmoins connu pour posséder desleaasnvergence tres
faibles. Pour cela, des versions accélérées telles que SEMred Subsets Expectation
Maximization) Hudson, Larkin, 1994ont été proposées. L'algorithme OSEM considere
a chaque itération un sous-ensemble des données obsdradasthode la plus utilisée
consiste a prendre des sous-ensembles consécutifs adagptasonnement est similaire
a I'implantation de ART proposée dartddrman, Meyer, 1993

2.4.2 Approche MAP : traiter le bruit comme s'il sagissait d'un bruit
gaussien

L'approche EM-ML permet d’obtenir des résultats correcgsatres éloignés de I'op-
timum recherché. Pour améliorer ses performances, desamys EM-MAP ont été en-
visagées mais |'étape de Maximisation de 'EM est alorsdewen temps de calcul. Dans
la littérature on peut par contre trouver des approches MARederme d’attache aux
données est approximé par une fonction quadratique. Onspengjporter aux nombreux
travaux effectués dans cette direction a savedskler, Hero, 199Bouman, Sauer, 1996
Verhaegheet al, 2009 et les références associées. Généralement, cette apyatio
conduit a des résultats corrects lorsque les données sordgggadées par le bruit de
Poisson Fessler, 1996 Dans ces approches, le terme de régularisation est sburen
pénalisation quadratique appliquée sur chaque pixel et@ismage.

Pour envisager des régularisations plus performantesstellie la variation totale
ou une norme; appliquée sur des coefficients de trame, il faut faire appisatech-
nigues d’optimisation convexe plus récentes : les appoptaximalesCombettes, Wajs,
2009 ont montré leur efficacité pour des problemes de restauran présence de bruit
gaussien. Pour traiter des données dégradées par un opérataire et un bruit de Pois-
son, il peut étre envisagé d’utiliser une approximationdyatique de I'antilog-vraisem-
blance poissonienne de fagon a se ramener a des criterefodada:

min || Ay — z||* + xtv(y), (2.30)
yERN
ou
min ||AF*z — z||* + x||z| 1, (2.31)
zeRK

2.4.3 Approche MAP : transformées stabilisatrices de variace

e Approximation de Anscombe
Une approche proposée par Donoho ddnsnoho, 199Bconsiste a effectuer un pré-
traitement sur les observations en utilisant la transferde@Anscombe4nscombe, 1948
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Makitalo, Foi, 2010,

Alz) = 2@.

Ce pré-traitement permet a la statistique du bruit de seogppr d’'une loi normale cen-
trée de variancé. Ce constat est illustré par les figur2$ et 2.7 pour des parametres
d’échelles fixés av = 0.1 eta = 0.02. On remarque que plus la valeur deest faible,
moins la transformation est efficace. Aprés la transforomatia suite du traitement con-
siste a considérer les données comme des données gaussienne

e Transformée de Haar-Fisz

L'objectif de la transformée de Haar-Fidzrjzlewicz, Nason, 20Q% st identique a celle

de Anscombe. Elle consiste a stabiliser la variance et quplde cette facon que le bruit
se rapproche d’un bruit gaussien. La transformée de HaarrfeitéeF est obtenue de la

facon suivante :

(i) Effectuer une transformée en ondelettes avec des filmasiormalisés de Haar sur
image y € RM>*M2 sur.J niveaux, tels queV, = N, = 27. A chaque niveau

de décomposition € {1,...,J}, modifier les coefficients de détails de la facon
suivante :
b 04 Si g, =0,
¢ zh /2, sinon

ou o représente les coefficients de détails horizontaux, \&rtiou diagonaux.

(i) Effectuer la transformée en ondelettes de Haar invetse/ niveaux a partir des
coefficients transformés a I'étape précédente.

Sur les figure.6 et 2.7, sont représentés les histogrammes de bruit pour lesatitiés
transformations. Il apparait clairement que la transferoeé Haar-Fisz fournit une bonne
approximation d’une loi normale, et cela quelque soit leeaivde bruit.

2.4.4 Approches proximales

Grace a des outils récents d’optimisation convexe que n@septerons dés le chapitre
suivant, des algorithmes comme I'algorithme de DouglashiRad [Combettes, Pesquet,
20073 ou I'algorithme proximal paralleleJombettes, Pesquet, 2Q@rmettent, en par-
ticulier, de résoudre le probléme de débruitage en forntwlarcritére convexe composeé
d’'une divergence de Kullback-Leibler et d'une régulaimatde type norme; sur des
coefficients de trame, a savoir,

z € Argmin Dgrg(z, F'x) + x|z, (2.32)

TzeRK
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FIGURE 2.6 — Comparaison des histogrammes de bruit potr0.1 lorsquey correspond
a limage de Lena.
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FIGURE 2.7 — Comparaison des histogrammes de bruit poef 0.02 lorsquey corre-
spond a I'image de Lena.
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ou d’'une divergence de Kullback-Leibler avec une régudios par variation totale, c’est
a dire,

y € Argmin Dgrg(z,y) + xtv(y). (2.33)

yERN

'image débruitée par la minimisation du crite232 esty = F''z. A ce stade, nous
nous contentons de montrer quelques résultats de délwaibdgnus avec les algorithmes
proximaux, sans en détailler les itérations. Nous comaoas résultats aux méthodes
stabilisatrices de variance et a I'approximation quadtegi Pour ces approches nous min-
imisons,

7 € Argmin ||FTx—T(z)||§+X||x||1, (2.34)
zERK
ou
¥ = argmin |[v — 7 (2)||3 + xtv(v). (2.35)
vERN

La notation7 permet d’englober les deux approches stabilisatrices danee et I'ap-
proximation quadratique. En effet, nous avdhé:) = A(z) pour la transformée de
Anscombe,7 (z) = F(z) pour la transformée de Haar Fisz’E{z) = = dans le cas
de l'approximation quadratique. Dans notre exemplagprésente une transformée en
ondelettes avec des filtres de symmlets de longueltafigt, 1997. D’une part, la solu-
tion de I'équation2.34) revient a effectuer un seuillage doux des coefficientsditettes
de7 (z) [Daubechiet al, 2004. D’autre part, la solution de2(35 est obtenue en ap-
pliguant I'approche de Chambolle siir(z). Les images débruitées par le critéBe34)
(resp. du critere2.35) sont obtenues par=7 "' (F'z) (resp.y = 7 *(7)).

Pour chaque approche, le paramétre de régularisgtiarété choisi manuellement
pour obtenir le plus grand rapport signal sur bruit (SNR)n®kensemble du manuscrit,
le SNR mesurera I'erreur entre une imaget I'image originaley. Il est défini par

_ Y
SNR(y,7) = 201og,, HyH—H?H (2.36)

Une autre mesure qui sera fréquemment utilisée est la mdeusimilarité de structures
(SSIM), introduite dansWang, Bovik, 200Q Ses valeurs sont comprises entre -1 et
1 (le maximum étant obtenu pour deux images identiques).rbgramme Matlab est
disponible sur la page web de Z. Wahg

Les résultats obtenus par les différentes approches sésemtés sur les figur@s8
et 2.9 ou nous pouvons remarquer la nette amélioration des réstdtat en terme de
SNR, de SSIM ou visuellement lorsque la divergence de KakHzaeibler est considérée.
Cet exemple vise essentiellement a évaluer la qualité deurasion pour les différents
choix de terme d’attache aux données. Cependant, nous peuaater que, pour la régu-
larisation par normé; sur les coefficients de trames, de meilleurs résultats entrau

1. http ://www.ece.uwaterloo.caz70wang/research
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étre obtenus en remplacant la transformée en ondelettesecpar des trames telles que
des contourlets, des bandelets, des transformées en addréNdtons que pour obtenir

de bons résultats en utilisant des trames, le coefficienégl@arisation doit étre adapté
a chaque sous-bande. Lorsqu’un opérateur linéaire esepreompte, les algorithmes

proximaux ne peuvent étre utilisés directement lorsquitgathe aux données est une
divergence de Kullback-Leibler, cela nous conduira a deures différentes dans les
chapitres3 et 4.
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Remarque 2.32Notons que de récents travaux basés sur d’autres approchedes
meéthodes proximales se sont intéressés a la minimisatiom cfitere composé de la
divergence de Kullback-Leibler et de la variation totaledy et al, 2006 Chan, Chen,
2007 Bardsley, Luttman, 20Q9

2.5 Conclusion

Ce présent chapitre nous a permis d’introduire la probli&matet les approches exis-
tantes pour I'aborder. Elle permet de dégager trois pomportants :

e Nous avons vu que de nombreux algorithmes permettent dadésdes problémes de
débruitage, restauration et reconstruction en présenbrudedditif gaussien, grace a un
terme d’attache aux données quadratique (fonction deggradipschitz).

e Nous avons montré que pour des données dégradées par utebRgitsson impliquant
un terme d’attache aux données lié a la divergence de Kibaibler, la propriété de
gradient Lipschitz requise pour la convergence de nombadgorithmes n’est pas veéri-
fiee. Il faut néanmoins noter que la fonctionnelle reste deiscdifférentiable sur son
domaine.

e Une limitation supplémentaire provient du choix du terme@fgularisation. En effet,
un terme qui semble adéquat en pratique est une nérmgpliquée sur des coefficients
de trames. Cependant, dans les algorithmes cités, ceuweftantde traiter des fonction-
nelles non-différentiables sont généralement trés |&rg. solution consiste a approx-
imer la norme/; par une fonction différentiable telle qu’une fonction deldéu[Durand,
Nikolova, 2007 Carlavanet al,, 2009 mais le choix d’'une bonne approximation jouera
sur la vitesse de convergence de I'algorithme et la quadis&ésultats. Dans la suite nous
présenterons des algorithmes proximaux qui constituehughodes efficaces permet-
tant de minimiser des criteres non-différentiables. Cgerghmes requierent néanmoins
certaines adaptations pour étre appliqués dans le cas diurpbissonien, en particulier
lorsque la dégradation comporte également un opératedaiten Enfin, nous avons re-
marqué que, malgré les bons résultats produits par la mégatian sur des trames d’on-
delettes ou une régularisation par variation totale, legltéts obtenus présentent des arte-
facts. Un point que nous aborderons dans le chapiés la nécessité de trouver d’autres
termes de régularisation permettant d’améliorer la qaidi restauration/reconstruction.
Nous présenterons dans ce but, la notion de régularisagtonide.
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Image originale Image dégradée

i

Solution de 2.34 avec7 =1d Solution de 2.34 avec7 = A Solutlon de 2.39 avec7 = F
SNR =18.3dBetSSIM=0.61 SNR=19.1dB et SSIM 0.66 SNR =1B.8tdSSIM =0.56

Solution de 2.39 avec7 =1d Solution de 2.35 avec7 = A Solution de 2.35 avec7 = F
SNR=20.3dBetSSIM=0.70 SNR=21.0dBetSSIM=0.75 SNR =1B.8tdSSIM =0.67

Solution de 2.33 Solution de 2.33
SNR=21.3dBetSSIM=0.76 SNR=19.7 dB et SSIM = 0.69

FIGURE 2.8 — Comparaison des différentes méthodes de débruitageesence de bruit
de Poisson pour une dégradation avec un parametre d’ééiéleen = 0.1.
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Solution de 2.34 avec7 =1d Solution de 2.34) avec7 = A Solution de 2.34) avec7 = F
SNR=15.8dBetSSIM=0.46 SNR=145dBetSSIM=0.47 SNR =1B.@tdSSIM =0.40

B

Solution de 2.35 avec7 =1d Solution de 2.35 avec7 = A Solution de 2.35 avec7 = F
SNR=17.0dBetSSIM=0.55 SNR=15.7dB et SSIM =0.59 SNR = 1B.8tdSSIM = 0.50

Fav i
Solution de 2.33 Solution de 2.33
SNR=17.9dBetSSIM=0.62 SNR=16.4dB et SSIM=0.51

FIGURE 2.9 — Comparaison des différentes méthodes de débruitageesence de bruit
de Poisson pour une dégradation avec un parametre d'ééiéleen = 0.02.



CHAPITRE 3
Imbrication d’algorithmes proximaux
et extension quadratique

3.1 Motivations

Depuis le début des années 2000, de nombreux travaux o garda minimisa-
tion d’'un critére convexe composé d’'une somme de deux fomgthon-nécessairement
différentiables Bect et al, 2004 Figueiredo, Nowak, 20Q3Daubechiest al., 2004
Combettes, Wajs, 200 ombettes, Pesquet, 200Q.7@n peut par exemple citer, I'algo-
rithme EM (Expectation-Maximization) introduit danSijueiredo, Nowak, 20Q3I'al-
gorithme Landweber seuill®@Egctet al., 2004 Daubechiegt al., 2004 également connu
sous le nom d’algorithme explicite-implicite dans une ferpius généraleombettes,
Wajs, 200%et I'algorithme de Douglas-Rachfor@pmbettes, Pesquet, 20(.7@es deux
derniers font appel a la notion d’opérateur proximal intibgar Moreau dans\oreau,
1964 et possedent des garanties de convergence. Nous défidmarsin premier temps
cet opérateur et certaines de ses propriétés qui nous sdilestdans ce chapitre ainsi
qgue dans le reste du manuscrit. Notre intérét portera ensuitles algorithmes proxi-
maux (explicite-implicite et de Douglas-Rachford) et lesiétés de convergence asso-
ciées. Le calcul de 'opérateur proximal d’'une somme de deungtions convexes fera
I'objet d’'une étude dans le paragraphe suivant. Nous ptésmrs ensuite la classe des
algorithmes proximaux imbriqués que nous avons proposésuet propriétés de con-
vergence. Ces méthodes permettent de résoudre une clagsebtfmes plus large, a
savoir la minimisation d’'une somme de trois fonctions. Liarfolation de cette classe de
problemes est la suivante.

Probleme 3.1 Soientf, g et h des fonctions appartenant a la classg ) ou g est une
fonction de gradient-Lipschitz aveg? > 0. On souhaite trouver

ue Argergin f(u) + g(u) + h(u).

Le troisieme fonctionnelle permet par exemple d’'inclurasii critere, en plus du terme
d’attache aux données et d’'un terme de régularisation, desaintes additionnelles

telles qu’une contrainte de positivité des données ou ungaiate sur la dynamique des
pixels. Dans le paragrapl86, cette approche nous permettra entre autres de résoudre
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un probléme inverse ou I'image est dégradée par un opéraéaire et un bruit non-
nécessairement additif gaussien, comme un bruit de PoiBsots les exemples étudiés
dans le paragraph&6, i se réduira a la fonction indicatrice d’'un ensemble convexe c
gui nous aménera a considérer un cas particulier du prok3&na savoir :

Probleme 3.2 Soientf et g deux fonctions appartennant & la cladsg’+) ou g est une
fonction de gradient-Lipschitz aved > 0. SoitC' € ‘H un ensemble convexe fermé non
vide. On souhaite trouver

ue Arger;ilin fu) 4+ g(u) + te(u).

3.2 Opérateur proximal

3.2.1 Définition

L'opérateur proximal est associé a une fonctfor I'o(H) en un pointu € H et se

noteprox ;u. Il correspond a I'unique point qui minimise+ || - —ul|?, i.e.
Mo H in > o —ulP + 7 (0) (3.1)
rox, : — LU argmin — |((v —u V). .
P f & veH 2

Cet opérateur généralise la notion de projection sur unmelnigeconvexe fermé non vide

C C H telle queprox, , = Pc. De nombreuses formes explicites d’'opérateurs proximaux
sont répertoriées dans de récents travalonjbettes, Wajs, 200%hauxet al,, 2007
Combettes, Pesquet, 200T@ombettes, Pesquet, 2d10ne forme bien connue de cet
opérateur proximal est celle associée a une ndintantilog vraisembance d’une loi de
Laplace), qui est rappelée ci-dessous.

Exemple 3.3 Soity €]0, +oo] et soity = x| - |. On a alors, pour touf € R,

—x st {>x
prox,§ =4 0 si &e[—xx
E+x sl {<—x

Cet opérateur proximal correspond a un seuillage doux,tceedire, pour touté € R,
prox,§ = soft_, 1§ = sign(&) max{|¢| — x, 0}.

D’autres formes explicites sont données pour des distabsigaussienne généralisée,
exponentielle, gamma, chi, uniforme et, plus généralenmmir des densités de proba-
bilité log-concavesChauxet al., 2007. Dans la suite de ce chapitre, seules les propriétés
de cet opérateur qui sont nécessaires a la bonne compréhelismanuscrit seront rap-
pelées.
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3.2.2 Quelques propriétés

Dans ce paragraphe nous listons une série de propriétésalideopérateurs proxi-
maux. Ces propriétés vont du calcul d’un opérateur proxpual une fonction composée
avec un opérateur linéaire, utile dans des problemes deurasibn d’images, a la pro-
priété de contraction de I'opérateur proximal, nécesshires les preuves de convergence
des algorithmes proximaux. Nous nous attarderons égatesuete calcul de I'opérateur
proximal d’'une somme de deux fonctions dont I'une est la fioncindicatrice d’'un en-
semble convexe.

e Points fixes[Chauxet al, 2007, lemme 2.3(i)] :
Soit f € T'y(H), pour toutu € H, on a alors

u € Argminf < prox,u = u. (3.2)

e Perturbation quadratique [Combettes, Wajs, 200femme 2.6(i)] :
Soit f = h+V| - ||?/2+x(-,0) +c avech € To(H), v € H, V¥ € [0, +oo[ et (x,c) € R2
Pour toutu € H, on a alors

PrOX ;U = ProXy /941 ((uw—x0)/(9+1)). (3.3)

e Translation [Combettes, Wajs, 200femme 2.6(ii)] :
Soit f = h(- —v) avech € I'o(H) etv € H. Pour toutu € H, on a alors

Prox ;u = v + prox(u — v). (3.4)

e Changement d’échell Combettes, Wajs, 200femme 2.6(iii)] :
Soit f = h(./x) avech € I'y(H) etx € R ~ 0. Pour toutu € H, on a alors

Prox,u = X proxy = (u/x). (3.5)

e Contraction et « moyennea » [Combettes, Wajs, 200Définitions 1.1 et 2.3] :

Nous rappelons ici les définitions et quelques propriétés dpérateur contractant, d’'un
opérateur de « moyenme», d’un opérateur fermement contractant et strictemertraon
tant.
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Définition 3.4 Un opérateurL : H — H estcontractantsi
(V(u,v) € H?) ||Lu — Lo|| < [lu—v]|.

Définition 3.5 L est dit dex moyennex » (a-averaged) si. = (1 — a)Id + «R pour un
certain opérateur contractan® : H — H. La classe des opérateurs de « moyenne
est notéed(a).

Lemme 3.6 [Combettes, 20Q4emme 2.3]SoientL : H — H ety € ]0, +o0| tels que
JL € A(3), et soity €]0,29[. On a alorsld — yL € A().

Lemme 3.7 [Combettes, 20Q4emme 2.1(i) et 2.1(ii)Soient : H — H eta €]0, 1].
Les propriétés suivantes sont alors équivalentes.

(i) L e Ala).

(i) (V(u,v) € H?) ||Lu — Lo||* < [ju— o[> = =2||(Id — L)u — (Id — L)vl*

Définition 3.8 L'opérateur L. estfermement contractant’il satisfait 'une des condi-
tions équivalentes suivantes :

(i) (V(u,v) € H?) ||Lu — Lo|* < (Lu — Lv,u —v).

(i) (Y(u,v) € H?) |[[Lu — Lo||*> < |Ju — v||* = ||(Id = L)u — (Id — L)v||*.
On peut remarquer que I'opératelirest fermement contractant si et seulement st
A(3)-
Lemme 3.9 [Combettes, Wajs, 200%emme 2.4]Soit f € ['o(H). prox, etld — prox,
sont alors fermement contractant.

Définition 3.10 Un opérateur linéairel, : H — H eststrictement contractantle con-
stanted €0, 1] si

(V(u,v) € H?) | Lu — Lo|| < 9|lu—v]|.
Proposition 3.11 Soit f une fonctionfortement convexale module) € |0, +oc], i.e.
f=h+9|-|*/20uheTy(H), alors:
(i) (V(u,v) € H?) (prox;u — prox,;v,u —v) > (14 9)||prox;u — proxv||?
(i) prox, eststrictement contractant de constafite- 9)~h

Preuve:
La fonctionh /(1 + ¢) appartient d'o(H) ce qui implique, d’aprés le lemn&9, que
prox4¢)-1, €St fermement contractant , i.e.

149 1+9

(V(u,v) € H?) |prox_n_u — prox_n
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Par conséquent, en utilisai®8) avecy = ¢ = 0, nous obtenons

(V(u,v) € H?) (prox ju — prox;v,u — v)

=(1+9) <prOX1¢ﬂ (H—Lﬁ) — ProX_ b <1—tl9)’ 1—1:19 B 1—1;79>
v

2
u
PIOX Lo (1 +19) - proxﬁo<1 +19>

=(1 4 9)||prox;u — proxvl|*.

>(1+9)

La propriét(ii) peut alors étre déduite en appliquant I'inégalité de Catftiywarz :

(V(u,v) € H?) (14 9)|lproxu — proxv||*> < (prox;u — prox;v, u — v)
< |lprox;u — prox v||[lu — v||.00

e Composition:

La propriété suivante concerne le calcul de I'opérateuxipral d’'une fonctionf de
I'o(H) composée avec un opérateur linéaire batnérifiant L o L* = x Id poury > 0.
On reconnait ainsi la propriété caractéristique de I'ajgéirade synthése d’'une trame
ajustée qui a été introduite dans le chapféquation 2.19].

Proposition 3.12 [Combettes, Pesquet, 200 peoposition 1150itG un espace de Hilbert
réel, soitf une fonction dd'(G) et soitL: H — G un opérateur linéaire borné. Sup-
posons que la composition deet L* satisfaitL o L* = y Id, pour x € ]0,+oc[, on a
alors: foL el'y(H) et

prox,;, = Id + x"L* o (prox,; — Id) o L. (3.6)

Notons qu’une généralisation de cette proposition seeptée dans le chapidgpropo-
sition4.3.

e Formule de décomposition
Nous rappelons ici une proposition utile au calcul de I'ep@ur proximal d’une fonction
séparable.

Proposition 3.13 [Chauxet al., 2007, proposition 2.1050itll un sous-ensemble non vide
deN, soit(0;);e1 une base orthonormale d¢ et soit

fiH— =00, +ool;u— Y @i({ulor)).

i€l

SiT est fini, ou s'il existe un sous-ensembleel tel que :
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(i) T~ J estfini,
(i) (Viel)ep =0,
(i) il existe une suitg¢;);cy dansR telle que)_|&;|* < +o0, Y |prox, &|* < +o0
) 1e]
etd> wi(&) < +oo;
i€l

alors f € I'y(H) et

(Vu € H) ProxX ;1 = Z (prox,, (ulo;))o;.

1€l

e Somme d’une fonction del'((#) et d’'une fonction indicatrice :

Dans le paragraph@.4, notre attention portera sur le calcul de I'opérateur pratide
la somme d’une fonction indicatrice et d’une fonctionld¢? ). Nous rappelons ici, que
sous certaines limitations ce calcul est direct.

Proposition 3.14 [Combettes, Pesquet, 200 peoposition 12]Soit f € I'y(H) et soitC’
un sous-ensemble convexefdeel queC N dom f # &, alors :

(i) (Vu € H), prox;u € C = prox, , ;u = proxu.
(i) Supposons qua = R, on a alors

prox, .,y = Pc o prox;. (3.7)

Nous nous proposons de généraliser cette proposition darigéne suivante.

Proposition 3.15 SoitI un sous-ensemble non videNgesoit (o;);c; une base orthonor-
male deH et (y; )1 une famille de fonctions d&)(R).
Soit f unefonction séparabldelle que,

fiH = ]—00,+00] tur Y @il{u,0)). (3.8)
1€l
Soit C unconvexe séparablel que,
C=(NueH | (uo)eC} (3.9)
1€l

ou les(C;);e1 sont des intervalles fermés Betels que (i € I) C; N dom p; # .
Sil est fini ou s'’il existe un sous-ensembléel tel que :
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() I~ Jsoitfini;
(II) (Vl S J) i = QOZ(O) =0et0 e C;;

alors,
(Yu € H) prox;,, u= Z ;04 (3.10)
il
ou
inf C; Si prox,, <u, 02-> < inf C;
m = < sup C; Si prox%_<u, 0i> > sup C} (3.11)
prox%_<u, 0i> sinon.
Preuve:

Cette proposition se déduit en partie de la proposiidiB Assurons-nous que les hy-
pothéses de la propositi@l3sont vérifiees. Les formes prises gfaet C', nous permet-
tent d’écrire,

(VueH)  (f+iwe)w) =) (pi+ic)({uo05).

i€l

De plus, pour tout € 1, ¢; € T'o(R) et C; représente un intervalle fermé dedont
I'intersection aveclom ¢; est non vide. Par conséquent+ ¢, est propre et dong; +
e, € T'o(R). Dans le cas ol n’est pas un ensemble fini, en considérant I'hypotlfgse
nous pouvons écrire, pour tolE J, ¢; + tc, > (p;i + ;) (0) = 0. Puis, pour tout € J,
en choisissarg; = 0 nous avony ", |&;|* = 0 < 400 ; d’aprés les hypothesés et(ii),
nous pouvons écrirg_,_; |(v; + tc;,)(&)|* = 0 < 400 et enfin grace a I'équatiord(2) et
I'hypotheseii), nous déduisons que,_; |p1"OX%_+LCi§Z-|2 = 0 < +oo. Par conséquent,

(Vu € 'H) prox;,, (u) = Z (prox%_ﬂci (u,0:)) 0. (3.12)

1€l

D’autre part, pour tout € I, C; est un intervalle fermé d tel queC; N dom ¢; # @.
Grace a la propositio8.14 (ii), nous pouvons finalement écrire :

prOX<p¢+Lci <U, Oi> :(PCZ © prox%)(<u7 Ol>)

inf C}, siprox,, (u, 0;) < inf C;
= { prox,, (u,0;), Siprox, (u,0;) € C; (3.13)
sup Cj, siprox,, (u, 0;) > sup Cj.

Pour finir, si 'on combine3.12 et (3.13 nous obtenons les équatiosi0 et (3.11).00
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Il faut remarquer que cette proposition est uniguementiedbrsquef et C' sont sé-
parables dans la méme base orthonormalé_orsque ces hypothéses restrictives ne sont
plus respectées, le résultat de cette proposition n'a pusdiétre vérifie. Pour illustrer
cette remarque nous donnons les deux contre-exemplesiiiva

Exemple 3.16 SoitH = R? et soit f une fonction définie pour tout vecteurde R? par

f(u) = tu"A uwavech = (Al ﬁ”) 00 As, > 0et|A; ] < AYZ. SoitC = [—1,1]2.
1,2 2,2 ’
Cet ensemble convexe est séparable dans la base canonidtfe Beenons maintenant
u=2(A1o,1+ Ayy)". Apres quelques calculs nous obtenons que :
— Po(proxu) = (0,1)7
— prox,,, ju = (7,1)" ou

M2 §iAy, € [-2,2]
T=41 Si ALQ > 2 (314)

—1 Si ALQ < —2.

Dans le cas oth; » # 0, f est alors non séparable et la propositiBri5n’est pas vérifiee.

Preuve:
Soitp = prox,u etq = prox;,, u olu € H. Soith € T'y(H) une fonction définie, pour
toutv € M, parh(v) = 3|lv — u|* + f(v). Nous en déduisons que

p=(1+A)"u, (3.15)

est le minimiseur dé sur, tandis que;y est le minimiseur dé sur C. Nous pouvons
alors écrire, pour tout € H,

1 2 o T 2\ , 1 7
h(v) = Q(HUH 20T + [|ul] )+ SvTAv
o 1 T T 1 2
=3 (v (A +Td)v + 20 u) + 2||u||
1 1
- = (UT(A +Id)o + 20w+ T (1d + A)—lu) + 5l — T (1d + A)
1 1
= 5(1) —(1+ AN ) Jd+ A)(v— (1+A) " u) + §||u||2 —u' (Id+A) "t
:E<U) + Gu,

avech(v) = (v —p)' (Id+ A)(v —p) etg, une fonction de:. ¢ minimise alors surC'.
Dans I'exemple, nous avons choisi= 2(A; 2,1 + Ay») ", qui conduit & = (0,2)7.

De plus, nous avons choi6i = [—1, 1]?, on a alorsP-(p) = (0,1)".
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Soitg = (7, 1)T. Pour montrer que = g, nous devons vérifier qugminimiseh sur
C. Une condition nécessaire et suffisante pour le montierdrt-Urruty, Lemaréchal,
1996 p. 293, théoréme 1.1.1] est que

(VoeC)  (VA@) (v—7) >0,

oUVh(q) = (Id+ A)(g — p) est le gradient d& au pointg. Cela est équivalent a prouver
que

(V(vi,v2)" € C) (27 — Ai2)(vy — ) + (A om — Ao — 1) (v — 1) > 0. (3.16)

Trois cas doivent étre considérés.

(i) Le cas ouA,, < —2 implique, lorsque(v;,v,)" € C, v > —1 = 7 etvy, < 1.
De plus, nous avon®r — Ao = —2 — Ajo > 0 etAyy — A%Q > 0, ce qui nous
permet d’écrire\; o7 — Ay — 1 < —A%Q — A5 — 1 < 0. L'équation 8.16) est
donc vérifiée.

(i) Le cas ouA,, > 2 fait intervenir des arguments similaires au cas précédent.

(iii) Le casAy» € [—2,2] implique2r — Ay = 0 et

A2 A2
A1’27T—A272—1:%—A272—1 S—%—lgo
L'équation @3.16) est donc satisfaite.
Cela conduit a I'expression de I'exemdela O

Exemple 3.17 SoitH :_]RQ. Considérons cette fois-ci la fonction séparaplgéfinie par
(Vu = (ul, UQ)T € Rz) f(u) = (1 + A172)(U1)2 -+ (1 — A172)(U2)2 ouo < |A172| < 1. Soit

C' un convexe non séparable défini par
C ={u=(uy,ux)" € R* | max(|uy — ugl, luy + ug|) < v2}.
Dans ce cas, la propriétg.7) n’est également pas vérifiée.

Preuve:
On définit la matrice de rotation

R= % G _11) . (3.17)

La fonction f peut étre exprimée comme

(Vu €R?)  f(u) = f(Ru),



64 Imbrication d’algorithmes proximaux et extension quadratique

ou f(u) = Ju' Au avec
. 1 A172
A= ( oo )

C={uecR? | Rve[-1,1*} = R"[-1,1]%

De plus,

On définitC = RC. Notons que_' = [—1, 1]? est 'ensemble convexe séparable consid-
éré dans I'exempl8.16 alors quef apparait comme un cas particulier de la classe des
fonctions quadratiques considérée dans ce méme exemppegant, , = 1).

L’opérateur proximal d¢f est alors

(Vu € H) ProXFu = arg Igél%{l%”’v —ul]® + f(v)
= argmin {lv — ul + f(Ro)
= R argmin S|R70 —ull> + /()
= R argmin o[|RT (@ — Ru)| + (7)
= R argmin 2|7 — Rul* + /(7)
= RTproxf(Ru)
Par des calculs similaires on en déduit que
(Vu € H) Pg(proxyu) = R P (prox;(Ru))

et
(Vu € H) Proxz,, u = R'prox;,,.(Ru).

Donc, siu = 2R (A;2,2)", nous déduisons de I'exemp816 que P(proxsu) =
%(1, 0)" etproxy,,_u = %(w +1,1—m)", ol I'expression de est donnée paB(14).
Nous pouvons conclure ques(proxy) # proxz g U O

Pour résumer, si nous prenons une fonctio'glé<) et un ensemble convexe fermé
non vide deH, il est possible d’avoir une forme explicite de I'opératpuoximal de la
somme def et de l'indicatrice du convexe. Nous verrons que, dans lesadelnos travaux,
la fonction f et le convexe sont rarement séparables dans une méme Has@oontale,
et qu’il faut alors faire appel a des algorithmes itératifs.
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3.3 Algorithmes pour minimiser une somme de deux fonc-
tions convexes

Apres cette breve introduction sur les opérateurs proxxnaayenons au probléme
de minimisation d’un critere convexe non différentiablengmsé d’'une somme de deux
fonctions ou I'une d’entre elles peut étre ou non de gradiehipschitz. Dans les para-
graphes suivants, deux algorithmes permettant de résaffitacement ce probleme
seront présentés. Le premier, nommé algorithme expilicitgicite, permet de résoudre
ce probleme dans le cas ou I'une des deux fonctions est afiti@ble de gradient-
Lipschitz et il requiert le calcul de 'opérateur proxima h deuxieme fonction. Le sec-
ond algorithme requiert le calcul des opérateurs proxinpaux les deux fonctions con-
sidérées. Pour faciliter la lecture, les fonctions assscéd’algorithme explicite-implicite
seront notéeg; et f,, celles intervenant dans I'algorithme de Douglas-Rachfmront
désignées pay; et gs.

3.3.1 Algorithme explicite-implicite (FB : forward-backward)

Dans le cas particulier ou la somme d’un terme quadratiqdeiee norme/; est con-
sidérée, cet algorithme est aussi connu sous le nom de Laedseuillé. Il a été introduit
sous une premiére forme darieftet al, 2004 Figueiredo, Nowak, 2003 aubechies
et al, 2004 pour résoudre des problemes inverses en présence dedwsflign. Cet algo-
rithme a été généralisé par Combettes et Wajs daospettes, Wajs, 2008 une somme
de deux fonctions appartenant a une classe plus large. Sploiggour des décomposi-
tions sur des trames a été détaillé dabisduxet al., 2007. Notre attention portera dans
un premier temps sur cette derniére version nommee alguigxplicite-implicite et aux
propriétés de convergences associées, puis nous détadliguelques algorithmes dérivés
permettant, entre autres, d’accroitre la vitesse de cgauee.

3.3.1-a) Probléme considéré

Probleme 3.18 Soientf; et f, deux fonctions d&€(H) telles queArgmin f; + f, # &
ou f, est une fonction différentiable stt, de gradients-Lipschitz. On souhaite trouver

u € Arglgrilinfl(u) + fo(u).
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3.3.1-b) Algorithme [Combettes, Wajs, 200bet résultats de conver-
gence

Soituy € H la valeur initiale. L'algorithme construit la suite,, ) ,,cn €n prenant, pour
toutn € N,

Upt1 = Up + )\n (pI'OXﬁ/nfl (un - ’anf2 (un> + bn) +ap — un) (318)

ou~, > 0 désigne le « pas » de I'algorithme &t > 0 le paramétre de relaxation. Les
suites(ay,)n>o0 €t (b,),>0 correspondent aux erreurs potentiellement introduites dia
calcul de I'opérateur proximal et du gradient. Il faut remesr que ces erreurs ne sont
pas fixées par I'utilisateur lors de I'implantation de l'atghme.

e Laconvergence faiblede (u,,),cn vers une solution du problende18a été démontrée
dans Combettes, Wajs, 20Q%orsque les hypothéeses suivantes sont vérifiées :

Hypothese 3.19

(i) 0 <y <7 <287" 00y = infpenyn €1F = SUP, ey Vns
(i) (vneN)0< )<\, <1,

(i) > ey llan]] < +ooetd” [bn] < +o0.

e La convergence fortede cet algorithme est démontrée da@sinbettes, Wajs, 2005
Theoreme 3.4] etQombettes, Pesquet, 20Q7heoréme 4.5] sous certaines hypotheses
supplémentaires.

e Nous énoncgons ci-dessous un résultacdevergence linéairelorsque f; est forte-
ment convexe. Il faut remarquer que d’autres résultats descgence linéaire sont dispo-
nibles dans la littérature, par exemple da@kgn, Rockafellar, 199dans le cadre d’'un
algorithme explicite-implicite plus étendu (non resttein calcul de I'opérateur proximal
pour I'étape « implicite » et a la descente de gradient pa@tape « explicite »). On peut
egalement se référer au travail plus récentBledlies, Lorenz, 20Q8Il faut néanmoins
remarquer que ces deux approches ne tiennent pas compteatugiee de relaxation.

Lemme 3.20 Considérons les hypothésdsl9(i) et (i) combinées aux hypothéses du
probléme3.18 Si f; est une fonction fortement convexe de modulgalors I'algorithme
explicite-implicite(3.18, pour a,, = b, = 0, converge linéairement vers une unique
solutionu du probleme3.18 De maniere plus précise, hous avons :

Ay0
1+99

(Vn € N) mm—ang(1— )ﬂmm—my (3.19)
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Preuve:

PuisqueArgmin f; + fo # @ et f; est une fonction fortement convexe (donc stricte-
ment convexe), il existe un unique minimiseude f; + f>. u est alors un point fixe de
I'algorithme implicite-explicite 8.18. Par conséquent, quang = b, = 0, pour tout

n € N,

Upi1—U = (1= Xy) (U =) + Ay (prox,, s, (un —7nV f2(tn)) —prox,, ; (W=7, V fa(w)))
ce qui implique, par passage a la norme, I'inégalité suevant
[t 1 — atl] < (1= Xn)[Jun — al]
+ Anllprox,, s, (un = 1V foun)) — prox, ; (& =7V f2(u))]].

Nous avons considérg comme fortement convexe de moduiley,, f; est alors fortement
convexe de module,. Nous pouvons déduire de la propositdl1(ii) queprox, . est
une contraction stricte de constafitet v,)~!. Par conséquent, nous avons

Tn fl

~ ~ )\n ~ ~
[tnr —ull < (1 = Ap)[Jun —ull + m”un = 1V f2(un) — u+ 7V fa(u)].

Par le biais de I'nypothés 19(i), on peut également écrire,

- - An - -
s =< (U= A = T+ 1 et = 90V o) = T+ 7V (@]
+ v

D’autre part, commef, est une fonction convexe différentiable de gradient cantin
Lipschitz avecs > 0, nous pouvons déduire du théoreme de Baillon-Hadéadpn,
Haddad, 197 que V f,/3 est fermement contractant. D’aprés les lemBdset 3.7,
sachant qué’ f,/ est fermement contractant (donc appartient(3)) et~, €]0,2/4],
alorsld — 7,V f, € A(%) et, ainsi, est contractant. Cela implique

[t — 1V f2(un) — U+ 7,V fo(u)]] < [lu, —
et par conséquent,

An Y9
1+ ~0

Yl < (1= 2 ) o .

n —ul < 11—
Jtnsr =l < ( e

ce qui conduit a I'équatior3(19 et démontre la convergence linéaire. O
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3.3.1-c) \Versions dérivées

Comme nous l'avons déja mentionné, les premieres méthadgmegnettent de ré-
soudre des problemes inverses en présence de bruit gaessieec un terme de régu-
larisation favorisant la parcimonie sont connus sous le denbandweber seuillé, ou
encore algorithme IST (Iterative Shrinkage/Thresholdhhgprithm) [Bectet al., 2004
Figueiredo, Nowak, 20Q3®aubechie®t al., 2004. Il s’agit d'un cas particulier de I'al-
gorithme explicite-implicite dans le cas ou, pour tout H etx > 0, fo = ||L - —v|3,
A=xll A =1,a, =0, =0ety, €0,37']. Soituy € H, l'algorithme IST
construit la suitéw,,),,~, en prenant pour tout € N :

Upy1 = ProxXy, (Un — L' (Lu, —v)),

olprox,, est détaillé dans I'exempl&3. La preuve de la convergence forte vers le min-
imiseur def, + f, si||[LTL|| < 1 a été démontrée danBdubechiest al, 2004, cette
preuve est étendue au cas fjuest une normé, avecp € [1,2]. On peut évidemment
remarquer que cette version est plus contraignante qugotitime explicite-implicite
dans le sens ou elle n'autorise pas d’erreurs numériquesldaralcul du gradient et de
'opérateur proximal. De plus, la dynamique ¢lg qui garantit la convergence est plus
restrictive.

Plus récemment, des algorithmes dérivés de IST qui pembettaccroitre sa vitesse
de convergence ont vu le jour. Nous allons détailler I'alpone TwIST Bioucas-Dias,
Figueiredo, 200[{ I'algorithme FISTA [Beck, Teboulle, 2009et I'algorithme de Nes-
terov [Nesterov, 198B

e Algorithme TwIST (Two-step Iterative Shrinkage/Threstinb) :

Cet algorithme proposé danBipucas-Dias, Figueiredo, 20P&st développé en dimen-
sion finie. On initialise I'algorithme par, € H etu; = prox;, (up — L' (Lug — v)) puis,
pour toutn > 1,

Upr1 = (1 —&)up_1 + (6 — K)u, + fi(proy;%f1 (u, — VnLT(Lun — v)))

ou prox, . est détaillé dans I'exempl@.3. Les preuves de convergence de TwIST re-
quierent des hypothéses supplémentaires a savnjectif (ce qui en pratique élimine un
grand nombre de problémes inverses§)0, 2], k €]0,2¢ /|| LT L||[ etw, €]0,1/||LTL]|[.
Dans le cas ol est non-inversible, les auteurs proposent une secondenweis TwIST
nommée MTwIST pour Monotonic TwIST. Cette approche gatdmtionvergence de la
fonction objectif mais pas celle des itérées. Cependarduésurs affirment qu’en pra-
tiqgue dans de nombreuses expériences qu’ils ont réalis8esl ST converge toujours et
de facon plus rapide que I'algorithme IST.
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e FISTA (Fast Iterative Shrinkage/Thresholding AlgorithiBEck, Teboulle, 2009
L'algorithme est initialisé pan, = u, € H ett, = 1 puis on construit la suit@u,,),>; en
prenant pour tout > 1,

Un = ProxX,, 1, (Un — 1V f2(vn))

14 \/1+ 482
2

tn—i—l =
t—1

tn—i—l

Upi1 = Up + ( )(un — Up_1)

avec, pour toutr € N, v, €]0,37![. Les auteurs de cette version accélérée de ISTA
démontrent un taux de convergence @(i/n?) contrairement a ISTA pour lequel le
taux est erO(1/n) oun est le nombre d'itérations. Il faut remarquer que la preuve d
convergence relative a cet algorithme concerne la fonahjactif, c’est a dire la suite
(fi(un) + fa(un)), . €L NON pas les itérégs., ) cy. Il Ny a donc en général aucune
garantie que l'algorithme converge vers le minimiseurde fs.

e Algorithme de Nesterov

Contrairement a I'algorithme ISTA ou la direction de deseese base sur le gradient de
f2 al'itération courante:,,, cette version accélérée se base sur une direction de tiescen
définie comme un élément du sous-espace vectoriel engeadiénsemble des gradients
de f, aux itérations précédenté. {V fo(uo), ..., Vfa(u,)}. Lalgorithme est initialisé
parey = 0, p = 0 etug € H puis pour toutr > 1,

Ii_l—F i+2€
N A

o En Rn
Upy1 = Uy, + prox. s (t, — wy)
En t+ Knp En + Kn

1
Unt+1 = prOXfl/ﬁ(Un - Bvﬁ(vn))

Wn+1 = Wp + KanZ(un—i—l)
Entl = En + Kp
Cet algorithme assure une décroissance optimale de |3($U6tel)+f2(un))n€N. Cepen-

dant, tout comme FISTA, il n’y a pas de résultats de convargeanr les itérées. Pour plus
de détails sur cet algorithme, se référeNa$terov, 2009Weisset al.,, 2009.

Dans I'ensemble des méthodes citées préecédemment, Bastside dans I'utilisation
de plusieurs itérations précédentes pour calculer l#é&aurante. Remarquons que dans
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de nombreuses applications a des problémes inveBsesdas-Dias, Figueiredo, 2007
Beck, Teboulle, 2009Weisset al., 2009, la réduction du temps de calcul en utilisant
ces versions acceélérées plutot que ISTA est mise en évid@ependant, il faut préter
attention au fait que la preuve de convergence de 'algoetiexplicite-implicite permet
de faire varier le « pas », de l'algorithme dans0, 23], contrairement aux preuves
de TwIST et FISTA pour lesquelles le « pas » a une marge de marglus limitée :
7. €]0,37[. Ce paramétre influe fortement sur la vitesse de convergdinfeeit donc
étre attentif lors de comparaisons entre ISTA et les vessamtélérées que, ait été
choisi de la fagon la mieux adaptée.

3.3.2 Algorithme de Douglas-Rachford (DR)

L'algorithme de Douglas-Rachford a été introduit dab®\iglas, Rachford, 19%6
dans l'optique de résoudre des problémes linéaires. Il aitenété analysé par Lions
et Mercier dansllions, Mercier, 197Ppour résoudre des problemes non linéaires et a
été étendu dan&fkstein, Bertekas, 1992ombettes, 20Q4Dans [Combettes, Pesquet,
20073, les auteurs ont proposé I'application de cet algorithimgr e traitement du signal
et des images en adoptant un formalisme proximal. On pogaement se référer a
[Steidl, Teuber, 2070

3.3.2-a) Problématique

Pour cet algorithme, nous allons relacher la contrainteiffierentiabilité au sens de
Lipschitz formulée dans le paragraphe précédent. Nousdgnoss le probleme de min-
imisation suivant :

Probléme 3.21 Soienty; et g, deux fonctions d&,(H) telles queArgmin ¢; + g # <.
On suppose que I'une de ces trois hypotheses est vérifiée :

(i) int (dom g;) Ndom g, # &;
(i) int (dom go) Ndom g; # &;
(iii) H est de dimension finie et(dom g;) Nri (dom go) # &.

On souhaite trouver

v € Argmin ¢;(v) + go(v).
veEH
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3.3.2-b) Algorithme [Combettes, Pesquet, 2007 &t résultats de con-
vergence

Soitvy € H la valeur initiale. L'algorithme construit la suite,, )..>o telle que pour
toutm € N,

{14n+§ BNy (3.20)

Um+1 = U —+ Tm (prOX,igl(QUWH_% - 'Um) + am — UTYH‘%)

ol > 0 désigne le « pas » de l'algorithme,,, )., €St une suite de réels positifs asso-
ciée au parametre de relaxation(e}, ), (resp.(bi),,cy) €St une suite correspondant
aux erreurs produites lors du calcul de I'opérateur prokiea:g, (resp.«g,). De fagon
similaire a I'algorithme explicite-implicite, ces erreune sont pas fixées par I'utilisateur
lors de l'implantation.

e La convergence faiblé de (v,,)men Versv € H, telle quet = prox, v est une
solution du problem@8.21, est garantie sous les hypotheses suivantes :

Hypothese 3.22
(i) (Ym eN) 1, €]0,2[etd" Tm(2—Tn) = +o0,
() 2 e Tmllamll + [1bml]) < +-oc.

e La convergence fortede cet algorithme a été démontrée ci-dessous lorggueest
une fonction fortement convexe. Notons que dans un tradednt Combettes, 20(Q9la
convergence forte a été démontrée dans le cadre plus géleérapérateurs monotones.

Proposition 3.23 Supposons que les hypotheses du prob2iksoient vérifiées. Sait
une fonction fortement convexe, et faisons I'hypothesérdygy 7, > 0, sup,,cy T <
2 eta,, = b, = 0. L’algorithme de Douglas-Rachfo(8.20) génere une suit@,;,.1/2)men
qui converge fortement vers l'unique solution du probl&ail

Preuve:

Notonsrprox I'opérateur défini pour touf € I'g(H) parrprox; = 2prox, — Id. Soient
a, = b, = 0, les itérations de I'algorithme de Douglas-Rachf@3®2() peuvent alors
s’écrirev,, .1 = S,,v,, ol

Sin = TmProx,, (rprox, ) + Id — 7, prox,, . (3.21)

1. Laconvergence faible de la su(mwr% )men @ aussi récemment été démontrée d&vsier, 2010
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Pour tout(w, w’) € H?, nous avons,

||Smw - Smw/HZ = 7_31 ||prOX/-£g1 (rproxﬁggw) - pI"OXRgl (rproxﬁggw/) ||2

/ ! !/
+ 27, (Prox,, (rprox, ,w) — prox,, (rprox, ,w'), w — 7, prox, ,w — w' + 7, prox, , w'’)
! 1112
+ [Jw — Tprox, ,,w — w' + T, prox, , w'|%.

(3.22)

Commeyg, € I'o(H) etk > 0, kg1 € I'y(H). En utilisant le lemmé.9, on en déduit que
prox,, estfermement contractant. L'expressi@rQ) peut alors étre bornée supérieure-
ment par :

|Smw — Spw||?
<72 (prox,, (rprox,.,w) — prox,,, (rprox,,w'), Iprox, , w — rprox,.,w’)
+27, (Prox,, (Iprox,,w) — prox,,, (rprox,, w'), w — 7mProx, , w — w' + 7, prox,,w’)
+ [[w = T prox, g, w — w' + Ty prox,.,w'|%,
ce qui nous donne apreés simplifications :

1Smw — Spw'||* < 7n(2 — 7) (prox

+ [|w = T Pprox, ,,w — w' + 7, prox, ,w'||%.

o (rproxﬁgQw) — Prox,,, (rprox,mw'), w — w'>

En utilisant ensuite la définition d&,, donnée par I'équatior8(21), nous obtenons aprés
guelques calculs,
1S — S’ ||* < (2 = 7)) (Spw — Sy’ w — w'y + (7 — 1) ||w — w'||?
— 72 ((prox,.,w — prox,,w’,w — w')y — ||prox, ,w — prox,,w'[|*). (3.23)

Commekg, est fortement convexe de modwé, la proposition3.11(i) implique l'iné-
galité suivante :

(prox,,,w — prox, w',w —w') > (k¥ 4 1)||prox, ,w — prox, w'[|*,
ce qui, combiné ave@(23, donne
1S — Sy’ ||+ K972 || prox

2
Kg2 w — prOXIigg w' | |

< (2= 7) (Smw — Spw’,w — w') + (T, — 1)|Jw — w'||>. (3.24)

D’autre part, soit 'unique minimiseur dej; + g,. On a alorsy = prox, v oUv est
un point fixe deS,,,. Par conséquent en choisissant v,, etw’ = v dans 8.24), nous
en déduisons que

[vms1 = vll* + K075 [0, — B

< (2= 7Tm) (Vg1 — 0,0 — V) + (T — Do — v]]*. (3.25)



3.4 Opérateur proximal d’'une somme de deux fonctions 73

Puis, en utilisant le fait que :
2 (1 = 0,0 = V) = [[vmar = 0l + o = 0]|* = [[vmsr — v (3.26)
I'équation B.25 peut étre écrite comme

Tl Vmt1 — UH2 + (2 = ) [vms1 — Um||2 + 2’43197_31”Um+% - 5”2 < TV — UHZ'
(3.27)
En considérant I'hypothes@p, .y 7 < 2, le terme(2 — 7,,,) ||vmi1 — v ||* est positif

et le terme de gauche de l'inégalit®& 27) peut étre borné inférieurement de la maniere
Suivante :

Tnl[vma1 = V[ + 26970 [V 1 = T)* < |0 — 0.
Finalement, en faisant appel a I'hypothése inf,,cy 7, > 0, nous obtenons :
lomsr = vl12 + 2607 [0 3 = B < [lom — 0% (3.28)

Par conséqueniv,,, 1 — v||*> < |lv,, — v||? et la suite(||v,, — v]]),,c €St décroissante. |l
existec € |0, +oo] tel quelim,, ., ||vm — v|| = ¢. En utilisant 8.28), nous pouvons
conclure quéim,,_. 1~ v,,,1 = v, ce qui démontre la convergence forte(dg 1,2 )men
vers I'unique minimiseur de; + gs. O

3.4 Opérateur proximal d’'une somme de deux fonctions

Nous proposons dans ce paragraphe différentes méthodesadouler 'opérateur
proximal d’'une somme de deux fonctions. Nous étudierondéesx configurations pos-
sibles présentées ci-dessous.

Probleme 3.24 Soits > 0 et soienty et h deux fonctions appartenant a la classgH)
ou g est une fonction de gradiepfitLipschitz aveg > 0. On souhaite calculer

.1
PIOX, (44)W = argmin §||u —wl||? + eg(u) + eh(u).
ueH

Une forme plus générale de ce probléme est :

Probleme 3.25 Soite > 0 et soientf eth deux fonctions appartenant a la cladsg’).
On souhaite calculer

1
PIOX,(y4p)W = argmin §||u —wl||? + ef(u) + eh(u).
u€H
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Les deux premieres solutions proposées consistent aeutiis algorithmes explicite-
implicite et de Douglas-Rachford en faisant des associstastucieuses des trois termes
définissant les problemes de minimisati®24 et 3.25 La troisieme solution consiste
a utiliser un algorithme de type Dykstra permettant dineetet de calculer I'opérateur
proximal d’'une somme de deux fonctions.

3.4.1 Algorithme explicite-implicite

L'algorithme explicite-implicite nous permet de résoutbg@robleme3.24 En se re-
portant au paragraph&3.1 si I'on posef, = §||- — w||2 + ch et f, = eg, Il appa-
rait immédiat de calculer I'opérateur proximal ¢lef; avec~, € |0, +oo| c'est a dire
I'opérateur proximal dé2 || - |2 — v, (-, w) + Z||w]|* + y,ch. Il se déduit directement de
la propriété 8.3) :

B U+ Ypw
(Vu € H) PrOX., ;U = PrOX meh <W> (3.29)

Si g est une fonction de gradient contigtLipschitz et que I'on choisit,, = b, = 0 dans
I'algorithme @.18), nous obtenong/n € N

Yn+1 ’}/n —|— 1
avec
0<y<ym<y<2 67N (3.31)

L'algorithme ainsi proposé posséede les propriétés subgant

Proposition 3.26 Supposons que la conditi¢B.31) et I'hypothése3.19(ii) soient véri-
fiees, I'algorithmg3.30 possede les caractéristiques suivantes,

(i) pourtoutn € N,
N . Ay
[t = prox, g pwl < p"flug — prox upw| o0 p=1- T (3.32)

(i) enchoisissant = ic etuy = prox,,w, Nous obtenons :
prox,,w € C = (Yn €N) u, = prox,_, ,w. (3.33)

Preuve:

(i) : Commef; est une fonction fortement convexe de modtle 1, (3.32 est obtenue
en invoquant le lemma.20

(i) : Siug = prox_,w € C' eth = .¢, alors le point de la propositidh 26(i)implique que

AY \n
(Vn € N) |tn —prox, , ,wl|| < <1_ﬁ> |[prox,,w—prox,_, ,w| =0 (3.34)
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ou la propositiorB8.14¢(ii) a été utilisée dans la derniére inégalité. Ceci montre gLB3)(
est satisfaite. O

Remarque 3.27

(i) La proposition3.26(i)montre qu&u, ),cn converge linéairement vetsox, ;,, ,w.
Bien que I'équation précédente fournisse une borne supérieslle suggere de
choisir\,, et, aussi grands que possible (i, = 1 et~, proche des~!3~1) afin
d’optimiser la vitesse de convergence. Ceci a été confirmé das simulations.

(i) La proposition3.26(ii) est une propriété intéressante dans le cas particulier ou
h est une fonction indicatrice. Elle se base sur le fait que fappsition 3.14(i)
permet d’écrire que pouprox, ., ,w € C, prox,_, ,w prend une forme triviale.
Ainsi cette maniere de calculerox, .., permet de converger rapidement. Ici,
la convergence est effectivement garantie en seulementéragon. Remarquons
cependant querox,_,w n'est pas toujours évident a calculer; cela dépend de la
forme de la fonctior.

(iii) Une alternative pour le calcul derox_, ,w consisterait a choisirf, = h et

fo= % |- — w||*+eg. Dans ce cas, les itérations de I'algorithme explicite-lizipe
deviennent :

(Vn € N) Unt1 = Un + Ao (Proxgy (un — 1 (eVg(un) 4+ u, — w)) — uy)

avec) < v < 7 < 2(¢f + 1)~ Si de plugh se réduit a une fonction indicatrice
d’un sous-ensemble convexe fermé non-vid# dies itérations sont les suivantes,

(Vn S N) Un+1 = Un + )\n (PC'(un - 7n(€Vg(un) + Up — U)) - un)

et il faut alors remarquer que l'algorithme ainsi proposérgeluit a I'algorithme
de gradient projeté, présenté dans la sectibB.3-b)du chapitre2. Lors de nos
simulations nous avons pu constater que la convergencepétigilente qu’en choi-
sissant(3.30, ce qui peut vraisemblablement s’expliquer par le fait guex
n’est alors plus strictement contractant avec ce nouveaixathe f .

nf1

3.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford

L'algorithme de Douglas-Rachford introduit dans le paagdpe3.3.2peut étre utilisé
pour résoudre le probleng25 (a savoir le calcul derox, ;. ,)) en choisissant par ex-
empleg, = cf etg, = % |- — w||2 + eh, puis en vérifiant que I'une des trois hypotheses
lies au problem8.21est valide. Dans le présent contexte, ces hypotheses sont :
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Hypothése 3.28
(i) int (dom f)Ndomh # &.
(i) int (domh)Ndom f # &.
(iii) H est de dimension finie et(dom f) Nri(domh) # @.

Nous proposons alors d’utiliser I'algorithme de DouglaseRford @.20 aveca,,
b, = 0, pour calculer I'opérateur proximal désiré. Dans notrerzass avons,

ProX,,, U = ProX, v

et, de la méme maniere que pour I'équatidr20),

B U+ KW
Prox,,,v = prox%< T+ )
Soitvy € H la valeur d’initialisation de I'algorithme. Les itératismésultantes sont, pour
toutm € N,

(vm+/£w)
V1 = ProX xeh | —/——
m+4 = PTOXweh 1+ r

Umtl = U —l—Tm(prox,%f(vaJr% — V) — Um+%).

(3.35)

Voici quelques propriétés associees :

Proposition 3.29 Supposons que I'hypothé8e28(i), 3.28(ii) ou 3.28(iii) soit verifiée.
Considérons l'algorithm&3.35 avecinf,,cy 7,,, > 0 etsup,,cy 7 < 2. Ona alors :

(i) la suite(vm%)meN converge fortement vefgox, ;. w;
(i) enprenanti = ¢, k = 1 etyy = 2prox,,. ,w — w, Nous obtenons :

prox,.;w € C = (VmeN) v, 1 =prox, ;. (3.36)

Preuve:

() : Commeg, est fortement convexe de module 1, le résultat est obtentilesant la
proposition3.23

(ii) : En considérant la premiere itération de l'algorithn3e3f) lorsquem = 0, nous
avonsv: = prox,.jw etv, = vo. Par conséquentym € N) Upny ) = PIOX,p0, qui est
aussi égal arox, .. sw selon la propositio3. 14(i). O
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Remarque 3.30

(i) Comme précédemment noté dans la rema®j@&(ii), la proposition3.29(ii) cor-
respond a une propriété souhaitable, car elle montre quiydathme converge
en une itération quangrox, ,z € C, ce qui apparait cohérent avec la proposi-
tion 3.14(i).

(i) Un autre choix peut étre envisagé payret g, en posany; = % |- — sz +ef
et g = ch. Cependant, la convergence forte (g, 1/2)men €N vertue de la
proposition3.23est seulement garantie dans le cas précédemment étudiéota p
priété 3.29(ii) n'apparait que dans le premier cas qualid= . (quandx = 1 et
vg = w). Le cash = 1o est étudié dansjupéet al, 2009, ou de bons résultats
experimentaux sont néanmoins obtenus.

3.4.3 Algorithme de type Dykstra

La derniere méthode pour résoudre le problé&b consiste a utiliser I'algorithme
de type DykstraBBauschke, Combettes, 2qQ@rmettant de calculer 'opérateur proximal
d’une somme de deux fonctions. Soiept=w € H etpy = qo = 0. Les suitesr,, )m>1
et (s, )m>1 Sont construites a partir de la routine suivante: € N,

Sm = ProX,(rm + Pm)
Pm+1 = Tm +pm — Sm
Tm1 = PrOX ¢(Sm + Gm)

dm+1 = Sm + qm — Tm+1-

Pour un tel algorithme, il est prouvé que les suites).cn et (s.,)men cONvergent forte-
ment versprox, ;. (w) [Bauschke, Combettes, 2Q0@iéoreme 3.3] sous I'hypothese
faible quedom f Ndom h # @.

3.5 Algorithmes imbriqueés

Nous venons de présenter différentes approches permetiame part, de minimiser
une somme de deux fonctions Hg(H) et d’autre part, de calculer I'opérateur proximal
associé a cette somme de fonctions. Nous disposons maihtEoatils permettant de ré-
soudre le problem®.1 (et par conséquent le probléB&), pour lequel nous proposerons
trois méthodes différentes. Deux d’entre elles correspoha une combinaison des algo-
rithmes explicite-implicite (FB) et de Douglas-Rachfol2R) et la troisieme consiste a
associer I'algorithme explicite-implicte avec I'algdnihe de type Dykstra. Le tabledLd,
rappelle les notations choisies pour les parametres etibmmelles associées aux algo-
rithmes explicite-implicite et de Douglas-Rachford.
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Algorithme | Itérations| Suite générée| Pas| Param.dg  Fonctionnelles
par I'algorithme relaxation
Jietf
FB n (Un ) nen Y A ou f, estde
gradient3-Lipschitz
DR m (Um)men K Tm g1 etgs

TABLE 3.1 — Paramétres des algorithmes FB et DR.

3.5.1 Premiere méthode proposée : DR[FB]

La premiére méthode consiste a appliquer I'algorithme dedlas-Rachford comme
il a été décrit dans le paragrapBe3.2 avecg; = f etgs, = g + h. En se reportant
aux itérations de I'algorithme3(20), il est necessaire de calculgrox, , = prox, , et
Prox,,, = DProx, s, oUr > 0. La principale difficulté réside dans le calcul du second
opérateur proximal qui se ramene a un probléme du 3ypéen posant = . Comme
proposé dans le paragrapBgl.1, nous pouvons utiliser I'algorithme explicite-implicite
pour ce calcul. L'algorithme résultant imbrique des itiénas de I'algorithme explicite-
implicite (FB) dans celles de I'algorithme de Douglas-Raoth (DR), d’ou le nom de
DR[FB]. L'algorithme est détaillé ci-apres.

Initialisation

0 Soity €]0,2x7 1671, A €]0,1] etk € ]0,4o00[. Chaisir (7.,)men satisfaisant
I'hypothése3.22(i).

0 Soitm = 0, vy = v_y/2 € H.

[térations
0 SOitum,o = Um—1/2-
0 Pourn=0,...,N,, —1
a) Choisir  vn € [7,267187Y et A\, €A 1]
b) Calculer a
U1 = Ump + Amon (Proxmmh <“”“"_V'"*”(”vg(“”“")_“”)) - umn) .

1
ym,n+1 Ymont

O SOitvar% = U N,, -
O SOitv,11 = U + T (proxﬁf(vaJr% — V) — vm+%).
O Incrémentern (m < m + 1) et retourner a |'étapg.

Algorithme 2: Forme générale de 'algorithme DR[FB]
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L'étapel] consiste a initialiser les parameétres de I'algorithme [B}[Ees étapes]
et [J correspondent aux initialisations respectives des isedés algorithmes DR et FB.
A Titération m > 0 de I'algorithme DR, I'étapé] consiste a effectuer au plig,, > 1
itérations de I'algorithme FB, dans lequel il est possilddaire varier le « pas ¢y, ) n>0
ainsi que le parametre de relaxation, ,,).>o. Finalement, les étapés et [] correspon-
dent aux iterations de I'algorithme DR. Ici, le terme d’enre,, lié au calcul deprox,
est choisi égal a zéro. Par contre, le nombre fini d’itératidp, calculées a I'étapél,
peutinduire une errewy,, = vy, 412 — ProX, . vm & I'étapell. Linitialisation proposée
a I'étapel] permet de garantir la propriété suivante :

Proposition 3.31 Supposons que le problerBel posséde une solution et que l'une des
hypothéses :
(i) int (dom f) Ndom g Ndom h # &,
(i) int dom g Nintdomh Ndom f # &,
(iii) H est de dimension finie et(dom f) Nri(domg) Nri(domh) # & ;

soit vérifiée. Soip de valeur donnée pa3.32 et soit{ > 0. Siinf(g + h) > —oo et,
pour toutm € N, I'entier positif IV, est choisi tel que

P2k (g(vo) + h(z) — inf(g + h))1/2 <¢ sim=0, (3.37a)

P+ € oy — v |) ST sim > 0. (3.37b)

(Um)men converge alors faiblement verss 'H, telle queu = prox,,,. ,)v €st une solution
du probleme3.1

Preuve:
Selon la propositio.26(i), pour toutm € N,

(Vn €{0,..., Ny — 1}) [t — proxn(g+h)vm|| < p"flumo — PTOXH(ngh)UmH

et, par conséquent

1bmll = [[vm41/2 = ProX, g omyOmll < PN [[Um-1/2 = ProxX, (g 4 nyvmll- (3.38)
Les équations3.373 et (3.37H permettent de garantir que
1o < p™€. (3.39)
— Sim = 0, nous déduisons d&.38 que

o]l < o™ lvo — ProX,. (g myvoll- (3.40)
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En utilisant la définition de I'opérateur proximal, nouserns
1 2
(Vue ) Sllvo—ull®+r (9(u) + h(u))

1
> 3 [vo — Prox,(y myvoll” + (g (Prox,(gemvo) + h(proxn(ﬁh)vo))

1 .
> §||v0 - proxﬁ(g+h)v0||2 + k inf(g + h)

et, commey, € H,
||vo — proxﬁ(g+h)v0||2 < 2k(g(vo) + h(vo) — inf(g + h)).

En combinant, l'inégalité précédente avec les équati®d€) et (3.379, nous con-
cluons que|b|| < €.

— Nous montrons maintenant qu& 39 est vérifiée pourn > 0, en supposant que
|br_1]] < p™ €. L'équation B.38), nous permet d’écrire

ol < ™ (l0m1/2 = PLOXyi(g 1y Um—1 + PLOXy(g p)Vm—1 — POy 1 Vi)
< me( |bm_1]| + ||proxn(g+h)vm_1 - pl"OXn(ngh)UmH)
< o™ (1o || + [t — vinl])

ou la contractivité derox, ., a été utilisée dans la derniére inégalité. Nous en
déduisons que

o]l < o™ (p™ 7€ + -1 — vaill),

qui, combinée a3.37H, mene a3.39.
L'équation 3.39 permet d’assurer que I'hypothe3£2(ii) est satisfaite puisque

St + ball) < 26(1 = p) 7.

meN

Les conditions de convergence faible de 'algorithme dedbast+Rachford sont rassem-
blées. O

Les équations3.373 et (3.37h constituent plus une garantie théorique de la conver-
gence pour I'algorithme proposé qu’une ligne de conduitg pechoix deV,,. Dans nos
résultats expérimentaux, ces conditions fournissentffet des valeurs pessimistes du
nombre d’itérations de I'algorithme explicite-implicideappliquer a I'étapél.

Dans le cas ot est une fonction indicatrice, I'algorithme DR[FB] permetmrsoudre
le probleme3.2, il prend alors la forme donnée par 'algorithiBe



3.5 Algorithmes imbriqués 81

Initialisation

0 Soity €]0,2x71571, A €]0, 1] etk € 0, +o0]. Choisir(7,,)men Satisfaisant les
hypothése8.22(i).

0 Soitm = 0, vy = v_y/2 € C.

[térations
0 SOitum,o = Um—1/2-
0 Pourn=0,...,N,, —1
a) Choisir v, € [v,267187 et . €A 1]

b) Calculer U1 = Um.pn + )‘m,n (PC(um,n—’ym,n(an(um,n)—vm)) _ Um,n) )

1+'an.,n
O SOitvar% = U N,, -
O SOitv,11 = Uy + Tim (proxﬁf(vaJr% — V) — vm+%).
O Incrémentern (m < m + 1) et retourner a |'étapg.

Algorithme 3: Forme de l'algorithme DR[FB] avéc= /¢

Il faut remarquer que l'algorithme FB n’a pas été initiaJiad’étapell, comme il 'avait
été suggéré a la propositi@26(ii). Comme nous I'avons déja mentionné, le calcul de
prox,,v,, est genéralement colteux. Cependant, l'initialisatimppsée a I'étapél per-
met de garantir la propriété suivante, qui compléte la pstjpm 3.31:

Proposition 3.32 Supposons que le problérBe posséde une solution et également que
I'une des hypothéses :

e int (dom f)NdomgNC # &,

e intdomgNint C'Ndom f # &,

e H est de dimension finie et(dom f) NridomgNriC # &

soit vérifiée. SoifV,,, un entier positif choisi de facon a veérifier

PN /25 (g(v) — inf g(C))* < ¢ sim =0 (3.41)
P14 €70 v — v ) < 1 sim >0 (3.42)

alors, (v, )men converge faiblement veisc ‘H tel queu = prox,, ,,.,v €st une solution
du problemes.2 Pour toutm € N, (t, »)o<n<n,, (€t dONCu,,,1/2) appartient aC.

Preuve:
La premiére partie de la propriété se déduit directemena gedpositior3.31 La deux-
ieme partie de la propriété peut étre simplement demontrégilesant le fait ques, o =



82 Imbrication d’algorithmes proximaux et extension quadratique

v_1/2 € C et queu,, 41 est une combinaison convexe dg , et d’'un élément dé{
projeté suiC' . OJ

Comme conséquence de la propositdod2, a I'étapellb), le gradient deg est seule-
ment évalué sur un ensemble ouv@r C H tel queC C O¢. Cela signifie que I'hy-
pothése de Lipschitz continuité sur le gradienydest seulement requise sur. Cepen-
dant le théoréme de Baillon-Haddad utilisé dans les predeesonvergence de l'algo-
rithme explicite-implicite nécessite, en plus de la prégride gradient Lipschitz, que
la fonction g soit deux fois Fréchet différentiable st [Bauschke, Combettes, 2010
théoreme 3.3]. Par conséquent, I'algorithme DR[FB] pexgt éppliqué pour résoudre le
probléme suivant :

Probleme 3.33 SoitO- un ensemble ouvert d¢ et C' € O un ensemble convexe non
vide deH. Soientf et g deux fonctions d&€,(H), oug est deux fois Fréchet différentiable
sur O¢ avec un gradient-Lipschitz continu poup € |0, +oo|.

Trouver mig f(u)+ g(u).
ue

Il faut remarquer que dans le probléme précédent, la fomgtioe nécessite pas d’'étre
finie.

3.5.2 Seconde méthode proposée : FB[DR]

Pour cette méthode, une association différente des forsctili probléme3.1 est
considérée. On posf = f + h et f, = g¢. De cette maniéref, est de gradienp-
Lipschitz et nous pouvons appliquer l'algorithme expéeimplicite présenté dans le
paragraphe3.3.1 Cela requiert cependant de calcujenx, ; = prox, ;i) C€ qui
se raméne a un probléme du typ25en posant = ~, et qui peut ainsi étre résolu a
I'aide des itérations de I'algorithme de Douglas-Rachimothme cela est détaillé dans le
paragraph@.4.2 La forme complete de ce second algorithme imbriqué estlidétaar
I'algorithmed4.

Les étapes$] et O réalisent linitialisation des itérées des algorithme RIBR. Les
étaped] et correspondent aux itérations de I'algorithme FB. Nous pogvemarquer
que I'étapd] consiste a faire au plut/,, > 1 itérations de I'algorithme DR décrites dans
le paragraph8.4.2 L'algorithme DR est initialisé en accord avec la propasi3.29(ii).
On notem,, < M, le nombre d'itérations pour lequel I'algorithme DR s’agétes ter-
mes d'erreur introduits a I'étapé sonta,, = z,,, .1 — prox,.,. ,u, eth, = 0. Les

s, . , . ] "
propriétés de l'algorithme FB[DR] sont décrites ci-dessou
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Initialisation

O Choisir une suité~y, ),en et (A, ),en Satisfaisant les hypothésaslo(i) et (ii) .
Soitr €0, 2].

00 Soitn = 0, uy € H.

Itérations

O Soitu), = u, — v, Vg(uy).
0 Soitv, g = 2prox,, ,ju; — u
0 Pourm =20,...,M, —1

!
n*

/
Un,m + un)

a) Calculer Upmil = prox%h< 5

b) Choisir 7., € [T, 2].

C) Cglculer Un.m+1 = Unom + Toom (proxynf(Qvn,er% — Upm) — vmm%).
d) Si Unm+1 = Unm,s alors aller a I'étapeél.

O Soitu, 1 = up + Ay (Un,er% — un)

O Incrementern (n < n + 1) et aller a I'étape].

Algorithme 4: Forme générale de 'algorithme FB[DR]

Proposition 3.34 Supposons que le problerBel possede une solution et que l'une des
hypothéses

e int (dom f) N (domh) # &,

e int (domh) N (dom f) # &,

e H est de dimension finie et(dom f) Nri(domh) # & ;

soit vérifiée.
(i) S'il existe une suite d’entiers positifd/,, )<y telle que, pour touk € N, M, >
M, alors (u,),en converge faiblement vers une solution du probl&xie

(i) Sih = ic etsi, al'étapel de I'algorithme FB[DR],u, € C, alors la suite(u,,),>o
appartient aC' et converge faiblement vers une solution du probl&82e

Preuve:

(i) : Soitp €]0,1[. Soitn € N et soit (v, .)men la suite définie par les étapes succes-
sives[Ja), b) et ¢). En invoquant la propositié&29(i), nous savons quejmm%)meN
converge fortement versrox, (., u,. Par conséquent, il existe une suite, > 1 telle
que

(Vm € N) m>M,—-1 = ||vn7m+% — ProxX, (s ipmUnll < p"
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Si M,, > M,, nous en déduisons que

lanll = 10,41 = Proxs, (remyunll < p"

L'algorithme s’arréte lorsque:,, = M,, — 1 ou si la condition de I'étapeld) est satisfaite
(dans ce cas,, est un point fixe a I'étapélc) etv, ,, 1 = prox, ., ,u,). Nous
obtenons par conséquent gde _ [|a,|| < +oo. Les conditions pour la convergence
faible de I'algorithme FB sont vérifiées.

(ii) : Al'étapellc), dans le cas particulier du= ¢, nous obtenons, pour toute N, que
(%,m%)m appartient &'. Commeu,, . ; est une combinaison convexedgetv, 1, Si

de plus nous choisissomng appartenant &', nous en déduisons facilement que pour tout
n>1,u, €C. O

La proposition3.34(i) garantit qu’en choisissarnit/,, suffisament grand, I'algorithme
permet de résoudre le probléerBd et par conséquent le problerBg en posant, = i¢.
Bien que ce résultat puisse apparaitre imprecis, il a étereéslans nos simulations que
de petites valeurs d&/,, sont suffisantes pour assurer la convergence de I'algaogithm

3.5.3 Troisieme méthode proposée : FB[DyK]

On associe de la méme facon que précédemment les fongtjopgt 2 constitu-
ant le probleme3.1 a savoirf; = f + h et f, = g. De la méme maniére que pour
le paragraphe précédenf, est de gradient-Lipschitz. Nous pouvons alors appliquer
I'algorithme explicite-implicite présenté dans le pamgre3.3.1 Il reste le calcul de
prox, p = Drox, (s, qui peut étre obtenu en utilisant I'algorithme de type Dyéks
présenté dans le paragrahé.3 en posant = +,. L'algorithme FB[DyK] résultant est
donné par I'algorithmé.

Proposition 3.35

(i) Supposons que le problérBel posséde une solution et que I'hypothésen f N
dom h # @ soit vérifiée. S'il existe une suite d’entiers positifg,, ),.cn telle que,
pour toutn € N, M,, > M, la suite(u, ),cn converge faiblement vers une solution
du problémes.1

(i) Sih = ¢ etuy € C alors (u,).eny appartient aC' et converge faiblement vers une
solution du probléem8&.2 sous I'hypothese qu’une solution existe.

Preuve:

La démonstration résulte des mémes arguments que pouwrithige FB[DR]. La preuve
de convergence est essentiellement basée sur la converfgeiecde I'algorithme de type
Dykstra. O
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Initialisation
O Choisirug € H etn = 0.
0 Choisir\,, €]0,1] et+, €]0,257.

Itérations
0 Poserr,, o = u, — v Vg(u,).
U Posem,, o = gno = 0.
U Pourm =0,..., M,
a) Snym = prOX%Lf(Tn,m + pn,rn)
b) Pnm+1 = Tnym + Prnm — Snym
C) T'nm+1 = pTOX%h(Smm + Qn,m)
d) Gn,m+1 = Sn,m + dnm — Tnym+1
| €) SiThmi1 = Thm, alors aller a I'étapél.
O Faireu, 1 = u, + A\, (rn,mﬂ — un)
O Incrémenten (n <— n + 1) et aller en(].

Algorithme 5: Forme générale de I'algorithme FB[Dyk]

Une conséquence directe de la proposiBaBb(ii) (resp. propositior3.34(ii)) est que le
gradient deg est seulement évalué sara I'étapel] de l'algorithme5 (resp. étapée]
de l'algorithmed). Les algorithmes FB[Dyk] et FB[DR] permettent, tout comiia-
gorithme DR[FB], de résoudre le probléem3e33 et ainsi de considérer une fonctign
pouvant étre non finie. Dans le paragraphe suivant, nousuferons des critéres corre-
spondant au probléng33

3.6 Reésolution de problémes de restauration d’'images

Comme nous l'avions mentionné dans l'introduction de cepittey la partie précé-
dente présente des algorithmes imbriqués utiles pour désales probléemes de restaura-
tion d'images. En effet, dans le cas d’'une image dégradéarphruit blanc gaussiem,
peut modéliser le terme d’attache aux données et prendventee fd’'un terme quadratique,
qui est une fonction de gradient Lipschifzet h correspondent dans ce cas de figure a
des termes de régularisation. Cette configuration regluéfisation des algorithmes im-
briqués. Cependant, dans un cadre de restauration ne iggreaht pas a un bruit blanc
gaussien de variance fixe, par exemple un bruit gaussiernaleatiance dépend du signal
ou un bruit de type Poisson, la fonction peut soit étre deigradlipschitz avec uw grand
soit ne pas étre de gradient Lipschitz. Dans ces configumsgties algorithmes imbriqués
proposeés soit convergent tres lentement vers la solutioprololeme3.1 soit n’offrent
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aucune garantie de convergence et ceci méme en dimens®(diri pas »y, de I'algo-
rithme explicite-implicite étant inversement proporti@has — cf. hypothes&.19(i)).

Remarquons que dans ce paragraphe, nous nous limiteroas au/c = .. Nous y
comparerons dans un premier temps les différents algoeghimbriqués sur un exemple
classique de déconvolution d'images en présence de bartlgaussien. Puis, dans un
second temps, nous considérons une classe de fongtideisx fois différentiables mais
ne vérifiant pas I’hypothese de Lipschitz continuité du ggatd Pour cette classe de fonc-
tions, nous proposons une extension quadratique perrhetacontourner le probleme
de Lipschitz différentiabilité. Nous en étudions le contporent sur deux exemples de
restauration : le premier concerne le cas d’un bruit ganssiec une variance dépendant
du signal et le second traite le cas d’un bruit de type Poisson

Des résultats additionnels dans le casho# (- sont fournis dansHustelniket al.,
20094.

3.6.1 Modélisation du probléme

Notre but consiste a restaurer une imgge@partenant a un espace de Hilbert séparable
G a partir d’observations dégradées G. Ici, des images numériques de taiNg x N,
sont considérées & = RY avecN = N,;N,. Soit A un opérateur linéaire dé dans
G modélisant un processus de dégradation linéaire (daresmattie nous considérerons
qu’il s’agit d'un opérateur de convolution). L'image= Ay (resp.z) est une réalisation
d’un vecteur aléatoire de valeurs réellés= (U;),<i<n (resp.Z = (Z;)1<i<n). L'im-
ageU est, de plus, contaminée par un bruit. Conditionnelleménta (u;);<i<y € G,
le vecteur aléatoireZ est supposé avoir des composantes indépendantes, quiogont s
discretes avec pour probabilit¢ conditionnelle la fonttie mass€ i, 7, -, )1<i<n,
soit absolument continues avec les densités conditia@mellii sont également notées
(17,7, 1<i<n- Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux distnde prob-
abilités telles que :

(Vie{l,...,N})(VYv € R) :“Zim:u(zi) X exp ( — wi(v)), (3.43)

ou (¢;)1<i<n sont des fonctions dgy(R), deux fois continuement différentiables sur
et telles que :
(Vie{l,...,N}) infe; > —oo. (3.44)

De plus, un modéle probabilistepriori simple et efficace de I'imagg est utilisé en
considérant les coefficients de décomposition de cetteeraagune tramejaubechies,
1992 Han, Larson, 2000 L'espace des coefficients de trame est un espace euclidien
H = RX (K > N). Nous utilisons une représentation linéaire de la forme :

y=FT

our™ : 'H — g estl'opérateur de synthese de trame est surjectif). Nous supposons
alors que le vecteur des coefficients de trame est une réalisation d’un vectéataleX
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dont les composantes sont indépendantes. Chaque compaSaateck <€ {1,..., K}
de X, posséde une densité de probabitite(—;.(-))/ [T exp(—¢i(£)) d¢ ou ¢y est
une fonction finie dé'((R).

Enfin, nous supposons que nous avons une informatipnori surz qui peut étre
exprimée par le fait que appartient a un ensemble convexe feithde . La contrainte
C devra satisfaire :

(AC*)Ndom ¥ # & (3.45)

ou
C*=F'C={Fz|zecC}

et
(vu = () cicn € g) U(u) = Z% (us)-

Sous ces hypotheses, on peut montrer (VBliduxet al., 2007) gqu’une estimation
au sens diMaximum A Posterior(MAP) des coefficients de tran®epeut étre obtenue
a partir des observations = (z;) en minimisant sur un espace de Hilbéttla

} > 1<i<N
fonctionnellef + g + v ou

o (1) (3.46)

I

<Vx:(xk)1SkSK€H> flz) =

et
g=ToAoF* (3.47)

Cette formulation pouy, g eth = 1, nous permet d’introduire la proposition suivante.

Proposition 3.36 Sous la conditioit3.45), si nous considérong et g définies respective-
ment par(3.46 et (3.47),

(i) fetg appartiennenta la classi)(H) ;

i) sif estcoercive odom g N C' estborné, alors la minimisation g+ic adme

t d Cestb lors | t dmet

une solution. De plus, sf est strictement convexe sdiwvm g N C', la solution du
probléme3.2 est unique.

Preuve:

(i) : Comme les fonction&s, )1 <1<k sont des fonctions finies dg(R), f est une fonction
finie del'y(H). De la méme maniére, comme les fonctidns),<;<y sont dand’y(R),
U appartient &y(G). De plus, en utilisant3.45), nous avondm (AF*) N dom ¥ # &.
Nous en déduisons quiem g # & et, par conséqueny,€ I'g(H).
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(i) : Commedom f = H et (3.45 montre quelom g N C' = dom (Vo Ao F*) N C' # &,
alorsdom f N domg N C # @. D’autre part, commg et g sont dand’(H), nous dé-
duisons quég’ + g + «c appartient a la clasde)(H).

Supposons maintenant qyieest coercive. La conditiorB(44) implique queinf ¥V (G) >
—oo et, par conséqueniyf g(H) > inf U(G) > —oo. On en déduit qug + g + (¢ >

f +inf g(H) + ¢ est coercive.

Lorsquedom g N C' est bornéf + g+ . est également coercive. L'existence d’une solu-
tion au probleme de minimisation se déduit des résultassiclaes de I'analyse convexe
(rappelés par la propositich22dans le chapitr@).

Quandf est strictement convexe sdism g N ', I'unicité de la solution est induite par le
fait que f + g + (¢ est strictement convexe. O

Remarque 3.37La fonction f est coercive (resp. strictement convexe) si et seulement
si les fonctions ¢x)1<x<ny Sont coercives Chauxet al, 2007 Prop. 3.3(iii)(c)] (resp.
strictement convexes).

3.6.2 Comparaison expérimentale des algorithmes imbrigugsur un
exemple de restauration en présence de bruit gaussien

Nous considérons le probléme de restauration d’une irjageR”" (figure 3.3(a))
dégradée par un opérateur de convolutib(ici un flou uniforme de taille8 x 3) et un
bruit blanc gaussien de varianeé = 302. Nous souhaitons trouver une image: RY
aussi proche que possible de I'imageen se basant sur les observations (figdiBb))
notéez € G avecG = RY. La fonctionnelle que nous proposons de minimiser est la

suivante :
1

T = argmin—||AF*r — 2|3 + f(2) + tc-(F*z). (3.48)
x€H 20?2

ou, F* : H — G est 'opérateur linéaire de synthése de trame dvee R et K > N.

Cela conduit a des coefficients de trame que nous noterengry )1 <,<x. Nous utilisons

une version de la représentation en arbre dGabuxet al., 2009 associée a des filtres

symmlets de longueur 6, conduisant a une trame ajustée (" = v Id avecr = 2).

Dans la formulation3.48), pour touti € {1,..., N}, ¢; = (- — z)? est une fonction de

['h(R) telle queinf ¢»; = 0 > —oo. La fonctionf correspond a une régularisation dans le

domaine transformé{ telle quef(z) = Zle Xk| k| + wi|zkPF ot x> 0, wp > 0 et

pr € {4/3,3/2,2} sont adaptés par sous-bandes. Le calcul de I'opérateuinpabde f

se déduit de 'exempl8.38et de la propositioB.39rappelés ci-dessous.
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Exemple 3.38[Chauxet al, 2007 Soienty > 0, p € [1, +oo[. On considére la fonction
¢: R — ]—o00,+00] : n = x[&|P. Pour tout{ € R, prox ¢ est alors donné par,

(sign(¢ >max{|s| — .0} sip=1
5 + 3 21/3 ((6 - 5)1/3 - (6 + 5)1/3)

ol €= /E24256x3/729 sip=3
5"‘ 9x? 51gn(5 <1 / 16\5‘) Sip — % (3 49)
1+2x Sip=2
sign (&)~ 1+12XX Sip=3
(ﬂ)l/fﬂ . _5)1/3
8x 8x
ou e€=+/&2+1/(27x) sip=14

\

Proposition 3.39 [Combettes, Pesquet, 20Q7ISoity > 0, w > 0, p €]1,400[, soit
0: R — |—00,+00] : £ — x|&| etsoitg: R — |—o0, +00] : € — w|E]P.
On a alors, pour tout € R,

Prox, ,§ = prox, o (proxsag).

Enfin,h = 1o« o F* introduit une contrainte dure sur I'appartenance a un cawe C gG.
Dans notre exemple, en accord avec la dynamique de I'images, avons choisiC* =
[0,255]". La projection sur le convex€ (Pc = prox, . .r+) €st calculée en utilisant la
proposition3.12avecL = F* ety = v. L'existence et I'unicité de la solution d&8.48

est assurée par le fait que la fonctigrest coercive et strictement convexe (cf. propo-
sition 3.36). L'image restaurég est liée a 'unique minimiseur d8@48 par la relation
y=F*x.

Nous avons donc testé et comparé les trois algorithmes péspaans le paragraphe

précédent, en terme de vitesse de convergence. Deux typesvirgence sont évaluées :

— la convergence de la fonctionneller- g est représentée figugel,

— la convergence des itérées, a savoir I'évolutior]|dg — z|| est représentée fig-
ure3.2 ouZz représente I'unique minimiseur get+ g + 1 (en accord avec le choix
de f et la propositior8.36(ii)).

Pour chaque configuration, nous présentons I'évolutionrdere en fonction des itéra-
tions et en fonction du temps CPU. Pour une comparaison justss initialisons les algo-
rithmes FB[DR] et FB[DyK] pat, = Po(F'z). Pour I'algorithme DR[FB], on l'initialise

parvy = Po(F'z). D’autre part, les parametresr,,, \, et~,, des différents algorithmes,
sont choisis afin d’optimiser la vitesse de convergencer Palgorithme DR[FB], nous

avons fixéx = 60, 7, = 1, Ay = 1 €t = 0.99/(k0?). La convergence de I'algo-
rithme est assurée par la proposit®B82car I'hypothese3.28(i) est vérifiee. Cependant



90 Imbrication d’algorithmes proximaux et extension quadratique

pour augmenter la vitesse de convergence, les regles gogmsrsuivantes ont été fixées
pour choisir le nombréV,, des itérations de I'algorithme FB (c8.41) et 3.42) :

N,, = inf {n e N*

||um,n - um,n—l” < 77}, (350)

avecn = 10~%. Pour les algorithmes FB[DR] ou FB[DyK], les paramétres Bél'algo-
rithme FB sont choisis comme suit,, = 1 et~,, = 0.995/02. Le paramétre de relaxation
de la boucle interne de I'algorithme DR est fixg,, = 1. L'algorithme de type Dykstra
ne nécessite pas I'ajustement de parametres additiohastenvergence des algorithmes
est assurée par les propositi34et 3.35 (i). le nombre),, d’itérations de I'algorithme
DR et de I'algorithme de type Dykstra a été fixé comme suit :

M, = inf{m e N*

||Un7m - Un,m—l” S 77} (351)

avec la méme valeur deque pour I'algorithme DR[FB].

x10° x10°
T T T T T T T T

FIGURE 3.1 — Evolution def + ¢ en fonction (a) des itérations et (b) du temps CPU
en secondes (Intel Core 2, 2.66Ghz). FB[DR] (ligne contiblezie), FB[DyK] (ligne
discontinue bleue) et DR[FB] (ligne discontinue noire).

Sur la figure3.1(a), nous constatons que l'algorithme FB[DR] converge bpies rapide-
ment que I'algorithme DR[FB]. La figur8.1(b) modere néanmoins nos propos dans le
sens ou chaque itération de FB sera plus colteuse que célR,dela étant dd a une con-
vergence plus lente de I'algorithme de DR ou de type Dykstigopgnalise I'algorithme
FB a chaque itération. Reste a comparer l'algorithme FB[BRIB[Dyk]. Remarquons,
gu’aucune courbe ne correspond a FB[Dyk] sur la figdia) car elle se serait super-
posée a celle de FB[DR]. En effet, I'élément qui differe eriB[DR] et FB[Dyk] est le
nombre d’itérations internes. La figuBel(b), montre I'évolution du critére en fonction
des itérations et il résulte de nos expérimentations qugoiithme FB[DR] converge,
dans la meilleure des configurations, aussi rapidement’glgolithme FB[Dyk], cela
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FIGURE 3.2 — Valeur d€||z,, — 7|| en fonction (a) des itérations et (b) du temps CPU
en secondes (Intel Core 2, 2.66Ghz). FB[DR] (ligne contiblezie), FB[DyK] (ligne
discontinue bleue) et DR[FB] (ligne discontinue noire).

dépendant des parameétres choisis. Pour les figum) et (b) les conclusions sont iden-
tiques.

Remarque 3.40

(i) Les algorithmes FBJ requierent un nombre d’itérations de leur boucle internerb
plus important que I'algorithme DR[FB] pour arriver a unel&ance du méme
ordre de grandeur pour le calcul derox;,, . ouprox,,, . (environ 400 itérations

pour DR ou Dyk et seulement une vingtaine pour FB pour unegotéen = 1074).

(ii) L'algorithme explicite-implicite requiert le calcul dd et A* & chaque itération.
Par conséquent pour certaines applications autres que di&tanvolution, il peut
étre pénalisant d'utiliser I'algorithme DR[FB].

(i) Entre les algorithmes FB[DR] et FB[Dyk], le choix se portérde prime abord sur
I'algorithme FB[Dyk] possédant des conditions de qualifioas moins restrictives
et permettant d’obtenir des taux de convergence au moingiglees a FB[DR]
et d’'une maniére générale plus avantageux. Cependangdighme FB[Dyk] ne
possede pas une propriété du style de celle de la proposStRe(ii) permettant &
la boucle interne de converger en une itération lorsguex., , € C.

D’autre part, pour mettre en évidence l'intérét de la famtth proposée en3(49,
nous examinons l'effet de la restauration avec et sans laaiote sur les figure3.3(c) et
(d). On peut constater que la présence de la fonétiparmet une meilleure restauration
de I'image. L'erreur entre I'image restaurgéapres 100 itérations de DR[FB]) et 'image
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originaley est évaluée par le rapport signal sur bruit (SNR) dont la di&fimest donnée
par I'équation 2.36) dans le chapitr@.

FIGURE 3.3 — Résultats sur une image satellitaire. (a) Originbledégradée (SNR =13.4
dB), (c) restaurée sans la contrainte (SNR = 14.8 dB) et &taueée avec la contrainte
(SNR = 15.0 dB).
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3.6.3 Approximation inférieure du terme d’attache aux donrées pour
la résolution d’'une classe plus large de problémes de resteat
tion

Dans ce paragraphe, de facon a pouvoir gérer des fonctleapeion finies, nous ef-
fectuons sur les fonctions); ), <;<y des hypotheses plus restrictives que celles proposées
dans le paragrapt®6.1 Ces hypothéses sont énoncées ci-apres. Dans cette patise,
posongy = H = RY.

Hypothése 3.41ll existe un sous-ensemble non vidde {1,..., N} et une constante
d € R telle que, pour tout € {1,..., N},

(i) dom); =|0, +oo[sii € I et,dom); = [d, +oo[sii & 1;

(i) si: € 1, la fonctiony); est deux fois continuement différentiable sur-oo] telle
queinf g5 4o Yi(v) > —o00 €t

hH(lS Pi(v) = 4o0.
5

Sa dérivée secondé’ est décroissante et satisfait

lim 4/ (v) = 0;

V—+00

(iii) sii &1, alors il existea; € [0, 00| tel que, pour tout € [J, +-o0[, ¥;(v) = a,v.

En se servant des hypothé8e41(ii) et (iii) , il est clair que les fonctiong););<;<y sont
convexes puisque, pour tou€ I, et pour tout €]9, +oo[, ¥/ (v) > 0. De plus, pour tout
i € I, 'hnypothésel3.41(ii) nous permet d’écrire

lim 1)) (v) = +o0. (3.52)

v—0

v>0
Les fonctions); sont semi-continues inférieurement puisque, pourtaut{1,..., N},
on aliminf, s ;(v) > v;(0). Des exemples de telles fonctions seront proposées dans
les paragraphe3.6.3-a)et 3.6.3-b)

Si nous étudions maintenant la Lipschitz continuité du igraicie la fonctiory définie
par I'équation 8.47). Il en résulte que cette propriété est violée désguest non finie.
De plus, en considéran8.62), le gradient dey n’est pas non plus garanti d'étre Lip-
schitz continu suint (dom g). Pour contourner ce probléme, nous pouvons remarquer
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gue, grace a I'hypothés&41(ii) et a I'équation 8.52), pour touti € I, il existe une
fonction décroissante; : ]0, +oo[ —|d, +oo] telle quelimy_, o, v;(0) = § et

(V6 € 10, +o00[) (Vv €]6, +0]) 0 <! (v) <0< v>uv(h). (3.53)
Des valeurs de; () sont représentées sur la figld.

4

3 - —

Y

5 009 v(E) V()

FIGURE 3.4 — lllustration de;(0) pourf; < 6, < 0s.

Considérons maintenant la fonction
g9 = Vg0 Ao F* avec 6 € |0,+o0], (3.54)

ou
N

(Vu = (“i)1§i§N € RN) Uy(u) = Z (7% (u2)7

=1
et les fonctiong 1y ;)1<;<n Sont choisies telles que
QU2 + Cz,l(e) U+ C2,0<8> sitelletd — 6(8) <wv< UZ(Q)
2
(Vo eR)  oi(v) = au siigletd —e(f) <v<é

i(v) sinon.
(3.55)
De plus,e : |0,+oo[ — ]0,+oc[ est une fonction décroissante et,

2

(el Gol6) = vu(u(®)) — B (1i(9)) + 3 (11(9))
G (6) = vi(0(6)) — ui(0)
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Pour touti € I, les constantes ((6) et(; ;(6) ont eté déterminées pour garantir la conti-
nuité deyy ; et celle de ses dérivées premiere et second&slin exemple de fonction
;, de ses approximations quadratiqueg ( etvy, ; avech; < 6,) et des dérivées secon-
des associées, est présenté figube

S
- L""e Ji
- _w"e i
;- --t-—r---
1 ‘ i > R j i i >
NGICRIRCN 550 @)
5-£(0,)5-€(6,) 5-£(6,)5-¢(9,)
Fonctiony; et ses Dérivée second¢ et ses
approximationsy, ; approximations)y
et we? i et wgz )

FIGURE 3.5 — Représentation graphique de I'extension quadrapiques = 0.

Du cadre théorique que nous venons de définir, nous déduesrésultats suivants.

Proposition 3.42 Supposons que I'’hypothe3ellet la condition(3.45 soient vérifiees,
alors
(i) (V0 € ]0,+oc]), la fonctiong, définie par I'équation(3.54) appartient a la classe
[o(RE).
(i) (V(61,02) € 10,+00[*), 01 < 6> = g, < go, < g.
(i) Pourtoutd € 0, +ool, si AF*C C]é — €(f), +oo[V, gy est deux fois différentiable
sur un ensemble ouvetty, deR” tel queC C Oy et posséde un gradient Lipschitz
continu surO, avec une constanté = 0||AF*||? < 0v| Al

(iv) Pour toutd € ]0,+oc], Si f est coercive ou silom gy N C est borné, alors la
minimisation def + gy + ¢ admet une solution. De plus, gest strictement convexe
surdom gy N C', alors f + gy + tc possede un unique Minimisety.

(v) Supposons que
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(@) limgp_ o €(0) =0,

(b) AF*C C [6, +oo[V,

(c) f estcoercive ol est borné,

(d) f est strictement convexe stit
Il existe alorsd € |0, +oco] tel que, pour toud € [#, +oc[, Ty est le minimiseur de
f+g+ic.

Preuve:

(i) Wy € To(RY) car pourtout € {1,..., N} et pour tout €]d—e(f), +-o00[, vy ,(v) > 0
etdom ¥y = [§ —€(6), +o00[". De plusdom Uy NIm (AF*) D dom ¥ NIm (AF*) # @.
On a alorgyy € [y(RF).

(i) Nous déduisons d&(53 et (3.55 que, pour tout € I,

(Vv €]6,vi(02)) i (v) > g, ;(v) = Be.
Par conséquent;; — ¢, ; est une fonction strictement croissante jsuv; (6,)] et
(Vo €], vi(l)])  ¥i(v) — ¥p,:(v) < Yi(vil6a)) — g, (vi(02)) =
ce qui permet d’écrire que; — 1, ; est strictement décroissante um;(,)] et
(Vo €], vi(l2)])  Yilv) — V() > i (vi(62)) — Vpu,i (vi(02)) =
De plus,

Yi(v) = +00 si(leletv<d)ou(i ¢ letv <),
Yi(v) = Yg,i(v) si(i e letv>v;(h)) ou(i € Tetv >4).
Nous en déduisons que, pour taug {1,..., N}, ¢ > 1y, , et, par conséquert est

approximee inférieurement pay, .
De facon similaire, nous avons, pour tout I,

(Vv € [vi(bh), +o0[) %2:(”) ¢,( ) = ta,.i(v)
(Vv €]6 — €(02), vi(61)]) Vg, (V) > Vo, (V)
= (Vv €]6 — €(62),vi(61)]) %2 (V) < %1 z( )
= (Vo e[d—e(l),vi(0)])  vo,i(v) > Vo, i(v)
et
(Vi € I)(VYv € [§ — €(0s), +00]) g, (V) = g, i (V).
De plus,

(Vi e {1,....,N})(Yv €] — 00,0 — €(6s)]) Yy, (V) = +00 > g, (V).
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Ceci montre qua,, > U, et par conséquengy, > go, -

(iii) : Comme nous I'avons mentionné plus halitm ¥y = [§ — €(6), +oo[". Soit
Op = (AF*)7'(]6 — €(0), +oo[") = {z e R* \ AF*z €]6 — €(0), +oo[V }.

CommeOy est un ensemble ouvert &F*C' C|§ — €(6), +oo[", nous en déduisons que
C C Oy. De plus, la fonctiory, est deux fois différentiable sup, et d’apres Ekeland,
Témam, 1999Chap. 1, Prop. 5.7] son gradient est,

(Vo € Oy) Vgo(z) = FA*(VUy(AF*z)) (3.56)

ou
(Vu = (ui)r<icn €]0 —€(0), +00[Y) V() = (Vh;(w)), ;e n-
Nous pouvons alors écrire,

(Vu = (ui)lgiSN E](S — 6(9), —|—OO[N) (\V/’U = ('Ui)lgigN 6]5 — 6(9), +OO[N)

N
IVTy(u) = V(v JZ (ha(ui) = Uh(03)) .
i=1

En utilisant le théoréme des accroissements finis,

(Vie{Ll,...,N}) [vhs(wi) = vpi(vi)| < lwi—v|  sup  |ihg,(6)|
€€]6—e(8),+00]
S 9|UZ — UZ'|,
nous obtenons
(Vu €]6 — (), +o0o[") (Vo €]6 — €(8), +o0[™) IVWg(u) — V()| < 0l|u— v
gue nous combinons ave8.56) pour conclure que
(V(z,2") € 05)  |IVgs(x) = Vgo(a')l| < OI|AF*|* ||z — /||
et AF™|* < [ F|?| Al < 7] A>.

(iv) : La preuve est similaire a celle de la proposit®86(ii). Par le biais des hypothéses
3.41(ii),

(Vi 1) inf ¢ i(v) > —o0
VE|d,+00[
et de I'hypothes®8.41(iii),
(Vi ¢ 1) inf  Y;(v) = ;0 > —o0,

VE[I, 400
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nous obtenonsf ¥y(RY) > —co .

(v) : Dans la suite, nous utiliserons la notatidn= f + g + ¢c et, pour tout) € |0, +oc|,
hg = f + go + Lc-

Soit (6y)en une suite croissante d@, +oo telle quelim,_. ., 8, = +o00. Comme
conséquence des propositidd2(i) et (i), (hy,)cen €St Une suite croissante de fonctions
delo(RX). Nous déduisons d&pckafellar, Wets, 20Q4roposition 7.4(d)], rappelée par
la propositior2.20dans le chapitr@, que(hy, ) e €pi-converge vers sa limite ponctuelle
(« point-wise »). En utilisant conjointement I'équatid@®5 et le fait que, pour tout € 1,
limg_ ;o v;(0) = 0 etlimy_. ., €(f) = 0, nous voyons que sa limite ponctuelle kst

Pourtout € N, on désigne paf,, un minimiseur de,. D’aprées les hypothéség)(c),
pour tout! € N, hy, est coercive puisqué N dom gy, = C est borné. De maniere équiv-
alente, on peut dire que ses sections inférieures, notés

leve, ho, = {x € RX | hg,(x) <}

avecn € R, sont également bornés. Comitig, ).y €St une suite de fonctions crois-
santes, on en déduit qu&cnlev<, hy, = lev<, hy, est borné. Les fonction§y, )sen

et h sont semi-continues inférieurement et propres. En combiaypothése(v)(d),
assurant la stricte convexité geesur (C' N domg) C (C' N domgy,) = C, avec les
propositions3.36(ii) et 3.42(iv), nous en déduisons 'unicité du minimisetde h. Puis,
en faisant appel &Hockafellar, Wets, 20Q4héoréme 7.33], rappelé par le théorézriz6
dans le chapitr@, nous montrons que la suit@,, ),y converge vers un minimisearde

h.

On note, pour toutr € RX eti € {1,...,N}, (AF*z); la i-éme composante du
vecteur AF*xz. Commez € domh, pour touti € I, (AF*Z); € dom1); =]|d, +o0l.
Puisque

ZEE—IIOO ZE\GZ - ZE\’
pour tout; € I, pour toutn € 10, +o00], il existel, ; € N telle que

(VeN) (>4, =|(AF"Ty,); — (AF"T);| <n
1€
mlnlg(AF*f)l -0
2
(VEEN) >, = (AF'T,); > v (3.57)

En choisissan =

> 0 et/,, = max;er £, ;, NOUs en déduisons que

. ) + minieH(AF*/x\)i

olv
- 2

> 0. De plus, puisque

lim 6, = +o0 = lim maxwv;(0,) =0,
{—+o00 {—4o00 i€l
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il existe? > ¢, telle que(Vi € 1) v;(f;) < v. Léquation @.55 implique que(Vi € I)
(Vv € [u, +00]), Y,.i(v) = Pi(v).

Si, de plus, on définit 'ensemble
D ={z edomg| (Vi €I) (AF*z); € [v, +o0[},

nous en déduisons que, pour teut D, hy () = h(x). De plus, selon I'hypothegg)(b),
pour tout! € N, sii & I, 4

(AF*Zy.)" € [5, +00]. (3.58)
En combinant, les équation3.57) et 3.58), 7y, et appartiennent &. Par consequent,
comme

Ty. = arg min hg(x
0[ gx’ERK 9[( )7

nous avons h(Ty.) = he.(Tp.) < he.(Z) = h(Z), ce qui montre que,, = 7.
En considérant maintenant qdes [0, +oo[, par le biais dgii) nous obtenonshy, <
he < h. Puisquel(z) = he, () < he(Z) < h(T), il en résulte queéy(7) = h(T) et

(v € R®)  hg(x) = he(2) > he (T) = h(T).

Ceci nous permet de conclure qiie= 7 dés que) > ¢; = 0. O

Remarque 3.43
(i) La proposition3.42(ii)nous permet d’affirmer que (resp.f+gs+1tc), avedd > 0,
constitue une approximation inférieure géresp.f + g + ¢c), qui s’affine lorsque
0 croit.

(i) Comme le montre la propositidh42(iii), le role principal du parametré est de
contrbler la constante de Lipschitz du gradient de I'appnoation deg.

(i) La proposition3.42(v)indique que le parameétre permet de contrdler la distance
entre 'approximatioriy et le minimiseur original du critere MAPR. Cette approx-
imation devient parfaite lorsque la valeur deest supérieure a une certaine valeur
0.

Sous les hypothés@s42(iii), la minimisation def + gy + ¢ avect € |0, +oo[ est
un probléme du type problen833 Par conséquent, les propositidh82 3.34et 3.35
montrent que, sous I'hypothese gfisoit coercive o borné, les algorithmes DR[FB],
FB[DR] et FB[DyKk] peuvent étre appliqués dans ce contexte.

De plus, la propositio.42(v)suggere qu’en choisissahsuffisamment grand, la so-
lution du critere MAP original peut étre trouvée. Cependselion la propositioB.42(iii),
une grande valeut induit une grande valeur de la constagte ce qui induit une petite
valeur pour le « pas » de I'algorithme explicite-impliciez,donc une vitesse de conver-
gence lente. En pratique, le choix deésulte d'un compromis que nous illustrons dans
les résultats expérimentaux qui suivent.
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3.6.3-a) Premier exemple : déconvolution en présence d’'umiit Gaussien
de variance dépendant du signal
e Modéle:

Nous voulons restaurer une image [0, +oo[N dégradée par un opérateur linéaite:
RY — RY et un bruit additifw € R, a partir des observations

2=A7+w=1u+w.

De plus, on suppose que la matrice associée a I'opérat@ailé ne posséde pas d’élé-
ments négatifs ety = (w;)1<;<n €St une réalisation d’un bruit gaussiéh= (W,)1<;<n
de moyenne nulle. La variance de chaque variable aléatBjravec: € {1,..., N}
dépend du signal et elle est égale’du;) ou

v

(Vv €]0, 4+00]) o (v) = 2o

aveca; € |0, +o0[. Les fonctiong ;)<< n, définies par3.43, sont,

2
(v —2)° siz # 0 etv € 0, +00],
o v
(Vo eR)  wilv) =1, siz = 0 etv € [0, +o0f,
+00 sinon

En supposant que # 0, 'hypothése3.41 est donc satisfaite avet = 0 et =
{ie{l,....,N} |z #0} puisque, pour tout € T,

— 22
(Vo e 0,40 W) = a—rt
y 20,27
¥ (v) = 5
Nous déduisons d&(53 que, pour tout € I,
2022\ 1/3
(V0 € 0,400 wil0) = (5)

e Résultats expérimentaux

Dans nos simulationsi représente un flou uniforme de taiflex 3 ou de taille7 x 7 avec
|A|l = 1. Limage satellitairgj de taille512 x 512 (N = 5122) est présentée figuB6(a).

Elle a été dégradée pdret un bruit additif dépendant du signal suivant le modéleitiéc
précédemment avec pour taut {1,..., N}, a; = 1 ouq; = 5. Limage dégradée
présentée figur8.6(b) correspond a une image dégradée par un flou uniforme dont |
noyau du filtre est de taillé x 7 eto; = 1.
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Dans cet exemple, une représentation sur une trame ajustéeldndance 2 a été
utilisée. Il s’agit d'une représentation en arbre d@hquxet al, 2009 (v = 7 = 2,
K = 2N) avec des filtres de symmlets de longuéyiDaubechies, 1992Les fonctions
potentiellesp;, sont prises de la formey|. | 4 wy| . [P+ oU (xk, wi) € 10, +oo|” etp, €
{4/3,3/2,2} et sont adaptées a chaque sous-bande. Ces parametres déteétéines
par une approche du maximum de vraisemblance. Par congétpuonction f définie
par 3.46) est coercive et strictement convexe (voir remargus).

Une contrainte sur la solution est introduite afin de preredreompte I'intervalle des
valeurs admissibles dans I'image en choisissant

C* =[0,255]". (3.59)

Grace a la forme de I'opératedret de la contrainté€™, la condition 8.45 est satisfaite.
La propositior8.36garantit donc une unique solution fournissant I'estimeiedu critere
MAP. Selon la propositioB.42(iv), pour toutd € |0, +oo[, un unique minimiseur, de
f + go + 1o existe et permet d’approch@rcomme expliqué dans la propositiBri2(v)
Pour toutd € 10, +oo[, AC* = C* C] — €(f), +oc[V, et la propositior8.42(iii) mon-
tre quegy a un gradient Lipschitz continu sdf. De plusg, est deux fois différentiable
ce qui nous ramene au problerd83 pouvant étre résolu par les algorithmes DR[FB],
FB[DR] et FB[Dyk]. Chacun de ces algorithmes converge ves solution notéey.

Les résultats sont générés avec l'algorithme DR[FB], le Imend’itérations de I'al-
gorithme explicite-implicite étant donné pa8.50 avecn = 10~%. L'algorithme a été
initialisé en prenant, = Px(F'z) et nous avons choisj,,, = 1.99/(x0), k = 60 et
Amn = Tm = 1. Il faut noter que les algorithmes FB[DR] ou FB[Dyk] conderi aux
mémes résultats pour des temps de calculs plus importamis éRaluer la performance
de notre algorithme en termes de qualité de restauratiars, atilisons le rapport signal
sur bruit (SNR). Le tableaB.3montre des valeurs de SNR obtenues.

Flou3 x 3 Flou7 x 7
0 0.025/ 0.05| 5 7 0.025| 0.05| 5 7
o; =11| SNR| 13.9 | 16.3]16.8| 16.8|| 109 |11.9|12.1|12.1

0 0.15|0.25| 10 | 12 | 0.15]0.25| 10 | 12
a; =5 | SNR| 159 | 18.0| 18.8| 18.8| 12.6 | 13.3| 13.7| 13.7

TABLE 3.2 — SNR pour I'image satellitaire.

Comme il I'a été suggéré dans la proposit®a2(v) lorsque la valeur dé augmente,
'image est mieux restaurée. Lefficacité de I'approchepos®e peut également étre éval-
uée visuellement sur la figuR6(c) montrant I'image restaurée quardest la matrice
associée a un flou uniforme de taillex 7, a; = 1 etd = 0.05. Nous pouvons observer
gue cette approche permet de retrouver la plupart desslgtaihe sont pas perceptibles
a cause de la présence de flou et de bruit.
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FIGURE 3.6 — Résultats pour une image satellitaire de la ville deskilie. (a) Image
originale, (b) image dégradée, (c) image restaurée esarilides DTT.
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Finalement la figure3.7 illustre l'influence du choix du parameétfequand I'algo-
rithme DR[FB] est utilisé pour un flou de taillex 7 eta; = 5. Comme attendu, plus

1
0.9»'\
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0.7F |
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05f ‘\
0.4»‘ \
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02}

0.1 |

0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 3.7 — Critere MAP normalisé (pour = 0.15 en vert etd = 10 en magenta)
versus le temps de calcul (en secondes) (Intel Core 2, 2.64.GH

la valeur def est grande et plus la vitesse de convergence de l'algoriggnkente. Un
ajustement doit par conséquent étre effectué : la valeur diat étre choisie suffisam-

ment grande pour assurer une bonne qualité de restauragigrette ne doit pas étre trop
grande de maniere a conserver une convergence rapide.

3.6.3-b) Deuxieme exemple : gestion d’une fonction a la déée sec-

onde non bornée - déconvolution en présence de bruit de
Poisson

e Modéle:

Dans ce deuxiéme scénario, nous voulons restaurer une imageo, +oo[N qui est
dégradée par un opérateur linéaite RY — RY, avec des valeurs supposées positives
et qui sont dégradées par un bruit de Poisson (pouvant étrénamogéene). L'image

observée = (z;)1<i<nx € N suit une distribution de Poisson avec une loi de probabilité
donnée par

(Vie{l,...,N})(Yv € [0, +00]) [ g,(T,=0 (i) = (a:v)™ exp (—aw)  (3.60)
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ol (o)1<i<n € ]0,400[" sont des paramétres d'échelle. En utilissh4g et (3.60),
pour touti € {1,..., N}, nous avons,

aiv—zi+ziln( “i ) Siz; > 0etv € |0, +o0],
;0

(Vv €R) vi(v) = aw Siz; =0etv € 0,400, (3.61)
+00 sinon

Comme les fonction$y;),<;< sont définies a des constantes pres, ces constantes ont
été choisies dang(77) pour obtenir I'expression du terme de la divergence delitak-
Leibler généralisée (cfByrne, 1993).

Dans ce contexte, lorsque # 0, I'hypothése3.41 est vérifiee quand = 0 etl =
{ie{l,....,N} |2 >0} puisque, pour tout € I,

(Vo e 0,40 W) =a;— =
/ Zi
%'/(U) 02
Nous déduisons d&(53 que, pour tout € I,
(V0 € 10,+o0])  v;(0) = %

Remarque 3.4411 peut étre intéressant de comparer I'extension proposéecd’ap-
proche développée danB(ipéet al, 2009. L'utilisation de la transformée de Anscombe
[Anscombe, 1948faite dans Pupéet al, 2009, permet d’approximer I'antilog-vrai-
semblance poissonienne par

(Vv € R) Tiv) = (2, [aiv+3 —2,/200 + ) siv € [0, +o0] (3.62)

sinon.

L'extension quadratique proposée est illustrée par la #g818 ol une comparaison
graphique avec I'approximation de Anscombe est menée.

e Résultats expérimentaux
Ici, A représente la matrice associée a un flou uniforme de taile& avec||A|| = 1.7
correspond a une coupe cérébrale de tailtex 256 (N = 2562). Elle est présentée sur la
figure3.9(a). Cette image est dégradée gaget par un bruit de Poisson suivant le modele
décrit dans le paragraphe précédent pour différents mvéatensité. L'image dégradée
z est présentée figu@9Yb) quandr; = 0.01.

Une base orthonormale d’ondelettes constituée de filtreyahenlets de longeur 6 a
été adoptée =7 = 1, K = N). Les fonctions potentielles, sont choisies de la méme
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FIGURE 3.8 — Graphe de la fonction; (ligne continue rouge) quantd = 0, o; = 1,

z; = 50. Son approximation quadratiqug, avectd = 0.3 (ligne discontinue verte) et
6 = 0.1 (ligne discontinue bleue) poutd) = 1016 et son approximation de Anscombe
Ji (ligne discontinue noire).

forme que dans les exemples précédents et la fongtiest par conséquent coercive et
strictement convexe.

La contrainte imposée sur la solution est donnée par I'éguéd.59. CommeAC™* =
C*, la propositior3.42(iv) garantit qu’il existe un unique minimiseur get gy + ¢, qui
a été calculé avec l'algorithme DR[FB]. L'algorithme a émdtialisé en prenant, =
Pc(Fz) et nous avons choisj,,, = 1.99/(x0), k = 60 et \,,,, = 7, = 1. Le nom-
bre d'itérations de I'algorithme explicite-implicite edbnné par 3.50 avecn = 10~
Notons que la vitesse de convergence pourrait étre aceéléraitilisant une méthode
de pas adaptatif telle que la recherche d’Armijo-Golds{@iseng, 2000Dupé et al,,
2009. Cependant, le temps de calcul pour déterminer le « pasimalpdevrait étre pris
en compte.

Pour évaluer la performance de notre algorithme, nousatit le SNR. Le tablea813
montre des valeurs de SNR obtenues pour différentes valeurset . Conformément
aux prévisions de la propositi@42(v), a partir de certaines valeurs @lédépendantes de
«;, la valeur optimale est obtenue.

Nous comparons également les résultats fournis par difféseapproches. La pre-
miere est un EM régularisé (également connue sous le nom d&RSMByrne, 1993
Langeet al, 1987 ou I'antilog-vraisemblance est pénalisée par un termegence de
Kullback-Leibler entre I'image désirée et une image dersifée. Le parametre de régu-
larisation a été ajusté manuellement pour maximiser le SiNRmeage de référence est
une image dont les pixels prennent la valeur moyenne ded@tgradée. La seconde
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approche est basée sur I'approximation de Anscobb@éet al., 2009 que nous avons
introduite dans la remarqug44 Dans I'optique d’effectuer des comparaisons justes, la
méme représentation en ondelettes, les mémes fonctioggularisation¢x )1 <x<x etle
méme convex€’ sont utilisés dans cette exemple. |l peut étre observé gppribche que
nous proposons donne de bons résultats. Cependant, paandieg intensitésy{ > 0.1),

la méthode utilisant 'approximation de Anscombe conddiéarésultats équivalents. Les
images restaurées sont présentées sur la fi§QGrgoura; = 0.01, 6 = 0.001 et apres
3000 itérations. Malgré une forte dégradation de I'imagdgioale, nous pouvons remar-
quer que notre méthode permet de reconstruire les motifsipaux.

EM Anscombe Extension quadratique
a; || régularisé 6 =0001]0=0005][0=01]0=1]6=5
0.01 6.47 8.24 9.75 9.75 9.75 9.75 | 9.75
0.05 9.01 115 11.7 11.9 119 | 119 | 119
0.1 10.1 12.4 12.0 12.5 125 | 125 | 125
1 13.8 15.1 0 10.1 13.7 | 15.1 | 151

TABLE 3.3 —SNR pour I'image médicale.

3.7 Conclusion

Ce chapitre décrit deux types de travaux effectués durahielse. D’une part, nous
avons introduit des algorithmes imbriqués en donnant leune de convergence et en les
comparant. D’autre part, nous nous sommes intéresséslidition de ces algorithmes
pour la résolution de problématiques de restauration djgeaen particulier la décon-
volution d'images en présence de bruit de Poisson. Ce prablécessite de définir un
cadre théorique rigoureux ou une extension quadratiquetiéisée pour s’assurer de la
convergence des algorithmes imbriqués. Les résultataodt@montrent une amélioration
de la restauration par rapport a I'état de I'art.
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(b)

(d)

FIGURE 3.9 — Résultats sur une image médicale. (a) Originale, (@)adiee, (c) restau-
rée avec EM, (d) restaurée par transformée de Anscombe etsf@urée par extension
guadratique.
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CHAPITRE4

Algorithme proximal parallele et

regularisation hybride pour la
résolution de problemes inverses en

présence de bruit non-additif

4.1 Motivations

Comme nous 'avons rappelé dans le cha@tries méthodes d’optimisation convexe
ont montré leur efficacité pour la résolution de problémesriges. Nous disposons d’'une
part, des algorithmes de type POCS et des algorithmes pes [lombettes, 2043qui
permettent, entre autre, d’inclure des contraintes datian totale. D’autre part, certaines
méthodes de débruitage sont fondées sur les transforméexdetettes Jallat, 1997,
et plus généralement sur des tram€arjdes, Donoho, 2002e Pennec, Mallat, 2005
Selesnicket al,, 2005 Chauxet al., 2006. Dans le chapitr@, nous avons rappelé que les
algorithmes appartenant a la classe des algorithmes #&phaplicite [Daubechiet al.,,
2004 Figueiredo, Nowak, 20Q03ect et al., 2004 Combettes, Wajs, 200permettent
de minimiser une somme de deux fonctions appartenant adaedla() sous condi-
tion qu’une des deux fonctions soit de gradient Lipschitz/suCes méthodes sont effi-
caces lorsqu’il s’agit de minimiser un critere composé damme de fidélité aux données
lisse, par exemple une fonction quadratique, etyriori non lisse, tel qu’'une norme
/1, permettant de favoriser la parcimonie dans les coeffisidettrame Bioucas-Dias,
Figueiredo, 20077Beck, Teboulle, 20009 Ces méthodes sont donc adaptées a la restau-
ration d’'images dégradées par une convolution et du bruisgian. Dans le chapiti®
nous avons également présenté I'algorithme de Douglakf&adLions, Mercier, 1979
Douglas, Rachford, 19%&ckstein, Bertekas, 1992roposé dansjombettes, Pesquet,
20073, qui permet de résoudre des problemes de restauratiormgémen relachant la
condition de Lipschitz différentiabilité imposée par fakithme explicite-implicite. En
contrepartie la connaissance explicite des opérateussnpaox de chaque fonction est
requise. Cet algorithme est étendu a la minimisation d’wmense finie de fonctions con-
vexes dans@ombettes, Pesquet, 2Q0B est fondé sur le calcul de I'opérateur proximal
associé a chacune des fonctions. L'un des principaux ayasitde cet algorithme, appelé
« algorithme proximal parallele » (PPXA : Parallel ProXimdgorithm), est sa structure



Algorithme proximal paralléle et régularisation hybride p our la résolution de
110 problémes inverses en présence de bruit non-additif

paralléle qui permet une implantation simple, sur une g&chire multicoeurs. PPXA est
bien adapté aux problemes de déconvolution en présenceudeatditif gaussien, ou
'opérateur proximal associé au terme de fidélité aux donpéend une forme explicite
[Combettes, Pesquet, 2Q0Bans ce type d’'application, cet algorithme permet dimel
facilement des contraintes supplémentaires dans leerigéninsi d’obtenir de meilleurs
résultats en déconvolution. Pour minimiser une somme d& &nctions incluant un
terme quadratique, une autre classe d’algorithme pagalété recemment proposé par
Fornasieret al. dans Fornasier, 200;7Fornasier, Schonlieb, 20pQuand le bruit est
non-nécessairement additif gaussien et pour une classdégoie d’opérateurs linéaires,
'opérateur proximal associé au terme de fidélité aux dosmméepossede pas de forme
explicite, ce qui conduit a une limitation dans l'utilisati de PPXA ; de plus, les algo-
rithmes dansHornasier, 2007et [Fornasier, Schonlieb, 20P@ie sont pas applicables.
Par conséquent, d’autre solutions doivent étre proposées.

Pour une image dégradée par un opérateur linéaire et duderBidisson, une premiere
solution est de considérer la transformée de Anscomhbeédet al, 2009. Une seconde
est 'approximation quadratique du terme d’attache auxnéem poissonien, proposée
dans le chapitr8. Les deux approches font appel a I'utilisation d’algorigsyproximaux
imbriqués Pupéet al, 2009 Chauxet al, 2009. L'utilisation de tels algorithmes peut
apparaitre limitée pour deux raisons principales : la pEishtion des itérations semble
difficile, et le nombre de fonctions a minimiser est en praitjmité a trois. Plus récem-
ment, des approches liées aux techniques de « lagrangiemeatég» Hestenes, 1969
Fortin, Glowinski, 198Bont été considérées darsdldstein, Osher, 200&etzeret al.,,
201Q Afonsoet al, 2010. Ces méthodes sont bien adaptées quand I'opérateurrnéai
est un opérateur de convolution, en utilisant des techsidaealiagonalisation dans le do-
maine de Fourier. Pour une classe plus large d’opérated@aites, un systéme linéaire de
grande taille doit étre résolu numériguement a chaqudibéree I'algorithme.

L'objectif du présent chapitre est de proposer une adaptaé PPXA pour minimiser
un critére plus général, applicable a une large classe dégmnes de restauration, tels que
des données dégradées par un opérateur de convolution quétateur de convolution
décimée, en présence d’un bruit non-nécessairement fagllitssien (bruit de Poisson,
bruit de Laplace, .). Une convolution décimée se rencontre en particulier dasgrob-
lemes de super-résolution. Pour parvenir a cet objecti$gloe 'opérateur proximal ne
peut pas étre calculé explicitement, nous montrerons g@uapproche par décomposition
permettra de contourner cette difficulté. Ceci est la ppale contribution de ce chapitre.

Les travaux de déconvolution en présence de bruit gaussteamés dan8gctet al.,
2004 Combettes, Pesquet, 2Q@oucas-Dias, Figueiredo, 2008/enet al,, 2009, in-
troduisent une régularisation hybride composée d’'un tedmeariation totale et d’'un
terme favorisant la parcimonie, permettant de faire béieéfia solution des propriétés
de chaque terme de régularisation. Nous considéereronpealty/régularisation hybride
dans notre cadre général de restauration, en étudiantedifés formes discrétes de vari-
ation totale et en utilisant des techniques de décompogiiar calculer les opérateurs
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proximaux associés.

Ce chapitre présentera tout d’abord, une forme généraletdeeajue nous chercherons
a minimiser. Dans le paragrapHe3, seront présentées des propriétés liées a I'opérateur
proximal, complémentaires de celles décrites dans le paphg3.2 du chapitre3. Nous
présenterons également dans ce paragraphe des techroguealpuler I'opérateur prox-
imal associé :

— au terme de fidélité aux données dans un contexte généredtaeration,

— adiverses versions de la variation totale discrétisée.
Dans le paragraph#&4, nous proposons une version accélérée de I'algorihme PRXA g
permet de résoudre efficacement des problemes de restauditnages utilisant des
trames. Le paragraph®5 illustre les résultats théoriques développés dans ce tcbapi
dans le cadre des problemes de déconvolution ou de supdutiés en présence de bruit
de Poisson, lorsqu’un terme de régularisation hybride tdstéu

4.2 Formulation du probleme

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolutionatlepre d’optimisation
convexe suivant :

J
Trouver 7 € Argmin Z fi(x). 4.1)

K

T = (7p)1<r<x € RE représente les coefficients d’une trame ajustée, dontréopér de
synthése de trame est ndfé € RV*X (avecK > N). Les fonctiong f;):<;<s apparti-
ennent a la classé, (RY). Limage restaurée est alors notée par F''z7 € RV,

Un cas particulier bien connu de I'équatiahl) est celui ow/ = 2; le probléme de
minimisation se réduit alors a la minimisation d’'une somraaldux fonctions, qui dans
un cadre Bayésien, peuvent étre interprétées comme un tatt@che aux donnéef,
lié au bruit, et un termgs, lie a un modele probabiliste priori sur les coefficients de
trame (cf. paragraph22.3-b)du chapitre2). Dans ce chapitre nous nous intéressons plus
particulierement au cas oli> 2. Cette configuration permet par exemple :

— d’'imposer des contraintes additionnelles sur I'imagédeci{loontrainte sur la dy-

namique, contrainte de support),

— d’introduire un terme de régularisation hybride (par egkm/; + tv).

Le fait de considérer une représentation sur une trame,qumakliit ainsi a reformuler
le probleme d’optimisation convexd.@l) comme :

s J
Trouver 7 € Argmin Zgj(FTx) + Z fi(x), (4.2)

K
z€R j=1 j=5+1
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ou les fonctiongg; )1 <;<s appartiennent a la classg(RY) et (f;) s+ 1<;<s sont des fonc-
tions del's(RX), associées respectivement aux pixels de I'image ou auficieats de
trame. Les termes associég & {1,...,S5} sont directement liés aux valeurs des pix-
els et peuvent étre, entre autre, un terme de fidélité auxédsnou une contrainte sur la
dynamique des pixels. Les fonctions d’indices {S + 1,...,J}, définies sur les co-
efficients de trame, sont souvent choisies a partir de megetbabilistes classiques. lls
peuvent par exemple correspondre a I'anti-log vraisendglale variables indépendantes
suivant des distributions gaussiennes généraligges\etterli, 2002.

4.3 Formes explicites de quelques opérateurs proximaux

4.3.1 Opérateurs proximaux de fonctions usuelles

Nous commencons par rappeler le calcul de 'opérateur praixie la norme eucli-
dienne en dimension 2, qui nous sera utile pour le calcul @@erateur proximal de la
variation totale.

Exemple 4.1 [Combettes, Pesquet, 2Q08oity. > 0, et soit

¢: R* = R: (&, &) — p/]& 2 + &2

On a alors, pour toutéy, &) € R?,

prox,,(£1, &) = <1 a \/ﬁy&’&)’ Si V&2 + 6] > p; 4.3)

(0,0), sinon

Dans la partie expérimentale, les données seront dégrapdées bruit de Poisson. Il
nous sera donc utile de connaitre I'opérateur proximalaésola fonction gamma, cette
derniere étant liée a I'antilog vraisemblance d’une lospainienne.

Exemple 4.2 [Combettes, Pesquet, 20QBoita > 0, et soit

—xIn(é) +af, si x>0 et>0,
¢: R — ]—00,400]: £ — < af, si x=0 et &>0, (4.4)
~+00, sinon

On a alors, pour tout € R,

§—a+ /€ —a]? +4x
5 :

prox,§ = (4.5)
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4.3.2 Opérateur proximal impliquant un opérateur linéaire

Dans ce paragraphe, notre intérét porte sur le calcul dédatpur proximal associé a
une fonction

g=ToA (4.6)

ou A € RM*N et
M
v RM — ]—OO, —l—OO] : (um>1§m§1\/l = Z ¢m<um> (4'7)
m=1

avec pour toutn € {1,..., M}, ¥, € I'o(R). Comme I'énonce la propositich3 qui
suit, 'opérateur proximal de cette fonction peut avoir daeme explicite uniquement
dans des cas spécifigues. Remarquons que cette propositistitce une généralisation
de [Combettes, Pesquet, 200 proposition 11] pour les fonctions convexes séparables.

Proposition 4.3 SoientH etG, deux espaces de Hilbert, réels, séparables et soit
(om)mekcn UNe base orthonormale dg Considérons une fonctioh, telle que,

(Vu € G) D(u) = Z <pm(<u, 0m>), (4.8)

mekK

ou (¢m)mex Sont des fonctions dEy(R). Supposons qui soit fini ou qu’il existe un
sous-ensemble deK tel queK ~ L soit fini et(Vm € L) ¢,, > ¢,,(0) = 0.

SoitL.: ‘H — G un opérateur linéaire borné tel que la compositiondavecL* est un
isomorphisme qui est diagonalisable gaf, ) ncx, i-€.

(Vm €K)  LoL 0m = dnonm (4.9)
D

ou (d,,)mex €St une suite de réels positifs.
Onaalors®o L € Ty(H) et

proxg,; = Id+ L* o D™ o (proxpg — Id) o L (4.10)

ou Id est I'opérateur identité eD® est la fonction définie par

VueG)  DD(u) = dmpm((tt,0m)). (4.11)

mekK

Preuve:
D = L o L* est bijectif, doncL est surjectif et puisquéom ¢ # &, on en déduit que
dom (®o L) # @. Cela nous permet de conclure que- ¢o L est une fonction d€y(H).
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Nous cherchons ensuite a calculer 'opérateur proximal.d@ur cela, commencons par
écrire sa définition, a savoir, pour taute H,

1
prox,w = arg IIll%ll §||v —wl|* + &(Lv). (4.12)
ve

CommelL est surjectifim L = G est fermé. |l est alors possible d’écrire tout vecteur
v € H comme une somme d’un élémeitt dansim L* etv, € (Im L*)* = ker L. De
plus,

Lv = LL*t = Dt.

De facon similaire, nous pouvons écrire pour tout vecteur H, w = L*u + w, ou
u € G etw, € ker L. Dans ces conditiongrox,w peut étre connu en déterminant

1
arg  min —||L*tL +v, — L*u—w,||* + &(Dt)
(tva)egXH

1
o * 2 - - 2
= arg(tvix)léIéXHzﬂL (t—u)|*+ 2||vl w ||* 4+ (D). (4.13)

Si nous posons,
v, =w, =w— L*u, (4.14)

il reste alors a trouver

N S 9 B 1
argrtré151§||L (t —u)l +§P(Dt)—argrtré1(§1§<(t u), D(t —u)) +@(Dt). (4.15)

En utilisant la séparabilité dg, I'équation @.15 s’écrit
arg mm— Z A ({t, 0m) — (U, 0,))* + Qo (A (E, 00 )). (4.16)

Nous déduisons alors de la propriété du changement d’écfralppelée dans I'équa-
tion (3.5) du chapitre3) que

1

(Vm €K)  {t0om) = Proxa 4, (4 0m)) = 7-P10%g, ., (dm (¥ 0m)), - (4:17)

ce qui, selonChauxet al,, 2007, proposition 2.10] (rappelée par la proposit@i3du
chapitre3), donne

t=D"" Z proxy, o (dm (U, o)) 0 = D™ proxpg(Du). (4.18)

mekK

En combinant les équationd.(4) et (4.18 nous obtenons

v=w+ L* (D 'proxpe(Du) — u).
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De plus, puisqué.*u est la projection dev surlm L*, u = (LL*)"'Lw = D 'Lw et
'équation (7.19 en découle. O

La fonction¥ définie dans4.7) est séparable dans la base canoniquideCepen-
dant, pour un opérateur convolutif arbitraite= A, I'égalité @4.9) n’est généralement
pas veérifiee. Néanmoins, nous allons voir tp@nction g, définie par I'équation (4.6),
peut étre décomposée en une somme de fonctions pour lesqaslles opérateurs prox-
imaux peuvent étre calculés explicitementPour cela, nous supposons que

(I;)1<i<s €st une partition dé1, ..., M} (4.19)

composée d’ensembles non vides. Pour taait{1, ..., I}, on noteM; le nombre d’élé-
ments dang; (Y_, M; = M) et

T 0 RM — 10, 4+00[ & (Um)mer, — Z U (Upn) -

mel;

Si, pour touti € {1,..., M}, & € RY représente le vecteur associé a-kme ligne de
A, nous pouvons écrirg = Zle T, 0 A; o A; est un opérateur linéaire @& dansR:

associé a la matrice
.
my

: (4.20)
=
m;
etl; = {my,...,mu;}. On supposera par la suite que la famillg,),.c1, Vvérifie I'ny-
pothése suivante.

Hypothése 4.4Pour touti € {1,...,1}, (§m)mer, €St une famille de vecteurs orthogo-
naux non nuls.

Sous I'hypothésd.4, la fonctiong peut étre décomposée comme une somme foac-
tions(Y; o A;)1<i<s OU, pourtout € {1,...,1}, D; = A; o A est associé a une matrice
diagonale inversibl®iag(A; 1, ..., A; ;). D’aprés la propositiod.3, nous obtenons

ProXey o4, = Id+ A7 o Di_1 o (proxDiYi —1d) o A;. (4.21)

Remarque 4.5

(i) Notons que 'hypothésé.4 est évidemment satisfaite quahd= M, c’est a dire
lorsque, pour tout € {1,...,1},1; se réduit a un singleton.
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(i) L'application de A; ou AF se réduit & des opérations usuelles de traitement du
signal. En effet, quand! est un opérateur de convolution, I'application de se
réduit a deux étapes : une convolution avec une réponse sigpulelle du filtre de
dégradation et une décimation pour les positions sélenges {n € I,). L'appli-
cation deA! se décompose également en deux étapes : une étape d'iatevpol
(en insérant des zéros entre les valeurs des données dmdic= I;) suivi d’'une
convolution avec le filtre de réponse fréquentielle congegu

L'idée fondamentale derriére I'introduction de la padtit(1,),<;<,; définie par 4.19, est

de former des groupes de lignes de la matrdaee se recouvrant pas, donc orthogonales
entre elles, de fagcon a calculer les opérateurs proximauesymondants. Dans le cas d’'une
convolution, il s’agit de grouper des translatées du noyaoahvolution. Afin de réduire

le nombre d’opérateurs proximaux a calculer, une solut@rsiste a trouver le plus petit
entier] tel que, pour tout € {1, ..., T}, (&,)mer, reste une famille orthogonale.

Nous allons considérer successivement le cas de probléendéadnvolution 1D et
2D, ou N représente la taille du signal original (resp.= N; x N, celle de I'image
originale) alors qué/ désigne la taille du signal dégradé (resp.= M; x M, désigne
celle de I'image dégradée). Différentes configurationsceamant I'impact des effets de
bords sur I'opérateur de convolution sont étudiées, a savoi

— lorsqu’il n’y a pas d’effets de bords,

— lors d’une convolution avec « zero padding »,

— lors d’'une convolution périodique.

Le cas de la convolution décimée d’'un facteue N*, avec une gestion des bords par
« zero padding », est également présentée.

Dans la suite() désigne la taille du noyau du filtre 1D (regsp= @)1 x @), celle d’'un
filtre 2D) et la suite(f,)o<4<q (reSp.(6y,.4:)0<q<01.0<q2<0,) COrrespond aux valeurs du
filtre.

e Modeéle convolutif unidimensionnel sans effets de bords
Nous avons typiquement la structure Toeplitz suivante :

T 9@_1 61 60 0 ... 0
3 o s

=Y S (4.22)
5}'\5{ : .. .. 0
0 ... 0 6o 0, 6

OUM=N-Q+1>Q.
En vue de satisfaire I’hypothegk4, nous pouvons choisif = @ et, pour touti €
{1,...,1},

L={me{l,...,M}|m=i mod I}. (4.23)
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Par conséquent, nous avons pour toat{1,..., 7},
Q-1
Aig=...=Dy, = [0, (4.24)
q=0

Dans cette configuratiorny, peut étre décomposée comme une sommé) denctions,
dont les opérateurs proximaux peuvent étre facilementigsc

e Modéle convolutif unidimensionnel avec une gestion des bds par « zero-padding »
On considére la matrice Taeplitz suivante :

6 0 ... ... ... ... 07
0, 6y :
T : -
! : : : : :
| = 0o : (4.25)
T .
M 0 : U
: .. .. .. .0
L 0 ... 0 QQ_l 91 90_

ouM = N > 2@ — 1. Dans ce cagd, peut étre choisi égal@ et les ensembles d’indices
(I;)1<i<7 Sont toujours donnés pat.R3. Enfin, contrairement a I'exemple précédent, les

paramétres diagonaux ne sont pas tous égaux. Pour4ofit, ..., I}, nous avons,
i—1 Q-1
Ai,l = Z |6q‘2 et ALQ =...= Ai,Mi = Z ‘9q|2- (426)
q=0 q=0

e Modeéle de convolutiond—décimée avec « zero-padding.»
On consideére la matrice d&" > avecN = Md > 2(Q) telle que :

C i . G 0 07
egd_l Gd_l 90 0 .. 0
.
1
o
3 ,
L O 0 9@—1 92d—1 Qd_l 90

(4.27)
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Dans le but de satisfaire I'hypotheded, nous choisissong = (%} et les ensembles

d’indices(I;),<;<; sont encore donnés pat.3. Enfin, pour tout € {1,...,1}, nous
posons,
min(ixd,Q)—1 Q-1
Ai,l = Z ‘9q|2 et Ai,g =...= Ai,Mi = Z |6q‘2. (428)
q=0 q=0

Notons que lorsqué > Q, (&m)meqt
1 =1.

»y est une famille orthogonale, et dans ce cas

.....

e Modele de convolution périodique unidimensionnel
Dans cette configuration, une matrice ayant une structucalante [5olub, Van Loan,
1994 est impliquée :

0 0 .. 0 Boy ... 6
6 B . . :
i : g
= {6 SN 0 (4.29)
3 0 :
: coo 0
L0 .0 b0 ... B b

avecM = N > Q. En vue de satisfaire I'nypothéde4, nous choisissons = min{i >
Q| M =i mod Q} et, pour tout € {1,...,1},

L:{@} sii<Q-—1

{me{Q,....M}|m=i mod Q} sinon. (4.30)

Les paramétres diagonaux sont donnes 4$24.

Un autre choix a été fait dan®(istelniket al, 20098 en choisissanf = min{i >
Q| M =0 mod i} eten procédant comme dadsZ3 et (4.24). Cette solution peut étre
préférée, quand la valeur résultante/dest petite, pour sa simplicité d’'implantation.

Remarque 4.6 Dans les exemples précédents (les exemples non-décinésigtaas
particulier oud = 1), la complexité de calcul pour appliquer chaque opératdupu A?
estO(Md). De plus, nous avons envir@py d opérateurs proximauproxr, ,, @ calculer.
En supposant une complexité @)/;) pour calculerprox, ., la complexité globale est
enO(M(2Q) + 1)). Si nous considérons maintenant le cas/o& )M, la complexité de
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calcul deA; ou A7 estO(Q), et nous avons/ opérateurs proximauproxy, 4. a calculer.
Cela implique un temps de calcul global du méme ordre de grandue précédemment.
Il N’y a donc pas d’avantage clair, en terme de complexitépiter le nombre d’opéra-
teurs proximaux a calculer. Cela nous permet néanmoins deime la mémoire requise
(gain d’un facteurM d/@ pour le stockage des résultats des opérateurs proximaux).

e Modeéles convolutifs bidimensionnel sans effets de bords
Nous avons typiguement la structure Tceplitz-block Toephfinie comme suit :

. ©g,-1 ... ©1 ©9 0] ... [0]
3 o - A
=10 o (4.31)
& o - (0]
0] ... [0] ©g,-1 ... ©; O
ou
* M =N — Q1 +1>0Q,
* My =Ny — Q2+ 12> Qo
* [0] est la matrice nulle de taill&/, x N,
et pour touty; € {0,...,Q; — 1},
O0p.0oet - Op1 Opo O ... 0
0,=| " K T | e RMN:, (4.32)
0
0 coe 00 0p0s-1 oo Bpa Op0

Dans le but de satisfaire I'hypothéded, nous pouvons choisif = I;1, ou I; = @1,
Iy = Q,, et pour tout(iy, is) € {1,...,Q1} x {1,...,Qs},i = iy + Qo(iy — 1) définir

le{mg‘i‘Mg(ml—l) ‘ (ml,mg) € {1,...,M1} X {1,...,M2}
etm; =41 mod Il,mg =19 mod 12} (433)

avec, pourtout € {1,...,1}

Aig=..=Da = D> ) Ol (4.34)

Dans ce cagj peut étre décomposée comme une somm@.dg, fonctions dont chaque
opérateur proximal peut facilement étre calculé.
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e Modeéle convolutifs a deux dimensions avec « zero-padding »
Nous considérons la matrice Toeplitz-block Taeplitz défimie: p

0y (0] .. e O]
O 0Oy ° :
y : :
: = @Q1—1 O (435)
¢ 0 A
: [0]
L (0] 0] ©q, ©1 Oy

ou
* My =N > Qq,
* My = Ny > Qo
* [0] est la matrice nulle de taill&, x Ns,

et pour touty; € {0,...,Q1 — 1},

[ 0,0 0 ... 0 ]
0p1  Opo O 0
@(11 = 91117@2_1 9%0 0 - RNQXN2. (436)
0 . .
: ot . 0
0 oo 0 05,.00-1 -0 Opa qu,o_

Dans ce cag] peut étre choisi égal @, Q- et 'ensemble d’indice€l;),<;<; est toujours
donné par4.33. Mais contrairement a 'exemple précédent, les parammetisyonaux ne
sont pas tous égaux. Nous avons dans ce cas de figure, pouetdqut. .., 7},

min(m1,Q1)—1 min(msz,Q2)—1

Ai,mg—l—]\/lg(ml—l) - Z Z |9q1,q2|2. (437)

q1=0 q2=0

e Modele de convolutiond—décimée avec « zero-padding » bidimensionnel
Nous obtenons la matrice @&&/12xN1Nz2 quecN, = M;d; > 2Q, €t Ny = Msdy > 20
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telle que :
[ O4, 1 © [0] 0] T
O2d, -1 Ody-1 ©y 0] [0]
-
1
S I )
M .
| [0] e e [0] ®Q1—1 e @2d1—1 e @dl—l e @0 i
(4.38)
ou

* di My = Ny > 2Qq,
* doMy = Ny > 2Q)s,
* [0] est la matrice nulle de taill&/, x N,

et pour touty; € {0,...,Q; — 1}

[ Opdsr - Opo 0 ... .. 0]
9q1,2d2—1 9q17d2_1 qu,o 0 0
@ihz 0
0
L 0 ce e 0 9q1,Q2—1 e 9q1,2d2—1 e 9q1,d2—1 e 9,1170 i
(4.39)

Dans le but de satisfaire I'nypothedet, nous choisissons = 1,1, avecl, = (fj—lﬂ et
I, = (%ﬂ . Les ensembles d'indic€8;),<;<; sont toujours donnés pat.B3 et pour tout

ie{l,..., I},
min(ixdq,Q1)—1 min(ixd2,Q2)—1

Nip= Y S g gl (4.40)

q1=0 q2=0
et
Q1—-1Q2—1
Nip=..=Da= > Y 100l (4.41)

q1=0 g2=0
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Notons que lorsqué;, > Q, etdy > Qa, ({m)mequ,...,my €St une famille orthogonale, et

dans ce casg = 1.

.....

e Modeles convolutifs périodiques a deux dimensions
Dans cette configuration, la matrick possede une structure circulante-bloc circulante
[Golub, Van Loan, 199aelle que :

F 0, [0 ... [0 O01 ... O]
o, O SR
! : Og,-1
: | = 00,1 (0] (4.42)
ul | o) e
: [0]
| [0] 0] ©g,-1 ©;1 O |

ou
* My =Ny > Qq,
* My = Ny > Qo
* [0] est la matrice nulle de taill&, x Ns,

et pour touty; € {0,...,Q; — 1}

C 0o 0 ... 0 Opos1 - Oga ]
0p1  Opo O ' :
: ' 9(11,@2—1
Ou = |0,,.0,1 0 c RV (4.43)
0
: TS : 0
L 0 o 0 0p001 e Opn 040

Dans l'optique de satisfaire I'hypothedel, nous définissons
Il = min{il Z Ql ‘ M1 = 7:1 mod Ql} (444)

et
Ig = min{ig Z Qg ‘ M2 = 7:2 mod QQ} (445)
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De plus, nous posons = [,1, et pour tout(iy,i2) € {1,..., L1} x {1,..., 5}, nous
prenons = iy + I(i; — 1) et définissons

({iy+ My(iy — 1)} Sii; < Q etiy < Qs
{mo + My(iy — 1) | me € {1,..., My} et my =iy, mod @2} Sii; < Qq etisg > (9
{is + My(my — 1) | my € {1,..., My} et my;=1i; mod Q1} Siip > Q1 etiy < Q9
{mg + My(mq — 1) | (my,me) € {1,..., M} x {1,..., My},

my =i, mod Ql et my =iy mod QQ} sinon.
(4.46)
Les paramétres de la diagonale sont donnés4ha#)(
De la méme maniére que nous I'avions mentionné en 1D, un eludig possible pour;
et [, est envisageabld’pistelniket al., 20094. Il s’agit de prendrel; = min{i; > @ |
M; =0 mod iy} etly = min{is > Q5 | My =0 mod iy}, et de procéder comme pour
(4.33 et 4.34).

Remarque 4.7 La remarque sur la complexité, formulée dans le cas 1D, reskable
dans le cas bidimensionnel.

4.3.3 Formes discrétes de la variation totale et opérateuggoximaux
associés

La variation totale, initialement introduite par Rudin,f@s et Fatemi dansRudin
et al, 1997 représente une mesure de régularité puissante en ragiaudtamages pour
retrouver des zones de I'image constantes par morceauxdageitontieres prononcées
[Rudin, Osher, 1994Malgouyres, 2002Aujol et al., 2006 Weisset al,, 2009. Dif-
férentes versions de la variation totale discrete peuveattéouvées dans la littérature
[Rudinet al,, 1992 Chambolle, 2004Combettes, Pesquet, 2QO8lotre objectif est de
considérer des versions discréetes de la variation totale lesquelles il est possible de
décomposer le terme de variation totale en une somme dedoactont I'opérateur prox-
imal associé possede une forme explicite.

Dans cette partie, nous considérons une forme de variaitafet définie pour une
image numeérique

Y= (ynl,n2)0§m<N1,0§n2<N2 S RNlXN27
qui s’exprime par

N1—P1 No—Ps

) = > > s (W) namgs (Yo)nsins)- (4.47)

n1=0 n2=0
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La fonctionp,, appartient a la clasd&(R?), et les élémentg;, ety, sont deux gradients
discrets calculés dans des directions orthogonales gde=fdtres de réponse impulsion-
nelle finie de tailleP; x P,. Plus précisément, dans I'expression ci-dessus, housavon

(yh)m,m = tr(HTYm,m) (4.48)
(yv)m,ng = tr(VTYm,ng) (4.49)

OUH € R*M2 etV € RM*2 sont les matrices du noyau du filtre, et pour tout n,) €
{0,...,N1—P1} X{O,...,NQ—PQ},

YNLM = (yn1+p17n2+p2)0§p1<P1,0§p2<P2

représente un bloc dB, x P, pixels voisins. Comme 'opérateur proximal associé a la
variation totale, définie par I'équatiod.@7), ne possede pas une expression simple en
général, nous proposons de décomposer I'équadigr)(comme sulit,

Pi—1Py—1

(Vy e RYM) tv(y) = 3 )ty () (4.50)

p1=0 p2=0
ou, pour toutp; € {0,..., P, — 1} etp, € {0,..., P, — 1},

Nq— No—
L 1plle_1L 2P2P2J_1

V(W) = Y D (78 N ol (4.51)

n1=0 no=0

La notation(-)?172 = (-) p, n, +py, Pans 4, @ ELE Utilis€e.
La figure4.1(ci-dessous) représente pour deux configuration®de-), I'ensemble
des blocsy":P2 mis en jeu dans I'équatio®(51). Une forme explicite de I'opérateur

proximal associé a la fonctiod 61) peut étre déduite de la proposition suivante.

Proposition 4.8 Supposons que(HV ") =0 et||H|Z = ||V]|2 = 1 ou|| - ||r représente
la norme de Frobenius. Pour toyt= (Y, 1, )o<n, <Ny .0<na<n, € RV ety > 0, nous
avons, pour toutpy, p2) € {0,..., P, — 1} x {0,..., P, — 1},

PrOXytv, ¥ = (77-”1 n2 )0Sn1 <N1,0<n2<N2 (4.52)

OU’ pour tOUt(nlvn2) € {07 CIR NlT_lle - 1} X {0, cey |-—N2P—2p2J — 1},

(71—1:’1 n1+p1+p|,Pena+p2+p) )0§p’1 <P1,0<pH<P>

— ( D1,P2 __ | P1:P2 )H + (Kphm — P1P2 )V + Y P1:p2 (4_53)

ni,n2 ni,n2 ni,n2 ni,m2 ni,n2
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avec
1, — T 1,
hﬁﬂi =tr(H Yfl 522) (4.54)
1, T 1,
Uptiy = tr(V YRR, (4.55)

(hm,m Uphm) (456)

P1,P2 p1,p2 ) —
( K ) - pI'OX ni,m2’ “ni,ne

ni,m2’ " "ni,ng 14 Ptv

et, pour tout(ny, ny) € {0,..., Ny — 1} x {0,..., Ny — 1},

Trymy = Yy Sing < ppoUny <pyoun; > P[22 ouny > Py LNQPPQJ
(4.57)
Imagey décomposée en blod§’* ;72 ne se recouvrant pas
Imagey lorsquep; = p2 =0 lorsquep; = 1 etpy, =2

Bloc YP1:P2 de taille P, x Py

ni,n2

B défini par 'équation4.59

FIGURE 4.1 — Décomposition de I'image qui permet de calculer I'epéur proximal de
la variation totale.

Preuve:
En utilisant la définition d’un opérateur proximal, pourtigue RV >Nz,

= pI‘OXMthlﬁpr

minimise .
5“77 - y”2 + HEVp, 1, (T0) (4.58)
Si'on pose, pour toutny, ny) € {0, ..., |52 | — 1} x {0,..., [ "2 ] — 1},

P12 _
ning (Wplm+p1+p’1,P2n2+p2+p’2)0§p1<P1,0Sp’2<P2
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et

B={(n;,ny) €N*| 0<n; <poul<ny<p,

Ny — Ny —
ou P, LlTle <n; < N;ou PQ'_szzJ <ng < Ng}, (459)
1 2

I'équation @.58 s’écrit également

Ny— Ny —
\_ 1P1P1J_1|_ 2p2p2J_1

1 1
Z 5(7Tn17n2 - yn17n2)2 + Z Z 5 ||H€L117,€32 - Yrﬁlﬁj ||%‘

(n1,n2)€B n1=0 no=0
+ 11 pe (tr(H TTIEVR2 ) r(VTTIZVP2 ) (4.60)
Il est clair que I'équation4.57) est vérifiée lorsque les variableg, ,,, pour(ni,ny) € B
ne sont pas des éléments des matr(d‘éﬁl;%)(nl’n2)€{07...7LN1P;p1J_I}X{OMLNQP;MJ_H. De
plus, puisquer(H V) = 0 et||H |z = ||V]|§ = 1, les matricesIz\*2 etY'»> peuvent

étre décomposées en composantes orthogonales comme suit :

P1,P2 — (3P1,P2 P1,P2 p1,p2 \L
Hm:m - m:nzH + an,nzv + (Hn177n2)
P1,p2 — | P1,P2 D1,P2 p1,p2)L
Ym,’m - hmlnzH + Um:mv + (Yn177n2>
ou
P1,P2 TyP1,P2
n17,n2 - tI‘(H Hn17,n2)7
p1,p2 TyP1,P2
K;n17777/2 - tr<v Hn17,n2)7
p1,p2 \L _ TIP1:P2 __ AQP1,P2 __ P1,p2
<H7L17n2> - Hn17n2 mmzH Hm,nz v’
p1,p2\L _ VP1,p2 __ },P1,P2 _ P1,P2
(Ym,nz) - Yn17n2 hm,nzH Um,nz‘/’

et (hk1P2 pP1P2 ) est donné pard(55. Aprés quelques simplifications, I'équatioh§0

ni,n2’ “ni,n2

s'écrit, pour toutn; € {0, ..., |52 | — 1} etny € {0,..., [F2522] — 1},

1
§||Hp17p2 _ Yp1,p2||% + 1 Py (tr(HTle’pQ ),tr(VTle’p2 ))’

ni,n2 ni,n2 ni,n2 ni,n2

et, de facon identique,

1”(1‘[1’1,102 )J_ o (thpz)J_H% + 1( p1.P2 _ J,PLp2 )2

2 ni,n2 ni,n2 2 ni,n2 ni,n2

1
Z(P1sP2 __ ,,P1,P2\2 P1,P2  .P1,P2
+ (Km:nz /Unl’,”2> +u ptv( g Hm:m)'

2
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. N , 1 - , 1 e - . _
Cela montre qued(56) est satisfaite et qudl,!?2 )~ = (Y,P1:’2)~. On en deduit directe

ni,n2 ni

ment I'équation 4.53). O

Le résultat de la propositiof.8 signifie que, pour une valeur donnée (@e, p,) €
{0,...,PL—1} x{0,..., P, — 1}, 'image est décomposée en blocs ne se recouvrant pas
(c.a.d n"ayant pas de pixel commun). Ces blocs sont notés

p1,p2 __
Yn1,n2 - (yP1n1+p1+p/17P2n2+p2+p/2)0§p/1<P1,0§p'2<P2

et sont composés d@ x P, pixels.

La figure4.1lillustre la construction des blocs et les effets de bord®dhtits pour
différentes valeurs dg, et p,. L'équation @.53 fournit alors I'expression de I'opérateur
proximal associé a chacun de ces blocs, tandis que I'équetib?) traite les effets de
bord.

Remarque 4.9 Le résultat ci-dessus offre un certain degré de liberté dargefinition
de la variation totale discrete, tant pour le choix des famaes p, que pour le choix des
filtres de gradientd? etV'. En voici quelques exemples.

e Deux choix classiques pour la fonctipp [Rudinet al, 1997 sont les suivants :

(i) Sipw: (&1,&) — [&] + |&| alors, une forme anisotrope est obtenue. D’apres
I'exemple3.3du chapitre2, (4.56) se réduit a

ni,n2 ni,n2 ni,n2

{ Pub2 = sign(hPP2 ) max(|hP1P2 | — 1, 0) (4.61)

ity = sign(uh ) max((ut 2] — 1,0).

(i) Sipw: (&1,8&) — V(&) + (&2)?, alors on retrouve la forme isotrope usuelle.
L'opérateur proximal a déterminer dard4.56) se déduit de I'exempke. 1

e Certains exemples de matrices de gradiéhet |/ satisfaisant les hypothéses de la
proposition4.8 sont détaillées ci-dessous :

() Les filtres de Roberts tels qué = _16\/§ 1/(1/5} etV = L/O\/Q _16\/5}

ont été étudiés dan£jpmbettes, Pesquet, 2408

(ii) Les filtres de différences finies peuvent étre utilisés oilg tels qued = V' =
0 0 0
—1/v/2 0 1/v2].
0 0 0
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(i) Les filtres de Prewitt satisfont aussi les hypothéses requiés sont définis par
~1/v/6 0 1/v6
H=VT=|-1/vV6 0 1/V6].
—1/v/6 0 1/V6

-1/v/12 0 1/3/12
(iv) Les filtres de Sobel définis paf = V' = |-2/v/12 0 2/y/12| constituent
-1/V/12 0 1/V/12

également un choix possible.

4.4  Algorithme proximal parallele (PPXA)

Dans la classe des méthodes d’optimisation convexe, Fidhgoe récemment pro-
posé dansQombettes, Pesquet, 2dP8@pparait bien adapté pour résoudre la classe des
problémes fomulés pad(l). Quand une représentation sur une trame est considéree, le
probléme peut étre formulé pat.p). Dans cette configuration, lorsque le nomiSrele
fonctions del'y(R”) est grand, les opérateurs d’analyse et de synthése de taiveat
étre appligués de nombreuses fois dans I'algorithme, lorsadcul de 'opérateur prox-
imal de chaque fonctiop;. Cela peut entrainer des temps de calcul longs. Dans cette
section, nous rappelons brievement la formulation géad@ml’algorithme proximal par-
allele (PPXA), ses propriétés de convergence et ses gagsiont détaillées pour la ré-
solution du probleme4(2). Finalement, nous proposons une version accélérée de PPXA
permettant de résoudre efficacement le problehid.(

4.4.1 Présentation de I'algorithme

Une formulation équivalente du probleme d’optimisationvaxe @.1) est :

J
Trouver 7€  Argmin > filw). (4.62)
z1€RK .z eRK j=1
T=r1=..=7;

Cette formulation a été utilisée darftddmbettes, Pesquet, 2Q@®ur obtenir I'algorithme
proximal paralléle (cf. algorithm).

PPXA requiert le choix de constantes réelles comme le;pas pondération§v; )1 <<
et, a chaque itératioh € N, le parameétre de relaxation. Les termesa; )<<, COI-
respondant aux erreurs de calcul possibles sur les op&sgmximaux (par exemple si
I'opérateur proximal ne possede pas de forme explicite)jgoent la stabilité numérique
de l'algorithme. La suitéz,),>, générée par I'algorithm@, converge vers une solution
du probleme4.62), ou de fagcon équivalent vers une solution du probledn®.(La con-
vergence est démontrée da@®Mmbettes, Pesquet, 2Q&dus les hypothéses suivantes.



4.4 Algorithme proximal paralléle (PPXA) 129

Initialisation
Choisiry € 10, +o0|.

Pour toutj € {1,...,J}, choisir(w;)1<;<s €]0,1]” tel que}"7_ w; = 1.
| Choisir(ujg)i<j<s € (RF) etz = Z}]:lwg'uj,O-
Pour/ =0,1,...
Pourj=1,...,J
| pju= PIOX., f, /i Uit + Qo0
Pe = Z;'Izl W;jDj.e
Choisir\, € 10, 2].
Pourj=1,...,J
| w1 = w0+ Ao (200 — 20 — Dj0)
Top1 = Tg + N (pe — )

Algorithme 6: Forme générale du PPXA.

Hypothese 4.10
() limyz)—goo fi(7) + ...+ fi(z) = +00.
(i) N7 ridom f; # @.
(iiiy (Vje{l,...,J}) D pen e llajell < +oo.
(V) D pen Ae (2= Ag) = +o0.

L'hypothése4.10(i) traduit la coercivité de la somme de fonctions a minimises hy-
pothesed.10(i) et4.10(ii) assurent I'existence d’une solution.

Considérons maintenant le problerdeZj ou une trame ajustée est utilisée. En choi-
sissant, pour tout € {1,...,S}, f; = g; o F'" et en invoquant la propositioh3 avec
L = F" et D = vld, les itérations de l'algorithmé résultantes sont détaillées dans
l'algorithme?.
Il apparait que la premiere boucle peut étre colteuse e tdernomplexité de calcul. En
effet, il est nécessaire d’appliquéifois les opérateurs’ et I’ a chaque itération. Nous
proposons maintenant une solution pour accélérer cesidtésa

4.4.2 \ersion accélérée en présence de trames ajustées

La construction de la version accélérée de l'algorithimae base sur les éléments
suivants. Sill représente le projecteur slin I, alors tout élément de R¥ peut étre
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Pour/=0,1,...

Pourj =1,...,8

L pﬂ = Ujj -+ % Prox,,... w,,(FTUjj) — FTUJJ -+ CLj’g

’YQJ/ J

Pourj=S5+1,...,J

| Dje ? PIOX. s s, Uje + Qje

Pe =i Wibj¢

Choisir\, € 10, 2|

Pourj=1,...,J

| Ujer = Ui+ Ao (2 pe— 20 — pjp)
| Tog1 = B0+ Ne(pe — 70)

Algorithme 7: Itérations détaillées du PPXA pour résoudrpriobléme4.2).

décomposé comme une somme d’'un élémentde et (Im F'7 )+ = ker F, i.e,,
p=Hpp+p" (4.63)

oup' est I'erreur de projection. En combinant le fait qu’il existn élémeng ¢ RY tel
que
Il p = Fgq, (4.64)

avec le fait quet’"pt = 0, nous obtenons la relation,

1
qg=-F'p. (4.65)

14
De plus, on déduit del(63 et (4.65 que

1
pt=p——FF'p. (4.66)
1%

Penchons-nous maintenant sur la premiéere étape de I'tlgeav :

. F
(V7 e{l,...,5}) Pie = U+ ;(proxng/wj(FTuj,g) — Flujy) +aj, (4.67)

ola;, est supposé appartenifa F ; en d'autres termes, , = Fa;, aveca;, € R¥. En
définissant;, € RY similairement 24.64), cela impliquelly p;, = Fg;,. Selon 4.69),
¢, esttel que

1
%jz;FU%@ (4.68)
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En combinant4.67) et (4.68),

1 - <
Qjo = ;proxng/wj (vj0) +ajy ol v = Flujy,. (4.69)

De plus, puisque,, = Fq;, + p;,, le calcul de la variable, = ijlepj,g dans
I'algorithme7 peut étre réécrit

S S J
pe=F ijq]',é + ijpj:é + Z Wipje (4.70)
j=1 j=1 j=S+1
ou, selon 4.66) et (4.67), 1
Do = Dje ;FF Pje
1
= Uje — —FFTng
= ujy. (4.71)
Dans la nouvelle formulation, les derniéres étapes dedidlyne consistent a mettre a
jour uj{é etw;, pourtoutj € {1,...,5}. Nous proposons de définir
1

re=2pr—x; € T =F"r, et 7’} =1r)— ;ng
ce qui implique
Vi1 = Vjo+ N (Fg — FTpM) et ujl“l = ujl,g + N\ (7“5l — pjfé).
Puis, en utilisant4.68 et (4.71), ces relations peuvent étre simplifiées sous la forme
Vjor1 = Ve + Mo (?g — Vqﬂ) et ujl“l = ujjg + N (rj — ujfé), (4.72)

ce qui conduit a I'algorithm@.

Pour garantir la convergence de l'algorithme proposé seasdnditions similaires a
celles de I'algorithmé, nous faisons I’hypothese suivante :

Hypothese 4.11
() limy) oo g1 (FT@) + oo 4 gs(F @) + foqr(2) + ...+ fr(x) = +oo.
(i) (N5, ridom (g; 0 FT)) N (N/_gy ridom f;) # @.
(i) (Ve {1, 8} Spen e el < +00
et(7j € {S+ 1, J}) Nyens e lajell < +oc.
(V) e A (2= M) = +o00.
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Initialisation

Soity € |0, +o0].

. . J

Po_urtout] e{1,...,J},on ch0|5|t(wj){]§j§J €]0,1)” tel qued~7_, w; = 1.

Soit (u%())lgjgt] € (RK)J et soitry = Zj:l Wil 0-
| Pourtoutj € {1,..., S}, soientv;o = Fujg €tusy = ujo — = Fvjp.
Pour/ =0,1,...

Pourj =1,...,98

I_ dje = %prOXV’ng/ijjvz + Adjf

Pourj =S5+1,...,J

L pie - prox., 1) Jw; Ui +S aje ;

Pe= o winge+ F YT wigiet+ Y i gy Wibje
Ty =2py— Ty

Fg :FT’r’g
rj =Ty — %F?g
Soit )\, € 0,2

Pourj =1,...,S5

{ W1 = U T Ao (Ij_ — ujy)
Vjier1 = Vjo+ A (e — VQj,e)

Pourj=S5+1,...,J

| Wierr = uje+ Ao (re — pje)

Tpr1 = T+ No(pe — o)

Algorithme 8: PPXA accéléré.

Nous remarquons finalement que I'hypothasEl (iii) requiert que I’hypothés.10 (iv)
soit satisfaite puisque

VGe{loSH) D A llagell = DA lIFaell < I1FI D Ae lfagell < +oo.

leN £eN leN

(4.73)

Cela nous permet de transposer les résultats de convergencernant I'algorithmé&
a l'algorithme8. L'algorithme 8 converge donc vers une solution du probles&)( De
plus, cet algorithme requiert seulement 3 applicationg' @& F'™ a chaque itération. Un
gain par rapport a I'algorithmeéest obtenu des que > 2. Ce fait sera illustré par le biais
de résultats expérimentaux dans le paragr@pbe-a)
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4.5 Application a la restauration d'image

4.5.1 Régularisation hybride

Dans les problemes de restauration, I'un des termes duecéit@inimiser est habituelle-
ment un terme d’attache aux données, qui mesure une cediitaece entre I'image
dégradée par l'opérateur et les observations. Nous supposerons par la suite que cette
fonction est de laformg = Vo A ou ¥ € I'y(RM). Dans le cas de données dégradées par
un bruit blanc gaussien de variangeun choix usuel pou# est une fonction quadratique

telle que

(Vu € RM) W) = —[lu— 2|% (4.74)

Dans cette configuration, 'opérateur proximal assogjéaut étre calculé explicitement
en utilisant la propriété suivante :

Proposition 4.12 [Combettes, Pesquet, 2QUBroposition 2.6]SoientH et G deux es-
paces de Hilbert réels, soit: H — G un opérateur linéaire borné, soit € G, soit
v €]0, +-o00[ et soity = || L - —z||*>. On a alorsy € T'y(H) et

(Vv € H) prox,v = (Id + YL*L) (v — yL*w).

Dans le cas de données dégradées par un bruit indépendaoisser? de paramétre
d’échellea, un choix usuel est

(Vu € RM) U(u) = Dgrg(z, au) (4.75)

ou Dxi,¢ est la divergence de Kullback-Leibler généraliségtérington, 1987 Fessler,
1995 Zhenget al, 200Q Chouzenouwet al,, 2009 telle que,

M
(Vu = (um)lngM € RJ\/[)a ‘Il(u) = Z wm(um) (476)
m=1
et
Uy — 2 + 2 1IN (Z—m> Si 2z, > 0etu,, >0,
Uy,
Y (Um) = Uy, Si z,, = 0etu,, >0, (4.77)

+00 sinon.

L'opérateur proximal d& peut alors étre déduit de 'exemple2et de la propositio.13
du chapitre3. Cependant, pour un opératedrquelconque, I'opérateur proximal de la
fonctiong associée ne possede pas de forme explicite.
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Concernant les fonctions de régularisation, un choix cjasde penalité est une fonc-
tion dans le domaine des trames d’ondelettes pouvantiecri

(Vz = (z1)1<h<x € RY) d(x) = br ()

]~

k=1

ou, pour toutt € {1,..., K}, ¢, est une fonction finie d€,(R) telle que

lim ¢k($k) = +00.

|25, |—+o0

Les fonctions(¢y)1<k<x SONt généralement des fonctions de puissance dont I'@pérat
proximal est donné dans I'exempBe38 du chapitre3 (se référer alpaubechiest al.,
2004 Chauxet al,, 2007 Chaariet al., 20104 pour diverses applications ou les fonctions
de puissance sont considérées). Le principal probleme’long régularisation fondée sur
les trames d’ondelettes est la présence d’artefacts gigeigl. des artefacts de «ringing »).
Certains d’entre eux peuvent étre atténués en augmentesddadance de la représen-
tation. Un autre type de régularisation peut étre envisagéneployant une mesure de
variation totale Rudinet al,, 1997. Son principal inconvénient est de générer des arte-
facts eneffet de marches d’escali@rouchet, 2008 Pour combiner les avantages de ces
deux régularisations, nous proposons de considérer &gestivant :

Trouver 7 € Argmin  W(AF"2) + ptv(F ' z) + to(Fz) + 9 ®(2), (4.78)

z€RK

ou 'image restaurée egt= F'' 2. Comme précédemment mention@éorrespond a un
terme de régularisation opérant dans le domaine des traoredatettestv represente un
terme de variation totale discréte comme défini ga47). Finalement; est la fonction
indicatrice d’un ensemble convexe feriié@eR”Y (par exemple, associé a une contrainte
de support ou de dynamigae= [0, 255]"). Ce type de fonction objectif a été récemment
etudié dansCombettes, Pesquet, 2QP8ependant I'approche était réduite a I'utilisation
d’'un terme quadratique de typ£.74) pour le terme d’attache aux données et a une forme
spécifique pour le terme de variation totale. Les paraméteds et positife) et 1 ajustent
respectivement, les régularisations dans le domaineftrené et dans le domaine image.

La principale difficulté se posant lorsqu’on applique l@lghme6 a notre probleme
de restauration est qu’il nécessite de calculer les opgmapgoximaux associés a chacun
des quatres termes d&.78. Comme nous I'avons précédemment évoqué, une forme ex-
plicite est connue pour les opérateurs proximaux assodee$adction indicatrice.c et
a ®. Cependant, comme expliqgué dans le paragradpB&et en supposant que la fonc-
tion ¥ soit séparable, le terme d’attache aux données peut étoengdsé comme une
somme def fonctions(Y; o A4;)1<;<; pour lesquelles les opérateurs proximaux peuvent
étre calculés explicitement selo#.21). De facon similaire, en utilisant les résultats du
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paragraphd.3.3 la fonctiontv peut étre réécrite comme une sommeri®, fonctions
(6V1.00 )o<pr<P10<pa< Py, 'OPErateur proximal de chacune d’entre elles étant dgraméa
propositiord.8. L'algorithme8 peut alors étre employé avec

S=I+PP+1 et J=1+PPF+2.

La convergence de I'algorithme est assurée, carsio, 'hypotheset.11 (i) est satisfaite.
De plus, I'hypothesd.11 (i) est vérifiée lorsque

(N, A7 (ridom T;)) ﬂriC’ # o

car,dom ® = R¥ et, pour tou{p, p;) € {0,..., P,—1}x{0,..., P,—1},domtv,, ,, =
RY. Cette condition est vérifiée cilr, +oc[MC dom ¥, C' = [0, 255]"" et puisque pour
tout: € {1,...,1}, A; est supposée positive, a valeurs réelles et composée ds kggnt
toutes non nulles (compte tenu de I'hypothds®.

4.5.2 Reésultats expérimentaux pour la résolution de problaes in-
verses en présence de bruit de Poisson
Dans nos simulations, nous nous intéresserons dans ungoreamips aux perfor-

mances en terme de temps de convergence de la version aecd&PPXA. Les algo-
rithmes7 et8 sont implantés en choisissant 50, A\, = 1.6 et

4L osil<j<I
(V]G{l,,J}) w; = 4P1P2 S|I+1§]§I+P1P2 (479)
: sinon

Les fonctions(g;)1<,<; correspondent a la décomposition du terme d’attache aux don
nées. Dans la suite, nous considérons une dégradation fmwitimie Poisson, le terme
d’attache aux données sera donc la divergence de Kullbaitkdr généralisée, donnée
par @.79. Les fonctionsg; ) 1+1<j<r+p, p, résultent de la décomposition de la fonctien
Nous utilisons une version trame ajustée de la transforméel@e dual (DTT) Chaux

et al, 2009 de facteurr = 2, en utilisant des symmlets de longueur 6 sur 3 niveaux de
résolution. Nous choisissons les fonctions de type pakaé la formep;, = x| - [P ou

xr > 0etp, € {1,4/3,3/2,2} pour toutk € {1,..., K}. Une comparaison entre les
différentes variation totale définies dans le paragrahhesera effectuée. La discussion
suivante portera sur les effets de bord, ou deux types deoidion seront considérés :

la convolution périodique et la convolution « zero-paddingintérét de combiner varia-
tion totale et régularisation ondelettes sera illustréest@bmparaisons avec les méthodes
existantes dans le cas poissonien seront effectuées. Paasagraphe, cinq images vont
étre considérées. Elles sont présentées sur la figAre
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FIGURE 4.2 — (a) Image « Sebal »128 x 128 (source : SHFJ), (b) Image « Boat » -
256 x 256 (source : http ://sipi.usc.edu/database), (c) « Image €&spp-256 x 256
(source : http ://sipi.usc.edu/database), (d) Image «Sfsmurce : LIGM)-256 x 256 et
(e) Image « Marseille »512 x 512 (source : LIGM).
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4.5.2-a) Comparaison du taux de convergence entre PPXA et gar-
sion accélérée

Le tableawd.1donne le nombre d'itérations et le temps CPU pour I'agoréftans sa
forme originale et sa version accélétéke tableau présente des résultats pour différentes
tailles d’'images (images de « Sebal », « Peppers » et « Marsiet différentes tailles
de flou. Le critere d’arrét est fixé sur I'erreur relative dddaction objectif calculée a
l'itération courante et a la précédente (la valeur de lationdndicatrice n’est pas prise
en compte). La tolérance est fixéel@ 3. La derniére ligne du tableadi1 illustre le
gain en temps CPU lorsque que l'on utilise 'algorithB1eSur la figure4.3, nous avons
représenté|F'" (z,, — 2)||*> en fonction du temps CPU, ofr,,),-o représente la suite
générée par I'algorithmeéou l'algorithmes8.

Taille image 128 x 128 256 x 256 512 x 512
Taille flou 3x3|TxT[[3x3[7x7[3x3]7x7

Nombre d'itérations 30 50 41 50 50 50
Temps CPU (en sec.) 117.2| 633.0|| 411.7| 1298 | 1458 | 4514
Temps CPU - version acc. (en se(.13.53| 29.82|| 60.59| 89.48| 263.6| 405.0
Gain 867 | 21.2| 6.79 | 145 | 553 | 11.1

TABLE 4.1 — Comparaisons entre PPXA et sa version accélérée.

E) 1‘0 éO 50 160 léO
FIGURE 4.3 — Profils de convergence de I'algorithimdligne discontinue) et de l'al-
gorithme8 (ligne continue) en fonction du temps de calcul en secondes pn flou

uniforme de taille3 x 3 (a gauche) €T x 7 (a droite) pour une image de taillé8 x 128.

On peut remarquer que plus la taille du noyau de flou est grdod,le gain est im-
portant. Cela provient du fait que plus la taille du flou egpariante, plus la valeur dg

1. Lesrésultats ont été obtenus avec un processeur InteR®@00, 2.66 GHz.



Algorithme proximal paralléle et régularisation hybride p our la résolution de
138 problémes inverses en présence de bruit non-additif

est grande et donc, dans la version de base de I'algorithioneJgonombre de passages
du domaine image au domaine transformé est éleve.

4.5.2-b) Comparaison entre les différentes formes de vari@n totale

Dans le paragraph& 3.3 nous avons introduit 'opérateur proximal associé a l& var
ation totale dans ses formes isotrope et anisotrope poiérelits filtresH et V. Nos
tests ont porté sur la qualité de restauration des imageppePe» (figuret.4en haut) et
« Boat » (figuret.4en bas) degradées par un flou uniforme de taile3 et dégradées par
un bruit de Poisson de paramétre d’échelle 0.1. Nous nous proposons de comparer les
valeurs de SNR (figuré.4 courbes de gauche) et de SSIM (figdrd courbes de droite)
des images restaurées pour différentes configurationsragion totale présentées dans
le paragraph&.3.3 Le SNR et le SSIM sont tracés en fonction gdéle parametre de
régularisation associé a la variation totale), pour unmé&donnée dev (i.e. une fonc-
tion isotrope ou anisotrope de la fonctipfy avec un filtre spécifique). Une petite valeur
du parametre de régularisatioh= 0.001 a été choisie dans le but de mieux illustrer
l'influence de chaque forme de sur la qualité de restauration.

La figure4.4 nous permet de conclure que le choix du filtre du gradient &drlae
(isotrope/anisotrope) dg,, a une influence significative sur la qualité de restauration
guand la régularisation ondelette est limitée. En effats p¢ support du filtre est large,
plus les valeurs de SNR et SSIM sont faibles. Nous avons parggrar dans nos simula-
tions que lorsque le paramétre de régularisati@st plus grand, le choix de la forme de
tv a une faible influence sur la qualité de restauration si lesrpetres de régularisation
sont bien choisis.

4.5.2-c) Effets de bord sur les images restaurées

Ce paragraphe illustre I'influence de la gestion des effetisatds sur la restauration.
Plus précisemment, nous dégradons une version étendumdgée’ « Boat » avec un flou
uniforme de noyau de taille x 7, et 'image floue résultante est tronquée pour créer une
image de taille56 x 256. Par conséquent, les valeurs des pixels frontieres dépedde
valeurs de pixels qui ne sont plus présents dans I'imageadégr L'image tronquée est
dégradée par un bruit de Poisson de parameétre d’écheld).5. L'objectif est alors de
restaurer 'image (qui a été centrée) en utilisant un deséhesdde convolution discuté
dans le paragraphe 3.2 a savoir soit une convolution périodique, soit une convoitu
« zero-padding ». Des résultats visuels et quantitatifs damnés figurel.5.

Comme on peut le remarquer sur la figdr8, le modéle de convolution périodique
introduit des artefacts de bord significatifs contrairetréeha convolution avec « zero-
padding ». Les résultats obtenus en considérant « MarseittePeppers » et « Spot »
conduisent a la méme conclusion. Pour « Sebal », la conualytar « zero-padding »
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22 0.7k
ol [ Tl — T~ | | ) JesemmmmmmssmmmmmmmsmmmmmmnnE=
] Y P et
18 — 2 22172
05 Py = ((.)Y+(.)Y)"° et Roberts
tor p, = ((. 2 + (. ))Y? et differences finies
0.4 i
uy p,, = (. P+ (. )™ et Prewitt
Ii 03 |
12 1 ___pN:|.|+|.|etR0berts
10 102 ___ P, =l 1+]|.etdifferences finies 7
ol | o1 Py, = .|+ .| etPrewitt |
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

FIGURE 4.4 — SNR (gauche) et SSIM (droite) pour différents termesat&tion totale
en fonction de: et pour deux images différentes (« Peppers » en haut et « Buabas).
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SNR =16.9 dB - SSIM =0.62 SNR =17.7 dB - SSIM =0.64

FIGURE 4.5 — Restauration avec gestion des bords périodique (gawtlgestion des
bords « zero-padded » (droite).

ou « périodique » fournissent des résultats similairesason de la forme spécifique de
cette image.

4.5.2-d) Convolution décimée

Nous présentons ici des résultats pour une 'image « Spogsadée par un flou uni-
forme, de noyau de taill® = 3 x 3, décimé d'un facteud; = d, = 2. Le parametre
d’échelle du bruit de Poisson est fixéxa= 1. En raison de la structure de 'opérateur
de dégradation, le terme de fidélité est décomposé en une sa@i = 4 fonctions.
Les résultats sont présentés figdré ou le bon comportement de notre modeéle peut étre
observé. Remarquons que les approches de type « lagrangereaté » utilisées dans
[Setzert al,, 201Q Figueiredo, Bioucas-Dias, 20]l€ont plus difficilement envisageables
dans ce contexte, car la matrice de dégradation n’est phg®dalisable dans le domaine
de Fourier.

4.5.2-e) Influence de chaque terme de régularisation

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultatsrdgukarisation hybride
avec ceux obtenus en considérant des approches existantegedes trames d’ondelettes
[Figueiredo, Bioucas-Dias, 20[LOu la variation totale $etzeret al, 201Q Figueiredo,
Bioucas-Dias, 201J0Les méthodes fondées sur une régularisation non hybedegnt
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Dégradée Restauréé = 1, u = 0.001)
SNR =16.1dB - SSIM=0.79

FIGURE 4.6 — Résultats de restauration sur un zoom de I'image « spot »

aussi bien étre calculées avec des techniques de lagrangierenté$etzeret al,, 201Q
Figueiredo, Bioucas-Dias, 20]l&u avec notre approche par décomposition en choisissant
uw = 0 (resp. = 0) pour la régularisation par trame seule (resp. par varidiale
seule). Les deux approches conduisent a des temps de datdaires. Sur les images
présentées figurek7, 4.8 4.9, et4.10 nous pouvons observer les artefacts introduits par
la régularisation avec des trames d’ondelettes, I'effek dearche d’escalier » que I'on
peut observer avec la régularisation par variation totaégalement le bénéfice résultant
d’une régularisation hybride.
Le tableawt.2 présente des comparaisons en terme de SNR de notre appybeitkeh
avec les méthodes existantes de restauration d’imagesserme de bruit de Poisson, a
savoir,
— (1) 'approximation d’Anscombe avec régularisatigisur des coefficients de trame
[Dupéet al,, 2009,

— (2) I'extension quadratique avec régularisatignsur des coefficients de trame
[Chauxet al., 2009,

— (3) la méthode de lagrangien augmenté avec regularisétisar des coefficients
de trame Figueiredo, Bioucas-Dias, 20[1.0

— (4) la méthode de lagrangien augmenté avec régularisatigdetzeret al.,, 2010.

Les tests sont effectués sur les images « Peppers », « BoatSpett » pour différentes
valeurs du facteur d’échelte et différentes tailles de flou.

De facon identique &Higueiredo, Bioucas-Dias, 20JL0e choix des parametres a été
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optimisé par une mesure liée a I'image originale, dans ruatsde SNR. Notons que I'op-
timisation manuelle des hyperparametres comme nous st une pratique courante
dans des applications ou un ensemble de données tests@lesse@®mes caractéristiques
(images médicales, images satellitaires,...). Des méthadtomatiques pour I'optimisa-
tion d’hyperparameétres peuvent aussi étre trouvées dditt€tature telles que les méth-
odes de validation croisé&hplatsanos, Katsaggelos, 1992s approches stochastique
EM [Delyonet al, 1999, les approches MCMCHobert, Castella, 20Q£haariet al.,,
20101 ou encore les méthodes de Steienaniet al., 200gd. Ces méthodes automa-
tiques nécessitent souvent de lourds calculs.

4.6 Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons présenté une nouppleche, dite par régu-
larisation hybride, qui permet de résoudre un large éviedéaproblemes inverses. Les
principaux avantages de cette approche sont (i) de pouadieit directement la « vraie »
vraisemblance du bruit (i.e. la divergence de Kullbackslasi généralisée dans le cas du
bruit de Poisson) sans utiliser une quelconque appoximafig d’utiliser une régulari-
sation sophistiquée, permettant de considérer la parégmams le domaine ondelettes et
la variation totale dans le domaine image. De plus, I'akjone proposé a une structure
parallélisable qui en fait un algorithme facilement impédie sur des architectures mul-
ticoeurs. Des résultats visuels et numériques montrefitbefté de I'approche proposée
par rapport a I'état de I'art. Nous pouvons noter que, si gagraphe est dévolu au cas
des opérateurs de convolution et convolution déciméeg egiproche peut étre étendue a
d’autres opérateurs linéaires. Le cas de la tomographiémgssion de positrons est une
application tout a fait adaptée comme nous le démontrerans lé chapitré.
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Dégradéeq = 0.1 (¥ =0,u=0.01)
SNR =8.88 dB - SSIM = 0.69 SNR=11.2dB-SSIM=0.79

(9 = 0.09, 1x = 0.006) (9 = 0.5, = 0)
SNR=12.4 dB - SSIM=0.85 SNR=11.7 dB - SSIM=0.83

FIGURE 4.7 — Résultats de restauration pour I'image « Sebal ».
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Dégradéeq = 0.1 (9 =0,u=0.02)
SNR=11.2 dB - SSIM =0.27 SNR=17.8dB - SSIM =0.60

(¥ = 0.06, 4 = 0.011) (9 =0.7, 11 = 0)
SNR=18.8 dB - SSIM=0.67 SNR=18.0 dB - SSIM= 0.62

FIGURE 4.8 — Résultats de restauration pour I'image « Boat ».
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Dégradéeq = 0.1 (9 =0,u=0.02)
SNR=11.4dB-SSIM=0.16 SNR=22.1dB - SSIM =0.69

(¥ = 0.2, 1 = 0.006) (9 =0.7, 1 = 0)
SNR=22.7 dB - SSIM = 0.74 SNR=21.4 dB - SSIM = 0.68

FIGURE 4.9 — Résultats de restauration pour I'image « Peppers ».
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Dégradéeq = 0.1 (0 =0,u=0.02)

SNR=7.36 dB - SSIM =0.42 SNR=11.4dB-SSIM =0.61
" : :

-~

>
-

(9 = 0.09, n = 0.011) (9 =0.8,11=0)
SNR =12.8 dB - SSIM = 0.70 SNR=12.4 dB - SSIM = 0.69

FIGURE 4.10 — Résultats de restauration pour 'image « Marseille ».
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« Boat »

« | Taille flou || (1) : Anscombe (2) : Ext. quad.| (3) : Dxia + 41 | (4) Dkig + tv | Notre approche

1 3x3 20.9 20.9 20.9 20.9 22.2
0.5 3x3 20.2 20.2 20.2 20.0 21.2
0.1 3x3 17.6 17.8 17.9 17.8 18.7
0.05| 3x3 16.4 16.8 16.8 17.0 17.7
001 3x3 12.3 14.1 14.1 14.6 14.9

1 7Tx T 17.4 175 175 17.9 185
0.5 7Tx T 17.1 17.1 17.1 17.4 18.0
0.1 TXT 15.6 15.7 15.7 16.1 16.4
0.05 TXT 14.9 15.1 15.1 15.3 15.9
0.01 TXT 11.7 13.0 13.0 13.9 13.9

« Peppers »

a | Taille flou || (1) : Anscombe (2) : Ext. quad.| (3) : Dxig + ¢1 | (4) Dk + tv | Notre approche

1 3x3 25.1 25.1 25.1 25.3 26.4
0.5 3x3 24.2 24.2 24.2 24.4 25.6
0.1 3x3 21.2 21.5 21.5 22.2 23.1
0.05| 3x3 194 20.1 20.1 21.2 21.9
001 3x3 13.9 16.4 16.4 18.6 19.0

1 77 22.3 22.4 22.4 23.1 23.6
0.5 77 21.6 21.7 21.7 22.6 23.2
0.1 TXT 19.6 19.8 19.8 21.2 21.7
0.05| 7x7 18.2 18.6 18.6 20.3 20.7
001 7x7 135 15.9 15.9 18.2 18.4

« Spot »

a | Taille flou || (1) : Anscombe (2) : Ext. quad.| (3) : Dxig + ¢1 | (4) Dk + tv | Notre approche

1 3x3 17.4 17.4 17.4 16.2 17.9
0.5 3x3 16.5 16.5 16.5 15.3 17.0
0.1 3x3 14.1 14.2 14.2 13.0 14.5
0.05| 3x3 12.7 13.0 13.0 12.1 13.3
001 3x3 9.45 10.5 10.5 10.0 10.5

1 TXT 13.0 13.0 13.0 12.6 135
0.5 7Tx T 125 125 125 12.2 12.7
0.1 7Tx T 11.3 11.3 11.3 11.2 115
0.05| 7x7 10.7 10.8 10.8 10.6 10.8
001 7x7 8.72 9.56 9.56 9.45 9.56

TABLE 4.2 — Comparaison en terme de SNR (dB) des méthodes de déaimvan
présence de bruit de Poisson pour différentes valeurs tlufad’échelley et différentes

tailles de flou.
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CHAPITREDS
Comparaison des approches trame a
I'analyse et trame a la synthese dans le
cadre des algorithmes proximaux

5.1 Motivations

Dans les chapitres précédents, nous avons vu qu’il poutraib&antageux que I'un
des termes de régularisation s’applique sur les coeffidattrame d’ondelettes. A ce
niveau, deux stratégies peuvent étre envisagées : leecp@rt étre minimisé par rap-
port a 'image (formulation trame a I'analyse) ou par rap@ax coefficients de trame
d’ondelettes (approche trame a la synthese). Plus préergesi/NV correspond au hom-
bre de pixels de 'imagell’ > N est le nombre de coefficients de tramefete RE*V
(resp.F'" € RV*K) désigne I'opérateur de trame a I'analyse (resp. a la sgajhalors
la formulation a I'analyse (FA) consiste a trouver :

S J
Yra € Argminz hi(Lyy) + Z [i(Fy), (5.1)

N
YERT iy j=5+1

et la formulation a la synthése (FS) vise a trouver :

S J
Tps € Argminz hi(LiFTx) + Z fi(z). (5.2)
i=1

K
St j=S+1

On désigne pafra etyrs = F' ' Zpg les images restaurées/reconstruites par les deux for-
mulations. Nous supposons dans la suite que pouriteufl, ..., S}, L; € RM*N est

un opérateur linéaire. De plus, pour taut {1, ..., S}, les fonctionsh; appartiennent a

la classd’o(R") et, pour toutj € {S +1,...,J}, les f; sont des fonctions dg,(R¥).

Ces deux formulations, relativement générales, permeteenésoudre efficacement une
large classe de problemes inverses.

Quelques travaux comparant ces deux approches ont récangbdéepubliés. Dans
[Elad et al., 2007, les auteurs considerent un critere composé d’un terméadize aux
données quadratique et d'une norfhecomme « terme priori ». Leur formulation est
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un cas particulier de5(1) et (5.2), avecJ = 2 et.S = 1. La matriceL; € RM*V est
associée a l'opérateur de dégradation, la fondtios: || - —z||*> désigne le terme de fidél-
ité aux données € R et la fonctionf, = x|| - ||? correspond au termealpriori dont

le paramétre de régularisation @st> 0. Pourp = 2 ou lorsqueF" = F~!, i.e. F est
une décomposition orthonormale, les auteurs montrentiMatence des deux formula-
tions. Plus récemment, une étude expérimentale a été manédadcas op = 1 dans
[Carlavanet al, 2009. Pour résoudre numériquement la formulation a la synthese
auteurs utilisent un algorithme proposé par Nesterov daestgrov, 200P Rappelons
que cet algorithme est lié a la classe des algorithmes éepirplicite, présentée dans
le chapitre3. Concernant la formulation a I'analyse, I'utilisation d'tel algorithme est
limitée par le calcul de I'opérateur proximal ¢é’ - ||;. En effet, si I'on se reporte a la
propositiord.3du chapitret, cet opérateur proximal ne possede une forme expliciteique s
le produit deF et F'T conduit & une matrice diagonale. Dans sa formulation géxénae
trame vérifie rarement ce genre de condition. Notons que ldates de trames ajustées,
par définition nous pouvons écriré" ' = v Id avecr > 0, alors qu'il n’existe pas de
v > 0tel que’FT = v1d. Pour contourner cette difficulté, les auteurs approxinent
norme/; par une fonction de différentiable de Huber. Ils peuvensiaitiliser un algo-
rithme de type descente de gradiddéegterov, 200[/pour minimiser le critére approximé
résultant.

Bien que les travaux d’Eladt al. et de Carvalaret al. laissent a penser que la FA
permet d’obtenir des résultats tout aussi performantsplas performants que la FS, il
apparait souvent plus facile de résoudre numériquemenE8nautdt qu’'une FA avec
les algorithmes proximaux. En effet, la remarque faite darmmaragraphe précédent sur
le calcul de I'opérateur proximal associé(& - |1, s'’étend au calcul dprox; .. Dans
les chapitres3 et 4, des FS ont été formulées pour cette raison. Lorsqu’on teffegn
bref récapitulatif, sur les algorithmes proximaux utiigd les caractéristiques des trames
employées pour résoudre des problemes inverses assoanesFSy il apparait que de
nombreux algorithmes requiérent la condition de trameégu$ar exemple, le probleme
de débruitage en présence de bruit de Poisson ou de bruiedelsja été résolu avec I'al-
gorithme de Douglas-Rachford et des trames ajustées Gamstjettes, Pesquet, 20(Q.7a
Dans le cas d’'un probleme de déconvolution en présence denbrniadditif gaussien, il
est possible de faire appel a I'algorithme proximal palal[€Eombettes, Pesquet, 2008
comme nous l'avons proposé dans le chapitreu d'utiliser les méthodes de lagrangien
augmentéAfonsoet al, 2009 Setzeret al, 201J. Dans les travaux existants, ces deux
classes d’algoritmes sont également limitées a I'utiisate trames ajustées. Seuls les
travaux basés sur I'algorithme explicite-implicite, pBges dans le chapitB permettent
de résoudre des probléemes de déconvolution en présencaitigaussien par le biais de
trames non-nécessairement ajustédsuxet al,, 2007.
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Dans ce chapitre, nous nous fixons deux objectifs. Le preesede proposer des
techniques permettant de résoudre la FA et la FS, sans apytion des critéres, par
le biais d’'un méme algorithme proximal. Le second objedskwva considérer des algo-
rithmes permettant d’utiliser des trames non-ajustéegr Ribeindre ce double objectif,
nous utiliserons successivement I'algorithme explionglicite [Combettes, Wajs, 2005
et PPXA+ Pesquet, 20J0Dans un premier temps, nous détaillerons le formalisnena |
alyse et celui a la synthése ainsi que les correspondanistarges ; en particulier, nous
étendrons les travaux d’Elad al.. Puis, les probléeme$(1) et (5.2), dans le cas od = 2
et S = 1, seront résolus a l'aide de I'algorithme explicite-imfikc Nous utiliserons la
dualité de Fenchel-Rockafellar, exploitée da@Gsrmbetteset al, 2009, pour apporter
une solution au calcul dprox; .. Une série de résultats expérimentaux permettra de
comparer FA et FS. Enfin, la secti&m se penche sur la résolution des problentes)
et (5.2), dans leur forme générale, pour une classe particulieteatdees non-ajustées.
L'intérét d’utiliser des trames non ajustées et des conigama supplémentaires entre FA
et FS seront présentées.

5.2 Formulation a I'analyse et formulation a la synthese

De facon a définir les formulations a I'analyse et a la syrghés maniére intu-
itive, nous passons par une formulation statistique. Leseationsz sont une réal-
isation d’'un vecteur aléatoire a valeurs réellés= (Z7;),;<;,<n. Le vecteur de don-
nées a restaurer/reconstruirest une réalisation d’un vecteur aléatoire a valeurs €elle
Y = (Y;)1<i<n €t le vecteur des coefficients de trame (tels que- F'"x) est une réali-
sation d’un vecteur aléatoit¥ = (X;);<;<n. Notons que les observations sont obtenues
apres une dégradation linéaire, noféec RM*" suivie d’'une perturbation aléatoire.

En se basant sur la distribution de probab#itgosteriorideY ou X, les estimateurs
envisageables pour retrouver une estimée 7 sont la « moyenna posteriori» (MP)
et le « maximuna posteriori» (MAP). Notre attention portera essentiellement sur I'es-
timateur MAP. Cependant, remarquons que la MP peut étisadilorsqu’il est possible
d’intégrer la distributiora posteriori Si tel n’est pas le cas, ce calcul peut étre obtenu par
le biais de méthodes de Monte Carlo. Cette approche ne sesupde dans ce chapitre,
cependant plus de détails peuvent étre trouvés dRwisdrt, Castella, 20Q£haariet al.,,
20104 et les références associées.

5.2.1 Formulation a I'analyse (FA)

On noteyy - la « distributiona posteriori» ; 'approche MAP s’écrit alors :

_.(y). 5.3
max fiy|z=:(y) (5.3)
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En utilisant la formule de Bayes, I'égalit.@) se formule :
max MZ|Y:y(Z) py (y), (5.4)
yERN

ou la vraisemblance et la « distributiarpriori » sont respectivement notéegy —, ety .
On écrit la vraisemblance ainsi que la « distributggpriori » sous formes exponentielles,
i.e.

1z]y=y(2) o exp <—ﬁ1(L1y, Z)) (5.5)
py (y) o< exp (— f2(Fy)) (5.6)

olh: RY x RM — Retf,: RX — R. Nous pouvons remarquer que la « distribution
priori » s’applique sur une transformation directe de I'image @uefer.

La loi a priori définit une densité de probabilité si, par exemple,
(Vo € RF) fa(z) > pllz||? oup > Oetp > 0.

En effet, pour un tel choix de fonctiofs, nous pouvons écrire,

/ €_f2(Fy)dy S/ €_pHFy||pdy S/ e—pZP/2”y||pdy < +o0.
RN RN RN

ou, v désigne la constante de trame définie par I'équaobg dans le chapitr@. Nous
déduisons des équatiortsd), (5.5) et (5.6), le probleme d’optimisation (estimateur MAP)
gui consiste a trouver :

Yra € Argmin /Bl(Ll% 2) + fo(Fy), (5.7)

yeRN

Le résultat précédent est un cas particulier de la fornariagienérale a I'analysé (),
lorsque, pour tout € RX, 1 (-, z) = hy est une fonction convexé, = 1 etJ = 2.

5.2.2 Formulation a la synthese (FS)

Lorsqu’on considére la FS, une estimge de I'image originaley sera obtenue en
choisissanfjrs = F'' Zrg 0U Zpg correspond a I'estimée du critére MAP, qui en utilisant
la loi de Bayes s’écrit :

Trs € Argmax fizx=x(2) px () (5.8)

z€RK

On considére une vraisemblance de forme similaire a lacseptiécédente, a savoir,

z1x=e(2) o exp (<R (LiF T, 2)) (5.9)
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olh;: RY x RM — R. La «distributiora priori », notéeuy, modélise la représentation
du signal dans un dictionnaire et peut se formuler par,

px () o< exp (— f2(z)) - (5.10)
ou fo: RX — R. Le probléme d’optimisation s’écrit alors :

Trs € Argmin 7L1(L1FT$, 2) + fa(x). (5.11)

TzeRK

Le resultat précédent correspond a un cas particulier deraufiation générale a la syn-
these5.2, lorsque, pour tout € RX, h,(-, z) = h; est une fonction convexé, = 1 et
J =2.

5.2.3 Comparaison théorique FS versus FA

Notons que pour chaque formulation, le critere pénaliséltas, 6.7) ou (5.11),
est composé de deux termes : un terme d’attache aux données, z) et un terme
de pénalisatiory,. Comme mentionné dans le chapiteil peut parfois étre judicieux
de considérer des régularisations hybrides et des cotasaaaditionnelles. Cela permet
souvent d’améliorer la qualité de restauration/recortitn. Dans un cadre plus général,
les formulations a I'analysés(7) et a la synthéses(11) nous conduisent aux problémes
présentés dans l'introduction de ce chapitre, a savoir guatéons §.1) et (5.2). Nous
proposons ci-dessous des résultats théoriques sur lestsmaes entre FA et FS.

Proposition 5.1 La formulation a I'analys€5.1) est un cas particulier de la formulation
a la synthes¢s.2).

Preuve:
Par définition d’'une trame; " est surjective. Par conséquent, pour toat RV, il existe
un élément: deRX tel quey = F'"z. Par conséquents(1) peut s’écrire comme

s J
Yra € Argmin Z hi(LiFTx) + Z fi(FF ),
i=1

y=FTx j=S+1

c'est a dire
J

s
Ura € FTArgminZ hi(LiF T x) + Z f](x),

x i=1 j=S5+1

avec, pourtouf € {S+1,...,J}, f; = f;(FFT-). O
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Proposition 5.2 Si F' désigne I'opérateur d’analyse d’une trame ajustée étson opéra-
teur de synthése, tel qlier " = {0}. Si, pour toutj € {S+1,...,J}, f; S'écrit comme
une somme de fonctiorfs; dely(ImF') et f;, delg(ker 1), i.e.,

(Y 20) €RY xker FT) fi(Py+21) = f11(Fy) + falen),  (5.12)

Enfin, si pour toutj € {S +1,...,J}, et, pour toutu € ker F'7, f;o(u) > f;2(0). La
formulation a la synthesg.2) et la formulation a I'analys€5.1) sont alors équivalentes.

Preuve

Supposons quker F'T # {0} alorsREX = ImF & (ImF)+. Par conséquent, tout élément
xr € RE peut s’écrire comme une somme d’un élément appartenamhagdé del”’ et un
élément appartenant au noyauldé carker F'" = (ImF)*, i.e,,

(VxE]RK) <E|(y,xL)€RN><kerFT> r=Fy+uz,.

Par conséquent; 'z = F'T F'y. Léquation 6.2) peut alors s’écrire,

S J
min > hi(LFTFy)+ ) fi(Fy+ ). (5.13)
xj_yeekﬂegr FT =1 j=5+1

On désigne paF' I'opérateur d’analyse d’une trame ajustée telle gueé” = v 1d (avec
v > 0). L'équation 6.13 nous conduit &

S J
min Y hi(Ly)+ Y fi(Fy+ay), (5.14)

yeRN 4 )
z) Eker F'T =1 j=5+1

avec pour tout € {1,..., S}, h; = hi(v-).
Enfin, comme pourtout € {S+1,...,J}, f; est séparable au sens de I'équati®ii D),
'équation 6.14) s’écrit donc,

RN ker F'L
ve j=S+1 TLEker T s

S J J
min { Zﬁz<Lzy> + Z fj,l(Fy)} + min Z fjg(l]_). (515)
i=1

De plus, pour touy € {S + 1,...,J}, pour toutu € ker F'", fia(u) > f;2(0), et
'équation 6.15 se réduit a

S J
yrgé%; (Liy)+ Y fia(Fy)

j=5+1

c’est a dire une formulation a I'analyse. O
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Remarque 5.3
— Un cas particulier de fonctiorf; satisfaisant la séparabilité, definie par I'équa-
tion (5.12), est le carré de la normé,. Ce cas de figure est présenté daksd
et al, 2007.
— Dans le cas olter T = {0}, la composante:; est nulle. Par conséquent, I'hy-
pothése de séparabilité n’est plus nécessaire. Ce cas de fiapparait que lorsque
FT estI'opérateur de synthése d’une transformation orthomale.

Cette partie visait a clarifier les liens existants entre EA®. Il apparait que de
toute FA, on peut déduire une FS conduisant au méme rédtatontre I'inverse n’est
pas toujours vérifie. Dans les sections suivantes, nousintersogeons sur la facon de
résoudre numériquement chacune de ces deux formulations.

5.3 Algorithme explicite-implicite pour des trames non
nécessairement ajustées

Considérons les formulations.(Q) et (5.2 lorsqueS = 1 etJ = 2. On veut donc
trouver

Ura € Argmin hy(Lyy) + fo(Fy), (5.16)
yERN
et
Tps € Argmin hy (L F ' x) + fo(z). (5.17)
rERK

On complete les hypotheses formulées dans l'introductonsupposant que la fonc-
tion h, est différentiable et de gradient-Lipschitz continu ave@,; > 0. L'algorithme
explicite-implicite, rappelé dans le paragragh8.1 (chapitre3), peut étre utilisé pour
résoudre$.16) et (5.17). Dans les paragraphes suivants, nous en rappelons ksatey,
nous détaillons les problémes numériques rencontrés sblaeons proposées.

5.3.1 Algorithme et difficultés rencontrées

Les initialisations et les itérations de 'algorithme agjie-implicite qui conduisent
aux solutions deq.1) et (5.2) sont décrites par les algorithm@®t 10. Les étapes] de
chaque algorithme correspondent a des descentes de gradigiopérateurs proximaux
de f, o F et f, sont calculés aux étapés de chaque algorithme. Enfin, les étapés
correspondent aux mises a jour des suites.<n et (z,).en. La convergence de la suite
(Yn)nen (resp.(z,)nen) Vers une solution du problémb.(L6) (resp. du problémeb(17))
est assurée quand "% ||a,|| < +oc [Combettes, Wajs, 20Q5.a suite(a,,),cn cOrre-
spond a la tolérance d’une erreur numérique dans I'évaluate I'opérateur proximal.
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Initialisation
| Choisiry, € R,

Pourn ¢ N
0 Soity, €]0,2/ (81 || L4]1*)[ etx, €]0,1].

0 91 = yn — 1V (h1 o L1)(yn)
O pn = prox,, fyor (Yns1) + an

n—-—+00

Algorithme 9: Algorithme explicite-implicite pour résorel(5.16)

Initialisation
| Choisirz, € R¥.

Pourn € N )
0 Soity, €]0,2/(61 | L FT||")] et A, €]0,1]
tl xﬂ.,.% =Tn — ’an(hl o Ll o FT)(xn)
O pn = prox,, (xn+%) + a,
O Tpt1 = Tp + An (pn - xn)

Urs = lim FTx,.
n—-+00

Algorithme 10: Algorithme explicite-implicite pour résdre 6.17)
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Pour mettre en oeuvre ces algorithmes, deux principauxigmrads vont se poser.
D’une part, comme nous I'avons mentionné dans l'introductle calcul de I'opérateur
proximal associé #o F' dans 'algorithmé ne possede en général pas de forme explicite.
D'autre part, le choix du pas, des algorithmes dépend des valeurs figl| et|| L, FT||*.

En effet, pour obtenir de bons taux de convergence, il estesdyudicieux de choisir le
pas de I'algorithme au plus proche de sa borne supérieuwre |'dhportance du calcul de
ces normes.

5.3.2 Calcul de I'opérateur proximal associé &5 o I

Pour des opérateurs d’analyse de trafhspécifiques, par exemple lorsqig’ " =
v1d (cf. proposition3.12du chapitre2), 'opérateur proximal peut étre calculé explicite-
ment. Cette remarque est également valableBi' = D ou D désigne une matrice
diagonale, etf; est une fonction séparable (cf. propositié3 du chapitred). En pra-
tique, dans le cas of est I'opérateur d’analyse d’'une base d’ondelettes orthoales,
FT = F~!la proposition3.12 (chapitre2) peut s’appliquer, néanmoins la majorité des
trames ne vérifient pas une telle propriété. Comme nousfasvinentionné dans l'intro-
duction, le probléeme se pose méme pour une trame ajustééeErcette derniére assure
queFTF =v1d, mais pas qué'F' =v1d.

Dans de récents travaux sur la dualité de Fenchel-MoreakeRellar [Combettes
et al, 2009 Fadili, Peyré, 201]) les auteurs se sont placés dans un cadre théorique proche
de notre probleme. Pour mieux s'imprégner de cette notioduddité et voir comment
elle nous servira, nous effectuons ci-dessous un bref itétatf des définitions et pro-
priétés qui nous serons utiles par la suite. Nous commengangappeler la définition
de la conjuguée et de I'enveloppe de Moreau d’une fonctioweae, semi-continue in-
férieurement et propre.

Définition 5.4 [Rockafellar, 197} Soit f € T'o(H). La conjuguée dg est la fonction
notéef* appartenant a la classg, () définie par

(VueH)  f(u) = sup(vfu) = f(v).

veEH

Le théoreme de Fenchel-Moreau établit gfifé = f.

Définition 5.5 [Rockafellar, 1971 Soit f € I'y(H). L'enveloppe de Moreau dg est la
fonction convexe continue, notéet définie par

~ 1 )
frH—Riu—mingflo—uf” + f(v).
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La dualité de Fenchel-Moreau-Rockafellar introduite dgfenchel, 1953Moreau,
1967 Rockafellar, 196Fpermet de relier les solutions de deux problémes d’opttios
comme ceux présentés par lemme6. Notons I'existence d’une autre dualité, connue en
optimisation convexe et récemment utilisée pour la régniude problémes inverses par
Weiss Weiss, 2008: il s’agit de la dualité min-maxgkeland, Témam, 1999

Lemme 5.6 [Zalinescu, 2002Corollaire 2.8.5]Soity € I'y(H), soity € I'y(G) et soit
L un opérateur linéaire borné d& dansg tel que 0 € sri(L(dom ¢) — dom1). On a
alors

inf p(u) +9(Lu) = —min " (=L") +¢7(v) (5.18)

(. J/

Probléme primal Probléme dual

Sous les conditions d’existence liées au lemme précéadesu)ution de probleme dual est
liee a la solution du probleme primal, 'une étant 'oppodéd’autre. Ce lemme permet
aux auteurs deJombetteset al., 2009 de lier les deux problémes d’optimisation qui
suivent.

Probléme 5.7 (Probléme primalBoit’H et G deux espaces de Hilbert réels, soient
H,r € G, feTo(H),geT'y(G)etsoitl : H — G un opérateur linéaire borné non-
vide tel que la condition de qualification € sri (L(dom f) — dom g) soit vérifiée. Le
probléme consiste a trouver

~ . 1
u € Argmin f(u) + g(Lu —r) + §||u —w|®.
ucH

Probléme 5.8 (Probléme dualpous les mémes hypothéses que le probfermé prob-
leme est de trouver

0 € Argmin f*(w — L*v) + g*(v) + (v]r).
veH

En utilisant le lemmé.6il est possible de relier la solution du probléme prifala celle
du probléme dudb.8.

Proposition 5.9 [Combetteset al., 2009 Proposition 3.4]S0itv une solution du prob-
leme5.8et soit
u = prox (w — L*v).

u est alors la solution du problénte?7.

Cette proposition est particulierement intéressantegl@de probléme primal est plus
complexe a résoudre que le probleme dual. Il est alors dessitbtenir une forme ex-
plicite de la solution primale a partir de la solution dudles deux solutions sont liées
par la propositiorb.9.
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Voyons comment appliquer ce formalisme a notre problenest@ dire le calcul de
prox,, - La définition de I'operateur proximal nous conduit au peobé primal suivant :

1
ProXp,op(y) = arg min sy — ull® + fo(Fu). (5.19)

L’équation 6.19 est un cas particulier du probléme pringal, avecH = RV, G = RX,
f=0,9=fo, L=F,w=yetr=0.Le probleme dual associé s’écrit donc,

min f3(0) + F(y — FTe) & min {5(0) + min (Sl — FTo = ul + ()} }

vERK veERK

1
in f* |y — FTol|% 5.20
& min f3(v) + 5y~ FTv| (5.20)

Cette formulation contient un terme de gradient Lipschittopérateur proximal def;
prend une forme explicite des qu’il en est de méme pour l'ateér proximal def;. On
peut en effet utiliser la propriété reliant 'opérateurxynoal d’'une fonction a celui de son
conjugué. Cette proposition est rappelée ci-dessous.

Proposition 5.10 [Moreau, 1965 Soit f € T'o(H) et soity € ]0, +oc[. On a alors

1
; (Id — prox,yf) = proxf*/,y(-/v).

Il est donc possible d’appliquer I'algorithme explicit@plicite pour trouver un min-
imiseur de $.20), puis utiliser la propositio.9 pour connaitre la valeur deox, . y.
L'algorithme résultant est présenté da@embettest al, 2009. Nous en rappelons les
itérations dans l'algorithm#1.

Initialisation

Choisire €]0, min{1, 1/7}[.

i Soitvyy € RX,

Pourn € N

Soity, € [¢,2/7 — €] et soit), € [e, 1].

up, =y — Flu,

| Vg1 = Un F )\n%(Fun - proxéfz(% + Fun))

rox = lim w,.
PIOXytor Y et Un

Algorithme 11: Algorithme décomposé Dual-Primal pour l&nédeprox,, .- y
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La suite(v, ).en g€Nérée par I'algorithmaél converge vers une solutiandu prob-
leme dual §.20 et prox;,,p(y) = y — FT%. Rappelons que désigne la constante de
trame supérieure (cf. équatio?.{6 dans le chapitr@).

5.3.3 Calcul de la constante de trame

La deuxieme difficulté, liée aux algorithmes explicite-imjpe 9 et 10, consiste a
calculer||L,||* et||L, F'"||*>. En pratique, il est souvent possible de déterminer la valeu
théorique dg|L, ||> mais le calcul deg|L, F'"||? est généralement plus complexe. Nous
proposons dans ce paragraphe une méthode itérative pantndtpprocher la valeur
de cette norme. Dans un premier temps, détaillons le ragoant qui nous conduit au
choix de la borne supérieure du pgsde I'algorithmel0. Pour cela nous considerons la
fonction objectif 6.17) et posonsf; = h, o L, o F'T € I'o(R¥). La fonctionh, est de
gradients; -Lipschitz avecs; > 0, nous pouvons alors écrire :

(V(ur,u) € RM)?) [[Vhy(ur) = Vhy(ug)|| < Billur — ual|. (5.21)
Le gradient def; est défini par
(Ve € R¥)  Vfi(z) =V(hioLioF')(z)=FL (Vh(L,F'z)), (5.22)
ce qui conduit a

(V(a1,22) € (R™)?) |V fi(z1) = V()| < Bl Lo F TPl — 22 (5.23)

On peut en déduire qug est une fonction de gradient Lipschitz de constahte., F' ' ||2.
Ce résultat combiné au choix théorique du pas de I'algoetbrplicite, présenté par I'hy-
pothese3.19(i)(chapitre3), nous conduit &, €]0,2/(3:]| L, F"||?)[ pour I'algorithmel .

Dans la plupart des cas, la norihe, /' "||?> ne possede pas une valeur conayogiori.
Comme le taux de convergence dépend fortement de la boréeesune du pas,, et donc
de cette norme, il est important de I'approximer au plus.pP&sir obtenir cette borne,
nous proposons d'utiliser I'algorithnie2 qui converge ver§ L, F'"||2.
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Initialisation
Choisir aléatoirement, € RX.

| Soientpy =1+107% py =1,B=LF etn=1.
Tant que"’"‘p%*l‘ > €

x, = BB,

— _lzall

| P Tl
LiFT|2= lim p,.
I ]F = Tim p

Algorithme 12: Calcul de la constante de trame

Le raisonnement qui conduit a I'algorithm@ est le suivant. On a posé = L, F''.
On effectue la décomposition en valeurs propres de la neagsociée a I'opérateur défini
semi-positif B' B, i.e.,,

B'B=UAU"

OUA = Diag{Ai,..., Ax}etU = [uy, ..., ux| € RE*K est une matrice orthogonale. Par
définition de la normel| B||?> = || L, F'T||> = \;, 00y € arg max;<;<x ;. Sizo désigne
un élément d® X qui n’appartient pas a I'espace propredeB, nous pouvons écrire,

K
1B xoll* >y APl(wo, ui)[?

= , (5.24)
1B Taall® ~ S, X (g, i) 2

ce qui conduit a

an 2
B aol” Xio = || L1 F T2 (5.25)

A B T P

5.3.4 Comparaison de FA et FS sur un exemple de restauratiome
présence de bruit gaussien

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté€liggues permettant de
résoudre numériquement FA et FS a I'aide de I'algorithmdiex@-implicite. Pour illus-
trer et comparer le comportement des deux approches, rions abnsidérer des images
dégradées par un flou uniforme de taifle= 3 x 3ouQ = 5 x 5 (ainsiA = L, € RV*V
correspond a la matrice de dégradation associée au filtrafgrme) et par un bruit ad-
ditif gaussien de variance? = 25 ou o? = 100. Les tests sont conduits sur quatre
images standards : deux images de textures (source : Isifp.usc.edu/database), une
version tronquée de I'image « Barbara » (source : http i/{sp.edu/database) et une im-
age satellitaire SPOTS5 (source : LIGM). Les images sonewde tailleV = 256 x 256
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sauf 'image « Barbara » pour lagueldé = 128 x 128. Ces images sont présentées fig-
ure5.1

| fl
W BT -
- -
i |
/ &5%* -
'.f.' _,f ""..,. o
e

/

(c) Image « Spot » (d) Image « Straw »

FIGURE 5.1 — Images originales pour la comparaison FA versus FS.

Les criteres FA et FS que nous considérons sont les suivants :
- FA:

K

~ o1

Dra € Argmin— || Ay — 2> + > x| (Fy)il, (5.26)
yERN 2(7 1
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avec, pour touk € {1,..., K}, xx > 0.
- FS:

K
. . N 1 _
Urs = F'Tpy  avec ZTpg € Argmin—||AF "z — z|* + E Xe|zkl,  (5.27)
202 —

TzeRK

avec, pour touk € {1,..., K}, x > 0.

Le terme d’attache aux données est un terme quadratiqulegantaisemblance d’'une
loi normale). Comme priori, nous avons choisi une nornde pour favoriser la parci-
monie. Pour chaque formulation, les paraméfyggresp.x:) ont une valeur identique
pour 'ensemble des sous-bandes de détails mais prennemaleur différente (proche
de 0) pour les coefficients de la sous-bande d’approximafies parameétres sont choisis
manuellement de facon a maximiser le rapport-signal-suit-bntre I'image restaurée et
'image originale. Dans nos expériences le comportemededa trames non-ajustées est
évalué : des tranformées GenLOT¥[Queirozet al,, 1996 Gauthieret al, 2009 et des
transformées en arbre dual (DT Bdlesnicket al., 2005 Chauxet al., 2004.

La figure5.2 illustre I'impact du calcul exact de la normjel 7| sur la vitesse de
convergence de l'algorithme explicite-implicite dans sesion FS lorsque des GenLOTs
sont considérés. Ce calcul permet en effet d’améliorertizsse de convergence. Il faut
également remarquer que cet algorithme itératif peut &iiséy plus généralement, pour
calculer la norme de I'opérateur de trame quand sa valest pas explicite.

L L L L L
10 12 14 16 18

L L L L L L L T L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6

Evolution du critére (échelle logarithmique) Evolution 8NR

FIGURE 5.2 — Comparaison des profils de convergence lorgdué’ " ||? est approximé
(ligne discontinue) ou non (ligne continue) en fonction iésations.

Les tableaus.1 et 5.2 présentent les valeurs de SNR et SSIM obtenues lorsque la
restauration des images est effectuée par FA ou FS. Nousopsuemarquer que les
résultats obtenus tant en SNR qu’en SSIM sont trés prochest dlifficile de mettre en
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avant une approche par rapport a l'autre car suivant la tréartgpe d’image, le niveau

de dégradation et la mesure d’évaluation considérés, sestaés peuvent favoriser soit
FA soit FS. Les figure5.3et 5.4 présentent deux exemples de restauration avec FA et FS
en considérant des DTT et des GenLOTs. On note clairementacgiéférence visuelle
entre les images restaurées n’est pas significative. Nougope pourtant noter que la
figure 5.3 présente les images résultant de I'exemple avec la plusigrdifférence de
SNR et SSIM entre FA et FS.

SNR SSIM
Initial | FA FS | Initial | FA FS
Barbara|| 11.9 | 16.0| 16.0|| 0.58 | 0.81 | 0.81
@ =3x3]| Bark 16.1 | 19.1|18.8| 0.82 | 0.91| 0.91
Spot5 | 17.0 | 19.8| 19.5| 0.83 | 0.90 | 0.90
oc=25 Straw || 18.8 | 20.8 | 20.8| 0.73 | 0.84 | 0.85
Barbara| 8.75 | 13.9| 13.9| 0.16 | 0.72] 0.72
Q=5x5| Bark 12.4 | 155|15.5| 0.57 | 0.80| 0.80
Spot5 | 12.9 | 16.2| 15.8| 0.57 | 0.78 | 0.78
Straw || 15.8 | 17.8 | 17.5| 0.42 | 0.65| 0.65

Barbara|| 11.9 | 13.4| 13.3| 0.51 | 0.68 | 0.68
Q=3x3| Bark 155 | 174 17.1| 0.80 | 0.87 | 0.87
Spot5 || 15.7 | 17.9| 17.5|| 0.76 | 0.86 | 0.85
o=10 Straw || 17.9 | 19.4| 19.3|| 0.68 | 0.77 | 0.78
Barbaral| 8.56 | 12.0 | 11.8| 0.11 | 0.57 | 0.57
Q=5x5]| Bark 121 | 144|141 0.55 | 0.73| 0.73
Spot5 || 12.3 | 14.7 | 14.3|| 0.52 | 0.70 | 0.70
Straw || 15.3 | 16.6 | 16.6| 0.39 | 0.55 | 0.56

TABLE 5.1 — Evaluation du SNR et du SSIM pour des images dégradées filau et un
bruit gaussien puis restaurées en utilisant des DTT.
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SNR SSIM
Initial | FA | FS || Initial | FA FS
Barbara|| 11.9 | 17.5|17.6| 0.58 | 0.86| 0.85
Q=3x3| Bark 16.1 | 19.2| 19.2| 0.82 | 0.92| 0.92
Spot5 | 17.0 | 20.1| 20.0|| 0.83 | 0.91| 0.91
oc=25 Straw | 18.8 | 21.3| 21.2|| 0.73 | 0.86| 0.86
Barbaral| 8.75 | 16.0| 16.0|| 0.16 | 0.80 | 0.80
Q=5x5| Bark 12.4 | 15.8| 15.8| 0.57 | 0.81| 0.81
Spot5 | 12.9 | 16.2| 16.0|| 0.57 | 0.79 | 0.78
Straw | 15.8 | 17.9|17.8| 0.42 | 0.68| 0.67

Barbara| 11.9 | 15.2| 15.1|) 0.51 | 0.77 | 0.76
Q=3x3| Bark 155 | 17.6| 17.6| 0.80 | 0.88 | 0.88
Spot5 | 15.7 | 18.1| 17.9| 0.76 | 0.86| 0.86
o=10 Straw | 17.9 | 19.6| 19.6| 0.68 | 0.79| 0.79
Barbara| 8.56 | 14.1| 13.9|| 8.56 | 0.71 | 0.70
Q=5x5| Bark 12.1 | 145|144 121 | 0.75| 0.75
Spot5 | 12.3 | 14.8|14.7| 123 | 0.71| 0.71
Straw || 15.3 | 16.8| 16.9|| 15.3 | 0.57 | 0.57

TABLE 5.2 — Evaluation du SNR et du SSIM pour des images dégradées filau et un
bruit gaussien puis restaurées en utilisant des tranfari@éalLOTs.



Comparaison des approches trame a I'analyse et trame a la sthese dans le cadre
166 des algorithmes proximaux

Image originale Image dégradée avee 10 et =3 x 3
SNR = 15.7 dB

Image restaurée avec FA et DTT Image restaurée avec FS et DTT
SNR = 17.9 dB SNR = 17.5dB

Image restaurée avec FA et GenLOTs Image restaurée avedG€neOTs
SNR = 18.1 dB SNR =17.9dB

FIGURE 5.3 — Restauration de I'image satellitaire avec les apmeéhl’analyse et a la
synthese en utilisant des DTT et des GenLOTs.
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T —

Image dégradée avee 5 et =3 x 3
SNR = 15.7 dB

I:;'I.'l fli:,lr

Jf;ﬂ'lér:"ﬁ:i?’;mﬂr i

Image restaurée avec FA et DTT Image restaurée avec FS et DTT
SNR = 16.0 dB SNR = 16.0 dB

Image restaurée avec FA et GenLOTs Image restaurée avedG€neOTs
SNR = 17.5dB SNR = 17.5dB

FIGURE 5.4 — Restauration de I'image « Barbara » avec les approchasadyse et a la
synthese en utilisant des DTT et des GenLOTs.
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5.4 PPXA+ pour une classe de trames non ajustées

Dans la section précédente, nous avons proposé une sopdionrésoudre FA et
FS lorsque le critere impliqué est composé de deux foncgtaorst 'une est de gradient
Lipschitz. Pour résoudre les formulations plus générd&ds ét (5.2), deux solutions sont
envisageables. La premiére permet de minimiser un crit@mgposé d’une somme finie
de fonctions. Il s’agit de I'algorithme proximal parall§lePXA) [Combettes, Pesquet,
2009, présenté dans le paragraphd (chapitred). L'une des principales difficulté pour
résoudre’.1) et (5.2) par le biais de cet algorithme, est le calcul de I'opérapgaximal
impliquant une fonction et un opérateur linéaire. Ce cgbault étre effectué :

— en utilisant la propositiod.3 (chapitre4) sur le calcul de I'opérateur proximal

d’une fonction composée avec un opérateur linéaire,

— en décomposant la fonctionnelle en une sommekfdactions, comme nous I'avons

proposé dans la secti@dn3.2(chapitred),

— en passant par I'approche duale utilisée dans le parag&ptR de ce présent

chapitre.
La seconde solution passe par l'utilisation d’algorithrdegype Lagrangien Augmenté
(LA), aussi nommés algorithmes décomposés de Bregifom§o et al., 2009 Setzer
et al, 201Q. Il est important de remarquer que dans les travaux existaas deux solu-
tions sont exclusivement utilisées lorsque les critérasifaervenir des trames ajustées.

Dans Pesquet, 2070il est montré que PPXA et LA peuvent étre rassemblés dans un
cadre unifié qui est fondé sur les opérateurs proximauxgtrihme résultant est nommé
PPXA+. Nous proposons d’étendre I'utilisation de PPXA+ as d’une classe de trames
non ajustées que nous présentons ci-apres.

5.4.1 Un exemple particulier de trame non-ajustées

La notion de trame a été préalablement introduite dans sgpaphe.2.3-b)(chapitre2).
Nous présentons ici une sous-classe de trames non-ajusiéeque,

F=U (5.28)

ou, U € REXQN est la matrice associée a I'opérateur d’analyse d’'une ti@josée de
constante; € |0, +oc, et ou, pour touy € {1,...,Q}, V, € RV*N désigne un opéra-
teur de préfiltrage. Pour que la condition de trag&é), présentée dans le chapigesoit
vérifiée, les préfiltresV, ), <,<o de réponses fréquentiellgs (w) )1 <,<o doivent satisfaire
la relation :

Q
(Vw € [-ma]®) vy Y |5w)]* > v >0. (5.29)
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Il est alors facile de montrer que

Q
FTF=u) V'V, (5.30)

q=1

L'exemple le plus simple d’une telle trame est un banc deefitton-décimé su®
canaux avec une redondance d’un factQuAfin d’obtenir des représentations a faible
redondance, les trames telles que les transformées 2B3€edsp. complexes) en arbre
dual M-bandes ont été proposées dakm@sbury, 2001 Chauxet al, 2004. Les DTT
consistent a effectuer deux (resp. quatre) décompositibhsndes en paralléle (matrices
orthogonaled/,). Chacune des décompositions est précedée d'une étapefidzgye
(matricesV,) liée a la discrétisation. Finalement, une combinaisonagionale (matrice
orthogonaleR) des sous-bandes est appliquée pour assurer la diredionéh tel type
de trame satisfaity28 et (5.29, ou

U, 0 0
0 Uy ... 0

U=R | . o (5.31)
0 . Ug

Notons que les DTdiscretesontrairement aux DTT continues ne constituent, en général
pas des trames ajustées.

5.4.2 Résolution des deux formulations avec PPXA+

Les initialisations et les itérations, résultantes degbaithme PPXA+ Pesquet, 2070
pour trouver les solutions dé&.Q) et (5.2), sont données par les algorithniket 14. La
convergence de la suitg,)sen (resp.(x,)en) générée par I'algorithma3 (resp. algo-
rithme 14) est établie sous les hypotheses suivantes :

Hypothese 5.11
(i) <ﬂf:1 ridomh; o L;FT) N <m}]:5+1 ridom fj> + &
(resp. ( ﬂiszl ridom h; o LZ-) N (m}]:sH ridom f; o F) + ).
(i) llexiste) €]0,2[tel que(V/ € N), A < Apy1 < A

(i) (Vi€ {1,..., S}, S pen llasell < +oc et
(Vj € {S + 17 tety J})' EKEN ||bj,£|| < +-00.
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Initialisation S
(m)1<i<s € 10, +00[%, (Kj)s11j<s € ]0, +00[
(vip)i<ics € (RN)Sagwj,O)SHSjSJ € (FK)(J;S) )
| yo = argminyery D mill Liu — viol|” + Zj:S-i—l K[ Fu — wj o
Pour/ =0,1,...

Pouri=1,...,S8

| pig = proxy, Vit T Qig

Pour j=S5+1,...,J

| 7je=DproxX; ;. wie+bje

A¢ G]O, 2[

. s J

Cp = arg miny, erN Zi:l niHLi“ - pi,ﬁHz + Zj:S—i—l '%jHFu - Tj,f||2

Pouri=1,...,8

| Vi1 = vie + Xe(Li(2ce — ye) — pig)

Pour j=5+1,...,J

L wj,gﬂ = ’(Uj,z -+ )\g (F(QC[ — yg) — Tjj)
| Yer1 = Yo + Ae(ce — o)

J—8)

yra = lim y,.
{—+o0

Algorithme 13: Algorithme PPXA+ pour trouver une solutioa @.1).
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Initialisation S
(Mi)1<i<s € ]0,+00[”, (Kj)s1<j<s € ]0, +00]
(vip)i<i<s € (RN), (wj0)st1<j<s € (RKZ)(J_S)
. S J
| Lo = arginin,crx Zi:l 77@'HLZ'FTU - Ui,OH + Zj:5+1 Kj |u — wj,OH
Pour/ =0,1,...
Pouri=1,...,8
| pig = proxy, n; Vine T Qig
Pour j=S5+1,...,J
| 7je=DproxX; ;. wie+bjg
A¢ G]O, 2[
. s 2 J 2
o = argmingegx .y il LiF T = pigll” 4 300 _gi myllu = 1l
Pouri=1,...,8
| Vigr1 =vig+ Ao (LiFT(2C£ — xy) — pi,z)
Pour j=S5+1,...,J
|_ ’LUj7g+1 = ’LUj,g + )\g (20@ — Ty — ’r’jx)
Toy1 = T+ Ae(cp — 1)

(J=5)

2

~ . T
S — lim F Zy.
Yrs P

Algorithme 14: Algorithme PPXA+ pour trouver une solutioa @.2).
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Ces algorithmes font intervenir les suit@s ;)1<i<s €t (bj¢)s+1<j<s Qui correspon-
dent a des erreurs numériques possibles lors du calcul @eateprs proximaux a l'itéra-
tion ¢. Les différents parametres a ajuster, COMme <i<s, (£j)s+1<j<s €t(Ae)ren, pPer-
mettent une grande flexibilité des algorithmes.

Dans le calcul de la variable intermédiafre) . et les étapes d'initialisation dg et
xg, les algorithmed4 et 13requierent une inversion matricielle de grande dimensian d
a la minimisation d’'une somme de fonctions quadratiquesisNitustrons ce propos sur
le calcul dex, présent dans I'algorithmi4.
S

zo = arg 1 mln anHL Flu— ’UZ()H + Z kgl — wjol|” (5.32)
j=S5+1
_ (ZmFLiTLZ-FT + fdd) <ZmFL Vio + Z kW, 0) (5.33)
i=1 j=S+1

ouk = ZE—‘;S) ;. Pour s’assurer que cette inversion ne soit pas trop cofiggusalcul,
malgré I'utilisation de trames non-ajustées, nous supmosgoe 'opérateur de tramé
est défini par I'équatiorg(28. Le lemme d’inversion matricielle nous permet de formuler
les égalités qui suivent.

— Pour FA (algorithme.3)

(ZmLTL +RFTF ) (ZmL L +WUZV V) B (5.34)

— Pour FS (algorithmé4)

S
-1
m( S nFLILFT + mId)
=1

S S
=Id - F() nL] L) (mId +FTF() mLiTLi))_lFT,

i=1 i=1

S Q S _
=Id — F( Z nL; L;) (mId + (w Z VIV ( Z mLZ.TLi)> 1FT-
q=1 i=1

- (5.35)

Les dernieres inversions matricielles dabs4) et (5.35 s’effectuent simplement en no-
tant que(L;)i1<i<s et (V,)1<,<q peuvent étre diagonalisées de fagon jointe dans le do-
maine de Fourier. En effet toute matri€eassociée a un opérateur de convolution péri-
odique peut étre factorisé comne= D*AD ou D représente la transformée de Fourier
discréte.D est une matrice unitaire, telle quig ! = D* et A est une matrice diagonale.
Par conséquent, & estinversible3~! = (D*AD)~' = D*A~'D.
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5.4.3 Reésultats expérimentaux

Dans cette partie, nous appliquons l'algorithme PPXA+ pastaurer des images
dégradées par un bruit de Poisson avec un parametre d&chelD.8 et un flou uniforme
de taille3 x 3. Les critéeres FA et FS que nous minimisons sont :

min hy(Ay) +c(y) + f5(Fy) (5.36)
et
min hi(AF " 2) + 10(F ' x) + fs(x) (5.37)

ou F' représente une DTT 2-bandeéshauxet al, 2004. Ce choix de trame est un cas
particulier de la sous-classe de trame définie p&g. Les DTT [Chauxet al., 2004 sont
calculées en utilisant des filtres de symmlets de longueur 8 siiveaux de résolution.
Le probleme %.37) (resp. 6.36) est un cas particulier du problénte2) (resp. 6.1)) ou
J=3ets =2

La fonction h; représente le terme d’attache aux données. Ici, elle gmneka la
divergence de Kullback-Leibler généralisée qui est bieap&gk au bruit de Poisson.

La fonctionh, = 1 désigne la fonction indicatrice de I'ensemble convexe nide v
C = [0,255Y deR¥". Cet ensemble modélise une contrainte convexe sur la dgo@mi
des pixels de I'image.

La fonction f3 correspond au terme de régularisation opérant dans le dertrains-
formé. Cette fonction est de la forme :

K
fo: (mhisker = Y xelmil. (5.38)

k=1

Dans nos simulations, les paramet(es),<,<x €0, +oo[X sont choisis proche de 0
pour les valeurs dé correspondant aux sous-bandes d’approximation. Pouralesins
dek associées aux coefficients de détails, ces paramétresgsant ét choisis de maniére
a maximiser le SNR. L'opérateur proximal gese réduit au seuillage doux présenté par
'exemple3.3 (chapitre3).

La matriceL; = A € RV*YN est associée a I'opérateur de convolution (périodique)
2D etL, = Id. Dans notre formulation, les matricés et (V;),<,<q (reliées aF") peuvent
étre diagonalisées par une transformée de Fourier ditipgteéans I'optique de résoudre
efficacement les inversions matricielles dang84) et (5.35.

La figure5.5montre une comparaison entre l'utilisation des DTT comgdeat d’'une
version ajustée (ou pour togte {1,...,4}, V, = Id). Dans cet exemple de simula-
tion, une version tronquée de l'image de « Barbard»= 128 x 128) est considérée
en adoptant un critére FS. Lutilisation de DTT non-ajustiéeluant des préfiltres per-
met d’améliorer la qualité des résultats aussi bien visugdint qu’en terme de SNR et
de SSIM. Dans cet exemple, nous présentons également léate®btenus avec l'al-
gorithme EM-ML (cf. sectior2.4.1du chapitre3) et ceux obtenus avec 'EM régularisé
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ou l'antilog-vraisemblance poissonienne est pénaliséaipa divergence de Kullback-
Leibler entre I'image désirée et une image de référenceund.

La figure5.6 affiche un deuxieme exemple de restauration, pour I'imamyeguée de
«Marseille» (V. = 128 x 128). Les DTT non-ajustées sont utilisées et les images obsenue
par FA et FS sont présentées. La restauration présentesdégeges différences en faveur
de FA.

5.5 Conclusion

Cette étude nous permet d’avancer que les algorithmesmpaax peuvent aussi bien
étre utilisés pour résoudre la FS que la FA. Cependant,icerd#gorithmes permettront
de traiter plus efficacement ces deux formulations que BauEn effet, I'algorithme
explicite-implicite requiert I'utilisation d’un algottitme imbriqué pour FA ce qui pénalis-
era le taux de convergence global. Concernant I'algoritRXA+, les approches a I'-
analyse et a la synthese ont des complexités équivalentes.

Dans un soucis de simplifier limplantation des algorithrpesximaux, les trames
ajustées ont souvent été préférées aux trames non-aj{SEebettes, Pesquet, 2007a
Afonsoet al, 2009 Combettes, Pesquet, 2Q08ependant, nos résultats expérimentaux
montrent que certaines trames non-ajustées permettdstedioun gain dans la qualité
de restauration. Il semble donc intéressant de proposenéisdes permettant d’utiliser
des versions non-ajustées.

Nous avons également constaté que le choix des parametiaklydathme explicite-
implicite, en particulier le « pas » de celui-ci pouvait irgffsur le taux de convergence.
Il parait donc préférable, dés que cela est possible, dealealprécisément la constante
associée a la fonction de gradient Lipschitz.

Les résultats obtenus par FA et FS sont généralement treegedant visuellement
gue guantitativement. Nous avons également montré que IS efont théoriquement
équivalentes sous certaines conditions. Il semble donoedart, plus judicieux de con-
sidérer la formulation la plus simple a résoudre pour unritlyme donné et, d’autre part,
intéressant de combiner les régularisations a I'analyadasynthese. Nous pouvons re-
marquer que la régularisation hybride {¢,), proposée dans la sectidrb.1(chapitred),
s’inscrit dans cette démarche.
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originale dégradée
SNR=11.4dB, SSIM =0.53

EM-ML EM régularisé

DTT complexes version trame ajustée DTT complexes
SNR =13.3dB, SSIM =0.69 SNR=14.2dB, SSIM=0.73

FIGURE 5.5 — Versions tronquées de I'image de « Barbara ». Imag&surégs avec FS
etDTT.
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dégradée
SNR=14.0dB, SSIM =0.79

restaurée FS restaurée FA
SNR =16.3dB, SSIM =0.87 SNR =16.6 dB, SSIM =0.88

FIGURE 5.6 — FS versus FA.



CHAPITRE6

Algorithmes proximaux pour la
résolution de problemes
multicomposantes

6.1 Motivations

Dans ce chapitre, nous considérons divers problémes aw/destraitement du signal,
dans lesquels la solution idéale est représentéenpapmposantes, notées,..., z,,,
appartenant respectivement a des espaces de Hilberttgels.,H,,. De tels problemes
apparaissent dans de nombreux domaines allant de I'ineagfauieur a I'imagerie hyper-
spectrale en passant par le traitement du signal multiteahea décomposition d'images
en composantes géométrique et de textéuettoine et al, 2006 Aujol et al, 2005
Aujol, Chambolle, 2005Aujol et al,, 2006 Aujol, Chambolle, 2006Chanet al., 2007,
Daubechies, Teschke, 200&atsaggelogt al., 1993 Kang, 1998 Tschumperlé, Deriche,
2002 Wanget al, 2008 Wenet al,, 2009. La plupart du temps, les taches de traitement
de signal/image multicomposantes peuvent étre formuléesne des problemes varia-
tionnels de la forme,

inimi d 6.1
, inimiser (21,0 Tm), (6.1)

ou® est une fonction convexe modélisant I'information disfpdasur lesn composantes,
leurs intéractions, et elle peut également prendre en elaprocessus d’acquisition des
données.

Le probléme d’optimisation convex®.l) est trop générique pour étre résolu di-
rectement. Il doit étre formulé dans un style plus strucfuwér obtenir des solutions
numeériques efficaces. A cette fib,peut étre décomposée comme une sommefdac-
tions pouvant étre traitées individuellement de facon pigée. Cela conduit au modele
suivant, sur lequel notre attention se portera a traverbapite.

Probleme 6.1 Soient(H,)1<i<» des espaces de Hilbert réels, et soi€fit);<x<, des
fonctions convexes, semi-continues inférieurement girgsode la somme directe des
espaces de Hilbeft(;, & - - - & H,, vers |—oo, +00]. Le probleme consiste a

minimiser Z fr(xe, ..o Tm), (6.2)

r1€EH1,..., T EHm

sous I'hypothese que des solutions existent.
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Dans le cas de problémes de traitement de signaux ou d’intajesies {n = 1), les
meéthodes proximales ont montré leur efficacité pour résoledoroblemes.1; on pourra
se référer aux chapitres précédents et aux référenceséesspour les travaux de bases
et diverses applications. Par conséquent, il est natureedd#emander si ces méthodes
peuvent étre étendues aux probléemes multivariés. Desutxawmitiaux qui s’orientent
dans cette direction ont été menés daBscefno-Arias, Combettes, 20P8ans le cas
particulier oim = 2, f; est une somme séparable (i.8.; (z;)1<i<m — Doy wilT:)),
et f, est différentiable sut{; & --- & H,, avec un gradient Lipschitz continu. Cette
formulation couvre également les travaux tels quejdl et al, 2005 Aujol, Chambolle,
2005 Aujol et al,, 2006 Combettes, Wajs, 200&o0ldburg, Marks I, 1985Huanget al.,
2008 Vese, Osher, 20Q3/ese, Osher, 2004Venet al., 2009. L'objectif de ce chapitre
est de proposer une formulation générale et de présentsrdes hypothéses adéquates,
plusieurs algorithmes proximaux offrant des garantiesaiwergence vers une solution
du problemes.1

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans le @giag.2 nous intro-
duirons les principales notations utilisées dans ce agajie nouveaux résultats pour des
opérateurs proximaux multicomposantes seront préseatésle paragraph&3. Dans le
paragraphés.4, nous décrirons les algorithmes proximaux qui sont pents@our ré-
soudre le problem6.1 Finalement, nous illustrerons dans le paragrapbd’efficacité
des algorithmes proposés sur trois exemples d’'imagerigconiposante.

6.2 Notations et rappels

Dans ce chapitreit, G, et(H;)1<i<m SONt des espaces de Hilbert réels. Pour faciliter
les notations, les produits scalaires associés sont taés{p ), la norme associég- |,
et les opérateurs identités$. Nous désignerons par = (z;)1<i<,» Un élément générique
dansH; x --- x H,, et parH la somme directe des espaces de Hilbértd - - - & H,,,
i.e. 'espace produit{; x --- x H,, muni du produit scalaire

(x,y) — Z <$z‘>yz‘>- (6.3)

L'espace des opérateurs bornésHigersg est notéB (H, G).

SoientC' et D deux sous-ensembles convexes non vide${d&lous disons qué
appartient a l'intérieur relatif fort dé€’, de fagon symbolique) € sriC, si{J,.,AC' =
span C. En particulier, si nous choisissos— D = {u — v | (u,v) € C' x D}, l'inclu-
sion0 € sri(C' — D) se vérifie dans chacun des cas suivants :

e C — D estun sous-ensemble vectoriel.

e 0 cint(C—D).

e C'Nint D # @.
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e H estde dimension finie ¢ti C') N (ri D) # &, ouri C représente l'intérieur relatif
deC.
Des compléments d’informations sur I'analyse convexe patétre trouvés dangflinescu,
2003.

L'opérateur proximal d’une fonctiop € I'y(H) au pointu € H est caractérisé par
l'inégalité variationnelle :

(VpeH) p=prox,u & (VWweH) (v—pu—p)+ep) <el). (6.4)

Cette derniére nous sera utile pour certaines des démbossrgui suivent.

6.3 Opérateurs proximaux multicomposantes

Le calcul d'opérateurs proximaux dans I'espace de Hilib&jobue un réle fondamen-
tal dans ce chapitre. Ci-dessous, nous décrivons desigits@nportantes dans lesquelles
ce calcul est explicite.

Proposition 6.2 Supposons que, pour toute {1,...,m}, (e;x)rex €St Une base or-
thonormale deH;. De plus, soient¢,)rcx des fonctions dank,(R™) et supposons que
'une des hypotheses suivantes est vérifiée.

(i) Pour touti € {1,...,m}, H; est de dimension infinie et, pour taute K, ¢, >

¢r(0) = 0.

(i) Pourtouti € {1,...,m}, H; est de dimension finie.
Soit
f:H — |—o0,+00]
T Z¢k(<x1761,k>7---7<xmaem,k>)- (65)
keK

Onaalorsf € I'y(H) et, pour toutr € 'H,

prox; T = <Z7T1,k61,k7 ce Z 7Tm7k6m7k) ; (6.6)

keK keK
ou
(Vk € K) (T1ky - - Tm,k) = ProXy, (<x1, 617k>, o <xm, em7k>). (6.7)
Preuve:
Nous définissons, pour tolte K,
Ui H — |—00, +0]
T — <bk(<x1, 617k>, c <xm, em7k>). (6.8)
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Nos hypothéses impliquent alors que les fonctiong)rcx sont dand’(H). Sous I'hy-
pothesdi), en supposant sans perte de généralitélue N, nous pouvons écrirg =
SUP ek ZkK:O 1. Comme la semi-continuité inférieure et la convexité so@sprvées par
somme finie et en prenant le supremum, nous pouvons en dédifeest semi-continue
inférieurement et convexe. De plus, puiscfii@) = 0, nous obtenong € I'y(‘H). D’autre
part, sous I'hypothés@), la somme dans(5) est finie et nos hypothéses impliquent di-
rectement qug € I'o(H).

Maintenant, soitc € ‘H et soit| - | la norme associée a I'espace euclid@h. Soit

De plus, pour tout € {1,...,m}, soity; € H; et soit(n;;)rex = ({ys, 6ivk>)keK' Nous
déduisons deg(4) et (6.7) que, pour tout € K,

m

Z(m,k — Tige) (Gik — Tik) + Ok (T s Tonk) < Ok -+ s Mnsk)- (6.10)
i=1
Supposons dans un premier temps que I'hypotiigssoit vérifiée. Puisque, pour tout
k € K, 0 est un minimiseur dey, (6.4) verifie prox, 0 = 0. Par conséquent, en utilisant
(6.7), (6.9), le fait que I'opérateur proximal est contractant (senéf@u lemmes.9 dans
le chapitre3), et I'identité de Parseval, nous obtenons

m
DD Amal =D ks s )

keK i=1 kekK
= Z |pI'OX¢k (gl,kv s 7€m,k)|2
kekK
= Z Iproxy, (1 - - -, &mp) — prox, 0[?
keK
< Z €k -5 &) — O
keK
= Z |(§1,k7 s 7€m,k)|2
kekK
=22 P
keK i=1
=D llill®. (6.11)
i=1
Par conséquent, pour tou€ {1,...,m}, >, x |7 k| < +0o et nous pouvons définir
(Vi e {l,...,m}) z; = Z i k€ k- (6.12)
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Nous pouvons également définir cette derniere équation I§gymsothese(ii) car dans
cette configuratiof est fini. Il reste alors a montrer QU )i <i<m = prox (o1, ..., Tn).
En sommant suk dans 6.10), cela conduit a

SN k=) Er—mik) + > 06Tk Tmk) O Ik M) (6.13)

keK i=1 keK kekK

et, par conséquent,

Z <yZ — 2, X — zi> +9(z1, o 2m) < g1, Ym)- (6.14)
=1
En utilisant 6.4), la preuve est achevée. U

Proposition 6.3 Pour toutj € {1,...,¢}, soitG; un espace de Hilbert réel, sajt; €
I'o(G;), et, pour touti € {1,...,m}, soitL;; € B (H;,G;). Soit

[ H — ]—00,+x]
T — i¢j<§:Lj7ixi) (6.15)
j=1 i=1

et supposons que, pour tolt {1,..., ¢}, il existea; € |0, +oo[ tel que

’” old, si =k
Vke{1,..., LijoLi, =77 > ’ 6.16
(Fhedloa) D Lol {07 cinon (6.16)
Onaalorsf € I'y(H) et, pour toutr € 'H,
proxX;T = (pi,...,Pm) (6.17)

ou, pour touti € {1,...,m},

q m q m
pi = x; + Z aj_lL;iproxaM (Z mek) — Z Ozj_lL;i Z L yxy. (6.18)
j=1 k=1 j=1 k=1

Preuve:
Notons paig I'espace produi; x - - - x G, muni du produit scalaire

(y,2) — Za;1<yj,zj>. (6.19)
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Nous pouvons écrir¢g = g o L, ou

g: G — ]—00,+o0]
y Z%'(yj) (6.20)

etL € B (H,G) est défini par
L:H— G

r (i Ll,ixia ceey in: Lqﬂ'._'lfi) s (621)
=1 =1

Il résulte de 6.19 que, pour tout(x,y) € H x G,
)

q m
(Lx,y) =) o <Z Ljii
j=1 i=1
q m
S S o )
j=1 i=1
m q
= Z <xl Z ozj_lL;iyj>, (6.22)
i=1 1

j:
relation a partir de laquelle nous introduisons I'adjoiatldqui est

L*:G—H
q q
Y — (Z ozj_lL;lyj, e Z ozj_lL;myj> : (6.23)
j=1 j=1

Nous obtenons alors a partir d&16) que L o L* = Id. La propositior3.12(chapitre3)
implique quef = go L € Ty('H) et que

prox,,y, = Id 4+ L* o (prox, — Id) o L. (6.24)
De plus, on déduit des(19 et (6.20 que, pour touy € G,

Prox,y = (ProXy,,, ¥1, - - - ProXa, o, Yg)- (6.25)

En considérant simultanémen@.21), (6.23, (6.24), et 6.25 cela conduit a§.17)—
(6.18. O
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Corollaire 6.4 Soity € T'y(G) et, pour touti € {1,...,m}, soitL; € B (H;,G). Soit

fiH — ]—o0,+x]
z — @ < > Lx) (6.26)
i=1
et supposons qu'il existe € ]0, +oo[ tel que
> LioL;=oald (6.27)

On a alorsf € T'o(H) et, pour toutz € H, prox;x = (p1,...,pn) OU, pour tout

ie{l,...,m},

pi = T; + a_lL;kproxw ( Z Lkl'k) — Oé_lL;-k Z Lkl'k (628)
k=1 k=1
Preuve
Il suffit de posely = 1 dans la propositios.3. O

Proposition 6.5 Supposons qué soit de dimension fini&’, soient(¢y)1<x<x des fonc-
tions del'o(R), et soit(ex)1<x<x UNE base orthonormale dg Pour touti € {1,...,m},
soitL; € B (H;,G) et supposons qu'il existev, }1<x<x C |0, +o0[ tel que

(Vy € G) Z L;Liy = Zak@, ek>ek (6.29)

ek>> (6.30)
et, pour toutk € {1..., K},

T = iprox%@c <<ZL xj 6k>) (6.31)

Onaalorsf € I'y(H) et, pour toutx € H, prox;x = (p;)i<i<m OU, pOUr touti €

{1,...,m},
K 1 m
pi =x; + L; Z <7Tk — Oé_k Z <ijj, ek>> €. (6.32)
k=1 Jj=1

Soit

K m
f:H — |—o0,+00] : w»—>z¢k<<Zijj
k=1 Jj=1
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Preuve:
Pour toutj € {1,..., K}, soitG; =R, ¢; = ¢;, et
(Vie{l,...,m}) Lji: Hy — Gj: o — (Liw, e;), (6.33)
d'ou
L%: Gy — Hit §— & Lie;. (6.34)

Pour toutj etk dans{1, ..., K} et tout{ € R, nous déduisons alors dé.29 que

Z Lj,iLz,i £ = Z Lj; & Liex
i=1 ;

=&Y ((LiL)er, e5)

i=1

K
Z z<€k,€z>6z

=1

€j>
K

- Z l<6k76l><6l763> (6.35)

N

§

Par conséquent, pour togte {1,..., K}, (6.16) est vérifiée. On en déduit que la propo-
sition6.3avecqg = K garantit quef € I'o(H), et (6.18 se réduit a§.32). O

6.4 Algorithmes proximaux multicomposantes

Nous présentons plusieurs algorithmes proximaux pouuddsde problemé.1 en
formulant différentes hypotheses sur les fonctions misggee. La plupart de ces algo-
rithmes sont robustes aux erreurs numeriques sur le cadsupdints proximaux et des
gradients. Pour quantifier le taux d’erreur qui est tolépdisnutiliserons la notation qui
suit. Soient deux suitgse,, ),en €t (y,,)nen dansH,

[(vn EN) z, ~ yn} & S @, — y,ll < 400, (6.36)

neN

6.4.1 Algorithme explicite-implicite

Probleme 6.6 Dans le problemé.1, supposons que = 2 et que la fonctiory; soit dif-
férentiable surH avec un gradient conting—Lipschitz pours € ]0, +oc[. Le probleme
est alors de

minimiser  fi(z1,...,Zm) + fo(@1, ..., T0), (6.37)

T1€EH1, o, TmEHm
sous les hypotheses qu’une solution existe.
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Le cas particulier otf; est une somme séparablefeinduit un mélange linéaire des
variables recherchées a été abordé dBns¢no-Arias, Combettes, 20Ddes résultats
suivants s’intéressent au cas général; cela nécessite ediyppothese que I'opérateur
proximal def; soit calculable avec une erreur quantifiable.

Theoreme 6.7 Soient(z; . )nen, - - -, (Tm.n)nen d€S sSUites générées par la routine suiv-
ante.
Initialisation
€€ ]O,min{l, 1//8}[
Pouri=1,....m
L |_ Zi0 € HZ
Pourn =0,1,...

(yi,n)lgigm ~ Vf2($i,n)1gi§m
Tn € [€,(2/8) — €]
(Ui,n)lgigm ~ pTOX%fl(xi,n - %yz’,n)lgigm
An € [g,1]
Pouri=1,...,m
L |_ Tin4+1 = Tin + )\n(uzm - xi,n)

Pour touti € {1,...,m}, la suite(x;,).en cOnverge alors faiblement vers un point
x; € H;. De plus,(z;)1<i<m €St une solution du problénte6.

Preuve

On applique Combettes, Wajs, 2005héoreme 3.4(i)] & et on utilise 6.3). O

Remarque 6.8

(i) Des variantes multicomposantes de I'algorithme explioitplicite comme les méth-
odes de premier ordre de type Nester@efk, Teboulle, 2009Nesterov, 1983
Weisset al, 2009 peuvent étre obtenues avec des reformulations similalees
‘H. Cependant, pour ces méthodes, la convergence des ité&éesne solution du
probléme6.6 n’est pas garantie, méme en considérant une formulationimert
sion finie.

(i) Les conditions permettant d’obtenir la convergence fortglteoremes.7 peuvent
étre déduites deombettes, Wajs, 200théoreme 3.4(iv)].
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6.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford

Dans ce paragraphe, nous relachons I'hypothése assumeatd épanctionf, soit une
fonction lisse. Cependant nous supposons que I'opératexinpal de cette fonction est
implantable avec une erreur quantifiable.

Probléme 6.9 Dans le problemé.1, supposons que= 2 et que
0 € sri(dom f; — dom f5). (6.38)
Le probleme est alors de
minimiser  fi(z1,...,Zm) + fo(21, ..., T0), (6.39)

r1€H1,..y TmEHm

sous I'hypothese qu’une solution existe.

Theoréme 6.10S0it (1 1 )nen, -« - (Tm.n)nen |€S SUItes générées par les routines suiv-
antes.

Initialisation

e €10,1]

v € 10, +00]
Pouri=1,....m
L |_IL'Z'70 € HZ
Pourn =10,1,...

(Yin)1<icm = PrOX, p, (Tin)1<i<m

(Ui,n)lgigm ~ Prox, r (2yi,n - xi,n)lgigm

An € 6,2 — €]

Pouri=1,...,m
L L Tint1 = Tin + )\n(uim - yi,n)‘
Pour touti € {1,...,m}, la suite(z;,),en converge alors faiblement vers un point
r; € H; etprox, . (z1,...,,) €st une solution du problent9. De plus, siH est de
dimension finie, la SUItE(y; n)1<i<im )Jnen CONVErge VErprox. . (1, ..., Tm).

Preuve
On applique Combettes, Pesquet, 200 Taeoreme 20] dan®( et on utilise 6.3). [

Remarque 6.11

(i) Les conditions de convergence forte du théord@i® peuvent étre déduites de
[ Combettes, 20Q%héoreme 2.1(ii)].

(i) SiH est de dimension finie, la condition de qualificat{6t838 se réduit a
(ridom f1) N (ridom fy) # @. (6.40)
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6.4.3 Algorithme proximal parallele (PPXA)

L'algorithme présenté dans ce paragraphe a pour but dedéstauproblemé.1sous
des hypotheses techniques minimales. Le colt de I'impiantdépend de la complexité
du calcul de chaque opérateur proximal.

Probléme 6.12 Dans le problem®.1, supposons que
0 € sri(D — dom f; x --- x dom f,) (6.41)

ouD = {(z,...,z) | © € H}. Le probléme est de

r1EH1,..., T EHm

p
minimiser Z fr(xe, ..o Tm), (6.42)
k=1

sous I'hypothese qu’une solution existe.

Dans Pfonsoet al,, 2009, un cas particulier du probléent12dans des espaces de
dimension finie est considéré. Les auteurs utilisent la auldes directions alternées des
multiplicateurs (ADMM : « Alternating Direction Method of Mtipliers »). L'algorithme
utilisé ci-dessous est une application de PPXA proposeé[damsbettes, Pesquet, 208

Theoreme 6.13Soient(x1 ,,)nen, - - - (Tmn)nen deSs suites générées par la routine suiv-

ante. o
Initialisation

p
e€]0,1[, v € 10,400, {wihrcksp C 10, 1] €8 D wp =1

k=1
Pouri=1,....m

Pourk =1,...,p
| Yiko € H;
p

Tio = 5 WEYi k0
L k=1

Pourn =0,1,...
Pourk=1,...,p

(Ui,k,n)lgz’gm N ProxX. ¢/, (yi,k,n)1§i§m
vk /Wi

Pouri=1,...,m
p
Siin = Z Wi kn
k=1
An € 6,2 — €]

Pourk=1,...,p

L Yikn+1 = Yikn + )\n(25i,n — Tin — ui,k,n)
Lin+l = Lin + )\n(si,n - xi,n)
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Pour touti € {1,...,m}, la suite(z;,),en converge alors faiblement vers un point
x; € H;. De plus,(xy, ..., z,,) est une solution du problentel2

Preuve:
Il suffit d’appliquer [Combettes, Pesquet, 2Q@Béoreme 3.4] dark et utiliser 6.3). (]

Remarque 6.14 Supposons quel est de dimension finie et que

p

() xidom f; # 2. (6.43)

k=1

Il résulte de [Combettes, Pesquet, 2QqBoposition 3.6(vi)] que la condition de qualifi-
cation(6.41) est satisfaite.

6.4.4 Algorithme de type Dykstra

Nous considérons des cas particuliers du problérhpour lesqueld, est une simple
fonction quadratique.

Probléme 6.15Dans le problem®é.1, supposons que > 3,
p—1
() dom f, # @, (6.44)
k=1

etquef,:  — (p—1)>", |lz; — 2*/2, ouz € H. Le probléme est alors de

p—1 m
—1
minimiser E fr(ze, .. zm) + ]97 E 2z — 2% (6.45)
k=1 i=1

T1€EH1 oty TMm EHm

Soit f = S2P71 fi/(p — 1). Il résulte alors de§.44) que f € I'y(H). Au vu de 6.3), le
probleme6.15admet une solution unique, qui gsbx 2.
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Theoreme 6.16Soient (1, )nen, ---, (Tmn)nen d€S suites genérées par les routines
suivantes.
Initialisation
Pouri=1,...,m
Ti0 = %

Pourk =1,...,p—1
| L Yi k0 = Ti0
Pourn =0,1,...
Pourk =1,...,p—1
L (Uz',k,n)1§zgm = Proxy, (yi,k,n)lgigm
Pouri =1,....m
1 2 (6.46)

Tint+1 = j Ui Jeon
k=1
Pourk =1,...,p—1

|_ Yikn+1 = Tin41 + Yikn — Uikn-

Pour tout: € {1,...,m}, la suite(z;,)n,en CONverge alors fortement vers un pointe
H;. De plus,(z1, ..., x,,) est une solution du probléngel5

Preuve

On applique Combettes, 20Q9héoréme 4.2] darigl et on utilise 6.3). O

Remarque 6.17 Supposons qué.44) est remplacée par la condition plus for{é.41)
(appliquée aux fonctionsx )1<x<,-1)- Il résulte alors de Combettes, 20Q%héoreme 3.3]
gue les conclusions du théoreme présenté ci-dessus reatables si les opérateurs prox-
imaux sont implantés de facon approximatives d&n46).
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6.5 Applications a la décomposition et a la restauration
d’images

Dans ce paragraphe, nous appliquons les algorithmes gepass le paragrapbet
aux problemes de restauration d'images stéréoscopiqgaelatuitage d'images multi-
spectrales et aux problémes de décomposition d’images.

6.5.1 Restauration d'images stéréoscopiques

6.5.1-a) Formulation du probleme

Nous considérons le probleme qui consiste a restaurer une gganages stéréo-
scopiques, notéeg, € RY etz, € RY, constituées deéV pixels et qui correspondent
aux vues gauche et droite de la méme scéene. Pour une valengaldn champ de dispar-
ité, le processus de compensation de disparité entre lesmages est modélisé par

fl = DEQ + v, (647)

ouD € RV*¥ correspond a la matrice de compensation de disp&itédrstein, Szeliski,
2009 et oliv € RY désigne le vecteur des erreurs de modélisation. Les obE#waont
respectivement les versions dégradées

21 =017 +w; et zp = LTy + we (648)

dez, etz,. Les matriced,; € RV*YN et L, € RV*Y modélisent le processus d’acquisi-
tion des données, et; et w, sont des vecteurs de bruit gaussien avec des composantes
indépendantes qui sont respectivemgftt, o7)— et A/(0, o3)—distribuées. De plus, nous
supposons que les décompositions respectives @z, dans les bases orthonormales
(e1.r)1<k<n €t (e2r)1<k<y de RY sont parcimonieuses. Pour taute {1,..., N}, les
fonctionsg, .. € I'o(R) etg . € I'o(R) sont utilisées pour promouvoir la parcimonie des
décompositions§ombettes, Pesquet, 20Qbaubechiest al, 2004. La formulation
variationnelle qui suit est cohérente avec les hypothéseséeles précédents.

Probleme 6.18 Soitv € [0, +oo]. L'objectif est de
N N
éﬁ%@%@% ; drr({T1, e1n)) + kz:; D1 ({T2, €2))

1 2 1 2 v 2
+ ﬁ||L1x1 — ZIH + EHLQ%’Q — ZQH -+ 5”3)1 — Dl’g” . (649)
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Nous pouvons reformuler le problénel8 comme un cas particulier du problérGel
avecH; = H, = RY etm = 2 fonctions, qui sont

N N
fio (@1, 22) = Z ¢1,k(<1’17 61,k>) + Z ¢2,k(<$2, 62,k>) (6.50)
k=1 k=1
et

1 1 0
far (21, 22) — FHlel —21|* + 55 [[Laws — 2of* + S[l1 — Dao|®. (6.51)
oy 205 2

Proposition 6.19 Soientr; etx, des vecteurs arbitraires d&. La fonctionf, est dif-
férentiable enx,, z,) et

1
Vfg(l'l,l'g) = (?LI(lel — Zl) + 19(1'1 — DZIZ'Q),
1

1
— L] (Lywy — 2) + 9D (Day — x1)>. (6.52)

03
De plus,V f, estS-Lipschitz continue, avec
8 = max{o7 2| Li||?, 03 2| L[|*} + 9(1 + | DIJ?). (6.53)

Preuve
L'expression 6.52) est déduite de calculs directs. On obtient,

-1

oy Ly 0] ] {Id —D]
L= and M =9 6.54
s o [ ©59

En utilisant la notation matricielle, nous pouvons alonsréc
-1
il _ yT T i _ 77|91 A1

Vs L;J =(L'L+M M) [@] L {02_122] : (6.55)

Par conséquent, la constante de Lipschit¥deest| L' L+M " M|, ou||- || représente
la norme spectrale. Pour obtenir une borne adéquate, nsasvolns que

ILTL + M™M| < |L'L| +||M " M|
= |IL|I* + [[M]?
= [|L]I* + (1 + || DI]"). (6.56)
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. .. T
Maintenant, choisissors = [z; z,] .Onaalors

IL2|* = o7 *[[ Laza||* + 05 %[ Lo |*
< o | LalPllen I + 03 | Lol [l
< max{oy || Ly [|*, 03 % | Lo} |*. (6.57)

Par conséqueni,L||? < max{o,?||L.|?, o5 || L2} et (6.56) conduit a
ILTL + M"M|| < 5.
0

Au vu de la propositio.19, le problemes.18peut étre résolu a I'aide de I'algorithme
explicite-implicte (voir théoremé.7).

6.5.1-b) Résultats numeériques

Les résultats expérimentaux sont présentés sur la figydrpour des images stéréo-
scopiques de taill256 x 256 (N = 2562). Dans cet exempld,, et L, sont des opérateurs
de convolution périodique associés a des flous gaussieh @gpectivement des noyaux
de tailles7 x 7 et3 x 3. Ce type de flou a été considéré dans un cadre d’étude sierdiains
[Pedone, Heikkila, 20Q8Un bruit blanc gaussien qui correspond a un BSNR (Blurred
Signal-to-Noise-Ratio) de 21.6 dB pouy et 21.8 dB pour, a été ajouté. Les images
observées; aveci € {1,2} sont en fait dégradées par un bruit de variange= 144
et le BSNR est défini pai0 log,, (|| L:z:||?/(No?)). De plus,(e1 1)1<k<n €t(er)1<k<n
désignent des bases d’ondelettes orthogonales de synflolejaeur 6) sug niveaux de
décomposition. Pour les indicése {1,..., N} qui correspondent aux coefficients de
détails, g1, = pik| - | €tgar = pak| - |, 0U{p1k, p2x} C ]0,+ocf, alors que pour les
indicesk € {1,..., N} qui désignent les coefficients d’approximatian, = s, .| - |*/2
et = piokl - [¥%, 00 {1k, p2r} C 10, +o0l.

Les opérateur:éprox%k)lngN et (prox@’k)lSkSN peuvent étre calculés explicite-
ment [Chauxet al., 2007, exemples 4.2 et 4.4]. 'opérateur proximal flepeut alors étre
déduit de la propositiof.2, de la séparabilité de cette fonction et @mbettes, Wajs,
2005 lemmes 2.8 et 2.9]. Les valeurs e, 1 )i1<x<n €t (1124)1<k<ny SONt choisies par
une approche de maximum de vraisemblance pour étre ada@ptéaesue sous-bande. La
valeur dey est choisie pour maximiser le rapport-signal-sur-brudiR$. Dans nos résul-
tats expérimentaux nous proposons egalement de companerdges restaurées en terme
de SSIM. La carte de disparité a été estimée en utilisant thadé décrite dans\iled
et al, 2009. Notons que I'existence d’'une solution du probléfm#&8est assurée par le
fait quef, + f» est une fonction coercive dg(R™ ©RY) [Combettes, Wajs, 200propo-
sitions 3.1(i) et 5.15(i)]. Le problem@.18 est alors un cas particulier du proble®.é.
Dans ce contexte, en choisissapt= 1, I'algorithme explicite-implicite prend la forme
qui suit.
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g |

Dégradée gauchg Dégradée droite,

SNR =129dB-SSIM =0.39 SNR =18.0 dB — SSIM = 0.56

Restaurée droite, avecy = 0
SNR =19.3dB - SSIM =0.73

Restaurée gauchg avecy = 1.6 x 10~® Restaurée droite, avect) = 1.6 x 1073
SNR =17.8dB - SSIM =0.79 SNR =19.7 dB - SSIM =0.83

FIGURE 6.1 — Restauration d'images stéréoscopiques.
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Initialisation

01 = 09 = 12

9=0 ou v=16x10"3

v =1.9/(max{oy *|| L1 03 *[| Lo|*} +9(1 + || D?))

T1,0 = 21
| T2,0 = %2
Pourn =0,1,...

Yin = 0'1_2[/]— (lel,n — Zl) -+ 19(.7517” — D.Tgm)
yg’n = 0'2_2[/;— (Lg.l’g’n — ZQ) — ﬁDT(JILn — D.Tgm)

N

T =D (Prox,, (T10— VWin: €1k)) 1k
k=1
N

Tani1= D (Prox, ) (T2 0= Vo, €2)) €2
L k=1

Quandy = 0, il 'y a pas de terme de couplage entre les vues de droite gduaiehe.
Comme on peut I'observer sur la figudel, le terme de couplage conduit a une améliora-
tion significative de la restauration, particulieremeniipdmage la plus dégradée (image
en bas a droite).

3.10"5 |

21075

10"5 -

I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9

FIGURE 6.2 — Convergence de la fonction objectif du proble®nt8 pour I'algorithme
explicite-implicite (ligne continue), I'algorithme de Ble-Teboulle (ligne discontinue) et
I'algorithme de Nesterov (ligne en pointillés) en fonctidumnombre d’itérations.



6.5 Applications a la décomposition et a la restauration diinages 195

Dans le cas o = 1.6 x 1073, nous comparons I'algorithme explicite-implicite, i.e.
le théorémeb.7 (implanté avec\,, = 1 et~, = 1.99//) aux versions multicomposantes
de l'algorithme de Beck-Teboulldeck, Teboulle, 200t de I'algorithme de Nesterov
[Nesterov, 200pP Contrairement au premier algorithme, les deux autrescabhgs ne
garantissent pas théoriguement la convergence des itdggsont connues pour fournir
des taux de convergence optimaux pour la fonction obj&tipendant, dans cet exemple,
leurs performances sont similaires sur ce point (se rééélefigure6.?).

6.5.2 Deébruitage d'images multispectrales

6.5.2-a) Formulation du probleme

Un probléme usuel en imagerie multispectrale est de dé@bpruitmagesy; )1<i<n de
RY & partir d’observations bruité€s;),<;<,, données par

ou (w;)1<i<m SONt des réalisations mutuellement indépendantes de gsusele bruit
blanc gaussien a moyenne nulle, de variances respectiyes:;<,,. De récentes mé-
thodes de débruitage d'images multispectrales sont déaians Hunt, Kubler, 1984
Un tutoriel sur le débruitage basé sur des techniques diettes peut étre trouvé dans
[Chauxet al., 2010.

Pour résoudre ce probléme de débruitage, nous supposamequéeout € {1,...,m},
l'image 7, satisfait certaines contraintes représentées par un blsaonvexe ferme
C; C RY, et qu'elle admet une décomposition parcimonieuse dandase orthonor-
male(e; 1.)1<r<n deRY. De plus, les similarités entre les images sont mises ereévé
en pénalisant une distance entre leurs composantes dagsr@iee base orthonormale
(br)1<k<n deRY. Ces considérations conduisent au probleme variatiommners.

m 1 m N
o ZZ o€
iy, 3l ==l + 33 (o)
m— m
+ZZ
i=1 j=it+

N
Z [(y: — yj,bx)| (6.59)
=1

1

ol, pour touti € {1,...,m}, {fix r1ckcny C ]0,+00] et {U;;}is1<icm C 0,400,
Apres une remise a I'échelle adéquate des variables, cdepmelpeut étre reformulé
comme sulit.
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Probléme 6.20Pourtouti € {1, ..., m}, soient{y; ; }1<r<n C |0, +oo[et{d; ;}ir1<j<m C
10, +00[. L’objectif est de

p— 1 m m N
minimiser 5 Z |z: — o 2% + Z Z Mi,k0i|<$z‘, 6i,k>|
i=1

1’1ERN ----- $mERN i1 k=1

m—1 m N m
+ Z Z Vi ; \<Uixi —0j%j, bk>| + Zl e, (o). (6.60)

i=1 j=i+1

Pour que ce probléme entre dans le cadre du prob&inaous définissons
J={(i,j))eN*|[1<i<m—1,i+1<j<m} (6.61)
et

i:J = {l,...,m(m-1)/2}
(,7) — m(i—1)—i(i+1)/2+j. (6.62)
(6.63)

De plus, nous choisissops= m(m — 1)/2 4 3 et

;

N
(V(i,j) € J) fi(z,j)i ($1, cee Jm) = ﬁi,jZKUixi - ijjabk>|
k=1

m N B
Jp—2: (w1, ) Z Zﬂi,k0i|<xia ei,kz>|

i=1 k=1 (6.64)
fp—lz (122'1, P ,Z’m) — ZLOL. (O'ZZE'Z)

i=1

m

p—1 _
fo: (T1,. . @) > —— Zsz — o )2
i=1

2

\

Notons que, pour tout € {1,...,p — 2}, dom f; = (RY)™ etdom f, | = 0, 'O} x
- x o, 1C,,. Par conséquent, puisque les ensemf@lgs ;<,,, sont non vides,f.44) est
vérifiée et le problemé.20peut étre résolu avec I'algorithme de type Dykstra présenté
par le théoremé.16 avecH; = --- = H,, = R". Une forme explicite des opérateurs
proximaux des fonction$f,)1<k<m@m-1)/2 peut étre déduite de la propositi6éb. Par
conséquent, pour tolt, j) € J, nous pouvons choisir dans cette proposifton= - - - =
H,, =G =R", puis pour touk € {1,..., N}, ¢ = ¥;;| - |, et enfin définir les matrices
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(L¢)1<o<m dansR¥*Y comme suit :

oeld, Si 0 =i;
(WVee{l,....m}) Li=< —o,1d, sil=y; (6.65)
0 sinon

Finalement, 'opérateur proximal dg,_, peut étre déduit de la propositid2 com-
binée avec la séparabilité de cette foncti@pinbettes, Wajs, 200 mme 2.8 du 2.9] et
[Chauxet al, 2007 exemple 4.2]. L'opérateur proximal ¢fg_, est donné paprox, , =
Pe.

6.5.2-b) Résultats expérimentaux

La figure6.4montre les résultats obtenus sur une image multispecteahalte 256 x
256 (N = 256%) pour 3 canaux:/t = 3) et une dynamique comprise dans l'intervalle
[0, 255]. Ces images sont dégradées par des bruits blancs gaussedessécart-types
o1 = 11, 0o = 12, etog = 13 (les valeurs correspondantes de SNR sont indiquées
sur la figure6.3). La base(by)<x<n correspond a une base orthonormale de Haar sur
3 niveaux de décomposition et, pour taut {1,...,m}, (e;x)1<k<n, repréesentent des
bases orthonormales de symmlet (longueur 63 siveaux de décomposition. Les valeurs
approche de maximum de vraisemblance, puis les paramé&iresuplage’, o, ¥, 3, et
Y93 sont sélectionnés de fagon a maximiser le SNR. Pouritaut{1,...,m}, C; =
0,255 modélise la contrainte sur la dynamique des valeurs dessplxalgorithme de
type Dykstra résultant est décrit par I'algorithiie

On peut observer a partir des images présentées sur la@igigee 'introduction du
terme de couplage a une influence significative sur les pedoces de débruitage.

Pour ce probleme particulier, une méthode alternative’agprithme PPXA (voir
théoremes.13 appliqué a la minimisation de la sommedém — 1) /2 + 2 fonctionsf,
fas oo ., fp—o, €L f,_1 + f, est définie par@.64). L'opérateur proximal de la derniere fonc-
tion est donnée pacjombettes, Wajs, 200tfemme 2.6(i)]. Par conséquent, la condition
de qualification (voir §.43) se trouve satisfaite calom f; = - - - = dom f, 5 = (RV)™
et, pour touti € {1,...,m}, int C; = ]0,255] est un ensemble non vide. Le choix des
parameétres de PPXA peut étre optimisé empiriquement pasteagjla vitesse de conver-
gence en choisissant, = 1.3, 7y =1, etwy = -+ = w,1 = 1/(p — 1). La figure6.5
représente I'évolution déx,, — x.||/||x¢ — || en fonction du temps de calcul, ou
(Tn)nen = ((xl,n,xm,x&n))neN est une suite générée par l'algorithmergt est I'u-
nique minimiseur du problen®20 Dans nos simulations, 500 itérations ont été utilisées
pour obtenir cette solution.
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Image originale; Image dégradée
1
SNR =16.2 dB — SSIM = 0.47

Image originalg; Image dégradés,
2
SNR =8.28 dB — SSIM = 0.38

Image originale; Image dégradée;
3
SNR =7.08 dB — SSIM =0.45

FIGURE 6.3 — Débruitage multispectral : images originales et digga.
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Image restaurég, sans terme de couplage Image restayréavec terme de couplage
SNR =22.3dB-SSIM=0.78 SNR =24.2 dB - SSIM = 0.87

Image restaurég, sans terme de couplage Image restaysémvec terme de couplage
SNR=17.4dB - SSIM =0.85 SNR =19.3dB-SSIM =0.91
" ; ¢ =N

Image restaurég; sans terme de couplage Image restaygéevec terme de couplage
SNR =13.2dB-SSIM =0.75 SNR =14.7 dB — SSIM = 0.82

FIGURE 6.4 — Débruitage multispectral : images restaurees.
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Initialisation
0'1:1]_; 0'2:]_2; 0'3:13
Y110=---=Y150 = T1,0 = 21
Y210 = --- = Y250 = T20 = 22
Y310 = --- = Y350 = T30 = %3
|y =01 +05, ai3=01+03, az3 =03+ 03
Pourn =0,1,...

-1 N
Uiin = Y110 T Q201 Zkzl (PTOXQ1,2ﬁ1,2|.|<Uly1,1,n — 02Y2.1,n, bk>
+(O1Y1,1.0 — T2Y2,1.ms bk>>bk
-1 N
U21m = Y2,1n — O 502 Zkzl (pl"OXaLQ,gLQ\.\<01y1,1,n — 02Y2,1,n, bk>

+<0'1y1,1,n — 02Y2.1,n, bk>>bk
U3 1,n = Y3 1,n

—1 N
U1,2,n = Y1,2n + Q4 301 Zkzl (Proxal,gﬁ1,3|.|<01y1,2,n — 03Y3.2,n, bk>

+(O1Y1.2.0 — O3Y3.2:m5 bk>>bk
U22n = Y2,2.n

_ -1 ZN b >
U322, = Y3.2;n — O 303 2 p—1 pl"OXaLgﬁm\.\<01y1,2,n — 03Y3,2,n, Ok

+<0'1y1,2,n — 03Y3.2,n, bk>>bk
U130 = Y1,3,n

U23n = Y230 + 042_,;%,02 fovzl (PTOXa2,3ﬁ2,3|.|<U2y2,3,n — 03Y3,3,n; bk>
+(02y2,3.0 — O3Y3 3.5 bk>>bk

Uz 3zn = Y33 n — Oéi%,% Zijﬁ <p1"0Xa273,9273\.\<02y2,3,n — 03Y3,3.n, bk>
+<U2y2,3,n — 03Y3.3,n, bk>>bk

Ul 4n = Zi\;l (prOXMLk01|.|<y1,4,n7 61,k>)€1,k
U240 = lecvzl (proxﬂz,k02|'|<y2v47"’ 627k>)627k
Uz an = chvzl (proxurz,k03|'|<y3’4v"’ 637k>)€37k
Ursn = Py (01 Y15.0)
Uz sn = Py (02 Ya5.0)
U3 5n = P03(0'3 y3,5,n)
Tine1 = (U1 + W20 + Ut 3n + Ut an + U1 s,)/D
Tont1 = (U1 + U2 + Uz 3n + Uz an + Usp)/D
T3 p+1 = (U1 + Us2n + Ussn + Usan + Ussn)/D
Pourj =1,...,5
Yi,jm+1 = Tintl T Yijn — Ul jn
Y2,im+1 = T2n+1 T Y250 — U250
Y3jn+l = T3n+1 T Y3 jn — U3 jn

Algorithme 15: Algorithme de débruitage d’images multispales.
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0.9

0.8

0.7F

15 20 25

FIGURE 6.5 — Profils de convergence de I'algorithme de type Dyksigag continue) et
du PPXA (ligne discontinue) en fonction du temps de calcudesondes.

6.5.3 Décomposition d'images

Un probleme important en traitement d'images est de déceerpme image en struc-
tures élémentaires. Dans le contexte du débruitage, a&ttentposition a été considérée
dans Rudinet al, 1993 par I'utilisation de la variation totale. Dan®/gyer, 200}, un
potentiel différent a été utilisé pour pénaliser de facars@déquate les composantes a
fortes oscillations. Cependant, la résolution du problear@ationnel résultant n’est pas
directe. Des méthodes numériques ont été proposées Alajos ¢t al, 2005 Vese, Os-
her, 2003 ainsi que des résultats expérimentaux dans le cas de thgeud’'images et
de probléemes de décomposition en composantes géomeéttigaedexture. Un autre en-
jeu est I'extraction de composantes significatives a peitine image dégradée par un
flou et du bruit. Cette problématique dans le cas particdlign bruit additif gaussien est
considérée dang\hthoineet al,, 200§ Daubechies, Teschke, 2J0ba méthode dévelop-
pée dans ce paragraphe rend possible cette décomposittomsidérant des modéles de
bruit généraux (non nécessairement additifs et gaussi¢rEs opérateurs de dégrada-
tion linéaires arbitraires. Dans la suite nous considérores simple décomposition en
géomeétrie et texture a partir d’'une observation dégradée.
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6.5.3-a) Formulation du probleme

Dans cette expérience, I'image obserzée R" est obtenue en multipliant 'image
originaley € RY pour une matricel € RY*" qui modélise un flou et en dégradaty
avec un bruit de Poisson de parameétre d’échelldous supposons que

A atoutes ses entrées dafds+oo|
et chacune de ses lignes est non nulle. (6.66)

Le probléme que nous considérons est de décomposer unejnmieé’ en une somme
de composantes géométrique et de texture, c’est a dire

¥ = Ri(71) + R2(72), (6.67)

OUR;: RM — RN etR,: RM — RY sont des opérateurs connus. Les vecteurs R™

etT, € RV correspondent respectivement aux composantes de géewetédie texture.
Nous considérons une forme simplifiée &6{) employant un mélange linéaire tel

queN; = N, Ry: o1 — o1 €t Ry: 29 — Flxy, oOUFT € RV*K est un opérateur de syn-

thése de trame ajustée. En d’'autres termes, I'informatiboarespond a la composante

de texture se rapporte aux coefficiemisle sa décomposition dans une trame. Rappelons

gue la condition de trame ajustée implique que

F'F = vld, pour un certain € 0, 4-o0]. (6.68)

L'image originale est alors décomposée sous la fopme 7, + F''7,. On saita priori
quey € C; N Cy, ou

C, = [0, 255" (6.69)
modélise la contrainte sur la dynamique des pixels de I'enat
Cy = {y e RY ‘ U= (Mk)1<k<n, Z | ? < 5}, (6.70)

kel
pour un certai € |0, +oo[, modélise la contrainte d’énergie sur certaines bandegbas
fréquenced C {1,..., N} delatransformée de Fourier discréte 2-D de I'image origina
notéey. De plus, pour limiter la variation totale de la composarétergétrique, le potentiel
x — Y(Hzx, V) est utilisé, avec

N
Vi () 1<eens (Grzeen) = X > VI + G2, (6.71)

ouy € |0, +oo[ et oUH € RV*VN etV € RV*Y sont respectivement des représentations
matricielles des opérateurs de dérivations discretegdmtale et verticale. De plus, pour
favoriser la parcimonie dans la trame de la composante tieréedte I'image, le potentiel

K
I (me)i<h<r — Y el (6.72)
s
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est introduit, oU{7, }1<x<x C |0, +oo[. Finalement, comme terme d’attache aux don-
nées bien adapté au bruit de Poisson, nous utilisons lagdinee de Kullback-Leibler
généralisée avec un paramétre d’échelle |0, +oo[. En définissant = ({x)i1<k<n,
cela conduit a la fonction

N
9t Gy — > o), (6.73)
h=1

ou, pour toutt € {1,..., K},

¢r: R — ]—00, +0]
—(pIn(&) + &, si §>0ete>0;
§—Q ak, Si (,=0et&>0; (6.74)
+00, sinon

Une fois tous ces éléments regroupés, le probléme vanadi@onsidéré devient

minimiser (Hzy, V) + h(zs) + g(Azy + AF " zy). (6.75)
:BléRN, ZBQGRK
21+ F T z0eC
21+ F T x0eCs

Ce probleme est un cas particulier &2 avecm = 2, p = 4, et

i (x1,22) = Y(Hay, Vay) + h(z,),

fg: (l’l, IIZ'Q) — g(A,ZL'l + A{:TZEQ), (676)
f3: (z1,m2) — 1oy (11 + F ' xg),

fa: (z1,29) = 10, (21 + FTay)

Cependant, puisque les opérateurs proxim@unex ;, )1<i<4 N€ sont pas facilement im-
plantables, nous ne pouvons directement appliquer lesdhast.7, 6.10 ou6.13 Pour
contourner ce probléme, une stratégie consiste a é6rirg) dans une formulation équiv-
alente faisant intervenir des variables supplémentaires.

Une premiére formulation équivalente@75 est

minimiser (x5, zg) + h(xs) + g(x4), (6.77)

X1,L2,T3,T4,L5,L6
r3=z1+F 9
r3€C1NCy
r4=Ax3
rs=Hxy, xg=Vx1

ou nous avons introduit les variables auxilliaites, x4, z5, z¢) € RY @ RY @ RY ¢ RY,
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Le probléme §.77) est un cas particulier dé@2) avecm = 6, p = 3, et

fi:(x1, ..., 26) — h(z2) + 1o, (x3) + g(x4) + Y (5, T6),
for(x1,...,26) — Loy (23),
fa: (z1,...,26) — tyoy(z1 + Floy—x3) + Loy (Azs — x4)+

tioy(Hxy — x5) + tyoy (Vo — ).

(6.78)

Dans cette formulation, le rdle dg est d’imposer les contraintes+ F ' zo = 3, Az =

x4, Hry = x5 €tVz; = z4. Comme nous l'avons vu précédemmqnt;o%1 = P, et
prox,, = Pc,. De plus, les opérateurs proximaux deh, et g peuvent étre respec-
tivement obtenus a partir de I'exemplel (chapitred), de I'exemple3.3 (chapitre3) et
'exemple4.2 (chapitred). Puisquef; est séparable, il en résulte que son opérateur prox-
imal est directement déduit de celui de chacune de ses camigss Posons maintenant

Id FT —1d [0] [0 [0]
o [0 A -Id [o] [0]
Hoo [o] [0] —Id [0]
Vo[o] [o] [o] [o] -Id

L, = (6.79)

Il résulte de 6.78 et (6.79 que f; = tier 1., OUker Ly = {@ € H | Lz = 0}. Puis, en
se basant sur le fait queox, = Pr: 1, et en utilisantDeutsch, 2001Chapter 8],

r L
prox;, = Peerr, =1d ~L] (L L)) ' Ly. (6.80)

Sous I'hypothése que les matricas H et IV sont circulantes avec des blocs circulants,
elles sont diagonalisables par transformée de Fourierades@-D. Par conséquent, en
combinant .80, (6.79 et (6.68 nous en deduisons qpeox,, se calcule explicitement.
De plus, on déduit de6(78), (6.72), (6.69, (6.73, (6.71), (6.70 et (6.79 que

ridom fi = RN x RE x int C} x ]0,400[" x RY x RY
ridom fo =RY xR xint 0y x RY x RY x RV (6.81)
ridom f3 = ker L.

Les conditions de qualificatio (43 sont réduites a

{3(:51, ..., Tg) € ker L, tel que

. . N (6.82)
x3 € int Cy Nint Cy etxy € 0, 00|

Y

ce qui est équivalent &

(1, .., 26) € RV x RE x RN x RY x RY x RY
telque 1 + F'xy = 23 € int ) Nint Oy, (6.83)
Arg = x4 € ]0,+oo[N,Hx1 =15, etV = xg.
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Cette condition est satisfaite si
A(int (C, N Cy)) N0, +00[ # 2. (6.84)

Finalement, soiy € A(int (Cy N Cy)) N 0, +o00[". Il existe alorsu € int (C; N Cy)
tel quedu = y € ]0,+oo[N. Donc, pour toutr; € RX si nous choisissons; = u,
vy =y = Axs, 11 = 23 — F 29, 15 = Hx, €tV = x4, Nnous obtenons qué.83
est vérifiée. Puisqués(69 et (6.70 conduisent ant (C; N Cy) # &, nous déduisons de
(6.66) que 6.84) (et du coup §.43) est satisfaite. Par conséquedt,7(7) peut étre résolu
avec PPXA (se référer au théorémé3et a la remarqué.14).

La seconde formulation équivalente au problet&%) est

minimiser (x5, x6) + h(z2) + g(z4), (6.85)

L1,22,2L3,L4,L5,L6,L7
.’L'3=.’L'1+FT:B2
r4=Ax3
rs=Hx1, xte=Vx1
T7T=x3
23€C, z7€Cy
ouz; € RY désigne une variable auxiliaire additionnelle. Le pro®gf85 est un cas

particulier de 6.2) avecm = 7, p = 2 et

fi: (@1, 27) = h(xa) + oy (23) + g(ag) + (x5, 26) + Lo, (27)
for (z1, ..o @) = oy (o1 + Fla, - 3) + Loy (Azs — 24)
g0y (Hay — x5) + toy (Voy — x6) + tyoy (3 — 7).
(6.86)
Comme précedemment observé, les opérateurs proximaux/de, .c, etic, possedent
une forme explicite et il en est donc de méme pawix ;. . De plus, si nous choisissons

[1d FT —1d [0] [0] [0] [0] ]
o o] A —Id f[o] [0] 0]
Ly=|H [o] [o] [o] —Id [o] [0] |, (6.87)
Vo [o] [of [0} [0] —Id 0]
(0] [0} Id o] [0} [0] —Id

il peut étre déduit de6(86) que I'opérateur proximal dé¢, = «., 1, peut étre calculé de
facon similaire a celui de,, r,. Nous déduisons d&86), (6.72), (6.69, (6.73, (6.72),
(6.70 et (6.87) que

{ridomfl = RN X RK X int Cl X ]O, +OO[N X RN X RN X int CQ (6 88)

ridom fy = ker L.
Ainsi, en employant des arguments similaires a ceux prappolsis-haut, .40 se réduit

a (6.84), qui est alors satisfaite. Cela implique que le crité&8% peut étre résolu avec
I'algorithme de Douglas-Rachford (se référer au théorérhiet a la remarqué.11(ii)).
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6.5.3-b) Résultats expérimentaux

La figure6.6 montre les résultats de la décomposition en composantesagique et
de texture pour une image de microscopie électronique e a2 x 512 (N = 5122)
dégradée par un flou gaussien de tdite5 et du bruit de Poisson ayant comme parametre
d’échellea = 0.6. Le parameétrey de 6.71) et les parametregy, )<<k de 6.72 sont
choisis de maniére a maximiser le SNR. La matritest une version en trames ajustées
de latransformée en arbre dual proposée dahalixet al., 2004 reposant sur des symm-
lets de longueur 6 sur 3 niveaux de décomposition=(2 and X = 2N). Les mémes
matrices de gradient discrétigé et IV que celles utilisées dan€ljambolle, 200§sont
considérées. Pour cette application, nous comparons PPR&gorithme de Douglas-
Rachford en terme de convergence. Les paramétres chorgisesosuivants A, = 1,
~v = 100, et les poids pour PPXA sont, = w, = w3 = 1/3. Dans ce contexte, la forme
prise par PPXA est la suivante.

Initialisation
v =100
(Y1105 - > Y6.1.0) = (2, F 2,2, 2,2, 2)
(Y1205 - > Y6.20) = (2, F 2,2, 2,2, 2)
(Y1305 - -»Y6.30) = (2, F 2,2, 2,2, 2)

Pour: =1,...,6
i L Ti0 = (Yi1,0 + Yi20 + ¥i30)/3
Pourn =0,1,...
(U1,1,n,U2,1,n7U3,1,n,U4,1,n) = (yl,l,mprOXS-yh(yZl,n); Pe, (y3,1,n)7 prOXS-yg<y4,1,n))
(u5,1,n7 Uﬁ,l,n) = prOng(yE),Lm yﬁ,l,n)
(U1,2,n, U292 n, U3,2n, W42 n, U552 n, U6,2,n)
= (y1,2,n, Y2,2.n, P02 (y3,2,n), Ya,2,n, Y5,2,n, y6,2,n)

(u1,3,n7 cee 7“6,3,n) = Pkor L, (y1,3,n7 cee 7y6,3,n>
Pour: =1,...,6

3
Sin = (1/3) Z Ui k.n
k=1

Yilntl = Yiln T 28in — Tin — Uiin
Yiontl = Yian T 28in — Tin — Ui2n
Yizdm+1 = Yizn + 28in — Tin — Ui3n
Tin+1 = Tin + Sim — Lin

)
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et l'algorithme de Douglas-Rachford s’écrit :

Initialisation
v =100

| (210, 270) = (2, F T 2,2,2,2,2,2)

Pourn =0,1,...
(yl,nv Y2.n5 Y3 .n, y4,n) - (xl,na proth (xZ,n)a PC'1 (xS,n)v proxyg(lﬁ,n))
(yS,nv y(),n) = prox (x5,n7 x()‘,n)
v
Y = Poy(T7,0)

(ul,n7 C 7u7,n) - PkerL2 (2(?/1,717 C 7?/7,71) - (xl,nv CE 7x7,n))

Pour: =1,...,7
|_ LTin+1 = Tin + Uin — Yin

Dans la figure6.7, la valeur de||y,, — y..|l/|lvo — Yo || pour la suite(y, ),en =
((rns -+ Y7n)), o 9€NErée par le théorerbelOet ||, — x|l /[| 20 — % || pour la suite
(@)nen = ((T10, - - ,xﬁ,n))neN générée par le théorémsel3 (ol y_ etz correspon-
dent aux solutions respectives) sont tracées en fonctidardps de calcul en secondes.
Dans nos simulations, 1000 itérations sont utilisées podyre une solution.

Dans le tablea.1, nous comparons les images restaurées par la méthode @eopos
dans ce chapitre (permettant d’extraire les composantésxtiere et géométrique mais
également d’obtenir une image restaurée) et par la méthapegée dans le chapitde
basée sur la régularisation hybride. Nous avons fixé 'ebtenes parametres de régu-
larisation de fagcon a maximiser les SNR des images restwaurés tests sont effectuées
sur deux image§ présentées sur la figuée8, qui ont été dégradées par un opérateur de
convolution (flou uniforme de taill® = 3 x 3 ou@ = 5 x 5) et un bruit de Poisson de
facteur d’échellex = 0.5 oua = 0.1.

1. source : http ://remf.dartmouth.edu/
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Image dégradée
SNR =14.2 dB - SSIM = 0.74.

Image restaurée;
SNR =17.7 dB — SSIM = 0.86.

FIGURE 6.6 — Résultats de décomposition et de restauration.
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FIGURE 6.7 — Profils de convergence de l'algorithme Douglas-Radnhfiigne continue)

et du PPXA (line discontinue) en fonction du temps de caloudecondes.

FIGURE 6.8 —

Images « Culicoidae » et « Sunflower » .
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a=20.5 a=0.1
Q=3x3]Q=5x5]Q=3x3|Q=5x5
Culicoidae| PPXA Hybride 21.9 18.9 18.4 16.5
PPXA Text+Geom 21.6 18.8 18.1 16.4
Sunflower| PPXA Hybride 15.6 13.4 13.5 12.0
PPXA Text+Geom 15.0 13.2 13.3 12.0

TABLE 6.1 — Comparaison en terme de SNR (en dB) des images resqarda méthode
proposée dans le chapi#fenommeée ici « PPXA Hybride », et la méthode présentée dans
ce chapitre, nommée « PPXA Text+Geom ».

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le formalisme proximal a été appliquéaitetnent d’images mul-
ticomposantes. Des formes explicites de nouveaux opésgbeoximaux dans un espace
produit ont été proposées. Nous avons illustré I'intérét m@deles multicomposantes
par le biais de trois applications différentes : la stérépsx I'imagerie multispectrale et
la décomposition d’images en composantes géométrique teixtlee. Un autre champ
d’application pour lequel ces techniques pourraient giparutiles est le traitement des
images couleurs. Le formalisme proximal ainsi établi pegdlément étre utilisé pour
obtenir des algorithmes applicables a des problemes denrant du signal et des im-
ages complexes en notant qu’un signal complexe est un sageain = 2 composantes
réelles, qui sont respectivement ses parties réelle etinaiag.



CHAPITRE /

Algorithmes proximaux pour la
reconstruction de données dynamiques
en TEP

7.1 Introductionala TEP

7.1.1 Traceur radioactif

La Tomographie par Emission de Positrons (TEP) est une médéimagerie médi-
cale de médecine nucléaire. Il s’agit d’'une imagerie paiséion, contrairement a I'im-
agerie radiologique qui est une imagerie par transmissiardifférence fondamentale
entre ces deux modalités provient du sens du rayonnemens Bacas de la TEP, le
rayonnement provient du patient, apres l'injection d’ueceur radioactif, alors que la
seconde modalité crée un faisceau externe qui traverséidmpa

La TEP permet de mesurer I'activité métabolique d’un orgzarde biais d’un traceur
radioactif émetteur de positrons. Ce produit est I'asgimriad’'une molécule vectrice et
d’'un marqueur radioactif. La molécule vectrice se fixe sutaiees structures de I'organe
cible et le marqueur permet de localiser la position de laéeude dans I'organisme. Un
exemple de traceur est le Fluorodesoxyglucose marqué au F8i(['**F]-FDG). Il se
caractérise par un marquéedF incorporé dans un analogue du glucose. Ce traceur se fixe
sur les tissus ayant un métabolisme de glucose élevé, coemtissus cancéreux. Dans
la molécule, un atome est remplacé par son isotope radigacten se désintégrahpar
voie 31, émet un positron. Un positron est I'anti-particule aséedéi I'électron, tous deux
possedent donc la méme masse mais des charges électrigquuseep (positive pour le
positron et négative pour I'électron). Dans la matiéreplesitrons vont perdre leur éner-
gie cinétique et, au repos, chacun des positrons va s’danéviec un électron. La masse
de ces deux particules est convertie en énergie sous for@@ldetons gamma.

1. Transformation d’un proton en neutron permettant a la&&owé de passer d’'un niveau instable a un
niveau stable.
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7.1.2 Deétection des coicidences

Les deux photons issus de I'annihilation d’'un positron awvacélectron sont émis
a 180° I'un de l'autre. Voyageant a la vitesse de la lumiéieeyont étre détectés par
une couronne de détecteurs, située autour du patientygreggultanément quelques
nanosecondes). Le parcours des photons est illustré sgula.1(a) pour trois annihi-
lations distinctes. On considére que deux photons proeieingiune méme annihilation
s’ils sont détectés pendant un intervalle de temps de Boddr quelques nanosecondes,
appelé fenétre de coincidences. Les deux détecteurs formdanbe de réponse (TOR)
illustré figure7.1(b) qui permet une localisation de la zone d’annihilationglque part a
I'intérieur du tube). A ce stade, on peut remarquer que pour pne injection de.108
Bq (i.e. désintégrations par seconde), des centaines de milliadiesintégrations se
produisent dans tout I'organisme mais seulement quelgrsines de millions sont dé-
tectées. En patrticulier, des photons émis dans la direopposée du plan de coupe de la
figure7.1(a) ne seront pas détectés.

() (b)

FIGURE 7.1 — (a) Principe de détection des coincidences et (b) talbémbnse.

En réalité, des dixaines d’anneaux (couronnes de détstsamt empilées. On parle
de TEP 3D lorsque I'on ne peut pas décomposer le probleme eoamensemble de
probléemes 2D. Dans la suite nous décrivons le fonctionnédeta TEP dans le cas 2D.
Deux formats d’enregistrement des détections existeriorieat sinogramme ou le mode
évenementiel. Le sinogramme est un histogramme reprédédataombre de détections
pour chaque tube de réponse (angle azimgtalposition radialer,). Le mode évene-
mentiel enregistre individuellement chaque détection@naidence, a savoir I'adresse
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des deux détecteurs et la datation des deux détections. d@aclsapitre, notre intérét
portera sur le mode sinogramme.

Lorsque les photons traversent la matiere, des perturtsitiverviennentValk et al,,
2004. Il s'agit de phénoménes distincts :

¢ |'atténuation apparait lorsque les photons traversentliene et perdent de I'éner-
gie. Les photons peuvent étre absorbés et ne jamais soltrganisme.

e Les coincidences diffusées, illustrées figdrg(a), apparaissent lorsque le passage
par la matiere modifie le parcours des photons. Leurs trajétant plus rectiligne,
un biais peut étre introduit et le lieu de I'annihilation ree Stue plus le long du
TOR.

e Les coincidences multiples se produisent dans le cas desfmumplus de deux
photons sont détectés dans une fenétre de coincidences.

e Les coincidences fortuites, illustrées figut@(b), se produisent lorsque les pho-
tons sont détectés dans la méme fenétre de coincidencepnmaennent de deux
annihilations différentes.

() (b)

FIGURE 7.2 — (a) Coincidences diffusées et (b) coincidences fedui

Les doses d’activité injectées sont trés faibles, ce quiaghuit par un faible nombre
d’évéenements détectés et donc des données trés bruitées.aNons voir que le bruit
présent est un bruit de Poisson. Le rapport signal sur bstiil@enc proportionnel a la
racine carrée du nombre d’événements détectes.
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7.1.3 Modéele de dégradation spatio-temporel

Sous I'hypothése que le nombre d’évenements suit une lobidséh et que le proces-
sus de détection est poissonien, nous pouvons considénerdele direct de dégradation
Suivant :

(Vte{1,...,T}) 2z = D(Ay, + fi + dy), (7.2)

ou 'effet du bruit de Poisson est représenté pary, = (7;;)i1<i<y représente une
paramétrisation finie, composée dé éléments nommeés « voxels », de la distribution
spatiale de la concentration radioactive pour une tram@ateefiet (une partie de cette
paramétrisation est illustrée par la figute). Dans la suite nous nous référerons a cette
distribution en parlant d’activité spatiale dans les tssston unité de mesure est Bg/cc.
La paramétrisation finie, = (z;:)1<j<)» modélise les données TEP dynamiques et cor-
respond au nombre de coincidences détectées par chaqudetubponse durant une
trame-temporellé. Notons que dans notre mode{e,).c,....ry désigne un ensemble de
sinogrammes, chacun composé deéléments, nommeés « bins »/( = nb. d’angles
azimutauxnb. de positions radiales en 2D et = nb. d’angles azimutauxnb. de po-
sitions radiales (nb. d’anneaux) en 3D). Leffet des coincidences diffusées et fortuites
est modélisé par des termes additifs notés, respectivea@nt 1. et (fi)icq,...y-
Notons que ces effets seront uniquement pris en compte Iotedement de données
réelles. La matricel = (A;,;)1<j<m1<i<n désigne la matrice systeme; elle correspond
a l'implantation numeérique de I'opération de projectiomaQue élément; ; représente
la probabilité qu’'une coincidence produite au niveau duevosoit détectée par le tube
de réponsg. Un exemple de calcul de la matrigeest illustré par la figur&.3. D’autres
calculs envisageables sont, par exemple, basés sur ladigmersection ou une mesure
d’angle solide Yalk et al, 2004. Dans le cas de données réelles, la matridaclut les
facteurs d’atténuation des photons dans la matiére.

Dans ce contexte, notre objectif est de trouver une par&attn finie(y; )i,
au plus proche de la paramétrisation origin@lg:ci,... 7}, en utilisant 'information con-
tenue dans I'ensemble des sinogrammes temporgls ... 13-

Parmi les enjeux liés a la reconstruction dynamique TEP,eart piter I'extraction
de parametres physiologiques. Pour cela il est nécessaicerthaitre le modele com-
partimental faisant le lien entre la mesure dans les ti§g0g (1, ) et les parametres
physiologiques. Nous présentons dans la suite le modédgexidans le cas d’'un examen
['*F]-FDG en imagerie cérébrale.

7.1.4 Principe compartimental dans le cas du'fF]-FDG

L'imagerie TEP du métabolisme du glucose est largemensétlen oncologie et
en neurologie. En oncologie, I'un des objectifs est de Isealles cellules cancereuses
et ainsi de procéder au suivi de patients sous traitememti@giques. En neurologie, la
mesure de métabolisme de glucose permet de mettre en éeidaraéficit fonctionnel
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Tube de réponsg

Pixel

L4

Aj,; : Surface d'intersection

FIGURE 7.3 — lllustration d’un calcul possible des valeuts; de la matrice systéme en
2D. La grille arriere correspond a une partie de la parasaitan finie de I'activité.

du cerveau. Dans I'exameHF]-FDG, le fluorodeoxyglucose (FDG) est substitué au glu-
cose. Nous verrons plus bas, que cet analogue du glucosetpdrfaciliter I'extraction

de cartes paramétriques de la mesure du métabolisme. Dedanieux appréhender la
signification de cette mesure, la circulation du FDG dansitegau est décrite par le mod-
ele tri-compartimental développé par Sokoloff, illustgiifie7.4. Les trois compartiments
sont:

— le compartiment plasmatique artériel qui modélise le F@sde plasma des capil-
laires du cerveau. On désigne garl’évolution de la concentration de traceur dans
le sang artériel (plasma).

— le compartiment tissulaire précurseur qui correspondtatidu FDG libre dans les
tissus. La concentration du traceur dans ce compartimenbeseC,.

— le compartiment tissulaire qui représente I'état du FD@sdas tissus apres phos-
phorylation par hexokynase (il est noté FDG-6-P). La cotregion radiocative
dans ce compartiment est notég

Il faut remarquer qu’au niveau du voxel, on ne distingue@ade C; mais on observe la
somme de ces deux concentrations.

Le FDG est transporté entre le plasma et les tissus en se fxardes enzymes
(GLUT). Une zone de délimitation plasma-tissu, appeléeidra hémato-encéphalique
(BBB : Blood Brain Barrier), permet d’éviter de laisser pasies impuretés dans le tissu
cérébral. Le taux de transfert de molécules de FDG a traa®BB est noté«;. Son unité
de mesure correspond a une concentration de molécules dér&isEerée par minuté,
est le taux de transfert a travers la BBB dans le sens invésse Cérebral vers plasma).
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PLASMA BBB TISSU CEREBRAL
Compartiment %1 . | Compartiment__ %3 _ .
. . . Compartiment
plasmatique tissulaire . .
L - , -~ tissulaire
artériel précurseur
ko k4

FIGURE 7.4 — Modéle tri-compartimental de Sokoloff

ks correspond a la phosphorylation de FDG par hexokynaseermet de prendre en
compte la déphosphorylation. Si 'examen n’exéde pas lehgost-injection, la déphos-
phorylation n’est pas observéeucignaniet al, 1993. Cette hypothese d’irréversibilité
se traduit pak, = 0. Il faut noter que contrairement au FDG, le glucose se métzbib
n'y a donc ni accumulation du FDG-6-P dans les tissus ni dgpiharylation. Le modéle
compartimental dans le cas du glucose est donc beaucoupgrhydexe.

La formulation mathématique du modéle compartimental se Isar des équations
différentielles qui font le lien entre les concentratiorectivité dans les différents com-
partiments et les paramétres physiologiques. Pour chammpartiment du tissu cérébral,
le flux net peut étre défini comme la somme de toutes les entnéess la somme de
toutes le sorties. On peut alors écrire :

9 = K1Cy — ksCy — kaCy + kaCs, (7.2)
% = k‘gCl - k402' |
En utilisant 'hypothése d'irréversibilité:{ = 0), 'équation {.2) s'écrit
% — cha — ]{3301 - k2CI7 (73)
d_t2 = /{5301.

L'activité dans les tissus correspond a la somme de la coratem dans le comparti-
ment tissulaire précursedr; et de la concentration dans le compartiment tissulaire
La connaissance de I'activité dans les tissus passe dorla pésolution des équations
différentielles 7.3). L'activité peut alors s’exprimer comme suit (cRiftrich et al., 2008
chapitre 5]) :

Kk
(k2 + k3)?

Kiks
ko + k3

VS0 O@t)=Cut)® ( (1 — exp(—(ka + ks)t) + t). (7.4)
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ou ® désigne I'opérateur de convolution.

L'approche PATLAK [Gjedde, 1982Patlaket al., 1983 est une procédure de linéari-
sation qui permet de décrire le comportement du modéle FDxadjle FDG libre dans
les tissus a atteint un état pour lequel le ratio des coramtisC'/C,, devient linéaire.
La principale hypothese consiste a supposer que la coatient€”’, devient constante.
L'équation (7.4) s’écrit alors :

Klk’g Klk‘g
Vit >0 Ct:Ca<71—ex — (kg + k3)t) + t).
() (]{f2—|—k‘3)2( p( ( 2 3)) ]{52—|—k‘3
Cette hypothese est en réalité approximativement vériiédes variations d€’, sont
trés faibles devant la constante de terhpg:, + k3). D’autre part, on remarque qu’aprés
un certain temps* d’examen, le terme exponentiel devient négligeable ettle emtre
I'activité dans les tissus et I'activité dans le sang aglé&suit une relation linéaire :

C(t) K1k Kiks
Vit > t* = + t. 7.5
- C, (ko + k3)? ko + k3 (7.5)
Une simple analyse graphiqgue nous permet alors de confejiegameétre
o Kik3
ko + ks

En pratique,C(t) correspond a la paramétrisation finie de l'activité recaits 3, et
C, est connue car des prélevements de la concentration dertrdaes le sang artériel
sont effectués tout au long de I'examen. Le métabolisme uleoge dans une région du
cerveau, noteCMRglu, correspond a:

Cp
rCMRglu = ﬁK , (7.6)
ou C, désigne la concentration de glucose dans le plasma. Landg€y), X' donnerait le
taux de phosphorylation du glucose si le glucose et le FD@ levaéme comportement.
Pour prendre en compte cette différence, la constante Lih{geéd constant ») intervient
dans I'équation.6).

L'intérét du médecin portera sur les valeurs de ces coretaRar exemple, comme le
rCMRglu dépend linéairement d&;, une valeur de rCMRglu faible traduira un mauvais
transfert des molécules a travers la BBB. L'enjeu de notrdettonsiste a se rapprocher
au plus de I'activité mesurée dans les tissus a un insfamtir ensuite obtenir une valeur
derCMRglu la plus précise possible tant au niveau de la valeur que pofindsse de
la résolution. Etant donné le niveau de bruit important aani du voxel en TEP dy-
namique, on calcule généralement la valeur@slRglu en la moyennant sur un organe.
Notre objectif consiste alors a améliorer le rapport siguoalbruit & I’échelle du voxel de
facon a déterminer le parametre d’intérét au niveau du veixebm de I'organe. C'est ce
qgu’on appelle 'imagerie paramétrique.
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7.2 Méthodes de reconstruction en TEP

L'extraction de parameétres physiologiques a I'échelle dxel est un challenge qui
passe par I'élaboration d’'une méthode de reconstructimaeé.

En routines cliniques, les méthodes actuelles de recanistinude données spatio-
temporelles TEP consistent a mettre en ceuvre une recottranalytique ou itérative
pour chaque trame temporelle. Les méthodes usuelles sa@ttdarojection filtrée (« Fil-
tered Back Projection » : FBP) et I'algorithme EM-ML. La irojection filtrée est une
technique de reconstruction analytique qui consiste &tefe 'opération inverse de la
projection qui se traduit par une étape de filtrage par ure fitimpe puis une rétropro-
jection du sinogramme filtré. De facon a limiter 'amplificat du bruit lors du filtrage
par le filtre rampe, on effectue généralement une étape éwngpitaire de filtrage passe-
bas. Le principe de l'algorithme EM-ML est complétemenfétint ; il permet de min-
imiser I'antilog-vraisemblance poissonienne par une aegpe itérative. Rappelons que
nous avons présenté cet algorithme dans la se@idrl du chapitre2. Cette métho-
de a initialement été proposée en TEP indpp, Vardi, 1982l ange, Carson, 1944
Des versions accélérées de cet algorithme ont ensuite ggémes. La plus connue est
OSEM (« Ordered Subsets EM ») proposée paudson, Larkin, 199¥qui consiste a
appliquer l'algorithme EM a des sous-ensembles de projestordonnés d’'une fagon
particuliere. Cependant, aucune preuve de convergencet @dgorithme n’existe. Dans
[Fessler, Hero, 1994les auteurs ont proposé la méthode SAGE (« Space-aliegr@én-
ralized EM ») qui consiste a mettre a jour séquentiellemestsbus-ensembles de pixels
de l'image reconstruite. Une autre approche a été propcsés @rowne, De Pierro,
1994 ou les auteurs se sont intéressés a une version modifiée BM @8ssédant des
propriétés de convergence vers la solution du maximum deaidemblance poissoni-
enne. Lorsque les sous ensembles considérés sont rédasssindletons, I'algorithme
résultant est connu sous le nom de RAMLBr$wne, De Pierro, 1996

Les approches EM-ML donnent des résultats sensiblemeiienrsique la rétropro-
jection filtrée en terme de qualité de reconstruction. Cdaenla suite générée par l'al-
gorithme EM-ML converge vers une image de mauvaise quaitparagraph@.4.1du
chapitre2). En effet, I'algorithme EM-ML va sélectionner I'image @tstruite qui s'a-
juste au mieux aux observations mais dont les propriétégpeétre différentes de celles
de I'image originale. Rappelons que la reconstruction adesédes dynamiques TEP est
un probléme mal-posé et une petite perturbation des domeégsnduire de trés grandes
variations dans I'image reconstruite. Pour résoudre lblproe de I'instabilité des solu-
tions, différentes méthodes ont été proposées :

— l'approche EM-ML avec un critere d’arrétg¢klerov, Llacer, 198]¢

— la méthode des moindres carrés pénalisée ou le critergéargtsest quadratique, ce

qui revient a supposer implicitement que le bruit présengagssien et qui permet
ainsi d’utiliser des méthodes classiques d’optimisatieeskler, 1994
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— la reconstruction SIEVES qui restreint I'espace des smigtadmissibles en intro-
duisant des contraintes assurant que les images recoestsoient lisses. En pra-
tique cette méthode revient a lisser I'image reconstruareyme approche EM-ML
[Snyder, Miller, 1985

— les approches MAP qui permettent I'introduction d’'undriisition a priori mode-
lisant une connaissance sur le type d’images acceptahidespnet al., 1979.

L'introduction d’'une pénalisation dans le critére a largeipermis d’améliorer la

qualité de reconstructionebert, Leahy, 1989Parmi ces approches MAP, on peut citer
les travaux de Sauer et Bouma&auer, Bouman, 199Bouman, Sauer, 199basés, pour
I'un, sur I'approche de Gauss-Seidel (initialement utéigpour résoudre les EDP) et qui
consiste a mettre a jour chaque pixel de fagon a minimisefanation de codt globale, et
pour l'autre, sur I'algorithme ICD (« Iterative Coordinddescent »). Ces deux approches
permettent de gérer respectivement un terme d’attacheanéés quadratique (incluant
une matrice de pondération des projections plus ou moingbg) ou une divergence de
Kullback-Leibler. La régularisation se base sur des chasedglarkov (MRF : « Markov
Random Fields ») qui modélisent les interactions spatiése les voxels voisins. Tou-
jours par le biais d’'une régularisation par MRF, le travailrksslerfessler, 199s’in-
téresse a un terme de fidélité hybride qui utilise I'antilwgisemblance poissonienne
pour les éléments du sinogramme de faible intensité et dg®@mations quadratiques
ou cubiques pour les observations ayant une intensitéeléaerésolution de ce critére
utilise I'algorithme ICD Bouman, Sauer, 199ét le terme hybride permet de réduire le
temps de calcul sans augmenter le biais.

Plus récemment, des études ont portées sur l'utilisatiomaldeles multirésolution.
Par exemple, des travaukyrkheimeret al., 1999 Alpert et al, 2006 se sont intéressés
au débruitage des images reconstruites en utilisant dedadtesd spatiales 2D ou 3D. Une
réduction de bruit allant jusqu’a un facteur de 2dB en tere&NR a pu étre observée
dans PAlpert et al, 2004. Dans Zhou et al, 2007, les auteurs considérent un terme
d’attache aux données quadratique et ils ont remplacé lalipation avec MRF par une
pénalisation favorisant la parcimonie des coefficientsxd&ettes (normé,;). L'image
reconstruite est obtenue par un algorithme EM-MAP. Les nséauteurs Zhou et al,
2009 ont adapté I'algorithme RAMLA pour résoudre le probléemestimation MAP
sous la contrainte que le terme de régularisation soitréiffiiable (algorithme BSREM
[De Pierro, Yamagishi, 20Q)L Dans I'ensemble des approches mentionnées, la gestion d
fonctionnelles non différentiables est souvent synonyemdthodes colteuses en temps
de calcul.

Dans Bnyder, 1984Nicholset al,, 2002 Kamasaceet al, 2005 Readeret al,, 2006
Verhaegheet al, 2009 les auteurs montrent I'avantage de prendre en compte tas-ca
téristiques spatio-temporelles pour améliorer les rawutte reconstruction et I'estimation
des cartes paramétriques. Ces méthodes peuvent étreedieiséleux classes : les méth-
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odes qui estiment directement les cartes paramétriquetiddes observationgkfamasac
et al, 2003 et les méthodes qui reconstruisent au préalable, pouruehttgme tem-
porelle, I'activité mesurée dans les tissus puis qui estiri@ecarte paramétrique a partir
de I'activité spatio-temporelle reconstruite{yder, 1984Nicholset al, 2002 Verhaeghe
et al, 2008 Sureauet al, 2008 Readeret al, 2004. Notre travail s’'inscrit dans cette
deuxiéme catégorie.

Les algorithmes proximaux proposés dans une littératwenté d’optimisation con-
vexe [Daubechie®t al, 2004 Combettes, Pesquet, 20Q0Tzhauxet al, 2009 permet-
tent de résoudre numériquement une grande classe de pesbtBestimation de criteres
MAP. Ces algorithmes ont été, pour la plupart, décrits dasschapitres, 4 et 5. Les
principaux avantages de ces algorithmes sont :

— leur capacité a traiter efficacement une large classe d#epnes d’optimisation

convexe (criteres différentiables ou non-différentiahle

— leurs garanties de convergence des itérées vers la (laspa¢s) du probléme con-

sidére.
La premiere application de ces outils récents d’optimisatonvexe en TEP dynamique a
éte suggéreée par Verhaegitaal. [Verhaegheet al,, 2007 en considérant les itérations de
I'algorithme explicite-implicite (FB) Paubechiet al., 2004 pour minimiser un critere
composé d'un terme de fidélité quadratique et d’'une régation par des ondelettes
splines. Dans$ureatet al, 2009, les auteurs effectuent le débruitage des courbes d’'ac-
tivité temporelle (CAT) comme pré-traitement a la recamstion. L'étape de débruitage
est basée sur I'algorithme de Douglas-Rachford (DR) quneérrappelons-le, contraire-
ment au FB, de minimiser un critére incluant une fonctiortarié pas de gradient Lips-
chitz, telle qu’une divergence de Kullback-Leibler gétiéeéee.

Les algorithmes FB et DR ne sont pas directement applicgaeseffectuer simul-
tanément la tache de débruitage et de reconstruction eauatilin critere non-différentia-
ble, une régularisation basée sur des trames d’ondelettes,terme de fidélité aux don-
nées adapté au bruit de Poisson. Dans le chaitreus avons proposeé une classe d’algo-
rithmes imbriqués permettant de trouver la solution dededéres. Nous adapterons 'un
de ces algorithmes a notre probleme de reconstruction désiapatio-temporelles TEP.
Le fait que la divergence de Kullback-Leibler généraliséesnit pas de gradient Lip-
schitz requiert l'utilisation de I'extension quadratigpeoposée dans la secti@6.3-b)
du paragraph8 dans un exemple de déconvolution. Comme nous le démonsreiars
ce chapitre, le cadre théorique requis pour cette exterigiadratique peut facilement
étre étendu au cas de la reconstruction spatio-temporele Cette méthode nous laisse
également la possibilité d’ajouter une contrainte sur laatdyique de l'activité mesurée
dans les tissus pour une trame temporelle donnée. Des ¢esig mmenés sur un fantbme
simulant un examen dynamique TEPH]-FDG (2D+t). Nous verrons que cette méthode
permet d’améliorer la qualité de reconstruction mais dg’'pbsséde également deux in-
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convénients qui sont : un temps de calcul important di a lzlbdaterne et la présence
d’artefacts introduits par la régularisation ondelettes.

Pour contourner les problémes rencontrés en combinardsaeldes algorithmes im-
brigués et I'extension quadratique, nous proposons @atila méthode proposée dans
le chapitre4. Rappelons que cette méthode permet initialement de résolesd problé-
mes de déconvolution ou de super-résolution en présenceudenbn-nécessairement
additif gaussien. Dans ce chapitre, nous adaptons cetteodeau probleme de la recon-
struction dynamique TEP. L'algorithme utilisé est I'algbme proximal parallele (PPXA)
[Combettes, Pesquet, 2Q08lous verrons que cette approche est particulierement bie
adaptée a I'imagerie TEP dynamique grace a sa structurégbaret a la possibilité de
gérer une régularisation hybride telle que la combinaisanalpénalisation par trames
d’'ondelettes et une mesure de variation tot&edin et al, 1997. Cette méthode sera
dans un premier temps évaluée sur des données simuléedi@sisra appliquée sur des
données réelles.

7.3 Extension quadratique et algorithmes proximaux

Dans un cadre stochastique, nous considérons d’une pdragtivté spatio-temporelle
dans les tissug = (y;:)unen, (@v€CNr = {1,..., N} x {1,...,T}) est une réalisa-
tion d’'un vecteur aléatoire a valeurs réellés= ( Yit)it)eNs - Nous supposons que le
vecteur aléatoir&” posséde des composantes indépendantes qui ont une lotddité
notéeyy, , (i) et que ces fonctions sont log-concaves. D’autre part, napsasons que
l'activité projetée dans le domaine sinogramme, notée,

uz(ujt ZAﬂy”) e avec Mp=A{1,.... M} x{1,...,T}

et les observations = (z;.)(jnem, SONt respectivement des réalisations des vecteurs
aléatoiresV = (U;1)(jpemr €1 Z = (Zj4)(j,nem,- L€ vecteur aléatoire/ est supposé
avoir des composantes indépendantes discretes de pitdedniditionnellg.z, v, ,—u;, (2).)
qui correspond a la vraisemblance poissonienne. Par coestdactivité estimég par
'approche MAP s’exprime par :

T M N
/y\e ArgmaX HH’MZJ tlUj = ZL 1AJ7~y7~t Jt HHM Vit ylt (77)
y=(i.0)s.yeny ERNT 37 55 t=1 i=1

Nous précisons ci-dessous la définition de la vraisemblpossonienne pour des don-
nées spatio-temporelles,
(uj) ™

MZj,t|Uj,t:uj-,t(Zj’t) - 24! eXp ( - uj’t)'
J5t"
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La reformulation du critérerf(7) par passage a I'anti-logarithme, nous améne au probléme
d’optimisation convexe qui suit :

y € Argmin g(y) + f(y) (7.8)

yERNT

ou fetﬁ sont des fonctions convexes B&” dansR. La fonctiong désigne le terme de
fidélité aux données, il s’agit d’'une mesure assurant laiprib& de I'activité estimée par
rapport aux observations. Comme nous l'avions préciséldaestior2.2.2du chapitre?,
cette fonctionnelle correspond a la divergence de Kulldaakler généralisée. La princi-
pale difficulté réside dans le choix de la fonctipiui désigne le terme de régularisation.
Les chapitres précédents ont montré l'intérét de rége@adans le domaine des trames
d’ondelettes. Par conséquent, nous reformulons le prabbminimisation{.8) dans

le domaine des trames.

On désigne paF € RENT (tel que K > NT) la matrice associée a |'opérateur
d’analyse d’'une trame d’ondelettes spatio-temporellesdla suite, nous considérerons
des trames ajustées telle giié o F' = v 1d avecr €0, +oo[. On désigne par € RX
les coefficients associés a I'activiggcs RVT. Par conséquent I'activité originale mesurée
dans les tissug peut s’écrire :

ou, pour tout € {1,..., T}, F} € RV*K représente la restriction de I'opérateur de syn-
these de trame aux données reconstruites a I'inst&idtre modéle directq.1) devient :

(Vte{1,...,T}) 2z = D(AF/T + fi + dy), (7.9)

ouT représente le vecteur inconnu des coefficients de tramelelettes associés a I'ac-
tivité originale dans les tissus. Dans ce contexte, le grablde minimisation7(.8) peut
étre reformulé comme :

7 € Argmin g(z) + f(x) (7.10)

TzeRXK

ou l'activité reconstruite vauf = F*x. Le terme de fidélité aux données est la foncgon
telle que :

T
g:Z‘I/tOAOFt*

t=1

ou, pour toutu; = (uj)1<j<nm € RM,

M
Wi (ur) = Z%‘,t(“g‘,t) avec  yi(u;e) = —log iz, ju; =u;, (20).  (7.11)
=1
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Pour le terme de régularisatigndes études ont démontré I'avantage d’utiliser une norme
(1 [Verhaegheet al., 2007. Cependant, ce type de fonction est convexe mais nonestrict
ment convexe, il N’y a donc pas unicité de la solution. Dabkduxet al, 2007, les
auteurs ont proposé un terme de régularisation composéstenime d’'une normé, et
d’une norme/,, avecp > 1 de fagon a assurer la stricte convexité du terme de régadaris
tion. En choisissant ce type de régularisation, la foncfi@st de la forme :

K
(Vo = (micesr)  F@) =D xlzel + wilan]. (7.12)
k=1
avec, pour tout: € {1,..., K}, xx > 0, w, > 0 etp, > 1. Remarquons a ce stade que

les paramétres;., w etp, peuvent avoir des valeurs différentes pour chaque coefficie
Dans un souci de simplifier 'estimation de ces paramétress mous contenterons de
les optimiser pour chaque sous-bande. Nous ajoutons damgdes une contrainte sur
la dynamique des données. On n6tain ensemble convexe fermé B& tel queC* =
F*C = [0, Vaax) VT 0U V1ax dépend de la quantité de traceur injecté. Le probléfr(
se reformule alors plus généralement comme :

T = argmin g(x) + f(x). (7.13)

zeC

Le probleme .13 se rapproche du probléenm& 83 formulé dans le chapiti@lorsque
H = RX. Cependant la fonctiop n’est pas de gradient Lipschitz. Pour contourner ce
probléme, et ainsi pouvoir utiliser la classe des algoréghnmbriqués, nous proposons
d’adapter I'extension quadratique proposée dans la $e8t@x3du chapitre3 au prob-
leme de la reconstruction dynamique TEP.

7.3.1 Extension quadratique

Les fonctions(v; ) (j.nen» définies par I'équation7(11), vérifient I'hypothése3.41
présentée dans le chapi8glorsque I'ensemblé est défini par

[={(j,t) € Mz | zj; > 0},

pour une constanteé = 0 et, pour tout(j,t) € My, le paramétrey;, = 1. I désigne
'ensemble des bins non nuls. De plus, pour tgut) € My,

(V0 € 10, +00]) (Vo €]0,400]) 0 < ¢, (v) <0< v > v;,(0) = (2,/0)">.

Par conséquent, en se référant a I'inégaBtd présentée dans le chapi8eon en déduit
qu'’il est possible de construire une approximation infémedey; , qui est de gradient
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g-Lipschitz. Nous notons cette approximation; ; et elle se définit, pour touy, ¢) € I,
par

(Vo €R)  nsulv) = {gv2 @ et Guol0) 8 df) = v vdf)
Vi sinon,

(7.14)
ou la fonctione et les constante§ ; o(¢) et(;.1(¢) ont des définitions similaires a celles
formulées dans paragrapBes.3 (chapitre3). L'équation {7.14) signifie que pour toute
valeur supérieure au seuwil,; (), lafonctionyy ; ; est choisie égal a I'antilog-vraisemblance
poissonienne et pour les valeurs inférieures au seplil; prend une forme quadratique.
Pour tout(j,t) ¢ I, c'est a dire pour tout indicéj,t) € My tels quez;, = 0 (bin de
sinogramme pour une trame temporelle donnée ayant unervalbe),

v siv > —e(0)

, (7.15)
400  SsIinon.

(Vv € R) Vo ji(v) = {

Pour une valeur dédonnée, nous définissons une approximation inférieurefoad¢dion
g, notéegy, telle que

T
g = go: avec gg, =y, 0A0F.
t=1

Cette approximation est une fonction tig(R*) deux fois différentiable sur son do-
maine ayant un gradient de type{| A||6)-Lipschitz sur 'ouvert AF*)='(]0, +-0o[NT).
Le critere résultant est :

Ty = arg rgin go(z) + f(x). (7.16)

S

f correspond a la fonction définie par I'équatiahl(), il s’agit donc d’une fonction co-
ercive et strictement convexe sR. De plus, par définition del, deC* = F*C =
[0, Vinax VT et deWy, on en déduit quéAC*) Ndom ¥ C [0, Viuax V' # @ et I'ensemble
des hypothéses requises par la proposiBidi2 (chapitre3) sont rassemblées pour en dé-
duire qu'il existe une valeut €]0, +oo| telle que, pour touf € [, +oof, le minimiseur
7y de (7.16 est également le minimiseur du probleniel@.

L'équation (/.16 combinée aux hypothéses faites gyrest un cas particulier du
probleme3.33 (chapitre3). La classe des algorithmes imbriqués permet donc d’'y ap-
porter une solution numérique. Pour notre probléeme de stnaetion spatio-temporelle
en TEP, nous adaptons l'algorithme itératif imbriqué nonffB¢DR] présenté dans la
section3.5.2(chapitre3).
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7.3.2 Adaptation du FB[DR] pour la reconstruction TEP dynamique

L'algorithme FB[DR] est basé sur les itérations de l'algfomie implicite-explicite
(FB) [Combettes, Wajs, 2008t il requiert le calcul du gradient dg et la connaissance

de I'opérateur proximal d¢ + .. Rappelons que ce dernier ne posséde pas une forme

explicite carf et C' ne sont pas séparables dans le méme domaires{ séparable dans
le domaine image ef I'est dans le domaine des trames). Nous choisissons geuitifial-
gorithme de DR pour effectuer le calcul geox, ., . Ce calcul se traduit par une boucle
interne pour chaque itération de FB. Dans la sec8i&@du chapitre3, nous avions pro-
poseé trois algorithmes pour minimiser un critére compogéaiefonctions tel queq.16),

a savoir FB[DR], FB[Dyk] et DR[FB]. Notre choix pour FB[DR]explique par un calcul
de gradient colteux en TEP comparé a une application de ddation pour laquelle
ce calcul peut efficacement étre implanté dans le domaineoddadf. Nous préférons
donc éviter d’avoir a calculer le gradient dans la bouclerim, d’ou le choix des ap-
proches FB[.] plutét que DR[FB]. Ensuite, la préférence BEIR] sur FB[Dyk] est liée
a la propriété de convergence en 1 itération (se référer @mgrzaphe3.5.2du chapitreld)
uniquement vérifiée par I'algorithme considére.

Initialisation
O Soienty = 1.9/(v||A]]?0) et\ = 1.
0 SoitT = 1.5.
O Soitn =0etxy € C.

[térations
Calculery, = F*z,,.
Pour chaque trame temporetle {1,...,T}, calculerd,,, = A*V¥y ,(Ay:.,).
Soitp, = x,, — yFd,.
Soitv, g = 2prox. ;pn, — Pn-
Pourm =0,...,M, — 1

a) Calculervmm% = Pc<

b) Calculerv,, 41 = vy + T(Zproxyf(vaer% — Upm) — Umm%).
C) Sivym+1 = Vnm, alors aller ert].

0 Soitz,.; =z, + )\(vmm% - xn)

O Incrémenten et aller en].

I o I

Un,m + pn)

Algorithme 16: Algorithme FB[DR] appliqué a la reconstrioct TEP dynamique.
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L'algorithme de reconstruction résultant est présentd’algorithme 16. Les étapes
d’intérét sont :
— la descente de gradient qui est effectuée dans le domaatialsiklle s’effectue
trame temporelle par trame temporelle,
— la décomposition sur une trame spatio-temporelle qui peda tenir compte de
I'information temporelle de I'activité cérébrale.

A I'étape ], on choisit le « pas » et le parametre de relaxationassociés a I'algo-
rithme implicite-explicite. L'étapé] se résume au choix du parametre de relaxation de
I'algorithme de DR. L'algorithme FB génére une suité™ ), cy. Létaped est Iinitial-
isation de la suite générée par 'algorithme FB ; il s'agitrdvecteur de coefficients de
trame d’ondelettes appartenant a 'ensemble congéxeétapel] transforme le vecteur
de coefficients de trame d’ondelettes généré par I'algoktdans le domaine image. L'é-
tape suivante désigne le calcul du gradiengdérécisons que le gradient gieest défini,
pour toutz € RX, par

Vgo(z) = F(A” V‘I’e,t(AFt*x))lgth,

ou, pour tout élément, = (u;;)i1<j<nm € RY,

VW, (up) = (%,j,t(uj,t))lgng, (7.17)
1— Zj7t/u]'7t Si Zjt > 0 et’LLj,t > Uj’t(g)
wé,j7t(uj,t> = Guj,t -+ Cj,t,l(‘g) Si Zjt > 0 ete(9) < Ujr < 'Uj,t(e) (718)
1 Si Zjt = 0 eté(e) < Uj -

La descente de gradient s’effectue a I'étapé’étapel] nous permet de calculer 'opéra-
teur proximal de + f au pointp™ & l'aide de I'algorithme de DR. Linitialisation du
vecteur(vt™),. oy est présentée a I'étape Cette initialisation permet d’assurer la con-
vergence de l'algorithme de DR en une itération lorsquediapeur proximal de¢f au
pointp™ appartient &. Le calcul deP. se base sur la propositi@12(chapitre3), tel
que,

(Vz € RF) Po(z)=a+ %F(PC(F*x) — F*x) (7.19)

Pour le calcul derox,, ;, les formes explicites sont données par I'exenthlé8 et la
proposition3.39(chapitre3). Enfin, I'étapel] correspond a I'étape de relaxation de I'al-
gorithme FB.

Si M, est choisi suffisamment grand, d’aprés la proposBi@det le fait queri dom N
riC =1iC = (F*)7'(]0, Vaux[M") # @, la suite(z™),ey générée par I'algorithme
FB[DR] converge vers une solution du problen7el@. Si de plusf est suffisamment
grand, la suite converge vers le minimiseur du problém&3.
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7.3.3 Matériel et résultats expérimentaux sur données siniées

L'impact de notre méthode sur la reconstruction de donngeardiques TEP est illus-
tré sur deux coupes différentes du fantéhueal[Zubalet al., 1994 incluant deux artéeres
additionnelles. Les choix des coupe 1 et 2 s’expliquentaettgement par le fait que la
premiére coupe est centrée sur le cortex (zone verte surdiefigh en haut a gauche),
les noyaux gris centraux (zone jaune supérieure), le thadg@one jaune inférieure) et
la matiére blanche (zone bleue) ; alors que coupe 2 est eesuirdes artéres (zone rouge
sur la figure7.6en haut a gauche). La restauration de ce type de coupe pezmetgiirer
directement la fonction d’entrée sur I'image reconstru@teaque coup2D + ¢ est com-
posée d'images d& = 256 x 256 voxels (taille :1.1mmx1.1mm). L'activité générée
correspond a un exameflF]-FDG qui est simulé et divisé éhn = 16 trames temporelles
ayant une durée qui varie de 50 secondes pour les premianesgtemporelles a 5 min-
utes pour les derniéres. Des sinogrammes de taille 288 (radial) x 144 (orientations),
avec un échantillonnage radial 2€47 mm, ont été simulés par projection analytique du
fantdme en présence de bruit de Poisson. Les effets d'atiéniet de coincidences for-
tuites et diffusées n’ont pas été simulés. Le nombre d’éwemés dans la coupe 1 varie de
3 pour la premiére trame-temporell&4i7162 pour la derniére. La coupe 2 a un nombre
d’événements qui varie d&F a331348. Ce nombre de coicidences est un choix réaliste.

L'algorithme FB[DR] est lancé sur 2000 itérations de 50 sccime. La boucle interne
de DR s’arréte lorsquigr™ — z(*~V|| < 10~°. Nous avons choisi des ondelettes orthog-
onales avec des filtres de symmlets de longueur 6 sur 2 nigearésolution pour la dé-
composition spatiale et des ondelettes de DaubechiesHgtenralle [Cohenet al., 1993
pour la décomposition temporelle plutdét que des ondeletteBaubechies classiques.
Ce dernier choix est motivé par le faible nombre de tramegoteetles. Le parametre
est choisi égal a0~ et les parametreS;.)1<k<r, (Wr)1<r<ri €t (pr)i<r<x, aSSOCI€s au
terme de régularisatiofi, ont été déterminés pour chaque sous bande par une approche
de maximum de vraisemblance aygc= {3/2,4/3,2}. Limpact du paramétré sur le
taux de convergence de I'algorithme est présenté sur lafigyar

Nous comparons notre approche avec une approche EM-ML at@ed’arrét (stop-
pée a l'itération donnant la plus faible EQM, ici 10 itéraisqour les coupes 1 et 2). Nous
présentons également les résultats obtenus avec la mé&HedES. La largeur du filtre
est fixé de facon a minimiser 'TEQM. Le nombre d’itérationsslaette approche est 120
et 100 pour les coupes 1 et 2 respectivement. La largeur aotetrr maximum (FWHM :

« Full Width at Half Maximum ») du filtre gaussien estd@mmx4.7mm.

Les figures7.5 et 7.6 représentent les différents résultats de reconstructiom fes
4eme et 14eme trames-temporelles= 4 ett = 14) de chaque coupe. Les premiéres
trames temporelles étant beaucoup plus bruitées que ey, le choix des 4eme et



228 Algorithmes proximaux pour la reconstruction de donnés dynamiques en TEP

4000.0 -

14000.0 +
35000+

12000.0 -
3000.0 -

10000.0 -

15000
1000.0 -
500.0

0.0-

Activité originale pour : (i) la trame temporelle n°4 (i) teame temporelle n°14
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avec critére d’'arrét pour :

Activité reconstruite
par « SIEVES » pour :

Activité reconstruite
par FB[DR] pour : (i) la trame temporelle n°4 (i) la trame teonelle n°14

FIGURE 7.5 — Comparaison des activités reconstruites pour la cthugefonction de la
meéthode de reconstruction.
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Activité reconstruite
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Activité reconstruite
par FB[DR] pour : (i) la trame temporelle n°4 (i) la trame teonelle n°14

FIGURE 7.6 — Comparaison des activités reconstruites pour la cawgefonction de la
meéthode de reconstruction.
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FIGURE 7.7 — CAT extraites de la coupe 1 pour deux voxels voisinsivAétoriginale
(rouge), activité reconstruite avec EM-ML avec critérercéa (cyan), SIEVES (vert) et
FB[DR] (bleue).
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FIGURE 7.8 — CAT extraites de la coupe 2 pour deux voxels voisinsivAétoriginale
(rouge), activité reconstruite avec EM-ML avec criterercBa (cyan), SIEVES (vert) et
FB[DR] (bleue).
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14éme trames-temporelles permet d'illustrer les quadiédeconstruction pour différents
niveaux de bruit au sein d’'un méme examen. Comme nous pougaesnarquer, les
structures sont bien mieux reconstruites en utilisantpfaphe proposée. Le principal
avantage de prendre en compte I'aspect temporel peut &exrv@bpour les premieres
trames temporelles des coupes 1 et 2 lorsque le bruit eSvesteent important (colonnes
de gauche sur les figur@ss et 7.6). D’autre part, on peut remarquer sur la figité (en
bas a droite) que les zones froides sont mieux reconstruites

Les courbes d’'activités temporelles (CAT) sont présenséiedes figures.7 et 7.8
pour deux pixels voisins dans le cortex (zone verte sur ladigLlb représentant I'activité
originale) et dans les artéres (zone rouge sur la figudeeprésentant I'activité originale).
Le tableaur.1affiche les différences d’EQM entre les CAT reconstruitds&®CAT orig-
inales. Dans chaque configuration, notre approche estsgpécise.
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FIGURE 7.9 — Evolution def (z(™) + g4(z™)) au cours des itérations pofir= 10~ (en
rouge) et poufl = 107° (en bleu).

‘ H Fig. 7.7 (gauche) | Fig.7.7 (droite) | Fig.7.8(gauche)| Fig.7.8(droite)

EM-ML

21.9e+06

16.4e+06

14.9e+06

15.2e+06

SIEVES

4.09e+06

2.45e+06

7.68e+06

5.88e+06

FBDR

2.24e+06

2.20e+06

5.96e+06

3.67e+06

TABLE 7.1 — EQM associées aux CAT présentées sur les figuvast 7.8.
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7.3.4 Conclusion

Nous venons de présenter les résultats obtenus en utilisigorithme FB[DR] pour
reconstruire I'activité présente dans les tissus. Cettboaé est flexible et permet de con-
sidérer des criteres non-différentiables, qui peuvert iBtéressants lorsque des trames
d’ondelettes sont utilisées. Les résultats obtenus parsieglations en TERD + ¢
sont réellement encourageants. Cependant, cette appestlaetuellement limitée par
ses temps de calculs encore trés longs provenant desdtératiternes. Pour contourner
ce probleme, nous avons développé une seconde approcine, mgeessite pas de boucle
interne et qui est bien adaptée aux gros volumes de donnéfedt de sa facilité a étre
implantée en paralléle.

7.4 PPXA et regularisation hybride

L'approche précédente était limitée pour deux raisonscppaies : (i) un temps de
calcul colteux et (ii) des artefacts pouvant étre engemitéka régularisation sur les co-
efficients de base d’ondelettes. Pour contourner ces pnaslenous proposons d’adapter
I'algorithme PPXA [Combettes, Pesquet, 2Q@&I probleme de reconstruction dynamique
TEP.

7.4.1 Meéthode

Nous considérons une approche variationnelle ou le cetgreimilaire au critére/(13
mais ouf correspond a une régularisation hybriget- tv, i.e.

T € Argmin g(z) + f1(z) + fo(x).
r€CCRKE

La fonctiong reste donc le terme de fidélité aux données défini par I'éouidfi1l). Le
terme f; sera lié a la régularisation par variation totale, natéet définie par I'équa-
tion (4.47 (chapitre4), et s’appliquera sur I'activité dans les tissus de chagaeé-
temporelle. La fonctionf, désigne la régularisation sur les coefficients de trame-d’on
delettes spatio-temporelles. Remarquons que cette dponexequerra pas la stricte con-
vexité de la fonctiory; pour avoir des garanties de convergence vers un minimiseelg
(pas d’extension quadratique). Nous considererons domsiomple normeé; comme pé-
nalisation. Enfin, de la méme maniére que pour I'approchedolénte, nous ajoutons une
contrainteC* = [*C' c RNT permettant de limiter la dynamique de I'activité. Le prob-
leme de minimisation qui en résulte consiste a trouver

T K
r €  Argmin Z (\Ift(AFt*x) + 19tv(fo)) + Z Xelzk| + to(z),  (7.20)
k=1

r=(z1){1,... Kk} ERE 1
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ou, pour toutk € {1,..., K}, xx > 0 etoud > 0 désigne le paramétre de régularisation
permettant d’ajuster I'impact de la régularisation paratéon totale. L'activité reconstru-
ite est notég) = 7.

Pour trouver un minimiseur de cette fonctionnelle, un atpore bien adapté est I'al-
gorithme PPXA Combettes, Pesquet, 2Q0Bes itérations de PPXA pour résoudieZ0
sont présentées par I'algorithrh@.

Initialisation

Soity € |0, +oo[ et = 1.

Pour touty € {1,...,4}, S0it(w,)1<4<4 €]0,1]* tel qued~, | w, = 1.
Soient/ = 0, (Uq70)1gq§4 c (RK)4 etxy = Z;l:l Wqlq,0-

Itérations
0 Pourt=1,...,T

plvtve - prOXl\Ijt(AFt*)ulve
w1
0 Pourt=1,...,T
{ DP2,t0 = PIOX 2 iy (pryU2,0
w9 L
P30 = PrOX o, Us.e
w3

Pae = P, cUqyp

O O

U pr = wipie + wapay + waps e + wapay
0 Pourg=1,...,4
| Uger1 = Uge + X (20 — T4 — Py)
Top1 = To+ A (pe — )
Incrémenter et aller enJ.

Ood

Algorithme 17: PPXA pour minimiser le criteie20

La principale difficulté de cet algorithme réside dans lepés] a [ qui consistent &
calculer les opérateurs proximaux associés aux diffésdatetions composant le critére.
L'étapel est une étape de seuillage doux des coefficients de trantap&lé se calcule
par la formulation 7.19. Les deux facons de procéder au calcul de I'opérateur proxi
mal associé a la variation totale sont (i) I'utilisation depproche itérative proposée dans
[Chambolle, 200Ket (ii) la décomposition du terme de variation totale en sopxme
de fonctions dont on sait calculer 'opérateur proximal.g@rreportera a la secti@n3.3
(chapitred) pour plus de détails sur cette derniére facon de procélden. iésulte que
tv peut étre décomposée en une somme de 4 fonctions quand dssddtRoberts sont
considérés. Dans la suite nous adopterons cette deuxidui®set la fonctiontv sera
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écrite comme une somme de€onctions (tv,, ,, )o<p <2,0<p.<2 COMMe suggeére dans le
chapitre4.

La derniére difficulté réside en I'étajpé qui consiste a calculer I'opérateur proximal
de W, (AF}-). On se réferera au paragraph8.2 (chapitre4) pour mieux comprendre
la limitation de ce calcul dans le cas euidésigne I'opérateur associé a une convolu-
tion. On y trouve également une technique de décomposigan @4-) qui permet de se
ramener a une somme de fonctions plus simples dont les epégiroximaux prennent
une forme explicite. Nous adaptons a présent cette techrgudécomposition lorsque
gue A désigne la matrice systeme en TEP.

Nous supposons que pour taute {1,..., R}, I, est une partition dé1,..., M}
en ensembles non vides et nous désignonsifiar= (A i)jen1<i<n la matrice consti-
tuée de lignes del sans recouvrement et donc orthogonales entre elles. @entent
au cadre de la déconvolution, il est difficile de représelaenatrice systéme en TEP.
En pratique, ces sous-ensembles désignent les lignes dariaersystéme associées aux
bins des TOR paralléles n’ayant pas de pixels communs.

De plus, pour tout € {1, ..., 7T}, nous pouvons écrire chaqig comme une somme
de R fonctions notée®” : RCd{I-} _, |00, 4+00], qui, pour toutr € {1,..., R}, sont
telles que

v =",
J€Elr

et qui opérent sur les bins de sinogrammes apparterianti &n résulte que

R
VU,0A= Z \IIET) o AM,
r=1
Cette décomposition permet d’avoir une forme explicite rpeucalcul de I'opérateur
proximal associé &' o A,

La méthode qui découle de I'ensemble des remarques préeédest résumeée par
l'algorithme 18. La convergence de la suite;),cy vers un minimiseur de7(20 est
assurée par la coercivité deet par le fait que

T

(N (A (A7) (ridom w)) ) (YriC” # 2.

t=1

Cette derniére condition est vérifiée ¢ar+oo[Ca il dom W, C* = [0, Vi)™ €t
puisque pour tout € {1,..., R}, A" est supposée positive, a valeurs réelles et com-
posée de lignes étant toutes non nulles.
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Initialisation
On choisity = 10 et A = 1.
On posev, :...:wR:ﬁ,wRH :...:wRH:l—lﬁetwR%:wR%:i.

Soit/ = 0 et, pour touy € {1,..., R+ 6}, u,0 = F 2.
Soitzy = 25:16 Wqlg,0-

Itérations
0 Pourt=1,...,T
Pourr =1,...,R prie= prOXJ_qqlgr-)oA(,.)oFt* (Ul,é)
PR+1,t = PIOX g o (Fy ) R+ 1L
PR+2,t,0 = PTOX_3 ¢y (Fy)UR+2,0
WRt2

PR43,1,6 = PIOX v gy, o(Fy ) UR+3,0
“R+3 !

PRt4te = PTOX_o gy, i (Fp)UR+4,0
L “YR+4 ’
PR+5,6 = PTOX_2_ |||, UR+5,¢

“R+5

Pri6e = Po(uriee)
_ —R+6
U pe =1 WqPq,

0 Pourg=1,...,R+6
| Ugeq1 = Uge + A (2 pe — 20 — Dgp)

O zpp1 =20+ A (pr — 0)

0 Incrémentel et aller en.

Algorithme 18: PPXA pour minimiser criter&20
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7.4.2 Matériel et résultats expérimentaux sur données siniées

La méthode est évaluée sur des données simulées spatioreim2D+t), basées sur
le fantdme cérébral de Zubal incluant une artére additibergous utilisons un modele
compartimental aveé, = 0 pour simuler un examen cérébratf]-FDG composé de
T = 16 trames temporelles qui ont des durées variant de 30 secpodefes premieres
trames temporelles a 3 minutes pour les derniéres. De @daijlies variations dé&’; ont
été créées dans le cortex et le putamen. Les valeur&'dest été fixées en s’inspirant
des valeurs obtenues sur des données reelles Basdt al, 1996. Sur la figure7.1Q
nous avons présenté les trames-temporekesd, t = 8 ett = 14 du fantdme généré.

Trame temporelle n° 4 Trame temporelle n° 8 Trame temponéllet

FIGURE 7.10 — Activité dans les tissus pour les trames temporeled, t = 8 ett = 14
en Bg/cc.

Les variations d’intensité dans le cortex et le putamen saibbles sur les trames
temporelles 8 et 14. Deux sinogrammes (2D+t) de taiie (radial) x 144 (angles)
avec un échantillonnage radial d&247 mm ont été simulés par projection analytique
en présence de bruit de Poisson. Les coincidences attéfudeites et diffusées ne sont
pas simulées. Le premier sinogramme (sinogramme 1) cré8sst peu bruité et le nom-
bre d’événements varie entté9 pour les premiéres trames temporellesla2199 pour
les dernieres;; il est présenté sur la figidrél Le second sinogramme (sinogramme 2),
présenté figur&@.12 est formé de36 coincidences pour la premiére trame temporelle et
de 343589 pour la derniére.

L'algorithme PPXA est implanté en paralléle avec la liiei®penMP sur une ar-
chitecture 8 coeurs et nous effectuons 400 itérations dech@aine. La matrice systeme
est décomposée dh = 432 sous-ensembles. La contrainte sur la dynamique des données
estC* = [0,10°]¥T (en Bg/cc). Nous avons choisi une base orthonormale d’ettdsl
correspondant a des filtres de symmlets de longueur 6 et detaties de Daubechies sur

2. http ://lopenmp.org/wp/
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Trame temporelle n° 4 Trame temporelle n° 8 Trame temponéliet

FIGURE 7.11 — sinogramme 1 : sinogramme (2D+t) généré pour les taemeporelles
t =4,t =8 ett = 14 ou I'échelle représente le nombre de coincidences.

Trame temporelle n° 4 Trame temporelle n° 8 Trame temponéliet

FIGURE 7.12 — sinogramme 2 : sinogramme (2D+t) généré pour les taemeporelles
t =4,t=8ett =14 ou I'échelle représente le nombre de coincidences.

intervalle de longueur 6 en temporel. L'influence du nomlaeideaux de décomposition
spatiale et temporelle est présenté sur les figare3et 7.15 Sur ces figures sont tracées
les EQM et SSIM évaluées entre I'activité originale et [igité reconstruite pour chacune
des trames temporelles. Les figure$det 7. 16présentent I'activité reconstruite pour dif-
férentes valeurs du paramétt¢lié a la variation totale). Il apparait que la variatioretet
permet de lisser certains des artefacts. Il ressort de stsdae le choix = 10~° ainsi
que le choix d’une décomposition sur 2 niveaux en tempor8lmtreaux spatialement
permettent d’obtenir un bon compromis aussi bien en terit=€3M que de SSIM sur les
données reconstruites.

Nous comparons les images reconstruites par notre métiriRdeA), par EM-ML
apreés 250 itérations, par EM-ML lissé (« SIEVES »). Dansecetrniére, le nombre
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d’itérations de EM-ML est fixé a 250 et un noyau de largeur demiteur est fixé de deux
facons différentes. Dans le premier cas, nous cherchoagjaur a mi-hauteur permettant
de minimiser TEQM entre I'image reconstruite et 'imagenstdérée comme référence ; il
en résulte une largeur & mi-hauteurl@danm x 10 mm. Nous nommerons cette premiere
approche « SIEVES 1 ». La largeur a mi-hauteur dans la secoéttede (« SIEVES 2 »)
estfixé al2 mm x 12 mm et permet d’obtenir un niveau de régularité de I'imagaetidgie
a notre approche. Deux résultats obtenus avec notre agpsoci présentés. Le premier
(PPXA 1) estime les parametrég;),<x<x par maximum de vraisemblance a partir des
données originales, alors que la seconde (PPXA 2) estimmés®s parameétres a partir
de I'image EM-ML obtenue apres 20 itérations. Cette deuri@pproche permet de se
dispenser d'utiliser I'information contenue dans I'imaggginale, inconnue en réalité.
Ce choix de 20 itérations a été effectué aprés une sérietdagiesnous avons mené. Les
figures7.17, 7.18et 7.24 présentent les trames= 4, ¢t = 8 ett = 14 provenant des im-
ages reconstruites par les différentes approches, et pectiadu sinogramme 2 (le plus
bruité) qui correspond au cas de figure le plus réaliste. Rsupremiéres trames tem-
porelles, lorsque le bruit est particulierement élevdgbathme PPXA reconstruit mieux
I'activité du cerveau méme si des artefacts peuvent étrereés (par exemple au niveau
du thalamus sur la figuré.16). Pour confirmer ces résultats, le tabléaR présente les
valeurs d’'EQM pour différentes zones de I'image, a savarcdrtex, le putamen, I'artére
et la matiere blanche ; nous pouvons remarquer que notreapppermet d’obtenir la
plus petite EQM dans la plupart des zones d’intérét conseder

Les courbes d’activités temporelles (CAT) sont présenséeses figures.20, 7.21,
7.22et7.23pour quatres pixels voisins et pour différentes zonesél'éit a savoir le cor-
tex, dans les noyaux gris centraux, dans l'artere addiéb@et dans les artéres.

En utilisant le logiciel commercial Pmddnous calculons les images paramétriques a
partir des images reconstruites par PPXA, EM-ML et SIEVESs tésultats sont présen-
tés sur la figurg.24

3. http ://www.pmod.com/
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FIGURE 7.13 — Valeurs de SSIM et EQM pour |15 = 16 trames temporelles pour
différentes valeurs de(nombre de niveaux de décomposition temporels), §gesombre
de niveaux de décomposition spatial) etd@nfluence du terme de variation totale) pour
des données reconstruites a partir du sinogramme 1. (a)rgale SSIM pout = 1, (b)
valeurs de SSIM pour = 2, (c) valeurs de SNR pour= 1 et (d) valeurs de SNR pour
l=2.
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Trame temporelle n°4 Trame temporelle n°8 Trame temponéllé

7000.0-

FIGURE 7.14 — Comparaison des activités reconstruites (en Bgfuajtax du sinogramme

1 pour les trames temporelles 4, 8, et 14 en fonction du pdrardé régularisationi. La
premiére ligne correspond a l'activité de référence poacuhe de trames considérées,
la seconde ligne présente I'activité reconstruite pdur 107°, la troisieme ligne celle
pourdy = 10~* et la derniére considére le cas®= 5 x 1074,
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FIGURE 7.15 — Valeurs de SSIM et EQM pour les différentes trames teelles pour
différentes valeurs de(nombre de niveaux de décomposition temporels), §gesombre
de niveaux de décomposition spatial) etd@nfluence du terme de variation totale) pour
des données reconstruites a partir du sinogramme 2. (a)rgale SSIM pout = 1, (b)
valeurs de SSIM pour = 2, (c) valeurs de SNR pour= 1 et (d) valeurs de SNR pour
[ =2.
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Trame temporelle n°4 Trame temporelle n°8 Trame temponéllé

FIGURE 7.16 — Comparaison des activités reconstruites (en Bgfuajtax du sinogramme

2 pour les trames temporelles 4, 8, et 14 en fonction du pdrarde régularisationi. La
premiére ligne correspond a l'activité de référence poacuhe de trames considérées,
la seconde ligne présente I'activité reconstruite pdur 107°, la troisieme ligne celle
pourdy = 10~* et la derniére considére le cas®i= 5 x 10~*
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Activité originale Activité reconstruite par EM-ML

Activité reconstruite avec PPXA 1  Activité reconstruiteea\PPXA 2

FIGURE 7.17 — Comparaison des activités reconstruites (en BgacHifférentes ap-
proches pour la trame temporetle- 4.
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Activité originale Activité reconstruite par EM-ML

Activité reconstruite avec SIEVES 1 Activité reconstruateec SIEVES 2

Activité reconstruite avec PPXA 1  Activité reconstruiteea\PPXA 2

FIGURE 7.18 — Comparaison des activités reconstruites (en BgacHifférentes ap-
proches pour la trame temporetle- 8.
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14000.0-

Activité reconstruite avec SIEVES 1 Activité reconstruateec SIEVES 2

A K

Activité reconstruite avec PPXA 1  Activité reconstruiteea\PPXA 2

FIGURE 7.19 — Comparaison des activités reconstruites (en BgacHdifférentes ap-
proches pour la trame temporetle- 14.



246 Algorithmes proximaux pour la reconstruction de donnés dynamiques en TEP

Cortex

EM-ML SIEVES 1 | SIEVES?2 PPXA 1 PPXA 2

4 1648 x 107 | 2.08 x 10° | 1.55 x 10° | 4.92 x 10° | 5.03 x 10°

=8 [838x 107 | 3.23 x10% | 3.26 x 10° | 2.13 x 10% | 2.42 x 10°
t=1411.69 x 10% | 1.02 x 107 | 1.07 x 10" | 8.44 x 10% | 8.99 x 10°

Thalamus
EM-ML SIEVES 1 | SIEVES?2 PPXA 1 PPXA 2
4 1889 %107 | 2.60 x 105 | 1.88 x 10° | 5.51 x 10° | 5.27 x 10°
=8 [ 954 x 10" | 351 x10% | 3.38 x10° | 2.25 x 10% | 2.63 x 10°
t=141247x 10% | 8.88 x 10° | 8.64 x 10° | 7.73 x 10% | 8.17 x 10°
Artére

EM-ML SIEVES 1 | SIEVES?2 PPXA 1 PPXA 2

4 15.62x10%| 1.43x 107 [ 1.41 x 107 | 1.47 x 107 | 1.48 x 107
=8 |3.85x 107 | 4.83 x 10° | 3.25 x 10® | 3.96 x 10° | 4.00 x 10°
t=1415.91 x 107 | 2.54 x 10° | 2.53 x 106 | 2.46 x 10% | 2.58 x 10°

Matiére blanche

EM-ML SIEVES 1 | SIEVES?2 PPXA 1 PPXA 2

4 1538 %107 | 1.51 x10% | 1.08 x 10° | 3.01 x 10° | 3.14 x 10°
=8 [393x107| 1.95x 10° | 1.89 x 10% | 1.92 x 10% | 1.90 x 10°
t=1416.26 x 10" | 6.03 x 10% | 6.35 x 10° | 6.81 x 10° | 6.98 x 106

TABLE 7.2 — EQM pour différentes régions d’intérét.
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FIGURE 7.20 — CAT extraites dans le cortex pour 4 pixels voisinsivitétoriginale (ligne
noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleuetoure), activité reconstruite
par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité recontdrpar PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rougeadntinue).
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FIGURE 7.21 — CAT dans les noyaux gris centraux pour 4 pixels voigingvité originale
(ligne noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligneux continue), activité reconstru-
ite par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité re¢nnite par PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouggeantinue)
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FIGURE 7.22 — CAT dans l'artere ajoutée pour 4 pixels voisins. Atéivriginale (ligne
noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleuetoure), activité reconstruite

par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité recontdrpar PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouggeantinue)



250 Algorithmes proximaux pour la reconstruction de donnés dynamiques en TEP

5000 5000
4500 4500
4000 - 4000
3500 3500
Q' 9
L L !
S 3000 T 3000
@, @,
£ 2500t £ 2500
2 =
© o
< 2000 < 2000
1500 1500
1000 1000
500 500
|
o . . . . . . . . . . o . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps [min] Temps [min]
5000 5000
4500 - 4500
4000 - 4000
3500 3500
) )
o o
L L
S 3000 S 3000
@, @,
£ L.
5 2500 S 2500
= =1
Q Q
< 2000 < 2000
1500 - 1500
1000 1000 f
i
500 500
0 L L L L L L L L L L 0 i L L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps [min] Temps [min]

FIGURE 7.23 — CAT dans la matiere blanche pour 4 pixels voisins.#tétioriginale
(ligne noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligneus continue), activité recon-
struite par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activitéorestruite par PPXA 1 (ligne
rouge continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligmegge discontinue)
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rCMRglu original rCMRglu avec EM-ML

rCMRglu avec SIEVES 1 rCMRglu avec SIEVES 2

rCMRglu avec PPXA 1 rCMRglu avec PPXA 2

FIGURE 7.24 — Cartes paramétriques du taux de métabolisme céréfrahal du glucose
(enpmol/min/100g).
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7.4.3 Reésultat expérimentaux sur donnees réelles

Nous avons également évalué notre méthode sur des doneées.rBour cela nous
avons traité des données provenant d’'un exai€i}-FDG, ou une activité de 284 MBq
a été injectée a un babouin de 4.5 kg. L'injection s’est pitedtous cameéra ce qui signifie
que le temps = 0 de l'injection correspond au début de I'acquisition. Unguasition
en mode (2D+t), avec leseptd sortis, a été réalisée. Les coincidences vraies et remardée
ont été acquises séparément. Nous avons acquis 128 tramesdiirée variant de 10
secondes a 30 secondes. La durée totale de 'examen est dali4snlLa transmission
a été réalisée avant injection par une source rotative daaggum 57 ; cette procédure
permettra de corriger les effets d’atténuation durantdamstruction. Des prélevements
artériels ont été réalisés afin de connaitre la fonctiontdéenet ainsi étre capable de
mesurer le taux de métabolisme cérébral régional du gl cG84Rglu).

Nous avons procédé a la reconstruction de ces donnéessrgaligétroprojection
filtrée (logiciel du constructeur a savoir SIEMENS), par lathode SIEVES et par notre
approche (PPXA). Pour chacune d’entre elles, les effetsédraations, de normalisation
et les coincidences fortuites sont pris en compte lors dedanstruction. Cependant,
nous ne tenons pas compte des coincidences diffusées (stifisfs ce choix par le fait
gu'’il s’agit d’'une acquisition 2D+t). La matrice systemdigée dans les reconstructions
SIEVES et PPXA modélise uniquement les effets géométritjidsus présentons sur la
figure 7.25les images obtenues par les différentes méthodes auxtnstand, t = 8 et
t=14.

7.4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons utilisé successivement lesthtges imbriqués et PPXA
pour résoudre le probléme de reconstruction d'images TEBRrdjques. Pour des raisons
de temps de calculs nous avons préféré PPXA aux algorithmiesqgués. Par ailleurs,
PPXA nous a permis de minimiser efficacement un critere cexeptomposé de la di-
vergence de Kullback-Leibler, de la variation totale, dtarme favorisant la parcimonie
et d’'une contrainte sur la dynamique. Ainsi nous avons pideahotre approche par rap-
port aux méthodes classiquement utilisées en TEP. Ledaésslr les données simulées
sont trés encourageants. Un objectif a court terme est éfabsle comportement des dif-
férents algorithmes pour un découpage temporel plus fin (324darames temporelles).
L'implantation de PPXA pour restaurer des données réetlsa eomparaison aux méth-
odes de référence, en particulier la méthode du constmidi&montre que notre approche
est quantitativement correcte pour des données réelles.

4. Les septa permettent d’éliminer les photons faisant gfeaavec le plan de coupe.
5. Nous ne considérons pas les effets dégradants liés atiéeales détecteurs.
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Trame temporelle n°4 Trame temporelle n°8 Trame temponéllé

200000.0-

100000.04
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FIGURE 7.25 — Comparaison des activités reconstruites (en Bgtma) fla coupe 24 de

I'acquisition de données sur babouin. 1ére ligne : SIEMEX e ligne : SIEVES, 3éme
ligne : PPXA.
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CHAPITRE 8
Conclusion et perspectives

8.1 Bilan

Cette these a conduit au développement de nouvelles métpode la résolution de
problemes inverses de grandes tailles. Ces méthodestafinengrande flexibilité dans
le choix du critere a minimiser, ce qui est un avantage pgradm certaines méthodes
actuellement employées. Par ailleurs, elles apportengaesties de convergence.

Au début de cette thése, I'algorithme proximal explicitgplicite et ses déclinaisons
[Daubechiest al, 2004 Bectet al, 2004 Combettes, Wajs, 2005Veisset al., 2009
commencaient a étre populaires au sein de la communauté@itkntent d'image pour
résoudre des problémes de déconvolution en présence tlgdumasien ou des problémes
d’échantillonnage comprimé. En effet, cet algorithme petroe gérer efficacement un
critére composé d’'un terme quadratique (plus généralenmexrfonction de gradient Lips-
chitz) et d'une fonction pouvant étre non différentiablertane une normé;, souvent ap-
pliquée a des coefficients de trame afin d’en favoriser laipantie). Un autre algorithme
proximal connu sous le nom d’algorithme de Douglas-Rachéogégalement été présenté
dans Combettes, Pesquet, 20Qpaur relacher la contrainte de Lipschitz différentiatiili
et ainsi traiter des problémes inverses comme le débruglageésence de bruit de Pois-
son. Cet algorithme a montré son efficacité pour le débreitieg courbes d’activités tem-
porelles en TEPSureauvet al, 200§. Contrairement a I'algorithme explicite-implicite,
I'algorithme de Douglas-Rachford ne permet pas de géreai daslement des opérateurs
linéaires tels qu’un opérateur de convolution ou de prajacte qui est problématique si
I'on veut résoudre efficacement un probleme de reconstrueth TEP.

Notre premiere contribution a donc été de résoudre ce prabkEn combinant une
classe d’algorithmes imbriqués et une extension quadiapgrmettant de gérer des fonc-
tions deux fois différentiables sur leur domaine, mais poiwe pas étre de gradient Lip-
schitz, telle que I'antilog-vraisemblance poissoniertwir mener a bien ce travail, nous
avons développé une classe d'algorithmes proximaux imbstpasés sur les algorithmes
explicite-implicite, de Douglas-Rachford et de type Dykst.es preuves de convergence
de cette classe d’algorithmes ont été données. Pour étenciramp d’application de ces
meéthodes a des fonctions convexes n’ayant pas de gradigsiHiiz (et ainsi résoudre
le probléme de restauration/reconstruction en présenteuitede Poisson), nous avons
proposé une approximation inférieure du critére basée’stilisiation d’'une extension
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quadratique. Cette derniére fait intervenir un parantétp@ permet d’ajuster la proximité
entre 'approximation inférieure et la fonction de dép@ependant, il faut remarquer que
plus ce paramétre est grand, meilleure est I'approxima#arprix d’une diminution de
la vitesse de convergence. Nous avons montré, sous cartaipethéses techniques pré-
cisées dans la propositi@¥42 qu’il existe une valeur dé au dela de laquelle la solution
du critére approximé est la méme que la solution du critégérei. Le bon comportement
de cette approximation comparée aux approches constli@ttde I'art a également été
démontré. L'essentiel des résultats de ce chapitre sosepi@s danslhauxet al,, 2009.

La méthode précédemment proposée souffre de temps descadtativement longs,
dls aux sous-itérations, et ce malgré le soin apporté aidlisation qui vise a réduire
leur nombre. Pour une application a la reconstruction deées TEP dynamique, ou les
volumes de données sont plus importants que pour des preblésuels de déconvolu-
tion d’'images, cette méthode ne répond pas a l'un des trgectifis (fiabilité, efficac-
ité et rapidité) que nous nous étions fixés, a savoir la rapitious avons alors orienté
notre travail vers I'utilisation de I'algorithme proximalaralléle Combettes, Pesquet,
2009 permettant de minimiser une somme finie de fonctions. Qetthode possede
comme principal avantage d’avoir une structure hautemaratlglisable mais elle souf-
fre, de la méme maniere que I'algorithme de Douglas-Radhidont elle constitue une
extension dans un espace produit), de la difficulté que osaltul de I'opérateur prox-
imal d’une fonction composée avec un opérateur linéairaisNavons proposeé dans le
chapitre4 une décomposition permettant de résoudre ce problemeukisopérateur
linéaire est un opérateur de convolution ou un opérateundeotution décimée (inter-
venant en super-résolution). Il faut remarquer que ce tygepdoche par décomposition
permet de résoudre des problemes difféerents de ceux résadesADMM (Alternative
Direction Method of Multipliers) qui requiert une inversionatricielle lourde a réaliser,
notamment dans des approches de type super-résolutionTdiReiDe facon & améliorer
la qualité des images restaurées/reconstruites en peédancbruit non nécessairement
additif gaussien, nous avons inclus une régularisatiomitiglytv + ¢,) dans notre critére .
Ce type de régularisation auparavant utilisée en présaenbeudt additif gaussien devient
d’un intérét accru pour d’autres types de perturbations.

L'utilisation de trames pour la résolution de probléemesmes souléve le probleme
du choix entre formulation a I'analyse et formulation a lathgse. En effet, I'emploi de
trames se traduit par la présence de I'opérateur d’analyseache ou de I'opérateur de
synthése de trame dans le critére a minimiser. Une premtigde éhéorique a été menée
dans Eladet al., 2007. Nous avons étendu ces résultats dans le chapigre explorant
les liens entre formulation a I'analyse et formulation aylateese.

Ce chapitre présente également plusieurs techniques iquegient de gérer efficace-
ment des problemes pouvant étre rencontrés lors de latitis des algorithmes proxi-
maux. Tout d’abord, une alternative au calcul de I'opémnafoximal d’'une fonction
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composée avec un opérateur linéaire a été présentée. €atiérd se base sur la du-
alité de Moreau-Fenchel-RockafelldaEZgmbetteset al., 2009. Nous avons aussi décrit
un algorithme itératif permettant de calculer la valeuraledrme d’un opérateur linéaire
guand celle-ci n’est pas explicite. Enfin, nous avons préplstendre I'utilisation de cer-
tains algorithmes proximaux & une classe de trames notéagi#\ctuellement, la gestion
de telles trames pose problémes avec des algorithmes telsatgorithme de Douglas-
Rachford ou I'algorithme proximal parallele.

La régularisation hybridev + ¢, proposée dans le chapi#enous a conduit a un autre
type de régularisation qui nous semblait mieux adapté, @irsane régularisationv ap-
pliquée sur la partie géométrique de I'image et une régdtdn favorisant la parcimonie
des coefficients de trame sur la composante texturée degin@e type d’approche né-
cessite une formulation multicomposante. Nous avons doopogé dans le chapiti@
une extension des algorithmes proximaux et de leurs ptégrée convergence a ce cadre
d’étude. Nous avons également fourni des formes expliditggerateurs proximaux mul-
ticomposantes et avons illustré notre propos par divengplcations a des problémes
inverses de grande taille entrant dans ce cadre d’étude.

Notre derniere contribution est 'adaptation des méthqueposées dans le cadre de
la déconvolution en présence de bruit de Poisson au cas dedastruction de données
dynamiques TEP, qui constituait I'objectif applicatifpecipal de la thése. Ce travail s'in-
scrit dans la suite des travaux deufeauet al., 2009 et permet de gérer simultanément
débruitage et rétroprojection a I'aide des algorithmesipmaux. Dans le chapitré, nous
avons donc successivement présenté les résultats obt@wiesa algorithmes imbriqués
et PPXA. Nous avons pu en particulier observer l'intérétidder une régularisation
spatio-temporelle basée sur les ondelettes et d’ajoutéerame de variation totale per-
mettant aux médecins d’obtenir des résultats plus ou mEsad.

8.2 Quelques perspectives

Dans I'état actuel de son développement, ce travail ouvreediain nombre de per-
spectives tant théoriques qu’applicatives.

e Optimisation du paramétre ¢ de I'extension quadratique

Dans le chapitr8, nous avons vu que le choix du paraméthé a I'extension quadratique
permettait d’assurer un compromis entre précision de f@gmation et vitesse de con-
vergence. Dans notre approche, nous choisissons un pagahme variant pas au cours
des itérations mais une perspective intéressante seadépter a chaque itératione N
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la valeur de ce parameétre, noté aléfs de facon a optimiser le taux de convergence de
I'algorithme, par exemple en choisissant figrossier pour les premieres itérations et
en affinant ce choix petit a petit. Un choix automatique paitiégalement étre envisage
en s’inspirant des méthodes d’adaptation de pas de BaBolavein [Barzilai, Borwein,
1989.

e \ersion accélérée de PPXA

Les chapitregl et 7 montrent I'intérét d’utiliser I'algorithme proximal pdtale pour ré-
soudre des problemes inverses comme la restauration ogdasteuction. Cependant,
pour utiliser 'algorithme PPXA en routine clinique en THRaudrait étre capable d’ac-
célerer cet algorithme. En effet, rappelons que 'EM a étglamté en routine clinique
lorsque des versions accélérées du type OSEM ou RAMLA omiréfiosées. L'accéléra-
tion de PPXA peut passer par I'optimisation de paramétiesgige celui de relaxation,
mais on pourrait également envisager un raisonnementasicnd RAMLA en consid-
érant a chaque itération des sous-ensembles de pixels oteesxploiter les liens exis-
tants avec les méthodes de minimisation alternée (Gaudstse

e Choix du terme de régularisation

L'utilisation d’une régularisation hybride a permis d’dioéer la qualité de reconstruc-
tion dans les chapitre4, 6 et 7. Il serait donc d’'un intérét certain de réfléechir a des
régularisations multiples encore mieux adaptées. Si loregere a I'équationy(12) ou

r € RE représente les coefficients de trame tels que, pour(tout ) € RY x ker F'T,

x = Fy + x,, on pourrait par exemple envisager une régularisatiogdiffte su'y et
X,

Toujours dans I'optique d’obtenir une régularisation gestinente, il faut remarquer
gue les méthodes proximales requiérent la plupart du terepsrdmes ajustées. Nous
avons proposeés dans le chapiren cadre d’étude permettant d’étendre leur application
a des trames pouvant étre non ajustées. En élargissantgethbges formulée dans la
section5.4.1, d’autres trames pourraient étre envisagées.

e Application a I'imagerie radar a synthése d’ouverture (SAR)

En imagerie SAR, une des problématiques est d’'augmentéstdution en éliminant si-
multanément le bruit de Speckle, de type multiplicatif. b@vaux existants visent pour
'essentiel a effectuer I'opération de débruitage seuleék serait donc d’explorer les
approches variationnelles développées dans le cas duidgaret de les adapter au cas
ou il s’agit d’accroitre la résolution et de débruiter I'igeaconjointement. Pour résoudre
le seul probleme de débruitage de maniére efficace par desciygs variationnelles,
le terme d’attache aux données peut étre choisi de diveagemd. La premiere con-
siste a considérer le logarithme des données qui permetrdpsecher d’un bruit blanc
gaussienDurandet al, 201Q et ainsi de se ramener a un terme d’attache aux données
guadratique ; cette approche posséde l'inconvénientrdtinire un biais dans I'image
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reconstruite. Une seconde méthode a été suggérée Qantpttes, Pesquet, 200&n
utilisant un modéle de bruit simplifié. En restant dans umeadnvexe ou en faisant une
incursion en territoire non convexalbert, Aujol, 2009, il serait certainement envisage-
able de proposer d’autres approximations plus perforrsante

e Applications multicomposantes

Le chapitre sur I'extension des algorithmes proximaux awblgmes multicomposantes
permet d’envisager de nombreuses applications telles'extedction de différentes tex-
tures. Remarquons que le préalable a ce travail est de biigir dé qui est sous-entendu
par la notion de texture et la variété que peut recouvrir athe hotion. On peut ainsi en-
visager des régularisations permettant de modéliserelifts types de textures. Enfin, on
peut songer a des extensions pour la résolution de probiekeFses en imagerie couleur.

e Validation de PPXA Hybride pour des données dynamiques TEP
De fagcon a pouvoir exploiter un algorithme tel que PPXA pawélsolution de problemes
de reconstruction dynamique TEP en routine clinique, eissouhaitable :

— d’accélérer les temps de calcul en s’inspirant, comme @¥q@yécédemment, de

RAMLA et/ou en effectuant une implantation a I'aide de GPU,

— de valider la procédure de reconstruction aupres de néleci
Cela nécessite encore un certain travail de mise en ceuveevatidation mais les résultats
déja obtenus nous encouragent a réaliser cet investistemen
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