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Résumé

L’objectif de cette thèse est de proposer des méthodes fiables, efficaces et rapides pour
minimiser des critères convexes apparaissant dans la résolution de problèmes inverses en
imagerie. Ainsi, nous nous intéresserons à des problèmes derestauration/reconstruction
lorsque les données sont dégradées par un opérateur linéaire et un bruit qui peut être non
additif.

La fiabilité de la méthode sera assurée par l’utilisation d’algorithmes proximaux dont
la convergence est garantie lorsqu’il s’agit de minimiser des critères convexes. La quête
d’efficacité impliquera le choix d’un critère adapté aux caractéristiques du bruit, à l’opéra-
teur linéaire et au type d’image à reconstruire. En particulier, nous utiliserons des termes
de régularisation basés sur la variation totale et/ou favorisant la parcimonie des coeffi-
cients du signal recherché dans une trame (frame). L’utilisation de trames nous amènera à
considérer deux approches : une formulation du critère à l’analyse et une formulation du
critère à la synthèse. De plus, nous étendrons les algorithmes proximaux et leurs preuves
de convergence aux cas de problèmes inverses multicomposantes. La recherche de la ra-
pidité de traitement se traduira par l’utilisation d’algorithmes proximaux parallélisables.

Les résultats théoriques obtenus seront illustrés sur différents types de problèmes in-
verses de grandes tailles comme la restauration d’images mais aussi la stéréoscopie, l’im-
agerie multispectrale, la décomposition en composantes detexture et de géométrie. Une
application attirera plus particulièrement notre attention ; il s’agit de la reconstruction de
l’activité dynamique en Tomographie par Emission de Positrons (TEP) qui constitue un
problème inverse difficile mettant en jeu un opérateur de projection et un bruit de Poisson
dégradant fortement les données observées. Pour optimiserla qualité de reconstruction,
nous exploiterons les caractéristiques spatio-temporelles de l’activité dans les tissus.





Abstract

The objective of this work is to propose reliable, efficient and fast methods for min-
imizing convex criteria, that are found in inverse problemsfor imagery. We focus on
restoration/reconstruction problems when data is degraded with both a linear operator
and noise, where the latter is not assumed to be necessarily additive.

The methods reliability is ensured through the use of proximal algorithms, the conver-
gence of which is guaranteed when a convex criterion is considered. Efficiency is sought
through the choice of criteria adapted to the noise characteristics, the linear operators and
the image specificities. Of particular interest are regularization terms based on total vari-
ation and/or sparsity of signal frame coefficients. As a consequence of the use of frames,
two approaches are investigated, depending on whether the analysis or the synthesis for-
mulation is chosen. Fast processing requirements lead us toconsider proximal algorithms
with a parallel structure.

Theoretical results are illustrated on several large size inverse problems arising in
image restoration, stereoscopy, multi-spectral imagery and decomposition into texture and
geometry components. We focus on a particular application,namely Positron Emission
Tomography (PET), which is particularly difficult because of the presence of a projection
operator combined with Poisson noise, leading to highly corrupted data. To optimize the
quality of the reconstruction, we make use of the spatio-temporal characteristics of brain
tissue activity.





Glossaire

Notations générales
H,G : espaces de Hilbert réels séparables.
L : H → G : opérateur linéaire borné.
L∗ : G → H : adjoint de l’opérateur linéaire bornéL : H → G.
Γ0(H) : ensemble des fonctions deH dans]−∞,+∞], convexes,

semi-continues inférieurement et propres (non égales à+∞).
RX : espace euclidien de dimensionX.
dom f : domaine de la fonctionf : H →]−∞,+∞].
intS : intérieur de l’ensembleS ⊂ H.
riS : intérieur relatif de l’ensembleS ⊂ H.
sriS : intérieur relatif fort de l’ensembleS ⊂ H.
C : ensemble convexe fermé non vide deH.
PC : projecteur sur l’ensemble convexe fermé non videC ⊂ H.
Argminf : ensemble des minimiseurs de la fonctionf .
arg min f : minimiseur de la fonctionf en cas d’unicité.
tr(L) : trace de la matriceL ∈ RX×Y .
‖ · ‖F : norme de Frobenius.
sign : fonction signum.
Id : opérateur linéaire identité.
‖ · ‖p : normeℓp.

Notations spécifiques
y = (yi)1≤i≤N : vecteur associé à une image composée deN pixels.
y : image originale (considérée comme image de référence).
ŷ : image restaurée/reconstruite.
A : opérateur linéaire de dégradation (opérateur de convolution,

de projection,. . .).
z = (zi)1≤i≤M : vecteur d’observations composées deM éléments (pixels, bins,. . .).
F ∈ RK×N : opérateur d’analyse de trame.
F ∗ ∈ RN×K : opérateur de synthèse de trame.
ν : coefficient de trame ajustée (F ∗ ◦ F = νId).
x = (xk)1≤k≤K : vecteur des coefficients de trames.
Q : taille du noyau de flou.
α : paramètre du bruit (variance, paramètre d’échelle,. . .).





CHAPITRE 1

Introduction

« We believe that convergence properties are relevant to clinical medical imaging,
since algorithm divergence could have unfortunate consequences. »

J. Fessler& A. Hero, 1995

1.1 Contexte de l’étude

La Tomographie par Emission de Positrons est une modalité d’imagerie médicale qui
permet, suite à l’injection au patient d’une molécule marquée radioactivement, d’obtenir
une cartographie spatiale d’un paramètre physiologique. Ce dernier se déduit de la mesure
dans les tissus de la concentration radioactive de la molécule injectée. Il peut par exemple
s’agir de molécules analogues au glucose qui permettent de détecter certaines masses can-
céreuses par leur activité métabolique, ou encore de molécules ayant une affinité pour le
système dopaminergique qui est impliqué dans les maladies psychiatriques (dépression,
schizophrénie,. . . ) et certaines maladies neurodégénératives (maladie de Parkinson,. . . ).

Les données récupérées en sortie du tomographe ne permettent pas d’effectuer directe-
ment la cartographie multidimensionnelle du paramètre physiologique considéré. Retrou-
ver la distribution volumique du traceur injecté dans les organes à partir des observations
acquises constitue un problème inverse faisant intervenirun opérateur linéaire de projec-
tion et une perturbation aléatoire modélisée par du bruit dePoisson (variance dépendante
de l’intensité locale du signal). La précision de la restitution de la concentration radioac-
tive du traceur dans les tissus au cours du temps impactera directement la précision du
diagnostic du médecin, d’où l’importance de proposer une méthode fiable et donnant des
résultats de bonne qualité.

La résolution de problèmes inverses est présente dans de nombreuses applications de
traitement d’images comme l’imagerie multispectrale, l’échantillonnage comprimé ou la
stéréoscopie ; elle passe généralement par la minimisationd’un critère. De récentes mé-
thodes d’optimisation convexe, nommées approches proximales, permettent de minimiser
des critères non différentiables et ainsi d’exploiter des décompositions sur des trames.
Ces dernières sont généralement dérivées d’analyses par ondelettes et elles fournissent
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d’une part, des représentations creuses des masses de données traitées, et d’autre part, des
« modèlesa priori » simples et efficaces pour modéliser ces données (par exemple, des
données physiologiques).

Les algorithmes proximaux existants gèrent efficacement larésolution de problèmes
inverses en présence de bruit gaussien. Cependant, comme nous l’avons précédemment
précisé, la TEP fait intervenir du bruit de Poisson. Il est donc nécessaire d’adapter ces
méthodes proximales à la reconstruction de l’activité dansles tissus en TEP. Remarquons
que les approches proximales possèdent des propriétés théoriques de convergence qui as-
surent la fiabilité de la solution.

Si les approches proximales ont jusqu’à présent montrées leur efficacité sur des prob-
lèmes spécifiques de débruitage, de restauration ou de reconstruction monocomposantes,
celles-ci n’ont encore été que peu utilisées pour résoudre des problèmes inverses multi-
composantes.

L’un des objectifs de ce travail a été la minimisation du temps de calcul car le médecin
souhaite notamment souvent obtenir les résultats au plus vite. Profitant du fait que les per-
formances des ordinateurs ont largement évolué au cours de ces dernières années, qu’elles
permettent en particulier de stocker plus de données et de favoriser la parallélisation des
calculs sur divers processeurs pour accélérer les calculs,nous chercherons à proposer des
algorithmes parallélisables afin de tirer profit de telles architectures.

Ce travail a donné naissance à deux collaborations. La première s’est déroulée dans
le cadre du projet ANR OPTIMED (« Algorithmes d’optimisation décomposés pour les
problèmes d’imagerie médicale de grande taille ») entre le Laboratoire d’Informatique
Gaspard Monge (LIGM) et le Service Hospitalier Frédéric Joliot (SHFJ). La collaboration
avec C. Comtat du SHFJ a permis d’apréhender les problématiques rencontrées en TEP
dynamique et d’appliquer les méthodes proposées dans les chapitres3 et4sur des données
simulées et réelles. Les résultats obtenus sont présentés dans le chapitre7. Un exemple de
données réelles est présenté sur la figure1.1; elle présente les données spatio-temporelles
acquises et l’activité reconstruite par la méthode actuellement utilisée en routine clinique.

La seconde collaboration avec L. Briceños et P. L. Combettesdu Laboratoire Jacques-
Louis Lions (également partenaire d’OPTIMED) a eu pour objectif de résoudre des prob-
lèmes inverses multicomposantes. L’objectif était d’étendre l’utilisation des algorithmes
proximaux à un cadre multivarié (donc de grande taille) et ainsi de résoudre des prob-
lèmes inverses variés comme ceux se posant en stéréoscopie,en imagerie couleur ou dans
le cadre de la décomposition en composantes de texture et géométrique.
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FIGURE 1.1 – Coupes 2D de données dynamiques acquises (gauche) et del’activité re-
construite (en Bq/cm3) par la méthode actuellement utilisée en routine clinique (droite)
sur un examen [18F]-FDG pour différentes trames temporelles.
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1.2 Vue d’ensemble du travail effectué

1.2.1 État de l’art

Dans le deuxième chapitre, nous présenterons un rapide étatde l’art des problèmes
inverses en imagerie. Nous y détaillerons les méthodes permettant d’aborder ces problé-
matiques. Nous verrons que leur résolution peut passer par la minimisation d’un critère
convexe composé de plusieurs fonctions. Ces fonctionnelles sont choisies à partir d’infor-
mationsa priori sur la nature du bruit perturbant les images, sur l’opérateur linéaire de
dégradation (opérateur de projection en TEP) ou encore sur la nature des images. Nous
présenterons les grandes classes d’algorithmes d’optimisation convexe, leurs avantages
et leurs inconvénients respectifs. Nous listerons enfin lesméthodes utilisées dans le cas
particulier où la dégradation est un bruit de Poisson.

1.2.2 Algorithmes imbriqués et extension quadratique

Les algorithmes proximaux comme l’algorithme explicite-implicite ou l’algorithme
de Douglas-Rachford ont montré leur intérêt pour la résolution de problèmes inverses. Ces
algorithmes permettent de minimiser un critère composé de deux fonctions convexes. Il
en résulte que des problèmes de restauration/reconstruction en présence de bruit gaussien
sont résolus efficacement avec l’algorithme explicite-implicite, alors que l’algorithme de
Douglas-Rachford permet de gérer des problèmes de débruitage en présence de bruit non-
nécessairement additif gaussien.

Afin d’utiliser le formalisme proximal pour la résolution deproblèmes de restaura-
tion ou de reconstruction en présence de bruit de Poisson, nous combinerons deux outils :
(i) des algorithmes proximaux imbriqués qui permettent de minimiser un critère com-
posé d’une somme de trois fonctions et pour lesquels nous fourniront les preuves de
convergence associées ; (ii) une extension quadratique permettant d’approximer l’antilog-
vraisemblance poissonienne.

1.2.3 Algorithme proximal parallèle et régularisation hybride

L’algorithme de Douglas-Rachford formulé dans un espace produit conduit à l’algo-
rithme parallèle proximal (PPXA). Cet algorithme permet deminimiser des critères con-
vexes composés d’une somme de plus de deux fonctions. Cet algorithme, ses preuves de
convergence et son application à des problématiques de restauration d’images en présence
de bruit gaussien ont été proposés dans [Combettes, Pesquet, 2008].

Son application à des problématiques de restauration d’images en présence d’un bruit
qui ne serait pas additif gaussien n’est pas immédiate. Le problème provient du calcul de
l’opérateur proximal, associé au terme d’attache aux données, qui ne prend pas de forme
explicite. Nous proposerons dans ce chapitre de décomposerle terme d’attache aux don-
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nées en une somme de fonctions dont l’opérateur proximal se calcule explicitement. Ce
type de décomposition nous permettra en particulier de gérer efficacement des problèmes
de déconvolution et de super-résolution en présence de bruit non-additif gaussien. De plus,
nous proposerons d’utiliser une régularisation, que nous nommerons hybride, composée
d’un terme de variation totale et d’un terme favorisant la parcimonie sur les coefficients
de trames d’ondelettes du signal recherché. Ce type de régularisation a été précédemment
utilisé pour résoudre des problèmes de déconvolution en présence de bruit gaussien. Nous
verrons dans ce chapitre son influence lorsque le bruit est poissonien.

1.2.4 Formulations à l’analyse et à la synthèse

Dans les méthodes précédemment citées pour résoudre des problèmes inverses, nous
faisons appel à des représentations sur des trames. L’utilisation de tels outils permet de for-
muler le critère de deux façons : la formulation à l’analyse et la formulation à la synthèse.
Ces deux formulations sont équivalentes sous certaines hypothèses que nous clarifierons
dans ce paragraphe. De plus, nous verrons dans ce chapitre que les algorithmes proxi-
maux s’appliquent, d’une part, plus facilement à des critères formulés à la synthèse et,
d’autre part, pour des trames dites ajustées. Nous proposerons des solutions pour utiliser
l’algorithme explicite-implicite et une version étendue de l’algorithme PPXA, nommée
PPXA+, pour les deux formulations, dans le cas de certaines trames non-ajustées.

1.2.5 Algorithmes proximaux multicomposantes

De nombreux problèmes notamment dans les domaines de l’analyse de données à
valeurs complexes, la stéréoscopie, l’imagerie couleur oula décomposition d’images en
composantes de géométrie et de texture sont des problématiques de traitement d’images
multicomposantes. Ce chapitre s’intéressera à la formulation multicomposante des algo-
rithmes proximaux et aux preuves de convergence associées.Nous proposerons également
diverses applications à la résolution de tels problèmes inverses.

1.2.6 Reconstruction dynamique d’images TEP

Pour résoudre des problèmes de déconvolution en présence debruit de Poisson nous
avons d’une part proposé l’utilisation d’algorithmes imbriqués combinés avec une exten-
sion quadratique et, d’autre part, l’utilisation de PPXA pour minimiser un critère incluant
une régularisation hybride. Dans ce chapitre, après une brève introduction à la recon-
struction de données TEP dynamiques, nous adapterons les méthodes proposées dans
le cadre de la déconvolution au problème de reconstruction d’images TEP dynamiques.
Pour évaluer les performances de nos méthodes nous avons créé un fantôme adapté à nos
problèmes. Les résultats obtenus sur des données dynamiques réelles seront également
présentés.
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CHAPITRE 2

Introduction aux problèmes inverses et
à l’optimisation convexe

2.1 Problèmes inverses

2.1.1 Quelques exemples

En traitement d’images, on emploie la terminologie de problème inverse (opposée à
la notion de problème direct) dans de nombreuses applications. La résolution d’un prob-
lème inverse consiste à retrouver un signal (ou une image) leplus proche possible d’un
« signal considéré comme référence », par le biais des observations acquises. En raison du
mode d’acquisition et de l’imperfection des détecteurs, ces observations sont la plupart du
temps dégradées par un opérateur linéaire et/ou bruitées. Plusieurs exemples de modalités
s’inscrivent dans ce cadre, comme la tomographie par émission de positrons (opérateur
de projection + bruit de Poisson), la microscopie à champ large (opérateur de convolution
+ bruit gaussien), la microscopie confocale (opérateur de convolution + bruit de Poisson),
l’échantillonnage comprimé plus connu sous le nom de « compressed sensing » (opérateur
associé à une matrice parcimonieuse + bruit gaussien) ou l’imagerie satellitaire (opérateur
de convolution + bruit gaussien).

Une formulation mathématique du problème direct est la suivante,

z = Dα(Ay) (2.1)

oùz = (zj)1≤j≤M ∈ RM ety = (yi)1≤i≤N ∈ RN sont des représentations vectorielles des
observations de tailleM = M1×M2 et de l’image originale de tailleN = N1×N2.A =
(Aj,i)1≤j≤M,1≤i≤N ∈ RM×N est la matrice associée à l’opérateur linéaire de dégradation
etDα : RM 7→ RM représente une dégradation par un bruit de paramètreα > 0.

La résolution du problème inverse associé à (2.1) nous conduira à une solution̂y(z) ∈
RN qui par abus de notation sera notée, dans la plupart des cas,ŷ. Dans ce manuscrit,
nous supposerons connues la matrice associée à l’opérateurlinéaire et la statistique du
bruit.

Le type de dégradation présent en TEP est illustré figure2.1. Ce modèle de dégrada-
tion se base sur un opérateur de projection oùM est sensiblement plus petit queN et où le
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bruit présent est un bruit de Poisson (dont la variance dépend de l’intensité). Notons que
ce type de bruit est associé à des processus de comptage ce quiexplique pourquoi il est
présent en TEP et, plus généralement, dans l’ensemble des applications pour lesquelles
les observations représentent le nombre de photons reçus par un capteur dans un inter-
valle de temps donné. Dans le modèle (2.1), Dα modélise l’effet du bruit de Poisson etα
le paramètre d’échelle associé. Plusα est petit, plus la dégradation est importante comme
on peut le remarquer sur les figures2.1(b) et2.1(c). En TEP, les observationsz forment
un sinogramme et représentent le nombre de paires de photonsdétectées par une ligne (ou
par un tube) de réponse formée par deux détecteurs. Cette application sera détaillée dans
le chapitre7.

Image originaley ∈ R256×256

(a)

Sinogrammez ∈ R144×288 avecα = 0.1 Sinogrammez ∈ R144×288 avecα = 0.01
(b) (c)

FIGURE 2.1 – Dégradation en TEP.

Pour d’autres modalités, comme c’est le cas en imagerie satellitaire, le modèle de
dégradation peut s’écrirez = Ay + b. Dans ce cas particulier, le nombre d’observations
est égal au nombre de pixels de l’image (M = N), A ∈ RN×N est un opérateur de con-
volution possédant une structure circulante bloc-circulante etb ∈ RM est une réalisation
d’un vecteur aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle et de varianceσ2 = α.
Un exemple d’image satellitaire dégradée par un flou uniforme et un bruit blanc gaussien
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de varianceα est illustré sur la figure2.2. Différentes valeurs pour la taille du noyau du
flou et pour la variance du bruit sont considérées. On remarque que plus la taille du flou
est importante, plus les détails sont lissés et, que plus la variance du bruit blanc gaussien
est élevée, plus l’image est irrégulière.

(a) (b)
Image originaley ∈ R512×512 Image dégradéez ∈ R512×512

α = 25 et flou uniforme3× 3

(c) (c)
Image dégradéez ∈ R512×512 Image dégradéez ∈ R512×512

α = 25 et flou uniforme7× 7 α = 100 et flou uniforme3× 3

FIGURE 2.2 – Dégradation en imagerie satellitaire.

En pratique, même dans des cas relativement classiques, comme une convolution et
l’addition d’un bruit gaussien, obtenir une image restaurée de bonne qualité ne sera pas
toujours chose aisée. Cela correspond à des notions de « problèmes mal posés ou/et mal
conditionnés » que nous détaillons maintenant.
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2.1.2 Problème mal posé, mal conditionné et régularisation

SiA ∈ RM×N représente la matrice associée à l’opérateur de dégradation linéaire, la
résolution d’une équation du typez = Ay est dite bien posée si la solution̂y vérifie les
conditions de Hadamard [Hadamard, 1902] c’est à dire :

(i) existence d’une solutioni.e. Im A = RM ,

(ii) unicité de la solutioni.e.kerA = {0},
(iii) stabilité de la solution par rapport aux donnéesi.e.∀(z, z′) ∈

(
RM
)2

, ‖z − z′‖ →
0 ⇒ ‖ŷ(z)− ŷ(z′)‖ → 0.

La condition d’existence signifie que tout élémentz ∈ RM est une image d’un élément
y ∈ RN . La condition d’unicité implique que l’ensemble des solutions de l’équation
Ay = 0, oùy ∈ RN , se réduit au singleton nul. La condition de stabilité signifie qu’une
petite perturbation sur l’image dégradée engendre une faible variation sur l’image recon-
struite.

En pratique, plusieurs situations se présentent. Dans le cas oùr = M = N désigne
le rang de la matriceA, une solution existe toujours carIm A = RN ; de plus, cette
solution est unique carA est injectif et le problème est alors bien défini. NéanmoinsA
peut être mal conditionnée. Si(λi)1≤i≤min(N,M) représentent les valeurs singulières deA
rangées par ordre décroissant, le mauvais conditionnementde la matriceA se traduit par
un rapport (de conditionnement)λ1/λmin(N,M) très grand. Ce mauvais conditionnement
apparaît par exemple lorsqueA modélise un opérateur de convolution dont la réponse
fréquentielle s’annule à certaines fréquences (typiquement un filtre passe bas).

Pour illustrer cette notion de mauvais conditionnement et les mauvais résultats de
reconstruction induits, plaçons nous dans le casz = Ay+ b où b désigne le bruit. Dans le
cas oùA est carrée inversible, l’image reconstruite peut être obtenue par filtrage inverse,
c’est à dire

ŷ = ŷ(z) = A−1z. (2.2)

Il en résulte que
ŷ = A−1(Ay + b) = y + A−1b (2.3)

Dans le cas oùA est mal conditionnée,A−1b va amplifier le bruit ce qui conduira à une
image irrégulière. LorsqueA n’est pas inversible, on peut utiliser l’approche des moindres
carrés également connue sous le nom d’inverse généralisée.Elle consiste à minimiser la
distance euclidienne entreAy et les observationsz, ce qui nous conduit au problème de
minimisation suivant,

ŷ ∈ Argmin
y∈RN

‖Ay − z‖2.

Dans le cas oùA n’est pas injective, on choisit souvent la solutionŷ de norme minimale.
Cette approche conduit au même désagrément que le filtrage inverse, à savoir l’irrégularité
de la solution.
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Dans le cas oùr = M < N , on parle de problème sous-déterminé et lorsquer =
N < M le problème est sur-déterminé. L’unicité n’est alors plus assurée mais elle peut
être rétablie en introduisant un terme de régularisation [Tikhonov, 1963].

Finalement, quelles que soient les dimensions deA, la volonté de stabiliser la solution
ou d’assurer l’unicité de celle-ci nous conduit à formuler le problème comme suit,

ŷ ∈ Argmin
y∈RN

‖Ay − z‖2 + χφ(y), (2.4)

oùφ : RN 7→ ]−∞,+∞] représente le terme de régularisation etχ > 0 le paramètre de
régularisation permettant d’ajuster le compromis entre laproximité aux observations et le
degré de régularité.

2.2 Résolution de problèmes inverses

Nous venons de rappeler les raisons pour lesquelles la résolution d’un problème in-
verse passe souvent par la minimisation d’un critère. De façon à obtenir une image restau-
rée la plus proche possible de l’image considérée comme référence, ce paragraphe vise
à présenter les principales fonctionnelles pouvant constituer le critère. Le choix de ces
fonctions passe par (i) la connaissancea priori du bruit et de l’opérateur linéaire ayant
contaminés les données et (ii) la connaissancea priori de l’image considérée comme
référence (image constante par morceaux, image de texture,· · · ).

2.2.1 Interprétation bayésienne

Afin de mieux appréhender le critère à minimiser pour résoudre efficacement un prob-
lème inverse général modélisé par l’équation (2.1), il est intéressant de faire appel à une
formulation bayésienne. On suppose alors quey et z sont des réalisations des vecteurs
aléatoiresY etZ. L’image inconnue est notéey et elle peut être calculée à l’aide de l’es-
timateur du Maximum A Posteriori (MAP). Cet estimateur consiste, dans le cas de figure
considéré, à trouver la valeur dey qui maximise la distribution de probabilitéa posteri-
ori sur les pixels de l’image, notéeµY |Z=z(y). Cependant, nous n’avons pas accès à un
modèle précis pour cette loi. Une solution réside dans l’utilisation de la loi de Bayes qui
exprime la loia posteriorien fonction de la vraisemblanceµZ|Y=y(z), de la loia priori
notéeµY (y) et de la loi marginaleµZ(z). On souhaite alors trouver

ŷ ∈ Argmax
y∈RN

µY |Z=z(y)⇔ ŷ ∈ Argmax
y∈RN

µZ|Y=y(z)
µY (y)

µZ(z)

⇔ ŷ ∈ Argmax
y∈RN

µZ|Y=y(z)µY (y). (2.5)
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En se basant sur la monotonicité de la fonction logarithme, (2.5) peut s’écrire

ŷ ∈ Argmin
y∈RN

{
− log µZ|Y=y(z)− logµY (y)

}
. (2.6)

Le premier terme de l’équation (2.6) correspond au terme d’attache aux donnéesz et
dépend du modèle de dégradation. Le second terme quant à lui,correspond à un terme
d’a priori sur l’image originaley. En terme de fonctionnelles, siψ : RN 7→ ]−∞,+∞]
etφ : RN 7→ ]−∞,+∞] désignent respectivement, le terme d’attache aux données et le
terme d’a priori, le critère à minimiser s’écrit sous la forme :

ŷ ∈ Argmin
y∈RN

ψ(y) + χ̃φ(y) (2.7)

avecχ̃ > 0.

Nous allons maintenant donner quelques formes répandues pour le terme d’attache
aux donnéesψ et pour le terme d’a priori φ. Nous verrons en particulier que le choix de
ψ sera dicté par le type de bruit alors que celui deφ sera guidé par les caractéristiques des
données à estimer.

2.2.2 Terme d’attache aux données

LorsqueDα modélise un bruit blanc gaussien de varianceα = σ2, la vraisemblance
µZ|Y=y(z) est une gaussienne,i.e.

µZ|Y=y(z) =
1√

2πσ2
exp− ‖Ay−z‖2

2σ2 (2.8)

ce qui conduit à un terme quadratique pour le terme d’attacheaux données lorsque l’on
prend l’anti-logarithme deµZ|Y=y(z) :

− log µZ|Y=y(z) ∝
1

2σ2
‖Ay − z‖2 =

1

2σ2
ψ(y). (2.9)

Il est clair que lorsque l’on combine (2.7) et (2.9) on se ramène au problème de min-
imisation (2.4) en posantχ = 2σ2χ̃. En suivant un raisonnement similaire lorsqueDα
modélise un bruit de dégradation poissonienne de paramètred’échelleα et en rappelant
que la vraisemblance poissonienne vaut

µZ|Y=y(z = (zi)1≤i≤M) =

M∏

i=1

exp
(
− α(Ay)i

)

zi!
(α(Ay)i)

zi , (2.10)

il apparaît que le terme d’attache aux données est lié à la divergence de Kullback-Leibler
généralisée [Titterington, 1987], notéeDKLG(z, ·), et s’exprime par

−log µZ|Y=y(z = (zi)1≤i≤M) ∝
M∑

i=1

−zi log(α(Ay)i)+α(Ay)i = DKLG(z, Ay). (2.11)
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Remarque 2.1 Il faut à ce stade remarquer qu’une statistique poissonienne sera beau-
coup plus difficile à prendre en compte qu’une statistique gaussienne car l’attache aux
données n’est pas finie pour toutes les valeurs dey et n’a pas une dérivée seconde bornée,
ce qui nous le verrons, conduira à une première limitation sur les méthodes à envisager
pour minimiser le critère(2.7) dans le cas poissonien.

2.2.3 Terme de régularisation

Nous allons introduire dans ce paragraphe quelques grandesclasses de régulariseurs
aussi bien formulés dans le domaine image que dans un domainetransformé.

2.2.3-a) Dans le domaine image

• Un des premiers types de régularisation est celui formulé par Tikhonov [Tikhonov,
1963] qui est de la formeφ(y) = ‖Λy‖22 avecΛ ∈ RN×N . Les choix deΛ les plus
fréquents dans la littérature sont :

– Λ = Id qui favorise les solutions de faible norme (oùId désigne la matrice iden-
tité).

– Λ associée à un filtre laplacien discret qui favorise une imageavec un laplacien
faible c’est à dire une image dont l’intensité lumineuse variera doucement.

• Une autre approche consiste à choisirφ(y) = ιC(y) avecC =
⋂c
i=1Ci où (Ci)i∈{1,...,c}

représentent un ensemble dec > 0 contraintes et oùιC désigne la fonction indicatrice,
précisée plus loin par la définition2.3. Les contraintes sont par exemple choisies de façon
à assurer que la différence entre deux pixels voisins (horizontaux, verticaux et diagonaux)
soit inférieure à un certain seuilǫ > 0 i.e.

∀(i, j) ∈ {2, . . . , N1} × {1, . . . , N2}, |yi,j − yi−1,j| < ǫ,

∀(i, j) ∈ {1, . . . , N1} × {2, . . . , N2}, |yi,j − yi,j−1| < ǫ,

∀(i, j) ∈ {2, . . . , N1} × {2, . . . , N2}, |yi,j − yi−1,j−1| < ǫ,

∀(i, j) ∈ {2, . . . , N1} × {2, . . . , N2}, |yi−1,j − yi,j−1| < ǫ.

lorsqu’on définity = (yi,j){1,...,N1}×{1,...,N2}. Cette approche possède le désavantage d’avoir
un grand nombre de contraintesc à calculer (de l’ordre de4 N1 N2 contraintes).

• La méthode de régularisation dans le domaine image la plus utilisée reste une régu-
larisation de type variation totale introduite par Rudin, Osher et Fatemi (ROF) [Rudin
et al., 1992]. On désigne parΩ un ensemble ouvert deR2 et on noteW1,1(Ω) l’espace
de Sobolev qui définit l’espace des fonctionsf ∈ L1(Ω) telles que toutes les dérivées au
sens des distributions def , d’ordre inférieur à1, sont également dansL1(Ω), la variation
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totale est alors définie par,

∀y ∈W1,1(Ω), tv(y) =

∫

Ω

‖Dy(w)‖2 dw (2.12)

où Dy représente le gradient dey. En dimension finie la variation totale trouve de nom-
breuses définitions suivant le type de discrétisation choisi pour l’opérateur de différenti-
ation. La plus connue est celle proposée par Chambolle [Chambolle, 2004] qui est telle
que :

∀y ∈ R
N1×N2, φ(y) = tv(y) =

N1∑

i=1

N2∑

j=1

√(
(∇1 y)i,j

)2
+
(
(∇2 y)i,j

)2
(2.13)

avec

(∇1 y)i,j =

{
yi+1,j − yi,j si i < N1

0 si i = N1

(2.14)

et

(∇2 y)i,j =

{
yi,j+1 − yi,j si j < N2

0 si j = N2.
(2.15)

La variation totale a connu une grande popularité car elle permet d’obtenir des images
débruitées de relativement bonne qualité, principalementsi l’image originale est de type
« bande-dessinée », c’est à dire contenant beaucoup d’aplats. Cependant, pour des images
naturelles, cette méthode présente des artefacts donnant un effet « de marche d’escalier »
(staircasing effect) [Louchet, 2008].

2.2.3-b) Dans le domaine transformé – introduction des trames

Les transformées en ondelettes permettent de représenter une image « régulière » sur
un nombre limité de coefficients d’ondelettes d’amplitude significative, et dans le même
temps de répartir équitablement le bruit sur l’ensemble descomposantes. Ainsi ce type
de transformée est particulièrement bien adaptée à des problèmes de débruitage en util-
isant des techniques de seuillage des coefficients [Donoho, 1995; Antoniadis, Fan, 2001]
dont les plus connues sont le seuillage dur et le seuillage doux. Cette transformation
présente deux types de coefficients : les coefficients de détails (verticaux, horizontaux
et diagonaux) et les coefficients d’approximations. Les premiers sont des coefficients
modélisant les hautes fréquences de l’image et les seconds,les basses fréquences. Ils
peuvent être obtenus par filtrage des lignes et colonnes intercalés avec des opérations
de décimation (bancs de filtres [Mallat, 1997]) ou par l’utilisation de schémas de lift-
ing [Sweldens, 1996]. L’analyse multirésolution consiste à itérer cette décomposition sur
plusieurs niveaux. Sur les figures2.3(b) et (c) sont représentées les transformées en on-
delettes de l’image2.3(a) sur un niveau de résolution et sur 2 niveaux de résolution. Pour
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plus de détails sur ces transformées, aussi appelées bases d’ondelettes orthonormales (ou
bi-orthogonales), ainsi que sur leurs diverses applications, une excellente référence est le
livre de S. Mallat [Mallat, 1997].

(a) (b) (c)

FIGURE 2.3 – (a) Image médicale, (b) transformée en ondelettes sur 1niveau et (c) trans-
formée en ondelettes sur 2 niveaux de résolution.

Plus récemment de nouvelles études ont porté sur le choix de représentations redon-
dantes, appelées trames, permettant une meilleure description de l’image en favorisant la
parcimonie des coefficients construits (peu de coefficientssignificatifs). Dans la suiteK
désigne un sous-ensemble non vide deN. G désigne un espace de Hilbert séparable muni

d’un produit scalaire noté
〈
·, ·
〉

et d’une norme notée‖ · ‖ =
√〈
·, ·
〉
. Une famille(ek)k∈K

dansG constitue une trame s’il existe deux constantesν etν dans]0,+∞[ telles que

(∀y ∈ G) ν‖y‖2 ≤
∑

k∈K

|
〈
y, ek

〉
|2 ≤ ν‖y‖2. (2.16)

L’opérateur de trame associé est un opérateur linéaire injectif borné,

F : G → ℓ2(K) : y 7→ (
〈
y, ek

〉
)k∈K, (2.17)

son adjoint, nommé l’opérateur de synthèse de trame est un opérateur linéaire surjectif
borné

F ∗ : ℓ2(K)→ G : (ξk)k∈K 7→
∑

k∈K

ξkek. (2.18)

Remarquons qu’en dimension finie, la borne supérieure dans (2.16) est toujours satisfaite.
De plus, lorsqueν = ν = ν dans (2.16), (ek)k∈K est appelée une trame ajustée. Dans ce
cas,

F ∗ ◦ F = νId. (2.19)

Un exemple simple de trame ajustée est une union deν bases orthonormales. D’autre
part, une union de décompositions réelles (resp.complexes) en arbre dual est l’union de
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deux (resp.quatre) bases d’ondelettes orthonormales [Chauxet al., 2006]. Les curvelets
[Candès, Donoho, 2002; Fadili, Starck, 2009] constitutent un autre exemple de trame
ajustée. De manière historique, les trames de Gabor [Daubechies, 1992] ont joué un
rôle important dans de nombreux problèmes inverses. Sous certaines conditions, les con-
tourlets [Do, Vetterli, 2005] constituent également des trames ajustées. LorsqueF−1 =
F ∗, une base orthonormale est obtenue. Des constructions et détails supplémentaires sur
la théorie des trames peuvent être trouvés dans [Han, Larson, 2000].

Dans un tel cadre d’étude, le modèle de dégradation (2.1) devient,

z = Dα(AF ∗x) (2.20)

oùx ∈ RK représente les coefficients de trame associés à l’image de référencey tels que
y = F ∗x (notons queK = {1, . . . , K}, G = RN etK ≥ N). Dans cette configuration,
notre objectif est de retrouver des coefficients de tramesx̂ les plus proches possible dex
à partir des observationsz. L’approche la plus classique consiste à minimiser un critère
de la forme

x̂ ∈ Argmin
x∈RK

ψ(F ∗x) + χφ̃(x)

oùχ > 0, ψ est le terme d’attache aux données etφ̃ : RK 7→ ]−∞,+∞] est le terme de
régularisation. L’image reconstruite est alorsŷ = F ∗x̂.

Le choix deφ̃ = ‖·‖1 est motivé statistiquement par la modélisation des coefficients de
trames par une loi laplacienne i.i.d. (cf. figure2.4) et par le constat que l’anti-logarithme
de la densité de probabilité associée conduit à une normeℓ1.
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FIGURE 2.4 – (a) Figure2.3(b) et (b) histogramme associé à la sous-bande de détails
horizontaux.
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Remarque 2.2
– Remarquons qu’un lien peut être établi entre une normeℓ1 appliquée sur le gradient

de l’image (variation totale) et sur les coefficients d’ondelettes non-décimées par
un filtre de Haar [Selesnick, Figueiredo, 2009].

– Cette approche fait intervenir une normeℓ1 et donc un critère convexe mais non dif-
férentiable. Nous verrons dans le paragraphe suivant que minimiser un critère non
différentiable peut avoir un impact sur la vitesse de convergence des algorithmes
mis en oeuvre.

Dans le cadre d’un bruit gaussien [Donoho, 1995; Do, Vetterli, 2005] et également
en présence d’une convolution [Daubechieset al., 2004], l’utilisation de trames est avan-
tageuse en termes de performance. Ces conclusions sont mises en évidence particulière-
ment pour des images naturelles, images pour lesquelles la variation totale [Figueiredo
et al., 2006] se révèle moins adaptée que l’utilisation de trames.

2.3 Optimisation convexe

Comme nous venons de le voir, la résolution d’un problème inverse passe souvent
par la minimisation d’un critère. Dans ce manuscrit nous nous limiterons à des fonc-
tions objectifs convexes permettant de résoudre une large classe de problèmes inverses.
Dans ce paragraphe, nous commençons par rappeler des définitions et théorèmes d’anal-
yse convexe bien connus [Zălinescu, 2002] qui nous seront indispensables dans le reste du
manuscrit. Nous abordons par exemple les notions d’ensemble convexe et de projection
sur un convexe, utiles lorsqu’il s’agit d’inclure dans notre critère des contraintes telles que
la positivité des données. Nous nous attardons également sur des notions comme la co-
ercivité et la stricte convexité permettant d’assurer l’existence et l’unicité du minimiseur.
Nous présentons ensuite les principales classes d’algorithmes permettant de minimiser des
critères différentiables et non-différentiables. Nous faisons la différence entre ces deux
types de critères, car la non-différentiabilité est une difficulté supplémentaire dans l’ob-
tention de méthodes compétitives en terme de convergence. Dans la suite,H désigne un
espace de Hilbert séparable muni d’un produit scalaire noté

〈
·, ·
〉

et d’une norme notée

‖ · ‖ =
√〈
·, ·
〉
.

2.3.1 Quelques rappels d’analyse convexe

Définition 2.3 (Fonction indicatrice d’un ensemble)SoitC ⊂ H un ensemble. La fonc-
tion indicatrice de cet ensemble est notéeιC et se définit par :

(∀u ∈ H) ιC : u 7→
{

0, si u ∈ C;

+∞, si u /∈ C.
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Définition 2.4 (Distance à un ensemble)SoitC ⊂ H un ensemble non vide. La distance
à cet ensemble est notéedC et se définit par

dC : H → [0,+∞[

u 7→ inf
v∈C
‖u− v‖. (2.21)

Définition 2.5 (Ensemble convexe)SoitC ⊂ H un ensemble. Cet ensemble est dit con-
vexe si (

∀(u, v) ∈ C2
) (
∀λ ∈]0, 1[

)
λu+ (1− λ)v ∈ C.

Theorème 2.6 (Projection sur un convexe)SoitC ⊂ H un ensemble convexe fermé non
vide et soitu ∈ H. Il existe alors un point unique notéPCu ∈ C tel quedC(u) =
‖u− PCu‖. On appellePCu la projection deu surC.

Définition 2.7 (Intérieur et intérieur relatif d’un convexe)SoitC ⊂ H un ensemble con-
vexe non vide. L’intérieur du convexeC est notéintC et se définit par

intC = {u ∈ C | ∃ρ > 0, B(u; ρ) ⊂ C},

où B(u; ρ) désigne une boule de rayonρ centrée enu. L’intérieur relatif deC est noté
riC et se définit par

riC = {u ∈ C | ∃ρ > 0, B(u; ρ) ∩ aff C ⊂ C},

oùaff désigne l’enveloppe affine deC.

On peut remarquer queintC ⊂ riC ⊂ C.

Définition 2.8 (Domaine d’une fonction)Soitf : H → ]−∞,+∞]. Le domaine de la
fonctionf est l’ensemble notédom f tel que

dom f = {u ∈ H | f(u) < +∞}.

On dit quef est propre sidom f 6= ∅ (i.e. elle n’est pas identiquement égale à l’infini).
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Définition 2.9 (Fonction convexe)Une fonctionf : H → ]−∞,+∞] est dite convexe si
elle vérifie :

(
∀(u, v) ∈ H2

) (
∀λ ∈]0, 1[

)
f(λu+ (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v). (2.22)

La fonctionf est strictement convexe si l’inégalité(2.22) est stricte dès que(u, v) ∈
(dom f)2 etu 6= v.

Définition 2.10 (Fonction s.c.i.)Soitf : H → ]−∞,+∞] et soitu ∈ H. La fonctionf
est semi-continue inférieurement si

(
∀u0 ∈ H

)
lim inf
u→u0

f(u) ≥ f(u0).

Définition 2.11 (ClasseΓ0(H)) Γ0(H) représente la classe des fonctionsf : H → ]−∞,+∞]
convexes, semi-continues inférieurement et propres.

Définition 2.12 (Coercivité)Soitf : H → ]−∞,+∞] et soitu ∈ H. La fonctionf est
coercive silim‖u‖→+∞ f(u) = +∞.

Définition 2.13 (Sous-différentiel et sous-gradient)Soitf : H → ]−∞,+∞] une fonc-
tion propre. Le sous-différentiel def est noté∂f et se définit par

(∀u ∈ H) ∂f(u) = {w ∈ H | (∀v ∈ H)
〈
v − u, w

〉
+ f(u)

︸ ︷︷ ︸
I(v,u,w)

≤ f(v)}. (2.23)

Un élément de∂f(u) est un sous-gradient def enu.

Sur la figure2.5, la fonction affineI(·, u, w) définie dans l’équation (2.23) est représentée
pour trois valeurs dew par les lignes discontinues rouges.

Définition 2.14 (Fonction Gâteaux-différentiable)On dit qu’une fonctionf : H → ]−∞,+∞]
est Gâteaux-différentiable enu ∈ dom f si et seulement si la dérivée directionnelle

f ′(u; v) = lim
λ→0+

f(u+ λv)− f(u)

λ

existe pour toutes les directionsv ∈ H et si l’application v 7→ f ′(u; v) est linéaire
continue.
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f(u)

u

FIGURE 2.5 – Représentation graphique deI(·, u, w) pour trois différentes valeurs dew.

Theorème 2.15Si f est convexe et Gâteaux-différentiable enu ∈ dom f , alors il existe
un unique sous-gradient appelé gradient def enu noté∇f(u). Dans ce cas∂f(u) =
{∇f(u)}.

Définition 2.16 (Fonction de gradient Lipschitz)On dit qu’une fonctionf : C → ]−∞,+∞]
est de gradientβ-Lipschitz avecβ ∈]0,+∞[ si

(
∀(u, v) ∈ C2

)
‖∇f(u)−∇f(v)‖ ≤ β‖u− v‖.

Définition 2.17 (Épigraphe)L’épigraphe d’une fonctionf : H → ]−∞,+∞] est noté
epif et se définit par

epif =
{
(u, η) ∈ H ×R | f(u) ≤ η

}
.

Définition 2.18 (Section inférieure)La section inférieure de la fonctionf : H → ]−∞,+∞]
à la hauteurη ∈ R est notéelev≤η f et se définit par

lev≤η f =
{
u ∈ H | f(u) ≤ η

}
.
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Définition 2.19 [Rockafellar, Wets, 2004, Définition 7.1]On dira que la suite(fℓ)ℓ∈N de
fonctions définies surRX épi-converge vers la fonctionf ∈ Γ0(R

X) si les deux fonctions
ayant pour épigraphe la limite supérieure et la limite inférieure de la suite des ensembles
epifℓ coïncident et sont égales àf .

Proposition 2.20 [Rockafellar, Wets, 2004, Proposition 7.4]Soit (fℓ)ℓ∈N une suite de
fonctions s.c.i. définies surRX . Si la suite(fℓ)ℓ∈N est croissante (fℓ ≤ fℓ+1), la suite
épi-converge vers sa limite ponctuelle.

2.3.2 Résultats d’analyse convexe

Proposition 2.21 Soitf une fonction propre convexe etu ∈ H un minimiseur local def .
u est alors un minimiseur global def .

Proposition 2.22 [Ekeland, Témam, 1999, Chapitre 3, Proposition 1.2]Soitf ∈ Γ0(H)
etC ⊂ H un convexe fermé non vide.f admet un minimiseur surC dans les deux cas
suivants :

(i) C est borné.

(ii) f est coercive.

Si, de plus,f est strictement convexe surC, la solution est unique.

Définition 2.23 (Convergence faible)Une suite(un)n∈N d’éléments deH converge faible-
ment vers un élémentu ∈ H lorsque :

∀v ∈ H, lim
n→+∞

〈
v, un

〉
=
〈
v, u
〉
.

Définition 2.24 (Convergence forte)Une suite(un)n∈N d’éléments deH converge forte-
ment vers un élémentu ∈ H lorsque :

lim
n→+∞

‖un − u‖ = 0.

La convergence forte implique la convergence faible. En dimension finie, les conver-
gences faible et forte sont équivalentes.
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Définition 2.25 (taux de convergence linéaire)Soitû ∈ H la solution du problème d’op-
timisation. On parle de taux de convergence linéaire (ou taux de convergence géométrique)
lorsque la méthode d’optimisation génère une suite d’estimées(un)n∈N qui satisfont :

(∀n ∈ N) ‖un − û‖ ≤ τn‖u0 − û‖

où τ ∈]0, 1[ définit le taux de convergence.

Theorème 2.26[Rockafellar, Wets, 2004, Théorème 7.33]Soientf et (fℓ)ℓ∈N des fonc-
tions s.c.i et propres deRN . On suppose que la suite(fℓ)ℓ∈N est telle que l’union de leur
section inférieure à la hauteurη ∈ R soit bornée, i.e. pour toutη ∈ R,

⋃
ℓ∈N

lev≤η fℓ
est bornée. De plus, on suppose que(fℓ)ℓ∈N épi-converge vers sa limite ponctuellef . Si
f possède un unique minimiseur notéû, toute suite(ûℓ)ℓ∈N de minimiseurs de(fℓ)ℓ∈N

converge verŝu.

2.3.3 Algorithmes

Ce paragraphe n’a pas la prétention de lister l’ensemble desalgorithmes permettant de
minimiser des fonctionnelles convexes mais plutôt de rappeler certaines grandes classes
d’algorithmes. Dans la suite de ce paragraphe, le problème de minimisation convexe con-
sidéré est de la forme :

û ∈ Argmin
u∈H

J∑

j=1

fj(u) (2.24)

où pour toutj ∈ {1, . . . , J}, fj ∈ Γ0(H). Pour résoudre ce type de problèmes, il faut
faire appel à des algorithmes itératifs générant une suite(un)n∈N qui converge (au moins
faiblement) vers une solution du problème (2.24). La solution est unique lorsque le critère
est strictement convexe et dans ce cas

û = arg min
u∈H

J∑

j=1

fj(u) (2.25)

2.3.3-a) Algorithmes permettant de minimiser des critèresdifféren-
tiables

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas particulier de (2.24) où J = 1 et f1 est
une fonction convexe différentiable de gradientβ1-Lipschitz. Nous rappelons les algo-
rithmes de base permettant de résoudre une telle problématique.
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• Les méthodes de gradientsont basées sur le fait que pour toutu ∈ H, ∇f1(u) corre-
spond à la direction possédant le taux de croissance le plus élevé def1 en u. Par con-
séquent,−∇f1(u) correspond au taux de décroissance le plus grand ce qui indique un
bon choix de direction pour trouver le minimiseur def1. Soitu0 ∈ H, l’initialisation de
l’algorithme, alors les itérationsn ∈ N construisent une suite(un)n∈N telle que

un+1 = un − γn∇f1(un),

où(γn)n∈N représente la suite des pas de l’algorithme. La difficulté réside dans le choix du
pas permettant d’approcher le minimum le plus rapidement possible. La méthode deplus
grande pentechoisit le pas de l’algorithme permettant de maximiser la taux de décroi-
sance de la fonction objectif à chaque itération en calculant γn = arg minγ>0 f1(un −
γ∇f1(un)) qui est calculé le plus souvent par des approches dichotomiques. Parmi les
méthodes de pas adaptatif on peut également citer la méthodede descente de gradient
avec recherche linéaire d’Armijo où le pasγn est admissible s’il vérifie

f1

(
un − γn∇f1(un)

)
≤ f1(un)− ǫγn‖∇f1(un)‖,

avecǫ ∈]0, 1[. Il y a également la stratégie de [Barzilai, Borwein, 1988] qui fait inter-
venir l’inverse du Hessien def1. L’utilisation d’un pas adaptatif permet d’accroître les
performances d’une descente de gradient à pas constant. Il faut néanmoins rester con-
scient que les méthodes à pas adaptatifs sont coûteuses à chaque itération de l’algorithme.
Remarquons tout de même que des preuves de convergence faible versû sont garanties si
γn ∈]0, 2/β1[. D’autre part, lorsquef1 = ‖A ·−z‖2, l’algorithme de gradient résultant est
connu sous le nom d’algorithme de Landweber [Landweber, 1951].

• Les méthodes de Newtonne se contentent pas d’utiliser la dérivée première mais s’ap-
puient également sur la dérivée seconde. L’idée de cet algorithme consiste à construire
successivement une approximation quadratique de la fonction objectiff1 en un pointun
ajustée à partir de la dérivée première et seconde, puis on trouve le minimiseur de cette
fonction quadratique plutôt que de minimiserf1 directement. Le minimiseur est alors
utilisé comme nouveau point de construction d’une approximation. La procédure est en-
suite répétée jusqu’à la convergence de l’algorithme. L’approximation quadratique peut
être construite en utilisant le développement en série de Taylor de la fonctionf1 au point
courantun, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à trois.Les itérations sont
alors de la forme :

un+1 = arg min
u∈H

f1(un) +∇f1(un)
⊤(u− un) +

1

2
(u− un)⊤H(un)(u− un)

︸ ︷︷ ︸
I(u,un)

(2.26)

oùH désigne le Hessien def1 enun. Remarquons que siH désigne une matrice définie
positive telle que pour toutv ∈ H, la fonctionI(·, v), définie dans l’équation (2.26),
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soit une approximation majorante def1 env alors on parle d’algorithme de majoration-
minimisation (MM) [Hunter, Lange, 2004]. LorsqueH désigne une approximation du
Hessien, on parle de méthode de quasi-Newton. Cette approche permet généralement
d’améliorer la vitesse de convergence.

Davantage de détails sur ces méthodes gérant des critères différentiables sont présen-
tés dans [Chouzenouxet al., 2009]. En particulier, des méthodes à barrières sont étudiées
car elles permettent de gérer des fonctions différentiables à dérivée seconde non bornée
(comme la divergence de Kullback-Leibler).

Remarque 2.27Nous avons présenté ces algorithmes dans le casJ = 1. Néanmoins ils
peuvent être utilisés pour minimiser un critère composé desdiverses fonctionnelles. Cela
requiert que chaque fonctionnelle soit différentiable et souvent de gradient Lipschitz de
façon à obtenir des garanties de convergence.

2.3.3-b) Algorithmes permettant de minimiser des critèresnon dif-
férentiables

Commençons par formaliser un cas particulier du problème (2.24) lorsqueJ = 1 et
f1 = ιC , cela conduit à :

Problème 2.28SoitC =
⋂c
i=1Ci, où (Ci)i∈{1,...,c} est une famille d’ensembles convexes

fermés non vides deH.
Trouver û ∈ C.

Le problème2.28est connu sous le nom d’approche ensembliste.C est appelé ensemble
admissible lorsqueC 6= ∅ et la solution est admissible lorsqu’elle vérifie l’ensemble des
contraintes(Ci)i∈{1,...,c}. Ce formalisme est très utilisé en traitement d’images pourdes
applications diverses (se référer à [Youla, Webb, 1982], [Capricelli, 2008, Chapitre 3] et
aux références associées). La formulation des contraintesest issue de la connaissancea
priori des données à reconstruire et également des observations. Notons que des exemples
de contraintes ont été donnés dans le paragraphe2.2.3-a)pour la résolution de problèmes
inverses. Le problème2.28peut être résolu par l’algorithme séquentiel POCS (Projection
Onto Convex Sets) [Bregman, 1965] qui consiste à initialiseru0 ∈ H et pour toutn ∈ N,
calculer

un+1 = Pi(n)un

où i(n) représente un balayage cyclique tel quei(n) = (n mod c) + 1.
La convergence faible de cet algorithme a été démontrée dans[Bregman, 1965]. Remar-
quons qu’une version étendue introduisant un paramètre de relaxation a été proposée dans
[Gurin et al., 1967], article dans lequel la convergence forte a également été démontrée.
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Des variantes de l’algorithme POCS telles que ART (Algebraic Reconstruction Tech-
nique) [Gordonet al., 1970] ou PPM (Parallel Projection Method) [Combettes, 1994;
Iusem, De Pierro, 2006] ont été proposées pour effectuer ces projections en parallèle et
permettre ainsi d’améliorer les performances de POCS ne pouvant traiter qu’une con-
trainte à chaque itération. Ces algorithmes sont utilisés pour résoudre des problèmes in-
verses [Trussell, Civanlar, 1984] mais peuvent parfois, comme dans certaines applications
en traitement d’images, faire appel à un nombre de contraintes très élevé. Une méthode
parallèle semble donc beaucoup plus adaptée à ce type de problèmes avec une possi-
ble implantation sur une architecture multi-cœur ou GPU (Graphics Processing Unit).
Néanmoins, il se peut que les complexités de calcul des projections pour les différentes
contraintes ne soient pas les mêmes et un algorithme hybrideséquentiel/parallèle permet
alor d’optimiser la convergence. Ces algorithmes hybridesportent le nom d’algorithmes
par blocs. Pour introduire un de ces algorithmes nous allonsnous placer dans un cadre un
peu plus large que la formulation du problème2.28.

Problème 2.29SoitC =
⋂c
i=1Ci 6= ∅, où (Ci)i∈{1,...,c} est une famille d’ensembles

convexes fermés deH. Soitf1 ∈ Γ0(H).

Trouver û ∈ C tel que f1(û) = inf f1(C).

Ce problème est un cas particulier du problème (2.24) lorsqueJ = 2 et f2 = ιC et il
devient équivalent au problème2.28lorsquef1 = 0.

L’algorithme itératif par blocs BISGA (Block Iterative Surrogate Gradient Algorithm)
proposé dans [Combettes, 2003] est présenté plus bas (algorithme1) dans le contexte
suivant :

Hypothèse 2.30Soitf1 ∈ Γ0(H) une fonction différentiable et strictement convexe sur
C ⊂ H. On suppose qu’il existew ∈ S ⊂ H tel quef1(w) < +∞ et tel queS = {v ∈
H | f1(v) ≤ f1(w)} est borné (hypothèses assurant l’existence d’un unique minimiseur).
De plus, les contraintes sont modélisées par

(
∀i ∈ {1, . . . , c}

)
Ci = {u ∈ H | ϕi(u) ≤ δi} (2.27)

où pour touti ∈ {1, . . . , c}, ϕi est une fonction convexe et continue deH dansR et δi
un paramètre réel (les ensembles de contraintes ainsi définis sont des sections inférieures
des fonctions(ϕi)1≤i≤c).
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Fixer ǫ ∈]0, 1/c[ etu0 ∈ H.

Pourn ∈ N

1- Prendre un ensemble d’indicesIn ⊂ {1, . . . , c} non vide.
2- Soitti,n un sous-gradient deϕi enun.

3- Pouri ∈ In, pi,n =

{
un + δi−ϕi(un)

‖ti,n‖ ti,n, si ϕi(un) > δi;

un, si ϕi(un) ≤ δi.

4- On fixe la suite(ωi,n)i∈In variant dans]ǫ, 1] et telle que
∑

i∈In ωi,n = 1.

5- λn =

{P

i∈In
ωi,n‖pi,n−un‖2

‖
P

i∈In
ωi,npi,n−un‖2 , si un ∈

⋂
i∈In Ci;

1, sinon.

6- un = arg min
u∈Dn∩En

f1(u) avec

{
Dn = {v ∈ H |

〈
un − v,∇f1(un)

〉
≤ 0},

En = {v ∈ H |
〈
v − vn, un − vn

〉
≤ 0}.

Algorithme 1: Algorithme BISGA.

L’algorithme BISGA converge vers l’unique solution du problème2.29lorsqu’il ex-
iste un nombre d’itérationsL > 0 pour lequel, quelque soit l’itération couranten ∈ N,⋃n+L−1
j=n Ij = {1, . . . , c}. Cette hypothèse implique que chaque ensembleCi soit utilisé

au moins une fois au cours desL itérations suivantes. La notion d’algorithmes par blocs
provient des suites(In)n∈N désignant un groupe de contraintes. L’étape 3 de l’algorithme
correspond à une projection sous-différentielle deun sur chaque(Ci)i∈In . Enfin, il est
intéressant de remarquer que dans le cas oùf1 est un terme quadratique, l’étape 6 prend
une forme explicite. On laissera les lecteurs se reporter à [Combettes, 2003; Miled et al.,
2009] pour plus de détails sur cet algorithme, ses simplifications dans le cas quadratique
et également son utilisation dans le cas de la stéréoscopie.

Le problème2.29nous permet également d’introduire l’algorithme de gradient projeté
[Bertsekas, Tsitsiklis, 1997, Chap. 3., Sect.3.3.2][Alber et al., 1998] qui est un algorithme
avec un bon taux de convergence lorsque la fonction est de gradientβ1-Lipschitz. Soit
u0 ∈ C, la suite(un)n>0 est construite de la façon suivante :

un+1 = un + λn

(
PC
(
un − γn(∇f1(un)− un)

))
.

L’algorithme converge faiblement vers une solution du problème2.29lorsque l’on choisit,
pour toutn ∈ N, le paramètre de relaxationλn ∈]0, 1] et le pas de l’algorithmeγn ∈
]0, 2/β1[. De la même manière que pour la simple descente de gradient,des stratégies
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de recherche de pas sont envisageables mais requièrent d’arrêter la recherche linéaire
lorsque l’on sort du convexeC. Ce type d’algorithme a récemment été utilisé pour ré-
soudre le problème de déconvolution en présence de bruit gaussien avec une régularisation
par variation totale [Chambolle, 2004]. Dans ce travail, Chambolle introduit la variation
totale sous forme de contrainte, telle queC = {u ∈ H | tv(u) ≤ δ} avecδ ∈]0,+∞[,
et non sous forme lagrangienne comme nous l’avions fait dansle paragraphe précédent, à
savoir,

min
u∈H

f1(u) + χtv(u) avecχ > 0.

Le dernier algorithme que nous allons mentionner dans ce paragraphe est l’algorithme
de sous-gradient projeté de Polyak [Polyak, 1969]. Cet algorithme permet de résoudre le
problème2.29dans une formulation générale, ne nécessitant pas d’hypothèse de différen-
tiabilité surf1. L’algorithme est initialisé par une valeuru0 ∈ C et, pour toutn ∈ N, tn
désigne un sous-gradient def1 enun. Les itérations sont obtenues pour toutn ∈ N par

un+1 = PC

(
un − σn

tn
‖tn‖

)
,

où, pour avoir des garanties de convergence,(σn)n≥0 est une suite de valeurs strictement
positives de somme infinie (

∑
n σn = +∞) et de carré sommable (

∑
n σ

2
n < +∞). Ces

hypothèses impliquent un pas inversement proportionnel aunombre d’itérations, ce qui
va se traduire par une convergence lente de l’algorithme. Cet algorithme permet donc
de traiter des fonctionnelles convexes non-différentiables de type normeℓ1 mais au prix
d’une convergence lente.

2.3.4 Conclusion sur les algorithmes

Divers algorithmes permettant de minimiser des critères différentiables ou non-différen-
tiables viennent d’être présentés. Nous récapitulons dansle tableau2.1 l’ensemble des
avantages et inconvénients de chaque méthode. Dans ce tableau, le fait de gérer des fonc-
tions de gradient non-Lipschitz mais différentiables sur leur domaine concerne directe-
ment la divergence de Kullback-Leibler. La non-différentiabilité est liée à la minimisation
d’un critère comprenant la normeℓ1 (par exemple comme terme de régularisation). La
gestion des contraintes permet d’envisager des contraintes comme la positivité des pixels
de l’image reconstruite, ou encore s’assurer que la solution appartienne à la bouletv, ce
qui reviendrait à formuler le critère (2.7) sous la forme :

min
y∈RN

ψ(y) s.c. φ(y) ≤ δ. (2.28)
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Gradient Newton POCS Gradient BISGA Polyak
projeté

Critère
différentiable X
et de gradient X X - X (et strict. X

Lipschitz convexe)
Critère

différentiable X
mais PAS de - - - - (et strict. X

gradient convexe)
Lipschitz
Critère X

non - - - - (Si exprimé X
diffé- sous forme

rentiable de containte)
Contraintes X

avec - - X X (contrainte de X
projecteur la forme (2.27))
explicite

X
Parallé- - - (variantes - X -
lisable parallèles comme

ART ou PPM)
Assez lent Vitesse Parfois moins Très lent

mais dépendante Similaire rapide à cause
possibilité Rapide du nombre méthode que d’autres du choix

Vitesse d’acc. avec de de méthodes avec du pas
méthodes contraintes gradient projecteur permettant

d’adaptation explicite d’assurer
de pas. la conv.

TABLE 2.1 – Tentative de comparaison des principaux algorithmes d’optimisation con-
vexe utilisés dans les problèmes d’imagerie.
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Un autre élément de comparaison pour ces différents algorithmes est leur possible
implantation en parallèle de façon à améliorer leur temps decalcul (important quand
les données sont de grandes tailles). Le dernier élément considéré est ainsi la vitesse de
convergence.

Le tableau2.1 montre qu’il est difficile de gérer efficacement un critère incluant si-
multanément une fonction qui n’est pas de gradient Lipschitz et une normeℓ1 avec les
méthodes précédemment citées. Lorsqu’il s’agit alors de prendre en compte des données
dégradées par un bruit de Poisson, une solution efficace serade faire appel aux algo-
rithmes proximaux, méthodes permettant de minimiser un critère de la forme (2.24) sous
la seule contrainte que, pour touti ∈ {1, . . . , J}, on soit capable de calculer explicitement
la solution de

arg min
u∈H

1

2
‖u− v‖2 + fi(u),

connue sous le nom d’opérateur proximal de la fonctionfi au pointv ∈ H. La notion
d’opérateur proximal sera détaillée dans le chapitre3.

2.4 Bruit de Poisson : quelle méthode adopter ?

La littérature associée aux applications telles que la TEP,l’imagerie SPECT (Single
Photon Emission Computed Tomography), l’astronomie gamma, la microscopie confo-
cale ou encore l’imagerie optique, permet d’avoir un large aperçu des méthodes de recon-
struction en présence de bruit de Poisson. Nous allons présenter dans ce paragraphe, les
principales méthodes utilisées à savoir les approches basées sur le maximum de vraisem-
blance [Richardson, 1972; Lucy, 1974; Shepp, Vardi, 1982; Lange, Carson, 1984], les
approches MAP lorsque le terme d’attache aux données est quadratique [Fessler, Hero,
1995; Bouman, Sauer, 1996; Verhaegheet al., 2008], et enfin certains travaux permettant
de stabiliser la variance des observations tels que les transformées de Anscombe et de
Haar-Fisz [Anscombe, 1948; Bar-Lev, Enis, 1988; Fryźlewicz, Nason, 2001; Zhanget al.,
2008].

Remarque 2.31Dans cette thèse notre intérêt portera sur les approches variationnelles.
Il faut néanmoins être conscient que d’autres approches ontété développées dans le cas
d’un bruit additif gaussien et plus récemment dans un cadre poissonien. Parmi ces méth-
odes ont peut citer les approches de type « moyennes non-locales » (Non-local means)
[Buadeset al., 2005; Deledalleet al., 2010] ou encore les approches basées sur l’équiv-
alent du principe de Stein [Stein, 1981] dans le cas du bruit Poisson [Hudson, 1978;
Tsui, Press, 1982; Luisier et al., 2010]. Ces méthodes sont actuellement efficaces pour
des problèmes de débruitage mais lorsqu’un opérateur de dégradation linéaire rentre en
jeu l’extension de ces travaux n’est pas triviale.
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2.4.1 Maximum de vraisemblance

Une première approche, connue sous le nom d’algorithme de Richardson-Lucy dans
des applications en microscopie ou en astronomie [Richardson, 1972; Lucy, 1974] et sous
le nom d’algorithme EM-ML (Expectation-Maximisation Maximum Likelihood) en TEP
[Dempsteret al., 1977; Shepp, Vardi, 1982; Lange, Carson, 1984], consiste à maximiser la
vraisemblance poissonienne. Le raisonnement pour obtenirles itérations de l’algorithme
est le suivant. On cherche l’estimée dey = (yi)1≤i≤N la plus probable notéêyMV . Ceci
revient à résoudre

ŷMV = arg max
y∈RN

logµZ|Y=y((zj)1≤j≤M)

La loi de Poisson est donnée par :

µZ|Y=y((zj)1≤j≤M) =

M∏

j=1

exp
(
− α∑N

i=1Aj,iyi
)

zj!
(α

N∑

i=1

Aj,iyi)
zj , (2.29)

où (Aj,i)1≤j≤M,1≤i≤N et (zj)1≤j≤M sont définis par l’équation (2.1). Par conséquent,

log µZ|Y=y((zj)1≤j≤M) =
M∑

j=1

{
− α

N∑

i=1

Aj,iyi + zj log
(
α

N∑

i=1

Aj,iyi
)}

+ constante.

La maximisation de la vraisemblance peut être effectuée parl’algorithme EM. Des ex-
plications détaillées sont présentées dans [Shepp, Vardi, 1982, Annexe I]. Les itérations
résultantes de l’algorithme EM-ML sont, pour toutn ∈ N,

(
∀j ∈ {1, . . . , N}

)
yj,n+1 =

yj,n

α
∑M

i=1Aij

M∑

i=1

Aij
zi∑N

j=1Aijyj
.

La suite(yn)n∈N définie précédemment converge vers le maximum de la log vraisem-
blance poissonienne. Cependant, comme aucun terme de régularisation n’est pris en compte,
l’image ŷMV est une estimée instable, dominée par le bruit. Cependant, un avantage de
cette approche provient de la possibilité d’assurer la positivité de la solution. En effet,
cet algorithme est un algorithme multiplicatif avec un facteur multiplicatif positif, ce qui
assure que si la première estimée est positive, les suivantes le seront également. Pour plus
de détails sur cet algorithme on pourra se référer à [Shepp, Vardi, 1982; Lange, Carson,
1984]. Cet algorithme est néanmoins connu pour posséder des tauxde convergence très
faibles. Pour cela, des versions accélérées telles que OSEM(Ordered Subsets Expectation
Maximization) [Hudson, Larkin, 1994] ont été proposées. L’algorithme OSEM considère
à chaque itération un sous-ensemble des données observées.La méthode la plus utilisée
consiste à prendre des sous-ensembles consécutifs adaptés. Le raisonnement est similaire
à l’implantation de ART proposée dans [Herman, Meyer, 1993].
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2.4.2 Approche MAP : traiter le bruit comme s’il sagissait d’un bruit
gaussien

L’approche EM-ML permet d’obtenir des résultats corrects mais très éloignés de l’op-
timum recherché. Pour améliorer ses performances, des approches EM-MAP ont été en-
visagées mais l’étape de Maximisation de l’EM est alors lourde en temps de calcul. Dans
la littérature on peut par contre trouver des approches MAP où le terme d’attache aux
données est approximé par une fonction quadratique. On peutse reporter aux nombreux
travaux effectués dans cette direction à savoir [Fessler, Hero, 1995; Bouman, Sauer, 1996;
Verhaegheet al., 2008] et les références associées. Généralement, cette approximation
conduit à des résultats corrects lorsque les données sont peu dégradées par le bruit de
Poisson [Fessler, 1995]. Dans ces approches, le terme de régularisation est souvent une
pénalisation quadratique appliquée sur chaque pixel et sonvoisinage.

Pour envisager des régularisations plus performantes telles que la variation totale
ou une normeℓ1 appliquée sur des coefficients de trame, il faut faire appel àdes tech-
niques d’optimisation convexe plus récentes : les approches proximales [Combettes, Wajs,
2005] ont montré leur efficacité pour des problèmes de restauration en présence de bruit
gaussien. Pour traiter des données dégradées par un opérateur linéaire et un bruit de Pois-
son, il peut être envisagé d’utiliser une approximation quadratique de l’antilog-vraisem-
blance poissonienne de façon à se ramener à des critères de laforme :

min
y∈RN

‖Ay − z‖2 + χtv(y), (2.30)

ou
min
x∈RK

‖AF ∗x− z‖2 + χ‖x‖1, (2.31)

2.4.3 Approche MAP : transformées stabilisatrices de variance

• Approximation de Anscombe
Une approche proposée par Donoho dans [Donoho, 1993] consiste à effectuer un pré-
traitement sur les observations en utilisant la transformée de Anscombe [Anscombe, 1948;
Mäkitalo, Foi, 2010],

A(z) = 2

√
z +

3

8
.

Ce pré-traitement permet à la statistique du bruit de se rapprocher d’une loi normale cen-
trée de variance1. Ce constat est illustré par les figures2.6 et 2.7 pour des paramètres
d’échelles fixés àα = 0.1 et α = 0.02. On remarque que plus la valeur deα est faible,
moins la transformation est efficace. Après la transformation, la suite du traitement con-
siste à considérer les données comme des données gaussiennes.
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• Transformée de Haar-Fisz
L’objectif de la transformée de Haar-Fisz [Fryźlewicz, Nason, 2001] est identique à celle
de Anscombe. Elle consiste à stabiliser la variance et implique de cette façon que le bruit
se rapproche d’un bruit gaussien. La transformée de Haar-Fisz notéeF est obtenue de la
façon suivante :

(i) Effectuer une transformée en ondelettes avec des filtresnon normalisés de Haar sur
l’image y ∈ RN1×N2 sur J niveaux, tels queN1 = N2 = 2J . A chaque niveau
de décompositioni ∈ {1, . . . , J}, modifier les coefficients de détails de la façon
suivante :

xio =

{
0 si xiapp. = 0,

xio/
√
xiapp. sinon

oùo représente les coefficients de détails horizontaux, verticaux ou diagonaux.

(ii) Effectuer la transformée en ondelettes de Haar inversesur J niveaux à partir des
coefficients transformés à l’étape précédente.

Sur les figures2.6et 2.7, sont représentés les histogrammes de bruit pour les différentes
transformations. Il apparaît clairement que la transformée de Haar-Fisz fournit une bonne
approximation d’une loi normale, et cela quelque soit le niveau de bruit.
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FIGURE 2.6 – Comparaison des histogrammes de bruit pourα = 0.1 lorsquey correspond
à l’image de Lena.
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FIGURE 2.7 – Comparaison des histogrammes de bruit pourα = 0.02 lorsquey corre-
spond à l’image de Lena.

2.4.4 Approches proximales

Grâce à des outils récents d’optimisation convexe que nous présenterons dès le chapitre
suivant, des algorithmes comme l’algorithme de Douglas-Rachford [Combettes, Pesquet,
2007a] ou l’algorithme proximal parallèle [Combettes, Pesquet, 2008] permettent, en par-
ticulier, de résoudre le problème de débruitage en formulant un critère convexe composé
d’une divergence de Kullback-Leibler et d’une régularisation de type normeℓ1 sur des
coefficients de trame, à savoir,

x̂ ∈ Argmin
x∈RK

DKLG(z, F⊤x) + χ‖x‖1, (2.32)

ou d’une divergence de Kullback-Leibler avec une régularisation par variation totale, c’est
à dire,

ŷ ∈ Argmin
y∈RN

DKLG(z, y) + χtv(y). (2.33)

L’image débruitée par la minimisation du critère (2.32) est ŷ = F⊤x̂. A ce stade, nous
nous contentons de montrer quelques résultats de débruitage obtenus avec les algorithmes
proximaux, sans en détailler les itérations. Nous comparons ces résultats aux méthodes
stabilisatrices de variance et à l’approximation quadratique. Pour ces approches nous min-
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imisons,
x̂ ∈ Argmin

x∈RK

‖F⊤x− T (z)‖22 + χ‖x‖1, (2.34)

ou
v̂ = arg min

v∈RN

‖v − T (z)‖22 + χtv(v). (2.35)

La notationT permet d’englober les deux approches stabilisatrices de variance et l’ap-
proximation quadratique. En effet, nous avonsT (z) = A(z) pour la transformée de
Anscombe,T (z) = F(z) pour la transformée de Haar Fisz etT (z) = z dans le cas
de l’approximation quadratique. Dans notre exemple,F représente une transformée en
ondelettes avec des filtres de symmlets de longueur 6 [Mallat, 1997]. D’une part, la solu-
tion de l’équation (2.34) revient à effectuer un seuillage doux des coefficients d’ondelettes
deT (z) [Daubechieset al., 2004]. D’autre part, la solution de (2.35) est obtenue en ap-
pliquant l’approche de Chambolle surT (z). Les images débruitées par le critère (2.34)
(resp. du critère (2.35)) sont obtenues par̂y = T −1(F⊤x̂)

(
resp.ŷ = T −1(v̂)

)
.

Pour chaque approche, le paramètre de régularisationχ a été choisi manuellement
pour obtenir le plus grand rapport signal sur bruit (SNR). Dans l’ensemble du manuscrit,
le SNR mesurera l’erreur entre une imagey et l’image originaley. Il est défini par

SNR(y, y) = 20 log10

‖y‖
‖y − y‖ . (2.36)

Une autre mesure qui sera fréquemment utilisée est la mesurede similarité de structures
(SSIM), introduite dans [Wang, Bovik, 2009]. Ses valeurs sont comprises entre -1 et
1 (le maximum étant obtenu pour deux images identiques). Le programme Matlab est
disponible sur la page web de Z. Wang1.

Les résultats obtenus par les différentes approches sont présentés sur les figures2.8
et 2.9 où nous pouvons remarquer la nette amélioration des résultats tant en terme de
SNR, de SSIM ou visuellement lorsque la divergence de Kullback-Leibler est considérée.
Cet exemple vise essentiellement à évaluer la qualité de restauration pour les différents
choix de terme d’attache aux données. Cependant, nous pouvons noter que, pour la régu-
larisation par normeℓ1 sur les coefficients de trames, de meilleurs résultats auraient pu
être obtenus en remplaçant la transformée en ondelettes choisie par des trames telles que
des contourlets, des bandelets, des transformées en arbre dual. Notons que pour obtenir
de bons résultats en utilisant des trames, le coefficient de régularisation doit être adapté
à chaque sous-bande. Lorsqu’un opérateur linéaire est prisen compte, les algorithmes
proximaux ne peuvent être utilisés directement lorsque l’attache aux données est une
divergence de Kullback-Leibler, cela nous conduira à deux études différentes dans les
chapitres3 et 4.

1. http ://www.ece.uwaterloo.ca/∼z70wang/research
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Remarque 2.32Notons que de récents travaux basés sur d’autres approches que les
méthodes proximales se sont intéressés à la minimisation d’un critère composé de la
divergence de Kullback-Leibler et de la variation totale [Dey et al., 2006; Chan, Chen,
2007; Bardsley, Luttman, 2009].

2.5 Conclusion

Ce présent chapitre nous a permis d’introduire la problématique et les approches exis-
tantes pour l’aborder. Elle permet de dégager trois points importants :

• Nous avons vu que de nombreux algorithmes permettent de résoudre des problèmes de
débruitage, restauration et reconstruction en présence debruit additif gaussien, grâce à un
terme d’attache aux données quadratique (fonction de gradient Lipschitz).

• Nous avons montré que pour des données dégradées par un bruitde Poisson impliquant
un terme d’attache aux données lié à la divergence de Kullback-Leibler, la propriété de
gradient Lipschitz requise pour la convergence de nombreuxalgorithmes n’est pas véri-
fiée. Il faut néanmoins noter que la fonctionnelle reste deuxfois différentiable sur son
domaine.

• Une limitation supplémentaire provient du choix du terme derégularisation. En effet,
un terme qui semble adéquat en pratique est une normeℓ1 appliquée sur des coefficients
de trames. Cependant, dans les algorithmes cités, ceux permettant de traiter des fonction-
nelles non-différentiables sont généralement très lents.Une solution consiste à approx-
imer la normeℓ1 par une fonction différentiable telle qu’une fonction de Huber [Durand,
Nikolova, 2007; Carlavanet al., 2009] mais le choix d’une bonne approximation jouera
sur la vitesse de convergence de l’algorithme et la qualité des résultats. Dans la suite nous
présenterons des algorithmes proximaux qui constituent des méthodes efficaces permet-
tant de minimiser des critères non-différentiables. Ces algorithmes requièrent néanmoins
certaines adaptations pour être appliqués dans le cas d’un bruit poissonien, en particulier
lorsque la dégradation comporte également un opérateur linéaire. Enfin, nous avons re-
marqué que, malgré les bons résultats produits par la régularisation sur des trames d’on-
delettes ou une régularisation par variation totale, les résultats obtenus présentent des arte-
facts. Un point que nous aborderons dans le chapitre4 est la nécessité de trouver d’autres
termes de régularisation permettant d’améliorer la qualité de restauration/reconstruction.
Nous présenterons dans ce but, la notion de régularisation hybride.
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Image originale Image dégradée

Solution de (2.34) avecT = Id Solution de (2.34) avecT = A Solution de (2.34) avecT = F
SNR = 18.3 dB et SSIM = 0.61 SNR = 19.1 dB et SSIM = 0.66 SNR = 17.8 dB et SSIM = 0.56

Solution de (2.35) avecT = Id Solution de (2.35) avecT = A Solution de (2.35) avecT = F
SNR = 20.3 dB et SSIM = 0.70 SNR = 21.0 dB et SSIM = 0.75 SNR = 19.9 dB et SSIM = 0.67

Solution de (2.33) Solution de (2.33)
SNR = 21.3 dB et SSIM = 0.76 SNR = 19.7 dB et SSIM = 0.69

FIGURE 2.8 – Comparaison des différentes méthodes de débruitage enprésence de bruit
de Poisson pour une dégradation avec un paramètre d’échellefixé àα = 0.1.
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Solution de (2.34) avecT = Id Solution de (2.34) avecT = A Solution de (2.34) avecT = F
SNR = 15.8 dB et SSIM = 0.46 SNR = 14.5 dB et SSIM = 0.47 SNR = 14.9 dB et SSIM = 0.40

Solution de (2.35) avecT = Id Solution de (2.35) avecT = A Solution de (2.35) avecT = F
SNR = 17.0 dB et SSIM = 0.55 SNR = 15.7 dB et SSIM = 0.59 SNR = 16.3 dB et SSIM = 0.50

Solution de (2.33) Solution de (2.33)
SNR = 17.9 dB et SSIM = 0.62 SNR = 16.4 dB et SSIM = 0.51

FIGURE 2.9 – Comparaison des différentes méthodes de débruitage enprésence de bruit
de Poisson pour une dégradation avec un paramètre d’échellefixé àα = 0.02.
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CHAPITRE 3

Imbrication d’algorithmes proximaux
et extension quadratique

3.1 Motivations

Depuis le début des années 2000, de nombreux travaux ont porté sur la minimisa-
tion d’un critère convexe composé d’une somme de deux fonctions non-nécessairement
différentiables [Bect et al., 2004; Figueiredo, Nowak, 2003; Daubechieset al., 2004;
Combettes, Wajs, 2005; Combettes, Pesquet, 2007a]. On peut par exemple citer, l’algo-
rithme EM (Expectation-Maximization) introduit dans [Figueiredo, Nowak, 2003], l’al-
gorithme Landweber seuillé [Bectet al., 2004; Daubechieset al., 2004] également connu
sous le nom d’algorithme explicite-implicite dans une forme plus générale [Combettes,
Wajs, 2005] et l’algorithme de Douglas-Rachford [Combettes, Pesquet, 2007a]. Ces deux
derniers font appel à la notion d’opérateur proximal introduit par Moreau dans [Moreau,
1965] et possèdent des garanties de convergence. Nous définironsdans un premier temps
cet opérateur et certaines de ses propriétés qui nous serontutiles dans ce chapitre ainsi
que dans le reste du manuscrit. Notre intérêt portera ensuite sur les algorithmes proxi-
maux (explicite-implicite et de Douglas-Rachford) et les propriétés de convergence asso-
ciées. Le calcul de l’opérateur proximal d’une somme de deuxfonctions convexes fera
l’objet d’une étude dans le paragraphe suivant. Nous présenterons ensuite la classe des
algorithmes proximaux imbriqués que nous avons proposée etleurs propriétés de con-
vergence. Ces méthodes permettent de résoudre une classe deproblèmes plus large, à
savoir la minimisation d’une somme de trois fonctions. La formulation de cette classe de
problèmes est la suivante.

Problème 3.1 Soientf , g eth des fonctions appartenant à la classeΓ0(H) où g est une
fonction de gradientβ-Lipschitz avecβ > 0. On souhaite trouver

û ∈ Argmin
u∈H

f(u) + g(u) + h(u).

Le troisième fonctionnelle permet par exemple d’inclure dans le critère, en plus du terme
d’attache aux données et d’un terme de régularisation, des contraintes additionnelles
telles qu’une contrainte de positivité des données ou une contrainte sur la dynamique des
pixels. Dans le paragraphe3.6, cette approche nous permettra entre autres de résoudre
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un problème inverse où l’image est dégradée par un opérateurlinéaire et un bruit non-
nécessairement additif gaussien, comme un bruit de Poisson. Dans les exemples étudiés
dans le paragraphe3.6, h se réduira à la fonction indicatrice d’un ensemble convexe ce
qui nous amènera à considérer un cas particulier du problème3.1, à savoir :

Problème 3.2 Soientf et g deux fonctions appartennant à la classeΓ0(H) où g est une
fonction de gradientβ-Lipschitz avecβ > 0. SoitC ⊂ H un ensemble convexe fermé non
vide. On souhaite trouver

û ∈ Argmin
u∈H

f(u) + g(u) + ιC(u).

3.2 Opérateur proximal

3.2.1 Définition

L’opérateur proximal est associé à une fonctionf ∈ Γ0(H) en un pointu ∈ H et se
noteproxfu. Il correspond à l’unique point qui minimisef + ‖ · −u‖2, i.e.

proxf : H → H : u 7→ arg min
v∈H

1

2
‖v − u‖2 + f(v). (3.1)

Cet opérateur généralise la notion de projection sur un ensemble convexe fermé non vide
C ⊂ H telle queproxιC = PC . De nombreuses formes explicites d’opérateurs proximaux
sont répertoriées dans de récents travaux [Combettes, Wajs, 2005; Chauxet al., 2007;
Combettes, Pesquet, 2007a; Combettes, Pesquet, 2010]. Une forme bien connue de cet
opérateur proximal est celle associée à une normeℓ1 (antilog vraisembance d’une loi de
Laplace), qui est rappelée ci-dessous.

Exemple 3.3 Soitχ ∈]0,+∞[ et soitϕ = χ| · |. On a alors, pour toutξ ∈ R,

proxϕξ =






ξ − χ si ξ > χ

0 si ξ ∈ [−χ, χ]

ξ + χ si ξ < −χ

Cet opérateur proximal correspond à un seuillage doux, c’est à dire, pour toutξ ∈ R,
proxϕξ = soft[−χ,χ]ξ = sign(ξ) max{|ξ| − χ, 0}.

D’autres formes explicites sont données pour des distributions gaussienne généralisée,
exponentielle, gamma, chi, uniforme et, plus généralement, pour des densités de proba-
bilité log-concaves [Chauxet al., 2007]. Dans la suite de ce chapitre, seules les propriétés
de cet opérateur qui sont nécessaires à la bonne compréhension du manuscrit seront rap-
pelées.
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3.2.2 Quelques propriétés

Dans ce paragraphe nous listons une série de propriétés liées aux opérateurs proxi-
maux. Ces propriétés vont du calcul d’un opérateur proximalpour une fonction composée
avec un opérateur linéaire, utile dans des problèmes de restauration d’images, à la pro-
priété de contraction de l’opérateur proximal, nécessairedans les preuves de convergence
des algorithmes proximaux. Nous nous attarderons également sur le calcul de l’opérateur
proximal d’une somme de deux fonctions dont l’une est la fonction indicatrice d’un en-
semble convexe.

• Points fixes[Chauxet al., 2007, lemme 2.3(i)] :
Soitf ∈ Γ0(H), pour toutu ∈ H, on a alors

u ∈ Argminf ⇔ proxfu = u. (3.2)

• Perturbation quadratique [Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.6(i)] :
Soitf = h+ϑ‖ · ‖2/2+χ

〈
·, ṽ
〉
+ ε avech ∈ Γ0(H), ṽ ∈ H, ϑ ∈ [0,+∞[ et (χ, ε) ∈ R2.

Pour toutu ∈ H, on a alors

proxfu = proxh/(ϑ+1)

(
(u− χṽ)/(ϑ+ 1)

)
. (3.3)

• Translation [Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.6(ii)] :
Soitf = h(· − ṽ) avech ∈ Γ0(H) et ṽ ∈ H. Pour toutu ∈ H, on a alors

proxfu = ṽ + proxh(u− ṽ). (3.4)

• Changement d’échelle[Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.6(iii)] :
Soitf = h(./χ) avech ∈ Γ0(H) etχ ∈ R r 0. Pour toutu ∈ H, on a alors

proxfu = χ proxh/χ2(u/χ). (3.5)

• Contraction et « moyenneα » [Combettes, Wajs, 2005, Définitions 1.1 et 2.3] :
Nous rappelons ici les définitions et quelques propriétés d’un opérateur contractant, d’un
opérateur de « moyenneα », d’un opérateur fermement contractant et strictement contrac-
tant.
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Définition 3.4 Un opérateurL : H → H estcontractantsi

(∀(u, v) ∈ H2) ‖Lu− Lv‖ ≤ ‖u− v‖.

Définition 3.5 L est dit de« moyenneα » (α-averaged) siL = (1− α)Id + αR pour un
certain opérateur contractantR : H → H. La classe des opérateurs de « moyenneα »
est notéeA(α).

Lemme 3.6 [Combettes, 2004, lemme 2.3]SoientL : H → H etϑ ∈ ]0,+∞[ tels que
ϑL ∈ A

(
1
2

)
, et soitγ ∈]0, 2ϑ[. On a alorsId− γL ∈ A

(
γ
2ϑ

)
.

Lemme 3.7 [Combettes, 2004, lemme 2.1(i) et 2.1(ii)]SoientL : H → H etα ∈]0, 1[.
Les propriétés suivantes sont alors équivalentes.

(i) L ∈ A(α).
(ii) (∀(u, v) ∈ H2) ‖Lu− Lv‖2 ≤ ‖u− v‖2 − 1−α

α
‖(Id− L)u− (Id− L)v‖2.

Définition 3.8 L’opérateurL est fermement contractants’il satisfait l’une des condi-
tions équivalentes suivantes :

(i) (∀(u, v) ∈ H2) ‖Lu− Lv‖2 ≤
〈
Lu− Lv, u− v

〉
.

(ii) (∀(u, v) ∈ H2) ‖Lu− Lv‖2 ≤ ‖u− v‖2 − ‖(Id− L)u− (Id− L)v‖2.
On peut remarquer que l’opérateurL est fermement contractant si et seulement siL ∈
A
(

1
2

)
.

Lemme 3.9 [Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.4]Soitf ∈ Γ0(H). proxf et Id − proxf
sont alors fermement contractant.

Définition 3.10 Un opérateur linéaireL : H → H eststrictement contractantde con-
stanteϑ ∈]0, 1[ si

(∀(u, v) ∈ H2) ‖Lu− Lv‖ ≤ ϑ‖u− v‖.

Proposition 3.11 Soit f une fonctionfortement convexede moduleϑ ∈ ]0,+∞[, i.e.
f = h+ ϑ ‖ · ‖2/2 oùh ∈ Γ0(H), alors :

(i) (∀(u, v) ∈ H2)
〈
proxfu− proxfv, u− v

〉
≥ (1 + ϑ)‖proxfu− proxfv‖2

(ii) proxf est strictement contractant de constante(1 + ϑ)−1.

Preuve :
La fonctionh/(1 + ϑ) appartient àΓ0(H) ce qui implique, d’après le lemme3.9, que
prox(1+ϑ)−1h est fermement contractant , i.e.

(∀(u, v) ∈ H2) ‖prox h
1+ϑ

u− prox h
1+ϑ

v‖2 ≤
〈
prox h

1+ϑ
u− prox h

1+ϑ
v, u− v

〉
.
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Par conséquent, en utilisant (3.3) avecχ = ε = 0, nous obtenons

(∀(u, v) ∈ H2)
〈
proxfu− proxfv, u− v

〉

=(1 + ϑ)

〈
prox h

1+ϑ

( u

1 + ϑ

)
− prox h

1+ϑ

( v

1 + ϑ

)
,

u

1 + ϑ
− v

1 + ϑ

〉

≥(1 + ϑ)

∥∥∥∥prox h
1+ϑ

( u

1 + ϑ

)
− prox h

1+ϑ

( v

1 + ϑ

)∥∥∥∥
2

=(1 + ϑ)‖proxfu− proxfv‖2.

La propriété(ii) peut alors être déduite en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(∀(u, v) ∈ H2) (1 + ϑ)‖proxfu− proxfv‖2 ≤
〈
proxfu− proxfv, u− v

〉

≤ ‖proxfu− proxfv‖‖u− v‖.�

• Composition :
La propriété suivante concerne le calcul de l’opérateur proximal d’une fonctionf de
Γ0(H) composée avec un opérateur linéaire bornéL vérifiantL ◦ L∗ = χ Id pourχ > 0.
On reconnaît ainsi la propriété caractéristique de l’opérateur de synthèse d’une trame
ajustée qui a été introduite dans le chapitre2 [équation (2.19)].

Proposition 3.12 [Combettes, Pesquet, 2007a, proposition 11]SoitG un espace de Hilbert
réel, soitf une fonction deΓ0(G) et soitL : H → G un opérateur linéaire borné. Sup-
posons que la composition deL etL∗ satisfaitL ◦ L∗ = χ Id, pourχ ∈ ]0,+∞[, on a
alors : f ◦ L ∈ Γ0(H) et

proxf◦L = Id + χ−1L∗ ◦ (proxχf − Id) ◦ L. (3.6)

Notons qu’une généralisation de cette proposition sera présentée dans le chapitre4 [propo-
sition4.3].

• Formule de décomposition:
Nous rappelons ici une proposition utile au calcul de l’opérateur proximal d’une fonction
séparable.

Proposition 3.13 [Chauxet al., 2007, proposition 2.10]SoitI un sous-ensemble non vide
deN, soit(oi)i∈I une base orthonormale deH et soit

f : H → ]−∞,+∞] ; u 7→
∑

i∈I

ϕi(〈u|oi〉).

Si I est fini, ou s’il existe un sous-ensembleJ deI tel que :
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(i) I r J est fini,
(ii) (∀i ∈ J) ϕi ≥ 0,
(iii) il existe une suite(ξi)i∈J dansR telle que

∑
i∈J

|ξi|2 < +∞,
∑
i∈J

|proxϕi
ξi|2 < +∞

et
∑
i∈J

ϕi(ξi) < +∞ ;

alorsf ∈ Γ0(H) et

(∀u ∈ H) proxfu =
∑

i∈I

(
proxϕi

〈u|oi〉
)
oi.

• Somme d’une fonction deΓ0(H) et d’une fonction indicatrice :

Dans le paragraphe3.4, notre attention portera sur le calcul de l’opérateur proximal de
la somme d’une fonction indicatrice et d’une fonction deΓ0(H). Nous rappelons ici, que
sous certaines limitations ce calcul est direct.

Proposition 3.14 [Combettes, Pesquet, 2007a, proposition 12]Soitf ∈ Γ0(H) et soitC
un sous-ensemble convexe deH tel queC ∩ dom f 6= ∅, alors :

(i) (∀u ∈ H), proxfu ∈ C ⇒ proxιC+fu = proxfu.

(ii) Supposons queH = R, on a alors

proxιC+f = PC ◦ proxf . (3.7)

Nous nous proposons de généraliser cette proposition de la manière suivante.

Proposition 3.15 SoitI un sous-ensemble non vide deN, soit (oi)i∈I une base orthonor-
male deH et (ϕi)i∈I une famille de fonctions deΓ0(R).
Soitf unefonction séparabletelle que,

f : H → ]−∞,+∞] : u 7→
∑

i∈I

ϕi(
〈
u, oi

〉
). (3.8)

Soit C unconvexe séparabletel que,

C =
⋂

i∈I

{u ∈ H |
〈
u, oi

〉
∈ Ci} (3.9)

où les(Ci)i∈I sont des intervalles fermés deR tels que (∀i ∈ I) Ci ∩ domϕi 6= ∅.
Si I est fini ou s’il existe un sous-ensembleJ deI tel que :
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(i) I r J soit fini ;

(ii) (∀i ∈ J) ϕi ≥ ϕi(0) = 0 et0 ∈ Ci ;
alors,

(∀u ∈ H) proxf+ιC
u =

∑

i∈I

πioi (3.10)

où

πi =






inf Ci si proxϕi

〈
u, oi

〉
< inf Ci

supCi si proxϕi

〈
u, oi

〉
> supCi

proxϕi

〈
u, oi

〉
sinon.

(3.11)

Preuve :
Cette proposition se déduit en partie de la proposition3.13. Assurons-nous que les hy-
pothèses de la proposition3.13sont vérifiées. Les formes prises parf etC, nous permet-
tent d’écrire,

(∀u ∈ H)
(
f + ιC

)
(u) =

∑

i∈I

(ϕi + ιCi
)(〈u, oi〉).

De plus, pour touti ∈ I, ϕi ∈ Γ0(R) et Ci représente un intervalle fermé deR dont
l’intersection avecdomϕi est non vide. Par conséquentϕi + ιCi

est propre et doncϕi +
ιCi
∈ Γ0(R). Dans le cas oùI n’est pas un ensemble fini, en considérant l’hypothèse(ii) ,

nous pouvons écrire, pour touti ∈ J, ϕi + ιCi
≥ (ϕi + ιCi

)(0) = 0. Puis, pour touti ∈ J,
en choisissantξi = 0 nous avons

∑
i∈J
|ξi|2 = 0 < +∞ ; d’après les hypothèses(i) et (ii) ,

nous pouvons écrire
∑

i∈J
|(ϕi + ιCi

)(ξi)|2 = 0 < +∞ et enfin grâce à l’équation (3.2) et
l’hypothèse(ii) , nous déduisons que

∑
i∈J
|proxϕi+ιCi

ξi|2 = 0 < +∞. Par conséquent,

(∀u ∈ H) proxf+ιC
(u) =

∑

i∈I

(
proxϕi+ιCi

〈u, oi〉
)
oi. (3.12)

D’autre part, pour touti ∈ I, Ci est un intervalle fermé deR tel queCi ∩ domϕi 6= ∅.
Grâce à la proposition3.14 (ii), nous pouvons finalement écrire :

proxϕi+ιCi
〈u, oi〉 =(PCi

◦ proxϕi
)(〈u, oi〉)

=





inf Ci, si proxϕi
〈u, oi〉 < inf Ci

proxϕi
〈u, oi〉, si proxϕi

〈u, oi〉 ∈ Ci
supCi, si proxϕi

〈u, oi〉 > supCi.

(3.13)

Pour finir, si l’on combine (3.12) et (3.13) nous obtenons les équations (3.10) et (3.11).�
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Il faut remarquer que cette proposition est uniquement valide lorsquef et C sont sé-
parables dans la même base orthonormale. Lorsque ces hypothèses restrictives ne sont
plus respectées, le résultat de cette proposition n’a plus lieu d’être vérifié. Pour illustrer
cette remarque nous donnons les deux contre-exemples suivants.

Exemple 3.16SoitH = R2 et soitf une fonction définie pour tout vecteuru deR2 par

f(u) = 1
2
u⊤Λ u avecΛ =

(
1 Λ1,2

Λ1,2 Λ2,2

)
oùΛ2,2 ≥ 0 et |Λ1,2| ≤ Λ

1/2
2,2 . SoitC = [−1, 1]2.

Cet ensemble convexe est séparable dans la base canonique deR2. Prenons maintenant
u = 2(Λ1,2, 1 + Λ2,2)

⊤. Après quelques calculs nous obtenons que :
– PC(proxfu) = (0, 1)⊤

– proxιC+fu = (π, 1)⊤ où

π =






Λ1,2

2
si Λ1,2 ∈ [−2, 2]

1 si Λ1,2 > 2

−1 si Λ1,2 < −2.

(3.14)

Dans le cas oùΛ1,2 6= 0, f est alors non séparable et la proposition3.15n’est pas vérifiée.

Preuve :
Soitp = proxfu et q = proxf+ιC

u oùu ∈ H. Soith ∈ Γ0(H) une fonction définie, pour
toutv ∈ H, parh(v) = 1

2
‖v − u‖2 + f(v). Nous en déduisons que

p = (1 + Λ)−1u, (3.15)

est le minimiseur deh surH, tandis queq est le minimiseur deh surC. Nous pouvons
alors écrire, pour toutv ∈ H,

h(v) =
1

2

(
‖v‖2 − 2v⊤u+ ‖u‖2

)
+

1

2
v⊤Λv

=
1

2

(
v⊤(Λ + Id)v + 2v⊤u

)
+

1

2
‖u‖2

=
1

2

(
v⊤(Λ + Id)v + 2v⊤u+ u⊤(Id + Λ)−1u

)
+

1

2
‖u‖2 − u⊤(Id + Λ)−1u

=
1

2
(v − (1 + Λ)−1u)⊤(Id + Λ)(v − (1 + Λ)−1u) +

1

2
‖u‖2 − u⊤(Id + Λ)−1u

= h(v) + gu,

avech(v) = 1
2
(v− p)⊤(Id + Λ)(v− p) etgu une fonction deu. q minimise alorsh surC.

Dans l’exemple, nous avons choisiu = 2(Λ1,2, 1 + Λ2,2)
⊤, qui conduit àp = (0, 2)⊤.

De plus, nous avons choisiC = [−1, 1]2, on a alorsPC(p) = (0, 1)⊤.
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Soit q = (π, 1)⊤. Pour montrer queq = q, nous devons vérifier queq minimiseh sur
C. Une condition nécessaire et suffisante pour le montrer [Hiriart-Urruty, Lemaréchal,
1996, p. 293, théorème 1.1.1] est que

(∀v ∈ C)
(
∇h(q)

)⊤
(v − q) ≥ 0,

où∇h(q) = (Id + Λ)(q− p) est le gradient deh au pointq. Cela est équivalent à prouver
que

(∀(v1, v2)
⊤ ∈ C) (2π − Λ1,2)(v1 − π) + (Λ1,2π − Λ2,2 − 1)(v2 − 1) ≥ 0. (3.16)

Trois cas doivent être considérés.

(i) Le cas oùΛ1,2 < −2 implique, lorsque(v1, v2)
⊤ ∈ C, v1 ≥ −1 = π et v2 ≤ 1.

De plus, nous avons2π − Λ1,2 = −2 − Λ1,2 > 0 et Λ2,2 − Λ2
1,2 ≥ 0, ce qui nous

permet d’écrireΛ1,2π − Λ2,2 − 1 ≤ −Λ2
1,2 − Λ1,2 − 1 < 0. L’équation (3.16) est

donc vérifiée.

(ii) Le cas oùΛ1,2 > 2 fait intervenir des arguments similaires au cas précédent.

(iii) Le casΛ1,2 ∈ [−2, 2] implique2π − Λ1,2 = 0 et

Λ1,2π − Λ2,2 − 1 =
Λ2

1,2

2
− Λ2,2 − 1 ≤ −Λ2

1,2

2
− 1 ≤ 0.

L’équation (3.16) est donc satisfaite.

Cela conduit à l’expression de l’exemple3.16. �

Exemple 3.17SoitH = R2. Considérons cette fois-ci la fonction séparablef définie par
(∀u = (u1, u2)

⊤ ∈ R2) f(u) = (1 + Λ1,2)(u1)
2 + (1− Λ1,2)(u2)

2 où0 < |Λ1,2| ≤ 1. Soit
C un convexe non séparable défini par

C = {u = (u1, u2)
⊤ ∈ R

2 | max(|u1 − u2|, |u1 + u2|) ≤
√

2}.

Dans ce cas, la propriété(3.7) n’est également pas vérifiée.

Preuve :
On définit la matrice de rotation

R =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
. (3.17)

La fonctionf peut être exprimée comme

(∀u ∈ R
2) f(u) = f(Ru),
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oùf(u) = 1
2
u⊤Λu avec

Λ =

(
1 Λ1,2

Λ1,2 1

)
.

De plus,

C = {u ∈ R
2 | Rx ∈ [−1, 1]2} = R⊤[−1, 1]2.

On définitC = RC. Notons queC = [−1, 1]2 est l’ensemble convexe séparable consid-
éré dans l’exemple3.16, alors quef apparaît comme un cas particulier de la classe des
fonctions quadratiques considérée dans ce même exemple (enposantΛ2,2 = 1).
L’opérateur proximal def est alors

(∀u ∈ H) proxfu = arg min
v∈H

1

2
‖v − u‖2 + f(v)

= arg min
v∈H

1

2
‖v − u‖2 + f(Rv)

= R⊤ arg min
v∈H

1

2
‖R⊤v − u‖2 + f(v)

= R⊤ arg min
v∈H

1

2
‖R⊤(v − Ru)‖2 + f(v)

= R⊤ arg min
v∈H

1

2
‖v − Ru‖2 + f(v)

= R⊤proxf(Ru)

Par des calculs similaires on en déduit que

(∀u ∈ H) PC(proxfu) = R⊤PC
(
proxf(Ru)

)

et

(∀u ∈ H) proxf+ιC
u = R⊤proxf+ιC

(Ru).

Donc, siu = 2R⊤(Λ1,2, 2)⊤, nous déduisons de l’exemple3.16 que PC(proxfu) =
1√
2
(1, 0)⊤ etproxf+ιC

u = 1√
2
(π+ 1, 1− π)⊤, où l’expression deπ est donnée par (3.14).

Nous pouvons conclure quePC(proxf) 6= proxf+ιC
u. �

Pour résumer, si nous prenons une fonction deΓ0(H) et un ensemble convexe fermé
non vide deH, il est possible d’avoir une forme explicite de l’opérateurproximal de la
somme def et de l’indicatrice du convexe. Nous verrons que, dans le cadre de nos travaux,
la fonctionf et le convexe sont rarement séparables dans une même base orthonormale,
et qu’il faut alors faire appel à des algorithmes itératifs.
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3.3 Algorithmes pour minimiser une somme de deux fonc-
tions convexes

Après cette brève introduction sur les opérateurs proximaux, revenons au problème
de minimisation d’un critère convexe non différentiable composé d’une somme de deux
fonctions où l’une d’entre elles peut être ou non de gradientβ-Lipschitz. Dans les para-
graphes suivants, deux algorithmes permettant de résoudreefficacement ce problème
seront présentés. Le premier, nommé algorithme explicite-implicite, permet de résoudre
ce problème dans le cas où l’une des deux fonctions est différentiable de gradientβ-
Lipschitz et il requiert le calcul de l’opérateur proximal de la deuxième fonction. Le sec-
ond algorithme requiert le calcul des opérateurs proximauxpour les deux fonctions con-
sidérées. Pour faciliter la lecture, les fonctions associées à l’algorithme explicite-implicite
seront notéesf1 et f2, celles intervenant dans l’algorithme de Douglas-Rachford seront
désignées parg1 et g2.

3.3.1 Algorithme explicite-implicite (FB : forward-backward)

Dans le cas particulier où la somme d’un terme quadratique etd’une normeℓ1 est con-
sidérée, cet algorithme est aussi connu sous le nom de Landweber seuillé. Il a été introduit
sous une première forme dans [Bectet al., 2004; Figueiredo, Nowak, 2003; Daubechies
et al., 2004] pour résoudre des problèmes inverses en présence de bruit gaussien. Cet algo-
rithme a été généralisé par Combettes et Wajs dans [Combettes, Wajs, 2005] à une somme
de deux fonctions appartenant à une classe plus large. Son emploi pour des décomposi-
tions sur des trames a été détaillé dans [Chauxet al., 2007]. Notre attention portera dans
un premier temps sur cette dernière version nommée algorithme explicite-implicite et aux
propriétés de convergences associées, puis nous détaillerons quelques algorithmes dérivés
permettant, entre autres, d’accroître la vitesse de convergence.

3.3.1-a) Problème considéré

Problème 3.18Soientf1 et f2 deux fonctions deΓ0(H) telles queArgmin f1 + f2 6= ∅

oùf2 est une fonction différentiable surH, de gradientβ-Lipschitz. On souhaite trouver

ũ ∈ Argmin
u∈H

f1(u) + f2(u).
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3.3.1-b) Algorithme [Combettes, Wajs, 2005] et résultats de conver-
gence

Soitu0 ∈ H la valeur initiale. L’algorithme construit la suite(un)n∈N en prenant, pour
toutn ∈ N,

un+1 = un + λn
(
proxγnf1(un − γn∇f2(un) + bn) + an − un

)
(3.18)

où γn > 0 désigne le « pas » de l’algorithme etλn > 0 le paramètre de relaxation. Les
suites(an)n≥0 et (bn)n≥0 correspondent aux erreurs potentiellement introduites dans le
calcul de l’opérateur proximal et du gradient. Il faut remarquer que ces erreurs ne sont
pas fixées par l’utilisateur lors de l’implantation de l’algorithme.

• La convergence faiblede(un)n∈N vers une solution du problème3.18a été démontrée
dans [Combettes, Wajs, 2005] lorsque les hypothèses suivantes sont vérifiées :

Hypothèse 3.19

(i) 0 < γ ≤ γ < 2β−1 oùγ = infn∈N γn etγ = supn∈N γn,

(ii) (∀n ∈ N) 0 < λ ≤ λn ≤ 1,

(iii)
∑

n∈N
‖an‖ < +∞ et

∑
n∈N
‖bn‖ < +∞.

• La convergence fortede cet algorithme est démontrée dans [Combettes, Wajs, 2005,
Theorème 3.4] et [Combettes, Pesquet, 2007b, Theorème 4.5] sous certaines hypothèses
supplémentaires.

• Nous énonçons ci-dessous un résultat deconvergence linéairelorsquef1 est forte-
ment convexe. Il faut remarquer que d’autres résultats de convergence linéaire sont dispo-
nibles dans la littérature, par exemple dans [Chen, Rockafellar, 1997] dans le cadre d’un
algorithme explicite-implicite plus étendu (non restreint au calcul de l’opérateur proximal
pour l’étape « implicite » et à la descente de gradient pour l’étape « explicite »). On peut
également se référer au travail plus récent de [Bredies, Lorenz, 2008]. Il faut néanmoins
remarquer que ces deux approches ne tiennent pas compte du paramètre de relaxationλ.

Lemme 3.20 Considérons les hypothèses3.19(i) et (ii) combinées aux hypothèses du
problème3.18. Sif1 est une fonction fortement convexe de moduleϑ, alors l’algorithme
explicite-implicite(3.18), pour an ≡ bn ≡ 0, converge linéairement vers une unique
solutionũ du problème3.18. De manière plus précise, nous avons :

(∀n ∈ N) ‖un − ũ‖ ≤
(
1−

λγϑ

1 + γϑ

)n
‖u0 − ũ‖. (3.19)
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Preuve :
PuisqueArgmin f1 + f2 6= ∅ et f1 est une fonction fortement convexe (donc stricte-
ment convexe), il existe un unique minimiseurũ def1 + f2. ũ est alors un point fixe de
l’algorithme implicite-explicite (3.18). Par conséquent, quandan ≡ bn ≡ 0, pour tout
n ∈ N,

un+1− ũ = (1−λn)(un− ũ)+λn
(
proxγnf1(un−γn∇f2(un))−proxγnf1(ũ−γn∇f2(ũ))

)

ce qui implique, par passage à la norme, l’inégalité suivante :

‖un+1 − ũ‖ ≤ (1− λn)‖un − ũ‖
+ λn‖proxγnf1(un − γn∇f2(un))− proxγnf1(ũ− γn∇f2(ũ))‖.

Nous avons considéréf1 comme fortement convexe de moduleϑ, γnf1 est alors fortement
convexe de moduleγnϑ. Nous pouvons déduire de la proposition3.11(ii)queproxγnf1 est
une contraction stricte de constante(1 + γnϑ)−1. Par conséquent, nous avons

‖un+1 − ũ‖ ≤ (1− λn)‖un − ũ‖+
λn

1 + γnϑ
‖un − γn∇f2(un)− ũ+ γn∇f2(ũ)‖.

Par le biais de l’hypothèse3.19(i), on peut également écrire,

‖un+1 − ũ‖ ≤ (1− λn)‖un − ũ‖+
λn

1 + γϑ
‖un − γn∇f2(un)− ũ+ γn∇f2(ũ)‖.

D’autre part, commef2 est une fonction convexe différentiable de gradient continu β-
Lipschitz avecβ > 0, nous pouvons déduire du théorème de Baillon-Haddad [Baillon,
Haddad, 1977], que∇f2/β est fermement contractant. D’après les lemmes3.6 et 3.7,
sachant que∇f2/β est fermement contractant (donc appartient àA

(
1
2

)
) et γn ∈]0, 2/β[,

alorsId− γn∇f2 ∈ A
(
γnβ
2

)
et, ainsi, est contractant. Cela implique

‖un − γn∇f2(un)− ũ+ γn∇f2(ũ)‖ ≤ ‖un − ũ‖

et par conséquent,

‖un+1 − ũ‖ ≤
(
1−

λnγϑ

1 + γϑ

)
‖un − ũ‖ ≤

(
1−

λγϑ

1 + γϑ

)
‖un − ũ‖,

ce qui conduit à l’équation (3.19) et démontre la convergence linéaire. �
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3.3.1-c) Versions dérivées

Comme nous l’avons déjà mentionné, les premières méthodes qui permettent de ré-
soudre des problèmes inverses en présence de bruit gaussienet avec un terme de régu-
larisation favorisant la parcimonie sont connus sous le nomde Landweber seuillé, ou
encore algorithme IST (Iterative Shrinkage/ThresholdingAlgorithm) [Bect et al., 2004;
Figueiredo, Nowak, 2003; Daubechieset al., 2004]. Il s’agit d’un cas particulier de l’al-
gorithme explicite-implicite dans le cas où, pour toutv ∈ H etχ > 0, f2 = ‖L · −v‖22,
f1 = χ‖ · ‖1, λn ≡ 1, an ≡ bn ≡ 0 et γn ∈]0, β−1[. Soit u0 ∈ H, l’algorithme IST
construit la suite(un)n≥1 en prenant pour toutn ∈ N :

un+1 = proxf1(un − L⊤(Lun − v)),

oùproxf1 est détaillé dans l’exemple3.3. La preuve de la convergence forte vers le min-
imiseur def1 + f2 si ‖L⊤L‖ ≤ 1 a été démontrée dans [Daubechieset al., 2004], cette
preuve est étendue au cas oùf1 est une normeℓp avecp ∈ [1, 2]. On peut évidemment
remarquer que cette version est plus contraignante que l’algorithme explicite-implicite
dans le sens où elle n’autorise pas d’erreurs numériques dans le calcul du gradient et de
l’opérateur proximal. De plus, la dynamique deγn qui garantit la convergence est plus
restrictive.

Plus récemment, des algorithmes dérivés de IST qui permettent d’accroître sa vitesse
de convergence ont vu le jour. Nous allons détailler l’algorithme TwIST [Bioucas-Dias,
Figueiredo, 2007], l’algorithme FISTA [Beck, Teboulle, 2009] et l’algorithme de Nes-
terov [Nesterov, 1983].

• Algorithme TwIST (Two-step Iterative Shrinkage/Thresholding) :
Cet algorithme proposé dans [Bioucas-Dias, Figueiredo, 2007] est développé en dimen-
sion finie. On initialise l’algorithme paru0 ∈ H etu1 = proxf1(u0 − L⊤(Lu0 − v)) puis,
pour toutn ≥ 1,

un+1 = (1− ε)un−1 + (ε− κ)un + κ
(
proxγnf1(un − γnL⊤(Lun − v))

)

où proxγnf1 est détaillé dans l’exemple3.3. Les preuves de convergence de TwIST re-
quièrent des hypothèses supplémentaires à savoirL injectif (ce qui en pratique élimine un
grand nombre de problèmes inverses),ε ∈]0, 2[, κ ∈]0, 2ε/‖L⊤L‖[ etγn ∈]0, 1/‖L⊤L‖[.
Dans le cas oùL est non-inversible, les auteurs proposent une seconde version de TwIST
nommée MTwIST pour Monotonic TwIST. Cette approche garantit la convergence de la
fonction objectif mais pas celle des itérées. Cependant lesauteurs affirment qu’en pra-
tique dans de nombreuses expériences qu’ils ont réalisées,MTwIST converge toujours et
de façon plus rapide que l’algorithme IST.
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• FISTA (Fast Iterative Shrinkage/Thresholding Algorithm)[Beck, Teboulle, 2009] :
L’algorithme est initialisé parv1 = u0 ∈ H et t1 = 1 puis on construit la suite(un)n≥1 en
prenant pour toutn ≥ 1,

un = proxγnf1(vn − γn∇f2(vn))

tn+1 =
1 +

√
1 + 4t2n
2

vn+1 = un +
(tn − 1

tn+1

)
(un − un−1)

avec, pour toutn ∈ N, γn ∈]0, β−1[. Les auteurs de cette version accélérée de ISTA
démontrent un taux de convergence enO(1/n2) contrairement à ISTA pour lequel le
taux est enO(1/n) où n est le nombre d’itérations. Il faut remarquer que la preuve de
convergence relative à cet algorithme concerne la fonctionobjectif, c’est à dire la suite(
f1(un) + f2(un)

)
n∈N

, et non pas les itérées(un)n∈N. Il n’y a donc en général aucune
garantie que l’algorithme converge vers le minimiseur def1 + f2.

• Algorithme de Nesterov
Contrairement à l’algorithme ISTA où la direction de descente se base sur le gradient de
f2 à l’itération couranteun, cette version accélérée se base sur une direction de descente
définie comme un élément du sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble des gradients
def2 aux itérations précédentes,i.e.{∇f2(u0), . . . ,∇f2(un)}. L’algorithme est initialisé
parε0 = 0, ρ = 0 etu0 ∈ H puis pour toutn ≥ 1,

κn =
1

β
+

√
1

β2
+

2

β
εn

vn+1 =
εn

εn + κn
un +

κn
εn + κn

proxεnf1(un − wn)

un+1 = proxf1/β(vn −
1

β
∇f2(vn))

wn+1 = wn + κn∇f2(un+1)

εn+1 = εn + κn

Cet algorithme assure une décroissance optimale de la suite
(
f1(un)+f2(un)

)
n∈N

. Cepen-
dant, tout comme FISTA, il n’y a pas de résultats de convergence sur les itérées. Pour plus
de détails sur cet algorithme, se référer à [Nesterov, 2009; Weisset al., 2009].

Dans l’ensemble des méthodes citées précédemment, l’astuce réside dans l’utilisation
de plusieurs itérations précédentes pour calculer l’itérée courante. Remarquons que dans
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de nombreuses applications à des problèmes inverses [Bioucas-Dias, Figueiredo, 2007;
Beck, Teboulle, 2009; Weisset al., 2009], la réduction du temps de calcul en utilisant
ces versions accélérées plutôt que ISTA est mise en évidence. Cependant, il faut prêter
attention au fait que la preuve de convergence de l’algorithme explicite-implicite permet
de faire varier le « pas »γn de l’algorithme dans]0, 2β−1[, contrairement aux preuves
de TwIST et FISTA pour lesquelles le « pas » a une marge de manœuvre plus limitée :
γn ∈]0, β−1[. Ce paramètre influe fortement sur la vitesse de convergence. Il faut donc
être attentif lors de comparaisons entre ISTA et les versions accélérées queγn ait été
choisi de la façon la mieux adaptée.

3.3.2 Algorithme de Douglas-Rachford (DR)

L’algorithme de Douglas-Rachford a été introduit dans [Douglas, Rachford, 1956]
dans l’optique de résoudre des problèmes linéaires. Il a ensuite été analysé par Lions
et Mercier dans [Lions, Mercier, 1979] pour résoudre des problèmes non linéaires et a
été étendu dans [Eckstein, Bertekas, 1992; Combettes, 2004]. Dans [Combettes, Pesquet,
2007a], les auteurs ont proposé l’application de cet algorithme pour le traitement du signal
et des images en adoptant un formalisme proximal. On pourra également se référer à
[Steidl, Teuber, 2010].

3.3.2-a) Problématique

Pour cet algorithme, nous allons relâcher la contrainte de différentiabilité au sens de
Lipschitz formulée dans le paragraphe précédent. Nous considérons le problème de min-
imisation suivant :

Problème 3.21Soientg1 et g2 deux fonctions deΓ0(H) telles queArgmin g1 + g2 6= ∅.
On suppose que l’une de ces trois hypothèses est vérifiée :

(i) int (dom g1) ∩ dom g2 6= ∅ ;

(ii) int (dom g2) ∩ dom g1 6= ∅ ;

(iii) H est de dimension finie etri (dom g1) ∩ ri (dom g2) 6= ∅.

On souhaite trouver

ṽ ∈ Argmin
v∈H

g1(v) + g2(v).
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3.3.2-b) Algorithme [Combettes, Pesquet, 2007a] et résultats de con-
vergence

Soit v0 ∈ H la valeur initiale. L’algorithme construit la suite(vm)m≥0 telle que pour
toutm ∈ N,

{
vm+ 1

2
= proxκg2vm + bm

vm+1 = vm + τm
(
proxκg1(2vm+ 1

2
− vm) + am − vm+ 1

2

) (3.20)

oùκ > 0 désigne le « pas » de l’algorithme,(τm)m∈N
est une suite de réels positifs asso-

ciée au paramètre de relaxation, et(am)m∈N
(resp.(bm)m∈N

) est une suite correspondant
aux erreurs produites lors du calcul de l’opérateur proximal deκg1 (resp.κg2). De façon
similaire à l’algorithme explicite-implicite, ces erreurs ne sont pas fixées par l’utilisateur
lors de l’implantation.

• La convergence faible1 de (vm)m∈N vers v ∈ H, telle queṽ = proxκg2v est une
solution du problème3.21, est garantie sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 3.22

(i) (∀m ∈ N) τm ∈]0, 2[ et
∑

m∈N
τm(2− τm) = +∞,

(ii)
∑

m∈N
τm(‖am‖+ ‖bm‖) < +∞.

• La convergence fortede cet algorithme a été démontrée ci-dessous lorsqueg2 est
une fonction fortement convexe. Notons que dans un travail récent [Combettes, 2009], la
convergence forte a été démontrée dans le cadre plus généraldes opérateurs monotones.

Proposition 3.23 Supposons que les hypothèses du problème3.21soient vérifiées. Soitg2

une fonction fortement convexe, et faisons l’hypothèse queinfm∈N τm > 0, supm∈N τm ≤
2 etam ≡ bm ≡ 0. L’algorithme de Douglas-Rachford(3.20) génère une suite(vm+1/2)m∈N

qui converge fortement vers l’unique solution du problème3.21.

Preuve :
Notonsrprox l’opérateur défini pour toutf ∈ Γ0(H) parrproxf = 2proxf − Id. Soient
am ≡ bm ≡ 0, les itérations de l’algorithme de Douglas-Rachford (3.20) peuvent alors
s’écrirevm+1 = Smvm où

Sm = τmproxκg1(rproxκg2) + Id− τmproxκg2. (3.21)

1. La convergence faible de la suite(vm+ 1

2

)m∈N a aussi récemment été démontrée dans [Svaiter, 2010].
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Pour tout(w,w′) ∈ H2, nous avons,

‖Smw − Smw′‖2 = τ 2
m‖proxκg1(rproxκg2w)− proxκg1(rproxκg2w

′)‖2

+ 2τm
〈
proxκg1(rproxκg2w)− proxκg1(rproxκg2w

′), w − τmproxκg2w − w′ + τmproxκg2w
′〉

+ ‖w − τmproxκg2w − w′ + τmproxκg2w
′‖2.

(3.22)

Commeg1 ∈ Γ0(H) etκ > 0, κg1 ∈ Γ0(H). En utilisant le lemme3.9, on en déduit que
proxκg1 est fermement contractant. L’expression (3.22) peut alors être bornée supérieure-
ment par :

‖Smw − Smw′‖2

≤ τ 2
m

〈
proxκg1(rproxκg2w)− proxκg1(rproxκg2w

′), rproxκg2w − rproxκg2w
′〉

+2τm
〈
proxκg1(rproxκg2w)− proxκg1(rproxκg2w

′), w − τmproxκg2w − w′ + τmproxκg2w
′〉

+ ‖w − τmproxκg2w − w′ + τmproxκg2w
′‖2,

ce qui nous donne après simplifications :

‖Smw − Smw′‖2 ≤ τm(2− τm)
〈
proxκg1(rproxκg2w)− proxκg1(rproxκg2w

′), w − w′〉

+ ‖w − τmproxκg2w − w′ + τmproxκg2w
′‖2.

En utilisant ensuite la définition deSm donnée par l’équation (3.21), nous obtenons après
quelques calculs,

‖Smw − Smw′‖2 ≤ (2− τm) 〈Smw − Smw′, w − w′〉+ (τm − 1)‖w − w′‖2

− τ 2
m

( 〈
proxκg2w − proxκg2w

′, w − w′〉− ‖proxκg2w − proxκg2w
′‖2
)
. (3.23)

Commeκg2 est fortement convexe de moduleκϑ, la proposition3.11(i) implique l’iné-
galité suivante :

〈
proxκg2w − proxκg2w

′, w − w′〉 ≥ (κϑ+ 1)‖proxκg2w − proxκg2w
′‖2,

ce qui, combiné avec (3.23), donne

‖Smw − Smw′‖2+κϑτ 2
m‖proxκg2w − proxκg2w

′‖2

≤ (2− τm) 〈Smw − Smw′, w − w′〉+ (τm − 1)‖w − w′‖2. (3.24)

D’autre part, soit̃v l’unique minimiseur deg1 + g2. On a alors̃v = proxκg2v oùv est
un point fixe deSm. Par conséquent en choisissantw = vm etw′ = v dans (3.24), nous
en déduisons que

‖vm+1 − v‖2 + κϑτ 2
m‖vm+ 1

2
− ṽ‖2

≤ (2− τm) 〈vm+1 − v, vm − v〉+ (τm − 1)‖vm − v‖2. (3.25)
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Puis, en utilisant le fait que :

2 〈vm+1 − v, vm − v〉 = ‖vm+1 − v‖2 + ‖vm − v‖2 − ‖vm+1 − vm‖2 (3.26)

l’équation (3.25) peut être écrite comme

τm‖vm+1 − v‖2 + (2− τm)‖vm+1 − vm‖2 + 2κϑτ 2
m‖vm+ 1

2
− ṽ‖2 ≤ τm‖vm − v‖2.

(3.27)

En considérant l’hypothèsesupm∈N τm ≤ 2, le terme(2 − τm) ‖vm+1 − vm‖2 est positif
et le terme de gauche de l’inégalité (3.27) peut être borné inférieurement de la manière
suivante :

τm‖vm+1 − v‖2 + 2κϑτ 2
m‖vm+ 1

2
− ṽ‖2 ≤ τm‖vm − v‖2.

Finalement, en faisant appel à l’hypothèseτ = infm∈N τm > 0, nous obtenons :

‖vm+1 − v‖2 + 2κϑτ‖vm+ 1
2
− ṽ‖2 ≤ ‖vm − v‖2. (3.28)

Par conséquent‖vm+1 − v‖2 ≤ ‖vm − v‖2 et la suite(‖vm − v‖)m∈N
est décroissante. Il

existec ∈ ]0,+∞[ tel quelimm→+∞ ‖vm − v‖ = c. En utilisant (3.28), nous pouvons
conclure quelimm→+∞ vm+ 1

2
= ṽ, ce qui démontre la convergence forte de(vm+1/2)m∈N

vers l’unique minimiseur deg1 + g2. �

3.4 Opérateur proximal d’une somme de deux fonctions

Nous proposons dans ce paragraphe différentes méthodes pour calculer l’opérateur
proximal d’une somme de deux fonctions. Nous étudierons lesdeux configurations pos-
sibles présentées ci-dessous.

Problème 3.24Soitε > 0 et soientg eth deux fonctions appartenant à la classeΓ0(H)
oùg est une fonction de gradientβ-Lipschitz avecβ > 0. On souhaite calculer

proxε(g+h)w = argmin
u∈H

1

2
‖u− w‖2 + εg(u) + εh(u).

Une forme plus générale de ce problème est :

Problème 3.25Soitε > 0 et soientf eth deux fonctions appartenant à la classeΓ0(H).
On souhaite calculer

proxε(f+h)w = argmin
u∈H

1

2
‖u− w‖2 + εf(u) + εh(u).
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Les deux premières solutions proposées consistent à utiliser les algorithmes explicite-
implicite et de Douglas-Rachford en faisant des associations astucieuses des trois termes
définissant les problèmes de minimisation3.24 et 3.25. La troisième solution consiste
à utiliser un algorithme de type Dykstra permettant directement de calculer l’opérateur
proximal d’une somme de deux fonctions.

3.4.1 Algorithme explicite-implicite

L’algorithme explicite-implicite nous permet de résoudrele problème3.24. En se re-
portant au paragraphe3.3.1, si l’on posef1 = 1

2
‖· − w‖2 + εh et f2 = εg, il appa-

raît immédiat de calculer l’opérateur proximal deγnf1 avecγn ∈ ]0,+∞[ c’est à dire
l’opérateur proximal deγn

2
‖ · ‖2− γn

〈
·, w
〉
+ γn

2
‖w‖2 + γnεh. Il se déduit directement de

la propriété (3.3) :

(∀u ∈ H) proxγnf1u = prox γnεh
γn+1

(u+ γnw

γn + 1

)
. (3.29)

Si g est une fonction de gradient continuβ-Lipschitz et que l’on choisitan ≡ bn ≡ 0 dans
l’algorithme (3.18), nous obtenons,∀n ∈ N

un+1 = un + λn

(
prox γnεh

γn+1

(un − γn(ε∇g(un)− w)

γn + 1

)
− un

)
(3.30)

avec
0 < γ ≤ γn ≤ γ < 2ε−1β−1. (3.31)

L’algorithme ainsi proposé possède les propriétés suivantes :

Proposition 3.26 Supposons que la condition(3.31) et l’hypothèse3.19(ii) soient véri-
fiées, l’algorithme(3.30) possède les caractéristiques suivantes,

(i) pour toutn ∈ N,

‖un− proxε(g+h)w‖ ≤ ρn‖u0− proxε(g+h)w‖ où ρ = 1−
λγ

1 + γ
; (3.32)

(ii) en choisissanth = ιC etu0 = proxεgw, nous obtenons :

proxεgw ∈ C ⇒ (∀n ∈ N) un = proxιC+εgw. (3.33)

Preuve :
(i) : Commef1 est une fonction fortement convexe de moduleϑ = 1, (3.32) est obtenue
en invoquant le lemme3.20.
(ii) : Si u0 = proxεgw ∈ C eth = ιC , alors le point de la proposition3.26(i)implique que

(∀n ∈ N) ‖un−proxιC+εgw‖ ≤
(
1−

λγ

1 + γ

)n
‖proxεgw−proxιC+εgw‖ = 0 (3.34)
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où la proposition3.14(ii) a été utilisée dans la dernière inégalité. Ceci montre que (3.33)
est satisfaite. �

Remarque 3.27

(i) La proposition3.26(i)montre que(un)n∈N converge linéairement versproxε(h+g)w.
Bien que l’équation précédente fournisse une borne supérieure, elle suggère de
choisirλn etγn aussi grands que possible (i.e.λn ≡ 1 etγn proche de2ε−1β−1) afin
d’optimiser la vitesse de convergence. Ceci a été confirmé dans nos simulations.

(ii) La proposition3.26(ii) est une propriété intéressante dans le cas particulier où
h est une fonction indicatrice. Elle se base sur le fait que la proposition3.14(i)
permet d’écrire que pourproxιC+εgw ∈ C, proxιC+εgw prend une forme triviale.
Ainsi cette manière de calculerproxιC+εg permet de converger rapidement. Ici,
la convergence est effectivement garantie en seulement uneitération. Remarquons
cependant queproxεgw n’est pas toujours évident à calculer ; cela dépend de la
forme de la fonctiong.

(iii) Une alternative pour le calcul deproxε(h+g)w consisterait à choisirf1 = h et

f2 = 1
2
‖· − w‖2 +εg. Dans ce cas, les itérations de l’algorithme explicite-implicite

deviennent :

(∀n ∈ N) un+1 = un + λn
(
proxεh(un − γn(ε∇g(un) + un − w))− un

)

avec0 < γ ≤ γ < 2(εβ + 1)−1. Si de plush se réduit à une fonction indicatrice
d’un sous-ensemble convexe fermé non-vide deH, les itérations sont les suivantes,

(∀n ∈ N) un+1 = un + λn
(
PC(un − γn(ε∇g(un) + un − v))− un

)

et il faut alors remarquer que l’algorithme ainsi proposé seréduit à l’algorithme
de gradient projeté, présenté dans la section2.3.3-b)du chapitre2. Lors de nos
simulations nous avons pu constater que la convergence était plus lente qu’en choi-
sissant(3.30), ce qui peut vraisemblablement s’expliquer par le fait queproxγnf1

n’est alors plus strictement contractant avec ce nouveau choix def1.

3.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford

L’algorithme de Douglas-Rachford introduit dans le paragraphe3.3.2peut être utilisé
pour résoudre le problème3.25(à savoir le calcul deproxε(f+h)) en choisissant par ex-

empleg1 = εf et g2 = 1
2
‖· − w‖2 + εh, puis en vérifiant que l’une des trois hypothèses

liées au problème3.21est valide. Dans le présent contexte, ces hypothèses sont :
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Hypothèse 3.28

(i) int (dom f) ∩ domh 6= ∅.

(ii) int (domh) ∩ dom f 6= ∅.

(iii) H est de dimension finie etri (dom f) ∩ ri (domh) 6= ∅.

Nous proposons alors d’utiliser l’algorithme de Douglas-Rachford (3.20) avecam ≡
bm ≡ 0, pour calculer l’opérateur proximal désiré. Dans notre casnous avons,

proxκg1v = proxκεfv

et, de la même manière que pour l’équation (3.29),

proxκg2v = prox κεh
κ+1

(v + κw

1 + κ

)
.

Soitv0 ∈ H la valeur d’initialisation de l’algorithme. Les itérations résultantes sont, pour
toutm ∈ N,




vm+ 1

2
= prox κεh

κ+1

(vm + κw

1 + κ

)

vm+1 = vm + τm
(
proxκεf(2vm+ 1

2
− vm)− vm+ 1

2

)
.

(3.35)

Voici quelques propriétés associées :

Proposition 3.29 Supposons que l’hypothèse3.28(i), 3.28(ii) ou 3.28(iii) soit vérifiée.
Considérons l’algorithme(3.35) avecinfm∈N τm > 0 et supm∈N τm ≤ 2. On a alors :

(i) la suite(vm+ 1
2
)m∈N converge fortement versproxε(f+h)w ;

(ii) en prenanth = ιC , κ = 1 et v0 = 2proxκεfw − w, nous obtenons :

proxκεfw ∈ C ⇒ (∀m ∈ N) vm+ 1
2

= proxιC+κεfw. (3.36)

Preuve :
(i) : Commeg2 est fortement convexe de module 1, le résultat est obtenu en utilisant la
proposition3.23.
(ii) : En considérant la première itération de l’algorithme (3.35) lorsquem = 0, nous
avonsv 1

2
= proxκεfw et v1 = v0. Par conséquent,(∀m ∈ N) vm+ 1

2
= proxκεfw, qui est

aussi égal àproxιC+κεfw selon la proposition3.14(i). �
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Remarque 3.30

(i) Comme précédemment noté dans la remarque3.27(ii), la proposition3.29(ii) cor-
respond à une propriété souhaitable, car elle montre que l’algorithme converge
en une itération quandproxεnfx ∈ C, ce qui apparaît cohérent avec la proposi-
tion 3.14(i).

(ii) Un autre choix peut être envisagé pourg1 et g2, en posantg1 = 1
2
‖· − w‖2 + εf

et g2 = εh. Cependant, la convergence forte de(vm+1/2)m∈N en vertue de la
proposition3.23est seulement garantie dans le cas précédemment étudié. La pro-
priété3.29(ii) n’apparaît que dans le premier cas quandf = ιC (quandκ = 1 et
v0 = w). Le cash = ιC est étudié dans [Dupéet al., 2009], où de bons résultats
expérimentaux sont néanmoins obtenus.

3.4.3 Algorithme de type Dykstra

La dernière méthode pour résoudre le problème3.25consiste à utiliser l’algorithme
de type Dykstra [Bauschke, Combettes, 2008] permettant de calculer l’opérateur proximal
d’une somme de deux fonctions. Soientr0 = w ∈ H et p0 = q0 = 0. Les suites(rm)m≥1

et (sm)m≥1 sont construites à partir de la routine suivante :∀m ∈ N,

sm = proxεh(rm + pm)

pm+1 = rm + pm − sm
rm+1 = proxεf(sm + qm)

qm+1 = sm + qm − rm+1.

Pour un tel algorithme, il est prouvé que les suites(rm)m∈N et (sm)m∈N convergent forte-
ment versproxε(f+h)(w) [Bauschke, Combettes, 2008, théorème 3.3] sous l’hypothèse
faible quedom f ∩ domh 6= ∅.

3.5 Algorithmes imbriqués

Nous venons de présenter différentes approches permettant, d’une part, de minimiser
une somme de deux fonctions deΓ0(H) et d’autre part, de calculer l’opérateur proximal
associé à cette somme de fonctions. Nous disposons maintenant d’outils permettant de ré-
soudre le problème3.1(et par conséquent le problème3.2), pour lequel nous proposerons
trois méthodes différentes. Deux d’entre elles correspondent à une combinaison des algo-
rithmes explicite-implicite (FB) et de Douglas-Rachford (DR) et la troisième consiste à
associer l’algorithme explicite-implicte avec l’algorithme de type Dykstra. Le tableau3.1,
rappelle les notations choisies pour les paramètres et fonctionnelles associées aux algo-
rithmes explicite-implicite et de Douglas-Rachford.
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Algorithme Itérations Suite générée Pas Param. de Fonctionnelles
par l’algorithme relaxation

f1 etf2

FB n (un)n∈N γn λn oùf2 est de
gradientβ-Lipschitz

DR m (vm)m∈N κ τm g1 et g2

TABLE 3.1 – Paramètres des algorithmes FB et DR.

3.5.1 Première méthode proposée : DR[FB]

La première méthode consiste à appliquer l’algorithme de Douglas-Rachford comme
il a été décrit dans le paragraphe3.3.2, avecg1 = f et g2 = g + h. En se reportant
aux itérations de l’algorithme (3.20), il est nécessaire de calculerproxκg1 = proxκf et
proxκg2 = proxκ(g+h), oùκ > 0. La principale difficulté réside dans le calcul du second
opérateur proximal qui se ramène à un problème du type3.24en posantε = κ. Comme
proposé dans le paragraphe3.4.1, nous pouvons utiliser l’algorithme explicite-implicite
pour ce calcul. L’algorithme résultant imbrique des itérations de l’algorithme explicite-
implicite (FB) dans celles de l’algorithme de Douglas-Rachford (DR), d’où le nom de
DR[FB]. L’algorithme est détaillé ci-après.

Initialisation
➀ Soit γ ∈]0, 2κ−1β−1[, λ ∈]0, 1] et κ ∈ ]0,+∞[. Choisir (τm)m∈N satisfaisant
l’hypothèse3.22(i).
➁ Soitm = 0, v0 = v−1/2 ∈ H.

Itérations
➂ Soitum,0 = vm−1/2.
➃ Pourn = 0, . . . , Nm − 1

a) Choisir γm,n ∈ [γ, 2κ−1β−1[ et λm,n ∈ [λ, 1]
b) Calculer

um,n+1 = um,n + λm,n

(
prox γm,nκh

γm,n+1

(
um,n−γm,n(κ∇g(um,n)−vm)

γm,n+1

)
− um,n

)
.

➄ Soitvm+ 1
2

= um,Nm .

➅ Soitvm+1 = vm + τm
(
proxκf(2vm+ 1

2
− vm)− vm+ 1

2

)
.

➆ Incrémenterm (m← m+ 1) et retourner à l’étape➂.

Algorithme 2: Forme générale de l’algorithme DR[FB]
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L’étape➀ consiste à initialiser les paramètres de l’algorithme DR[FB]. Les étapes➁
et ➂ correspondent aux initialisations respectives des itérées des algorithmes DR et FB.
À l’itération m ≥ 0 de l’algorithme DR, l’étape➃ consiste à effectuer au plusNm ≥ 1
itérations de l’algorithme FB, dans lequel il est possible de faire varier le « pas »(γm,n)n≥0

ainsi que le paramètre de relaxation(λm,n)n≥0. Finalement, les étapes➄ et ➅ correspon-
dent aux itérations de l’algorithme DR. Ici, le terme d’erreur am lié au calcul deproxκf
est choisi égal à zéro. Par contre, le nombre fini d’itérationsNm calculées à l’étape➃,
peut induire une erreurbm = vm+1/2−proxκ(g+h)vm à l’étape➄. L’initialisation proposée
à l’étape➂ permet de garantir la propriété suivante :

Proposition 3.31 Supposons que le problème3.1 possède une solution et que l’une des
hypothèses :

(i) int (dom f) ∩ dom g ∩ domh 6= ∅,

(ii) int dom g ∩ int domh ∩ dom f 6= ∅,

(iii) H est de dimension finie etri (dom f) ∩ ri (dom g) ∩ ri (domh) 6= ∅ ;

soit vérifiée. Soitρ de valeur donnée par(3.32) et soitξ > 0. Si inf(g + h) > −∞ et,
pour toutm ∈ N, l’entier positifNm est choisi tel que

ρNm
√

2κ
(
g(v0) + h(z0)− inf(g + h)

)1/2 ≤ ξ sim = 0, (3.37a)

ρNm−1
(
1 + ξ−1ρ1−m‖vm − vm−1‖

)
≤ 1 sim > 0. (3.37b)

(vm)m∈N converge alors faiblement verŝv ∈ H, telle quêu = proxκ(g+h)v̂ est une solution
du problème3.1.

Preuve :
Selon la proposition3.26(i), pour toutm ∈ N,

(∀n ∈ {0, . . . , Nm − 1}) ‖um,n − proxκ(g+h)vm‖ ≤ ρn‖um,0 − proxκ(g+h)vm‖

et, par conséquent

‖bm‖ = ‖vm+1/2 − proxκ(g+h)vm‖ ≤ ρNm‖vm−1/2 − proxκ(g+h)vm‖. (3.38)

Les équations (3.37a) et (3.37b) permettent de garantir que

‖bm‖ ≤ ρmξ. (3.39)

– Sim = 0, nous déduisons de (3.38) que

‖b0‖ ≤ ρN0‖v0 − proxκ(g+h)v0‖. (3.40)
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En utilisant la définition de l’opérateur proximal, nous obtenons

(∀u ∈ H)
1

2
‖v0 − u‖2 + κ

(
g(u) + h(u)

)

≥ 1

2
‖v0 − proxκ(g+h)v0‖2 + κ

(
g
(
proxκ(g+h)v0

)
+ h
(
proxκ(g+h)v0

))

≥ 1

2
‖v0 − proxκ(g+h)v0‖2 + κ inf(g + h)

et, commev0 ∈ H,

‖v0 − proxκ(g+h)v0‖2 ≤ 2κ
(
g(v0) + h(v0)− inf(g + h)

)
.

En combinant, l’inégalité précédente avec les équations (3.40) et (3.37a), nous con-
cluons que‖b0‖ ≤ ξ.

– Nous montrons maintenant que (3.39) est vérifiée pourm > 0, en supposant que
‖bm−1‖ ≤ ρm−1ξ. L’équation (3.38), nous permet d’écrire

‖bm‖ ≤ ρNm
(
‖vm−1/2 − proxκ(g+h)vm−1 + proxκ(g+h)vm−1 − proxκ(g+h)vm‖

)

≤ ρNm
(
‖bm−1‖+ ‖proxκ(g+h)vm−1 − proxκ(g+h)vm‖

)

≤ ρNm
(
‖bm−1‖+ ‖vm−1 − vm‖

)

où la contractivité deproxκ(g+h) a été utilisée dans la dernière inégalité. Nous en
déduisons que

‖bm‖ ≤ ρNm(ρm−1ξ + ‖vm−1 − vm‖
)
,

qui, combinée à (3.37b), mène à (3.39).
L’équation (3.39) permet d’assurer que l’hypothèse3.22(ii) est satisfaite puisque

∑

m∈N

τm(‖am‖+ ‖bm‖) ≤ 2ξ(1− ρ)−1.

Les conditions de convergence faible de l’algorithme de Douglas-Rachford sont rassem-
blées. �

Les équations (3.37a) et (3.37b) constituent plus une garantie théorique de la conver-
gence pour l’algorithme proposé qu’une ligne de conduite pour le choix deNm. Dans nos
résultats expérimentaux, ces conditions fournissent, en effet, des valeurs pessimistes du
nombre d’itérations de l’algorithme explicite-impliciteà appliquer à l’étape➃.

Dans le cas oùh est une fonction indicatrice, l’algorithme DR[FB] permet de résoudre
le problème3.2, il prend alors la forme donnée par l’algorithme3.
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Initialisation
➀ Soitγ ∈]0, 2κ−1β−1[, λ ∈]0, 1] etκ ∈ ]0,+∞[. Choisir(τm)m∈N satisfaisant les
hypothèses3.22(i).
➁ Soitm = 0, v0 = v−1/2 ∈ C.

Itérations
➂ Soitum,0 = vm−1/2.
➃ Pourn = 0, . . . , Nm − 1⌊

a) Choisir γm,n ∈ [γ, 2κ−1β−1[ et λm,n ∈ [λ, 1]

b) Calculer um,n+1 = um,n + λm,n

(
PC

(
um,n−γm,n(κ∇g(um,n)−vm)

1+γm,n

)
− um,n

)
.

➄ Soitvm+ 1
2

= um,Nm .

➅ Soitvm+1 = vm + τm
(
proxκf(2vm+ 1

2
− vm)− vm+ 1

2

)
.

➆ Incrémenterm (m← m+ 1) et retourner à l’étape➂.

Algorithme 3: Forme de l’algorithme DR[FB] avech = ιC

Il faut remarquer que l’algorithme FB n’a pas été initialisé, à l’étape➂, comme il l’avait
été suggéré à la proposition3.26(ii). Comme nous l’avons déjà mentionné, le calcul de
proxκgvm est généralement coûteux. Cependant, l’initialisation proposée à l’étape➂ per-
met de garantir la propriété suivante, qui complète la proposition3.31:

Proposition 3.32 Supposons que le problème3.2possède une solution et également que
l’une des hypothèses :
• int (dom f) ∩ dom g ∩ C 6= ∅,
• int dom g ∩ intC ∩ dom f 6= ∅,
• H est de dimension finie etri (dom f) ∩ ri dom g ∩ riC 6= ∅ ;

soit vérifiée. SoitNm un entier positif choisi de façon à vérifier

ρNm
√

2κ
(
g(v0)− inf g(C)

)1/2 ≤ ξ sim = 0 (3.41)

ρNm−1
(
1 + ξ−1ρ1−m‖vm − vm−1‖

)
≤ 1 sim > 0 (3.42)

alors,(vm)m∈N converge faiblement verŝv ∈ H tel queû = proxιC+κgv̂ est une solution
du problème3.2. Pour toutm ∈ N, (um,n)0≤n<Nm (et donc,vm+1/2) appartient àC.

Preuve :
La première partie de la propriété se déduit directement de la proposition3.31. La deux-
ième partie de la propriété peut être simplement démontrée en utilisant le fait queu0,0 =
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v−1/2 ∈ C et queum,n+1 est une combinaison convexe deum,n et d’un élément deH
projeté surC . �

Comme conséquence de la proposition3.32, à l’étape➃b), le gradient deg est seule-
ment évalué sur un ensemble ouvertOC ⊂ H tel queC ⊂ OC . Cela signifie que l’hy-
pothèse de Lipschitz continuité sur le gradient deg est seulement requise surOC. Cepen-
dant le théorème de Baillon-Haddad utilisé dans les preuvesde convergence de l’algo-
rithme explicite-implicite nécessite, en plus de la propriété de gradient Lipschitz, que
la fonctiong soit deux fois Fréchet différentiable surOC [Bauschke, Combettes, 2010,
théorème 3.3]. Par conséquent, l’algorithme DR[FB] peut être appliqué pour résoudre le
problème suivant :

Problème 3.33SoitOC un ensemble ouvert deH etC ⊂ OC un ensemble convexe non
vide deH. Soientf etg deux fonctions deΓ0(H), oùg est deux fois Fréchet différentiable
surOC avec un gradientβ-Lipschitz continu pourβ ∈ ]0,+∞[.

Trouver min
u∈C

f(u) + g(u).

Il faut remarquer que dans le problème précédent, la fonction g ne nécessite pas d’être
finie.

3.5.2 Seconde méthode proposée : FB[DR]

Pour cette méthode, une association différente des fonctions du problème3.1 est
considérée. On posef1 = f + h et f2 = g. De cette manière,f2 est de gradientβ-
Lipschitz et nous pouvons appliquer l’algorithme explicite-implicite présenté dans le
paragraphe3.3.1. Cela requiert cependant de calculerproxγnf1 = proxγn(f+h), ce qui
se ramène à un problème du type3.25en posantε = γn et qui peut ainsi être résolu à
l’aide des itérations de l’algorithme de Douglas-Rachfordcomme cela est détaillé dans le
paragraphe3.4.2. La forme complète de ce second algorithme imbriqué est détaillée par
l’algorithme4.

Les étapes➁ et ➃ réalisent l’initialisation des itérées des algorithme FB et DR. Les
étapes➂ et ➅ correspondent aux itérations de l’algorithme FB. Nous pouvons remarquer
que l’étape➄ consiste à faire au plusMn ≥ 1 itérations de l’algorithme DR décrites dans
le paragraphe3.4.2. L’algorithme DR est initialisé en accord avec la proposition3.29(ii).
On notemn < Mn le nombre d’itérations pour lequel l’algorithme DR s’arrête. Les ter-
mes d’erreur introduits à l’étape➅ sontan ≡ zn,mn+ 1

2
− proxιC+γnfun et bn ≡ 0. Les

propriétés de l’algorithme FB[DR] sont décrites ci-dessous.
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Initialisation
➀ Choisir une suite(γn)n∈N et (λn)n∈N satisfaisant les hypothèses3.19(i) et (ii) .
Soit τ ∈]0, 2].
➁ Soitn = 0, u0 ∈ H.

Itérations
➂ Soitu′n = un − γn∇g(un).
➃ Soitvn,0 = 2proxγnfu

′
n − u′n.

➄ Pourm = 0, . . . ,Mn − 1

a) Calculer vn,m+ 1
2

= proxγnh

(vn,m + u′n
2

)
.

b) Choisir τn,m ∈ [τ , 2].
c) Calculer vn,m+1 = vn,m + τn,m

(
proxγnf(2vn,m+ 1

2
− vn,m)− vn,m+ 1

2

)
.

d) Si vn,m+1 = vn,m, alors aller à l’étape➅.
➅ Soitun+1 = un + λn

(
vn,m+ 1

2
− un

)
.

➆ Incrémentern (n← n+ 1) et aller à l’étape➂.

Algorithme 4: Forme générale de l’algorithme FB[DR]

Proposition 3.34 Supposons que le problème3.1 possède une solution et que l’une des
hypothèses
• int (dom f) ∩ (domh) 6= ∅,
• int (domh) ∩ (dom f) 6= ∅,
• H est de dimension finie etri (dom f) ∩ ri (domh) 6= ∅ ;

soit vérifiée.

(i) S’il existe une suite d’entiers positifs(Mn)n∈N telle que, pour toutn ∈ N, Mn ≥
Mn, alors(un)n∈N converge faiblement vers une solution du problème3.1.

(ii) Sih = ιC et si, à l’étape➁ de l’algorithme FB[DR],u0 ∈ C, alors la suite(un)n≥0

appartient àC et converge faiblement vers une solution du problème3.2.

Preuve :
(i) : Soit ρ ∈]0, 1[. Soit n ∈ N et soit(vn,m)m∈N la suite définie par les étapes succes-
sives➄a), b) et c). En invoquant la proposition3.29(i), nous savons que(vn,m+ 1

2
)m∈N

converge fortement versproxγn(f+h)u
′
n. Par conséquent, il existe une suiteMn ≥ 1 telle

que

(∀m ∈ N) m ≥Mn − 1 ⇒ ‖vn,m+ 1
2
− proxγn(f+h)u

′
n‖ ≤ ρn.
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SiMn ≥Mn, nous en déduisons que

‖an‖ = ‖vn,mn+ 1
2
− proxγn(f+h)u

′
n‖ ≤ ρn.

L’algorithme s’arrête lorsquemn = Mn−1 ou si la condition de l’étape➄d) est satisfaite
(dans ce casvn,mn est un point fixe à l’étape➄c) et vn,mn+ 1

2
= proxιC+γnfu

′
n). Nous

obtenons par conséquent que
∑

n∈N
‖an‖ < +∞. Les conditions pour la convergence

faible de l’algorithme FB sont vérifiées.
(ii) : A l’étape➄c), dans le cas particulier oùh = ιC , nous obtenons, pour toutn ∈ N, que
(vn,m+ 1

2
)m appartient àC. Commeun+1 est une combinaison convexe deun etvn,m+ 1

2
, si

de plus nous choisissonsu0 appartenant àC, nous en déduisons facilement que pour tout
n ≥ 1, un ∈ C. �

La proposition3.34(i) garantit qu’en choisissantMn suffisament grand, l’algorithme
permet de résoudre le problème3.1et par conséquent le problème3.2en posanth = ιC .
Bien que ce résultat puisse apparaître imprécis, il a été observé dans nos simulations que
de petites valeurs deMn sont suffisantes pour assurer la convergence de l’algorithme.

3.5.3 Troisième méthode proposée : FB[Dyk]

On associe de la même façon que précédemment les fonctionsf , g et h constitu-
ant le problème3.1 à savoirf1 = f + h et f2 = g. De la même manière que pour
le paragraphe précédent,f2 est de gradientβ-Lipschitz. Nous pouvons alors appliquer
l’algorithme explicite-implicite présenté dans le paragraphe3.3.1. Il reste le calcul de
proxγnf1 = proxγn(f+h), qui peut être obtenu en utilisant l’algorithme de type Dykstra,
présenté dans le paragraphe3.4.3, en posantǫ = γn. L’algorithme FB[Dyk] résultant est
donné par l’algorithme5.

Proposition 3.35

(i) Supposons que le problème3.1 possède une solution et que l’hypothèsedom f ∩
domh 6= ∅ soit vérifiée. S’il existe une suite d’entiers positifs(Mn)n∈N telle que,
pour toutn ∈ N,Mn ≥Mn, la suite(un)n∈N converge faiblement vers une solution
du problème3.1.

(ii) Sih = ιC etu0 ∈ C alors (un)n∈N appartient àC et converge faiblement vers une
solution du problème3.2sous l’hypothèse qu’une solution existe.

Preuve :
La démonstration résulte des mêmes arguments que pour l’algorithme FB[DR]. La preuve
de convergence est essentiellement basée sur la convergence forte de l’algorithme de type
Dykstra. �
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Initialisation
➀ Choisiru0 ∈ H etn = 0.
➁ Choisirλn ∈]0, 1] etγn ∈]0, 2β−1[.

Itérations
➂ Poserrn,0 = un − γn∇g(un).
➃ Poserpn,0 = qn,0 = 0.
➄ Pourm = 0, . . . ,Mn

a) sn,m = proxγnf(rn,m + pn,m)
b) pn,m+1 = rn,m + pn,m − sn,m
c) rn,m+1 = proxγnh(sn,m + qn,m)
d) qn,m+1 = sn,m + qn,m − rn,m+1

e) Sirn,m+1 = rn,m, alors aller à l’étape➅.
➅ Faireun+1 = un + λn

(
rn,m+1 − un

)
.

➆ Incrémentern (n← n + 1) et aller en➂.

Algorithme 5: Forme générale de l’algorithme FB[Dyk]

Une conséquence directe de la proposition3.35(ii) (resp. proposition3.34(ii)) est que le
gradient deg est seulement évalué surC à l’étape➂ de l’algorithme5 (resp. étape➂
de l’algorithme4). Les algorithmes FB[Dyk] et FB[DR] permettent, tout commel’al-
gorithme DR[FB], de résoudre le problème3.33 et ainsi de considérer une fonctiong
pouvant être non finie. Dans le paragraphe suivant, nous formulerons des critères corre-
spondant au problème3.33.

3.6 Résolution de problèmes de restauration d’images

Comme nous l’avions mentionné dans l’introduction de ce chapitre, la partie précé-
dente présente des algorithmes imbriqués utiles pour résoudre des problèmes de restaura-
tion d’images. En effet, dans le cas d’une image dégradée parun bruit blanc gaussien,g
peut modéliser le terme d’attache aux données et prendre la forme d’un terme quadratique,
qui est une fonction de gradient Lipschitz.f et h correspondent dans ce cas de figure à
des termes de régularisation. Cette configuration requiertl’utilisation des algorithmes im-
briqués. Cependant, dans un cadre de restauration ne se restreignant pas à un bruit blanc
gaussien de variance fixe, par exemple un bruit gaussien dontla variance dépend du signal
ou un bruit de type Poisson, la fonction peut soit être de gradient Lipschitz avec unβ grand
soit ne pas être de gradient Lipschitz. Dans ces configurations, les algorithmes imbriqués
proposés soit convergent très lentement vers la solution duproblème3.1 soit n’offrent
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aucune garantie de convergence et ceci même en dimension finie (le « pas »γn de l’algo-
rithme explicite-implicite étant inversement proportionnel àβ – cf. hypothèse3.19(i)).

Remarquons que dans ce paragraphe, nous nous limiterons au cas oùh = ιC . Nous y
comparerons dans un premier temps les différents algorithmes imbriqués sur un exemple
classique de déconvolution d’images en présence de bruit blanc gaussien. Puis, dans un
second temps, nous considérons une classe de fonctionsg deux fois différentiables mais
ne vérifiant pas l’hypothèse de Lipschitz continuité du gradient. Pour cette classe de fonc-
tions, nous proposons une extension quadratique permettant de contourner le problème
de Lipschitz différentiabilité. Nous en étudions le comportement sur deux exemples de
restauration : le premier concerne le cas d’un bruit gaussien avec une variance dépendant
du signal et le second traite le cas d’un bruit de type Poisson.

Des résultats additionnels dans le cas oùh 6= ιC sont fournis dans [Pustelniket al.,
2009a].

3.6.1 Modélisation du problème

Notre but consiste à restaurer une imagey appartenant à un espace de Hilbert séparable
G à partir d’observations dégradéesz ∈ G. Ici, des images numériques de tailleN1 ×N2

sont considérées etG = RN avecN = N1N2. SoitA un opérateur linéaire deG dans
G modélisant un processus de dégradation linéaire (dans cette partie nous considérerons
qu’il s’agit d’un opérateur de convolution). L’imageu = Ay (resp.z) est une réalisation
d’un vecteur aléatoire de valeurs réellesU = (U i)1≤i≤N (resp.Z = (Zi)1≤i≤N ). L’im-
ageU est, de plus, contaminée par un bruit. Conditionnellement àU = (ui)1≤i≤N ∈ G,
le vecteur aléatoireZ est supposé avoir des composantes indépendantes, qui sont soit
discrètes avec pour probabilité conditionnelle la fonction de masse(µZi|U i=ui

)1≤i≤N ,
soit absolument continues avec les densités conditionnelles qui sont également notées
(µZi|Ui=ui

)1≤i≤N . Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux distributions de prob-
abilités telles que :

(∀i ∈ {1, . . . , N})(∀υ ∈ R) µZi|U i=υ
(zi) ∝ exp

(
− ψi(υ)

)
, (3.43)

où (ψi)1≤i≤N sont des fonctions deΓ0(R), deux fois continuement différentiables surR

et telles que :
(∀i ∈ {1, . . . , N}) inf ψi > −∞. (3.44)

De plus, un modèle probabilistea priori simple et efficace de l’imagey est utilisé en
considérant les coefficients de décomposition de cette image sur une trame [Daubechies,
1992; Han, Larson, 2000]. L’espace des coefficients de trame est un espace euclidien
H = RK (K ≥ N). Nous utilisons une représentation linéaire de la forme :

y = F ∗x

oùF ∗ : H → G est l’opérateur de synthèse de trame (F ∗ est surjectif). Nous supposons
alors que le vecteurx des coefficients de trame est une réalisation d’un vecteur aléatoireX
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dont les composantes sont indépendantes. Chaque composanteXk aveck ∈ {1, . . . , K}
deX, possède une densité de probabilitéexp(−φk(·))/

∫ +∞
−∞ exp(−φk(ξ)) dξ où φk est

une fonction finie deΓ0(R).
Enfin, nous supposons que nous avons une informationa priori surx qui peut être

exprimée par le fait quex appartient à un ensemble convexe ferméC deH. La contrainte
C devra satisfaire :

(AC∗) ∩ dom Ψ 6= ∅ (3.45)

où
C∗ = F ∗C =

{
F ∗x

∣∣ x ∈ C
}

et
(
∀u =

(
ui
)
1≤i≤N ∈ G

)
Ψ(u) =

N∑

i=1

ψi
(
ui
)
.

Sous ces hypothèses, on peut montrer (voir [Chauxet al., 2007]) qu’une estimation
au sens duMaximum A Posteriori(MAP) des coefficients de tramex peut être obtenue
à partir des observationsz =

(
zi
)
1≤i≤N en minimisant sur un espace de HilbertH la

fonctionnellef + g + ιC où

(
∀x =

(
xk
)
1≤k≤K ∈ H

)
f(x) =

K∑

k=1

φk
(
xk
)

(3.46)

et
g = Ψ ◦ A ◦ F ∗. (3.47)

Cette formulation pourf , g eth = ιC , nous permet d’introduire la proposition suivante.

Proposition 3.36 Sous la condition(3.45), si nous considéronsf etg définies respective-
ment par(3.46) et (3.47),

(i) f etg appartiennent à la classeΓ0(H) ;

(ii) si f est coercive oudom g ∩ C est borné, alors la minimisation def+g+ιC admet
une solution. De plus, sif est strictement convexe surdom g ∩ C, la solution du
problème3.2est unique.

Preuve :
(i) : Comme les fonctions(φk)1≤k≤K sont des fonctions finies deΓ0(R), f est une fonction
finie deΓ0(H). De la même manière, comme les fonctions(ψi)1≤i≤N sont dansΓ0(R),
Ψ appartient àΓ0(G). De plus, en utilisant (3.45), nous avonsIm (AF ∗) ∩ dom Ψ 6= ∅.
Nous en déduisons quedom g 6= ∅ et, par conséquent,g ∈ Γ0(H).
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(ii) : Commedom f = H et (3.45) montre quedom g ∩ C = dom(Ψ◦A◦F ∗) ∩ C 6= ∅,
alorsdom f ∩ dom g ∩ C 6= ∅. D’autre part, commef et g sont dansΓ0(H), nous dé-
duisons quef + g + ιC appartient à la classeΓ0(H).
Supposons maintenant quef est coercive. La condition (3.44) implique queinf Ψ(G) >
−∞ et, par conséquent,inf g(H) ≥ inf Ψ(G) > −∞. On en déduit quef + g + ιC ≥
f + inf g(H) + ιC est coercive.
Lorsquedom g ∩ C est borné,f + g+ ιC est également coercive. L’existence d’une solu-
tion au problème de minimisation se déduit des résultats classiques de l’analyse convexe
(rappelés par la proposition2.22dans le chapitre2).
Quandf est strictement convexe surdom g ∩ C, l’unicité de la solution est induite par le
fait quef + g + ιC est strictement convexe. �

Remarque 3.37La fonctionf est coercive (resp. strictement convexe) si et seulement
si les fonctions(φk)1≤k≤N sont coercives [Chauxet al., 2007, Prop. 3.3(iii)(c)] (resp.
strictement convexes).

3.6.2 Comparaison expérimentale des algorithmes imbriqués sur un
exemple de restauration en présence de bruit gaussien

Nous considérons le problème de restauration d’une imagey ∈ RN (figure 3.3(a))
dégradée par un opérateur de convolutionA (ici un flou uniforme de taille3 × 3) et un
bruit blanc gaussien de varianceσ2 = 302. Nous souhaitons trouver une imageŷ ∈ RN

aussi proche que possible de l’imagey, en se basant sur les observations (figure3.3(b))
notéez ∈ G avecG = RN . La fonctionnelle que nous proposons de minimiser est la
suivante :

x̂ = argmin
x∈H

1

2σ2
‖AF ∗x− z‖22 + f(x) + ιC∗(F ∗x). (3.48)

où,F ∗ : H → G est l’opérateur linéaire de synthèse de trame avecH = RK etK ≥ N .
Cela conduit à des coefficients de trame que nous noteronsx = (xk)1≤k≤K . Nous utilisons
une version de la représentation en arbre dual [Chauxet al., 2006] associée à des filtres
symmlets de longueur 6, conduisant à une trame ajustée (F ∗ ◦ F = ν Id avecν = 2).
Dans la formulation (3.48), pour touti ∈ {1, . . . , N}, ψi = (· − z)2 est une fonction de
Γ0(R) telle queinf ψi = 0 > −∞. La fonctionf correspond à une régularisation dans le
domaine transforméH telle quef(x) =

∑K
k=1 χk|xk| + ωk|xk|pk oùχk > 0, ωk > 0 et

pk ∈ {4/3, 3/2, 2} sont adaptés par sous-bandes. Le calcul de l’opérateur proximal def
se déduit de l’exemple3.38et de la proposition3.39rappelés ci-dessous.
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Exemple 3.38 [Chauxet al., 2007] Soientχ > 0, p ∈ [1,+∞[. On considère la fonction
ϕ : R→ ]−∞,+∞] : η 7→ χ|ξ|p. Pour toutξ ∈ R, proxϕξ est alors donné par,





sign(ξ) max{|ξ| − χ, 0} si p = 1

ξ + 4χ
3 . 21/3

(
(ǫ− ξ)1/3 − (ǫ+ ξ)1/3

)

où ǫ =
√
ξ2 + 256χ3/729 si p = 4

3

ξ + 9χ2sign(ξ)
8

(
1−

√
1 + 16|ξ|

9χ2

)
si p = 3

2

ξ
1+2χ

si p = 2

sign(ξ)

√
1+12χ|ξ|−1

6χ
si p = 3

(
ǫ+ξ
8χ

)1/3 −
(
ǫ−ξ
8χ

)1/3

où ǫ =
√
ξ2 + 1/(27χ) si p = 4

(3.49)

Proposition 3.39 [Combettes, Pesquet, 2007b] Soitχ > 0, ω > 0, p ∈]1,+∞[, soit
ϕ : R→ ]−∞,+∞] : ξ 7→ χ|ξ| et soitφ : R→ ]−∞,+∞] : ξ 7→ ω|ξ|p .
On a alors, pour toutξ ∈ R,

proxϕ+φξ = proxφ ◦
(
proxϕξ

)
.

Enfin,h = ιC∗ ◦F ∗ introduit une contrainte dure sur l’appartenance à un convexeC∗ ⊂ G.
Dans notre exemple, en accord avec la dynamique de l’image, nous avons choisi :C∗ =
[0, 255]N . La projection sur le convexeC (PC = proxιC∗◦F ∗) est calculée en utilisant la
proposition3.12avecL = F ∗ etχ = ν. L’existence et l’unicité de la solution de (3.48)
est assurée par le fait que la fonctionf est coercive et strictement convexe (cf. propo-
sition 3.36). L’image restauréêy est liée à l’unique minimiseur de (3.48) par la relation
ŷ = F ∗x̂.

Nous avons donc testé et comparé les trois algorithmes proposés dans le paragraphe
précédent, en terme de vitesse de convergence. Deux types deconvergence sont évaluées :

– la convergence de la fonctionnellef + g est représentée figure3.1,
– la convergence des itérées, à savoir l’évolution de‖xn − x̂‖ est représentée fig-

ure3.2, oùx̂ représente l’unique minimiseur def + g+ ιC (en accord avec le choix
def et la proposition3.36(ii)).

Pour chaque configuration, nous présentons l’évolution du critère en fonction des itéra-
tions et en fonction du temps CPU. Pour une comparaison juste, nous initialisons les algo-
rithmes FB[DR] et FB[Dyk] paru0 = PC(Fz). Pour l’algorithme DR[FB], on l’initialise
parv0 = PC(Fz). D’autre part, les paramètresκ, τm, λn etγn, des différents algorithmes,
sont choisis afin d’optimiser la vitesse de convergence. Pour l’algorithme DR[FB], nous
avons fixéκ = 60, τm ≡ 1, λm,n ≡ 1 et γm,n ≡ 0.99/(κσ2). La convergence de l’algo-
rithme est assurée par la proposition3.32car l’hypothèse3.28(i) est vérifiée. Cependant
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pour augmenter la vitesse de convergence, les règles empiriques suivantes ont été fixées
pour choisir le nombreNm des itérations de l’algorithme FB (cf. (3.41) et (3.42)) :

Nm = inf
{
n ∈ N

∗ ∣∣ ‖um,n − um,n−1‖ ≤ η
}
, (3.50)

avecη = 10−4. Pour les algorithmes FB[DR] ou FB[Dyk], les paramètres liés à l’algo-
rithme FB sont choisis comme suit :λn ≡ 1 etγn ≡ 0.995/σ2. Le paramètre de relaxation
de la boucle interne de l’algorithme DR est fixéτn,m ≡ 1. L’algorithme de type Dykstra
ne nécessite pas l’ajustement de paramètres additionnels.La convergence des algorithmes
est assurée par les propositions3.34et3.35 (i). le nombreMn d’itérations de l’algorithme
DR et de l’algorithme de type Dykstra a été fixé comme suit :

Mn = inf
{
m ∈ N

∗ ∣∣ ‖vn,m − vn,m−1‖ ≤ η
}

(3.51)

avec la même valeur deη que pour l’algorithme DR[FB].
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FIGURE 3.1 – Evolution def + g en fonction (a) des itérations et (b) du temps CPU
en secondes (Intel Core 2, 2.66Ghz). FB[DR] (ligne continuebleue), FB[Dyk] (ligne
discontinue bleue) et DR[FB] (ligne discontinue noire).

Sur la figure3.1(a), nous constatons que l’algorithme FB[DR] converge bienplus rapide-
ment que l’algorithme DR[FB]. La figure3.1(b) modère néanmoins nos propos dans le
sens où chaque itération de FB sera plus coûteuse que celle deDR, cela étant dû à une con-
vergence plus lente de l’algorithme de DR ou de type Dykstra qui pénalise l’algorithme
FB à chaque itération. Reste à comparer l’algorithme FB[DR]et FB[Dyk]. Remarquons,
qu’aucune courbe ne correspond à FB[Dyk] sur la figure3.1(a) car elle se serait super-
posée à celle de FB[DR]. En effet, l’élément qui diffère entre FB[DR] et FB[Dyk] est le
nombre d’itérations internes. La figure3.1(b), montre l’évolution du critère en fonction
des itérations et il résulte de nos expérimentations que l’agorithme FB[DR] converge,
dans la meilleure des configurations, aussi rapidement que l’algorithme FB[Dyk], cela
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FIGURE 3.2 – Valeur de‖xn − x̂‖ en fonction (a) des itérations et (b) du temps CPU
en secondes (Intel Core 2, 2.66Ghz). FB[DR] (ligne continuebleue), FB[Dyk] (ligne
discontinue bleue) et DR[FB] (ligne discontinue noire).

dépendant des paramètres choisis. Pour les figures3.2(a) et (b) les conclusions sont iden-
tiques.

Remarque 3.40

(i) Les algorithmes FB[·] requièrent un nombre d’itérations de leur boucle interne bien
plus important que l’algorithme DR[FB] pour arriver à une tolérance du même
ordre de grandeur pour le calcul deproxf+ιC

ou proxg+ιC (environ 400 itérations
pour DR ou Dyk et seulement une vingtaine pour FB pour une toléranceη = 10−4).

(ii) L’algorithme explicite-implicite requiert le calcul deA et A∗ à chaque itération.
Par conséquent pour certaines applications autres que de ladéconvolution, il peut
être pénalisant d’utiliser l’algorithme DR[FB].

(iii) Entre les algorithmes FB[DR] et FB[Dyk], le choix se porterait de prime abord sur
l’algorithme FB[Dyk] possédant des conditions de qualifications moins restrictives
et permettant d’obtenir des taux de convergence au moins identiques à FB[DR]
et d’une manière générale plus avantageux. Cependant, l’algorithme FB[Dyk] ne
possède pas une propriété du style de celle de la proposition3.29(ii) permettant à
la boucle interne de converger en une itération lorsqueproxγnf ∈ C.

D’autre part, pour mettre en évidence l’intérêt de la fonction h proposée en (3.48),
nous examinons l’effet de la restauration avec et sans la contrainte sur les figures3.3(c) et
(d). On peut constater que la présence de la fonctionh permet une meilleure restauration
de l’image. L’erreur entre l’image restauréey (après 100 itérations de DR[FB]) et l’image
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originaley est évaluée par le rapport signal sur bruit (SNR) dont la définition est donnée
par l’équation (2.36) dans le chapitre2.

(a) (b)

 

 

(c) (d)

FIGURE 3.3 – Résultats sur une image satellitaire. (a) Originale, (b) dégradée (SNR = 13.4
dB), (c) restaurée sans la contrainte (SNR = 14.8 dB) et (d) restaurée avec la contrainte
(SNR = 15.0 dB).
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3.6.3 Approximation inférieure du terme d’attache aux données pour
la résolution d’une classe plus large de problèmes de restaura-
tion

Dans ce paragraphe, de façon à pouvoir gérer des fonctionnellesg non finies, nous ef-
fectuons sur les fonctions(ψi)1≤i≤N des hypothèses plus restrictives que celles proposées
dans le paragraphe3.6.1. Ces hypothèses sont énoncées ci-après. Dans cette partie,nous
posonsG = H = RN .

Hypothèse 3.41Il existe un sous-ensemble non videI de {1, . . . , N} et une constante
δ ∈ R telle que, pour touti ∈ {1, . . . , N},

(i) domψi =]δ,+∞[ si i ∈ I et,domψi = [δ,+∞[ si i 6∈ I ;

(ii) si i ∈ I, la fonctionψi est deux fois continuement différentiable sur]δ,+∞[ telle
queinfυ∈]δ,+∞[ ψi(υ) > −∞ et

lim
υ→δ
υ>δ

ψi(υ) = +∞.

Sa dérivée secondeψ′′
i est décroissante et satisfait

lim
υ→+∞

ψ′′
i (υ) = 0;

(iii) si i 6∈ I, alors il existeαi ∈ [0,+∞[ tel que, pour toutυ ∈ [δ,+∞[, ψi(υ) = αiυ.

En se servant des hypothèses3.41(ii) et (iii) , il est clair que les fonctions(ψi)1≤i≤N sont
convexes puisque, pour touti ∈ I, et pour toutυ ∈]δ,+∞[, ψ′′

i (υ) ≥ 0. De plus, pour tout
i ∈ I, l’hypothèse3.41(ii) nous permet d’écrire

lim
υ→δ
υ>δ

ψ′′
i (υ) = +∞. (3.52)

Les fonctionsψi sont semi-continues inférieurement puisque, pour touti ∈ {1, . . . , N},
on a lim infυ→δ ψi(υ) ≥ ψi(δ). Des exemples de telles fonctions seront proposées dans
les paragraphes3.6.3-a)et3.6.3-b).

Si nous étudions maintenant la Lipschitz continuité du gradient de la fonctiong définie
par l’équation (3.47). Il en résulte que cette propriété est violée dès queΨ est non finie.
De plus, en considérant (3.52), le gradient deg n’est pas non plus garanti d’être Lip-
schitz continu surint (dom g). Pour contourner ce problème, nous pouvons remarquer
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que, grâce à l’hypothèse3.41(ii) et à l’équation (3.52), pour touti ∈ I, il existe une
fonction décroissanteυi : ]0,+∞[→]δ,+∞[ telle quelimθ→+∞ υi(θ) = δ et

(∀θ ∈ ]0,+∞[)(∀υ ∈]δ,+∞[) 0 ≤ ψ′′
i (υ) ≤ θ ⇔ υ ≥ υi(θ). (3.53)

Des valeurs deυi(θ) sont représentées sur la figure3.4.
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FIGURE 3.4 – Illustration deυi(θ) pourθ1 < θ2 < θ3.

Considérons maintenant la fonction

gθ = Ψθ ◦ A ◦ F ∗ avec θ ∈ ]0,+∞[ , (3.54)

où
(
∀u =

(
ui
)
1≤i≤N ∈ R

N
)

Ψθ(u) =
N∑

i=1

ψθ,i
(
ui
)
,

et les fonctions(ψθ,i)1≤i≤N sont choisies telles que

(∀υ ∈ R) ψθ,i(υ) =






θ

2
υ2 + ζi,1(θ) υ + ζi,0(θ) si i ∈ I et δ − ǫ(θ) ≤ υ < υi(θ)

αiυ si i 6∈ I et δ − ǫ(θ) ≤ υ < δ

ψi(υ) sinon.
(3.55)

De plus,ǫ : ]0,+∞[→ ]0,+∞[ est une fonction décroissante et,

(∀i ∈ I) ζi,0(θ) = ψi
(
υi(θ)

)
− υi(θ)ψ′

i

(
υi(θ)

)
+
θ

2

(
υi(θ)

)2

ζi,1(θ) = ψ′
i

(
υi(θ)

)
− θυi(θ).
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Pour touti ∈ I, les constantesζi,0(θ) et ζi,1(θ) ont été déterminées pour garantir la conti-
nuité deψθ,i et celle de ses dérivées première et seconde surR. Un exemple de fonction
ψi, de ses approximations quadratiques (ψθ1,i etψθ2,i avecθ1 < θ2) et des dérivées secon-
des associées, est présenté figure3.5.
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FIGURE 3.5 – Représentation graphique de l’extension quadratiquepourδ = 0.

Du cadre théorique que nous venons de définir, nous déduisonsles résultats suivants.

Proposition 3.42 Supposons que l’hypothèse3.41et la condition(3.45) soient vérifiées,
alors

(i) (∀θ ∈ ]0,+∞[), la fonctiongθ définie par l’équation(3.54) appartient à la classe
Γ0(R

K).

(ii)
(
∀(θ1, θ2) ∈ ]0,+∞[2

)
, θ1 < θ2⇒ gθ1 ≤ gθ2 ≤ g.

(iii) Pour toutθ ∈ ]0,+∞[, siAF ∗C ⊂]δ − ǫ(θ),+∞[N , gθ est deux fois différentiable
sur un ensemble ouvertOθ deRN tel queC ⊂ Oθ et possède un gradient Lipschitz
continu surOθ avec une constanteβθ = θ‖AF ∗‖2 ≤ θν‖A‖2.

(iv) Pour toutθ ∈ ]0,+∞[, si f est coercive ou sidom gθ ∩ C est borné, alors la
minimisation def+gθ+ιC admet une solution. De plus, sif est strictement convexe
surdom gθ ∩ C, alorsf + gθ + ιC possède un unique minimiseurx̂θ.

(v) Supposons que
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(a) limθ→+∞ ǫ(θ) = 0,

(b) AF ∗C ⊂ [δ,+∞[N ,

(c) f est coercive ouC est borné,

(d) f est strictement convexe surC.

Il existe alorsθ ∈ ]0,+∞[ tel que, pour toutθ ∈ [θ,+∞[, x̂θ est le minimiseur de
f + g + ιC.

Preuve :
(i) Ψθ ∈ Γ0(R

N) car pour touti ∈ {1, . . . , N} et pour toutυ ∈]δ−ǫ(θ),+∞[, ψ′′
θ,i(υ) ≥ 0

etdom Ψθ = [δ− ǫ(θ),+∞[N . De plus,dom Ψθ ∩ Im (AF ∗) ⊃ dom Ψ∩ Im (AF ∗) 6= ∅.
On a alorsgθ ∈ Γ0(R

K).
(ii) Nous déduisons de (3.53) et (3.55) que, pour touti ∈ I,

(∀υ ∈]δ, υi(θ2)[) ψ′′
i (υ) > ψ′′

θ2,i
(υ) = θ2.

Par conséquent,ψ′
i − ψ′

θ2,i
est une fonction strictement croissante sur]δ, υi(θ2)] et

(∀υ ∈]δ, υi(θ2)[) ψ′
i(υ)− ψ′

θ2,i
(υ) < ψ′

i

(
υi(θ2)

)
− ψ′

θ2,i

(
υi(θ2)) = 0,

ce qui permet d’écrire queψi − ψθ2,i est strictement décroissante sur]δ, υi(θ2)] et

(∀υ ∈]δ, υi(θ2)[) ψi(υ)− ψθ2,i(υ) > ψi
(
υi(θ2)

)
− ψθ2,i

(
υi(θ2)) = 0.

De plus,
{
ψi(υ) = +∞ si (i ∈ I etυ ≤ δ) ou (i 6∈ I etυ < δ),

ψi(υ) = ψθ2,i(υ) si
(
i ∈ I etυ ≥ υi(θ2)

)
ou (i 6∈ I etυ ≥ δ).

Nous en déduisons que, pour touti ∈ {1, . . . , N}, ψi ≥ ψθ2,i et, par conséquentg est
approximée inférieurement pargθ2.
De façon similaire, nous avons, pour touti ∈ I,

(∀υ ∈ [υi(θ1),+∞[) ψθ2,i(υ) = ψi(υ) = ψθ1,i(υ)

(∀υ ∈]δ − ǫ(θ2), υi(θ1)[) ψ′′
θ2,i

(υ) > θ1 = ψ′′
θ1,i

(υ)

⇒ (∀υ ∈]δ − ǫ(θ2), υi(θ1)[) ψ′
θ2,i

(υ) < ψ′
θ1,i

(υ)

⇒ (∀υ ∈ [δ − ǫ(θ2), υi(θ1)[) ψθ2,i(υ) > ψθ1,i(υ)

et
(∀i 6∈ I)(∀υ ∈ [δ − ǫ(θ2),+∞[) ψθ2,i(υ) = ψθ1,i(υ).

De plus,

(∀i ∈ {1, . . . , N})(∀υ ∈]−∞, δ − ǫ(θ2)[) ψθ2,i(υ) = +∞ ≥ ψθ1,i(υ).
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Ceci montre queΨθ2 ≥ Ψθ1 et par conséquent,gθ2 ≥ gθ1 .

(iii) : Comme nous l’avons mentionné plus haut,domΨθ = [δ − ǫ(θ),+∞[N . Soit

Oθ = (AF ∗)−1(]δ − ǫ(θ),+∞[N) =
{
x ∈ R

K
∣∣ AF ∗x ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

}
.

CommeOθ est un ensemble ouvert etAF ∗C ⊂]δ − ǫ(θ),+∞[N , nous en déduisons que
C ⊂ Oθ. De plus, la fonctiongθ est deux fois différentiable surOθ et d’après [Ekeland,
Témam, 1999, Chap. 1, Prop. 5.7] son gradient est,

(∀x ∈ Oθ) ∇gθ(x) = FA∗(∇Ψθ(AF
∗x)
)

(3.56)

où (
∀u = (ui)1≤i≤N ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

)
∇Ψθ(u) =

(
ψ′
θ,i(ui)

)
1≤i≤N .

Nous pouvons alors écrire,

(
∀u = (ui)1≤i≤N ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

)(
∀v = (vi)1≤i≤N ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

)

‖∇Ψθ(u)−∇Ψθ(v)‖ =

√√√√
N∑

i=1

(
ψ′
θ,i(ui)− ψ′

θ,i(vi)
)2
.

En utilisant le théorème des accroissements finis,

(∀i ∈ {1, . . . , N})
∣∣ψ′

θ,i(ui)− ψ′
θ,i(vi)

∣∣ ≤ |ui − vi| sup
ξ∈]δ−ǫ(θ),+∞[

|ψ′′
θ,i(ξ)|

≤ θ|ui − vi|,

nous obtenons
(
∀u ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

)(
∀v ∈]δ − ǫ(θ),+∞[N

)
‖∇Ψθ(u)−∇Ψθ(v)‖ ≤ θ‖u− v‖

que nous combinons avec (3.56) pour conclure que
(
∀(x, x′) ∈ O2

θ

)
‖∇gθ(x)−∇gθ(x′)‖ ≤ θ‖AF ∗‖2‖x− x′‖.

et‖AF ∗‖2 ≤ ‖F‖2‖A‖2 ≤ ν‖A‖2.

(iv) : La preuve est similaire à celle de la proposition3.36(ii). Par le biais des hypothèses
3.41(ii),

(∀i ∈ I) inf
υ∈]δ,+∞[

ψθ,i(υ) > −∞

et de l’hypothèse3.41(iii),

(∀i 6∈ I) inf
υ∈[δ,+∞[

ψi(υ) = αiδ > −∞,
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nous obtenonsinf Ψθ(R
N) > −∞ .

(v) : Dans la suite, nous utiliserons la notation :h = f + g+ ιC et, pour toutθ ∈ ]0,+∞[,
hθ = f + gθ + ιC.

Soit (θℓ)ℓ∈N une suite croissante de]0,+∞[ telle quelimℓ→+∞ θℓ = +∞. Comme
conséquence des propositions3.42(i)et (ii) , (hθℓ

)ℓ∈N est une suite croissante de fonctions
deΓ0(R

K). Nous déduisons de [Rockafellar, Wets, 2004, proposition 7.4(d)], rappelée par
la proposition2.20dans le chapitre2, que(hθℓ

)ℓ∈N epi-converge vers sa limite ponctuelle
(« point-wise »). En utilisant conjointement l’équation (3.55) et le fait que, pour touti ∈ I,
limθ→+∞ υi(θ) = δ et limθ→+∞ ǫ(θ) = 0, nous voyons que sa limite ponctuelle esth.

Pour toutℓ ∈ N, on désigne par̂xθℓ
un minimiseur dehθℓ

. D’après les hypothèses(v)(c),
pour toutℓ ∈ N, hθℓ

est coercive puisqueC ∩ dom gθℓ
= C est borné. De manière équiv-

alente, on peut dire que ses sections inférieures, notés

lev≤η hθℓ
=
{
x ∈ R

K
∣∣ hθℓ

(x) ≤ η
}

avecη ∈ R, sont également bornés. Comme(hθℓ
)ℓ∈N est une suite de fonctions crois-

santes, on en déduit que∪ℓ∈Nlev≤η hθℓ
= lev≤η hθ0 est borné. Les fonctions(hθℓ

)ℓ∈N

et h sont semi-continues inférieurement et propres. En combinant, l’hypothèse(v)(d),
assurant la stricte convexité def sur (C ∩ dom g) ⊂ (C ∩ dom gθℓ

) = C, avec les
propositions3.36(ii) et 3.42(iv), nous en déduisons l’unicité du minimiseurx̂ deh. Puis,
en faisant appel à [Rockafellar, Wets, 2004, théorème 7.33], rappelé par le théorème2.26
dans le chapitre2, nous montrons que la suite(x̂θℓ

)ℓ∈N converge vers un minimiseur̂x de
h.

On note, pour toutx ∈ RK et i ∈ {1, . . . , N}, (AF ∗x)i la i-ème composante du
vecteurAF ∗x. Commex̂ ∈ domh, pour touti ∈ I, (AF ∗x̂)i ∈ domψi =]δ,+∞[.
Puisque

lim
ℓ→+∞

x̂θℓ
= x̂,

pour touti ∈ I, pour toutη ∈ ]0,+∞[, il existeℓη,i ∈ N telle que

(∀ℓ ∈ N) ℓ ≥ ℓη,i ⇒|(AF ∗x̂θℓ
)i − (AF ∗x̂)i| < η

⇒(AF ∗x̂θℓ
)i > min

i∈I
(AF ∗x̂)i − η.

En choisissantη =
mini∈I(AF

∗x̂)i − δ
2

> 0 et ℓη = maxi∈I ℓη,i, nous en déduisons que

(∀ℓ ∈ N) ℓ ≥ ℓη ⇒ (AF ∗x̂θℓ
)i ≥ υ (3.57)

oùυ =
δ + mini∈I(AF

∗x̂)i
2

> δ. De plus, puisque

lim
ℓ→+∞

θℓ = +∞⇒ lim
ℓ→+∞

max
i∈I

υi(θℓ) = δ,
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il existeℓ ≥ ℓη telle que(∀i ∈ I) υi(θℓ) ≤ υ. L’équation (3.55) implique que(∀i ∈ I)
(∀υ ∈ [υ,+∞[), ψθℓ,i

(υ) = ψi(υ).
Si, de plus, on définit l’ensemble

D =
{
x ∈ dom g

∣∣ (∀i ∈ I) (AF ∗x)i ∈ [υ,+∞[
}
,

nous en déduisons que, pour toutx ∈ D,hθℓ
(x) = h(x). De plus, selon l’hypothèse(v)(b),

pour toutℓ ∈ N, si i 6∈ I,
(AF ∗x̂θℓ

)(i) ∈ [δ,+∞[. (3.58)

En combinant, les équations (3.57) et (3.58), x̂θℓ
et x̂ appartiennent àD. Par conséquent,

comme
x̂θℓ

= arg min
x∈RK

hθℓ
(x),

nous avons :h(x̂θℓ
) = hθℓ

(x̂θℓ
) ≤ hθℓ

(x̂) = h(x̂), ce qui montre quêxθℓ
= x̂.

En considérant maintenant queθ ∈ [θℓ,+∞[, par le biais de(ii) nous obtenons :hθℓ
≤

hθ ≤ h. Puisque,h(x̂) = hθℓ
(x̂) ≤ hθ(x̂) ≤ h(x̂), il en résulte quehθ(x̂) = h(x̂) et

(∀x ∈ R
K) hθ(x) ≥ hθℓ

(x) ≥ hθℓ
(x̂) = h(x̂).

Ceci nous permet de conclure quex̂θ = x̂ dès queθ ≥ θℓ = θ. �

Remarque 3.43
(i) La proposition3.42(ii)nous permet d’affirmer quegθ (resp.f+gθ+ιC), avecθ > 0,

constitue une approximation inférieure deg (resp.f + g + ιC), qui s’affine lorsque
θ croît.

(ii) Comme le montre la proposition3.42(iii), le rôle principal du paramètreθ est de
contrôler la constante de Lipschitz du gradient de l’approximation deg.

(iii) La proposition3.42(v)indique que le paramètreθ permet de contrôler la distance
entre l’approximation̂xθ et le minimiseur original du critère MAP̂x. Cette approx-
imation devient parfaite lorsque la valeur deθ est supérieure à une certaine valeur
θ.

Sous les hypothèses3.42(iii), la minimisation def + gθ + ιC avecθ ∈ ]0,+∞[ est
un problème du type problème3.33. Par conséquent, les propositions3.32, 3.34et 3.35
montrent que, sous l’hypothèse quef soit coercive ouC borné, les algorithmes DR[FB],
FB[DR] et FB[Dyk] peuvent être appliqués dans ce contexte.

De plus, la proposition3.42(v)suggère qu’en choisissantθ suffisamment grand, la so-
lution du critère MAP original peut être trouvée. Cependant, selon la proposition3.42(iii),
une grande valeurθ induit une grande valeur de la constanteβθ, ce qui induit une petite
valeur pour le « pas » de l’algorithme explicite-implicite,et donc une vitesse de conver-
gence lente. En pratique, le choix deθ résulte d’un compromis que nous illustrons dans
les résultats expérimentaux qui suivent.
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3.6.3-a) Premier exemple : déconvolution en présence d’un bruit Gaussien
de variance dépendant du signal

• Modèle :
Nous voulons restaurer une imagey ∈ [0,+∞[N dégradée par un opérateur linéaireA :
RN → RN et un bruit additifw ∈ RN , à partir des observations

z = Ay + w = u+ w.

De plus, on suppose que la matrice associée à l’opérateur linéaireA ne possède pas d’élé-
ments négatifs et,w = (wi)1≤i≤N est une réalisation d’un bruit gaussienW = (Wi)1≤i≤N
de moyenne nulle. La variance de chaque variable aléatoireWi avec i ∈ {1, . . . , N}
dépend du signal et elle est égale àσ2

i (ui) où

(∀υ ∈]0,+∞[) σ2
i (υ) =

υ

2αi

avecαi ∈ ]0,+∞[. Les fonctions(ψi)1≤i≤N , définies par (3.43), sont,

(∀υ ∈ R) ψi(υ) =






αi
(
υ − zi

)2

υ
si zi 6= 0 etυ ∈ ]0,+∞[,

αiυ si zi = 0 etυ ∈ [0,+∞[,

+∞ sinon.

En supposant quez 6= 0, l’hypothèse3.41 est donc satisfaite avecδ = 0 et I ={
i ∈ {1, . . . , N}

∣∣ zi 6= 0
}

puisque, pour touti ∈ I,

(∀υ ∈ ]0,+∞[) ψ′
i(υ) = αi

υ2 − z2
i

υ2

ψ′′
i (υ) =

2αiz
2
i

υ3
.

Nous déduisons de (3.53) que, pour touti ∈ I,

(∀θ ∈ ]0,+∞[) υi(θ) =
(2αiz

2
i

θ

)1/3

.

• Résultats expérimentaux:
Dans nos simulations,A représente un flou uniforme de taille3×3 ou de taille7×7 avec
‖A‖ = 1. L’image satellitairey de taille512×512 (N = 5122) est présentée figure3.6(a).
Elle a été dégradée parA et un bruit additif dépendant du signal suivant le modèle décrit
précédemment avec pour touti ∈ {1, . . . , N}, αi ≡ 1 ou αi ≡ 5. L’image dégradéez
présentée figure3.6(b) correspond à une image dégradée par un flou uniforme dont le
noyau du filtre est de taille7× 7 etαi ≡ 1.
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Dans cet exemple, une représentation sur une trame ajustée de redondance 2 a été
utilisée. Il s’agit d’une représentation en arbre dual [Chauxet al., 2006] (ν = ν = 2,
K = 2N) avec des filtres de symmlets de longueur6 [Daubechies, 1992]. Les fonctions
potentiellesφk sont prises de la formeχk| . | + ωk| . |pk où (χk, ωk) ∈ ]0,+∞[2 et pk ∈
{4/3, 3/2, 2} et sont adaptées à chaque sous-bande. Ces paramètres ont étédéterminés
par une approche du maximum de vraisemblance. Par conséquent, la fonctionf définie
par (3.46) est coercive et strictement convexe (voir remarque3.37).

Une contrainte sur la solution est introduite afin de prendreen compte l’intervalle des
valeurs admissibles dans l’image en choisissant

C∗ = [0, 255]N . (3.59)

Grâce à la forme de l’opérateurA et de la contrainteC∗, la condition (3.45) est satisfaite.
La proposition3.36garantit donc une unique solution fournissant l’estimateur x̂ du critère
MAP. Selon la proposition3.42(iv), pour toutθ ∈ ]0,+∞[, un unique minimiseur̂xθ de
f + gθ + ιC existe et permet d’approcherx̂ comme expliqué dans la proposition3.42(v).

Pour toutθ ∈ ]0,+∞[,AC∗ = C∗ ⊂]− ǫ(θ),+∞[N , et la proposition3.42(iii) mon-
tre quegθ a un gradient Lipschitz continu surC. De plusgθ est deux fois différentiable
ce qui nous ramène au problème3.33pouvant être résolu par les algorithmes DR[FB],
FB[DR] et FB[Dyk]. Chacun de ces algorithmes converge vers une solution notéêxθ.

Les résultats sont générés avec l’algorithme DR[FB], le nombre d’itérations de l’al-
gorithme explicite-implicite étant donné par (3.50) avecη = 10−4. L’algorithme a été
initialisé en prenantv0 = PC(Fz) et nous avons choisiγm,n ≡ 1.99/(κθ), κ = 60 et
λm,n ≡ τm ≡ 1. Il faut noter que les algorithmes FB[DR] ou FB[Dyk] conduisent aux
mêmes résultats pour des temps de calculs plus importants. Pour évaluer la performance
de notre algorithme en termes de qualité de restauration, nous utilisons le rapport signal
sur bruit (SNR). Le tableau3.3montre des valeurs de SNR obtenues.

Flou3× 3 Flou7× 7
θ 0.025 0.05 5 7 0.025 0.05 5 7

αi = 1 SNR 13.9 16.3 16.8 16.8 10.9 11.9 12.1 12.1

θ 0.15 0.25 10 12 0.15 0.25 10 12
αi = 5 SNR 15.9 18.0 18.8 18.8 12.6 13.3 13.7 13.7

TABLE 3.2 – SNR pour l’image satellitaire.

Comme il l’a été suggéré dans la proposition3.42(v), lorsque la valeur deθ augmente,
l’image est mieux restaurée. L’efficacité de l’approche proposée peut également être éval-
uée visuellement sur la figure3.6(c) montrant l’image restaurée quandA est la matrice
associée à un flou uniforme de taille7 × 7, αi ≡ 1 et θ = 0.05. Nous pouvons observer
que cette approche permet de retrouver la plupart des détails qui ne sont pas perceptibles
à cause de la présence de flou et de bruit.
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(a)

(b) (c)

FIGURE 3.6 – Résultats pour une image satellitaire de la ville de Marseille. (a) Image
originale, (b) image dégradée, (c) image restaurée en utilisant des DTT.
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Finalement la figure3.7 illustre l’influence du choix du paramètreθ quand l’algo-
rithme DR[FB] est utilisé pour un flou de taille7 × 7 et αi ≡ 5. Comme attendu, plus

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE 3.7 – Critère MAP normalisé (pourθ = 0.15 en vert etθ = 10 en magenta)
versus le temps de calcul (en secondes) (Intel Core 2, 2.66 GHz).

la valeur deθ est grande et plus la vitesse de convergence de l’algorithmeest lente. Un
ajustement doit par conséquent être effectué : la valeur deθ doit être choisie suffisam-
ment grande pour assurer une bonne qualité de restauration mais elle ne doit pas être trop
grande de manière à conserver une convergence rapide.

3.6.3-b) Deuxième exemple : gestion d’une fonction à la dérivée sec-
onde non bornée - déconvolution en présence de bruit de
Poisson

• Modèle :
Dans ce deuxième scénario, nous voulons restaurer une imagey ∈ [0,+∞[N qui est
dégradée par un opérateur linéaireA : RN → RN , avec des valeurs supposées positives
et qui sont dégradées par un bruit de Poisson (pouvant être non homogène). L’image
observéez = (zi)1≤i≤N ∈ NN suit une distribution de Poisson avec une loi de probabilité
donnée par

(∀i ∈ {1, . . . , N})(∀υ ∈ [0,+∞[) µZi|Ui=υ
(zi) =

(αiυ)zi

zi!
exp

(
− αiυ

)
(3.60)
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où (αi)1≤i≤N ∈ ]0,+∞[N sont des paramètres d’échelle. En utilisant (3.43) et (3.60),
pour touti ∈ {1, . . . , N}, nous avons,

(∀υ ∈ R) ψi(υ) =





αiυ − zi + zi ln
( zi
αiυ

)
si zi > 0 etυ ∈ ]0,+∞[,

αiυ si zi = 0 etυ ∈ [0,+∞[,

+∞ sinon.

(3.61)

Comme les fonctions(ψi)1≤i≤N sont définies à des constantes près, ces constantes ont
été choisies dans (4.77) pour obtenir l’expression du terme de la divergence de Kullback-
Leibler généralisée (cf. [Byrne, 1993]).
Dans ce contexte, lorsquez 6= 0, l’hypothèse3.41 est vérifiée quandδ = 0 et I ={
i ∈ {1, . . . , N}

∣∣ zi > 0
}

puisque, pour touti ∈ I,

(∀υ ∈ ]0,+∞[) ψ′
i(υ) = αi −

zi
υ

ψ′′
i (υ) =

zi
υ2
.

Nous déduisons de (3.53) que, pour touti ∈ I,

(∀θ ∈ ]0,+∞[) υi(θ) =

√
zi
θ
.

Remarque 3.44 Il peut être intéressant de comparer l’extension proposée avec l’ap-
proche développée dans [Dupéet al., 2009]. L’utilisation de la transformée de Anscombe
[Anscombe, 1948], faite dans [Dupéet al., 2009], permet d’approximer l’antilog-vrai-
semblance poissonienneψi par

(∀υ ∈ R) ψ̃i(υ) =





1
2

(
2
√
αiυ + 3

8
− zi

)2

si υ ∈ [0,+∞[

+∞ sinon.
(3.62)

L’extension quadratique proposée est illustrée par la figure 3.8 où une comparaison
graphique avec l’approximation de Anscombe est menée.

• Résultats expérimentaux:
Ici, A représente la matrice associée à un flou uniforme de taille5 × 5 avec‖A‖ = 1. y
correspond à une coupe cérébrale de taille256×256 (N = 2562). Elle est présentée sur la
figure3.9(a). Cette image est dégradée parA et par un bruit de Poisson suivant le modèle
décrit dans le paragraphe précédent pour différents niveaux d’intensité. L’image dégradée
z est présentée figure3.9(b) quandαi ≡ 0.01.

Une base orthonormale d’ondelettes constituée de filtres desymmlets de longeur 6 a
été adoptée (ν = ν = 1,K = N). Les fonctions potentiellesφk sont choisies de la même
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FIGURE 3.8 – Graphe de la fonctionψi (ligne continue rouge) quandδ = 0, αi = 1,
zi = 50. Son approximation quadratiqueψθ,i avecθ = 0.3 (ligne discontinue verte) et
θ = 0.1 (ligne discontinue bleue) pourǫ(θ) = 10−16 et son approximation de Anscombe
ψ̃i (ligne discontinue noire).

forme que dans les exemples précédents et la fonctionf est par conséquent coercive et
strictement convexe.

La contrainte imposée sur la solution est donnée par l’équation (3.59). CommeAC∗ =
C∗, la proposition3.42(iv)garantit qu’il existe un unique minimiseur def + gθ + ιC , qui
a été calculé avec l’algorithme DR[FB]. L’algorithme a été initialisé en prenantv0 =
PC(Fz) et nous avons choisiγm,n ≡ 1.99/(κθ), κ = 60 et λm,n ≡ τm ≡ 1. Le nom-
bre d’itérations de l’algorithme explicite-implicite estdonné par (3.50) avecη = 10−4.
Notons que la vitesse de convergence pourrait être accélérée un utilisant une méthode
de pas adaptatif telle que la recherche d’Armijo-Goldstein[Tseng, 2000; Dupé et al.,
2009]. Cependant, le temps de calcul pour déterminer le « pas » optimal devrait être pris
en compte.

Pour évaluer la performance de notre algorithme, nous utilisons le SNR. Le tableau3.3
montre des valeurs de SNR obtenues pour différentes valeursdeαi et θ. Conformément
aux prévisions de la proposition3.42(v), à partir de certaines valeurs deθ dépendantes de
αi, la valeur optimale est obtenue.

Nous comparons également les résultats fournis par différentes approches. La pre-
mière est un EM régularisé (également connue sous le nom de SMART) [Byrne, 1993;
Langeet al., 1987] où l’antilog-vraisemblance est pénalisée par un terme de divergence de
Kullback-Leibler entre l’image désirée et une image de référence. Le paramètre de régu-
larisation a été ajusté manuellement pour maximiser le SNR et, l’image de référence est
une image dont les pixels prennent la valeur moyenne de l’image dégradée. La seconde
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approche est basée sur l’approximation de Anscombe [Dupéet al., 2009] que nous avons
introduite dans la remarque3.44. Dans l’optique d’effectuer des comparaisons justes, la
même représentation en ondelettes, les mêmes fonctions de régularisation(φk)1≤k≤K et le
même convexeC sont utilisés dans cette exemple. Il peut être observé que l’approche que
nous proposons donne de bons résultats. Cependant, pour de grandes intensités (αi ≥ 0.1),
la méthode utilisant l’approximation de Anscombe conduit àdes résultats équivalents. Les
images restaurées sont présentées sur la figure3.9, pourαi ≡ 0.01, θ ≡ 0.001 et après
3000 itérations. Malgré une forte dégradation de l’image originale, nous pouvons remar-
quer que notre méthode permet de reconstruire les motifs principaux.

EM Anscombe Extension quadratique
αi régularisé θ = 0.001 θ = 0.005 θ = 0.1 θ = 1 θ = 5

0.01 6.47 8.24 9.75 9.75 9.75 9.75 9.75
0.05 9.01 11.5 11.7 11.9 11.9 11.9 11.9
0.1 10.1 12.4 12.0 12.5 12.5 12.5 12.5
1 13.8 15.1 0 10.1 13.7 15.1 15.1

TABLE 3.3 –SNR pour l’image médicale.

3.7 Conclusion

Ce chapitre décrit deux types de travaux effectués durant lathèse. D’une part, nous
avons introduit des algorithmes imbriqués en donnant leur preuve de convergence et en les
comparant. D’autre part, nous nous sommes intéressés à l’utilisation de ces algorithmes
pour la résolution de problématiques de restauration d’images, en particulier la décon-
volution d’images en présence de bruit de Poisson. Ce problème nécessite de définir un
cadre théorique rigoureux où une extension quadratique estutilisée pour s’assurer de la
convergence des algorithmes imbriqués. Les résultats obtenus montrent une amélioration
de la restauration par rapport à l’état de l’art.
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FIGURE 3.9 – Résultats sur une image médicale. (a) Originale, (b) dégradée, (c) restau-
rée avec EM, (d) restaurée par transformée de Anscombe et (e)restaurée par extension
quadratique.
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CHAPITRE 4

Algorithme proximal parallèle et
régularisation hybride pour la

résolution de problèmes inverses en
présence de bruit non-additif

4.1 Motivations

Comme nous l’avons rappelé dans le chapitre2, les méthodes d’optimisation convexe
ont montré leur efficacité pour la résolution de problèmes inverses. Nous disposons d’une
part, des algorithmes de type POCS et des algorithmes par blocs [Combettes, 2003], qui
permettent, entre autre, d’inclure des contraintes de variation totale. D’autre part, certaines
méthodes de débruitage sont fondées sur les transformées enondelettes [Mallat, 1997],
et plus généralement sur des trames [Candès, Donoho, 2002; Le Pennec, Mallat, 2005;
Selesnicket al., 2005; Chauxet al., 2006]. Dans le chapitre3, nous avons rappelé que les
algorithmes appartenant à la classe des algorithmes explicite-implicite [Daubechieset al.,
2004; Figueiredo, Nowak, 2003; Bect et al., 2004; Combettes, Wajs, 2005] permettent
de minimiser une somme de deux fonctions appartenant à la classeΓ0(H) sous condi-
tion qu’une des deux fonctions soit de gradient Lipschitz sur H. Ces méthodes sont effi-
caces lorsqu’il s’agit de minimiser un critère composé d’unterme de fidélité aux données
lisse, par exemple une fonction quadratique, et una priori non lisse, tel qu’une norme
ℓ1, permettant de favoriser la parcimonie dans les coefficients de trame [Bioucas-Dias,
Figueiredo, 2007; Beck, Teboulle, 2009]. Ces méthodes sont donc adaptées à la restau-
ration d’images dégradées par une convolution et du bruit gaussien. Dans le chapitre3,
nous avons également présenté l’algorithme de Douglas-Rachford [Lions, Mercier, 1979;
Douglas, Rachford, 1956; Eckstein, Bertekas, 1992], proposé dans [Combettes, Pesquet,
2007a], qui permet de résoudre des problèmes de restauration d’images en relachant la
condition de Lipschitz différentiabilité imposée par l’algorithme explicite-implicite. En
contrepartie la connaissance explicite des opérateurs proximaux de chaque fonction est
requise. Cet algorithme est étendu à la minimisation d’une somme finie de fonctions con-
vexes dans [Combettes, Pesquet, 2008]. Il est fondé sur le calcul de l’opérateur proximal
associé à chacune des fonctions. L’un des principaux avantages de cet algorithme, appelé
« algorithme proximal parallèle » (PPXA : Parallel ProXimalAlgorithm), est sa structure
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parallèle qui permet une implantation simple, sur une architecture multicoeurs. PPXA est
bien adapté aux problèmes de déconvolution en présence de bruit additif gaussien, où
l’opérateur proximal associé au terme de fidélité aux données prend une forme explicite
[Combettes, Pesquet, 2008]. Dans ce type d’application, cet algorithme permet d’inclure
facilement des contraintes supplémentaires dans le critère, et ainsi d’obtenir de meilleurs
résultats en déconvolution. Pour minimiser une somme de deux fonctions incluant un
terme quadratique, une autre classe d’algorithme parallèle a été récemment proposé par
Fornasieret al. dans [Fornasier, 2007; Fornasier, Schönlieb, 2009]. Quand le bruit est
non-nécessairement additif gaussien et pour une classe plus large d’opérateurs linéaires,
l’opérateur proximal associé au terme de fidélité aux données ne possède pas de forme
explicite, ce qui conduit à une limitation dans l’utilisation de PPXA ; de plus, les algo-
rithmes dans [Fornasier, 2007] et [Fornasier, Schönlieb, 2009] ne sont pas applicables.
Par conséquent, d’autre solutions doivent être proposées.

Pour une image dégradée par un opérateur linéaire et du bruitde Poisson, une première
solution est de considérer la transformée de Anscombe [Dupéet al., 2009]. Une seconde
est l’approximation quadratique du terme d’attache aux données poissonien, proposée
dans le chapitre3. Les deux approches font appel à l’utilisation d’algorithmes proximaux
imbriqués [Dupéet al., 2009; Chauxet al., 2009]. L’utilisation de tels algorithmes peut
apparaître limitée pour deux raisons principales : la parallélisation des itérations semble
difficile, et le nombre de fonctions à minimiser est en pratique limité à trois. Plus récem-
ment, des approches liées aux techniques de « lagrangien augmenté » [Hestenes, 1969;
Fortin, Glowinski, 1983] ont été considérées dans [Goldstein, Osher, 2008; Setzeret al.,
2010; Afonso et al., 2010]. Ces méthodes sont bien adaptées quand l’opérateur linéaire
est un opérateur de convolution, en utilisant des techniques de diagonalisation dans le do-
maine de Fourier. Pour une classe plus large d’opérateurs linéaires, un système linéaire de
grande taille doit être résolu numériquement à chaque itération de l’algorithme.

L’objectif du présent chapitre est de proposer une adaptation de PPXA pour minimiser
un critère plus général, applicable à une large classe de problèmes de restauration, tels que
des données dégradées par un opérateur de convolution ou un opérateur de convolution
décimée, en présence d’un bruit non-nécessairement additif gaussien (bruit de Poisson,
bruit de Laplace,. . .). Une convolution décimée se rencontre en particulier dansdes prob-
lèmes de super-résolution. Pour parvenir à cet objectif, lorsque l’opérateur proximal ne
peut pas être calculé explicitement, nous montrerons qu’une approche par décomposition
permettra de contourner cette difficulté. Ceci est la principale contribution de ce chapitre.

Les travaux de déconvolution en présence de bruit gaussien présentés dans [Bectet al.,
2004; Combettes, Pesquet, 2008; Bioucas-Dias, Figueiredo, 2008; Wenet al., 2008], in-
troduisent une régularisation hybride composée d’un termede variation totale et d’un
terme favorisant la parcimonie, permettant de faire bénéficier la solution des propriétés
de chaque terme de régularisation. Nous considèrerons ce type de régularisation hybride
dans notre cadre général de restauration, en étudiant différentes formes discrètes de vari-
ation totale et en utilisant des techniques de décomposition pour calculer les opérateurs
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proximaux associés.
Ce chapitre présentera tout d’abord, une forme générale de critère que nous chercherons

à minimiser. Dans le paragraphe4.3, seront présentées des propriétés liées à l’opérateur
proximal, complémentaires de celles décrites dans le paragraphe3.2du chapitre3. Nous
présenterons également dans ce paragraphe des techniques pour calculer l’opérateur prox-
imal associé :

– au terme de fidélité aux données dans un contexte général de restauration,
– à diverses versions de la variation totale discrétisée.

Dans le paragraphe4.4, nous proposons une version accélérée de l’algorihme PPXA qui
permet de résoudre efficacement des problèmes de restauration d’images utilisant des
trames. Le paragraphe4.5 illustre les résultats théoriques développés dans ce chapitre
dans le cadre des problèmes de déconvolution ou de super-résolution en présence de bruit
de Poisson, lorsqu’un terme de régularisation hybride est utilisé.

4.2 Formulation du problème

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution du problème d’optimisation
convexe suivant :

Trouver x̂ ∈ Argmin
x∈RK

J∑

j=1

fj(x). (4.1)

x = (xk)1≤k≤K ∈ RK représente les coefficients d’une trame ajustée, dont l’opérateur de
synthèse de trame est notéF⊤ ∈ RN×K (avecK ≥ N). Les fonctions(fj)1≤j≤J apparti-
ennent à la classeΓ0(R

K). L’image restaurée est alors notée parŷ = F⊤x̂ ∈ RN .

Un cas particulier bien connu de l’équation (4.1) est celui oùJ = 2 ; le problème de
minimisation se réduit alors à la minimisation d’une somme de deux fonctions, qui dans
un cadre Bayésien, peuvent être interprétées comme un termed’attache aux donnéesf1,
lié au bruit, et un termef2, lié à un modèle probabilistea priori sur les coefficients de
trame (cf. paragraphe2.2.3-b)du chapitre2). Dans ce chapitre nous nous intéressons plus
particulièrement au cas oùJ > 2. Cette configuration permet par exemple :

– d’imposer des contraintes additionnelles sur l’image cible (contrainte sur la dy-
namique, contrainte de support,. . .),

– d’introduire un terme de régularisation hybride (par exemple : ℓ1 + tv).

Le fait de considérer une représentation sur une trame, nousconduit ainsi à reformuler
le problème d’optimisation convexe (4.1) comme :

Trouver x̂ ∈ Argmin
x∈RK

S∑

j=1

gj(F
⊤x) +

J∑

j=S+1

fj(x), (4.2)
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où les fonctions(gj)1≤j≤S appartiennent à la classeΓ0(R
N) et(fj)S+1≤j≤J sont des fonc-

tions deΓ0(R
K), associées respectivement aux pixels de l’image ou aux coefficients de

trame. Les termes associés àj ∈ {1, . . . , S} sont directement liés aux valeurs des pix-
els et peuvent être, entre autre, un terme de fidélité aux données ou une contrainte sur la
dynamique des pixels. Les fonctions d’indicesj ∈ {S + 1, . . . , J}, définies sur les co-
efficients de trame, sont souvent choisies à partir de modèles probabilistes classiques. Ils
peuvent par exemple correspondre à l’anti-log vraisemblance de variables indépendantes
suivant des distributions gaussiennes généralisées [Do, Vetterli, 2002].

4.3 Formes explicites de quelques opérateurs proximaux

4.3.1 Opérateurs proximaux de fonctions usuelles

Nous commençons par rappeler le calcul de l’opérateur proximal de la norme eucli-
dienne en dimension 2, qui nous sera utile pour le calcul de l’opérateur proximal de la
variation totale.

Exemple 4.1 [Combettes, Pesquet, 2008] Soitµ > 0, et soit

ϕ : R
2 → R : (ξ1, ξ2) 7→ µ

√
|ξ1|2 + |ξ2|2.

On a alors, pour tout(ξ1, ξ2) ∈ R2,

proxϕ(ξ1, ξ2) =





(
1− µ√

|ξ1|2+|ξ2|2

)
(ξ1, ξ2), si

√
|ξ1|2 + |ξ2|2 > µ;

(0, 0), sinon.
(4.3)

Dans la partie expérimentale, les données seront dégradéespar un bruit de Poisson. Il
nous sera donc utile de connaître l’opérateur proximal associé à la fonction gamma, cette
dernière étant liée à l’antilog vraisemblance d’une loi poisonnienne.

Exemple 4.2 [Combettes, Pesquet, 2007a] Soitα > 0, et soit

ϕ : R→ ]−∞,+∞] : ξ 7→





−χ ln(ξ) + αξ, si χ > 0 et ξ > 0,

αξ, si χ = 0 et ξ ≥ 0,

+∞, sinon.

(4.4)

On a alors, pour toutξ ∈ R,

proxϕξ =
ξ − α +

√
|ξ − α|2 + 4χ

2
. (4.5)
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4.3.2 Opérateur proximal impliquant un opérateur linéaire

Dans ce paragraphe, notre intérêt porte sur le calcul de l’opérateur proximal associé à
une fonction

g = Ψ ◦ A (4.6)

oùA ∈ RM×N et

Ψ: R
M → ]−∞,+∞] : (um)1≤m≤M 7→

M∑

m=1

ψm(um) (4.7)

avec pour toutm ∈ {1, . . . ,M}, ψm ∈ Γ0(R). Comme l’énonce la proposition4.3 qui
suit, l’opérateur proximal de cette fonction peut avoir uneforme explicite uniquement
dans des cas spécifiques. Remarquons que cette proposition constitue une généralisation
de [Combettes, Pesquet, 2007a, proposition 11] pour les fonctions convexes séparables.

Proposition 4.3 SoientH etG, deux espaces de Hilbert, réels, séparables et soit
(om)m∈K⊂N une base orthonormale deG. Considérons une fonctionΦ, telle que,

(∀u ∈ G) Φ(u) =
∑

m∈K

ϕm(
〈
u, om

〉
), (4.8)

où (ϕm)m∈K sont des fonctions deΓ0(R). Supposons queK soit fini ou qu’il existe un
sous-ensembleL deK tel queK r L soit fini et(∀m ∈ L) ϕm ≥ ϕm(0) = 0.
SoitL : H → G un opérateur linéaire borné tel que la composition deL avecL∗ est un
isomorphisme qui est diagonalisable par(om)m∈K, i.e.

(∀m ∈ K) L ◦ L∗
︸ ︷︷ ︸

D

om = dmom (4.9)

où (dm)m∈K est une suite de réels positifs.
On a alorsΦ ◦ L ∈ Γ0(H) et

proxΦ◦L = Id + L∗ ◦D−1 ◦ (proxDΦ − Id) ◦ L (4.10)

où Id est l’opérateur identité etDΦ est la fonction définie par

(∀u ∈ G) DΦ(u) =
∑

m∈K

dmϕm(
〈
u, om

〉
). (4.11)

Preuve :
D = L ◦ L∗ est bijectif, doncL est surjectif et puisquedomΦ 6= ∅, on en déduit que
dom (Φ◦L) 6= ∅. Cela nous permet de conclure queh = Φ◦L est une fonction deΓ0(H).
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Nous cherchons ensuite à calculer l’opérateur proximal deh. Pour cela, commençons par
écrire sa définition, à savoir, pour toutw ∈ H,

proxhw = arg min
v∈H

1

2
‖v − w‖2 + Φ(Lv). (4.12)

CommeL est surjectif,ImL = G est fermé. Il est alors possible d’écrire tout vecteur
v ∈ H comme une somme d’un élémentL∗t dansImL∗ et v⊥ ∈ (ImL∗)⊥ = kerL. De
plus,

Lv = LL∗t = Dt.

De façon similaire, nous pouvons écrire pour tout vecteurw ∈ H, w = L∗u + w⊥ où
u ∈ G etw⊥ ∈ kerL. Dans ces conditions,proxhw peut être connu en déterminant

arg min
(t,v⊥)∈G×H

1

2
‖L∗t+ v⊥ − L∗u− w⊥‖2 + Φ(Dt)

= arg min
(t,v⊥)∈G×H

1

2
‖L∗(t− u)‖2 +

1

2
‖v⊥ − w⊥‖2 + Φ(Dt). (4.13)

Si nous posons,
v⊥ = w⊥ = w − L∗u, (4.14)

il reste alors à trouver

arg min
t∈G

1

2
‖L∗(t− u)‖2 + Φ(Dt) = arg min

t∈G

1

2
〈(t− u), D(t− u)〉+ Φ(Dt). (4.15)

En utilisant la séparabilité deΦ, l’équation (4.15) s’écrit

arg min
t∈G

1

2

∑

m∈K

dm(〈t, om〉 − 〈u, om〉)2 + ϕm(dm〈t, om〉). (4.16)

Nous déduisons alors de la propriété du changement d’échelle (rappelée dans l’équa-
tion (3.5) du chapitre3) que

(∀m ∈ K) 〈t, om〉 = prox 1
dm

ϕm(dm·)(〈u, om〉) =
1

dm
proxdmϕm

(dm〈u, om〉), (4.17)

ce qui, selon [Chauxet al., 2007, proposition 2.10] (rappelée par la proposition3.13du
chapitre3), donne

t = D−1
∑

m∈K

proxdmϕm
(dm〈u, om〉) om = D−1proxDΦ(Du). (4.18)

En combinant les équations (4.14) et (4.18) nous obtenons

v = w + L∗(D−1proxDΦ(Du)− u
)
.
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De plus, puisqueL∗u est la projection dew sur ImL∗, u = (LL∗)−1Lw = D−1Lw et
l’équation (7.19) en découle. �

La fonctionΨ définie dans (4.7) est séparable dans la base canonique deRM . Cepen-
dant, pour un opérateur convolutif arbitraireL = A, l’égalité (4.9) n’est généralement
pas vérifiée. Néanmoins, nous allons voir quela fonction g, définie par l’équation (4.6),
peut être décomposée en une somme de fonctions pour lesquelles les opérateurs prox-
imaux peuvent être calculés explicitement. Pour cela, nous supposons que

(Ii)1≤i≤I est une partition de{1, . . . ,M} (4.19)

composée d’ensembles non vides. Pour touti ∈ {1, . . . , I}, on noteMi le nombre d’élé-
ments dansIi

(∑I
i=1Mi = M

)
et

Υi : R
Mi → ]0,+∞[ : (um)m∈Ii

7→
∑

m∈Ii

ψm(um).

Si, pour touti ∈ {1, . . . ,M}, ξi ∈ RN représente le vecteur associé à lai-ème ligne de
A, nous pouvons écrireg =

∑I
i=1 Υi ◦Ai oùAi est un opérateur linéaire deRN dansRMi

associé à la matrice 

ξ⊤m1

...
ξ⊤mMi


 (4.20)

et Ii = {m1, . . . , mMi
}. On supposera par la suite que la famille(ξm)m∈Ii

vérifie l’hy-
pothèse suivante.

Hypothèse 4.4Pour touti ∈ {1, . . . , I}, (ξm)m∈Ii
est une famille de vecteurs orthogo-

naux non nuls.

Sous l’hypothèse4.4, la fonctiong peut être décomposée comme une somme deI fonc-
tions(Υi ◦ Ai)1≤i≤I où, pour touti ∈ {1, . . . , I},Di = Ai ◦A∗

i est associé à une matrice
diagonale inversibleDiag(∆i,1, . . . ,∆i,Mi

). D’après la proposition4.3, nous obtenons

proxΥi◦Ai
= Id + A∗

i ◦D−1
i ◦ (proxDiΥi

− Id) ◦ Ai. (4.21)

Remarque 4.5

(i) Notons que l’hypothèse4.4 est évidemment satisfaite quandI = M , c’est à dire
lorsque, pour touti ∈ {1, . . . , I}, Ii se réduit à un singleton.
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(ii) L’application deAi ou A∗
i se réduit à des opérations usuelles de traitement du

signal. En effet, quandA est un opérateur de convolution, l’application deAi se
réduit à deux étapes : une convolution avec une réponse impulsionnelle du filtre de
dégradation et une décimation pour les positions sélectionnées (m ∈ Ii). L’appli-
cation deA∗

i se décompose également en deux étapes : une étape d’interpolation
(en insérant des zéros entre les valeurs des données d’indicesm ∈ Ii) suivi d’une
convolution avec le filtre de réponse fréquentielle conjuguée.

L’idée fondamentale derrière l’introduction de la partition(Ii)1≤i≤I définie par (4.19), est
de former des groupes de lignes de la matriceA ne se recouvrant pas, donc orthogonales
entre elles, de façon à calculer les opérateurs proximaux correspondants. Dans le cas d’une
convolution, il s’agit de grouper des translatées du noyau de convolution. Afin de réduire
le nombre d’opérateurs proximaux à calculer, une solution consiste à trouver le plus petit
entierI tel que, pour touti ∈ {1, . . . , I}, (ξm)m∈Ii

reste une famille orthogonale.
Nous allons considérer successivement le cas de problèmes de déconvolution 1D et

2D, oùN représente la taille du signal original (resp.N = N1 × N2 celle de l’image
originale) alors queM désigne la taille du signal dégradé (resp.M = M1 ×M2 désigne
celle de l’image dégradée). Différentes configurations concernant l’impact des effets de
bords sur l’opérateur de convolution sont étudiées, à savoir,

– lorsqu’il n’y a pas d’effets de bords,
– lors d’une convolution avec « zero padding »,
– lors d’une convolution périodique.

Le cas de la convolution décimée d’un facteurd ∈ N∗, avec une gestion des bords par
« zero padding », est également présentée.

Dans la suite,Q désigne la taille du noyau du filtre 1D (resp.Q = Q1×Q2 celle d’un
filtre 2D) et la suite(θq)0≤q<Q (resp.(θq1,q2)0≤q1<Q1,0≤q2<Q2) correspond aux valeurs du
filtre.

• Modèle convolutif unidimensionnel sans effets de bords.
Nous avons typiquement la structure Tœplitz suivante :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




θQ−1 . . . θ1 θ0 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 θQ−1 . . . θ1 θ0


 (4.22)

oùM = N −Q+ 1 ≥ Q.
En vue de satisfaire l’hypothèse4.4, nous pouvons choisirI = Q et, pour touti ∈
{1, . . . , I},

Ii =
{
m ∈ {1, . . . ,M}

∣∣m = i mod I
}
. (4.23)
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Par conséquent, nous avons pour touti ∈ {1, . . . , I},

∆i,1 = . . . = ∆i,Mi
=

Q−1∑

q=0

|θq|2. (4.24)

Dans cette configuration,g peut être décomposée comme une somme deQ fonctions,
dont les opérateurs proximaux peuvent être facilement calculés.

• Modèle convolutif unidimensionnel avec une gestion des bords par « zero-padding ».
On considère la matrice Tœplitz suivante :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




θ0 0 . . . . . . . . . . . . 0

θ1 θ0
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

θQ−1
. . . . . . .. .

...

0
. . . . . . .. . . . .

...
...

. . . . . . .. . . . . 0
0 . . . 0 θQ−1 . . . θ1 θ0




(4.25)

oùM = N ≥ 2Q− 1. Dans ce cas,I peut être choisi égal àQ et les ensembles d’indices
(Ii)1≤i≤I sont toujours donnés par (4.23). Enfin, contrairement à l’exemple précédent, les
paramètres diagonaux ne sont pas tous égaux. Pour touti ∈ {1, . . . , I}, nous avons,

∆i,1 =
i−1∑

q=0

|θq|2 et ∆i,2 = . . . = ∆i,Mi
=

Q−1∑

q=0

|θq|2. (4.26)

• Modèle de convolutiond−décimée avec « zero-padding ».
On considère la matrice deRM×N avecN = Md ≥ 2Q telle que :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




θd−1 . . . θ0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
θ2d−1 . . . θd−1 . . . θ0 0 . . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
. . . . . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 θQ−1 . . . θ2d−1 . . . θd−1 . . . θ0




.

(4.27)
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Dans le but de satisfaire l’hypothèse4.4, nous choisissonsI =
⌈
Q
d

⌉
et les ensembles

d’indices(Ii)1≤i≤I sont encore donnés par (4.23). Enfin, pour touti ∈ {1, . . . , I}, nous
posons,

∆i,1 =

min(i×d,Q)−1∑

q=0

|θq|2 et ∆i,2 = . . . = ∆i,Mi
=

Q−1∑

q=0

|θq|2. (4.28)

Notons que lorsqued ≥ Q, (ξm)m∈{1,...,M} est une famille orthogonale, et dans ce cas
I = 1.

• Modèle de convolution périodique unidimensionnel.
Dans cette configuration, une matrice ayant une structure circulante [Golub, Van Loan,
1996] est impliquée :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




θ0 0 . . . 0 θQ−1 . . . θ1

θ1 θ0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . θQ−1

θQ−1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 θQ−1 . . . θ1 θ0




(4.29)

avecM = N ≥ Q. En vue de satisfaire l’hypothèse4.4, nous choisissonsI = min{i ≥
Q |M = i mod Q} et, pour touti ∈ {1, . . . , I},

Ii =

{
{i} si i ≤ Q− 1{
m ∈ {Q, . . . ,M}

∣∣m = i mod Q
}

sinon.
(4.30)

Les paramètres diagonaux sont donnés par (4.24).
Un autre choix a été fait dans [Pustelniket al., 2009b] en choisissantI = min{i ≥

Q |M = 0 mod i} et en procédant comme dans (4.23) et (4.24). Cette solution peut être
préférée, quand la valeur résultante deI est petite, pour sa simplicité d’implantation.

Remarque 4.6 Dans les exemples précédents (les exemples non-décimés étant un cas
particulier oùd = 1), la complexité de calcul pour appliquer chaque opérateurAi ouA∗

i

estO(Md). De plus, nous avons environQ/d opérateurs proximauxproxΥi◦Ai
à calculer.

En supposant une complexité enO(Mi) pour calculerproxDiΥi
, la complexité globale est

enO(M(2Q + 1)). Si nous considérons maintenant le cas oùI = M , la complexité de
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calcul deAi ouA∗
i estO(Q), et nous avonsN opérateurs proximauxproxΥi◦Ai

à calculer.
Cela implique un temps de calcul global du même ordre de grandeur que précédemment.
Il n’y a donc pas d’avantage clair, en terme de complexité, à limiter le nombre d’opéra-
teurs proximaux à calculer. Cela nous permet néanmoins de réduire la mémoire requise
(gain d’un facteurMd/Q pour le stockage des résultats des opérateurs proximaux).

• Modèles convolutifs bidimensionnel sans effets de bords.
Nous avons typiquement la structure Tœplitz-block Tœplitzdéfinie comme suit :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




ΘQ1−1 . . . Θ1 Θ0 [0] . . . [0]

[0]
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . [0]
[0] . . . [0] ΘQ1−1 . . . Θ1 Θ0


 (4.31)

où
* M1 = N1 −Q1 + 1 ≥ Q1,
* M2 = N2 −Q2 + 1 ≥ Q2,
* [0] est la matrice nulle de tailleM2 ×N2,

et pour toutq1 ∈ {0, . . . , Q1 − 1},

Θq1 =




θq1,Q2−1 . . . θq1,1 θq1,0 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 θq1,Q2−1 . . . θq1,1 θq1,0


 ∈ R

M2×N2 . (4.32)

Dans le but de satisfaire l’hypothèse4.4, nous pouvons choisirI = I1I2 où I1 = Q1,
I2 = Q2, et pour tout(i1, i2) ∈ {1, . . . , Q1} × {1, . . . , Q2}, i = i2 +Q2(i1 − 1) définir

Ii = {m2 +M2(m1 − 1) | (m1, m2) ∈ {1, . . . ,M1} × {1, . . . ,M2}
etm1 = i1 mod I1, m2 = i2 mod I2} (4.33)

avec, pour touti ∈ {1, . . . , I}

∆i,1 = . . . = ∆i,Mi
=

Q1−1∑

q1=0

Q2−1∑

q2=0

|θq1,q2|2. (4.34)

Dans ce cas,g peut être décomposée comme une somme deQ1Q2 fonctions dont chaque
opérateur proximal peut facilement être calculé.
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• Modèle convolutifs à deux dimensions avec « zero-padding ».
Nous considérons la matrice Tœplitz-block Tœplitz définie par :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




Θ0 [0] . . . . . . . . . . . . [0]

Θ1 Θ0
. . .

...
...

. . . . . .
...

ΘQ1−1 Θ0
. . .

...

[0]
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . [0]
[0] . . . [0] ΘQ1−1 . . . Θ1 Θ0




(4.35)

où
* M1 = N1 ≥ Q1,
* M2 = N2 ≥ Q2,
* [0] est la matrice nulle de tailleN2 ×N2,

et pour toutq1 ∈ {0, . . . , Q1 − 1},

Θq1 =




θq1,0 0 . . . . . . . . . . . . 0
θq1,1 θq1,0 0 0

...
. . . . . . 0

θq1,Q2−1 θq1,0
. . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 θq1,Q2−1 . . . θq1,1 θq1,0




∈ R
N2×N2 . (4.36)

Dans ce cas,I peut être choisi égal àQ1Q2 et l’ensemble d’indices(Ii)1≤i≤I est toujours
donné par (4.33). Mais contrairement à l’exemple précédent, les paramètres diagonaux ne
sont pas tous égaux. Nous avons dans ce cas de figure, pour touti ∈ {1, . . . , I},

∆i,m2+M2(m1−1) =

min(m1,Q1)−1∑

q1=0

min(m2,Q2)−1∑

q2=0

|θq1,q2|2. (4.37)

• Modèle de convolutiond−décimée avec « zero-padding » bidimensionnel.
Nous obtenons la matrice deRM1M2×N1N2 avecN1 = M1d1 ≥ 2Q1 etN2 = M2d2 ≥ 2Q2
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telle que :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




Θd1−1 . . . Θ0 [0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . [0]
Θ2d1−1 . . . Θd1−1 . . . Θ0 [0] . . . . . . . . . . . . [0]

...
. . . . . . . . . . . .

...
. . . . . . . . . . . .

...

[0]
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . [0]

[0] . . . . . . [0] ΘQ1−1 . . . Θ2d1−1 . . . Θd1−1 . . . Θ0




(4.38)
où

* d1M1 = N1 ≥ 2Q1,
* d2M2 = N2 ≥ 2Q2,
* [0] est la matrice nulle de tailleM2 ×N2,

et pour toutq1 ∈ {0, . . . , Q1 − 1}

Θq1 =




θq1,d2−1 . . . θq1,0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
θq1,2d2−1 . . . θq1,d2−1 . . . θq1,0 0 . . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
. . . . .. . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . .. . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 θq1,Q2−1 . . . θq1,2d2−1 . . . θq1,d2−1 . . . θq1,0




.

(4.39)

Dans le but de satisfaire l’hypothèse4.4, nous choisissonsI = I1I2 avecI1 =
⌈
Q1

d1

⌉
et

I2 =
⌈
Q2

d2

⌉
. Les ensembles d’indices(Ii)1≤i≤I sont toujours donnés par (4.33) et pour tout

i ∈ {1, . . . , I},

∆i,1 =

min(i×d1,Q1)−1∑

q1=0

min(i×d2,Q2)−1∑

q2=0

|θq1,q2|2 (4.40)

et

∆i,2 = . . . = ∆i,Mi
=

Q1−1∑

q1=0

Q2−1∑

q2=0

|θq1,q2|2. (4.41)
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Notons que lorsqued1 ≥ Q1 et d2 ≥ Q2, (ξm)m∈{1,...,M} est une famille orthogonale, et
dans ce casI = 1.

• Modèles convolutifs périodiques à deux dimensions.
Dans cette configuration, la matriceA possède une structure circulante-bloc circulante
[Golub, Van Loan, 1996] telle que :



ξ⊤1
...
ξ⊤M


 =




Θ0 [0] . . . [0] ΘQ1−1 . . . Θ1

Θ1 Θ0
. . . . . .

...
...

. . . .. . ΘQ1−1

ΘQ1−1
.. . . . . [0]

[0]
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . [0]
[0] . . . [0] ΘQ1−1 . . . Θ1 Θ0




(4.42)

où
* M1 = N1 ≥ Q1,
* M2 = N2 ≥ Q2,
* [0] est la matrice nulle de tailleN2 ×N2,

et pour toutq1 ∈ {0, . . . , Q1 − 1}

Θq1 =




θq1,0 0 . . . 0 θq1,Q2−1 . . . Θq1,1

θq1,1 θq1,0 0
. . .

...
...

. . . .. . θq1,Q2−1

θq1,Q2−1
.. . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 θq1,Q2−1 . . . θq1,1 θq1,0




∈ R
N2×N2 . (4.43)

Dans l’optique de satisfaire l’hypothèse4.4, nous définissons

I1 = min{i1 ≥ Q1 |M1 = i1 mod Q1} (4.44)

et

I2 = min{i2 ≥ Q2 |M2 = i2 mod Q2}. (4.45)
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De plus, nous posonsI = I1I2 et pour tout(i1, i2) ∈ {1, . . . , I1} × {1, . . . , I2}, nous
prenonsi = i2 + I2(i1 − 1) et définissons

Ii =






{i2 +M2(i1 − 1)} si i1 < Q1 et i2 < Q2

{m2 +M2(i1 − 1) | m2 ∈ {1, . . . ,M2} et m2 = i2 mod Q2} si i1 < Q1 et i2 ≥ Q2

{i2 +M2(m1 − 1) | m1 ∈ {1, . . . ,M1} et m1 = i1 mod Q1} si i1 ≥ Q1 et i2 < Q2

{m2 +M2(m1 − 1) | (m1, m2) ∈ {1, . . . ,M1} × {1, . . . ,M2},
m1 = i1 mod Q1 et m2 = i2 mod Q2} sinon.

(4.46)
Les paramètres de la diagonale sont donnés par (4.34).
De la même manière que nous l’avions mentionné en 1D, un autrechoix possible pourI1
et I2 est envisageable [Pustelniket al., 2009b]. Il s’agit de prendreI1 = min{i1 ≥ Q1 |
M1 = 0 mod i1} et I2 = min{i2 ≥ Q2 |M2 = 0 mod i2}, et de procéder comme pour
(4.33) et (4.34).

Remarque 4.7 La remarque sur la complexité, formulée dans le cas 1D, restevalable
dans le cas bidimensionnel.

4.3.3 Formes discrètes de la variation totale et opérateursproximaux
associés

La variation totale, initialement introduite par Rudin, Osher et Fatemi dans [Rudin
et al., 1992] représente une mesure de régularité puissante en restauration d’images pour
retrouver des zones de l’image constantes par morceaux avecdes frontières prononcées
[Rudin, Osher, 1994; Malgouyres, 2002; Aujol et al., 2006; Weisset al., 2009]. Dif-
férentes versions de la variation totale discrète peuvent être trouvées dans la littérature
[Rudin et al., 1992; Chambolle, 2004; Combettes, Pesquet, 2008]. Notre objectif est de
considérer des versions discrètes de la variation totale pour lesquelles il est possible de
décomposer le terme de variation totale en une somme de fonctions dont l’opérateur prox-
imal associé possède une forme explicite.

Dans cette partie, nous considérons une forme de variation totale, définie pour une
image numérique

y = (yn1,n2)0≤n1<N1,0≤n2<N2 ∈ R
N1×N2,

qui s’exprime par

tv(y) =

N1−P1∑

n1=0

N2−P2∑

n2=0

ρtv

(
(yh)n1,n2, (yv)n1,n2

)
. (4.47)
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La fonctionρtv appartient à la classeΓ0(R
2), et les élémentsyh et yv sont deux gradients

discrets calculés dans des directions orthogonales grâce àdes filtres de réponse impulsion-
nelle finie de tailleP1 × P2. Plus précisément, dans l’expression ci-dessus, nous avons

(yh)n1,n2 = tr(H⊤Yn1,n2) (4.48)

(yv)n1,n2 = tr(V ⊤Yn1,n2) (4.49)

oùH ∈ RP1×P2 etV ∈ RP1×P2 sont les matrices du noyau du filtre, et pour tout(n1, n2) ∈
{0, . . . , N1 − P1} × {0, . . . , N2 − P2},

Yn1,n2 = (yn1+p1,n2+p2)0≤p1<P1,0≤p2<P2

représente un bloc deP1 × P2 pixels voisins. Comme l’opérateur proximal associé à la
variation totale, définie par l’équation (4.47), ne possède pas une expression simple en
général, nous proposons de décomposer l’équation (4.47) comme suit,

(∀y ∈ R
N1×N2) tv(y) =

P1−1∑

p1=0

P2−1∑

p2=0

tvp1,p2(y) (4.50)

où, pour toutp1 ∈ {0, . . . , P1 − 1} etp2 ∈ {0, . . . , P2 − 1},

tvp1,p2(y) =

⌊N1−p1
P1

⌋−1∑

n1=0

⌊N2−p2
P2

⌋−1∑

n2=0

ρtv

(
(yh)

p1,p2
n1,n2

, (yv)
p1,p2
n1,n2

)
(4.51)

La notation(·)p1,p2n1,n2
= (·)P1n1+p1,P2n2+p2 a été utilisée.

La figure4.1(ci-dessous) représente pour deux configurations de(p1, p2), l’ensemble
des blocsY p1,p2

n1,n2
mis en jeu dans l’équation (4.51). Une forme explicite de l’opérateur

proximal associé à la fonction (4.51) peut être déduite de la proposition suivante.

Proposition 4.8 Supposons quetr(HV ⊤) = 0 et‖H‖2F = ‖V ‖2F = 1 où‖ · ‖F représente
la norme de Frobenius. Pour touty = (yn1,n2)0≤n1<N1,0≤n2<N2 ∈ RN1×N2 etµ > 0, nous
avons, pour tout(p1, p2) ∈ {0, . . . , P1 − 1} × {0, . . . , P2 − 1},

proxµtvp1,p2
y = (πn1,n2)0≤n1<N1,0≤n2<N2 (4.52)

où, pour tout(n1, n2) ∈ {0, . . . , ⌊N1−p1
P1
⌋ − 1} × {0, . . . , ⌊N2−p2

P2
⌋ − 1},

(πP1n1+p1+p′1,P2n2+p2+p′2
)0≤p′1<P1,0≤p′2<P2

= (βp1,p2n1,n2
− hp1,p2n1,n2

)H + (κp1,p2n1,n2
− vp1,p2n1,n2

)V + Y p1,p2
n1,n2

(4.53)
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avec

hp1,p2n1,n2
= tr(H⊤Y p1,p2

n1,n2
), (4.54)

vp1,p2n1,n2
= tr(V ⊤Y p1,p2

n1,n2
), (4.55)

(βp1,p2n1,n2
, κp1,p2n1,n2

) = proxµ ρtv(·,·)(h
p1,p2
n1,n2

, vp1,p2n1,n2
). (4.56)

et, pour tout(n1, n2) ∈ {0, . . . , N1 − 1} × {0, . . . , N2 − 1},

πn1,n2 = yn1,n2 si n1 < p1 oun2 < p2 oun1 ≥ P1⌊N1−p1
P1
⌋ oun2 ≥ P2⌊N2−p2

P2
⌋.

(4.57)

Imagey

Imagey décomposée en blocsY p1,p2

n1,n2
ne se recouvrant pas

lorsquep1 = p2 = 0 lorsquep1 = 1 etp2 = 2

B défini par l’équation (4.59)

Bloc Y p1,p2

n1,n2
de tailleP1 × P2

FIGURE 4.1 – Décomposition de l’image qui permet de calculer l’opérateur proximal de
la variation totale.

Preuve :
En utilisant la définition d’un opérateur proximal, pour tout y ∈ RN1×N2 ,

π = proxµtvp1,p2
y

minimise
1

2
‖π − y‖2 + µtvp1,p2(π) (4.58)

Si l’on pose, pour tout(n1, n2) ∈ {0, . . . , ⌊N1−p1
P1
⌋ − 1} × {0, . . . , ⌊N2−p2

P2
⌋ − 1},

Πp1,p2
n1,n2

= (πP1n1+p1+p′1,P2n2+p2+p′2
)0≤p′1<P1,0≤p′2<P2
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et

B = {(n1, n2) ∈ N
2 | 0 ≤ n1 < p1 ou 0 ≤ n2 < p2

ouP1⌊
N1 − p1

P1
⌋ ≤ n1 < N1 ouP2⌊

N2 − p2

P2
⌋ ≤ n2 < N2}, (4.59)

l’équation (4.58) s’écrit également

∑

(n1,n2)∈B

1

2
(πn1,n2 − yn1,n2)

2 +

⌊N1−p1
P1

⌋−1∑

n1=0

⌊N2−p2
P2

⌋−1∑

n2=0

1

2
‖Πp1,p2

n1,n2
− Y p1,p2

n1,n2
‖2F

+ µ ρtv

(
tr(H⊤Πp1,p2

n1,n2
), tr(V ⊤Πp1,p2

n1,n2
)
)
. (4.60)

Il est clair que l’équation (4.57) est vérifiée lorsque les variablesπn1,n2 pour(n1, n2) ∈ B

ne sont pas des éléments des matrices
(
Πp1,p2
n1,n2

)
(n1,n2)∈{0,...,⌊N1−p1

P1
⌋−1}×{0,...,⌊N2−p2

P2
⌋−1}. De

plus, puisquetr(H⊤V ) = 0 et ‖H‖2F = ‖V ‖2F = 1, les matricesΠp1,p2
n1,n2

etY p1,p2
n1,n2

peuvent
être décomposées en composantes orthogonales comme suit :

{
Πp1,p2
n1,n2

= βp1,p2n1,n2
H + κp1,p2n1,n2

V + (Πp1,p2
n1,n2

)⊥

Y p1,p2
n1,n2

= hp1,p2n1,n2
H + vp1,p2n1,n2

V + (Y p1,p2
n1,n2

)⊥

où

βp1,p2n1,n2
= tr(H⊤Πp1,p2

n1,n2
),

κp1,p2n1,n2
= tr(V ⊤Πp1,p2

n1,n2
),

(Πp1,p2
n1,n2

)⊥ = Πp1,p2
n1,n2

− βp1,p2n1,n2
H − κp1,p2n1,n2

V,

(Y p1,p2
n1,n2

)⊥ = Y p1,p2
n1,n2

− hp1,p2n1,n2
H − vp1,p2n1,n2

V,

et (hp1,p2n1,n2
, vp1,p2n1,n2

) est donné par (4.55). Après quelques simplifications, l’équation (4.60)
s’écrit, pour toutn1 ∈ {0, . . . , ⌊N1−p1

P1
⌋ − 1} etn2 ∈ {0, . . . , ⌊N2−p2

P2
⌋ − 1},

1

2
‖Πp1,p2

n1,n2
− Y p1,p2

n1,n2
‖2F + µ ρtv

(
tr(H⊤Πp1,p2

n1,n2
), tr(V ⊤Πp1,p2

n1,n2
)
)
,

et, de façon identique,

1

2
‖(Πp1,p2

n1,n2
)⊥ − (Y p1,p2

n1,n2
)⊥‖2F +

1

2
(βp1,p2n1,n2

− hp1,p2n1,n2
)2

+
1

2
(κp1,p2n1,n2

− vp1,p2n1,n2
)2 + µ ρtv

(
βp1,p2n1,n2

, κp1,p2n1,n2

)
.
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Cela montre que (4.56) est satisfaite et que(Πp1,p2
n1,n2

)⊥ = (Y p1,p2
n1,n2

)⊥. On en déduit directe-
ment l’équation (4.53). �

Le résultat de la proposition4.8 signifie que, pour une valeur donnée de(p1, p2) ∈
{0, . . . , P1− 1}×{0, . . . , P2− 1}, l’image est décomposée en blocs ne se recouvrant pas
(c.à.d n’ayant pas de pixel commun). Ces blocs sont notés

Y p1,p2
n1,n2

= (yP1n1+p1+p′1,P2n2+p2+p′2
)0≤p′1<P1,0≤p′2<P2

et sont composés deP1 × P2 pixels.

La figure4.1 illustre la construction des blocs et les effets de bords introduits pour
différentes valeurs dep1 et p2. L’équation (4.53) fournit alors l’expression de l’opérateur
proximal associé à chacun de ces blocs, tandis que l’équation (4.57) traite les effets de
bord.

Remarque 4.9 Le résultat ci-dessus offre un certain degré de liberté dansla définition
de la variation totale discrète, tant pour le choix des fonctionsρtv que pour le choix des
filtres de gradientsH etV . En voici quelques exemples.
• Deux choix classiques pour la fonctionρtv [Rudinet al., 1992] sont les suivants :

(i) Si ρtv : (ξ1, ξ2) 7→ |ξ1| + |ξ2| alors, une forme anisotrope est obtenue. D’après
l’exemple3.3du chapitre2, (4.56) se réduit à

{
βp1,p2n1,n2

= sign(hp1,p2n1,n2
) max(|hp1,p2n1,n2

| − µ, 0)

κp1,p2n1,n2
= sign(vp1,p2n1,n2

) max(|vp1,p2n1,n2
| − µ, 0).

(4.61)

(ii) Si ρtv : (ξ1, ξ2) 7→
√

(ξ1)2 + (ξ2)2, alors on retrouve la forme isotrope usuelle.
L’opérateur proximal à déterminer dans(4.56) se déduit de l’exemple4.1.

• Certains exemples de matrices de gradientH et V satisfaisant les hypothèses de la
proposition4.8sont détaillées ci-dessous :

(i) Les filtres de Roberts tels queH =

[
−1/
√

2 0

0 1/
√

2

]
et V =

[
0 −1/

√
2

1/
√

2 0

]

ont été étudiés dans [Combettes, Pesquet, 2008].

(ii) Les filtres de différences finies peuvent être utilisés, ils sont tels queH = V ⊤ =


0 0 0

−1/
√

2 0 1/
√

2
0 0 0



.
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(iii) Les filtres de Prewitt satisfont aussi les hypothèses requises. Ils sont définis par

H = V ⊤ =



−1/
√

6 0 1/
√

6

−1/
√

6 0 1/
√

6

−1/
√

6 0 1/
√

6


.

(iv) Les filtres de Sobel définis parH = V ⊤ =




−1/
√

12 0 1/
√

12

−2/
√

12 0 2/
√

12

−1/
√

12 0 1/
√

12



 constituent

également un choix possible.

4.4 Algorithme proximal parallèle (PPXA)

Dans la classe des méthodes d’optimisation convexe, l’algorithme récemment pro-
posé dans [Combettes, Pesquet, 2008], apparaît bien adapté pour résoudre la classe des
problèmes fomulés par (4.1). Quand une représentation sur une trame est considérée, le
problème peut être formulé par (4.2). Dans cette configuration, lorsque le nombreS de
fonctions deΓ0(R

N) est grand, les opérateurs d’analyse et de synthèse de trame doivent
être appliqués de nombreuses fois dans l’algorithme, lors du calcul de l’opérateur prox-
imal de chaque fonctiongi. Cela peut entraîner des temps de calcul longs. Dans cette
section, nous rappelons brièvement la formulation générale de l’algorithme proximal par-
allèle (PPXA), ses propriétés de convergence et ses itérations sont détaillées pour la ré-
solution du problème (4.2). Finalement, nous proposons une version accélérée de PPXA
permettant de résoudre efficacement le problème (4.2).

4.4.1 Présentation de l’algorithme

Une formulation équivalente du problème d’optimisation convexe (4.1) est :

Trouver x̂ ∈ Argmin
x1∈RK ,...,xJ∈RK

x=x1=...=xJ

J∑

j=1

fj(xj). (4.62)

Cette formulation a été utilisée dans [Combettes, Pesquet, 2008] pour obtenir l’algorithme
proximal parallèle (cf. algorithme6).

PPXA requiert le choix de constantes réelles comme le pasγ, les pondérations(ωj)1≤j≤J
et, à chaque itérationℓ ∈ N, le paramètre de relaxationλℓ. Les termes(aj,ℓ)1≤j≤J , cor-
respondant aux erreurs de calcul possibles sur les opérateurs proximaux (par exemple si
l’opérateur proximal ne possède pas de forme explicite), soulignent la stabilité numérique
de l’algorithme. La suite(xℓ)ℓ≥1 générée par l’algorithme6, converge vers une solution
du problème (4.62), ou de façon équivalent vers une solution du problème (4.1). La con-
vergence est démontrée dans [Combettes, Pesquet, 2008] sous les hypothèses suivantes.
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Initialisation
Choisirγ ∈ ]0,+∞[.
Pour toutj ∈ {1, . . . , J}, choisir(ωj)1≤j≤J ∈]0, 1]J tel que

∑J
j=1 ωj = 1.

Choisir(uj,0)1≤j≤J ∈ (RK)J etx0 =
∑J

j=1 ωjuj,0.

Pourℓ = 0, 1, . . .

Pourj = 1, . . . , J
⌊ pj,ℓ = proxγfj/ωj

uj,ℓ + aj,ℓ
pℓ =

∑J
j=1 ωjpj,ℓ

Choisirλℓ ∈ ]0, 2[.
Pourj = 1, . . . , J
⌊ uj,ℓ+1 = uj,ℓ + λℓ (2 pℓ − xℓ − pj,ℓ)
xℓ+1 = xℓ + λℓ (pℓ − xℓ)

Algorithme 6: Forme générale du PPXA.

Hypothèse 4.10

(i) lim‖x‖→+∞ f1(x) + . . .+ fJ(x) = +∞.

(ii) ∩Jj=1ri dom fj 6= ∅.

(iii) (∀j ∈ {1, . . . , J}) ∑ℓ∈N
λℓ ‖aj,ℓ‖ < +∞.

(iv)
∑

ℓ∈N
λℓ (2− λℓ) = +∞.

L’hypothèse4.10(i) traduit la coercivité de la somme de fonctions à minimiser. Les hy-
pothèses4.10(i)et 4.10(ii) assurent l’existence d’une solution.

Considérons maintenant le problème (4.2) où une trame ajustée est utilisée. En choi-
sissant, pour toutj ∈ {1, . . . , S}, fj = gj ◦ F⊤ et en invoquant la proposition4.3 avec
L = F⊤ et D = νId, les itérations de l’algorithme6 résultantes sont détaillées dans
l’algorithme7.
Il apparaît que la première boucle peut être coûteuse en terme de complexité de calcul. En
effet, il est nécessaire d’appliquerS fois les opérateursF etF⊤ à chaque itération. Nous
proposons maintenant une solution pour accélérer ces itérations.

4.4.2 Version accélérée en présence de trames ajustées

La construction de la version accélérée de l’algorithme7 se base sur les éléments
suivants. SiΠF représente le projecteur surImF , alors tout élémentp deRK peut être
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Pourℓ = 0, 1, . . .

Pourj = 1, . . . , S
⌊ pj,ℓ = uj,ℓ + F

ν

(
proxνγgj/ωj

(F⊤uj,ℓ)− F⊤uj,ℓ
)

+ aj,ℓ
Pourj = S + 1, . . . , J
⌊ pj,ℓ = proxγfj/ωj

uj,ℓ + aj,ℓ
pℓ =

∑J
j=1 ωjpj,ℓ

Choisirλℓ ∈ ]0, 2[
Pourj = 1, . . . , J
⌊ uj,ℓ+1 = uj,ℓ + λℓ (2 pℓ − xℓ − pj,ℓ)
xℓ+1 = xℓ + λℓ(pℓ − xℓ)

Algorithme 7: Itérations détaillées du PPXA pour résoudre le problème (4.2).

décomposé comme une somme d’un élément deImF et (ImF⊤)⊥ = kerF , i.e.,

p = ΠF p+ p⊥ (4.63)

où p⊥ est l’erreur de projection. En combinant le fait qu’il existe un élémentq ∈ RN tel
que

ΠF p = Fq, (4.64)

avec le fait queF⊤p⊥ = 0, nous obtenons la relation,

q =
1

ν
F⊤p. (4.65)

De plus, on déduit de (4.63) et (4.65) que

p⊥ = p− 1

ν
FF⊤p. (4.66)

Penchons-nous maintenant sur la première étape de l’algorithme7 :

(∀j ∈ {1, . . . , S}) pj,ℓ = uj,ℓ +
F

ν
(proxνγgj/ωj

(F⊤uj,ℓ)− F⊤uj,ℓ) + aj,ℓ (4.67)

oùaj,ℓ est supposé appartenir àImF ; en d’autres termes,aj,ℓ = F ãj,ℓ avec̃aj,ℓ ∈ RK . En
définissantqj,ℓ ∈ RN similairement à (4.64), cela impliqueΠF pj,ℓ = Fqj,ℓ. Selon (4.65),
qj,ℓ est tel que

qj,ℓ =
1

ν
F⊤pj,ℓ. (4.68)
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En combinant (4.67) et (4.68),

qj,ℓ =
1

ν
proxνγgj/ωj

(vj,ℓ) + ãj,ℓ où vj,ℓ = F⊤uj,ℓ. (4.69)

De plus, puisquepj,ℓ = Fqj,ℓ + p⊥j,ℓ, le calcul de la variablepℓ =
∑J

j=1 ωjpj,ℓ dans
l’algorithme7 peut être réécrit

pℓ = F

S∑

j=1

ωjqj,ℓ +

S∑

j=1

ωjp
⊥
j,ℓ +

J∑

j=S+1

ωjpj,ℓ (4.70)

où, selon (4.66) et (4.67),
p⊥j,ℓ = pj,ℓ −

1

ν
FF⊤pj,ℓ

= uj,ℓ −
1

ν
FF⊤uj,ℓ

= u⊥j,ℓ. (4.71)

Dans la nouvelle formulation, les dernières étapes de l’algorithme consistent à mettre à
jour u⊥j,ℓ et vj,ℓ, pour toutj ∈ {1, . . . , S}. Nous proposons de définir

rℓ = 2pℓ − xℓ et r̃ℓ = F⊤rℓ et r⊥ℓ = rℓ −
1

ν
F r̃ℓ

ce qui implique

vj,ℓ+1 = vj,ℓ + λℓ
(
r̃ℓ − F⊤pj,ℓ

)
et u⊥j,ℓ+1 = u⊥j,ℓ + λℓ

(
r⊥ℓ − p⊥j,ℓ

)
.

Puis, en utilisant (4.68) et (4.71), ces relations peuvent être simplifiées sous la forme

vj,ℓ+1 = vj,ℓ + λℓ
(
r̃ℓ − νqj,ℓ

)
et u⊥j,ℓ+1 = u⊥j,ℓ + λℓ

(
r⊥ℓ − u⊥j,ℓ

)
, (4.72)

ce qui conduit à l’algorithme8.

Pour garantir la convergence de l’algorithme proposé sous des conditions similaires à
celles de l’algorithme6, nous faisons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.11

(i) lim‖x‖→+∞ g1(F
⊤x) + . . .+ gS(F

⊤x) + fS+1(x) + . . .+ fJ(x) = +∞.

(ii)
(
∩Sj=1 ri dom (gj ◦ F⊤)

)⋂( ∩Jj=S+1 ri dom fj
)
6= ∅.

(iii) (∀j ∈ {1, . . . , S}) ∑ℓ∈N
λℓ ‖ãj,ℓ‖ < +∞

et (∀j ∈ {S + 1, . . . , J}) ∑ℓ∈N
λℓ ‖aj,ℓ‖ < +∞.

(iv)
∑

ℓ∈N
λℓ (2− λℓ) = +∞.
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Initialisation

Soitγ ∈ ]0,+∞[.
Pour toutj ∈ {1, . . . , J}, on choisit(ωj)1≤j≤J ∈]0, 1]J tel que

∑J
j=1 ωj = 1.

Soit (uj,0)1≤j≤J ∈ (RK)J et soitx0 =
∑J

j=1 ωjuj,0.
Pour toutj ∈ {1, . . . , S}, soientvj,0 = F⊤uj,0 etu⊥j,0 = uj,0 − 1

ν
Fvj,0.

Pourℓ = 0, 1, . . .

Pourj = 1, . . . , S
⌊ qj,ℓ = 1

ν
proxνγgj/ωj

vj,ℓ + ãj,ℓ
Pourj = S + 1, . . . , J
⌊ pj,ℓ = proxγfj/ωj

uj,ℓ + aj,ℓ
pℓ =

∑S
j=1 ωju

⊥
j,ℓ + F

∑S
j=1 ωjqj,ℓ +

∑J
j=S+1 ωjpj,ℓ

rℓ = 2 pℓ − xℓ
r̃ℓ = F⊤rℓ
r⊥ℓ = rℓ − 1

ν
F r̃ℓ

Soitλℓ ∈ ]0, 2[
Pourj = 1, . . . , S⌊
u⊥j,ℓ+1 = u⊥j,ℓ + λℓ (r⊥ℓ − u⊥j,ℓ)
vj,ℓ+1 = vj,ℓ + λℓ (r̃ℓ − νqj,ℓ)

Pourj = S + 1, . . . , J
⌊ uj,ℓ+1 = uj,ℓ + λℓ (rℓ − pj,ℓ)
xℓ+1 = xℓ + λℓ(pℓ − xℓ)

Algorithme 8: PPXA accéléré.

Nous remarquons finalement que l’hypothèse4.11 (iii) requiert que l’hypothèse4.10 (iv)
soit satisfaite puisque

(∀j ∈ {1, . . . , S})
∑

ℓ∈N

λℓ ‖aj,ℓ‖ =
∑

ℓ∈N

λℓ ‖F ãj,ℓ‖ ≤ ‖F‖
∑

ℓ∈N

λℓ ‖ãj,ℓ‖ < +∞.

(4.73)
Cela nous permet de transposer les résultats de convergenceconcernant l’algorithme7
à l’algorithme8. L’algorithme8 converge donc vers une solution du problème (4.2). De
plus, cet algorithme requiert seulement 3 applications deF ouF⊤ à chaque itération. Un
gain par rapport à l’algorithme7 est obtenu dès queS ≥ 2. Ce fait sera illustré par le biais
de résultats expérimentaux dans le paragraphe4.5.2-a).
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4.5 Application à la restauration d’image

4.5.1 Régularisation hybride

Dans les problèmes de restauration, l’un des termes du critère à minimiser est habituelle-
ment un terme d’attache aux données, qui mesure une certainedistance entre l’image
dégradée par l’opérateurA et les observationsz. Nous supposerons par la suite que cette
fonction est de la formeg = Ψ◦A oùΨ ∈ Γ0(R

M). Dans le cas de données dégradées par
un bruit blanc gaussien de varianceα, un choix usuel pourΨ est une fonction quadratique
telle que

(∀u ∈ R
M) Ψ(u) =

1

2α
‖u− z‖2. (4.74)

Dans cette configuration, l’opérateur proximal associé àg peut être calculé explicitement
en utilisant la propriété suivante :

Proposition 4.12 [Combettes, Pesquet, 2008, Proposition 2.6]SoientH et G deux es-
paces de Hilbert réels, soitL : H → G un opérateur linéaire borné, soitw ∈ G, soit
γ ∈]0,+∞[ et soitϕ = γ‖L · −z‖2. On a alorsϕ ∈ Γ0(H) et

(∀v ∈ H) proxϕv = (Id + γL∗L)−1(v − γL∗w).

Dans le cas de données dégradées par un bruit indépendant de Poisson, de paramètre
d’échelleα, un choix usuel est

(∀u ∈ R
M) Ψ(u) = DKLG(z, αu) (4.75)

oùDKLG est la divergence de Kullback-Leibler généralisée [Titterington, 1987; Fessler,
1995; Zhenget al., 2000; Chouzenouxet al., 2009] telle que,

(
∀u = (um)1≤m≤M ∈ R

M
)
, Ψ(u) =

M∑

m=1

ψm(um) (4.76)

et

ψm(um) =





αum − zm + zm ln
( zm
αum

)
si zm > 0 etum > 0,

αum si zm = 0 etum ≥ 0,

+∞ sinon.

(4.77)

L’opérateur proximal deΨ peut alors être déduit de l’exemple4.2et de la proposition3.13
du chapitre3. Cependant, pour un opérateurA quelconque, l’opérateur proximal de la
fonctiong associée ne possède pas de forme explicite.
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Concernant les fonctions de régularisation, un choix classique de penalité est une fonc-
tion dans le domaine des trames d’ondelettes pouvant s’écrire,

(∀x = (xk)1≤k≤K ∈ R
K) Φ(x) =

K∑

k=1

φk(xk)

où, pour toutk ∈ {1, . . . , K}, φk est une fonction finie deΓ0(R) telle que

lim
|xk|→+∞

φk(xk) = +∞.

Les fonctions(φk)1≤k≤K sont généralement des fonctions de puissance dont l’opérateur
proximal est donné dans l’exemple3.38 du chapitre3 (se référer à [Daubechieset al.,
2004; Chauxet al., 2007; Chaariet al., 2010a] pour diverses applications où les fonctions
de puissance sont considérées). Le principal problème lorsd’une régularisation fondée sur
les trames d’ondelettes est la présence d’artefacts visuels (e.g. des artefacts de « ringing »).
Certains d’entre eux peuvent être atténués en augmentant laredondance de la représen-
tation. Un autre type de régularisation peut être envisagé en employant une mesure de
variation totale [Rudin et al., 1992]. Son principal inconvénient est de générer des arte-
facts eneffet de marches d’escalier[Louchet, 2008]. Pour combiner les avantages de ces
deux régularisations, nous proposons de considérer le critère suivant :

Trouver x̂ ∈ Argmin
x∈RK

Ψ(AF⊤x) + µ tv(F⊤x) + ιC(F⊤x) + ϑ Φ(x), (4.78)

où l’image restaurée estŷ = F⊤x̂. Comme précédemment mentionné,Φ correspond à un
terme de régularisation opérant dans le domaine des trames d’ondelettes.tv represente un
terme de variation totale discrète comme défini par (4.47). Finalement,ιC est la fonction
indicatrice d’un ensemble convexe ferméC deRN (par exemple, associé à une contrainte
de support ou de dynamiqueC = [0, 255]N ). Ce type de fonction objectif a été récemment
étudié dans [Combettes, Pesquet, 2008], cependant l’approche était réduite à l’utilisation
d’un terme quadratique de type (4.74) pour le terme d’attache aux données et à une forme
spécifique pour le terme de variation totale. Les paramètresréels et positifsϑ etµ ajustent
respectivement, les régularisations dans le domaine transformé et dans le domaine image.

La principale difficulté se posant lorsqu’on applique l’algorithme6 à notre problème
de restauration est qu’il nécessite de calculer les opérateurs proximaux associés à chacun
des quatres termes de (4.78). Comme nous l’avons précédemment évoqué, une forme ex-
plicite est connue pour les opérateurs proximaux associés àla fonction indicatriceιC et
à Φ. Cependant, comme expliqué dans le paragraphe4.3.2et en supposant que la fonc-
tion Ψ soit séparable, le terme d’attache aux données peut être décomposé comme une
somme deI fonctions(Υi ◦ Ai)1≤i≤I pour lesquelles les opérateurs proximaux peuvent
être calculés explicitement selon (4.21). De façon similaire, en utilisant les résultats du
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paragraphe4.3.3, la fonctiontv peut être réécrite comme une somme deP1P2 fonctions
(tvp1,p2)0≤p1<P1,0≤p2<P2, l’opérateur proximal de chacune d’entre elles étant donnépar la
proposition4.8. L’algorithme8 peut alors être employé avec

S = I + P1P2 + 1 et J = I + P1P2 + 2.

La convergence de l’algorithme est assurée, car siϑ > 0, l’hypothèse4.11 (i)est satisfaite.
De plus, l’hypothèse4.11 (ii) est vérifiée lorsque

(
∩Ii=1 A

−1
i (ri dom Υi)

)⋂
riC 6= ∅

car,dom Φ = RK et, pour tout(p1, p2) ∈ {0, . . . , P1−1}×{0, . . . , P2−1}, dom tvp1,p2 =
RN . Cette condition est vérifiée car]0,+∞[M⊂ dom Ψ, C = [0, 255]N et puisque pour
tout i ∈ {1, . . . , I},Ai est supposée positive, à valeurs réelles et composée de lignes étant
toutes non nulles (compte tenu de l’hypothèse4.4).

4.5.2 Résultats expérimentaux pour la résolution de problèmes in-
verses en présence de bruit de Poisson

Dans nos simulations, nous nous intéresserons dans un premier temps aux perfor-
mances en terme de temps de convergence de la version accélérée de PPXA. Les algo-
rithmes7 et8 sont implantés en choisissantγ = 50, λℓ ≡ 1.6 et

(∀j ∈ {1, . . . , J}) ωj =






1
4I

si 1 ≤ j ≤ I
1

4P1P2
si I + 1 ≤ j ≤ I + P1P2

1
4

sinon

(4.79)

Les fonctions(gj)1≤j≤I correspondent à la décomposition du terme d’attache aux don-
nées. Dans la suite, nous considérons une dégradation par unbruit de Poisson, le terme
d’attache aux données sera donc la divergence de Kullback-Leibler généralisée, donnée
par (4.75). Les fonctions(gj)I+1≤j≤I+P1P2 résultent de la décomposition de la fonctiontv.
Nous utilisons une version trame ajustée de la transformée en arbre dual (DTT) [Chaux
et al., 2006] de facteurν = 2, en utilisant des symmlets de longueur 6 sur 3 niveaux de
résolution. Nous choisissons les fonctions de type potentiel de la formeφk = χk| · |pk où
χk > 0 et pk ∈ {1, 4/3, 3/2, 2} pour toutk ∈ {1, . . . , K}. Une comparaison entre les
différentes variation totale définies dans le paragraphe4.4.2sera effectuée. La discussion
suivante portera sur les effets de bord, où deux types de convolution seront considérés :
la convolution périodique et la convolution « zero-padding». L’intérêt de combiner varia-
tion totale et régularisation ondelettes sera illustré et des comparaisons avec les méthodes
existantes dans le cas poissonien seront effectuées. Dans ce paragraphe, cinq images vont
être considérées. Elles sont présentées sur la figure4.2.



136
Algorithme proximal parallèle et régularisation hybride p our la résolution de

problèmes inverses en présence de bruit non-additif

(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIGURE 4.2 – (a) Image « Sebal » -128 × 128 (source : SHFJ), (b) Image « Boat » -
256 × 256 (source : http ://sipi.usc.edu/database), (c) « Image Peppers » -256 × 256
(source : http ://sipi.usc.edu/database), (d) Image « Spot» (source : LIGM)-256× 256 et
(e) Image « Marseille » -512× 512 (source : LIGM).
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4.5.2-a) Comparaison du taux de convergence entre PPXA et saver-
sion accélérée

Le tableau4.1donne le nombre d’itérations et le temps CPU pour l’agorithme dans sa
forme originale et sa version accélérée1. Le tableau présente des résultats pour différentes
tailles d’images (images de « Sebal », « Peppers » et « Marseille ») et différentes tailles
de flou. Le critère d’arrêt est fixé sur l’erreur relative de lafonction objectif calculée à
l’itération courante et à la précédente (la valeur de la fonction indicatrice n’est pas prise
en compte). La tolérance est fixée à10−3. La dernière ligne du tableau4.1 illustre le
gain en temps CPU lorsque que l’on utilise l’algorithme8. Sur la figure4.3, nous avons
représenté‖F⊤(xn − x̂)‖2 en fonction du temps CPU, où(xn)n>0 représente la suite
générée par l’algorithme7 ou l’algorithme8.

Taille image 128× 128 256× 256 512× 512
Taille flou 3× 3 7× 7 3× 3 7× 7 3× 3 7× 7

Nombre d’itérations 30 50 41 50 50 50
Temps CPU (en sec.) 117.2 633.0 411.7 1298 1458 4514

Temps CPU - version acc. (en sec.)13.53 29.82 60.59 89.48 263.6 405.0
Gain 8.67 21.2 6.79 14.5 5.53 11.1

TABLE 4.1 – Comparaisons entre PPXA et sa version accélérée.
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FIGURE 4.3 – Profils de convergence de l’algorithme7 (ligne discontinue) et de l’al-
gorithme8 (ligne continue) en fonction du temps de calcul en secondes pour un flou
uniforme de taille3× 3 (à gauche) et7× 7 (à droite) pour une image de taille128× 128.

On peut remarquer que plus la taille du noyau de flou est grand,plus le gain est im-
portant. Cela provient du fait que plus la taille du flou est importante, plus la valeur deS

1. Les résultats ont été obtenus avec un processeur Intel Core2 6700, 2.66 GHz.
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est grande et donc, dans la version de base de l’algorithme, plus le nombre de passages
du domaine image au domaine transformé est élevé.

4.5.2-b) Comparaison entre les différentes formes de variation totale

Dans le paragraphe4.3.3, nous avons introduit l’opérateur proximal associé à la vari-
ation totale dans ses formes isotrope et anisotrope pour différents filtresH et V . Nos
tests ont porté sur la qualité de restauration des images « Peppers » (figure4.4en haut) et
« Boat » (figure4.4en bas) degradées par un flou uniforme de taille3×3 et dégradées par
un bruit de Poisson de paramètre d’échelleα = 0.1. Nous nous proposons de comparer les
valeurs de SNR (figure4.4courbes de gauche) et de SSIM (figure4.4courbes de droite)
des images restaurées pour différentes configurations de variation totale présentées dans
le paragraphe4.3.3. Le SNR et le SSIM sont tracés en fonction deµ (le paramètre de
régularisation associé à la variation totale), pour une forme donnée detv (i.e. une fonc-
tion isotrope ou anisotrope de la fonctionρtv avec un filtre spécifique). Une petite valeur
du paramètre de régularisationϑ = 0.001 a été choisie dans le but de mieux illustrer
l’influence de chaque forme detv sur la qualité de restauration.

La figure4.4 nous permet de conclure que le choix du filtre du gradient et laforme
(isotrope/anisotrope) deρtv a une influence significative sur la qualité de restauration
quand la régularisation ondelette est limitée. En effet, plus le support du filtre est large,
plus les valeurs de SNR et SSIM sont faibles. Nous avons pu remarquer dans nos simula-
tions que lorsque le paramètre de régularisationϑ est plus grand, le choix de la forme de
tv a une faible influence sur la qualité de restauration si les paramètres de régularisation
sont bien choisis.

4.5.2-c) Effets de bord sur les images restaurées

Ce paragraphe illustre l’influence de la gestion des effets de bords sur la restauration.
Plus précisemment, nous dégradons une version étendue de l’image « Boat » avec un flou
uniforme de noyau de taille7× 7, et l’image floue résultante est tronquée pour créer une
image de taille256× 256. Par conséquent, les valeurs des pixels frontières dépendent de
valeurs de pixels qui ne sont plus présents dans l’image dégradée. L’image tronquée est
dégradée par un bruit de Poisson de paramètre d’échelleα = 0.5. L’objectif est alors de
restaurer l’image (qui a été centrée) en utilisant un des modèles de convolution discuté
dans le paragraphe4.3.2, à savoir soit une convolution périodique, soit une convolution
« zero-padding ». Des résultats visuels et quantitatifs sont donnés figure4.5.

Comme on peut le remarquer sur la figure4.5, le modèle de convolution périodique
introduit des artefacts de bord significatifs contrairement à la convolution avec « zero-
padding ». Les résultats obtenus en considérant « Marseille», « Peppers » et « Spot »
conduisent à la même conclusion. Pour « Sebal », la convolution par « zero-padding »
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FIGURE 4.4 – SNR (gauche) et SSIM (droite) pour différents termes devariation totale
en fonction deµ et pour deux images différentes (« Peppers » en haut et « Boat »en bas).
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SNR =16.9 dB - SSIM =0.62 SNR =17.7 dB - SSIM =0.64

FIGURE 4.5 – Restauration avec gestion des bords périodique (gauche) et gestion des
bords « zero-padded » (droite).

ou « périodique » fournissent des résultats similaires, en raison de la forme spécifique de
cette image.

4.5.2-d) Convolution décimée

Nous présentons ici des résultats pour une l’image « Spot » dégradée par un flou uni-
forme, de noyau de tailleQ = 3 × 3, décimé d’un facteurd1 = d2 = 2. Le paramètre
d’échelle du bruit de Poisson est fixé àα = 1. En raison de la structure de l’opérateur
de dégradation, le terme de fidélité est décomposé en une somme deI = 4 fonctions.
Les résultats sont présentés figure4.6où le bon comportement de notre modèle peut être
observé. Remarquons que les approches de type « lagrangien augmenté » utilisées dans
[Setzeret al., 2010; Figueiredo, Bioucas-Dias, 2010] sont plus difficilement envisageables
dans ce contexte, car la matrice de dégradation n’est plus diagonalisable dans le domaine
de Fourier.

4.5.2-e) Influence de chaque terme de régularisation

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultats de larégularisation hybride
avec ceux obtenus en considérant des approches existantes comme les trames d’ondelettes
[Figueiredo, Bioucas-Dias, 2010] ou la variation totale [Setzeret al., 2010; Figueiredo,
Bioucas-Dias, 2010]. Les méthodes fondées sur une régularisation non hybride peuvent
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Dégradée Restaurée(ϑ = 1, µ = 0.001)

SNR = 16.1 dB - SSIM = 0.79

FIGURE 4.6 – Résultats de restauration sur un zoom de l’image « spot ».

aussi bien être calculées avec des techniques de lagrangienaugmenté [Setzeret al., 2010;
Figueiredo, Bioucas-Dias, 2010] ou avec notre approche par décomposition en choisissant
µ = 0 (resp.ϑ = 0) pour la régularisation par trame seule (resp. par variation totale
seule). Les deux approches conduisent à des temps de calcul similaires. Sur les images
présentées figures4.7, 4.8, 4.9, et4.10, nous pouvons observer les artefacts introduits par
la régularisation avec des trames d’ondelettes, l’effet de« marche d’escalier » que l’on
peut observer avec la régularisation par variation totale et également le bénéfice résultant
d’une régularisation hybride.

Le tableau4.2présente des comparaisons en terme de SNR de notre approche hybride
avec les méthodes existantes de restauration d’images en présence de bruit de Poisson, à
savoir,

– (1) l’approximation d’Anscombe avec régularisationℓ1 sur des coefficients de trame
[Dupéet al., 2009],

– (2) l’extension quadratique avec régularisationℓ1 sur des coefficients de trame
[Chauxet al., 2009],

– (3) la méthode de lagrangien augmenté avec régularisationℓ1 sur des coefficients
de trame [Figueiredo, Bioucas-Dias, 2010],

– (4) la méthode de lagrangien augmenté avec régularisationtv [Setzeret al., 2010].
Les tests sont effectués sur les images « Peppers », « Boat » et« Spot » pour différentes
valeurs du facteur d’échelleα et différentes tailles de flou.

De façon identique à [Figueiredo, Bioucas-Dias, 2010], le choix des paramètres a été



142
Algorithme proximal parallèle et régularisation hybride p our la résolution de

problèmes inverses en présence de bruit non-additif

optimisé par une mesure liée à l’image originale, dans notrecas le SNR. Notons que l’op-
timisation manuelle des hyperparamètres comme nous le faisons est une pratique courante
dans des applications où un ensemble de données tests possède les mêmes caractéristiques
(images médicales, images satellitaires,...). Des méthodes automatiques pour l’optimisa-
tion d’hyperparamètres peuvent aussi être trouvées dans lalittérature telles que les méth-
odes de validation croisée [Galatsanos, Katsaggelos, 1992], les approches stochastique
EM [Delyon et al., 1999], les approches MCMC [Robert, Castella, 2004; Chaariet al.,
2010b] ou encore les méthodes de Stein [Ramaniet al., 2008]. Ces méthodes automa-
tiques nécessitent souvent de lourds calculs.

4.6 Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons présenté une nouvelle approche, dite par régu-
larisation hybride, qui permet de résoudre un large éventail de problèmes inverses. Les
principaux avantages de cette approche sont (i) de pouvoir traiter directement la « vraie »
vraisemblance du bruit (i.e. la divergence de Kullback-Leibler généralisée dans le cas du
bruit de Poisson) sans utiliser une quelconque appoximation ; (ii) d’utiliser une régulari-
sation sophistiquée, permettant de considérer la parcimonie dans le domaine ondelettes et
la variation totale dans le domaine image. De plus, l’algorithme proposé a une structure
parallélisable qui en fait un algorithme facilement implantable sur des architectures mul-
ticœurs. Des résultats visuels et numériques montrent l’efficacité de l’approche proposée
par rapport à l’état de l’art. Nous pouvons noter que, si ce paragraphe est dévolu au cas
des opérateurs de convolution et convolution décimée, cette approche peut être étendue à
d’autres opérateurs linéaires. Le cas de la tomographie parémission de positrons est une
application tout à fait adaptée comme nous le démontrerons dans le chapitre7.
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Dégradée,α = 0.1 (ϑ = 0, µ = 0.01)

SNR = 8.88 dB - SSIM = 0.69 SNR = 11.2 dB - SSIM = 0.79

(ϑ = 0.09, µ = 0.006) (ϑ = 0.5, µ = 0)

SNR= 12.4 dB - SSIM= 0.85 SNR= 11.7 dB - SSIM= 0.83

FIGURE 4.7 – Résultats de restauration pour l’image « Sebal ».
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Dégradée,α = 0.1 (ϑ = 0, µ = 0.02)

SNR = 11.2 dB - SSIM = 0.27 SNR = 17.8 dB - SSIM = 0.60

(ϑ = 0.06, µ = 0.011) (ϑ = 0.7, µ = 0)

SNR=18.8 dB - SSIM=0.67 SNR=18.0 dB - SSIM= 0.62

FIGURE 4.8 – Résultats de restauration pour l’image « Boat ».
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Dégradée,α = 0.1 (ϑ = 0, µ = 0.02)

SNR = 11.4 dB - SSIM = 0.16 SNR = 22.1 dB - SSIM = 0.69

(ϑ = 0.2, µ = 0.006) (ϑ = 0.7, µ = 0)

SNR = 22.7 dB - SSIM = 0.74 SNR= 21.4 dB - SSIM = 0.68

FIGURE 4.9 – Résultats de restauration pour l’image « Peppers ».
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Dégradée,α = 0.1 (ϑ = 0, µ = 0.02)

SNR = 7.36 dB - SSIM = 0.42 SNR = 11.4 dB - SSIM = 0.61

(ϑ = 0.09, µ = 0.011) (ϑ = 0.8, µ = 0)

SNR = 12.8 dB - SSIM = 0.70 SNR= 12.4 dB - SSIM = 0.69

FIGURE 4.10 – Résultats de restauration pour l’image « Marseille ».
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« Boat »
α Taille flou (1) : Anscombe (2) : Ext. quad. (3) :DKLG + ℓ1 (4)DKLG + tv Notre approche
1 3× 3 20.9 20.9 20.9 20.9 22.2

0.5 3× 3 20.2 20.2 20.2 20.0 21.2
0.1 3× 3 17.6 17.8 17.9 17.8 18.7
0.05 3× 3 16.4 16.8 16.8 17.0 17.7
0.01 3× 3 12.3 14.1 14.1 14.6 14.9

1 7× 7 17.4 17.5 17.5 17.9 18.5
0.5 7× 7 17.1 17.1 17.1 17.4 18.0
0.1 7× 7 15.6 15.7 15.7 16.1 16.4
0.05 7× 7 14.9 15.1 15.1 15.3 15.9
0.01 7× 7 11.7 13.0 13.0 13.9 13.9

« Peppers »
α Taille flou (1) : Anscombe (2) : Ext. quad. (3) :DKLG + ℓ1 (4)DKLG + tv Notre approche
1 3× 3 25.1 25.1 25.1 25.3 26.4

0.5 3× 3 24.2 24.2 24.2 24.4 25.6
0.1 3× 3 21.2 21.5 21.5 22.2 23.1
0.05 3× 3 19.4 20.1 20.1 21.2 21.9
0.01 3× 3 13.9 16.4 16.4 18.6 19.0

1 7× 7 22.3 22.4 22.4 23.1 23.6
0.5 7× 7 21.6 21.7 21.7 22.6 23.2
0.1 7× 7 19.6 19.8 19.8 21.2 21.7
0.05 7× 7 18.2 18.6 18.6 20.3 20.7
0.01 7× 7 13.5 15.9 15.9 18.2 18.4

« Spot »
α Taille flou (1) : Anscombe (2) : Ext. quad. (3) :DKLG + ℓ1 (4)DKLG + tv Notre approche
1 3× 3 17.4 17.4 17.4 16.2 17.9

0.5 3× 3 16.5 16.5 16.5 15.3 17.0
0.1 3× 3 14.1 14.2 14.2 13.0 14.5
0.05 3× 3 12.7 13.0 13.0 12.1 13.3
0.01 3× 3 9.45 10.5 10.5 10.0 10.5

1 7× 7 13.0 13.0 13.0 12.6 13.5
0.5 7× 7 12.5 12.5 12.5 12.2 12.7
0.1 7× 7 11.3 11.3 11.3 11.2 11.5
0.05 7× 7 10.7 10.8 10.8 10.6 10.8
0.01 7× 7 8.72 9.56 9.56 9.45 9.56

TABLE 4.2 – Comparaison en terme de SNR (dB) des méthodes de déconvolution en
présence de bruit de Poisson pour différentes valeurs de facteur d’échelleα et différentes
tailles de flou.
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CHAPITRE 5

Comparaison des approches trame à
l’analyse et trame à la synthèse dans le

cadre des algorithmes proximaux

5.1 Motivations

Dans les chapitres précédents, nous avons vu qu’il pouvait être avantageux que l’un
des termes de régularisation s’applique sur les coefficients de trame d’ondelettes. A ce
niveau, deux stratégies peuvent être envisagées : le critère peut être minimisé par rap-
port à l’image (formulation trame à l’analyse) ou par rapport aux coefficients de trame
d’ondelettes (approche trame à la synthèse). Plus précisément, siN correspond au nom-
bre de pixels de l’image,K ≥ N est le nombre de coefficients de trame etF ∈ RK×N

(resp.F⊤ ∈ RN×K) désigne l’opérateur de trame à l’analyse (resp. à la synthèse), alors
la formulation à l’analyse (FA) consiste à trouver :

ŷFA ∈ Argmin
y∈RN

S∑

i=1

hi(Liy) +

J∑

j=S+1

fj(Fy), (5.1)

et la formulation à la synthèse (FS) vise à trouver :

x̂FS ∈ Argmin
x∈RK

S∑

i=1

hi(LiF
⊤x) +

J∑

j=S+1

fj(x). (5.2)

On désigne par̂yFA et ŷFS = F⊤x̂FS les images restaurées/reconstruites par les deux for-
mulations. Nous supposons dans la suite que pour touti ∈ {1, . . . , S}, Li ∈ RMi×N est
un opérateur linéaire. De plus, pour touti ∈ {1, . . . , S}, les fonctionshi appartiennent à
la classeΓ0(R

Mi) et, pour toutj ∈ {S + 1, . . . , J}, lesfj sont des fonctions deΓ0(R
K).

Ces deux formulations, relativement générales, permettent de résoudre efficacement une
large classe de problèmes inverses.

Quelques travaux comparant ces deux approches ont récemment été publiés. Dans
[Eladet al., 2007], les auteurs considèrent un critère composé d’un terme d’attache aux
données quadratique et d’une normeℓp comme « termea priori ». Leur formulation est
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un cas particulier de (5.1) et (5.2), avecJ = 2 et S = 1. La matriceL1 ∈ RM×N est
associée à l’opérateur de dégradation, la fonctionh1 = ‖ ·−z‖2 désigne le terme de fidél-
ité aux donnéesz ∈ RM et la fonctionf2 = χ‖ · ‖pp correspond au terme d’a priori dont
le paramètre de régularisation estχ > 0. Pourp = 2 ou lorsqueF⊤ = F−1, i.e. F est
une décomposition orthonormale, les auteurs montrent l’équivalence des deux formula-
tions. Plus récemment, une étude expérimentale a été menée dans le cas oùp = 1 dans
[Carlavanet al., 2009]. Pour résoudre numériquement la formulation à la synthèse, les
auteurs utilisent un algorithme proposé par Nesterov dans [Nesterov, 2009]. Rappelons
que cet algorithme est lié à la classe des algorithmes explicite-implicite, présentée dans
le chapitre3. Concernant la formulation à l’analyse, l’utilisation d’un tel algorithme est
limitée par le calcul de l’opérateur proximal de‖F · ‖1. En effet, si l’on se reporte à la
proposition4.3du chapitre4, cet opérateur proximal ne possède une forme explicite que si
le produit deF etF⊤ conduit à une matrice diagonale. Dans sa formulation générale, une
trame vérifie rarement ce genre de condition. Notons que dansle cas de trames ajustées,
par définition nous pouvons écrireF⊤F = ν Id avecν > 0, alors qu’il n’existe pas de
ν̃ > 0 tel queFF⊤ = ν̃ Id . Pour contourner cette difficulté, les auteurs approximentla
normeℓ1 par une fonction de différentiable de Huber. Ils peuvent ainsi utiliser un algo-
rithme de type descente de gradient [Nesterov, 2007] pour minimiser le critère approximé
résultant.

Bien que les travaux d’Eladet al. et de Carvalanet al. laissent à penser que la FA
permet d’obtenir des résultats tout aussi performants voirplus performants que la FS, il
apparaît souvent plus facile de résoudre numériquement uneFS plutôt qu’une FA avec
les algorithmes proximaux. En effet, la remarque faite dansle paragraphe précédent sur
le calcul de l’opérateur proximal associé à‖F · ‖1, s’étend au calcul deproxfj◦F . Dans
les chapitres3 et 4, des FS ont été formulées pour cette raison. Lorsqu’on effectue un
bref récapitulatif, sur les algorithmes proximaux utilisés et les caractéristiques des trames
employées pour résoudre des problèmes inverses associés à une FS, il apparaît que de
nombreux algorithmes requièrent la condition de trame ajustée. Par exemple, le problème
de débruitage en présence de bruit de Poisson ou de bruit de speckle a été résolu avec l’al-
gorithme de Douglas-Rachford et des trames ajustées dans [Combettes, Pesquet, 2007a].
Dans le cas d’un problème de déconvolution en présence de bruit non-additif gaussien, il
est possible de faire appel à l’algorithme proximal parallèle [Combettes, Pesquet, 2008]
comme nous l’avons proposé dans le chapitre4, ou d’utiliser les méthodes de lagrangien
augmenté [Afonsoet al., 2009; Setzeret al., 2010]. Dans les travaux existants, ces deux
classes d’algoritmes sont également limitées à l’utilisation de trames ajustées. Seuls les
travaux basés sur l’algorithme explicite-implicite, présentés dans le chapitre3, permettent
de résoudre des problèmes de déconvolution en présence de bruit gaussien par le biais de
trames non-nécessairement ajustées [Chauxet al., 2007].
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Dans ce chapitre, nous nous fixons deux objectifs. Le premierest de proposer des
techniques permettant de résoudre la FA et la FS, sans approximation des critères, par
le biais d’un même algorithme proximal. Le second objectif vise à considérer des algo-
rithmes permettant d’utiliser des trames non-ajustées. Pour atteindre ce double objectif,
nous utiliserons successivement l’algorithme explicite-implicite [Combettes, Wajs, 2005]
et PPXA+ [Pesquet, 2010]. Dans un premier temps, nous détaillerons le formalisme à l’an-
alyse et celui à la synthèse ainsi que les correspondances existantes ; en particulier, nous
étendrons les travaux d’Eladet al.. Puis, les problèmes (5.1) et (5.2), dans le cas oùJ = 2
et S = 1, seront résolus à l’aide de l’algorithme explicite-implicite. Nous utiliserons la
dualité de Fenchel-Rockafellar, exploitée dans [Combetteset al., 2009], pour apporter
une solution au calcul deproxfj◦F . Une série de résultats expérimentaux permettra de
comparer FA et FS. Enfin, la section5.4se penche sur la résolution des problèmes (5.1)
et (5.2), dans leur forme générale, pour une classe particulière detrames non-ajustées.
L’intérêt d’utiliser des trames non ajustées et des comparaisons supplémentaires entre FA
et FS seront présentées.

5.2 Formulation à l’analyse et formulation à la synthèse

De façon à définir les formulations à l’analyse et à la synthèse de manière intu-
itive, nous passons par une formulation statistique. Les observationsz sont une réal-
isation d’un vecteur aléatoire à valeurs réellesZ = (Zi)1≤i≤M . Le vecteur de don-
nées à restaurer/reconstruirey est une réalisation d’un vecteur aléatoire à valeurs réelles
Y = (Yi)1≤i≤N et le vecteurx des coefficients de trame (tels quey = F⊤x) est une réali-
sation d’un vecteur aléatoireX = (Xi)1≤i≤N . Notons que les observations sont obtenues
après une dégradation linéaire, notéeL1 ∈ RM×N , suivie d’une perturbation aléatoire.

En se basant sur la distribution de probabilitéa posteriorideY ouX, les estimateurs
envisageables pour retrouver une estiméeŷ dey sont la « moyennea posteriori» (MP)
et le « maximuma posteriori» (MAP). Notre attention portera essentiellement sur l’es-
timateur MAP. Cependant, remarquons que la MP peut être utilisée lorsqu’il est possible
d’intégrer la distributiona posteriori. Si tel n’est pas le cas, ce calcul peut être obtenu par
le biais de méthodes de Monte Carlo. Cette approche ne sera pas suivie dans ce chapitre,
cependant plus de détails peuvent être trouvés dans [Robert, Castella, 2004; Chaariet al.,
2010b] et les références associées.

5.2.1 Formulation à l’analyse (FA)

On noteµY |Z=z la « distributiona posteriori» ; l’approche MAP s’écrit alors :

max
y∈RN

µY |Z=z(y). (5.3)
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En utilisant la formule de Bayes, l’égalité (5.3) se formule :

max
y∈RN

µZ|Y=y(z) µY (y), (5.4)

où la vraisemblance et la « distributiona priori » sont respectivement notéesµZ|Y=y etµY .
On écrit la vraisemblance ainsi que la « distributiona priori » sous formes exponentielles,
i.e.

µZ|Y=y(z) ∝ exp
(
−ĥ1(L1y, z)

)
(5.5)

µY (y) ∝ exp (−f2(Fy)) (5.6)

où ĥ1 : RN × RM → R et f2 : RK → R. Nous pouvons remarquer que la « distributiona
priori » s’applique sur une transformation directe de l’image à retrouver.

La loi a priori définit une densité de probabilité si, par exemple,

(∀x ∈ R
K) f2(x) ≥ ρ‖x‖p oùρ > 0 etp > 0.

En effet, pour un tel choix de fonctionf2, nous pouvons écrire,
∫

RN

e−f2(Fy)dy ≤
∫

RN

e−ρ‖Fy‖
p

dy ≤
∫

RN

e−ρν
p/2‖y‖p

dy < +∞.

où,ν désigne la constante de trame définie par l’équation (2.16) dans le chapitre2. Nous
déduisons des équations (5.3), (5.5) et (5.6), le problème d’optimisation (estimateur MAP)
qui consiste à trouver :

ŷFA ∈ Argmin
y∈RN

ĥ1(L1y, z) + f2(Fy), (5.7)

Le résultat précédent est un cas particulier de la formulation générale à l’analyse (5.1),
lorsque, pour toutz ∈ RK , ĥ1(·, z) = h1 est une fonction convexe,S = 1 etJ = 2.

5.2.2 Formulation à la synthèse (FS)

Lorsqu’on considère la FS, une estiméeŷFS de l’image originaley sera obtenue en
choisissant̂yFS = F⊤x̂FS où x̂FS correspond à l’estimée du critère MAP, qui en utilisant
la loi de Bayes s’écrit :

x̂FS ∈ Argmax
x∈RK

µZ|X=x(z) µX(x) (5.8)

On considère une vraisemblance de forme similaire à la section précédente, à savoir,

µZ|X=x(z) ∝ exp
(
−ĥ1(L1F

⊤x, z)
)

(5.9)
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où ĥ1 : RN ×RM → R. La « distributiona priori », notéeµX , modélise la représentation
du signal dans un dictionnaire et peut se formuler par,

µX(x) ∝ exp (−f2(x)) . (5.10)

oùf2 : RK → R. Le problème d’optimisation s’écrit alors :

x̂FS ∈ Argmin
x∈RK

h̃1(L1F
⊤x, z) + f2(x). (5.11)

Le résultat précédent correspond à un cas particulier de la formulation générale à la syn-
thèse5.2, lorsque, pour toutz ∈ RK , ĥ1(·, z) = h1 est une fonction convexe,S = 1 et
J = 2.

5.2.3 Comparaison théorique FS versus FA

Notons que pour chaque formulation, le critère pénalisé résultant, (5.7) ou (5.11),
est composé de deux termes : un terme d’attache aux donnéesh1(L1·, z) et un terme
de pénalisationf2. Comme mentionné dans le chapitre4, il peut parfois être judicieux
de considérer des régularisations hybrides et des contraintes additionnelles. Cela permet
souvent d’améliorer la qualité de restauration/reconstruction. Dans un cadre plus général,
les formulations à l’analyse (5.7) et à la synthèse (5.11) nous conduisent aux problèmes
présentés dans l’introduction de ce chapitre, à savoir aux équations (5.1) et (5.2). Nous
proposons ci-dessous des résultats théoriques sur les équivalences entre FA et FS.

Proposition 5.1 La formulation à l’analyse(5.1) est un cas particulier de la formulation
à la synthèse(5.2).

Preuve:
Par définition d’une trame,F⊤ est surjective. Par conséquent, pour touty ∈ RN , il existe
un élémentx deRK tel quey = F⊤x. Par conséquent, (5.1) peut s’écrire comme

ŷFA ∈ Argmin
y=F⊤x

S∑

i=1

hi(LiF
⊤x) +

J∑

j=S+1

fj(FF
⊤x),

c’est à dire

ŷFA ∈ F⊤Argmin
x

S∑

i=1

hi(LiF
⊤x) +

J∑

j=S+1

f̂j(x),

avec, pour toutj ∈ {S + 1, . . . , J}, f̂j = fj(FF
⊤·). �
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Proposition 5.2 SiF désigne l’opérateur d’analyse d’une trame ajustée etF⊤ son opéra-
teur de synthèse, tel quekerF⊤ 6= {0}. Si, pour toutj ∈ {S+1, . . . , J}, fj s’écrit comme
une somme de fonctionsfj,1 deΓ0(ImF ) etfj,2 deΓ0(kerF

⊤), i.e.,
(
∀(y, x⊥) ∈ R

N × kerF⊤
)

fj(Fy + x⊥) = fj,1(Fy) + fj,2(x⊥), (5.12)

Enfin, si pour toutj ∈ {S + 1, . . . , J}, et, pour toutu ∈ kerF⊤, fj,2(u) ≥ fj,2(0). La
formulation à la synthèse(5.2) et la formulation à l’analyse(5.1) sont alors équivalentes.

Preuve:
Supposons quekerF⊤ 6= {0} alorsRK = ImF ⊕ (ImF )⊥. Par conséquent, tout élément
x ∈ RK peut s’écrire comme une somme d’un élément appartenant à l’image deF et un
élément appartenant au noyau deF⊤ carkerF⊤ = (ImF )⊥, i.e.,

(
∀x ∈ R

K
) (
∃(y, x⊥) ∈ R

N × kerF⊤
)

x = Fy + x⊥.

Par conséquent,F⊤x = F⊤Fy. L’équation (5.2) peut alors s’écrire,

min
y∈RN

x⊥∈kerF⊤

S∑

i=1

hi(LiF
⊤Fy) +

J∑

j=S+1

fj(Fy + x⊥). (5.13)

On désigne parF l’opérateur d’analyse d’une trame ajustée telle queF⊤F = ν Id (avec
ν > 0). L’équation (5.13) nous conduit à

min
y∈RN

x⊥∈kerF⊤

S∑

i=1

ĥi(Liy) +
J∑

j=S+1

fj(Fy + x⊥), (5.14)

avec pour touti ∈ {1, . . . , S}, ĥi = hi(ν·).
Enfin, comme pour toutj ∈ {S+1, . . . , J}, fj est séparable au sens de l’équation (5.12),
l’équation (5.14) s’écrit donc,

min
y∈RN

{ S∑

i=1

ĥi(Liy) +
J∑

j=S+1

fj,1(Fy)
}

+ min
x⊥∈kerF⊥

J∑

j=S+1

fj,2(x⊥). (5.15)

De plus, pour toutj ∈ {S + 1, . . . , J}, pour toutu ∈ kerF⊤, fj,2(u) ≥ fj,2(0), et
l’équation (5.15) se réduit à

min
y∈RN

S∑

i=1

ĥi(Liy) +
J∑

j=S+1

fj,1(Fy),

c’est à dire une formulation à l’analyse. �
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Remarque 5.3
– Un cas particulier de fonctionfj satisfaisant la séparabilité, définie par l’équa-

tion (5.12), est le carré de la normeℓ2. Ce cas de figure est présenté dans [Elad
et al., 2007].

– Dans le cas oùkerF⊤ = {0}, la composantex⊥ est nulle. Par conséquent, l’hy-
pothèse de séparabilité n’est plus nécessaire. Ce cas de figure n’apparaît que lorsque
F⊤ est l’opérateur de synthèse d’une transformation orthonormale.

Cette partie visait à clarifier les liens existants entre FA et FS. Il apparaît que de
toute FA, on peut déduire une FS conduisant au même résultat.Par contre l’inverse n’est
pas toujours vérifié. Dans les sections suivantes, nous nousinterrogeons sur la façon de
résoudre numériquement chacune de ces deux formulations.

5.3 Algorithme explicite-implicite pour des trames non
nécessairement ajustées

Considérons les formulations (5.1) et (5.2) lorsqueS = 1 et J = 2. On veut donc
trouver

ŷFA ∈ Argmin
y∈RN

h1(L1y) + f2(Fy), (5.16)

et
x̂FS ∈ Argmin

x∈RK

h1(L1F
⊤x) + f2(x). (5.17)

On complète les hypothèses formulées dans l’introduction,en supposant que la fonc-
tion h1 est différentiable et de gradientβ1-Lipschitz continu avecβ1 > 0. L’algorithme
explicite-implicite, rappelé dans le paragraphe3.3.1 (chapitre3), peut être utilisé pour
résoudre (5.16) et (5.17). Dans les paragraphes suivants, nous en rappelons les itérations,
nous détaillons les problèmes numériques rencontrés et lessolutions proposées.

5.3.1 Algorithme et difficultés rencontrées

Les initialisations et les itérations de l’algorithme explicite-implicite qui conduisent
aux solutions de (5.1) et (5.2) sont décrites par les algorithmes9 et 10. Les étapes➁ de
chaque algorithme correspondent à des descentes de gradient. Les opérateurs proximaux
de f2 ◦ F et f2 sont calculés aux étapes➂ de chaque algorithme. Enfin, les étapes➃

correspondent aux mises à jour des suites(yn)n∈N et (xn)n∈N. La convergence de la suite
(yn)n∈N (resp.(xn)n∈N) vers une solution du problème (5.16) (resp. du problème (5.17))
est assurée quand

∑+∞
n=0 ‖an‖ < +∞ [Combettes, Wajs, 2005]. La suite(an)n∈N corre-

spond à la tolérance d’une erreur numérique dans l’évaluation de l’opérateur proximal.
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Initialisation⌊
Choisiry0 ∈ RN .

Pourn ∈ N

➀ Soitγn ∈]0, 2/(β1 ‖L1‖2)[ etλn ∈]0, 1].
➁ yn+ 1

2
= yn − γn∇(h1 ◦ L1)(yn)

➂ pn = proxγnf2◦F (yn+ 1
2
) + an

➃ yn+1 = yn + λn
(
pn − yn

)

ŷFA = lim
n→+∞

yn.

Algorithme 9: Algorithme explicite-implicite pour résoudre (5.16)

Initialisation⌊
Choisirx0 ∈ RK .

Pourn ∈ N

➀ Soitγn ∈]0, 2/(β1

∥∥L1F
⊤∥∥2

)[ etλn ∈]0, 1]
➁ xn+ 1

2
= xn − γn∇(h1 ◦ L1 ◦ F⊤)(xn)

➂ pn = proxγnf2(xn+ 1
2
) + an

➃ xn+1 = xn + λn
(
pn − xn

)

ŷFS = lim
n→+∞

F⊤xn.

Algorithme 10: Algorithme explicite-implicite pour résoudre (5.17)
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Pour mettre en oeuvre ces algorithmes, deux principaux problèmes vont se poser.
D’une part, comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, le calcul de l’opérateur
proximal associé àf2◦F dans l’algorithme9ne possède en général pas de forme explicite.
D’autre part, le choix du pasγn des algorithmes dépend des valeurs de‖L1‖ et

∥∥L1F
⊤∥∥2

.
En effet, pour obtenir de bons taux de convergence, il est souvent judicieux de choisir le
pas de l’algorithme au plus proche de sa borne supérieure, d’où l’importance du calcul de
ces normes.

5.3.2 Calcul de l’opérateur proximal associé àf2 ◦ F
Pour des opérateurs d’analyse de trameF spécifiques, par exemple lorsqueFF⊤ =

ν̃ Id (cf. proposition3.12du chapitre2), l’opérateur proximal peut être calculé explicite-
ment. Cette remarque est également valable siFF⊤ = D où D désigne une matrice
diagonale, etf2 est une fonction séparable (cf. proposition4.3 du chapitre4). En pra-
tique, dans le cas oùF est l’opérateur d’analyse d’une base d’ondelettes orthonormales,
F⊤ = F−1 la proposition3.12(chapitre2) peut s’appliquer, néanmoins la majorité des
trames ne vérifient pas une telle propriété. Comme nous l’avions mentionné dans l’intro-
duction, le problème se pose même pour une trame ajustée. En effet, cette dernière assure
queF⊤F = ν Id , mais pas queFF⊤ = ν̃ Id .

Dans de récents travaux sur la dualité de Fenchel-Moreau-Rockafellar [Combettes
et al., 2009; Fadili, Peyré, 2010], les auteurs se sont placés dans un cadre théorique proche
de notre problème. Pour mieux s’imprégner de cette notion dedualité et voir comment
elle nous servira, nous effectuons ci-dessous un bref récapitulatif des définitions et pro-
priétés qui nous serons utiles par la suite. Nous commençonspar rappeler la définition
de la conjuguée et de l’enveloppe de Moreau d’une fonction convexe, semi-continue in-
férieurement et propre.

Définition 5.4 [Rockafellar, 1974] Soit f ∈ Γ0(H). La conjuguée def est la fonction
notéef ∗ appartenant à la classeΓ0(H) définie par

(∀u ∈ H) f ∗(u) = sup
v∈H
〈v|u〉 − f(v).

Le théorème de Fenchel-Moreau établit quef ∗∗ = f .

Définition 5.5 [Rockafellar, 1974] Soitf ∈ Γ0(H). L’enveloppe de Moreau def est la
fonction convexe continue, notéẽf et définie par

f̃ : H → R : u 7→ min
v∈H

1

2
‖v − u‖2 + f(v).
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La dualité de Fenchel-Moreau-Rockafellar introduite dans[Fenchel, 1953; Moreau,
1967; Rockafellar, 1967] permet de relier les solutions de deux problèmes d’optimisation
comme ceux présentés par lemme5.6. Notons l’existence d’une autre dualité, connue en
optimisation convexe et récemment utilisée pour la résolution de problèmes inverses par
Weiss [Weiss, 2008] : il s’agit de la dualité min-max [Ekeland, Témam, 1999].

Lemme 5.6 [Zălinescu, 2002, Corollaire 2.8.5]Soitϕ ∈ Γ0(H), soitψ ∈ Γ0(G) et soit
L un opérateur linéaire borné deH dansG tel que 0 ∈ sri(L(domϕ) − domψ). On a
alors

inf
u∈H

ϕ(u) + ψ(Lu)
︸ ︷︷ ︸

Problème primal

= −min
v∈G

ϕ∗(−L∗v) + ψ∗(v)
︸ ︷︷ ︸

Problème dual

(5.18)

Sous les conditions d’existence liées au lemme précédent, la solution de problème dual est
liée à la solution du problème primal, l’une étant l’opposéede l’autre. Ce lemme permet
aux auteurs de [Combetteset al., 2009] de lier les deux problèmes d’optimisation qui
suivent.

Problème 5.7 (Problème primal)SoitH et G deux espaces de Hilbert réels, soientw ∈
H, r ∈ G, f ∈ Γ0(H), g ∈ Γ0(G) et soitL : H → G un opérateur linéaire borné non-
vide tel que la condition de qualificationr ∈ sri

(
L(dom f) − dom g

)
soit vérifiée. Le

problème consiste à trouver

û ∈ Argmin
u∈H

f(u) + g(Lu− r) +
1

2
‖u− w‖2.

Problème 5.8 (Problème dual)Sous les mêmes hypothèses que le problème5.7, le prob-
lème est de trouver

v̂ ∈ Argmin
v∈H

f̃ ∗(w − L∗v) + g∗(v) + 〈v|r〉.

En utilisant le lemme5.6il est possible de relier la solution du problème primal5.7à celle
du problème dual5.8.

Proposition 5.9 [Combetteset al., 2009, Proposition 3.4]Soit v̂ une solution du prob-
lème5.8et soit

û = proxf (w − L∗v̂).

û est alors la solution du problème5.7.

Cette proposition est particulièrement intéressante lorsque le problème primal est plus
complexe à résoudre que le problème dual. Il est alors possible d’obtenir une forme ex-
plicite de la solution primale à partir de la solution duale.Ces deux solutions sont liées
par la proposition5.9.
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Voyons comment appliquer ce formalisme à notre problème, c’est à dire le calcul de
proxf2◦F . La définition de l’opérateur proximal nous conduit au problème primal suivant :

proxf2◦F (y) = arg min
u∈RN

1

2
‖y − u‖2 + f2(Fu). (5.19)

L’équation (5.19) est un cas particulier du problème primal5.7, avecH = RN , G = RK ,
f = 0, g = f2, L = F , w = y et r = 0. Le problème dual associé s’écrit donc,

min
v∈RK

f ∗
2 (v) + f̃ ∗(y − F⊤v)⇔ min

v∈RK

{
f ∗

2 (v) + min
u∈RN

{1

2
‖y − F⊤v − u‖2 + f ∗(u)

}}

⇔ min
v∈RK

f ∗
2 (v) +

1

2
‖y − F⊤v‖2. (5.20)

Cette formulation contient un terme de gradient Lipschitz et l’opérateur proximal def ∗
2

prend une forme explicite dès qu’il en est de même pour l’opérateur proximal def2. On
peut en effet utiliser la propriété reliant l’opérateur proximal d’une fonction à celui de son
conjugué. Cette proposition est rappelée ci-dessous.

Proposition 5.10 [Moreau, 1965] Soitf ∈ Γ0(H) et soitγ ∈ ]0,+∞[. On a alors

1

γ

(
Id− proxγf

)
= proxf∗/γ(·/γ).

Il est donc possible d’appliquer l’algorithme explicite-implicite pour trouver un min-
imiseur de (5.20), puis utiliser la proposition5.9 pour connaître la valeur deproxf2◦F y.
L’algorithme résultant est présenté dans [Combetteset al., 2009]. Nous en rappelons les
itérations dans l’algorithme11.

Initialisation⌊
Choisirǫ ∈]0,min{1, 1/ν}[.
Soitv0 ∈ RK .

Pourn ∈ N
Soitγn ∈ [ǫ, 2/ν − ǫ] et soitλn ∈ [ǫ, 1].
un = y − F⊤vn
vn+1 = vn + λnγn

(
Fun − prox 1

γn
f2

( vn

γn
+ Fun)

)

proxf2◦F y = lim
n→+∞

un.

Algorithme 11: Algorithme décomposé Dual-Primal pour le calcul deproxf2◦F y
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La suite(vn)n∈N générée par l’algorithme11 converge vers une solution̂v du prob-
lème dual (5.20) et proxf2◦F (y) = y − F⊤v̂. Rappelons queν désigne la constante de
trame supérieure (cf. équation (2.16) dans le chapitre2).

5.3.3 Calcul de la constante de trame

La deuxième difficulté, liée aux algorithmes explicite-implicite 9 et 10, consiste à
calculer‖L1‖2 et ‖L1F

⊤‖2. En pratique, il est souvent possible de déterminer la valeur
théorique de‖L1‖2 mais le calcul de‖L1F

⊤‖2 est généralement plus complexe. Nous
proposons dans ce paragraphe une méthode itérative permettant d’approcher la valeur
de cette norme. Dans un premier temps, détaillons le raisonnement qui nous conduit au
choix de la borne supérieure du pasγn de l’algorithme10. Pour cela nous considèrons la
fonction objectif (5.17) et posonsf1 = h1 ◦ L1 ◦ F⊤ ∈ Γ0(R

K). La fonctionh1 est de
gradientβ1-Lipschitz avecβ1 > 0, nous pouvons alors écrire :

(
∀(u1, u2) ∈ (RM)2

)
‖∇h1(u1)−∇h1(u2)‖ ≤ β1‖u1 − u2‖. (5.21)

Le gradient def1 est défini par

(∀x ∈ R
K) ∇f1(x) = ∇(h1 ◦ L1 ◦ F⊤)(x) = FL⊤

1 (∇h1(L1F
⊤x)), (5.22)

ce qui conduit à

(
∀(x1, x2) ∈ (RK)2

)
‖∇f1(x1)−∇f1(x2)‖ ≤ β1‖L1F

⊤‖2‖x1 − x2‖. (5.23)

On peut en déduire quef1 est une fonction de gradient Lipschitz de constanteβ1‖L1F
⊤‖2.

Ce résultat combiné au choix théorique du pas de l’algorithme explicite, présenté par l’hy-
pothèse3.19(i)(chapitre3), nous conduit àγn ∈]0, 2/(β1‖L1F

⊤‖2)[ pour l’algorithme10.

Dans la plupart des cas, la norme‖L1F
⊤‖2 ne possède pas une valeur connuea priori.

Comme le taux de convergence dépend fortement de la borne supérieure du pasγn et donc
de cette norme, il est important de l’approximer au plus près. Pour obtenir cette borne,
nous proposons d’utiliser l’algorithme12qui converge vers‖L1F

⊤‖2.
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Initialisation⌊
Choisir aléatoirementx0 ∈ RK .
Soientρ0 = 1 + 10−6, ρ1 = 1, B = L1F

⊤ etn = 1.

Tant que|ρn−ρn−1|
ρn

≥ ǫ⌊
xn = B⊤Bxn−1

ρn = ‖xn‖
‖xn−1‖

‖L1F
⊤‖2 = lim

n→+∞
ρn.

Algorithme 12: Calcul de la constante de trame

Le raisonnement qui conduit à l’algorithme12 est le suivant. On a poséB = L1F
⊤.

On effectue la décomposition en valeurs propres de la matrice associée à l’opérateur défini
semi-positifB⊤B, i.e.,

B⊤B = UΛU⊤

oùΛ = Diag{λ1, . . . , λK} etU = [u1, . . . , uK ] ∈ RK×K est une matrice orthogonale. Par
définition de la norme,‖B‖2 = ‖L1F

⊤‖2 = λi0 où i0 ∈ arg max1≤i≤K λi. Si x0 désigne
un élément deRK qui n’appartient pas à l’espace propre deB⊤B, nous pouvons écrire,

‖Bnx0‖2
‖Bn−1x0‖2

=

∑K
i=1 λ

n
i |〈x0, ui〉|2∑K

i=1 λ
n−1
i |〈x0, ui〉|2

, (5.24)

ce qui conduit à

lim
n→+∞

‖Bnx0‖2
‖Bn−1x0‖2

= λi0 = ‖L1F
⊤‖2. (5.25)

5.3.4 Comparaison de FA et FS sur un exemple de restauration en
présence de bruit gaussien

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté des techniques permettant de
résoudre numériquement FA et FS à l’aide de l’algorithme explicite-implicite. Pour illus-
trer et comparer le comportement des deux approches, nous allons considérer des images
dégradées par un flou uniforme de tailleQ = 3× 3 ouQ = 5× 5 (ainsiA = L1 ∈ RN×N

correspond à la matrice de dégradation associée au filtrage uniforme) et par un bruit ad-
ditif gaussien de varianceσ2 = 25 ou σ2 = 100. Les tests sont conduits sur quatre
images standards : deux images de textures (source : http ://sipi.usc.edu/database), une
version tronquée de l’image « Barbara » (source : http ://sipi.usc.edu/database) et une im-
age satellitaire SPOT5 (source : LIGM). Les images sont toutes de tailleN = 256× 256
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sauf l’image « Barbara » pour laquelleN = 128 × 128. Ces images sont présentées fig-
ure5.1.

(a) Image « Barbara » (b) Image « Bark »

(c) Image « Spot » (d) Image « Straw »

FIGURE 5.1 – Images originales pour la comparaison FA versus FS.

Les critères FA et FS que nous considérons sont les suivants :
– FA :

ŷFA ∈ Argmin
y∈RN

1

2σ2
‖Ay − z‖2 +

K∑

k=1

χk|(Fy)k|, (5.26)
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avec, pour toutk ∈ {1, . . . , K}, χk > 0.
– FS :

ŷFS = F⊤x̂FS avec x̂FS ∈ Argmin
x∈RK

1

2σ2
‖AF⊤x− z‖2 +

K∑

k=1

χ̃k|xk|, (5.27)

avec, pour toutk ∈ {1, . . . , K}, χ̃k > 0.

Le terme d’attache aux données est un terme quadratique (antilog-vraisemblance d’une
loi normale). Commea priori, nous avons choisi une normeℓ1 pour favoriser la parci-
monie. Pour chaque formulation, les paramètresχk (resp.χ̃k) ont une valeur identique
pour l’ensemble des sous-bandes de détails mais prennent une valeur différente (proche
de 0) pour les coefficients de la sous-bande d’approximation. Ces paramètres sont choisis
manuellement de façon à maximiser le rapport-signal-sur-bruit entre l’image restaurée et
l’image originale. Dans nos expériences le comportement dedeux trames non-ajustées est
évalué : des tranformées GenLOTs [De Queirozet al., 1996; Gauthieret al., 2009] et des
transformées en arbre dual (DTT) [Selesnicket al., 2005; Chauxet al., 2006].

La figure5.2 illustre l’impact du calcul exact de la norme‖AF⊤‖ sur la vitesse de
convergence de l’algorithme explicite-implicite dans sa version FS lorsque des GenLOTs
sont considérés. Ce calcul permet en effet d’améliorer la vitesse de convergence. Il faut
également remarquer que cet algorithme itératif peut être utilisé, plus généralement, pour
calculer la norme de l’opérateur de trame quand sa valeur n’est pas explicite.
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FIGURE 5.2 – Comparaison des profils de convergence lorsque‖L1F
⊤‖2 est approximé

(ligne discontinue) ou non (ligne continue) en fonction desitérations.

Les tableaux5.1 et 5.2 présentent les valeurs de SNR et SSIM obtenues lorsque la
restauration des images est effectuée par FA ou FS. Nous pouvons remarquer que les
résultats obtenus tant en SNR qu’en SSIM sont très proches. Il est difficile de mettre en
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avant une approche par rapport à l’autre car suivant la trame, le type d’image, le niveau
de dégradation et la mesure d’évaluation considérés, les résultats peuvent favoriser soit
FA soit FS. Les figures5.3et5.4présentent deux exemples de restauration avec FA et FS
en considérant des DTT et des GenLOTs. On note clairement quela différence visuelle
entre les images restaurées n’est pas significative. Nous pouvons pourtant noter que la
figure 5.3 présente les images résultant de l’exemple avec la plus grande différence de
SNR et SSIM entre FA et FS.

SNR SSIM
Initial FA FS Initial FA FS

Barbara 11.9 16.0 16.0 0.58 0.81 0.81
Q = 3× 3 Bark 16.1 19.1 18.8 0.82 0.91 0.91

Spot5 17.0 19.8 19.5 0.83 0.90 0.90
σ = 5 Straw 18.8 20.8 20.8 0.73 0.84 0.85

Barbara 8.75 13.9 13.9 0.16 0.72 0.72
Q = 5× 5 Bark 12.4 15.5 15.5 0.57 0.80 0.80

Spot5 12.9 16.2 15.8 0.57 0.78 0.78
Straw 15.8 17.8 17.5 0.42 0.65 0.65

Barbara 11.9 13.4 13.3 0.51 0.68 0.68
Q = 3× 3 Bark 15.5 17.4 17.1 0.80 0.87 0.87

Spot5 15.7 17.9 17.5 0.76 0.86 0.85
σ = 10 Straw 17.9 19.4 19.3 0.68 0.77 0.78

Barbara 8.56 12.0 11.8 0.11 0.57 0.57
Q = 5× 5 Bark 12.1 14.4 14.1 0.55 0.73 0.73

Spot5 12.3 14.7 14.3 0.52 0.70 0.70
Straw 15.3 16.6 16.6 0.39 0.55 0.56

TABLE 5.1 – Evaluation du SNR et du SSIM pour des images dégradées par un flou et un
bruit gaussien puis restaurées en utilisant des DTT.
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SNR SSIM
Initial FA FS Initial FA FS

Barbara 11.9 17.5 17.6 0.58 0.86 0.85
Q = 3× 3 Bark 16.1 19.2 19.2 0.82 0.92 0.92

Spot5 17.0 20.1 20.0 0.83 0.91 0.91
σ = 5 Straw 18.8 21.3 21.2 0.73 0.86 0.86

Barbara 8.75 16.0 16.0 0.16 0.80 0.80
Q = 5× 5 Bark 12.4 15.8 15.8 0.57 0.81 0.81

Spot5 12.9 16.2 16.0 0.57 0.79 0.78
Straw 15.8 17.9 17.8 0.42 0.68 0.67

Barbara 11.9 15.2 15.1 0.51 0.77 0.76
Q = 3× 3 Bark 15.5 17.6 17.6 0.80 0.88 0.88

Spot5 15.7 18.1 17.9 0.76 0.86 0.86
σ = 10 Straw 17.9 19.6 19.6 0.68 0.79 0.79

Barbara 8.56 14.1 13.9 8.56 0.71 0.70
Q = 5× 5 Bark 12.1 14.5 14.4 12.1 0.75 0.75

Spot5 12.3 14.8 14.7 12.3 0.71 0.71
Straw 15.3 16.8 16.9 15.3 0.57 0.57

TABLE 5.2 – Evaluation du SNR et du SSIM pour des images dégradées par un flou et un
bruit gaussien puis restaurées en utilisant des tranformées GenLOTs.
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Image originale Image dégradée avecσ = 10 etQ = 3× 3
SNR = 15.7 dB

Image restaurée avec FA et DTT Image restaurée avec FS et DTT
SNR = 17.9 dB SNR = 17.5 dB

Image restaurée avec FA et GenLOTs Image restaurée avec FS etGenLOTs
SNR = 18.1 dB SNR = 17.9 dB

FIGURE 5.3 – Restauration de l’image satellitaire avec les approches à l’analyse et à la
synthèse en utilisant des DTT et des GenLOTs.
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Image originale Image dégradée avecσ = 5 etQ = 3× 3
SNR = 15.7 dB

Image restaurée avec FA et DTT Image restaurée avec FS et DTT
SNR = 16.0 dB SNR = 16.0 dB

Image restaurée avec FA et GenLOTs Image restaurée avec FS etGenLOTs
SNR = 17.5 dB SNR = 17.5 dB

FIGURE 5.4 – Restauration de l’image « Barbara » avec les approches àl’analyse et à la
synthèse en utilisant des DTT et des GenLOTs.
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5.4 PPXA+ pour une classe de trames non ajustées

Dans la section précédente, nous avons proposé une solutionpour résoudre FA et
FS lorsque le critère impliqué est composé de deux fonctions, dont l’une est de gradient
Lipschitz. Pour résoudre les formulations plus générales (5.1) et (5.2), deux solutions sont
envisageables. La première permet de minimiser un critère composé d’une somme finie
de fonctions. Il s’agit de l’algorithme proximal parallèle(PPXA) [Combettes, Pesquet,
2008], présenté dans le paragraphe4.4 (chapitre4). L’une des principales difficulté pour
résoudre (5.1) et (5.2) par le biais de cet algorithme, est le calcul de l’opérateurproximal
impliquant une fonction et un opérateur linéaire. Ce calculpeut être effectué :

– en utilisant la proposition4.3 (chapitre4) sur le calcul de l’opérateur proximal
d’une fonction composée avec un opérateur linéaire,

– en décomposant la fonctionnelle en une somme deI fonctions, comme nous l’avons
proposé dans la section4.3.2(chapitre4),

– en passant par l’approche duale utilisée dans le paragraphe 5.3.2 de ce présent
chapitre.

La seconde solution passe par l’utilisation d’algorithmesde type Lagrangien Augmenté
(LA), aussi nommés algorithmes décomposés de Bregman [Afonso et al., 2009; Setzer
et al., 2010]. Il est important de remarquer que dans les travaux existants, ces deux solu-
tions sont exclusivement utilisées lorsque les critères font intervenir des trames ajustées.

Dans [Pesquet, 2010], il est montré que PPXA et LA peuvent être rassemblés dans un
cadre unifié qui est fondé sur les opérateurs proximaux. L’algorithme résultant est nommé
PPXA+. Nous proposons d’étendre l’utilisation de PPXA+ au cas d’une classe de trames
non ajustées que nous présentons ci-après.

5.4.1 Un exemple particulier de trame non-ajustées

La notion de trame a été préalablement introduite dans le paragraphe2.2.3-b)(chapitre2).
Nous présentons ici une sous-classe de trames non-ajustées, telle que,

F = U




V1

V2
...
VQ


 (5.28)

où,U ∈ RK×QN est la matrice associée à l’opérateur d’analyse d’une trameajustée de
constanteνU ∈ ]0,+∞[, et où, pour toutq ∈ {1, . . . ,Q}, Vq ∈ RN×N désigne un opéra-
teur de préfiltrage. Pour que la condition de trame (2.16), présentée dans le chapitre2, soit
vérifiée, les préfiltres(Vq)1≤q≤Q de réponses fréquentielles(v̌q(ω))1≤q≤Q doivent satisfaire
la relation :

(∀ω ∈ [−π, π]2) νU

Q∑

q=1

|v̌q(ω)|2 ≥ ν > 0. (5.29)
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Il est alors facile de montrer que

F⊤F = νU

Q∑

q=1

V ⊤
q Vq. (5.30)

L’exemple le plus simple d’une telle trame est un banc de filtre non-décimé surQ
canaux avec une redondance d’un facteurQ. Afin d’obtenir des représentations à faible
redondance, les trames telles que les transformées 2D réelles (resp. complexes) en arbre
dualM-bandes ont été proposées dans [Kingsbury, 2001; Chauxet al., 2006]. Les DTT
consistent à effectuer deux (resp. quatre) décompositionsM-bandes en parallèle (matrices
orthogonalesUq). Chacune des décompositions est précédée d’une étape de préfiltrage
(matricesVq) liée à la discrétisation. Finalement, une combinaison orthogonale (matrice
orthogonaleR) des sous-bandes est appliquée pour assurer la directionalité. Un tel type
de trame satisfait (5.28) et (5.29), où

U = R




U1 0 . . . 0
0 U2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . UQ


 . (5.31)

Notons que les DTTdiscrètescontrairement aux DTT continues ne constituent, en général,
pas des trames ajustées.

5.4.2 Résolution des deux formulations avec PPXA+

Les initialisations et les itérations, résultantes de l’algorithme PPXA+ [Pesquet, 2010]
pour trouver les solutions de (5.1) et (5.2), sont données par les algorithmes13 et 14. La
convergence de la suite(yℓ)ℓ∈N (resp.(xℓ)ℓ∈N) générée par l’algorithme13 (resp. algo-
rithme14) est établie sous les hypothèses suivantes :

Hypothèse 5.11

(i)
(⋂S

i=1 ri domhi ◦ LiF⊤) ∩
(⋂J

j=S+1 ri dom fj

)
6= ∅

(resp.
(⋂S

i=1 ri domhi ◦ Li
)
∩
(⋂J

j=S+1 ri dom fj ◦ F
)
6= ∅).

(ii) Il existeλ ∈]0, 2[ tel que(∀ℓ ∈ N), λ ≤ λℓ+1 ≤ λℓ.

(iii) (∀i ∈ {1, . . . , S}),∑ℓ∈N
‖ai,ℓ‖ < +∞ et

(∀j ∈ {S + 1, . . . , J}),∑ℓ∈N
‖bj,ℓ‖ < +∞.



170
Comparaison des approches trame à l’analyse et trame à la synthèse dans le cadre

des algorithmes proximaux

Initialisation
(ηi)1≤i≤S ∈ ]0,+∞[S , (κj)S+1≤j≤J ∈ ]0,+∞[(J−S)

(vi,0)1≤i≤S ∈ (RN)S, (wj,0)S+1≤j≤J ∈ (RK)(J−S)

y0 = arg minu∈RN

∑S
i=1 ηi‖Liu− vi,0‖

2 +
∑J

j=S+1 κj‖Fu− wj,0‖
2

Pourℓ = 0, 1, . . .

Pour i = 1, . . . , S
⌊ pi,ℓ = proxhi/ηi

vi,ℓ + ai,ℓ
Pour j = S + 1, . . . , J
⌊ rj,ℓ = proxfj/κj

wj,ℓ + bj,ℓ
λℓ ∈]0, 2[

cℓ = arg minu∈RN

∑S
i=1 ηi‖Liu− pi,ℓ‖

2 +
∑J

j=S+1 κj‖Fu− rj,ℓ‖
2

Pour i = 1, . . . , S
⌊ vi,ℓ+1 = vi,ℓ + λℓ

(
Li(2cℓ − yℓ)− pi,ℓ

)

Pour j = S + 1, . . . , J
⌊ wj,ℓ+1 = wj,ℓ + λℓ

(
F (2cℓ − yℓ)− rj,ℓ

)

yℓ+1 = yℓ + λℓ(cℓ − yℓ)

ŷFA = lim
ℓ→+∞

yℓ.

Algorithme 13: Algorithme PPXA+ pour trouver une solution de (5.1).
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Initialisation
(ηi)1≤i≤S ∈ ]0,+∞[S , (κj)S+1≤j≤J ∈ ]0,+∞[(J−S)

(vi,0)1≤i≤S ∈ (RN)S, (wj,0)S+1≤j≤J ∈ (RK)(J−S)

x0 = arg minu∈RK

∑S
i=1 ηi‖LiF⊤u− vi,0‖2 +

∑J
j=S+1 κj‖u− wj,0‖

2

Pourℓ = 0, 1, . . .

Pour i = 1, . . . , S
⌊ pi,ℓ = proxhi/ηi

vi,ℓ + ai,ℓ
Pour j = S + 1, . . . , J
⌊ rj,ℓ = proxfj/κj

wj,ℓ + bj,ℓ
λℓ ∈]0, 2[

cℓ = arg minu∈RK

∑S
i=1 ηi‖LiF⊤u− pi,ℓ‖2 +

∑J
j=S+1 κj‖u− rj,ℓ‖

2

Pour i = 1, . . . , S
⌊ vi,ℓ+1 = vi,ℓ + λℓ

(
LiF

⊤(2cℓ − xℓ)− pi,ℓ
)

Pour j = S + 1, . . . , J
⌊ wj,ℓ+1 = wj,ℓ + λℓ

(
2cℓ − xℓ − rj,ℓ

)

xℓ+1 = xℓ + λℓ(cℓ − xℓ)

ŷFS = lim
ℓ→+∞

F⊤xℓ.

Algorithme 14: Algorithme PPXA+ pour trouver une solution de (5.2).
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Ces algorithmes font intervenir les suites(ai,ℓ)1≤i≤S et (bj,ℓ)S+1≤j≤J qui correspon-
dent à des erreurs numériques possibles lors du calcul des opérateurs proximaux à l’itéra-
tion ℓ. Les différents paramètres à ajuster, comme(ηi)1≤i≤S, (κj)S+1≤j≤J et (λℓ)ℓ∈N, per-
mettent une grande flexibilité des algorithmes.

Dans le calcul de la variable intermédiaire(cℓ)ℓ∈N et les étapes d’initialisation dey0 et
x0, les algorithmes14et13requièrent une inversion matricielle de grande dimension dûe
à la minimisation d’une somme de fonctions quadratiques. Nous illustrons ce propos sur
le calcul dex0 présent dans l’algorithme14.

x0 = arg min
u∈RK

S∑

i=1

ηi‖LiF⊤u− vi,0‖2 +

J∑

j=S+1

κj‖u− wj,0‖2 (5.32)

=
( S∑

i=1

ηiFL
⊤
i LiF

⊤ + κId
)−1( S∑

i=1

ηiFL
⊤
i vi,0 +

J∑

j=S+1

κjwj,0

)
. (5.33)

oùκ =
∑(J−S)

j=1 κj . Pour s’assurer que cette inversion ne soit pas trop coûteuse en calcul,
malgré l’utilisation de trames non-ajustées, nous supposons que l’opérateur de trameF
est défini par l’équation (5.28). Le lemme d’inversion matricielle nous permet de formuler
les égalités qui suivent.

– Pour FA (algorithme13)
( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li + κF⊤F

)−1

=
( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li + κνU

Q∑

q=1

V ⊤
q Vq

)−1

(5.34)

– Pour FS (algorithme14)

κ
( S∑

i=1

ηiFL
⊤
i LiF

⊤ + κId
)−1

=Id− F
( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li
)(
κId + F⊤F

( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li
))−1

F⊤,

=Id− F
( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li
)(
κId +

(
νU

Q∑

q=1

V ⊤
q Vq

)( S∑

i=1

ηiL
⊤
i Li
))−1

F⊤.

(5.35)

Les dernières inversions matricielles dans (5.34) et (5.35) s’effectuent simplement en no-
tant que(Li)1≤i≤S et (Vq)1≤q≤Q peuvent être diagonalisées de façon jointe dans le do-
maine de Fourier. En effet toute matriceB associée à un opérateur de convolution péri-
odique peut être factorisé commeB = D∗ΛD oùD représente la transformée de Fourier
discrète.D est une matrice unitaire, telle queD−1 = D∗ et Λ est une matrice diagonale.
Par conséquent, siB est inversible,B−1 = (D∗ΛD)−1 = D∗Λ−1D.
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5.4.3 Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous appliquons l’algorithme PPXA+ pourrestaurer des images
dégradées par un bruit de Poisson avec un paramètre d’échelleα = 0.8 et un flou uniforme
de taille3× 3. Les critères FA et FS que nous minimisons sont :

min
y∈RN

h1(Ay) + ιC(y) + f3(Fy) (5.36)

et
min
x∈RK

h1(AF
⊤x) + ιC(F⊤x) + f3(x) (5.37)

où F représente une DTT 2-bandes [Chauxet al., 2006]. Ce choix de trame est un cas
particulier de la sous-classe de trame définie par (5.28). Les DTT [Chauxet al., 2006] sont
calculées en utilisant des filtres de symmlets de longueur 6 sur 3 niveaux de résolution.
Le problème (5.37) (resp. (5.36)) est un cas particulier du problème (5.2) (resp. (5.1)) où
J = 3 etS = 2.

La fonctionh1 représente le terme d’attache aux données. Ici, elle correspond à la
divergence de Kullback-Leibler généralisée qui est bien adaptée au bruit de Poisson.

La fonctionh2 = ιC désigne la fonction indicatrice de l’ensemble convexe non vide
C = [0, 255]N deRN . Cet ensemble modélise une contrainte convexe sur la dynamique
des pixels de l’image.

La fonctionf3 correspond au terme de régularisation opérant dans le domaine trans-
formé. Cette fonction est de la forme :

f3 : (ηk)1≤k≤K 7→
K∑

k=1

χk|ηk|. (5.38)

Dans nos simulations, les paramètres(χk)1≤k≤K ∈]0,+∞[K sont choisis proche de 0
pour les valeurs dek correspondant aux sous-bandes d’approximation. Pour les valeurs
dek associées aux coefficients de détails, ces paramètres sont égaux et choisis de manière
à maximiser le SNR. L’opérateur proximal def3 se réduit au seuillage doux présenté par
l’exemple3.3(chapitre3).

La matriceL1 = A ∈ RN×N est associée à l’opérateur de convolution (périodique)
2D etL2 = Id. Dans notre formulation, les matricesL1 et(Vq)1≤q≤Q (reliées àF ) peuvent
être diagonalisées par une transformée de Fourier discrète2D, dans l’optique de résoudre
efficacement les inversions matricielles dans (5.34) et (5.35).

La figure5.5montre une comparaison entre l’utilisation des DTT complexes et d’une
version ajustée (où pour toutq ∈ {1, . . . , 4}, Vq = Id). Dans cet exemple de simula-
tion, une version tronquée de l’image de « Barbara » (N = 128 × 128) est considérée
en adoptant un critère FS. L’utilisation de DTT non-ajustées incluant des préfiltres per-
met d’améliorer la qualité des résultats aussi bien visuellement qu’en terme de SNR et
de SSIM. Dans cet exemple, nous présentons également les résultats obtenus avec l’al-
gorithme EM-ML (cf. section2.4.1du chapitre3) et ceux obtenus avec l’EM régularisé
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où l’antilog-vraisemblance poissonienne est pénalisée par une divergence de Kullback-
Leibler entre l’image désirée et une image de référence uniforme.

La figure5.6affiche un deuxième exemple de restauration, pour l’image tronquée de
« Marseille » (N = 128×128). Les DTT non-ajustées sont utilisées et les images obtenues
par FA et FS sont présentées. La restauration présente de très légères différences en faveur
de FA.

5.5 Conclusion

Cette étude nous permet d’avancer que les algorithmes proximaux peuvent aussi bien
être utilisés pour résoudre la FS que la FA. Cependant, certains algorithmes permettront
de traiter plus efficacement ces deux formulations que d’autres. En effet, l’algorithme
explicite-implicite requiert l’utilisation d’un algorithme imbriqué pour FA ce qui pénalis-
era le taux de convergence global. Concernant l’algorithmePPXA+, les approches à l’-
analyse et à la synthèse ont des complexités équivalentes.

Dans un soucis de simplifier l’implantation des algorithmesproximaux, les trames
ajustées ont souvent été préférées aux trames non-ajustées[Combettes, Pesquet, 2007a;
Afonsoet al., 2009; Combettes, Pesquet, 2008]. Cependant, nos résultats expérimentaux
montrent que certaines trames non-ajustées permettent d’obtenir un gain dans la qualité
de restauration. Il semble donc intéressant de proposer desméthodes permettant d’utiliser
des versions non-ajustées.

Nous avons également constaté que le choix des paramètres del’algorithme explicite-
implicite, en particulier le « pas » de celui-ci pouvait influer sur le taux de convergence.
Il paraît donc préférable, dès que cela est possible, de calculer précisément la constante
associée à la fonction de gradient Lipschitz.

Les résultats obtenus par FA et FS sont généralement très proches tant visuellement
que quantitativement. Nous avons également montré que FA etFS sont théoriquement
équivalentes sous certaines conditions. Il semble donc, d’une part, plus judicieux de con-
sidérer la formulation la plus simple à résoudre pour un algorithme donné et, d’autre part,
intéressant de combiner les régularisations à l’analyse età la synthèse. Nous pouvons re-
marquer que la régularisation hybride (tv+ℓ1), proposée dans la section4.5.1(chapitre4),
s’inscrit dans cette démarche.
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originale dégradée
SNR = 11.4 dB , SSIM = 0.53

EM-ML EM régularisé
SNR = 2.17 dB , SSIM = 0.26 SNR = 12.3 dB , SSIM = 0.64

DTT complexes version trame ajustée DTT complexes
SNR = 13.3 dB , SSIM = 0.69 SNR = 14.2 dB , SSIM = 0.73

FIGURE 5.5 – Versions tronquées de l’image de « Barbara ». Images restaurées avec FS
et DTT.
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originale dégradée
SNR = 14.0 dB , SSIM = 0.79

restaurée FS restaurée FA
SNR = 16.3 dB , SSIM = 0.87 SNR = 16.6 dB , SSIM = 0.88

FIGURE 5.6 – FS versus FA.



CHAPITRE 6

Algorithmes proximaux pour la
résolution de problèmes

multicomposantes

6.1 Motivations

Dans ce chapitre, nous considérons divers problèmes inverses de traitement du signal,
dans lesquels la solution idéale est représentée parm composantes, notéesx1,. . . , xm,
appartenant respectivement à des espaces de Hilbert réelsH1, . . . ,Hm. De tels problèmes
apparaissent dans de nombreux domaines allant de l’imagerie couleur à l’imagerie hyper-
spectrale en passant par le traitement du signal multi-canal et la décomposition d’images
en composantes géométrique et de texture [Anthoine et al., 2006; Aujol et al., 2005;
Aujol, Chambolle, 2005; Aujol et al., 2006; Aujol, Chambolle, 2006; Chanet al., 2007;
Daubechies, Teschke, 2005; Katsaggeloset al., 1993; Kang, 1998; Tschumperlé, Deriche,
2002; Wanget al., 2008; Wenet al., 2008]. La plupart du temps, les tâches de traitement
de signal/image multicomposantes peuvent être formulées comme des problèmes varia-
tionnels de la forme,

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

Φ(x1, . . . , xm), (6.1)

oùΦ est une fonction convexe modélisant l’information disponible sur lesm composantes,
leurs intéractions, et elle peut également prendre en compte le processus d’acquisition des
données.

Le problème d’optimisation convexe (6.1) est trop générique pour être résolu di-
rectement. Il doit être formulé dans un style plus structurépour obtenir des solutions
numériques efficaces. A cette fin,Φ peut être décomposée comme une somme dep fonc-
tions pouvant être traitées individuellement de façon plusaisée. Cela conduit au modèle
suivant, sur lequel notre attention se portera à travers ce chapitre.

Problème 6.1 Soient(Hi)1≤i≤m des espaces de Hilbert réels, et soient(fk)1≤k≤p des
fonctions convexes, semi-continues inférieurement et propres de la somme directe des
espaces de HilbertH1 ⊕ · · · ⊕ Hm vers ]−∞,+∞]. Le problème consiste à

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

p∑

k=1

fk(x1, . . . , xm), (6.2)

sous l’hypothèse que des solutions existent.
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Dans le cas de problèmes de traitement de signaux ou d’imagesunivariés (m = 1), les
méthodes proximales ont montré leur efficacité pour résoudre le problème6.1; on pourra
se référer aux chapitres précédents et aux références associées pour les travaux de bases
et diverses applications. Par conséquent, il est naturel dese demander si ces méthodes
peuvent être étendues aux problèmes multivariés. Des travaux initiaux qui s’orientent
dans cette direction ont été menés dans [Briceño-Arias, Combettes, 2009] dans le cas
particulier oùm = 2, f1 est une somme séparable (i.e.,f1 : (xi)1≤i≤m 7→

∑m
i=1 ϕi(xi)),

et f2 est différentiable surH1 ⊕ · · · ⊕ Hm avec un gradient Lipschitz continu. Cette
formulation couvre également les travaux tels que [Aujol et al., 2005; Aujol, Chambolle,
2005; Aujol et al., 2006; Combettes, Wajs, 2005; Goldburg, Marks II, 1985; Huanget al.,
2008; Vese, Osher, 2003; Vese, Osher, 2004; Wenet al., 2008]. L’objectif de ce chapitre
est de proposer une formulation générale et de présenter, sous des hypothèses adéquates,
plusieurs algorithmes proximaux offrant des garanties de convergence vers une solution
du problème6.1.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans le paragraphe6.2, nous intro-
duirons les principales notations utilisées dans ce chapitre. De nouveaux résultats pour des
opérateurs proximaux multicomposantes seront présentés dans le paragraphe6.3. Dans le
paragraphe6.4, nous décrirons les algorithmes proximaux qui sont pertinents pour ré-
soudre le problème6.1. Finalement, nous illustrerons dans le paragraphe6.5 l’efficacité
des algorithmes proposés sur trois exemples d’imagerie multicomposante.

6.2 Notations et rappels

Dans ce chapitre,H, G, et (Hi)1≤i≤m sont des espaces de Hilbert réels. Pour faciliter
les notations, les produits scalaires associés sont tous notés

〈
·, ·
〉
, la norme associée‖ · ‖,

et les opérateurs identitésId. Nous désignerons parx = (xi)1≤i≤m un élément générique
dansH1 × · · · × Hm et parH la somme directe des espaces de HilbertH1 ⊕ · · · ⊕ Hm,
i.e. l’espace produitH1 × · · · × Hm muni du produit scalaire

(x,y) 7→
m∑

i=1

〈
xi, yi

〉
. (6.3)

L’espace des opérateurs bornés deH versG est notéB (H,G).
SoientC et D deux sous-ensembles convexes non vides deH. Nous disons que0

appartient à l’intérieur relatif fort deC, de façon symbolique,0 ∈ sriC, si
⋃
λ>0 λC =

spanC. En particulier, si nous choisissonsC −D =
{
u− v

∣∣ (u, v) ∈ C ×D
}

, l’inclu-
sion0 ∈ sri(C −D) se vérifie dans chacun des cas suivants :
• C −D est un sous-ensemble vectoriel.
• 0 ∈ int (C −D).
• C ∩ intD 6= ∅.
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• H est de dimension finie et(riC)∩(riD) 6= ∅, oùriC représente l’intérieur relatif
deC.

Des compléments d’informations sur l’analyse convexe peuvent être trouvés dans [Zălinescu,
2002].

L’opérateur proximal d’une fonctionϕ ∈ Γ0(H) au pointu ∈ H est caractérisé par
l’inégalité variationnelle :

(∀p ∈ H) p = proxϕu ⇔ (∀v ∈ H)
〈
v − p, u− p

〉
+ ϕ(p) ≤ ϕ(v). (6.4)

Cette dernière nous sera utile pour certaines des démonstrations qui suivent.

6.3 Opérateurs proximaux multicomposantes

Le calcul d’opérateurs proximaux dans l’espace de HilbertH joue un rôle fondamen-
tal dans ce chapitre. Ci-dessous, nous décrivons des situations importantes dans lesquelles
ce calcul est explicite.

Proposition 6.2 Supposons que, pour touti ∈ {1, . . . , m}, (ei,k)k∈K est une base or-
thonormale deHi. De plus, soient(φk)k∈K des fonctions dansΓ0(R

m) et supposons que
l’une des hypothèses suivantes est vérifiée.

(i) Pour touti ∈ {1, . . . , m}, Hi est de dimension infinie et, pour toutk ∈ K, φk ≥
φk(0) = 0.

(ii) Pour touti ∈ {1, . . . , m},Hi est de dimension finie.

Soit

f : H→ ]−∞,+∞]

x 7→
∑

k∈K

φk
(〈
x1, e1,k

〉
, . . . ,

〈
xm, em,k

〉)
. (6.5)

On a alorsf ∈ Γ0(H) et, pour toutx ∈H,

proxfx =

(
∑

k∈K

π1,ke1,k, . . . ,
∑

k∈K

πm,kem,k

)
, (6.6)

où
(∀k ∈ K) (π1,k, . . . , πm,k) = proxφk

(〈
x1, e1,k

〉
, . . . ,

〈
xm, em,k

〉)
. (6.7)

Preuve:
Nous définissons, pour toutk ∈ K,

ψk : H→ ]−∞,+∞]

x 7→ φk
(〈
x1, e1,k

〉
, . . . ,

〈
xm, em,k

〉)
. (6.8)
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Nos hypothèses impliquent alors que les fonctions(ψk)k∈K sont dansΓ0(H). Sous l’hy-
pothèse(i), en supposant sans perte de généralité queK = N, nous pouvons écriref =
supK∈K

∑K
k=0 ψk. Comme la semi-continuité inférieure et la convexité sont préservées par

somme finie et en prenant le supremum, nous pouvons en déduirequef est semi-continue
inférieurement et convexe. De plus, puisquef(0) = 0, nous obtenonsf ∈ Γ0(H). D’autre
part, sous l’hypothèse(ii) , la somme dans (6.5) est finie et nos hypothèses impliquent di-
rectement quef ∈ Γ0(H).
Maintenant, soitx ∈H et soit| · | la norme associée à l’espace euclidienRm. Soit

(∀i ∈ {1, . . . , m})(∀k ∈ K) ξi,k =
〈
xi, ei,k

〉
. (6.9)

De plus, pour touti ∈ {1, . . . , m}, soityi ∈ Hi et soit(ηi,k)k∈K =
(〈
yi, ei,k

〉)
k∈K

. Nous
déduisons de (6.4) et (6.7) que, pour toutk ∈ K,

m∑

i=1

(ηi,k − πi,k)(ξi,k − πi,k) + φk(π1,k, . . . , πm,k) ≤ φk(η1,k, . . . , ηm,k). (6.10)

Supposons dans un premier temps que l’hypothèse(i) soit vérifiée. Puisque, pour tout
k ∈ K, 0 est un minimiseur deφk, (6.4) vérifieproxφk

0 = 0. Par conséquent, en utilisant
(6.7), (6.9), le fait que l’opérateur proximal est contractant (se référer au lemme3.9dans
le chapitre3), et l’identité de Parseval, nous obtenons

∑

k∈K

m∑

i=1

|πi,k|2 =
∑

k∈K

|(π1,k, . . . , πm,k)|2

=
∑

k∈K

|proxφk
(ξ1,k, . . . , ξm,k)|2

=
∑

k∈K

|proxφk
(ξ1,k, . . . , ξm,k)− proxφk

0|2

≤
∑

k∈K

|(ξ1,k, . . . , ξm,k)− 0|2

=
∑

k∈K

|(ξ1,k, . . . , ξm,k)|2

=
∑

k∈K

m∑

i=1

|ξi,k|2

=
m∑

i=1

‖xi‖2. (6.11)

Par conséquent, pour touti ∈ {1, . . . , m},∑k∈K
|πi,k|2 < +∞ et nous pouvons définir

(∀i ∈ {1, . . . , m}) zi =
∑

k∈K

πi,kei,k. (6.12)
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Nous pouvons également définir cette dernière équation sousl’hypothèse(ii) car dans
cette configurationK est fini. Il reste alors à montrer que(zi)1≤i≤m = proxf(x1, . . . , xm).
En sommant surk dans (6.10), cela conduit à

∑

k∈K

m∑

i=1

(ηi,k−πi,k)(ξi,k−πi,k) +
∑

k∈K

φk(π1,k, . . . , πm,k) ≤
∑

k∈K

φk(η1,k, . . . , ηm,k) (6.13)

et, par conséquent,

m∑

i=1

〈
yi − zi, xi − zi

〉
+ g(z1, . . . , zm) ≤ g(y1, . . . , ym). (6.14)

En utilisant (6.4), la preuve est achevée. �

Proposition 6.3 Pour toutj ∈ {1, . . . , q}, soitGj un espace de Hilbert réel, soitϕj ∈
Γ0(Gj), et, pour touti ∈ {1, . . . , m}, soitLj,i ∈ B (Hi,Gj). Soit

f : H → ]−∞,+∞]

x 7→
q∑

j=1

ϕj

( m∑

i=1

Lj,ixi

)
(6.15)

et supposons que, pour toutj ∈ {1, . . . , q}, il existeαj ∈ ]0,+∞[ tel que

(∀k ∈ {1, . . . , q})
m∑

i=1

Lj,i ◦ L∗
k,i =

{
αjId, si j = k;

0, sinon.
(6.16)

On a alorsf ∈ Γ0(H) et, pour toutx ∈H,

proxfx = (p1, . . . , pm) (6.17)

où, pour touti ∈ {1, . . . , m},

pi = xi +

q∑

j=1

α−1
j L∗

j,iproxαjϕj

( m∑

k=1

Lj,kxk

)
−

q∑

j=1

α−1
j L∗

j,i

m∑

k=1

Lj,kxk. (6.18)

Preuve:
Notons parG l’espace produitG1 × · · · × Gq muni du produit scalaire

(y, z) 7→
q∑

j=1

α−1
j

〈
yj, zj

〉
. (6.19)
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Nous pouvons écriref = g ◦L, où

g : G → ]−∞,+∞]

y 7→
q∑

j=1

ϕj(yj) (6.20)

etL ∈ B (H,G) est défini par

L : H → G

x 7→
(

m∑

i=1

L1,ixi, . . . ,

m∑

i=1

Lq,ixi

)
, (6.21)

Il résulte de (6.19) que, pour tout,(x,y) ∈H× G,

〈
Lx,y

〉
=

q∑

j=1

α−1
j

〈 m∑

i=1

Lj,ixi

∣∣∣∣ yj
〉

=

q∑

j=1

α−1
j

m∑

i=1

〈
xi, L

∗
j,iyj

〉

=

m∑

i=1

〈
xi

∣∣∣∣
q∑

j=1

α−1
j L∗

j,iyj

〉
, (6.22)

relation à partir de laquelle nous introduisons l’adjoint deL qui est

L∗ : G →H

y 7→
(

q∑

j=1

α−1
j L∗

j,1yj, . . . ,

q∑

j=1

α−1
j L∗

j,myj

)
. (6.23)

Nous obtenons alors à partir de (6.16) queL ◦ L∗ = Id. La proposition3.12(chapitre3)
implique quef = g ◦L ∈ Γ0(H) et que

proxg◦L = Id + L∗ ◦ (proxg − Id) ◦L. (6.24)

De plus, on déduit de (6.19) et (6.20) que, pour touty ∈ G,

proxgy = (proxα1ϕ1
y1, . . . , proxαqϕq

yq). (6.25)

En considérant simultanément, (6.21), (6.23), (6.24), et (6.25) cela conduit à (6.17)–
(6.18). �
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Corollaire 6.4 Soitϕ ∈ Γ0(G) et, pour touti ∈ {1, . . . , m}, soitLi ∈ B (Hi,G). Soit

f : H → ]−∞,+∞]

x 7→ ϕ

( m∑

i=1

Lixi

)
(6.26)

et supposons qu’il existeα ∈ ]0,+∞[ tel que

m∑

i=1

Li ◦ L∗
i = αId. (6.27)

On a alorsf ∈ Γ0(H) et, pour toutx ∈ H, proxfx = (p1, . . . , pm) où, pour tout
i ∈ {1, . . . , m},

pi = xi + α−1L∗
iproxαϕ

( m∑

k=1

Lkxk

)
− α−1L∗

i

m∑

k=1

Lkxk. (6.28)

Preuve:
Il suffit de poserq = 1 dans la proposition6.3. �

Proposition 6.5 Supposons queG soit de dimension finieK, soient(φk)1≤k≤K des fonc-
tions deΓ0(R), et soit(ek)1≤k≤K une base orthonormale deG. Pour touti ∈ {1, . . . , m},
soitLi ∈ B (Hi,G) et supposons qu’il existe{αk}1≤k≤K ⊂ ]0,+∞[ tel que

(∀y ∈ G)
m∑

i=1

LiL
∗
i y =

K∑

k=1

αk
〈
y, ek

〉
ek. (6.29)

Soit

f : H→ ]−∞,+∞] : x 7→
K∑

k=1

φk

(〈 m∑

j=1

Ljxj

∣∣∣∣ ek
〉)

(6.30)

et, pour toutk ∈ {1 . . . , K},

πk =
1

αk
proxαkφk

(〈 m∑

j=1

Ljxj

∣∣∣∣ ek
〉)

. (6.31)

On a alorsf ∈ Γ0(H) et, pour toutx ∈ H, proxfx = (pi)1≤i≤m où, pour touti ∈
{1, . . . , m},

pi = xi + L∗
i

K∑

k=1

(
πk −

1

αk

m∑

j=1

〈
Ljxj , ek

〉)
ek. (6.32)
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Preuve:
Pour toutj ∈ {1, . . . , K}, soitGj = R, ϕj = φj, et

(∀i ∈ {1, . . . , m}) Lj,i : Hi → Gj : x 7→
〈
Lix, ej

〉
, (6.33)

d’où
L∗
j,i : Gj → Hi : ξ 7→ ξ L∗

i ej. (6.34)

Pour toutj etk dans{1, . . . , K} et toutξ ∈ R, nous déduisons alors de (6.29) que

m∑

i=1

Lj,iL
∗
k,i ξ =

m∑

i=1

Lj,i ξ L
∗
i ek

= ξ

m∑

i=1

〈
(LiL

∗
i )ek, ej

〉

= ξ

〈 K∑

l=1

αl
〈
ek, el

〉
el

∣∣∣∣ ej
〉

= ξ

K∑

l=1

αl
〈
ek, el

〉〈
el, ej

〉
. (6.35)

Par conséquent, pour toutj ∈ {1, . . . , K}, (6.16) est vérifiée. On en déduit que la propo-
sition6.3avecq = K garantit quef ∈ Γ0(H), et (6.18) se réduit à (6.32). �

6.4 Algorithmes proximaux multicomposantes

Nous présentons plusieurs algorithmes proximaux pour résoudre le problème6.1 en
formulant différentes hypothèses sur les fonctions mises en jeu. La plupart de ces algo-
rithmes sont robustes aux erreurs numériques sur le calcul des points proximaux et des
gradients. Pour quantifier le taux d’erreur qui est toléré, nous utiliserons la notation qui
suit. Soient deux suites(xn)n∈N et (yn)n∈N dansH,

[
(∀n ∈ N) xn ≈ yn

]
⇔
∑

n∈N

‖xn − yn‖ < +∞. (6.36)

6.4.1 Algorithme explicite-implicite

Problème 6.6 Dans le problème6.1, supposons quep = 2 et que la fonctionf2 soit dif-
férentiable surH avec un gradient continuβ–Lipschitz pourβ ∈ ]0,+∞[. Le problème
est alors de

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

f1(x1, . . . , xm) + f2(x1, . . . , xm), (6.37)

sous les hypothèses qu’une solution existe.
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Le cas particulier oùf1 est une somme séparable etf2 induit un mélange linéaire des
variables recherchées a été abordé dans [Briceño-Arias, Combettes, 2009]. Les résultats
suivants s’intéressent au cas général ; cela nécessite comme hypothèse que l’opérateur
proximal def1 soit calculable avec une erreur quantifiable.

Theorème 6.7Soient(x1,n)n∈N, . . . , (xm,n)n∈N des suites générées par la routine suiv-
ante.

Initialisation
ε ∈ ]0,min{1, 1/β}[
Pouri = 1, . . . , m
⌊ xi,0 ∈ Hi

Pourn = 0, 1, . . .


(yi,n)1≤i≤m ≈ ∇f2(xi,n)1≤i≤m
γn ∈ [ε, (2/β)− ε]
(ui,n)1≤i≤m ≈ proxγnf1(xi,n − γnyi,n)1≤i≤m
λn ∈ [ε, 1]
Pouri = 1, . . . , m
⌊ xi,n+1 = xi,n + λn(ui,n − xi,n)

Pour tout i ∈ {1, . . . , m}, la suite (xi,n)n∈N converge alors faiblement vers un point
xi ∈ Hi. De plus,(xi)1≤i≤m est une solution du problème6.6.

Preuve:
On applique [Combettes, Wajs, 2005, théorème 3.4(i)] àH et on utilise (6.3). �

Remarque 6.8

(i) Des variantes multicomposantes de l’algorithme explicite-implicite comme les méth-
odes de premier ordre de type Nesterov [Beck, Teboulle, 2009; Nesterov, 1983;
Weisset al., 2009] peuvent être obtenues avec des reformulations similairesdans
H. Cependant, pour ces méthodes, la convergence des itérées vers une solution du
problème6.6 n’est pas garantie, même en considérant une formulation en dimen-
sion finie.

(ii) Les conditions permettant d’obtenir la convergence forte du théorème6.7 peuvent
être déduites de [Combettes, Wajs, 2005, théorème 3.4(iv)].
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6.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford

Dans ce paragraphe, nous relâchons l’hypothèse assurant que la fonctionf2 soit une
fonction lisse. Cependant nous supposons que l’opérateur proximal de cette fonction est
implantable avec une erreur quantifiable.

Problème 6.9 Dans le problème6.1, supposons quep = 2 et que

0 ∈ sri(dom f1 − dom f2). (6.38)

Le problème est alors de

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

f1(x1, . . . , xm) + f2(x1, . . . , xm), (6.39)

sous l’hypothèse qu’une solution existe.

Theorème 6.10Soit (x1,n)n∈N, . . . , (xm,n)n∈N les suites générées par les routines suiv-
antes.

Initialisation

ε ∈ ]0, 1[
γ ∈ ]0,+∞[
Pouri = 1, . . . , m
⌊ xi,0 ∈ Hi

Pourn = 0, 1, . . .


(yi,n)1≤i≤m ≈ proxγf2(xi,n)1≤i≤m
(ui,n)1≤i≤m ≈ proxγf1(2yi,n − xi,n)1≤i≤m
λn ∈ [ε, 2− ε]
Pouri = 1, . . . , m⌊
xi,n+1 = xi,n + λn(ui,n − yi,n).

Pour tout i ∈ {1, . . . , m}, la suite (xi,n)n∈N converge alors faiblement vers un point
xi ∈ Hi et proxγf2(x1, . . . , xm) est une solution du problème6.9. De plus, siH est de
dimension finie, la suite((yi,n)1≤i≤m)n∈N converge versproxγf2(x1, . . . , xm).

Preuve:
On applique [Combettes, Pesquet, 2007a, théorème 20] dansH et on utilise (6.3). �

Remarque 6.11
(i) Les conditions de convergence forte du théorème6.10 peuvent être déduites de

[Combettes, 2009, théorème 2.1(ii)].

(ii) SiH est de dimension finie, la condition de qualification(6.38) se réduit à

(ri dom f1) ∩ (ri dom f2) 6= ∅. (6.40)



6.4 Algorithmes proximaux multicomposantes 187

6.4.3 Algorithme proximal parallèle (PPXA)

L’algorithme présenté dans ce paragraphe a pour but de résoudre le problème6.1sous
des hypothèses techniques minimales. Le coût de l’implantation dépend de la complexité
du calcul de chaque opérateur proximal.

Problème 6.12Dans le problème6.1, supposons que

0 ∈ sri(D − dom f1 × · · · × dom fp) (6.41)

oùD =
{
(x, . . . ,x)

∣∣ x ∈H
}

. Le problème est de

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

p∑

k=1

fk(x1, . . . , xm), (6.42)

sous l’hypothèse qu’une solution existe.

Dans [Afonsoet al., 2009], un cas particulier du problème6.12dans des espaces de
dimension finie est considéré. Les auteurs utilisent la méthode des directions alternées des
multiplicateurs (ADMM : « Alternating Direction Method of Multipliers »). L’algorithme
utilisé ci-dessous est une application de PPXA proposé dans[Combettes, Pesquet, 2008].

Theorème 6.13Soient(x1,n)n∈N, . . . , (xm,n)n∈N des suites générées par la routine suiv-
ante.

Initialisation

ε ∈ ]0, 1[ , γ ∈ ]0,+∞[ , {ωk}1≤k≤p ⊂ ]0, 1] et
p∑

k=1

ωk = 1

Pouri = 1, . . . , m

Pourk = 1, . . . , p
⌊ yi,k,0 ∈ Hi

xi,0 =

p∑

k=1

ωkyi,k,0

Pourn = 0, 1, . . .


Pourk = 1, . . . , p⌊
(ui,k,n)1≤i≤m ≈ proxγfk/ωk

(yi,k,n)1≤i≤m

Pouri = 1, . . . , m

si,n =

p∑

k=1

ωkui,k,n

λn ∈ [ε, 2− ε]
Pourk = 1, . . . , p
⌊ yi,k,n+1 = yi,k,n + λn(2si,n − xi,n − ui,k,n)
xi,n+1 = xi,n + λn(si,n − xi,n)
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Pour tout i ∈ {1, . . . , m}, la suite (xi,n)n∈N converge alors faiblement vers un point
xi ∈ Hi. De plus,(x1, . . . , xm) est une solution du problème6.12.

Preuve:
Il suffit d’appliquer [Combettes, Pesquet, 2008, théorème 3.4] dansH et utiliser (6.3). �

Remarque 6.14Supposons queH est de dimension finie et que

p⋂

k=1

ri dom fk 6= ∅. (6.43)

Il résulte de [Combettes, Pesquet, 2008, proposition 3.6(vi)] que la condition de qualifi-
cation(6.41) est satisfaite.

6.4.4 Algorithme de type Dykstra

Nous considérons des cas particuliers du problème6.1pour lesquelsfp est une simple
fonction quadratique.

Problème 6.15Dans le problème6.1, supposons quep ≥ 3,

p−1⋂

k=1

dom fk 6= ∅, (6.44)

et quefp : x 7→ (p− 1)
∑m

i=1 ‖xi − zi‖2/2, oùz ∈H. Le problème est alors de

minimiser
x1∈H1,..., xm∈Hm

p−1∑

k=1

fk(x1, . . . , xm) +
p− 1

2

m∑

i=1

‖xi − zi‖2. (6.45)

Soit f =
∑p−1

k=1 fk/(p − 1). Il résulte alors de (6.44) quef ∈ Γ0(H). Au vu de (6.3), le
problème6.15admet une solution unique, qui estproxfz.



6.4 Algorithmes proximaux multicomposantes 189

Theorème 6.16Soient(x1,n)n∈N, . . . , (xm,n)n∈N des suites générées par les routines
suivantes.

Initialisation

Pouri = 1, . . . , m
xi,0 = zi
Pourk = 1, . . . , p− 1
⌊ yi,k,0 = xi,0

Pourn = 0, 1, . . .


Pourk = 1, . . . , p− 1⌊
(ui,k,n)1≤i≤m = proxfk

(yi,k,n)1≤i≤m

Pouri = 1, . . . , m

xi,n+1 =
1

p− 1

p−1∑

k=1

ui,k,n

Pourk = 1, . . . , p− 1
⌊ yi,k,n+1 = xi,n+1 + yi,k,n − ui,k,n.

(6.46)

Pour touti ∈ {1, . . . , m}, la suite(xi,n)n∈N converge alors fortement vers un pointxi ∈
Hi. De plus,(x1, . . . , xm) est une solution du problème6.15.

Preuve:
On applique [Combettes, 2009, théorème 4.2] dansH et on utilise (6.3). �

Remarque 6.17Supposons que(6.44) est remplacée par la condition plus forte(6.41)
(appliquée aux fonctions(fk)1≤k≤p−1). Il résulte alors de [Combettes, 2009, théorème 3.3]
que les conclusions du théorème présenté ci-dessus restentvalables si les opérateurs prox-
imaux sont implantés de façon approximatives dans(6.46).
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6.5 Applications à la décomposition et à la restauration
d’images

Dans ce paragraphe, nous appliquons les algorithmes proposés dans le paragraphe6.4
aux problèmes de restauration d’images stéréoscopiques, de débruitage d’images multi-
spectrales et aux problèmes de décomposition d’images.

6.5.1 Restauration d’images stéréoscopiques

6.5.1-a) Formulation du problème

Nous considérons le problème qui consiste à restaurer une paire d’images stéréo-
scopiques, notéesx1 ∈ RN et x2 ∈ RN , constituées deN pixels et qui correspondent
aux vues gauche et droite de la même scène. Pour une valeur donnée du champ de dispar-
ité, le processus de compensation de disparité entre les deux images est modélisé par

x1 = Dx2 + v, (6.47)

oùD ∈ RN×N correspond à la matrice de compensation de disparité [Scharstein, Szeliski,
2002] et oùv ∈ RN désigne le vecteur des erreurs de modélisation. Les observations sont
respectivement les versions dégradées

z1 = L1x1 + w1 et z2 = L2x2 + w2 (6.48)

dex1 etx2. Les matricesL1 ∈ RN×N etL2 ∈ RN×N modélisent le processus d’acquisi-
tion des données, etw1 etw2 sont des vecteurs de bruit gaussien avec des composantes
indépendantes qui sont respectivementN (0, σ2

1)– etN (0, σ2
2)–distribuées. De plus, nous

supposons que les décompositions respectives dex1 et x2 dans les bases orthonormales
(e1,k)1≤k≤N et (e2,k)1≤k≤N de RN sont parcimonieuses. Pour toutk ∈ {1, . . . , N}, les
fonctionsφ1,k ∈ Γ0(R) etφ2,k ∈ Γ0(R) sont utilisées pour promouvoir la parcimonie des
décompositions [Combettes, Pesquet, 2007b; Daubechieset al., 2004]. La formulation
variationnelle qui suit est cohérente avec les hypothèses et modèles précédents.

Problème 6.18Soitϑ ∈ [0,+∞[. L’objectif est de

minimiser
x1∈RN , x2∈RN

N∑

k=1

φ1,k(
〈
x1, e1,k

〉
) +

N∑

k=1

φ2,k(
〈
x2, e2,k

〉
)

+
1

2σ2
1

‖L1x1 − z1‖2 +
1

2σ2
2

‖L2x2 − z2‖2 +
ϑ

2
‖x1 −Dx2‖2. (6.49)
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Nous pouvons reformuler le problème6.18 comme un cas particulier du problème6.1
avecH1 = H2 = RN etm = 2 fonctions, qui sont

f1 : (x1, x2) 7→
N∑

k=1

φ1,k(
〈
x1, e1,k

〉
) +

N∑

k=1

φ2,k(
〈
x2, e2,k

〉
) (6.50)

et

f2 : (x1, x2) 7→
1

2σ2
1

‖L1x1 − z1‖2 +
1

2σ2
2

‖L2x2 − z2‖2 +
ϑ

2
‖x1 −Dx2‖2. (6.51)

Proposition 6.19 Soientx1 et x2 des vecteurs arbitraires deRN . La fonctionf2 est dif-
férentiable en(x1, x2) et

∇f2(x1, x2) =
( 1

σ2
1

L⊤
1 (L1x1 − z1) + ϑ(x1 −Dx2),

1

σ2
2

L⊤
2 (L2x2 − z2) + ϑD⊤(Dx2 − x1)

)
. (6.52)

De plus,∇f2 estβ-Lipschitz continue, avec

β = max{σ−2
1 ‖L1‖2, σ−2

2 ‖L2‖2}+ ϑ(1 + ‖D‖2). (6.53)

Preuve:
L’expression (6.52) est déduite de calculs directs. On obtient,

L =

[
σ−1

1 L1 [0]

[0] σ−1
2 L2

]
and M =

√
ϑ

[
Id −D
[0] [0]

]
. (6.54)

En utilisant la notation matricielle, nous pouvons alors écrire

∇f2

[
x1

x2

]
= (L⊤L + M⊤M)

[
x1

x2

]
−L⊤

[
σ−1

1 z1
σ−1

2 z2

]
. (6.55)

Par conséquent, la constante de Lipschitz de∇f2 est‖L⊤L+M⊤M‖, où‖·‖ représente
la norme spectrale. Pour obtenir une borne adéquate, nous observons que

‖L⊤L + M⊤M‖ ≤ ‖L⊤L‖+ ‖M⊤M‖
= ‖L‖2 + ‖M‖2
= ‖L‖2 + ϑ(1 + ‖D‖2). (6.56)
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Maintenant, choisissonsx =
[
x1 x2

]⊤
. On a alors

‖Lx‖2 = σ−2
1 ‖L1x1‖2 + σ−2

2 ‖L2x2‖2
≤ σ−2

1 ‖L1‖2‖x1‖2 + σ−2
2 ‖L2‖2‖x2‖2

≤ max{σ−2
1 ‖L1‖2, σ−2

2 ‖L2‖2}‖x‖2. (6.57)

Par conséquent,‖L‖2 ≤ max{σ−2
1 ‖L1‖2, σ−2

2 ‖L2‖2} et (6.56) conduit à

‖L⊤L + M⊤M‖ ≤ β.

�

Au vu de la proposition6.19, le problème6.18peut être résolu à l’aide de l’algorithme
explicite-implicte (voir théorème6.7).

6.5.1-b) Résultats numériques

Les résultats expérimentaux sont présentés sur la figure6.1 pour des images stéréo-
scopiques de taille256×256 (N = 2562). Dans cet exemple,L1 etL2 sont des opérateurs
de convolution périodique associés à des flous gaussien ayant respectivement des noyaux
de tailles7×7 et3×3. Ce type de flou a été considéré dans un cadre d’étude similaire dans
[Pedone, Heikkilä, 2008]. Un bruit blanc gaussien qui correspond à un BSNR (Blurred
Signal-to-Noise-Ratio) de 21.6 dB pourz1 et 21.8 dB pourz2 a été ajouté. Les images
observéeszi aveci ∈ {1, 2} sont en fait dégradées par un bruit de varianceσ2

i ≡ 144
et le BSNR est défini par10 log10

(
‖Lixi‖2/(Nσ2

i )
)
. De plus,(e1,k)1≤k≤N et (e2,k)1≤k≤N

désignent des bases d’ondelettes orthogonales de symmlets(longueur 6) sur2 niveaux de
décomposition. Pour les indicesk ∈ {1, . . . , N} qui correspondent aux coefficients de
détails,φ1,k = µ1,k| · | et φ2,k = µ2,k| · |, où {µ1,k, µ2,k} ⊂ ]0,+∞[, alors que pour les
indicesk ∈ {1, . . . , N} qui désignent les coefficients d’approximation,φ1,k = µ1,k| · |3/2
etφ2,k = µ2,k| · |3/2, où{µ1,k, µ2,k} ⊂ ]0,+∞[.

Les opérateurs(proxφ1,k
)1≤k≤N et (proxφ2,k

)1≤k≤N peuvent être calculés explicite-
ment [Chauxet al., 2007, exemples 4.2 et 4.4]. l’opérateur proximal def1 peut alors être
déduit de la proposition6.2, de la séparabilité de cette fonction et de [Combettes, Wajs,
2005, lemmes 2.8 et 2.9]. Les valeurs de(µ1,k)1≤k≤N et (µ2,k)1≤k≤N sont choisies par
une approche de maximum de vraisemblance pour être adaptéesà chaque sous-bande. La
valeur deϑ est choisie pour maximiser le rapport-signal-sur-bruit (SNR). Dans nos résul-
tats expérimentaux nous proposons également de comparer les images restaurées en terme
de SSIM. La carte de disparité a été estimée en utilisant la méthode décrite dans [Miled
et al., 2009]. Notons que l’existence d’une solution du problème6.18est assurée par le
fait quef1+f2 est une fonction coercive deΓ0(R

N⊕RN) [Combettes, Wajs, 2005, propo-
sitions 3.1(i) et 5.15(i)]. Le problème6.18est alors un cas particulier du problème6.6.
Dans ce contexte, en choisissantλn ≡ 1, l’algorithme explicite-implicite prend la forme
qui suit.
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Originale gauchex1 Originale droitex2

Dégradée gauchez1 Dégradée droitez2
SNR = 12.9 dB – SSIM = 0.39 SNR = 18.0 dB – SSIM = 0.56

Restaurée gauchex1 avecϑ = 0 Restaurée droitex2 avecϑ = 0
SNR = 15.5 dB – SSIM = 0.58 SNR = 19.3 dB – SSIM = 0.73

Restaurée gauchex1 avecϑ = 1.6× 10−3 Restaurée droitex2 avecϑ = 1.6× 10−3

SNR = 17.8 dB – SSIM = 0.79 SNR = 19.7 dB – SSIM = 0.83

FIGURE 6.1 – Restauration d’images stéréoscopiques.
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Initialisation

σ1 = σ2 = 12
ϑ = 0 ou ϑ = 1.6× 10−3

γ =1.9/
(
max{σ−2

1 ‖L1‖2, σ−2
2 ‖L2‖2}+ϑ(1 +‖D‖2)

)

x1,0 = z1
x2,0 = z2

Pourn = 0, 1, . . .

y1,n = σ−2
1 L⊤

1 (L1x1,n − z1) + ϑ(x1,n −Dx2,n)
y2,n = σ−2

2 L⊤
2 (L2x2,n − z2)− ϑD⊤(x1,n −Dx2,n)

x1,n+1 =
N∑

k=1

(
proxγφ1,k

〈
x1,n− γy1,n, e1,k

〉)
e1,k

x2,n+1 =

N∑

k=1

(
proxγφ2,k

〈
x2,n− γy2,n, e2,k

〉)
e2,k

Quandϑ = 0, il n’y a pas de terme de couplage entre les vues de droite et degauche.
Comme on peut l’observer sur la figure6.1, le terme de couplage conduit à une améliora-
tion significative de la restauration, particulièrement pour l’image la plus dégradée (image
en bas à droite).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10^5

3.10^5

2.10^5

FIGURE 6.2 – Convergence de la fonction objectif du problème6.18pour l’algorithme
explicite-implicite (ligne continue), l’algorithme de Beck-Teboulle (ligne discontinue) et
l’algorithme de Nesterov (ligne en pointillés) en fonctiondu nombre d’itérations.



6.5 Applications à la décomposition et à la restauration d’images 195

Dans le cas oùϑ = 1.6× 10−3, nous comparons l’algorithme explicite-implicite, i.e.
le théorème6.7 (implanté avecλn ≡ 1 et γn ≡ 1.99/β) aux versions multicomposantes
de l’algorithme de Beck-Teboulle [Beck, Teboulle, 2009] et de l’algorithme de Nesterov
[Nesterov, 2009]. Contrairement au premier algorithme, les deux autres approches ne
garantissent pas théoriquement la convergence des itéréesmais sont connues pour fournir
des taux de convergence optimaux pour la fonction objectif.Cependant, dans cet exemple,
leurs performances sont similaires sur ce point (se référerà la figure6.2).

6.5.2 Débruitage d’images multispectrales

6.5.2-a) Formulation du problème

Un problème usuel en imagerie multispectrale est de débruiterm images(yi)1≤i≤m de
RN à partir d’observations bruitées(zi)1≤i≤m données par

(∀i ∈ {1, . . . , m}) zi = yi + wi, (6.58)

où (wi)1≤i≤m sont des réalisations mutuellement indépendantes de processus de bruit
blanc gaussien à moyenne nulle, de variances respectives(σ2

i )1≤i≤m. De récentes mé-
thodes de débruitage d’images multispectrales sont décrites dans [Hunt, Kübler, 1984].
Un tutoriel sur le débruitage basé sur des techniques d’ondelettes peut être trouvé dans
[Chauxet al., 2010].

Pour résoudre ce problème de débruitage, nous supposons que, pour touti ∈ {1, . . . , m},
l’image yi satisfait certaines contraintes représentées par un ensemble convexe fermé
Ci ⊂ RN , et qu’elle admet une décomposition parcimonieuse dans unebase orthonor-
male(ei,k)1≤k≤N deRN . De plus, les similarités entre les images sont mises en évidence
en pénalisant une distance entre leurs composantes dans unecertaine base orthonormale
(bk)1≤k≤N deRN . Ces considérations conduisent au problème variationnel suivant.

minimiser
y1∈C1,..., ym∈Cm

m∑

i=1

1

2σ2
i

‖yi − zi‖2 +
m∑

i=1

N∑

k=1

µ̃i,k|
〈
yi, ei,k

〉
|

+

m−1∑

i=1

m∑

j=i+1

ϑ̃i,j

N∑

k=1

|
〈
yi − yj, bk

〉
| (6.59)

où, pour touti ∈ {1, . . . , m}, {µ̃i,k}1≤k≤N ⊂ ]0,+∞[ et {ϑ̃i,j}i+1≤j≤m ⊂ ]0,+∞[.
Après une remise à l’échelle adéquate des variables, ce problème peut être reformulé
comme suit.
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Problème 6.20Pour touti ∈ {1, . . . , m}, soient{µi,k}1≤k≤N ⊂ ]0,+∞[ et{ϑi,j}i+1≤j≤m ⊂
]0,+∞[. L’objectif est de

minimiser
x1∈RN ,..., xm∈RN

p− 1

2

m∑

i=1

‖xi − σ−1
i zi‖2 +

m∑

i=1

N∑

k=1

µi,kσi|
〈
xi, ei,k

〉
|

+

m−1∑

i=1

m∑

j=i+1

ϑi,j

N∑

k=1

|
〈
σixi − σjxj , bk

〉
|+

m∑

i=1

ιCi
(σixi). (6.60)

Pour que ce problème entre dans le cadre du problème6.1, nous définissons

J =
{
(i, j) ∈ N

2
∣∣ 1 ≤ i ≤ m− 1, i+ 1 ≤ j ≤ m

}
(6.61)

et

i : J →
{
1, . . . , m(m− 1)/2

}

(i, j) 7→ m(i− 1)− i(i+ 1)/2 + j. (6.62)

(6.63)

De plus, nous choisissonsp = m(m− 1)/2 + 3 et





(∀(i, j) ∈ J) fi(i,j) : (x1, . . . , xm) 7→ ϑi,j

N∑

k=1

|
〈
σixi − σjxj , bk

〉
|

fp−2 : (x1, . . . , xm) 7→
m∑

i=1

N∑

k=1

µi,kσi|
〈
xi, ei,k

〉
|

fp−1 : (x1, . . . , xm) 7→
m∑

i=1

ιCi
(σixi)

fp : (x1, . . . , xm) 7→ p− 1

2

m∑

i=1

‖xi − σ−1
i zi‖2.

(6.64)

Notons que, pour toutk ∈ {1, . . . , p− 2}, dom fk = (RN)m etdom fp−1 = σ−1
1 C1 ×

· · ·×σ−1
m Cm. Par conséquent, puisque les ensembles(Ci)1≤i≤m sont non vides, (6.44) est

vérifiée et le problème6.20peut être résolu avec l’algorithme de type Dykstra présenté
par le théorème6.16, avecH1 = · · · = Hm = RN . Une forme explicite des opérateurs
proximaux des fonctions(fk)1≤k≤m(m−1)/2 peut être déduite de la proposition6.5. Par
conséquent, pour tout(i, j) ∈ J , nous pouvons choisir dans cette propositionH1 = · · · =
Hm = G = RN , puis pour toutk ∈ {1, . . . , N}, φk = ϑi,j | · |, et enfin définir les matrices
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(Lℓ)1≤ℓ≤m dansRN×N comme suit :

(∀ℓ ∈ {1, . . . , m}) Lℓ =






σℓ Id , si ℓ = i;

−σℓ Id , si ℓ = j;

0 sinon.

(6.65)

Finalement, l’opérateur proximal defp−2 peut être déduit de la proposition6.2 com-
binée avec la séparabilité de cette fonction, [Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.8 du 2.9] et
[Chauxet al., 2007, exemple 4.2]. L’opérateur proximal defp−1 est donné parproxιC =
PC .

6.5.2-b) Résultats expérimentaux

La figure6.4montre les résultats obtenus sur une image multispectrale de taille256×
256 (N = 2562) pour 3 canaux (m = 3) et une dynamique comprise dans l’intervalle
[0, 255]. Ces images sont dégradées par des bruits blancs gaussien avec des écart-types
σ1 = 11, σ2 = 12, et σ3 = 13 (les valeurs correspondantes de SNR sont indiquées
sur la figure6.3). La base(bk)1≤k≤N correspond à une base orthonormale de Haar sur
3 niveaux de décomposition et, pour touti ∈ {1, . . . , m}, (ei,k)1≤k≤N , représentent des
bases orthonormales de symmlet (longueur 6) sur3 niveaux de décomposition. Les valeurs
des paramètres de régularisation(µi,k)1≤i≤3,1≤k≤N sont adaptés par sous-bande par une
approche de maximum de vraisemblance, puis les paramètres de couplageϑ1,2, ϑ1,3, et
ϑ2,3 sont sélectionnés de façon à maximiser le SNR. Pour touti ∈ {1, . . . , m}, Ci =
[0, 255]N modélise la contrainte sur la dynamique des valeurs des pixels. L’algorithme de
type Dykstra résultant est décrit par l’algorithme15.

On peut observer à partir des images présentées sur la figure6.4que l’introduction du
terme de couplage a une influence significative sur les performances de débruitage.

Pour ce problème particulier, une méthode alternative est l’algorithme PPXA (voir
théorème6.13) appliqué à la minimisation de la somme dem(m− 1)/2+2 fonctionsf1,
f2, . . . ,fp−2, etfp−1 + fp est définie par (6.64). L’opérateur proximal de la dernière fonc-
tion est donnée par [Combettes, Wajs, 2005, lemme 2.6(i)]. Par conséquent, la condition
de qualification (voir (6.43)) se trouve satisfaite cardom f1 = · · · = dom fp−2 = (RN)m

et, pour touti ∈ {1, . . . , m}, intCi = ]0, 255[ est un ensemble non vide. Le choix des
paramètres de PPXA peut être optimisé empiriquement pour ajuster la vitesse de conver-
gence en choisissantλn ≡ 1.3, γ = 1, etω1 = · · · = ωp−1 = 1/(p − 1). La figure6.5
représente l’évolution de‖xn − x∞‖/‖x0 − x∞‖ en fonction du temps de calcul, où
(xn)n∈N =

(
(x1,n, x2,n, x3,n)

)
n∈N

est une suite générée par l’algorithme etx∞ est l’u-
nique minimiseur du problème6.20. Dans nos simulations, 500 itérations ont été utilisées
pour obtenir cette solution.
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Image originaley1 Image dégradéez1
SNR = 16.2 dB – SSIM = 0.47

Image originaley2 Image dégradéez2
SNR = 8.28 dB – SSIM = 0.38

Image originaley3 Image dégradéez3
SNR = 7.08 dB – SSIM = 0.45

FIGURE 6.3 – Débruitage multispectral : images originales et dégradées.
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Image restauréey1 sans terme de couplage Image restauréey1 avec terme de couplage
SNR = 22.3 dB – SSIM = 0.78 SNR = 24.2 dB – SSIM = 0.87

Image restauréey2 sans terme de couplage Image restauréey2 avec terme de couplage
SNR = 17.4 dB – SSIM = 0.85 SNR = 19.3 dB – SSIM = 0.91

Image restauréey3 sans terme de couplage Image restauréey3 avec terme de couplage
SNR = 13.2 dB – SSIM = 0.75 SNR = 14.7 dB – SSIM = 0.82

FIGURE 6.4 – Débruitage multispectral : images restaurées.
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Initialisation

σ1 = 11 ; σ2 = 12 ; σ3 = 13
y1,1,0 = . . . = y1,5,0 = x1,0 = z1
y2,1,0 = . . . = y2,5,0 = x2,0 = z2
y3,1,0 = . . . = y3,5,0 = x3,0 = z3
α1,2 = σ2

1 + σ2
2 , α1,3 = σ2

1 + σ2
3 , α2,3 = σ2

2 + σ2
3

Pourn = 0, 1, . . .

u1,1,n = y1,1,n + α−1
1,2σ1

∑N
k=1

(
proxα1,2ϑ1,2|·|

〈
σ1y1,1,n − σ2y2,1,n, bk

〉

+
〈
σ1y1,1,n − σ2y2,1,n, bk

〉)
bk

u2,1,n = y2,1,n − α−1
1,2σ2

∑N
k=1

(
proxα1,2ϑ1,2|·|

〈
σ1y1,1,n − σ2y2,1,n, bk

〉

+
〈
σ1y1,1,n − σ2y2,1,n, bk

〉)
bk

u3,1,n = y3,1,n

u1,2,n = y1,2,n + α−1
1,3σ1

∑N
k=1

(
proxα1,3ϑ1,3|·|

〈
σ1y1,2,n − σ3y3,2,n, bk

〉

+
〈
σ1y1,2,n − σ3y3,2,n, bk

〉)
bk

u2,2,n = y2,2,n

u3,2,n = y3,2,n − α−1
1,3σ3

∑N
k=1

(
proxα1,3ϑ1,3|·|

〈
σ1y1,2,n − σ3y3,2,n, bk

〉

+
〈
σ1y1,2,n − σ3y3,2,n, bk

〉)
bk

u1,3,n = y1,3,n

u2,3,n = y2,3,n + α−1
2,3σ2

∑N
k=1

(
proxα2,3ϑ2,3|·|

〈
σ2y2,3,n − σ3y3,3,n, bk

〉

+
〈
σ2y2,3,n − σ3y3,3,n, bk

〉)
bk

u3,3,n = y3,3,n − α−1
2,3σ3

∑N
k=1

(
proxα2,3ϑ2,3|·|

〈
σ2y2,3,n − σ3y3,3,n, bk

〉

+
〈
σ2y2,3,n − σ3y3,3,n, bk

〉)
bk

u1,4,n =
∑N

k=1

(
proxµ1,kσ1|·|

〈
y1,4,n, e1,k

〉)
e1,k

u2,4,n =
∑N

k=1

(
proxµ2,kσ2|·|

〈
y2,4,n, e2,k

〉)
e2,k

u3,4,n =
∑N

k=1

(
proxµ3,kσ3|·|

〈
y3,4,n, e3,k

〉)
e3,k

u1,5,n = PC1(σ1 y1,5,n)
u2,5,n = PC2(σ2 y2,5,n)
u3,5,n = PC3(σ3 y3,5,n)
x1,n+1 = (u1,1,n + u1,2,n + u1,3,n + u1,4,n + u1,5,n)/5
x2,n+1 = (u2,1,n + u2,2,n + u2,3,n + u2,4,n + u2,5,n)/5
x3,n+1 = (u3,1,n + u3,2,n + u3,3,n + u3,4,n + u3,5,n)/5
Pourj = 1, . . . , 5
y1,j,n+1 = x1,n+1 + y1,j,n − u1,j,n

y2,j,n+1 = x2,n+1 + y2,j,n − u2,j,n

y3,j,n+1 = x3,n+1 + y3,j,n − u3,j,n

Algorithme 15: Algorithme de débruitage d’images multispectrales.
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FIGURE 6.5 – Profils de convergence de l’algorithme de type Dykstra (ligne continue) et
du PPXA (ligne discontinue) en fonction du temps de calcul ensecondes.

6.5.3 Décomposition d’images

Un problème important en traitement d’images est de décomposer une image en struc-
tures élémentaires. Dans le contexte du débruitage, cette décomposition a été considérée
dans [Rudinet al., 1992] par l’utilisation de la variation totale. Dans [Meyer, 2001], un
potentiel différent a été utilisé pour pénaliser de façon plus adéquate les composantes à
fortes oscillations. Cependant, la résolution du problèmevariationnel résultant n’est pas
directe. Des méthodes numériques ont été proposées dans [Aujol et al., 2005; Vese, Os-
her, 2003] ainsi que des résultats expérimentaux dans le cas de débruitage d’images et
de problèmes de décomposition en composantes géométrique et de texture. Un autre en-
jeu est l’extraction de composantes significatives à partird’une image dégradée par un
flou et du bruit. Cette problématique dans le cas particulierd’un bruit additif gaussien est
considérée dans [Anthoineet al., 2006; Daubechies, Teschke, 2005]. La méthode dévelop-
pée dans ce paragraphe rend possible cette décomposition enconsidérant des modèles de
bruit généraux (non nécessairement additifs et gaussiens)et des opérateurs de dégrada-
tion linéaires arbitraires. Dans la suite nous considéronsune simple décomposition en
géométrie et texture à partir d’une observation dégradée.
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6.5.3-a) Formulation du problème

Dans cette expérience, l’image observéez ∈ RN est obtenue en multipliant l’image
originaley ∈ RN pour une matriceA ∈ RN×N qui modélise un flou et en dégradantAy
avec un bruit de Poisson de paramètre d’échelleα. Nous supposons que

A a toutes ses entrées dans[0,+∞[

et chacune de ses lignes est non nulle. (6.66)

Le problème que nous considérons est de décomposer une imagey ∈ RN en une somme
de composantes géométrique et de texture, c’est à dire

y = R1(x1) +R2(x2), (6.67)

oùR1 : RN1 7→ RN etR2 : RN2 7→ RN sont des opérateurs connus. Les vecteursx1 ∈ RN1

etx2 ∈ RN2 correspondent respectivement aux composantes de géométrie et de texture.
Nous considérons une forme simplifiée de (6.67) employant un mélange linéaire tel

queN1 = N , R1 : x1 7→ x1 etR2 : x2 7→ F⊤x2, oùF⊤ ∈ RN×K est un opérateur de syn-
thèse de trame ajustée. En d’autres termes, l’information qui correspond à la composante
de texture se rapporte aux coefficientsx2 de sa décomposition dans une trame. Rappelons
que la condition de trame ajustée implique que

F⊤F = νId, pour un certainν ∈ ]0,+∞[ . (6.68)

L’image originale est alors décomposée sous la formey = x1 + F⊤x2. On saita priori
quey ∈ C1 ∩ C2, où

C1 = [0, 255]N (6.69)

modélise la contrainte sur la dynamique des pixels de l’image, et

C2 =

{
y ∈ R

N
∣∣ y̌ = (ηk)1≤k≤N ,

∑

k∈I

|ηk|2 ≤ δ

}
, (6.70)

pour un certainδ ∈ ]0,+∞[, modélise la contrainte d’énergie sur certaines bandes basses-
fréquencesI ⊂ {1, . . . , N} de la transformée de Fourier discrète 2-D de l’image originale,
notéěy. De plus, pour limiter la variation totale de la composante géométrique, le potentiel
x 7→ ψ(Hx, V x) est utilisé, avec

ψ :
(
(ηk)1≤k≤N , (ζk)1≤k≤N

)
7→ χ

N∑

k=1

√
|ηk|2 + |ζk|2, (6.71)

oùχ ∈ ]0,+∞[ et oùH ∈ RN×N etV ∈ RN×N sont respectivement des représentations
matricielles des opérateurs de dérivations discrètes horizontale et verticale. De plus, pour
favoriser la parcimonie dans la trame de la composante de texture de l’image, le potentiel

h : (ηk)1≤k≤K 7→
K∑

k=1

τk|ηk| (6.72)
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est introduit, où{τk}1≤k≤K ⊂ ]0,+∞[. Finalement, comme terme d’attache aux don-
nées bien adapté au bruit de Poisson, nous utilisons la divergence de Kullback-Leibler
généralisée avec un paramètre d’échelleα ∈ ]0,+∞[. En définissantz = (ζk)1≤k≤N ,
cela conduit à la fonction

g : (ξk)1≤k≤N 7→
N∑

k=1

φk(ξk), (6.73)

où, pour toutk ∈ {1, . . . , K},

φk : R→ ]−∞,+∞]

ξ 7→





−ζk ln(ξ) + αξ, si ζk > 0 et ξ > 0;

αξ, si ζk = 0 et ξ ≥ 0;

+∞, sinon.

(6.74)

Une fois tous ces éléments regroupés, le problème variationnel considéré devient

minimiser
x1∈RN, x2∈RK

x1+F⊤x2∈C1

x1+F⊤x2∈C2

ψ(Hx1, V x1) + h(x2) + g(Ax1 + AF⊤x2). (6.75)

Ce problème est un cas particulier de (6.2) avecm = 2, p = 4, et





f1 : (x1, x2) 7→ ψ(Hx1, V x1) + h(x2),

f2 : (x1, x2) 7→ g(Ax1 + AF⊤x2),

f3 : (x1, x2) 7→ ιC1(x1 + F⊤x2),

f4 : (x1, x2) 7→ ιC2(x1 + F⊤x2).

(6.76)

Cependant, puisque les opérateurs proximaux(proxfi
)1≤i≤4 ne sont pas facilement im-

plantables, nous ne pouvons directement appliquer les théorèmes6.7, 6.10, ou6.13. Pour
contourner ce problème, une stratégie consiste à écrire (6.75) dans une formulation équiv-
alente faisant intervenir des variables supplémentaires.

Une première formulation équivalente à (6.75) est

minimiser
x1,x2,x3,x4,x5,x6

x3=x1+F⊤x2
x3∈C1∩C2
x4=Ax3

x5=Hx1, x6=V x1

ψ(x5, x6) + h(x2) + g(x4), (6.77)

où nous avons introduit les variables auxilliaires(x3, x4, x5, x6) ∈ RN ⊕RN ⊕RN ⊕RN .
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Le problème (6.77) est un cas particulier de (6.2) avecm = 6, p = 3, et




f1 : (x1, . . . , x6) 7→ h(x2) + ιC1(x3) + g(x4) + ψ(x5, x6),

f2 : (x1, . . . , x6) 7→ ιC2(x3),

f3 : (x1, . . . , x6) 7→ ι{0}(x1 + F⊤x2 − x3) + ι{0}(Ax3 − x4)+

ι{0}(Hx1 − x5) + ι{0}(V x1 − x6).

(6.78)

Dans cette formulation, le rôle def3 est d’imposer les contraintesx1+F
⊤x2 = x3,Ax3 =

x4, Hx1 = x5 et V x1 = x6. Comme nous l’avons vu précédemment,proxιC1
= PC1 et

proxιC2
= PC2 . De plus, les opérateurs proximaux deψ, h, et g peuvent être respec-

tivement obtenus à partir de l’exemple4.1 (chapitre4), de l’exemple3.3 (chapitre3) et
l’exemple4.2(chapitre4). Puisquef1 est séparable, il en résulte que son opérateur prox-
imal est directement déduit de celui de chacune de ses composantes. Posons maintenant

L1 =




Id F⊤ − Id [0] [0] [0]
[0] [0] A − Id [0] [0]
H [0] [0] [0] − Id [0]
V [0] [0] [0] [0] − Id


 . (6.79)

Il résulte de (6.78) et (6.79) quef3 = ιker L1 , oùker L1 =
{
x ∈H

∣∣ L1x = 0
}

. Puis, en
se basant sur le fait queproxιker L1

= Pker L1 et en utilisant [Deutsch, 2001, Chapter 8],

proxf3 = Pker L1 = Id −L⊤
1

(
L1L

⊤
1

)−1
L1. (6.80)

Sous l’hypothèse que les matricesA, H et V sont circulantes avec des blocs circulants,
elles sont diagonalisables par transformée de Fourier discrète 2-D. Par conséquent, en
combinant (6.80), (6.79) et (6.68) nous en déduisons queproxf3 se calcule explicitement.
De plus, on déduit de (6.78), (6.72), (6.69), (6.73), (6.71), (6.70) et (6.79) que





ri dom f1 = RN ×RK × intC1 × ]0,+∞[N ×RN ×RN

ri dom f2 = RN ×RK × intC2 × RN ×RN ×RN

ri dom f3 = ker L1.

(6.81)

Les conditions de qualification (6.43) sont réduites à
{
∃(x1, . . . , x6) ∈ ker L1 tel que

x3 ∈ intC1 ∩ intC2 etx4 ∈ ]0,+∞[N ,
(6.82)

ce qui est équivalent à




∃(x1, . . . , x6) ∈ RN × RK × RN × RN ×RN ×RN

tel que x1 + F⊤x2 = x3 ∈ intC1 ∩ intC2,

Ax3 = x4 ∈ ]0,+∞[N , Hx1 = x5, etV x1 = x6.

(6.83)
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Cette condition est satisfaite si

A(int (C1 ∩ C2)) ∩ ]0,+∞[N 6= ∅. (6.84)

Finalement, soity ∈ A(int (C1 ∩ C2)) ∩ ]0,+∞[N . Il existe alorsu ∈ int (C1 ∩ C2)
tel queAu = y ∈ ]0,+∞[N . Donc, pour toutx2 ∈ RK si nous choisissonsx3 = u,
x4 = y = Ax3, x1 = x3 − F⊤x2, x5 = Hx1 et V x1 = x6, nous obtenons que (6.83)
est vérifiée. Puisque (6.69) et (6.70) conduisent àint (C1 ∩ C2) 6= ∅, nous déduisons de
(6.66) que (6.84) (et du coup (6.43)) est satisfaite. Par conséquent, (6.77) peut être résolu
avec PPXA (se référer au théorème6.13et à la remarque6.14).

La seconde formulation équivalente au problème (6.75) est

minimiser
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7

x3=x1+F⊤x2
x4=Ax3

x5=Hx1, x6=V x1
x7=x3

x3∈C1, x7∈C2

ψ(x5, x6) + h(x2) + g(x4), (6.85)

oùx7 ∈ RN désigne une variable auxiliaire additionnelle. Le problème (6.85) est un cas
particulier de (6.2) avecm = 7, p = 2 et




f1 : (x1, . . . , x7) 7→ h(x2) + ιC1(x3) + g(x4) + ψ(x5, x6) + ιC2(x7)

f2 : (x1, . . . , x7) 7→ ι{0}(x1 + F⊤x2 − x3) + ι{0}(Ax3 − x4)

+ι{0}(Hx1 − x5) + ι{0}(V x1 − x6) + ι{0}(x3 − x7).
(6.86)

Comme précédemment observé, les opérateurs proximaux deψ, h, g, ιC1 et ιC2 possèdent
une forme explicite et il en est donc de même pourproxf1 . De plus, si nous choisissons

L2 =




Id F⊤ − Id [0] [0] [0] [0]
[0] [0] A − Id [0] [0] [0]
H [0] [0] [0] − Id [0] [0]
V [0] [0] [0] [0] − Id [0]
[0] [0] Id [0] [0] [0] − Id



, (6.87)

il peut être déduit de (6.86) que l’opérateur proximal def2 = ιker L2 peut être calculé de
façon similaire à celui deιker L1 . Nous déduisons de (6.86), (6.72), (6.69), (6.73), (6.71),
(6.70) et (6.87) que

{
ri dom f1 = RN × RK × intC1 × ]0,+∞[N × RN × RN × intC2

ri dom f2 = ker L2.
(6.88)

Ainsi, en employant des arguments similaires à ceux proposés plus-haut, (6.40) se réduit
à (6.84), qui est alors satisfaite. Cela implique que le critère (6.85) peut être résolu avec
l’algorithme de Douglas-Rachford (se référer au théorème6.10et à la remarque6.11(ii)).
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6.5.3-b) Résultats expérimentaux

La figure6.6montre les résultats de la décomposition en composantes géométrique et
de texture pour une image de microscopie électronique de taille 512 × 512 (N = 5122)
dégradée par un flou gaussien de taille5×5 et du bruit de Poisson ayant comme paramètre
d’échelleα = 0.6. Le paramètreχ de (6.71) et les paramètres(τk)1≤k≤K de (6.72) sont
choisis de manière à maximiser le SNR. La matriceF est une version en trames ajustées
de la transformée en arbre dual proposée dans [Chauxet al., 2006] reposant sur des symm-
lets de longueur 6 sur 3 niveaux de décomposition (ν = 2 andK = 2N). Les mêmes
matrices de gradient discrétiséH et V que celles utilisées dans [Chambolle, 2004] sont
considérées. Pour cette application, nous comparons PPXA et l’algorithme de Douglas-
Rachford en terme de convergence. Les paramètres choisis sont les suivants :λn ≡ 1,
γ = 100, et les poids pour PPXA sontω1 = ω2 = ω3 = 1/3. Dans ce contexte, la forme
prise par PPXA est la suivante.

Initialisation

γ = 100
(y1,1,0, . . . , y6,1,0) = (z, F⊤z, z, z, z, z)
(y1,2,0, . . . , y6,2,0) = (z, F⊤z, z, z, z, z)
(y1,3,0, . . . , y6,3,0) = (z, F⊤z, z, z, z, z)
Pouri = 1, . . . , 6⌊
xi,0 = (yi,1,0 + yi,2,0 + yi,3,0)/3

Pourn = 0, 1, . . .

(u1,1,n, u2,1,n, u3,1,n, u4,1,n) = (y1,1,n, prox3γh(y2,1,n), PC1(y3,1,n), prox3γg(y4,1,n))
(u5,1,n, u6,1,n) = prox3γψ(y5,1,n, y6,1,n)
(u1,2,n, u2,2,n, u3,2,n, u4,2,n, u5,2,n, u6,2,n)

= (y1,2,n, y2,2,n, PC2(y3,2,n), y4,2,n, y5,2,n, y6,2,n)
(u1,3,n, . . . , u6,3,n) = Pker L1

(y1,3,n, . . . , y6,3,n)
Pouri = 1, . . . , 6

si,n = (1/3)
3∑

k=1

ui,k,n

yi,1,n+1 = yi,1,n + 2si,n − xi,n − ui,1,n
yi,2,n+1 = yi,2,n + 2si,n − xi,n − ui,2,n
yi,3,n+1 = yi,3,n + 2si,n − xi,n − ui,3,n
xi,n+1 = xi,n + si,n − xi,n
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et l’algorithme de Douglas-Rachford s’écrit :

Initialisation⌊
γ = 100
(x1,0, . . . , x7,0) = (z, F⊤z, z, z, z, z, z)

Pourn = 0, 1, . . .

(y1,n, y2,n, y3,n, y4,n) = (x1,n, proxγh(x2,n), PC1(x3,n), proxγg(x4,n))
(y5,n, y6,n) = proxγψ(x5,n, x6,n)
y7,n = PC2(x7,n)

(u1,n, . . . , u7,n) = Pker L2

(
2(y1,n, . . . , y7,n)− (x1,n, . . . , x7,n)

)

Pouri = 1, . . . , 7
⌊ xi,n+1 = xi,n + ui,n − yi,n

Dans la figure6.7, la valeur de‖yn − y∞‖/‖y0 − y∞‖ pour la suite(yn)n∈N =(
(y1,n, . . . , y7,n)

)
n∈N

générée par le théorème6.10et‖xn−x∞‖/‖x0−x∞‖ pour la suite
(xn)n∈N =

(
(x1,n, . . . , x6,n)

)
n∈N

générée par le théorème6.13(où y∞ et x∞ correspon-
dent aux solutions respectives) sont tracées en fonction dutemps de calcul en secondes.
Dans nos simulations, 1000 itérations sont utilisées pour produire une solution.

Dans le tableau6.1, nous comparons les images restaurées par la méthode proposée
dans ce chapitre (permettant d’extraire les composantes detexture et géométrique mais
également d’obtenir une image restaurée) et par la méthode proposée dans le chapitre4
basée sur la régularisation hybride. Nous avons fixé l’ensemble des paramètres de régu-
larisation de façon à maximiser les SNR des images restaurées. Les tests sont effectuées
sur deux images1, présentées sur la figure6.8, qui ont été dégradées par un opérateur de
convolution (flou uniforme de tailleQ = 3 × 3 ouQ = 5 × 5) et un bruit de Poisson de
facteur d’échelleα = 0.5 ouα = 0.1.

1. source : http ://remf.dartmouth.edu/
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Image originaley Image dégradéez
SNR = 14.2 dB – SSIM = 0.74.

Composante géométriquex1. Composante de textureF⊤x2.

Image restauréex3

SNR = 17.7 dB – SSIM = 0.86.

FIGURE 6.6 – Résultats de décomposition et de restauration.
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FIGURE 6.7 – Profils de convergence de l’algorithme Douglas-Rachford (ligne continue)
et du PPXA (line discontinue) en fonction du temps de calcul en secondes.

FIGURE 6.8 – Images « Culicoïdae » et « Sunflower » .
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α = 0.5 α = 0.1
Q = 3× 3 Q = 5× 5 Q = 3× 3 Q = 5× 5

Culicoïdae PPXA Hybride 21.9 18.9 18.4 16.5
PPXA Text+Geom 21.6 18.8 18.1 16.4

Sunflower PPXA Hybride 15.6 13.4 13.5 12.0
PPXA Text+Geom 15.0 13.2 13.3 12.0

TABLE 6.1 – Comparaison en terme de SNR (en dB) des images restaurées par la méthode
proposée dans le chapitre4, nommée ici « PPXA Hybride », et la méthode présentée dans
ce chapitre, nommée « PPXA Text+Geom ».

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le formalisme proximal a été appliqué au traitement d’images mul-
ticomposantes. Des formes explicites de nouveaux opérateurs proximaux dans un espace
produit ont été proposées. Nous avons illustré l’intérêt des modèles multicomposantes
par le biais de trois applications différentes : la stéréoscopie, l’imagerie multispectrale et
la décomposition d’images en composantes géométrique et detexture. Un autre champ
d’application pour lequel ces techniques pourraient apparaître utiles est le traitement des
images couleurs. Le formalisme proximal ainsi établi peut également être utilisé pour
obtenir des algorithmes applicables à des problèmes de traitement du signal et des im-
ages complexes en notant qu’un signal complexe est un signalavecm = 2 composantes
réelles, qui sont respectivement ses parties réelle et imaginaire.



CHAPITRE 7

Algorithmes proximaux pour la
reconstruction de données dynamiques

en TEP

7.1 Introduction à la TEP

7.1.1 Traceur radioactif

La Tomographie par Emission de Positrons (TEP) est une modalité d’imagerie médi-
cale de médecine nucléaire. Il s’agit d’une imagerie par émission, contrairement à l’im-
agerie radiologique qui est une imagerie par transmission.La différence fondamentale
entre ces deux modalités provient du sens du rayonnement. Dans le cas de la TEP, le
rayonnement provient du patient, après l’injection d’un traceur radioactif, alors que la
seconde modalité crée un faisceau externe qui traverse le patient.

La TEP permet de mesurer l’activité métabolique d’un organepar le biais d’un traceur
radioactif émetteur de positrons. Ce produit est l’association d’une molécule vectrice et
d’un marqueur radioactif. La molécule vectrice se fixe sur certaines structures de l’organe
cible et le marqueur permet de localiser la position de la molécule dans l’organisme. Un
exemple de traceur est le Fluorodesoxyglucose marqué au Fluor 18 ([18F]-FDG). Il se
caractérise par un marqueur18F incorporé dans un analogue du glucose. Ce traceur se fixe
sur les tissus ayant un métabolisme de glucose élevé, comme les tissus cancéreux. Dans
la molécule, un atome est remplacé par son isotope radioactif qui, en se désintégrant1 par
voieβ+ , émet un positron. Un positron est l’anti-particule associée à l’électron, tous deux
possèdent donc la même masse mais des charges électriques opposées (positive pour le
positron et négative pour l’électron). Dans la matière, lespositrons vont perdre leur éner-
gie cinétique et, au repos, chacun des positrons va s’annihiler avec un électron. La masse
de ces deux particules est convertie en énergie sous forme de2 photons gamma.

1. Transformation d’un proton en neutron permettant à la molécule de passer d’un niveau instable à un
niveau stable.
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7.1.2 Détection des coïcidences

Les deux photons issus de l’annihilation d’un positron avecun électron sont émis
à 180˚ l’un de l’autre. Voyageant à la vitesse de la lumière, ils vont être détectés par
une couronne de détecteurs, située autour du patient, presque simultanément (± quelques
nanosecondes). Le parcours des photons est illustré sur la figure7.1(a) pour trois annihi-
lations distinctes. On considère que deux photons proviennent d’une même annihilation
s’ils sont détectés pendant un intervalle de temps de l’ordre de quelques nanosecondes,
appelé fenêtre de coïncidences. Les deux détecteurs forment un tube de réponse (TOR)
illustré figure7.1(b) qui permet une localisation de la zone d’annihilation (quelque part à
l’intérieur du tube). À ce stade, on peut remarquer que pour pour une injection de2.108

Bq (i.e. désintégrations par seconde), des centaines de milliards de désintégrations se
produisent dans tout l’organisme mais seulement quelques centaines de millions sont dé-
tectées. En particulier, des photons émis dans la directionopposée du plan de coupe de la
figure7.1(a) ne seront pas détectés.

φ

xr

(a) (b)

FIGURE 7.1 – (a) Principe de détection des coïncidences et (b) tube de réponse.

En réalité, des dixaines d’anneaux (couronnes de détecteurs) sont empilées. On parle
de TEP 3D lorsque l’on ne peut pas décomposer le problème comme un ensemble de
problèmes 2D. Dans la suite nous décrivons le fonctionnement de la TEP dans le cas 2D.
Deux formats d’enregistrement des détections existent : leformat sinogramme ou le mode
évènementiel. Le sinogramme est un histogramme représentant le nombre de détections
pour chaque tube de réponse (angle azimutalφ + position radialexr). Le mode évène-
mentiel enregistre individuellement chaque détection en coïncidence, à savoir l’adresse
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des deux détecteurs et la datation des deux détections. Dansce chapitre, notre intérêt
portera sur le mode sinogramme.

Lorsque les photons traversent la matière, des perturbations interviennent [Valk et al.,
2004]. Il s’agit de phénomènes distincts :
• l’atténuation apparaît lorsque les photons traversent la matière et perdent de l’éner-

gie. Les photons peuvent être absorbés et ne jamais sortir del’organisme.
• Les coïncidences diffusées, illustrées figure7.2(a), apparaissent lorsque le passage

par la matière modifie le parcours des photons. Leurs trajetsn’étant plus rectiligne,
un biais peut être introduit et le lieu de l’annihilation ne se situe plus le long du
TOR.
• Les coïncidences multiples se produisent dans le cas de figure où plus de deux

photons sont détectés dans une fenêtre de coïncidences.
• Les coïncidences fortuites, illustrées figure7.2(b), se produisent lorsque les pho-

tons sont détectés dans la même fenêtre de coïncidences maisproviennent de deux
annihilations différentes.

(a) (b)

FIGURE 7.2 – (a) Coïncidences diffusées et (b) coïncidences fortuites.

Les doses d’activité injectées sont très faibles, ce qui se traduit par un faible nombre
d’évènements détectés et donc des données très bruitées. Nous allons voir que le bruit
présent est un bruit de Poisson. Le rapport signal sur bruit est donc proportionnel à la
racine carrée du nombre d’évènements détectés.
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7.1.3 Modèle de dégradation spatio-temporel

Sous l’hypothèse que le nombre d’évènements suit une loi de Poisson et que le proces-
sus de détection est poissonien, nous pouvons considérer lemodèle direct de dégradation
suivant :

(∀t ∈ {1, . . . , T}) zt = D(Ayt + ft + dt), (7.1)

où l’effet du bruit de Poisson est représenté parD. yt = (yi,t)1≤i≤N représente une
paramétrisation finie, composée deN éléments nommés « voxels », de la distribution
spatiale de la concentration radioactive pour une trame temporellet (une partie de cette
paramétrisation est illustrée par la figure7.3). Dans la suite nous nous réfèrerons à cette
distribution en parlant d’activité spatiale dans les tissus. Son unité de mesure est Bq/cc.
La paramétrisation finiezt = (zj,t)1≤j≤M modélise les données TEP dynamiques et cor-
respond au nombre de coïncidences détectées par chaque tubede réponse durant une
trame-temporellet. Notons que dans notre modèle,(zt)t∈{1,...,T} désigne un ensemble de
sinogrammes, chacun composé deM éléments, nommés « bins », (M = nb. d’angles
azimutaux×nb. de positions radiales en 2D etM = nb. d’angles azimutaux×nb. de po-
sitions radiales×(nb. d’anneaux)2 en 3D). L’effet des coïncidences diffusées et fortuites
est modélisé par des termes additifs notés, respectivement, (dt)t∈{1,...,T} et (ft)t∈{1,...,T}.
Notons que ces effets seront uniquement pris en compte lors du traitement de données
réelles. La matriceA = (Aj,i)1≤j≤M,1≤i≤N désigne la matrice système ; elle correspond
à l’implantation numérique de l’opération de projection. Chaque élémentAj,i représente
la probabilité qu’une coïncidence produite au niveau du voxel i soit détectée par le tube
de réponsej. Un exemple de calcul de la matriceA est illustré par la figure7.3. D’autres
calculs envisageables sont, par exemple, basés sur la ligned’intersection ou une mesure
d’angle solide [Valk et al., 2004]. Dans le cas de données réelles, la matriceA inclut les
facteurs d’atténuation des photons dans la matière.

Dans ce contexte, notre objectif est de trouver une paramétrisation finie(ŷt)t∈{1,...,T}
au plus proche de la paramétrisation originale(yt)t∈{1,...,T}, en utilisant l’information con-
tenue dans l’ensemble des sinogrammes temporels(zt)t∈{1,...,T}.

Parmi les enjeux liés à la reconstruction dynamique TEP, on peut citer l’extraction
de paramètres physiologiques. Pour cela il est nécessaire de connaître le modèle com-
partimental faisant le lien entre la mesure dans les tissus(ŷt)t∈{1,...,T} et les paramètres
physiologiques. Nous présentons dans la suite le modèle existant dans le cas d’un examen
[18F]-FDG en imagerie cérébrale.

7.1.4 Principe compartimental dans le cas du [18F]-FDG

L’imagerie TEP du métabolisme du glucose est largement utilisée en oncologie et
en neurologie. En oncologie, l’un des objectifs est de localiser les cellules cancereuses
et ainsi de procéder au suivi de patients sous traitement oncologiques. En neurologie, la
mesure de métabolisme de glucose permet de mettre en évidence un déficit fonctionnel
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Tube de réponsej

Pixel i

Aj,i : Surface d’intersection

FIGURE 7.3 – Illustration d’un calcul possible des valeursAj,i de la matrice système en
2D. La grille arrière correspond à une partie de la paramétrisation finie de l’activité.

du cerveau. Dans l’examen [18F]-FDG, le fluorodeoxyglucose (FDG) est substitué au glu-
cose. Nous verrons plus bas, que cet analogue du glucose permet de faciliter l’extraction
de cartes paramétriques de la mesure du métabolisme. De façon à mieux appréhender la
signification de cette mesure, la circulation du FDG dans le cerveau est décrite par le mod-
èle tri-compartimental développé par Sokoloff, illustré figure7.4. Les trois compartiments
sont :

– le compartiment plasmatique artériel qui modélise le FDG dans le plasma des capil-
laires du cerveau. On désigne parCa l’évolution de la concentration de traceur dans
le sang artériel (plasma).

– le compartiment tissulaire précurseur qui correspond à l’état du FDG libre dans les
tissus. La concentration du traceur dans ce compartiment est notéeC1.

– le compartiment tissulaire qui représente l’état du FDG dans les tissus après phos-
phorylation par hexokynase (il est noté FDG-6-P). La concentration radiocative
dans ce compartiment est notéeC2.

Il faut remarquer qu’au niveau du voxel, on ne distingue pasC1 deC2 mais on observe la
somme de ces deux concentrations.

Le FDG est transporté entre le plasma et les tissus en se fixantsur des enzymes
(GLUT). Une zone de délimitation plasma-tissu, appelée barrière hémato-encéphalique
(BBB : Blood Brain Barrier), permet d’éviter de laisser passer les impuretés dans le tissu
cérébral. Le taux de transfert de molécules de FDG à travers la BBB est notéK1. Son unité
de mesure correspond à une concentration de molécules de FDGtransférée par minute.k2

est le taux de transfert à travers la BBB dans le sens inverse (tissu cérébral vers plasma).
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PLASMA TISSU CEREBRAL

Compartiment
tissulaire

précurseur

BBB

Compartiment
plasmatique

artériel
tissulaire

Compartiment

k2 k4

k3K1

FIGURE 7.4 – Modèle tri-compartimental de Sokoloff

k3 correspond à la phosphorylation de FDG par hexokynase.k4 permet de prendre en
compte la déphosphorylation. Si l’examen n’exède pas 1 heure post-injection, la déphos-
phorylation n’est pas observée [Lucignaniet al., 1993]. Cette hypothèse d’irréversibilité
se traduit park4 = 0. Il faut noter que contrairement au FDG, le glucose se métabolise il
n’y a donc ni accumulation du FDG-6-P dans les tissus ni déphosphorylation. Le modèle
compartimental dans le cas du glucose est donc beaucoup pluscomplexe.

La formulation mathématique du modèle compartimental se base sur des équations
différentielles qui font le lien entre les concentrations d’activité dans les différents com-
partiments et les paramètres physiologiques. Pour chaque compartiment du tissu cérébral,
le flux net peut être défini comme la somme de toutes les entréesmoins la somme de
toutes le sorties. On peut alors écrire :

{
dC1

dt
= K1Ca − k3C1 − k2C1 + k4C2,

dC2

dt
= k3C1 − k4C2.

(7.2)

En utilisant l’hypothèse d’irréversibilité (k4 = 0), l’équation (7.2) s’écrit
{
dC1

dt
= K1Ca − k3C1 − k2C1,

dC2

dt
= k3C1.

(7.3)

L’activité dans les tissus correspond à la somme de la concentration dans le comparti-
ment tissulaire précurseurC1 et de la concentration dans le compartiment tissulaireC2.
La connaissance de l’activité dans les tissus passe donc parla résolution des équations
différentielles (7.3). L’activité peut alors s’exprimer comme suit (cf. [Dittrich et al., 2008,
chapitre 5]) :

∀t > 0 C(t) = Ca(t)⊗
( K1k2

(k2 + k3)2
(1− exp(−(k2 + k3)t) +

K1k3

k2 + k3
t
)
. (7.4)
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où⊗ désigne l’opérateur de convolution.
L’approche PATLAK [Gjedde, 1982; Patlaket al., 1983] est une procédure de linéari-

sation qui permet de décrire le comportement du modèle FDG quand le FDG libre dans
les tissus a atteint un état pour lequel le ratio des concentrationsC/Ca devient linéaire.
La principale hypothèse consiste à supposer que la concentrationCa devient constante.
L’équation (7.4) s’écrit alors :

∀t > 0 C(t) = Ca

( K1k2

(k2 + k3)2
(1− exp(−(k2 + k3)t) +

K1k3

k2 + k3
t
)
.

Cette hypothèse est en réalité approximativement vérifiée car les variations deCa sont
très faibles devant la constante de temps1/(k2 + k3). D’autre part, on remarque qu’après
un certain tempst∗ d’examen, le terme exponentiel devient négligeable et le ratio entre
l’activité dans les tissus et l’activité dans le sang artériel suit une relation linéaire :

∀t ≥ t∗
C(t)

Ca
=

K1k2

(k2 + k3)2
+

K1k3

k2 + k3
t. (7.5)

Une simple analyse graphique nous permet alors de connaîtrele paramètre

K =
K1k3

k2 + k3
.

En pratique,C(t) correspond à la paramétrisation finie de l’activité reconstruite ŷt et
Ca est connue car des prélèvements de la concentration de traceur dans le sang artériel
sont effectués tout au long de l’examen. Le métabolisme de glucose dans une région du
cerveau, notérCMRglu, correspond à :

rCMRglu =
Cp
LC

K, (7.6)

oùCp désigne la concentration de glucose dans le plasma. La valeur deCpK donnerait le
taux de phosphorylation du glucose si le glucose et le FDG avait le même comportement.
Pour prendre en compte cette différence, la constante LC (« lumped constant ») intervient
dans l’équation (7.6).

L’intérêt du médecin portera sur les valeurs de ces constantes. Par exemple, comme le
rCMRglu dépend linéairement deK1, une valeur de rCMRglu faible traduira un mauvais
transfert des molécules à travers la BBB. L’enjeu de notre étude consiste à se rapprocher
au plus de l’activité mesurée dans les tissus à un instantt pour ensuite obtenir une valeur
de rCMRglu la plus précise possible tant au niveau de la valeur que pour la finesse de
la résolution. Étant donné le niveau de bruit important au niveau du voxel en TEP dy-
namique, on calcule généralement la valeur derCMRglu en la moyennant sur un organe.
Notre objectif consiste alors à améliorer le rapport signalsur bruit à l’échelle du voxel de
façon à déterminer le paramètre d’intérêt au niveau du voxelet nom de l’organe. C’est ce
qu’on appelle l’imagerie paramétrique.
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7.2 Méthodes de reconstruction en TEP

L’extraction de paramètres physiologiques à l’échelle du voxel est un challenge qui
passe par l’élaboration d’une méthode de reconstruction efficace.

En routines cliniques, les méthodes actuelles de reconstruction de données spatio-
temporelles TEP consistent à mettre en œuvre une reconstruction analytique ou itérative
pour chaque trame temporelle. Les méthodes usuelles sont larétroprojection filtrée (« Fil-
tered Back Projection » : FBP) et l’algorithme EM-ML. La rétroprojection filtrée est une
technique de reconstruction analytique qui consiste à effectuer l’opération inverse de la
projection qui se traduit par une étape de filtrage par un filtre rampe puis une rétropro-
jection du sinogramme filtré. De façon à limiter l’amplification du bruit lors du filtrage
par le filtre rampe, on effectue généralement une étape complémentaire de filtrage passe-
bas. Le principe de l’algorithme EM-ML est complètement différent ; il permet de min-
imiser l’antilog-vraisemblance poissonienne par une approche itérative. Rappelons que
nous avons présenté cet algorithme dans la section2.4.1 du chapitre2. Cette métho-
de a initialement été proposée en TEP par [Shepp, Vardi, 1982; Lange, Carson, 1984].
Des versions accélérées de cet algorithme ont ensuite été suggérées. La plus connue est
OSEM (« Ordered Subsets EM ») proposée par [Hudson, Larkin, 1994] qui consiste à
appliquer l’algorithme EM à des sous-ensembles de projections ordonnés d’une façon
particulière. Cependant, aucune preuve de convergence de cet algorithme n’existe. Dans
[Fessler, Hero, 1994], les auteurs ont proposé la méthode SAGE (« Space-alternating Gen-
ralized EM ») qui consiste à mettre à jour séquentiellement des sous-ensembles de pixels
de l’image reconstruite. Une autre approche a été proposée dans [Browne, De Pierro,
1996] où les auteurs se sont intéressés à une version modifiée de OSEM possédant des
propriétés de convergence vers la solution du maximum de la vraisemblance poissoni-
enne. Lorsque les sous ensembles considérés sont réduits à des singletons, l’algorithme
résultant est connu sous le nom de RAMLA [Browne, De Pierro, 1996].

Les approches EM-ML donnent des résultats sensiblement meilleurs que la rétropro-
jection filtrée en terme de qualité de reconstruction. Cependant la suite générée par l’al-
gorithme EM-ML converge vers une image de mauvaise qualité (cf. paragraphe2.4.1du
chapitre2). En effet, l’algorithme EM-ML va sélectionner l’image reconstruite qui s’a-
juste au mieux aux observations mais dont les propriétés peuvent être différentes de celles
de l’image originale. Rappelons que la reconstruction des données dynamiques TEP est
un problème mal-posé et une petite perturbation des donnéespeut induire de très grandes
variations dans l’image reconstruite. Pour résoudre le problème de l’instabilité des solu-
tions, différentes méthodes ont été proposées :

– l’approche EM-ML avec un critère d’arrêt [Veklerov, Llacer, 1987],
– la méthode des moindres carrés pénalisée où le critère résultant est quadratique, ce

qui revient à supposer implicitement que le bruit présent est gaussien et qui permet
ainsi d’utiliser des méthodes classiques d’optimisation [Fessler, 1994],
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– la reconstruction SIEVES qui restreint l’espace des solutions admissibles en intro-
duisant des contraintes assurant que les images reconstruites soient lisses. En pra-
tique cette méthode revient à lisser l’image reconstruite par une approche EM-ML
[Snyder, Miller, 1985],

– les approches MAP qui permettent l’introduction d’une distributiona priori modé-
lisant une connaissance sur le type d’images acceptables [Hermanet al., 1979].

L’introduction d’une pénalisation dans le critère a largement permis d’améliorer la
qualité de reconstruction [Hebert, Leahy, 1989]. Parmi ces approches MAP, on peut citer
les travaux de Sauer et Bouman [Sauer, Bouman, 1993; Bouman, Sauer, 1996] basés, pour
l’un, sur l’approche de Gauss-Seidel (initialement utilisée pour résoudre les EDP) et qui
consiste à mettre à jour chaque pixel de façon à minimiser unefonction de coût globale, et
pour l’autre, sur l’algorithme ICD (« Iterative CoordinateDescent »). Ces deux approches
permettent de gérer respectivement un terme d’attache aux données quadratique (incluant
une matrice de pondération des projections plus ou moins bruitées) ou une divergence de
Kullback-Leibler. La régularisation se base sur des champsde Markov (MRF : « Markov
Random Fields ») qui modélisent les interactions spatialesentre les voxels voisins. Tou-
jours par le biais d’une régularisation par MRF, le travail de Fessler [Fessler, 1995] s’in-
téresse à un terme de fidélité hybride qui utilise l’antilog-vraisemblance poissonienne
pour les éléments du sinogramme de faible intensité et des approximations quadratiques
ou cubiques pour les observations ayant une intensité élevée. La résolution de ce critère
utilise l’algorithme ICD [Bouman, Sauer, 1996] et le terme hybride permet de réduire le
temps de calcul sans augmenter le biais.

Plus récemment, des études ont portées sur l’utilisation demodèles multirésolution.
Par exemple, des travaux [Turkheimeret al., 1999; Alpert et al., 2006] se sont intéressés
au débruitage des images reconstruites en utilisant des ondelettes spatiales 2D ou 3D. Une
réduction de bruit allant jusqu’à un facteur de 2dB en terme de SNR a pu être observée
dans [Alpert et al., 2006]. Dans [Zhou et al., 2007], les auteurs considèrent un terme
d’attache aux données quadratique et ils ont remplacé la pénalisation avec MRF par une
pénalisation favorisant la parcimonie des coefficients d’ondelettes (normeℓ1). L’image
reconstruite est obtenue par un algorithme EM-MAP. Les mêmes auteurs [Zhou et al.,
2009] ont adapté l’algorithme RAMLA pour résoudre le problème d’estimation MAP
sous la contrainte que le terme de régularisation soit différentiable (algorithme BSREM
[De Pierro, Yamagishi, 2001]). Dans l’ensemble des approches mentionnées, la gestion de
fonctionnelles non différentiables est souvent synonyme de méthodes coûteuses en temps
de calcul.

Dans [Snyder, 1984; Nicholset al., 2002; Kamasacet al., 2005; Readeret al., 2006;
Verhaegheet al., 2008] les auteurs montrent l’avantage de prendre en compte les carac-
téristiques spatio-temporelles pour améliorer les résultats de reconstruction et l’estimation
des cartes paramétriques. Ces méthodes peuvent être divisées en deux classes : les méth-
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odes qui estiment directement les cartes paramétriques à partir des observations [Kamasac
et al., 2005] et les méthodes qui reconstruisent au préalable, pour chaque trame tem-
porelle, l’activité mesurée dans les tissus puis qui estiment la carte paramétrique à partir
de l’activité spatio-temporelle reconstruite [Snyder, 1984; Nicholset al., 2002; Verhaeghe
et al., 2008; Sureauet al., 2008; Readeret al., 2006]. Notre travail s’inscrit dans cette
deuxième catégorie.

Les algorithmes proximaux proposés dans une littérature récente d’optimisation con-
vexe [Daubechieset al., 2004; Combettes, Pesquet, 2007a; Chauxet al., 2009] permet-
tent de résoudre numériquement une grande classe de problèmes d’estimation de critères
MAP. Ces algorithmes ont été, pour la plupart, décrits dans les chapitres3, 4 et 5. Les
principaux avantages de ces algorithmes sont :

– leur capacité à traiter efficacement une large classe de problèmes d’optimisation
convexe (critères différentiables ou non-différentiables),

– leurs garanties de convergence des itérées vers la (les) solution(s) du problème con-
sidéré.

La première application de ces outils récents d’optimisation convexe en TEP dynamique a
été suggérée par Verhaegheet al. [Verhaegheet al., 2007] en considérant les itérations de
l’algorithme explicite-implicite (FB) [Daubechieset al., 2004] pour minimiser un critère
composé d’un terme de fidélité quadratique et d’une régularisation par des ondelettes
splines. Dans [Sureauet al., 2008], les auteurs effectuent le débruitage des courbes d’ac-
tivité temporelle (CAT) comme pré-traitement à la reconstruction. L’étape de débruitage
est basée sur l’algorithme de Douglas-Rachford (DR) qui permet, rappelons-le, contraire-
ment au FB, de minimiser un critère incluant une fonction n’étant pas de gradient Lips-
chitz, telle qu’une divergence de Kullback-Leibler généralisée.

Les algorithmes FB et DR ne sont pas directement applicablespour effectuer simul-
tanément la tâche de débruitage et de reconstruction en utilisant un critère non-différentia-
ble, une régularisation basée sur des trames d’ondelettes,et un terme de fidélité aux don-
nées adapté au bruit de Poisson. Dans le chapitre3, nous avons proposé une classe d’algo-
rithmes imbriqués permettant de trouver la solution de telscritères. Nous adapterons l’un
de ces algorithmes à notre problème de reconstruction d’images spatio-temporelles TEP.
Le fait que la divergence de Kullback-Leibler généralisée ne soit pas de gradient Lip-
schitz requiert l’utilisation de l’extension quadratiqueproposée dans la section3.6.3-b)
du paragraphe3 dans un exemple de déconvolution. Comme nous le démontrerons dans
ce chapitre, le cadre théorique requis pour cette extensionquadratique peut facilement
être étendu au cas de la reconstruction spatio-temporelle TEP. Cette méthode nous laisse
également la possibilité d’ajouter une contrainte sur la dynamique de l’activité mesurée
dans les tissus pour une trame temporelle donnée. Des tests seront menés sur un fantôme
simulant un examen dynamique TEP [18F]-FDG (2D+t). Nous verrons que cette méthode
permet d’améliorer la qualité de reconstruction mais qu’elle possède également deux in-
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convénients qui sont : un temps de calcul important dû à la boucle interne et la présence
d’artefacts introduits par la régularisation ondelettes.

Pour contourner les problèmes rencontrés en combinant la classe des algorithmes im-
briqués et l’extension quadratique, nous proposons d’utiliser la méthode proposée dans
le chapitre4. Rappelons que cette méthode permet initialement de résoudre des problè-
mes de déconvolution ou de super-résolution en présence de bruit non-nécessairement
additif gaussien. Dans ce chapitre, nous adaptons cette méthode au problème de la recon-
struction dynamique TEP. L’algorithme utilisé est l’algorithme proximal parallèle (PPXA)
[Combettes, Pesquet, 2008]. Nous verrons que cette approche est particulièrement bien
adaptée à l’imagerie TEP dynamique grâce à sa structure parallèle et à la possibilité de
gérer une régularisation hybride telle que la combinaison d’une pénalisation par trames
d’ondelettes et une mesure de variation totale [Rudin et al., 1992]. Cette méthode sera
dans un premier temps évaluée sur des données simulées puis elle sera appliquée sur des
données réelles.

7.3 Extension quadratique et algorithmes proximaux

Dans un cadre stochastique, nous considérons d’une part quel’activité spatio-temporelle
dans les tissusy = (yi,t)(i,t)∈NT

(avecNT = {1, . . . , N} × {1, . . . , T}) est une réalisa-
tion d’un vecteur aléatoire à valeurs réellesY = (Yi,t)(i,t)∈NT

. Nous supposons que le
vecteur aléatoireY possède des composantes indépendantes qui ont une loi de probabilité
notéeµYi,t

(yi,t) et que ces fonctions sont log-concaves. D’autre part, nous supposons que
l’activité projetée dans le domaine sinogramme, notée,

u =
(
uj,t =

N∑

i=1

Ajiyi,t

)

(j,t)∈MT

avec MT = {1, . . . ,M} × {1, . . . , T}

et les observationsz = (zj,t)(j,t)∈MT
sont respectivement des réalisations des vecteurs

aléatoiresU = (Uj,t)(j,t)∈MT
et Z = (Zj,t)(j,t)∈MT

. Le vecteur aléatoireZ est supposé
avoir des composantes indépendantes discrètes de probabilité conditionnelleµZj,t|Uj,t=uj,t

(zj,t)
qui correspond à la vraisemblance poissonienne. Par conséquent, l’activité estiméêy par
l’approche MAP s’exprime par :

ŷ ∈ Argmax
y=(yi,t)(i,t)∈NT

∈RNT

T∏

t=1

M∏

j=1

µZj,t|Uj,t=
PN

i=1Ajiyi,t
(zj,t)

T∏

t=1

N∏

i=1

µYi,t
(yi,t). (7.7)

Nous précisons ci-dessous la définition de la vraisemblancepoissonienne pour des don-
nées spatio-temporelles,

µZj,t|Uj,t=uj,t
(zj,t) =

(uj,t)
zj,t

zj,t!
exp

(
− uj,t

)
.
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La reformulation du critère (7.7) par passage à l’anti-logarithme, nous amène au problème
d’optimisation convexe qui suit :

ŷ ∈ Argmin
y∈RNT

g̃(y) + f̃(y) (7.8)

où f̃ et g̃ sont des fonctions convexes deRNT dansR. La fonctiong̃ désigne le terme de
fidélité aux données, il s’agit d’une mesure assurant la proximité de l’activité estimée par
rapport aux observations. Comme nous l’avions précisé dansla section2.2.2du chapitre2,
cette fonctionnelle correspond à la divergence de Kullback-Leibler généralisée. La princi-
pale difficulté réside dans le choix de la fonctionf̃ qui désigne le terme de régularisation.
Les chapitres précédents ont montré l’intérêt de régulariser dans le domaine des trames
d’ondelettes. Par conséquent, nous reformulons le problème de minimisation (7.8) dans
le domaine des trames.

On désigne parF ∈ RK×NT (tel queK ≥ NT ) la matrice associée à l’opérateur
d’analyse d’une trame d’ondelettes spatio-temporelles. Dans la suite, nous considèrerons
des trames ajustées telle queF ∗ ◦ F = ν Id avecν ∈]0,+∞[. On désigne parx ∈ RK

les coefficients associés à l’activitéy ∈ RNT . Par conséquent l’activité originale mesurée
dans les tissus̄y peut s’écrire :

y = F ∗x = (F ∗
t x)1≤t≤T

où, pour toutt ∈ {1, . . . , T}, F ∗
t ∈ RN×K représente la restriction de l’opérateur de syn-

thèse de trame aux données reconstruites à l’instantt. Notre modèle direct (7.1) devient :

(∀t ∈ {1, . . . , T}) zt = D(AF ∗
t x+ ft + dt), (7.9)

oùx représente le vecteur inconnu des coefficients de trame d’ondelettes associés à l’ac-
tivité originale dans les tissus. Dans ce contexte, le problème de minimisation (7.8) peut
être reformulé comme :

x̂ ∈ Argmin
x∈RK

g(x) + f(x) (7.10)

où l’activité reconstruite vaut̂y = F ∗x̂. Le terme de fidélité aux données est la fonctiong
telle que :

g =
T∑

t=1

Ψt ◦ A ◦ F ∗
t

où, pour toutut = (uj,t)1≤j≤M ∈ RM ,

Ψt(ut) =
M∑

j=1

ψj,t(uj,t) avec ψj,t(uj,t) = − logµZj,t|Uj,t=uj,t
(zj,t). (7.11)
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Pour le terme de régularisationf , des études ont démontré l’avantage d’utiliser une norme
ℓ1 [Verhaegheet al., 2007]. Cependant, ce type de fonction est convexe mais non stricte-
ment convexe, il n’y a donc pas unicité de la solution. Dans [Chauxet al., 2007], les
auteurs ont proposé un terme de régularisation composé de lasomme d’une normeℓ1 et
d’une normeℓp avecp > 1 de façon à assurer la stricte convexité du terme de régularisa-
tion. En choisissant ce type de régularisation, la fonctionf est de la forme :

(∀x = (xk)1≤k≤K) f(x) =

K∑

k=1

χk|xk|+ ωk|xk|pk . (7.12)

avec, pour toutk ∈ {1, . . . , K}, χk > 0, ωk > 0 et pk > 1. Remarquons à ce stade que
les paramètresχk, ωk et pk peuvent avoir des valeurs différentes pour chaque coefficient.
Dans un souci de simplifier l’estimation de ces paramètres, nous nous contenterons de
les optimiser pour chaque sous-bande. Nous ajoutons dans lecritère une contrainte sur
la dynamique des données. On noteC un ensemble convexe fermé deRK tel queC∗ =
F ∗C = [0, Vmax]

NT oùVmax dépend de la quantité de traceur injecté. Le problème (7.10)
se reformule alors plus généralement comme :

x̂ = argmin
x∈C

g(x) + f(x). (7.13)

Le problème (7.13) se rapproche du problème (3.33) formulé dans le chapitre3 lorsque
H = RK . Cependant la fonctiong n’est pas de gradient Lipschitz. Pour contourner ce
problème, et ainsi pouvoir utiliser la classe des algorithmes imbriqués, nous proposons
d’adapter l’extension quadratique proposée dans la section 3.6.3du chapitre3 au prob-
lème de la reconstruction dynamique TEP.

7.3.1 Extension quadratique

Les fonctions(ψj,t)(j,t)∈MT
, définies par l’équation (7.11), vérifient l’hypothèse3.41

présentée dans le chapitre3, lorsque l’ensembleI est défini par

I = {(j, t) ∈MT | zj,t > 0},

pour une constanteδ = 0 et, pour tout(j, t) ∈ MT , le paramètreαj,t ≡ 1. I désigne
l’ensemble des bins non nuls. De plus, pour tout(j, t) ∈ MT ,

(∀θ ∈ ]0,+∞[) (∀υ ∈]0,+∞[) 0 ≤ ψ′′
j,t(υ) ≤ θ ⇔ υ ≥ υj,t(θ) = (zj,t/θ)

1/2.

Par conséquent, en se référant à l’inégalité (3.53) présentée dans le chapitre3, on en déduit
qu’il est possible de construire une approximation inférieure deψj,t qui est de gradient
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θ-Lipschitz. Nous notons cette approximationψθ,j,t et elle se définit, pour tout(j, t) ∈ I,
par

(∀υ ∈ R) ψθ,j,t(υ) =

{
θ
2
υ2 + ζj,t,1(θ) υ + ζj,t,0(θ) si−ǫ(θ) ≤ υ < υj,t(θ),

ψj,t sinon,
(7.14)

où la fonctionǫ et les constantesζj,t,0(θ) et ζj,t,1(θ) ont des définitions similaires à celles
formulées dans paragraphe3.6.3(chapitre3). L’équation (7.14) signifie que pour toute
valeur supérieure au seuilυj,t(θ), la fonctionψθ,j,t est choisie égal à l’antilog-vraisemblance
poissonienne et pour les valeurs inférieures au seuil,ψθ,j,t prend une forme quadratique.
Pour tout(j, t) /∈ I, c’est à dire pour tout indice(j, t) ∈ MT tels quezj,t = 0 (bin de
sinogramme pour une trame temporelle donnée ayant une valeur nulle),

(∀υ ∈ R) ψθ,j,t(υ) =

{
υ si υ ≥ −ǫ(θ)
+∞ sinon.

(7.15)

Pour une valeur deθ donnée, nous définissons une approximation inférieure de lafonction
g, notéegθ, telle que

gθ =

T∑

t=1

gθ,t avec gθ,t = Ψθ,t ◦A ◦ F ∗
t .

Cette approximation est une fonction deΓ0(R
K) deux fois différentiable sur son do-

maine ayant un gradient de type(ν‖A‖2θ)-Lipschitz sur l’ouvert(AF ∗)−1
(
]0,+∞[NT

)
.

Le critère résultant est :
x̂θ = arg min

x∈C
gθ(x) + f(x). (7.16)

f correspond à la fonction définie par l’équation (7.12), il s’agit donc d’une fonction co-
ercive et strictement convexe surRK . De plus, par définition deA, deC∗ = F ∗C =
[0, Vmax]

NT et deΨθ, on en déduit que(AC∗)∩ dom Ψ ⊂ [0, Vmax]
NT 6= ∅ et l’ensemble

des hypothèses requises par la proposition3.42(chapitre3) sont rassemblées pour en dé-
duire qu’il existe une valeur̄θ ∈]0,+∞[ telle que, pour toutθ ∈ [θ̄,+∞[, le minimiseur
x̂θ de (7.16) est également le minimiseur du problème (7.13).

L’équation (7.16) combinée aux hypothèses faites surgθ est un cas particulier du
problème3.33 (chapitre3). La classe des algorithmes imbriqués permet donc d’y ap-
porter une solution numérique. Pour notre problème de reconstruction spatio-temporelle
en TEP, nous adaptons l’algorithme itératif imbriqué nomméFB[DR] présenté dans la
section3.5.2(chapitre3).
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7.3.2 Adaptation du FB[DR] pour la reconstruction TEP dynamique

L’algorithme FB[DR] est basé sur les itérations de l’algorithme implicite-explicite
(FB) [Combettes, Wajs, 2005] et il requiert le calcul du gradient degθ et la connaissance
de l’opérateur proximal def + ιC . Rappelons que ce dernier ne possède pas une forme
explicite carf etC ne sont pas séparables dans le même domaine (C est séparable dans
le domaine image etf l’est dans le domaine des trames). Nous choisissons d’utiliser l’al-
gorithme de DR pour effectuer le calcul deproxf+ιC

. Ce calcul se traduit par une boucle
interne pour chaque itération de FB. Dans la section3.5 du chapitre3, nous avions pro-
posé trois algorithmes pour minimiser un critère composé detrois fonctions tel que (7.16),
à savoir FB[DR], FB[Dyk] et DR[FB]. Notre choix pour FB[DR] s’explique par un calcul
de gradient coûteux en TEP comparé à une application de déconvolution pour laquelle
ce calcul peut efficacement être implanté dans le domaine de Fourier. Nous préférons
donc éviter d’avoir à calculer le gradient dans la boucle interne, d’où le choix des ap-
proches FB[.] plutôt que DR[FB]. Ensuite, la préférence de FB[DR] sur FB[Dyk] est liée
à la propriété de convergence en 1 itération (se référer au paragraphe3.5.2du chapitre3)
uniquement vérifiée par l’algorithme considéré.

Initialisation
➀ Soientγ = 1.9/(ν‖A‖2θ) etλ = 1.
➁ Soit τ = 1.5.
➂ Soitn = 0 etx0 ∈ C.

Itérations
➃ Calculeryn = F ∗xn.
➄ Pour chaque trame temporellet ∈ {1, . . . , T}, calculerdt,n = A∗∇Ψθ,t(Ayt,n).
➅ Soitpn = xn − γFdn.
➆ Soitvn,0 = 2proxγfpn − pn.
➇ Pourm = 0, . . . ,Mn − 1

a) Calculervn,m+ 1
2

= PC

(vn,m + pn
2

)
.

b) Calculervn,m+1 = vn,m + τ
(
proxγf (2vn,m+ 1

2
− vn,m)− vn,m+ 1

2

)
.

c) Si vn,m+1 = vn,m, alors aller en➈.
➈ Soitxn+1 = xn + λ

(
vn,m+ 1

2
− xn

)
.

➉ Incrémentern et aller en➃.

Algorithme 16: Algorithme FB[DR] appliqué à la reconstruction TEP dynamique.
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L’algorithme de reconstruction résultant est présenté parl’algorithme16. Les étapes
d’intérêt sont :

– la descente de gradient qui est effectuée dans le domaine spatial. Elle s’effectue
trame temporelle par trame temporelle,

– la décomposition sur une trame spatio-temporelle qui permet de tenir compte de
l’information temporelle de l’activité cérébrale.

A l’étape➀, on choisit le « pas »γ et le paramètre de relaxationλ associés à l’algo-
rithme implicite-explicite. L’étape➁ se résume au choix du paramètre de relaxation de
l’algorithme de DR. L’algorithme FB génère une suite(x(n))n∈N. L’étape➂ est l’initial-
isation de la suite générée par l’algorithme FB ; il s’agit d’un vecteur de coefficients de
trame d’ondelettes appartenant à l’ensemble convexeC. L’étape➃ transforme le vecteur
de coefficients de trame d’ondelettes généré par l’algorithme dans le domaine image. L’é-
tape suivante désigne le calcul du gradient degθ. Précisons que le gradient degθ est défini,
pour toutx ∈ RK , par

∇gθ(x) = F (A∗∇Ψθ,t(AF
∗
t x))1≤t≤T ,

où, pour tout élémentut = (uj,t)1≤j≤M ∈ RM ,

∇Ψθ,t(ut) = (ψ′
θ,j,t(uj,t))1≤j≤M , (7.17)

ψ′
θ,j,t(uj,t) =





1− zj,t/uj,t si zj,t > 0 etuj,t ≥ υj,t(θ)

θuj,t + ζj,t,1(θ) si zj,t > 0 et ǫ(θ) ≤ uj,t < υj,t(θ)

1 si zj,t = 0 et ǫ(θ) ≤ uj,t.

(7.18)

La descente de gradient s’effectue à l’étape➅. L’étape➇ nous permet de calculer l’opéra-
teur proximal deιC + f au pointp(n) à l’aide de l’algorithme de DR. L’initialisation du
vecteur(v(.,m))m∈N est présentée à l’étape➆. Cette initialisation permet d’assurer la con-
vergence de l’algorithme de DR en une itération lorsque l’opérateur proximal def au
pointp(n) appartient àC. Le calcul dePC se base sur la proposition3.12(chapitre3), tel
que,

(∀x ∈ R
K) PC(x) = x+

1

ν
F (PC∗(F ∗x)− F ∗x) (7.19)

Pour le calcul deproxγnf , les formes explicites sont données par l’exemple3.38 et la
proposition3.39(chapitre3). Enfin, l’étape➇ correspond à l’étape de relaxation de l’al-
gorithme FB.

SiMn est choisi suffisamment grand, d’après la proposition3.34et le fait queri dom f∩
riC = riC = (F ∗)−1

(
]0, Vmax[

NT
)
6= ∅, la suite(x(n))n∈N générée par l’algorithme

FB[DR] converge vers une solution du problème (7.16). Si de plusθ est suffisamment
grand, la suite converge vers le minimiseur du problème (7.13).
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7.3.3 Matériel et résultats expérimentaux sur données simulées

L’impact de notre méthode sur la reconstruction de données dynamiques TEP est illus-
tré sur deux coupes différentes du fantômeZubal[Zubalet al., 1994] incluant deux artères
additionnelles. Les choix des coupe 1 et 2 s’expliquent respectivement par le fait que la
première coupe est centrée sur le cortex (zone verte sur la figure 7.5 en haut à gauche),
les noyaux gris centraux (zone jaune supérieure), le thalamus (zone jaune inférieure) et
la matière blanche (zone bleue) ; alors que coupe 2 est centrée sur les artères (zone rouge
sur la figure7.6en haut à gauche). La restauration de ce type de coupe permet de mesurer
directement la fonction d’entrée sur l’image reconstruite. Chaque coupe2D + t est com-
posée d’images deN = 256 × 256 voxels (taille :1.1mm×1.1mm). L’activité générée
correspond à un examen [18F]-FDG qui est simulé et divisé enT = 16 trames temporelles
ayant une durée qui varie de 50 secondes pour les premières trames temporelles à 5 min-
utes pour les dernières. Des sinogrammes de tailleM = 288 (radial)× 144 (orientations),
avec un échantillonnage radial de2.247 mm, ont été simulés par projection analytique du
fantôme en présence de bruit de Poisson. Les effets d’atténuation et de coïncidences for-
tuites et diffusées n’ont pas été simulés. Le nombre d’évènements dans la coupe 1 varie de
3 pour la première trame-temporelle à647162 pour la dernière. La coupe 2 a un nombre
d’évènements qui varie de47 à331348. Ce nombre de coïcidences est un choix réaliste.

L’algorithme FB[DR] est lancé sur 2000 itérations de 50 s chacune. La boucle interne
de DR s’arrête lorsque‖x(n) − x(n−1)‖ ≤ 10−5. Nous avons choisi des ondelettes orthog-
onales avec des filtres de symmlets de longueur 6 sur 2 niveauxde résolution pour la dé-
composition spatiale et des ondelettes de Daubechies-6 surintervalle [Cohenet al., 1993]
pour la décomposition temporelle plutôt que des ondelettesde Daubechies classiques.
Ce dernier choix est motivé par le faible nombre de trames temporelles. Le paramètreθ
est choisi égal à10−4 et les paramètres(χk)1≤k≤K , (ωk)1≤k≤K et (pk)1≤k≤K , associés au
terme de régularisationf , ont été déterminés pour chaque sous bande par une approche
de maximum de vraisemblance avecpk = {3/2, 4/3, 2}. L’impact du paramètreθ sur le
taux de convergence de l’algorithme est présenté sur la figure7.9.

Nous comparons notre approche avec une approche EM-ML avec critère d’arrêt (stop-
pée à l’itération donnant la plus faible EQM, ici 10 itérations pour les coupes 1 et 2). Nous
présentons également les résultats obtenus avec la méthodeSIEVES. La largeur du filtre
est fixé de façon à minimiser l’EQM. Le nombre d’itérations dans cette approche est 120
et 100 pour les coupes 1 et 2 respectivement. La largeur à mi-hauteur maximum (FWHM :
« Full Width at Half Maximum ») du filtre gaussien est de4.7mm×4.7mm.

Les figures7.5 et 7.6 représentent les différents résultats de reconstruction pour les
4ème et 14ème trames-temporelles (t = 4 et t = 14) de chaque coupe. Les premières
trames temporelles étant beaucoup plus bruitées que les dernières, le choix des 4ème et
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Activité originale pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) latrame temporelle n˚14

Activité reconstruite par EM-ML
avec critère d’arrêt pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

Activité reconstruite
par « SIEVES » pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

Activité reconstruite
par FB[DR] pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

FIGURE 7.5 – Comparaison des activités reconstruites pour la coupe1 en fonction de la
méthode de reconstruction.
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Activité originale pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) latrame temporelle n˚14

Activité reconstruite par EM-ML
avec critère d’arrêt pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

Activité reconstruite
par « SIEVES » pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

Activité reconstruite
par FB[DR] pour : (i) la trame temporelle n˚4 (ii) la trame temporelle n˚14

FIGURE 7.6 – Comparaison des activités reconstruites pour la coupe2 en fonction de la
méthode de reconstruction.
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FIGURE 7.7 – CAT extraites de la coupe 1 pour deux voxels voisins. Activité originale
(rouge), activité reconstruite avec EM-ML avec critère d’arrêt (cyan), SIEVES (vert) et
FB[DR] (bleue).

FIGURE 7.8 – CAT extraites de la coupe 2 pour deux voxels voisins. Activité originale
(rouge), activité reconstruite avec EM-ML avec critère d’arrêt (cyan), SIEVES (vert) et
FB[DR] (bleue).
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14ème trames-temporelles permet d’illustrer les qualitésde reconstruction pour différents
niveaux de bruit au sein d’un même examen. Comme nous pouvonsle remarquer, les
structures sont bien mieux reconstruites en utilisant l’approche proposée. Le principal
avantage de prendre en compte l’aspect temporel peut être observé pour les premières
trames temporelles des coupes 1 et 2 lorsque le bruit est relativement important (colonnes
de gauche sur les figures7.5et 7.6). D’autre part, on peut remarquer sur la figure7.5(en
bas à droite) que les zones froides sont mieux reconstruites.

Les courbes d’activités temporelles (CAT) sont présentéessur les figures7.7 et 7.8
pour deux pixels voisins dans le cortex (zone verte sur la figure7.5représentant l’activité
originale) et dans les artères (zone rouge sur la figure7.6représentant l’activité originale).
Le tableau7.1affiche les différences d’EQM entre les CAT reconstruites etles CAT orig-
inales. Dans chaque configuration, notre approche est la plus précise.

50 100 150 200 250 300 350 400
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FIGURE 7.9 – Evolution def(x(n)) + gθ(x
(n)) au cours des itérations pourθ = 10−4 (en

rouge) et pourθ = 10−5 (en bleu).

Fig. 7.7(gauche) Fig. 7.7(droite) Fig. 7.8(gauche) Fig. 7.8(droite)

EM-ML 21.9e+06 16.4e+06 14.9e+06 15.2e+06

SIEVES 4.09e+06 2.45e+06 7.68e+06 5.88e+06

FBDR 2.24e+06 2.20e+06 5.96e+06 3.67e+06

TABLE 7.1 – EQM associées aux CAT présentées sur les figures7.7et 7.8.
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7.3.4 Conclusion

Nous venons de présenter les résultats obtenus en utilisantl’algorithme FB[DR] pour
reconstruire l’activité présente dans les tissus. Cette méthode est flexible et permet de con-
sidérer des critères non-différentiables, qui peuvent être intéressants lorsque des trames
d’ondelettes sont utilisées. Les résultats obtenus par dessimulations en TEP2D + t
sont réellement encourageants. Cependant, cette approcheest actuellement limitée par
ses temps de calculs encore très longs provenant des itérations internes. Pour contourner
ce problème, nous avons développé une seconde approche, quine nécessite pas de boucle
interne et qui est bien adaptée aux gros volumes de données dufait de sa facilité à être
implantée en parallèle.

7.4 PPXA et régularisation hybride

L’approche précédente était limitée pour deux raisons principales : (i) un temps de
calcul coûteux et (ii) des artefacts pouvant être engendréspar la régularisation sur les co-
efficients de base d’ondelettes. Pour contourner ces problèmes, nous proposons d’adapter
l’algorithme PPXA [Combettes, Pesquet, 2008] au problème de reconstruction dynamique
TEP.

7.4.1 Méthode

Nous considérons une approche variationnelle où le critèreest similaire au critère (7.13)
mais oùf correspond à une régularisation hybrideℓ1 + tv, i.e.

x̂ ∈ Argmin
x∈C⊂RK

g(x) + f1(x) + f2(x).

La fonctiong reste donc le terme de fidélité aux données défini par l’équation (7.11). Le
termef1 sera lié à la régularisation par variation totale, notéetv et définie par l’équa-
tion (4.47) (chapitre4), et s’appliquera sur l’activité dans les tissus de chaque trame-
temporelle. La fonctionf2 désigne la régularisation sur les coefficients de trame d’on-
delettes spatio-temporelles. Remarquons que cette approche ne requerra pas la stricte con-
vexité de la fonctionf1 pour avoir des garanties de convergence vers un minimiseur global
(pas d’extension quadratique). Nous considèrerons donc une simple normeℓ1 comme pé-
nalisation. Enfin, de la même manière que pour l’approche précédente, nous ajoutons une
contrainteC∗ = F ∗C ⊂ RNT permettant de limiter la dynamique de l’activité. Le prob-
lème de minimisation qui en résulte consiste à trouver

x̂ ∈ Argmin
x=(xk){1,...,K}∈RK

T∑

t=1

(
Ψt(AF

∗
t x) + ϑtv(F ∗

t x)
)

+

K∑

k=1

χk|xk|+ ιC(x), (7.20)
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où, pour toutk ∈ {1, . . . , K}, χk > 0 et oùϑ > 0 désigne le paramètre de régularisation
permettant d’ajuster l’impact de la régularisation par variation totale. L’activité reconstru-
ite est notéêy = F ∗x̂.

Pour trouver un minimiseur de cette fonctionnelle, un algorithme bien adapté est l’al-
gorithme PPXA [Combettes, Pesquet, 2008]. Les itérations de PPXA pour résoudre (7.20)
sont présentées par l’algorithme17.

Initialisation
Soitγ ∈ ]0,+∞[ etλ = 1.
Pour toutq ∈ {1, . . . , 4}, soit(ωq)1≤q≤4 ∈]0, 1]4 tel que

∑4
q=1 ωq = 1.

Soientℓ = 0, (uq,0)1≤q≤4 ∈ (RK)4 etx0 =
∑4

q=1 ωquq,0.

Itérations
➀ Pourt = 1, . . . , T⌊

p1,t,ℓ = prox γ
ω1

Ψt(AF ∗
t ·)u1,ℓ

➁ Pourt = 1, . . . , T⌊
p2,t,ℓ = prox γ

ω2
tv(F ∗

t ·)u2,ℓ

➂ p3,ℓ = prox γ
ω3

‖·‖1
u3,ℓ

➃ p4,ℓ = PCu4,ℓ

➄ pℓ = ω1p1,ℓ + ω2p2,ℓ + ω3p3,ℓ + ω4p4,ℓ

➅ Pourq = 1, . . . , 4
⌊ uq,ℓ+1 = uq,ℓ + λ (2 pℓ − xℓ − pq,ℓ)

➆ xℓ+1 = xℓ + λ (pℓ − xℓ)
➇ Incrémenterℓ et aller en➀.

Algorithme 17: PPXA pour minimiser le critère7.20

La principale difficulté de cet algorithme réside dans les étapes➀ à➃ qui consistent à
calculer les opérateurs proximaux associés aux différentes fonctions composant le critère.
L’étape➂ est une étape de seuillage doux des coefficients de trame. L’étape➃ se calcule
par la formulation (7.19). Les deux façons de procéder au calcul de l’opérateur proxi-
mal associé à la variation totale sont (i) l’utilisation de l’approche itérative proposée dans
[Chambolle, 2004] et (ii) la décomposition du terme de variation totale en unesomme
de fonctions dont on sait calculer l’opérateur proximal. Onse reportera à la section4.3.3
(chapitre4) pour plus de détails sur cette dernière façon de procéder. Il en résulte que
tv peut être décomposée en une somme de 4 fonctions quand des filtres de Roberts sont
considérés. Dans la suite nous adopterons cette deuxième solution et la fonctiontv sera
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écrite comme une somme de4 fonctions(tvp1,p2)0≤p1<2,0≤p2<2 comme suggéré dans le
chapitre4.

La dernière difficulté réside en l’étape➀ qui consiste à calculer l’opérateur proximal
de Ψt(AF

∗
t ·). On se réfèrera au paragraphe4.3.2 (chapitre4) pour mieux comprendre

la limitation de ce calcul dans le cas oùA désigne l’opérateur associé à une convolu-
tion. On y trouve également une technique de décomposition deΨt(A·) qui permet de se
ramener à une somme de fonctions plus simples dont les opérateurs proximaux prennent
une forme explicite. Nous adaptons à présent cette technique de décomposition lorsque
queA désigne la matrice système en TEP.

Nous supposons que pour toutr ∈ {1, . . . , R}, Ir est une partition de{1, . . . ,M}
en ensembles non vides et nous désignons parA(r) = (Aj,i)j∈Ir,1≤i≤N la matrice consti-
tuée de lignes deA sans recouvrement et donc orthogonales entre elles. Contrairement
au cadre de la déconvolution, il est difficile de représenterla matrice système en TEP.
En pratique, ces sous-ensembles désignent les lignes de la matrice système associées aux
bins des TOR parallèles n’ayant pas de pixels communs.

De plus, pour toutt ∈ {1, . . . , T}, nous pouvons écrire chaqueΨt comme une somme
deR fonctions notéesΨ(r)

t : RCard{Ir} → ]−∞,+∞], qui, pour toutr ∈ {1, . . . , R}, sont
telles que

Ψ
(r)
t =

∑

j∈Ir

Ψj,t

et qui opèrent sur les bins de sinogrammes appartenant àIr. Il en résulte que

Ψt ◦ A =
R∑

r=1

Ψ
(r)
t ◦ A(r).

Cette décomposition permet d’avoir une forme explicite pour le calcul de l’opérateur
proximal associé àΨ(r)

t ◦ A(r).

La méthode qui découle de l’ensemble des remarques précédentes est résumée par
l’algorithme 18. La convergence de la suite(xℓ)ℓ∈N vers un minimiseur de (7.20) est
assurée par la coercivité def1 et par le fait que

( T⋂

t=1

(
∩Rr=1

(
A(r)

)−1
(ri domΨ(r))

))⋂
riC∗ 6= ∅.

Cette dernière condition est vérifiée car]0,+∞[Card{Ir}⊂ dom Ψ(r), C∗ = [0, Vmax]
N et

puisque pour toutr ∈ {1, . . . , R}, A(r) est supposée positive, à valeurs réelles et com-
posée de lignes étant toutes non nulles.
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Initialisation
On choisitγ = 10 etλ = 1.
On poseω1 = . . . = ωR = 1

4R
, ωR+1 = . . . = ωR+4 = 1

16
etωR+5 = ωR+6 = 1

4
.

Soit ℓ = 0 et, pour toutq ∈ {1, . . . , R+ 6}, uq,0 = F z.
Soitx0 =

∑R+6
q=1 ωquq,0.

Itérations
➀ Pourt = 1, . . . , T

Pourr = 1, . . . , R pr,t,ℓ = prox γ
ωq

Ψ
(r)
t ◦A(r)◦F ∗

t

(
u1,ℓ

)

pR+1,t,ℓ = prox γ
ωR+1

tv0,0(F ∗
t ·)uR+1,ℓ

pR+2,t,ℓ = prox γ
ωR+2

tv0,1(F ∗
t ·)uR+2,ℓ

pR+3,t,ℓ = prox γ
ωR+3

tv1,0(F ∗
t ·)uR+3,ℓ

pR+4,t,ℓ = prox γ
ωR+4

tv1,1(F ∗
t ·)uR+4,ℓ

pR+5,ℓ = prox γ
ωR+5

‖·‖1
uR+5,ℓ

pR+6,ℓ = PC
(
uR+6,ℓ

)

➁ pℓ =
∑R+6

q=1 ωqpq,ℓ

➂ Pourq = 1, . . . , R+ 6
⌊ uq,ℓ+1 = uq,ℓ + λ (2 pℓ − xℓ − pq,ℓ)

➃ xℓ+1 = xℓ + λ (pℓ − xℓ)

➄ Incrémenterℓ et aller en➀.

Algorithme 18: PPXA pour minimiser critère7.20.
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7.4.2 Matériel et résultats expérimentaux sur données simulées

La méthode est évaluée sur des données simulées spatio-temporelle (2D+t), basées sur
le fantôme cérébral de Zubal incluant une artère additionnelle. Nous utilisons un modèle
compartimental aveck4 = 0 pour simuler un examen cérébral [18F]-FDG composé de
T = 16 trames temporelles qui ont des durées variant de 30 secondespour les premières
trames temporelles à 3 minutes pour les dernières. De plus, de faibles variations deKi ont
été créées dans le cortex et le putamen. Les valeurs desKi ont été fixées en s’inspirant
des valeurs obtenues sur des données réelles dans [Piertet al., 1996]. Sur la figure7.10,
nous avons présenté les trames-temporellest = 4, t = 8 et t = 14 du fantôme généré.

Trame temporelle n˚ 4 Trame temporelle n˚ 8 Trame temporellen˚ 14

FIGURE 7.10 – Activité dans les tissus pour les trames temporellest = 4, t = 8 et t = 14
en Bq/cc.

Les variations d’intensité dans le cortex et le putamen sontvisibles sur les trames
temporelles 8 et 14. Deux sinogrammes (2D+t) de taille288 (radial) × 144 (angles)
avec un échantillonnage radial de2.247 mm ont été simulés par projection analytique
en présence de bruit de Poisson. Les coincidences atténuées, fortuites et diffusées ne sont
pas simulées. Le premier sinogramme (sinogramme 1) créé estassez peu bruité et le nom-
bre d’évènements varie entre449 pour les premières trames temporelles à3432199 pour
les dernières ; il est présenté sur la figure7.11. Le second sinogramme (sinogramme 2),
présenté figure7.12, est formé de36 coïncidences pour la première trame temporelle et
de343589 pour la dernière.

L’algorithme PPXA est implanté en parallèle avec la librairie OpenMP2 sur une ar-
chitecture 8 coeurs et nous effectuons 400 itérations de 10 schacune. La matrice système
est décomposée enR = 432 sous-ensembles. La contrainte sur la dynamique des données
estC∗ = [0, 105]NT (en Bq/cc). Nous avons choisi une base orthonormale d’ondelettes
correspondant à des filtres de symmlets de longueur 6 et des ondelettes de Daubechies sur

2. http ://openmp.org/wp/
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Trame temporelle n˚ 4 Trame temporelle n˚ 8 Trame temporellen˚ 14

FIGURE 7.11 – sinogramme 1 : sinogramme (2D+t) généré pour les trames temporelles
t = 4, t = 8 et t = 14 où l’échelle représente le nombre de coïncidences.

Trame temporelle n˚ 4 Trame temporelle n˚ 8 Trame temporellen˚ 14

FIGURE 7.12 – sinogramme 2 : sinogramme (2D+t) généré pour les trames temporelles
t = 4, t = 8 et t = 14 où l’échelle représente le nombre de coïncidences.

intervalle de longueur 6 en temporel. L’influence du nombre de niveaux de décomposition
spatiale et temporelle est présenté sur les figures7.13et7.15. Sur ces figures sont tracées
les EQM et SSIM évaluées entre l’activité originale et l’activité reconstruite pour chacune
des trames temporelles. Les figures7.14et7.16présentent l’activité reconstruite pour dif-
férentes valeurs du paramètreϑ (lié à la variation totale). Il apparaît que la variation totale
permet de lisser certains des artefacts. Il ressort de nos tests que le choixϑ = 10−5 ainsi
que le choix d’une décomposition sur 2 niveaux en temporel et3 niveaux spatialement
permettent d’obtenir un bon compromis aussi bien en termes d’EQM que de SSIM sur les
données reconstruites.

Nous comparons les images reconstruites par notre méthode (PPXA), par EM-ML
après 250 itérations, par EM-ML lissé (« SIEVES »). Dans cette dernière, le nombre
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d’itérations de EM-ML est fixé à 250 et un noyau de largeur à mi-hauteur est fixé de deux
façons différentes. Dans le premier cas, nous cherchons la largeur à mi-hauteur permettant
de minimiser l’EQM entre l’image reconstruite et l’image considérée comme référence ; il
en résulte une largeur à mi-hauteur de10 mm× 10 mm. Nous nommerons cette première
approche « SIEVES 1 ». La largeur à mi-hauteur dans la secondeméthode (« SIEVES 2 »)
est fixé à12 mm× 12 mm et permet d’obtenir un niveau de régularité de l’image identique
à notre approche. Deux résultats obtenus avec notre approche sont présentés. Le premier
(PPXA 1) estime les paramètres(χk)1≤k≤K par maximum de vraisemblance à partir des
données originales, alors que la seconde (PPXA 2) estime cesmêmes paramètres à partir
de l’image EM-ML obtenue après 20 itérations. Cette deuxième approche permet de se
dispenser d’utiliser l’information contenue dans l’imageoriginale, inconnue en réalité.
Ce choix de 20 itérations a été effectué après une série de tests que nous avons mené. Les
figures7.17, 7.18et 7.24présentent les tramest = 4, t = 8 et t = 14 provenant des im-
ages reconstruites par les différentes approches, et ceci àpartir du sinogramme 2 (le plus
bruité) qui correspond au cas de figure le plus réaliste. Pourles premières trames tem-
porelles, lorsque le bruit est particulièrement élevé, l’algorithme PPXA reconstruit mieux
l’activité du cerveau même si des artefacts peuvent être observés (par exemple au niveau
du thalamus sur la figure7.16). Pour confirmer ces résultats, le tableau7.2 présente les
valeurs d’EQM pour différentes zones de l’image, à savoir : le cortex, le putamen, l’artère
et la matière blanche ; nous pouvons remarquer que notre approche permet d’obtenir la
plus petite EQM dans la plupart des zones d’intérêt considérées.

Les courbes d’activités temporelles (CAT) sont présentéessur les figures7.20, 7.21,
7.22et7.23pour quatres pixels voisins et pour différentes zones d’intérêt, à savoir le cor-
tex, dans les noyaux gris centraux, dans l’artère additionnelle et dans les artères.

En utilisant le logiciel commercial Pmod3, nous calculons les images paramétriques à
partir des images reconstruites par PPXA, EM-ML et SIEVES. Les résultats sont présen-
tés sur la figure7.24.

3. http ://www.pmod.com/
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ϑ=5.10−5 et L=2

ϑ=1.10−5 et L=2

ϑ=1.10−6 et L=2

ϑ=5.10−5 et L=3

ϑ=1.10−5 et L=3

ϑ=1.10−6 et L=3

ϑ=5.10−5 et L=4

ϑ=1.10−5 et L=4

ϑ=1.10−6 et L=4

(c) (d)

FIGURE 7.13 – Valeurs de SSIM et EQM pour lesT = 16 trames temporelles pour
différentes valeurs del (nombre de niveaux de décomposition temporels), deL (nombre
de niveaux de décomposition spatial) et deϑ (influence du terme de variation totale) pour
des données reconstruites à partir du sinogramme 1. (a) valeurs de SSIM pourl = 1, (b)
valeurs de SSIM pourl = 2, (c) valeurs de SNR pourl = 1 et (d) valeurs de SNR pour
l = 2.
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Trame temporelle n˚4 Trame temporelle n˚8 Trame temporellen˚14

FIGURE 7.14 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) àpartir du sinogramme
1 pour les trames temporelles 4, 8, et 14 en fonction du paramètre de régularisationϑ. La
première ligne correspond à l’activité de référence pour chacune de trames considérées,
la seconde ligne présente l’activité reconstruite pourϑ = 10−5, la troisième ligne celle
pourϑ = 10−4 et la dernière considère le cas oùϑ = 5× 10−4.
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FIGURE 7.15 – Valeurs de SSIM et EQM pour les différentes trames temporelles pour
différentes valeurs del (nombre de niveaux de décomposition temporels), deL (nombre
de niveaux de décomposition spatial) et deϑ (influence du terme de variation totale) pour
des données reconstruites à partir du sinogramme 2. (a) valeurs de SSIM pourl = 1, (b)
valeurs de SSIM pourl = 2, (c) valeurs de SNR pourl = 1 et (d) valeurs de SNR pour
l = 2.
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Trame temporelle n˚4 Trame temporelle n˚8 Trame temporellen˚14

FIGURE 7.16 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) àpartir du sinogramme
2 pour les trames temporelles 4, 8, et 14 en fonction du paramètre de régularisationϑ. La
première ligne correspond à l’activité de référence pour chacune de trames considérées,
la seconde ligne présente l’activité reconstruite pourϑ = 10−5, la troisième ligne celle
pourϑ = 10−4 et la dernière considère le cas oùϑ = 5× 10−4
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Activité originale Activité reconstruite par EM-ML

Activité reconstruite avec SIEVES 1 Activité reconstruiteavec SIEVES 2

Activité reconstruite avec PPXA 1 Activité reconstruite avec PPXA 2

FIGURE 7.17 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) par différentes ap-
proches pour la trame temporellet = 4.
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Activité originale Activité reconstruite par EM-ML

Activité reconstruite avec SIEVES 1 Activité reconstruiteavec SIEVES 2

Activité reconstruite avec PPXA 1 Activité reconstruite avec PPXA 2

FIGURE 7.18 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) par différentes ap-
proches pour la trame temporellet = 8.
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Activité originale Activité reconstruite par EM-ML

Activité reconstruite avec SIEVES 1 Activité reconstruiteavec SIEVES 2

Activité reconstruite avec PPXA 1 Activité reconstruite avec PPXA 2

FIGURE 7.19 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) par différentes ap-
proches pour la trame temporellet = 14.
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Cortex
EM-ML SIEVES 1 SIEVES 2 PPXA 1 PPXA 2

t = 4 6.48× 107 2.08× 106 1.55× 106
4.92 × 10

5 5.03× 105

t = 8 8.38× 107 3.23× 106 3.26× 106
2.13 × 10

6 2.42× 106

t = 14 1.69× 108 1.02× 107 1.07× 107
8.44 × 10

6 8.99× 106

Thalamus
EM-ML SIEVES 1 SIEVES 2 PPXA 1 PPXA 2

t = 4 8.89× 107 2.60× 106 1.88× 106 5.51× 105
5.27 × 10

5

t = 8 9.54× 107 3.51× 106 3.38× 106
2.25 × 10

6 2.63× 106

t = 14 2.47× 108 8.88× 106 8.64× 106
7.73 × 10

6 8.17× 106

Artère
EM-ML SIEVES 1 SIEVES 2 PPXA 1 PPXA 2

t = 4 5.62× 108 1.43× 107
1.41 × 10

7 1.47× 107 1.48× 107

t = 8 3.85× 107 4.83× 105
3.25 × 10

5 3.96× 105 4.00× 105

t = 14 5.91× 107 2.54× 106 2.53× 106
2.46 × 10

6 2.58× 106

Matière blanche
EM-ML SIEVES 1 SIEVES 2 PPXA 1 PPXA 2

t = 4 5.38× 107 1.51× 106 1.08× 106
3.01 × 10

5 3.14× 105

t = 8 3.93× 107 1.95× 106
1.89 × 10

6 1.92× 106 1.90× 106

t = 14 6.26× 107
6.03 × 10

6 6.35× 106 6.81× 106 6.98× 106

TABLE 7.2 – EQM pour différentes régions d’intérêt.
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FIGURE 7.20 – CAT extraites dans le cortex pour 4 pixels voisins. Activité originale (ligne
noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleue continue), activité reconstruite
par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité reconstruite par PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouge discontinue).
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FIGURE 7.21 – CAT dans les noyaux gris centraux pour 4 pixels voisins. Activité originale
(ligne noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleue continue), activité reconstru-
ite par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité reconstruite par PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouge discontinue)
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FIGURE 7.22 – CAT dans l’artère ajoutée pour 4 pixels voisins. Activité originale (ligne
noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleue continue), activité reconstruite
par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité reconstruite par PPXA 1 (ligne rouge
continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouge discontinue)
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FIGURE 7.23 – CAT dans la matière blanche pour 4 pixels voisins. Activité originale
(ligne noire), activité reconstruite par SIEVES 1 (ligne bleue continue), activité recon-
struite par SIEVES 2 (ligne bleue discontinue), activité reconstruite par PPXA 1 (ligne
rouge continue) et activité reconstruite par PPXA 2 (ligne rouge discontinue)
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rCMRglu original rCMRglu avec EM-ML

rCMRglu avec SIEVES 1 rCMRglu avec SIEVES 2

rCMRglu avec PPXA 1 rCMRglu avec PPXA 2

FIGURE 7.24 – Cartes paramétriques du taux de métabolisme cérébralrégional du glucose
(enµmol/min/100g).
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7.4.3 Résultat expérimentaux sur données réelles

Nous avons également évalué notre méthode sur des données réelles. Pour cela nous
avons traité des données provenant d’un examen [18F]-FDG, où une activité de 284 MBq
a été injectée à un babouin de 4.5 kg. L’injection s’est produite sous caméra ce qui signifie
que le tempst = 0 de l’injection correspond au début de l’acquisition. Une acquisition
en mode (2D+t), avec lessepta4 sortis, a été réalisée. Les coïncidences vraies et retardées
ont été acquises séparément. Nous avons acquis 128 trames d’une durée variant de 10
secondes à 30 secondes. La durée totale de l’examen est de 54 minutes. La transmission
a été réalisée avant injection par une source rotative de germanium 57 ; cette procédure
permettra de corriger les effets d’atténuation durant la reconstruction. Des prélèvements
artériels ont été réalisés afin de connaître la fonction d’entrée et ainsi être capable de
mesurer le taux de métabolisme cérébral régional du glucose(rCMRglu).

Nous avons procédé à la reconstruction de ces données réelles par rétroprojection
filtrée (logiciel du constructeur à savoir SIEMENS), par la méthode SIEVES et par notre
approche (PPXA). Pour chacune d’entre elles, les effets d’atténuations, de normalisation
et les coïncidences fortuites sont pris en compte lors de la reconstruction. Cependant,
nous ne tenons pas compte des coïncidences diffusées (nous justifions ce choix par le fait
qu’il s’agit d’une acquisition 2D+t). La matrice système utilisée dans les reconstructions
SIEVES et PPXA modélise uniquement les effets géométriques5. Nous présentons sur la
figure7.25les images obtenues par les différentes méthodes aux instants t = 4, t = 8 et
t = 14.

7.4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons utilisé successivement les algorithmes imbriqués et PPXA
pour résoudre le problème de reconstruction d’images TEP dynamiques. Pour des raisons
de temps de calculs nous avons préféré PPXA aux algorithmes imbriqués. Par ailleurs,
PPXA nous a permis de minimiser efficacement un critère complexe composé de la di-
vergence de Kullback-Leibler, de la variation totale, d’unterme favorisant la parcimonie
et d’une contrainte sur la dynamique. Ainsi nous avons pu valider notre approche par rap-
port aux méthodes classiquement utilisées en TEP. Les résultats sur les données simulées
sont très encourageants. Un objectif à court terme est d’observer le comportement des dif-
férents algorithmes pour un découpage temporel plus fin (32 ou 64 trames temporelles).
L’implantation de PPXA pour restaurer des données réelles et sa comparaison aux méth-
odes de référence, en particulier la méthode du constructeur, démontre que notre approche
est quantitativement correcte pour des données réelles.

4. Les septa permettent d’éliminer les photons faisant un angle avec le plan de coupe.
5. Nous ne considèrons pas les effets dégradants liés à résolution des détecteurs.
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Trame temporelle n˚4 Trame temporelle n˚8 Trame temporellen˚14

FIGURE 7.25 – Comparaison des activités reconstruites (en Bq/cc) pour la coupe 24 de
l’acquisition de données sur babouin. 1ère ligne : SIEMENS,2ème ligne : SIEVES, 3ème
ligne : PPXA.
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CHAPITRE 8

Conclusion et perspectives

8.1 Bilan

Cette thèse a conduit au développement de nouvelles méthodes pour la résolution de
problèmes inverses de grandes tailles. Ces méthodes offrent une grande flexibilité dans
le choix du critère à minimiser, ce qui est un avantage par rapport à certaines méthodes
actuellement employées. Par ailleurs, elles apportent desgaranties de convergence.

Au début de cette thèse, l’algorithme proximal explicite-implicite et ses déclinaisons
[Daubechieset al., 2004; Bect et al., 2004; Combettes, Wajs, 2005; Weisset al., 2009]
commencaient à être populaires au sein de la communauté du traitement d’image pour
résoudre des problèmes de déconvolution en présence de bruit gaussien ou des problèmes
d’échantillonnage comprimé. En effet, cet algorithme permet de gérer efficacement un
critère composé d’un terme quadratique (plus généralementune fonction de gradient Lips-
chitz) et d’une fonction pouvant être non différentiable (comme une normeℓ1, souvent ap-
pliquée à des coefficients de trame afin d’en favoriser la parcimonie). Un autre algorithme
proximal connu sous le nom d’algorithme de Douglas-Rachford a également été présenté
dans [Combettes, Pesquet, 2007a] pour relâcher la contrainte de Lipschitz différentiabilité
et ainsi traiter des problèmes inverses comme le débruitageen présence de bruit de Pois-
son. Cet algorithme a montré son efficacité pour le débruitage des courbes d’activités tem-
porelles en TEP [Sureauet al., 2008]. Contrairement à l’algorithme explicite-implicite,
l’algorithme de Douglas-Rachford ne permet pas de gérer aussi facilement des opérateurs
linéaires tels qu’un opérateur de convolution ou de projection, ce qui est problématique si
l’on veut résoudre efficacement un problème de reconstruction en TEP.

Notre première contribution a donc été de résoudre ce problème en combinant une
classe d’algorithmes imbriqués et une extension quadratique permettant de gérer des fonc-
tions deux fois différentiables sur leur domaine, mais pouvant ne pas être de gradient Lip-
schitz, telle que l’antilog-vraisemblance poissonienne.Pour mener à bien ce travail, nous
avons développé une classe d’algorithmes proximaux imbriqués basés sur les algorithmes
explicite-implicite, de Douglas-Rachford et de type Dykstra. Les preuves de convergence
de cette classe d’algorithmes ont été données. Pour étendrele champ d’application de ces
méthodes à des fonctions convexes n’ayant pas de gradient Lipschitz (et ainsi résoudre
le problème de restauration/reconstruction en présence debruit de Poisson), nous avons
proposé une approximation inférieure du critère basée sur l’utilisation d’une extension
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quadratique. Cette dernière fait intervenir un paramètreθ qui permet d’ajuster la proximité
entre l’approximation inférieure et la fonction de départ.Cependant, il faut remarquer que
plus ce paramètre est grand, meilleure est l’approximation, au prix d’une diminution de
la vitesse de convergence. Nous avons montré, sous certaines hypothèses techniques pré-
cisées dans la proposition3.42, qu’il existe une valeur deθ au delà de laquelle la solution
du critère approximé est la même que la solution du critère originel. Le bon comportement
de cette approximation comparée aux approches constituantl’état de l’art a également été
démontré. L’essentiel des résultats de ce chapitre sont présentés dans [Chauxet al., 2009].

La méthode précédemment proposée souffre de temps de calculs relativement longs,
dûs aux sous-itérations, et ce malgré le soin apporté à l’initialisation qui vise à réduire
leur nombre. Pour une application à la reconstruction de données TEP dynamique, où les
volumes de données sont plus importants que pour des problèmes usuels de déconvolu-
tion d’images, cette méthode ne répond pas à l’un des trois objectifs (fiabilité, efficac-
ité et rapidité) que nous nous étions fixés, à savoir la rapidité. Nous avons alors orienté
notre travail vers l’utilisation de l’algorithme proximalparallèle [Combettes, Pesquet,
2008] permettant de minimiser une somme finie de fonctions. Cetteméthode possède
comme principal avantage d’avoir une structure hautement parallélisable mais elle souf-
fre, de la même manière que l’algorithme de Douglas-Rachford (dont elle constitue une
extension dans un espace produit), de la difficulté que pose le calcul de l’opérateur prox-
imal d’une fonction composée avec un opérateur linéaire. Nous avons proposé dans le
chapitre4 une décomposition permettant de résoudre ce problème lorsque l’opérateur
linéaire est un opérateur de convolution ou un opérateur de convolution décimée (inter-
venant en super-résolution). Il faut remarquer que ce type d’approche par décomposition
permet de résoudre des problèmes différents de ceux résolusavec ADMM (Alternative
Direction Method of Multipliers) qui requiert une inversion matricielle lourde à réaliser,
notamment dans des approches de type super-résolution ou enTEP. De façon à améliorer
la qualité des images restaurées/reconstruites en présence d’un bruit non nécessairement
additif gaussien, nous avons inclus une régularisation hybride (tv+ℓ1) dans notre critère .
Ce type de régularisation auparavant utilisée en présence de bruit additif gaussien devient
d’un intérêt accru pour d’autres types de perturbations.

L’utilisation de trames pour la résolution de problèmes inverses soulève le problème
du choix entre formulation à l’analyse et formulation à la synthèse. En effet, l’emploi de
trames se traduit par la présence de l’opérateur d’analyse de trame ou de l’opérateur de
synthèse de trame dans le critère à minimiser. Une première étude théorique a été menée
dans [Eladet al., 2007]. Nous avons étendu ces résultats dans le chapitre5 en explorant
les liens entre formulation à l’analyse et formulation à la synthèse.

Ce chapitre présente également plusieurs techniques qui permettent de gérer efficace-
ment des problèmes pouvant être rencontrés lors de l’utilisation des algorithmes proxi-
maux. Tout d’abord, une alternative au calcul de l’opérateur proximal d’une fonction
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composée avec un opérateur linéaire a été présentée. Cette dernière se base sur la du-
alité de Moreau-Fenchel-Rockafellar [Combetteset al., 2009]. Nous avons aussi décrit
un algorithme itératif permettant de calculer la valeur de la norme d’un opérateur linéaire
quand celle-ci n’est pas explicite. Enfin, nous avons proposé d’étendre l’utilisation de cer-
tains algorithmes proximaux à une classe de trames non-ajustées. Actuellement, la gestion
de telles trames pose problèmes avec des algorithmes tels que l’algorithme de Douglas-
Rachford ou l’algorithme proximal parallèle.

La régularisation hybridetv+ℓ1 proposée dans le chapitre4, nous a conduit à un autre
type de régularisation qui nous semblait mieux adapté, à savoir une régularisationtv ap-
pliquée sur la partie géométrique de l’image et une régularisation favorisant la parcimonie
des coefficients de trame sur la composante texturée de l’image. Ce type d’approche né-
cessite une formulation multicomposante. Nous avons donc proposé dans le chapitre6
une extension des algorithmes proximaux et de leurs propriétés de convergence à ce cadre
d’étude. Nous avons également fourni des formes explicitesd’opérateurs proximaux mul-
ticomposantes et avons illustré notre propos par diverses applications à des problèmes
inverses de grande taille entrant dans ce cadre d’étude.

Notre dernière contribution est l’adaptation des méthodesproposées dans le cadre de
la déconvolution en présence de bruit de Poisson au cas de la reconstruction de données
dynamiques TEP, qui constituait l’objectif applicatif principal de la thèse. Ce travail s’in-
scrit dans la suite des travaux de [Sureauet al., 2008] et permet de gérer simultanément
débruitage et rétroprojection à l’aide des algorithmes proximaux. Dans le chapitre7, nous
avons donc successivement présenté les résultats obtenus avec les algorithmes imbriqués
et PPXA. Nous avons pu en particulier observer l’intérêt d’utiliser une régularisation
spatio-temporelle basée sur les ondelettes et d’ajouter unterme de variation totale per-
mettant aux médecins d’obtenir des résultats plus ou moins lissés.

8.2 Quelques perspectives

Dans l’état actuel de son développement, ce travail ouvre uncertain nombre de per-
spectives tant théoriques qu’applicatives.

• Optimisation du paramètre θ de l’extension quadratique
Dans le chapitre3, nous avons vu que le choix du paramètreθ lié à l’extension quadratique
permettait d’assurer un compromis entre précision de l’approximation et vitesse de con-
vergence. Dans notre approche, nous choisissons un paramètre θ ne variant pas au cours
des itérations mais une perspective intéressante serait d’adapter à chaque itérationn ∈ N
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la valeur de ce paramètre, noté alorsθn, de façon à optimiser le taux de convergence de
l’algorithme, par exemple en choisissant unθ grossier pour les premières itérations et
en affinant ce choix petit à petit. Un choix automatique pourrait également être envisagé
en s’inspirant des méthodes d’adaptation de pas de Barzilai-Borwein [Barzilai, Borwein,
1988].

• Version accélérée de PPXA
Les chapitres4 et 7 montrent l’intérêt d’utiliser l’algorithme proximal parallèle pour ré-
soudre des problèmes inverses comme la restauration ou la reconstruction. Cependant,
pour utiliser l’algorithme PPXA en routine clinique en TEP il faudrait être capable d’ac-
célerer cet algorithme. En effet, rappelons que l’EM a été implanté en routine clinique
lorsque des versions accélérées du type OSEM ou RAMLA ont étéproposées. L’accéléra-
tion de PPXA peut passer par l’optimisation de paramètres tels que celui de relaxation,
mais on pourrait également envisager un raisonnement similaire à RAMLA en consid-
érant à chaque itération des sous-ensembles de pixels ou encore exploiter les liens exis-
tants avec les méthodes de minimisation alternée (Gauss-Seidel).

• Choix du terme de régularisation
L’utilisation d’une régularisation hybride a permis d’améliorer la qualité de reconstruc-
tion dans les chapitres4, 6 et 7. Il serait donc d’un intérêt certain de réfléchir à des
régularisations multiples encore mieux adaptées. Si l’on se réfère à l’équation (5.12) où
x ∈ RK représente les coefficients de trame tels que, pour tout(y, x⊥) ∈ RN × kerF⊤,
x = Fy + x⊥, on pourrait par exemple envisager une régularisation différente surFy et
x⊥.

Toujours dans l’optique d’obtenir une régularisation pluspertinente, il faut remarquer
que les méthodes proximales requièrent la plupart du temps des trames ajustées. Nous
avons proposés dans le chapitre5 un cadre d’étude permettant d’étendre leur application
à des trames pouvant être non ajustées. En élargissant les hypothèses formulée dans la
section5.4.1, d’autres trames pourraient être envisagées.

• Application à l’imagerie radar à synthèse d’ouverture (SAR)
En imagerie SAR, une des problématiques est d’augmenter la résolution en éliminant si-
multanément le bruit de Speckle, de type multiplicatif. Lestravaux existants visent pour
l’essentiel à effectuer l’opération de débruitage seule. L’idée serait donc d’explorer les
approches variationnelles développées dans le cas du débruitage et de les adapter au cas
où il s’agit d’accroître la résolution et de débruiter l’image conjointement. Pour résoudre
le seul problème de débruitage de manière efficace par des approches variationnelles,
le terme d’attache aux données peut être choisi de diverses façons. La première con-
siste à considérer le logarithme des données qui permet de serapprocher d’un bruit blanc
gaussien [Durandet al., 2010] et ainsi de se ramener à un terme d’attache aux données
quadratique ; cette approche possède l’inconvénient d’introduire un biais dans l’image
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reconstruite. Une seconde méthode a été suggérée dans [Combettes, Pesquet, 2007a] en
utilisant un modèle de bruit simplifié. En restant dans un cadre convexe ou en faisant une
incursion en territoire non convexe [Aubert, Aujol, 2008], il serait certainement envisage-
able de proposer d’autres approximations plus performantes.

• Applications multicomposantes
Le chapitre sur l’extension des algorithmes proximaux aux problèmes multicomposantes
permet d’envisager de nombreuses applications telles que l’extraction de différentes tex-
tures. Remarquons que le préalable à ce travail est de bien définir ce qui est sous-entendu
par la notion de texture et la variété que peut recouvrir une telle notion. On peut ainsi en-
visager des régularisations permettant de modéliser différents types de textures. Enfin, on
peut songer à des extensions pour la résolution de problèmesinverses en imagerie couleur.

• Validation de PPXA Hybride pour des données dynamiques TEP
De façon à pouvoir exploiter un algorithme tel que PPXA pour la résolution de problèmes
de reconstruction dynamique TEP en routine clinique, il serait souhaitable :

– d’accélérer les temps de calcul en s’inspirant, comme évoqué précédemment, de
RAMLA et/ou en effectuant une implantation à l’aide de GPU,

– de valider la procédure de reconstruction auprès de médecins.
Cela nécessite encore un certain travail de mise en œuvre et de validation mais les résultats
déjà obtenus nous encouragent à réaliser cet investissement.
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FRYŹLEWICZ, P., NASON, G. (2001). Poisson intensity estimation using wavelets and the
fisz transformation. Rapport technique, Department of Mathematics, University of
Bristol, BRISTOL, UK. Technical Report 01-10.



BIBLIOGRAPHIE 275

GALATSANOS, N. P., KATSAGGELOS, A. K. (1992). Methods for choosing the regular-
ization parameter and estimating the noise variance in image restoration and their
relation. IEEE Trans. Image Process., 1(3):322–336.

GAUTHIER, J., DUVAL , L., PESQUET, J.-C. (2009). Optimization of synthesis oversam-
pled complex filter banks.IEEE Trans. Signal Process., 57(10):3827–3843.

GJEDDE, A. (1982). Calculation of cerebral glucose phosphorylation from brain uptake
of glucose analogs in vivo : a re-examination.Brain Res., 257(2):237–274.

GOLDBURG, M., MARKS II, R. (1985). Signal synthesis in the presence of an inconsistent
set of constraints.IEEE Trans. Circuits Syst., 32(7):647–663.

GOLDSTEIN, D., OSHER, S. (2008). The split bregman method forℓ1 regularized prob-
lems. Rapport technique, UCLA CAM.

GOLUB, G. H., VAN LOAN, C. F. (1996). Matrix computations. The Johns Hopkins
University Press ; 3rd edition.

GORDON, R., BENDER, R., HERMAN, G. T. (1970). Algebraic reconstruction techniques
(ART) for three-dimensional electron microscopy and X-rayphotography.Journal
of Theoretical Biology, 29(3):471–481.

GURIN, L. G., POLYAK , B. T., RAIK , E. V. (1967). Projection methods for finding a
common point of convex sets.Zh. Vychisl. Mat. Mat. Fiz., 7(6):1211–1228.

HADAMARD , J. (1902). Sur les problèmes aux dérivées partielles et leur signification
physique.Princeton Univ. Bull, 13:49–52.

HAN, D., LARSON, D. R. (2000). Frames, bases, and group representations.Mem. Amer.
Math. Soc., 147(697):x+94.

HEBERT, T., LEAHY, R. (1989). A generalized EM algorithm for 3-D bayesian recon-
struction from Poisson data using Gibbs priors.IEEE Trans. Med. Imag., 8(2):194–
202.

HERMAN, G. T., HURWITZ, H., LENT, A., LUNG, H. (1979). On the bayesian approach
to image reconstruction.Info. and Cont., 42:60–71.

HERMAN, G. T., MEYER, L. B. (1993). Algebraic reconstruction techniques can be made
computationally efficient.IEEE Trans. Med. Imag., 12(3):600–609.

HESTENES, M. R. (1969). Multiplier and gradient methods.Journal of Opt. Theory and
Applications, 4(5):303–320.

HIRIART-URRUTY, J.-B., LEMARÉCHAL, C. (1996).Convex analysis and minimization
algorithms, Part I : Fundamentals, vol. 305Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, N.Y., 2nd édition.

HUANG, Y., NG, M., WEN, Y.-W. (2008). A fast total variation minimization method for
image restoration.Multiscale Model. and Simul., 7(2):774–795.



276 BIBLIOGRAPHIE

HUDSON, H., LARKIN , R. (1994). Accelerated image reconstruction using ordered sub-
sets of projection data.IEEE Trans. Med. Imag., 13(4):601–609.

HUDSON, H. M. (1978). A natural identity for exponential families with applications in
multiparameter estimation.Ann. Stat., 6(3):473–484.

HUNT, B., KÜBLER, O. (1984). Karhunen-Loeve multispectral image restoration, part i :
Theory. IEEE Trans. Acous., Speech Signal Process., 32(3):592–600.

HUNTER, D. R., LANGE, K. (2004). A tutorial on MM algorithms.The American Statis-
tician, 58(1):30–37.

IUSEM, A. N., DE PIERRO, A. R. (2006). Convergence results for an accelerated nonlinear
Cimmino algorithm.Numerische Mathematik, 49(4):367–378.

KAMASAC, M. E., BOUMAN, C. A., MORRIS, E. D., SAUER, K. (2005). Direct recon-
struction of kinetic parameter images from dynamic PET data. IEEE Trans. Med.
Imag., 24(6):636–650.

KANG, M. (1998). Generalized multichannel image deconvolutionapproach and its ap-
plications.Opt. Eng., 37(11):2953–2964.

KATSAGGELOS, A., LAY , K., GALATSANOS, N. (1993). A general framework for
frequency domain multi-channel signal processing.IEEE Trans. Image Process.,
2(3):417–420.

K INGSBURY, N. G. (2001). Complex wavelets for shift invariant analysis and filtering of
signals.Appl. Comp. Harm. Analysis, 10(3):234–253.

LANDWEBER, L. (1951). An iteration formula for fredholm integral equations of the first
kind. Amer. J. Math., 73(3):615–624.

LANGE, K., BAHN, M., L ITTLE, R. (1987). A theoretical study of some maximum like-
lihood algorithms for emission and transmission tomography. IEEE Trans. Med.
Imag., MI-6:106–114.

LANGE, K., CARSON, R. (1984). EM reconstruction algorithms for emission and trans-
mission tomography.J. Comput. Assist. Tomo., 8(2):306–316.

LE PENNEC, E., MALLAT , S. (2005). Sparse geometric image representations with ban-
delets.IEEE Trans. Image Process., 14(4):423–438.

L IONS, P. L., MERCIER, B. (1979). Splitting algorithms for the sum of two nonlinear
operators.SIAM J. Numer. Anal., 16(6):964–979.

LOUCHET, C. (2008).Modèles variationnels et bayésiens pour le débruitage d’images :
de la variation totale vers les moyennes non-locales.Mathématiques appliquées,
Université Paris Descartes.

LUCIGNANI, G., SCHMIDT, K. C., MORESCO, R. M., STRIANO, G., COLOMBO, F.,
SOKOLOFF, L., FAZIO, F. (1993). Measurement of regional cerebral glucose uti-
lization with fluorine-18-FDG and PET in heterogeneous tissues : Theoretical con-
siderations and practical procedure.J. Nucl. Med., 34(3):360–369.



BIBLIOGRAPHIE 277

LUCY, L. B. (1974). An iterative technique for the rectification of observed distributions.
Astronomical Journal, 79(6):745–754.

LUISIER, F., VONESCH, C., BLU, T., UNSER, M. (2010). Fast interscale wavelet denois-
ing of Poisson-corrupted images.Signal Process., 90(2):415–427.

MÄKITALO , M., FOI, A. (2010). Optimal inversion of the Anscombe transformation in
low-count Poisson image denoising.IEEE Trans. Image Process.In press.

MALGOUYRES, F. (2002). Mathematical analysis of a model which combinestotal varia-
tion and wavelet for image restoration.Journal of Information Processes, 2(1):1–10.

MALLAT , S. (1997).A wavelet tour of signal processing. Academic Press, San Diego,
USA.

MEYER, Y. (2001).Oscillating patterns in image processing and in some nonlinear evo-
lution equations. AMS, Providence, RI.

M ILED, W., PESQUET, J.-C., PARENT, M. (2009). A convex optimization approach for
depth estimation under illumination variation.IEEE Trans. Image Process., 18(4):
813–830.

MOREAU, J. J. (1965). Proximité et dualité dans un espace hilbertien. Bull. Soc. Math.
France, 93:273–299.

MOREAU, J. J. (1966-1967). Fonctionnelles convexes.In Séminaire sur les équations aux
dérivées partielles II, Collège de France, Paris.

NESTEROV, Y. E. (1983). A method of solving a convex programming problem with
convergence rateo(1/k2). Soviet Math. Dokl., 27(2):372–376.

NESTEROV, Y. E. (2007). Gradient methods for minimizing composite objective function.
In CORE Discussion paper 76.

NESTEROV, Y. E. (2009). Primal-dual subgradient methods for convex problems.Math.
Programm., 120(1):221–259.

NICHOLS, T. E., QI, J., ASMA, E., LEAHY, R. M. (2002). Spatiotemporal reconstruction
of list-mode PET data.IEEE Trans. Med. Imag., 21(4):396–404.

PATLAK , C. S., BLASBERG, R. G., FENSTERMACHER, J. D. (1983). Graphical evaluation
of blood-to-brain transfer constants from multiple-time uptake data.J. Cereb. Blood
Flow Metab., 3(1):1–7.

PEDONE, M., HEIKKILÄ , J. (2008). Blur and contrast invariant fast stereo matching.
Lecture Notes in Comput. Sci., 5259:883–890.

PESQUET, J.-C. (2010). A parallel inertial proximal optimization method. Preprint.

PIERT, M., KOEPPE, R. A., GIORDANI, B., BERENT, S., KUHL, D. E. (1996). Dimin-
ished glucose transport and phosphorylation in Alzheimer’s disease determined by
dynamic FDG-PET.J. Nucl. Med., 37(2):201–208.



278 BIBLIOGRAPHIE

POLYAK , B. T. (1969). Minimization of unsmooth functionals.USSR Computational
Mathematics and Mathematical Physics, 9(3):14–29.

PUSTELNIK, N., CHAUX , C., PESQUET, J.-C. (2009a). Extension des algorithmes im-
briqués pour la résolution de problèmes d’optimisation convexe en imagerie.In
Proc. GRETSI, pages x+4, Dijon, France.

PUSTELNIK, N., CHAUX , C., PESQUET, J.-C. (2009b). Hybrid regularization for data
restoration in the presence of Poisson noise.In Proc. Eur. Sig. and Image Proc.
Conference, pages x+5, Glasgow, Scotland.

RAMANI , S., BLU, T., UNSER, M. (2008). Monte-Carlo SURE : A black-box optimization
of regularization parameters for general denoising algorithms. IEEE Trans. Image
Process., 17(9):1540–1554.

READER, A. J., SUREAU, F. C., COMTAT, C., TREBOSSEN, R., BUVAT , I. (2006). Joint
estimation of dynamic PET images and temporal basis functionc using fully 4D ML-
EM. Phys. Med. Biol., 51(21):5455–5474.

RICHARDSON, W. H. (1972). Bayesian-based iterative method of image restoration. J.
Opt. Soc. America, 62(1):55–59.

ROBERT, C., CASTELLA, G. (2004).Monte Carlo statistical methods. Springer.

ROCKAFELLAR, R. T. (1967). Duality and stability in extremum problems involving
convex functions.Pacific J. of Math., 21(1):167–187.

ROCKAFELLAR, R. T. (1974).Conjugate duality and optimization. SIAM, Philadelphia,
PA.

ROCKAFELLAR, R. T., WETS, R. J.-B. (2004).Variational analysis. Springer-Verlag.

RUDIN, L., OSHER, S. (1994). Total variation based image restoration with free local
constraints.In Proc. Int. Conf. Image Process., vol. 1, pages 31–35, Austin, Texas.

RUDIN, L., OSHER, S., FATEMI , E. (1992). Nonlinear total variation based noise removal
algorithms.Physica D, 60(1-4):259–268.

SAUER, K., BOUMAN, C. A. (1993). A local update strategy for iterative reconstruction
from projections.IEEE Trans. Signal Process., 41(2):534–548.

SCHARSTEIN, D., SZELISKI, R. (2002). A taxonomy and evaluation of dense two-frame
stereo correspondence algorithms.Int. J. Comp. Vis., 47(1-3):7–42.

SELESNICK, I. W., BARANIUK , R. G., KINGSBURY, N. G. (2005). The dual-tree complex
wavelet transform.IEEE Signal Process. Mag., 22(6):123–151.

SELESNICK, I. W., FIGUEIREDO, M. (2009). Signal restoration with overcomplete
wavelet transforms : comparison of analysis and synthesis priors. In SPIE, vol. 7446.

SETZER, S., STEIDL, G., TEUBER, T. (2010). Deblurring Poissonian images by split
Bregman techniques.J. Visual Communication and Image Representation, 21(3):
193–199.



BIBLIOGRAPHIE 279

SHEPP, L. A., VARDI, Y. (1982). Maximum likelihood reconstruction in PositronEmis-
sion Tomography.IEEE Trans. Med. Imag., 1(2):113–122.

SNYDER, D. L. (1984). Parameter estimation for dynamic studies in emission-
tomography systems having list-mode data.IEEE Trans Nucl. Sci., 31(2):925–931.

SNYDER, D. L., MILLER, M. I. (1985). The use of Sieves to stabilize images produced
with the EM algorithm for Emission Tomography.IEEE Trans Nucl. Sci., 32:3864–
3872.

STEIDL, G., TEUBER, T. (2010). Removing multiplicative noise by Douglas-Rachford
splitting methods.J. Math. Imag. Vis., 36(3):168–184.

STEIN, C. (1981). Estimation of the mean of a multivariate normal distribution. Ann.
Stat., 9(6):1135–1151.

SUREAU, F. C., PESQUET, J.-C., CHAUX , C., PUSTELNIK, N., READER, A. J., COMTAT,
C., TREBOSSEN, R. (2008). Temporal wavelet denoising of PET sinograms and
images. Dresden, Germany.

SVAITER, B. F. (2010). Weak convergence on Douglas-Rachford method.
http ://www.optimization−online.org/DB_HTML/2010/07/2676.html.

SWELDENS, W. (1996). The lifting scheme : A custom-design construction of biorthog-
onal wavelets.Appl. Comp. Harm. Analysis, 3(2):186–200.

TIKHONOV, A. (1963). Tikhonov regularization of incorrectly posed problems. Soviet
Mathematics Doklady, 4:1624–1627.

TITTERINGTON, D. (1987). On the iterative image space reconstruction algorithm for
ECT. IEEE Trans. Med. Imag., 6(1):52–56.

TRUSSELL, H. J., CIVANLAR , M. R. (1984). The feasible solution in signal restoration.
IEEE Trans. Acous., Speech Signal Process., 32(2):201–212.

TSCHUMPERLÉ, D., DERICHE, R. (2002). Diffusion PDEs on vector-valued images.
IEEE Signal Process. Mag., 19(5):16–25.

TSENG, P. (2000). A modified forward-backward splitting method for maximal monotone
mappings.SIAM J. Control. & Optim., 38(2):431–446.

TSUI, K. W., PRESS, S. J. (1982). Simultaneous estimation of several Poisson parameters
under k-normalized squared error loss.Ann. Stat., 10(1):93–100.

TURKHEIMER, F. E., BRETT, M., V ISVIKIS, D., CUNNINGHAM , V. J. (1999). Multires-
olution analysis of Emission Tomography images in the wavelet domain.Journal of
Cerebral Blood Flow and Metabolism, 19(11):1189–1208.

VALK , P. E., BAILEY , D. L., TOWNSEND, D. W., MAISEY, M. N., éditeurs (2004).
Positron Emission Tomography. Basic science and clinical pratice. Springer.

VEKLEROV, E., LLACER, J. (1987). Stopping rule for the MLE algorithm based on sta-
tistical hypothesis testing.IEEE Trans. Med. Imag., 6(4):209–226.



280 BIBLIOGRAPHIE

VERHAEGHE, J., VAN DE V ILLE , D., KHALIDOV , I., D’A SSELER, Y., LEMAHIEU, I.,
UNSER, M. (2008). Dynamic PET reconstruction using wavelet regularization with
adapted basis functions.IEEE Trans. Med. Imag., 27(7):943–959.

VERHAEGHE, J., VAN DE V ILLE , D., KHALIDOV , I., UNSER, M., D’A SSELER, Y.,
LEMAHIEU, I. (2007). Reconstruction of dynamic PET data using spatio-temporal
waveletl1 regularization.In EMBS 2007. 29th Annual International Conference of
the IEEEC, pages 6539–6542.

VESE, L., OSHER, S. (2003). Modeling textures with total variation minimization and
oscillating patterns in image processing.J. Sci. Comput., 19(1-3):553–572.

VESE, L., OSHER, S. (2004). Image denoising and decomposition with total variation
minimization and oscillatory functions.J. Math. Imag. Vis., 20(1-2):7–18.

WANG, Y., YANG, J., YIN, W., ZHANG, Y. (2008). A new alternating minimization algo-
rithm for total variation image reconstruction.SIAM J. Imaging Sci., 1(3):248–272.

WANG, Z., BOVIK , A. C. (2009). Mean squared error : love it or leave it ?IEEE Signal
Process. Mag., 26(1):98–117.

WEISS, P. (2008).Algorithmes rapides d’optimisation convexe. Applications à la restau-
ration d’images et à la détection de changement. Spécialité : Automatique, traite-
ment du signal et des images, Thèse de doctorat en Sciences del’université de Nice
- Sophia Antipolis.

WEISS, P., BLANC-FÉRAUD, L., AUBERT, G. (2009). Efficient schemes for total variation
minimization under constraints in image processing.SIAM J. Sci. Comput., 31(3):
2047–2080.

WEN, Y.-W., NG, M. K., CHING, W.-K. (2008). Iterative algorithms based on decoupling
of deblurring and denoising for image restoration.SIAM J. Sci. Comput., 30(5):
2655–2674.

YOULA, D. C., WEBB, H. (1982). Image restoration by the method of projections onto
convex sets. Part I - theory.IEEE Trans. Med. Imag., 1(2):81–94.

ZHANG, B. H., FADILI , M. J., STARCK, J. L. (2008). Wavelets, ridgelets, and curvelets
for Poisson noise removal.IEEE Trans. Image Process., 17(7):1093–1108.

ZHENG, J., SAQUIB, S. S., SAUER, K., BOUMAN, C. A. (2000). Parallelizable bayesian
tomography algorithms with rapid, guaranteed convergence. IEEE Trans. Image
Process., 9(10):1745–1759.

ZHOU, J., COATRIEUX, J.-L., BOUSSE, A., SHU, H. Z., LUO, L. M. (2007). A bayesian
MAP-EM algorithm for PET image reconstruction using wavelet transform. IEEE
Trans Nucl. Sci., 54(5):1660–1669.

ZHOU, J., SENHADJI, L., COATRIEUX, J.-L., LUO, L. (2009). Iterative PET image re-
construction using translation invariant wavelet transform. IEEE Trans Nucl. Sci.,
56(1):116–128.



BIBLIOGRAPHIE 281

ZĂLINESCU, C. (2002).Convex analysis in general vector spaces. World Scientific, River
Edge, NJ, USA.

ZUBAL , I. G., HARRELL, C. R., SMITH , E. O., RATTNER, Z., GINDI , G., HOFFER,
P. B. (1994). Computerized three-dimensional segmented human anatomy.Medi-
cal Physics, 21(1):299–302.


	Résumé
	Abstract
	Glossaire
	Introduction
	Contexte de l'étude
	Vue d'ensemble du travail effectué
	État de l'art
	Algorithmes imbriqués et extension quadratique
	Algorithme proximal parallèle et régularisation hybride
	Formulations à l'analyse et à la synthèse
	Algorithmes proximaux multicomposantes
	Reconstruction dynamique d'images TEP

	Publications
	Articles de revus acceptés ou publiés
	Articles soumis
	Articles de conférences invités
	Autres articles de conférences
	Autres présentations


	Introduction aux problèmes inverses et à l'optimisation convexe
	Problèmes inverses
	Quelques exemples
	Problème mal posé, mal conditionné et régularisation

	Résolution de problèmes inverses
	Interprétation bayésienne
	Terme d'attache aux données
	Terme de régularisation

	Optimisation convexe
	Quelques rappels d'analyse convexe
	Résultats d'analyse convexe
	Algorithmes
	Conclusion sur les algorithmes

	Bruit de Poisson : quelle méthode adopter?
	Maximum de vraisemblance
	Approche MAP : traiter le bruit comme s'il sagissait d'un bruit gaussien
	Approche MAP : transformées stabilisatrices de variance
	Approches proximales

	Conclusion

	Imbrication d'algorithmes proximaux et extension quadratique
	Motivations
	Opérateur proximal
	Définition
	Quelques propriétés

	Algorithmes pour minimiser une somme de deux fonctions convexes
	Algorithme explicite-implicite (FB : forward-backward)
	Algorithme de Douglas-Rachford (DR)

	Opérateur proximal d'une somme de deux fonctions
	Algorithme explicite-implicite
	Algorithme de Douglas-Rachford
	Algorithme de type Dykstra

	Algorithmes imbriqués
	Première méthode proposée : DR[FB]
	Seconde méthode proposée : FB[DR]
	Troisième méthode proposée : FB[Dyk]

	Résolution de problèmes de restauration d'images
	Modélisation du problème 
	Comparaison expérimentale des algorithmes imbriqués sur un exemple de restauration en présence de bruit gaussien
	Approximation inférieure du terme d'attache aux données pour la résolution d'une classe plus large de problèmes de restauration

	Conclusion

	Algorithme proximal parallèle et régularisation hybride pour la résolution de problèmes inverses en présence de bruit non-additif
	Motivations
	Formulation du problème
	Formes explicites de quelques opérateurs proximaux
	Opérateurs proximaux de fonctions usuelles
	Opérateur proximal impliquant un opérateur linéaire
	Formes discrètes de la variation totale et opérateurs proximaux associés

	Algorithme proximal parallèle (PPXA)
	Présentation de l'algorithme
	Version accélérée en présence de trames ajustées

	Application à la restauration d'image
	Régularisation hybride
	Résultats expérimentaux pour la résolution de problèmes inverses en présence de bruit de Poisson

	Conclusion

	Comparaison des approches trame à l'analyse et trame à la synthèse dans le cadre des algorithmes proximaux
	Motivations
	Formulation à l'analyse et formulation à la synthèse
	Formulation à l'analyse (FA)
	Formulation à la synthèse (FS)
	Comparaison théorique FS versus FA 

	Algorithme explicite-implicite pour des trames non nécessairement ajustées
	Algorithme et difficultés rencontrées
	Calcul de l'opérateur proximal associé à f2F
	Calcul de la constante de trame
	Comparaison de FA et FS sur un exemple de restauration en présence de bruit gaussien

	PPXA+ pour une classe de trames non ajustées
	Un exemple particulier de trame non-ajustées
	Résolution des deux formulations avec PPXA+
	Résultats expérimentaux

	Conclusion

	Algorithmes proximaux pour la résolution de problèmes multicomposantes
	Motivations
	Notations et rappels
	Opérateurs proximaux multicomposantes
	Algorithmes proximaux multicomposantes
	Algorithme explicite-implicite
	Algorithme de Douglas-Rachford
	Algorithme proximal parallèle (PPXA)
	Algorithme de type Dykstra

	Applications à la décomposition et à la restauration d'images
	Restauration d'images stéréoscopiques
	Débruitage d'images multispectrales
	Décomposition d'images

	Conclusion

	Algorithmes proximaux pour la reconstruction de données dynamiques en TEP
	Introduction à la TEP
	Traceur radioactif
	Détection des coïcidences
	Modèle de dégradation spatio-temporel
	Principe compartimental dans le cas du [18F]-FDG

	Méthodes de reconstruction en TEP
	Extension quadratique et algorithmes proximaux
	Extension quadratique
	Adaptation du FB[DR] pour la reconstruction TEP dynamique
	Matériel et résultats expérimentaux sur données simulées
	Conclusion

	PPXA et régularisation hybride
	Méthode
	Matériel et résultats expérimentaux sur données simulées
	Résultat expérimentaux sur données réelles
	Conclusion


	Conclusion et perspectives
	Bilan
	Quelques perspectives

	Liste des figures
	Liste des tableaux
	Bibliographie

