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❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt
✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ s❡❛r❝❤❡s ♦♥ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ❛ ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ st❛t❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛
❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❢r❡❡ ❡♥✲
❡r❣② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ ❋♦r❝❡ ✭❆❇❋✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ♦❢ ❛ ♥❡✇
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✇❛❧❦❡r ❆❇❋ ✭▼❲✲❆❇❋✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ▼❲✲❆❇❋ ❛❣❛✐♥st ❛rt❡❢❛❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r❧② ❝❤♦s❡♥
♦r ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥s♣✐r❡❞ ❛ ♥❡✇ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇② st✉❞②✐♥❣ ❛
s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❜❛❝❦ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❇❋ t❤❛♥ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥✳
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♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭♠❛tér✐❛✉①✮ ♦✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✭♣r♦té✐♥❡s✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ♦✉ ❝♦ût❡✉s❡s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ N ❛t♦♠❡s✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q = (q1, . . . , qN )

❡t ✐♠♣✉❧s✐♦♥s p = (p1, . . . , pN )✱ ♦ù qi ∈ R
3 ❡t pi ∈ R

3 ❞és✐❣♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ i✲è♠❡ ❛t♦♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ Ω = R

3N ×
R

3N ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ V : R

3N → R✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s D = {q ∈
R

3N | V (q) <∞}✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥

H(q, p) =
1

2
pTM−1p+ V (q), ✭✶✳✶✮

♦ù M = ❞✐❛❣(m11,m11,m11, ...,mNN ,mNN ,mNN ) ❡t mii✱ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡
❧✬❛t♦♠❡ i✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ à
❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡❀ ❝❢✳ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❡♠♣s ➱❝❤❡❧❧❡ ✭s✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡

❢s 10−15 ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ P❛s ❞❡ t❡♠♣s

♣s 10−12 ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s

♥s 10−9 ❘❡♣❧✐❡♠❡♥t ♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ➱❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✭s✉r
♠❛❝❤✐♥❡s ❵♦r❞✐♥❛✐r❡s✬✮

µs 10−6 ❘é♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ➱❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✭s✉r
♠❛❝❤✐♥❡s ❵♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✬✮

♠s 10−3 ❘é❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s

s 1 ❘❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ (q(t), p(t))t≥0 ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❊♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à
q✉❡❧q✉❡s ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡s ✭q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s✮
♣❛r ❥♦✉r♥é❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉① ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭❧✐❛✐s♦♥s ❝♦✈❛❧❡♥t❡s✮
q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ r❛r❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ r❡❝❡♥s❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✳ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✮ s♦♥t ❞♦♥❝ r❛r❡♠❡♥t ❝❛♣t✉rés ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭✶ ❢s✮ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s 1012 ♣❛s
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ s♦✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s t❡❧s
q✉❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ✭∼ ✶ µs✮ ♦✉ ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ✭∼ ✶ ♠s✮✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✕ s♦✐t q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r ❥♦✉r ✕ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦❣rès
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛s♣❡❝t✳ ■❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡✱ ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✱ à ✉♥ s②stè♠❡ ❜✐♦♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs ✐♥s♣✐r❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤✲
é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✸

✶✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s

▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈✐❛ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A(q, p)✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dµ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ dµ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞♦♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ P♦✉r
❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❀ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s dµ ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t♦✉t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ∈ L1(µ) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

〈A〉 =

∫

Ω
A(q, p) dµ(q, p). ✭✶✳✷✮

❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r 〈H〉✱ ♦✉
❜✐❡♥ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ C = 〈H2〉−〈H〉✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✷✮
♥✬❡st✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ✭❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥térêt s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ N ∼ 105 ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ D ⊂ Ω ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✮✱ t❡❧❧❡s q✉❡
µ(D) ≈ 0 ❡t q✉✐ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ q✉✐ ❢❛ss❡♥t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭❞❡
❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ s♦✐❡♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s❡ ❞é❝❧✐♥❡♥t ❡♥
❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st❛♥❞❛r❞

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
(qn, pn)n∈N✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭✐✳✐✳❞✳✮ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té dµ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❥❡t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
r❡❥❡t ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ dµ̃ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❛❝❝❡♣t❡r ♦✉ r❡❥❡t❡r
❧❡s ♣♦✐♥ts s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈A〉 ♣❛r

〈A〉 ≈ 1

N

N∑

n=1

A(qn, pn). ✭✶✳✸✮

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❥❡t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❝❝❡♣tés✮
❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s dµ̃ ❡t dµ✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭s✉rt♦✉t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❢❛✐t
q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r (q(t), p(t)) q✉✐



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ dµ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L1(µ)

❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q(0) = q0, p(0) = p0✱ ♦♥ ❛

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
f(q(t), p(t)) dt =

∫

Ω
f(q, p) dµ(q, p).

❆✐♥s✐✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈A〉 ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r

〈A〉 ≈ 1

T

∫ T

0
A(q(t), p(t))dt, ✭✶✳✹✮

♣♦✉r µ−♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (q0, p0)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st
❞✐s❝rét✐sé❡ ❡t ✐♥té❣ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✮✳ ◆♦t♦♥s {(qi∆t, pi∆t)}i=0,...,N ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✐s❝rét✐sé❡✱ ♦ù ∆t ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t T = N∆t✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ✭✶✳✹✮ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

〈A〉 ≈ 1

N + 1

N∑

i=0

A(qi∆t, pi∆t). ✭✶✳✺✮

✶✳✶✳✷ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s

▲❛ ♠❡s✉r❡ dµ ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ dµ(q, p) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ✐♠♣✉❧s✐♦♥s
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [q, q+ dq] ❡t [p, p+ dp] r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ t♦✉t ❡♥ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs✳

❊♥s❡♠❜❧❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐q✉❡

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✐s♦❧é ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ (N,V,E)✱ à ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s N ✱ ✈♦❧✉♠❡ V ❡t é♥❡r❣✐❡
E ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dµ♠❝ =
dσE
|∇H| ,

♦ù dσE ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❛♥s Ω ❡t ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ s✉r ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été

{(q, p) ∈ Ω | H(q, p) = E}.

❊♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é
❡♥s❡♠❜❧❡ (N,V, T )✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s N ✱ ✈♦❧✉♠❡ V ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✺

T ✜①és✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ét❛ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡
♣♦✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

dµ❝(q, p) = Z−1❡①♣(−βH(q, p)) dq dp, ✭✶✳✻✮

♦ù Z✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Z =

∫

Ω
❡①♣(−βH(q, p)) dq dp,

❡t β = 1/kBT ✭kB ≈ 1, 38 × 10−23 ❏✴❑ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡t T
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❑❡❧✈✐♥ ✭❑✮✮✳ ▲✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ✭✶✳✶✮ ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✿

dµ❝(q, p) = dκ(p)dπ(q), ✭✶✳✼✮

♦ù

dκ(p) = Z−1
p ❡①♣

(
−β p

TM−1p

2

)
dp, ✭✶✳✽✮

dπ(q) = Z−1
q ❡①♣ (−βV (q)) dq. ✭✶✳✾✮

■❝✐✱

Zp =

∫

R3N

❡①♣
(
−β p

TM−1p

2

)
dp ❡t Zq =

∫

R3N

❡①♣ (−βV (q)) dq

s♦♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ dκ✱ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ t✐r❡r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞é❝r✐r❡
✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✱ ❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ dπ✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♣❧✉s t❛r❞✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞✬✉♥❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q ✭❝❢✳ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡ ✭✶✳✷✾✮✮ ❡t ♥♦♥
♣❛s ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r (q, p) ✭❝❢✳ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭✶✳✷✺✮✮✳

❊♥s❡♠❜❧❡ ❣r❛♥❞✲❝❛♥♦♥✐q✉❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♦✉✈❡rt✱ q✉✐ ♣❡✉t é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡r✈♦✐r ❡①t❡r♥❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣r❛♥❞✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ à ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①és✱ s❡✉❧s ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✢✉❝t✉❡♥t✳

❊♥s❡♠❜❧❡ ✐s♦t❤❡r♠❡✲✐s♦❜❛r❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s N ✱ ♣r❡ss✐♦♥ P ❡t t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡ T ✜①és✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (N,P, T ) ♦✉ ✐s♦t❤❡r♠❡✲✐s♦❜❛r❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st
❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡r✈♦✐r ❞❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r
✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ P ❡t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ❝♦♥st❛♥t❡s✳



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳✸ ➱♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡s s②s✲
tè♠❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✭✐✮ N ♥♦②❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞és✐❣♥é❡s ♣❛r
q1, ..., qN ✱ qi ∈ R

3 ❡t ❧❡s ❝❤❛r❣❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s Zi ∈ N
∗ ❡t ❞❡ ✭✐✐✮ M é❧❡❝tr♦♥s✱ ❞♦♥t

❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ♥♦té❡s x1, ..., xM ✱ xj ∈ R
3✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ψ✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ✉♥✐tés
❛t♦♠✐q✉❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t

me = 1, e = 1, ~ = 1,
1

4πǫ0
= 1,

♦ù me ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✱ e ❧❛ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ~ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
P❧❛♥❝❦ ré❞✉✐t❡ ❡t ǫ0 ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥✐té✱
❧✬✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st 9, 11 × 10−31 ❦❣✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤r
a0 = 5, 29 × 10−11 ♠✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡st 2, 42 × 10−17 s✱ ❡t ❧✬✉♥✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❧❡
❍❛rtr❡❡ ❍❛ ❂ 4, 36 × 10−18 ❏ ❂ ✻✷✼ ❦❝❛❧✴♠♦❧✳

❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇♦r♥ ❡t ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s
♥♦②❛✉① qi ❞❡ ❝❤❛r❣❡ Zi s♦♥t ✜①❡s✱ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉①
t❡r♠❡s✿ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t é❧❡❝tr✐q✉❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭❧✬ét❛t ❞❡ ♣❧✉s ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡✮✿

V (q1, ..., qN ) = V❝♦✉❧♦♠❜(q1, ..., qN ) + V❡❧❡❝(q1, ..., qN ), ✭✶✳✶✵✮

♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝❤❛r❣és

V❝♦✉❧♦♠❜(q1, ..., qN ) =
∑

1≤i<j≤N

ZiZj
|qi − qj |

, ✭✶✳✶✶✮

❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V❡❧❡❝ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ⊂ ∧M

m=1 L
2(R3,C) ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

V❡❧❡❝(q1, ..., qN ) = inf
{
〈ψ, Ĥq1,...,qNψ〉H | ψ ∈ H, ‖ψ‖L2 = 1} ✭✶✳✶✷✮

♦ù Ĥ ❡st ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉✐ s✬é❝r✐t

Ĥq1,...,qN = −
M∑

m=1

1

2
∆xm −

M∑

m=1

N∑

i=1

Zi
|xm − qi|

+
∑

1≤n<m≤M

1

|xn − xm|
.

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡
✭✉♥ ♦✉ ❞❡✉① é❧❡❝tr♦♥s✮✳ P♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♦✉ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❬❑♦❤♥ ✶✾✻✺❪ ✭✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉❡♥s✐té✮✱
✈♦✐r ❬❈❛♥❝ès ✷✵✵✸❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❛t♦♠✐q✉❡s✿ r ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s✱
θ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧✐❛✐s♦♥s r❡❧✐❛♥t tr♦✐s ❛t♦♠❡s ❡t φ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ q✉✐
sé♣❛r❡♥t ❞❡✉① ♣❧❛♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ tr♦✐s ❛t♦♠❡s✳

P♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à N ✲❝♦r♣s q✉❛♥t✐q✉❡
♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥
✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❞❡s ❡✛♦rts ♦♥t été ♠❡♥és ❛✜♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ✭♦✉ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡✮ ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❞♦♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♣r♦✲
❞✉✐r❡ ✕ ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✕ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

✶✳✶✳✸✳✶ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜✐♦♠♦❧é❝✉❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s t❡r♠❡s✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r V❡①t ✭é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✱ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱✳✳✳✮❀ ❧✬é♥❡r❣✐❡ V❧✐és ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ V♥♦♥✲❧✐és ✐ss✉❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐és

V (q) = V❡①t(q) + V❧✐és(q) + V♥♦♥✲❧✐és(q), ✭✶✳✶✸✮

♦ù q = (q1, ..., qN ) ∈ R
3N ✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s N ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥

♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧✐és ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s
❝♦ût❡✉① à é✈❛❧✉❡r ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❧♦❝❛✉①✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❛t♦♠❡s ❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥t❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❤❛r♠♦♥✐q✉❡

V2(qi, qi+1) =
k

2
(|qi − qi+1| − r❡q)

2, ✭✶✳✶✹✮

♦ù k > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t r❡q ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡
❧❛ ❧✐❛s♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ θ❡q ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❧✐❛✐s♦♥s ❝♦✈❛❧❡♥t❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à tr♦✐s ❝♦r♣s s✬é❝r✐t

V3(qi, qi+1, qi+2) =
kθ
2

(θi − θ❡q)
2, ✭✶✳✶✺✮



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦ù kθ > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t θi ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❛t♦♠❡s i ❡t
i+ 1 ❡t ❝❡❧❧❡ r❡❧✐❛♥t i+ 1 ❡t i+ 2✳ ▲✬❛♥❣❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

cos θi =

(
ri,i+1

|ri,i+1|
· ri+1,i+2

|ri+1,i+2|

)
.

♦ù ri,j = qi − qj ✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❛t♦♠❡s ❧✐és ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ φi

V4(qi, qi+1, qi+2, qi+2) = uφ(cosφi), ✭✶✳✶✻✮

♦ù
cosφi = − ri,i+1 × ri+1,i+2

|ri,i+1 × ri+1,i+2|
· ri+1,i+2 × ri+2,i+3

|ri+1,i+2 × ri+2,i+3|
.

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ uφ s✬é❝r✐t t②♣✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uφ(x) = c1(1 − x) + 2c2(1 − x2) + c3(1 + 3x− 4x3),

♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ci (i = 1, 2, 3) s♦♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t tr♦✐s ❛♥✲
❣❧❡s st❛❜❧❡s ✭❞♦♥t φ = 0 ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss♦✉s s✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❛t♦♠❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❛t♦♠❡s ❧✐és s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐

V❧✐és(q) =

N−1∑

i=1

V2(qi, qi+1) +

N−2∑

i=1

V3(qi, qi+1, qi+2) +

N−3∑

i=1

V4(qi, qi+1, qi+2, qi+3).

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐é❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❞é✜s ❞❡ ❧❛ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝r♦ît q✉❛❞r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡
❞❛♥s ✉♥ ❣❛③ ♠♦♥♦❛t♦♠✐q✉❡ ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛t♦♠❡s ♥❡✉tr❡s✮ ❡st s♦✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❬▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✶✾✸✶❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮

V▲❏(r) = 4ǫ

[(r0
r

)12
−
(r0
r

)6
]
, ✭✶✳✶✼✮

♦ù r ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s✱ ǫ ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✉✐ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t r0
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ V▲❏ ✈❛✉t ③ér♦✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❛t♦♠❡s ♥❡✉tr❡s à ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❧❡s ♥✉❛❣❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♥❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t
♣❛s✮ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛❞✉✐t ❧✬❛ttr❛❝t✐✈✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❡st ♣❡t✐t❡✱ r < r0✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦rsq✉❡ r > r0✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ tr♦♥q✉é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡
s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡✈✐❡♥t très ♣❡t✐t❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐és s✬é❝r✐t

V♥♦♥✲❧✐és(q) = V❝♦✉❧♦♠❜(q) +
∑

1≤i<j≤N

V▲❏(|qi − qj |),



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✭✶✳✶✼✮✱ ❛✈❡❝ ǫ = 1✱ r0 = 1.05✳

♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✶✶✮✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬❛t♦♠❡s ❧✐és r❡q✉✐❡rt O(N) ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❧♦rs q✉❡

♣♦✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐és O(N2) ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t r❡q✉✐s❡s à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ à
❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❡♥✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à O(N logN) ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❋❛st ▼✉❧t✐♣♦❧❡ ▼❡t❤♦❞
✭❋▼▼✮ ❬●r❡❡♥❣❛r❞ ✶✾✽✼❪✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❊✇❛❧❞ ❬❊✇❛❧❞ ✶✾✷✶✱ ❉❛r❞❡♥ ✶✾✾✾❪✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡
♣♦rté❡ r❡st❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s s♦♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✿

✶✳ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ t♦✉t✲❛t♦♠❡ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s✱
② ❝♦♠♣r✐s ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡❀

✷✳ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ ❛t♦♠❡s ✉♥✐✜és ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s
❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ s❛✉❢ s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ♣♦❧❛✐r❡s❀

✸✳ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ à ❣r♦s ❣r❛✐♥s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és ❡t ❝♦♥✲
str✉✐ts s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧❛r❣❡
é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❡♥t✐té✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❜✐♦♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❆▼❇❊❘ ✭❆ss✐st❡❞ ▼♦❞❡❧ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❘❡✜♥❡✲
♠❡♥t✮ ❬❈♦r♥❡❧❧ ✶✾✾✺❪✱ ●❘❖▼❖❙ ❡t ❈❍❆❘▼▼ ✭❈❤❡♠✐str② ❛t ❍❆❘✈❛r❞ ▼❛❝r♦✲
♠♦❧❡❝✉❧❛r ▼❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❬❇r♦♦❦s ✶✾✽✸✱ ▼❛❝❑❡r❡❧ ❏r✳ ✶✾✾✽❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❡❣r♦✉♣❡ ❡♥



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❈❍❆❘▼▼✶✾ ✭❛t♦♠❡s ✉♥✐✜és✮✱ ❈❍❆❘▼▼✷✷ ✭t♦✉t✲❛t♦♠❡✮✱ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❈❍❆❘▼▼✷✼✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡r❛ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

✶✳✶✳✸✳✷ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡s ❧❡s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✭▼♦❞✐✜❡❞✮ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❆t♦♠ ▼❡t❤♦❞ ✭❊❆▼✮✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❉❛✇ ❡t ❇❛s❦❡s ❬❉❛✇ ✶✾✽✸✱ ❉❛✇ ✶✾✽✹✱ ❇❛s❦❡s ✶✾✾✷❪ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❛✉①✱ ♣✉✐s ♣❛r
▼❡♥❞❡❧❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬▼❡♥❞❡❧❡✈ ✷✵✵✸✱ ❆❝❦❧❛♥❞ ✷✵✵✹❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❢❡r ❧✐q✉✐❞❡
❡t ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ P✉✐sq✉✬✉♥ ❛t♦♠❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é❢❛✉t ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

V (q) =
N∑

i=1

Fα(̺iα(q)) +
N∑

i=1

ϕi(q), ✭✶✳✶✽✮

♦ù Fα✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❵❡♠❜❡❞❞✐♥❣✬✱ ❞és✐❣♥❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ♣❧❛❝❡r ❧✬❛t♦♠❡ i
❞❡ t②♣❡ α ❞❛♥s ❧❛ ♥✉❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ̺iα ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ qi✱ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

̺iα(q) =
∑

j 6=i

ρα(|qi − qj |), ✭✶✳✶✾✮

❡t ❡♥✜♥ ϕi ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛t♦♠❡s i ❡t j✱ ❞❡ t②♣❡ α ❡t β
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

ϕi(q) =
1

2

∑

j 6=i

φα,β(|qi − qj |). ✭✶✳✷✵✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fα ❡t ρα ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥ts s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés ❛✜♥ ❞❡
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡s ♣♦✉r
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❛❜♦r❞❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳

✶✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✺✸
❬▼❡tr♦♣♦❧✐s ✶✾✺✸❪✱ ❡t ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✼✵ ❬❍❛st✐♥❣s ✶✾✼✵❪✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ν(q)dq ✭❝♦♥♥✉❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ♣rès✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P (q′|q)✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q → q′✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱



✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✶✶

P (q′|q) = P (q|q′) ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t qn✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q̃n+1 ❛ été ❝❤♦✐s✐❡❀ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❡r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st

a(qn, q̃n+1) = min

(
ν(q̃n+1)

ν(qn)
, 1

)
.

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r✲
♠❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

q̃n+1 = qn + g ♦ù gi ∼ N (0, σ2),

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡st✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P (q′|q) =
1√
2πσ

❡①♣
(
−|q − q′|2

2σ2

)
.

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s s♦✐t ❡①❛❝t✱ ✐❧ r✐sq✉❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ P (q′|q) 6= P (q|q′) ✭✈♦✐r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮✳ Pr❡♥♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❆❞❥✉st❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼❆▲❆✮ ❬❘♦❜❡rts ✶✾✾✽❪

q̃n+1 = qn − h∇V (qn) +
√

2β−1h Gn, ✭✶✳✷✶✮

♦ù Gn ∼ N (0, I)✱ I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3N × 3N ❡t h ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭✈♦✐r
éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✶✳✷✶✮
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P (q′|q) =

(
β

4πh

)3N/2

❡①♣
(
−β |q − q′ + h∇V (q)|2

4h

)
.

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ν(q) = Z−1

q e−βV (q)✱ ❝❢✳ ✭✶✳✾✮✮✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ q ✈❡rs q′ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ρ(q, dq′) = P (q′|q)a(q, q′)dq′ + δq(q
′) (1 − α(q)) dq′, ✭✶✳✷✷✮

♦ù α ∈ [0, 1] ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t
q✿

α(q) =

∫

q̃∈D
P (q̃|q)a(q, q̃)dq̃.

▲❡ t❡r♠❡ δq(q′) (1 − α(q)) dq′ ❞❛♥s ✭✶✳✷✷✮ rés✉♠❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts r❡❥❡tés ❡t ❡st
❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡st❡r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✳

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s s❡ tr♦✉✈❡
❞❛♥s ❬▼❡②♥ ✶✾✾✸✱ ▼❡♥❣❡rs❡♥ ✶✾✾✻❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞û❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s
P♦✉r n ≥ 0

✶✳ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q̃n+1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qn✱ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (q̃n+1|qn)dq̃n+1✳

✷✳ ❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

a(qn, q̃n+1) = min

(
ν(q̃n+1)P (qn|q̃n+1)

ν(qn)P (q̃n+1|qn) , 1

)
,

❛✉q✉❡❧ ❝❛s qn+1 = q̃n+1✳ ❙✐♥♦♥ qn+1 = qn✳

✭✐✮ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❧❛♥ ❞ét❛✐❧❧é ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✿ ∀q, q′ ∈ D

ρ(q, q′)ν(q) = ρ(q′, q)ν(q′).

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ν ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ré✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡❀

✭✐✐✮ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ν✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✿ ◆♦t♦♥s ❧❛ n✲✐è♠❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

ρ(n)(q, q′) =

∫

q̃∈D
ρ(q, q̃)ρ(n−1)(q̃, q′)dq̃,

❛✈❡❝ ρ(1)(q, q′) = ρ(q, q′)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ♠❡s✉r❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡
ν(A) > 0 ❡t ♣♦✉r ν−♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n0 > 0 t❡❧ q✉❡
∀n ≥ n0

ρ(n)(q, q′) > 0.

❆✐♥s✐✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t q✱ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥ n ♣❛s ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

✶✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡ ✭✶✳✹✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ (q(t), p(t)) ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦✉✲
✈❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✶✳✻✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t
❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐s♦❧é ✭❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥✲
st❛♥t❡✮✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q = (q1, q2, ..., q3N ) ❡t
p = (p1, p2, ..., p3N )✳



✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✶✸

✶✳✷✳✷✳✶ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡

➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (q(0), p(0)) ❞♦♥♥é❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ✐s♦❧é ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✿





dq

dt
= M−1p = ∇pH,

dp

dt
= −∇V = −∇qH,

✭✶✳✷✸✮

♦ù H ❡st ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✶✮✱ ∇pH = (∂H/∂p1, ..., ∂H/∂p3N ) ❡t ∇qH =

(∂H/∂q1, ..., ∂H/∂q3N )✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st
❝♦♥s❡r✈é❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t E(t) = H(q(t), p(t)) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❡t ❡♥
s✉❜st✐t✉❛♥t ✭✶✳✷✸✮✱

dE

dt
= ∇qH · dq

dt
+ ∇pH · dp

dt
=

3N∑

i=1

∂V

∂qi

dqi
dt

+
3N∑

i=1

m−1
i pi

dpi
dt

= 0.

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣s✱ ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✷✸✮ ❡st ✐♥té❣ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙tör♠❡r✲❱❡r❧❡t ❬❱❡r❧❡t ✶✾✻✼❪✳ P♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t

❞♦♥♥é✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❛s ❡♥ t❡♠♣s s✉r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭❝❛❧✲
❝✉❧❡r Pt+∆t/2✮✱ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❝❛❧❝✉❧❡r Qt+∆t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
Pt+∆t/2✮✱ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❛s à ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ P❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (Q0, P0)✱





Pt+∆t/2 = Pt −∇V (Qt)
∆t

2
,

Qt+∆t = Qt + ∆tM−1Pt+∆t/2,

Pt+∆t = Pt+∆t/2 −∇V (Qt+∆t)
∆t

2
.

✭✶✳✷✹✮

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❧✉s ❛❞❛♣té q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❊✉❧❡r
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ✭♣r❡sq✉❡✮ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ H ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣s
✭✈♦✐r ❬❍❛✐r❡r ✷✵✵✸❪✮✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡
❡st ❣❛r❞é❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛✐♥ t❤❡r♠❛❧✳ ▲♦rsq✉✬✉♥
s②stè♠❡ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡①t❡r♥❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ♣❡t✐t❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❜r♦✇♥✐❡♥ ❬❇r♦✇♥ ✶✽✷✽❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❬▲❛♥❣❡✈✐♥ ✶✾✵✽❪ ✐♥tè❣r❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡
✢✉❝t✉❛♥t❡ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡✱
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭❊❉❙✮✿

{
dQt = M−1Pt dt,

dPt = −∇V (Qt) dt− γM−1Pt dt+
√

2γβ−1dWt,
✭✶✳✷✺✮

♦ù (Qt, Pt) ∈ R
6N r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡

❛✉ t❡♠♣s t✱ γ > 0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t Wt ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥✳
❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ψt ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ (Qt, Pt)✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉r V ✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❙ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✉♥✐q✉❡ (Qt, Pt) ❡t ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ dµc✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈A〉 ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✭✶✳✹✮✳ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ L
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Lϕ = M−1p · ∇qϕ− (γM−1p+ ∇V (q)) · ∇pϕ+ γβ−1∆pϕ.

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ (Qt, Pt) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦

∂tψt = L∗ψt,

♦ù L∗ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t ❞❡ L✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r

L∗ψt = −divq
(
M−1p ψt

)
+ divp

(
[γM−1p+ ∇V (q)]ψt

)
+ γβ−1∆pψt.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té Z−1❡①♣(−βH(q, p)) ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✶✳✻✮
❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (Qt, Pt) ❛✉
s②stè♠❡ ✭✶✳✷✺✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss✉ré❡s q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
V ✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ s♦♥t ✭✐✮ V ∈ C1 ❡t ✭✐✐✮ ∇V
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

∃C > 0,∀(q1, q2) ∈ R
3N × R

3N , |∇V (q1) −∇V (q2)| ≤ C|q1 − q2|. ✭✶✳✷✻✮

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

Zq =

∫

R3N

e−βV (q)dq <∞. ✭✶✳✷✼✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❡st T

3N ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✷✼✮ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✷✺✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛

❞❡ ❇rü♥❣❡r✲❇r♦♦❦s✲❑❛r♣❧✉s ✭❇❇❑✮✿




Pt+∆t/2 = Pt −∇V (Qt)
∆t

2
− γM−1Pt

∆t

2
+

√
γβ−1∆t

2
G3N ,

Qt+∆t = Qt + ∆tM−1Pt+∆t/2,

Pt+∆t = Pt+∆t/2 −∇V (Qt+∆t)
∆t

2
− γM−1Pt+∆t

∆t

2
+

√
γβ−1∆t

2
G3N ,

✭✶✳✷✽✮



✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✶✺

♦ù ❧❡s G3N s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣❛✉ss✐❡♥s ❝❡♥trés ré❞✉✐ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3N ✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✿

Pt+∆t =
2M

2M + γ∆t

[
Pt+∆t/2 −∇V (Qt+∆t)

∆t

2
+

√
γβ−1∆t

2
G3N

]
.

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ γ = 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❙tör♠❡r✲❱❡r❧❡t ✭✶✳✷✹✮✳ ▲✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(∆t)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
N→+∞

1

N

N−1∑

n=0

A(Qt+n∆t, Pt+n∆t) =

∫

Ω
A(p, q) dµc(q, p) +O(∆t).

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡ ♣❛s à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❛ss♦❝✐é❡
à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ r❡st❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❝❛❧❝✉❧é❡
∫
A dµc✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s r✐sq✉❡ ❞❡

r❡❥❡t❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
▲❛♥❣❡✈✐♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❛✈❛♥t❛❣❡✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡st s✉rt♦✉t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥s✳

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡

P♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s p ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t✐ré❡s s❡❧♦♥
❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ dκ ✭✶✳✽✮ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s q s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ dπ ✭✶✳✾✮✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r q✱ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à dπ✳ ❊❧❧❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭✶✳✷✺✮ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s M → 0 ❡t γ = 1

❡t ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❢❛✐s❛♥t ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s Qt✿

dQt = −∇V (Qt) dt+
√

2β−1dWt. ✭✶✳✷✾✮

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉❙ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛ss✉ré❡s s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✶✳✷✻✮ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇V ✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝rét✐sé❡ ♣❛r ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

Qt+∆t = Qt −∇V (Qt) ∆t+
√

2β−1∆t G3N .

❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st s✐♠✉❧é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ▲❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉✐ts V (x) = (x2 − 1)2 ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✭❜✮
♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❜❛rr❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✮ ❛♣rès 105 ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à V ✭❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡✮✳



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡ ✭✶✳✷✾✮✳ ✭❛✮ P♦✲
t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉✐ts V (x) = (x2−1)2✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à V ✭❝♦✉r❜❡
r♦✉❣❡✮ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♣rès 105 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭❜❛rr❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✮✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sés s♦♥t β = 1 ❡t ∆t = 0.01✳

▲❡ ❣é♥❡r❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ L ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✷✾✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Lϕ = −∇V · ∇ϕ+ β−1∆ϕ.

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ψt✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Qt ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✉✐✈❛♥t❡✿

∂tψt = ∇ · (∇V ψt + β−1∇ψt). ✭✶✳✸✵✮

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Z−1
q ❡①♣(−βV (q))✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ π ✭✶✳✾✮✱

❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✿

∇V ❡①♣(−βV (q))+β−1∇❡①♣(−βV (q)) = ∇V ❡①♣(−βV )+β−1(−β∇V )❡①♣(−βV ) = 0.

❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r V ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✱ ψt ❝♦♥✈❡r❣❡
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲
●✐❜❜s ψ∞ = Z−1❡①♣(−βV ) ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st✱
♣♦✉rt❛♥t✱ s♦✉✈❡♥t ❧❡♥t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♠ét❛st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
♣♦t❡♥t✐❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t V ✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳

▼ét❛st❛❜✐❧✐té

❖♥ ❞✐t ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♠ét❛st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ ✉♥ t❡♠♣s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ✭♦✉ ré❣✐♦♥✮ st❛❜❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡s
ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡✱ s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❞❡
❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ✭♦✉ ♣❛r ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✱ q✉✐
r❛❧❡♥t✐ss❡♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ✉♥



✶✳✸✳ ❙✐♠✉❧❡r ❧❡s s②stè♠❡s s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡ ✭✶✳✷✾✮ ♣♦✉r ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ V (x) = (x2 − 1)2✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✭❛✮✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐♠♦❞❛❧
❞❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✉✐t à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞♦♥❝ à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ dπ = ❡①♣(−βV ) dq✳

♣✉✐ts✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❡t ❞❡ s❡ ❞✐r✐❣❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ♣✉✐ts✳
❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✭❛✮ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶❀
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ x✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté
❧❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛st❛❜✐❧✲
✐té✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✱ A ⊂ R

3N ❡t B ⊂ R
3N ✱ ❞❡ ❜❛ss❡

é♥❡r❣✐❡ ✭❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ sé♣❛ré❡s ♣❛r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ✭❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té✮✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ét❛ts ❞✐ts ♠ét❛st❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
A∪B ❡st ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ ♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té
❞❡ s♦♥ t❡♠♣s✿

Z−1

∫

A∪B
e−βV (q) dq ≈ 1.

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ✭s❛♥s ❝♦♠♣t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ ❞❡✉① ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ♦✉ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❛♠♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❝♦✉♣❧é❡s à ❞✬❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✶✳✸ ❙✐♠✉❧❡r ❧❡s s②stè♠❡s s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ♣ré❝✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❝❤❛♥t✐❧✲
❧♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ dπ ❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡♥t❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱
❞✉❡ à ❧❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐té ❞❡ dπ✳ ❈❡❝✐ ♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❧♦✐ ❞✬❆rr❤❡♥✐✉s ❬❆rr❤❡♥✐✉s ✶✽✽✾❪✱ ❜❛sé❡ s✉rt♦✉t s✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♠✲
♣✐r✐q✉❡s ✭♠❛✐s ❥✉st✐✜é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s
❞é✈✐❛t✐♦♥s ❬❋r❡✐❞❧✐♥ ✶✾✾✽❪✮✱ ♥♦✉s ❞✐t q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s τ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❢r❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ∆V ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥

τ ∝ ❡①♣(β∆V ). ✭✶✳✸✶✮

P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ❡t ❡st
r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s q✉❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✜♥ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✶✳✸✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞
♣♦✉✈♦✐r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s ✭♦✉ ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞é❝r✐r❡
❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ s✉❜✐t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ét❛t à ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❜r❡❢ rés✉♠é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❧♦❝❛❧✐s❡r ❝❡s ét❛ts ♠é✲
t❛st❛❜❧❡s ❡t à é✈❛❧✉❡r ❧❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ts ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦❧s

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♣✉✐ts ❡t ❝♦❧s ❞✉ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✿ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞♦♥♥é✱
♦♥ ❢♦r❝❡ ❧❡ s②stè♠❡ à s♦rt✐r ❞✉ ❜❛ss✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❧❡ ❞✐r✐❣❡❛♥t ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t
❝♦❧ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♣♦✉ssé ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛✜♥
q✉✬✐❧ ❢r❛♥❝❤✐s❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦❧ ❡t t♦♠❜❡ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ▲❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❈❡r❥❛♥ ✶✾✽✶❪✱
❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✶✾✾✾✱ ❍❡②❞❡♥ ✷✵✵✺❪ ❡t ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡
✭❆❘❚✮ ❬❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✻❛✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✶✾✾✽✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱ ▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪✱ s❡r♦♥t ♣rés❡♥✲
tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❯♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬❆❘❚ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡
❆❘❚ ♥♦✉✈❡❛✉✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦ù ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♠é❧✐♦ré✳

❈❤❡♠✐♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ✐❞❡♥t✐✜és✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆✉❞❣❡❞
❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ✭◆❊❇✮ ❬❍✳ ❏♦♥ss♦♥ ✶✾✾✽❪ ❡t ❧❛ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❊ ✷✵✵✷❪
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts
st❛❜❧❡s ✭♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✮ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝♦❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ r✉❣✉❡✉s❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ à ❞r♦✐t❡✮✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ s✉✣s❡♥t
♣❛s ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞



✶✳✸✳ ❙✐♠✉❧❡r ❧❡s s②stè♠❡s s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐ss❡ ❛✈❡❝
❞❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❛r❢♦✐s ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
✭s❛✉ts ❞❡ ❧❛❝✉♥❡s ♦✉ ❞✬❛t♦♠❡s ✐♥t❡rst✐t✐❡❧s ❞❛♥s ✉♥ ❝r✐st❛❧✮ ♦✉ ❡♥ ❝❤✐♠✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❞✐✲❛❧❛♥✐♥❡✮✳ ❆ ❞r♦✐t❡✿ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ r✉❣✉❡✉s❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ✐♠♣♦rt❛♥ts✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① é♥❡r❣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s✳ ❊♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ♣✉✐ts à
❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✈❛ t♦♠❜❡r ❞❛♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ré❣✐♦♥s ♠ét❛st❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❛❧❡♥t✐t ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st t②♣✐q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❜✐♦♠♦❧é❝✉❧❡s
❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✭❋❚❙✮ ❬❊ ✷✵✵✺❛❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❙tr✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

❚❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐ts à ❧✬❛✉tr❡✱ ✉♥❡
❢♦✐s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐❞❡♥t✐✜és✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙t❛t❡ ❚❤❡♦r② ✭❚❙❚✮✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ❊②r✐♥❣✱ ❡t ♣❛r ❊✈❛♥s ❡t P♦❧❛♥②✐
❡♥ ✶✾✸✺ ❬❊②r✐♥❣ ✶✾✸✺✱ ❊✈❛♥s ✶✾✸✺❪✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱
✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s
❧♦♥❣s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✶✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❡r s✉r ❧❡s t❡♠♣s ♣❧✉s ❧♦♥❣s

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡

▲❡s t❛✉① ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐ts à ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭❑✐♥❡t✐❝ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❑▼❈✮ ❬❨♦✉♥❣ ✶✾✻✻✱ ❇♦rt③ ✶✾✼✺❪
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s s♦✉✈❡♥t ✐♥✲
❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ✈✐❛ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r❡q✉✐❡rt ✭❡t s♦✉✈❡♥t ♠❛✐♥t✐❡♥t✮ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ t❛✉① ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳ ❖♥ s✉❜st✐t✉❡ ❛❧♦rs à ❧❛



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡
❧❡s ét❛ts ♠ét❛st❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s✳

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❜✐❛✐sé❡ ♣❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❛♠étr❡r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱
♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ét❛t
♠ét❛st❛❜❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥térêt
❡♥ s♦✐ ❡t ❝❡ s❡r❛ ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳

❈❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛r✲
t✐❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦❧ ❛ss♦❝✐és✿ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ é✈♦q✉é❡s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥
❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♥✉❧❧❡ ✭❆❘❚n✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❛✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❜✐❛✐sé❡s✿ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡❀ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts✱ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s✱ ♦❜t❡♥✉s
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
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❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✷ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✷✳✶ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✸ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✸✳✶ ▲♦❝❛t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸✳✷ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s t♦ ✜♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ♦♥ ❛ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ r❛r❡❧② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡s ♦♥
❡✈❡♥ t❤❡ ❢❛st❡st ♠♦❞❡r♥✲❞❛② ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ t✐♠❡st❡♣s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✭❢s✮✳ ■♠♣♦rt❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s
♦r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✮ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
❛ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞ ✭µs✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ▼❉ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♣❛st ❞❡❝❛❞❡ ❤❛s s❡❡♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ♣✉r✲
♣♦s❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs s✉❝❤ ❛s ❆♥t♦♥ ❬❉❛✈✐❞ ❊✳ ❙❤❛✇ ✶✾✾✽✱ ▲❛rs♦♥ ✷✵✵✾✱ ❙❤❛✇ ✷✵✵✽❪✱
✇❤♦s❡ ❤✐❣❤❧②✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❢♦r❝❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❧✐t ❊✇❛❧❞
♠❡t❤♦❞ ❬❙❤❛♥ ✷✵✵✺❪✳ ❖t❤❡r ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
♣r♦❥❡❝t ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡ ❬❙❤✐rts ✷✵✵✶✱ ❙❤✐rts ✷✵✵✵❪ ✇❤❡r❡❜② ❝♦♠♠♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝❛♥ ❞♦♥❛t❡ t❤❡✐r ✐❞❧❡ t✐♠❡ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❊✣❝✐❡♥t ▼❉ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♠♦❞❡r♥✲❞❛② r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡
✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ ▼❉ ❝♦❞❡ ◆❆▼❉ ❬❇❤❛♥❞❛r❦❛r ✷✵✵✸✱ ❑❛❧❡ ✶✾✾✾✱ P❤✐❧❧✐♣s ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ t❤❡



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❉❡s♠♦♥❞ ❬❇♦✇❡rs ✷✵✵✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ r✉♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ❣r♦✇✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ✭●P❯✮ ❬❙t♦♥❡ ✷✵✵✼✱ ❘♦❞r✐❣✉❡s ✷✵✵✽❪✳

❙✉❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧
▼❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧✇❛②s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡
♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ r✐s❡ t♦ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠❡❞
❛t ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✈❡r②
❧❛r❣❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱ ♦✈❡r❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ t❤❡r♠❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢♦r
t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ r❡❧②✐♥❣ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t st♦❝❤❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❛❜s❡♥t✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✶✳✸ ❛♥❞
✷✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✭✐✮ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ✐s s♦✉❣❤t❀ ✭✐✐✮ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ♦♥❡ s❡❡❦s ❛❞❥❛❝❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✮ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇✐❧❧ ♦✉t❧✐♥❡ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✐✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳

✷✳✷ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s
❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s
✭❡❛❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❆ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s
❛s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛t❤ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆ t♦ ❇ ❬❋r❡✐❞❧✐♥ ✶✾✾✽❪✳

❆ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❆
❝✉r✈❡ ϕ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ✐❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ③❡r♦ ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❛t
♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❤❛s ❛ ▼♦rs❡ ✐♥❞❡① ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦ ✭s❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ♦♥✮✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜②
α ∈ [0, 1]✱ ✇❤❡r❡ ϕ(0) = A ❛♥❞ ϕ(1) = B✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s

(∇V (ϕ(α)))⊥ = 0, ∀α ∈ [0, 1]. ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ (∇V (ϕ(α)))⊥ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ♣♦✐♥t ϕ(α)✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

(∇V (ϕ(α)))‖ =
∇V (ϕ(α)) · ∇ϕ(α)

|∇ϕ(α)|2 ∇ϕ(α),

❛♥❞
(∇V (ϕ(α)))⊥ = ∇V (ϕ(α)) − (∇V (ϕ(α)))‖,



✷✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✷✺

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
❖♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

❡♥❡r❣② ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ qts ✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿ ✭✐✮ ∇V (qts) = 0❀ ❛♥❞ ❜② ▼✉rr❡❧❧ ❛♥❞ ▲❛✐❞❧❡r ❬▼✉rr❡❧❧ ✶✾✻✽❪
✭✐✐✮ H(qts) = ∇2V (qts)✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝r✐t❡r✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥
♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❤②♣❡rs♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛t qts ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②
♣❛t❤✳ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛t ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t
q∗ts ❤❛s t✇♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ −λ1 < 0 ❛♥❞ −λ2 < 0✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs v1 ❛♥❞ v2✳ ❇② t❛❦✐♥❣ s♠❛❧❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱
✇❡ ✜♥❞

V (q∗ts + ε1v1 + ε2v2) = V ∗ + (ε1v1 + ε2v2)
T∇V ∗ + (ε1v1 + ε2v2)

TH∗(ε1v1 + ε2v2)

= V ∗ − λ1ε
2
1v

2
1 − λ2ε

2
2v

2
2

< V ∗,

✇❤❡r❡ V ∗ = V (q∗ts)✱ ∇V ∗ = ∇V (q∗ts) = 0 ❛♥❞ H∗ = H(q∗ts) = ∇2V (q∗ts)✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ q∗ts✱ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇♦✉❧❞ ❛ ❤✐❧❧✱
t❤✉s ❛ ❧♦✇❡r✲❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥
❛t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ♦❢ ✐♥❞❡① ♦♥❡❀ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t
❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❛t ✐t t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❞♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛t❤s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②✿ t❤❡ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝
❇❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙tr✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛✱
❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐s t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❛t❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s t♦ ✜♥❞ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ❜② t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❡①✐sts ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤s✳

✷✳✷✳✶ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ✭◆❊❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❬❍✳ ❏♦♥ss♦♥ ✶✾✾✽❪ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ ❆ ❛♥❞ ❇✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
N + 1 ✐♠❛❣❡s✱ A = x0, x1, ..., xN = B✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❛t❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts x0 ❛♥❞ xN t②♣✐❝❛❧❧② r❡♠❛✐♥
✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ✐s ♣✉s❤❡❞ ✭♦r ♥✉❞❣❡❞✮ ✐♥ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs ✐♥



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

t❤❡ ❜❛s✐♥s ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛ s♣r✐♥❣✲❧✐❦❡ ✭♦r ❡❧❛st✐❝✮ ❢♦r❝❡✱ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❡q✉❛❧ s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ♦✇❡s
✐ts ♥❛♠❡ t♦ t❤❡s❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ i ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

ẋi = Fi = −∇V (xi)⊥ + F si |‖, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ẋi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡ xi(t)✱ −∇V (xi)⊥
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✭♥♦r✲
♠❛❧✮ t❛♥❣❡♥t τi ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t xi ✭t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ τi ✇✐❧❧ ❜❡
❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ F si |‖ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ t♦ t❤❡
❝✉r✈❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

−∇V (xi)⊥ = −∇V (xi) + (∇V (xi) · τi)τi
❛♥❞ t❤❡ s♣r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❬❍✳ ❏♦♥ss♦♥ ✶✾✾✽❪

F si |‖ = k(|xi+1 − xi| − |xi − xi−1|)τi, ✭✷✳✸✮

♦r✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬❊ ✷✵✵✼❪✱

F si |‖ = k[(xi+1 − 2xi + xi−1) · τi]τi, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ k > 0 ✐s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ❢❛✈♦r ❡q✉❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡
i ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❘❡♠❛r❦ ✶ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♠✐t ✭N → ∞✮✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣s ✭✷✳✷✮
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

ϕ̇(α) = −∇V (ϕ(α))⊥ + kϕαα(α),

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r α ∈ [0, 1] ❛♥❞ ϕαα
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳

❚❤❡ t❛♥❣❡♥t τi ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s✿

τi =
xi+1 − xi
|xi+1 − xi|

+
xi − xi−1

|xi − xi−1|
. ✭✷✳✺✮

❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❦✐♥❦s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ✐s t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛♣❡r ❜② ❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✷✵✵✵❛❪✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s♠♦♦t❤❡r ♣❛t❤✿

τi =

{
τ+
i ✐❢ V (xi+1) > V (xi) > V (xi−1)

τ−i ✐❢ V (xi+1) < V (xi) < V (xi−1)

✇❤❡r❡
τ+
i =

xi+1 − xi
|xi+1 − xi|

❛♥❞ τ−i =
xi − xi−1

|xi − xi−1|
.



✷✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✷✼

■❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ V (xi+1) >

V (xi) < V (xi−1) ♦r V (xi+1) < V (xi) > V (xi−1)✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s

τi =

{
τ+
i ∆V ♠❛①

i + τ−i ✐❢ V (xi+1) > V (xi−1)

τ−i ∆V ♠✐♥
i + τ+

i ✐❢ V (xi+1) < V (xi−1)

✇❤❡r❡

∆V ♠❛①
i = ♠❛①(|Vi+1 − Vi|, |Vi−1 − Vi|) ❛♥❞ ∆V ♠✐♥

i = ♠❛①(|Vi+1 − Vi|, |Vi−1 − Vi|).

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✐s ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ♦r

♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❚❖▲✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞
N ✱ x0 ❛♥❞ xN ✱ n♠❛① ❣✐✈❡♥✳
❙❡t ∆x = (xN − x0)/N ✳
❙❡t xi = x0 + i∆x, ❢♦r i = 1, ..., N − 1✳
❙❡t n = 0✳
✇❤✐❧❡ ((n < n♠❛①) ❛♥❞ (♠❛①i ‖∇V (xi)|⊥‖ > ❚❖▲))

❢♦r i = 1, .., N − 1

❈❛❧❝✉❧❛t❡ τi
xn+1
i = xni + ∆t(−∇V (xi)|⊥ + k(|xi+1 − xi| − |xi − xi−1|)τi)✱

❡♥❞
n = n+ 1✱

❡♥❞

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ❦❡❡♣s t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡
❡❧❛st✐❝ ❜❛♥❞ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞✲♠♦st ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣
s✉r❢❛❝❡ ✭❛ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❛❝❤ st❛t❡ ❆ ♦r ❇✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥❞✲♠♦st ✐♠❛❣❡s x0 ❛♥❞ xN t❛❦❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♠❛❣❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ✶✶ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❛✮✱ ❢♦r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧
♣♦t❡♥t✐❛❧

V (x, y) = (x2 − 1)2 + (y + x2 − 1)2. ✭✷✳✻✮

▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱
t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② tr❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✳



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✷✳✻✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ N = 10✱ ∆t = 0.1✱ k = 1✱ n♠❛① =

100✱ ❚❖▲= 10−2✳ ✭❛✮ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✈✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❡❡♣❡st
❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♠❛❣❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛❢t❡r ✸✺ st❡♣s✳
✭❜✮ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♠❛❣❡ i = 6 ✭t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣②✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❊ ✷✵✵✷✱ ❊ ✷✵✵✸✱ ❊ ✷✵✵✼❪ ✐s ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ◆❊❇♠❡t❤♦❞✿ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ ❛ ♣❛t❤ ♦r str✐♥❣ ✭❞✐s❝r❡t✐③❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ N + 1 ✐♠❛❣❡s✮ ❡✈♦❧✈❡s ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ r✉❧❡s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ ◆❊❇
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❢♦r❝❡s ❡q✉❛❧
s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❢♦r❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣♦s❡s ❛ ♠♦r❡ r✐❣✐❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❜② ❛ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ str✐♥❣ ϕ = {ϕ(α), α ∈ [0, 1]}✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② τ(α) = ϕα/|ϕα|✱ ✇❤❡r❡ ϕα = ∂ϕ/∂α✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡ ϕ ✐♥ t❤❡ str✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿

∂ϕ

∂t
= −∇V (ϕ)⊥ + λτ. ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ λ = λ(α, t) ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ str✐♥❣ |ϕα| = 1✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ t✐♠❡ st❡♣
∆t ❣✐✈❡s✿

ϕi(t+ ∆t) = ϕi(t) −∇V (ϕ(t))⊥∆t. ✭✷✳✽✮



✷✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✷✾

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ϕi ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t st❡♣✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
str✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ϕ1 ❛♥❞ ϕn ❤❛s ❧❡♥❣t❤

Sn =

n∑

i=1

|ϕi − ϕi−1|,

❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡s❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ αi = Si/N ✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ {(αi, ϕi), i = 1, ..., N} ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡s ϕ∗

i ❛r❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛t ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ str✐♥❣✿

α∗
i = i/N, ❢♦r i = 0, ..., N.

✷✳✷✳✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ✜♥✐t❡ ✭❤✐❣❤✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦
❢❛r ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st
✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ♦r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡♥✲
tr♦♣✐❝ ❜❛rr✐❡rs ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐rst✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s r✉❣❣❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ✭t❤✉s t❤❡ ◆❊❇ ❛♥❞ ❙tr✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✮ ❜❡❝♦♠❡s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ❜❛s✐♥s ♦♥ ❛ r✉❣❣❡❞ s✉r❢❛❝❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡
❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶ ❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s✐❧② s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ❜② s②st❡♠s ❛t
✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ✉♥s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❛t❤ ❢r♦♠ ❆ t♦ ❇✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡♥tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ ❜❡✐♥❣
❢❛✈♦r❡❞ ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r✿ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✢❛t ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ t❤❛♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱ ❛♥❞
t❤✉s ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✭❛✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ st❛♥❞❛r❞
◆❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳
❚❤❡ ◆❊❇ ❛♥❞ str✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢❛✐❧ ✐♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❢♦r❝❡ t❡r♠ −(∇V )⊥ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭❝❢✳ ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮✮✳ ❆s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✭❛✮✱ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞r✐✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐♥s✱ ✇❤✐❝❤✱
✉♥❧❡ss ♣✉❧❧❡❞ ♦✉t ❜② s♣r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❢♦r❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦r r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str✐♥❣✱ r❡♠❛✐♥ tr❛♣♣❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❢❛❧s❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♣❛t❤✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s✱ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❊ ✷✵✵✺❜❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s♦♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❇ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
❆ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳ ❇② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲●✐❜❜s
♠❡❛s✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ r❡❛❝t✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐♥✐t❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

❋✐♥✐t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❊ ✷✵✵✺❛❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ str✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❛❝❦❧❡ r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❡♥tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✐♥ ✭✷✳✼✮ ❜②
❛ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✾✮ ❜❡❧♦✇✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t
♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ i ♦❢ t❤❡ str✐♥❣✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧
Bi(t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Bi(t) = {x : |x− ϕi(t)| < |x− ϕj(t)|, ∀i 6= j},

❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡

〈x〉Bi(t) =

∫

Bi(t)
q e−βV (q) dq

∫

Bi(t)
e−βV (q) dq

. ✭✷✳✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✐s t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

ϕi(t+ ∆t) = ϕi(t) − (ϕi(t) − 〈x〉Bi(t)) ∆t.

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✭✷✳✾✮ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ✭✇✐t❤ t✐♠❡st❡♣ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ∆t✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❱❛♥❞❡♥✲❊✐❥♥❞❡♥ ✷✵✵✾❛✱ ❱❛♥❞❡♥✲❊✐❥♥❞❡♥ ✷✵✵✾❜❪✳

✷✳✸ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s
❛r♦✉♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡
◆❊❇ ❛♥❞ str✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥s ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛t❤ ♦❢
❛ s②st❡♠ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t st❛t❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▼❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✭❑▼❈✮ ❬❨♦✉♥❣ ✶✾✻✻✱ ❇♦rt③ ✶✾✼✺❪ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s
❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ st❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s
t❛s❦✳ ❆ ❝❧✐♠❜✐♥❣✲✐♠❛❣❡ ◆❊❇ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✷✵✵✵❜❪ ❛s ❛♥ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❊❇ ❢♦r s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t
❢❡❡❧ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✐s ❞r✐✈❡♥ ✐♥st❡❛❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ str✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ♠❡s❤✱ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦st
♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇♦r❦✳ ■♥ s✉❝❤ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ r❡q✉✐r❡s ❢♦r❝❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s ✇❛st❡❞ ✭s✉♣♣♦s✐♥❣



✷✳✸✳ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✶

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r✉❣❣❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆❊❇
♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ r✉❣❣❡❞♥❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ♦❢ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶ ❜② Vε(x, y) = ε sin(4πx) cos(4πy)✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ε = 0.1✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ N = 50✱ ∆t = 0.01✱ k = 1✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛❧s❡❧②
❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❛❜♦✉t ✶✵ st❡♣s✳

✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦r ✐♥❞❡❡❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣
s✉r❢❛❝❡✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❈❡r❥❛♥ ✶✾✽✶❪✱
t❤❡ ❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✶✾✾✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮
❬▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱ ▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♥❣ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❖♥❝❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
st❛t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✜♥❞s ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❛♥ ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♦♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡rs✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛✲
s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ ♦♥❝❡
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❆ ♣❡rt✐♥❡♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥✿ ❤♦✇
✐s ❛ s②st❡♠ ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❛s✐♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②❄ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❇❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♦✉t❧✐♥✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣♦♣✉❧❛r s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s
✉s❡❞ ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳

✷✳✸✳✶ ▲♦❝❛t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❧♦❝❛t❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❆tt❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s
tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡
♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❜r✐❡✢②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

t❤❛t ♦❢ ❝❧✐♠❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡rs✳
❋♦r ❛ ♣♦✐♥t q ∈ R

n ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V = V (q) ❛❜♦✉t ❛ ♣♦✐♥t q0✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ h = q − q0✿

V (q) = V0 + ∇V T
0 h+

1

2
hTH0h, ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ V0 = V (q0)✱ ∇V0 = ∇V (q0) ❛♥❞ H0 = H(q0) = ∇2V (q0)✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ ∇hV =

0 ❢♦r h ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs (ui)1≤i≤n ♦❢
H0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

h = −
n∑

i=1

〈∇V0, ui〉ui
λi

, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ (λi)1≤i≤n ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ H0✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣②
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s st❡♣ ✐s t❤❡♥

V (q) − V (q0) = ∆V = −
n∑

i=1

〈∇V0, ui〉2
2λi

.

❚❤❡r❡❢♦r❡ λi < 0 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ui ❛♥❞ λi > 0 ❛♥
❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✭t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡
✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✿

• ❋♦r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N > 1000 ❛t♦♠s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ✐s ✈❡r② ❝♦st❧②✿ ✐♥ t♦t❛❧ O(N2) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✭✐♥ ❢❛❝t ❛ ❍❡ss✐❛♥✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✮
✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

• ❙✉♣♣♦s✐♥❣ ❛ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ s②st❡♠✳ ❉❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤r♦✉❣❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❢✉rt❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N3)✳ ❲❤❡♥ ❛ ❢✉❧❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦t
r❡q✉✐r❡❞✱ ✐ts ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ✭s♠❛❧❧❡st ♦r ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮
♠❛② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✈✐❛ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ P♦✇❡r ■t❡r❛t✐♦♥✱
▲❛♥❝③♦s ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ q✉♦t✐❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜②♣❛ss t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s✱ t❤❡ ❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✶✾✾✾❪✱
❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷✱ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ✜rst
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳

❚❤❡s❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❑▼❈✱ ✇❤❡r❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛t♦♠ ♦♥ ❛♥ ❆❧✭✶✵✵✮ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❑▼❈ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠❡t❤♦❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✷✵✵✶❪✳



✷✳✸✳ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✸

✷✳✸✳✶✳✶ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❈❡r❥❛♥ ✶✾✽✶❪✱ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥❞❡① ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥
♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❜② t❛❦✐♥❣ st❡♣s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✶✮✱ ♦♥❧②
✇✐t❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❡♣ s✐③❡✿ |h| = r ❢♦r s♦♠❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r > 0✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

L(h, r) = V0 + ∇V T
0 h+

1

2
hTH0h+

η

2
(r2 − |h|), ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ▲❛♥❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❛ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ∂L/∂h = 0

❛♥❞ ∂L/∂η = 0✳ ❋♦r ✜①❡❞ r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②
❢♦r η✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ st❡♣ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ s②st❡♠✿

h = −
∑

i

〈∇V0, ui〉ui
(λi − η)

. ✭✷✳✶✸✮

■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❛♥❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❡✐❣❡♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ❬❲❛❧❡s ✷✵✵✺❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r♦❜✉st ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ❬❇❛♥❡r❥❡❡ ✶✾✽✺❪✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❢✉❧❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ r❡str✐❝ts ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s②st❡♠s ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡s✿ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ❛s t❤❡ ❝✉❜❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ s✉❝❤ ❝♦sts
t❤❡ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬▼✉♥r♦ ✶✾✾✾✱ ❲❛❧❡s ✷✵✵✸❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
✇❤❡r❡❜② ❛ st❡♣ ✐s t❛❦❡♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s❤✐❢t✐♥❣✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❏ó♥ss♦♥ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✶✾✾✾✱ ❍❡②❞❡♥ ✷✵✵✺❪
♣r♦♣♦s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣✉s❤✐♥❣ ✉♣❤✐❧❧✱ t♦✇❛r❞s ❛ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ st❛t❡✱ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✭t❤❡ ❵❞✐♠❡r✬✮✱ t❤r♦✉❣❤ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐t❤♦✉t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ✐s t❤❡ st❡♣ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣✉s❤ t❤❡
♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s t♦ ❝❧✐♠❜ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st
♠♦❞❡✳

❚❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ✐s ❛t r ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r n̂ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆r✱ ❛r❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

r1 = r + ∆r n̂, ❛♥❞ r2 = r − ∆r n̂.

❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② E1 ❛♥❞ E2 ❛♥❞ f1 ❛♥❞ f2✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ✐s E = E1 + E2 ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t f ✐s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ (f1 + f2)/2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠❛② ❜❡



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r❝❡s f1✱f2 ❛♥❞
❡♥❡r❣✐❡s E1✱E2✳ ❆ s✐♠♣❧❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ②✐❡❧❞s

E0 =
E1 + E2

2
+

∆r

4
(f1 − f2) · n̂.

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ❛r❡ t❤✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r
✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ C ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

C =
E1 − 2E0 + E2

(∆R)2
=
E − 2E0

(∆R)2
, ✭✷✳✶✹✮

❛♥❞ E0 r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡r ❡♥❡r❣② E✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❞✐♠❡r ✐s r♦t❛t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ f

⊥ = f
⊥
1 − f

⊥
2 ✱ ✇❤❡r❡ f

⊥
i = fi− (fi · n̂)n̂✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣

❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ô ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ n̂ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥✱ r∗1✱ ♦❢
✐♠❛❣❡ ✶ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♥❣❧❡ dθ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

r
∗
1 = r + (n̂ cos dθ + ô sin dθ)∆r.

❚❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✷ ✐s t❤✉s r
∗
2 = r − n̂

∗∆r✱ ✇❤❡r❡ n̂
∗ = (r∗1 − r)/|r∗1 − r|✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ∆θ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ❢♦r❝❡ f = f
⊥ · ô/∆r ✐s

♠❛❞❡ ③❡r♦✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ◆❡✇t♦♥✬s st❡♣ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∆θ ≈ f

−f ′ ,

✇❤❡r❡✱ f ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ f = (f · ô + f
∗ · ô∗)/2✱ ❛♥❞ f ′ ♠❛②

❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
❆ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s❀ t❤✉s ♦♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡st ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠✉st ♣✉❧❧ ✐t t♦✇❛r❞s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦✇❡st ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ftr r❡q✉✐r❡❞
✐s t❤❡r❡❢♦r❡

ftr = f − 2(f · n̂) n̂,

s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✐s
❢♦r❝❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡❀ ✐♥ ❝♦♥✈❡①
r❡❣✐♦♥s ♦♥❡ ✉s❡s s✐♠♣❧② ftr = −(f · n̂) n̂ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ r❡❣✐♦♥s✳

✷✳✸✳✶✳✸ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❧❛st ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥
❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮ ❬❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✻❛✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✶✾✾✽✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱
▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡✐♥
❛ ❜r✐❡❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❜② ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❡✈❡♥ts✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts



✷✳✸✳ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✺

✶✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✿ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t ♦❢ ✐ts ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜❛s✐♥ ❛♥❞ t♦✇❛r❞s ❛ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ st❛t❡✱

✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥✿ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ r❡❧❛①✐♥❣ t♦ ❛♥
❛❞❥❛❝❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❆♥ ❡✈❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳

❆❘❚✿ ❡❛r❧② st❡♣s

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❘❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✻❛✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✶✾✾✽❪ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ s✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❛t ♥♦ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s tr❡❛t❡❞ s✐♠✲
✐❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
∆q ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ q0✱ ✐t ✐s ♣✉s❤❡❞ t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

qn+1 = qn − h[∇V − (1 + α)(∇V · ∆qn)∆qn], ❢♦r n > 0 ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ h > 0 ❛♥❞ α > 0 ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞✱ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ∆qn ✐s
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qn ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ q0✳
❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ∆qn ❤❛s ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭❝❧✐♠❜✐♥❣ ✐♥ ❡♥❡r❣②✮
❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭r❡❧❛①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡
q✉❛♥t✐t② ∆qn ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■❢ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❛❧❜❡✐t✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ t✐♠❡st❡♣✮✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✾❪ ❛♥❞ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❝❧✉st❡rs ❬▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪ ✐♥ ✐❞❡♥t✐✲
❢②✐♥❣ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❧❛t❡r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ ❆❘❚
♥♦✉✈❡❛✉ ✭❆❘❚n✮ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❆❘❚♥✿ ❚❤❡ ③❡r♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡

❚❤❡ ❆❘❚ ♥♦✉✈❡❛✉ ✭❆❘❚♥✮ ❬▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❛❪ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❧♦✲
❝❛t✐♥❣ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥❞❡① ♦♥❡ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❆❘❚♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛❧♦♥❣ ∆qn = qn − q0✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s ♦❢ ❆❘❚♥ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ✕ ❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ xi✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ❛
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t xc✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡ st❡♣s ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❛r❡✿

✭❛✮ ♣❡r❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✉♥t✐❧ ❛ ♣♦✐♥t x̃ ✐s r❡❛❝❤❡❞ s✉❝❤ t❤❛t λ1(x̃) <

0✱ ✇❤❡r❡ λ1(x̃) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ H(q̃) =

∇2V (q̃)❀



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

✭❜✮ r❡♣❧❛❝❡ x̃ ❜②
x̃′ = x̃+ µvv1(x̃), ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ µv > 0 ✐s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ v1(x̃)✱ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ H(q̃) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ λ1(x̃) ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t v1(x̃) ·
∇V (x̃) > 0 ✭t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❡♥❡r❣②✮❀

✭❝✮ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ v1(x̃
′)✱ ✐✳❡✳ ✇❡

♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤✐s ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ t❛❦✐♥❣ x̃′ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t❀

✭❞✮ ✇❡ ❧❡t x̃ = x̃′ ❛♥❞ r❡♣❡❛t st❡♣s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✭s✉♣♣♦s❡❞✮ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t xc✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛s
❡①❝❡❡❞❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ r❡❥❡❝t x̃ ❛♥❞ r❡♣❡❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ st❡♣ ✭❛✮✳

✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✕ ❋r♦♠ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t xc✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦✇❛r❞s ❛♥♦t❤❡r
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤❡ ❧❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✈❡r② ❢❛st ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐s
❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st✱ ♥❛♠❡❧②
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❈●✮ ♦r ❧✐♠✐t❡❞✲♠❡♠♦r② ❇r♦②❞❡♥✲❋❧❡t❝❤❡r✲●♦❧❞❢❛r❜✲❙❤❛♥♥♦♥
✭▲✲❇❋●❙✮✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❡ss tr✐✈✐❛❧ st❡♣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❛❣❡✳

❙t❡♣ ✶✭❛✮✿

✶✳ ❧❡t x0 = xi ❀ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t µa ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐t❛r②
✈❡❝t♦r e ∈ R

d ❛♥❞ s❡t
x̃n+1 = xn + µa e

✷✳ r❡❧❛① t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ e ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t s❡✈❡r❛❧
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❛❦✐♥❣ x̃n+1 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❈❛❧❧
t❤✐s ♣♦✐♥t xn+1 ❀

✸✳ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ λ1(x
n+1) < 0✳ ❚❤❡♥ s❡t x̃ = xn+1✳

❙t❡♣ ✶✭❜✮✿ ❛❢t❡r t❤❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ µv ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡s

V (x̃+ µvv1(x̃)) = V (x̃) + µv∇V (x̃) · v1(x̃) +O(µ2
v) > V (x̃) +O(µ2

v)

❛♥❞

|∇V (x̃+ µv v1(x̃))|2 = |∇V (x̃) + µvH(x̃)v1(x̃) +O(µ2
v)|2

= |∇V (x̃) + µv λ1(x̃)v1(x̃) +O(µ2
v)|2

= |∇V (x̃)|2 + 2µv λ1(x̃)∇V (x̃) · v1(x̃) +O(µ2
v)

< |∇V (x̃)|2 +O(µ2
v).



✷✳✸✳ ❙✐♥❣❧❡✲❡♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ❆❘❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✳✻✮✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ λ1 < 0 ❛♥❞ v1 · ∇f > 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st❡♣
✶✭❜✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡
st❡♣ µv ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ s✐③❡ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪✿ ❛❢t❡r t❤❡ nt❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ st❡♣ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ µv := µv/

√
n✳ ❲❡ ❤❛✈❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈❛♥❝ès ✷✵✵✾❪ t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ ✐s ✐♥ ❢❛❝t s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❘❚♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t✇♦❢♦❧❞✿

• ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✲❆❘❚n ✭♠♦❞✐✜❡❞ ❆❘❚n✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ s✐③❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ s❡❡ ✭✸✳✶✮ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱

• ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳

✷✳✸✳✷ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡✱ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡
♦♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥✿ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠
♦♥❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥ ♣r✐♠❛r✐❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❆ ❦❡② ✐ss✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❢❡rr❡❞
✉♥t✐❧ ♥♦✇✿ ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢ ✐ts ❝♦♥✈❡① ❜❛s✐♥✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱
✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s②st❡♠ ♠❛② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐♥✳ ❋♦r ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s

❑▼❈✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✮✳

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞r✐✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦✉t ♦❢ ❛ ❜❛s✐♥ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧✲
❝❤♦s❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st
❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♥♦♥❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ❢❛st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✮✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ♣r♦✈❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡
s♠❛❧❧ ❡♥❢♦r❝❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✐✮ ❣❧♦❜❛❧❧②✱ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡
❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❀ ✭✐✐✮ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❧♦❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞
t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❢❡❝t ✭✈❛❝❛♥❝② ♦r ✐♥t❡rst✐t✐❛❧✮✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛♥ ✐r♦♥
❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✐✮✱ ♣r♦✈❡❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❧♦❝❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✇♦rst✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✲❝❡♥t❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✐✐✮
✇❛s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦
✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t s❡❛r❝❤❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❧❛st ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦r❦ t♦ ❜❡ t❤❡
❧❡❛st s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s②st❡♠ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s②st❡♠
✐s ♥♦t ♣✉s❤❡❞ ♦✉t ♦❢ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❤❛s
♣r♦✈❡♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s②st❡♠ s✐③❡✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t s❡❛r❝❤ r❡♠❛✐♥❡❞
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡

❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❊r✐❝ ❈❛♥✲
❝ès✱ ❋ré❞ér✐❝ ▲❡❣♦❧❧✱ ▼✐❤❛✐✲❈♦s♠✐♥ ▼❛r✐♥✐❝❛✱ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❲✐❧❧❛✐♠❡✱ ❡t ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ❬❈❛♥❝ès ✷✵✵✾❪✳

❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷ ❆ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ α✲✐r♦♥ ✳ ✳ ✹✸

✸✳❆ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮ ❬❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✻❜✱ ❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✽✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✶✾✾✽✱
❇❛r❦❡♠❛ ✶✾✾✾✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✶✾✾✾✱ ▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱ ❇❛r❦❡♠❛ ✷✵✵✶❪ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞
❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r✲
❢❛❝❡ ✭P❊❙✮✳ ❙❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t
t✇♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ P❊❙ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
t❤✐s ❝❧❛ss ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈❤❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❊❧❜❡r ✶✾✽✼✱ ❆②❛❧❛ ✶✾✾✼❪✱ t❤❡ ◆✉❞❣❡❞
❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ❬▼✐❧❧s ✶✾✾✹✱ ❍✳ ❏♦♥ss♦♥ ✶✾✾✽✱ ❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✷✵✵✵❛❪✱ t❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❬❊ ✷✵✵✷✱ P❡t❡rs ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ P❛t❤ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❬❉❡❧❧❛❣♦ ✶✾✾✽✱ ❈✳ ❉❡❧❧❛❣♦ ✶✾✾✾✱
❉❡❧❧❛❣♦ ✷✵✵✷✱ ❇♦❧❤✉✐s ✷✵✵✷❜❪ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ P❛t❤ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❬❲❛❧❡s ✷✵✵✷❪ ❛r❡ s♦♠❡
♠❡t❤♦❞s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❧❛ss ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ◆✉❞❣❡❞ ❊❧❛st✐❝ ❇❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡tt✐♥❣ ❬❈r❡❤✉❡t ✷✵✵✸❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❊ ✷✵✵✺❛❪✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♦♥❧②
♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ P❊❙ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ✐s
t♦ ✜♥❞ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ P❊❙✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞
t♦✇❛r❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ✜rst
♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝❧❛ss ✐s t❤❡ ❊✐❣❡♥❱❡❝t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❈❡r❥❛♥ ✶✾✽✶❪✳
❚❤❡ ❉✐♠❡r ♠❡t❤♦❞ ❬❍❡♥❦❡❧♠❛♥ ✶✾✾✾❪✱ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥❱❡❝t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❬▼✉♥r♦ ✶✾✾✾✱ ❲❛❧❡s ✷✵✵✸❪✱ t❤❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬●r✉❜♠ü❧❧❡r ✶✾✾✺❪✱



✹✵❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

t❤❡ ❍②♣❡r❞②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞ ❬❱♦t❡r ✶✾✾✼❜✱ ❱♦t❡r ✶✾✾✼❛✱ ▼✐r♦♥ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧
❘❡♣❧✐❝❛ ♠❡t❤♦❞ ❬❱♦t❡r ✶✾✾✽❪✱ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❬❙♦r❡♥s❡♥ ✷✵✵✵✱
❋✳ ▼♦♥t❛❧❡♥t✐ ✷✵✵✶✱ ▼♦♥t❛❧❡♥t✐ ✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❛❧❡❞ ❍②♣❡rs♣❤❡r❡ ❙❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❬▼❛❡❞❛ ✷✵✵✸✱
❖❤♥♦ ✷✵✵✹✱ ▼❛❡❞❛ ✷✵✵✺❪ ❛r❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲
❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ③❡r♦
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆❘❚ ♥♦✉✈❡❛✉ ✭❆❘❚n✮ ♠❡t❤♦❞ ❬▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱
▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❖P✲
❆❘❚ ♠❡t❤♦❞ ❬❱♦❝❦s ✷✵✵✺❪✳

❚❤❡ ❆❘❚n ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥
st❡♣ ✐s ✈❡r② ❢❛st ✭❛♥❞ ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❡♣✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❡♣ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst s✉❜st❡♣
❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❊❙ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱
✇❤✐❝❤ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✜rst ♦r❞❡r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ✏❛t✲
tr❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ P❊❙ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r r✱ ❛♥❞ ♥❡①t t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ t✇♦
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ♠♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r✱ ✭✐✐✮ r❡❧❛① t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ r✱ ✉♥t✐❧ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✸ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛ttr❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡s❡
t✇♦ s✉❜st❡♣s ❛r❡ ♦❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
s✉❜st❡♣✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡✱
♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞
t❤❛t ❡♥❧✐❣❤t❡♥s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❆❘❚n ❛♥❞ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥❱❡❝t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❜✉t s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝✳ ✸✳✷✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❡q✳ ✭✸✳✺✮ ❜❡❧♦✇✮✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ✈❛❝❛♥❝② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✷ ❆ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❋r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛ P❊❙ ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ N

❛t♦♠s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : R
3N/Gr −→ R✱ ✇❤❡r❡ Gr = R

3 × SO(3) ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ♦♥ R

3N ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r ❛❧❧ g = (x0, R) ∈



✸✳✷✳ ❆ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✹✶

Gr = R
3 × SO(3)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ X = (x1, · · · , xN ) ∈ R

3N ✱

g ·X = (R(x1 − x0), · · · , R(xN − x0)).

❚❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E(X) ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♣♦♥ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞
♣❤❛s❡✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ s②st❡♠ ✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t ♥♦t r♦t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛♥❞ ❛ P❊❙ t❤❡♥ ❤❛s
t♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : T

3N/R3 −→ R✱ ✇❤❡r❡ T
3N ✐s ❛ 3N ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

t♦r✉s✳
❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡

✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ P❊❙ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f :

R
d −→ R ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r x ∈ R

d✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∇f(x) t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ f ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t x ❛♥❞ ❜② H(x) = ∇2f(x) t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ f ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t x✳ ❋♦r
x ∈ R

d✱ ❧❡t λ1(x) ≤ λ2(x) ≤ · · · ≤ λd(x) ❜❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ H(x) ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡✐r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❧❡t (v1(x), · · · , vd(x)) ❜❡ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳

❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬❈❡r❥❛♥ ✶✾✽✶❪✱
t❤❡ ❆❘❚n ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥❱❡❝t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ♦♥❧②
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❞s

xk+1 = xk −
(∇f(xk), v1(xk))

min(λ1(xk),−λc)
v1(xk) − µt Πv1(xk)⊥∇f(xk), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ λc > 0 ❛♥❞ µt > 0 ❛r❡ ✜①❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ Πv1(xk)⊥ = I −
(v1(xk), ·)v1(xk) ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ v1(xk)⊥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs λc > 0 ❛♥❞ µt > 0✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✿

f(x) =
1

2

d∑

j=1

λj |xj |2, ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ x = (x1, · · · , xd) ❛♥❞ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ✭✸✳✶✮ r❡❛❞s ❛s ❛
s②st❡♠ ♦❢ d ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s

x1
k+1 =

(
1 − λ1

min(λ1,−λc)

)
x1
k,

xjk+1 = (1 − µtλj)x
j
k, 2 ≤ j ≤ d,

②✐❡❧❞✐♥❣

x1
k =

(
1 − λ1

min(λ1,−λc)

)k
x1

0,

xjk = (1 − µtλj)
k xj0, 2 ≤ j ≤ d,



✹✷❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

✇❤❡r❡ x0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ λj ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ f ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

λ1 < 0 ❛♥❞ 0 < λj < 2µ−1
t ❢♦r ❛❧❧ 2 ≤ j ≤ d.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦✇❛r❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
▼♦rs❡ ✐♥❞❡① ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✭❛ ✜rst ♦r❞❡r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❛
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ▼♦rs❡ ✐♥❞❡① ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ✐❢ λ1 < 0 < λ2 ≤ · · · ≤ λd✮✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✐t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ λd < 2µ−1

t ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r µt
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ x1 = 0✳ ■❢ µt ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✇✐❧❧ ❜❡ s❧♦✇❀ ✐❢ µt ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ λ1 < −λc✱
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ e1 ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ −λc < λ1 < 0✳ ❚❤❡
r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λc ✐s t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝
❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ❢r♦♠ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ |λ1(xk)| ✐s s♠❛❧❧✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ f ✐s t❤❡ P❊❙ ♦❢
s♦♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t❡s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ✜rst ♦r❞❡r s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮
t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
λ1(xk) ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① H(xk) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r v1(xk) ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥❱❡❝✲
t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t λ1(xk) ❛♥❞ v1(xk) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ ❜②
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t (λ1(xk), v1(xk)) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② ▲❛♥❝③♦s ♦r ❆r♥♦❧❞✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❆❘❚n ♠❡t❤♦❞✱ ♦r ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ r❛t✐♦✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ❊✐❣❡♥❱❡❝t♦r ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ H(xk) v ❛r❡
♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t✉r♥✱ s✉❝❤ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛

H(xk) v ≈ 1

ǫ
(∇f(xk + ǫv) −∇f(xk)) ✭✸✳✸✮

♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛

H(xk) v ≈ 1

2ǫ
(∇f(xk + ǫv) −∇f(xk − ǫv)) . ✭✸✳✹✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t (λ1(xk), v1(xk)) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜② r❡✲
♣❡❛t❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r❝❡s −∇f(y) ❢♦r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s y ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ xk✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮ t❤❛t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ✐s r♦❜✉st✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s



✸✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ α✲✐r♦♥ ✹✸

♦❢ (λ1(xk), v1(xk))✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ✐s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ (λ1(xk), v1(xk))✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❜❛s✐❝ ✜①❡❞ st❡♣✲s✐③❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r
❛ ❜♦t❤ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡s♦rt t♦ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♦r
tr✉st✲r❡❣✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬◆♦❝❡❞❛❧ ✷✵✵✵❪✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆❘❚n ✭♠✲❆❘❚n✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

❙❡t xk+1 = xk −
(∇f(xk), v1(xk))

min(λ1(xk),−λc)
v1(xk),

✇❤❡r❡ λ1(xk) ❛♥❞ v1(xk) ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❝③♦s ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡♥ r❡❧❛① xk+1 ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ v1(xk)⊥ ❜② ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

✭✸✳✺✮
■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ p ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

♦❢ H(xk) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛♥❝③♦s ♦r ❆r♥♦❧❞✐ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s✉rr♦❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r f ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ xk✳ ❙✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❆❘❚✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✸✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ α✲

✐r♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✲❆❘❚n ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭✸✳✺✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ α✲✐r♦♥✿ s♠❛❧❧ s❡❧❢ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✭❙■❆✮ ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝②
✭❱❆❈✮ ❝❧✉st❡rs ✭✶ t♦ ✸ ❞❡❢❡❝ts✮✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ α✲❋❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❊❆▼ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❡♥❞❡❧❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬▼❡♥❞❡❧❡✈ ✷✵✵✸✱ ❆❝❦❧❛♥❞ ✷✵✵✹❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡
♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t♦ st✉❞② ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❧♦♦♣s ❬❚❡r❡♥t②❡✈ ✷✵✵✼✱
❚❡r❡♥t②❡✈ ✷✵✵✽❪✳ ▼❛r✐♥✐❝❛ ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❆❘❚n ♠❡t❤♦❞ t♦ t❡st ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧
❝❧✉st❡rs ✭✶ t♦ ✹ s❡❧❢✲✐♥t❡rst✐t✐❛❧s✮ ✐♥ α✲❋❡ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡s ✉s ❛
❣♦♦❞ ❜❛s✐s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✵✷✹±n ❛t♦♠s ✭n❂✶✱✷✱✸✮✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
st❡♣ ✐s t♦ ♣✉s❤ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s



✹✹❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

s❧✐❣❤t❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
xk+1 = xk + µA∆x ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ ∆x ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ µA ✐s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✜①❡❞ st❡♣✱ t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤
❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❡♣✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✉s❡ ❞❡❢❡❝t ❝❡♥t❡r❡❞
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ∆x ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛t♦♠s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝✉t✲♦✛ r❛❞✐✉s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ∆x ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ ♠❡t❤♦❞ ❬❚❡r❡♥t②❡✈ ✷✵✵✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ r❛❞✐✉s ✐s s❡t t♦ ✺ ➴✳ ▼♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝❤♦s✐♥❣ ∆x ❛♥❞ µA ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❝❡♥t❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s
t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❙✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r r❛t❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✳

❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆x✳ ■❢✱ ❛❢t❡r t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡
❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s s♦♦♥ ❛s λ1(xk) ❜❡❝♦♠❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭λ1(xk) <

λd ❢♦r s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λd < 0✮✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦♥t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❜❡ ♠✐s❣✉✐❞❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs
♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❝③♦s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✶✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
♠❛tr✐① ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t H(xk) ∈ R

3N×3N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✮✳

❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t♦ ♠♦✈❡ ✐t t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲❡♥❡r❣② r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ❢♦r t❤✐s st❛❣❡ ✐s✿

xk+1 = xk −
µa√
k
v1(xk) ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ µa ✐s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ 1/
√
k ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r

❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r v1 ✐s ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐✳❡✳ (−∇f(xk), v1(xk)) > 0✳
❚❤✐s ✐s t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✼✮ ✇❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s
❬▼♦✉ss❡❛✉ ✷✵✵✵❜✱ ▼❛❧❡❦ ✷✵✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡r µa ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❊❙ ✐♥ st✉❞②✱
❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦ ♠❛② ❜❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r s♦♠❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t s❡❛r❝❤❡s ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♦t❤❡rs ✭✈❡r②
t✐❣❤t❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❢♦r❝❡ µa t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❡❞❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤✮✳
❲✐t❤ v1(xk) ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ µa ✜①❡❞✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ✇✐t❤ d = 2 ✭s♦❧✉t✐♦♥ x∗ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉rs❡❧✈❡s ❛t ❛



✸✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ α✲✐r♦♥ ✹✺

♣♦✐♥t xn ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ x∗ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ x∗ s✐♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✼✮ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r st❡♣s✳
■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✮ ✇♦✉❧❞ ❥✉♠♣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡
st❡♣✳

■♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✲❆❘❚n ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②✲
♥❛♠✐❝s✳ ❆ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠
✐s t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❡r❧❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ v1(xk)⊥✱ ✉s✐♥❣ ❛ t✐♠❡
st❡♣ ♦❢ ✷✵ ❢s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✱ nk✱ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✱ ♦r s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛①i=1,N |∇if(xk)| < 0.01

❡❱ ✴➴✮ ✐s ❢✉❧❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s nk ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ M ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ nk = min(k,M)✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ M ✐s t✇♦❢♦❧❞✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❝♦st❧②✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡❧❛① t❤❡ s②st❡♠ ✐❢ ✐t ✐s st✐❧❧ ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ xk ✇✐t❤ λ1(xk) > 0✱ ✇❡ r❡st❛rt t❤❡ ❛❝t✐✲
✈❛t✐♦♥ st❡♣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ∆x ✭s❡❡ ❘❡❢✳ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪
❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✺✮ ✐s t❤❡ st❡♣ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦
✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❢♦r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ st❛❣❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❆❘❚✲t②♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦
✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
✇❛②s✳ ■❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ♥♦t ❞♦♥❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✱ t❤❡ s②st❡♠ r✐s❦s
❝❧✐♠❜✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❖♥❝❡ s❡tt❧❡❞ ❛t ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣❛♥✳
■t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❢❛❧❧ ♦♥ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❢❛❧❧❡♥ ❜❡②♦♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛♥♦t❤❡r s✐❣♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ✇❤❡♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ②✐❡❧❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ λ1(xk)✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❜❡
❝❡rt❛✐♥ t❤❛t ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❋♦r
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② r❡❥❡❝t st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛t ❛♥♦t❤❡r ♠✐♥✐♠✉♠
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✲❆❘❚n ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✺✮ ❛r❡ ❞♦♥❡
♦♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝② ❞❡❢❡❝ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡



✹✻❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

n ❙■❆ n ❱❆❈
❘❡❢✳ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❘❡❢✳ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ❚❤✐s ✇♦r❦

λc ✲ ✵✳✺ ✲ ✵✳✺
λd ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷
µA ✵✳✻ ✵✳✻ ✵✳✷ ✵✳✷
µa ✵✳✷✹ ✲ ✵✳✵✽ ✲
M ✶✽ ✶✽ ✶✽ ✶✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µA ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
st✉❞✐❡s ❜② ▼❛r✐♥✐❝❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪✱ ✇✐t❤ µa/µA = 0.4✳

♥✉♠❜❡r ❙■❆ ❱❆❈
♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❆❘❚n ❚❤✐s ✇♦r❦ ❆❘❚n ❚❤✐s ✇♦r❦

❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪
✶ 〈f〉 ✹✻✷ ✷✾✽ ✼✽✵ ✷✾✶

η ✹✳✻ ✹✳✼ ✶✳✽ ✼✳✾
✷ 〈f〉 ✺✹✽ ✸✷✽ ✼✵✺ ✸✷✸

η ✹✳✷ ✹✳✹ ✷✳✻ ✼✳✶
✸ 〈f〉 ✻✾✶ ✸✷✵ ✻✻✼ ✸✷✶

η ✷✳✻ ✹✳✹ ✷✳✽ ✼✳✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❆❘❚n ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬▼❛r✐♥✐❝❛ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♠✲❆❘❚n ✭✸✳✺✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝② ❞❡❢❡❝ts✳
❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✭〈f〉✮ ❜② ❛❜♦✉t
✹✵✪ ❛♥❞ ✺✺✪ ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❛t♦♠s ✭❙■❆✮ ❛♥❞ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✭❱❆❈✮ ❝❛s❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙■❆✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❡❛r❝❤❡s ✭η✮ ✐s
❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛❝❛♥❝✐❡s✱ η ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♦✈❡r ✷✻✵✪✳

r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❖✈❡r ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✵✵✵ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡✈❡♥ts✱ 〈f〉
✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ η ✐s t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡✈❡♥ts t♦ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭✸✳✺✮ ✐♠♣r♦✈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r µa ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✼✮ ♥♦t ♦♥❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t
❛❧s♦ ♠♦r❡ ✈❡rs❛t✐❧❡✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭▲◆✸▼
♣r♦❥❡❝t✱ ❝♦♥tr❛❝t ◆♦✳ ❆◆❘✲✵✺✲❈■●❈✲✵✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ◆♦r♠❛♥❞



✸✳❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✹✼

▼♦✉ss❡❛✉ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

✸✳❆ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

▲❡t x∗ s✉❝❤ t❤❛t ∇f(x∗) = 0 ❛♥❞ λ1(x∗) < 0 < λ2(x∗) ≤ · · · ≤ λd(x∗)✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ v∗1 = v1(x∗)✱ λ∗1 = λ1(x∗)✱ H∗ = ∇2f(x∗)✱

ek = xk − x∗, zk = (xk − x∗) · v∗1, yk = Πv∗
1
⊥(xk − x∗).

◆♦t❡ t❤❛t

xk − x∗ = zkv
∗
1 + yk, ❤❡♥❝❡ |xk − x∗|2 = |zk|2 + |yk|2.

■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡ t❤❛t zk = O(|ek|)✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t (λ1(xk), v1(xk))

✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❜❡❧♦✇✱ r❡❛❞s

xk+1 = xk −
(∇f(xk), ṽ1(xk))

min(λ̃1(xk),−λc)
ṽ1(xk) − µtΠṽ1(xk)⊥∇f(xk), ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ λ̃1(xk) ❛♥❞ ṽ1(xk) ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ λ1(xk) ❛♥❞ v1(xk)✿

ṽ1(xk) = v1(xk) + αk, λ̃1(xk) =
λ1(xk)

1 + βk
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦rs αk ❛♥❞ βk ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭✐✳❡✳ |αk| ≪ 1 ❛♥❞ |βk| ≪
1✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t |ṽ1(xk)| = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① H(xk)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦rs αk ❛♥❞ βk t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ H(xk) ✭s❡❡ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮✮✱ ❛♥❞
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✭❜② ❛ ▲❛♥❝③♦s✱ ❆r♥♦❧❞✐✱ ♦r
❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t λ1(x∗) < −λc ❛♥❞ t❤❛t xk ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ x∗ s✉❝❤ t❤❛t
λ1(xk) ≤ −λc ❢♦r ❛❧❧ k s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r βk ✐s s♠❛❧❧
❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t λ̃1(xk) ≤ −λc ❢♦r ❛❧❧ k s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✳✽✮ t❤❛t

zk+1 = zk −
(∇f(xk), ṽ1(xk))

λ̃1(xk)
(ṽ1(xk), v

∗
1) − µt(v

∗
1,Πṽ1(xk)⊥∇f(xk))

= zk −
(∇f(xk), v1(xk) + αk)

λ1(xk)
(1 + βk)(v1(xk) + αk, v

∗
1)

−µt(Πṽ1(xk)⊥v
∗
1,∇f(xk)) ✭✸✳✾✮

❛♥❞

yk+1 = yk −
(∇f(xk), ṽ1(xk))

λ̃1(xk)
Πv∗

1
⊥ ṽ1(xk) − µtΠv∗

1
⊥Πṽ1(xk)⊥∇f(xk)

= yk −
(∇f(xk), v1(xk) + αk)

λ1(xk)
(1 + βk)Πv∗

1
⊥ ṽ1(xk) − µtΠv∗

1
⊥Πṽ1(xk)⊥∇f(xk).✭✸✳✶✵✮



✹✽❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t f ✐s C2(Rd) ∩ L∞(Rd) ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐t
❤♦❧❞s

∇f(xk) = H∗(xk − x∗) +O(|xk − x∗|2) = λ∗1zkv
∗
1 +H∗yk +O(|ek|2). ✭✸✳✶✶✮

❇❡s✐❞❡s✱ ✉s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

λ1(xk) = λ∗1 + (v∗1, (∇H(x∗) · ek) v∗1) +O(|ek|2),

v1(xk) = v∗1 − Πv∗
1
⊥

(
(H∗ − λ∗1) |v∗

1
⊥

)−1
Πv∗

1
⊥(∇H(x∗) · ek) v∗1 +O(|ek|2).✭✸✳✶✷✮

❋r♦♠ ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

(∇f(xk), v1(xk)) = λ∗1zk +O(|ek|2),
(v1(xk), v

∗
1) = 1 +O(|ek|2),

Πṽ1(xk)⊥v
∗
1 = O(|ek|) +O(|αk|),

Πv∗
1
⊥ ṽ1(xk) = O(|ek|) +O(|αk|),

Πv∗
1
⊥Πṽ1(xk)⊥∇f(xk) = H∗yk +O(|ek|2) +O(|ek| |αk|).

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

zk+1 = zk −
(∇f(xk), v1(xk))

λ1(xk)
(v1(xk), v

∗
1) − µt(Πṽ1(xk)⊥v

∗
1,∇f(xk))

− (∇f(xk), αk)

λ1(xk)
(1 + βk)(v1(xk) + αk, v

∗
1)

− (∇f(xk), v1(xk))

λ1(xk)
βk(v1(xk) + αk, v

∗
1)

− (∇f(xk), v1(xk))

λ1(xk)
(αk, v

∗
1)

= O(|ek|2) +O(|ek| |αk|) +O(|ek| |βk|) ✭✸✳✶✸✮

♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

yk+1 = yk −
(∇f(xk), v1(xk))

λ1(xk)
Πv∗

1
⊥ ṽ1(xk) − µtΠv∗

1
⊥Πṽ1(xk)⊥∇f(xk)

− (∇f(xk), αk)

λ1(xk)
Πv∗

1
⊥ ṽ1(xk)

− (∇f(xk), v1(xk) + αk)

λ1(xk)
βk

= (I − µtH∗)yk +O(|ek|2) +O(|ek| |αk|) +O(|ek| |βk|). ✭✸✳✶✹✮

◆♦t❡ t❤❛t yk ∈ v∗1
⊥ ❛♥❞ t❤❛t H∗ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♦♥ v∗1

⊥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡

‖(I − µtH∗)|v∗
1
⊥‖2 = ♠❛①(1 − µtλ2, µtλd − 1).

❚❤✉s✱ ✐❢ µt < 2/λd✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ ✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✹✮ t❤❛t

|xk+1 − x∗| ≤ γ|xk − x∗| +O(|xk − x∗|2) +O(|xk − x∗| |αk|) +O(|xk − x∗| |βk|),



✸✳❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✹✾

✇✐t❤ γ = ‖(I − µtH∗)|v∗
1
⊥‖2 < 1✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs αk ❛♥❞ βk

❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✽✮ ❧♦❝❛❧❧②
❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✐s ❛t ❧❡❛st ❧✐♥❡❛r✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t (λ1(xk), v1(xk)) ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭✸✳✽✮ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮
❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✮ ♦❢ H(xk)✳

❊st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✶✮ ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✸✮
❛♥❞ ✭✸✳✶✹✮✱ ❜② s❡tt✐♥❣ αk = 0 ❛♥❞ βk = 0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

zk+1 = O(|ek|2) ❛♥❞ yk+1 = (1 − µtH∗)yk +O(|ek|2).

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r zk ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡✮ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✳ ■❢ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❡❧❡♠❡♥t
(λ1(xk), v1(xk))✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ zk ❜❡❝♦♠❡s ❧✐♥❡❛r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
✭✸✳✶✸✮✳
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❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞✱
♥❛♠❡❧② ♥❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❚❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ s②st❡♠ ✐♥
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡♥tr♦♣② ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞
♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❜② A✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A = −β−1❧♥Z, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Z =
1

h3NN !

∫

Ω
e−βH(q,p) dq dp.
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❍❡r❡ h ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t ✭4.136 × 10−15 ❡❱ s✮ ❛♥❞ N ! ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ N
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t H ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✶✮✮✱ Ω = R

3N × R
3N ✭♦r T

3N × R
3N ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ β = 1/kBT ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇✐t❤ kB
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤✉s r❡❧❛t❡❞✿
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ❞❡t❡r♠✐♥❡s Z ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ P❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛s ♠❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

〈H〉µ =

∫

Ω
H(q, p)e−βH(q,p) dq dp
∫

Ω
e−βH(q,p) dq dp

= −∂ ❧♥Z
∂β

,

❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s 〈(H − 〈H〉µ)2〉µ =
∂2❧♥Z
∂β2

✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡

dµ(q, p) = dµc(q, p) = Z−1❡①♣(−βH(q, p)) dq dp,

❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✻✮✳ ❆♥♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❤❡❛t ❝❛✲
♣❛❝✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

C = − 1

kBT 2

∂2❧♥Z
∂β2

.

❘❡♠❛r❦ ✷ ❲❡ ♠❛② ❝♦♠♣❛r❡ ✭✹✳✶✮ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝s A = U−TS✱ ✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ T ✐s t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ S t❤❡ ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ U =

∫

Ω
H dµ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s S = −kB

∫

Ω
❧♥
(
dµ

dx

)
dµ✱

✇❤❡r❡ x = (q, p) s♦ t❤❛t dx = dq dp✳ ❯s✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s kBT = β−1✱

❧♥
(
dµ

dx

)
= −❧♥Z − βH ❛♥❞

∫
dµ = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

A = U − TS =

∫
Hdµ+ kBT

∫
❧♥
(
Z−1e−βH

)
dµ

=

∫
(H − β−1❧♥Z −H)dµ

= −β−1❧♥Z,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t
✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡r❡ ❡①✐st ❡✣❝✐❡♥t
♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s②st❡♠s ♦r st❛t❡s ♦❢ ❛
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s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ ❛s ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤
st❛t❡✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✵ ❛♥❞ ✶✱
t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∆A = A1 −A0 = −β−1❧♥
(
Z1

Z0

)
, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ Z0 ❛♥❞ Z1 ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧
♣❤❛s❡s✳ ■♥ ❢❛❝t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥❞❡① ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②
st❛❣❡s ♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✹✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧②
❢❛❧❧s ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

✭✐✮ ❚✇♦ st❛t❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ s♦❧✈❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s H0 ❛♥❞ H1 ✭t❤✉s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✮✱ ✇❤❡r❡ H0 ✇♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ H1 ✇♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦❧✉t❡✲s♦❧✈❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ❛❧❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❛❧❝❤❡♠②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✉t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ s✉❜st❛♥❝❡ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

✭✐✐✮ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♦r r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡✮ ξ : R

3N → R
m ✭♦r T

m✮✱ m ≪ 3N ✱ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
❛ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦❛rs❡✲
❣r❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξ(q)✱ t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✬s s❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡✮✳ ❋♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s✱ ♦r ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥
❝❤❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♠❡❛s✉r❡ µ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ξ(q) = z0 ❛♥❞ ξ(q) = z1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✮✳

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❤♦✇ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡
s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆❧❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥s H0 ❛♥❞ H1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Z0 ❛♥❞ Z1 ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❛r❡



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A(1) −A(0) = −β−1❧♥




∫

Ω
e−βH1(q,p) dq dp

∫

Ω
e−βH0(q,p) dq dp


 . ✭✹✳✸✮

■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥❞✐❝❡s
α ∈ [0, 1]✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✭♦❢t❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✮ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ Hα✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❞✐✛❡r ♦❢t❡♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠✿

Hα(q, p) =
1

2
pTM−1p+ Vα(q).

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣♦t❡♥t✐❛❧s V0 ❛♥❞ V1 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

Vα = (1 − α)V0 + αV1.

❚❛❦✐♥❣ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠ ♦❢ N ❛t♦♠s✱
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

V0 =
N∑

i=1

∑

j>i

V▲❏(|qi − qj |) ❛♥❞ V1 = α
N+1∑

i=1

∑

j>i

V▲❏(|qi − qj |).

❚❤✉s V0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ N ✲❛t♦♠ s②st❡♠ ❛♥❞ V1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ (N+1)✲❛t♦♠ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V▲❏ ✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✶✼✮✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

❆ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ : R
3N → R

m ✭♦r ✐♥❞❡❡❞ T
m✮✱ ✇✐t❤ m ≪ 3N ✱ ✐s ✉s❡❞ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡
m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ξ(q) = (ξ1(q), ξ2(q), ..., ξm(q))✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
ξ(q) = z ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A(z) = −β−1❧♥ Zz, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ Zz ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛✇ µ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦
ξ(q) = z✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❜②

Zz =

∫

Σz

e−βV (q) (❞❡t G)−1/2 dσΣz , ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ m×m ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts Gi,j = ∇ξi ·∇ξj ✱ 1 ≤ i, j ≤ m ❛♥❞ dσΣz

✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥

Σz = {q | ξ(q) = z}



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✼

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ p ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛s
t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s Σz ❛♥❞ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ✭✶✳✶✮✮ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶
❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

δξ(q)−z(dq) = (❞❡tG)−1/2 dσΣz . ✭✹✳✻✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ m = 1✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ δξ(q)−z(dq) = |∇ξ|−1dσΣz , ✇❤❡r❡ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ξ ✐s s✉❝❤ t❤❛t |∇ξ| 6= 0✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ξ✿

A(z1) −A(z0) = −β−1❧♥




∫

Σz1

e−βV (q) δξ(q)−z1(dq)

∫

Σz0

e−βV (q) δξ(q)−z0(dq)


 . ✭✹✳✼✮

❆ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r
❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛t♦♠s ♦r ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥

ξ(q) = |qα − qβ|,
✇❤❡r❡ qα = (qα,1, qα,2, qα,3) ❛♥❞ qβ = (qβ,1, qβ,2, qβ,3) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛t♦♠s α
❛♥❞ β✳ ❋♦r ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦♥❞❡❞ ❛t♦♠s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ |∇ξ| ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛② ❛❧s♦ s✐♠♣❧② ❜❡ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ q = (q1, ..., q3N )✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ ξ(q) = q1✱ s♦ t❤❛t
∇ξ = (1, 0, ..., 0) ❛♥❞ |∇ξ| = 1✳ ❚❤❡♥ ✭✹✳✼✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

A(z1) −A(z0) = −β−1❧♥




∫

R3N−1

e−βV (z1,q2,...,q3N ) dq2 ... dq3N
∫

R3N−1

e−βV (z0,q2,...,q3N ) dq2 ... dq3N


 ,

s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞✲♠♦st
❛t♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛② t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t ✐s ❢♦r ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡
❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✳

❖❢t❡♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧✱ ∆A = 0✱
❣✐✈✐♥❣ ❧✐tt❧❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❡♥tr♦♣✐❝ ❜❛rr✐❡rs✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡
❞✉♠❜❡❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ③❡r♦✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ✇❛❧❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❜❛rr✐❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳

✐t ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t♦ s❡❡❦ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜✉t ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♣r♦✜❧❡✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♠♦r❡ r❡✈❡❧❛t♦r② ✐♥ t❤❛t ✐t r❡❝♦✈❡rs ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
❜❛rr✐❡rs ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡s❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♥tr♦♣✐❝ ❜❛rr✐❡rs✳ ❊♥tr♦♣✐❝ ❜❛rr✐❡rs✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ r❡❢❡r t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s✱ ✐♠♣❡❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡
st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

✹✳✶✳✷ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❆ ♣❡rs✐st❡♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❡♠✐str② ✐s t❤❛t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
♦r ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❛
s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ : R

3N → R
m✱ ✇✐t❤ m ≪ 3N ✱ s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞

✜♥❛❧ st❛t❡s✱ A ❛♥❞ B ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❡❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐t ❛♥❞
✭✐✐✮ detG 6= 0✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✭✹✳✺✮ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦ t❤❛t t❤❡
s❡t ♦❢ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s Σz = {q ∈ D | ξ(q) = z} ❢♦❧✐❛t❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A

❛♥❞ B ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦♥✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♠♦♦t❤ ❞✐✈✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✮✳ ❋r♦♠ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❡❧❧ t❤❡
♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ξ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ❡①♣(−β(V − A ◦ ξ)) ✐s ❡❛s✐❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ ❡①♣(−βV )✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ξ : R

3N → T✱ ✐❢ X ∼ ❡①♣(−β(V − A ◦ ξ))✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ξ(X) ✐s
✉♥✐❢♦r♠✱ t❤✉s ❢❛r ❡❛s✐❡r t♦ s❛♠♣❧❡✳

❱❡r② ♦❢t❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s②s✲
t❡♠ s✐③❡✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ m = 1✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❬❊ ✷✵✵✺❜✱ ❊ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ+(q) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛✲



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✾

✭❛✮ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x, y) = y2 +(x2
−1)2✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲

✇❡❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♦♥❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ t❤❡ y

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❢❛st ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ(x, y) = x ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

✭❜✮ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ ♠❡t❛st❛✲
❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ s❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✱ ❛
r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡✮ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✱
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ B ❜❡❢♦r❡ A✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐t ♠❛②
✐♥❞❡❡❞ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s r❡❛❝t✐♦♥
r❛t❡s ❬❱❛♥❞❡♥✲❊✐❥♥❞❡♥ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❛s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❉❡❧❧❛❣♦ ✷✵✵✷✱ ❇♦❧❤✉✐s ✷✵✵✷❛❪
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ P❛t❤ ❙❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ+(q)

✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

0 = −∇V · ∇ρ+ + β−1∆ρ+, ρ+|q∈A = 0 ❛♥❞ ρ+|q∈B = 1, ✭✹✳✽✮

t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✲
✐❝s✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ ♦❢ ❬▼❡t③♥❡r ✷✵✵✼❪✮✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱
♦♥❡ ♠❛② r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❙tr✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ♠♦st
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ s♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✽✮ ✐s r❛r❡❧② ♣♦ss✐❜❧❡✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮ s❤♦✇s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡
❧✐♥❦❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛t❤s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ■♥
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡①✐sts✳ ❙✉❝❤
❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t②♣✐❝❛❧ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ✐s ❛ r❡❝✉rr✐♥❣ t❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛♥② ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
❛s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❀ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

✹✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✹✳✷✳✶ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ✭✹✳✷✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭✹✳✶✮✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ❤❛s ❛♥ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A′ ❛♥❞ t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
✐t✿

∆A = A(1) −A(0) =

∫ 1

0
A′(λ) dλ. ✭✹✳✾✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❚■✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❞❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❬❑✐r❦✇♦♦❞ ✶✾✸✺❪✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ A′ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❛t ✜①❡❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✈❛❧✉❡s α ♦r ξ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✮
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✺✮ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❡r❣♦❞✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭µα ♦r µ(·|z)✮✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r s❡tt✐♥❣✱
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s ♠❛❞❡✳



✹✳✷✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✻✶

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✿

A′(α) =

∫

Ω

∂Hα

∂α
e−βHα(q,p) dq dp

∫

Ω
e−βHα(q,p) dq dp

=

〈
∂Hα

∂α

〉

µα

, ✭✹✳✶✵✮

✇✐t❤ dµα(q, p) = Z−1
α e−βHα(q,p) dq dp ❛♥❞ 〈·〉µα ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µα✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ A′ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ [0, 1]✳ ❖♥❡ ♠❛② t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡
✐♥t♦ n ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ A′ ❛t ♣♦✐♥ts αi = i/n✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡
❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠✿

∆A =
1

n

n−1∑

i=0

A′(αi). ✭✹✳✶✶✮

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❛s❡

❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❛s❡ ♥❡❡❞s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✭s❡❡ ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮✮✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ❝♦✲❛r❡❛
❢♦r♠✉❧❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ tr❡❛t t❤✐s ❝❛s❡✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✭❈♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛✮✳ ❋♦r ❛♥② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : R
n → R✱

∫

Rn

f(q)(detG)1/2(q)dq =

∫

Rm

∫

Σz

fdσΣzdz,

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ m×m ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts Gi,j = ∇ξi · ∇ξj✱ 1 ≤ i, j ≤ m ❛♥❞ σΣz

❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Σz = {q ∈ D | ξ(q) = z}✱ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥
Σz ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R

n✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❜❪✮✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ■❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❤❛s ❧❛✇ ψ(q) dq ✐♥ R
3N ✱ t❤❡♥ ξ(X)

❤❛s ❧❛✇ (∫

Σz

ψ(detG)−1/2dσΣz

)
dz,

❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ X ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ z ♦❢ ξ(X) ✐s

ψ (detG)−1/2dσΣz∫

Σz

ψ (detG)−1/2dσΣz

.



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ξ

µξ(dz) =

(∫

Σz

e−βV (q) δξ(q)−z(dq)

)
dz, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ δξ(q)−z(dq) = (detG)−1/2dσΣz ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s

µ(dq|z) =
e−βV (q)δξ(q)−z(dq)∫

Σz

e−βV (q) δξ(q)−z(dq)

. ✭✹✳✶✸✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ∇A(z) ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ m > 1 ❤❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
∂zαA✱ ❢♦r α = 1, ...,m✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡

∂zαA(z) =

∫

Σz




m∑

γ=1

G−1
α,γ∇ξγ · ∇V − β−1div

(
G−1
α,γ∇ξγ

)

µ(dq|z), ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ G−1
α,γ ✐s t❤❡ (α, γ)✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① G−1✳ ❲❤❡♥❡✈❡r m = 1✱

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ♦♥❡ ❤❛s

A′(z) =

∫

Σz

fV (q) dµ(q|z) = Eµ

[
fV |ξ(q) = z

]
, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡

fV =
∇V · ∇ξ
|∇ξ|2 − β−1∇ ·

( ∇ξ
|∇ξ|2

)
. ✭✹✳✶✻✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✽✱ ❙♣r✐❦ ✶✾✾✽✱ ❞❡♥ ❖tt❡r ✶✾✾✽❪✳
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡
t❡r♠ fV ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A′ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡
❝❛s❡ ξ(q) = q1✱ ♦♥❡ ❤❛s fV = ∂q1V ✳

❘❡♠❛r❦ ✸ ■♥ s♦♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✭✹✳✶✻✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

fV =
∇V · ∇ξ
|∇ξ|2 − β−1∇ ·

(
∂ ❧♥|J |
∂ξ

)
, ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ J = ∂(q1,q2...,q3N )
∂(ξ,q′

2
,...,q′

3N
)
✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❈❛rt❡s✐❛♥ t♦ t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ξ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❛♥❞ |J | ✐s ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡
❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ✭♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ξ✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✭✹✳✶✻✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ξ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s q✱ t❤✉s ❡❛s✐❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✻✮ ✭✐♥ ❢❛❝t ✐♥ ✐ts ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✮✱ s❡❡ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✻❪✳



✹✳✷✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❲❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
s❛♠♣❧✐♥❣ s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❚■✮ ♦r ❜❧✉❡ ♠♦♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✇❤❡♥ ♠❡t❛st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❡①✐st ❛t ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ■♥ t❤✐s
✜❣✉r❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❧✐♥❦✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱
t❤✉s ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛st s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✐♥✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡❛s✐❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A ❛s ✐t
✐s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s✳
■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❛t ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❇❧✉❡ ▼♦♦♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❬❈❛rt❡r ✶✾✽✾✱ ❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✺✱ ❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✽✱ ▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❝❪✳ ❇❧✉❡ ▼♦♦♥ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✭✹✳✶✺✮ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ξ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ Σz✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠

∆A =
n−1∑

i=0

A′(zi)∆z. ✭✹✳✶✽✮

❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉♠
✭✹✳✶✽✮ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤r♦✉❣❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ♠❛②
❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✏❝♦✉♣❧❡❞ s❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡✲
❞♦♠✑✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ❆ t♦ ❇✱
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦♥
❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ✈✐❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s s❝❛❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤
t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ✭❝❢✳ ❆rr❤❡♥✐✉s✬ ❧❛✇ ✭✶✳✸✶✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ✐s
❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ q✉❛s✐✲❡r❣♦❞✐❝✐t②✿ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s r✉♥s
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♥♦t s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ❛❧❧ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❋❊P✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡✲
❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ✭❛✮ ❚❤✐❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s V0 = (x+1)2 ❛♥❞ V1 = (x−1)2✳ ❚❤❡ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s Vα = (1−α)V0 +αV1

❢♦r α = 0.05, 0.1 ❛♥❞ 0.15✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✭✹✳✷✵✮✳

✹✳✷✳✷ ❖t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s

❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣✳

❋r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❋❊P✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬❩✇❛♥③✐❣ ✶✾✺✹❪✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦♠❡ t✇❡♥t②
②❡❛rs ❛❢t❡r ❚■✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛❧❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ✭✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s
dµ0 = Z−1

0 e−βH0(q,p) dq dp✱ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

A1 −A0 = −β−1❧♥
(∫

Ω
e−β(H1−H0)(q,p) dµ0(q, p)

)
. ✭✹✳✶✾✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢
µ0✱ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

Eµ0

[
e−β(H1−H0)

]
.

❈❧❡❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s H0 ❛♥❞ H1

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✿ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❲❤❡♥ t❤✐s ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts αi ∈ [0, 1]✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮ ❣✐✈❡s ❛♥



✹✳✷✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✻✺

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s V0 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ V1 ✭r✐❣❤t✮ ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② ❝♦♠♠♦♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ t❤❡♥ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠✿

❧♥
(
Z1

Z0

)
= ❧♥

∫

Ω
e−β(H1−H0)(q,p) dµ0(q, p)

=
n−1∑

i=0

❧♥
∫

Ω
e−β(Hαi+1

−Hαi
)(q,p) dµαi

(q, p) ✭✹✳✷✵✮

=

n−1∑

i=0

❧♥
(
Eµαi

[
e−β(Hαi+1

−Hαi
)
])

✭✹✳✷✶✮

✇❤❡r❡ t②♣✐❝❛❧❧② αi = i/n ❛♥❞

Hαi
= (1 − αi)H0 + αiH1.

■♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣

❋♦r ❜♦t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❛❧❝❤❡♠✐❝❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭❝❢✳ ✭✹✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✶✮✮✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦
♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ❜✐❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❵✐♠♣♦rt❛♥t✬ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞✳ ◆❡①t✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t✮ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❜✐❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚♦
✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ U s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡
µU ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−β(V−U) ✐s ❡❛s✐❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ µ ✭✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−βV ✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V − U ♣♦ss❡ss❡s ❢❡✇❡r ♠❡t❛st❛❜❧❡
st❛t❡s t❤❛♥ V ✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Φ ∈ L1(µ) ❛s

Eµ [Φ] =

∫

Ω
Φ(q)Z−1e−βV (q) dq =

∫

Ω
Φ(q)e−βU(q)e−β(V−U)(q) dq
∫

Ω
e−βU(q)e−β(V−U)(q) dq

=
EµU

[
Φ e−βU

]

EµU

[
e−βU

] .

❋♦r ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ U t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✲
❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ V ✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ r❛r❡❧② ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❞❡❛❧❧②✱
t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ e−βV s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❜✐❛s✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ eβU ✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❲❤❡♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❡❧❧ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ U = A ◦ ξ ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤❡
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❡st ❜✉t ✉s❡❢✉❧ ❛s
❛ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ st❛t❡ s♣❛❝❡s ✭s❡❡ ❬❈❤♦♣✐♥ ✷✵✶✵❪ ❢♦r ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♦t❤❡r t❤❛♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡r❣♦❞✐❝
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ e−β(V−A◦ξ) dq ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❧❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✶✳✷✾✮ ❜② V = V −A ◦ ξ✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s

dQt = −∇(V −A ◦ ξ)(Qt) dt+
√

2β−1dWt.

❚❤❡♥ ✐❢ ψ(t, ·) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Qt✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψ∞ = Z−1

A e−β(V−A◦ξ)✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐❀ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

r❡❧✐❡s ✐ts❡❧❢ ♦♥ ❡✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱
t❤r♦✉❣❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❤♦✇ ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♠❛② ❛❝t ❛s ❛ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧✐❡s
♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

❍✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞s

❍✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ♠❛❝r♦st❛t❡ ξ(q) = z ✐s

ρ(z) =

∫

Σz

e−βV (q)δξ(q)−z(dq)

∫

Ω
e−βV (q) dq

. ✭✹✳✷✷✮

❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆A ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ρ ❛s ✭s❡❡ ✭✹✳✼✮✮

∆A = A(z1) −A(z0) = −β−1❧♥
(
ρ(z1)

ρ(z0)

)
.

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✭✐✮ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❜✐♥s ♦❢ ✇✐❞t❤ ∆z❀ ✭✐✐✮ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ µ ✉s✐♥❣
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣❀ ✭✐✐✐✮ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s f(z) ❛ s②st❡♠ ✈✐s✐ts
t❤❡ ❜✐♥ [z − ∆z/2, z + ∆z/2]✿

f(z) = Eµ

[
1 |ξ(q)−z|≤∆z/2

]
,

❛♥❞ ✭✐✈✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✹✳✷✷✮ ❜②

ρ(z) ≈ f(z)

∆z
∑

z′

f(z′)
.



✹✳✷✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✻✼

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛❝r♦st❛t❡ ξ(q) = z ✐s
✈✐s✐t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❛② ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

A(z1) −A(z0) = −β−1❧♥
(
f(z1)

f(z0)

)
.

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s s❛♠♣❧✐♥❣ µ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡❛s✉r❡s µi ∝ e−βVi ✱ ✇❤❡r❡

Vi(q) = V (q) +
1

2εi
(ξ(q) − zi)

2 .

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❛ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠ t♦ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ(q) = zi ❛♥❞ εi >
0 ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢
❵❧♦❝❛❧✬ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µi ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛s✉r❡ µ t❤r♦✉❣❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ✭♠✉❧t✐st❛t❡✮ ❇❆❘
✭✭▼✮❇❆❘✮ ❬❇❡♥♥❡tt ✶✾✼✻✱ ❙❤✐rts ✷✵✵✽❪✳

✹✳✷✳✸ ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤✉s ❢❛r ❤❛✈❡ ❛❧❧ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❏❛r③②♥s❦✐ ❬❏❛r③②♥s❦✐ ✶✾✾✼❪✱ ❛❧s♦ ❡①✐st ❢♦r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❞②♥❛♠✐❝s ✭❢♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❜❪✮✳

❏❛r③②♥s❦✐ ❡q✉❛❧✐t②

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ α(t) s✉❝❤ t❤❛t α(0) = 0 ❛♥❞ α(T ) = 1✱
❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s





dqt
dt

= ∇pHα(t)(qt, pt),

dpt
dt

= −∇qHα(t)(qt, pt),

✭✹✳✷✸✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (q0, p0) = (q, p) ∼ µ0✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✢♦✇
❜② Λt✱ s♦ t❤❛t ❛t t✐♠❡ t✱ Λt(q, p) = (qt, pt)✳ ❚❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥

H1(ΛT (q, p)) −H0(q, p) =

∫ T

0
α′(t)

∂Hα(t)(Λt(q, p))

∂α
dt, ✭✹✳✷✹✮

s✐♥❝❡

d

dt

(
Hα(t)(Λt(q, p))

)
=
∂Hα(t)

∂α
(Λt(q, p))α

′(t) +

( ∇qHα(t)(Λt(q, p))

∇pHα(t)(Λt(q, p))

)
· ∂tΛt(q, p),



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✹✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭∂Hα/∂α✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦✈❡❞
❛❧♦♥❣ α ✐♥ t✐♠❡ dt✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐♥ ✭✹✳✷✹✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t✐♠❡
T t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✵ t♦ ✶

WT =

∫ T

0
α′(t)

∂Hα(Λt(q, p))

∂α
dt. ✭✹✳✷✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✭✹✳✷✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eµ0

[
e−βWT

]
=

∫

Ω
e−β(H1(ΛT (q,p))−H0(q,p))dµ0(q, p)

= Z−1
0

∫

Ω
e−βH1(ΛT (q,p)) dq dp,

s✐♥❝❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ dµ0(q, p) = Z−1
0 e−βH0(q,p) dq dp✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ΛT ❞❡✜♥❡s ❛

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✶ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡
❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✹✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eµ0

[
e−βWT

]
=
Z1

Z0
= e−β∆A.

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ α(t)✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ❞♦♠✐✲
♥❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛s ✐♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

✹✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❆❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦♦❧ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛ ❣♦♦❞ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❜✐❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❜② ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ At ◦ ξ ❛♥❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ At s♦ t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

Vt(q) = V (q) − (At ◦ ξ)(q) ✭✹✳✷✻✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✶✳✷✾✮
✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞r✐❢t t❡r♠✿

dQt = −∇(V −At ◦ ξ)(Qt)dt+
√

2β−1dWt. ✭✹✳✷✼✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ ξ ✏❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✑ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❛✮✮✱
t❤❡♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ At = A ✇♦✉❧❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s At s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A ❛s
❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡rs✳



✹✳✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✻✾

✭✐✮ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ At ✐ts❡❧❢ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ A ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s t②♣❡
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭❆❇P✮ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❛♠♦✉s
✐♥st❛♥❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❜❪ ❛♥❞ ♠❡t❛❞②♥❛♠✲
✐❝s ❬■❛♥♥✉③③✐ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ A′
t ✐s ✉♣✲

❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ ❋♦r❝❡ ✭❆❇❋✮ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶❪
♠❡t❤♦❞✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ❆❇❋ ❛♥❞ ❆❇P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣✐✈❡ A′
t → A′✱ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✺ ❢✉rt❤❡r ♦♥✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ t❤❛t ❤❛s ❛♥② ❧♦♥❣t✐♠❡ ❧✐♠✐t A′
t → A′

∞✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ fV ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ dµ∞ =

Z−1
∞ e−V∞ dq dp ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′

∞✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eµ∞

[
fV |ξ(q) = z

]
=

∫

Σz

fV e−β(V−A∞◦ξ)(q) δξ(q)−z(dq)

∫

Σz

e−β(V−A∞◦ξ)(q) δξ(q)−z(dq)

✭✹✳✷✽✮

= Eµ

[
fV |ξ(q) = z

]
= A′(z), ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ A∞(z) ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛s
t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σz✳ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ At s❡r✈❡s ♦♥❧② ❛s ❛
♠❡❛♥s t♦ ♣✉s❤ s②st❡♠s ♦✉t ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✳

✹✳✸✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ P♦t❡♥t✐❛❧

❆❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❆❇P✮ ♠❡t❤♦❞s ✉♣❞❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ At
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ A ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡
✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ψ(t, ·) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Qt✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✷✼✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
ψ(t, ·) = ψeq(t, ·) = Z−1

t e−β(V−At◦ξ)✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s
t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Aeq
t (z) = −β−1 ❧♥

∫

Σz

ψeq
t δξ(q)−z(dq) ✭✹✳✸✵✮

= A(z) −At(z) + β−1❧♥ Zt.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t str❛t❡❣② ✭s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✮✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♣❞❛t❡
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r At ✇♦✉❧❞ ❜❡

dAt
dt

= Ft (Aeq
t (z)) , ✭✹✳✸✶✮



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ (Ft)t≥0 ✐s ❛ s❡t ♦❢ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❆❇P ❝❧❛ss✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺ ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❜❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✿ m > 1✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✭t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❝❤♦✐❝❡ Ft(x) = x ✐♥ ✭✹✳✸✶✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ✭✹✳✸✵✮ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψ(t, ·) ♦❢
Qt✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ✿

dAt(z)

dt
= −β−1❧♥

(∫

Σz

ψ(t, q) δξ(q)−z(dq)

)
, ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ψ(t, q) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Qt✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s✱ ❛ t②♣✐❝❛❧
❆❇P ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②





dQt = −∇(V −At ◦ ξ)(Qt)dt+
√

2β−1dBt,

At(z) =

∫ t

0
−β−1❧♥

(∫

Σz

ψ(s, q) δξ(q)−z(dq)

)
ds,

✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ψ(t, q) dq ✐s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Qt✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ✇❡❧❧✲s❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✿ t❤❡
❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ At ♥❡✈❡r ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Qt ✐s ❛t
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭ψ(t, ·) = ψ∞✮✱ At ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡✳

❚❤❡❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ♠❡t❤♦❞ ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❜✱ ❲❛♥❣ ✷✵✵✶❛❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✢❛t✲❤✐st♦❣r❛♠
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❆❇P ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s At ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❞♦❡s
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❚❤❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Ft(x) = −γ(t) ❡①♣(−βx), ✭✹✳✸✹✮

✇❤❡r❡ γ(t) ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ γ(0) = 1✳ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s

dAt(z)

dt
= γ(t)

∫

Σz

ψ(t, q) δξ(q)−z dq.

❍❡r❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r γ(t) ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ At(z)✳ ❚❤❡
✉♣❞❛t❡ str❛t❡❣② ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r γ(t) ✐s ❞❡❧✐❝❛t❡✳ ■t ♠✉st ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t♦♦ q✉✐❝❦❧②
♦t❤❡r✇✐s❡ At ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡♠❛t✉r❡❧② ✭❛♥❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❧②✮❀ ♥❡✐t❤❡r ♠✉st
✐t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦♦ s❧♦✇❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❝✐t❡❞ ✐s t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼❡t❛❞②♥❛♠✐❝s ❬▲❛✐♦ ✷✵✵✷✱
❇✉ss✐ ✷✵✵✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✸✹✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✐❛s ❛ ♥❡✇❧②✲✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛❞❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✇✐❞t❤ ✭♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❚❤❡ ❜✐❛s At ✐♥ t❤❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▼❡t❛❞②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞s ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❞♦❡s s♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ(t)✳ ❚❤❡



✹✳✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✼✶

❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ✉♠✲
❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬▼❛rs✐❧✐ ✷✵✵✻❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❵♠♦❧❧✐✜❡❞✬ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬❉✐❝❦s♦♥ ✷✵✶✵❪ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❜✐❛s At ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ t♦ ✉♥❜✐❛s t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ t❤❡ ✢②✳

✹✳✸✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ ❋♦r❝❡

❚❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ ❋♦r❝❡ ✭❆❇❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✵✹❪ ✉♣❞❛t❡s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ At(z)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′

t ✐s
✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✶✺✮✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ξ✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A′

t✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
s♣✐r✐t ❛s ❢♦r t❤❡ ❆❇P ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✇❤❡♥ ψ(t, ·) = ψeq(t, ·) = Z−1

t e−β(V−At◦ξ) ✐s

Γeq
t (z) =

∫

Σz

fV e−β(V−At◦ξ) δξ(q)−z(dq)

∫

Σz

e−β(V−At◦ξ) δξ(q)−z(dq)

✭✹✳✸✺✮

= A′(z).

❙♦ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
A′
t(z) = Γeq

t (z),

t❤❡ r❡s✉❧t A′
t = A′ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψeq(t, ·)

✐♥ ✭✹✳✸✺✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ψ

A′
t(z) ≈

∫

Σz

fV (q) ψ(t, q) δξ(q)−z(dq)

∫

Σz

ψ(t, q) δξ(q)−z(dq)

. ✭✹✳✸✻✮

❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σz ❜②

ψ(t, dq|z) =
ψ(t, q) δξ(q)−z(dq)∫

Σz

ψ(t, q) δξ(q)−z(dq)

,

t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s




dQt = −∇(V −At ◦ ξ)(Qt)dt+
√

2β−1dBt,

A′
t(z) =

∫

Σz

fV (q) ψ(t, dq|z) = E
[
fV |ξ(Qt) = z] .

✭✹✳✸✼✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✸✼✮ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ✭✹✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✾✮ ❜❡❧♦✇✳



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✶✳✷✾✮ ❛♥❞ ❆❇❋
❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✸✼✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x, y) = y2 + (x2 − 1)2 ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❛✮✱ ξ(x, y) = x ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ st❡♣ s✐③❡ ∆t = 0.1✳ ✭❛✮ ❖✈❡r❞❛♠♣❡❞
❞②♥❛♠✐❝s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t t✐♠❡st❡♣s n = 50, 200

❛♥❞ 1000✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ✈❡r② s❧♦✇❧②✳ ✭❝✮ ❆❇❋
❞②♥❛♠✐❝s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t t✐♠❡st❡♣s n = 50, 200

❛♥❞ 1000✳ ✭❞✮ ▼❡t❛st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❘❡♠❛r❦ ✺ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❇P ❛♥❞ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✭✹✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✼✮✱
♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ∇(At ◦ ξ) = (A′

t ◦ ξ)∇ξ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
A′
t ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✸✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ A′
t ✐♥ ✭✹✳✸✼✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ψ(t, ·) ✐s ♥♦t ψeq(t, ·)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✇♦ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
✐♥❞❡❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✳

■♥ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψ ✐♥ ✭✹✳✸✼✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡

ψ(t, q) dq ≈ 1

T

∫ T

0
δq−Xs(dq) ds. ✭✹✳✸✽✮



✹✳✹✳ ▲♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✼✸

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢R > 1 ✇❛❧❦❡rs (Qit)i=0,..,R−1 r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜❪✱
✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❛❧❦❡rs✿

ψ(t, q) dq ≈ 1

R

R−1∑

i=0

1

T

∫ T

0
δq−Qi

s
(dq) ds. ✭✹✳✸✾✮

❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❧❛t❡r ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✇❛❧❦❡r ❆❇❋ ✭▼❲✲❆❇❋✮ ❛♥❞ ✇❛s
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡ ◆❆▼❉ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✇❛❧❧ t✐♠❡ ❜✉t ❛t
❝♦♥st❛♥t ❈P❯ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✇❛s ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✉❡ t♦ ▼❲✲❆❇❋ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✹✳✹ ▲♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ t❤❛t ❤❛s s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ s❡t ❛s✐❞❡✿ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❡ st✉❞② ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Qt✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐❛s✐♥❣ ❋♦r❝❡ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✭✹✳✸✼✮✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❵❞✐st❛♥❝❡s✬ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s st✉❞②✲
✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❥✉st✐❢② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❤② ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✱ ✇❡
❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✮✳

✹✳✹✳✶ ❊♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ■♥❡q✉❛❧✐t②

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❵❞✐st❛♥❝❡s✬ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜♦♦❦s ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❬❆♥é ✷✵✵✵❪ ✭✇r✐tt❡♥
✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ❛♥❞ ❈é❞r✐❝ ❱✐❧❧❛♥✐ ❬❱✐❧❧❛♥✐ ✷✵✵✸❪ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s
t♦♣✐❝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❊♥tr♦♣②✮✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν s✉❝❤ t❤❛t µ ✐s
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s µ ≪ ν✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

H(µ|ν) =

∫
❧♥
(
dµ

dν

)
dµ.

■♥ ❢❛❝t ❢♦r t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν s✉❝❤ t❤❛t µ≪ ν✱ H(µ|ν) ≥ 0✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ✇r✐t✐♥❣ H(µ|ν) =

∫
❧♥
(
dµ

dν

)
dµ+

∫ (
dν

dµ

)
dµ−

∫
dµ

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
❧♥(1/x) + x− 1 ≥ 0.



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ H(µ|ν) = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ µ = ν✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②
❤❛s t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛s ✐t ❢❛✐❧s t♦
s❛t✐s❢② s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ ✉s❡❢✉❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛s ✐t ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s

‖µ− ν‖TV =

∫ ∣∣∣∣
dµ

dν
− 1

∣∣∣∣ dν, ✭✹✳✹✵✮

❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡
❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ L1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❋♦r ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s

‖µ− ν‖TV ≤
√

2H(µ|ν).

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✹✵✮✱ t❤❡ P✐♥s❦❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②
3(u−1)2 ≤ (2u+4)(u ❧♥ u−u+1)✱ ∀u ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡
t❤❡♦r❡♠ ✭st❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✮ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆♥é ✷✵✵✵❪✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ❛❜s♦❧✉t❡❧②
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F (µ|ν) =

∫ ∣∣∣∣∇❧♥
(
dµ

dν

)∣∣∣∣
2

dµ.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s
s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ρ > 0 ✭✐♥ s❤♦rt✿ ▲❙■(ρ)✮
✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ s✉❝❤ t❤❛t µ≪ ν✱

H(µ|ν) ≤ 1

2ρ
F (µ|ν).

❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② s❛② t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦r ✐ts
❞❡♥s✐t② ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✮ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ▲❙■✳

▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭▲❙■s✮ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦
❜② ●r♦ss ❬●r♦ss ✶✾✼✺❪✱ ✇❤♦ ✜rst s❤♦✇❡❞ ✐t ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡s✳ ▲❛t❡r✱ ✇♦r❦s ❜②
❇♦❜❦♦✈ ❛♥❞ ●öt③❡ ❬❇♦❜❦♦✈ ✶✾✾✾❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ t♦ s❛t✐s❢② ❛♥ ▲❙■✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝r✐t❡r✐♦♥✱
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (x) t❤❛t ❜❡❤❛✈❡s ❛s |x|α ❢♦r |x| → ∞ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●✐❜❜s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② e−V (x)✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ▲❙■ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α ≥ 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧②
❡①♣❡❝t ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❞❡❝❛② ✈❡r② ❢❛st ❛s |x| → ∞ t♦ s❛t✐s❢② ❛♥ ▲❙■✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇❛❦r② ❛♥❞ ❊♠❡r② ❬❇❛❦r② ✶✾✽✹❪✱ ❛♥❞ ❍♦❧❧❡② ❛♥❞ ❙tr♦♦❝❦ ❬❍♦❧❧❡② ✶✾✽✼❪✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝



✹✳✹✳ ▲♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✼✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s φ1(x) ∝ ❡①♣
(
−βx4

4

)
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ φ2 ∝

❡①♣
(
−β
(
x4

4 − x2
))

✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❡♠❡r❣❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r♦✉♥❞ x = 0✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❜❛rr✐❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ φ2 ❜❡t✇❡❡♥ x = 0 ❛♥❞ x = ±1 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r
▲❙■ ❝♦♥st❛♥t✳

❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
ν ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ α✲❝♦♥✈❡① ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ▲❙■✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❇❛❦r②✲❊♠❡r② t❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ t✇✐❝❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤

∫
e−V = 1✳ ❚❤❡♥ ✐❢ ∇2V ≥ αI ❢♦r s♦♠❡ α > 0✱ t❤❡♥ e−V s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭α✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②❡❞ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❍♦❧❧❡②✲❙tr♦♦❝❦ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t ν̃ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
dν̃

dν
= eU ✱

✇❤❡r❡ ν s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭ρ✮ ❛♥❞ U ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
∫
eUdν = 1✳ ❚❤❡♥

ν̃ s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭ρ̃✮✱ ✇❤❡r❡

ρ̃ = ρ ❡①♣(−2♦s❝(U)), ♦s❝(U) = sup(U) − inf(U).

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♦❢ ♠❛② ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆♥é ✷✵✵✵❪✱ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳✸✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ✐s t❤❛t ✐t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ dν(x) =

Z−1❡①♣(−βW (x)) dx ❛♥❞ W (x) = x4/4 − x2 ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✶✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❡s ❛s ❡①♣(−β∆W ) ✇❤❡r❡ ∆W = W (0)−W (

√
2) >

0 ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❙✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t❤✉s ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r r❛t❤❡r
❧♦♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ρ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦st
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

W (µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

∫

D×D
|y − y′| π(dy, dy′),

✇❤❡r❡ Π(µ, ν) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ D × D✱ ✇✐t❤
♠❛r❣✐♥❛❧s µ ❛♥❞ ν✿

∀π ∈ Π(µ, ν),∀ϕ,ψ,
∫

D×D
(ϕ(y) + ψ(y′))π(dy, dy′) =

∫

D
ϕdµ+

∫

D
ψdν.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢②
❛ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ρ > 0 ✭♦r T (ρ)✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s
µ s✉❝❤ t❤❛t µ≪ ν✱

W (µ, ν) ≤
√

2

ρ
H(µ|ν). ✭✹✳✹✶✮

▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❬❖tt♦ ✷✵✵✵❪✮✿

▲❡♠♠❛ ✷ ■❢ ν s❛t✐s✜❡s LSI(ρ)✱ t❤❡♥ ν s❛t✐s✜❡s T (ρ)✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡
♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s

▲❡t ✉s ✜rst st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞
▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ L1 ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ψ ❢r♦♠ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ψ∞ ❝❛♥
❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t✇✐❝❡ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜②
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② H(ψ|ψ∞) ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② q✉✐❝❦❧②✱ t❤❡♥ s♦
❞♦❡s t❤❡✐r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Qt ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

dQt = −∇V (Qt) dt+
√

2β−1dWt, ✭✹✳✹✷✮

t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ψ(t, q) ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Qt s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥

∂tψ = ∇ · (∇V ψ + β−1∇ψ), t > 0, ✭✹✳✹✸✮

✇✐t❤X0 ∼ ψ(0, q) dq✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
ψ∞ = Z−1e−βV ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② q✉✐❝❦❧②✱ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
ψ∞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ∃R > 0 s✉❝❤ t❤❛t

ψ∞ s❛t✐s✜❡s ▲❙■(R).



✹✳✹✳ ▲♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✼✼

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ✐ts ❧♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✇r✐t❡ ✭✹✳✹✸✮ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ψ∞

∂tψ = ∇ ·
(
ψ∞∇❧♥

(
ψ

ψ∞

))
. ✭✹✳✹✹✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s

d

dt
H(ψ|ψ∞) =

∫
❧♥
(
ψ

ψ∞

)
∂tψ = −

∫ ∣∣∣∣∇❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ = −F (ψ|ψ∞).

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ψ∞ s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭R✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d

dt
H(ψ|ψ∞) = −F (ψ|ψ∞) ≤ −2RH(ψ|ψ∞).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ψ t❡♥❞s t♦ ψ∞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st ✇✐t❤ r❛t❡ 2R✿

H(ψ(t, ·)|ψ∞) ≤ H(ψ(0, ·)|ψ∞)e−2Rt.

❇② t❤❡ ❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
∫

|ψ − ψ∞| ≤
√

2H0e
−Rt.

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ r❡❛❧✐t② V ♣♦ss❡ss❡s ♠❡t❛st❛❜❧❡
r❡❣✐♦♥s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ t❤✉s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ R ♠❛② ✐♥
❢❛❝t ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ❤❡❧♣s t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ❜❡tt❡r r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✹✳✹✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦❧s ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✸✼✮ ❝❛♥ s❤♦✇
t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ❤❡❧♣ t♦ r❡♠♦✈❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✹✷✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s A′

t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡
A′ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱
✇❤❡r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✭♦♠✐tt❡❞ ❜❡❧♦✇✮ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❜② st❛t✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ 3N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ D ⊂ R

3N ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ :

D → M✱ ✇❤❡r❡ t②♣✐❝❛❧❧② M = R ♦r M = T = R/Z✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❛t t❤❡ ξ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s Σz = {q | ξ(q) = z} ❛r❡ ♥♦♥✲
✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❢♦❧✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❬❆✶❪ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ |∇ξ(q)| > 0 ❢♦r ❛❧❧ q ∈ D✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❞②♥❛♠✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✼✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t✇♦ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ M = T ❛♥❞ ✭✐✐✮ |∇ξ| ✐s
❝♦♥st❛♥t ✭❢♦r |∇ξ| 6= 1 ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❧✐❣❤t❧②
♠♦❞✐✜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ξ ❛♥❞ M



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

{
dQt = −∇(V −At ◦ ξ +W ◦ ξ − β−1❧♥(|∇ξ|−2))|∇ξ|−2dt+

√
2β−1|∇ξ|−1dBt,

A′
t(z) = E

[
fV |ξ(Qt) = z] .

✭✹✳✹✺✮
❚♦ ❧✐❣❤t❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ Qt ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✹✳✹✺✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W ◦ ξ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ M ✭t❤✐s t❡r♠ ♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r M = T ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳
❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧❛✇ ✐♥ ξ ❝♦♥✈❡r❣❡s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬❆✹❪✮✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ M = T ❛♥❞ |∇ξ| = 1✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✸✼✮✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ψ(t, ·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Qt✱ ❛♥❞ ψξ(t, ·) t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ξ(Qt)✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψ(t, ·) ✐s t❤❡♥
❣✐✈❡♥ ❜②

∂tψ = div

(∇(V −At ◦ ξ +W ◦ ξ)ψ + β−1∇ψ
|∇ξ|2

)
,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✱ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣
❢♦r❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψ(t, ·) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

A′
t(z) =

∫

Σz

fV |∇ξ|−1ψ(t, ·) dσΣz

∫

Σz

|∇ξ|−1ψ(t, ·) dσΣz

. ✭✹✳✹✻✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ At ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Qt ❤❛✈❡ st❛t✐♦♥❛r②
st❛t❡s A∞ ❛♥❞ ψ∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥

ψ∞ ∝ ❡①♣(−β(V −A∞ ◦ ξ +W ◦ ξ)).

❚❤✉s✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ψ(t, ·) ❜② ψ∞ ✐♥ ✭✹✳✹✻✮✱ ♦♥❡ ❤❛s A′
t = A′ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ At = A

✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ψ∞✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✲

✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ψ t♦ ψ∞✱ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② s❡♥s❡✳ ❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ s♦♠❡
r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ξ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ fV ✿

❬❆✷❪

{
❚❤❡r❡ ❡①✐sts m > 0 ❛♥❞ M > 0 s✉❝❤ t❤❛t

sup
q∈D

|∇ξ(q)| ≤ m <∞ ❛♥❞ sup
q∈D

|∇Σzf
V (q)| ≤M <∞✱

✇❤❡r❡ ∇Σz ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ Σz✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∇Σz =

(
I − ∇ξ ⊗∇ξ

|∇ξ|2
)
∇,



✹✳✹✳ ▲♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✼✾

✇✐t❤ u⊗v ❜❡✐♥❣ t❤❡ n×n ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts (u⊗v)i,j = uivj ✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✺✮ ✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s µ(·|z)✳

❬❆✸❪ ∃ ρ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t ∀z ∈ M✱ µ(·|z) s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭ρ✮✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✱ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢
♦♥❡ ✇❛s t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ(·|z) ✉s✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✭s✉❝❤ ❛s ❬❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✽❪✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❢❛st✱ ✇✐t❤ r❛t❡ ρ✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐❢ ξ ✐s ❛ ❵✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥✬ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ρ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ρ > R✱
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ R ✐s t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ Z−1e−βV ✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s
♥❡❡❞❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✮ ❢♦r t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ξ(Qt) ❞❡❝❛②s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ W ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✹✺✮✳

❬❆✹❪

{
❙✉♣♣♦s❡ W ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψξ(0, ·) ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
∃ F0, r > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ F (ψξ(t, ·)|ψξ∞) ≤ F0❡①♣(−2β−1rt)✳

❘❡♠❛r❦ ✻ ❆ss✉♠✐♥❣ ❬❆✶❪✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✳
■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ✐❢ M = T✱ t❤❡♥ ❬❆✹❪ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ r = 4π2✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
M = R ❛♥❞ W ✐s ❛♥ α✲❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ∃r̄ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t Z−1

W ❡①♣(−βW )

s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭r̄✮✱ t❤❡♥ ❬❆✹❪ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ r = r̄ − ε✱ ❢♦r ❛❧❧ ε > 0✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❆ss✉♠✐♥❣ ❬❆✶❪✲❬❆✹❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✳

✭✐✮ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ A′
t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿

t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0✱ λ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱
∫

M
|A′

t −A′|2(z)ψξ(t, z) dz ≤ C❡①♣(−2λt). ✭✹✳✹✼✮

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ρm−2 6= r✱ t❤❡♥

λ = β−1 min(ρm−2, r).

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ρm−2 = r✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ λ < β−1 min(ρm−2, r)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t ✭✹✳✹✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✭✐✐✮ ‖ψ(t, ·)−ψ∞‖L1(D) ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s ✐♥ ✭✹✳✹✼✮✳

❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤✉s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s Σz ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ξ✳ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✻✱
✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r ✐s ♦❢t❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ρ✱ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋r❡❡ ❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

♦❢ µ(·|z)✱ ✐s t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ρ ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ s✐t✉❛✲
t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✭❜✮ ❛♥❞ ✹✳✸✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s✐♠✐❧❛r
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭s✉❝❤ ❛s ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦r ❇❧✉❡ ▼♦♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❆❇❋
❤❛s ♦♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♦r ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✮✿ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❛st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛t ✜①❡❞ ξ(q) = z ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦t❤❡r
t❤❛♥ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✭❡✳❣✳ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r✱
❜✉t ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✮✳

❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠
♦❢ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ρ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✮✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❇❋ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❜❡
❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✿

✭✐✮ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋
♠❡t❤♦❞ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❜② ♠❛♥② ✇❛❧❦❡rs
✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✸✼✮✱ s❤❛r✐♥❣ ❛
❝♦♠♠♦♥ ❜✐❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′

t✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡✲✇❛❧❦❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞
▼❲✲❆❇❋✮ s❤♦✇❡❞ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲✇❛❧❦❡r
❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t st❛t❡s ♦❢ ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥✱ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ ♦❢ t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲✇❛❧❦❡r ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ❤✐❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳

✭✐✐✮ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇② st✉❞②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❆❇❋
♠♦❞❡❧ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✮✱ ❛♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♥❡✇ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♠❡❛s✉r❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σz ❛♥❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤✐s ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥
ρ✱ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ µ(·|z)✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈❤r✐st♦♣❤❡
❈❤✐♣♦t ❡t ❚♦♥② ▲❡❧✐è✈r❡✱ ❡t ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪✳

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✷ ●❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✸✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✸✳✸ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✺✳✶ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❛♥❣❡✿ ✶✷✲✸✷ ➴ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✺✳✷ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❛♥❣❡✿ ✹✲✶✻ ➴ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✺✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠♦st ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉✲
♣✐❡s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛r❡♥❛ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖✈❡r t❤❡ ♣❛st
❞❡❝❛❞❡s✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❡✣❝✐❡♥t❧② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬❈❤✐♣♦t ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❜❪✮✳ ❘♦✉❣❤❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ❢r❡❡
❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ♦r ✭✐✐✮ ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❩✇❛♥③✐❣ ✶✾✺✹❪✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞s ❬❇❡♥♥❡tt ✶✾✼✻✱ ❑✉♠❛r ✶✾✾✷✱
❙❤✐rts ✷✵✵✽❪✱ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬❏❛r③②♥s❦✐ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❜✱ ■❛♥♥✉③③✐ ✷✵✵✸❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ❝❛t✲
❡❣♦r②✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬❑✐r❦✇♦♦❞ ✶✾✸✺❪✱ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡
♠❡t❤♦❞s ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❜❡❧♦♥❣



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✲
✜❧❡s ❛♥❞ ❢❛✈♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✵✹✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✶✵❪✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡♥❞❡❛✈♦r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛❧❦❡rs s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ♣✉t
❢♦rt❤ ❜② ▲❡❧✐è✈r❡ ❡t ❛❧✳ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❛❪ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✱ ♥♦✈❡❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐ts t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② s❤❛r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣
❢♦r❝❡✱ ♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧❛✇✱ ♥❛♠❡❧② ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s
❡✣❝✐❡♥t✱ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ✉♣♦♥ ♠❛♥② ✇❛❧❦❡rs ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❡❧❧ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ q✉✐t❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛st ♠❛✲
❥♦r✐t② ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦❢
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✖ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s t✇♦
♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐s♦❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
✖ ♦r✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ ❢✉❧❧② t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ♠❛♥② ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡②
❝❛♥ ✈✐s✐t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧❧❡②s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r✇❛② t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✲
✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛❧❦❡rs✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❘❈ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s ♥❡✇ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣
❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❦❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❧❡t✐♥❣ ♣♦♦r ♦♥❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♦✉❣❤t
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs r❛♣✐❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❆s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦❜❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ t❡st ❝❛s❡✱
✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❚❝❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❣r❛♠ ◆❆▼❉ ❬❇❤❛♥❞❛r❦❛r ✷✵✵✸✱ ❑❛❧❡ ✶✾✾✾✱ P❤✐❧❧✐♣s ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ❛ ❞❡❡♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❞②♥❛♠✐❝s ♣❧❛t❢♦r♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞ r❡✈✐❡✇❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝
❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡♣t✐❞❡✳



✺✳✷✳ ●❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ✽✸

✺✳✷ ●❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣

■♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲
●✐❜❜s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡

µ(dq) = φ(q) dq = Z−1❡①♣(−βV (q)) dq, ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ β = 1/(kBT ) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ q ∈ R

d ✐s t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ V : R
d → R ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Z =
∫

Rd ❡①♣(−βV (q))dq ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦r t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ s❛♠♣❧❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥
❞②♥❛♠✐❝s ❬▲❛♥❣❡✈✐♥ ✶✾✵✽❪✿

dXt = −∇V (Xt)dt+
√

2β−1dWt ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ (Xt)t≥0 ✐s t❤❡ s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ Wt ✐s ❛♥ R
d✲✈❛❧✉❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥

♠♦t✐♦♥ ✭♦r ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss✮✳ ❯♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✮ ✐s ❡r❣♦❞✐❝ ❛♥❞ ❛❞♠✐ts t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥✱ ♥❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✭✺✳✶✮ ❣✐✈❡s ✉s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t q ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
❆ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ξ(q)✱ ✇❤❡r❡ ξ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ R

d t♦ R✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱
ξ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭❘❈✮✳ ❚❤❡ ❘❈ t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥
❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥✱ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ■❢ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ✱
t❤❡♥ ξ(X) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❧❛✇ ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t② φξ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

φξ(z) =

∫

Rd

φ(q)δ(ξ(q) − z) dq, ✭✺✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ φξ(z)dz ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ µ ✐♥ ξ✳ ❚❤❡ ❢r❡❡
❡♥❡r❣②✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✭P▼❋✮✱ A✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♠❛r❣✐♥❛❧
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

A(z) = −β−1❧♥ φξ(z). ✭✺✳✹✮

❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✮ ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❧♦✇ ❞✉❡ t♦ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s r❡♠❛✐♥s tr❛♣♣❡❞ ❢♦r
❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞s
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❋r♦♠ ❆rr❤❡♥✐✉s✬s ❧❛✇✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❜❛rr✐❡rs s❝❛❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❤❡✐❣❤t✳ ❘❡❣✉❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❞②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ✉s❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ❢♦r s②st❡♠s ♣r♦♥❡ t♦ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♠❡❧✐♦r❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡s❡
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜❧✉❡ ♠♦♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❈❛rt❡r ✶✾✽✾❪ ♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ✉♠❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❬❋r❡♥❦❡❧ ✶✾✾✻❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ♠❡t❤♦❞
❬❲❛♥❣ ✷✵✵✶❜❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭❆❇❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ ❧❛t✲
t❡r ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❛♥t✐t②
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥
❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ❋r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ st❛t❡s✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❘❈ ✈❛❧✉❡s za ❛♥❞ zb✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∆A = A(zb) −A(za) =

∫ zb

za

A′(z) dz ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ ′ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ z ❛♥❞ A′ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ F V ✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t z ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡

A′(z) =

∫

Rd

F V (q) ❡①♣(−βV (q)) δ(ξ(q) − z) dq
∫

Rd

❡①♣(−βV (q)) δ(ξ(q) − z) dq

= 〈F V (q) |ξ(q) = z 〉µ ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡

F V =
∇V · ∇ξ
|∇ξ|2 − β−1∇ ·

( ∇ξ
|∇ξ|2

)
✭✺✳✼✮

❛♥❞ 〈·〉µ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✖ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡ µ✳ ◆♦t❡ t❤❛t F V ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❘❈
♣❧✉s s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✼✮ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✽❪✱ ❬❙♣r✐❦ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❬❞❡♥ ❖tt❡r ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ A′ ❛s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✺✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❤✐♥❞ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✺✳✸✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❆❇❋ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t❡ t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❤❡❧♣ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ A′(z) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ F V ❛t s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦✐♥ts z ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈



✺✳✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✽✺

❜② ❛❝❝r✉✐♥❣ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦r❝❡s F V (Xt) ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r② Xt ✇❤❡♥
ξ(Xt) = z✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r A′ ❛♥❞ ∆A

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s

{
dXt = −∇(V −At ◦ ξ)(Xt)dt+

√
2β−1dWt,

A′
t(z) = 〈F V (Xt)|ξ(Xt) = z〉,

✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡ At ◦ ξ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ At ✇✐t❤ ξ✱ s♦ t❤❛t At ◦ ξ(x) = At(ξ(x))✱
❛♥❞ A′

t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✶✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ F V (Xt) ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ(Xt)✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ♠❛♥② ✇❛❧❦❡rs ♦r ❛s ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② Xt ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥
♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣
♣♦t❡♥t✐❛❧ Vt = V − At ◦ ξ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ A′

∞ ❢♦r A′
t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡♥ ψ∞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ ❡①♣✭−βV∞✮✱ ❛♥❞ t❤✉s A′
∞ = A′ s✐♥❝❡

s✐♥❝❡

A′
∞(z) = 〈F V (q)|ξ(q) = z〉❡①♣(−βV∞) = 〈F V (q)|ξ(q) = z〉µ = A′(z),

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ At ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ A ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ξ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ s✐♥❝❡

〈δ(ξ(q) − z)〉❡①♣(−βV∞) =
〈δ(ξ(q) − z)〉µ
❡①♣(−βA(z))

✐s ❝♦♥st❛♥t ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ µ ❛♥❞ A ✐♥ ✭✺✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Pr❡❝✐s❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❆❇❋ ✐s✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✐❛s t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥② ❢♦r❝❡ ❛❧♦♥❣ ξ✳ ■t s❡r✈❡s ❛s
❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t ♦❢ ✐ts ♠❡t❛st❛❜❧❡
st❛t❡s✱ ✉s✐♥❣ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✳

✺✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s

❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶✱ ▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜✱
▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ A′

t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❖r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋✿ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✇❛❧❦❡r✱ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦r❝❡s

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s −∇V + (A′

t ◦ ξ)∇ξ✱
t❤✉s ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❛t ✜①❡❞ z ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❧♦♥❣ s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r② ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❈❤✐♣♦t ✷✵✵✼❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s✮

〈F V (Xt)|ξ(Xt) = z〉 ≃

∫ t

0
F V (Xs) δ(ξ(Xs) − z) ds

∫ t

0
δ(ξ(Xs) − z) ds

. ✭✺✳✾✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ z ✐♥
t❤❡ ❘❈✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲③❡r♦ ❢♦r t❤❡
❘❈ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞✳

▼✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡r ✭▼❲✲✮❆❇❋✿ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜❪✱ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ R > 1 tr❛✲
❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ R ✇❛❧❦❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦❧❧♦✇ ❛
s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦✲
❡rs t❤❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ✜①❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤✐s
♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✇❛❧❦❡rs✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣♦♦r❧② ❝❤♦s❡♥ ♦r ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞
r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ✜①❡❞ ξ✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✺✳✶✳ ❲✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤ ♦r ✈❛❧❧❡②
❛❧♦♥❣ ξ✱ ✇❤❡r❡❛s s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❛❦❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧♦♥❣
t✐♠❡s t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ (Xi
t)0≤i≤R−1 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ R ✇❛❧❦❡rs✳ ❊❛❝❤

tr❛❥❡❝t♦r②Xi
t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥Wt r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤

W i
t ✳ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❛♥❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✇❛❧❦❡rs

〈F V (Xt)|ξ(Xt) = z〉 ≃

R−1∑

i=0

∫ t

0
F V (Xi

s) δ(ξ(X
i
s) − z) ds

R−1∑

i=0

∫ t

0
δ(ξ(Xi

s) − z) ds

. ✭✺✳✶✵✮

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✸✳✸ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛❧❦❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′

t✱ t❤❡ ▼❲✲❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ✏✐♠♣♦rt❛♥❝❡✑✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❘❈✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❘❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥✳



✺✳✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s
❛t ✜①❡❞ ξ✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ζ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r s❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❘❈✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❡✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t
✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣②
❜❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs ❤❡❧♣s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
✐ss✉❡ ❛s ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤✇❛②✳

❖♥❡ ✇♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❛♥t t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✇❛❧❦❡rs t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❈ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤♦s❡ ✐♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❬❆ss❛r❛❢ ✷✵✵✵✱ ❉♦✉❝❡t ✷✵✵✶✱ ▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜❪ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇❛❧❦❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ❝❧♦♥❡❞
♦r ❦✐❧❧❡❞ ❛t ❛ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② S(t, z) ♦✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❘❈✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
S(t, z) ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s

S(t, z) = c
∂zzψ

ξ
t

ψξt
, ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ψξt ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ψξ,It (z) =

∫

Rd

ψt(q) δ(ξ(q) − z) dq,

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❘❈ ❛t t✐♠❡ t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ψξ,I s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❢❛❝t ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡
❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✽✮✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜❪✮

∂tψ
ξ,I
t = (β−1 + c)∂zzψ

ξ,I
t . ✭✺✳✶✷✮

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤✉s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❘❈✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ S ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r♠

S(t, z) ≃ 3 c

∆z2 ψξt (z)

[
ψξt (z − ∆z) + ψξt (z) + ψξt (z + ∆z)

3
− ψξt (z)

]
, ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ∆z ✐s s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❘❈✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② S ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❘❈ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡ ❜✐rt❤ ❛♥❞ ❞❡❛t❤ t✐♠❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜❪✱ ♦r r❡s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts ❛t ✜①❡❞ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❆t ❛ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ t✱ ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r tr❛❥❡❝t♦r② Xi

t ✐s
❣✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ❬❉❡❧ ▼♦r❛❧ ✷✵✵✹❪

wit = K−1
t ❡①♣

[∫ t

0
S
(
s, ξ{Xi

s}
)
ds

]
, ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Kt =
R−1∑

i=0

❡①♣
[∫ t

0
S
(
s, ξ{Xi

s}
)
ds

]
✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❘❡♣❧✐❝❛s

❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤t✱ wi0 = 1/R✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❋r♦♠
✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ✇❛❧❦❡r i t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞
r❡❣✐♦♥s ✖ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ S(t, ξ(Xi

t)) ✐s ♦❢t❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✖ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ str♦♥❣❡r ✇❡✐❣❤t
t❤❛♥ ✇❛❧❦❡rs ✐♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ✖ ✇❤❡r❡ S(t, ξ(Xi

t)) ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ it❤

✇❛❧❦❡r ✐s t❤❡♥ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ Rwit t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤✉s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❘❈✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
✭✺✳✶✷✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ✇❛❧❦❡r ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❬❈❛r♣❡♥t❡r ✶✾✾✾✱ ❉♦✉❝ ✷✵✵✺✱ ❑✐t❛❣❛✇❛ ✶✾✾✻❪ ✐s ✉s❡❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢② ❜② t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t ❛ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ t✿

❙❡t u ∼ U(0, 1)✱ w̄0 = w0
t ✱ N0 = ⌊R ∗ w̄0 + u⌋✱

❢♦r i = 1, . . . , R− 1

w̄i = w̄i−1 + wit✱
Ni = ⌊R ∗ w̄i + u⌋ − ⌊R ∗ w̄i−1 + u⌋

❡♥❞

✇❤❡r❡ U(0, 1) ❞❡♥♦t❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ wit ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✇❛❧❦❡r i ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✹✮✱ w̄i ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤ts✱ ⌊·⌋ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt ❛♥❞ Ni ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✇❛❧❦❡r i t♦ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

∑R−1
i=0 Ni = R✳

❆❢t❡r ❡✈❡r② r❡s❛♠♣❧✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ r❡s❡t ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦ t❤❡
✈❛❧✉❡ 1/R✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ✐♥ ✭✺✳✶✶✮ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✱ ❜✉t ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦♥❡ ✇❛❧❦❡r ✐s



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✽✾

s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ st❛❣❡ ✭❞✉❡ t♦ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡ ◆❆▼❉✱ ❜✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡t❛✐❧
✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❚❝❧ s❝r✐♣ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧r❡❛❞②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❧❧❡❞ ♦✉t ❤❡r❡❛❢t❡r ❛♥❞ t❤❡
❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❲✲❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [z0, zN ]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ N ❜✐♥s ♦❢ s✐③❡ ∆z = (zN −z0)/N ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ξ̃ : R

d → {0, . . . , N −
1} ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥t♦ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥ ✐♥ t❤❡ ❘❈

ξ̃(·) =

⌊
ξ(·) − z0

∆z

⌋
✱

✇❤❡r❡ ⌊·⌋ ❛❣❛✐♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s k✱ s♦ t❤❛t A′

k ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ Xk ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t✐♠❡ k∆t✱ ❢♦r ❛
t✐♠❡ st❡♣ ∆t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ z ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
❜✐♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ z = ξ̃(Xt)✳

❖r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✿ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛s ✐♥ ✭✺✳✾✮✳
❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❋♦r z ∈ {0, . . . , N − 1}

A′
k(z) =

nt♦t(k − 1, z)

nt♦t(k, z)
A′
k−1(z) +

1ξ̃(Xk−1)=z

nt♦t(k, z)
F V (Xk−1) ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ 1ξ̃(Xk)=z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✖ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✶ ✐❢ ξ̃(Xk) = z ❛♥❞ ✵
♦t❤❡r✇✐s❡ ✖ ❛♥❞

nt♦t(k, z) =
k−1∑

s=0

1ξ̃(Xs)=z
✭✺✳✶✻✮

✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r② ❤❛s ✈✐s✐t❡❞ ❜✐♥ z✳ ❚♦ ❥✉st✐❢② ✭✺✳✶✺✮✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✾✮ ✐s r❡❝❛st ✐♥ ✐ts ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r♠

A′
k(z) =

∑k−1
s=0 F

V (Xs)1ξ̃(Xs)=z∑k−1
s=0 1ξ̃(Xs)=z

. ✭✺✳✶✼✮



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ♦♥❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥s

A′
k(z) =

∑k−2
s=0 F

V (Xs)1ξ̃(Xs)=z
+ F V (Xk−1)1ξ̃(Xk−1)=z

nt♦t(k, z)

=
nt♦t(k − 1, z)A′

k−1(z) + F V (Xk−1)1ξ̃(Xk−1)=z

nt♦t(k, z)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ ❛t t✐♠❡ k − 1✳

▼❲✲❆❇❋✿ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❇❋ ✐♥ ◆❆▼❉
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❚❝❧ s❝r✐♣ts ✇r✐tt❡♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✲t❡♠♣❡r✐♥❣✱ ✇❛❧❦❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❇❤❛♥❞❛r❦❛r ✷✵✵✸✱ P❤✐❧❧✐♣s ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ s❝r✐♣ts ✉s❡ ❚❝❧ s❡r✈❡r ❛♥❞ s♦❝❦❡t
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ ❧❛✉♥❝❤ ◆❆▼❉ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❧❦❡r✳ ❊❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✐s
❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ◆❆▼❉ ♣r♦❝❡ss❡s r✉♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✱ t❤❡♥ ✇❛✐t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❚❝❧ s❡r✈❡r t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✇❛❧❦❡rs✳ ✺✳✷ ✐s s②♥♦♣t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ▼❲✲❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②
✭❛♥❞ ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛❧❦❡rs ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ❛t ❡✈❡r②
k❡① t✐♠❡ st❡♣s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② A′

k,i(·)✱ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s
k ❛♥❞ i r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t r✉♥♥✐♥❣ ✇❛❧❦❡r i✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② t❤❡r❡❢♦r❡
❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ t✐♠❡s✱
k ∈ [ nk❡① , (n+1)k❡① ]✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡
❢♦r♠✉❧❛

A′
k,i(z) =

ni❧♦❝(k − 1, z)

ni❧♦❝(k, z)
A′
k−1,i(z) +

1ξ̃(Xi
k−1

)=z

ni❧♦❝(k, z)
F V (Xi

k−1). ✭✺✳✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭✺✳✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ A′
k ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② A′

k,i✱ Xk r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
Xi
k ❛♥❞ nt♦t(k, z) r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ni❧♦❝(k, z)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❛❧❦❡r i ❤❛s ❡♥t❡r❡❞

❜✐♥ z s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✾✮ ❜❡❧♦✇✳
❆t ❡✈❡r② ❡①❝❤❛♥❣❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞

❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

k❧❛st = ⌊k/k❡①⌋ k❡①

t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ◆❡①t✱

ni❧♦❝(k, z) =

k−1∑

s=k❧❛st

1ξ̃(Xi
s)=z

, ✭✺✳✶✾✮

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❛❧❦❡r i ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ ❜✐♥ z s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✾✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ▼❲✲❆❇❋✿ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s❝r✐♣t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦st
♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s t❤❡ ❚❝❧ s❡r✈❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛✉♥❝❤❡s t❤❡ R ✇❛❧❦❡rs ♦♥t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs ✈✐❛ s♦❝❦❡t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛❢t❡r ❡✈❡r② k❡① t✐♠❡ st❡♣s✱ ❝❛rr✐❡s
♦✉t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥✿ r❡❛❞✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss♦r❀ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ A′

k ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✷✮❀
s❤❛r✐♥❣ A′

k ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t T/k❡① t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

nit♦t(k, z) =

k−1∑

s=0

1ξ̃(Xi
s)=z

, ✭✺✳✷✵✮

✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❛❧❦❡r i ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ ❜✐♥ z s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

N❧♦❝(k, z) =
R−1∑

i=0

ni❧♦❝(k, z) ❛♥❞ Nt♦t(k, z) =
R−1∑

i=0

nit♦t(k, z)

❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦ ❜✐♥ z s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs✳

❆t ❡✈❡r② ❡①❝❤❛♥❣❡ t✐♠❡✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ A′
❧♦❝ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛❧❦❡r✿

A′
❧♦❝(k, z) =

1

N❧♦❝(k, z)

R−1∑

i=0

ni❧♦❝(k, z)A
′
k,i(z). ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ A′
k(z)✱ t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs✱ ✐s t❤❡♥ ❛❧s♦ ✉♣❞❛t❡❞

t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

A′
k(z) =

[
1 − N❧♦❝(k, z)

Nt♦t(k, z)

]
A′
k−1(z) +

N❧♦❝(k, z)

Nt♦t(k, z)
A′

❧♦❝(k, z). ✭✺✳✷✷✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t②✱ A′
k✱ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ni❧♦❝ ❛♥❞ A′
k,i ❛r❡ r❡s❡t t♦ ③❡r♦✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r R = 4 ✇❛❧❦❡rs✳ ■❢ ✇❛❧❦❡r i ❤❛s ✇❡✐❣❤t wik ❛t t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ Rwik ❝♦♣✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤✐s ✇❛❧❦❡r ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t Rwik ✇❛❧❦❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❧❡s ♦❢ ✇❛❧❦❡r i✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ k = nk❡①✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ ✭✺✳✷✷✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✐♥ t❤❡ st❡♣s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞
✉♣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ξ✳ ❚❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇❛❧❦❡r i ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇r✐t❡s✷

F i❜✐❛s,k(z) =

[
1 − ni❧♦❝(k, z)

Nt♦t(k, z)

]
A′
k❧❛st

(z) +
ni❧♦❝(k, z)

Nt♦t(k, z)
A′
k,i(z),

✇❤❡r❡ A′
k❧❛st

✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥✲
t❡r✈❛❧ ❛♥❞ A′

k,i ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✽✮✳

❙❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ♠♦st ❡✈❡r② k❡① t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❤❡♥ t❤❡
✇❛❧❦❡rs ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝♦st❧② ♣r♦❝❡ss ❛s ◆❆▼❉
♠✉st ❜❡ ❡①✐t❡❞ ❛♥❞ r❡❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❛❞✈✐s❛❜❧❡ ❢♦r ✐t t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s O(R) ✉s✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ♦❢t❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❡✈❡r② k❡①
t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❘❈✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ S(k, z)✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs✿

S(k, z) = c
Nt♦t(k❧❛st, z + 1) − 2Nt♦t(k❧❛st, z) +Nt♦t(k❧❛st, z − 1)

Nt♦t(k❧❛st, z)
. ✭✺✳✷✸✮

✷■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈✐s✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❜✐♥✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛❢t❡r Nt♦t(k, z) > N♠✐♥✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
N♠✐♥ = 500✳ ■❢ Nt♦t(k, z) < N♠✐♥/2✱ t❤❡♥ ♥♦ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s

s❧♦✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♠♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♠✐♥
“

2Nt♦t

N♠✐♥
− 1, 1

”

✳



✺✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✾✸

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✺✳✶✹✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s S(k, ξ̃(Xi
k)) ♦✈❡r k ❢♦r

❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r i ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✉♥✳ ❆t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✇❤❡♥ k = k❡①✱ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿

wik = K−1
k ❡①♣




k−1∑

s=k❧❛st

S(s, ξ̃{Xi
s})


 ,

✇❤❡r❡ Kk ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ Ni ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✇❛❧❦❡r i✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❧❡s
❢♦r ✇❛❧❦❡r i ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t♦ ◆❆▼❉ ❛s t❤❡ st❛rt✲✉♣ ✜❧❡s ❢♦r Ni ✇❛❧❦❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r
r❡s❛♠♣❧✐♥❣✱ S ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ✇❛❧❦❡r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t✳

❋♦r r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧②✿ ✐t ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ③❡r♦ ✇❡✐❣❤t ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦♥❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ t♦
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐t ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s♦ t❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❈✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❤❡r❡✐♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❝❡ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❜❡❣✐♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞✱
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ st♦♣♣❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ew(t) =

R−1∑

i=0

wi❧♦❣(Rwi). ✭✺✳✷✹✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡
❡♥tr♦♣② ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

∑R−1
i=0 wi❧♦❣(wi)−❧♦❣(1/R)✳ ❚❤✐s q✉❛♥✲

t✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ❧♦❣(R)✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② 0✱
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆ ❣♦♦❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ ♦♥❝❡

Ew(t) < ε ❧♦❣(R) ✭✺✳✷✺✮

✇❤❡r❡ 0 < ε < 1 ✐s s❡t ❝❧♦s❡r t♦ ✵ ❢♦r ❛ str✐♥❣❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦r ❝❧♦s❡r t♦ ✶
❢♦r ❛ ✇❡❛❦❡r t❤r❡s❤♦❧❞✳

✺✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r
❆❇❋ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥ ❣❛s✲♣❤❛s❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❬❈❤✐♣♦t ✷✵✵✺✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✵✹✱ P❛r❦ ✷✵✵✸❪✳ ❆❧❧
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡
◆❆▼❉ ❬❇❤❛♥❞❛r❦❛r ✷✵✵✸✱ ❑❛❧❡ ✶✾✾✾✱ P❤✐❧❧✐♣s ✷✵✵✺❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❍❆❘▼▼✷✼ ❬▼❛❝❑❡r❡❧❧ ✶✾✾✽❪
❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t❡♥✲r❡s✐❞✉❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵✹ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ❘❈ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ✐ts ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❈✲❍
♣❛✐rs✳ ❚♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ α✲❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ξ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠
✶✷ t♦ ✸✷ ➴✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ξ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✹ ❛♥❞ ✶✻ ➴✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❦❡♣t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞
r❛♥❣❡s ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r❝❡s ✇❡r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❜✐♥s ♦❢ s✐③❡ ∆z = 0.1 ➴✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ∆t = 0.5

❢s✳ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s♠♦♦t❤❧② ❜❡②♦♥❞
✶✶ ➴✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✷ t♦ ✸✷ ➴✱ ✇❤✐❝❤
s♣❛♥s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ α✲❤❡❧✐① t♦ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
◆❡①t✱ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✖ ✇✐t❤ ξ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✶✻ ➴
✖ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤❡r❡ st❛r❦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✕ ❛♥❞
♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥
✇❛❧❦❡rs✳

✺✳✺✳✶ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❛♥❣❡✿ ✶✷✲✸✷ ➴

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ α✲❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ R ✇❛❧❦❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✇✐t❤
❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❛t ❡✈❡r② k❡① = 50, 000 t✐♠❡ st❡♣s ✭✷✺ ♣s✮✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✷✵✵✲♥s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛❧❦❡r✳

✺✳✺✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r
s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❛♥❞ ✶✻✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✵✳✷✺ ♥s✳

■t ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❛✮ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r r✉♥s r❛r❡❧② ♠❛♥❛❣❡
t♦ str❡t❝❤ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ξ = ✷✷ ➴✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✶✻✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧♦r❡
t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❛❝t✐♦♥✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✶✻✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳

✺✳✺✳✷ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❛♥❣❡✿ ✹✲✶✻ ➴

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❛t❤❡r
s❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛t ❛
✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♣♦♦r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✖ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✺✳✶ ✖ s❡✈❡r❛❧ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ✱
❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❈❤✐♣♦t ✷✵✵✺❪✱
t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡



✺✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✾✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ξ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✷ t♦ ✸✷ ➴ ✭❛❢t❡r ✵✳✷✺ ♥s✮✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ✷✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✶✻✕✇❛❧❦❡r
✭❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡rr♦r ❜❛rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r r✉♥
♦❢ ✷✵✵ ♥s✳ ✭❛✮ ❉❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❘❈✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ξ✲s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✈❡r② r❛r❡❧② str❡t❝❤ ❜❡②♦♥❞ 22 ➴✳ ✭❜✮ ▼❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥s❡t✮✳
❋♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ s❡❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧r❡❛❞② ♥❡❛r❧②
❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣❛t❤❡r❡❞ ❜❡②♦♥❞ 22 ➴ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❋
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

♣❡♣t✐❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ r❡✈❡❛❧s
❛ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✇✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✶✷
➴✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✐s
t❤❡ α✲❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛❜♦✉t ξ = 14 ➴ ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬❍é♥✐♥ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞
❬P❛r❦ ✷✵✵✸❪✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t
st❛t❡s✱ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ ♦❢
t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞✱ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ❤✐❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❦✐♥❡t✐❝ tr❛♣s t❤❛t ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❘❈
s♣❛❝❡ ♦✈❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❆ r❡❝❡♥t st✉❞② ❤❛s ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
s❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛❝t str✉❝t✉r❡s ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❬❍é♥✐♥ ✷✵✶✵❪✳

❚❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✶✵✵✕♥s s✐♥❣❧❡✕ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ✺✳✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✺✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮ ❞❡♣✐❝ts ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ❛❢t❡r ❛ ✶✵✵✕♥s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮✱ ♦♥❡ ❢r❡❡✲
❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r♦✉♥❞ ξ = 6 ➴✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ♠♦st



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ξ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✶✻ ➴ ✉s✐♥❣ ✶ ✇❛❧❦❡r ✭❛❢t❡r ✶✵✵
♥s✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❢r♦♠ ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳
✭❜✮ ▼❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥s❡t✮✿ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s ❛❧♦♥❣ ξ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s s✉❣❣❡sts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ξ = 6 ➴✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ξ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✶✻ ➴ ✉s✐♥❣ ✸✷ ✇❛❧❦❡rs ✭r❡✲
s✉❧ts ❛❢t❡r ✶✵✵ ♥s✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❢r♦♠ ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❙❛♠♣❧✐♥❣
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳ ✭❜✮ ▼❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥s❡t✮✳ ❙❛♠✲
♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ α✲❤❡❧✐❝❛❧
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠✳

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛rt✐❢❛❝t✉❛❧✳ ✺✳✺✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✸✷✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠❛r❦❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡
♣r♦✜❧❡s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②
❜❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r
s❝❤❡♠❡✳

❉✉❡ t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧ tr❛♣s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s✱ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ T ✲



✺✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✾✼

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘❡s✉❧ts ❛❢t❡r ✸ ♥s ✉s✐♥❣ ✸✷ ✇❛❧❦❡rs✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ❛t ❝♦♥st❛♥t
t♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ✸✷✲✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r 100/32 ∼ 3

♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❢r♦♠ ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳ ✭❜✮
▼❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥s❡t✮ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠
❛ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t ❈P❯ t✐♠❡✳

♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛♥ R✲✇❛❧❦❡r s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ r❛♥ ❢♦r T/R ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ✺✳✼✱
s❤♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✸✷✲✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r 100/32 ∼ 3 ♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✺✳✺✳✷ ❛♥❞ ♦✛❡r ❛ ❢❛r ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛
✶✵✵ ♥s s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t
♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡s r❡s✉❧ts ❛t ❝♦♥st❛♥t ✇❛❧❧ t✐♠❡✱ ❜✉t ❛t ❝♦♥st❛♥t ❈P❯ t✐♠❡✳

✺✳✺✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ st✉❞②
❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✷✕✸✷ ➴✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡
❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ■t ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
❜❛s❡❞ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♠♣❡❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✱
s❤♦✉❧❞ ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ♦❢ ♦♥❡ ✇❛❧❦❡r ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧❧❡②✳ ■t ❛♣♣❡❛rs
t❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❘❈ ♦♥❧②✳
▼❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡✕✇❛❧❦❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦t ❛❧✇❛②s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✽✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✽✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✶✻✕✇❛❧❦❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ✵✳✷✺ ♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣
❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❋♦r t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t c = 0.0001 ✐♥ ✭✺✳✷✸✮ ❛♥❞ ❛
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✺✳✷✺✮ ✇✐t❤ ε = 0.05✳

✺✳✾ ❞❡♣✐❝ts Ew(t)✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦❡r ✇❡✐❣❤ts✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst
✷✳✺ ♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t Ew(t) ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❆❇❋



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❲❛❧❦❡r ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡
t❤❡♥ ♠♦r❡ ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✐s ♦❢ ❡q✉❛❧ ✏✐♠♣♦rt❛♥❝❡✑✳
❖♥❝❡ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♦❢ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s r❡❞✉♥❞❛♥t
❛♥❞ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳

✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❲✲❆❇❋
♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ ♦❢t❡♥ ❤❡❧❞ ❜❛❝❦ ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■❢ t❤❡
❘❈ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♣♦♦r❧②✱ ♦♥❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❧❛r❣❡
❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ t❤❡r❡❜② ♠❛❦✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈ ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛s ✇❛s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜✐❛s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❘❈ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❧✐♥❣❡r ✐♥ ♦♥❡ ✈❛❧❧❡② ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡
r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❡❧❡❣❛♥t❧② ♦✈❡r❝♦♠❡
✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❲✲❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❘❈ ✐s s✉❜♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❤❡r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t
❈P❯ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❘❈✱ t❤❡ ▼❲✲❆❇❋ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠
s✐♥❣❧❡✕✇❛❧❦❡r ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❛ ✜①❡❞ t♦t❛❧ ❈P❯ ❝♦st✱ ❜✉t st✐❧❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ξ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✷ t♦ ✸✷ ➴ ✉s✐♥❣ ✶✻ ✇❛❧❦❡rs ✭r❡✲
s✉❧ts ❛❢t❡r ✵✳✷✺ ♥s✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✶✻✕✇❛❧❦❡r r✉♥ ✇✐t❤ ✭❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢
✷✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ✭❛✮ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ξ s❤♦✇s t❤❛t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳
✭❜✮ ▼❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥s❡t✮✿ t❤❡ ❢r❡❡✲
❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝✉r✈❡✳



✺✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ R = 16 ✇❛❧❦❡rs
❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❢ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✶✳✺ ♥s ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛ ❛❢t❡r Ew(t) < ε ❧♦❣(16)✱ ✇❤❡r❡ ε = 0.05✳ ❋♦r t❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✭✺✳✷✸✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s c = 0.0001✳

♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
♣r♦✜t❛❜❧② ✇❤❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❘❈✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✱
❛s t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠❛♥② ✇❛❧❦❡rs ❜❡✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧❧❡②✱ ❧♦s✐♥❣
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs✳





❈❤❛♣t❡r ✻

▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋

♠❡t❤♦❞

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❚♦♥②
▲❡❧✐è✈r❡✱ ❡t s♦✉♠✐s à ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✶✵❛❪✳

❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✶✳✶ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✶✳✷ ❊①✐st✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✵✹

✻✳✷ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✷✳✶ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✷✳✷ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✷✳✸ ❊♥tr♦♣② ❛♥❞ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✷✳✹ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❜✐❛s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✷✳✺ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✸✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ EM ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✸✳✸ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ Em ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✸✳✹ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ Ec ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✻✳✸✳✺ ❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s q ∈ D ⊂ R
3N ✳ ■♥ st❛t✐st✐❝❛❧

♣❤②s✐❝s✱ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲
●✐❜❜s ♠❡❛s✉r❡

dν(q) = Z−1❡①♣(−βV (q))dq, ✭✻✳✶✮

✇✐t❤ V : D → R t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Z =
∫
D ❡①♣(−βV (q)) dq t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✱ D = {q, V (q) < ∞} t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ β = 1/(kBT )✱ ✇❤❡r❡
kB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ✐s t❤❡



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t
Z < ∞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ s❛♠♣❧❡❞
❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ s❛♠♣❧❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ t❤r♦✉❣❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ✐s t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥
❞②♥❛♠✐❝s

dQt = −∇V (Qt)dt+
√

2β−1dBt, ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ (Bt)t≥0 ✐s ❛ 3N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❞❡r ❧♦♦s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ V ✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ ♣r♦♣❡rt②✿ ❢♦r ❛♥② s♠♦♦t❤ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ✱

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
ϕ(Qt) dt =

∫

D
ϕdν.

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♦❢t❡♥ ❤✐♥❞❡r❡❞
❜② ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ✱ ♥❛♠❡❧② r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱
ν ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦r r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮ ξ : D → M ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❛s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✭✻✳✷✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t |∇ξ| > 0

♦♥ D✱ ❛♥❞ t❤❛t M = T✱ ✇❤❡r❡ T = R/Z ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ✭✇❤✐❝❤
t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧
❛♥❣❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇
♥♦t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ν ✐♥ ξ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dνξ(z) = Z−1❡①♣(−βA(z)) dz,

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

A(z) = −β−1❧♥(Zz) ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡

Zz =

∫

Σz

❡①♣(−βV (q)) δξ(q)−z(dq) ✭✻✳✹✮

✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σz = {q ∈ D | ξ(q) = z}✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡
δξ(q)−z(dq) ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿ ❢♦r ❛♥② s♠♦♦t❤ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥
ϕ : D → R✱ ∫

D
ϕ(q) dq =

∫

M

∫

Σz

ϕ(q)δξ(q)−z(dq) dz.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛s δξ(q)−z(dq) = |∇ξ|−1dσΣz ✱ ✇❤❡r❡ σΣz ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥
Σz✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ξ ❛♥❞ V ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t Zz <∞✱ ❢♦r ❛❧❧ z ∈ M✳



✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✵✸

Pr❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s A(z) − A(z0)✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✮ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ A′(z)✱ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡

A′(z) = Z−1
z

∫

Σz

f(q) ❡①♣(−βV (q)) δξ(q)−z(dq) ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f =
∇V · ∇ξ
|∇ξ|2 − β−1div

( ∇ξ
|∇ξ|2

)
. ✭✻✳✻✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♣❧✉s s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s
Σz✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✭✻✳✺✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

A′(z) = Eν [f(Q)|ξ(Q) = z] =

∫

Σz

fdν|z, ✭✻✳✼✮

✇❤❡r❡

dν|z =
❡①♣(−βV (q))δξ(q)−z(dq)

❡①♣(−β(A(z)))

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ z ♦❢ ξ(q)✳ ❚❤✐s
♠❡❛s✉r❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σz✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✺✮✕✭✻✳✻✮✕✭✻✳✼✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❈✐❝❝♦tt✐ ✷✵✵✽✱
❙♣r✐❦ ✶✾✾✽✱ ❞❡♥ ❖tt❡r ✶✾✾✽❪✳

✻✳✶✳✶ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭❆❇❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❬❉❛r✈❡ ✷✵✵✶✱ ❍é♥✐♥ ✷✵✵✹❪ ✉s❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ t♦ ❜✐❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✷✮ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ξ✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ ❡①♣(−β(V − A ◦ ξ)) t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲●✐❜❜s ♠❡❛s✉r❡ ν✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥ ξ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ T✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭♥❛♠❡❧② ❡①♣(−βA(z)) dz✮ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳

❚❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
{

dXt = −∇(V −At ◦ ξ)(Xt)dt+
√

2β−1dBt,

A′
t(z) = E [f(Xt)|ξ(Xt) = z] ,

✭✻✳✽✮

✇❤❡r❡ A′
t ✐s ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✭✻✳✼✮✱ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ A′✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Xt ❤❛s ❞❡♥s✐t② ψ(t, ·)✱
✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✿





∂tψ = div(∇(V −At ◦ ξ)ψ) + β−1∆ψ,

A′
t(z) =

∫

Σz

f ψ δξ(q)−z(dq)
∫

Σz

ψ δξ(q)−z(dq)
.

✭✻✳✾✮



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ∇(At ◦ξ) ✏✢❛tt❡♥s t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✐♥ ξ✑✳
❚♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❧❡t ✉s s✐♠♣❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐❢ |∇ξ| ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❞❡♥s✐t② ✐♥ ξ s❛t✐s✜❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❜✐❛s✱ s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜✱
▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ❜❡❧♦✇✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
t♦ ✭✻✳✽✮ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❏♦✉r❞❛✐♥ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ✭✻✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞
❜❡❧♦✇✳

✻✳✶✳✷ ❊①✐st✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡✲
♥❛r✐♦

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜✐❛s✲
✐♥❣ ❢♦r❝❡ A′

t ✐♥ ✭✻✳✽✮ ✭❛❝t✉❛❧❧② ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t♦ ✭✻✳✽✮
✐❢ |∇ξ| ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✭✐✮
t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ξ(Xt) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ✭▲❙■ ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✮
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ν|z✱ ❢♦r z ∈ M✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥ ξ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✐♥❝❡ ✐t s❛t✐s✜❡s ❛
s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳
t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t②✮ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧❛✇s ν|z✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❙■
❝♦♥st❛♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✿ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
t❤❡ ♠♦r❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ♠❛② ❜❡ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ z ∈ M✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❆❇❋
♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ν|z ❛r❡
♥♦t s♠❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ z✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ z ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞✉❡ t♦ t✇♦
r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ♦♥❡ t❤❛t
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡s ν|z✱
✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛② s✐♠♣❧② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪ ♣r❡❞✐❝t ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❢♦r t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❜✐❛s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛♣♣❡❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❵♠✉❧t✐♣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐t✉❛t✐♦♥✬ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❢♦r ❛
❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛s t❤❡
s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✱ ✐t
❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❵♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦
ξ✬✮ ❜② ❛r❜✐tr❛r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s
♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❛❧❧❡②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐s♦❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ν|z ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✵✺

♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✱ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ z ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❝❤❛♥♥❡❧s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✮ s✉❣❣❡st
t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✐♥ Σz ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤✐♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛❧❦❡rs ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮✱
❜✉t ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛✲❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✭t❤❡ r❡❛❝✲
t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ ❜❡✐♥❣ t❤✉s t❤❡ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡✮✳ ❉✉❡ t♦ s♦♠❡
❵❜✉❝❦❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✬✱ t❤✐s ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❝❛♥ s❤r✐♥❦ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❛❝t st❛t❡s ✭s❡❡ ❬❍é♥✐♥ ✷✵✶✵❪✮✳ ■♥ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪✱ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❇❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ②✐❡❧❞s r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s✉❝❤
❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❦ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡❛❝❤ ✇❛❧❦❡r ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ tr❛✈❡❧ ❞♦✇♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞
❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛❧❦❡r t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ♦♥❝❡ ✐t
❤❛s ❡♥t❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❜✉t t❤✐s ❛♣♣❡❛rs ♥♦t t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡✲
s✉❧ts✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳

■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
▲❙■ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ✐♥ Σz ❛♥❞
❛ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
❞♦ ♥♦t ✐♥ ❢❛❝t ❛✛❡❝t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♥❡❡❞❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦✉r r❡s✉❧t ❛r❡✿ ✭✐✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r
s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ ✭s❡❡ ❬❍✶❪ ❜❡❧♦✇✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❵❣♦♦❞ ❜✐❛s✬ ✐♥ ❡❛❝❤
❝❤❛♥♥❡❧ ✭s❡❡ ❬❍✹❪ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥❛♠❡❧②
❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❜❡❧♦✇✳

❋♦r s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ♦♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠
✭t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✮ ✇❤✐❝❤ r❡t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ξ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧
♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❡♥tr♦♣② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✸✳

✻✳✷ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡✲

s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ d = 2 ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s q = (x, y)✮✱ D = T × R✱
M = T ❛♥❞ ξ : D → T✱ ✇❤❡r❡ ξ(x, y) = x✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t β = 1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t̃ = β−1t✱
ψ̃(t̃, x) = ψ(t, x)✱ Ṽ (x, y) = βV (x, y)✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛②
❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✿ |∇ξ| = 1✱ Σz = R ❛♥❞ δξ(q)−z(dq) = dy✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐♥ ✭✻✳✻✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

f = ∂xV

❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

A(x) = −❧♥
∫

R

❡①♣(−V (x, y)) dy ❛♥❞ A′(x) =

∫

R

∂xV (x, y) ❡①♣(−V (x, y)) dy
∫

R

❡①♣(−V (x, y)) dy

.

✭✻✳✶✵✮
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ M = T ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ(x, y) = x ✐s ♠❡r❡❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✱ s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪ ❢♦r ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ t♦♦❧s t♦ tr❡❛t ❣❡♥❡r❛❧ ξ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ D = T × R

d−1 ❛♥❞ ξ(q1, . . . , qd) = q1✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✼ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳

✻✳✷✳✶ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ V ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜②
❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡
✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ❢r♦♠ ♦♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ Vi : D → R✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {0, 1} ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦✉♣❧❡ (Xt, It)✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Xt ❧✐✈❡s ❛t t✐♠❡ t ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VIt ✱ It ∈ {0, 1} ❜❡✐♥❣
t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞❡① It ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s✇✐t❝❤
t♦ 1 − It ♦♥❧② ✐❢ ξ(Xt) ❧✐❡s ✐♥ s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✮✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥




dXt = −∇(VIt −At ◦ ξ)(Xt)dt+
√

2 dBt,

A′
t(x) = E [∂xVIt(Xt)|ξ(Xt) = x] ,

It ∈ {0, 1} ✐s ❛ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t♦r

Lϕ(x, y, i) = −λ(x)(ϕ(x, y, i) − ϕ(x, y, 1 − i)).

✭✻✳✶✶✮

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss It✱ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭♥❛♠❡❧②



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✵✼

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ It t♦ 1 − It✮ ♦❝❝✉rs ❛t t✐♠❡s

τn+1 = ✐♥❢
{
t > τn

∣∣∣∣
∫ t

τn

λ(ξ(Xs))ds > Tn

}
,

✇❤❡r❡ τ0 = 0 ❛♥❞ Tn ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✶✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② λ(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❥✉♠♣ ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vi t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V1−i✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ x✱ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡✲
❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ λ ✐s ③❡r♦ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✇✐t❝❤✐♥❣✮ ✐♥
s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❖✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ r❛t❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ▲❡t ✉s st❛t❡ t❤✐s ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱

❬❍✶❪ ∃ E ⊂ T, λ(x) = λ1T\E(x) ❛♥❞ ∀x ∈ T\E , V0(x, ·) = V1(x, ·).
❚❤❡ r❡❣✐♦♥ E ⊂ T ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦
❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❛ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✵ ❛♥❞ ✶✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ st✉❞②✱ ❛♥❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✽✮ ✐s t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ x✲♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ y✲♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✶✮ ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✈✐s✐t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ✳ ❆t t✐♠❡s t s✉❝❤ t❤❛t ξ(Xt) ∈ E ✱ It ❝❛♥♥♦t
s✇✐t❝❤ t♦ 1 − It✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭✻✳✶✶✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ E = ∅ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡❞
❜② λ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ③❡r♦ ✐❢ λ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✾ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡ E 6= ∅ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡✈❡♥ ✐❢ λ = 0 ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❜❡❧♦✇✮✳

❘❡♠❛r❦ ✼ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❡t❛st❛❜❧❡
st❛t❡s ❧✐♥❦❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss
❝❛♥ ❥✉♠♣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❤❛s t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s s✐♠✲
♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡
✭❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❡♥❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✭s❡❡
❬❍✹❪ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❬▼✐♥♦✉❦❛❞❡❤ ✷✵✶✵❪ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❛❝t st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞♦
♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❜❛s✐♥✳

✻✳✷✳✷ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt, It) ✐♥ ✭✻✳✶✶✮✿

dµt =
1∑

i=0

ψ(t, x, y, i)δi dx dy,



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❘✐❣❤t✿ ■♥ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Vi : D → R✱ i ∈ {0, 1}✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ✐♥ r❡❣✐♦♥s T\E ❛t ❛ r❛t❡ λ > 0✳

✇❤❡r❡ δi ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {i}✳ ❲❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ i✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❜② ❛ s✉❜s❝r✐♣t ψi✱ s♦ t❤❛t ψ1−i ❞❡♥♦t❡s ψ(t, x, y, 1−i)
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ∀i ∈ {0, 1}✱

∂tψ = ❞✐✈(∇(Vi −At ◦ ξ)ψ) + ∆ψ − λ ◦ ξ [ψ − ψ1−i] ♦♥ D, ✭✻✳✶✷✮

✇❤❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ③❡r♦ ❢♦r ξ(x, y) ∈ E ✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

A′
t(x) =

1∑

i=0

∫

R

∂xVi(x, y) ψ(t, x, y, i) dy

1∑

i=0

∫

R

ψ(t, x, y, i) dy

. ✭✻✳✶✸✮

❯s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✶❪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ✐❢ ψ∞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−(Vi−A∞◦ξ) ✇❤❡r❡ A∞ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❢♦r At✱ t❤❡♥ ψ∞ ✐s
❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✻✳✶✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ψ ❜② ψ∞ ✐♥ ✭✻✳✶✸✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✭✻✳✶✵✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ A′

∞ = A′✱
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✷✮✕✭✻✳✶✸✮ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ψ∞(x, y, i) =
e−(Vi(x,y)−A(x))

1∑

i=0

∫

D
e−(Vi−A◦ξ) dx dy

. ✭✻✳✶✹✮



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✵✾

▼❡❛s✉r❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡

dµt

1∑

i=0

ψ(t, x, y, i)δi dx dy Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ D × {0, 1}

dµξ,It

1∑

i=0

ψξ,I(t, x, i)δi dx ▼❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧

dµξt ψξ(t, x) dx ▼❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

dµt|x,i
ψ(t, x, y, i) dy

ψξ,I(t, x, i)
▼❡❛s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t x ❛♥❞ i

dµt|x

1∑

i=0

ψ(t, x, y, i)δi dy

ψξ(t, x)
▼❡❛s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t x

dµIt|x

1∑

i=0

ψξ,I(t, x, i)δi

ψξ(t, x)
▼❛r❣✐♥❛❧ ✐♥ I✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t x

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❆ ❧✐st ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Xt, It) ✇r✐t❡s✿

dµ∞ =
1∑

i=0

ψ∞(x, y, i)δi dx dy.

❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ µt ❛♥❞
µ∞✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶
s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

✻✳✷✳✷✳✶ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❧❛✇s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µt ✐♥ ξ ❛♥❞ I ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

dµξ,It =
1∑

i=0

ψξ,I(t, x, i)δi dx ✇❤❡r❡ ψξ,I(t, x, i) =

∫

R

ψ(t, x, y, i) dy.

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ψξ,I ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✭♥♦♥✲❝❧♦s❡❞✮ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥

∂tψ
ξ,I =

∫

R

∂x(∂x(Vi −At ◦ ξ)ψ) dy + ∂xxψ
ξ,I − λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i), ✭✻✳✶✺✮



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✻✳✶✷✮ ✐♥ y✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ ✐s

dµξ,I∞ =

1∑

i=0

ψξ,I∞ (x, i)δi dx ✇❤❡r❡ ψξ,I∞ (x, i) =

∫

R

ψ∞(x, y, i) dy.

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ξ ♦♥❧② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

dµξt = ψξ(t, x) dx ✇❤❡r❡ ψξ(t, x) =
1∑

i=0

ψξ,I(t, x, i) =
1∑

i=0

∫

R

ψ(t, x, y, i) dy.

❇② s✉♠♠✐♥❣ ✭✻✳✶✺✮ ♦✈❡r i ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ♦❢ A′
t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦

t❤❛t ψξ s❛t✐s✜❡s ❛ ❝❧♦s❡❞✱ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✼❜✱ ▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✮✿

∂tψ
ξ = ∂xxψ

ξ ♦♥ T. ✭✻✳✶✻✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐❛s✱ ❛❧♦♥❣ ξ✱ t❤❡ ❜❛rr✐❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✢❛tt❡♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡
❧✐♠✐t ♦❢ ψξ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ψξ∞(x) =
1∑

i=0

∫

R

ψ∞(x, y, i) dy = 1,

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ t♦r✉s T✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛✇s

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µt|x ♦❢ (Xt, It) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦✐♥t
x ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✿

dµt|x =

1∑

i=0

ψ(t, x, y, i)δi dy

ψξ(t, x)
. ✭✻✳✶✼✮

■ts ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✐s

dµ∞|x =

1∑

i=0

ψ∞(x, y, i)δi dy

ψξ∞(x)
. ✭✻✳✶✽✮

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ✜①❡❞ ξ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ i ∈ {0, 1}✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✐ts
❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②

dµt|x,i =
ψ(t, x, y, i) dy

ψξ,I(t, x, i)
❛♥❞ dµ∞|x,i =

ψ∞(x, y, i) dy

ψξ,I∞ (x, i)
. ✭✻✳✶✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ✐♥ I ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µt|x ❛♥❞
µ∞|x✳ ❚❤❡s❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µIt|x ❛♥❞ µI∞|x r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✶✶

♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψξ(t, ·) ❛♥❞ ψξ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s

dµIt|x =

1∑

i=0

ψξ,I(t, x, i)δi

ψξ(t, x)
❛♥❞ dµI∞|x =

1∑

i=0

ψξ,I∞ (x, i)δi

ψξ∞(x)
. ✭✻✳✷✵✮

✻✳✷✳✸ ❊♥tr♦♣② ❛♥❞ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❵❞✐st❛♥❝❡✬ ❜❡t✇❡❡♥
t❤♦s❡✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆♥é ✷✵✵✵✱ ❱✐❧❧❛♥✐ ✷✵✵✸❪
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆r♥♦❧❞ ✷✵✵✶❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❊♥tr♦♣②✮✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν s✉❝❤ t❤❛t µ ✐s
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s µ ≪ ν✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

H(µ|ν) =

∫
❧♥
(
dµ

dν

)
dµ.

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❧♥(1/x) ≥
1 − x✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ H(µ|ν) = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ µ = ν✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❋♦r ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s

‖µ− ν‖L1 ≤
√

2H(µ|ν).

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ L1✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s
❜② t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ❛❜s♦❧✉t❡❧②
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F (µ|ν) =

∫ ∣∣∣∣∇❧♥
(
dµ

dν

)∣∣∣∣
2

dµ.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s
s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ρ > 0 ✭✐♥ s❤♦rt✿ ▲❙■(ρ)✮
✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ s✉❝❤ t❤❛t µ≪ ν✱

H(µ|ν) ≤ 1

2ρ
F (µ|ν).



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡s ❬●r♦ss ✶✾✼✺❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❬❇❛❦r② ✶✾✽✹❪ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ ν ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−V ✱ ✇❤❡r❡
V ✐s α✲❝♦♥✈❡① ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ρ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ α✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❬❍♦❧❧❡② ✶✾✽✼❪✿ ✐❢ ν̃ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t dν̃/dν =

eU ✱ ✇❤❡r❡ ν s❛t✐s✜❡s ❛ ▲❙■✭ρ✮ ❛♥❞ U ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ν̃ s❛t✐s✜❡s ❛ ▲❙■ ✇✐t❤
❝♦♥st❛♥t ρ̃ = ρ e−♦s❝(U)✱ ✇❤❡r❡ ♦s❝(U) = sup(U) − inf(U)✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s s❛t✐s❢② ❛ ▲❙■✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ✐s
t❤❛t ✐t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ dν = Z−1❡①♣(−βW (x)) dx ❛♥❞ W (x) = x4/4 − x2/2 ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲
✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❡s ❛s ❡①♣(−β∆W ) ✇❤❡r❡
∆W = W (0) −W (1) > 0 ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❙✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t❤✉s ❤♦❧❞
✉♥❞❡r r❛t❤❡r ❧♦♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ρ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧
♠❡❛s✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡
▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ν ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✶✮ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛♠♣❧❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❙■s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s µ∞|x,i ✭s❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬❍✸❪ ❜❡❧♦✇✮✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ ξ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱ ❧♦❣✲❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥❧② t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❜✉t ✐♥ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡✱ t❤♦s❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤
❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❵♦rt❤♦❣♦♥❛❧✬ t♦ t❤❡ ✐s♦❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r
❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

W (µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

∫

D×D
|y − y′| π(dy, dy′),

✇❤❡r❡ Π(µ, ν) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ D × D✱ ✇✐t❤
♠❛r❣✐♥❛❧s µ ❛♥❞ ν✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✲
✐s❢② ❛ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ρ > 0 ✭♦r T (ρ)✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡s µ s✉❝❤ t❤❛t µ≪ ν✱

W (µ, ν) ≤
√

2

ρ
H(µ|ν). ✭✻✳✷✶✮

▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❬❖tt♦ ✷✵✵✵❪✮✿

▲❡♠♠❛ ✸ ■❢ ν s❛t✐s✜❡s LSI(ρ)✱ t❤❡♥ ν s❛t✐s✜❡s T (ρ)✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡♥tr♦♣✐❡s t❤❛t ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❆❇❋ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✕✭✻✳✶✸✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✶✸

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✻✮✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣✐❡s ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❧♦♥❣✲t✐♠❡
❧✐♠✐ts✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

E(t) = H(µt|µ∞) =

1∑

i=0

∫

D
❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ dx dy.

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

EM (t) = H(µξt |µξ∞) =

∫

T

❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)
ψξ dx,

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ x ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜②

em(t, x) = H(µt|x|µ∞|x) =
1∑

i=0

∫

R

❧♥

(
ψ

ψξ

/
ψ∞

ψξ∞

)
ψ

ψξ
dy,

❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ❜②

Em(t) =

∫

T

em(t, x) ψξ(t, x) dx.

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t

E(t) = EM (t) + Em(t). ✭✻✳✷✷✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✲❧♦❝❛❧ ❡♥tr♦♣②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

e❝❧(t, x, i) = H(µt|x,i|µ∞|x,i) =

∫

R

❧♥

(
ψ

ψξ,I

/
ψ∞

ψξ,I∞

)
ψ

ψξ,I
dy.

❚✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡✿ ❛ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❵❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✬ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂x,yVi ✭s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽✱
▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✾❪✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥ts
❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s µ∞|x,i✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❛❞

❬❍✷❪





∀i ∈ {0, 1}✱ Vi ❛♥❞ ξ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ∃ C,M > 0

‖∂x,yVi‖L∞(T×R) ≤M <∞ ❛♥❞

∥∥∥∥∥

∫
R
∂xVie

−Vi dy∫
R
e−Vi dy

∥∥∥∥∥
L∞(T)

≤ C <∞✱

❬❍✸❪
{ ∀i ∈ {0, 1}✱ Vi ❛♥❞ ξ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ∃ρ > 0✱ ∀x ∈ T✱ ∀i ∈ {0, 1}✱

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ µ∞|x,i s❛t✐s✜❡s ▲❙■✭ρ✮✳

❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✸❪ ❣✐✈❡s ✉s t❤❛t ∀x ∈ T,∀i ∈ {0, 1}

H(µt|x,i|µ∞|x,i) ≤ 1

2ρ
F (µt|x,i|µ∞|x,i),



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

∫

R

❧♥

(
ψ

ψξ,I

/
ψ∞

ψξ,I∞

)
ψ

ψξ,I
dy ≤ 1

2ρ

∫

R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2 ψ

ψξ,I
dy. ✭✻✳✷✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡♥tr♦♣② t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❧❛t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❡❛s✉r❡
µIt|x ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t

ec(t, x) = H(µIt|x|µI∞|x) =
1∑

i=0

❧♥

(
ψξ,I

ψξ

/
ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψξ,I

ψξ
.

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥tr♦♣② ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ec(t) =

∫

T

ec(t, x)ψ
ξ dx

=
1∑

i=0

∫

T

❧♥

(
ψξ,I

ψξ

/
ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψξ,I . ✭✻✳✷✹✮

✻✳✷✳✹ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❜✐❛s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧

❆s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✸❪ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s µ∞|x,i✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❵❣♦♦❞ ❜✐❛s✬ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜✐❛s ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❛❧♦♥❣ ξ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧
♠✉st ❝♦♥✈❡r❣❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② q✉✐❝❦❧② t♦ t❤❡✐r ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ❵❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧✬✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ st❛t❡ t❤✐s
♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ s❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❬❍✹❪ ❜❡❧♦✇✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♥❡❛r❧② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

A′
t = A′

∞ = A′,

❛♥❞
∀i ∈ {0, 1},

∫

R

∂xVi dµt|x,i =

∫

R

∂xVi dµ∞|x,i.

❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ψξ,I ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ s❛t✐s❢② ✭s❡❡ ✭✻✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✵✮
❜❡❧♦✇✮

∂tψ
ξ,I = −Liψξ,I = ∂x

(
ψξ,I∞ ∂x(ψ

ξ,I/ψξ,I∞ )
)
− λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i). ✭✻✳✷✺✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L = (L0,L1) ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t 〈f, g〉 =

1∑

i=0

∫

T

fi(x)gi(x)
1

ψξ,I∞ (x, i)
dx ❛♥❞ ❤❛s ❛

s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ θ > 0 ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✹ ❜❡❧♦✇✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ L ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s f : T×{0, 1} → R✱ ✇✐t❤ fi ∈ H1
(

1

ψξ,I
∞ (x,i)

dx
)
✱ f 6= 0 ❛♥❞

∑1
i=0

∫
T
fi(x) dx = 0

✱ ✇❡ ❤❛✈❡

〈f, f〉 ≤ 1

θ
〈f,Lf〉. ✭✻✳✷✻✮



✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✶✶✺

❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ θ t♦
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

❬❍✹❪





θ > θmin ✇✐t❤ θmin =
8(C +Mρ−1/2)2M̃

c
✇❤❡r❡ 0 < c, M̃ <∞ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t inf

x,i
ψξ,I∞ = c ❛♥❞ supx ψ

ξ(0, x) = M̃.

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C✱ M ❛♥❞ ρ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❬❍✷❪ ❛♥❞ ❬❍✸❪ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t c > 0 ✐s ♥♦t r❡str✐❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ∀i ∈ {0, 1}✱ Vi
✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ψξ,I∞ ∝

∫
R
e−Vi dy > 0 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡ T✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ ψξ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮✱ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ M̃ < ∞ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t✐✈❡✳ ■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s
❛ ❉✐r❛❝ ♠❛ss ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥ ξ✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ t0 > 0✱ ψξ(t0, ·) ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s s✐♠♣❧② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ [t0,∞)✳

❘❡♠❛r❦ ✽ ■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✷❪✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂x,yVi
❝♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ‖∂xVi‖L∞(T×R) ≤ M < ∞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ ✐♥ ❬❍✹❪✱

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ θmin = 8M2M̃
c ❛♥❞ t❤❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✽ ❛♥❞ ✶✸ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

✻✳✷✳✺ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❆ss✉♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❬❍✶❪✲❬❍✹❪✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ Λ :

(θmin,∞) → (0, ρ) ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

Λ(ρ+ 2θmin) =
ρ

2
❛♥❞ Λ(θ) →

{
0 ❛s θ → θmin

ρ ❛s θ → ∞

❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t✿ ❢♦r ❛♥② ε ∈ (0,Λ(θ))✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t K > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ∀t > 0✱

Em(t) ≤ K❡①♣
(
−2 min{(Λ(θ) − ε), 4π2} t

)
. ✭✻✳✷✼✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② E ❛♥❞ t❤✉s ‖ψ(t, ·)−ψ∞‖2
L1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

❢❛st t♦ ③❡r♦ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ A′
t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡

♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ ∀t ≥ 0✱
∫

T

|A′
t(x) −A′(x)|2ψξ(t, x) dx ≤ 2(C +Mρ−1/2)2Em(t).

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ t0 > 0 ❛♥❞ ε ∈ (0,Λ(θ))✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♥st❛♥t K̄ s✉❝❤ t❤❛t ∀t ≥ t0✱

∫

T

|A′
t(x) −A′(x)|2 dx ≤ K̄❡①♣

(
−2 min{(Λ(θ) − ε), 4π2} t

)
.



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ t❡r♠ 4π2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ψξ t♦ ψξ∞
✭s❡❡ ✭✻✳✶✻✮✮✱ ❛♥❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s
t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s r❛t❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✶✶ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✮✳

❚❤✉s✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t ❛ r❛t❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛t ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
ρ✮✱ ✐❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❜✐❛s ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❢❛st ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭t❤✐s
✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t θ✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❢♦r Λ(θ) t♦ ❜❡
✐♥❞❡❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ρ✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❢❛st ❡✈❡♥ ✐❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ θ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡✱ ✇❡ t❤✉s r❡❝♦✈❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❇❋
♠❡t❤♦❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱ ✇✐t❤ ρ ❜❡✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ▲❙■ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s µ|x,i✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss (Xt, It)

❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′
t ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ✭✻✳✶✶✮✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t Xt✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ It = i ❤❛s

❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② ψ(t, x, y, i)✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡♥s✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r s♦
t❤❛t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❡st✐♠❛t❡s ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❲❡ r❡❢❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❬❆r♥♦❧❞ ✷✵✵✶❪
❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❡♥tr♦♣② ❡st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞✳

✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥tr♦♣✐❡s✱ ❢r♦♠ ✭✻✳✷✷✮

dEm
dt

=
dE

dt
− dEM

dt
.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣②✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✻✳✸✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② E

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣②✱ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡
♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ❜❡❧♦✇✳ ❋✐rst✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ψ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✳

▲❡♠♠❛ ✹ ❚❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮ ❢♦r ψ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∂tψ = div(ψ∞∇(ψ/ψ∞)) + ∂x((A
′ −A′

t)ψ) − λ(x)(ψ − ψ1−i).

Pr♦♦❢ ✿ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∂tψ = div

(
∇ψ − ψ

ψ∞
∇ψ∞

)
+ ∂x((A

′ −A′
t)ψ) − λ(x)(ψ − ψ1−i)

= div (∇ψ + ∇(Vi −A ◦ ξ)ψ) + ∂x(A
′ψ) − ∂x(A

′
tψ) − λ(x)(ψ − ψ1−i)

= div (∇(Vi −At ◦ ξ)ψ) + ∆ψ − λ(x)(ψ − ψ1−i),



✻✳✸✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✶✶✼

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✳ ♦

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣②✳

▲❡♠♠❛ ✺ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② E s❛t✐s✜❡s

dE

dt
≤ −

1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∇❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ −
1∑

i=0

∫

T×R

(A′ −A′
t)∂x

[
❧♥
(
ψ

ψ∞

)]
ψ. ✭✻✳✷✽✮

Pr♦♦❢ ✿ ❋✐rst✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

dE

dt
=

d

dt

1∑

i=0

∫

T×R

❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ

=
1∑

i=0

∫

T×R

❧♥
(
ψ

ψ∞

)
∂tψ, ✭✻✳✷✾✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ψ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✹ t♦ ♦❜t❛✐♥

dE

dt
=

1∑

i=0

∫

T×R

❞✐✈
(
ψ∞∇

(
ψ

ψ∞

))
❧♥
(
ψ

ψ∞

)
+

1∑

i=0

∫

T×R

∂x((A
′ −A′

t)ψ)❧♥
(
ψ

ψ∞

)

−
1∑

i=0

∫

T×R

λ(x) ❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i) ✭✻✳✸✵✮

≤ −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∇❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ −
1∑

i=0

∫

T×R

(A′ −A′
t)∂x

[
❧♥
(
ψ

ψ∞

)]
ψ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✭✻✳✸✵✮ ✐s
♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✻✳ ♦

▲❡♠♠❛ ✻ ❋♦r ψ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✻✳✶✷✮ ❛♥❞ ψ∞ ✐ts ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s

−
1∑

i=0

∫

T×R

λ(x) ❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i) ≤ 0.

Pr♦♦❢ ✿ ❋✐rst✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t λ(x) = 0✱ ∀x ∈ E ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛t ✜①❡❞ (x, y) ∈ (T\E)×R✳ ❆t ✜①❡❞ (x, y)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

✭❇❡r♥♦✉❧❧✐✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ψ̃i = ψi/(ψ0 + ψ1)✱ s♦ t❤❛t ψ̃0 + ψ̃1 = 1✳

−
1∑

i=0

❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i)

= (−ψ0 + ψ1)

[
❧♥
(

ψ0

ψ∞,0

)
− ❧♥

(
ψ1

ψ∞,1

)]

= (ψ0 + ψ1)(−ψ̃0 + ψ̃1)

[
❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
− ❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)]

= (ψ0 + ψ1)

[
−❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
ψ̃0 − ❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)
ψ̃1

+ ❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
ψ̃1 + ❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)
ψ̃0

]

= (ψ0 + ψ1)

[
−2❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
ψ̃0 − 2❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)
ψ̃1

+ (ψ̃0 + ψ̃1)❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
+ (ψ̃0 + ψ̃1)❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)]

= (ψ0 + ψ1)

[
−2

1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃i

ψ̃∞

)
ψ̃i + ❧♥

(
ψ̃0

ψ̃∞,0

)
+ ❧♥

(
ψ̃1

ψ̃∞,1

)]
.

❋r♦♠ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✶❪✱ ∀(x, y) ∈ (T\E) × R✱ ψ̃∞,1 = ψ̃∞,0 = 1
2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡

❛❜♦✈❡ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

−
1∑

i=0

❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i)

= (ψ0 + ψ1)

[
−2

1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃i

ψ̃∞

)
ψ̃i + 2

1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃i

ψ̃∞

)
ψ̃∞

]

= −2(ψ0 + ψ1)

[
1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃i

ψ̃∞

)
ψ̃i +

1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃∞

ψ̃i

)
ψ̃∞

]
✭✻✳✸✶✮

≤ 0.

❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣✐❡s✳ ♦

❘❡♠❛r❦ ✾ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ E = ∅ ❛♥❞ t❤✉s ∀x ∈ T, λ(x) = λ > 0✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✭s❡❡ ❬❍✶❪✮ V0 = V1 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ψ∞,0 = ψ∞,1 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ T × R✳
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■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✻✳✸✶✮ t❤❛t

−
1∑

i=0

∫

T×R

λ(x)❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i)

≤ −2λ

∫

T×R

(ψ0 + ψ1)

1∑

i=0

❧♥

(
ψ̃i

ψ̃∞

)
ψ̃i

≤ −2λ

∫

T×R

1∑

i=0

❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ + 2λ

∫

T×R

❧♥
(

ψ0 + ψ1

ψ∞,0 + ψ∞,1

)
(ψ0 + ψ1).

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ψx,y := ψ0 + ψ1 s❛t✐s✜❡s ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡

∂tψ
x,y = div(ψx,y∞ ∇(ψx,y/ψx,y∞ )) + ∂x((A

′ −A′
t)ψ

x,y), ✭✻✳✸✷✮

♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✱ t❤❛t ∃C > 0✱ ∀t ≥ 0✱

−
1∑

i=0

∫

T×R

λ(x)❧♥
(
ψ

ψ∞

)
(ψ − ψ1−i) ≤ −2λE + 2λC❡−2 min{ρ,4π2} t.

❯s✐♥❣ t❤✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t −E ≤ −Em✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t Em ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st ✇✐t❤ r❛t❡

2 min{ρ, 4π2, λ}.

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ λ > 0✱ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉rs
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❆❇❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ E 6= ∅✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ λ = 0 ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✳✷✽✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧
t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s

▲❡♠♠❛ ✼ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ A′
t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ A′ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

A′
t −A′ =

1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ

ψξ
dy − ∂x❧♥

(
ψξ

ψξ∞

)
.

Pr♦♦❢ ✿ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
ψξ∞ ≡ 1



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ

ψξ
dy − ∂x❧♥

(
ψξ

ψξ∞

)

=
1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥(ψ)
ψ

ψξ
dy −

1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥(ψ∞)
ψ

ψξ
dy − ∂x❧♥

(
ψξ
)

=

1∑

i=0

∫

R

∂xψ

ψξ
dy +

1∑

i=0

∫

R

∂x(Vi −A ◦ ξ) ψ
ψξ

dy − ∂xψ
ξ

ψξ

=

1∑

i=0

∫

R

∂xVi
ψ

ψξ
dy −

1∑

i=0

∫

R

A′ ψ

ψξ
dy

= A′
t −A′,

❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ A′
t ✐♥ ✭✻✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t A ✐s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥❧②✳ ♦

❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A′
t ❛♥❞ A′ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✽ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ❛s✿

∫

T

|A′
t −A′|2ψξ dx ≤ 2R2Em(t),

✇❤❡r❡

R =
(
C +Mρ−1/2

)
.

Pr♦♦❢ ✿ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t |A′
t(x)−A′(x)| ≤M

√
2em(t, x)/ρ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

✇❡ ❤❛✈❡

A′
t(x) −A′(x) =

1∑

i=0

∫

R

∂xViψ dy

1∑

i=0

∫

R

ψ dy

−

1∑

i=0

∫

R

∂xViψ∞ dy

1∑

i=0

∫

R

ψ∞ dy

=
1∑

i=0

∫

R

((
∂xVi

ψξ,I

ψξ

)
ψ

ψξ,I
−
(
∂xVi

ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψ∞

ψξ,I∞

)
dy

=

1∑

i=0

∫

R×R

(
∂xVi(x, y)

ψξ,I

ψξ
− ∂xVi(x, y

′)
ψξ,I∞

ψξ∞

)
π(dy, dy′)



✻✳✸✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✶✷✶

✇❤❡r❡ π(dy, dy′) ✐s ❛♥② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R×R ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧s µt|x,i ❛♥❞ µ∞|x,i✳
◆❡①t✱ ✉s✐♥❣ ❚❛②❧♦r✬s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ ∂xVi(x, y)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

A′
t(x) −A′(x)

=

1∑

i=0

∫

R×R

(
(
∂xVi(x, y

′) + ∂x,yVi(x, η(y, y
′))(y − y′)

) ψξ,I
ψξ

− ∂xVi(x, y
′)
ψξ,I∞

ψξ∞

)
π(dy, dy′)

=
1∑

i=0

∫

R×R

(
∂xVi(x, y

′)

(
ψξ,I

ψξ
− ψξ,I∞

ψξ∞

)
+ ∂x,yVi(x, η(y, y

′))(y − y′)
ψξ,I

ψξ

)
π(dy, dy′)

=
1∑

i=0

(
ψξ,I

ψξ
− ψξ,I∞

ψξ∞

)∫

R

∂xVi(x, y
′)
ψ∞

ψξ,I∞

dy′

+
1∑

i=0

ψξ,I

ψξ

∫

R×R

∂x,yVi(x, η(y, y
′))(y − y′)π(dy, dy′)

✇❤❡r❡ η(y, y′) ∈ [y, y′]✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬❍✷❪ t❤❛t ∃C,M > 0 s✉❝❤ t❤❛t
∥∥∥∥
∫

R

∂xVi dµ∞|x,i

∥∥∥∥
L∞(T)

≤ C,

❛♥❞ ‖∂x,yVi‖L∞ ≤M ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
✇❡ ❤❛✈❡

|A′
t(x) −A′(x)| ≤ C

1∑

i=0

∣∣∣∣∣
ψξ,I

ψξ
− ψξ,I∞

ψξ∞

∣∣∣∣∣+M

1∑

i=0

ψξ,I

ψξ

∫

R×R

|y − y′|π(dy, dy′)

≤ C
√

2H(µIt|x, µ
I
∞|x) +M

1∑

i=0

ψξ,I

ψξ

∫

R×R

|y − y′|π(dy, dy′).

◆❡①t✱ ❜② t❤❡ ❚❛❧❛❣r❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✷✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ √
x✱

|A′
t(x) −A′(x)| ≤ C

√
2H(µIt|x, µ

I
∞|x) +M

1∑

i=0

ψξ,I

ψξ

√
2

ρ
H(µt|x,i, µ∞|x,i)

≤ C
√

2H(µt|x, µ∞|x) +M

√√√√2

ρ

1∑

i=0

H(µt|x,i, µ∞|x,i)
ψξ,I

ψξ

≤ C
√

2H(µt|x, µ∞|x) +M

√
2

ρ
H(µt|x, µ∞|x)

❚❤❡r❡❢♦r❡
|A′

t(x) −A′(x)|2 ≤ 2
(
C +Mρ−1/2

)2
em(t, x).

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ Em(t) =
∫

T
em(t, x) ψξdx✳ ♦

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t t♦♦❧s t♦ ❝♦♥tr♦❧ dE/dt✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❧❡❢t t♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣②✳



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

✻✳✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ EM

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ψξ✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② EM ✐s
❡❛s✐❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✾ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② s❛t✐s✜❡s

dEM
dt

= −
∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ = −F (ψξ|ψξ∞). ✭✻✳✸✸✮

Pr♦♦❢ ✿ ❯s✐♥❣ ✭✻✳✶✻✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts

dEM
dt

=
d

dt

∫

T

❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)
ψξ

=

∫

T

❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)
∂xxψ

ξ

= −
∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ.

▲❡♠♠❛ ✶✵ ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ψξ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧❧② ❢❛st ✇✐t❤ r❛t❡ r = 8π2

F (ψξ(t, ·)|ψξ∞) ≤ F0 ❡①♣(−8π2t),

✇❤❡r❡ F0 = F (ψξ(0, ·)|ψξ∞)✳

Pr♦♦❢ ✿ ❙❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✷ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪✳
♦

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❬❍✶❪✲❬❍✹❪ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣②✳

✻✳✸✳✸ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ Em

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❡♥tr♦♣② Em✱ s❡❡ ✭✻✳✸✻✮ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ✜rst ❜❡❣✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✲❧♦❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s µ∞|x,i s❛t✐s❢② ▲❙■✭ρ✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣②✳

▲❡♠♠❛ ✶✶ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✸❪✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② Em s❛t✐s✜❡s

Em ≤ 1

2ρ

1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ dx dy + Ec,

✇❤❡r❡ Ec ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✷✹✮✳
Pr♦♦❢ ✿ ❲❡ ✜st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥tr♦♣② em(t, x)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦
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t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✲❧♦❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❡❛s✉r❡s✳

em(t, x) = H(µt|x|µ∞|x)

=
1∑

i=0

∫

R

❧♥
(
ψ

ψξ

/ψ∞

ψξ∞

)
ψ

ψξ
dy

=
1∑

i=0

[∫

R

❧♥
(

ψ

ψξ,I

/ ψ∞

ψξ,I∞

)
ψ

ψξ
dy +

∫

R

❧♥

(
ψξ,I

ψξ

/ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψ

ψξ
dy

]

≤
1∑

i=0

[
1

2ρ

∫

R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2 ψ

ψξ
dy

]
+

1∑

i=0

[
❧♥

(
ψξ,I

ψξ

/ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψξ,I

ψξ

]

=
1

2ρ

1∑

i=0

∫

R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2 ψ

ψξ
dy + ec(t, x),

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ❬❍✸❪✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐s t❤❡♥

Em(t) =

∫

T

em(t, x)ψξ dx

≤ 1

2ρ

1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ dx dy + Ec,

❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ♦

❚❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Em ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✺ ❛♥❞ ✾✳

dEm
dt

=
dE

dt
− dEM

dt

≤ −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∇❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ −
1∑

i=0

∫

T×R

(A′ −A′
t)∂x❧♥

(
ψ

ψ∞

)
ψ

+

∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ.



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✼ ❛♥❞ ✉s❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts

dEm
dt

= −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ

+
1∑

i=0

∫

T×R

(
1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ

ψξ
dy − ∂x❧♥

(
ψξ

ψξ∞

))
∂x❧♥

(
ψ

ψ∞

)
ψ

+

∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ

= −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ

−
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ +

∫

T

(
1∑

i=0

∫

R

∂x❧♥
(
ψ

ψ∞

)
ψ dy

)2
1

ψξ
✭✻✳✸✹✮

−
1∑

i=0

∫

T×R

∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)
∂x❧♥

(
ψ

ψ∞

)
ψ +

∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✻✳✸✹✮ ✐s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❜② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❤❛✈❡

dEm
dt

≤ −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ

−
1∑

i=0

∫

T×R

∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)
∂x❧♥

(
ψ

ψ∞

)
ψ +

∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ

= −
1∑

i=0

∫

T×R

∣∣∣∣∂y❧♥
(
ψ

ψ∞

)∣∣∣∣
2

ψ −
∫

T

[
∂x❧♥

(
ψξ

ψξ∞

)
ψξ
]

(A′
t −A′)✭✻✳✸✺✮

≤ −2ρEm + 2ρEc +

√∫

T

|A′
t −A′|2 ψξ

√∫

T

∣∣∣∣∂x❧♥
(
ψξ

ψξ∞

)∣∣∣∣
2

ψξ.

▲✐♥❡ ✭✻✳✸✺✮ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ❛♥❞
❛ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛s ✽ ❛♥❞
✶✵✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dEm
dt

≤ −2ρEm + 2ρEc +R
√

2Em
√
F0❡−8π2t, .

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ F0 = F (ψξ(0, ·)|ψξ∞)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ∀ε > 0✱
∀a, b ∈ R✱ ab < εa2 + 1

4εb
2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dEm
dt

≤ −2
(
ρ−R2ε

)
Em + 2ρEc +

1

4ε
F0❡−8π2t, ✭✻✳✸✻✮

✇❤❡r❡ ε > 0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥tr♦♣② t❡r♠ Ec ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳
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✻✳✸✳✹ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ Ec

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Ec✱ t❤❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ µIt|x ❛♥❞ µI∞|x✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② P ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ χ2✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s✱ s❡❡ ✭✻✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✾✮ ❜❡❧♦✇✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t Ec =

∫
T
H(µIt|x|µI∞|x)ψ

ξ dx✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛
❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❡❛s✉r❡✳ P♦✐♥❝❛ré ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❡❛s✉r❡s ❬❆♥é ✷✵✵✵❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣
r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❬❍✶❪✮✱ ✇❡
❢❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ E ⊂ T✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣❡r♠✐tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✿ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µIt|x r❡❛❝❤❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣
♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ r❡s♦rt t♦ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ec ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ∀x > 0✱ x❧♥(x) ≤ x(x− 1) ❛♥❞ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t

∑1
i=0

∫
T
ψξ,I(t, x, i) dx = 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ec =

1∑

i=0

∫

T

❧♥

(
ψξ,I

ψξ

/
ψξ,I∞

ψξ∞

)
ψξ,I

=

1∑

i=0

∫

T

❧♥
(
ψξ,I/ψξ,I∞

)
ψξ,I − EM

≤
1∑

i=0

∫

T

(
ψξ,I

ψξ,I∞

− 1

)2

ψξ,I∞ dx− EM ✭✻✳✸✼✮

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡
Ec ≤ P, ✭✻✳✸✽✮

✇❤❡r❡

P =

1∑

i=0

∫

T

(
ψξ,I

ψξ,I∞

− 1

)2

ψξ,I∞ dx. ✭✻✳✸✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ P ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r
r❡s✉❧ts t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ψξ,I ✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ψξ,I ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s ❞❡♥s✐t② ✐❢ A′

t ❛♥❞
∫

T
∂xV dµt|x,i ✇❡r❡

❛❧r❡❛❞② ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✷ ❚❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ❢♦r ψξ,I ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∂tψ
ξ,I = ∂x

(
ψξ,I∞ ∂x

(
ψξ,I

ψξ,I∞

))
+ ∂x

((∫
R
∂xViψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xViψ∞

ψξ,I∞

)
ψξ,I

)

+∂x((A
′ −A′

t)ψ
ξ,I) − λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i)

✭✻✳✹✵✮

Pr♦♦❢ ✿ ❋✐rst ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t

∂tψ
ξ,I = ∂x

(∫

R

ψ∞∂x

(
ψ

ψ∞

)
dy

)
+∂x((A

′−A′
t)ψ

ξ,I)−λ(x)(ψξ,I −ψξ,I1−i). ✭✻✳✹✶✮
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❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂tψ
ξ,I = ∂x

(∫

R

∂xψ − ψ

ψ∞
∂xψ∞

)
+ ∂x

∫

R

(A′ −A′
t)ψ − λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i)

= ∂x

(∫

R

∂x(Vi −A ◦ ξ)ψ
)

+ ∂xxψ
ξ,I + ∂x

∫

R

(A′ −A′
t)ψ − λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i)

=

∫

R

∂x (∂x(Vi −At ◦ ξ)ψ) + ∂xxψ
ξ,I − λ(x)(ψξ,I − ψξ,I1−i)

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ψξ,I ✳
◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ∀x ∈ T✱ ∀i ∈ {0, 1}
∫

R

ψ∞∂x

(
ψ

ψ∞

)
dy = ψξ,I∞ ∂x

(
ψξ,I

ψξ,I∞

)
+

(∫
R
∂xViψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xViψ∞

ψξ,I∞

)
ψξ,I . ✭✻✳✹✷✮

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

∫

R

ψ∞∂x

(
ψ

ψ∞

)
dy − ψξ,I∞ ∂x

(
ψξ,I

ψξ,I∞

)

=

∫

R

∂xψ dy −
∫

R

ψ

ψ∞
∂xψ∞ − ∂xψ

ξ,I +
ψξ,I

ψξ,I∞

∂xψ
ξ,I
∞

=

∫

R

(∂x(Vi −A ◦ ξ))ψ dy −

∫

R

∂x(Vi −A ◦ ξ)e−(Vi−A◦ξ)dy
∫

R

e−(Vi−A◦ξ) dy

ψξ,I

=

∫

R

(∂xVi)ψ dy −A′(x)ψξ,I −

∫

R

∂xVie
−(Vi−A◦ξ) dy

∫

R

e−(Vi−A◦ξ) dy

ψξ,I +A′(x)ψξ,I

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② A ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ y✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫

R

ψ∞∂x(ψ/ψ∞) dy − ψξ,I∞ ∂x(ψ
ξ,I/ψξ,I∞ ) =

(∫
R
∂xViψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xViψ∞

ψξ,I∞

)
ψξ,I , ✭✻✳✹✸✮

❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✭✻✳✹✵✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✻✳✹✷✮ ✐♥t♦ ✭✻✳✹✶✮✳ ♦
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✻✳✹✵✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✭✻✳✷✺✮✱ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t At ❛♥❞

∫
T
∂xV dµt|x,i ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❝♦♥✈❡r❣❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✐♥❣

❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❢♦r❝❡✱ A′
t − A′✱ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✼ ❛♥❞ ✽✳ ❲❡ ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❢t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✸ ∀x ∈ T✱ ∀i ∈ {0, 1}✱
∣∣∣∣

∫
R
∂xViψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xViψ∞

ψξ,I∞

∣∣∣∣ ≤M

√
2

ρ
H
(
µt|x,i

∣∣µ∞|x,i

)
.
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❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣

∫
R
∂xViψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xViψ∞

ψξ,I∞

∣∣∣∣
2

ψξ,I dx ≤ 2M2

ρ
Em. ✭✻✳✹✹✮

Pr♦♦❢ ✿ ▲❡t Π(µt|x,i, µ∞|x,i) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ R×R ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧s
µt|x,i ❛♥❞ µ∞|x,i r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❧❡t π ∈ Π ✳ ❚❤❡♥
∣∣∣∣
∫

R

(
∂xVi

ψ

ψξ,I
− ∂xVi

ψ∞

ψξ,I∞

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

R×R

(
∂xVi(x, y) − ∂xVi(x, y

′)
)
π(dy, dy′)

∣∣∣∣

≤ ‖∂x,yVi‖L∞

∫

R×R

|y − y′| π(dy, dy′)

≤ M

√
2

ρ
H(µt|x,i|µ∞|x,i)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ▲❡♠♠❛ ✸ s✐♥❝❡ µ∞|x,i s❛t✐s✜❡s ▲❙■(ρ)✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✹✮ ❢♦❧❧♦✇s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

∑1
i=0

∫
T
H(µt|x,i|µ∞|x,i)ψ

ξ,I dx ≤ Em✳ ♦
❖♥❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✐s ♥♦✇ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ✐s t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥❝❡ A′
t ❛♥❞∫

R

∂xVidµt|x,i ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✭s❡❡ ✭✻✳✷✺✮✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛

s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s

Vl =

{
v : T × {0, 1} → R

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ {0, 1}, vi

ψξ,I∞ (x, i)
∈ L2

(
T, ψξ,I∞ (x, i) dx

)
,

1∑

i=0

∫

T

vi(x) dx = l

}

❛♥❞

Wl =

{
w ∈ Vl

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ {0, 1}, wi

ψξ,I∞ (x, i)
∈ H1

(
T, ψξ,I∞ (x, i) dx

)
,

1∑

i=0

∫

T

wi(x) dx = l

}
.

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ✐♥ Vl ✭♦r ✐♥ Wl✮ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

φ :

{
T → R

2

x 7→ (φ0(x), φ1(x))
✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t φ ∈ W1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f := φ− ψξ,I∞ ∈ W0✳

▲❡♠♠❛ ✶✹ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L = (L0,L1)✱ ✇✐t❤ Li ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✻✳✷✺✮✱

Liφ = −
[
∂x

(
ψξ,I∞,i∂x

(
φi/ψ

ξ,I
∞,i

))
− λ(x)(φi − φ1−i)

]
.

❚❤❡♥

✐✮ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r
♣r♦❞✉❝t

〈f, g〉 =
1∑

i=0

∫

T

fi(x)gi(x)
1

ψξ,I∞ (x, i)
dx.
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✐✐✮ L ❤❛s ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ θ > 0 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

inf
f∈W0,f 6=0

〈f,Lf〉
〈f, f〉 = θ > 0. ✭✻✳✹✺✮

Pr♦♦❢ ✿ ✐✮ ❚♦ s❤♦✇ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕ, φ ∈ W0✳
◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∀x ∈ T \ E ✱ ψξ,I∞,0(x) = ψξ,I∞,1(x)✱

1∑

i=0

∫

T

ϕiLiφ
1

ψξ,I∞,i

dx

= −
1∑

i=0

∫

T

ϕi∂x

(
ψξ,I∞,i∂x

(
φi

ψξ,I∞,i

))
1

ψξ,I∞,i

dx+
1∑

i=0

∫

T

λ(x)ϕi(φi − φ1−i)
1

ψξ,I∞,i

dx

=
1∑

i=0

∫

T

∂x

(
ϕi

ψξ,I∞,i

)
∂x

(
φi

ψξ,I∞,i

)
ψξ,I∞,i dx+

∫

T

λ(x)(ϕ0 − ϕ1)(φ0 − φ1)
1

ψξ,I∞,0

dx

✭✻✳✹✻✮

= −
1∑

i=0

∫

T

φi∂x

(
ψξ,I∞,i∂x

(
ϕi
φ∞,i

))
1

ψξ,I∞,i

dx+

∫

T

λ(x)(φ0 − φ1)(ϕ0 − ϕ1)
1

ψξ,I∞,0

dx

=
1∑

i=0

∫

T

φiLiϕ
1

ψξ,I∞,i

dx.

❋r♦♠ ✭✻✳✹✻✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ L
1∑

i=0

∫

T

φiLiφ
1

ψξ,I∞,i

dx =
1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∣∂x

(
φi

ψξ,I∞,i

)∣∣∣∣∣

2

ψξ,I∞,i dx+

∫

T

λ(x)(φ0−φ1)
2 1

ψξ,I∞,0

dx > 0.

✭✻✳✹✼✮
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② φ ∈ W0✱ s✐♥❝❡ 〈φ,Lφ〉 = 0 ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ φ0 = φ1 = 0✳

✐✐✮ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ∃κ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t ∀φ ∈ W0✱ φ 6= 0✱

1∑

i=0

∫

T

φiLiφ
1

ψξ,I∞

dx ≥ κ
1∑

i=0

∫

T

(
|φi|2 + |∇φi|2

) 1

ψξ,I∞

dx.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② t❤❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ t❤❡♦r❡♠✱ L−1 ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ V0 t♦ W0 ❛♥❞ t❤✉s
❝♦♠♣❛❝t ❢r♦♠ V0 t♦ V0✳ ❋r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ L✱ ❛♥❞ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ V0 t♦ V0✱ ✐t ❤❛s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs (vn)n≥1✱ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t 〈·, ·〉✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ V0 ❛♥❞ W0✱ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (σn)n≥1✱ s✉❝❤ t❤❛t lim

n→∞
σn = ∞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✿ θ = σ1 > 0✳ ♦

❘❡♠❛r❦ ✶✵ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∈ W1 s❛t✐s✜❡s ∂tφ = Lφ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

∀t ≥ 0, ‖φ− ψξ,I∞ ‖2 ≤ Ke−2θt, ✭✻✳✹✽✮
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✇❤❡r❡ ‖·‖2 = 〈·, ·〉 ❛♥❞ K =
∑

n≥1

〈φ(0, ·)−ψξ,I∞ , vn〉2✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣

t❤❛t φ − ψξ,I∞ ∈ W0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs (vn)n≥1

φ− ψξ,I∞ =
∑

n≥1

〈φ(0, ·) − ψξ,I∞ , vn〉vne−σnt.

❚❤❡ r❡s✉❧t ✭✻✳✹✽✮ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✐♥❝❡ ∀n ≥ 2✱ σn ≥ σ1 = θ✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛t ❤❛♥❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ P
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✸✾✮

1

2

dP

dt
=

1∑

i=0

∫

T

(
ψξ

ψξ,I∞

− 1

)
∂t

(
ψξ

ψξ,I∞

)
ψξ,I∞ dx

=

1∑

i=0

∫

T

ψξ,I∂t

(
ψξ

ψξ,I∞

)
dx−

1∑

i=0

∫

T

∂tψ
ξ,I dx

=
1∑

i=0

∫

T

ψξ,I∂tψ
ξ,I 1

ψξ,I∞

dx.

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✵✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✷✱ ✇❡ ❣❡t

1

2

dP

dt
=

1∑

i=0

∫

T

ψξ,I∂tψ
ξ,I 1

ψξ,I∞

dx

= −
1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx−
1∑

i=0

∫

T

λ(x)ψξ,Ii (ψξ,Ii − ψξ,I1−i)
1

ψξ,I∞,i

dx

−
1∑

i=0

∫

T

∂x

(
ψξ

ψξ,I∞

)
(A′ −A′

t)ψ
ξ,I dx

−
1∑

i=0

∫

T

∂x

(
ψξ

ψξ,I∞

)(∫
R
∂xV ψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xV ψ∞

ψξ,I∞

)
ψξ,I dx.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ψξ,I∞,0 = ψξ,I∞,1 ❢♦r λ(x) 6= 0✱

t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞,0

dx✳ ❋✐♥❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣

❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r α > 0

1

2

dP

dt
= −

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx−
∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞,0

dx

+
1

4α

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I dx+ α

∫

T

|A′ −A′
t|2ψξ dx

+
1

4α

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I dx+ α

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣

∫
R
∂xV ψ

ψξ,I
−
∫

R
∂xV ψ∞

ψξ,I∞

∣∣∣∣
2

ψξ,I dx.



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

◆❡①t✱ ❜② ▲❡♠♠❛s ✽ ❛♥❞ ✶✸✱

1

2

dP

dt
= −

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx−
∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞

dx

+
1

2α

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I dx+ 2α
M2

ρ
Em + 2αR2Em.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ ψξ,I ≤ ψξ ≤ M̃ ❢♦r M̃ =
∥∥ψξ(0, ·)

∥∥
L∞ ❛♥❞ 1 ≤ ψξ,I∞ /c

❢♦r c = min
x,i

ψξ,I∞ ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s

1

2

dP

dt
≤ −

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx−
∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞

dx

+
M̃

2αc

1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx+ 4αR2Em.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡r♠s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t α ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t M̃/2αc < 1 ✭❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r α ✐s ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

2

dP

dt
≤ −

(
1 − M̃

2αc

)
1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx−
∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞

dx+ 4αR2Em

≤ −
(

1 − M̃

2αc

)[
1∑

i=0

∫

T

∣∣∣∣∂x
(
ψξ

ψξ,I∞

)∣∣∣∣
2

ψξ,I∞ dx+

∫

T

λ(x)
∣∣∣ψξ,I0 − ψξ,I1

∣∣∣
2 1

ψξ,I∞

dx

]
+ 4αR2Em

≤ −
(

1 − M̃

2αc

)
1∑

i=0

∫

T

(ψξ,ILiψξ,I)
1

ψξ,I∞

dx+ 4αR2Em

≤ −
(

1 − M̃

2αc

)
θP + 4αR2Em, ✭✻✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✭✻✳✹✺✮✱ ✇✐t❤ f := ψξ,I − ψξ,I∞ ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t f ∈ W0

s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ψξ,I ✐s
1∑

i=0

∫

T

ψξ,Idx = 1✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ✇❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✻✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✾✮✳

✻✳✸✳✺ ❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t Em ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢❛st✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
✭✻✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✾✮✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢r♦♠ ✭✻✳✸✽✮✱ Ec ≤ P ✱ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐s





dEm
dt

≤ −2
(
ρ−R2ε

)
Em + 2ρP +

1

4ε
F0 ❡−8π2t,

dP

dt
≤ 8αR2Em − 2

(
1 − M̃

2αc

)
θP.

✭✻✳✺✵✮



✻✳✸✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✶✸✶

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ ε r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❛t❡✳ ❚♦ ✜① α✱ ❧❡t ✉s ✜rst st✉❞② t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ε✳

▲❡♠♠❛ ✶✺ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❬❍✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①

A =

(
−ρ ρ

4αR2 −
(
1 − M̃

2αc

)
θ

)

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ α ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s −λ± ♦❢ A ❛r❡ s✉❝❤
t❤❛t

−λ− ≤ −λ+ = −Λ(θ) < 0

✇❤❡r❡ Λ : (θmin,∞) → (0, ρ) ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

θmin =
8M̃R2

c
✱ ✇❤❡r❡ R = C + Mρ−1/2✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Λ ✐s s✉❝❤ t❤❛t Λ → 0 ❛s

θ → θmin ❛♥❞ Λ → ρ ❛s θ → ∞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Λ(ρ+ 2θmin) =
ρ

2
✳

Pr♦♦❢ ✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α > 0✱ tr(A) < 0 ❛♥❞ ❞❡t(A) > 0✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡
❤❛✈❡

tr(A) = −ρ−
(

1 − M̃

2αc

)
θ < 0 ✐✛ α >

M̃θ

2c(ρ+ θ)
✭✻✳✺✶✮

❛♥❞

❞❡t(A) = θρ

(
1 − M̃

2αc

)
−4αR2ρ > 0 ✐✛ α ∈ (α−, α+), α± =

θc±
√
θ2c2 − 8M̃θR2c

8R2c
.

✭✻✳✺✷✮
❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (α−, α+) ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ [0,∞) s✐♥❝❡ θ > θmin =

8M̃R2/c ✭❤②♣♦t❤❡s✐s ❬❍✹❪✮✳ ❲❡ s❡❡❦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ α t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −λ+

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✷✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡

α = α∗ :=
M̃

c
,

✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t α∗ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✷✮ s✐♥❝❡✱ ❢♦r α = α∗✱ tr(A) = −ρ − θ/2 < 0

❛♥❞ ❞❡t(A) = θρ/2 − 4R2M̃ρ/c > 0✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥
❜②

−λ± =
1

2


−

(
ρ+

θ

2

)
±
√(

ρ− θ

2

)2

+
16R2M̃ρ

c


 < 0.

❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
−λ+✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Λ(θ) = −1

2


−

(
ρ+

θ

2

)
+

√(
ρ− θ

2

)2

+
16R2M̃ρ

c






✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞

s✉❝❤ t❤❛t λ+ = Λ(θ)✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t Λ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ✇✐t❤

Λ(θ) →
{

0 ❛s θ → 8M̃R2

c ,

ρ ❛s θ → ∞.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t Λ(ρ+ 2θmin) =
ρ

2
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ♦

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ▲❡t Y (t) =

(Em(t), P (t)) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✺✵✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Em ≤ ‖Y ‖2

✭✇❤❡r❡ ‖Y ‖2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r Y ✮✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥

1

2

d

dt
‖Y ‖2

2 =
1

2

d

dt
(E2

m + P 2)

≤ 2Y TAY + 2R2εE2
m +

1

4ε
F0 ❡−8π2tEm

≤ −2Λ(θ) ‖Y ‖2
2 + 2R2ε‖Y ‖2

2 +
1

4ε
F0 ❡−8π2t‖Y ‖2,

❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱

d‖Y ‖2

dt
≤ −2(Λ(θ) −R2ε)‖Y ‖2 +

1

4ε
F0 ❡−8π2t. ✭✻✳✺✸✮

❋♦r ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ ε > 0✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r λε = Λ(θ)−R2ε < Λ(θ)✳ ❲❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡
✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t λε 6= 4π2✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✭✻✳✺✸✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

Em ≤ ‖Y ‖2 ≤ Kε ❡−2min{λε,4π2}t, ✭✻✳✺✹✮

✇❤❡r❡

Kε = 2 ♠❛①
{√

E2
m(0) + P 2(0),

F0

8ε|λε − 4π2|

}
,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✻✳✷✼✮✳
❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥tr♦♣② E r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

E = EM + Em✱ ✭✻✳✺✹✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛s ✾ ❛♥❞ ✶✵✳ ❚❤❡ ❈s✐s③❛r✲❑✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ‖ψ(t, ·) − ψ∞‖2

L1 ✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦♥ A′

t ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✽ ❛♥❞ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ψξ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡✱ s❡❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ✐♥ ❬▲❡❧✐è✈r❡ ✷✵✵✽❪
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
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