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R¶esum¶e

Un manque signi¯catif d'infrastructures est apparu pendant la p¶eriode d'aprµes guerre. Face
µa cette demande press¶ee et grandissante, les ing¶enieurs ont ¶et¶e contraints µa r¶epondre dans
la rapidit¶e, parfois même sans consid¶erer pleinement les aspects li¶es µa la durabilit¶e. De nos
jours, l'ensemble de ces infrastructures constitue un h¶eritage qui doit être maintenu en fonction.
N¶eanmoins, les gestionnaires d'ouvrage ont fait ¶etat d'importants signes de d¶egradation caus¶es
par l'interaction entre l'environnement ext¶erieur et les mat¶eriaux constitutifs des ouvrages exis-
tants. Leur durabilit¶e est nettement a®ect¶ee, pouvant conduire parfois µa une perte d'aptitude
au service voir jusqu'µa une perte de s¶ecurit¶e structurale. Une des causes majeures responsables
de cette perte de performance a ¶et¶e identi¯¶ee comme ¶etant la corrosion des armatures pr¶esentes
dans le b¶eton arm¶e. Ce ph¶enomµene est susceptible de se d¶evelopper soit par carbonatation, soit
par p¶en¶etration des ions chlorures par le b¶eton d'enrobage. C'est alors que des produits de corro-
sion apparaissent et g¶enµerent des contraintes de traction qui, dµes que la r¶esistance en traction est
d¶epass¶ee, favorisent l'apparition de ¯ssures. D'un point de vue pratique, dµes que les premiµeres ¯s-
sures sont remarqu¶ees µa la surface du b¶eton, la corrosion a g¶en¶eralement atteint un stade avanc¶e
et des actions de maintenance doivent être lanc¶ees. Cela entrâ³ne d'importants coûts qui auraient
pu être ¶evit¶es si une pr¶ediction satisfaisante avait pu être r¶ealis¶ee. Cette ¶etude vise µa apporter
des ¶el¶ements de r¶eponse µa cette probl¶ematique. Deux objectifs essentiels ont ¶et¶e consid¶er¶es : le
premier consiste µa proposer des lois de comportement robustes et satisfaisantes permettant de
bien d¶ecrire le comportement des ¶el¶ements de structure existants et le second consiste µa propo-
ser une m¶ethode probabiliste permettant d'actualiser les paramµetres de modµeles sur la base de
l'information disponible sur le terrain. Un cadre constitutif g¶en¶erique couplant ¶elasticit¶e, endom-
magement isotrope et glissement interne a ¶et¶e d¶evelopp¶e. Son admissibilit¶e thermodynamique
a ¶et¶e montr¶ee. Cette classe d'¶equations a ¶et¶e particularis¶ee au cas de l'interface acier/b¶eton en
pr¶esence de corrosion et au cas du b¶eton. Ces derniµeres peuvent être utilis¶ees non seulement
sous chargement monotone mais aussi sous chargement cyclique. Les lois propos¶ees permettent
de prendre en compte les e®ets hyst¶er¶etiques, les d¶eformations permanentes et l'e®et unilat¶eral.
En outre, ces derniµeres ont ¶et¶e valid¶ees sur di®¶erents cas tests. Parfois, il n'est pas justi¯¶e de
rechercher des informations trµes locales, c'est alors que le recours µa des modµeles simpli¯¶es est
justi¯¶e. Des versions multi¯bres des lois pr¶ec¶edemment mentionn¶ees ont donc ¶et¶e d¶evelopp¶ees.
En particulier, une prise en compte du caractµere imparfait de l'interface acier/b¶eton au sein du
formalisme multi¯bre a ¶et¶e consid¶er¶ee. L'¶etape d'identi¯cation des paramµetres mat¶eriaux n'est
pas toujours ais¶ee µa r¶ealiser en raison d'une part des incertitudes qui entachent ces derniers et,
d'autre part, de la m¶econnaissance des m¶ecanismes locaux. Ainsi, une m¶ethodologie probabiliste
complµete permettant d'actualiser les paramµetres d'entr¶ee sur la base d'observations ext¶erieures a
¶et¶e propos¶ee. Elle s'appuie sur une utilisation conjointe des r¶eseaux bay¶esiens et de la th¶eorie de
la ¯abilit¶e. Elle permet de r¶eduire l'¶ecart entre la pr¶ediction num¶erique et les mesures r¶ealis¶ees
sur le terrain. Cette ¶etude devrait contribuer µa fournir aux gestionnaires d'ouvrage des outils
d'aide µa la d¶ecision leur permettant de mieux g¶erer leur parc d'ouvrages.
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Abstract

During the post war period, a signi¯cant lack of infrastructures appeared. Facing to this growing
demand, civil engineers had to conceive promptly, without considering durability. Today, those
infrastructures constitute a heritage that has to be kept operational. Stackholders have observed
noticeable signs of degradation resulting from interactions between the environment and consti-
tutive materials. Durability tends to decrease till the serviceability becomes a®ected and, in some
cases, till the structural safety is concerned. One of the major causes leading to such a noticeable
loss of performance has been identi¯ed as being the corrosion phenomena induced either by car-
bonation or by chloride ions ingress. The corrosion products being expansive, tensile stresses are
generated and usually lead to the cover concrete cracking. From a practical point of view, when
¯rst observable signs of degradation are noticed on site, it is generally too late and service ac-
tions have to be performed. This results in important expenses that could have been avoided if a
satisfying prediction had been made. This thesis aims to propose some answers to that problem.
Two main objectives have been de¯ned. The ¯rst one consists in formulating reliable constitutive
models for better understanding of the mechanical behavior of existing structures. The second
objective aims to develop a probabilistic approach for updating the mechanical model according
to the experimental information available on site. A general constitutive framework has been
proposed coupling elasticity, isotropic damage and internal sliding. Its thermodynamical admis-
sibility has been checked. This general framework has been declined in two speci¯c constitutive
models : the ¯rst one for modeling the steel/concrete interface including corrosion and, the
second one, for modeling concrete. Both models have been validated on several discriminating
structural cases. They can be used for monotonic and cyclic loadings. Besides, they account
for non linear hysteretic e®ects, quasi unilateral e®ect, permanent strains, etc. Sometimes, very
accurate information is not required and the use of simpli¯ed models is su±cient. Hence, sim-
pli¯ed versions of the proposed constitutive models have been proposed within the framework
of the multi¯ber beams theory. Especially, in the case of the steel/concrete interface, although
a Timoshenko based kinematics is assumed, a non-perfect interface between steel and concrete
can be considered locally. The material parameter identi¯cation is not always straightforward.
Therefore, the use of robust updating methods can improve the accuracy of mechanical models.
A complete probabilistic approach based on Bayesian Networks has been proposed. It allows not
only considering the uncertainties related to mechanical parameters but also reducing the gap
between experimental measurements and numerical predictions. This study shows that coupling
reliable constitutive models to robust updating methods provide satisfying predictions that can
help stackholders to better plan service actions and better manage budgets constraints.
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Notations

Les notations essentielles des di®¶erentes quantit¶es math¶ematiques introduites dans ce m¶emoire
sont rassembl¶ees et explicit¶ees dans cette section. Selon le contexte de la pr¶esentation, certaines
variables sont utilis¶ees en notations soit tensorielle (notations en soulign¶e) soit matricielle (no-
tation en gras). Le sens de ces derniµeres n'est toutefois pr¶ecis¶e qu'une seule fois.

Variables scalaires

¦ i : Puissance virtuelle des e®orts int¶erieurs
¦ e : Puissance virtuelle des e®orts ext¶erieurs
¦ a : Puissance virtuelle associ¶ee µa l'acc¶el¶eration
¸ : Multiplicateur de Lagrange
E : ¶Energie interne
K : ¶Energie cin¶etique
Q : Chaleur
S : Entropie
T : Temp¶erature
½ : Masse volumique
e : Densit¶e d'¶energie cin¶etique
s : Densit¶e d'entropie
r : Source de chaleur
ª : Potentiel thermodynamique
¥ : ¶Energie de Gibbs
r : Source de chaleur
D : Dissipation intrinsµeque volumique
f : Potentiel de dissipation
¸ d : Multiplicateur d'endommagement
¸ ¼ : Multiplicateur de glissement interne
¸ r : Multiplicateur an¶elastique
Á : Pseudo-potentiel de dissipation
g : Potentiel plastique
¿ : Contrainte de cisaillement µa l'interface acier/b¶eton
¿0 : Contrainte de cisaillement seuil µa l'interface acier/b¶eton
¿max : Contrainte de cisaillement maximum µa l'interface acier/b¶eton
K I;II;III : Facteur d'intensit¶e de contrainte en mode I, II et III
f I;II;III : Fonction poids en mode I, II et III
¾1 : Contrainte en champ lointain
E : Module d'Young
º : Coe±cient de Poisson
· : Coe±cient de compressibilit¶e
¹ : Module de cisaillement
Gf : ¶Energie de ¯ssuration (m¶ecanique de la rupture)
f t : R¶esistance en traction (b¶eton)
wc : Ouverture de ¯ssure critique
Ág : Diamµetre du plus gros granulat
~² : D¶eformation ¶equivalente de Mazars
d : Variable d'endommagement (0 si le mat¶eriau est sain, 1 sinon)
dT : Variable d'endommagement en traction (0 si le mat¶eriau est sain, 1 sinon)
dC : Variable d'endommagement en compression (0 si le mat¶eriau est sain, 1 sinon)
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²d0 : D¶eformation critique de Mazars
Tc : Degr¶e de corrosion
W : Fonction d'adh¶erence
lc : Longueur caract¶eristique de l'approche non locale
H S : Fonction indicatrice d'une discontinuit¶e cin¶ematique
N i : Fonction de forme associ¶ee au n¾udi
a : Paramµetre mat¶eriau associ¶e µa l'¶ecrouissage cin¶ematique
c : Paramµetre mat¶eriau de dilatance
° : Paramµetre mat¶eriau associ¶e µa l'¶ecrouissage cin¶ematique
Y : Taux de restitution d'¶energie
Yd : Taux de restitution d'¶energie associ¶e µa l'endommagement isotrope
Y¼ : Taux de restitution d'¶energie associ¶e au glissement interne
Yr : Taux de restitution d'¶energie associ¶e aux d¶eformations an¶elastiques
H : Fonction de consolidation
Ad : Paramµetre de fragilit¶e (interface acier/b¶eton)
qi =1 ;2;3 : Paramµetre du critµere de Gurson modi¯¶e (interface acier/b¶eton)
®0 : Paramµetre de dissym¶etrie dans le seuil d'endommagement (interface acier/b¶eton)
Y0 : Seuil initial d'endommagement
ADir : Paramµetre de fragilit¶e en traction (b¶eton)
A Ind : Paramµetre de fragilit¶e en compression (b¶eton)
f ? : Fraction volumique des pores (interface acier/b¶eton)
k : Paramµetre mat¶eriau li¶e aux d¶eformations an¶elastiques
n : Exposant d'¶ecrouissage li¶e aux d¶eformations an¶elastiques
º ox : Coe±cient d'expansion des produits de corrosion
D0 : Diamµetre initial de l'armature
¯ : Paramµetre de dissym¶etrie dans le seuil d'endommagement (b¶eton)
Á¼ : Pseudo potentiel li¶e au glissement interne
²Tol : Tol¶erance pour les algorithmes d'int¶egration locale
´ : Facteur de partition (approche multi¯bre avec interface imparfaite)

Variables vectorielles

v : D¶eplacements virtuels
° : Acc¶el¶eration
u : D¶eplacements r¶eels
M : Point mat¶eriel
n : Normale ext¶erieure
t : Tractions
¹t : Tractions impos¶ees
¹u : D¶eplacements r¶eels impos¶ees
q : Flux de chaleur
f Int : Forces internes
fExt : Forces externes
B : Matrice gradient
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Variables tensorielles

¾ : Contraintes de Cauchy
² : D¶eformations totales lin¶earis¶ees
K : Rigidit¶e total

Can : Module tangent coh¶erent

C f : Module d'adoucissement

H f : Compliance en endommagement anisotrope

D : Variable d'endommagement anisotrope

Y : Taux de restitution d'¶energie en endommagement anisotrope

² f : D¶eformation de ¯ssures (approche ¯ssuration di®use)
²m : D¶eformation du mat¶eriau sain (approche ¯ssuration di®use)
²p : D¶eformation plastique
²r : D¶eformation an¶elastique associ¶ee aux produits de corrosion
X : Contrainte de rappel
²¼ : Glissement interne
¾¼ : Contrainte de frottement
¾

r
: Contrainte associ¶ee aux d¶eformations an¶elastiques

¾M : ¶Ecrouissage associ¶ee aux d¶eformations an¶elastiques
¾y : Contrainte seuil associ¶ee aux produits de corrosion
® : ¶Ecrouissage cin¶ematique
z : ¶Ecrouissage isotrope
Z : Variable force associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope
± : Tenseur unit¶e d'ordre deux (de Kronecker)
²Dir : Extensions directes (b¶eton)
² Ind : Extensions induites (b¶eton)

Op¶erations et op¶erateurs

r (:) : Gradient
Div (:) : Divergence pour un tenseur
L (:) : Loi de comportement g¶en¶erique
d
dt (:) : D¶eriv¶ee temporelle
Arg (:) : Argument
G(:) : Fonctionnelle de Lagrange
Tr (A) := Akk : Trace
(A)d

ij := A ij ¡ 1
3Akk ±ij : D¶eviateur

H(:) : Fonction d'Heaviside
A : B := A ij B ji : Produit doublement contract¶e
(A:B ) ij := A ik Bkj : Produit simplement contract¶e
(A ­ B ) ijkl := A ij Bkl : Produit tensoriel
< A > + : Partie positive
< A > ¡ : Partie n¶egative
I i (A) : iµeme Invariant du tenseur A
J i (A) : iµeme Invariant du tenseur d¶eviateur de A
u­ v := 1

2(ui vj + uj vi ) : Produit tensoriel sym¶etris¶e
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A Op¶erateur d'assemblage
_X := @X

@t : D¶eriv¶ee de la quantit¶eX , par rapport au pseudo tempst
max (:) : Maximum
min (:) : Minimum
Ln (:) : Logarithme n¶ep¶erien
ch(:) : Cosinus hyperbolique
sh(:) : Sinus hyperbolique
Det (:) : D¶eterminant
Sg(:) : Fonction signe
erfc (:) : Fonction erreur compl¶ementaire
¢ : Incr¶ement d'une quantit¶e donn¶ee
@X (Y ) : Sous di®¶erentiel de Yrelativement µa X
(:)n : Projection selon la normale ext¶erieure
(:)t : Projection selon le vecteur tangent
(:)b : Projection selon le vecteur binormal
(:)(i );(k) : Grandeur (.) discr¶etis¶ee µa l'it¶eration (i) et au pas de chargement (k)

Ensembles et domaines

­ : Domaine mat¶eriel
V : Volume associ¶e µa un domaine mat¶eriel
@­ : Frontiµere de ­
@­ t : Restriction de @­ oµu les tractions sont impos¶ees
@­ u : Restriction de @­ oµu les d¶eplacements sont impos¶es

Probabilit¶es et ¯abilit¶e

f X : Densit¶e conjointe de probabilit¶e
X : Vecteur al¶eatoire
X : Variable al¶eatoire
X ¼(i ) : Variable al¶eatoire parent relativement µa la variable al¶eatoireX i

P(X ) : Probabilit¶e de X
P(X jY ) : Probabilit¶e conditionnelle de X sachant Y
Pf : Probabilit¶e de d¶efaillance
¯ : Indice de ¯abilit¶e
gX : Fonction de performance ou fonction d'¶etat limite
SpX : ¶Elasticit¶e au paramµetre p relativement µa la variable al¶eatoireX
P? : Point de fonctionnement

Acronymes

FORM : First Order Reliability Method
SORM : Second Order Reliability Method
V IPP : Viaduc µa trav¶ee Ind¶ependante µa Poutres pr¶efabriqu¶ees en b¶eton Pr¶econtraint
MCTD : Monte Carlo Tirage Directionnel
MCT I : Monte Carlo Tirage d'Importance
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CET E : Centre d'Etudes Techniques de l'¶Equipement
ANR : Agence Nationale de la Recherche
APP LET : Dur¶ee de vie des ouvrages :A pproche Pr¶edictive PerformantielLE et Probabi-

lisT e
ENS : ¶Ecole Normale Sup¶erieure
LCPC : Laboratoire Central des Ponts et Chauss¶ees

Divers

®̧ : Variable interne de nature math¶ematique ind¶e¯nie (type °ux)
A̧ : Variable interne de nature math¶ematique ind¶e¯nie (type force)
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Chapitre 1

Introduction

Les ouvrages interagissent avec l'environnement qui les entoure. L'ensemble de ces interactions
constitue les conditions de vie de l'ouvrage. Le vent, la mer, les s¶eismes sont des exemples de
causes naturelles susceptibles de conduire µa d'importants e®ets pouvant faire diminuer la perfor-
mance d'un ouvrage. Toutefois, dans de tels cas, l'ouvrage pr¶esente majoritairement des signes
de d¶egradation observables assez rapidement. Les choses deviennent plus d¶elicates dµes lors que
les signes ne sont observables qu'µa partir d'un certain seuil de d¶egradation, caract¶eristique d'un
stade plus ou moins avanc¶e d'une pathologie. Par exemple, la r¶eaction alcali-granulat conduit µa
l'attaque des agr¶egats du b¶eton et µa la formation de gels hydrophiles. Cette attaque se traduit
par une diminution des propri¶et¶es m¶ecaniques du b¶eton (r¶esistance µa la compression, µa la °exion,
modi¯cation du module d'Young) et par un gon°ement caract¶eristique. Ce dernier n'est obser-
vable qu'µa partir de l'instant oµu la pathologie est su±samment pr¶esente. Une probl¶ematique
similaire peut être ¶enonc¶ee pour le ph¶enomµene de corrosion des armatures pr¶esentes dans le
b¶eton arm¶e qui se produit µa l'interface entre l'acier et le b¶eton. Un gon°ement caract¶eristique
tend µa survenir µa l'interface entre l'acier et le b¶eton, pouvant se traduire par l'apparition d'im-
portantes contraintes de traction. Ces derniµeres sont susceptibles d'initier des ¯ssures, qui ont
majoritairement tendance µa se propager depuis l'interface vers le b¶eton d'enrobage. Cette des-
cription trµes succincte montre clairement que si des ¯ssures ne sont pas pr¶esentes en surface,
aucune observation ne peut avoir lieu et, par cons¶equence, la pr¶esence de corrosion est di±cile-
ment diagnosticable µa l'¾il nu. Il faut alors avoir recours µa des m¶ethodes de contrôle destructif
ou non destructif. Il semble en¯n clair, du point de vue de la mod¶elisation, que les r¶esultats de
tout calcul sont largement conditionn¶es par la pertinence du modµele de b¶eton utilis¶e.

Dans le contexte du vieillissement des patrimoines d'ouvrages d'art et dans un cadre budg¶etaire
contraint, les gestionnaires d'ouvrages se doivent de justi¯er tout choix d'action de mainte-
nance. Une telle justi¯cation n¶ecessite une ¶evaluation instantan¶ee de la performance de l'ouvrage
consid¶er¶e. Pour cela, l'¶etat de d¶egradation de l'ouvrage doit être connu. De maniµere plus pr¶ecise,
c'est la connaissance d'une relation entre des signes observables et un ¶etat de d¶egradation local
qui doit être connue pour permettre aux gestionnaires d'¶etayer leur d¶ecision et, par suite, d'al-
louer de maniµere pertinente les budgets. Actuellement, trµes peu d'¶etudes s'int¶eressent µa expliciter
un tel lien.

Une approche satisfaisante doit faire intervenir deux ¶echelles bien s¶epar¶ees : l'¶echelle micro-
scopique et l'¶echelle macroscopique. La premiµere ¶echelle correspond µa une description ¯ne et
pertinente des m¶ecanismes li¶es au ph¶enomµene de corrosion. Cette seule donn¶ee reste cependant
insu±sante dµes lors qu'un ¶el¶ement de structure, comme une poutre, est consid¶er¶e. C'est pourquoi
la ¯nesse d'une description microscopique doit ¯nalement être globalis¶ee, pour qu'une description
satisfaisante des signes de d¶egradation observables puisse être r¶ealis¶ee. L'¶echelle macroscopique
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devient alors l'¶echelle µa laquelle il faut s'int¶eresser pour rendre pertinentes les informations pour
les gestionnaires d'ouvrages. Une approche multi¶echelle apparâ³t comme acceptable lorsqu'une
description robuste des e®ets du ph¶enomµene de corrosion sur les ¶el¶ements de structures est at-
teinte. C'est alors que la question du lien entre les r¶esultats d'inspection et un certain ¶etat de
d¶egradation peut être pos¶ee.

Par ailleurs, les donn¶ees sp¶eci¯ques aux mat¶eriaux constitutifs d'un ¶el¶ement de structure, comme
les di®¶erents seuils de r¶esistance ou les donn¶ees g¶eom¶etriques, sont souvent entach¶ees d'incerti-
tudes. Leur prise en compte n¶ecessite le recours µa un cadre probabiliste adapt¶e. La th¶eorie de
la ¯abilit¶e des structures o®re ce cadre de travail rigoureux et propice µa la prise en compte des
di®¶erentes incertitudes qui entachent les variables d'¶etat du systµeme ¶etudi¶e.

L'objectif de cette thµese est double : au delµa de la simple mod¶elisation du comportement de
l'interface acier/b¶eton et du mat¶eriau b¶eton, elle cherche µa proposer une d¶emarche de requali¯-
cation des ouvrages. Le premier objectif repose sur l'introduction d'un cadre d'analyse faisant
appel µa la thermodynamique des processus irr¶eversibles en vue de pr¶edire les e®ets m¶ecaniques
de la corrosion qui se produisent µa l'interface entre le b¶eton et l'acier. Le second introduit une
d¶emarche probabiliste pour ¶evaluer la performance des ouvrages et l'actualiser sur la base de
mesures de grandeurs physiques.

Pour atteindre ce double objectif, ce m¶emoire s'articule en quatre parties. La premiµere par-
tie rend compte d'un ¶etat de l'art relatant les principaux travaux propos¶es dans la litt¶erature.
En premier lieu, les principaux traits du comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton
sont expos¶es µa partir de r¶esultats publi¶es dans la litt¶erature et issus d'importantes campagnes
exp¶erimentales. Les principales cl¶es du comportement du mat¶eriau b¶eton sont ensuite expos¶ees.
Ces deux expos¶es permettent d'identi¯er avec pr¶ecision les di®¶erents m¶ecanismes de d¶eformation
¶el¶ementaires qu'il y a lieu de prendre en compte. En second lieu, une r¶etrospective des di®¶erents
modµeles de comportement est r¶ealis¶ee aussi bien pour l'interface acier/b¶eton que pour le b¶eton.
Cette pr¶esentation a le m¶erite de permettre de nous ¯xer des objectifs de mod¶elisation et de les
justi¯er.

La seconde partie est consacr¶ee µa la pr¶esentation des d¶eveloppements r¶ealis¶es. S'inscrivant
dans le cadre rigoureux de la thermodynamique des processus irr¶eversibles, les aspects ana-
lytiques li¶es µa la formulation d'une classe de lois de comportement des mat¶eriaux ¶elasto-glissant-
endommageables sont ¶evoqu¶es. La particularisation de cette classe d'une part au cas de l'interface
acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion et d'autre part, au cas du b¶eton est expos¶ee. Une justi¯ca-
tion des di®¶erents m¶ecanismes dissipatifs pris en compte est propos¶ee. Les aspects num¶eriques
ainsi que quelques r¶esultats locaux sont montr¶es en vue d'appr¶ecier non seulement la robustesse
num¶erique mais aussi le pouvoir pr¶edictif des deux lois de comportement d¶evelopp¶ees.

La troisiµeme partie porte sur la mise en ¾uvre des lois de comportement propos¶ees sur quelques
exemples d'¶el¶ements de structures. Plusieurs cas d'application, pour lesquels les r¶esultats
exp¶erimentaux sont disponibles, sont ¶etudi¶es num¶eriquement. Chacun des cas d'application
choisi permet de tester un aspect bien pr¶ecis des modµeles propos¶es. Les r¶esultats num¶eriques sont
ensuite confront¶es µa l'exp¶erience. Ces confrontations visent µa apporter des ¶el¶ements de valida-
tion des d¶eveloppements r¶ealis¶es. Ce chapitre s'achµeve par l'expos¶e des cadres d'application des
di®¶erents modµeles propos¶es. Autrement dit, les forces et faiblesses rencontr¶ees sont clairement
mises en perspectives.

La quatriµeme partie est d¶edi¶ee µa la pr¶esentation de la m¶ethodologie d'¶evaluation des ouvrages
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d¶egrad¶es. En premier lieu, une synthµese bibliographique des travaux propos¶es dans la litt¶erature
permet d'appr¶ecier les avantages µa recourir aux r¶eseaux bay¶esiens. Le cadre th¶eorique des r¶eseaux
bay¶esiens est d¶ecrit de maniµere synth¶etique. Pour bien pr¶eciser et mettre en avant les avan-
tages d'une telle approche, un exemple simple et didactique est trait¶e de maniµere d¶etaill¶ee.
En deuxiµeme lieu, les concepts essentiels de la th¶eorie de la ¯abilit¶e sont ¶egalement pr¶esent¶es.
Ces notions sont illustr¶ees sur la base d'un exemple simple d'application. En troisiµeme lieu, la
m¶ethodologie de requali¯cation propos¶ee est explicit¶ee. Chaque ¶etape de calcul est justi¯¶ee et
est explicit¶ee µa travers un exemple didactique purement num¶erique. En¯n, quelques cas tests
d'¶el¶ements de structures r¶eels sont ¶etudi¶es et permettent d'¶evaluer les possibilit¶es o®ertes par la
m¶ethodologie de recalage propos¶ee.

En¯n, des conclusions de l'¶etude r¶ealis¶ee sont tir¶ees pour pr¶eciser les apports des travaux men¶es
et les perspectives de recherches futures.
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Chapitre 2

Motivations, objectifs et ¶etat de l'art

2.1 Introduction

Le pr¶esent chapitre a deux objectifs essentiels : d'une part justi¯er la d¶emarche de recherche
adopt¶ee dans cette ¶etude en donnant les motivations et les enjeux et, d'autre part, pr¶esenter
un ¶etat de l'art le plus exhaustif possible des travaux r¶ealis¶es jusqu'ici dans le domaine de la
mod¶elisation non seulement de l'interface acier/b¶eton mais aussi du b¶eton. Pour cela, ce cha-
pitre s'articule autour de quatre volets. En premier lieu, la d¶emarche adopt¶ee est pr¶ecis¶ee. Les
motivations et les objectifs de cette ¶etude sont clairement pr¶esent¶es. En second lieu, la formula-
tion forte d'un problµeme classique de m¶ecanique des milieux continus est pr¶esent¶ee. La n¶ecessit¶e
de postuler une loi de comportement ¯able est clairement mise en ¶evidence. Par ailleurs, la
m¶ethode de l'¶etat local, permettant la formulation rigoureuse de lois de comportement, est
pr¶esent¶ee. En particulier, une condition regroupant les premier et second principes de la ther-
modynamique garantissant l'admissibilit¶e physique d'une loi constitutive est expos¶ee. Outre les
aspects purement math¶ematiques de la formulation, il apparâ³t qu'une ¶etape essentielle r¶eside
dans l'identi¯cation pr¶ecise des m¶ecanismes de d¶egradation. C'est pourquoi dans la suite de ce
chapitre, une attention particuliµere est accord¶ee µa la pr¶esentation des aspects exp¶erimentaux
concernant d'une part l'interface acier/b¶eton et, d'autre part, le b¶eton. En troisiµeme lieu, le
cas de l'interface acier/b¶eton sans/avec corrosion est ¶evoqu¶e. Tout d'abord, une synthµese des
travaux exp¶erimentaux est r¶ealis¶ee. Cette derniµere permet, tout d'abord, de bien identi¯er les
m¶ecanismes de d¶egradation de l'interface acier/b¶eton qui seront utiles µa la mod¶elisation. En
particulier, les di®¶erentes phases intervenant au cours du processus de d¶egradation sont expli-
cit¶ees. Les e®ets de la corrosion sont ensuite analys¶es. Le parti d'¶etudier s¶epar¶ement les actions
de la corrosion d'une part sur le b¶eton et, d'autre part, sur l'acier a ¶et¶e retenu. En e®et, le
ph¶enomµene de corrosion modi¯e clairement le comportement m¶ecanique de maniµere complexe,
conduisant µa l'intervention de plusieurs couplages entre les di®¶erents e®ets ¶el¶ementaires. Cette
approche permet alors d'isoler les causes de la variation de l'adh¶erence acier/b¶eton. A ce stade,
pour identi¯er quelques travaux de mod¶elisation susceptibles de servir de point de d¶epart µa nos
recherches, une synthµese des modµeles propos¶es dans la litt¶erature est pr¶esent¶ee. En dernier lieu,
le cas du b¶eton est consid¶er¶e. Contrairement µa l'interface acier/b¶eton, la litt¶erature est riche
sur le comportement du b¶eton. C'est pourquoi, la synthµese des travaux exp¶erimentaux est trµes
brµeve. En revanche, cette richesse de la litt¶erature en matiµere de modµeles de b¶eton conduit µa
une discussion plus fournie. Les critµeres de robustesse num¶erique et d'applicabilit¶e µa l'¶echelle de
la structure permettent de retenir certaines classes de modµeles comme base de d¶eveloppement.
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2.2 Motivations et objectifs

Tout ouvrage plac¶e dans l'environnement ext¶erieur est susceptible d'être la cible de di®¶erents
agents agressifs. Par exemple, les sels de d¶evergla»cage utilis¶es en saison hivernale sont d¶epos¶es
sur les chauss¶ees et contiennent massivement des chlorures. Il en est de même pour les milieux
salins naturels comme les oc¶eans et les mers. Les chlorures sont donc des agents potentielle-
ment susceptibles de favoriser le ph¶enomµene de corrosion au sein du b¶eton arm¶e. Ce ph¶enomµene
s'ajoute µa la pr¶esence de dioxyde de carbone dans l'atmosphµere, ¶egalement initiateur de corro-
sion. Il apparâ³t alors que tout ouvrage en b¶eton arm¶e peut être sujet au d¶eveloppement de la
corrosion. Cette derniµere se traduit par deux e®ets essentiels : une r¶eduction de section des ar-
matures uniforme ou par piqûres selon le type d'agent agressif et un gon°ement dû µa l'apparition
de rouille µa l'interface acier/b¶eton. Le premier e®et induit une fragilisation notable de l'acier. Le
second e®et donne naissance µa d'importantes contraintes de traction, dans le b¶eton, susceptibles
d'initier des ¯ssures. C'est alors que l'interface acier/b¶eton se trouve d¶econ¯n¶ee, ce qui favorise
une perte drastique de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton. Le ph¶enomµene de corrosion peut
donc être consid¶er¶e comme un des facteurs essentiels pouvant induire une perte de performance
µa l'¶echelle de l'ouvrage. Les gestionnaires d'ouvrage ¶etant conduits µa maintenir en ¶etat de fonc-
tionnement normal et sûr leur patrimoine, ils doivent prendre des d¶ecisions vis-µa-vis des actions
de maintenance pr¶eventives, structurales ou encore des actions de r¶ehabilitation. De combien
de temps dispose t-on avant que la performance d'un ouvrage atteigne un seuil critique ? Cette
probl¶ematique est tout µa fait cruciale pour les responsables des parcs d'ouvrages. Pour tenter
d'apporter des ¶el¶ements de r¶eponse µa cette vaste probl¶ematique, une action de mod¶elisation a ¶et¶e
lanc¶ee par le Laboratoire Central des Ponts et Chauss¶ees (LCPC) dans le cadre du projet ANR,
APPLET (Dur¶ee de vie des ouvrages : Approche Pr¶edictive PerformantielLE et ProbabilisTe).
Dans un contexte d'exp¶erimentation num¶erique, le pouvoir pr¶edictif des modµeles m¶ecaniques
pouvant être ¶elabor¶es est conditionn¶e par l'existence de lois de comportement capables de rendre
compte de la r¶ealit¶e physique des processus de d¶eformation qui interviennent dans les mat¶eriaux
b¶eton et acier. La prise en compte de la corrosion n¶ecessite de plus la prise en consid¶eration d'une
troisiµeme phase : les produits de corrosion. Pour tirer pleinement pro¯t d'une telle mod¶elisation,
les di®¶erentes lois de comportement doivent pouvoir donner des pr¶edictions satisfaisantes sous
chargement m¶ecanique monotone et cyclique, en pr¶esence ou non de corrosion. Il reste essentiel
de remarquer que la pertinence de la description du comportement de l'interface acier/b¶eton
reste entiµerement conditionn¶ee par la qualit¶e du modµele de b¶eton associ¶e.

Dans un tel contexte, le premier objectif de cette ¶etude est de proposer une loi de compor-
tement capable de bien d¶ecrire les e®ets m¶ecaniques de la corrosion µa l'interface acier/b¶eton. En
particulier, le modµele d'interface doit o®rir un cadre num¶erique robuste et pr¶ecis, qu'il sera pos-
sible d'enrichir en fonction de donn¶ees exp¶erimentales disponibles. Cet enrichissement concerne
d'¶eventuels paramµetres mat¶eriaux sp¶eci¯ques au ph¶enomµene de corrosion. En e®et, comme cela
sera soulign¶e dans l'¶etude bibliographique, ce ph¶enomµene reste encore mal connu. En particulier,
les m¶ecanismes de d¶eformation locaux sont encore sujets µa d'intenses d¶ebats. Le parti de r¶ealiser
les d¶eveloppements dans le cadre de la thermodynamique des processus irr¶eversibles a donc ¶et¶e
pris. En e®et, il assure la coh¶erence physique des ¶equations propos¶ees et permet de v¶eri¯er son
admissibilit¶e au regard des grands principes physiques. De plus, parmi les modµeles d'interface
existants, trµes peu sont capables d'être utilis¶es dans des analyses tridimensionnelles. La même
remarque peut être faite pour les aspects li¶es au chargement cyclique. Un autre point qui m¶erite
d'être soulign¶e est le fait qu'un modµele d'interface acier/b¶eton ne peut être pleinement utilis¶e
si le modµele de b¶eton n'est pas su±samment satisfaisant. Parmi les modµeles existants, trµes peu
o®rent une prise en compte de l'ensemble des caract¶eristiques exp¶erimentalement observ¶ees.
C'est pourquoi, en ¶etroite collaboration avec l'ENS de Cachan, le d¶eveloppement d'une loi de
comportement de b¶eton simple, robuste et permettant une prise en compte de l'essentiel des
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traits de comportement du b¶eton a ¶et¶e entrepris. Les aspects cycliques ont ¶et¶e naturellement
consid¶er¶es. Le comportement de l'interface acier/b¶eton, tel qu'il peut être identi¯¶e sur la base
d'essais de tirants, peut être vu comme l'association du comportement de l'acier (ductile) et du
b¶eton (fragile). Il existe donc un certain nombre de sp¶eci¯cit¶es communes aux comportements
du b¶eton et de l'interface acier/b¶eton. Dans l'objectif de mod¶elisation g¶en¶erique, le parti de pro-
poser une classe de lois de comportement dont on peut d¶ecliner une loi d'interface acier/b¶eton et
une loi de b¶eton a donc ¶et¶e retenu. Ce chapitre est consacr¶e µa exposer les principales conclusions
d'une ¶etude bibliographique r¶ealis¶ee pour a±ner les choix de mod¶elisation qui s'o®rent. Cet
expos¶e repose sur trois axes essentiels : une pr¶esentation du cadre thermodynamique, une des-
cription des essais et modµeles permettant d'identi¯er le comportement de l'interface acier/b¶eton
en pr¶esence de corrosion et un bilan des travaux portant sur la mod¶elisation du mat¶eriau b¶eton.
A l'issu de cet expos¶e, les m¶ecanismes de d¶eformations locaux µa prendre en compte dans une
mod¶elisation doivent être identi¯¶es.

2.3 Problµeme de m¶ecanique et cadre thermodynamique

Dans cette section, les ¶equations gouvernant le processus de d¶eformation d'un milieu mat¶eriel
sont expos¶ees, sous l'hypothµese de petites perturbations. Une attention particuliµere est accord¶ee
µa la pr¶esentation du formalisme thermodynamique, qui sera largement utilis¶e tout au long de ce
m¶emoire. En e®et, ce dernier permet de d¶egager une condition d'admissibilit¶e qui doit être satis-
faite par une loi constitutive donn¶ee. La trame permettant de formuler des lois de comportement
thermodynamiquement admissibles µa partir d'une r¶e°exion sur les m¶ecanismes de d¶egradation
est ¶egalement d¶etaill¶ee.

2.3.1 Problµeme m¶ecanique

Soit ­ un milieu mat¶eriel de frontiµere @­ de normale ext¶erieure n et ½sa masse volumique. Un
point quelconque de ­ est not¶e M dans la suite. Leprincipe des puissances virtuellespermet
d'¶ecrire que la somme des puissances virtuelles des e®orts int¶erieurs ¦i et ext¶erieurs ¦ e est ¶egale
µa la puissance virtuelle associ¶ee µa la quantit¶e d'acc¶el¶eration ¦a. Ainsi, il vient :

¦ i + ¦ e = ¦ a (2.1)

De maniµere plus pr¶ecise, la puissance virtuelle des e®orts int¶erieurs peut s'exprimer comme :

¦ i = ¡
Z

­
¾: _²(v)dV (2.2)

oµu ¾ est le tenseur des contraintes de Cauchy,² le tenseur des d¶eformations au premier ordre
et v un champ de vitesses virtuelles cin¶ematiquement admissible. En pr¶esence d'un mouvement
de type corps rigide, la puissance virtuelle des e®orts int¶erieurs devient nulle. Supposons que le
domaine mat¶eriel ­ soit soumis µa une densit¶e volumique d'e®ortsb et µa un champ de traction t
sur sa frontiµere. La puissance virtuelle des e®orts ext¶erieurs s'exprime par :

¦ e =
Z

­
b:vdV +

Z

@­
t:vdS (2.3)

En¯n, la puissance virtuelle associ¶ee µa la quantit¶e d'acc¶el¶eration° s'¶ecrit :

¦ a =
Z

­
½°:vdV (2.4)
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L'application du principe des puissances virtuelles qui se traduit par l'¶equation2.1 permet
d'aboutir µa la forme faible des ¶equations d'¶equilibre :

¡
Z

­
¾: _²(v)dV +

Z

­
b:vdV +

Z

@­
t:vdS =

Z

­
½°:vdV (2.5)

Le premier terme de 2.5 peut être r¶e¶ecrit de maniµere µa faire apparâ³tre le champ de vitesses
virtuelles. Ainsi, il vient :

¡
Z

­
¾: r vdV +

Z

­
b:vdV +

Z

@­
t:vdS =

Z

­
½°:vdV (2.6)

en int¶egrant par parties le premier terme de l'¶equation , cette derniµere devient :

¡
Z

­
¾:v:ndS +

Z

­
Div ¾:vdV +

Z

­
b:vdV +

Z

@­
t:vdS =

Z

­
½°:vdV (2.7)

En regroupant les di®¶erents termes li¶es d'une part au volume du milieu mat¶eriau et d'autre part,
µa sa frontiµere, il peut être obtenu :

Z

­
(Div ¾+ b¡ ½°):vdV +

Z

@­
(t ¡ ¾:n):vdS = 0 (2.8)

L'identit¶e exprim¶ee par l'¶equation 2.8 doit être v¶eri¯¶ee pour tout champ de vitesses virtuelles
v. Ainsi, il peut être d¶eduit que :

½
Div ¾+ b = ½° 8M 2 ­
t = ¾:n 8M 2 @­

(2.9)

Les ¶equations2.9 constituent la forme forte des ¶equations d'¶equilibre de tout milieu mat¶eriel.
A ces derniµeres, on adjoint classiquement deux autres ¶equations locales permettant de pr¶eciser
d'une part la cin¶ematique du milieu mat¶eriel ¶etudi¶e et d'autre part, son comportement. Dans
l'hypothµese des petites perturbations, la cin¶ematique est pr¶ecis¶ee au travers de la relation sui-
vante :

² =
1
2

(r u + r ut ) (2.10)

oµuu est le champ de d¶eplacement r¶eel d¶e¯ni sur ­. La loi de comportement associ¶ee µa ­ s'exprime
comme une relation entre le tenseur des contraintes de Cauchy et le tenseur des d¶eformations.
Il convient de noter que cette relation peut, et dans bien des cas doit, tenir compte de l'histoire
en chargement du milieu mat¶eriel consid¶er¶e. Ainsi, une forme g¶en¶erique de cette relation peut
être donn¶ee par :

L (¾; ²; ®̧1; :::; ®̧n ) = 0 (2.11)

oµu L est la loi constitutive consid¶er¶ee, (®̧i ) i =1 ;:::;n sont des variables additionnelles intrinsµeques
µa la loi constitutive permettant de rendre compte de l'histoire du milieu mat¶eriel. La notation
:̧ signi¯e que la nature math¶ematique des variables additionnelles n'est pas pr¶esuppos¶ee. Ainsi,
la forme forte d'un problµeme de m¶ecanique peut s'¶ecrire comme suit :

Trouver ¾, ² et u tel que :
Div ¾+ b = ½° 8M 2 ­
² = 1

2(r u + r ut ) 8M 2 ­
L (¾; ²; ®̧1; :::; ®̧n ) = 0 8M 2 ­
t = ¾:n 8M 2 @­

(2.12)

Le systµeme d'¶equations aux d¶eriv¶ees partielles2.12requiert, pour qu'il soit bien pos¶e, des condi-
tions aux limites pouvant être de type Dirichlet, Neumann ou mixte. Pour cela, une partition
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de la frontiµere de ­ est consid¶er¶ee telle que@­ = @­ t [ @­ u et @­ t \ @­ u = f 0g. En notant t et
u les vecteurs tractions impos¶ees et les vecteurs d¶eplacements impos¶es respectivement sur@­ t

et @­ u , le problµeme2.12 devient :

Trouver ¾, ² et u tel que :
Div ¾+ b = ½° 8M 2 ­
² = 1

2(r u + r ut ) 8M 2 ­
L (¾; ²; ®̧1; :::; ®̧n ) = 0 8M 2 ­
t = ¾:n 8M 2 @­ t

u = u 8M 2 @­ u

(2.13)

L'objectif de la section suivante est de pr¶esenter un cadre rigoureux pour la formulation des lois
constitutives dans le respect des principes de la physique.

2.3.2 Cadre thermodynamique

Le cadre de la thermodynamique des processus irr¶eversibles vise µa o®rir une trame de formulation
des lois constitutives en respectant les principes de la physique (Lemâ³tre et Chaboche, 1985).
A partir des deux premiers principes de la physique, une condition d'admissibilit¶e peut être
d¶eduite. Dans cette section, il est rappel¶e comment cette condition est ¶etablie.

Premier principe

Le premier principe de la thermodynamique postule que l'¶energie interne associ¶ee µa un milieu
mat¶eriel se conserve. Pour formaliser ce principe, il y a lieu de d¶e¯nir les quantit¶es suivantes :
l'¶energie interne E, l'¶energie cin¶etique K et le taux de chaleur Q. La d¶e¯nition de l'¶energie
interne repose sur un postulat d'existence d'une densit¶e volumique d'¶energie par unit¶e de masse
e, encore appel¶ee ¶energie interne sp¶eci¯que. Ainsi, l'¶energie interface sur l'ensemble du milieu
mat¶eriel ­ s'¶ecrit :

E =
Z

­
½edV (2.14)

En notant v le champ de vitesses d¶e¯ni sur le domaine ­, l'¶energie cin¶etiqueK peut être d¶e¯nie
comme suit :

K =
1
2

Z

­
½v:vdV (2.15)

En¯n, le taux de chaleur Q est classiquement exprim¶e µa l'aide de deux termes. Le premier
permet de prendre en compte les ¶eventuelles sources de chaleur dans ­ et le second, les ¶echanges
ext¶erieurs par conduction µa travers@­. Il vient alors :

Q =
Z

­
rdV ¡

Z

@­
q:ndS (2.16)

oµu r est la densit¶e volumique de chaleur cr¶e¶ee dans ­ etq un °ux de chaleur traversant @­. Le
premier principe s'¶ecrit donc :

d
dt

(E + K ) = ¦ e + Q (2.17)

En d¶eveloppant l'expression2.17, il vient :

d
dt

Z

­
(½e+

1
2

v:v)dV =
Z

­
(r + b:v)dV +

Z

@­
(t:v ¡ q:n)dS (2.18)

Pour obtenir une forme forte du premier principe µa partir de la forme int¶egrale2.18, le principe
des puissances virtuelles est appliqu¶e au champ r¶eel. Ainsi, l'¶equation2.17 devient :

dE
dt

+
dK
dt

=
dK
dt

¡ ¦ i + Q (2.19)
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En e®et, il est possible de remarquer quedK
dt = ¦ a. Le taux de chaleur Q peut être r¶e¶ecrit en

utilisant le th¶eorµeme de la divergence :

Q =
Z

­
rdV ¡

Z

­
Div qdV (2.20)

Ainsi, le premier principe de la thermodynamique s'¶ecrit :

d
dt

Z

­
½edV=

Z

­
¾: _²(v)dV +

Z

­
rdV ¡

Z

­
Div qdV (2.21)

L'¶egalit¶e 2.21devant être v¶eri¯¶ee pour tout milieu mat¶eriel ­, la forme forte du premier principe
de la thermodynamique d¶ecoule naturellement :

½_e = ¾: _² + r ¡ Div q (2.22)

Deuxiµeme principe

Le deuxiµeme principe de thermodynamique postule que le taux de production d'entropie est
toujours sup¶erieur ou ¶egal au taux de chaleur re»cue, divis¶e par la temp¶erature. Sa formulation
repose donc sur l'introduction de deux nouvelles variables, l'entropieS et le champ scalaire de
temp¶erature T. De maniµere plus pr¶ecise, on d¶e¯nit l'entropie µa partir de sa densit¶e volumique
par unit¶e de masse, c'est-µa-dire, µa partir de la densit¶e d'entropie sp¶eci¯ques comme suit :

S =
Z

­
½sdV (2.23)

Le second principe peut donc s'exprimer, sous une forme int¶egrale :

dS
dt

¸
Z

­

r
T

dV ¡
Z

@­

q:n

T
dS (2.24)

En utilisant le th¶eorµeme de la divergence et en remarquant que l'identit¶e2.24doit être satisfaite
pour tous milieux mat¶eriels ­, la forme forte du deuxiµeme principe s'¶ecrit :

½
ds
dt

+ Div
q

T
¡

r
T

¸ 0 (2.25)

A partir des formes fortes du premier et du second principe de la thermodynamique, une condi-
tion d'admissibilit¶e peut être obtenue. L'¶etablissement de cette condition est l'objet de la section
suivante.

Admissibilit¶e thermodynamique

Une condition d'admissibilit¶e peut être obtenue en substituant la densit¶e de production de
chaleur se trouvant dans l'expression2.25 par celle tir¶ee de l'expression2.22. Ainsi, il vient :

½
ds
dt

+ Div
q

T
¡

1
T

(½_e¡ ¾: _² + Div q) ¸ 0 (2.26)

En utilisant l'identit¶e :

Div (
q

T
) =

Div q

T
¡

q:r T

T2 (2.27)

et en multipliant l'expression r¶esultante par T, il peut être d¶eduit que :

½(T
ds
dt

¡ _e) + ¾: _² ¡ q:
r T
T

¸ 0 (2.28)
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L'expression 2.28 constitue la condition d'admissibilit¶e thermodynamique. D'une maniµere clas-
sique, on introduit une nouvelle variable ª = e ¡ Ts, appel¶ee ¶energie libre d'Helmholtz. Ainsi,
la condition 2.28 devient :

¾: _² ¡ ½( _ª + s _T) ¡ q:
r T
T

¸ 0 (2.29)

L'in¶egalit¶e 2.29 est connue sous le nom d'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell. Dans la suite,
l'hypothµese d'un processus de d¶eformation isotherme est postul¶ee. Ainsi, l'in¶egalit¶e de Clausius-
Duhem-Truesdell prend la forme simpli¯¶ee suivante :

¾: _² ¡ ½_ª ¸ 0 (2.30)

2.3.3 Formulation des lois constitutives

Formuler une loi constitutive thermodynamiquement admissible revient donc µa construire une
application entre l'espace des contraintes de Cauchy et celui des d¶eformations telle que la condi-
tion 2.30soit v¶eri¯¶ee pour tous trajets de chargement. La question qui se pose alors est comment
r¶ealiser une telle construction ? L'axiome de l'¶etat local permet d'apporter une r¶eponse µa cette
question. Cet axiome postule que l'¶etat thermodynamique en un pointM d'un milieu mat¶eriel ­
ne d¶epend que de la valeur en ce point, µa un instant, de certaines variables ne d¶ependant que du
point consid¶er¶e. Le choix de la nature de ces variables et de leur nombre permet de d¶ecrire plus
ou moins ¯nement les ph¶enomµenes en jeu. Si µa chaque instant l'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-
Truesdell est v¶eri¯¶ee, alors la loi constitutive formul¶ee est thermodynamiquement admissible.
D'une maniµere plus pr¶ecise, on distingue deux ensembles de variables : les variables observables
et les variables internes.

Les variables observables sont celles impos¶ees par la formulation du problµeme de m¶ecanique
des milieux continus. Ainsi, dans le cas d'un processus isotherme, les variables observables sont
en g¶en¶eral les tenseurs des contraintes de Cauchy¾ou des d¶eformations².

Les variables internes sont des quantit¶es non impos¶ees par le formalisme de la m¶ecanique. En
revanche, la prise en compte de certains ph¶enomµenes dissipatifs comme par exemple la plasticit¶e,
la viscoplasticit¶e ou l'endommagement, n¶ecessite leur introduction. Une rµegle essentielle µa suivre,
permettant de guider le choix de la nature et du nombre de variables internes, est de n'associer
µa chacune d'entre elles qu'un seul et unique m¶ecanisme dissipatif. De maniµere plus pr¶ecise, si
un m¶ecanisme de d¶eformation plastique doit être introduit, alors il sera justi¯¶e de consid¶erer le
tenseur des d¶eformations plastiques²p. L'histoire pass¶ee du milieu mat¶eriel peut aussi être prise
en compte en consid¶erant d'autres variables internes pour repr¶esenter les di®¶erents ¶ecrouissages
(isotrope, cin¶ematique ou mixte). Dans la suite, les variables internes sont not¶ees de maniµere
g¶en¶erique (®̧k )k=1 ;:::;n , oµu n est le nombre de variables choisies.

Potentiel d'¶etat et ¶equations d'¶etat

Sans entrer dans les d¶etails, les conditions susceptibles d'être d¶eduites du second principe doivent
être v¶eri¯¶ees. Pour cela, une solution possible consiste µa postuler l'existence d'un potentiel d'¶etat
ª, convexe par rapport µa toutes les variables. Bien qu'il soit possible de travailler avec di®¶erents
potentiels (¶energie d'Helmholtz, ¶energie de Gibbs, ...), le potentiel d'¶etat est suppos¶e pouvoir
être repr¶esent¶e par l'¶energie d'Helmholtz. D'une maniµere g¶en¶erale, ce dernier peut être exprim¶e
comme suit :

ª = ª( ²; (®̧k )k=1 ;:::;n ) (2.31)
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L'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell peut alors être particularis¶ee de la maniµere suivante :

(¾¡ ½
@ª
@²

)_² ¡ ½
nX

k=1

@ª
@̧®

_̧®k ¸ 0 (2.32)

La condition 2.32 devant être v¶eri¯¶ee pour tout trajet de d¶eformation, il vient :

¾= ½
@ª
@²

(2.33)

ce qui constitue la premiµere loi d'¶etat. Par analogie avec ce r¶esultat, les forces thermodynamiques
associ¶ees sont d¶e¯nies,8k 2 f 1; :::; ng, par :

A̧k = ½
@ª
@̧®k

(2.34)

Les ¶equations d'¶etat ainsi obtenues permettent de d¶e¯nir la partie r¶eversible d'une loi constitu-
tive. A noter que d'une maniµere g¶en¶erale, ces ¶equations o®rent une mise en relation entre deux
espaces duaux l'un de l'autre, encore appel¶es espace des variables °ux (²; (®̧k )k=1 ;:::;n ) et espace
des variables forces (¾; (A̧k )k=1 ;:::;n ). En e®et, en consid¶erant les variables internes pr¶ec¶edemment
introduites, il apparâ³t que les variables forces qui s'en d¶eduisent sont bien d¶e¯nies mais aucune
information portant sur la maniµere avec laquelle ces derniµeres vont ¶evoluer n'est apport¶ee. Ainsi,
il y a lieu d'introduire des lois compl¶ementaires, ce qui est l'objectif de la prochaine section.

Dissipation et rµegles d'¶ecoulement

La maniµere dont vont ¶evoluer les variables internes peut être pr¶ecis¶ee en introduisant des poten-
tiels de dissipationf . Ces derniers s'expriment comme des fonctions scalaires, convexes, positives
et nulles µa l'origine, fonction des variables forces et ¶eventuellement param¶etr¶ees par une ou plu-
sieurs variables °ux. Les lois qui vont gouverner l'¶evolution des variables internes peuvent alors
être d¶eduites du principe de la dissipation maximale. Ce dernier repose sur la d¶e¯nition de
la dissipation D. Plus pr¶ecis¶ement, la dissipation peut être exprim¶ee par le terme de gauche
de l'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell. Soit un vecteur de variables forces admissiblesA,
associ¶e aux variables °ux®. Le principe du maximum de dissipation, introduit par ( Lubliner ,
1990) et (Maugin, 1992), permet de donner une d¶e¯nition de cet ensemble :

A = Arg f min
f (A ? )· 0

[¡D (A?)]g (2.35)

Un problµeme de minimisation sous contrainte doit alors être r¶esolu. Pour cela, et selon l'usage,
une fonctionnelle de LagrangeG et un multiplicateur de Lagrange _̧ sont introduits. Il vient
alors :

A = Arg f max
8 _̧· 0

min
8A ?

G(A?; _̧)g (2.36)

avec G(:) = ¡D (:) + _̧f (:). Les conditions de stationnarit¶e de la fonctionnelle de Lagrange
permettent d'aboutir aux lois d'¶evolution :

@G(A)
@A

= 0 ) ¡ _®+ _̧@f(A)
@A

= 0 ) _® = _̧@f(A)
@A

(2.37)

Il apparâ³t donc naturel, suite µa l'application du principe de maximum de dissipation, que les
lois d'¶ecoulement s'expriment sous la forme g¶en¶erale suivante :

_® = _̧@f(A)
@A

(2.38)

36



Des conditions suppl¶ementaires peuvent être obtenues µa partir des ¶equations de stationnarit¶e de
Kuhn-Tucker. Ces derniµeres prennent la forme suivante :

_̧ ¸ 0 f (A) · 0 _̧f (A) = 0 (2.39)

Ces conditions permettent de pr¶eciser l'¶evolution ou le blocage des m¶ecanismes dissipatifs lors
de charges/d¶echarges. Le multiplicateur de Lagrange_̧ peut être d¶etermin¶e en consid¶erant la
condition de coh¶erence qui s'exprime comme suit :

_̧ _f (A) = 0 (2.40)

Il apparâ³t ¯nalement que les lois d'¶evolution, reliant les variables internes de type °ux avec
leurs variables duales µa travers la d¶e¯nition d'un potentiel de dissipation, suivent une rµegle de
normalit¶e par rapport µa celui-ci. On parle d'¶evolution associ¶ee. Cette rµegle se justi¯e par le
principe du maximum de dissipation. Toutefois, pour certains mat¶eriaux comme les sols qui
pr¶esentent un ph¶enomµene de dilatance, la description de certains m¶ecanismes est d¶elicate si les
variables internes ne sont autoris¶ees µa ¶evoluer que dans la direction du gradient au potentiel de
dissipation. Une r¶eponse µa cette di±cult¶e est apport¶ee en introduisant un pseudo potentiel de
dissipation Á, autrement dit, en supposant une ¶evolution non associ¶ee. Le pseudo potentiel de
dissipation s'exprime comme le potentiel de dissipation et possµede les mêmes propri¶et¶es. Dans
un tel cas, les rµegles d'¶ecoulement s'¶ecrivent :

_® = _̧@Á(A)
@A

(2.41)

Il est essentiel de noter que le multiplicateur de Lagrange_̧ doit n¶eanmoins être calcul¶e µa partir
de la condition de coh¶erence portant sur le potentiel de dissipation (ou surface seuil) et non µa
partir du pseudo potentiel de dissipation.

2.3.4 Bilan

Dans cette partie, le formalisme local d'un problµeme de m¶ecanique des milieux continus a ¶et¶e
pr¶esent¶e. Il se pr¶esente comme un problµeme aux limites µa 15 ¶equations et 15 inconnues (cf.2.13).
Il est n¶ecessaire de postuler une loi de comportement reliant le tenseur des contraintes de Cau-
chy et le tenseur des d¶eformations. Les formulations d'un ensemble d'¶equations constitutives
caract¶erisant la loi de comportement µa consid¶erer sont potentiellement nombreuses. La ther-
modynamique des processus irr¶eversibles permet de d¶egager, µa partir du premier et du second
principes, une condition d'admissibilit¶e pour une loi de comportement donn¶ee : c'est l'in¶egalit¶e
de Clausius-Duhem-Truesdell. Cette condition a ¶et¶e ¶etablie aprµes avoir pr¶esent¶e les formes fortes
des deux premiers principes thermodynamiques. En consid¶erant l'axiome de l'¶etat local, il ressort
que l'¶etat global d'un milieu mat¶eriel est caract¶eris¶e par la connaissance des valeurs de certaines
variables descriptives en chacun des points mat¶eriels. Le choix et le nombre des variables µa
consid¶erer restent index¶es par la ¯nesse souhait¶ee de la description des di®¶erents ph¶enomµenes. Il
est d'usage de guider ce choix en analysant les m¶ecanismes dissipatifs en pr¶esence. A un seul et
unique m¶ecanisme n'est associ¶e qu'une seule et unique variable de description. Dans les sections
qui suivent, un certain nombre de r¶esultats exp¶erimentaux capables de caract¶eriser d'une part
le comportement de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion et d'autre part le b¶eton,
sont pr¶esent¶es. Les principaux modµeles permettant de d¶ecrire leurs comportements respectifs
sont aussi expos¶es. A l'issue de ce chapitre, il sera possible de dresser d'une part un bilan des
m¶ecanismes dissipatifs µa consid¶erer tant dans le cas de l'interface acier/b¶eton que du b¶eton, et
d'autre part de souligner les manques que pr¶esentent les modµeles de comportement actuels.
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2.4 Comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton

2.4.1 Pr¶eambule : une longue histoire

La liaison acier/b¶eton saine

(( Le b¶eton arm¶e est un objet d'¶etude singulier. Ambigu, ce terme d¶esigne µa la fois un proc¶ed¶e
de construction et un mat¶eriau. Plus encore, µa la di®¶erence de la pierre, du bois ou du m¶etal,
le b¶eton arm¶e relµeve de l'invention)). C'est ainsi que l'historien GwenaÄel Delhumeau quali¯e de
maniµere g¶en¶erale le b¶eton arm¶e. Historiquement, vers 1845, le b¶eton ¶etait utilis¶e abondamment
en milieu industriel comme un mat¶eriau second dont le but essentiel ¶etait de prot¶eger contre le
feu certaines parties des structures m¶etalliques comme les connections des assemblages sensibles.
C'est dans ce contexte que Fran»cois Hennebique, constructeur et entrepreneur d'origine belge,
d¶epose, en 1870, le brevet d'un systµeme dont(( le principe primordial des solides en fer et b¶eton
sera de redistribuer la matiµere, avec un maximum d'e®ets utiles avec un poids et une d¶epense
minimum )). La premiµere d¶e¯nition du b¶eton arm¶e, reconnue en tant que telle, apparâ³t au cours
du Troisiµeme Congrµes du B¶eton et du Ciment Arm¶een 1899. Son mode de fonctionnement est
alors pr¶ecis¶e comme suit :(( le b¶eton est un mat¶eriau qui r¶esiste admirablement µa la compression
mais trµes faiblement µa la traction - le m¶etal noy¶e dans les parties tendues du b¶eton a donc pour
but de s'opposer aux e®orts de tension et soulager par sa pr¶esence le travail du b¶eton µa ces ef-
forts )). Une prise de conscience g¶en¶erale de la n¶ecessit¶e de standardiser et r¶eglementer la mise en
¾uvre de ce nouveau mat¶eriau apparâ³t aprµes l'e®ondrement d'un bâtiment µa Bâle. Cette tâche
est assez rapidement con¯¶ee aux Ing¶enieurs des Ponts et Chauss¶ees qui collaborent ¶etroitement
avec Fran»cois Hennebique. Un vaste programme exp¶erimental est alors lanc¶e dans l'optique de
mieux appr¶ehender(( le fonctionnement naturel du b¶eton arm¶e)).

L'importance de la liaison entre l'acier et le b¶eton est remarqu¶ee rapidement lors des premiers
travaux de recherche entrepris par Considµere en 1900. Ils consistaient µa observer la r¶eponse en
traction de câbles d'acier noy¶es dans un mortier. Ce type d'essai a connu quelques variantes mais
il est longtemps impos¶e comme un standard. (Rehm, 1958) tente d'appr¶ehender le ph¶enomµene de
liaison entre l'acier et le b¶eton. Il met en ¾uvre, pour la premiµere fois dans l'histoire, des essais
d'arrachement. Il parvient notamment µa identi¯er di®¶erents modes de rupture des ¶eprouvettes.
(Lutz et Gergely, 1967) ont ensuite poursuivi la r¶ealisation d'essais d'arrachement en faisant
varier quelques paramµetres comme la g¶eom¶etrie des nervures ou encore les sections des barres
d'acier. (Lutz et Gergely, 1967) sont les premiers µa proposer un m¶ecanisme de d¶egradation
de la liaison en trois phases, sur lequel davantage de pr¶ecisions sont donn¶ees dans les sections
suivantes. A partir de cet important r¶esultat, la communaut¶e scienti¯que travaillant sur cette
th¶ematique se remet en question : la liaison entre l'acier et le b¶eton n'est pas un ph¶enomµene
intrinsµeque µa la barre d'acier mais trouve son origine dans l'interaction entre ces deux mat¶eriaux.
(Goto, 1971) fournit des r¶esultats trµes locaux issus de la premiµere ¶etude µa l'¶echelle de la nervure.
En e®et, cet auteur s'est consacr¶e µa comprendre la nature de l'interaction entre une nervure
et le b¶eton avoisinant. Les premiers r¶esultats quantitatifs portant sur la ¯ssuration particuliµere
du b¶eton sont obtenus en injectant de l'encre µa l'interface, permettant de tracer les di®¶erents
chemins.

Les premiµeres lois de comportement de l'interface acier/b¶eton apparaissent avec les travaux
de (Bresler et Bertero, 1968) et la notion de (( couche limite homog¶en¶eis¶ee)). Cette couche ¶etait
suppos¶ee avoir des propri¶et¶es ¶elastiques diminu¶ees dans un modµele de type tube. Quelques ann¶ees
aprµes, (Tepfers, 1979) pr¶esente le premier modµele de pr¶ediction de la r¶esistance en fonction de
certaines caract¶eristiques de la barre d'acier, comme par exemple l'orientation des nervures,
leur nombre, etc. Ses travaux sont remarquables car il est le premier µa proposer un modµele
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faisant intervenir de maniµere coupl¶ee l'e®et du con¯nement et du cisaillement. Il propose que la
r¶esistance de la liaison soit d¶etermin¶ee µa partir de l'¶equilibre entre l'e®ort de cisaillement et l'ef-
fort circonf¶erentiel d¶eploy¶e dans le b¶eton. Les quelques travaux de recherche qui viennent d'être
expos¶es peuvent être consid¶er¶es comme les pr¶emices fondamentales de la recherche portant sur
la th¶ematique de la liaison acier/b¶eton.

Depuis les ann¶ees 1975, le thµeme de la liaison acier/b¶eton ne cesse d'alimenter d'importants tra-
vaux non seulement exp¶erimentaux mais aussi conceptuels et th¶eoriques. Parmi les programmes
de recherche exp¶erimentale les plus signi¯catifs, on peut citer les travaux de (Viawanthanatepa,
1979), qui visaient µa appr¶ehender l'in°uence des renforcements passifs sur l'ancrage des arma-
tures actives, sous une condition de chargement cyclique. Les r¶esultats publi¶es par (Mirza et
Houde, 1979) ont contribu¶e µa appr¶ecier l'in°uence du diamµetre des barres sur le comportement
m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton. C'est en 1983 que l'ambitieux programme exp¶erimental
lanc¶e par (Eligehausen et al., 1983) voit le jour et permet d'¶etablir de nombreux r¶esultats
portant sur l'in°uence de di®¶erents paramµetres sous di®¶erents chargements. Encore trµes utilis¶e
aujourd'hui de part sa justesse et sa simplicit¶e, le c¶elµebre modµele d'ancrage d'Eligehausen a ¶et¶e
formul¶e µa cette occasion. Les aspects li¶es aux e®ets d'¶echelle et µa l'in°uence du con¯nement sur
la r¶esistance en cisaillement de la liaison acier/b¶eton sont sp¶eci¯quement ¶etudi¶es par (Gamba-
rova et Rosati, 1997). Le cas sp¶eci¯que des m¶ecanismes de d¶egradation de la liaison n'est ¶etudi¶e
que depuis quelques ann¶ees. En particulier, on peut citer les essais d'arrachement de (Zuo et
Darwin, 2000), les essais sur des plaques con¯n¶ees et en¯n, les critiques de certains ¶etats limites
µa partir d'essais d'arrachement cyclique conduits de 1995 µa 2002.

En France, une des premiµeres ¶etudes signi¯catives r¶ealis¶ee sur la th¶ematique de la liaison
acier/b¶eton a ¶et¶e conduite par (Cl¶ement, 1987). Les essais r¶ealis¶es par (LaBorderie et Pijaudier-
Cabot, 1987) ont permis, quant µa eux, de conforter les connaissances d¶ejµa acquises sur l'in°uence
du con¯nement sur la r¶esistance de la liaison. Di®¶erents types de b¶eton ont ¶et¶e ¶etudi¶es, comme
par exemple le cas du b¶eton auto-pla»cant ¶etudi¶e par (Daoud, 2003). (Ouglova, 2004) a propos¶e
un essai d'arrachement baptis¶e essaiPour l' I denti¯cation de l' A dh¶erence et duFrottement
(P.I.A.F.). La g¶eom¶etrie de l'¶eprouvette permet d'une part de diminuer le con¯nement de l'in-
terface et par cons¶equent, de mesurer v¶eritablement des grandeurs li¶ees µa la r¶eponse en ci-
saillement et d'autre part, de mesurer par des techniques d'imageries num¶eriques les champs de
d¶eformations et de d¶eplacements sur l'interface.

Les premiers modµeles sont apparus µa partir de 1960. Il est possible de remarquer les travaux
r¶ealis¶es par (Rehm, 1961), (Tepfers, 1979) et (Gambarova et Rosati, 1997). Certaines analyses
plus math¶ematiques ont ¶et¶e conduites, par exemple, par (Khalfallah et Hamimed, 2005), dans le
cas des membrures tendues en b¶eton arm¶e. La loi de comportement la plus utilis¶ee encore aujour-
d'hui est celle recommand¶ee par le (CEB-FIB , 1993), inspir¶ee de la proposition de (Eligehausen
et al., 1983). Des modµeles trµes similaires ont ¶et¶e propos¶es par plusieurs ¶equipes comme par
exemple celles de (Harajli , 1994) et de (Ozbolt et al., 2002). Depuis 1998, de nombreuses lois de
comportement ont ¶et¶e propos¶ees dans di®¶erents cadres th¶eoriques. En particulier, on peut citer
les cadres de la plasticit¶e, de la m¶ecanique de la rupture, de la m¶ecanique de l'endommagement,
etc. Ces di®¶erents modµeles seront davantage d¶etaill¶es dans les sections suivantes.

La liaison acier/b¶eton corrod¶ee

Les premiµeres ¶etudes de l'in°uence du ph¶enomµene de corrosion sur le comportement m¶ecanique
de la liaison acier/b¶eton apparaissent µa partir de 1990. Elles sont n¶ees de l'expression d'un besoin,
des gestionnaires d'ouvrages constatant que le patrimoine d'ouvrage vieillissait, de poss¶eder des
outils d'aide µa la d¶ecision permettant de plani¯er les actions de maintenance µa lancer. En e®et,
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du besoin de reconstruire vite qui est apparu pendant la p¶eriode d'aprµes guerre ont r¶esult¶e des
constructions, parfois pr¶ecipit¶ees, de nombreux ouvrages en b¶eton arm¶e. Au cours du temps, l'en-
vironnement ext¶erieur a agi sur ces ouvrages et de nombreuses pathologies se sont d¶evelopp¶ees,
comme en particulier, le ph¶enomµene de corrosion des armatures dans le b¶eton arm¶e. C'est alors
que trois axes de recherche bien distincts ont vu le jour a¯n d'appr¶ehender ce ph¶enomµene, de le
pr¶edire et de tenter de le pr¶evenir ou encore de le gu¶erir.

Les ¶etudes exp¶erimentales de la liaison acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion peuvent être class¶ees
en deux cat¶egories : d'une part les ¶etudes ¶el¶ementaires visant µa ¶etudier l'in°uence de la corrosion
sur l'acier et la liaison acier/b¶eton de maniµere distincte et d'autre part, les ¶etudes plus globales
qui s'int¶eressent µa la r¶eponse m¶ecanique d'un ¶el¶ement de structure dans son ensemble.

Parmi les ¶etudes les plus signi¯catives relatives µa l'e®et de la corrosion sur le comportement
de l'acier, il est possible de citer les travaux de (Almusallam et al., 1996). Des barres d'acier
de di®¶erents diamµetres ont ¶et¶e corrod¶ees sous champ ¶electrique. Ces derniers ont permis de
mettre clairement en ¶evidence trois aspects : la perte de ductilit¶e des armatures au cours du
d¶eveloppement de la corrosion se traduisant par la diminution de l'¶elongation µa rupture et la
conservation de la contrainte µa rupture. (Castel, 2001) et (Castel et al., 2002) ont r¶ealis¶e des
essais de traction pure sur des barres d'acier entaill¶ees µa di®¶erentes profondeurs. Ils ont no-
tamment montr¶e que le potentiel de d¶eformation des barres est r¶eduit de 50% µa 75% pour une
r¶eduction de section de 6% µa 20%. Ils ont expliqu¶e ce ph¶enomµene par le fait qu'une concentra-
tion de contraintes existe en fond d'entaille. Ainsi, l'armature d'acier plasti¯e de maniµere locale,
au voisinage de l'entaille, avant que la limite d'¶elasticit¶e ne soit globalement atteinte. En 2004,
(Ouglova, 2004) a propos¶e une formule empirique reliant la d¶eformation cumul¶ee µa rupture au
degr¶e de corrosion macroscopique, d¶e¯nie en terme de perte de section. Cette formule a ¶et¶e
retrouv¶ee µa partir de di®¶erentes analyses aux ¶el¶ements ¯nis dans lesquelles un critµere de rupture
locale par clivage a ¶et¶e introduit.

Durant la même p¶eriode, de nombreux chercheurs se sont naturellement int¶eress¶es µa quanti-
¯er les variations de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton en pr¶esence de corrosion. (Sulaimani
et al., 1990) r¶ealisent de nombreux essais d'arrachement sur des ¶eprouvettes corrod¶ees µa di®¶erents
degr¶es. Ils parviennent µa montrer que l'adh¶erence acier/b¶eton varie en deux phases : une aug-
mentation pour les faibles degr¶es de corrosion suivie d'une diminution pour les plus forts degr¶es
de corrosion. Les travaux de (Rodriguezet al., 1995) puis ceux de (Cairns et al., 2007) ont permis
d'aboutir µa la conclusion que la chute de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton est essentiellement
due µa la ¯ssuration du b¶eton d'enrobage qui provoque une chute du con¯nement de l'interface
acier/b¶eton. De plus, la (( lubri¯cation )) li¶ee µa l'apparition de la rouille provoque une chute du
coe±cient de frottement acier/b¶eton.

Soucieux d'appr¶ehender l'e®et de la corrosion µa une ¶echelle plus proche de celle µa laquelle sont
bâtis les ouvrages dans le domaine du g¶enie civil, de nombreux essais ont ¶et¶e r¶ealis¶es sur des
¶el¶ements de structure. On distingue les essais li¶es µa l'aptitude au service (E.L.S.) de ceux li¶es µa
la s¶ecurit¶e structurale (E.L.U.).

(Castel, 2001) a ¶etudi¶e le comportement m¶ecanique des poutres en b¶eton arm¶e vieillies en am-
biance saline pendant 14 ans. Cette ¶etude avait pour objectif de mettre en ¶evidence l'e®et coupl¶e
de la r¶eduction de l'acier tendu et de la perte d'adh¶erence acier/b¶eton. L'analyse comparative a
montr¶e que la ¯ssuration du b¶eton comprim¶e n'a pas d'in°uence sur le comportement en service.
(Cabrera et Ghoddoussi, 1992) ont r¶ealis¶e des essais de °exion sur des corps d'¶epreuve dont les
armatures inf¶erieures ont ¶et¶e corrod¶ees par courant impos¶e. Ils ont pu quanti¯er l'augmentation
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de la °µeche et la perte du moment r¶esistant de service selon le degr¶e de corrosion impos¶e. (Rodri-
guezet al., 1997) publient leurs conclusions portant sur l'augmentation de l'ouverture de ¯ssure
en fonction du degr¶e de corrosion. (Val et al., 1998) ont simul¶e le comportement m¶ecanique d'un
pont en b¶eton arm¶e sous di®¶erents cas de corrosion. Cette ¶etude a notamment permis d'appr¶ecier
les e®ets de la corrosion g¶en¶eralis¶ee sur la phase de comportement en service.

C'est en 1996 que (Cabrera, 1996) publie les premiers r¶esultats portant sur la r¶eduction de
la ductilit¶e de poutres en b¶eton arm¶e corrod¶ees. Ces r¶esultats seront confort¶es par l'apport de
(Lee et al., 1998) qui parviennent aux mêmes conclusions. La même ann¶ee, (Uomoto et Mirsa,
1998) ont conduit un programme exp¶erimental sur des poutres et des poteaux corrod¶es. Les
r¶esultats des essais de °exion montrent que la r¶eduction de la capacit¶e portante des poutres
corrod¶ees n'est pas due seulement µa la r¶eduction de la section des armatures inf¶erieures mais
aussi µa la formation des ¯ssures n¶ees de la corrosion. En¯n, parmi les essais les plus signi¯catifs
r¶ealis¶es sur des corps d'¶epreuve corrod¶es, il est possible de citer les travaux de (Mangat et Elgalf,
1999a) et (Mangat et Elgalf, 1999b). Ces chercheurs ont r¶ealis¶e des essais de °exion quatre points
sur des corps d'¶epreuve sous renforc¶es pour provoquer une rupture globale due µa la rupture de
la liaison acier/b¶eton. Une formule empirique a ¶et¶e propos¶ee pour d¶eterminer le pourcentage de
chute de capacit¶e portante en fonction du degr¶e de corrosion mesur¶e.

Contrairement µa la r¶eponse µa un chargement monotone, le comportement cyclique d'¶el¶ements
de structure corrod¶es n'a que trµes peu ¶et¶e ¶etudi¶e. L'¶etude la plus signi¯cative est celle publi¶ee
par (Fang et al., 2006). Cette ¶equipe a e®ectu¶e des essais d'arrachement sur des ¶eprouvettes
µa di®¶erents degr¶es de corrosion. Le principal r¶esultat r¶eside en la proposition d'une expression
analytique d'une variable dite d'endommagement, permettant de quanti¯er la r¶eduction de la
r¶esistance de la liaison en fonction du nombre de cycles appliqu¶es.

La volont¶e et le besoin de pr¶edire le comportement des ¶el¶ements de structure d¶egrad¶es par corro-
sion sont apparus de maniµere concomitante µa la r¶ealisation des di®¶erentes ¶etudes exp¶erimentales
pr¶ec¶edemment ¶evoqu¶ees. A partir des ann¶ees 1995, de nombreux modµeles sont apparus dans la
litt¶erature pour tenter d'apporter des ¶el¶ements de r¶eponse au besoin de pr¶evision. Il est pos-
sible de distinguer deux classes de modµeles bien distinctes : d'une part ceux qui s'int¶eressent
uniquement au d¶eveloppement de la corrosion et µa son e®et sur le b¶eton d'enrobage et d'autre
part, ceux qui s'int¶eressent aux cons¶equences de la corrosion sur certaines grandeurs sp¶eci¯ques
comme la capacit¶e portante. Les modµeles les plus signi¯catifs propos¶es vont de l'empirisme µa la
conceptualisation rigoureuse du ph¶enomµene de liaison en pr¶esence de corrosion. Davantage de
d¶etails sont donn¶es dans les sections suivantes.

2.4.2 Aspects ph¶enom¶enologiques

Classi¯cation

L'¶etendue et la diversit¶e des travaux exp¶erimentaux publi¶es dans la litt¶erature rendent d¶elicate
une pr¶esentation exhaustive de ces derniers. Le parti de ne pr¶esenter que les travaux les plus signi-
¯catifs a donc ¶et¶e retenu. L'absence de classi¯cation et d'essais standards pour la caract¶erisation
du comportement de la liaison acier/b¶eton ne simpli¯e d'ailleurs en rien l'expos¶e. Dans cette
section, il est n¶eanmoins propos¶e de r¶ealiser une synthµese des principales ¶etudes exp¶erimentales
publi¶ees. Pour cela, il a ¶et¶e choisi d'ordonner l'information disponible sur le comportement
m¶ecanique de la liaison acier/b¶eton en absence de corrosion selon le tableau2.1. Les travaux de
recherche visant µa caract¶eriser le comportement m¶ecanique de la liaison acier/b¶eton en pr¶esence
de corrosion sont ¶egalement relativement diversi¯¶es. Une classi¯cation identique µa celle du ta-
bleau2.1ne semble pas adapt¶ee car la liaison fait intervenir les mat¶eriaux b¶eton et acier. Il semble
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donc plus appropri¶e d'agencer ces travaux selon l'aspect qui est ¶etudi¶e. Ainsi, la classi¯cation
retenue est pr¶esent¶ee dans le tableau2.2.

Essais d'arrachement Essais de tirant Essais sur ¶el¶ements
µa double traction de structure

(Rehm, 1958), (Lutz et Gergely, 1967) (Goto, 1971) (Molina et al., 1993)
(Rehm, 1961)

(Eligehausenet al., 1983) (Cl¶ement, 1987) (Turk et al., 2006)
(LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987) (Daoud, 2003)

(Gambarova et Rosati, 1997)
(Zuo et Darwin, 2000)

(Viawanthanatepa, 1979)

Tab. 2.1 { Classi¯cation et synthµese des ¶etudes exp¶erimentales de la liaison acier/b¶eton en absence de
corrosion.
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Travaux exp¶erimentaux sur la liaison acier/b¶eton en absence de corrosion

Les essais d'arrachement. Les essais d'arrachement ont largement ¶et¶e utilis¶es pour l'¶etude
du comportement de la liaison acier/b¶eton. Les ¶eprouvettes de cet essai sont constitu¶ees d'un
bloc de b¶eton dans lequel se trouve une barre d'acier, lisse ou nervur¶ee. L'essai consiste µa appli-
quer un d¶eplacement en bout de barre. Les r¶esultats obtenus se pr¶esentent souvent sous la forme
d'une courbe contrainte/glissement. La g¶eom¶etrie de l'¶eprouvette est d¶etermin¶ee pour que la
rupture soit due µa l'interface et non au b¶eton ou encore µa la plasti¯cation de la barre. Ces essais
sont principalement mis en ¾uvre dans le but de d¶eterminer la r¶esistance maximale de la liaison
acier/b¶eton. Le faible coût et la simplicit¶e de mise en ¾uvre font de ces essais les plus utilis¶es
et les plus adapt¶es µa ce jour pour ¶etudier l'ancrage de l'acier dans un corps de b¶eton. Plusieurs
critiques peuvent cependant être ¶emises sur ces essais. En premier lieu, ils ne permettent pas
l'application de chargements complexes comme de la °exion ou de la torsion. Il semble donc
d¶elicat de repr¶esenter un cas de fonctionnement m¶ecanique r¶eel. En second lieu, il est di±cile de
r¶ealiser des mesures objectives vis-µa-vis des dimensions de l'¶eprouvette. En e®et, les ¶epaisseurs
mises en jeu conduisent souvent µa la pr¶esence d'un con¯nement accru, ne correspondant pas aux
situations r¶eelles. En dernier lieu, l'interpr¶etation des r¶esultats ne prend g¶en¶eralement pas en
compte le caractµere fortement h¶et¶erogµene de la r¶epartition des contraintes le long de la barre
d'acier.

Les travaux de recherche mettant en ¾uvre pour la premiµere fois des essais d'arrachement
sont ceux de (Rehm, 1961). Ces essais ont consist¶e µa appliquer un chargement en d¶eplacement
monotone croissant en bout d'une barre lisse, noy¶ee dans un corps de b¶eton. Certains modes de
rupture parasites ont ¶et¶e ¶evit¶es en augmentant l'¶epaisseur de b¶eton autour de la barre d'acier.
Sur la base de ces travaux, (Lutz et Gergely, 1967) ont r¶ep¶et¶e le même type d'essai avec des
barres nervur¶ees en faisant varier l'angle de ces derniµeres. Ces travaux ont permis d'aboutir µa
quelques conclusions majeures. En premier lieu, un angle limite (» 40±) est obtenu pour lequel les
barres poss¶edant des nervures avec un angle inf¶erieur µa celui-ci se comportent comme des barres
lisses. En second lieu, il est remarqu¶e que la r¶esistance ultime des barres nervur¶ees est fortement
li¶ee µa la r¶esistance en traction du b¶eton. En dernier lieu, (Lutz et Gergely, 1967) parviennent
µa proposer une d¶ecomposition de l'ensemble du processus de d¶egradation de la liaison. Trois
phases sont donc identi¯¶ees : une premiµere appel¶eephase d'adh¶erence chimique, une seconde
appel¶eepremiµere phase de d¶egradationet une derniµere appel¶eeseconde phase de d¶egradation.

L'¶etude reconnue comme ¶etant la plus complµete et la plus riche r¶ealis¶ee depuis prµes de 20
ans reste celle publi¶ee par (Eligehausenet al., 1983). Elle o®re non seulement des r¶esultats trµes
vari¶es mais elle propose aussi un modµele analytique simple qui a servi de base µa de nombreux
textes normatifs. Dans le cadre de ce vaste programme, 125 ¶eprouvettes ont ¶et¶e test¶ees. Chacune
d'entre elles a ¶et¶e con»cue pour repr¶esenter une r¶egion con¯n¶ee autour d'un n¾ud d'ossatures.
Plusieurs paramµetres ont ¶et¶e ¶etudi¶es au cours de cette ¶etude : l'e®et de l'histoire en chargement
sur le comportement de la liaison, l'e®et du con¯nement, le diamµetre des armatures et le type de
nervures, la r¶esistance µa la compression du b¶eton et la vitesse de chargement. Plusieurs r¶esultats,
aussi bien dans le cas de chargements monotone que cyclique, ont ¶et¶e obtenus. En condition de
chargement monotone, en premier lieu, il est remarqu¶e que la relation contrainte/glissement fait
clairement transparâ³tre une variation de la raideur tangente caract¶eristique de ce type d'essai :
une premiµere phase au cours de laquelle la r¶esistance augmente jusqu'µa un pic puis une seconde
phase durant laquelle cette derniµere tend progressivement µa s'annuler. En second lieu, les au-
teurs montrent que la r¶esistance de pic augmente avec le carr¶e de la r¶esistance µa la compression
du b¶eton. En dernier lieu, la vitesse de sollicitation agit directement sur la r¶esistance au pic et
tend µa l'augmenter plus celle-ci augmente. Cela a permis de montrer que le comportement de la
liaison intµegre des e®ets visqueux. En condition de chargement cyclique, il est not¶e, en premier
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lieu, que quelque soit la forme du chemin de sollicitation, une courbe ditevierge est toujours
retrouv¶ee. Cette derniµere correspond g¶en¶eralement µa la r¶eponse en chargement monotone. En
second lieu, les auteurs montrent que lors d'un cycle de chargement/d¶echargement/chargement,
la d¶egradation de la r¶esistance et de la rigidit¶e ne d¶epend que de la plus grande valeur de glis-
sement atteinte. Ce r¶esultat important peut être interpr¶et¶e comme la preuve de l'existence d'un
¶ecrouissage isotrope. Malgr¶e la richesse des r¶esultats fournis, les auteurs proposent plusieurs
perspectives de recherche. En particulier, d'importants e®orts doivent être d¶eploy¶es pour quan-
ti¯er l'e®et de l'espacement des nervures sur le comportement de la liaison. De plus, les ¶eventuels
e®ets li¶es aux zones de plasti¯cation locales m¶eritent d'être ¶etudi¶es. En¯n, la propagation des
¯ssures caract¶eristiques n'a pas ¶et¶e abord¶ee.

Les premiers essais r¶ealis¶es dans l'optique de construire une loi locale pour repr¶esenter le com-
portement de la liaison acier/b¶eton sont ceux r¶ealis¶es par (LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987).
Une r¶e°exion sur les dimensions des ¶eprouvettes pour approcher au mieux le comportement d'un
volume ¶el¶ementaire repr¶esentatif le plus probable a ¶et¶e conduite. Cette particularit¶e confµere aux
r¶esultats obtenus par (LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987) toute la pertinence et la consis-
tance n¶ecessaires a¯n qu'ils puissent être pleinement utilisables pour identi¯er les paramµetres
mat¶eriaux d'une loi locale de la liaison acier/b¶eton. Ces essais ont permis de mieux appr¶ehender
les e®ets d'un con¯nement ext¶erieur sur le comportement de la liaison. Pour cela, plusieurs essais
d'arrachement ont ¶et¶e r¶ealis¶es sous quatre niveaux di®¶erents de con¯nement : 0, 5, 10 et 15 MPa.
Pour une variation de 5 MPa du con¯nement ext¶erieur, il a ¶et¶e observ¶e une variation de 35 % de
la r¶esistance maximale de la liaison. Cela montre clairement l'importance de ce paramµetre. De
plus, cette ¶etude montre que la rupture locale de la liaison n'est pas contrôl¶ee uniquement par le
mode II. En e®et, la surface de rupture correspond davantage µa un cylindre englobant l'acier et
la hauteur des nervures que l'acier seul. Ainsi les propri¶et¶es de la liaison sont li¶ees au frottement
interne du b¶eton. Ce r¶esultat a d'ailleurs ¶et¶e ¶etay¶e par l'observation de boucles d'hyst¶er¶esis lors
de cycles de charge/d¶echarge.

La derniµere ¶etude signi¯cative qui est pr¶esent¶ee dans cette synthµese est celle r¶ealis¶ee par (Gamba-
rova et Rosati, 1997), (Coronelli, 2002) et (Bamonte et al., 2002). Ces auteurs ont concentr¶e leurs
e®orts essentiellement autour de deux points particuliers : d'une part les e®ets du con¯nement
sur le comportement local de la liaison acier/b¶eton et d'autre part, les e®ets d'¶echelles sur le com-
portement global des structures en b¶eton arm¶e. Les ¶eprouvettes confectionn¶ees pour caract¶eriser
les e®ets du con¯nement ext¶erieur, connues sous le vocable d'¶eprouvettes µa ancrage court, ne
comprennent qu'une courte barre d'acier. Les co®rages possµedent des s¶eparateurs sp¶eciaux qui
favorisent l'apparition de ¯ssures longitudinales. Le bloc de b¶eton agit ainsi comme un ¶etau au-
tour de la barre d'acier. Un con¯nement ext¶erieur est appliqu¶e en vue de maintenir la coh¶esion
de l'ensemble. Un d¶eplacement a ¶et¶e impos¶e en bout de barre en vue de caract¶eriser le compor-
tement de la liaison con¯n¶ee. D'une maniµere globale, les r¶esultats obtenus par (LaBorderie et
Pijaudier-Cabot, 1987) ont ¶et¶e retrouv¶es. En particulier, la nature de la surface de rupture et
l'e®et b¶en¶e¯que du con¯nement sont les deux points majeurs sur lesquels insistent (Gambarova
et Rosati, 1997). En revanche, contrairement aux observations de (Eligehausenet al., 1983), il
a ¶et¶e constat¶e que le diamµetre de la barre a une in°uence non n¶egligeable sur le comportement
de la liaison. La principale critique formul¶ee µa l'¶egard de cette ¶etude est celle de (Lowes, 1999).
Cette derniµere fait remarquer µa juste titre que la maniµere de quanti¯er et d'appliquer le con¯-
nement sur les ¶eprouvettes di®µere largement de celle des autres auteurs. En r¶ealit¶e, la pression
lat¶erale n'est pas constante le long de la barre d'acier ce qui rend les essais r¶ealis¶es trµes peu
repr¶esentatifs du mode de fonctionnement r¶eel. Dans des travaux plus r¶ecents, (Gambarova et
Rosati, 1997) se sont consacr¶es µa l'¶etude des e®ets d'¶echelle sur le comportement de la liaison
avec d'une part un b¶eton ordinaire et d'autre part, un b¶eton haute performance. Plusieurs essais
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d'arrachement ont ¶et¶e r¶ealis¶es en faisant varier les dimensions g¶eom¶etriques des ¶eprouvettes dans
des ratios contrôl¶es. En particulier, l'e®et des variations de l'aire des surfaces de contact d'acier
et de b¶eton a ¶et¶e ¶etudi¶e. Les auteurs ont pu mettre en ¶evidence l'existence d'e®ets d'¶echelle sur le
comportement de la liaison acier/b¶eton mais ne sont pas parvenus µa proposer une loi empirique
les r¶egissant.

Les essais de tirant µa double traction Les tirants en b¶eton arm¶e sont des ¶eprouvettes pris-
matiques qui se composent d'un bloc de b¶eton et d'une barre d'acier. Les r¶esultats se pr¶esentent
sous la forme d'une courbe de r¶eponse globale mettant en relation la force appliqu¶ee aux deux
extr¶emit¶es de l'armature avec le d¶eplacement mesur¶e. Le but principal des essais de tirant est
l'¶etude de la ¯ssuration du b¶eton par transfert des e®orts de traction depuis l'acier vers ce der-
nier. L'essai de tirant consiste en g¶en¶eral µa appliquer une force impos¶ee, ou un d¶eplacement,
aux deux extr¶emit¶es de la barre pour cr¶eer un ¶etat de contrainte de traction, en vue de se rap-
procher du mode de fonctionnement d'une armature inf¶erieure classique. Les e®orts de traction
sont donc transmis depuis l'acier au b¶eton au travers de la liaison. Il est essentiel de remarquer
que les e®orts de traction dans l'acier se traduisent par des e®orts de cisaillement dans le b¶eton.
A partir de l'instant oµu la contrainte limite de traction est localement atteinte dans le b¶eton, un
ph¶enomµene de concentration de contraintes apparâ³t. Il s'en suit l'apparition d'une macro¯ssure
concentr¶ee en zone centrale de l'¶eprouvette. Cela se traduit par la pr¶esence d'une discontinuit¶e
sur la courbe force/d¶eplacement. Cette derniµere est due µa une d¶echarge globale de l'¶eprouvette
avant que la redistribution des e®orts n'ait pu se faire. Lorsque l'intensit¶e du chargement pro-
gresse, d'autres macro¯ssures apparaissent et il en r¶esulte donc d'autres discontinuit¶es sur la
courbe force/d¶eplacement.

Les travaux de (Goto, 1971) portent sur le transfert des e®orts depuis l'acier vers le b¶eton.
Cet auteur s'est int¶eress¶e µa la but¶ee des nervures sur le corps de b¶eton. Un premier r¶esultat
que (Goto, 1971) est parvenu µa montrer est le fait que la r¶esistance maximale de la liaison
acier/b¶eton est conditionn¶ee par la r¶esistance en traction du b¶eton. Par ailleurs, en utilisant de
l'encre comme traceur de ¯ssures, ces travaux ont permis d'observer une ¯ssuration du b¶eton
caract¶eristique du transfert d'e®orts depuis l'acier vers le b¶eton, appel¶eēssuration radiale .

(Cl¶ement, 1987) s'est int¶eress¶e µa la rupture des ¶eprouvettes par ¯ssuration externe du b¶eton
alors que la barre d'acier restait entiµerement ¶elastique. Cet auteur est parvenu µa identi¯er clai-
rement des phases caract¶eristiques du comportement d'un tirant : une premiµere phase lin¶eaire
et une seconde non lin¶eaire, qui traduit la perte de rigidit¶e globale due µa la d¶egradation progres-
sive de la liaison acier/b¶eton. Par ailleurs, (Cl¶ement, 1987) a remarqu¶e que le comportement
d'un tirant ¯ssur¶e pouvait être rapproch¶e du comportement ¶elastique lin¶eaire d'un acier. En¯n,
l'auteur souligne le fait que la liaison acier/b¶eton est d¶egrad¶ee essentiellement sur les quarts
extrêmes du tirant. En e®et, la liaison reste assez peu endommag¶ee en zone centrale.

R¶ecemment, (Daoud, 2003) a r¶ealis¶e des essais de tirants avec du b¶eton autopla»cant dans le
but de mieux appr¶ehender les e®ets de la d¶egradation de la liaison acier/b¶eton sur le comporte-
ment global. Les r¶esultats de cette ¶etude n'ont montr¶e aucune di®¶erence notable entre ce type
de b¶eton et un b¶eton vibr¶e traditionnellement par rapport µa la ¯ssuration.

Essais sur ¶el¶ements de structure Les essais de poutre sont ¶egalement une pr¶ecieuse source
d'informations pour appr¶ecier les e®ets de la d¶egradation de la liaison acier/b¶eton µa l'¶echelle de
la structure. G¶en¶eralement, les ¶eprouvettes sont des poutres en b¶eton arm¶e avec un pourcen-
tage d'armature minimal. En e®et, la rupture globale de l'ensemble doit être due µa la rupture
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de la liaison acier/b¶eton. Les r¶esultats se pr¶esentent sous la forme d'une courbe force/°µeche.
L'apport majeur de ce type d'essai est qu'il permet de g¶en¶erer µa l'interface acier/b¶eton un ¶etat
de contrainte issu de sollicitations complexes. Ainsi, le fonctionnement de la liaison acier/b¶eton
coÄ³ncide plutôt bien avec un cas de fonctionnement r¶eel. Il est µa noter que ces essais correspondent
trµes bien aux besoins des ing¶enieurs de construction, qui souhaitent avoir des solutions pratiques.
Dans la suite, deux programmes r¶ecents de recherche mis en place pour ¶etudier sp¶eci¯quement
la liaison acier/b¶eton sont pr¶esent¶es.

(Molina et al., 1993) se sont concentr¶es sur les e®ets d'une d¶egradation de la liaison acier/b¶eton
sur le comportement m¶ecanique de poutres en b¶eton arm¶e. Des essais sur ¶el¶ements de structure
ont donc ¶et¶e r¶ealis¶es. Les auteurs ont ¶egalement e®ectu¶e une ¶etude param¶etrique portant sur
l'¶epaisseur d'enrobage, le niveau de con¯nement, etc. Il a ¶et¶e constat¶e que, pour une même
g¶eom¶etrie, plus la liaison acier/b¶eton est d¶egrad¶ee, plus la °µeche augmente. N¶eanmoins, même
en pr¶esence d'une forte d¶egradation de la liaison acier/b¶eton, l'armature a pour e®et de rigidi¯er
l'ensemble.

Les travaux r¶ecents de (Turk et al., 2006) visent µa ¶evaluer la r¶esistance de la liaison acier/b¶eton
en fonction de divers paramµetres dont la longueur de recouvrement. Cette grandeur a ¶et¶e choisie
de telle sorte qu'une ¯ssure longitudinale apparaisse le long du corps d'¶epreuve lors des essais.
Le r¶esultat essentiel auquel aboutissent les auteurs est que la liaison acier/b¶eton d¶eveloppe une
r¶esistance maximale en zone de recouvrement. (Turk et al., 2006) expliquent cela par la pr¶esence
d'un e®et structure qui apporterait de la r¶esistance µa l'ensemble.

Travaux exp¶erimentaux sur la liaison acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

G¶en¶eralit¶es. Le ph¶enomµene de corrosion est de nature ¶electrochimique. Il est caract¶eris¶e par
l'apparition d'un courant ¶electrique en l'absence de toute source ext¶erieure. C'est une attaque
destructive d'un m¶etal par le d¶eveloppement de r¶eactions ¶electrochimiques qui conduisent µa
un transfert d'ions et d'¶electrons µa l'interface m¶etal-solution, en pr¶esence d'une di®¶erence de
potentiel entre ces deux phases. Plusieurs r¶eactions s'e®ectuent µa la surface du m¶etal. Elles in-
teragissent entre elles et sont appel¶ees r¶eactions conjugu¶ees. Plus pr¶ecis¶ement, on distingue deux
r¶eactions primaires (anodique et cathodique) et une secondaire.

Lors de la r¶eaction anodique, le m¶etal tend µa s'oxyder. L'ion m¶etallique quitte le r¶eseau cristallin
solide et passe en solution. Une quantit¶e ¶equivalente est laiss¶ee dans la phase solide. Ainsi, pour
la phase fer, la r¶eaction ¶electronique s'¶ecrit de la maniµere suivante :

Fe À F n+
e + ne¡ (2.42)

Dans l'¶equation 2.42, n est un entier qui d¶epend du type de fer form¶e. De maniµere concomitante
µa la premiµere, une r¶eaction cathodique s'e®ectue ¶egalement. Selon l'environnement et la quantit¶e
d'oxygµene µa la cathode, deux types de r¶eaction sont susceptibles d'apparâ³tre :

En l'absence d'oxygµene
2H2O + 2e¡ À 2OH ¡ + H2

2H + + 2e¡ À H2
(2.43)

En pr¶esence d'oxygµene
O2 + 2H2O + 4e¡ À 4OH ¡ (2.44)

En¯n, en plus des r¶eactions primaires qui viennent d'être pr¶esent¶ees, une r¶eaction secondaire
s'e®ectue. Cette derniµere se traduit par l'apparition d'un d¶epôt µa la surface du m¶etal. De maniµere
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simpli¯¶ee, les ¶equations bilans s'¶ecrivent comme suit :

F n+
e + nOH ¡ ! Fe(OH )n

4Fe(OH )2 + O2 À 2Fe2 O3 + 4H2O
(2.45)

Lorsque l'on considµere un ¶el¶ement de structure en b¶eton arm¶e, une solution interstitielle est
pr¶esente dans les pores du b¶eton. Son pH est classiquement sup¶erieur µa 12,5 selon (Longuet
et al., 1976). L'acier des armatures est donc recouvert d'un ¯lm passif constitu¶e de magn¶etite ou
d'oxyde ferrique, selon le diagramme de Pourbaix. La nature exacte de ce ¯lm est grandement
in°uenc¶ee par le pH de la solution interstitielle, comme le montrent les travaux de (Sandberg,
1995) et de (Sagoe-Centsil et Glasser, 1990). Lorsque ce ¯lm est d¶epos¶e sur l'armature, on parle
de passivation de l'armature. Dµes lors que l'¶el¶ement de structure en b¶eton arm¶e est sujet µa une
agression ext¶erieure, comme par exemple la p¶en¶etration de dioxyde de carbone ou d'ions chlo-
rures, le ¯lm protecteur tend µa disparâ³tre. On parle alors ded¶epassivation de l'armature. Cette
d¶epassivation peut être plus ou moins uniforme le long de l'armature selon le type d'agents
agressifs. On distingue classiquement le cas d'une corrosion par carbonatation (p¶en¶etration de
dioxyde de carbone) et le cas d'une corrosion par chlorures (p¶en¶etration des ions chlorure).

Le cas d'une corrosion par carbonatation correspond µa la d¶epassivation de l'armature proche
de la surface ext¶erieure du b¶eton. Elle s'e®ectue g¶en¶eralement de maniµere plutôt uniforme le
long de l'acier. L'air pr¶esent dans le milieu ext¶erieur contient un pourcentage de dioxyde de
carbone voisin de 0,03 %. Cette teneur moyenne d¶epend bien entendu de la pression et de la
temp¶erature du milieu. La portlandite r¶eagit avec le dioxyde de carbone pour donner naissance
µa du carbonate de calcium selon la r¶eaction bilan suivante :

CO2 + Ca(OH )2 À CaCO3 + H2O (2.46)

Un indicateur majeur et directement accessible µa la mesure est le pH de la solution interstitielle.
En e®et, ce dernier tend µa diminuer pour atteindre une valeur voisine de 9. Le ¯lm protecteur est
alors d¶etruit de maniµere uniforme et la corrosion peut commencer µa se d¶evelopper. Les produits
¯naux du processus anodique sont majoritairement leFe(OH )2 et le Fe(OH ). Il est essentiel de
noter que les m¶ecanismes pr¶ecis qui conduisent µa la formation de tels compos¶es restent encore mal
connus. Dans la litt¶erature, di®¶erents m¶ecanismes ¶el¶ementaires ont ¶et¶e propos¶es. Il est possible
de citer les travaux de (Tuutti , 1982), de (Broom¯eld , 1997) et de (Raharinaivo et al., 1998). La
cin¶etique du ph¶enomµene de corrosion par carbonatation reste elle aussi mal connue. Toutefois,
il a clairement ¶et¶e identi¯¶e que cette derniµere d¶epend non seulement de l'¶epaisseur d'enrobage
mais aussi de l'humidit¶e relative, selon les travaux de (Baron et Olivier , 1998). Lorsque le b¶eton
d'enrobage est ¯ssur¶e, des chemins de migrations pr¶ef¶erentiels sont alors cr¶e¶es et la carbonata-
tion du milieu s'e®ectue plus rapidement et de maniµere plus importante. En revanche, lorsque
le b¶eton est non ¯ssur¶e et de bonne qualit¶e, la carbonatation du milieu est trµes lente.

Le second cas de corrosion correspond µa la p¶en¶etration des ions chlorures. La d¶epassivation de
l'armature s'e®ectue de maniµere localis¶ee. Il est ainsi di±cile de distinguer les zones cathodiques
des zones anodiques. Les observations montrent que la couche de recouvrement ne protµege plus
l'armature lorsque que la concentration en ions chlorures a atteint un seuil critique. L'amor»cage
de la corrosion se fait par l'apparition de piqûres localis¶ees et tend µa se g¶en¶eraliser par la suite
si la concentration en ions chlorures est la même le long de l'acier. Plusieurs m¶ecanismes sont
propos¶es dans la litt¶erature ; on peut notamment citer les travaux de (Raharinaivo et al., 1998),
de (Sagoe-Centsil et Glasser, 1990) et de (Neville, 1983). La quantit¶e critique d'ions chlorure
n¶ecessaire µa l'activation du ph¶enomµene de corrosion est sujet µa de nombreuses controverses
comme en fait ¶etat la litt¶erature sur le sujet.
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A partir de cette succincte pr¶esentation sur la nature ¶electrochimique du ph¶enomµene de corro-
sion, il est possible d'en d¶eduire d'une maniµere g¶en¶erale, que les m¶ecanismes physico-chimiques
restent encore assez mal connus. En d¶epit de cette m¶econnaissance que la litt¶erature semble faire
apparâ³tre, de nombreux travaux ont vis¶e µa mieux appr¶ehender les e®ets du ph¶enomµene de corro-
sion sur le comportement m¶ecanique des ¶el¶ements de structure en b¶eton arm¶e. En e®et, un point
de vue plus macroscopique est alors adopt¶e. C'est bel et bien µa comprendre le fonctionnement
m¶ecanique des structures d¶egrad¶ees par corrosion que se sont employ¶es de nombreux chercheurs.
Dans ce qui suit, une synthµese des travaux publi¶es dans la litt¶erature sur ces aspects est r¶ealis¶ee.
On peut remarquer que la litt¶erature fait ¶etat d'¶etudes s'int¶eressant µa l'ensemble des e®ets de la
corrosion sur le comportement m¶ecanique des ¶el¶ements de structure. Toutefois, dans une optique
de mod¶elisation de ce ph¶enomµene, il semble plus licite de tenter d'identi¯er clairement chaque
e®et ¶el¶ementaire et non d'appr¶ecier le r¶esultat de leur superposition. N¶eanmoins, dans ce qui
suit, le parti d'un expos¶e fond¶e sur les e®ets identi¯¶es et li¶es au d¶eveloppement de la corrosion a
¶et¶e retenu. Deux e®ets jouant un rôle majeur dans la diminution de la performance des ouvrages
en b¶eton arm¶e d¶egrad¶es par corrosion peuvent être identi¯¶es : d'une part la fragilisation des
aciers constitutifs des armatures et d'autre part, la perte d'adh¶erence acier/b¶eton.

Fragilisation de l'acier. Cet e®et concerne essentiellement le cas de la corrosion par piqûre,
c'est-µa-dire par p¶en¶etration des ions chlorures dans le b¶eton d'enrobage. D'une maniµere g¶en¶erale,
l'acier tend µa se fragiliser sous l'e®et des piqûres qui se forment. Il s'en suit une diminution
de la d¶eformation ¶equivalente de rupture. Les travaux r¶ealis¶es par (Almusallam et al., 1996)
font clairement ¶etat de ce ph¶enomµene. Ils constituent la base de donn¶ees la plus utilis¶ee pour
identi¯er les paramµetres des lois de comportement propos¶ees dans la litt¶erature pour rendre
compte de cet e®et. Des barres d'acier ont ¶et¶e corrod¶ees sous champ ¶electrique de maniµere µa
cr¶eer des piqûres localis¶ees de di®¶erentes profondeurs. Des essais de traction pure ont ensuite
¶et¶e e®ectu¶es pour caract¶eriser le comportement des corps d'¶epreuve. La ¯gure2.1 pr¶esente les
courbes force/d¶eplacement obtenues par (Almusallam et al., 1996). Il apparâ³t trµes clairement
une fragilisation de plus en plus marqu¶ee en fonction du degr¶e de corrosion, d¶e¯ni en terme de
perte de masse. L'¶etude conduite par (Castel, 2001) visait µa caract¶eriser l'e®et des piqûres sur

Fig. 2.1 { R¶eponse uniaxiale des essais de traction pure r¶ealis¶es sur des barres d'acier corrod¶ees
µa di®¶erents degr¶es (d'aprµes (Almusallam et al., 1996)).

la ductilit¶e de l'acier. Pour cela, quatre barres d'acier ont ¶et¶e entaill¶ees puis test¶ees. Comme le
montre la ¯gure 2.2, il a ¶et¶e mis en ¶evidence que pour des r¶eductions locales de section de 6 %,
11 % et 20 %, le potentiel de d¶eformation µa la rupture chute respectivement de 50 %, 70 % et
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75 % par rapport au t¶emoin. L'hypothµese de l'existence d'une concentration de contraintes en
fond d'entaille a ¶et¶e avanc¶ee. Suite µa cette ¶etude, (Castel, 2001) a propos¶e une relation liant le
degr¶e de corrosion µa la d¶eformation ¶equivalente µa rupture. (Ouglova, 2004) a ¶egalement r¶ealis¶e

Fig. 2.2 { R¶eponse uniaxiale des essais de traction pure r¶ealis¶es sur des barres d'acier entaill¶ees
µa di®¶erentes profondeurs (d'aprµes (Castel, 2001)).

des essais de traction sur des barres d'acier poss¶edant des piqûres µa di®¶erentes profondeurs.
Les r¶esultats obtenus ont permis de d¶egager une loi empirique reliant la d¶eformation plastique
cumul¶ee µa rupture au degr¶e de corrosion. Une ¶etude num¶erique a permis a posteriori de justi¯er
la relation obtenue, qui a ¶et¶e introduite dans une loi de comportement macroscopique couplant
endommagement et plasticit¶e. Cette loi sera pr¶esent¶ee plus en d¶etail dans la suite.

Variation de l'adh¶erence acier/b¶eton. Un autre e®et essentiel qui r¶esulte du d¶eveloppement
de la corrosion dans les structures en b¶eton arm¶e est la variation de l'adh¶erence entre l'acier et
le b¶eton. La corrosion r¶eduit l'adh¶erence µa cause de l'a®aiblissement du con¯nement de l'arma-
ture, produit µa la fois par la ¯ssuration du b¶eton et par la corrosion de l'armature, comme les
travaux de (Rodriguez et al., 1995) le montrent. De plus, une lubri¯cation due µa la pr¶esence des
produits de corrosion, apparâ³t entre l'acier et le b¶eton. Cet aspect a ¶et¶e discut¶e par (Cairns
et al., 2007). (Sulaimani et al., 1990) ont r¶ealis¶e des essais d'arrachement sur des corps d'¶epreuve
corrod¶es µa di®¶erents degr¶es pour caract¶eriser l'in°uence de la corrosion et de la ¯ssuration du
b¶eton d'enrobage sur l'adh¶erence. Les r¶esultats obtenus par ces auteurs sont pr¶esent¶es sur la
¯gure 2.3. L'allure g¶en¶erale des courbes force/glissement pr¶esent¶ees sur la ¯gure2.3 mettent
clairement en ¶evidence une variation de l'adh¶erence acier/b¶eton fonction d'une part du diamµetre
des barres d'acier utilis¶ees et d'autre part, du degr¶e de corrosion. Pour les faibles degr¶es (¼
1%), l'adh¶erence augmente alors que pour les degr¶es sup¶erieurs, celle-ci diminue. Plusieurs ex-
plications ont ¶et¶e avanc¶ees dans la litt¶erature pour tenter d'expliquer ces variations. Les auteurs
expliquent cela par le fait que le con¯nement de la barre d'acier est accru tant que les pro-
duits de corrosion n'ont pas provoqu¶e la ¯ssuration du b¶eton due µa leur expansion. Ainsi, le
b¶eton reste ¶elastique. Dµes que sa contrainte limite de traction est atteinte, il s'en suit l'appa-
rition de ¯ssures conduisant µa une perte de con¯nement de l'armature qui se traduit par une
diminution de l'adh¶erence acier/b¶eton. D'autres ¶etudes exp¶erimentales, comme celle r¶ealis¶ee par
(Ouglova, 2004), con¯rment les observations de (Sulaimani et al., 1990). Comme l'expos¶e r¶ealis¶e
jusqu'ici le montre, de nombreux chercheurs se sont int¶eress¶es µa comprendre les m¶ecanismes
locaux caract¶eristiques du ph¶enomµene de corrosion. A l'identique des recherches e®ectu¶ees sur
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Fig. 2.3 { R¶eponses des essais d'arrachement r¶ealis¶es sur des ¶eprouvettes corrod¶ees µa di®¶erents
degr¶es d¶e¯nis en perte de masse (d'aprµes (Sulaimani et al., 1990)).

la th¶ematique du comportement m¶ecanique de la liaison acier/b¶eton saine, un certain nombre
d'¶equipes s'est consacr¶e µa caract¶eriser les e®ets de la corrosion sur le comportement global
d'¶el¶ements de structure. D'une maniµere g¶en¶erale, les r¶esultats de ces ¶etudes s'int¶eressent d'une
part aux e®ets de la corrosion sur la °µeche d'un ¶el¶ement de structure en fonctionnement et
d'autre part, µa leur capacit¶e portante. Autrement dit, ce sont les cas des ¶etats limites de service
(ELS) et ultime (ELU) qui ont ¶et¶e ¶etudi¶es. Dans la suite, une synthµese des travaux publi¶es dans
la litt¶erature sur ces deux thµemes est pr¶esent¶ee.

Comportement d'¶el¶ements de structure en service. Des corps d'¶epreuve conserv¶es en
ambiance saline pendant 14 ans ont ¶et¶e ¶etudi¶es par (Castel, 2001). L'objectif de ces travaux
¶etait de mettre en lumiµere l'e®et de la perte de section des armatures coupl¶e avec les variations
de l'adh¶erence acier/b¶eton. Cet auteur a mis en ¶evidence d'une part, que la corrosion qui s'est
d¶evelopp¶ee sur les armatures en zone comprim¶ee n'a pas d'in°uence sur le comportement en
service de l'ouvrage. D'autre part, la perte d'adh¶erence acier/b¶eton en zone tendue est apparue
comme le facteur majeur responsable de l'augmentation de la °µeche. (Castel, 2001) explique
cela par le fait que le b¶eton situ¶e entre les ¯ssures en zone tendue ne participe plus de maniµere
e±cace µa la reprise des e®orts de traction. Cela se traduit par une diminution de la rigidit¶e de
°exion. En e®et, la section des aciers ¶etant r¶eduite, la redistribution des e®orts de traction en
zone tendue est modi¯¶ee. Les aciers ne pouvant plus reprendre su±samment d'e®ort, il apparâ³t
un accroissement local de la courbure moyenne, qui agit directement sur la rigidit¶e en °exion.
(Val et al., 1998) ont r¶ealis¶e des simulations num¶eriques visant µa appr¶ehender le comportement
en service d'un pont en b¶eton arm¶e sujet µa de la corrosion. Ces simulations ont permis aux
auteurs de faire apparâ³tre des variations signi¯catives de l'indice de ¯abilit¶e au cours du temps.
Les deux cas de corrosion (g¶en¶eralis¶ee et par piqûres) ont ¶et¶e pris en compte. Il ressort de ces
travaux que le comportement en service tend µa être in°uenc¶e essentiellement par la corrosion
g¶en¶eralis¶ee. (Rodriguez et al., 1997) ont confectionn¶e des poutres qu'ils ont ensuite corrod¶ees
de maniµere intensiostatique. Leur r¶esultat majeur r¶eside en la mise en ¶evidence du mode de
rupture propre aux ¶el¶ements de structures corrod¶es. En e®et, ces derniers tendent µa atteindre
leur rupture par un mode li¶e au cisaillement (e®ort tranchant) plutôt que par °exion, comme
c'est classiquement le cas lorsque la corrosion est absente. Ces r¶esultats viennent con¯rmer ceux
publi¶es quelques ann¶ees auparavant par (Cabrera et Ghoddoussi, 1992).
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Comportement ultime d'¶el¶ements de structure. Sur les mêmes corps d'¶epreuve que ceux
¶etudi¶es en condition de fonctionnement en service, (Castel, 2001) a r¶ealis¶e une ¶etude µa rupture
en les testant sous un chargement de °exion. Il est ressorti de cette analyse, qu'µa l'¶echelle de la
structure, le ph¶enomµene de corrosion se traduit par trois e®ets essentiels : une perte de raideur,
une perte de r¶esistance et une diminution de la ductilit¶e en phase post-pic. Par l'utilisation de
son modµele, (Castel, 2001) a montr¶e que la r¶eduction de section des armatures ¶etait largement
responsable de la perte de la capacit¶e portante des poutres. La perte de ductilit¶e peut être aussi
li¶ee µa cette même cause, toutefois, (Castel, 2001) ¶emet quelques r¶eserves sur cette hypothµese. Les
simulations µa rupture conduites par (Val et al., 1998) ont clairement montr¶e que la corrosion
par piqûres tend µa a®ecter davantage la capacit¶e portante des structures. (Uomoto et Mirsa,
1998) ont test¶e des poutres et des poteaux qui ont ¶et¶e corrod¶es de maniµere intensiostatique. Ces
auteurs ont montr¶e que la perte de capacit¶e portante n'¶etait pas seulement due µa une r¶eduction
de la section d'acier mais aussi µa la formation de ¯ssures due µa la corrosion. En particulier,
(Uomoto et Mirsa, 1998) ont observ¶e que pour une perte de masse voisine de 2 %, la capacit¶e
portante diminuait de 17 %. (Cabrera, 1996) et (Lee et al., 1998) ont mis en ¶evidence que, dans
le cas d'une corrosion g¶en¶eralis¶ee, la perte de ductilit¶e est li¶ee µa la perte d'adh¶erence locale entre
l'acier et le b¶eton. (Mangat et Elgalf, 1999a), (Mangat et Elgalf, 1999b) ont test¶e des poutres en
°exion, corrod¶ees de maniµere intensiostatique µa di®¶erents degr¶es. Cette ¶etude o®re l'int¶erêt de
mettre en ¾uvre des corps d'¶epreuve non arm¶es en zone comprim¶ee. Cette caract¶eristique permet
d'assurer que les poutres atteignent leur rupture par d¶et¶erioration de la liaison acier/b¶eton. Les
r¶esultats d'essais montrent que la capacit¶e portante r¶esiduelle est objective par rapport au
courant de corrosion appliqu¶e. De plus, selon les auteurs, la perte de capacit¶e portante est due
non seulement µa la r¶eduction de la section d'acier mais aussi µa la perte d'adh¶erence acier/b¶eton.
(Mangat et Elgalf, 1999b) propose ¯nalement une formule empirique pour estimer la capacit¶e
portante d'¶el¶ements de structure a®ect¶es par le ph¶enomµene de corrosion.

2.4.3 Outils de pr¶ediction

Classi¯cation

Depuis que le thµeme d'¶etude de la liaison acier/b¶eton a commenc¶e µa int¶eresser nombre de cher-
cheurs, la probl¶ematique li¶ee µa la pr¶evision et µa la mod¶elisation du comportement m¶ecanique
de l'interface acier/b¶eton s'est pos¶ee. Tout comme dans le cas des ¶etudes exp¶erimentales, la
litt¶erature fait ¶etat d'un nombre cons¶equent de modµeles, fond¶es sur di®¶erentes hypothµeses et
formul¶es dans di®¶erents cadres th¶eoriques. Il semble donc n¶ecessaire de classer l'information
disponible pour permettre une vision globale des d¶eveloppements propos¶es. Tout d'abord, il
est possible de distinguer deux classes de lois de comportement : celles ne permettant pas une
prise en compte de la corrosion et celles le permettant. A l'int¶erieur de chacune de ces classes,
di®¶erents cadres th¶eoriques de formulation ont ¶et¶e utilis¶es, dans lesquels plusieurs variantes de
lois de comportement ont ¶et¶e propos¶ees. Il est essentiel de remarquer que certains modµeles de
comportement, visant µa repr¶esenter les e®ets de la corrosion, n'ont pas ¶et¶e pr¶evus pour pou-
voir être utilis¶es avec un chargement m¶ecanique ext¶erieur, autre que celui cr¶e¶e par la corrosion
elle-même. La classi¯cation retenue est synth¶etis¶ee dans le tableau2.3.
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Pr¶esentation synth¶etique des modµeles de liaison acier/b¶eton en l'absence de corro-
sion

Positionnement du problµeme - choix d'un domaine mat¶eriel. La synthµese des tra-
vaux exp¶erimentaux r¶ealis¶ee pr¶ec¶edemment permet de mettre en lumiµere le fait que l'interface
acier/b¶eton est une zone poss¶edant d'une part des propri¶et¶es particuliµeres et d'autre part, un
comportement qui lui est propre. En e®et, la liaison entre l'acier et le b¶eton se d¶eveloppe dans
cette zone. Autrement dit, l'interface acier/b¶eton est une zone de transfert d'e®ort entre le b¶eton
et l'acier. Proposer un modµele d'interface acier/b¶eton se traduit donc par la proposition d'une
relation liant le tenseur des contraintes au tenseur des d¶eformations totales ou encore, de maniµere
¶equivalente, au vecteur saut de d¶eplacement couramment appel¶e glissement. Pour atteindre cet
objectif, il y a d'abord lieu de d¶e¯nir la maniµere de repr¶esenter le domaine occup¶e par l'interface
acier/b¶eton. Deux ¶ecoles existent : l'¶Ecole de la mesure nulleet l' ¶Ecole du troisiµeme corps. La
premiµere possibilit¶e consiste µa supposer l'interface acier/b¶eton sans ¶epaisseur. Cela revient µa
proposer une relation entre le vecteur contrainte et le vecteur saut de d¶eplacement sous la forme
d'un op¶erateur matriciel g¶en¶eralement diagonal d'ordre deux sous la forme suivante :

t = K :[u] (2.47)

Dans l'¶equation 2.47, t repr¶esente le vecteur contrainte µa l'interface,K une matrice diagonale
et [u] le vecteur saut de d¶eplacement. Ce type de loi de comportement est g¶en¶eralement im-
plant¶e dans des ¶el¶ements joints, sans ¶epaisseur. Il est µa noter que la mise en ¾uvre de ce type
de modµele dans des calculs de structure µa grande ¶echelle reste d¶elicate en raison des nom-
breuses instabilit¶es num¶eriques li¶ees µa l'interp¶en¶etration potentielle de l'acier et du b¶eton. En
revanche, les motivations physiques conduisant certains auteurs µa ¶emettre l'hypothµese que l'in-
terface acier/b¶eton n'occupe aucun domaine physique ne semblent pas manquer. D'autres cher-
cheurs ont pr¶ef¶er¶e se concentrer sur une mod¶elisation plus robuste du comportement m¶ecanique
de l'interface acier/b¶eton mais moins physique. En e®et, l'hypothµese que l'interface acier/b¶eton
est un mat¶eriau µa part entiµere est alors ¶emise. Cela implique donc l'existence d'un domaine de
mesure non nulle qui est occup¶e par l'interface. R¶ecemment, certains auteurs se sont employ¶es
µa tenter d'identi¯er exp¶erimentalement une hauteur caract¶eristique pour am¶eliorer la pr¶ediction
des modµeles. Dans ce cas, le modµele de comportement repose sur une relation tensorielle entre
d'une part le tenseur des d¶eformations totales et d'autre part, le tenseur des contraintes. Cette
derniµere prend alors la forme suivante :

_¾= Can : _² (2.48)

Dans l'¶equation2.48, _¾repr¶esente l'incr¶ement de contraintes,Can est un tenseur d'ordre 4 appel¶e

module tangent et _² est l'incr¶ement de d¶eformations totales µa l'interface. Cette approche o®re
un double int¶erêt : d'une part une robustesse num¶erique accrue due au fait que les problµemes
d'interp¶en¶etration ne se posent plus et d'autre part, une formulation en contraintes/d¶eformations
coh¶erente avec la maniµere dont se pose classiquement un problµeme de m¶ecanique.

Les modµeles empiriques. Les premiers modµeles de comportement relµevent de l'empirisme.
En e®et, ces derniers sont n¶es du besoin de mieux appr¶ehender les r¶esultats d'exp¶erience. Les
tentatives de mettre en corr¶elation di®¶erents paramµetres physiques ont naturellement conduits
µa des formulations simples, pouvant être ais¶ement incluses dans les textes normatifs. L'essentiel
des formulations propos¶ees s'exprime donc en terme de contrainte de cisaillement (contrainte
vraie) en fonction du saut de d¶eplacement µa l'interface acier/b¶eton. Un des premiers modµeles
empiriques est celui propos¶e par (Rehm, 1958). Cet auteur propose une expression trµes simple
de la forme :

¿ = ¿0 + ¿max [u]® (2.49)

54



Dans cette expression,¿0, ¿max et ® sont des paramµetres µa identi¯er sur la base de r¶esultats
exp¶erimentaux de type pull-out. Parfois, ¿0 est interpr¶et¶ee comme une coh¶esion initiale, c'est-µa-
dire, une r¶esistance seuil qui doit être franchie pour que le processus de d¶egradation puisse être
activ¶e. Parmi les propositions les plus c¶elµebres, il est possible de citer celle de (Tepfers, 1979).
Cet auteur propose une relation de la forme :

¿ = S[u] (2.50)

Dans la relation 2.50, S est un module baptis¶emodule de rigidit¶e tangentiel pouvant varier de
0; 5 MPa µa 2000 MPa. Il est int¶eressant de noter que les paramµetres caract¶erisant les mat¶eriaux
en pr¶esence ne sont pas pris en compte par les formulations pr¶esent¶ees pr¶ec¶edemment. C'est
pr¶ecis¶ement µa ce manque de consid¶eration de la physique des ph¶enomµenes en jeu que contribuent
µa r¶epondre (Gambarova et Rosati, 1997) et (Seneret al., 1999). En e®et, sur la base des premiers
modµeles empiriques d¶evelopp¶es, ces auteurs proposent des formulations int¶egrant respectivement
les e®ets du con¯nement et les e®ets d'¶echelle.

Les modµeles analytiques. Souvent consid¶er¶ee comme une r¶ef¶erence en terme de modµele ana-
lytique, la proposition de (Tassios, 1979) s'appuie sur l'analogie du cylindre. Dans un contexte
axisym¶etrique, l'¶etat de contrainte µa l'interface acier/b¶eton est repr¶esent¶e par une seule com-
posante de type tangentielle¿. Le b¶eton est consid¶er¶e comme un milieu semi-in¯ni dans lequel
une barre d'acier a ¶et¶e plac¶ee. La th¶eorie de l'¶elasticit¶e g¶en¶erale permet d'¶etablir une ¶equation
di®¶erentielle r¶egissant les interactions entre l'acier et le b¶eton. Il est essentiel de noter que ce
modµele est formul¶e pour un cas de chargement trµes pr¶ecis correspondant µa une mise en traction
de l'acier. Aucun e®et de con¯nement, par exemple, n'est pris en compte dans la proposition
de (Tassios, 1979). Un autre modµele pouvant être consid¶er¶e comme une r¶ef¶erence est celui pro-
pos¶e par (Eligehausenet al., 1983). Ce dernier s'appuie sur une vaste campagne exp¶erimentale
conduite par ces auteurs. Il s'exprime comme suit :

8
>><

>>:

¿ = ¿max ( s
s1

)® si 0 · s < s 1

¿ = ¿max si s1 · s < s 2

¿ = ¿max ¡ (¿max ¡ ¿¼) s¡ s2
s3 ¡ s2

si s2 · s < s 3

¿ = ¿¼ si s ¸ s3

(2.51)

Dans ces expressions,s est le glissement entre l'acier et le b¶eton, (si ) i =1 ;2;3 sont des seuils
d¶e¯nissant les di®¶erentes ¶etapes de d¶egradation.¿max est la contrainte maximale et ¿¼ est
la contrainte de frottement. Un apport notable des travaux de (Eligehausenet al., 1983) est
sans aucun doute l'analyse de la r¶eponse de l'interface acier/b¶eton µa un chargement cyclique
variable. La version monotone du modµele propos¶e (¶equations2.51) peut alors être modi¯¶ee
pour être adapt¶ee au cas des chargements cycliques en consid¶erant deux variables variant entre
0 et 1 multipliant les pr¶ec¶edentes expressions. Selon (Eligehausen et al., 1983), la premiµere
variable est li¶ee µa un endommagement directement li¶e au chargement ext¶erieur et la seconde,
µa un endommagement issu du frottement se d¶eveloppant µa l'interface. Toutes deux s'expriment
en terme d'¶energie dissip¶ee lors de ces deux situations. Cette approche originale a permis de
formuler un modµele analytique simple qui, dans le cas de chargements cycliques, peut être
utilis¶e en contrôlant la dissipation. Une version normative du modµele est celle introduite par le
code (CEB-FIB , 1993), encore trµes utilis¶e aujourd'hui.

Les modµeles d'endommagement. Le modµele propos¶e par (Cl¶ement, 1987) s'inscrit claire-
ment dans le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement. Cette proposition est en r¶ealit¶e une
version modi¯¶ee du modµele de b¶eton de (Mazars, 1984). Du fait de l'hypothµese de continuit¶e
des d¶eplacements µa l'interface acier/b¶eton, le modµele de (Cl¶ement, 1987) ne permet pas d'être
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utilis¶e dans des simulations µa rupture. En revanche, il convient tout µa fait µa la pr¶ediction de
la premiµere ¯ssure traversante dans le cas d'essais de tirant long par exemple. Quelques ann¶ees
plus tard, (Daoud, 2003) a repris les d¶eveloppements propos¶es par (Cl¶ement, 1987) en am¶eliorant
les lois d'¶evolution de la variable d'endommagement. Un des modµeles constitutifs de l'interface
acier/b¶eton formul¶e rigoureusement dans le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement est celui
propos¶e par (Ragueneauet al., 2006). Partant sur une hypothµese d'axisym¶etrie, (Dominguez,
2005) a d¶evelopp¶e un cadre constitutif g¶en¶eral couplant de multiples ph¶enomµenes intervenant
lors du processus de d¶egradation de l'interface acier/b¶eton. En e®et, les e®ets de la micro ¯ssura-
tion sont pris en compte en introduisant une variable d'endommagement scalaire dont l'¶evolution
d¶epend des d¶egradations apparaissant non seulement en mode I (ouverture) mais aussi en mode
II (cisaillement plan). De plus, les e®ets hyst¶er¶etiques sont pris en compte en s'appuyant sur les
travaux de (Ragueneau, 1999). L'implantation de cette loi constitutive a ¶et¶e r¶ealis¶ee µa travers
un ¶el¶ement lin¶eaire µa quatre n¾uds d¶eg¶en¶er¶e (Ibrahimbegovic et Wilson, 1992) assurant une
certaine robustesse lors de la mise en ¾uvre de la loi de comportement dans des simulations µa
l'¶echelle de l'¶el¶ement de structure. Deux d¶efauts essentiels peuvent être identi¯¶es : d'une part
la proposition de (Dominguez, 2005) ne permet pas de simuler le comportement de structures
3D et d'autre part, en raison d'une implantation au sein d'un ¶el¶ement d¶eg¶en¶er¶e, il s'avµere que la
r¶eponse de la loi de comportement est assez sensible aux variations du paramµetre de p¶enalisation
assurant la d¶eg¶en¶erescence. Toutefois, le cadre th¶eorique pos¶e par (Dominguez, 2005) apparâ³t
comme rigoureux et susceptible de constituer le point de d¶epart de nouvelles recherches en vue
d'être ¶etendu.

Les modµeles s'appuyant sur la th¶eorie de la plasticit¶e. Les modµeles propos¶es par (Desir
et al., 1999) et (Romdhane et Ulm, 2002) s'inscrivent tous deux dans le cadre de la th¶eorie
de la plasticit¶e. Les lois constitutives permettent de rendre compte du comportement global
de l'interface acier/b¶eton. L'¶ecrouissage n¶egatif li¶e µa la phase post-pic est suppos¶e lin¶eaire. Ces
modµeles considµerent l'interface acier/b¶eton comme une surface de discontinuit¶e de mesure nulle.
La discontinuit¶e en d¶eplacement est g¶er¶ee de maniµere di®use en introduisant des d¶eformations
plastiques. Les e®ets de con¯nement sont pris en compte via un critµere de Drucker-Prager, liant
les contraintes normale et tangentielle. Les propositions de (Cox et Herrmann, 1998) et (Cox et
Herrmann, 1999) sont assez voisines dans leur formulation de celle qui viennent d'être ¶evoqu¶ees.
Toutefois, la discontinuit¶e en d¶eplacement est g¶er¶ee de maniµere explicite dans la formulation
d'un ¶el¶ement ¯ni sp¶ecial.

Les modµeles s'inscrivant dans le cadre de la m¶ecanique de la rupture. (Gastebled
et May, 2000) ont propos¶e un modµele analytique de tirant formul¶e µa l'aide des concepts de la
m¶ecanique lin¶eaire de la rupture. Cette approche est particuliµerement int¶eressante car elle vise
µa v¶eritablement pr¶edire l'apparition de ¯ssures µa l'interface acier/b¶eton. Pour cela, des critµeres
locaux de rupture en contrainte orthoradiale maximale et en ¶energie dissip¶ee sont utilis¶es pour
la pr¶ediction des ¯ssures transversale et longitudinale respectivement. Ce modµele ne permet pas
clairement de repr¶esenter des e®ets trµes localis¶es µa l'interface acier/b¶eton. En revanche, il a le
m¶erite de distinguer nettement les e®ets des deux modes de ¯ssuration caract¶eristiques de la
d¶egradation de l'interface. Les travaux de (Ghandehariet al., 2000) o®rent une vision int¶eressante
de la maniµere dont le comportement sp¶eci¯que de la liaison acier/b¶eton peut être pris en compte.
En e®et, ces auteurs proposent un modµele de ¯ssures coh¶esives visant µa repr¶esenter la ¯ssuration
longitudinale classiquement observ¶ee sur des essais de type pull-out. L'apport essentiel de ces
travaux r¶eside dans le couplage entre un modµele de b¶eton de type m¶ecanique lin¶eaire de la rupture
et le modµele de liaison propos¶e. Les auteurs ¶evoquent ¶egalement les problµemes de localisation et
d'ind¶ependance au maillage dus µa la perte d'ellipticit¶e de la formulation du problµeme.
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Les modµeles formul¶es µa l'aide d'¶el¶ements ¯nis sp¶eciaux. Les travaux publi¶es par (Maker
et Laursen, 1994) peuvent ¶egalement être cit¶es. La proposition de ces auteurs pour d¶ecrire
le comportement de la liaison acier/b¶eton consiste µa appr¶ehender ces interactions comme un
problµeme de contact. Un algorithme sp¶eci¯que g¶erant le contact entre un solide (barre d'acier)
et un milieu continu (b¶eton) doit donc être mis en ¾uvre en vue d'assurer le respect d'une
condition de non interp¶en¶etration des solides. Parmi les int¶erêts les plus signi¯catifs de cette
approche, il est possible de souligner la simplicit¶e de la construction du maillage li¶ee µa l'absence
d'¶el¶ements d'interfaces. En revanche, pour des structures complexes, il semble clair que ce type
d'approche n'est pas applicable ¶etant donn¶e le coût num¶erique li¶e au solveur de contact bas¶e
sur l'utilisation de la m¶ethode du Lagrangien augment¶e. De plus, dans les simulations propos¶ees
par les auteurs, aussi bien l'acier que le b¶eton ont ¶et¶e suppos¶es ¶elastiques lin¶eaires, ce qui d'un
point de vue num¶erique simpli¯e grandement le problµeme et d'un point de vue pr¶edictif, ne
permet pas la d¶etermination des ¯ssures. Fond¶e sur la m¶ethode des °exibilit¶es classiquement
utilis¶ee en r¶esistance des mat¶eriaux, (Monti et al., 1997) proposent un modµele visant µa d¶ecrire le
comportement hyst¶er¶etique des armatures. Les e®ets de la d¶egradation de la liaison sont inclus
dans les ¶el¶ements de renforcement, ce qui facilite grandement la construction de maillages de
structures complexes. La mise en ¾uvre num¶erique de ce modµele est fond¶ee sur une interpolation
en force et non en d¶eplacement. En e®et, la raideur homog¶en¶eis¶ee de l'ensemble barre-liaison
est fonction des e®orts d¶eploy¶es µa l'interface et de ce fait, il y a lieu de les connâ³tre de maniµere
pr¶ecise. Ces travaux constituent un apport incontestable vis-µa-vis de la prise en compte du
caractµere imparfait de l'interface dans la mod¶elisation de structures complexes soumises µa des
chargements de type sismique. Les travaux (D'Ambrisi et Filippou , 1999) s'appuient ¶egalement
sur la th¶eorie des poutres. En e®et, leur modµele consiste µa d¶ecomposer certains ¶el¶ements de poutre
en 4 sous ¶el¶ements qui permettent, chacun, de repr¶esenter un m¶ecanisme particulier : ¶elasticit¶e,
plasticit¶e di®use, d¶egradation de l'interface et en¯n, transmission des e®orts de cisaillement. Les
e®ets hyst¶er¶etiques sont aussi pris en compte en terme de moment/rotation. Une proposition
originale a¯n de prendre en compte le caractµere imparfait de l'interface acier/b¶eton apparâ³t
dans les travaux de (Luccioni et al., 2005). Ces derniers ont d¶evelopp¶e un modµele µa ¯bres dans
lequel l'interface acier/b¶eton est prise en compte dans la loi de comportement de l'acier. Le
principe de cette approche consiste µa d¶ecomposer la d¶eformation totale en une partie propre µa
l'acier et une partie li¶ee au glissement. Cela permet de relâcher les contraintes d¶eploy¶ees dans
l'acier selon la valeur d'un certain indicateur d'endommagement li¶e µa l'interface. Ce modµele a
l'avantage d'une part d'être peu coûteux et d'autre part, de ne pas n¶ecessiter des maillages
complexes. En revanche, il n'est pas possible d'obtenir des informations trµes locales comme des
ouvertures de ¯ssures par exemple.

Pr¶esentation synth¶etique des modµeles de liaison acier/b¶eton en pr¶esence de corro-
sion sans chargement m¶ecanique

Les modµeles empiriques. La pr¶ediction de certaines grandeurs li¶ees au ph¶enomµene de corro-
sion a ¶et¶e appr¶ehend¶ee de plusieurs maniµeres. On peut distinguer quelques modµeles empiriques,
associant parfois des r¶esultats de la th¶eorie de l'¶elasticit¶e, qui s'int¶eressent µa l'estimation de
grandeurs d'int¶erêt comme par exemple la quantit¶e critique de rouille n¶ecessaire µa l'apparition
d'une ¯ssure dans le b¶eton, le temps de remplissage de la zone poreuse autour de l'armature ou
encore la dur¶ee s¶eparant les phases d'incubation et de propagation de la corrosion. Ces modµeles,
s'appuyant sur de vastes campagnes exp¶erimentales, sont souvent simples dans la formulation
et facilement int¶egrables dans des textes normatifs mais ils ne permettent pas la r¶ealisation
d'¶etudes complexes visant, par exemple, µa d¶eterminer la capacit¶e portante r¶esiduelle des struc-
tures en b¶eton arm¶e existantes. De maniµere plus pr¶ecise, (Acosta et Sagues, 2000) proposent
un modµele empirique dans le but de pr¶edire la quantit¶e de rouille critique au-delµa de laquelle
la premiµere ¯ssure du b¶eton d'enrobage apparâ³t. Une vaste campagne exp¶erimentale a donc
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¶et¶e conduite dans le but de quanti¯er l'in°uence de l'¶epaisseur d'enrobage et du diamµetre de la
barre de renforcement sur cette quantit¶e critique. Une relation empirique de type puissance est
d¶eduite des r¶esultats. Quelques ¶el¶ements de validation de cette relation empirique sont propos¶es
µa l'aide de simulations num¶eriques. Cette relation a ¶et¶e assez discut¶ee dans la litt¶erature du fait
d'une certaine insu±sance de la base de donn¶ees exp¶erimentales utilis¶ee pour la d¶eduire. Les
travaux men¶es par (Pµetre-Lazar et G¶erard, 2000) ont permis d'aboutir µa une expression pour
estimer la dur¶ee de remplissage de la zone poreuse de b¶eton autour de l'armature. Cette for-
mulation intµegre plusieurs paramµetres caract¶eristiques du processus electrochimique intervenant
dans le ph¶enomµene de corrosion. En revanche, cette derniµere n'intµegre pas les caract¶eristiques
m¶ecaniques des mat¶eriaux tels que le module d'Young ou la r¶esistance en traction du b¶eton, ce
qui ne semble pas satisfaisant du point de vue de l'ing¶enieur. Cependant ce modµele reste trµes
utilis¶e dans la litt¶erature et a ¶et¶e cit¶e de nombreuses fois. En¯n, parmi les modµeles empiriques
les plus remarquables, il est possible de citer les travaux de (Maaddawy et Soudki, 2007). Ces
auteurs proposent un modµele semi-empirique permettant d'estimer la dur¶ee qui s¶epare l'instant
oµu la corrosion est initi¶ee et l'instant d'apparition de la premiµere ¯ssure. Fond¶e sur la proposition
de (Tassios, 1979), ce modµele prend en compte la corrosion de maniµere homogµene comme une
r¶eduction de section d'acier coupl¶ee avec une expansion des produits de corrosion. Le raccord
entre les di®¶erentes couches s'e®ectue en supposant la continuit¶e des tractions. Ce modµele ap-
parâ³t comme ¶etant assez pr¶edictif. De plus, c'est un des rares modµeles qui intµegre les e®ets du
°uage du b¶eton explicitement au travers d'une variation des paramµetres ¶elastiques.

Les modµeles analytiques. Du fait de la capacit¶e de pr¶ediction limit¶ee qu'o®rent les approches
empiriques, les e®orts se sont alors concentr¶es vers le d¶eveloppement de modµeles analytiques
essentiellement fond¶es pour la plupart sur la proposition de (Tassios, 1979). En e®et, les travaux
de (Bhargava et al., 2005), (Bhargava et al., 2006), (K. Bhargava, 2006) et (Bhargava et al., 2007)
s'appuient largement sur l'analogie du cylindre. Sous une hypothµese d'axisym¶etrie, un modµele
de type multicouche est propos¶e par les auteurs. Les conditions de continuit¶e entre les couches
se font soit en traction soit en d¶eplacement. La ¯ssuration est prise en compte par le recours au
modµele multi-lin¶eaire CEB-FIB (CEB-FIB , 1993). De plus, µa l'aide de relations ext¶erieures au
problµeme d'¶elasticit¶e tir¶ees de la litt¶erature, une cin¶etique du ph¶enomµene de corrosion est prise en
compte et permet d'obtenir une estimation de certaines dur¶ees caract¶eristiques. La proposition
de (Wang et Liu, 2006) peut ¶egalement être cit¶ee. Formul¶es dans un cadre entiµerement analytique
exact, les travaux de (Wang et Liu, 2006) permettent de reproduire assez ¯dµelement les variations
de l'adh¶erence µa l'interface acier/b¶eton selon le niveau de corrosion appliqu¶e. Il doit toutefois
être not¶e que le modµele propos¶e par (Wang et Liu, 2006) ne peut être appliqu¶e µa des structures
complexes, telles que des poutres en b¶eton arm¶e par exemple, en raison de la cin¶ematique
restreinte en jeu.

Les modµeles d'endommagement. La m¶ecanique de l'endommagement a souvent ¶et¶e uti-
lis¶ee dµes lors qu'il fallut simuler les e®ets du ph¶enomµene de corrosion en l'absence de chargement
m¶ecanique. De maniµere plus pr¶ecise, c'est essentiellement le mat¶eriau b¶eton qui a ¶et¶e repr¶esent¶e
par un modµele d'endommagement, tandis que le ph¶enomµene de corrosion est repr¶esent¶e par
une simple couche expansive. Les travaux de (Andrade et al., 1993) et de (Molina et al., 1993)
s'inscrivent tout µa fait dans un tel cadre. Ces auteurs aspirent µa identi¯er une relation entre l'ex-
pansion des produits de corrosion µa l'interface et l'ouverture de la premiµere ¯ssure se produisant
dans le b¶eton d'enrobage. Pour cela, une vaste ¶etude num¶erique a ¶et¶e lanc¶ee. L'acier est suppos¶e
¶elastique lin¶eaire, la r¶eduction de la section d'acier est n¶eglig¶ee. Le b¶eton est mod¶elis¶e par une loi
de type ¯ssuration di®use (smeared-crack model). L'interface acier/b¶eton n'est consid¶er¶ee qu'a¯n
de pouvoir y appliquer un chargement thermique radial ¶equivalent. Ces auteurs parviennent µa
formuler une relation entre la somme des ouvertures de ¯ssures µa l'interface et l'expansion des

58



produits de corrosion. Par la suite, il s'est av¶er¶e que ce r¶esultat n'¶etait applicable que de maniµere
limit¶ee ¶etant donn¶ee la dispersion des propri¶et¶es m¶ecaniques des produits de corrosion. (Millard
et al., 2004) ont repris les concepts propos¶es par les auteurs pr¶ec¶edents en consid¶erant le modµele
de b¶eton de Mazars (Mazars, 1984) dans sa version non locale. Le faciµes de ¯ssuration dû µa la
corrosion que ces auteurs parviennent µa obtenir est tout µa fait coh¶erent avec les observations
exp¶erimentales. Toutefois, ces derniers insistent trµes clairement sur la di±cult¶e µa identi¯er les
paramµetres m¶ecaniques li¶es au ph¶enomµene de corrosion. Les travaux de (Du et al., 2006) visent
µa extraire les m¶ecanismes ¶el¶ementaires de d¶egradation du b¶eton due µa une expansion. Pour cela,
plusieurs essais existant ont ¶et¶e simul¶es. Le b¶eton est mod¶elis¶e par une loi de ¯ssuration di®use.
Ces auteurs parviennent µa mettre en ¶evidence quatre m¶ecanismes ¶el¶ementaires conduisant µa la
ruine locale du b¶eton d'enrobage. En premier lieu, on pourra distinguer une phase de¯ssuration
interne durant laquelle les ¯ssures s'initient µa l'interface. En second lieu, les ¯ssures s'initient sur
la surface ext¶erieure du b¶eton d'enrobage. Cela est µa rapprocher des e®ets de °exion induits par
l'expansion. Cette phase est appel¶ee par les auteurs phase de¯ssuration externe. En troisiµeme
lieu, les ¯ssures tendent µa se propager depuis le b¶eton d'enrobage vers l'interface acier/b¶eton :
c'est la phase depropagation de la ¯ssuration. En¯n, les ¯ssures form¶ees deviennent coalescentes,
caract¶erisant ainsi la phase dēssuration ultime .

Pr¶esentation synth¶etique des modµeles de liaison acier/b¶eton en pr¶esence de corro-
sion coupl¶ee µa un chargement m¶ecanique

Les modµeles analytiques. Les modµeles analytiques rendant possible les calculs de capacit¶e
portante r¶esiduelle en pr¶esence de corrosion sont trµes souvent fond¶es sur la th¶eorie des poutres
µa laquelle certains ingr¶edients sont ajout¶es. (Ting et Nowak, 1991) proposent un modµele de
poutre trµes simple auquel ils adjoignent les e®ets de la r¶eduction de la section des armatures
en acier. Pour cela, ils considµerent une ¶equation externe qui pilote la r¶eduction de section en
fonction du temps. Les travaux de (Castel et al., 2002) o®rent une vision int¶eressante de la
formulation d'un modµele global. Fond¶e sur la th¶eorie des poutres, (Castel et al., 2002) proposent
une formulation permettant d'estimer le comportement d'¶el¶ements de structure sollicit¶es en
°exion. Le modµele n¶ecessite de connâ³tre pr¶ecis¶ement la distribution des ¯ssures de °exion et
de corrosion. En e®et, une certainelongueur de transfert est introduite dans la formulation a¯n
d'¶ecrire l'¶equilibre des e®orts entre le b¶eton et l'acier. Lorsqu'une ¯ssure traverse l'armature, la
longueur de transfert devient moins importante car aucun e®ort n'est transmis par la ¯ssure.
L'ensemble de ces d¶eveloppements a ¶et¶e soutenu par l'¶etude exp¶erimentale de poutres en b¶eton
arm¶e corrod¶ees de maniµere naturelle pendant plus de 16 ans. Dans le même esprit que les travaux
de (Ting et Nowak, 1991), (Cremona et Houde, 2006) proposent un modµele probabiliste pour
estimer le comportement ultime de poutres en pr¶econtraintes. Le ph¶enomµene de corrosion est pris
en compte dans le modµele µa travers une r¶eduction de la section des armatures. Cette approche,
comme celle propos¶ee par (Ting et Nowak, 1991), a plusieurs avantages : en premier lieu elle
reste simple, en second lieu elle permet d'obtenir des r¶esultats globaux satisfaisants et en¯n, elle
prend explicitement en compte les incertitudes de mesure li¶ees aux di®¶erentes variables en jeu.

Les modµeles d'endommagement. Les travaux de (Coronelli, 2002) et (Coronelli et Gam-
barova, 2004) peuvent être consid¶er¶es comme faisant partie des modµeles s'appuyant sur la
m¶ecanique de l'endommagement au sens large. En e®et, les aspects thermodynamiques ne sont
pas du tout ¶evoqu¶es. Ces auteurs proposent une loi constitutive de l'interface acier/b¶eton in-
dex¶ee par une mesure du ph¶enomµene de corrosion, qui dans ce cas est l'expansion des produits de
corrosion. Il est µa noter que la proposition de loi est fond¶ee sur l'id¶ee initiale de (Cairns et Abdul-
lah, 1996). Le modµele propos¶e est motiv¶e de maniµere rh¶eologique et s'intµegre entiµerement dans
un cadre ¶el¶ements ¯nis standard. De plus, cette approche o®re le m¶erite de montrer comment
une mod¶elisation du ph¶enomµene de corrosion est possible sans pour autant prendre en compte
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l'ensemble des e®ets sp¶eci¯ques qui lui sont propres (gon°ement, an¶elasticit¶e des produits de cor-
rosion, ...). De maniµere tout µa fait contraire aux auteurs pr¶ec¶edents, (Berto et al., 2008) tentent
de prendre en compte un grand nombre de traits caract¶eristiques li¶es aux e®ets de la corrosion
sur le comportement des di®¶erents mat¶eriaux constitutifs. Ainsi, le b¶eton est mod¶elis¶e µa partir
d'une loi d'endommagement µa laquelle une variable d'endommagement d'origine chimique a ¶et¶e
ajout¶ee. Il est essentiel de noter que la d¶e¯nition de deux variables d'endommagement ne peut
être justi¯¶ee thermodynamiquement et que par suite, la consistance physique d'un tel modµele ne
peut être assur¶ee. L'acier est suppos¶e ¶elasto-plastique avec ¶ecrouissage isotrope. La section des
armatures varie en fonction du degr¶e de corrosion impos¶e. L'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton
est d¶ecrite par deux lois : une de type frottant et l'autre de type endommageable. L'e®et de la
corrosion sur l'adh¶erence est pris en compte par l'addition d'une variable d'endommagement,
variant selon la diminution de la section d'acier. Ainsi, l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton est ex-
plicitement in°uenc¶ee par le degr¶e de corrosion impos¶e. Les r¶esultats sont compar¶es µa des essais
classiques de la litt¶erature et de bonnes corr¶elations ont ¶et¶e obtenues. Toutefois, il reste essentiel
de noter que l'identi¯cation des paramµetres g¶erant l'¶evolution de l'adh¶erence entre l'acier et le
b¶eton en fonction du degr¶e de corrosion requiert en g¶en¶eral des essais de type pull-out r¶ealis¶es
µa di®¶erents degr¶es de corrosion. Sans de tels r¶esultats, il peut être d¶elicat d'identi¯er l'ensemble
des paramµetres du modµele.

Les modµeles s'appuyant sur la th¶eorie de la plasticit¶e. Un des modµeles constitutifs
les plus signi¯catifs qu'il est possible de rencontrer dans la litt¶erature est issu des travaux de
(Lundgren, 1999), (Lundgren, 2001), (Lundgren, 2002), (Lundgren, 2005a) et (Lundgren, 2005b).
Ce modµele est de loin l'un des plus complets. Formul¶e dans le cadre de la th¶eorie de la plasticit¶e,
ce dernier permet les ¶etudes ¶el¶ements ¯nis des ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e d¶egrad¶ees
par corrosion. C'est un modµele de type multicouche, c'est-µa-dire que la r¶eduction de la section
d'acier est g¶er¶ee de maniµere fortement coupl¶ee µa l'expansion des produits de corrosion. La rouille
est mod¶elis¶ee en compression par une loi de type rigidi¯ante. En e®et, ces mêmes auteurs ont
montrer qu'exp¶erimentalement les produits de corrosion se comportaient comme un mat¶eriau
de type granulaire, ce qui se traduit par le fait que leur rigidit¶e en compression augmente avec
l'intensit¶e de l'¶etat de contrainte qui leur est appliqu¶e. A l'oppos¶e de la proposition de (Berto
et al., 2008) par exemple, le modµele de Lundgren permet de retrouver les variations de l'adh¶erence
entre l'acier et le b¶eton. Autrement dit, elles ne sont pas explicitement prises en compte dans
le modµele mais constituent une grandeur de sortie. Ceci montre clairement la pertinence de
l'approche. Cependant, du point de vue du coût num¶erique la mise en ¾uvre d'un tel modµele
n'est pas trµes pertinente car l'armature doit être maill¶ee de maniµere entiµerement explicite.

2.4.4 Bilan

Dans cette section, plusieurs aspects li¶es au comportement de l'interface acier/b¶eton, en l'absence
ou non de corrosion, ont tout d'abord ¶et¶e expos¶es. Aprµes un bref rappel historique des princi-
paux travaux r¶ealis¶es sur cette th¶ematique, les di®¶erents essais m¶ecaniques de caract¶erisation de
l'interface acier/b¶eton ont ¶et¶e d¶etaill¶es.

En l'absence de corrosion, il apparâ³t que la d¶egradation de l'interface acier/b¶eton peut être
d¶ecompos¶ee en trois phases essentielles : l'adh¶erence parfaite, la premiµere phase de d¶egradation
et la seconde phase de d¶egradation. Lors de la premiµere phase, l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton
est d'origine chimique et elle est trµes faible. Cette phase peut être assimil¶ee µa la partie ¶elastique du
comportement. La premiµere phase de d¶egradationest caract¶eris¶ee par l'apparition des premiµeres
¯ssures de cisaillement. De plus, la transition entre petits d¶eplacements et grands d¶eplacements
tend µa s'op¶erer. Cette phase prend ¯n lorsque le pic de r¶esistance a ¶et¶e atteint. Laseconde phase
de d¶egradationd¶ebute µa cet instant. Les d¶eplacements sont grands et le b¶eton µa l'interface est
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totalement broy¶e. Ce sont les e®ets du frottement qui pr¶edominent. Le ph¶enomµene de corrosion
vient en quelque sorte pond¶erer les m¶ecanismes de d¶egradation pr¶ec¶edemment ¶evoqu¶es. En pre-
mier lieu, le comportement de l'acier est modi¯¶e. En e®et, la section e±cace tend µa diminuer
ainsi que la ductilit¶e. En second lieu, de maniµere simultan¶ee, des produits de corrosion appa-
raissent µa l'interface acier/b¶eton. Ces derniers tendent µa se dilater, conduisant ainsi µa la cr¶eation
de contraintes de traction dans le b¶eton. Le b¶eton d'enrobage se ¯ssure selon une cin¶ematique
particuliµere. Il en r¶esulte un d¶econ¯nement de l'interface acier/b¶eton se traduisant par une di-
minution de l'adh¶erence acier/b¶eton.

La litt¶erature montre que de nombreux e®orts ont ¶et¶e d¶eploy¶es en vue de proposer des modµeles
constitutifs ¯ables, capables de d¶ecrire le comportement de l'interface acier/b¶eton. Pour cela,
les cadres th¶eoriques dans lesquels ont ¶et¶e formul¶es les modµeles constitutifs sont trµes vari¶es.

En l'absence de corrosion, de nombreuses propositions, encore largement utilis¶ees dans les textes
normatifs, ont ¶et¶e formul¶ees de maniµere empirique. Ces derniµeres permettent une ¶evaluation plus
ou moins pr¶ecise de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton. Toutefois, ces modµeles ne peuvent pas
être utilis¶es dans le cas d'¶etudes complexes sans être inclus dans un formalisme ¶el¶ements ¯nis.
C'est alors que les modµeles analytiques, fond¶es sur de vastes campagnes exp¶erimentales ont ¶et¶e
propos¶es. Bien que trµes robustes num¶eriquement lorsqu'ils sont implant¶es, leur simplicit¶e de for-
mulation ne leur permet pas d'être enrichis de maniµere rigoureuse lorsque certains ph¶enomµenes
additionnels doivent être inclus, comme la corrosion par exemple. La m¶ecanique de l'endom-
magement a ¶egalement ¶et¶e trµes utilis¶ee. Fond¶ee sur une approche thermodynamique rigoureuse,
les modµeles propos¶es sont susceptibles d'être enrichis. Par ailleurs, la formulation du modµele
constitutif propos¶e par (Dominguez, 2005) semble int¶eressante. En e®et, ¶ecrite dans un cadre
thermodynamique rigoureux, elle semble pouvoir servir de base de d¶eveloppement µa la formu-
lation d'un nouveau modµele prenant en compte le ph¶enomµene de corrosion. Les formulations
propos¶ees dans le cadre de l'¶elastoplasticit¶e ne s'int¶eressent souvent pas µa d¶ecrire la partie post-
pic du comportement. En¯n, les approches fond¶ees soit sur la m¶ecanique de la rupture soit sur
la construction d'¶el¶ements ¯nis sp¶eciaux, sont souvent assez di±ciles µa mettre en ¾uvre. En
pr¶esence de corrosion, les modµeles constitutifs sont plus rares dans la litt¶erature. En e®et, il
est possible de distinguer trois classes de modµeles. En premier lieu, on peut noter les modµeles
empiriques s'int¶eressant µa pr¶edire certains temps caract¶eristiques, comme le temps d'initiation
ou encore la dur¶ee d'apparition de la premiµere ¯ssure du b¶eton d'enrobage. Ces derniers ne sont
clairement pas adapt¶es au contexte de la pr¶esente ¶etude. En second lieu, on peut distinguer
les modµeles s'appuyant sur l'analogie du cylindre en pression. L'avantage de cette approche est
qu'elle est totalement analytique. Toutefois, l'¶etude de structures complexes est di±cile par ce
moyen. En troisiµeme lieu, de nombreux chercheurs ont r¶ealis¶e des simulations en assimilant la
corrosion µa un chargement thermique ¶equivalent. Ce type d'approche reste di±cile µa utiliser lors
d'¶etudes couplant un chargement li¶e µa la corrosion µa des actions ext¶erieures. En¯n, des modµeles
formul¶es µa l'aide de la th¶eorie de l'¶elastoplasticit¶e ont ¶et¶e propos¶es. Les concepts, pr¶esent¶es dans
le modµele de Lundgren par exemple, sont int¶eressants mais semblent manquer d'une justi¯ca-
tion thermodynamique. De plus, les ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques qui apparaissent dans le cas du
chargement cyclique ne sont pas pris en compte.

Aprµes cette revue bibliographique, il apparâ³t que les m¶ecanismes de d¶egradation de l'inter-
face acier/b¶eton sont assez bien identi¯¶es en l'absence de corrosion. De plus, les e®ets essentiels
de la corrosion sur le comportement m¶ecanique des di®¶erents mat¶eriaux le sont ¶egalement. En
revanche, le comportement des produits de corrosion reste encore mal connu. Il semble donc
justi¯¶e que le d¶eveloppement d'un nouveau modµele constitutif s'inscrive dans le cadre de la
m¶ecanique de l'endommagement, dont l'admissibilit¶e physique peut être montr¶ee µa l'aide des
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principes thermodynamiques. Il peut être not¶e, qu'aucun modµele d'endommagement d'interface
acier/b¶eton prenant en compte les e®ets essentiels de la corrosion, n'a ¶et¶e propos¶e. De plus, trµes
peu de modµeles sont applicables en couplant chargement statique/cyclique et chargement li¶e µa
la corrosion.

2.5 Comportement m¶ecanique du b¶eton

2.5.1 Pr¶eambule : observer de prµes ou de loin ?

La description quantitative d'un ph¶enomµene physique n¶ecessite en premier lieu de se donner une
r¶esolution, c'est-µa-dire une¶echelle d'observation. En e®et, si la probl¶ematique consiste µa d¶ecrire
quantitativement le comportement m¶ecanique d'un mat¶eriau naturel ou arti¯ciel, la question du
choix de l'¶echelle d'observation revient µa s'interroger sur la pertinence de l'int¶erêt µa accorder µa la
micro structure du mat¶eriau consid¶er¶e. Dans le cas particulier du mat¶eriau b¶eton, la continuit¶e
et l'homog¶en¶eit¶e macroscopique couramment admise perd tout son sens dµes que l'on s'int¶eresse
µa sa structure microscopique. Dans un tel contexte, deux ¶echelles peuvent être d¶e¯nies :l'¶echelle
microscopique et l'¶echelle macroscopique. Un concept apportant des ¶el¶ements de r¶eponse µa la
question du choix de l'¶echelle d'observation est celui duV olume El¶ementaire R epr¶esentatif
(V.E.R.). Cette notion permet de d¶e¯nir implicitement une certaine r¶esolution li¶ee µa la qualit¶e
de l'observation du comportement d'un mat¶eriau donn¶e. Autrement dit, la donn¶ee d'un VER
convenable doit permettre d'une part de conserver une certaine homog¶en¶eit¶e spatiale pour que
les ¶equations aux d¶eriv¶ees partielles r¶egissant le comportement du mat¶eriau gardent un sens
math¶ematique et d'autre part, elle doit se positionner assez prµes du mat¶eriau pour que les gra-
dients des grandeurs en jeu soient bien estim¶es. Il est essentiel de bien noter que le choix d'un
VER n'est pas unique et qu'il est guid¶e par les besoins qui motivent le d¶eveloppement d'une des-
cription quantitative du comportement d'un mat¶eriau. Certains cas particuliers de mat¶eriau ont
la bonne propri¶et¶e de pr¶esenter un comportement macroscopique complexe et un comportement
microscopique simple. Dans ces conditions, pour un VER bien choisi, il pourrait être int¶eressant
de construire la r¶eponse macroscopique µa partir de consid¶erations microscopiques. Ainsi, il est
n¶ecessaire de d¶e¯nir des rµegles de passage entre les ¶echelles. (Gray et Hassanizadeh, 1979a) et
(Gray et Hassanizadeh, 1979b) proposent de d¶e¯nir des fonctions poids permettant le transfert
des informations entre les di®¶erentes ¶echelles. Le plus souvent, les op¶erateurs de transfert sont
construits de telle sorte que la moyenne d'une grandeur microscopique soit ¶egale µa son ¶equivalent
macroscopique.

2.5.2 Aspects ph¶enom¶enologiques

L'application d'un chargement de nature quelconque sur les frontiµeres d'un domaine mat¶eriel
occup¶e par du b¶eton g¶enµere un champ de contraintes local. Dµes lors qu'en un point mat¶eriel
du domaine, la contrainte maximale de traction d¶epasse la contrainte limite en traction, il
se produit une d¶ecoh¶esion plus ou moins di®use selon la nature des d¶efauts qui se trouvent
pr¶esents. Lorsque l'intensit¶e du chargement augmente, la ¯ssuration di®use ¶evolue vers de la
macro¯ssuration. A ce stade, les d¶eformations se localisent donc lµa oµu la macro¯ssure apparâ³t.
Cela conduit naturellement µa une perte de capacit¶e de r¶esistance locale du mat¶eriau au voisinage
de la macro¯ssure, provoquant une redistribution des contraintes autour du point consid¶er¶e. Dans
cette section, il est propos¶e de d¶ecrire les principaux traits comportementaux du b¶eton dans le
cas d'un r¶egime de chargement statique ou cyclique (µa bas nombres de cycles) et lorsque le stade
du jeune âge a ¶et¶e d¶epass¶e.
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Comportement en traction simple

Une sollicitation de traction simple appliqu¶ee µa un domaine mat¶eriel occup¶e par du b¶eton a
pour e®et de cr¶eer une certaine ¶evolution complexe de la microstructure. Deux phases sont
classiquement observ¶ees selon les travaux de (Terrien, 1980) et (Walraven, 1980). En premier
lieu, des micro¯ssures se forment de maniµere tout µa fait di®use. En second lieu, lorsque le pic de
r¶esistance est d¶epass¶e, les micro¯ssures se localisent et donnent naissance µa des macro¯ssures. La
capacit¶e de r¶esistance du mat¶eriau diminue clairement et ¶evolue vers une contrainte r¶esiduelle.
Un autre point essentiel li¶e au comportement en traction simple du b¶eton est l'apparition de
ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques lors de cycles de charge/d¶echarge caract¶eris¶es par la pr¶esence de
boucles (cf. 2.4). Ces ph¶enomµenes, fortement non lin¶eaires, sont en g¶en¶eral interpr¶et¶es comme
la manifestation d'un frottement entre les lµevres des ¯ssures cr¶e¶ees. En¯n, il est possible de
remarquer la pr¶esence de d¶eformations r¶esiduelles lorsqu'une d¶echarge complµete est appliqu¶ee.

Fig. 2.4 { R¶eponse en traction cyclique d'un b¶eton ordinaire (d'aprµes (Terrien, 1980)).

Comportement en compression simple

D'une maniµere g¶en¶erale, le comportement en compression d'un b¶eton n'est pas trµes di®¶erent de
celui en traction. En e®et, deux phases peuvent être identi¯¶ees : une premiµere durant laquelle
un r¶eseau de micro¯ssures se forme et une seconde durant laquelle ces derniµeres se localisent
pour conduire µa l'apparition de macro¯ssures. Il peut être not¶e la pr¶esence de d¶eformations
r¶esiduelles aprµes d¶echarge. Deux points signi¯catifs sont toutefois µa souligner. D'une part la
r¶eponse en compression d'un b¶eton montre une ductilit¶e accrue par rapport µa celle obtenue en
traction et d'autre part, l'intensit¶e des ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques est bien plus importante. Ce
dernier point peut être expliqu¶e qualitativement par le fait que lorsque des macro¯ssures sont
ouvertes mais tendent µa être comprim¶ees, le frottement qu'elles mobilisent entre leurs lµevres
est plus intense que ce qu'il ne serait sous une condition de traction simple. L'ensemble des
observations ¶evoqu¶ees pr¶ec¶edemment peut être ¶etay¶e par les r¶esultats exp¶erimentaux pr¶esent¶es
sur la ¯gure 2.5.

Comportement multiaxial

De maniµere analogue µa la plupart des mat¶eriaux, l'application de sollicitations triaxiales tend
µa am¶eliorer la r¶eponse locale. En e®et, (Kupfer et Gerstle, 1973) ont ¶etudi¶e le comportement
d'un b¶eton sollicit¶e en bi compression. Les r¶esultats exp¶erimentaux obtenus par ces auteurs
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Fig. 2.5 { Domaine de rupture et d'¶elasticit¶e d'un b¶eton ordinaire sous sollicitations biaxiales
(d'aprµes (Ramtani, 1990)).

sont expos¶es sur la ¯gure2.6. Ils parviennent µa la conclusion qu'une pression lat¶erale stabilise
la formation de macro¯ssures conduisant µa la rupture de l'¶eprouvette. Ainsi, il est possible de
montrer exp¶erimentalement que la r¶eponse en compression d'un b¶eton est largement in°uenc¶ee
par le niveau de con¯nement. Cette propri¶et¶e de sensibilit¶e µa la pression hydrostatique joue un
rôle important dans la mod¶elisation des ¶el¶ements de structures car le b¶eton se trouvant entre
les cadres est en g¶en¶eral plus con¯n¶e que le b¶eton d'enrobage.

Fig. 2.6 { R¶eponse en bi compression d'un b¶eton ordinaire (d'aprµes (Kupfer et Gerstle, 1973)).

Comportement unilat¶eral

En lien avec sa nature quasi-fragile, le b¶eton est sujet µa l'e®et unilat¶eral. Ce dernier peut être
d¶e¯ni comme la capacit¶e d'un b¶eton µa restaurer (au moins en partie) sa rigidit¶e initiale selon
le type de sollicitations qui lui est appliqu¶e. La plupart des r¶esultats exp¶erimentaux portent
sur l'¶etude uniaxiale de cet e®et. Une maniµere de le mettre clairement en ¶evidence est de faire
subir µa un volume de b¶eton un cycle de chargement de type traction/compression. Les r¶esultats
exp¶erimentaux d'un tel essai sont pr¶esent¶es sur la ¯gure2.7. Le ph¶enomµene de restauration
de la rigidit¶e initiale peut être qualitativement expliqu¶e par le fait que les macro¯ssures cr¶e¶ees
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en traction tendent µa être referm¶ees suite µa la sollicitation de compression. Ainsi, bien que le
mat¶eriau soit intrinsµequement endommag¶e par la traction, il se comporte en compression de
maniµere quasi ind¶ependante de son histoire en traction.

Fig. 2.7 { Mise en ¶evidence de l'e®et unilat¶eral (d'aprµes (LaBorderie, 1991)).

2.5.3 Outils de pr¶ediction

Classi¯cation

Du fait de la trµes forte utilisation du mat¶eriau b¶eton dans la construction des ouvrages en g¶enie
civil, le besoin de d¶ecrire et surtout de pr¶evoir son comportement est naturellement apparu.
Les ¶evidences exp¶erimentales pr¶esent¶ees pr¶ec¶edemment montrent clairement la complexit¶e du
comportement du b¶eton. De maniµere succincte, ce mat¶eriau pr¶esente les traits de caractµere
suivants :
{ une dissym¶etrie de comportement en traction et en compression,
{ la pr¶esence de d¶eformations permanentes,
{ la pr¶esence d'e®ets unilat¶eraux,
{ l'apparition de ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques locaux,
{ une sensibilit¶e µa la pression hydrostatique.
Dans cette section, il est propos¶e de pr¶esenter un ¶etat de l'art des outils permettant de d¶ecrire
le comportement d'un b¶eton. La litt¶erature est riche de nombreuses propositions faites par
di®¶erents auteurs. Dans le but de rendre la plus claire possible cette pr¶esentation, il y a lieu
de classer l'information disponible. Le tableau2.4 pr¶esente la classi¯cation adopt¶ee dans cette
section. Pour terminer l'expos¶e, il sera possible de justi¯er les actions de recherche entreprises
dans le cadre de cette ¶etude a¯n de mieux appr¶ehender le comportement du b¶eton.

M¶ecanique lin¶eaire de la rupture

La m¶ecanique lin¶eaire de la rupture est l'une des premiµeres th¶eories d¶evelopp¶ees visant une
description analytique du champ de contraintes au voisinage d'une singularit¶e cin¶ematique.
Ce cadre th¶eorique requiert l'identi¯cation d'une cin¶ematique particuliµere associ¶ee au mode de
chargement donnant naissance µa une ¯ssure. Classiquement, trois modes sont distingu¶es : le mode
I qui fait r¶ef¶erence µa une ouverture pure, le mode II µa un glissement dans le plan du chargement et
le mode III µa un glissement anti-plan. Une hypothµese fondamentale de m¶ecanique lin¶eaire est que
le mat¶eriau est suppos¶e rester ¶elastique au loin de la singularit¶e. Ainsi, la solution en contrainte
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Classe Modµele R¶ef¶erences
signi¯catives

M¶ecanique lin¶eaire (Lemâ³tre et Chaboche, 1985)
de la rupture
M¶ecanique non lin¶eaire

Modµeles de de la rupture
¯ssuration Th¶eorie de la (Ngo et Scordelis, 1967)

¯ssuration discrµete (Nilson, 1968)
Th¶eorie de la (Rashid, 1968)
¯ssuration distribu¶ee (Willam et al., 1987)

(Bazant, 1986)
(Cris¯eld et Wills , 1989)

Modµele de Reynouard (Reynouard, 1974)
Elastoplasticit¶e Modµele de Frantzeskakis (Frantzeskakis, 1987)

Modµele de Lubliner (Lubliner et al., 1989)
(Lubliner , 1990)

Modµele de Mazars (Mazars, 1984)
Modµele de Laborderie (LaBorderie, 1991)

Endommagement Modµele de Simo (Simo et Ju, 1995)
Modµele de Desmorat (Desmorat et al., 2006)
Modµele de Matallah (Matallah et LaBorderie, 2009)

(Rossi et Richer, 1987)
Approche (Rossiet al., 1997)
probabiliste Modµele de Rossi (Rossi et Wu, 1992)

(Rossiet al., 1996)
(Rossi et Ulm, 1997)

Modµele µa discontinuit¶e M¶ethode des discontinuit¶es (Oliver, 1996a)
fortes (Oliver, 1996b)

explicite M¶ethode XFEM (Dolbow et al., 2001)
(Moes et Belytschko, 2002)

Tab. 2.4 { Classi¯cation des modµeles signi¯catifs de b¶eton propos¶es dans la litt¶erature.
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d'un tel problµeme est connue sous le nom de solution de Westergaard et peut s'exprimer de
maniµere entiµerement analytique sous la forme suivante :

8
<

:

Mode I : ¾22 = K I (a; ¾1
22)f I (r; µ)

Mode II : ¾12 = K II (a; ¾1
12)f II (r; µ)

Mode III : ¾13 = K III (a; ¾1
13)f III (r; µ)

Dans ces expressions, (K i ) i = I;II;III sont les facteurs d'intensit¶e de contrainte,a est le demi rayon
de la ¯ssure, (¾1

ij ) i;j =1 ;2;3 sont les contraintes du champ au loin de la singularit¶e, (f i ) i = I;II;III

sont des fonctions poids qui d¶ependent der et µ, coordonn¶ees polaires centr¶ees sur la pointe de
la ¯ssure du point auquel le champ est recherch¶e.

Muskhelishvili g¶en¶eralise la solution de Westergaard en montrant que les facteurs d'intensit¶e
de contrainte pouvaient s'¶ecrire de maniµere g¶en¶erique sous la forme suivante :

K = ¾1 p
¼af (2.52)

oµu f est un facteur de forme d¶ependant de la g¶eom¶etrie de la ¯ssure, du type de chargement et
de la g¶eom¶etrie de la structure.

La m¶ecanique lin¶eaire de la rupture o®re aussi des ¶el¶ements de r¶eponse quant aux conditions
d'initiation de la propagation d'une singularit¶e. Plusieurs approches existent, les premiµeres furent
propos¶ees par Gri±th. L'id¶ee directrice est de consid¶erer que le m¶ecanisme de propagation d'une
¯ssure est en r¶ealit¶e la manifestation d'une dissipation d'¶energie. Autrement dit, tant que le so-
lide est capable d'emmagasiner l'¶energie potentielle issue du chargement, alors la singularit¶e est
stable, aucune dissipation n'a lieu. En revanche, dµes que la capacit¶e d'emmagasiner de l'¶energie
du mat¶eriau est d¶epass¶ee, alors la singularit¶e devient instable et la propagation s'amorce. Ce
postulat conduit naturellement µa d¶e¯nir un indicateur de l'¶energie emmagasin¶ee : le taux de res-
titution d'¶energie G. A cette grandeur est associ¶e un taux de restitution d'¶energie critiqueGC , au
delµa duquel la singularit¶e devient instable. Une approche similaire fond¶ee sur des consid¶erations
plus statiques consiste µa introduire une caract¶eristique du mat¶eriau appel¶ee facteur d'intensit¶e
de contrainte critique K C . Ainsi, connaissant le facteur d'intensit¶e de contrainte associ¶e au mode
consid¶er¶e, la comparaison avec le facteur critique permet de d¶eterminer le r¶egime de propaga-
tion. Il est possible de montrer qu'il existe des ¶equivalences entre les quantit¶esGC et K C , en
introduisant la densit¶e d'¶energie de surface° qui repr¶esente la densit¶e d'¶energie n¶ecessaire pour
cr¶eer la d¶ecoh¶esion d'une aire unitaire. En¯n, il est possible de noter que d'autres approches
fond¶ees sur les int¶egrales de Rice et Bui existent.

M¶ecanique non lin¶eaire de la rupture

Dµes lors que le mat¶eriau ¶etudi¶e n'est plus ¶elastique fragile, la m¶ecanique lin¶eaire de la rupture
ne s'applique plus. De maniµere plus pr¶ecise, pour un mat¶eriau capable de dissiper de l'¶energie
via des m¶ecanismes locaux de plasti¯cation, l'existence d'une zone plastique en pointe de ¯s-
sure apparâ³t. La m¶ecanique non lin¶eaire de la rupture tente donc d'apporter des ¶el¶ements de
r¶eponse lorsqu'il s'agit de traiter le cas de tels mat¶eriaux. Deux approches essentielles ont ¶et¶e
d¶evelopp¶ees : une approche locale fond¶ee sur l'estimation de la zone plastique en pointe de ¯s-
sure et une approche plus globale qui consiste µa consid¶erer le comportement du mat¶eriau comme
¶etant ¶elastique non lin¶eaire.

La premiµere approche est fond¶ee sur les travaux d'Irwin qui propose d'introduire une gran-
deur caract¶erisant la topologie de la zone plastique : le rayon plastique½. Dans le cas sp¶eci¯que
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du mode I, cet auteur avance une expression corrig¶ee pour le facteur d'intensit¶e de contrainte
qui prend la forme suivante :

K = ¾1
p

¼(a + ½)f (2.53)

Les travaux de Dugdale-Barenblatt ont contribu¶e fortement µa la construction d'une solution
analytique en plasticit¶e plane. Au sens du critµere de Tresca, il est possible de d¶eterminer une
expression du rayon plastique sous la forme :

½=
¼
16

K 2
I

¾2
Y

(2.54)

oµu ¾Y est la limite ¶elastique initiale du mat¶eriau consid¶er¶e au sens du critµere de Tresca.

La seconde approche, plus globale, consiste µa se donner une loi d'¶ecrouissage non lin¶eaire de
la forme :

¾ij _ ²1=M
ij (2.55)

oµu M est un paramµetre mat¶eriau µa identi¯er. Le critµere de stabilit¶e de la singularit¶e qui doit être
consid¶er¶e s'appuie sur l'int¶egrale de Rice dont une d¶e¯nition peut être trouv¶ee dans (Lemâ³tre
et Chaboche, 1985).

Th¶eorie de la ¯ssuration discrµete

Cette approche est fond¶ee sur les travaux de (Ngo et Scordelis, 1967) et (Nilson, 1968). Son
principe consiste µa consid¶erer que les arêtes des ¶el¶ements massifs sont des frontiµeres de rupture
potentielle. Ainsi, une ¶equation constitutive g¶erant la relation entre le vecteur traction et le saut
de d¶eplacement est introduite sous la forme suivante :

t = C f :[u] (2.56)

oµu t est le vecteur traction sur la frontiµere de rupture, C f est un module d'adoucissement et
[u] est le vecteur saut de d¶eplacement µa la frontiµere. La mise en ¾uvre num¶erique de cette
approche est sujette µa de nombreuses di±cult¶es. D'une part, au cours d'un calcul, l'¶evolution
des connectivit¶es entre les ¶el¶ements pose des di±cult¶es de gestion et d'autre part, les r¶esultats
obtenus sont grandement d¶ependants du maillage. Bien que des techniques sp¶eci¯ques aient ¶et¶e
d¶evelopp¶ees pour rem¶edier µa ces di±cult¶es comme par exemple le remaillage, l'utilisation de cette
approche reste trµes coûteuse en temps de calcul et fortement d¶ependante de la discr¶etisation.

Th¶eorie de la ¯ssuration distribu¶ee : smeared crack theory

Ce cadre th¶eorique a ¶et¶e initialement propos¶e par (Rashid, 1968). Par la suite, de nombreux au-
teurs ont contribu¶e au d¶eveloppement de la notion de ¯ssuration distribu¶ee comme par exemple
(Willam et al., 1987), (Bazant, 1986) et (Cris¯eld et Wills , 1989). Le domaine mat¶eriel ­
consid¶er¶e est suppos¶e poss¶eder une certaine distribution de ¯ssures. L'hypothµese des petites
perturbations est retenue. L'incr¶ement de d¶eformation totale ¢² peut être partionn¶e en deux
termes de maniµere additive : un terme li¶e aux ¯ssures ¢² f et un terme li¶e au mat¶eriau sain ¢²m .
Ainsi, il vient :

¢ ² = ¢ ² f + ¢ ²m (2.57)

Les ¯ssures sont regroup¶ees enn familles selon leur orientation spatiale qui est caract¶eris¶ee par
un vecteur normal n et tangent t. Ainsi, en consid¶erant un sous domaine de ­ poss¶edantn
familles de ¯ssures, il est possible de d¶e¯nir le vecteur saut de d¶eplacement :

¢[ »] =
nX

i =1

¢[ »]i =
nX

i =1

((¢[ »]:ni )ni + (¢[ »]:t i )t i ) (2.58)
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En consid¶erant un volumeV comme ¶etant une mesure du sous domaine de ­ ¶etudi¶e, la relation
cin¶ematique liant le tenseur des d¶eformations des ¯ssures avec le saut de d¶eplacement peut être
postul¶ee selon la forme suivante :

¢ ² f =
1
V

nX

i =1

Z

Si

[»]­ ni dS =
nX

i =1

ni ­ ¢ ef
i

(2.59)

Dans l'expression 2.59, Si repr¶esente l'aire ¯ssur¶ee associ¶ee µa la famille de ¯ssuresi et
­ repr¶esente le produit tensoriel sym¶etris¶e. Cette expression fait apparâ³tre le fait que la
d¶eformation associ¶ee aux ¯ssures est en fait la somme de contributions ¶el¶ementaires ¢ef

i
sur

chaque famille. Ces derniµeres sont appel¶ees d¶eformations de discontinuit¶e. Le vecteur des trac-
tions peut, de maniµere analogue au vecteur saut de d¶eplacement, être d¶e¯ni comme suit :

¢ sf
i =

nX

i =1

¢ sf
i =

nX

i =1

((¢ sf :ni )ni + (¢ sf :t i )t i ) (2.60)

oµu ¢ sf est le vecteur traction global. Le tenseur des contraintes de Cauchy peut être introduit
au travers de la relation statique suivante :

¢ sf
i = ¢ ¾:ni (2.61)

Les ¶equations constitutives du mat¶eriau sain et des ¯ssures doivent maintenant être introduites.
Pour le b¶eton sain, un tenseur de rigidit¶e d'ordre 4 est donc introduit :

¢ ¾= D m : ¢ ²m (2.62)

Dans l'expression2.62, D m est le tenseur de rigidit¶e du mat¶eriau sain. L'¶equation constitutive

des ¯ssures s'exprime en termes de vecteur traction et de d¶eformation de ¯ssure :

¢ s = D f :¢ ef
i (2.63)

oµu D f est le tenseur de rigidit¶e de la ¯ssure dans son plan. En utilisant les ¶equations2.57, 2.61
et 2.62, il vient :

¢ ¾= D m : (¢ ² ¡
nX

i =1

ni ­ D f ¡ 1:¢ ¾:ni ) (2.64)

Aprµes quelques calculs analytiques, la loi de comportement du b¶eton ¯ssur¶e peut être exprim¶ee
sous la forme suivante :

¢ ¾= ( I + D m :
nX

i =1

ni ­ D f ¡ 1 ­ ni )
¡ 1 : D m : ¢ ² (2.65)

L'¶equation constitutive 2.65 peut être mise sous la forme simpli¯¶ee suivante :

¢ ¾= D mf : ¢ ² (2.66)

Pour illustrer la forme pratique que prend la relation 2.65, une seule ¯ssure plane est consid¶er¶ee.
En projetant l'expression 2.66 sur une base du sous domaine d'¶etude, il vient :

µ
¢ sn

¢ st

¶
=

µ
D I 0
0 D II

¶ Ã
¢ ² f

n

¢ ² f
t

!

(2.67)

Dans cette expression, (D i ) i = I;II repr¶esentent les termes de rigidit¶e dans le repµere local µa la
¯ssure. L'¶equation incr¶ementale2.67 peut être int¶egr¶ee explicitement pour obtenir une solution
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analytique µa cette ¶equation en supposant les termes de rigidit¶e normale et tangentielle constants
par rapport au pseudo temps. La mise en ¾uvre des approches fond¶ees sur le cadre th¶eorique qui
vient d'être briµevement expos¶e est d¶elicate. En e®et, de nombreuses di±cult¶es de convergence
tendent µa apparâ³tre, ce qui peut, au moins en partie, être expliqu¶e par le fait que cette approche
n'est pas formul¶ee dans un cadre thermodynamique consistant, assurant la stabilit¶e num¶erique
et la coh¶erence physique.

Modµele d'une seule ¯ssure ¯xe. La th¶eorie de la ¯ssuration distribu¶ee a ¶et¶e adapt¶ee au
¯l des ann¶ees µa di®¶erents cas de distribution de ¯ssures. Le cas le plus simple est connu sous le
nom demodµele de ¯ssure ¯xeou encore¯xed smeared crack theory. Cette approche ne s'int¶eresse
qu'µa la r¶eponse d'un milieu ne contenant qu'une seule ¯ssure d¶ejµa initi¶ee.

Modµele de ¯ssures multiples ¯xes. Cette approche permet d'introduire des critµeres d'ap-
parition de nouvelles ¯ssures. En e®et, dµes lors que localement le critµere d'initiation d'une ¯ssure
est v¶eri¯¶e, les anciennes ¯ssures sont consid¶er¶ees comme inactives, c'est-µa-dire qu'elles conservent
leurs directions. Il convient de noter que le mat¶eriau devient orthotrope lors de l'initiation de
nouvelles ¯ssures dont les directions sont en g¶en¶eral d¶etermin¶ees selon celles des contraintes prin-
cipales. Ainsi, les directions principales entre les tenseurs des contraintes et des d¶eformations ne
coÄ³ncident en g¶en¶eral plus. Des hypothµeses fortes doivent alors être ¶emises au sujet du critµere
d'initiation de nouvelles ¯ssures, donc sur leur orientation, et prendre en compte les e®ets de
cette orthotropie qui se d¶eveloppe. Un des apports notables de cette approche est le fait qu'elle
est applicable au cas des chargements non proportionnels.

Modµele de ¯ssuration tournante. Ce modµele issu essentiellement des travaux de (Jirasek et
Zimmermann, 1998a) et (Jirasek et Zimmermann, 1998b), consiste µa supposer que les directions
des ¯ssures peuvent ¶evoluer avec l'intensit¶e du chargement. L'¶evolution de ces derniµeres se fait
en imposant une condition suppl¶ementaire de maniµere µa conserver la coaxialit¶e des directions
principales des tenseurs des contraintes et des d¶eformations. Bien qu'assez peu physique, cette
approche permet notamment de surmonter certaines di±cult¶es num¶eriques comme par exemple
le blocage en contrainte inh¶erent µa la formulation ¯xe. Il peut être not¶e que ce type d'approche
reste encore utilis¶e aujourd'hui.

Approches fond¶ees sur la th¶eorie de la ¯ssuration distribu¶ee

Th¶eorie de la bande de ¯ssuration. Cette approche est essentiellement n¶ee des travaux de
(Bazant et Oh, 1983) qui se sont int¶eress¶es µa la ¯ssuration des mat¶eriaux fortement h¶et¶erogµenes.
L'id¶ee fondamentale est de postuler l'existence d'une bande de largeurwc englobant l'ensemble
des micro¯ssures pouvant apparâ³tre dans les zones en traction. A cette bande de ¯ssuration
est associ¶ee un champ de d¶eformation uniforme² f . Ainsi, pour une ¯ssure situ¶ee dans le plan
(O; e1; e2) de normalee3, la relation constitutive entre les contraintes totales et les d¶eformations
prend la forme suivante :

0

@
²1

²2

²3

1

A =
1
E

0

@
1 ¡ º ¡ º

¡ º 1 ¡ º
¡ º ¡ º 1

1

A

0

@
¾1

¾2

¾3

1

A +

0

@
0
0
² f

1

A (2.68)

Une relation de type lin¶eaire entre ² f et ¾3 est en g¶en¶eral postul¶ee bien qu'il existe plusieurs
variantes dans la litt¶erature. Une des formes les plus simples, issue des travaux de (Bazant et
Oh, 1983) est :

² f =
1

Cf
(f t ¡ ¾3) (2.69)
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Dans l'expression2.69, Cf est le module d'adoucissement du mat¶eriau etf t sa r¶esistance en
traction. En utilisant les ¶equations 2.68 et 2.69, il est possible de mettre la relation constitutive
du mat¶eriau sain sous la forme suivante :

0

@
²1

²2

²3

1

A =
1
E

0

@
C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 ¹ ¡ 1C33

1

A

0

@
¾1

¾2

¾3

1

A (2.70)

oµu (Cij ) i;j =1 ;2;3 sont les composantes de la matrice de souplesse du mat¶eriau sain et¹ est un
coe±cient fonction du module d'adoucissement du mat¶eriau. La calibration d'un tel modµele
n¶ecessite donc l'identi¯cation du module d'adoucissement du mat¶eriau. Pour cela, (Bazant et
Oh, 1983) introduisent une caract¶eristique du mat¶eriau suppl¶ementaire qui est la largeur de la
bande de ¯ssuration wc.

Le module d'adoucissement devient alors identi¯able sous r¶eserve de connâ³tre la r¶esistance
en traction et l'¶energie de ¯ssuration du mat¶eriau :

Cf =
f 2

t wc

2Gf
(2.71)

oµu Gf est l'¶energie de ¯ssuration du mat¶eriau consid¶er¶e. Il est µa noter que plusieurs auteurs ont
tent¶e de rapprocher la valeur de la largeur de la bande de ¯ssuration de la taille moyenne de
l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e caract¶eristique du mat¶eriau. On peut citer par exemple les travaux de (Olivier ,
1989), (Bazant et Pijaudier-Cabot, 1989) et (Fokwa et Berthaud, 1993). Les conclusions de ces
auteurs tendent µa montrer que, dans le cas du b¶eton, cette largeur de bande peut être prise ¶egale
µa 3' g, oµu ' g est la taille caract¶eristique de l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e, c'est-µa-dire du granulat.

Modµele d'int¶eraction de micro¯ssures. Ce modµele a ¶et¶e propos¶e par (Bazant, 1994) et
(Ozbolt et Bazant, 1996). La motivation de cette action de recherche a ¶et¶e essentiellement due
au fait que les modµeles propos¶es jusqu'alors ne prenaient pas en compte les int¶eractions qui
peuvent exister entre les di®¶erentes micro¯ssures qui apparaissent dans les zones en traction.
Le principe de cette approche consiste µa construire un milieu ¶equivalent µa celui ¶etudi¶e qui a la
propri¶et¶e d'être non local. Lors d'un pas de chargement courant, l'incr¶ement de contrainte ¢¾
est d¶etermin¶e µa partir de l'expression suivante, rendant le milieu non local :

¢ ¾(x) = < ¢ ¾(x) > V +
Z

f »2 V g
¤( jjx ¡ »jj )¢ ¾(»)dV (2.72)

oµu < : > V est l'op¶erateur de moyenne dans un certain voisinage du point mat¶erielx consid¶er¶e, ¤
est une fonction poids caract¶erisant les interactions entre les micro¯ssures et ¢¾est l'incr¶ement
de contrainte local. Ainsi, il est possible de noter, d'aprµes la relation2.72, que le calcul de
la contrainte en un point donn¶e x requiert des informations sur son voisinage. Sans entrer
davantage dans les d¶etails de pr¶esentation de cette approche, cette derniµere est reconnue comme
¶etant complexe, num¶eriquement coûteuse et di±cile µa mettre en ¾uvre sur le plan pratique. En
e®et, la calibration de fonction ¤ requiert l'identi¯cation de coe±cients d'in°uence qui, dans la
majorit¶e des cas, reste di±cile µa r¶ealiser.

Modµeles formul¶es dans le cadre de l'¶elastoplasticit¶e

Au d¶ebut des ann¶ees 1970, de nombreux auteurs se sont attach¶es µa proposer des formulations
¶elastoplastiques pour mod¶eliser le comportement du b¶eton. La plupart des modµeles constitutifs
¶elastoplastiques s'articulent comme suit :
{ un comportement de type fragile en traction,
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{ un comportement plus ductile en compression.
Ainsi, la plasticit¶e n'est introduite dans le modµele que sur la partie li¶ee µa la compression. Les
di®¶erences essentielles d'un modµele constitutif µa l'autre restent le choix des surfaces de charge et
la nature de la loi d'¶evolution (associ¶ee ou non associ¶ee). De maniµere plus pr¶ecise, cette classe
de modµeles s'intµegre ais¶ement dans le cadre th¶eorique de la thermodynamique des processus
irr¶eversibles (Lemâ³tre et Chaboche, 1985). Ainsi un potentiel d'¶etat ª, convexe, di®¶erentiable
et nul µa l'origine est souvent consid¶er¶e de la forme :

½ª =
1
2

(² ¡ ²p) : C : (² ¡ ²p) (2.73)

oµu ½ est la masse volumique du mat¶eriau. Pour un processus de d¶eformation isotherme, de
l'¶ecriture de l'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell, il vient :

D = ¾: _² ¡ ½_ª (2.74)

En d¶eveloppant l'expression2.74, il vient :

D = ( ¾¡
@ª
@²

) : _² ¡ ½
@ª
@²p

: _²p ¸ 0 (2.75)

La condition 2.75, si elle est v¶eri¯¶ee, assure l'admissibilit¶e thermodynamique de la loi de com-
portement. Pour qu'elle soit satisfaite, la premiµere ¶equation d'¶etat est d¶e¯nie comme suit :

¾=
@ª
@²

(2.76)

Ainsi, l'¶equation 2.75 devient :
D = ¾: _²p ¸ 0 (2.77)

Les lois d'¶ecoulement de la d¶eformation plastique suivent une rµegle de normalit¶e. Ainsi, la vitesse
des d¶eformations plastiques est proportionnelle au gradient d'un potentielf . D'une maniµere plus
g¶en¶erale, on dit que la vitesse de d¶eformation plastique appartient au sous-di®¶erentiel def .

_²p 2 @¾f (¾) (2.78)

Le concept de sous-di®¶erentiel permet de g¶en¶eraliser naturellement la notion de gradient lorsque
des points singuliers sont µa traiter (critµere de Coulomb par exemple). Si l'¶evolution est associ¶ee,
alors le potentiel d'¶ecoulement coÄ³ncide avec le critµere de plasticit¶e. En revanche, si l'¶evolution
est non associ¶ee, alors il n'y a plus de normalit¶e par rapport au critµere de plasticit¶e. Un potentiel
plastique doit être introduit. Sans entrer davantage dans les d¶etails, il est possible d'enrichir le
cadre qui vient d'être propos¶e par des ¶ecrouissages isotrope, cin¶ematique ou mixte. L'ensemble
des modµeles qui sont discut¶es dans les sections suivantes s'intµegrent pleinement dans ce cadre.

Quelques modµeles ¶elastiques fragiles plastiques. Le modµele constitutif propos¶e par (Rey-
nouard, 1974) est l'un des premiers µa avoir ¶et¶e d¶evelopp¶e. En traction, cet auteur propose un
comportement ¶elastique lin¶eaire jusqu'µa ce que la limite en traction soit d¶epass¶ee. Au-delµa de
celle-ci, une ¯ssure est suppos¶ee traverser l'¶el¶ement et par suite, sa rigidit¶e est annul¶ee dans la
direction perpendiculaire µa la ¯ssure. Le critµere local de ruine est formul¶e en d¶eformation. En
compression, le m¶ecanisme de plasticit¶e est introduit de maniµere associ¶ee. Lors de ses travaux
de thµese, (Frantzeskakis, 1987) propose un modµele de comportement qui reprend les principaux
traits de celui d¶evelopp¶e par (Reynouard, 1974). Les surfaces de charge changent et le critµere de
ruine en traction est di®¶erent.
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Un pr¶ecurseur des modµeles endommageables. Les travaux de (Lubliner et al., 1989) ont
donn¶e naissance µa un modµele pr¶ecurseur des traditionnels modµeles endommageables. En e®et,
ces auteurs proposent d'adopter l'ensemble d'¶equations d'¶etat suivant :

8
>>>><

>>>>:

¾ = C : (² ¡ ²p)

_²p = _¸ p @gp
@¾

_· = Á(¾; c; · ) : _²p

_c = ´ (¾; c; · ) _·

(2.79)

Dans les expressions2.79, gp est le potentiel plastique de Mohr-Coulomb,· une variable interne
variant de 0 µa 1, c la coh¶esion,Á et ´ des fonctions µa valeurs tensorielles d'ordre 2 et scalaires
respectivement. La surface de charge li¶ee µa la plasticit¶e est un critµere de Drucker-Prager. Ce
modµele ne tient clairement pas compte de la d¶egradation de la rigidit¶e ¶elastique du mat¶eriau.
Toutefois, la variable interne · , qui est une mesure d'an¶elasticit¶e, est li¶ee µa la coh¶esion. Lorsque
· = 0, on a c = c0, oµu c0 est la coh¶esion initiale. En revanche, lorsque· = 1, la coh¶esion devient
nulle, c'est-µa-dire que le mat¶eriau est totalement rompu. Ainsi, la variable· est comprise comme
une variable d'endommagement

Modµeles formul¶es dans le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement

La m¶ecanique de l'endommagement constitue un cadre de d¶eveloppement de lois constitutives
trµes utilis¶e encore aujourd'hui. Initialement introduite par ( Kachanov, 1958) dans le cas du
°uage, elle a ¶et¶e appliqu¶ee au cas du comportement de l'acier par (Lemâ³tre et Chaboche, 1985)
puis particularis¶ee au cas du b¶eton par (Mazars, 1984). Depuis, de nombreux travaux s'inscrivent
dans cette lign¶ee. Dans cette section, une pr¶esentation des modµeles les plus signi¯catifs est
propos¶ee. Le principe de cette m¶ecanique, appliqu¶ee au b¶eton, est de consid¶erer que l'¶evolution
de la micro¯ssuration du b¶eton dans les zones en traction peut être repr¶esent¶ee par une ¶evolution
continue des paramµetres ¶elastiques. Pour cela, une variable interne dont l'¶evolution est born¶ee,
permet d'assurer la d¶ecroissance continue de ces paramµetres.

Le modµele de Mazars. Dans ces travaux de thµese, (Mazars, 1984) propose un des premiers
modµeles endommageables pour d¶ecrire le comportement du b¶eton. Ce dernier s'appuie sur les
travaux de (Marigo, 1981) qui a propos¶e une forme de potentiel d'¶etat. Ce dernier est suppos¶e
pouvoir être repr¶esent¶e par l'¶energie libre de Helmholtz sous la forme suivante :

½ª =
1
2

(1 ¡ d)² : C : ² (2.80)

oµu d est une variable scalaire d'endommagement variant entre 0 (mat¶eriau vierge) et 1 (mat¶eriau
totalement rompu). Les lois d'¶etat d¶ecoulent de l'¶ecriture de l'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-
Truesdell :

D = ( ¾¡ ½
@ª
@²

) : _² ¡ ½
@ª
@d

_d (2.81)

Ainsi, la premiµere loi d'¶etat s'¶ecrit naturellement :

¾= ½
@ª
@²

= (1 ¡ d)C : ² (2.82)

La dissipation devient :

D = ¡ ½
@ª
@d

_d (2.83)
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Par analogie µa la premiµere ¶equation d'¶etat, une force thermodynamiqueY appel¶ee taux de
restitution d'¶energie est associ¶ee µa la variable d'endommagement et est d¶e¯nie par :

Y = ½
@ª
@d

= ¡ ² : C : ² (2.84)

La dissipation peut donc être r¶e¶ecrite comme suit :

D = ¡ Y _d (2.85)

La condition assurant l'admissibilit¶e thermodynamique des ¶equations constitutives est que la
dissipation doit rester positive quelque soit le trajet de chargement, c'est-µa-dire queD ¸ 0.
Ainsi, la seule condition qui doit être v¶eri¯¶ee est :

_d ¸ 0 (2.86)

Autrement dit, l'endommagement ne peut que crô³tre, ce qui semble avoir un sens physique. La
surface seuil de l'endommagementf d est formul¶ee en d¶eformations :

f d = ~² ¡ ²d0 · 0 (2.87)

oµu ~² est la d¶eformation ¶equivalente et²d0 un seuil initial qui peut être identi¯¶e en fonction de la
r¶esistance en traction du b¶eton consid¶er¶e.

La d¶eformation ¶equivalente est une mesure de l'intensit¶e des extensions directes (traction) ou
induites par e®et Poisson (compression). La loi d'¶evolution de la variable d'endommagement est
donn¶ee de maniµere explicite et ne suit pas les rµegles de normalit¶e usuelles. Cette derniµere prend
la forme suivante :

d = »dT + (1 ¡ »)dC (2.88)

oµu» est un indicateur permettant de savoir si un ¶etat de contrainte de traction ou de compression
est appliqu¶e,dT et dC sont des variables d'endommagement calibr¶ees en traction et en compres-
sion respectivement. C'est par cette d¶e¯nition de la loi d'¶evolution que ce modµele permet de
prendre en compte la dissym¶etrie de comportement en traction/compression. Ce modµele, encore
trµes utilis¶e aujourd'hui, est reconnu pour sa ¯abilit¶e et sa robustesse num¶erique. N¶eanmoins, il
ne prend en compte ni les d¶eformations permanentes, ni l'e®et unilat¶eral et ne s'intµegre pas dans
le cadre thermodynamique.

Le modµele de La Borderie. Le modµele propos¶e par (LaBorderie, 1991) s'inscrit dans la conti-
nuit¶e des travaux r¶ealis¶es par (Mazars, 1984). En e®et, comme il a ¶et¶e mentionn¶e pr¶ec¶edemment,
le modµele de (Mazars, 1984) ne prend pas en compte l'e®et unilat¶eral li¶e µa la refermeture des ¯s-
sures lors d'un cycle de chargement traction/compression. De plus, ce dernier ne tient ¶egalement
pas compte des d¶eformations permanentes. Le modµele de Laborderie vise µa prendre en compte
ces deux e®ets. Pour cela, plusieurs concepts sont avanc¶es. L'e®et unilat¶eral est pilot¶e par le signe
du chargement en consid¶erant deux variables d'endommagement distinctes et les d¶eformations
permanentes sont introduites comme des fonctions de l'¶etat d'endommagement. C'est pourquoi
(LaBorderie, 1991) propose de travailler µa l'aide du potentiel de Gibbs qui s'¶ecrit sous la forme
suivante :

¥ = ¥ e + ¥ an (2.89)

oµu ¥e est la partie ¶elastique du potentiel et ¥an la partie an¶elastique permettant de g¶erer les
d¶eformations permanentes. Ces derniers s'expriment par :

2¥e =
<¾> + :<¾> +

E (1¡ d1 ) +
<¾> ¡ :<¾> ¡

E (1¡ d2 ) + º
E (¾: ¾¡ Tr 2¾)

2¥an = ¯ 1d1
E (1¡ d1 ) f (Tr ¾) + ¯ 2d2

E (1¡ d2 ) Tr ¾
(2.90)
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oµu d1 et d2 sont deux variables d'endommagement (traction et compression respectivement),
¯ 1 et ¯ 2 des paramµetres mat¶eriaux µa identi¯er,f est une fonction de refermeture des ¯ssures,
< : > + et < : > ¡ sont les op¶erateurs parties positives et n¶egatives respectivement.

Les lois d'¶evolution des deux variables d'endommagement sont exprim¶ees en fonction des taux de
restitution d'¶energie et comprennent deux variables d'¶ecrouissage isotrope distinctes. Ce modµele
est essentiellement utilisable dans l'approche de type simpli¯¶e (unidimensionnel et uniaxial)
en raison des di±cult¶es d'implantation en plusieurs dimensions. De maniµere plus pr¶ecise, en
raison de la d¶e¯nition du potentiel an¶elastique, les d¶eformations permanentes restent toujours
sph¶eriques et ceci g¶enµere des di±cult¶es de la mise en ¾uvre num¶erique en plusieurs dimen-
sions. N¶eanmoins ce modµele a ¶et¶e le premier µa proposer des solutions pour prendre en compte la
dissym¶etrie en traction/compression, les d¶eformations permanentes et l'e®et unilat¶eral. Il reste
encore trµes utilis¶e aujourd'hui.

Le modµele de Desmorat. (Desmorat et al., 2006) proposent un cadre rigoureux permettant
de formuler des modµeles d'endommagement anisotrope. Fond¶e sur les travaux de (Ladevµeze
et Lemâ³tre, 1984), ce modµele anisotrope s'inscrit pleinement dans le cadre thermodynamique,
assurant ainsi d'une part sa coh¶erence physique et d'autre part, sa robustesse num¶erique. Le
potentiel d'¶etat est pris sous la forme de l'enthalpie libre de Gibbs :

½¥ =
1 + º
2E

Tr (H :¾d:H :¾d) +
1 ¡ 2º

6E
(
< Tr ¾> 2

+

1 ¡ Tr d
+ < Tr ¾> 2

¡ ) (2.91)

oµu H = ( ±¡ d)¡ 1
2 et (:)d est l'op¶erateur d¶eviatorique tel que (:)d = ( :) ¡ 1

3Tr (:)±. Ce potentiel a
la bonne propri¶et¶e de permettre de d¶e¯nir une contrainte e®ective ind¶ependante du coe±cient
de Poisson.

La premiµere loi d'¶etat s'¶ecrit donc :

² = ½
@¥
@¾

=
1 + º

E
~¾¡

º
E

Tr ~¾± (2.92)

oµu ~¾est la contrainte e®ective d¶e¯nie par :

~¾= ( H :¾d:H )d +
1
3

(
< Tr ¾> +

1 ¡ Tr d
+ < Tr ¾> ¡ )± (2.93)

Le taux de restitution d'¶energie est donn¶e par :

Y = ½
@¥
@d

(2.94)

La consistance thermodynamique de ce cadre constitutif a ¶et¶e montr¶e par le même auteur (Des-
morat, 2006). Une ¶etude portant sur le choix de la fonction seuil associ¶ee µa l'endommagement
a ¶et¶e publi¶ee r¶ecemment par (Ragueneauet al., 2008). Il apparâ³t que ce cadre constitutif
s'avµere thermodynamiquement consistant et num¶eriquement robuste. De plus, il est capable
de prendre en compte un e®et quasi unilat¶eral en ne faisant pas porter l'endommagement sur
la partie n¶egative de la partie sph¶erique du comportement. Toutefois, il ne prend en compte
ni les d¶eformations permanentes ni les e®ets hyst¶er¶etiques li¶es au frottement interne entre les
¯ssures. Un problµeme important qui m¶erite d'être soulev¶e est comment borner la variable d'en-
dommagement. En e®et, dans le cas scalaire, il est assez ais¶e d'assurer le fait que la variable
d'endommagement varie de maniµere continue entre 0 et 1. En revanche, lorsque cette derniµere
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n'est plus scalaire mais tensorielle, deux choix doivent être faits. En e®et, une solution pourrait
être de borner toutes les composantes ded µa 1. (Desmorat et al., 2006) proposent de borner
les valeurs propres ded µa une certaine valeurDc, proche de 1 et ensuite, dans les directions
pour lesquelles cette valeur est atteinte, de projeter la loi d'¶evolution perpendiculairement µa
ces derniµeres. Cette approche s'avµere assez robuste num¶eriquement et elle a surtout un sens
physique.

Le modµele de Matallah. Lors de ses travaux de thµese, (Matallah et LaBorderie, 2009) ont
d¶evelopp¶e un modµele couplant endommagement isotrope et an¶elasticit¶e pour d¶ecrire le compor-
tement du b¶eton sous chargements complexes (cycliques). Ce modµele s'inscrit dans le cadre de
la thermodynamique des processus irr¶eversibles et s'appuie sur la relation d'¶etat suivante :

¾= C : (² ¡ d²f S) (2.95)

oµu d est une variable d'endommagement scalaire,² f est un tenseur de d¶eformations an¶elastiques
li¶ees aux ¯ssures etS une fonction de refermeture des ¯ssures pour prendre en compte de maniµere
totale l'e®et unilat¶eral.

Sans entrer dans les d¶etails de la formulation de ce modµele, les comportements en traction
et compression sont bien pris en compte. Cela est r¶ealis¶e au moyen de critµere multi-surfaces
qui sont raccord¶es par la rµegle de Koiter. L'¶evolution des d¶eformations an¶elastiques est g¶er¶ee
de maniµere coupl¶ee µa un ¶ecrouissage cin¶ematique. Cela permet d'annuler la partie non lin¶eaire
de la relation d'¶etat sans pour autant annuler d. Toute la force et l'originalit¶e du modµele sont
pr¶esentes dans ce point pr¶ecis : une distinction entre endommagement et ¯ssure est possible.
Autrement dit, la pr¶esence d'endommagement est n¶ecessaire pour que des ¯ssures apparaissent
mais n'est pas su±sant. Inversement, lors d'un cycle de traction/compression, l'endommagement
reste ¶egale µa sa valeur atteinte en traction alors que les ¯ssures (au travers de² f ) se referment.
(Matallah et LaBorderie, 2009) montre l'applicabilit¶e du modµele propos¶e non seulement dans le
cas de structures en b¶eton mais aussi dans le cas de structures en b¶eton arm¶e. Pour conclure
sur ce modµele, il est possible de dire que c'est un des modµeles les plus originaux, capable de
fonctionner en 3D sous des chargements complexes (cisaillement, cycliques).

Di±cult¶es num¶eriques li¶ees µa la localisation des d¶eformations

Plusieurs modµeles constitutifs visant µa d¶ecrire le comportement du b¶eton ont ¶et¶e pr¶esent¶es.
Il ressort de cet expos¶e qu'aussi bien en traction qu'en compression, la majorit¶e des modµeles
est de type adoucissant. L'exp¶erience num¶erique acquise a mis en ¶evidence certaines di±cult¶es
num¶eriques inh¶erentes µa ce type de lois constitutives. Une des plus c¶elµebres et des plus restric-
tives est le ph¶enomµene de localisation des d¶eformations. Dans cette section, une synthµese des
travaux publi¶es dans la litt¶erature visant µa mieux appr¶ehender cette di±cult¶e est tout d'abord
pr¶esent¶ee. En particulier, les conditions de localisation des d¶eformations sont ¶etablies dans le cas
tridimensionnel. En¯n, les techniques les plus signi¯catives permettant d'apporter des ¶el¶ements
de r¶eponse µa ce problµeme sont briµevement d¶ecrites. Dans cette section, seul le cas des lois consti-
tutives ind¶ependantes du temps est consid¶er¶e.

Conditions de localisation. L'¶etablissement de conditions de localisation est essentiellement
dû aux travaux de (Hadamard, 1903), (Hill , 1958), (Hill , 1962), (Thomas, 1961), (Mandel, 1966)
et (Rice, 1976). Soit ­ un milieu mat¶eriel de frontiµere @­ orient¶e par sa normale ext¶erieuren, tel
que@­ = @­ t [ @­ u et @­ t \ @­ u = f 0g. On considµere que ­ est soumis µa des e®orts volumiques
b, µa des e®orts de tractiont et µa des d¶eplacements impos¶esu. Soit u le champ d¶eplacements
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cin¶ematiquement admissible d¶e¯ni sur ­. Par ailleurs, la loi constitutive est suppos¶ee, sans perte
de g¶en¶eralit¶e, pouvoir s'exprimer de maniµere incr¶ementale par :

_¾= L : _² (2.96)

oµu L est un tenseur du quatriµeme ordre, encore appel¶e module tangent. Ce dernier s'exprime de

maniµere g¶en¶erale par :

L =

8
<

:

C si le mat¶eriau se comporte de maniµere ¶elastique

H si le mat¶eriau se comporte de maniµere an¶elastique

Les ¶equations de compatibilit¶e en d¶eplacement s'¶ecrivent classiquement :

² =
1
2

(r u + r ut ) (2.97)

et les ¶equations d'¶equilibre deviennent, sous forme incr¶ementale :

Div (H : _²) + _b = 0 (2.98)

Il peut être remarqu¶e que le module tangent est pris ¶egale µaH ¶etant donn¶e que la localisation

n'est susceptible de se produire qu'en r¶egime non lin¶eaire. En¯n, les conditions aux limites
peuvent s'¶ecrire comme suit :

(
_t = _¾:n 8M 2 @­ t

_u = _u 8M 2 @­ u
(2.99)

Soit v un champ de d¶eplacement cin¶ematiquement admissible µa 0. L'application du principe des
puissances virtuelles permet d'aboutir µa :

Z

­
_¾: _²(v)dV =

Z

@­ t

_t:_vdS +
Z

­
_v:_bdV (2.100)

¶Etudier le ph¶enomµene de localisation des d¶eformations revient en r¶ealit¶e µa s'int¶eresser µa l'unicit¶e
de la solution de l'¶equation2.100. Ainsi, supposons deux champs de d¶eplacement solutionsv1 et
v2. Les champs de contrainte qui peuvent leur être associ¶es sont not¶es¾

1
et ¾

2
respectivement.

Il vient alors : Z

­
( _¾

1
¡ _¾

2
) : _²(v)dV = 0 (2.101)

L'¶equation 2.101est v¶eri¯¶ee pour tout champ de d¶eplacement cin¶ematiquement admissible, donc
en particulier, pour le champ v = v1 ¡ v2. Cela conduit donc µa :

Z

­
( _¾

1
¡ _¾

2
) : (_²(v1) ¡ _²(v2))dV = 0 (2.102)

En combinant les ¶equations2.96 et 2.102, il vient :
Z

­
(L

1
: _²(v1) ¡ L

2
: _²(v2)) : (_²(v1) ¡ _²(v2))dV = 0 (2.103)

oµu L
1

et L
2

sont les modules tangents coh¶erents associ¶es aux champs de d¶eplacementv1 et v2

respectivement. La fonctionnelleI peut être d¶e¯nie comme suit :

I (v1; v2) =
Z

­
(L

1
: _²(v1) ¡ L

2
: _²(v2)) : (_²(v1) ¡ _²(v2))dV (2.104)
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L'unicit¶e de la solution est donc assur¶ee si les conditions suivantes sont respect¶ees :

I (v1; v2) 6= 0 et v1 6= v2 (2.105)

Plus g¶en¶eralement, les conditions d'unicit¶e d'une solution en d¶eplacement peuvent s'¶ecrire comme
suit, pour tout champ de d¶eplacement cin¶ematiquement admissible :

I (v1; v2) > 0 et v1 6= v2 (2.106)

(Hill , 1958) et (Hill , 1962) montrent que la fonctionnelle I est toujours sup¶erieure µa une fonc-
tionnelle H . Cette derniµere est ¶ecrite en consid¶erant le milieu mat¶eriel ­ lin¶eaire de comparaison
en supposant qu'il ne puisse pas subir de d¶echarge. Ainsi, il vient :

I (v1; v2) > H(v1; v2) =
Z

­
(_²(v1) ¡ _²(v2)) : H : (_²(v1) ¡ _²(v2))dV (2.107)

Le critµere de Hill fait donc apparâ³tre une condition d'unicit¶e su±sante. En e®et, l'identit¶e
2.107prouve que si l'unicit¶e de la solution en d¶eplacement est obtenue sur le domaine mat¶eriel
de comparaison, c'est-µa-dire lin¶eaire, alors l'unicit¶e de la solution en d¶eplacement est ¶egalement
obtenue sur le domaine mat¶eriel r¶eel. Une condition plus forte consiste donc µa imposer :

²(v) : H : ²(v) > 0 8M 2 ­ (2.108)

La condition est satisfaite si le moduleH est d¶e¯ni positif. Le critµere de Hill prend donc sa

forme bien connue :
9n j Det (n:H :n) = 0 (2.109)

Cette condition fournit donc une borne inf¶erieure de bifurcation dans le cas de solides lin¶eaires
mais ¶egalement dans le cas de solides r¶eels. En r¶ealit¶e, elle correspond µa une perte d'ellipticit¶e des
¶equations d'¶equilibre. Cela entrâ³ne donc une trµes forte d¶ependance de la solution en d¶eplacement
au pas de temps choisi lorsqu'une r¶esolution de type it¶erative-incr¶ementale est conduite ainsi
qu'au maillage. De nombreuses m¶ethodes ont ¶et¶e propos¶ees dans la litt¶erature pour limiter la
localisation des d¶eformations, autrement dit, pour limiter la perte d'ellipticit¶e des ¶equations
d'¶equilibre. Ces m¶ethodes sont connues sous le vocable delimiteurs de localisation. Dans la
section suivante, une brµeve pr¶esentation des principaux limiteurs de localisation est r¶ealis¶ee.

Limiteurs de localisation

Conservation de l'¶energie de ¯ssuration. Cette technique a initialement ¶et¶e propos¶ee par
(Dugdale, 1960) et (Barenblatt , 1962) puis formalis¶ee sous sa forme moderne par (Hillerborg,
1985). Elle consiste µa contrôler l'¶energie de ¯ssuration dissip¶ee en fonction de la taille de l'¶el¶ement
¯ni de maniµere µa assurer une certaine objectivit¶e de la solution par rapport au maillage. (Bazant
et Oh, 1983) introduisent donc une longueur caract¶eristiquelc. Dans le cas des mat¶eriaux de type
quasi-fragile, la loi constitutive li¶ee µa une discontinuit¶e peut être mise sous la forme suivante :

t = f (w) (2.110)

oµu t est le vecteur des tractions,w est le vecteur ouverture et en¯n f est une fonction r¶eguliµere
caract¶erisant la loi constitutive de la discontinuit¶e. L'aire sous f repr¶esente l'¶energie de ¯ssura-
tion, c'est-µa-dire l'¶energie par unit¶e d'aire de discontinuit¶e pour obtenir une complµete d¶ecoh¶esion.
L'avantage essentiel de cette approche, qui est toujours utilis¶ee de nos jours, r¶eside dans sa sim-
plicit¶e de mise en ¾uvre. Toutefois, cette technique impose un certain formalisme de la loi
constitutive, faisant apparâ³tre explicitement l'¶energie de ¯ssuration.

78



R¶egularisation dynamique. L'apparition de zones de localisation met en jeu d'importantes
vitesses induites. Le fait de consid¶erer les e®ets de vitesse dans les ¶equations d'¶equilibre les rend
naturellement hyperboliques. Ainsi, dans le cas d'un problµeme statique ou quasi statique, l'in-
troduction d'une viscosit¶e tend µa conf¶erer µa la longueur caract¶eristique des vertus r¶egularisantes
puissantes. Ce type d'approche a ¶et¶e largement d¶evelopp¶e par (Needlemann, 1988) dans le cas
des mat¶eriaux ¶elasto-plastiques puis par (Dub¶e et al., 1996) dans le cas des mat¶eriaux ¶elasto-
endommageables. La di±cult¶e essentielle de cette approche r¶eside dans le choix du paramµetre
de viscosit¶e. En e®et, ce dernier a certes des vertus r¶egularisantes mais son sens physique reste
n¶eanmoins µa justi¯er.

Milieux non-locaux. (Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987) ont initialement propos¶e un moyen
de rendre le milieu mat¶eriel ­ non-local. Cela signi¯e que l'¶etat thermodynamique en un point
mat¶eriel est suppos¶e d¶ependre des autres points mat¶eriels situ¶es dans un certain voisinage d¶e¯ni
par une longueur caract¶eristiquelc. Soit ®̧ une variable locale de nature non suppos¶ee. (Pijaudier-
Cabot et Bazant, 1987) proposent de d¶e¯nir sa variable non-locale associ¶ee par :

¹̧® =
Z

­( x)
®̧(x)w(x; s)ds (2.111)

oµu w est une fonction poids µa d¶e¯nir et ¹̧® la variable non-locale associ¶ee µa ¸®. Cette derniµere est
trµes souvent suppos¶ee de forme gaussienne :

w(x; s) = e
¡ jj x ¡ sjj 2

2l 2c (2.112)

Cette technique est l'une des plus utilis¶ees de nos jours. Cependant, plusieurs remarques peuvent
être formul¶ees. En premier lieu, il apparâ³t que cette derniµere tend µa violer l'axiome de localit¶e
introduit pr¶ec¶edemment. En second lieu, le choix de la longueur caract¶eristique est loin d'être
trivial et de plus, son identi¯cation exp¶erimentale n'a encore pas ¶et¶e montr¶ee. En troisiµeme
lieu, bien que la solution obtenue par cette technique reste assez objective par rapport au
maillage pour une fonction poids donn¶ee, une autre solution peut être obtenue en changeant
cette derniµere. En¯n, l'implantation num¶erique de cette m¶ethode est loin d'être triviale car un
calcul de voisinage doit être r¶ealis¶e en chaque point d'int¶egration.

Introduction d'un second gradient. Il existe deux classes de modµeles µa gradient qui ont
¶et¶e propos¶ees dans la litt¶erature. D'une part, la th¶eorie du second gradient et d'autre part, les
modµeles µa gradient de variables internes.

La th¶eorie du second gradient consiste µa intervenir dans l'¶ecriture des ¶equations d'¶equilibre
de maniµere µa forcer la conservation de leur caractµere elliptique. Autrement dit, l'expression de la
puissance interne d'un milieu mat¶eriel ­ doit être modi¯¶ee. De maniµere plus pr¶ecise, en plus de la
variable cin¶ematique classique² = 1

2(r u+ r ut ), on considµere l'ajout du gradient de d¶eformation
rr u. Associ¶es µa ces deux champs cin¶ematiques, deux champs duaux sont d¶e¯nis : le tenseur des
contraintes de Cauchy¾et un tenseur des contraintes d'ordre 3 que l'on notera¿. La puissance
des e®orts internes s'¶ecrit donc :

¦ i = ¡
Z

­
¾: ² + ¿ : rr udV (2.113)

L'application du principe des puissances virtuelles permet d'obtenir, en statique, la forme forte
des ¶equations d'¶equilibre suivante :

Div ¾¡ DivDiv ¿ + b = 0 (2.114)
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Les conditions aux limites se trouvent aussi modi¯¶ees :
½

(¾¡ Div ¿):n = t
¿:n = m

(2.115)

oµu m prend le sens d'une densit¶e surfacique de moment.

Le recours µa une telle m¶ethode a pour e®et de r¶egulariser le problµeme suite µa l'enrichissement de
la cin¶ematique. En revanche, il doit être not¶e que ce type d'approche alourdit consid¶erablement
les calculs. De plus, l'¶evaluation des conditions aux limites n'est pas triviale. En¯n, la mise en
¾uvre de cette th¶eorie n¶ecessite des ¶el¶ements ¯nis appropri¶es, sp¶eci¯ques au calcul du second
gradient.

L'approche par gradient de variables internes peut se pr¶esenter en deux cat¶egories. D'une part le
cas des gradients explicites et d'autre part, celui des gradients implicites. La premiµere technique
a ¶et¶e initialement propos¶ee par (Muhlhaus et AÄ³fantis, 1991) et (de Borst et Muhlhaus, 1992). Il
s'agit d'introduire les gradients de certaines variables internes dans les ¶equations constitutives
du modµele. Par exemple, en consid¶erant un potentiel de dissipationf s'exprimant en fonction
d'une variable d'¶ecrouissage, cette technique consiste µa introduire le laplacien de cette derniµere
dans l'expression du seuil. Le multiplicateur de Lagrange associ¶e est toujours d¶eduit de la condi-
tion de coh¶erence mais cette derniµere apparâ³t comme une ¶equation di®¶erentielle µa r¶esoudre.
Il se pose alors le problµeme du choix des conditions car il est di±cile d'estimer la taille de la
zone de localisation. En¯n, cette approche est entiµerement consistante. En e®et, lorsqu'aucune
zone localis¶ee n'apparâ³t, il peut être montr¶e que les termes d'ordre sup¶erieur introduits dans
les ¶equations constitutives deviennent nuls. Les ¶equations d'origine sont retrouv¶ees. L'approche
par gradient implicite a initialement ¶et¶e propos¶ee par (Peerlings et al., 1996). Dans ce cas, il
s'agit de d¶e¯nir les variables non locales comme solution d'une ¶equation di®¶erentielle du second
ordre : (

¹̧® ¡ l2c¢ ¹̧® = ®̧ 8M 2 ­
@¹̧®
@n = 0 8M 2 @­

(2.116)

Il peut être montr¶e que cette approche est strictement l'approche non-locale int¶egrale si la fonc-
tion poids est prise ¶egale µa la fonction de Green. Bien que cette technique r¶egularise clairement
les ¶equations du problµeme, le problµeme du traitement des conditions aux limites se pose toujours.

Discussion. Dans cette section, les di±cult¶es num¶eriques li¶ees µa la mise en ¾uvre des modµeles
constitutifs de type adoucissant ont ¶et¶e ¶evoqu¶ees. En pr¶esentant briµevement quelques travaux de
la litt¶erature visant µa mieux comprendre les causes de ces di±cult¶es, il ressort que ces derniµeres
sont ¶etroitement li¶ees µa une perte d'ellipticit¶e des ¶equations d'¶equilibre. Cela a pour e®et de
rendre la solution en d¶eplacement du problµeme aux limites non unique et par suite, d¶ependante
du maillage. Ces derniµeres ann¶ees, de nombreux travaux ont ¶et¶e r¶ealis¶es pour tenter d'apporter
des solutions. Des limiteurs de localisations ont donc ¶et¶e d¶evelopp¶es. Parmi les nombreuses tech-
niques propos¶ees et expos¶ees pr¶ec¶edemment, il ressort que trois classes de m¶ethodes existent : la
r¶egularisation par l'¶energie de ¯ssuration, le non-local int¶egral et les formulations au gradient. La
premiµere n¶ecessite d'exprimer les ¶equations constitutives en fonction de l'¶energie de ¯ssuration et
de contrôler cette quantit¶e en introduisant une relation de d¶ependance µa une taille caract¶eristique
de l'¶el¶ement ¯ni. La seconde n¶ecessite l'introduction d'une longueur caract¶eristique dont le choix
reste d¶elicat. En¯n, les techniques aux gradients n¶ecessitent d'une part l'introduction d'une lon-
gueur caract¶eristique et d'autre part, une gestion d¶elicate des conditions aux limites associ¶ees
au problµeme de di®usion. Dans ce travail de thµese, le parti de recourir µa la technique non-locale
int¶egrale a ¶et¶e retenu. En e®et, malgr¶e la di±cult¶e li¶ee au choix de la longueur caract¶eristique,
cette derniµere permet de ne pas modi¯er les ¶equations constitutives consid¶er¶ees.
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Approche probabiliste

Le modµele a ¶et¶e d¶evelopp¶e µa la ¯n des ann¶ees 1980, suite µa la thµese de Richer (Rossi et Richer,
1987). Ce modµele appartient µa la famille des modµeles d¶eterministes µa donn¶ees probabilistes
utilisant la m¶ethode des ¶el¶ements ¯nis. Les hypothµeses physiques sont :

1. de consid¶erer le b¶eton comme un mat¶eriau h¶et¶erogµene dans lequel les caract¶eristiques
m¶ecaniques locales (module ¶elastique et r¶esistance µa la traction) sont al¶eatoires et
d¶ependent de l'¶echelle d'observation et donc de la mod¶elisation du mat¶eriau,

2. de consid¶erer que l'endommagement du mat¶eriau est dû µa la cr¶eation de plans de rupture
locaux apparaissant de maniµere al¶eatoire dans la structure.

L'analyse du caractµere al¶eatoire des propri¶et¶es m¶ecaniques locales est issue d'observations
exp¶erimentales. De larges campagnes d'essais de traction directe ont ¶et¶e r¶ealis¶ees au LCPC
par (Rossiet al., 1997). Elles ont montr¶e que, du fait de l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e du mat¶eriau, les valeurs
moyennes et les dispersions des modules et des r¶esistances sont fonctions de la di®¶erence de pro-
pri¶et¶es m¶ecaniques entre la pâte et les granulats et de la pr¶esence de d¶efauts au sein de la pâte
(ou de l'interface pâte/granulats). Dµes lors, la qualit¶e de la pâte et l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e principale (µa
savoir le plus gros granulat) ont ¶et¶e choisis comme paramµetres du modµele. Ils sont pris en compte
formellement par la r¶esistance µa la compression normalis¶ee (comme indicateur de qualit¶e de pâte)
et par le diamµetre du plus gros granulat (comme indicateur de l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e). Des fonctions
empiriques ont ¶et¶e propos¶ees µa l'issue des exp¶erimentations pour illustrer l'¶evolution des valeurs
moyennes et ¶ecart types des r¶esistances et modules pour di®¶erents volumes de matiµere sollicit¶es
et di®¶erents b¶etons. Le modµele m¶ecanique est alors trµes simple (Rossi et Wu, 1992). Il est bas¶e
sur une hypothµese forte qui considµere que les m¶ecanismes de ¯ssuration sont ind¶ependants de
l'¶echelle d'observation. Dans ce contexte, ce qui a ¶et¶e observ¶e µa l'¶echelle d'¶eprouvettes de labo-
ratoire est extrapol¶e µa l'¶echelle de l'¶el¶ement ¯ni. Le maillage de b¶eton endommag¶e est compos¶e
d'¶el¶ements massifs interfac¶es d'¶el¶ements de contact. Les caract¶eristiques m¶ecaniques sont dis-
tribu¶ees al¶eatoirement selon des lois qui tiennent compte de l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e du mat¶eriau et des
e®ets d'¶echelle conform¶ement aux observations exp¶erimentales. Bien que pens¶e dans le contexte
d'une ¯ssuration en ouverture pure, le modµele a ¶egalement ¶et¶e am¶elior¶e pour tenir compte des
cisaillements locaux dans le cas de chargement de compression (Rossi et al., 1996) et donne de
bons r¶esultats pour des chargements biaxiaux (Rossi et Ulm, 1997).

Bien que ce modµele a le m¶erite d'être pr¶edictif, son applicabilit¶e reste limit¶ee. En e®et, d'une
part les maillages sont d¶elicats µa r¶ealiser et d'autre part, le coût de calcul n¶ecessaire est souvent
prohibitif en raison de la ¯nesse du maillage qu'il est n¶ecessaire de consid¶erer en vue d'obtenir des
r¶esultats satisfaisants. Toutefois, ce modµele peut être utilis¶e dans certaines zones d'int¶erêts en
vue d'obtenir de l'information trµes locale. Il peut être mentionn¶e que de r¶ecents d¶eveloppements
ont ¶et¶e propos¶es par (Tailhan et al., 2010) en vue d'am¶eliorer la stabilit¶e num¶erique du modµele
vis-µa-vis de la gestion des ¶el¶ements de contact.

Modµeles µa discontinuit¶es explicites

M¶ethode des discontinuit¶es fortes : Embedded Finite Element Method. La m¶ethode
dite des discontinuit¶es fortes a ¶et¶e initialement propos¶ee par (Oliver, 1996a) et (Oliver, 1996b).
Cette technique permet de prendre en compte une discontinuit¶e du champ de d¶eplacement
de maniµere explicite. Soit ­ un domaine mat¶eriel de frontiµere@­. L'existence d'une surface de
discontinuit¶e S, rep¶er¶ee par sa normale ext¶erieuren, est postul¶ee. ­ est partitionn¶e en deux sous-
ensembles ­+ et ­ ¡ . La fonction indicatrice de ­, not¶ee H S est d¶e¯nie telle queH S(x; t) = 1 si
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x 2 ­ + et H S(x; t) = 0 sinon. Le champ de d¶eplacement est postul¶e sous la forme suivante :

u(x; t) = ¹u(x; t) + H S[u](x; t) (2.117)

oµu u(x; t) est le champ de d¶eplacement total, ¹u(x; t) est la partie continue du champ de
d¶eplacement, [u] = ujx2 S+ ¡ ujx2 S¡ est la discontinuit¶e en d¶eplacement,x est un point mat¶eriel
de ­ et t est le pseudo temps courant. Le champ de d¶eformations peut être d¶eduit :

²(x; t) =
1
2

(r u(x; t) + r u(x; t)t ) = ¹²(x; t) +
1
2

±S([u] ­ n + [ u] ­ nt ) (2.118)

oµu ²(x; t) est le champ de d¶eformation totale, ¹²(x; t) est le champ de d¶eformation continu et±S

est la fonction de Dirac provenant de la d¶erivation de la fonction indicatrice H S. Il apparâ³t
donc clairement que la d¶etermination du champ de contraintes requiert la connaissance non
seulement d'une loi de comportement de type continu mais aussi d'une loi de comportement
de type discrµete. Cette derniµere peut être formul¶ee de maniµere classique dans le cadre de la
thermodynamique des processus irr¶eversibles. L'existence d'un potentiel d'¶etat est alors postul¶ee
[ª]. La variable observable est souvent prise ¶egale µa la discontinuit¶e du champ de d¶eplacement [u].
En supposant que variables internes interviennant dans la formulation de la loi de comportement
(®̧k )k=1 ;:::;n , n 2 N?, sont regroup¶ees dans un vecteur [®], l'¶energie d'Helmholtz peut prendre la
forme suivante :

[ª] = [ª]([ u]; [®]) (2.119)

Les lois d'¶etat peuvent être obtenues µa partir de l'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell :

[D]([A]) = tS:[ _u] ¡ [ _ª] = ( tS ¡
@[ª]
@[u]

):[ _u] ¡
@[ª]
@[®]

:[ _[®]] (2.120)

oµu [®] est un vecteur regroupant l'ensemble des variables internes ettS est le vecteur des tractions
sur la surface de discontinuit¶e. La premiµere loi d'¶etat peut donc être d¶eduite :

tS =
@[ª]
@[u]

(2.121)

L'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell devient donc :

[D]([®]) = ¡
@[ª]
@[®]

: _[®] (2.122)

Les variables forces thermodynamiques associ¶ees aux variables internes (¸®k )k=1 ;:::;n sont re-
group¶ees dans un vecteur [A] et peuvent être d¶e¯nies comme suit :

[A] = ¡
@[ª]
@[®]

(2.123)

L'¶ecoulement an¶elastique est g¶er¶e au moyen d'un potentiel de dissipationf ([A]) · 0. Les lois
d'¶evolution peuvent être d¶eduites du principe de maximum de la dissipation qui permet de
d¶e¯nir un jeu de variables duales convenables, maximisant la dissipation :

[A] = Arg f min
f ([A ? ]) · 0

[¡ [D]([A?])]g (2.124)

La fonctionnelle de LagrangeGet un multiplicateur de Lagrange _[¸ ] sont introduits pour r¶esoudre
ce problµeme. Il s'en suit :

[A] = Arg f max
8 _[¸ ]· 0

min
8[A ? ]

G([A?]; _[¸ ])g (2.125)
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avec G(:) = ¡ [D](:) + _[¸ ]f (:). Les conditions de stationnarit¶e de la fonctionnelle de Lagrange
permettent d'aboutir aux lois d'¶evolution :

@G([A ])
@[A]

= 0 ) ¡ _[®] + _[¸ ]
@f([A])

@[A]
= 0 ) _[®] = _[¸ ]

@f([A])
@[A]

(2.126)

Les lois d'¶ecoulement s'expriment donc sous la forme g¶en¶erale suivante :

_[®] = _[¸ ]
@f([A])

@[A]
(2.127)

Toutefois, des conditions suppl¶ementaires sont ¶egalement r¶ecup¶er¶ees en consid¶erant les conditions
de Kuhn-Tucker. Ces derniµeres s'¶ecrivent classiquement :

_[¸ ] ¸ 0 f ([A]) · 0 _[¸ ]f ([A]) = 0 (2.128)

L'implantation num¶erique de ce type d'approche est assez simple car elle ne requiert pas de
modi¯cations lourdes du code de calcul. En e®et, l'enrichissement a lieu au niveau ¶el¶ementaire. Le
calcul des inconnues suppl¶ementaires peut être conduit localement en r¶ealisant une condensation
statique (Brancherie, 2003). Cependant, quelques di±cult¶es li¶ees µa la non r¶egularit¶e de la partie
discontinue du champ de d¶eplacement restent µa être trait¶ees. De plus, la continuit¶e du chemin
de ¯ssuration n'est pas assur¶ee a priori.

M¶ethode des ¶el¶ements ¯nis ¶etendue : eXtended Finite Element Method. R¶ecemment,
la m¶ethode des ¶el¶ements ¯nis ¶etendus(eXtended Finite Element Method - XFEM) s'est large-
ment d¶evelopp¶ee. Initialement propos¶ee par (Belytschko et Black, 1999), (Dolbow et al., 2001)
et (Moes et Belytschko, 2002), le principe de cette approche consiste µa ajouter des degr¶es de li-
bert¶e additionnels en certains n¾uds. Le champ de d¶eplacement enrichi peut s'¶ecrire de maniµere
g¶en¶erale :

u(x; t) =
X

i 2I

ui (t)Ái (x) +
X

j 2J

bj (t)Áj (x)H(f (x)) +
X

k2K

Ák (x)(
mX

l=1

cl
k (t)Fl (x)) (2.129)

Le premier terme repr¶esente l'interpolation classique du champ de d¶eplacements usuels. En e®et,
I repr¶esente l'ensemble des n¾uds appartenant au maillage. Les degr¶es de libert¶e classiques sont
not¶es ui et les fonctions de forme usuellesÁi . Le second terme porte sur les ¶el¶ements travers¶es
par la discontinuit¶e. Les n¾uds correspondants sont regroup¶es dans l'ensembleJ . Les degr¶es
de libert¶es additionnels sont lesbj . H est une fonction de saut telle queH(x) = 1 si x est situ¶e
d'un côt¶e de la discontinuit¶e et H(x) = ¡ 1 si x est situ¶e de l'autre. f est une fonction de niveau,
permettant de partionner le domaine total en trois sous domaines : la discontinuit¶e et deux sous-
domaines de part et d'autre de celle-ci. Le troisiµeme terme est relatif aux n¾uds appartenant
aux ¶el¶ements contenant la pointe de la ¯ssure. Les degr¶es de libert¶e concern¶es sont not¶es par
cl

k (t) et les fonctions d'enrichissement sont lesFl . Le choix de ces fonctions donne lieu µa plusieurs
variantes de la technique. D'aprµes (Moes et Belytschko, 2002), ces derniµeres s'expriment comme
suit :

f Fl (r; µ)gl=1 ;:::;4 = f
p

r sin (
µ
2

);
p

r cos(
µ
2

);
p

r sin (
µ
2

)sin (µ);
p

r cos(
µ
2

)sin (µ)g (2.130)

Cette technique a largement prouv¶e sont e±cacit¶e pour d¶ecrire la propagation de discontinuit¶es
dans un milieu continu. Cependant, les applications tridimensionnelles restent encore assez rares.
De plus, son implantation num¶erique n'est pas ais¶ee. En e®et, elle n¶ecessite des modi¯cations
importantes du code de calcul voire même une r¶e¶ecriture importante.
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2.5.4 Bilan

Dans cette section, les principaux m¶ecanismes dissipatifs qui entrent en jeu dans le compor-
tement du b¶eton ont tout d'abord ¶et¶e expos¶es. Il ressort que le b¶eton manifeste un compor-
tement complexe, fortement dissym¶etrique en traction et en compression. De plus, lors de
cycles de charge/d¶echarge, il apparâ³t que ce mat¶eriau pr¶esente des ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques.
Ces derniers se traduisent par la r¶ecup¶eration de la raideur initiale lors d'un cycle de trac-
tion/compression. Cela peut être expliqu¶e par le fait que les ¯ssures cr¶e¶ees en traction tendent
µa se refermer en compression. Par ailleurs, des d¶eformations permanentes apparaissent en trac-
tion/compression cyclique. En¯n, la d¶echarge ne s'e®ectue g¶en¶eralement pas sans dissipation
d'¶energie. En e®et, la pr¶esence, essentiellement en compression, de boucles d'hyst¶er¶esis li¶ees au
frottement interne entre les lµevres des ¯ssures peut être montr¶ee. L'ensemble de ces m¶ecanismes
permet d'identi¯er les di®¶erents traits comportementaux du b¶eton qu'il est n¶ecessaire de prendre
en compte dans une mod¶elisation macroscopique.

Ensuite, une brµeve r¶etrospective des principales approches propos¶ees dans la litt¶erature, en vue
de d¶ecrire le comportement du b¶eton, a ¶et¶e expos¶ee. Les modµeles s'inscrivant dans le cadre de la
m¶ecanique de la rupture (lin¶eaire ou non-lin¶eaire) s'int¶eressent µa la description de la propagation
d'une ¯ssure isol¶ee. Ainsi, ils ne permettent pas de d¶ecrire l'ensemble du comportement d'une
structure en b¶eton depuis l'initiation d'une ¯ssure jusqu'µa l'¶etat de ruine. Les modµeles de ¯ssura-
tion di®use (smeared crack models) s'inscrivent dans un cadre th¶eorique rigoureux. Cependant,
ces derniers sont souvent sujets µa d'importants problµemes num¶eriques de mise en ¾uvre (blo-
cage en contrainte, ...). De plus, leur formulation tridimensionnelle reste assez d¶elicate µa mettre
en place. Les modµeles de ¯ssuration distribu¶ee, tel que celui de la bande de ¯ssuration, appa-
raissent comme ¶etant trµes complexes. De plus, lorsque la multi¯ssuration se d¶eveloppe, la gestion
conjointe des di®¶erentes ¯ssures pose des problµemes num¶eriques. Le cadre de l'¶elastoplasticit¶e a
permis le d¶eveloppement de nombreux modµeles constitutifs. Cependant, leur justi¯cation phy-
sique reste d¶elicate ¶etant donn¶e l'absence de plasticit¶e dans le comportement du b¶eton. De
plus, l'e®et de la micro¯ssuration est g¶en¶eralement mal pris en compte. Encore trµes utilis¶es
aujourd'hui, les modµeles formul¶es dans le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement appa-
raissent comme ¶etant physiquement motiv¶es et num¶eriquement robustes. Plusieurs modµeles ont
¶et¶e pr¶esent¶es, formul¶es aussi bien de maniµere isotrope que de maniµere anisotrope. Cette classe de
modµele est de loin la plus µa même de d¶ecrire le comportement de structures de grande ¶echelle. De
plus, les problµemes li¶es µa la d¶ependance au maillage peuvent être, au moins partiellement, r¶esolus
du fait de la compatibilit¶e de ces modµeles avec de nombreux limiteurs de localisation, comme par
exemple l'approche non locale int¶egrale. Pour achever cette r¶etrospective, les approches dites
µa discontinuit¶e explicite ont ¶et¶e ¶evoqu¶ees. D'une part la m¶ethode des discontinuit¶es fortes et,
d'autre part, la technique XFEM ont ¶et¶e pr¶esent¶ees. Il apparâ³t que ces deux approches sont ca-
pables de prendre en compte une discontinuit¶e cin¶ematique dans un milieu continu. La premiµere
approche pr¶esente d'importants e®ets de maillage alors que la technique XFEM pr¶esente moins
de sensibilit¶e au maillage mais demande des modi¯cations importantes du code de calcul pour
être implant¶ee.

Aprµes cette ¶etude bibliographique, il apparâ³t judicieux et r¶ealiste de proposer un modµele de
b¶eton formul¶e dans le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement s'appuyant sur les principaux
traits de comportement li¶es au b¶eton. En e®et, ce cadre est d'une part physiquement justi¯¶e car
il s'appuie sur les principes thermodynamiques et, d'autre part, applicable µa des structures de
grandes ¶echelles, ¶eventuellement en trois dimensions. Pour des raisons de robustesse num¶erique,
l'isotropie de l'endommagement est suppos¶ee. Ainsi, les variations des paramµetres ¶elastiques sont
r¶ealis¶ees µa travers celles d'une variable scalaire, variant de maniµere continue entre 0 et 1. Les
d¶eveloppements d'un tel modµele sont expos¶es dans le chapitre suivant.
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2.6 Conclusion

Ce chapitre a ¶et¶e consacr¶e µa une revue bibliographique portant sur plusieurs aspects. En pre-
mier lieu, les ¶equations intervenant dans la formulation d'un problµeme de m¶ecanique des mi-
lieux continus ont ¶et¶e rappel¶ees. Le principe des puissances virtuelles a permis d'¶etablir les
¶equations d'¶equilibre locales. En invoquant l'hypothµese des petites perturbations, les ¶equations
cin¶ematiques ont ¶et¶e introduites. En r¶ealisant le bilan des inconnues du problµeme, il apparâ³t de
maniµere naturelle qu'une loi de comportement doit être introduite. Le systµeme d'¶equations aux
d¶eriv¶ees partielles se pr¶esente alors comme un problµeme aux limites, n¶ecessitant de consid¶erer des
conditions aux limites. Le degr¶e de libert¶e essentiel du problµeme r¶eside donc dans la d¶e¯nition
de la loi de comportement. C'est alors que la m¶ethode de l'¶etat local a ¶et¶e pr¶esent¶ee. Reposant
sur les principes de la thermodynamique, cette technique o®re un cadre rigoureux, propice aux
d¶eveloppements d'une loi constitutive physiquement consistante. Sa mise en ¾uvre comprend
deux phases essentielles : d'une part l'identi¯cation des m¶ecanismes ¶el¶ementaires de d¶egradation
et, d'autre part, la formulation de la loi constitutive en s'appuyant sur les principes thermodyna-
miques. Il apparâ³t donc naturellement que, pour un mat¶eriau donn¶e, une ¶etude exp¶erimentale
permettant cette identi¯cation doit être conduite.

C'est pourquoi, en second lieu, une revue bibliographique visant µa pr¶esenter les r¶esultats
exp¶erimentaux essentiels portant sur le comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton
sans/avec corrosion a ¶et¶e expos¶ee. En e®et, il ressort de cette ¶etude que l'interface acier/b¶eton
se d¶egrade selon trois phases : adh¶erence parfaite, premiµere phase de d¶egradation et seconde
phase de d¶egradation. Le ph¶enomµene de corrosion agit µa la fois sur l'acier et sur le b¶eton. En
e®et, l'acier voit sa section ainsi que sa ductilit¶e diminuer. Les produits de corrosion qui appa-
raissent se dilatent et provoquent l'apparition de contraintes de traction dans le b¶eton, qui se
traduisent par la ¯ssuration du b¶eton d'enrobage. Aprµes avoir r¶ealis¶e une synthµese des travaux
de mod¶elisation propos¶es dans la litt¶erature, il apparâ³t que trµes peu d'entre eux sont suscep-
tibles de g¶erer µa la fois un chargement statique/cyclique ext¶erieur coupl¶e avec un chargement
¶equivalent µa la corrosion. De plus, leur admissibilit¶e thermodynamique n'est parfois pas montr¶ee
de maniµere claire. Une analyse similaire a ¶et¶e r¶ealis¶ee dans le cas du b¶eton.

Mat¶eriau quasi-fragile, le b¶eton pr¶esente un comportement complexe. La litt¶erature montre
clairement ses traits de comportement les plus signi¯catifs. Il apparâ³t donc que le b¶eton est
fragile en traction, plutôt ductile en compression et est sujet aux ph¶enomµenes unilat¶eraux lors
de cycles traction/compression. Par ailleurs, il pr¶esente des d¶eformations permanentes et des
e®ets hyst¶er¶etiques li¶es aux frottements internes entre les lµevres des ¯ssures dans le cas de char-
gements cycliques. Parmi la grande vari¶et¶e des modµeles constitutifs propos¶es dans la litt¶erature,
il ressort que deux classes restent encore trµes utilis¶ees : d'une part les modµeles formul¶es dans
le cadre de la m¶ecanique de l'endommagement et, d'autre part, les modµeles g¶erant de maniµere
explicite la pr¶esence de discontinuit¶e.

Outre les informations quantitatives que ce chapitre a permis de d¶egager, les objectifs li¶es µa
la partie de mod¶elisation m¶ecanique de la pr¶esente recherche ont pu être a±n¶es. Concernant
l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion, le modµele constitutif propos¶e doit s'inscrire
dans le cadre de la thermodynamique des processus irr¶eversibles, tridimensionnel, doit être ca-
pable de g¶erer les chargements cycliques et en¯n, doit pouvoir être utilis¶e lorsqu'un chargement
m¶ecanique classique est coupl¶e µa un chargement ¶equivalent li¶e µa la corrosion. Concernant la
mod¶elisation du b¶eton, il est propos¶e de formuler une loi simple et robuste s'appuyant sur la
m¶ecanique de l'endommagement, capable de repr¶esenter le plus ¯dµelement possible l'ensemble
des traits de comportements identi¯¶es. Dans le chapitre suivant, les d¶eveloppements analytiques
des deux modµeles constitutifs propos¶es sont expos¶es. Les sch¶emas d'int¶egration locaux sont
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¶egalement pr¶ecis¶es, puis en¯n, les propositions sont illustr¶ees µa l'¶echelle du point de Gauss.
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Chapitre 3

Classe d'¶equations constitutives
couplant ¶elasticit¶e, endommagement
isotrope et glissement interne

3.1 Introduction

Ce chapitre vise µa pr¶esenter les ¶equations constitutives propos¶ees pour d¶ecrire le comportement
de l'interface acier/b¶eton, en pr¶esence de corrosion, et du b¶eton. Quelques r¶esultats locaux sont
¶egalement donn¶es. Pour cela, celui-ci est divis¶e en cinq axes.

En premier lieu, la formulation faible du problµeme aux limites de m¶ecanique des milieux conti-
nus est ¶etablie. Les techniques de r¶esolution sont ¶egalement rappel¶ees. Cette pr¶esentation a pour
but de situer clairement µa quel niveau de la m¶ethodologie des ¶el¶ements ¯nis les d¶eveloppements
propos¶es dans cette section s'inscrivent.

Il ressort du chapitre pr¶ec¶edent qu'aussi bien le comportement de l'interface acier/b¶eton que celui
du b¶eton pr¶esente un couplage entre ¶elasticit¶e, endommagement et glissement interne (Adelaide
et al., 2010). L'¶elasticit¶e est toujours pr¶esente dans tous les comportements dµes que les atomes
constitutifs de la matiµere sont libres de rejoindre leur position d'¶equilibre. L'endommagement
est la traduction macroscopique de la croissance de cavit¶es conduisant au d¶eveloppement de
macro¯ssures. En¯n, le glissement interne est un m¶ecanisme qui donne lieu µa une interpr¶etation
di®¶erente dans le cas de l'interface acier/b¶eton et dans le cas du b¶eton (Richard et al., 2009a).
En e®et, ce m¶ecanisme peut être interpr¶et¶e comme un r¶eel glissement relatif, par exemple entre
l'acier et le b¶eton, dans le cas de l'interface acier/b¶eton. En revanche, dans le cas du b¶eton, ce
m¶ecanisme est la signature du frottement mobilis¶e entre les lµevres des ¯ssures, donnant lieu µa l'ap-
parition des e®ets hyst¶er¶etiques dans le cas des chargements cycliques. C'est pourquoi, en second
lieu, la formulation des lois constitutives de l'interface acier/b¶eton et du b¶eton sont pr¶esent¶ees
comme la particularisation d'une classe de lois de comportement dite ¶elasto-endommageable-
glissant.

La formulation de lois constitutives locales ¯nes requiert g¶en¶eralement, pour tirer pleinement
parti de leurs vertus pr¶edictives, l'utilisation d'¶el¶ements ¯nis massifs. Cela a pour e®et d'engen-
drer des coûts de calcul importants non seulement lorsqu'on s'int¶eresse µa des cas d'¶etude com-
plexes mais aussi lorsque l'¶echelle de la structure ¶etudi¶ee est importante. Par ailleurs, dans le cas
de l'interface acier/b¶eton, il y a lieu de mettre en place dans le maillage des ¶el¶ements sp¶eci¯ques,
rendant sa r¶ealisation souvent d¶elicate. C'est pour cela, qu'en troisiµeme lieu, une simpli¯cation
des lois constitutives propos¶ees s'inscrivant dans le formalisme multi¯bre est pr¶esent¶ee.
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En quatriµeme lieu, les aspects li¶es µa l'implantation num¶erique des di®¶erentes lois sont pr¶esent¶es.
Dans un premier temps, a¯n de situer le niveau de l'intervention au sein du code de calcul
aux ¶el¶ements ¯nis, la formulation faible du problµeme aux limites est expos¶ee ainsi que sa
discr¶etisation. Dans un second temps, les sch¶emas num¶eriques utilis¶es pour l'int¶egration lo-
cale des lois constitutives de l'interface acier/b¶eton et du b¶eton sont d¶etaill¶es.

En dernier lieu, quelques r¶esultats locaux sont pr¶esent¶es. En particulier, les e®ets de la variation
des paramµetres mat¶eriaux sur la r¶eponse des di®¶erentes lois de comportement sont analys¶es.

3.2 Problµeme aux limites discr¶etis¶e

3.2.1 Formulation faible

Au chapitre pr¶ec¶edent, le problµeme de m¶ecanique des milieux continus a ¶et¶e pos¶e sous sa forme
forte. Sa formulation allie les ¶equations d'¶equilibre, les ¶equations de compatibilit¶e et les ¶equations
constitutives. Pour garantir qu'il soit bien pos¶e, des conditions aux limites de type Dirichlet
et Neumann doivent être adjointes. Soit ­ un sous domaine non vide deR3 occup¶e par un
milieu mat¶eriel, de frontiµere r¶eguliµere@­. Cette derniµere est suppos¶ee être partionn¶ee telle que
@­ = @­ t [ @­ u et @­ t \ @­ u = f 0g. En notant t et u les vecteurs traction impos¶ee et d¶eplacement
impos¶e, respectivement sur@­ t et @­ u , le problµeme s'¶ecrit sous sa forme forte comme suit :

Trouver ¾, ² et u tels que :
Div ¾+ b = ½° 8M 2 ­
² = 1

2(r u + r ut ) 8M 2 ­
L (¾; ²; ®̧1; :::; ®̧n ) = 0 8M 2 ­
t = ¾:n 8M 2 @­ t

u = u 8M 2 @­ u

(3.1)

L'obtention d'une solution analytique est g¶en¶eralement di±cile dans la majorit¶e des cas. Une
technique permettant la construction d'une solution approch¶ee est la m¶ethode des ¶el¶ements
¯nis. Pour être appliqu¶ee, cette derniµere n¶ecessite la construction pr¶ealable d'une formulation
faible du problµeme 3.1. La formulation faible du problµeme d¶ecoule naturellement du principe
des puissances virtuelles. En n¶egligeant les e®ets d'inertie, il vient :

Trouver u tel que 8v 2 V := f w r¶egulier sur ­ jw = u sur @­ ug :R
­ ¾(u) : ²(v)dV ¡

R
­ b:vdV ¡

R
@­ t

t:vdS = 0
(3.2)

3.2.2 Discr¶etisation

Interpolation des champs

Dans cette section, le choix d'une pr¶esentation sous forme matricielle est adopt¶ee pour des raisons
de concision et de clart¶e. Plusieurs m¶ethodes peuvent être utilis¶ees pour r¶esoudre le problµeme
3.2. Dans le cadre de la pr¶esente ¶etude, seule la m¶ethode des ¶el¶ements ¯nis est consid¶er¶ee. Pour
cela, le domaine ­ est subdivis¶e en une suite de sous-domaines (­e)e=1 ;:::;ne appel¶es ¶el¶ements
¯nis. Chaque ¶el¶ement ¯ni est suppos¶e poss¶edernen n¾uds. Les champs de d¶eplacement r¶eels
et virtuels sont approch¶es de maniµere ¶el¶ementaire sur chaque ¶el¶ement ¯ni en introduisant des
fonctions de forme (Na(»))a=1 ;:::;n en . Le vecteur » repr¶esente les coordonn¶ees locales de l'¶el¶ement
¯ni. Ainsi, les champs de d¶eplacement sont approch¶es par les champsu h et vh respectivement
comme suit :

u h(»; t)j­ e = N (»)d(t)j­ e (3.3)
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vh(»; t)j­ e = N (»)v(t)j­ e (3.4)

oµu N (») est la matrice des fonctions de forme,d(t)j­ e et v(t)j­ e les vecteurs des degr¶es de libert¶e
associ¶es au d¶eplacement total (cumul¶e) et au d¶eplacement virtuel respectivement,t repr¶esente
le pseudo temps courant. Pour un ¶el¶ement ¯ni donn¶e, les fonctions de forme sont classiquement
choisies sous une forme polynomiale de degr¶e le plus faible possible et respectant la propri¶et¶e de
partition de l'unit¶e, c'est-µa-dire devant v¶eri¯er :

Na(»b) = ±ab (3.5)

La fonction de formeNa doit donc valoir 1 au n¾ud a et 0 aux autres n¾uds de l'¶el¶ement ¯ni. La
question de la discr¶etisation de la g¶eom¶etrie reste encore µa être ¶evoqu¶ee. En e®et, la g¶eom¶etrie
peut être a priori interpol¶ee de maniµere totalement ind¶ependante des champs de d¶eplacement.
Toutefois, la litt¶erature montre que l'utilisation d'¶el¶ements ¯nis isoparam¶etriques contribue µa la
stabilit¶e de la m¶ethode. Cela signi¯e que les interpolations g¶eom¶etriques sont choisies de maniµere
identiques aux interpolations retenues pour les champs de d¶eplacement. La g¶eom¶etrie de chaque
¶el¶ement est donc interpol¶ee comme suit :

x h(»)j­ e = N (»)x j­ e (3.6)

oµu x repr¶esente le vecteur des coordonn¶ees nodales associ¶ees µa l'¶el¶ement ­e. A l'aide de l'ex-
pression3.3, le champ de d¶eformation approch¶e s'¶ecrit naturellement :

² h(»; t)j­ e =
1
2

(r u h(»; t) + r u h(»; t)t )j­ e (3.7)

Il peut être not¶e que seuls les op¶erateurs gradient agissent uniquement sur les fonctions de forme.
Ainsi, le champ de d¶eformation s'¶ecrit :

² h(»; t)j­ e = B (»)d(t)j­ e (3.8)

oµu B (») est la matrice traduisant la relation de compatibilit¶e restreinte µa l'¶el¶ement ¯ni courant.
De maniµere plus pr¶ecise, la matrice de compatibilit¶e peut être calcul¶ee comme suit :

B (») =
dN (»)

d»
J ¡ 1(») (3.9)

oµu J ¡ 1(») est la matrice jacobienne calcul¶ee µa partir des interpolations g¶eom¶etriques.

Construction du problµeme discr¶etis¶e

Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, les d¶ependances des quantit¶es d'int¶erêt au pseudo
temps et aux coordonn¶ees courantes de l'¶el¶ement ¯ni sont omises. La forme faible du problµeme
aux limites 3.2 peut être discr¶etis¶ee en tenant compte des di®¶erentes approximations pr¶esent¶ees
dans le section pr¶ec¶edente. D'une maniµere plus pr¶ecise, l'¶equation discr¶etis¶ee du problµeme peut
s'¶ecrire sous la forme g¶en¶erique suivante :

n
A

e=1
(f Int ;e ¡ fExt ;e) = 0 (3.10)

oµu f Int ;e et fExt ;e sont respectivement les vecteurs de forces internes et externes etA est
l'op¶erateur d'assemblage. D'aprµes l'¶equation3.2, les vecteurs de forces internes et externes s'ex-
priment en notations matricielles par :

fExt ;e =
Z

­ e

N t bv t dV +
Z

@­ t;e

N t tv t dS (3.11)
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f Int ;e =
Z

­ e

B t ¾(² h)v t dV (3.12)

En reportant les ¶equations3.11 et 3.12 dans l'¶equation 3.10, on obtient :
Z

­ e

B t ¾(² h)v t dV =
Z

­ e

N t bv t dV +
Z

@­ t;e

N t tv t dS (3.13)

En remarquant que cette ¶equation doit être v¶eri¯¶ee pour tous les d¶eplacements virtuels
cin¶ematiquement admissibles, on obtient le problµeme discr¶etis¶e suivant :

Trouver dh tels que :
n
A

e=1
(
R

­ e
B t ¾(dh)dV ¡

R
­ e

N t bdV ¡
R

@­ t;e
N t t dS) = 0

(3.14)

Les int¶egrales sont calcul¶ees num¶eriquement, g¶en¶eralement µa l'aide de la formule de quadrature
de Gauss. En e®et, cette technique d'int¶egration est adapt¶ee µa ce cas d'application en raison du
caractµere polynomial des fonctions de forme. Une solution exacte peut être obtenue.

3.2.3 Sch¶ema de r¶esolution global

La r¶esolution d'un tel problµeme peut être abord¶ee µa l'aide d'une approche de type it¶eratif
incr¶emental. Cette derniµere comprend deux phases : une premiµere phase durant laquelle les
contraintes sont d¶etermin¶ees µa partir d'une solution initiale en d¶eplacement et une seconde phase
qui consiste µa r¶esoudre les ¶equations d'¶equilibre pour obtenir une nouvelle solution meilleure que
la pr¶ec¶edente. Ce proc¶ed¶e est r¶eit¶er¶e pour chaque pas de chargement ext¶erieur jusqu'µa ce qu'un
critµere de convergence soit v¶eri¯¶e. Soitx un point de Gauss et [0; T] l'ensemble dans lequel varie
le pseudo tempst. Cet intervalle peut être discr¶etis¶e tel que :

[0; T] =
m[

n=1

[tn¡ 1; tn ] (3.15)

oµu par convention t0 = 0 et tm = T. La premiµere ¶etape de la r¶esolution peut donc être formul¶ee
comme suit :

¶Etant donn¶es : ² h
n (x ) = ² h(x ; tn ), ®̧n (x ) = ®̧(x ; tn )

Trouver : ² h
n+1 (x ), ®̧n+1 (x ), ¾n+1 (x )

Tels que : les conditions d'admissibilit¶e soient v¶eri¯¶ees
(3.16)

Le d¶etail des algorithmes utilis¶es pour r¶ealiser cette ¶etape de r¶esolution est pr¶esent¶e dans la
suite de ce chapitre, appliqu¶e au cas particulier des modµeles constitutifs propos¶es. Dµes lors que
les contraintes ont ¶et¶e trouv¶ees en chacun des points d'int¶egration, les ¶equations d'¶equilibre3.10
doivent être r¶esolues pour d¶eterminer une nouvelle solution en d¶eplacement. Le problµeme peut
donc être formul¶e comme suit :

¶Etant donn¶es : ¾n+1 (x ) = ¾(x ; tn+1 )

Trouver : ² h;(i )
n+1 (x )

Tel que : r (dh;(i )
n+1 ; :) =

n
A

e=1
(f Int ;e(dh;(i )

n+1 ; :) ¡ fExt ;e) = 0

dh;(i )
n+1 (x ) = dh;(i ) (x ; tn+1 )

(3.17)

Pour r¶esoudre cette ¶equation, comme mentionn¶e pr¶ec¶edemment, une m¶ethode it¶erative de type
Newton est g¶en¶eralement utilis¶ee. Si µa l'it¶eration (i ) les ¶equations d'¶equilibre ne sont pas v¶eri¯¶ees,
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alors il s'agit de trouver une valeur am¶elior¶ee de la d¶eformation totale² h;(i +1)
n+1 (x ). Pour cela, il y

a lieu de trouver un d¶eplacement incr¶ementaluh;(i +1)
n+1 , d'actualiser le d¶eplacement totald (i +1)

n+1 (x )

puis de recalculer la d¶eformation totale² h;(i +1)
n+1 (x ). Pour cela, les ¶equations d'¶equilibre doivent

être lin¶earis¶ees :

r (i +1)
n+1 = r (i )

n+1 +
n
A

e=1

@f Int ;e(dh;(i )
n+1 ; :)

@dh;(i )
n+1

uh;(i +1)
n+1 (3.18)

L'op¶erateur tangent
@f Int ;e (d h; ( i )

n +1 ;:)

@d h; ( i )
n +1

peut être d¶etermin¶e µa partir du module tangent issu des

¶equations constitutives. Autrement dit, ce dernier est ¶evalu¶e par :

@f Int ;e(dh;(i )
n+1 ; :)

@dh;(i )
n+1

j­ e =
Z

­ e

B t C (i +1) (² h;(i +1)
n+1 ; ¾h;(i +1)

n+1 )B dV (3.19)

oµu C (i +1) =
@¾h; ( i +1)

n +1

@² h; ( i +1)
n +1

est le module tangent fonction des variables internes. Dans bien des cas

d'applications, il est pr¶ef¶er¶e de le maintenir constant au module ¶elastique initial. Cette strat¶egie
n¶ecessite davantage d'it¶erations mais augmente la robustesse des calculs. Lorsque le d¶eplacement
incr¶emental uh;(i +1)

n+1 est calcul¶e, le d¶eplacement total peut être actualis¶edh;(i +1)
n+1 = dh;(i )

n+1 + uh;(i +1)
n+1

pour que les nouvelles d¶eformations totales soient d¶etermin¶ees. Le sch¶ema de r¶esolution est
pr¶esent¶e de maniµere synth¶etique par l'algorigramme1.

Entr¶ee : Maillage, chargement, paramµetres num¶eriques et mat¶eriaux
Sortie : D¶eplacements nodaux, contraintes

pour n Ã 1 µa nincr faire
fExt
n+1 = fExt

n + ¢ fExt
n ;

pour i Ã 1 µa niter faire
Calcul des d¶eformations;
Calcul des contraintes;
Calcul des e®orts internesf Int ;(i +1)

n+1 ;

Calcul du r¶esidu r (i +1)
n+1 ;

si jj r (i +1)
n+1 jj ¸ ²Tol alors

Calcul de l'incr¶ement de d¶eplacementsuh;(i +1)
n+1 ;

dh;(i +1)
n+1 = dh;(i )

n+1 + uh;(i +1)
n+1 ;

i=i+1;
sinon

Sortir;
¯n

¯n
¯n

Algorithme 1 : Algorithme de r¶esolution.
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3.3 Mod¶elisation locale

3.3.1 Couplage entre ¶elasticit¶e, endommagement isotrope et glissement in-
terne

M¶ecanismes dissipatifs et potentiel d'¶etat

Dans le but de construire un potentiel thermodynamique qui rend possible la d¶etermination
de lois d'¶etat satisfaisantes, un bilan des m¶ecanismes dissipatifs µa consid¶erer doit être e®ectu¶e.
Tout d'abord, pour des processus de d¶eformation de trµes faible ampleur, les lois classiques de
l'¶elasticit¶e r¶egissent la d¶eformation du corps solide. Ces derniµeres traduisent le mouvement des
atomes autour de leur position d'¶equilibre. Ensuite, dµes lors que l'¶etat de contrainte appliqu¶e
franchit un certain seuil critique, des non lin¶earit¶es apparaissent. Le type de non lin¶earit¶e doit
être rapproch¶e de la nature du mat¶eriau consid¶er¶e. En e®et, pour un b¶eton comme pour l'inter-
face acier/b¶eton, les non lin¶earit¶es mat¶erielles sont la signature de la ¯ssuration. C'est alors que
la th¶eorie de l'endommagement apparâ³t comme adapt¶ee pour rendre compte de la d¶egradation
progressive de la rigidit¶e du mat¶eriau. En¯n, le m¶ecanisme de glissement est consid¶er¶e. Il permet
de rendre compte des non lin¶earit¶es mat¶erielles issues du frottement entre les lµevres des ¯ssures
dans le cas du b¶eton. Pour le cas de l'interface acier/b¶eton, ce m¶ecanisme traduit le glissement
relatif qui apparâ³t entre l'acier et le b¶eton.

A chacun de ces deux m¶ecanismes dissipatifs, un ¶ecrouissage particulier est associ¶e. Concer-
nant le m¶ecanisme d'endommagement, un ¶ecrouissage isotrope est consid¶er¶e. Ce dernier traduit
le fait que le domaine de comportement ¶elastique ¶evolue au cours de la d¶egradation. E®ecti-
vement, ce constat se retrouve dans le fait qu'aprµes dissipation de l'¶energie et formation de
macro¯ssuresf, les zones avoisinantes se d¶echargent et redeviennent progressivement ¶elastiques.
Le m¶ecanisme de glissement, quant µa lui, est µa mettre en relation avec un ¶eventuel frottement qui
est susceptible d'être mobilis¶e entre les lµevres des ¯ssures dans le cas du b¶eton ou entre l'acier
et le b¶eton dans celui de l'interface. C'est alors qu'une contrainte de rappel apparâ³t, empêchant
ainsi toute possibilit¶e de retour en arriµere en l'absence d'e®ort appliqu¶e. Un ¶ecrouissage de type
cin¶ematique est alors introduit. Ce dernier permet en outre une gestion e±cace du comporte-
ment hyst¶er¶etique en compression. A chacun des m¶ecanismes qui viennent d'être ¶evoqu¶es, une
variable est associ¶ee. L'ensemble des variables permettant la description de l'¶etat thermodyna-
mique du corps solide consid¶er¶e peut donc être r¶esum¶e dans le tableau3.1 :

M¶ecanisme Variable observable Variable interne

D¶eformation totale ²(x; t)
¶Elasticit¶e ²

e
(x; t)

Glissement ²
¼
(x; t)

Endommagement d(x; t)
¶Ecrouissage isotrope z(x; t)

¶Ecrouissage cin¶ematique ®(x; t)

Tab. 3.1 { M¶ecanismes dissipatifs consid¶er¶es et variables associ¶ees.

Dans le but de clari¯er la maniµere dont est construit le potentiel d'¶etat, chaque ¶etape est
pr¶esent¶ee en d¶etail. L'¶energie libre d'Helmholtz est retenue comme potentiel d'¶etat qui est alors
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une fonction des variables °ux du systµeme. Il vient alors3.20 :

ª = ª( ²(x; t); ²
¼
(x; t); d(x; t); z(x; t); ®(x; t)) (3.20)

En ne consid¶erant que le m¶ecanisme d'¶elasticit¶e lin¶eaire, l'¶energie libre prend la forme classique
suivante 3.21 :

½ª =
1
2

² : C : ² (3.21)

Dans cette expression,C est le tenseur du quatriµeme ordre d'¶elasticit¶e de Hooke. Pour a±ner

la construction d'un potentiel d'¶etat satisfaisant, la d¶ecomposition entre les ¶energies li¶ees aux
e®ets sph¶erique et d¶eviatorique du processus de d¶eformation est invoqu¶ee. Il vient alors3.22 :

½ª =
·
6

Tr 2² + ¹² d : ²d (3.22)

Dans cette expression,· et ¹ repr¶esentent les paramµetres ¶elastiques du mat¶eriau consid¶er¶e. La
forme 3.22de l'¶energie libre peut être enrichie pour prendre en compte de l'endommagement de
la maniµere suivante3.23 :

½ª = (1 ¡ d)
·
6

Tr 2² + (1 ¡ d)¹² d : ²d (3.23)

A ce stade des d¶eveloppements, il est possible de recourir µa la d¶ecomposition en parties positive
et n¶egative de la contribution hydrostatique du tenseur des d¶eformations. Cet ingr¶edient permet
d'¶ecrire l'e®et unilat¶eral de maniµere partielle en faisant porter l'endommagement d'une part sur
la partie positive de la partie sph¶erique du tenseur des d¶eformations et d'autre part sur la partie
d¶eviatorique du tenseur des d¶eformations totales. Il vient alors3.24 :

½ª =
·
6

((1 ¡ d) < Tr ² > 2
+ ¡ < ¡ Tr ² > 2

+ ) + (1 ¡ d)¹² d : ²d (3.24)

Dans cette expression, l'op¶erateur d¶eviatorique not¶e (:)d est d¶e¯ni par (:)d = ( :) ¡ 1
3Tr(.) ±. Le

m¶ecanisme de glissement peut être alors introduit. L'hypothµese d'un glissement associ¶e aux e®ets
d¶eviatoriques est retenu. Physiquement, cette hypothµese peut être justi¯¶ee par le fait qu'entre
les surfaces susceptibles d'être en cntact, la notion de glissement n'a de sens que si l'on considµere
un d¶eplacement relatif d'une surface par rapport µa une autre. C'est alors que du frottement est
susceptible d'être mobilis¶e. En accord avec l'hypothµese formul¶ee, le tenseur de glissement²

¼
est

suppos¶e être de trace nulle, ou autrement dit, ce dernier est suppos¶e être purement d¶eviatorique.
Dans ces conditions, l'¶energie libre s'¶ecrit :

½ª =
·
6

((1 ¡ d) < Tr ² > 2
+ ¡ < ¡ Tr ² > 2

+ ) + (1 ¡ d)¹² d : ²d + d¹ (²d ¡ ²
¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
) (3.25)

Pour terminer la construction du potentiel d'¶etat, il faut prendre en compte l'¶energie ¶elastique
bloqu¶ee par ¶ecrouissage isotrope et cin¶ematique. Cela revient µa introduire une fonction de conso-
lidation bien choisie ainsi qu'un terme quadratique en variable °ux associ¶ee µa la contrainte de
rappel. En¯n, l'¶energie libre prend la forme suivante 3.26 :

½ª = ·
6 ((1 ¡ d) < Tr ² > 2

+ ¡ < ¡ Tr ² > 2
+ ) + (1 ¡ d)¹² d : ²d + d¹ (²d ¡ ²

¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
)+

1
2°® : ®+ H (z)

(3.26)
La forme de l'¶energie libre pr¶ecis¶ee par l'expression3.26 contient l'ensemble des m¶ecanismes
dissipatifs consid¶er¶es. Notons que le potentiel ainsi d¶e¯ni respecte les conditions d'admissibilit¶e.
En e®et, ce dernier est assez r¶egulier, convexe et nulle µa l'origine. Les lois d'¶etat peuvent alors être
formul¶ees en respectant la condition d¶eduite des deux principes thermodynamiques, c'est-µa-dire
la positivit¶e de la dissipation intrinsµeque volumique.
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Lois d'¶etat

L'in¶egalit¶e de Clausius-Duhem-Truesdell, dans l'hypothµese des petites perturbations en r¶egime
isotherme statique ou quasi statique, prend la forme suivante3.27 :

D = ¾: _² ¡ ½_ª ¸ 0 (3.27)

En d¶eveloppant cette expression, il peut être obtenu l'expression suivante3.28 :

D = ¾: _² ¡ ½
@ª
@²

: _² ¡ ½
@ª
@²

¼

: _²
¼

¡ ½
@ª
@d

_d ¡ ½
@ª
@z

_z ¡ ½
@ª
@®

: _® (3.28)

¶Ecrite autrement, la relation 3.28 devient 3.29 :

D = ( ¾¡ ½
@ª
@²

) : _² ¡ ½(
@ª
@²

¼

: _²
¼

+
@ª
@d

_d +
@ª
@z

_z +
@ª
@®

: _®) (3.29)

De l'expression 3.29, il est possible de d¶eduire la premiµere loi d'¶etat reliant le tenseur des
contraintes de Cauchy et le tenseur des d¶eformations totales. En e®et, il vient3.30 :

¾=
@½ª
@²

(3.30)

La dissipation prend alors la forme suivante3.31 :

D = ¡ ½(
@ª
@²

¼

: _²
¼

+
@ª
@d

_d +
@ª
@z

_z +
@ª
@®

: _®) (3.31)

Les lois d'¶etat se rapportant aux variables internes peuvent être d¶eduites par analogie µa la
premiµere loi d'¶etat en posant3.32 :

8
>>><

>>>:

¾
¼

= ¡ ½@ª
@²

¼

Y = ¡ ½@ª
@d

Z = ½@ª
@z

X = ½@ª
@®

(3.32)

La dissipation s'¶ecrit ¯nalement :

D = ¾
¼

: _²
¼

+ Y _d ¡ X : _®¡ Z _z (3.33)

Cette condition doit être respect¶ee pour que la loi de comportement soit thermodynamiquement
admissible. En tenant compte de l'expression du potentiel d'¶etat, les lois d'¶etat peuvent être
exprim¶ees selon3.34 :

8
>>>>><

>>>>>:

¾= ·
3 ((1 ¡ d) < Tr ² > + ¡ < ¡ Tr ² > + )±+ 2 ¹ (1 ¡ d)²d + 2 ¹d (²d ¡ ²

¼
)

¾
¼

= 2 ¹d (²d ¡ ²
¼
)

Y = ·
6 < Tr ² > 2

+ + ¹² d : ²d ¡ ¹ (²d ¡ ²
¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
)

Z = dH (z)
dz

X = °®

(3.34)

L'ensemble des lois d'¶etat ayant ¶et¶e d¶eriv¶e, il est possible de se concentrer sur l'¶evolution des
variables °ux caract¶erisant les non lin¶earit¶es mat¶erielles. Les variables °ux ainsi que leurs duales,
les variables forces, sont regroup¶ees dans le tableau ci-dessous3.2 :
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Sens des Variables Flux Variables Forces Sens des
variables °ux variables forces

D¶eformation ²(x; t) ¾(x; t) Contrainte
totale totale

Glissement ²
¼
(x; t) ¾

¼
(x; t) Contrainte

de frottement
Endommagement d(x; t) Y (x; t) Taux de

restitution d'¶energie
¶Ecrouissage z(x; t) Z (x; t) ¶Energie

isotrope bloqu¶ee
¶Ecrouissage ®(x; t) X (x; t) Contrainte
cin¶ematique de rappel

Tab. 3.2 { Ensemble des variables °ux et forces caract¶erisant l'¶etat thermodynamique du systµeme
mat¶eriel consid¶er¶e.

Lois compl¶ementaires

Le principe du maximum de la dissipation enseigne que parmi l'ensemble des variables in-
ternes admissibles, l'unique solution est caract¶eris¶ee par une dissipation maximale. La classe
d'¶equations constitutives d¶evelopp¶ee repose sur le postulat d'appartenance d'un mat¶eriau ¶elasto-
endommageable-glissant µa la classe des mat¶eriaux standards g¶en¶eralis¶es. Ce postulat entrâ³ne
naturellement l'existence de potentiels et pseudo potentiels de dissipation devant respecter les
conditions d'admissibilit¶e thermodynamique. Dans cette section, il est propos¶e d'une part de
pr¶esenter les potentiels de dissipation retenus et d'autre part, de d¶ecrire la forme des lois
d'¶evolution qu'il est possible de d¶eduire.

Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. L'endommagement et l'¶ecrouissage isotrope
sont suppos¶es pouvoir être caract¶eris¶es par deux variables °ux de nature scalaire. La premiµere,
not¶ee d variant entre 0 (mat¶eriau sain) et 1 (mat¶eriau totalement rompu), repr¶esente les e®ets
de la ¯ssuration sur la rigidit¶e du mat¶eriau. La seconde variable, not¶eez, permet de repr¶esenter
l'¶ecrouissage isotrope. L'¶evolution de ces m¶ecanismes est supput¶ee associ¶ee. Il existe alors une
loi de normalit¶e entre les variations des variables °ux et les gradients µa un certain potentiel de
dissipation, not¶e f d, exprim¶e dans l'espace des variables forces. Ce dernier est pris sous la forme
d'un critµere en ¶energie. Son expression est la suivante3.35 :

f d( ¹Y ; Z; Y0) = ¹Y ¡ (Z + Y0) (3.35)

oµu ¹Y est l'¶energie dissip¶ee par endommagement etY0 un seuil initial. L'expression de ¹Y est µa
particulariser selon le mat¶eriau que l'on considµere. Du principe du maximum de la dissipation,
il est possible de d¶eduire les lois compl¶ementaires suivantes3.36 :

(
_d = _¸ d

@fd
@¹Y

_z = _¸ d
@fd
@Z

(3.36)

En d¶eveloppant les expressions3.36 µa partir de l'¶equation 3.35, il vient 3.37 :
½ _d = _¸ d

_z = ¡ _¸ d
(3.37)
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Le multiplicateur de Lagrange associ¶e au potentiel de dissipationf d est d¶etermin¶e µa partir des
conditions d'admissibilit¶e plastique issues des ¶equations de Kuhn-Tucker3.38 :

8
<

:

f d < 0
_̧

d > 0
_̧

df d = 0
(3.38)

Pour poursuivre les d¶eveloppements, il y a lieu de pr¶eciser la forme de la fonction de consolidation
relative µa l'¶ecrouissage isotrope. Un choix est pr¶esent¶e dans la suite de l'expos¶e.

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. Un m¶ecanisme dissipatif est introduit
pour repr¶esenter le glissement soit entre les lµevres des ¯ssures dans le cas d'un b¶eton, soit entre
l'acier et le b¶eton dans le cas de l'interface acier/b¶eton. Le glissement interne et l'¶ecrouissage
cin¶ematique sont caract¶eris¶es par deux variables internes, not¶ees²

¼
et ®. Elles repr¶esentent

respectivement le tenseur de glissement et une variable interne tensorielle d'ordre deux associ¶ee
µa l'¶ecrouissage cin¶ematique. Cette derniµere permettra de d¶e¯nir un tenseur des contraintes de
rappel pour prendre en compte les non lin¶earit¶es associ¶ees au glissement. Une ¶evolution non
associ¶ee est postul¶ee. Il n'existe donc a priori pas de lois de normalit¶e par rapport µa un potentiel
de dissipation f ¼. Cependant, cette derniµere peut être ¶ecrite par rapport µa un pseudo potentiel
de dissipation Á¼ qui doit être pr¶ecis¶e. Le potentiel de dissipation est choisi sous la forme d'un
critµere de Drucker-Prager sans seuil initial :

f ¼ = J2(¾
¼

¡ X ) + cI1(< ¾ > ¡ ) (3.39)

oµu c est un paramµetre de dilatance µa identi¯er. Le pseudo potentiel de dissipation est choisi selon
la proposition de (Armstrong et Frederick, 1996). Ce dernier s'exprime comme suit :

Á¼ = J2(¾
¼

¡ X ) +
a
2

X : X (3.40)

oµu a est un paramµetre µa identi¯er. Les lois compl¶ementaires s'¶ecrivent donc naturellement :
(

_²
¼

= _̧¼
@f¼
@¾

¼

_® = ¡ _̧¼
@Á¼
@X

(3.41)

Le multiplicateur de Lagrange associ¶e au potentiel de dissipationf ¼ est d¶etermin¶e µa partir des
conditions d'admissibilit¶e plastique :

8
<

:

f ¼ < 0
_̧¼ > 0
_̧¼f ¼ = 0

(3.42)

Il est important de remarquer que le glissement sera susceptible de mobiliser du frottement si
et seulement si il y a contact entre les deux surfaces en pr¶esence. Autrement dit, il est possible
d'avoir du glissement sans mobiliser de frottement. Ceci peut être g¶er¶e assez simplement en
d¶e¯nissant di®¶erents coe±cients° et a respectivement dans les lois d'¶etat et d'¶evolution de
l'¶ecrouissage cin¶ematique. Ainsi, il vient3.43 :

½
° = °0(1 ¡ H (Tr ²))
a = a0(1 ¡ H (Tr ²))

(3.43)

Dans cette expression, les coe±cients°0 et a0 sont µa identi¯er. Les aspects portant sur l'im-
plantation num¶erique de telles conditions seront ¶evoqu¶es dans la suite. Cette approche a ¶et¶e
retenue pour sa simplicit¶e, il peut toutefois être not¶e que cette dissym¶etrie aurait être introduite
directement dans le potentiel d'¶etat. Cette derniµere approche semblerait permettre de conser-
ver la continuit¶e des d¶eriv¶ees par rapport µa la d¶eformation totale et ¶eviter ainsi un traitement
num¶erique adapt¶e. Il pourrait donc être int¶eressant d'¶etudier cet aspect de maniµere approfondie.
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Admissibilit¶e thermodynamique

En vue de garantir l'admissibilit¶e thermodynamique de la classe d'¶equations constitutives qui
vient d'être pr¶esent¶ee, il y a lieu de montrer que la positivit¶e intrinsµeque volumique reste positive
pour tout trajet de chargement (Adelaide et al., 2010). De l'¶equation 3.33, il vient :

D = ¾
¼

: _²
¼

+ Y _d ¡ X : _®¡ Z _z (3.44)

En utilisant les lois d'¶evolution 3.36 et 3.41, la dissipation s'¶ecrit :

D = _̧¼¾
¼

:
@f¼
@¾

¼

+ _̧
dY + _̧¼X :

@Á¼
@X

+ _̧
dZ (3.45)

En calculant les d¶eriv¶ees des di®¶erents potentiels, il vient :

D =
3
2

_̧¼¾
¼

:
¾

¼
¡ X

J2(¾
¼

¡ X )
+ _̧

dY + _̧¼X : (¡
3
2

¾
¼

¡ X

J2(¾
¼

¡ X )
+ aX ) + _̧

dZ (3.46)

En factorisant les di®¶erents termes, l'expression suivante peut être obtenue :

D =
3
2

_̧¼
(¾

¼
¡ X ) : (¾

¼
¡ X )

J2(¾
¼

¡ X )
+ a _̧¼X : X + _̧

d(Y + Z ) (3.47)

Tous les termes sont clairement positifs except¶e le taux de restitution d'¶energieY qui m¶erite
d'être ¶etudi¶e plus en d¶etail. Ce dernier s'exprime par :

Y =
·
6

< Tr ² > 2
+ + ¹² d : ²d ¡ ¹ (²d ¡ ²

¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
) = Y +

N + Yd ¡ Y¼ (3.48)

En remarquant que Y +
N est positif, il su±t de montrer que Yd ¡ Y¼ est positif. Pour cela, il est

judicieux d'¶ecrire les ¶equations incr¶ementales correspondantes sur un intervalle de pseudo temps
[t0; t f ] :

Yd ¡ Y¼ =
Z t f

t0

_Yd ¡ _Y¼dt = 2 ¹
Z t f

t0

²d : _²d ¡ (²d ¡ ²
¼
) : (_²d ¡ _²

¼
)dt (3.49)

En notant que l'¶ecrouissage cin¶ematique sature, il peut être d¶eduit, qu'µa chaque pas de temps,
aprµes convergence de l'algorithme d'int¶egration locale, il vient :

_²d = _²
¼

(3.50)

Si l'on reporte la condition 3.50 dans 3.49, il peut être d¶eduit que :

Yd ¡ Y¼ = 2 ¹
Z t f

t0

²d : _²ddt = ¹² d : ²d ¸ 0 (3.51)

Finalement, le taux de restitution d'¶energie reste positif pour tout trajet de chargement. Il s'en
suit que la dissipation intrinsµeque volumique est positive, c'est-µa-dire que :

D ¸ 0 (3.52)

3.3.2 Application µa l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

Dans cette section, il est propos¶e de particulariser les ¶equations constitutives pr¶ec¶edemment
pr¶esent¶ees au cas du comportement de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion. Pour
cela, dans un premier temps, la partie m¶ecanique (en l'absence de corrosion) de la loi constitu-
tive propos¶ee est pr¶esent¶ee puis, dans un second temps, une maniµere de prendre en compte le
ph¶enomµene de corrosion est expos¶e. L'ensemble des travaux pr¶esent¶es dans cette section peut
être trouv¶e dans (Richard et al., 2010g), (Ragueneauet al., 2010), (Richard et al., 2009d) et
(Richard et al., 2009c).
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Interface acier/b¶eton en l'absence de corrosion

M¶ecanismes ¶el¶ementaires. Il existe deux modes de rupture essentiels. Ces derniers sont
appel¶es mode I (ouverture) et mode II (glissement par cisaillement). Le premier apparâ³t surtout
lorsqu'un ph¶enomµene ext¶erieur a pour e®et de g¶en¶erer des contraintes radiales de traction µa
l'interface comme par exemple la corrosion. Le second mode, quant µa lui, est sollicit¶e dans la
plupart des cas de fonctionnement d'¶el¶ements de structure en b¶eton arm¶e dµes lors que l'armature
se trouve mise en traction. Il peut être remarqu¶e qu'il existe une dissym¶etrie entre ces deux
modes de d¶egradation. En e®et, la r¶esistance de pic exhib¶ee en mode I est bien inf¶erieure µa celle
exhib¶ee en mode II. Par ailleurs, il peut être not¶e que lors d'un mode de refermeture radiale
(mode I invers¶e), l'interface acier/b¶eton se d¶egrade de maniµere tout µa fait n¶egligeable. C'est en ce
sens qu'elle peut être consid¶er¶ee comme sujette aux e®ets unilat¶eraux. Un des facteurs majeurs
agissant sur l'apparition de ces modes de rupture est le con¯nement, qu'il soit de nature active
(¶etreintes) ou passive (aciers transversaux). Il y a donc lieu de le consid¶erer.

¶Energie dissip¶ee par endommagement. Dans la section pr¶ec¶edente, il a ¶et¶e montr¶e que
l'¶energie dissip¶ee par endommagement doit être particularis¶ee selon la nature du comportement
que l'on souhaite mod¶eliser. Dans le cas de l'interface acier/b¶eton, une dissym¶etrie entre les
modes I et II existe. Pour prendre en compte ce trait de comportement, l'approche propos¶ee
par (Ragueneauet al., 2006) a ¶et¶e retenue. Un critµere de Drucker-Prager ¶ecrit en terme de taux
d'¶energie est consid¶er¶e. Ainsi, il vient :

¹Y = ®0Y +
N + Yd (3.53)

oµu ®0 est un paramµetre mat¶eriau µa identi¯er g¶erant la dissym¶etrie entre les ¶energies dissip¶ees
en mode I et II, Y +

N est le taux d'¶energie dissip¶ee en mode I etYd le taux d'¶energie dissip¶ee en
mode II. Ces deux taux d'¶energie peuvent être exprim¶es par :

½
Y +

N = ·
6 < Tr ² > 2

+
Yd = ¹² d : ²d (3.54)

Le potentiel de dissipation s'exprime de la maniµere suivante :

f d( ¹Y ; Z; Y0) = ®0Y +
N + Yd ¡ (Z + Y0) (3.55)

Fonction de consolidation. Le choix d'une expression de la fonction de consolidationH est
n¶ecessaire pour d¶e¯nir entiµerement le m¶ecanisme d'endommagement. Le choix propos¶e par (La-
Borderie, 1991) semble être simple, physiquement acceptable et il permet l'int¶egration explicite
des lois d'¶evolution relatives aux variables d'endommagement et d'¶ecrouissage isotrope. Ainsi,
la fonction de consolidation s'exprime par :

H (z) =
1

Ad
(¡ z + ln (1 + z)) (3.56)

oµu Ad est un paramµetre qui gµere la fragilit¶e du comportement. Ainsi, la force thermodynamique
associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope devient :

Z =
dH (z)

dz
=

¡ z
Ad(1 + z)

(3.57)

Les lois d'¶evolution des variables d'endommagement et d'¶ecrouissage isotrope peuvent donc être
int¶egr¶ees de maniµere explicite en utilisant la condition de coh¶erence :

_f d( ¹Y ; Z; Y0) = 0 (3.58)
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En d¶eveloppant puis en int¶egrant la condition de coh¶erence, l'expression suivante de la variable
d'endommagement peut être obtenue :

d = 1 ¡
1

1 + Ad(®0Y +
N + Yd ¡ Y0)

(3.59)

Synthµese des ¶equations constitutives. L'ensemble des ¶equations constitutives permettant
de d¶ecrire le comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton en l'absence de corrosion est
r¶esum¶e ci-dessous.

Lois d'¶etat

¾ = ·
3 ((1 ¡ d) < Tr ² > + + < Tr ² > ¡ )±+ 2 ¹ (1 ¡ d)²d + 2 ¹d (²d ¡ ²

¼
)

¾
¼

= 2 ¹d (²d ¡ ²
¼
)

Y = ·
6 < Tr ² > 2

+ + ¹² d : ²d ¡ ¹ (²d ¡ ²
¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
)

Z = ¡ z
A d (1+ z)

X = °®

(3.60)

Lois d'¶evolution

d = 1 ¡ 1
1+ A d (®0Y +

N + Yd ¡ Y0 )

z = ¡ 1 + 1
1+ A d (®0Y +

N + Yd ¡ Y0 )

_²
¼

= _̧¼
@f¼(¾

¼
;X )

@¾
¼

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¾

¼
;X )

@X

(3.61)

Interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

D¶emarche adopt¶ee et di±cult¶es. Nous nous int¶eressons maintenant µa la prise en compte
du ph¶enomµene de corrosion. Parmi l'ensemble des e®ets de ce ph¶enomµene sur le comporte-
ment m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton, ceux relatifs au comportement de l'acier ne sont pas
consid¶er¶es. En e®et, il est suppos¶e que ces derniers sont pris en compte dans le modµele constitutif
d'acier, comme propos¶e par (Ouglova, 2004). Ainsi, trois e®ets sont consid¶er¶es : les variations de
l'adh¶erence acier/b¶eton, le caractµere granulaire des produits de corrosion et le gon°ement des
produits de corrosion.

Avant de pr¶esenter la d¶emarche de mod¶elisation adopt¶ee, il semble essentiel de pr¶eciser com-
ment il est possible de quanti¯er l'intensit¶e de la corrosion. Il est d'usage dans la litt¶erature
de consid¶erer une quantit¶e macroscopique, appel¶ee degr¶e de corrosion, g¶en¶eralement not¶eeTc.
Plusieurs d¶e¯nitions existent. Parmi les plus utilis¶ees, notons-en deux :

Tc(t) = 100(1 ¡ S(t)
S(t0 ) ) (3.62)

oµu, t est le temps consid¶er¶e,S(t) est la section d'acier au tempst et S(t0) est la section d'acier
initiale. Autrement dit, le degr¶e de corrosion peut être exprim¶e en terme de perte de section
d'acier, ou encore :

Tc(t) = 100(1 ¡ m(t)
m(t0 ) ) (3.63)

oµu m(t) est la masse de l'¶el¶ement de structure consid¶er¶ee au tempst et m(t0) sa masse initiale.
Quelque soit sa forme, cet indicateur macroscopique renseigne sur l'intensit¶e du ph¶enomµene de
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corrosion. Dans la suite de cette ¶etude, cet indicateur est consid¶er¶e comme une mesure macro-
scopique de l'¶etat d'avancement de la corrosion.

La d¶emarche adopt¶ee se d¶ecompose en trois parties. En premier lieu, les variations de
l'adh¶erence acier/b¶eton sont prises en compte via le m¶ecanisme d'endommagement. En e®et,
un ¶elargissement ou un r¶etr¶ecissement initial de cette surface seuil permet de g¶erer une aug-
mentation ou une diminution de l'adh¶erence acier/b¶eton. En second lieu, le caractµere granulaire
des produits de corrosion est pris en compte en introduisant une hypothµese sur la nature de ce
m¶ecanisme. En e®et, l'exp¶erience a permis de mettre en ¶evidence que les produits de corrosion
tendent µa se rigidi¯er avec l'intensit¶e de l'¶etat de contrainte auquel ils sont soumis. Cela peut
s'expliquer en supposant que la rouille remplit non seulement les pores du b¶eton voisin de l'in-
terface mais devient aussi de plus en plus compacte sous l'e®et des contraintes de compression.
Ainsi, l'approche propos¶ee par (Burlion et al., 2000) pour mod¶elisation de la compaction du
b¶eton en dynamique a ¶et¶e adapt¶ee. Cette derniµere repose sur l'utilisation du critµere de Gurson,
initialement propos¶e par (Gurson, 1977) puis modi¯¶e par (Needleman et Tvergaard, 1984). Da-
vantage de d¶etails portant sur la formulation de ce m¶ecanisme sont donn¶es dans la suite. En
dernier lieu, le gon°ement des produits de corrosion pouvant provoquer la ¯ssuration du b¶eton
est consid¶er¶e. Il doit être introduit de maniµere coupl¶e aux deux e®ets pr¶ec¶edents. Pour cela, il est
possible d'introduire un nouveau tenseur de d¶eformation, suppos¶e sph¶erique, que l'on d¶ecompose
en deux parties : l'une li¶ee au gon°ement (extension) et l'autre li¶ee aux d¶eformations an¶elastiques
des produits de corrosion lorsqu'ils sont soumis µa un ¶etat de contrainte de compression. La prise
en compte d'un tel ph¶enomµene soulµeve le problµeme de la coh¶erence de l'¶echelle de temps lors de
la conduite d'un calcul.

En e®et, comme il a ¶et¶e mentionn¶e pr¶ec¶edemment, le ph¶enomµene de corrosion est suppos¶e
pouvoir être mesur¶e par un degr¶e de corrosion d¶ependant du temps observable (g¶en¶eralement
exprim¶e en ann¶ees). Autrement dit, le gon°ement des produits de corrosion µa l'interface n'inter-
vient pas sur la même ¶echelle de temps que celle li¶ee au chargement m¶ecanique classique (force
impos¶ee, d¶eplacement impos¶e). Ainsi, pour que la formulation propos¶ee soit thermodynamique-
ment coh¶erente, il est n¶ecessaire de distinguer ces deux ¶echelles de temps : temps observable et
pseudo temps. Plus de d¶etails sont donn¶es dans ce qui suit. Un calcul complet, dans le sens oµu
les trois traits de comportement sont consid¶er¶es, doit donc être conduit en deux phases : une
premiµere phase durant laquelle un gon°ement est appliqu¶e µa l'interface et une seconde phase
durant laquelle un chargement m¶ecanique peut être appliqu¶e.

D¶eformations associ¶ees aux produits de corrosion et potentiel d'¶etat enrichi. Le
m¶ecanisme de d¶eformation associ¶e aux produits de corrosion est repr¶esent¶e par un tenseur de
d¶eformation ²

r
(t; x ). En supposant que la corrosion agit essentiellement de maniµere radiale, ce

tenseur peut être suppos¶e purement sph¶erique. Ainsi, il vient :

²
r
(t; x ) =

1
3

Tr ²
r
(t; x )± (3.64)

Pr¶ec¶edemment, il a ¶et¶e mentionn¶e que les produits de corrosion pouvaient être sujets d'une
part µa une extension et, d'autre part, µa une contraction dans le cas d'un ¶etat de contrainte de
compression. Ainsi, la d¶ecomposition en parties positive et n¶egative est utilis¶ee :

²
r
(t; x ) =

1
3

(< Tr ²
r
(t; x ) > + + < Tr ²

r
(t; x ) > ¡ )± (3.65)

La partie positive repr¶esente donc une extension et la partie n¶egative, une contraction. L'exten-
sion est la signature du gon°ement des produits de corrosion et, par cons¶equent, elle ne d¶epend
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pas du pseudo temps mais du temps observablet0. Ainsi, l'¶equation 3.65 devient :

²
r
(t; x ) =

1
3

(< Tr ²
r
(t0; x) > + + < Tr ²

r
(t; x ) > ¡ )± (3.66)

Grâce µa cette d¶ecomposition, le terme li¶e au gon°ement peut être g¶er¶e µa l'aide d'une ¶equation
ext¶erieure tandis que le second terme l'est par une loi d'¶evolution classique. Pour prendre en
compte cette nouvelle variable interne, le potentiel d'¶etat doit être enrichi. En se fondant sur
le potentiel d'¶etat propos¶e dans le cas de la thermo¶elasticit¶e lin¶eaire (Lemâ³tre et Chaboche,
1985), l'expression 3.26 peut être enrichie comme suit :

½ª = ·
6 ((1 ¡ d) < Tr ² > 2

+ + < Tr (² ¡ ²
r
) > 2

¡ ) + (1 ¡ d)¹² d : ²d+
d¹ (²d ¡ ²

¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
) + 1

2°® : ®+ H (z) + ·
6 Tr ² < Tr ²

r
(t0) > +

(3.67)

Dans les notations, le pseudo tempst a ¶et¶e omis lorsqu'il n'y a pas de confusion possible. En
revanche, pour bien distinguer le terme fonction du temps observablet0, ce dernier a ¶et¶e not¶e
explicitement. Il peut être remarqu¶e qu'un couplage d'¶etat intervient entre la partie sph¶erique
de la d¶eformation totale et le tenseur de d¶eformation associ¶e aux produits de corrosion.

Lois d'¶etat. Consid¶erant le potentiel d'¶etat exprim¶e par l'¶equation 3.67, les lois d'¶etat
suppl¶ementaires qui peuvent être d¶eduites sont les suivantes :

8
><

>:

¾= ½@ª
@² = ·

3 ((1 ¡ d) < Tr ² > + + < Tr (² ¡ ²
r
) > ¡ )±+ 2 ¹ (1 ¡ d)²d+

2¹d (²d ¡ ²
¼
) + ·

3 < Tr ²(t0) > + ±
¾

r
= ¡ ½@ª

@²
r

= ·
3 < Tr (² ¡ ²

r
) > ¡ ±

(3.68)

Il est possible de remarquer que l'expression des contraintes de Cauchy est enrichie par deux
termes additionnels. Le premier est li¶e µa l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion lorsqu'ils sont
sujets µa un ¶etat de contrainte de compression et le second repr¶esente une pression hydrostatique
initiale li¶ee au gon°ement des produits de corrosion. Naturellement, un nouveau tenseur des
contraintes li¶e aux produits de corrosion peut être d¶e¯ni. Ce dernier sera utilis¶e pour g¶erer
l'¶evolution des d¶eformations an¶elastiques.

Evolution du tenseur des d¶eformations associ¶ees aux produits de corrosion. La
notion de loi d'¶evolution, dans un contexte oµu aucun e®et di®¶er¶e n'est consid¶er¶e, est li¶ee aux
variables internes fonction du pseudo temps. Dans le cas particulier du tenseur des d¶eformations
associ¶ees aux produits de corrosion, il vient :

_²
r
(t; x ) =

1
3

< Tr _²
r
(t; x ) > ¡ ± (3.69)

Ainsi, seule la partie instantan¶ee est g¶er¶ee de maniµere classique, c'est-µa-dire, en introduisant un
potentiel de dissipation et en s'appuyant sur le principe du maximum de dissipation. La partie
fonction du temps observable est donc g¶er¶ee par une ¶equation externe. Dans la suite, l'¶evolution
de ces deux termes est pr¶ecis¶ee.

Le tenseur des d¶eformations an¶elastiques, fonction du pseudo temps, doit permettre de
repr¶esenter le caractµere rigidi¯ant des produits de corrosion lorsque ces derniers sont soumis
µa un ¶etat de contrainte de compression. Cela peut être r¶ealis¶e en se fondant sur l'approche pro-
pos¶ee par (Burlion et al., 2000), ¶elabor¶ee pour d¶ecrire le comportement du b¶eton en compaction
en pr¶esence d'e®ets dynamiques. Ainsi, le potentiel de dissipation s'exprime comme suit :

f r (¾
r
; ¾M ; f ?; (qi ) i =1 ;2;3) =

3J2(¾
r
)

¾2
M

+ 2q1f ?ch(q2
I 1(¾

r
)

2¾M
) ¡ (1 + ( q3f ?)2) (3.70)
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oµu (qi ) i =1 ;2;3 sont des paramµetres mat¶eriaux µa identi¯er,¾M la contrainte d'¶ecrouissage etf ? la
fraction volumique des vides µa l'interface. L'expression3.70 peut être simpli¯¶ee en utilisant le
fait que le tenseur des d¶eformations an¶elastiques est sph¶erique :

f r (¾
r
; ¾M ; f ?; (qi ) i =1 ;2;3) = 2 q1f ?ch(q2

I 1(¾
r
)

2¾y
) ¡ (1 + ( q3f ?)2) (3.71)

Le principe du maximum de la dissipation permet de d¶eduire la forme des lois d'¶evolution pour
chacune des variables¾M , f ? et ²

r
:

8
><

>:

_²
r

= _¸ r
@fr
@¾

r

_²M = _¸ r
@fr

@¾M
_f ? = kf ?(1 ¡ f ?) < Tr (_²

r
) > ¡

(3.72)

Notons que la loi d'¶evolution g¶erant la fraction volumique des poresf ?, peut être vue comme
une ¶equation externe. Il peut être remarqu¶e qu'aucune rµegle d'¶ecrouissage n'a ¶et¶e introduite
jusqu'ici. Pour cela, le principe d'¶equivalence ¶energ¶etique entre les ¶echelles microscopique et
m¶esoscopique introduit par (Needleman et Tvergaard, 1984) est invoqu¶e :

¾
r

: _²
r

= (1 ¡ f ?)¾M _²M (3.73)

Ce principe traduit le fait que toute l'¶energie est dissip¶ee dans la matrice cimentaire. La rµegle
d'¶ecrouissage est postul¶ee sous la forme suivante :

(
¾M = E² M si ¾M · ¾y

¾M = ¾y( E² M
¾y

)
1
n si ¾M > ¾y

(3.74)

Les caract¶eristiques ¶elastiques de l'interface· 0 et ¹ 0 sont suppos¶ees variables avec la fraction
volumique des pores dans le but de bien repr¶esenter le comportement rigidi¯ant des produits de
corrosion sollicit¶es en compression. Ainsi, d'aprµes la th¶eorie de Mori et Tanaka, les paramµetres
¶elastiques homog¶en¶eis¶es peuvent être calcul¶es explicitement pour un coe±cient de Poisson ¶egal
µa 0; 2. Ils s'expriment donc comme suit :

8
<

:

· (f ?) = 4· 0 ¹ 0 (1¡ f ? )
4¹ 0+3 · 0 f ?

¹ (f ?) = ¹ 0 (1¡ f ? )
1+ 6· 0+12 ¹ 0

9· 0+8 ¹ 0
f ?

(3.75)

oµu · 0 et ¹ 0 sont respectivement le coe±cient de compressibilit¶e et le module de cisaillement
correspondant µa la fraction volumique initiale des vides (souvent prise ¶egale µa 0; 2 par analogie
au b¶eton).

L'¶evolution des d¶eformations de gon°ement initiales est g¶er¶ee par une ¶equation externe, faisant
intervenir le degr¶e de corrosion macroscopique ainsi que le coe±cient d'expansion des produits de
corrosion º ox . En faisant l'hypothµese que la corrosion se traduit par une expansion uniforme sur
l'ensemble du pourtour d'une section droite, l'expression reliant la d¶eformation de gon°ement
au degr¶e de corrosion s'exprime par :

< ²
r
(t0) > + =

º ox

2e
D0

p
Tc(t0) (3.76)

oµu e est une ¶epaisseur,D0 est le diamµetre initial de l'armature, Tc(t0) le degr¶e de corrosion
exprim¶e en perte de masse au tempst0. Le coe±cient de gon°ement est g¶en¶eralement pris ¶egale
µa 2. Il peut être not¶e que ce paramµetres peut, dans certains cas, être d¶elicat µa identi¯er. Par
ailleurs, l'¶epaisseure n'a pas besoin d'être identi¯¶ee explicitement car elle est int¶egr¶ee dans
l'expression des coe±cients ¶elastiques dans le cas d'une formulation de type ¶el¶ement joint sans
¶epaisseur.
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Evolution de l'endommagement. Pr¶ec¶edemment, il a ¶et¶e mentionn¶e que les variations
de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton pouvaient être prises en compte en ¶elargissant ou en
r¶etr¶ecissant la surface seuil initiale g¶erant l'endommagement. Cela a pour e®et de cr¶eer soit un
retard dans l'¶evolution de l'endommagement soit au contraire, un endommagement initial. Pour
cela, le potentiel de dissipation est modi¯¶e comme suit :

f d( ¹Y ; Z; Y0; Yr (t0)) = ®0Y +
N + Yd ¡ (Z + Y0 + W(Yr (t0))) (3.77)

oµu Yr est le taux d'¶energie associ¶e aux d¶eformations de gon°ement etW une fonction µa identi¯er.
De maniµere plus pr¶ecise, le taux d'¶energie associ¶e aux d¶eformations de gon°ement, peut être
d¶e¯ni comme suit :

Yr (t0) =
·
6

< Tr ²
r
(t0) > 2

+ (3.78)

Une di±cult¶e majeure r¶eside dans l'identi¯cation de la fonction W. Ce point est discut¶e en d¶etail
dans la section3.6. L'expression de la variable d'endommagement est donc modi¯¶ee. En e®et,
en proc¶edant µa l'int¶egration explicite de la condition de coh¶erence, il vient :

d = 1 ¡
1

1 + Ad(®0Y +
N + Yd ¡ (Y0 + W (Yr (t0))))

(3.79)

Synthµese des ¶equations constitutives. L'ensemble des ¶equations constitutives permettant
de d¶ecrire le comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion est
r¶esum¶e ci-dessous.

Lois d'¶etat

¾ = ·
3 ((1 ¡ d) < Tr ² > + + < Tr (² ¡ ²

r
) > ¡ )±+ 2 ¹ (1 ¡ d)²d+

2¹d (²d ¡ ²
¼
) + ·

3 < Tr ²
r
(t0) > +

¾
¼

= 2 ¹d (²d ¡ ²
¼
)

¾
r

= ·
3 < Tr (² ¡ ²

r
) > ¡ ±

Y = ¡ ·
6 < Tr ² > 2

+ ¡ ¹² d : ²d + ¹ (²d ¡ ²
¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
)

Z = ¡ z
A d (1+ z)

X = °®

(3.80)

Lois d'¶evolution

d = 1 ¡ 1
1+ A d (®0Y +

N + Yd ¡ (Y0+ W (Yr (t0 ))))

z = ¡ 1 + 1
1+ A d (®0Y +

N + Yd ¡ (Y0+ W (Yr (t0 ))))

_²
¼

= _̧¼
@f¼(¾

¼
;X )

@¾
¼

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¾

¼
;X )

@X

< _²
r

> ¡ = _¸ r
@fr
@¾

r

< ²
r
(t0) > + = º ox

2e D0
p

Tc(t)

(3.81)

3.3.3 Application au b¶eton

Dans cette section, il est propos¶e de s'int¶eresser au cas du b¶eton. Les ¶equations constitutives
couplant ¶elasticit¶e, endommagement et glissement interne pr¶esent¶ees pr¶ec¶edemment sont donc
particularis¶ees. L'ensemble est travaux pr¶esent¶es dans cette section peut être trouv¶e dans (Ri-
chard et al., 2010h), (Ragueneauet al., 2010), (Richard et al., 2009e) et (Richard et al., 2009b).
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M¶ecanismes ¶el¶ementaires

Le b¶eton est de loin un des mat¶eriaux quasi-fragiles les plus r¶epandus. Il pr¶esente une dis-
sym¶etrie de comportement entre la traction et la compression. Fragile en traction et plus duc-
tile en compression, le b¶eton est un mat¶eriau dont la principale cause de d¶egradation est la
¯ssuration. Le premier m¶ecanisme de d¶egradation qu'il y a lieu de prendre en compte est l'en-
dommagement. Il peut être not¶e que ce dernier doit être g¶er¶e de maniµere dissym¶etrique pour
bien rendre compte des observations exp¶erimentales. Par ailleurs, lorsque le b¶eton est soumis µa
des cycles de charge/d¶echarge, des d¶eformations r¶esiduelles se manifestent. Ces derniµeres consti-
tuent une caract¶eristique importante µa prendre en compte. Dans le cas particulier d'un cycle
de traction/compression, les ¯ssures cr¶e¶ees en traction tendent µa se refermer, conduisant µa une
restauration de la rigidit¶e ¶elastique initiale. En¯n, essentiellement dans un cas de chargement de
compression cyclique, des ph¶enomµenes hyst¶er¶etiques apparaissent comme la signature d'un frot-
tement issu d'un glissement ayant lieu entre les lµevres des ¯ssures. L'ensemble de ces m¶ecanismes
rendent le comportement du b¶eton complexe µa mod¶eliser. Il semble n¶eanmoins n¶ecessaire, dans
le but de poss¶eder des modµeles constitutifs pr¶edictifs, de proposer une formulation qui prend en
compte le plus ¯dµelement possible ces di®¶erentes caract¶eristiques.

¶Energie dissip¶ee par endommagement

Dans le but de g¶erer de maniµere e±cace la dissym¶etrie en traction/compression, il est propos¶e
de relier l'endommagement aux extensions. Pour cela, les extensions directes (traction) sont
distingu¶ees des extensions induites (e®ets Poisson en compression). Ainsi, il est propos¶e de
consid¶erer le taux d'¶energie dissip¶e par endommagement suivant :

¹Y = ¯Y Dir + YInd (3.82)

oµu YDir est le taux d'¶energie dissip¶e li¶e aux extensions directes,YInd le taux d'¶energie dissip¶e
li¶e aux extensions induites et¯ un paramµetre mat¶eriau permettant de mieux g¶erer la r¶eponse
multiaxiale. Ces taux d'¶energie peuvent être d¶e¯nis comme suit :

YDir = 1
2²

Dir
: C : ²

Dir

YInd = 1
2²

Ind
: C : ²

Ind

(3.83)

oµu ²
Dir

est le tenseur des extensions directes et²
Ind

le tenseur des extensions induites. Ces deux
tenseurs peuvent être ¶evalu¶es µa partir du tenseur des d¶eformations totales comme suit :

²
Dir

= < ² > + H(< ² > + :< ¾ > + )
²
Ind

= < ² > + (1 ¡ H (< ² > + :< ¾ > + ))
(3.84)

oµu H est la fonction d'Heaviside. Il est toutefois essentiel de noter que les tenseurs d'exten-
sions sont d¶etermin¶es µa partir de de la contrainte de test. En e®et, ce choix nous permet de
conserver la caractµere explicite de l'endommagement. Bien que nous ne l'ayons pas constat¶e
dans le cadre de la pr¶esente ¶etude, certains ¶etats de contraintes complexes pourraient n¶ecessit¶e
de consid¶erer la contrainte actualis¶ee, entrâ³nant la perte du caractµere explicite de l'endomma-
gement. A¯n d'illustrer les d¶e¯nitions des tenseurs d'extensions directes et induites, consid¶erons
le cas d'un chargement uniaxial de traction caract¶eris¶e par une contrainte¾0 > 0. Les tenseurs
des contraintes de Cauchy et des d¶eformations totales prennent les formes respectives :

[¾ij ] =

0

@
¾0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A [² ij ] =

0

@
²11 0 0
0 ²22 0
0 0 ²22

1

A (3.85)
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oµu ²11 > 0 et ²22 < 0. En utilisant les d¶e¯nitions 3.84, les tenseurs d'extensions directes et
induites s'¶ecrivent :

[(²Dir ) ij ] =

0

@
²11 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A [(² Ind ) ij ] =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A (3.86)

Si un chargement de compression est maintenant consid¶er¶e, c'est-µa-dire¾0 < 0, le tenseur des
d¶eformations totales conserve la même forme que celle pr¶esent¶ee par les ¶equations3.85 avec
²11 < 0 et ²22 > 0.

[(²Dir ) ij ] =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A [(² Ind ) ij ] =

0

@
0 0 0
0 ²22 0
0 0 ²22

1

A (3.87)

Il est donc possible de remarquer que lors d'un chargement de traction, on aYDir > 0 et YInd = 0
et, r¶eciproquement, lors d'un chargement de compression, on aYDir = 0 et YInd > 0. Cette
propri¶et¶e r¶esulte directement de la d¶e¯nition des tenseurs des extensions directes et induites.
Elle permet d'une part une bonne gestion de la dissym¶etrie traction/compression et, d'autre part,
une identi¯cation plus simple des paramµetres. Ce point sera discut¶e dans la suite. Finalement,
le potentiel de dissipation li¶e µa l'endommagement s'¶ecrit :

f d( ¹Y ; Z; Y0; ¯ ) = ¯Y Dir + YInd ¡ (Z + Y0) (3.88)

Fonction de consolidation

La fonction de consolidation consid¶er¶ee dans le cas du b¶eton s'appuie sur la forme de celle
pr¶ec¶edemment ¶evoqu¶ee dans le cas de l'interface acier/b¶eton. En e®et, une ¶etude de sensibilit¶e a
permis d'identi¯er le rôle pr¶epond¶erant du paramµetreAd, pr¶esent dans l'¶equation3.56. Un choix
simple et robuste permettant de g¶erer la dissym¶etrie de comportement en traction/compression
est de proposer la fonction suivante :

H (z) = ( ¡ z + ln (1 + z))(
H (Tr ²)

ADir
+

1 ¡ H (Tr ²)

A Ind
) (3.89)

oµu ADir et A Ind sont respectivement les fragilit¶es li¶ees aux extensions directes et aux extensions
induites µa identi¯er en traction et en compression. La variable force thermodynamique li¶ee µa
l'¶ecrouissage isotrope est donc :

Z =
dH (z)

dz
=

¡ z
1 + z

(
H(Tr ²)

ADir
+

1 ¡ H (Tr ²)

A Ind
) (3.90)

En¯n, en utilisant la condition de coh¶erence :

_f d( ¹Y ; Z; Y0; ¯ ) = 0 (3.91)

les lois d'¶evolution de la variable d'endommagement peuvent être int¶egr¶ees directement. La
variable d'endommagement s'exprime donc comme suit :

d = 1 ¡
1

1 + ADir H(Tr ²)( ¯Y Dir ¡ Y0) + A Ind (1 ¡ H (Tr ²))( YInd ¡ Y0)
(3.92)
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R¶egularisation

Le b¶eton, aussi bien en traction qu'en compression, se comporte de maniµere adoucissante. Il
est donc n¶ecessaire de r¶egulariser le modµele lors de calculs µa l'¶echelle de la structure en vue
de limiter les ph¶enomµenes de d¶ependances au maillage. Dans la pr¶esente ¶etude, l'approche non
locale propos¶ee par (Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987) a ¶et¶e retenue. Le taux de restitution
d'¶energie g¶erant le m¶ecanisme d'endommagement est rendu non local comme suit :

¹Y nl =

R
­( x)

¹Y (x)w(x; s)ds
R

­( x) w(x; s)ds
(3.93)

oµu w est une fonction poids prise sous la forme d'une gaussienne. Le domaine au sein duquel est
rendu non local chacune des grandeurs n¶ecessite l'introduction d'une longueur caract¶eristique,
g¶en¶eralement identi¯¶ee µa partir de la taille de l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e maximale dans le b¶eton. Le taux
d'¶energie local ¹Y est ensuite remplac¶e par le taux d'¶energie non local¹Y nl . Cette approche, bien
que consommatrice en terme de coût de calcul, permet de limiter la d¶ependance au maillage des
r¶esultats obtenus µa la suite d'une analyse µa l'¶echelle de la structure.

Synthµese des ¶equations constitutives

L'ensemble des ¶equations constitutives permettant de d¶ecrire le comportement m¶ecanique du
b¶eton est r¶esum¶e ci-dessous.

Lois d'¶etat

¾= ·
3 ((1 ¡ d) < Tr ² > + + < Tr ² > ¡ )±+ 2 ¹ (1 ¡ d)²d + 2 ¹d (²d ¡ ²

¼
)

¾
¼

= 2 ¹d (²d ¡ ²
¼
)

Y = ¡ ·
6 < Tr ² > 2

+ ¡ ¹² d : ²d + ¹ (²d ¡ ²
¼
) : ( ²d ¡ ²

¼
)

Z = ¡ z
1+ z (

H (Tr ²)
A Dir

+
1¡H (Tr ²)

A Ind
)

X = °®

(3.94)

Lois d'¶evolution

d = 1 ¡ 1
1+ A Dir H (Tr ²)( ¯Y Dir ¡ Y0 )+ A Ind (1¡H (Tr ²))( YInd ¡ Y0 )

z = ¡ 1 + 1
1+ A Dir H (Tr ²)( ¯Y Dir ¡ Y0 )+ A Ind (1¡H (Tr ²))( YInd ¡ Y0 )

_²
¼

= _¸ ¼
@f¼(¾

¼
;X )

@¾
¼

_® = ¡ _¸ ¼
@Á¼(¾

¼
;X )

@X

(3.95)

3.3.4 Bilan

La pr¶esente section a ¶et¶e consacr¶ee µa la pr¶esentation de la formulation des lois constitutives d'une
part de l'interface acier/b¶eton et, d'autre part, du b¶eton. En premier lieu, un cadre g¶en¶erique
permettant de coupler ¶elasticit¶e, endommagement isotrope et glissement interne a ¶et¶e pr¶esent¶e.
Les lois d'¶etat ainsi que les ¶equations d'¶evolution ont ¶et¶e expos¶ees. La consistance physique de
cet ensemble d'¶equations constitutives a ¶et¶e v¶eri¯¶ee en montrant que la dissipation restait posi-
tive pour tout trajet de chargement. Cette propri¶et¶e est obtenue grâce au fait que l'¶ecrouissage
cin¶ematique sature. En second lieu, une particularisation de ce cadre a ¶et¶e propos¶ee pour per-
mettre la description du comportement m¶ecanique de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de
corrosion. Tout d'abord, un modµele constitutif sans corrosion a ¶et¶e expos¶e puis, en introduisant
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une nouvelle variable interne, les trois e®ets essentiels li¶es µa la corrosion ont ¶et¶e consid¶er¶es. En
dernier lieu, un modµele constitutif simple permettant de d¶ecrire les principales caract¶eristiques
du b¶eton a ¶et¶e propos¶e. Ces deux lois de comportement s'appuient sur un formalisme ¶el¶ements
¯nis massifs car elles tiennent compte d'une cin¶ematique complµete. Parfois, dans certains cas
d'application, il n'y a pas lieu de vouloir obtenir des informations trµes pr¶ecises. C'est pourquoi
le recours µa des modµeles dits simpli¯¶es est justi¯¶e. Dans la prochaine section, une adaptation
des lois constitutives pr¶esent¶ees dans cette section est expos¶ee dans le cadre multi¯bre.

3.4 Mod¶elisation simpli¯¶ee

3.4.1 Principe g¶en¶eral de l'approche

Parfois, lorsque des informations locales pr¶ecises ne sont pas de premiµere importance, il n'est ni
n¶ecessaire ni justi¯¶e de recourir µa une mod¶elisation de type ¶el¶ements ¯nis massifs. C'est alors
que se tourner vers des approches dites simpli¯¶ees peut apparâ³tre comme ¶etant pertinent. De-
puis 15 ans, l'approche multi¯bre s'est largement d¶evelopp¶ee et apparâ³t comme une alternative
aux analyses non-lin¶eaires ¶el¶ements ¯nis classiques trµes coûteuses en terme de coût de calcul.
En e®et, les travaux men¶es par plusieurs ¶equipes comme (Guedeset al., 1994), (Spaconeet al.,
1996), (Ghavamian et Mazars, 1998), (Petrangeli et al., 1999) et plus r¶ecemment par (Kotronis
et al., 2004), (Kotronis et al., 2005), (Mazars et al., 2006) ont contribu¶e µa rendre l'approche
multi¯bre ¯able, robuste et peu consommatrice en terme de coût de calcul.

L'approche multi¯bre s'appuie sur une cin¶ematique du type poutre Timoshenko ou Euler-
Bernoulli. Un ¶el¶ement de structure pr¶esente donc deux niveaux de discr¶etisation. Le premier
niveau est r¶ealis¶e µa travers des ¶el¶ements poutre et, le second niveau consiste µa discr¶etiser chaque
section µa l'aide d'¶el¶ements ¯nis massifs classiques. Ainsi, au premier niveau, il est possible
de d¶e¯nir les d¶eformations g¶en¶eralis¶ees (courbures, rotations, d¶eplacements) et les contraintes
g¶en¶eralis¶ees (e®ort normal, e®ort tranchant, moment °¶echissant), le lien entre ces deux quantit¶es
¶etant fait au moyen de termes de raideurs.

Les d¶eformations de la ¯bre moyenne peuvent être reli¶ees aux d¶eformations et aux courbures de
chacune des sections droites. Ainsi, les d¶eformations axiales s'¶ecrivent :

8
<

:

²xx = ²xx ¡ yÁz + zÁy

° xy = ° xy ¡ zÁx

° xz = ° xz + yÁx

(3.96)

oµu ²xx est la d¶eformation axiale,° xy et ° xz sont les d¶eformations de la ¯bre neutre etÁx , Áy et
Áz les courbures d¶e¯nies par : 8

<

:

Áx = @µx
@x

Áy = @µy
@x

Áz = @µz
@x

(3.97)

oµu les (µi ) i = x;y;z sont les rotations de la sectionS(x) par rapport aux axes correspondants.
En supposant la donn¶ee de lois de comportement locales permettant de d¶eduire les contraintes
normales ¾x et de cisaillement¿xy et ¿xz , les contraintes g¶en¶eralis¶ees peuvent être d¶etermin¶ees
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par les relations d'¶equivalence contraintes-sollicitations :
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

N =
R

S(x) ¾xdS
Ty =

R
S(x) ¿xy dS

Tz =
R

S(x) ¿xz dS
M x =

R
S(x) y¿xz ¡ z¿xy dS

M y =
R

S(x) z¾xdS
M z = ¡

R
S(x) y¾xdS

(3.98)

Ainsi, les ¶equations d'¶equilibre global peuvent être r¶esolues µa nouveau pour continuer le pro-
cessus it¶eratif de r¶esolution. Cette approche permet de rendre compte convenablement du com-
portement m¶ecanique global lors de sollicitations de traction/compression et/ou de °exion. En
revanche, la prise en compte du cisaillement n'est pas trivial du fait de la cin¶ematique impos¶ee.
La prise en compte d'une distribution de contraintes de cisaillement non uniforme est r¶ealis¶ee
au travers des coe±cients de r¶eduction®y et ®z, exactement ¶egaux µa5

6 . Ces derniers sont intro-
duits comme des parties multiplicatives des modules de cisaillement dans les directionsy et z
respectivement. La ¯gure 3.1 illustre les propos pr¶ec¶edents.

Fig. 3.1 { Principe de l'approche multi¯bre.

3.4.2 Application µa l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

Approche multi¯bre avec interface imparfaite

Dans la section pr¶ec¶edente, il a ¶et¶e montr¶e que l'approche multi¯bre n¶ecessite de postuler des
modµeles constitutifs unidirectionnels pour repr¶esenter le comportement de chaque mat¶eriau en
pr¶esence (en g¶en¶eral du b¶eton et de l'acier). Par ailleurs, l'hypothµese d'une cin¶ematique de type
poutre implique donc que les sections droites initialement planes doivent le rester. Cependant,
elles ne sont pas contraintes µa être perpendiculaires µa la ¯bre moyenne. De cette hypothµese
r¶esulte le caractµere parfait de l'interface entre l'acier et le b¶eton. La prise en compte explicite du
caractµere imparfait de l'interface n'est donc pas autoris¶ee par le cadre th¶eorique de l'approche
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multi¯bre. Toutefois, ( Wang et al., 2007) et (Combescure et Wang, 2007) proposent une alter-
native permettant de contourner le problµeme li¶e µa la cin¶ematique de type poutre. Ces auteurs
appliquent cette approche au cas de l'¶etude µa rupture des structures complexes sous chargement
dynamique s¶evµere (s¶eisme). L'expos¶e r¶ealis¶e dans cette section est ¶egalement report¶e dans (Ri-
chard et al., 2010b), (Richard et al., 2010f) et (Jasonet al., 2010).

De maniµere plus pr¶ecise, le caractµere imparfait de l'interface est pris en compte au niveau de la
¯bre d'acier. Soit ²xx la d¶eformation totale de cette ¯bre. Le principe de l'approche consiste µa
la d¶ecomposer en la somme de deux contributions : un terme de d¶eformation propre²A

xx et un
terme de glissement² I

xx . Pour cela, un facteur de partition, not¶e ´ , est introduit comme suit :

²xx = ´² xx + (1 ¡ ´ )²xx = ²A
xx + ² I

xx (3.99)

Le problµeme consiste donc µa d¶eterminer le facteur de partition de telle sorte que, localement,
les e®orts repris par l'acier et ceux d¶eploy¶es par l'interface acier/b¶eton soient en ¶equilibre. Cela
peut donc être formul¶e comme suit :

Z

S(x)
¾(s)dS ¡ lc

Z

@S(x)
¿(s)d¡ = 0 (3.100)

oµu S(x) est la section courante µa l'abscissex, ¾la contrainte normale associ¶ee µa la d¶eformation
propre de l'armature, lc une longueur d'ancrage (g¶en¶eralement prise ¶egale µa la taille de l'¶el¶ement
poutre courant), @S(x) le p¶erimµetre de la section d'acier courante et en¯n,¿ la contrainte
de cisaillement associ¶ee µa la d¶eformation de glissement de l'interface acier/b¶eton. Il peut être
not¶e que cette longueur aurait ¶eventuellement pu être prise de maniµere variable en fonction de
plusieurs paramµetres tels que le taux de corrosion, l'endommagement du b¶eton ou encore celui
li¶e µa l'interface acier/b¶eton. Toutefois, pour des raisons de simplicit¶e et d'absence de r¶esultats
exp¶erimentaux de r¶ef¶erence, cette longueur a ¶et¶e consid¶er¶ee comme constante dans le cadre de
cette ¶etude. En notant L A (:) et L I (:) les op¶erateurs de comportement respectivement de l'acier
et de l'interface acier/b¶eton, l'¶equation 3.100devient :

Z

S(x)
L A (²xx ; ´ )dS ¡ lc

Z

@S(x)
L I (²xx ; ´ )d¡ = 0 (3.101)

Soit encore en supposant²xx et ´ constants dans l'¶el¶ement :

L A (²xx ; ´ )S(x) ¡ lcL I (²xx ; ´ )P(x) = 0 (3.102)

oµu S(x) et P(x) repr¶esentent respectivement l'aire de la section courante et son p¶erimµetre.
L'¶equation 3.102prend donc la forme d'une ¶equation scalaire non lin¶eairef (´ ) = 0 et peut donc
être r¶esolue par une m¶ethode de type Newton. La prochaine section est d¶evou¶ee µa pr¶esenter la loi
d'interface acier/b¶eton simpli¯¶ee en pr¶esence de corrosion. Cela revient donc µa d¶e¯nir l'op¶erateur
de comportementL I (:).

Loi de comportement simpli¯¶ee de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

La loi constitutive de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion pr¶esent¶ee pr¶ec¶edemment
n¶ecessite donc d'être adapt¶ee µa la formulation multi¯bre. Pour ce faire, le seul e®et dû µa la
corrosion qu'il est possible de consid¶erer est la r¶eduction d'adh¶erence acier/b¶eton.

Lois d'¶etat. Le potentiel d'¶etat peut être pris sous la forme de l'¶energie libre d'Helmholtz :

½ª = (1 ¡ d)¹² I
xx ² I

xx + d¹ (² I
xx ¡ ²¼;I

xx )( ² I
xx ¡ ²¼;I

xx ) +
°
2

®®+ H (z) (3.103)
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oµu ²¼;I
xx est la variable scalaire de glissement interne. Les autres notations ont ¶et¶e pr¶ecis¶ees

pr¶ec¶edemment. Sans revenir sur les d¶eveloppements de la dissipation qui ont ¶et¶e pr¶esent¶es
pr¶ec¶edemment, la premiµere loi d'¶etat s'¶ecrit donc :

¿ = ½
@ª
@²Ixx

= 2 ¹ (1 ¡ d)² I
xx + 2 ¹d (² I

xx ¡ ²¼;I
xx ) (3.104)

La contrainte de frottement par cisaillement li¶ee au glissement interne s'exprime par :

¿¼ = ¡ ½
@ª

@²¼;I
xx

= 2 ¹d (² I
xx ¡ ²¼;I

xx ) (3.105)

Le taux de restitution d'¶energie li¶e µa l'endommagement s'¶ecrit :

Y = ¡ ½
@ª
@d

= ¹² I
xx ² I

xx ¡ ¹ (² I
xx ¡ ²¼;I

xx )( ² I
xx ¡ ²¼;I

xx ) (3.106)

La contrainte de rappel est :

X = ½
@ª
@®

= °® (3.107)

En¯n, la force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope est :

Z = ½
@ª
@z

=
dH (z)

dz
(3.108)

Lois d'¶evolution de l'endommagement et de l'¶ecrouissage isotrope. Le m¶ecanisme
d'endommagement est g¶er¶e de maniµere associ¶ee par une surface seuilf d prenant la forme sui-
vante :

f d( ¹Y ; Y0; Z; Yr (t0)) = ¹Y ¡ (Y0 + Z + W(Tc(t0))) (3.109)

oµu ¹Y s'exprime par :
¹Y = ¹² I

xx ² I
xx (3.110)

Comme expos¶e pr¶ec¶edemment, la fonction de consolidation est choisie sous la forme suivante :

H (z) =
1

Ad
(¡ z + ln (1 + z)) (3.111)

Dans ces conditions, les lois d'¶evolution des variables d'endommagement et d'¶ecrouissage isotrope
sont les suivantes : (

_d = _̧
d

@fd ( ¹Y ;Y0 ;Z;W (Tc (t0 ))
@¹Y = _̧

d

_z = _̧
d

@fd ( ¹Y ;Y0 ;Z;W (Tc (t0 ))
@Z = ¡ _̧

d
(3.112)

Grâce µa la forme de la fonction de consolidationH , les ¶equations3.112 peuvent être int¶egr¶ees
de maniµere explicite en utilisant la condition de coh¶erence_f d( ¹Y ; Y0; Z; W (Tc(t0))) = 0 :

(
d = 1 ¡ 1

1+ A d ( ¹Y ¡ (Y0+ W (Tc (t0 ))))
z = ¡ 1 + 1

1+ A d ( ¹Y ¡ (Y0+ W (Tc (t0 ))))
(3.113)

Lois d'¶evolution du glissement interne et de l'¶ecrouissage cin¶ematique. Le glissement
interne et l'¶ecrouissage cin¶ematique sont g¶er¶es de maniµere non associ¶ee, pour les mêmes raisons
que celles ¶evoqu¶ees pr¶ec¶edemment. Pour cela, une surface seuil ayant la forme d'un critµere de
Von Mises est postul¶ee :

f ¼(¿¼; X ) = j¿¼ ¡ X j (3.114)
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La loi d'¶evolution du glissement interne suit donc la loi de normalit¶e d¶eduite du principe du
maximum de dissipation :

_²¼;I
xx = _̧¼

@f¼(¿¼; X )
@¿¼

(3.115)

La loi d'¶evolution de l'¶ecrouissage cin¶ematique requiert donc l'introduction d'un pseudo potentiel
de dissipation Á¼ :

Á¼(¿¼; X ) = j¿¼ ¡ X j +
a
2

XX (3.116)

Ainsi, la loi d'¶evolution de l'¶ecrouissage cin¶ematique s'¶ecrit :

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¿¼; X )

@X
(3.117)

Les d¶etails li¶es µa l'implantation de cette loi sont donn¶es dans la suite de ce chapitre.

Synthµese des ¶equations constitutives. Les ¶equations constitutives permettant de d¶ecrire
le comportement de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion sont donc les suivantes :

Lois d'¶etat

¿ = 2 ¹ (1 ¡ d)² I
xx + 2 ¹d (² I

xx ¡ ²¼;I
xx )

¿¼ = 2 ¹d (² I
xx ¡ ²¼;I

xx )
X = °®
Z = ¡ z

A d (1+ z)

(3.118)

Lois d'¶evolution

d = 1 ¡ 1
1+ A d ( ¹Y ¡ (Y0+ W (Tc (t0 ))))

z = ¡ 1 + 1
1+ A d ( ¹Y ¡ (Y0+ W (Tc (t0 ))))

_²¼;I
xx = _̧¼

@f¼(¿¼;X )
@¿¼

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¿¼;X )

@X

(3.119)

3.4.3 Application au b¶eton

Cette section a pour but de pr¶esenter les ¶equations constitutives li¶ees au modµele simpli¯¶e de
b¶eton.

Lois d'¶etat

Le potentiel d'¶etat exprim¶e µa l'aide de l'¶energie libre d'Helmholtz est postul¶e sous la forme
suivante :

½ª = E
2 ((1 ¡ d) < ² xx > 2

+ + < ² xx > 2
¡ )+

(1 ¡ d)¹ ² :² + ¹d (² ¡ ² ¼):(² ¡ ² ¼) + °
2®:®

+ H (z)
(3.120)

oµu ² est le vecteur des demi distorsions² = ( ²xy ²xz )t , ² ¼ le vecteur des demi distorsions
de glissement interne² ¼ = ( ²¼

xy ²¼
xz )t , ® le vecteur des variables d'¶ecrouissage cin¶ematique

® = ( ®xy ®xz ) et l'op¶erateur ( :) repr¶esente le produit scalaire usuel dansR2. Ainsi, les lois
d'¶etat d¶e¯nissant les contraintes de Cauchy s'¶ecrivent :

½
¾xx = ½@ª

@²xx
= E((1 ¡ d) < ² xx > + + < ² xx > ¡ )

¿ = ½@ª
@² = 2(1 ¡ d)¹ ² + 2 ¹d (² ¡ ² ¼)

(3.121)

111



oµu ¿ est le vecteur des contraintes tangentielles tel que¿ = ( ¿xy ¿xz )t . Le vecteur des contraintes
de frottement li¶ees aux composantes de glissement interne entre les lµevres des ¯ssures sont les
suivantes :

¿¼ = ¡ ½
@ª
@² ¼ = 2 ¹d (² ¡ ² ¼) (3.122)

oµu ¿¼ = ( ¿¼
xy ¿¼

xz )t . Le taux de restitution d'¶energie dû µa l'endommagement s'¶ecrit :

Y = ¡ ½
@ª
@d

=
E
2

< ² xx > 2
+ + ¹ ² :² ¡ ¹ (² ¡ ² ¼):(² ¡ ² ¼) (3.123)

Les contraintes de rappel sont les suivantes :

X = ½
@ª
@®

= ° ® (3.124)

En¯n, la force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope s'¶ecrit :

Z = ½
@ª
@z

=
dH (z)

dz
(3.125)

Lois d'¶evolution

Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. Le m¶ecanisme d'endommagement est g¶er¶e de
maniµere associ¶ee par une surface seuilf d prenant la forme suivante :

f d( ¹Y ; Y0; Z ) = ¹Y ¡ (Y0 + Z ) (3.126)

oµu ¹Y = E
2 ²xx ²xx . Les ¶equations d'¶evolution s'¶ecrivent donc comme suit :

(
_d = _̧

d
@fd ( ¹Y ;Y0 ;Z )

@¹Y = _̧
d

_z = _̧
d

@fd ( ¹Y ;Y0 ;Z )
@¹Z = ¡ _̧

d
(3.127)

La fonction de consolidation est d¶e¯nie par :

H (z) =
¡ z + ln (1 + z)

H(²xx )ADir + (1 ¡ H (²xx ))A Ind
(3.128)

Ainsi, en int¶egrant explicitement les lois d'¶evolution µa partir de la condition de coh¶erence, il
vient : (

d = 1 ¡ 1
1+ H (²xx )A Dir ( ¹Y ¡ Y0 )+(1 ¡H (²xx )) A Ind ( ¹Y ¡ Y0 )

z = ¡ 1 + 1
1+ H (²xx )A Dir ( ¹Y ¡ Y0 )+(1 ¡H (²xx )) A Ind ( ¹Y ¡ Y0 )

(3.129)

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. Le glissement interne et l'¶ecrouissage
cin¶ematique sont g¶er¶es de maniµere non associ¶ee. La fonction seuil postul¶ee est la suivante :

f ¼(¿¼; X ) = jj¿¼ ¡ X jj2 (3.130)

oµu jj :jj2 est la norme Euclidienne. La loi d'¶evolution du glissement interne suit donc la loi de
normalit¶e d¶eduite du principe du maximum de dissipation :

_² ¼ = _̧¼
@f¼(¿¼; X )

@¿¼ (3.131)

La loi d'¶evolution de l'¶ecrouissage cin¶ematique n¶ecessite un pseudo potentiel de dissipationÁ¼ :

Á¼(¿¼; X ) = jj¿¼ ¡ X jj2 +
a
2

X :X (3.132)

La loi d'¶evolution de l'¶ecrouissage cin¶ematique s'¶ecrit donc comme suit :

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¿¼; X )

@X
(3.133)
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Synthµese des ¶equations constitutives

Les ¶equations constitutives simpli¯¶ees permettant de d¶ecrire le comportement du b¶eton sont
donc les suivantes.

Lois d'¶etat

¾xx = E((1 ¡ d) < ² xx > + + < ² xx > ¡ )
¿ = 2(1 ¡ d)¹ ² + 2 ¹d (² ¡ ² ¼)
¿¼ = 2 ¹d (² ¡ ² ¼)
Y = E

2 < ² xx > 2
+ + ¹ ² :² ¡ ¹ (² ¡ ² ¼):(² ¡ ² ¼)

X = ° ®
Z = ¡ z

1+ z
1

H (²xx )A Dir +(1 ¡H (²xx )) A Ind

(3.134)

Lois d'¶evolution

d = 1 ¡ 1
1+ H (²xx )A Dir ( ¹Y ¡ Y0 )+(1 ¡H (²xx )) A Ind ( ¹Y ¡ Y0 )

z = ¡ 1 + 1
1+ H (²xx )A Dir ( ¹Y ¡ Y0 )+(1 ¡H (²xx )) A Ind ( ¹Y ¡ Y0 )

_² ¼ = _̧¼
@f¼(¿¼;X )

@¿¼

_® = ¡ _̧¼
@Á¼(¿¼;X )

@X

(3.135)

3.4.4 Bilan

Dans certains cas d'application oµu le besoin d'informations locales ¯nes n'est pas requis, l'uti-
lisation de modµeles constitutifs sophistiqu¶es peut être ¶evit¶ee. Autrement dit, une ¶economie des
coûts de calculs pouvant être prohibitifs peut être r¶ealis¶ee. C'est pourquoi, dans cette sec-
tion, les versions simpli¯¶ees des modµeles constitutifs de l'interface acier/b¶eton et du b¶eton ont
¶et¶e pr¶esent¶ees. Ces lois simpli¯¶ees s'appuient sur l'approche multi¯bre dont les principes ont
¶et¶e briµevement pr¶esent¶es au d¶ebut de cette section. En particulier, il a ¶et¶e mentionn¶e que la
cin¶ematique impos¶ee par ce formalisme ne permet pas naturellement de consid¶erer une inter-
face imparfaite entre l'acier et le b¶eton. Toutefois, en s'appuyant sur des travaux r¶ecents, il
a ¶et¶e montr¶e qu'il est possible de relaxer les contraintes dans la barre d'acier selon l'¶etat de
d¶egradation de l'interface acier/b¶eton. La prise en compte de la corrosion a dû être adapt¶ee,
seule son in°uence sur l'adh¶erence acier/b¶eton n'a pu être conserv¶ee. Une version, plus classique,
a ¶egalement ¶et¶e propos¶ee pour le modµele constitutif de b¶eton. Dans la prochaine section, il est
propos¶e de s'int¶eresser µa l'implantation num¶erique des di®¶erents modµeles constitutifs locaux et
simpli¯¶es.

3.5 Implantation num¶erique

Dans cette section, l'implantation num¶erique des di®¶erents modµeles constitutifs pr¶esent¶es est
d¶etaill¶ee. Le point de vue adopt¶e est donc le suivant. On se positionne µa un instanttn , µa une
it¶eration i de la m¶ethode de Newton et en un point de Gaussxh . Le problµeme est alors le suivant :

¶Etant donn¶es : ² (i )
n (xh) = ² (i ) (xh ; tn ), ®̧(i )

n (xh) = ®̧(i ) (xh ; tn ),

¾(i )
n (xh) = ¾(i )

n (xh ; tn ); ¢ ² (i )
n (xh) = ² (i +1)

n (xh) ¡ ² (i )
n (xh)

Trouver : ² (i +1)
n (xh), ®̧(i +1)

n (xh), ¾(i +1)
n (xh)

Tels que : les conditions d'admissibilit¶e soient v¶eri¯¶ees (coh¶erence,
nullit¶e du potentiel de dissipation, ...)

(3.136)

113



Ce problµeme peut être r¶esolu en utilisant une technique combinant pr¶ediction/correction. En
e®et, l'id¶ee mâ³tresse est tout d'abord de r¶ealiser une pr¶ediction des contraintes de Cauchy puis,
en cherchant µa v¶eri¯er les conditions d'admissibilit¶e et de coh¶erence, µa corriger la pr¶ediction faite.
Dans la suite, il est propos¶e de d¶etailler la m¶ethodologie retenue pour e®ectuer cette suite de
pr¶ediction/correction. La d¶ependance des variables aux coordonn¶ees du point de Gauss courant
est omise en vue de simpli¯er les notations.

3.5.1 Modµele constitutif de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

La loi constitutive complµete de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion a ¶et¶e implant¶ee
dans un ¶el¶ement joint sans ¶epaisseur. Les contraintes de Cauchy sont donc repr¶esent¶ees par un
vecteur exprim¶e dans un repµere local µa l'¶el¶ement dont une base est (n; t ; b), oµu n est la normale
ext¶erieure, t le vecteur tangent et b le vecteur binormal. Au vecteur des d¶eformations totales,
un vecteur de d¶eplacements relatifs exprim¶e dans le repµere local ¶evoqu¶e pr¶ec¶edemment lui est
associ¶e. La condensation des ¶equations formul¶ees en termes de contraintes-d¶eformations vers une
relation formul¶ee en termes de contraintes-d¶eplacements relatifs est d¶etaill¶ee en annexeB. Ainsi,
les vecteurs des contraintes et des d¶eplacements relatifs s'expriment par :

¾(i )
n =

0

B
@

¾(i )
n ;n

¾(i )
t ;n

¾(i )
b ;n

1

C
A u (i )

n =

0

B
@

u(i )
n ;n

u(i )
t ;n

u(i )
b ;n

1

C
A (3.137)

En¯n, les paramµetres ¶elastiques ne s'expriment plus en terme de coe±cient de compressibilit¶e et
de module de cisaillement mais en terme de raideurs normaleK n , tangentielle K t et binormale
K b . La maniµere dont on peut identi¯er ces paramµetres est d¶etaill¶ee dans la suite. Par ailleurs, le
problµeme reste le même et la consistance de la loi n'est pas a®ect¶ee. Les d¶eplacements actualis¶es
sont :

u (i +1)
n = u (i )

n + ¢ u (i )
n (3.138)

Pr¶ediction en contraintes. En utilisant l'exposant Trial pour rep¶erer la contrainte pr¶edite,
la pr¶ediction des contraintes de Cauchy peut être r¶ealis¶ee comme suit :

8
><

>:

¾Trial ;(i +1)
n ;n = K n ((1 ¡ d(i )

n ) < u (i +1)
n ;n > + + < u (i +1)

n ;n ¡ u(i )
r; n ;n > ¡ )

¾Trial ;(i +1)
t ;n = 2(1 ¡ d(i )

n )K t u
(i +1)
t ;n + 2d(i )

n K t (u
(i +1)
t ;n ¡ u(i )

¼;t ;n )

¾Trial ;(i +1)
b ;n = 2(1 ¡ d(i )

n )K b u(i +1)
b ;n + 2d(i )

n K b (u(i +1)
b ;n ¡ u(i )

¼;b ;n )

(3.139)

Les contraintes li¶ees au glissement interne peuvent ¶egalement être pr¶edites :
(

¾Trial ;(i +1)
¼;t ;n = 2d(i )

n K t (u
(i +1)
t ;n ¡ u(i )

¼;t ;n )

¾Trial ;(i +1)
¼;b ;n = 2d(i )

n K b (u(i +1)
b ;n ¡ u(i )

¼;b ;n )
(3.140)

Les contraintes li¶ees µa l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion s'¶ecrivent :

¾Trial ;(i +1)
r; n ;n = K n < u (i +1)

n ;n ¡ u(i )
r; n ;n > ¡ (3.141)

Il peut être not¶e que le terme li¶e au gon°ement des produits de corrosion n'a pas ¶et¶e mentionn¶e.
En e®et, ce dernier repr¶esentant un ¶etat thermodynamique initial, il n'intervient plus dans
l'int¶egration des ¶equations constitutives.
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Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. Pour ¶evaluer la valeur de la variable d'endom-
magement, la fonction seuil est donc estim¶ee. Pour cela, les di®¶erents taux d'¶energie dissip¶ee
sont ¶evalu¶es :

(
Y + ;(i +1)

N;n = K n
2 < u (i +1)

n ;n > 2
+

Y (i +1)
d;n = Y (i +1)

d;t ;n + Y (i +1)
d;b ;n = u(i +1)

t ;n K t u
(i +1)
t ;n + u(i +1)

b ;n K b u(i +1)
b ;n

(3.142)

Le seuil est ensuite ¶evalu¶e par :

f (i +1)
d;n ( ¹Y (i +1)

n ; Y0; Z (i )
n ; W0) = ®0Y + ;(i +1)

N;n + Y (i +1)
d;n ¡ (Y0 + Z (i )

n + W0) (3.143)

oµu W0 = W (Yr (t0)). Si f (i +1)
d;n < 0 alors l'endommagement n'¶evolue pas, c'est le m¶ecanisme

dissipatif suivant qu'il y a lieu d'¶evaluer. En revanche, si f (i +1)
d;n ¸ 0 alors la variable d'endom-

magement et la force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope sont actualis¶ees comme
suit : 8

<

:

d(i +1)
n = 1 ¡ 1

1+ A d (®0Y + ;( i +1)
N;n + Y ( i +1)

d;n ¡ (Y0+ W0 ))

Z (i +1)
n = ®0Y + ;(i +1)

N;n + Y (i +1)
d;n ¡ (Y0 + W0)

(3.144)

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. Les ¶equations g¶erant le m¶ecanisme de
glissement interne sont int¶egr¶ees de maniµere implicite en utilisant un algorithme de type return
mapping, initialement propos¶e par (Ortiz et Simo, 1986). Il peut être not¶e que la fonction seuil est
non n¶egative. La seule condition pour que le glissement interne ¶evolue est que l'endommagement
soit strictement positif. Dans ce cas, en indexant les it¶erations internes µa l'algorithme return
mapping par l'entier k, la lin¶earisation de la fonction seuil s'¶ecrit :

f (i +1) ;(k+1)
¼;n = f (i +1) ;(k)

¼;n +
@f(i +1) ;(k)

¼;n

@¾(i +1) ;(k)
¼;n

:¢ ¾(i +1) ;(k)
¼;n +

@f(i +1) ;(k)
¼;n

@X (i +1) ;(k)
n

:¢ X (i +1) ;(k)
n ¼ 0 (3.145)

Les contraintes de frottement ainsi que les contraintes de rappel peuvent donc être actualis¶ees
grâce aux lois d'¶evolution selon :

8
>>>>><

>>>>>:

¢ ¾(i +1) ;(k)
¼;t ;n = ¡ 2K t d

(i +1)
n ¢ ¸ (k+1)

¼;n
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;t ;n

¢ ¾(i +1) ;(k)
¼;b ;n = ¡ 2K b d(i +1)

n ¢ ¸ (k+1)
¼;n

@Á( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;b ;n

¢ X (i +1) ;(k)
n = ¡ ° ¢ ¸ (k+1)

¼;n
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( k )
n

(3.146)

Les d¶eriv¶ees peuvent être calcul¶ees µa partir de l'expression de la surface seuil de glissement
interne : 8

>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@f( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

= 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@f( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( i +1) ;( k )
¼;n

= ¡ 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

= 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( i +1) ;( k )
¼;n

= ¡ 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
+ aX (i +1) ;(k)

n

(3.147)

En consid¶erant les ¶equations3.145et 3.146, on obtient l'expression du multiplicateur de Lagrange
suivante :

¢ ¸ (i +1) ;(k+1)
¼;n =

f (i +1) ;(k)
¼;n

2d(i +1)
n (K t

@f( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;t ;n

@Á( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;t ;n

+ K b
@f( i +1) ;( k )

¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;b ;n

@Á( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;b ;n

) + ° @f( i +1) ;( k )
¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

: @Á( i +1) ;( k )
¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

(3.148)
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Les it¶erations continuent jusqu'µa ce qu'un critµere de convergence soit v¶eri¯¶e. Dans cette ¶etude,
deux critµeres ont ¶et¶e consid¶er¶es : le premier permet de limiter la valeur du multiplicateur de
Lagrange pour ne pas qu'elle devienne trop petite et le second, s'assure que la valeur initiale
de la fonction seuil f ¼ a ¶et¶e diminu¶ee de plusieurs ordres de grandeurs. Ainsi, ces deux critµeres
s'¶ecrivent : 8

<

:
j f ( i +1) ;( k )

¼;n

f ( i +1) ;(0)
¼;n

j · " (1)
Tol

j¢ ¸ (k)
¼;nj · " (2)

Tol

(3.149)

oµu " (1)
Tol est la tol¶erance sur la valeur initiale de la fonction seuil g¶en¶eralement prise ¶egale µa 10¡ 5

et " (2)
Tol est une valeur permettant de limiter la valeur du multiplicateur de Lagrange souvent

prise voisine de 10¡ 10.

An¶elasticit¶e des produits de corrosion. Le dernier m¶ecanisme dissipatif µa int¶egrer est
celui g¶erant l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion. Pour cela, le même algorithme d'int¶egration
implicite que celui pr¶esent¶e pr¶ec¶edemment a ¶et¶e mis en place. Si la fonction seuil est n¶egative
alors, les d¶eformations an¶elastiques, la fraction volumique des vides et l'¶ecrouissage n'¶evoluent
pas. En revanche, si elle est positive, alors il y a ¶evolution de ces di®¶erentes variables. Ainsi, la
fonction seuil est lin¶earis¶ee comme suit :

f (i +1) ;(k+1)
r;n = f (i +1) ;(k)

r;n + @f( i +1) ;( k )
r;n

@f?; ( i +1) ;( k )
n

¢ f ?;(i +1) ;(k)
n + @f( i +1) ;( k )

r;n

@¾( i +1) ;( k )
M;n

¢ ¾(i +1) ;(k)
M;n +

@f( i +1) ;( k )
r;n

@¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

¢ ¾(i +1) ;(k)
r; n ;n ¼ 0

(3.150)

Les ¶equations d'¶evolution conduisent naturellement aux expressions suivantes :
8
>>>>><

>>>>>:

¢ ¾(i +1) ;(k)
r; n ;n = ¡ ¢ ¸ (k+1)

r;n K n
@f( i +1) ;( k )

r;n

@¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

¢ f ?;(i +1) ;(k)
n = ¢ ¸ (k+1)

r;n kf ?;(i +1) ;(k)
n (1 ¡ f ?;(i +1) ;(k)

n ) @f( i +1) ;( k )
r;n

@¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

¢ ¾(i +1) ;(k)
M;n = ¢ ¸ (k+1)

r;n
E ?; ( i +1) ;( k )

n

(1¡ f ?; ( i +1) ;( k )
n )¾( i +1) ;( k )

M;n

@f( i +1) ;( k )
r;n

@¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

¾(i +1) ;(k)
r; n ;n

(3.151)

Les d¶eriv¶ees peuvent être ¶evalu¶ees de maniµere exacte µa partir de l'expression de la fonction seuil :

8
>>>>><

>>>>>:

@f( i +1) ;( k )
r;n

@f?; ( i +1) ;( k )
n

= ¡ q1q2 f ?; ( i +1) ;( k )
n ¾( i +1) ;( k )

r; n ;n

(¾( i +1) ;( k )
M;n )2

sh( q2¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

2¾( i +1) ;( k )
M;n

)

@f( i +1) ;( k )
r;n

@¾( i +1) ;( k )
M;n

= 2q1ch( q2¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

2¾( i +1) ;( k )
M;n

) ¡ 2q2
3f ?;(i +1) ;(k)

n

@f( i +1) ;( k )
r;n

@¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

= q1q2

¾( i +1) ;( k )
M;n

sh( q2¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

2¾( i +1) ;( k )
M;n

)

(3.152)

En utilisant les ¶equations 3.150 et 3.151, le multiplicateur de Lagrange peut être isol¶e et la
relation suivante peut être obtenue :

¢ ¸ (i +1) ;(k+1)
r;n =

f ( i +1) ;( k )
r;n

K n (
@f

( i +1) ;( k )
r;n

@¾
( i +1) ;( k )
r; n ;n

)2 ¡
@f

( i +1) ;( k )
r;n

@f
?; ( i +1) ;( k )
n

kf ?; ( i +1) ;( k )
n (1¡ f ?; ( i +1) ;( k )

n )
@f

( i +1) ;( k )
r;n

@¾
( i +1) ;( k )
r; n ;n

¡ E
?; ( i +1) ;( k )
n

(1 ¡ f
?; ( i +1) ;( k )
n ) ¾

( i +1) ;( k )
M;n

@f
( i +1) ;( k )
r;n

@¾
( i +1) ;( k )
r; n ;n

¾( i +1) ;( k )
r; n ;n

@f
( i +1) ;( k )
r;n

@¾
( i +1) ;( k )
M;n

(3.153)
Dans cette expression, un module tangent li¶e µa l'¶ecrouissageE ?;(i +1) ;(k)

n apparâ³t. Ce dernier
s'exprime par :

1

E ?;(i +1) ;(k)
n

=
1

E t; ( i +1) ;(k)
n

¡
1

K n
(3.154)
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avec :
1

E t; ( i +1) ;(k)
n

=
n

K n
(
¾(i +1) ;(k)

M;n

¾y
)n¡ 1 (3.155)

L'expression du multiplicateur de Lagrange ¢¸ (i +1) ;(k+1)
r;n peut être alors utilis¶ee pour r¶eactualiser

les di®¶erentes variables µa partir des ¶equations d'¶evolution. Ce proc¶ed¶e est it¶eratif et est arrêt¶e
lorsqu'un critµere de convergence est v¶eri¯¶e. Dans le cas pr¶esent, le critµere de convergence porte
sur trois grandeurs. En premier lieu, la valeur relative de la fonction seuil, en second lieu la
valeur du multiplicateur de Lagrange et en dernier lieu, la valeur de la fraction volumique des
vides. Ainsi, les di®¶erents critµeres s'expriment comme suit :

8
>><

>>:

j f ( i +1) ;( k )
r;n

f ( i +1) ;(0)
r;n

j · " (3)
Tol

j¢ ¸ (i +1) ;(k)
r;n j · " (4)

Tol

f ?;(i +1) ;(k)
n · " (5)

Tol

(3.156)

oµu " (3)
Tol est une tol¶erance prise ¶egale µa 10¡ 5, " (4)

Tol voisine de 10¡ 10 et en¯n " (5)
Tol ¶egale µa 10¡ 4. En

e®et, il a ¶et¶e constat¶e que lorsque la valeur de la fraction volumique des vides tend µa devenir
trop faible, cela entrâ³ne une divergence de l'algorithme d'int¶egration local. Dµes que le critµere
de convergence a ¶et¶e v¶eri¯¶e, les paramµetres ¶elastiques peuvent être r¶eactualis¶es en utilisant les
relations 3.75. Les contraintes totales sont ensuite actualis¶ees en consid¶erant la premiµere loi
d'¶etat.

3.5.2 Modµele constitutif de b¶eton

Dans cette section, l'implantation num¶erique de la loi constitutive de b¶eton propos¶ee est
pr¶esent¶ee dans le cas tridimensionnel. Des notations matricielles sont adopt¶ees par commodit¶e
d'¶ecriture. La d¶eformation totale est donc actualis¶ee comme suit :

² (i +1)
n = ² (i )

n + ¢ ² (i )
n (3.157)

Pr¶ediction en contraintes. Les contraintes peuvent être pr¶edites µa l'aide des ¶equations
d'¶etat. Ainsi, il vient :

8
><

>:

¾Trial ;(i +1)
n = ·

3 ((1 ¡ d(i )
n ) < Tr ² (i +1)

n > + + < Tr ² (i +1)
n > ¡ )±+

2¹ (1 ¡ d(i )
n )² d;(i +1)

n + 2 ¹d (i )
n (² d;(i +1)

n ¡ ² (i )
¼;n)

¾Trial ;(i +1)
¼;n = 2 ¹d (i )

n (² d;(i +1)
n ¡ ² (i )

¼;n)

(3.158)

Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. La surface seuil g¶erant l'¶evolution du m¶ecanisme
d'endommagement doit être ¶evalu¶ee pour d¶eterminer s'il y a ¶evolution ou non. Pour cela, les
di®¶erents termes dont elle d¶epend sont calcul¶es selon :

Y (i +1)
Dir ;n = 1

2² (i +1)
Dir ;n :C :² (i +1)

Dir ;n

Y (i +1)
Ind ;n = 1

2² (i +1)
Ind ;n :C :² (i +1)

Ind ;n

(3.159)

Les vecteurs des extensions directes et induites peuvent être d¶etermin¶es par :

² (i +1)
Dir ;n = < ² (i +1)

n > + H(< ² (i +1)
n > + : < ¾(i +1)

n > + )

² (i +1)
Ind ;n = < ² (i +1)

n > + (1 ¡ H (< ² (i +1)
n > + : < ¾(i +1)

n > + ))
(3.160)
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Si f (i +1)
d;n < 0 alors il n'y a aucune ¶evolution de l'endommagement. En revanche, sif (i +1)

d;n ¸ 0
alors la variable d'endommagement ¶evolue et la force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage
isotrope est actualis¶ee :

8
<

:

d(i +1)
n = 1 ¡ 1

1+( A Dir H (Tr ² ( i +1)
n )+ A Ind (1¡H (Tr ² ( i +1)

n )))( ¯Y ( i +1)
Dir ;n + Y ( i +1)

Ind ;n ¡ Y0 )

Z (i +1)
n = ¯Y (i +1)

Dir ;n + Y (i +1)
Ind ;n ¡ Y0

(3.161)

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. Aprµes ¶evaluation de la surface seuil du
glissement interne, si cette derniµere est positive alors le glissement interne ¶evolue. Pour cela,
le même algorithme que celui pr¶esent¶e pr¶ec¶edemment est utilis¶e. Les d¶eriv¶ees du critµere sont
calcul¶ees : 8

>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@f( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

= 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@f( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

= ¡ 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

= 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

= ¡ 3
2

¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

J2 (¾( i +1) ;( k )
¼;n ¡ X ( i +1) ;( k )

n )
+ aX (i +1) ;(k)

n

(3.162)

En consid¶erant la lin¶earisation de la surface seuil, le multiplicateur de Lagrange peut être obtenu :

¢ ¸ (i +1) ;(k+1)
¼;n =

f (i +1) ;(k)
¼;n

2d(i +1)
n ¹ @f( i +1) ;( k )

¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

@Á( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

+ ° @f( i +1) ;( k )
¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

: @Á( i +1) ;( k )
¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

(3.163)

Les corrections des contraintes de frottement et de rappel sont ensuite d¶etermin¶ees :
8
><

>:

¢ ¾(i +1) ;(k)
¼;n = ¡ 2¹d (i +1)

n ¢ ¸ (i +1) ;(k+1)
¼;n

@Á( i +1) ;( k )
¼;n

@¾( i +1) ;( k )
¼;n

¢ X (i +1) ;(k)
n = ¡ ° ¢ ¸ (i +1) ;(k+1)

¼;n
@Á( i +1) ;( k )

¼;n

@X ( i +1) ;( k )
n

(3.164)

Les it¶erations continuent tant qu'au moins un des critµeres de convergence exprim¶e par les
¶equations 3.149 n'est pas v¶eri¯¶e. Les contraintes totales sont en¯n actualis¶ees en consid¶erant
la premiµere loi d'¶etat.

3.5.3 Modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

Dans cette section, l'implantation num¶erique du modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton en
pr¶esence de corrosion est pr¶esent¶ee. Ce dernier permet de relaxer dans une certaine mesure les
contraintes dans la ¯bre d'acier. Pour cela, on se place en un point de Gauss li¶e µa une ¯bre
d'acier. On suppose donc avoir accµes au facteur de partition obtenu µa l'it¶eration pr¶ec¶edente´ (i )

n .
Les it¶erations courantes au point de Gauss pour d¶etermineŕ (i +1)

n sont index¶ees par l'indicep.
Ainsi, le facteur de partition est not¶e ´ (i );(p)

n . La d¶eformation totale est donc actualis¶ee par :

² (i +1)
xx;n = ² (i )

xx;n + ¢ ² (i )
xx;n (3.165)

Les contributions li¶ees respectivement µa l'acier et au glissement sont donc calcul¶ees :
(

²A ;(i +1) ;(p)
xx;n = ´ (i );(p)

n ²(i +1)
xx;n

² I ;( i +1) ;(p)
xx;n = (1 ¡ ´ (i );(p)

n )² (i +1)
xx;n

(3.166)
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Contraintes li¶ees µa l'acier

Les contraintes normales dans l'acier peuvent être d¶etermin¶ees d'aprµes sa loi constitutive. Ainsi,
il vient :

¾A ;(i +1) ;(p)
xx;n = L A (² (i +1)

xx;n ; ´ (i );(p)
n ) (3.167)

Contraintes li¶ees µa l'interface acier/b¶eton

Pr¶ediction en contraintes. Les contraintes de Cauchy sont pr¶edites en utilisant la premiµere
loi d'¶etat :

¿Trial ;(i +1) ;(p)
n = 2 ¹ (1 ¡ d(i );(p)

n )² I ;( i +1) ;(p)
xx;n + 2 ¹d (i );(p)

n (² I ;( i +1) ;(p)
xx;n ¡ ²¼;I ;(i +1) ;(p)

xx;n ) (3.168)

Les contraintes de frottement s'¶ecrivent :

¿¼;Trial ;(i +1) ;(p)
n = 2 ¹d (i );(p)

n (² I ;( i +1) ;(p)
xx;n ¡ ²¼;I ;(i );(p)

xx;n ) (3.169)

Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. La fonction seuil d'endommagement est
¶evalu¶ee. Pour cela, le taux d'¶energie dissip¶ee est estim¶e :

¹Y (i +1) ;(p)
n = ¹² I ;( i +1) ;(p)

xx;n ² I ;( i +1) ;(p)
xx;n (3.170)

Si f (i +1) ;(p)
d;n = ¹Y (i +1) ;(p)

n ¡ (Y0 + Z (i );(p)
n + W0) est n¶egative, alors l'endommagement n'¶evolue pas.

En revanche, si la fonction seuil est positive, alors il y a ¶evolution de l'endommagement et de la
force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope :

(
d(i +1) ;(p)

n = 1 ¡ 1
1+ A d ( ¹Y ( i +1) ;( p)

n ¡ (Y0+ W0 ))

Z (i +1) ;(p)
n = ¹Y (i +1) ;(p)

n ¡ (Y0 + W0)
(3.171)

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. La surface seuil de glissement interne
peut être estim¶ee. Si cette derniµere est nulle, alors il n'y a pas d'¶evolution. Si elle est positive,
alors un algorithme return mapping est utilis¶e. Les it¶erations internes sont index¶ees par l'indice
k. La surface est lin¶earis¶ee :

f (i +1) ;(p);(k+1)
¼;n = f (i +1) ;(p);(k)

¼;n + @f( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

¢ ¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n +

@f( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

¢ X (i +1) ;(p);(k)
n ¼ 0

(3.172)

Les incr¶ements de contraintes de frottement et de rappel s'expriment en utilisant les lois
d'¶evolution par :

8
><

>:

¢ ¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n = ¡ 2¹d (i +1) ;(p)

n ¢ ¸ (i +1) ;(p);(k)
¼;n

@Á( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

¢ X (i +1) ;(p);(k)
n = ¡ ° ¢ ¸ (i +1) ;(p);(k)

¼;n
@Á( i +1) ;( p) ; ( k )

¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

(3.173)

Les d¶eriv¶ees sont d¶etermin¶ees en utilisant les expressions des potentiels et pseudo potentiels de
dissipation. Ainsi, il vient :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@f( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

= sg(¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n ¡ X (i +1) ;(p);(k)

n )

@f( i +1) ;( p) ;( k )
¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

= ¡ sg(¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n ¡ X (i +1) ;(p);(k)

n )

@Á( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

= sg(¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n ¡ X (i +1) ;(p);(k)

n )

@Á( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

= ¡ sg(¿¼;(i +1) ;(p);(k)
n ¡ X (i +1) ;(p);(k)

n ) + aX (i +1) ;(p);(k)
n

(3.174)
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oµu sg est la fonction signe.

En combinant les ¶equations3.172 et 3.173, on obtient l'expression du multiplicateur de La-
grange :

¢ ¸ (i +1) ;(p);(k)
¼;n =

f (i +1) ;(p);(k)
¼;n

2¹d (i +1) ;(p)
n

@f( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

@Á( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@¿¼;( i +1) ;( p) ; ( k )
n

+ ° @f( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

@Á( i +1) ;( p) ; ( k )
¼;n

@X( i +1) ;( p) ; ( k )
n

(3.175)

Les it¶erations locales pour l'algorithme d'int¶egration implicite continuent tant que les critµeres
de convergence ne sont pas satisfaits. Ces derniers s'expriment par les ¶equations3.149. Les
contraintes totales peuvent donc être actualis¶ees en utilisant l'¶equation3.168.

Actualisation du facteur de partition

Le facteur de partition est actualis¶e en d¶eterminant une correction ¢́ (i );(p)
n . Cette derniµere est

estim¶ee en lin¶earisant l'¶equation d'¶equilibre entre les e®orts repris par l'acier et ceux repris
par l'interface acier/b¶eton. De maniµere g¶en¶erique, l'¶equation d'¶equilibre est mise sous la forme
f (´ (i );(p+1)

n ) = 0. Sa lin¶earisation s'¶ecrit comme suit :

f (´ (i +1) ;(p+1)
n ) = f (´ (i +1) ;(p)

n ) +
@f(´ (i +1) ;(p)

n )

@´(i +1) ;(p)
n

¢ ´ (i +1) ;(p)
n ¼ 0 (3.176)

d'oµu on tire l'expression de la correction du facteur de partition :

¢ ´ (i +1) ;(p)
n = ¡

f (´ (i +1) ;(p)
n )

@f(´ ( i +1) ;( p)
n )

@´( i +1) ;( p)
n

(3.177)

De maniµere plus pr¶ecise, pour des raisons de stabilit¶e num¶erique, il a ¶et¶e constat¶e qu'il valait
mieux conserver une raideur initiale constante et avoir quelques it¶erations de plus. Autrement
dit, c'est une m¶ethode de Newton modi¯¶ee et non de Newton-Raphson qui est utilis¶ee. La raideur
est donc calcul¶ee µa partir des lois ¶elastiques lin¶eaires d'une part de l'acier et d'autre part, de
l'interface acier/b¶eton. Ainsi, la correction du facteur de partition s'¶ecrit :

¢ ´ (i +1) ;(p)
n = ¡

f (´ (i +1) ;(p)
n )

¼Rlc¹ + ¼R2E A (3.178)

oµu R est le rayon de la barre d'acier etE A le module d'Young de l'acier. Le nouveau facteur de
partition est alors actualis¶e par :

´ (i +1) ;(p+1)
n = ´ (i +1) ;(p)

n + ¢ ´ (i +1) ;(p)
n (3.179)

Le processus est it¶eratif jusqu'µa ce que l'¶equation d'¶equilibre soit v¶eri¯¶ee µa une tol¶erance prµes.
De nouveau, pour des raisons de robustesse et de stabilit¶e num¶erique, un critµere de convergence
relatif sur le r¶esidu de l'¶equation d'¶equilibre a ¶et¶e consid¶er¶e. Ce dernier s'exprime par :

jf (´ (i +1) ;(p+1)
n )j

jf (´ (i +1) ;(0)
n )j

· " (6)
Tol (3.180)

oµu " (6)
Tol est une tol¶erance ¯x¶ee µa 10¡ 6.
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3.5.4 Modµele simpli¯¶e du b¶eton

L'implantation num¶erique du modµele simpli¯¶e de b¶eton est r¶ealis¶ee de maniµere classique. Pour
cela, on se place en un point de Gauss d'une section de b¶eton. Les d¶eformations sont donc
actualis¶ees : (

² (i +1)
xx;n = ² (i )

xx;n + ¢ ² (i )
xx;n

² (i +1)
n = ² (i )

n + ¢ ² (i )
n

(3.181)

Pr¶ediction en contraintes. Les contraintes totales sont pr¶edites grâce µa la premiµere loi
d'¶etat : (

¾Trial ;(i +1)
xx;n = E((1 ¡ d(i )

n ) < ² (i +1)
xx;n > + + < ² (i +1)

xx;n > ¡ )

¿Trial ;(i +1)
n = 2(1 ¡ d(i )

n )¹ ² (i +1)
n + 2 ¹d (i )

n (² (i +1)
n ¡ ² ¼;(i +1)

n )
(3.182)

Les contraintes pr¶edites associ¶ees au frottement s'¶ecrivent :

¿¼;Trial ;(i +1)
n = 2 ¹d (i )

n (² (i +1)
n ¡ ² ¼;(i +1)

n ) (3.183)

Endommagement et ¶ecrouissage isotrope. La surface seuil g¶erant l'¶evolution de l'endom-
magement est ¶evalu¶ee. Le taux d'¶energie¹Y (i +1)

n est donc calcul¶e. Si la fonction seuil est n¶egative,
alors il n'y a aucune ¶evolution. En revanche, si elle est positive, alors il y a ¶evolution. Dans ce
cas, la variable d'endommagement et la force thermodynamique associ¶ee µa l'¶ecrouissage isotrope
sont d¶etermin¶ees :

8
<

:

d(i +1)
n = 1 ¡ 1

1+ H (² ( i +1)
xx;n )A Dir ( ¹Y ( i +1)

n ¡ Y0 )+(1 ¡H (² ( i +1)
xx;n )) A Ind ( ¹Y ( i +1)

n ¡ Y0 )

Z (i +1)
n = ¹Y (i +1)

n ¡ Y0

(3.184)

Glissement interne et ¶ecrouissage cin¶ematique. Comme pr¶ec¶edemment, la surface seuil
est lin¶earis¶ee autour du point de fonctionnement courant. Il vient alors :

f (i +1) ;(k+1)
¼; n = f (i +1) ;(k)

¼;n +
@f(i +1) ;(k)

¼; n

@¿¼;(i +1) ;(k)
n

¢ ¿¼;(i +1) ;(k)
n +

@f(i +1) ;(k)
¼; n

@X (i +1) ;(k)
n

¢ X (i +1) ;(k)
n ¼ 0 (3.185)

En utilisant les lois d'¶evolution, les di®¶erents incr¶ements de contrainte de frottement et de rappel
peuvent être calcul¶es :

8
<

:

¢ ¿¼;(i +1) ;(k)
n = ¡ 2¹d (i +1)

n ¢ ¸ (i +1) ;(k)
¼

@Á( i +1) ;( k )
¼; n

@¿¼;( i +1) ;( k )
n

¢ X (i +1) ;(k)
n = ¡ ° ¢ ¸ (i +1) ;(k)

¼
@Á( i +1) ;( k )

¼; n

@X ( i +1) ;( k )
n

(3.186)

Les d¶eriv¶ees sont calcul¶ees analytiquement grâce aux expressions des potentiel et pseudo poten-
tiel de dissipation :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@f( i +1) ;( k )
¼; n

@¿¼;( i +1) ;( k )
n

= ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

jj ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n jj 2

@f( i +1) ;( k )
¼; n

@X ( i +1) ;( k )
n

= ¡ ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

jj ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n jj 2

@Á( i +1) ;( k )
¼; n

@¿¼;( i +1) ;( k )
n

= ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

jj ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n jj 2

@Á( i +1) ;( k )
¼; n

@X ( i +1) ;( k )
n

= ¡ ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n

jj ¿¼;( i +1) ;( k )
n ¡ X ( i +1) ;( k )

n jj 2
+ aX (i +1) ;(k)

n

(3.187)

En utilisant les expressions3.185et 3.186, le multiplicateur de Lagrange peut être d¶etermin¶e :

¢ ¸ (i +1) ;(k)
¼;n =

f (i +1) ;(k)
¼; n

2¹d (i +1)
n

@f( i +1) ;( k )
¼; n

@¿¼;( i +1) ;( k )
n

: @Á( i +1) ;( k )
¼; n

@¿¼;( i +1) ;( k )
n

+ ° @f( i +1) ;( k )
¼; n

@X ( i +1) ;( k )
n

: @Á( i +1) ;( k )
¼; n

@X ( i +1) ;( k )
n

(3.188)
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Les it¶erations sont arrêt¶ees lorsqu'un critµere de convergence identique µa celui exprim¶e par les
¶equations3.149est v¶eri¯¶e. Les contraintes totales peuvent ensuite être actualis¶ees.

3.5.5 Bilan

Dans cette section, l'implantation num¶erique des modµeles constitutifs propos¶es a ¶et¶e pr¶esent¶ee.
D'une maniµere g¶en¶erale, le passage d'un ¶etat µa l'autre, pour un pas de temps, en un point de
Gauss ¯x¶e, est r¶ealis¶e en couplant int¶egrations explicite et implicite. Cela confµere stabilit¶e et
robustesse num¶erique µa la proc¶edure d'int¶egration locale des lois d'¶ecoulement. En premier lieu,
l'implantation du modµele d'interface acier/b¶eton dans sa version la plus complµete a ¶et¶e pr¶esent¶ee.
Pour cela, le choix d'un ¶el¶ement d'¶epaisseur nul a ¶et¶e retenu. Bien que la d¶e¯nition des paramµetres
¶elastiques varie (rigidit¶e par mµetre et non rigidit¶e seule), la formulation globale reste coh¶erente
par rapport aux d¶eveloppements pr¶esent¶es pr¶ec¶edemment. Ce choix a ¶et¶e retenu comme ¶etant le
plus robuste aprµes de nombreux tests sous chargements complexes. En second lieu, l'implantation
num¶erique de la loi constitutive de b¶eton a ¶et¶e pr¶esent¶ee dans le cas tridimensionnel. En troisiµeme
lieu, l'implantation du modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton a ¶et¶e pr¶esent¶ee. Il peut être
not¶e que la n¶ecessit¶e de d¶eterminer un facteur de partition tel que les ¶equations d'¶equilibre soient
localement v¶eri¯¶ees implique la mise en place d'un algorithme d'int¶egration suppl¶ementaire. Cela
a pour e®et d'alourdir le calcul en chaque point de Gauss. Par ailleurs, le choix de la longueur
d'ancrage peut parfois entrâ³ner la divergence de cet algorithme. En dernier lieu, l'implantation
de la version multi¯bre du modµele simpli¯¶e du b¶eton a ¶et¶e expos¶ee. Bien qu'aucune sp¶eci¯cit¶e
particuliµere ne soit µa mentionner par rapport µa l'existant, la robustesse et la stabilit¶e num¶erique
du sch¶ema d'int¶egration peuvent être soulign¶ees.

3.6 Identi¯cation des paramµetres et r¶esultats locaux

3.6.1 Identi¯cation des paramµetres

Dans cette section, il est propos¶e de s'int¶eresser µa l'identi¯cation des paramµetres mat¶eriaux
des di®¶erents modµeles constitutifs pr¶esent¶es pr¶ec¶edemment. Pour cela, les modµeles constitutifs
expos¶es sont revus en insistant sur les di®¶erents paramµetres, leur sens physique et en¯n, la
m¶ethodologie permettant de d¶eterminer leur valeur nominale. Il peut être not¶e que les cas
particuliers des di®¶erentes versions ne sont pas d¶etaill¶es. En e®et, la m¶ethodologie employ¶ee
pour identi¯er les paramµetres reste ind¶ependante de la version du modµele, en revanche leur
valeur nominale est a®ect¶ee.

Paramµetres mat¶eriaux li¶es au modµele d'interface acier/b¶eton

D'aprµes les sections pr¶ec¶edentes, les paramµetres mat¶eriaux li¶es au modµele constitutif de l'inter-
face acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion peuvent être r¶ecapitul¶es dans le tableau3.3. D'aprµes
le tableau 3.3, le modµele comprend 16 paramµetres mat¶eriaux µa identi¯er. Dans sa version tri-
dimensionnelle, 3 paramµetres sont associ¶es µa l'¶elasticit¶e (K i ) i = n ;t ;b , 3 paramµetresY0, Ad, ®0

et une fonction W permettent la gestion de l'endommagement, 3 paramµetres° , a et c corres-
pondent µa l'¶ecrouissage cin¶ematique pour la gestion du glissement interne et en¯n, 6 paramµetres
¾y , (qi ) i =1 ;2;3, k et n permettent de g¶erer l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion lorsqu'ils sont
soumis µa un ¶etat de contrainte de compression.

122



Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 3; 6:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 7; 5:10¡ 5 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 6 -
W Fonction d'adh¶erence cf. section 3.6 J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 109 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 5:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 09 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. 3.3 { Description des paramµetres mat¶eriaux du modµele d'interface acier/b¶eton en pr¶esence de
corrosion.

Identi¯cation des paramµetres ¶elastiques. Parce que le modµele d'interface acier/b¶eton
a ¶et¶e implant¶e dans un ¶el¶ement sans ¶epaisseur, sa formulation n'est plus en termes de
contraintes/d¶eformations mais en termes de contraintes/d¶eplacements relatifs. Ainsi, les pa-
ramµetres ¶elastiques peuvent être interpr¶et¶es comme des densit¶es de rigidit¶e par mµetre. Par
ailleurs, du fait de l'absence d'¶epaisseur de l'¶el¶ement d'interface, il se peut qu'il y ait des
problµemes li¶es µa l'interp¶en¶etration des surfaces. Ce problµeme est r¶esolu d'une part en imposant
que la raideur normale soit sup¶erieure d'un ou deux ordres de grandeur aux raideurs tangen-
tielles et d'autre part, grâce µa la rigidi¯cation produite par les produits de corrosion µa l'interface
acier/b¶eton. En¯n, du fait du manque d'informations exp¶erimentales disponibles, les rigidit¶es
tangentielle et binormale sont suppos¶ees ¶egales. Ainsi, les contraintes sur le choix des paramµetres
¶elastiques sont les suivantes : 8

<

:

K n > K t

K n > K b

K t = K b

(3.189)

Les travaux de (Daoud, 2003) et, plus r¶ecemment, ceux de (Dominguez, 2005) font ¶etat du fait
que les propri¶et¶es ¶elastiques de l'interface acier/b¶eton peuvent être consid¶er¶ees comme voisines
de celles du b¶eton constitutif de l'¶el¶ement de structure consid¶er¶e. Ainsi, dans cette ¶etude, le
calage des paramµetres ¶elastiques li¶es µa l'interface acier/b¶eton a toujours ¶et¶e r¶ealis¶e sur la base
des valeurs des paramµetres ¶elastiques du b¶eton, µa savoir, module de compressibilit¶e et coe±cient
de cisaillement.

Identi¯cation des paramµetres li¶es µa l'endommagement. Le premier paramµetre li¶e µa
l'endommagement est un seuil initial, exprim¶e en terme de taux d'¶energie, qu'il est n¶ecessaire de
d¶epasser pour permettre au m¶ecanisme d'endommagement d'¶evoluer. L'exp¶erience num¶erique
acquise sur ce modµele permet d'a±rmer que ce dernier peut être choisi voisin de l'¶energie de
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¯ssuration du b¶eton, soit Y0 ¼ 200 J.m¡ 3. Le second paramµetre qu'il est n¶ecessaire d'identi¯er
est li¶e µa la fragilit¶e et est not¶eAd. Sa valeur peut être estim¶ee en e®ectuant une analyse inverse
au point de Gauss en retenant comme critµere d'identi¯cation la r¶esistance au pic de cisaillement.
Il doit être not¶e que ce paramµetre peut être identi¯¶e pour repr¶esenter le comportement de
l'interface acier/b¶eton soit avec un acier lisse (r¶eponse plutôt ductile) soit avec un acier crant¶e
(r¶eponse plutôt fragile). Le troisiµeme paramµetre®0 permet de g¶erer la dissym¶etrie entre les
modes de d¶egradation I et II/III. D'aprµes les travaux e®ectu¶es par (Ragueneauet al., 2006), ce
paramµetre peut être pris ¶egal µa 6. Cela implique un rapport voisin de 2 entre les r¶esistances au
pic en mode I et II/III, celle en mode II/III ¶etant plus importante.

Identi¯cation des paramµetres li¶es au glissement interne. Les paramµetres li¶es µa la gestion
du glissement interne sont assez sensibles et ne doivent pas être trop modi¯¶es a¯n d'¶eviter
les risques de divergence de l'algorithme d'int¶egration implicite des ¶equations d'¶evolution. Le
paramµetre ° permet d'agir sur la taille des boucles d'hyst¶er¶esis en chargement cyclique et donc,
sur l'intensit¶e des d¶eformations permanentes. En revanche, le paramµetrea permet de contrôler la
non lin¶earit¶e de la transition entre les modules s¶ecant et ¶elastique lors d'une d¶echarge. Autrement
dit, la transition peut être e®ectu¶ee de maniµere plus ou moins lin¶eaire selon la valeur de ce
paramµetre. En¯n, le paramµetre de dilatancec permet de donner plus ou moins de poids µa l'e®et
du con¯nement ext¶erieur. Ainsi, selon les prescriptions propos¶ees par (Ragueneau, 1999), les
valeurs nominales de ces paramµetres peuvent être choisies telles que° ¼ 7:109 Pa, a ¼ 7:10¡ 7

Pa¡ 1 et c ¼ 0; 09.

Identi¯cation des paramµetres li¶es µa l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion. Le choix
d'un critµere de Gurson modi¯¶e pour rendre compte du caractµere rigidi¯ant des produits de
corrosion implique l'introduction de 6 paramµetres mat¶eriaux µa identi¯er. Un tel critµere a ¶et¶e
retenu en raison des travaux r¶ealis¶es par (Burlion et al., 2000). Ces auteurs pr¶esentent un modµele
constitutif permettant de d¶ecrire le comportement du b¶eton en compaction sous sollicitations
dynamiques. En outre, ils proposent d'utiliser un tel critµere pour repr¶esenter la rigidi¯cation du
b¶eton. Cette approche a donc ¶et¶e adapt¶ee au cas pr¶esent. Par ailleurs, (Burlion et al., 2000)
ont r¶ealis¶e une ¶etude de sensibilit¶e complµete qui a ¶et¶e utilis¶ee pour l'identi¯cation des valeurs
nominales de chacun des paramµetres mat¶eriaux. Ainsi, dans la pr¶esente ¶etude, les valeurs de ces
paramµetres ont ¶et¶e choisies d'aprµes cette ¶etude de sensibilit¶e.

Identi¯cation de la fonction W. La fonction W a ¶et¶e introduite dans la fonction seuil de
l'endommagement pour tenir compte de l'e®et de la corrosion sur l'adh¶erence acier/b¶eton. En
e®et, cette fonction permet de cr¶eer soit un retard lors de l'activation du m¶ecanisme d'endom-
magement, soit un endommagement initial. Son identi¯cation pr¶ecise est d¶elicate en raison de
l'importance des donn¶ees exp¶erimentales n¶ecessaires. De plus, proposer une expression analy-
tique de cette fonction reste ¶egalement d¶elicat en raison de la m¶econnaissance du comportement
intrinsµeque des produits de corrosion et de leur e®et sur le b¶eton d'enrobage. N¶eanmoins, cette
derniµere peut être d¶e¯nie point par point en consid¶erant les r¶esultats d'essai pull-out e®ectu¶es µa
di®¶erents degr¶es de corrosion. En supposant poss¶eder de tels r¶esultats, la fonctionW peut donc
être d¶e¯nie de maniµere discrµete en consid¶erant comme critµere d'identi¯cation la contrainte de
cisaillement au pic de r¶esistance. Dans la suite, une identi¯cation possible de la fonctionW µa
l'aide des donn¶ees exp¶erimentales tir¶ees de (Sulaimani et al., 1990) est montr¶ee. Les valeurs entre
les points identi¯¶es sont interpol¶ees de maniµere lin¶eaire. La ¯gure3.2 donne une repr¶esentation
de la forme de la fonctionW aprµes identi¯cation. Une comparaison aprµes identi¯cation entre les
valeurs exp¶erimentales et les r¶esultats num¶eriques est pr¶esent¶ee sur la ¯gure3.3.
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Fig. 3.2 { Graphe de la fonction W aprµes
identi¯cation.

Fig. 3.3 { Comparaison de la r¶eponse du
modµele avec l'exp¶erience aprµes identi¯ca-
tion.

Paramµetres mat¶eriaux li¶es au modµele de b¶eton

Les paramµetres mat¶eriaux li¶es au modµele constitutif de b¶eton sont rassembl¶es dans le tableau3.4.
Les d¶eveloppements expos¶es pr¶ec¶edemment ont montr¶e que les ¶equations constitutives du modµele
de b¶eton comprennent 9 paramµetres mat¶eriaux µa identi¯er. L'¶elasticit¶e n¶ecessite 2 paramµetres
· et ¹ qui sont respectivement le coe±cient de compressibilit¶e et le module de cisaillement.
Le m¶ecanisme d'endommagement comprend 4 paramµetresY0, ADir , A Ind et ¯ . Ces derniers
repr¶esentent respectivement un seuil initial, les fragilit¶es dues aux extensions directes (traction)
et induites (e®ets Poisson en compression) et en¯n, un paramµetre permettant de dissym¶etriser
la fonction seuil associ¶ee au m¶ecanisme d'endommagement. Trois paramµetres mat¶eriaux° , a et
c permettent de g¶erer l'¶evolution de l'¶ecrouissage cin¶ematique. Le paramµetre de dilatancec a
¶egalement ¶et¶e cod¶e en dur ; il a ¶et¶e remarqu¶e qu'une trµes faible variation de ce dernier pouvait
entrâ³ner la divergence des algorithmes d'int¶egration locale.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 20000:106 Pa
¹ Module de cisaillement 15000:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 1; 0:10¡ 2 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 8; 0:10¡ 5 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 152 -

° Module d'¶ecrouissage 7; 0:109 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. 3.4 { Paramµetres mat¶eriaux du modµele de b¶eton.

Identi¯cation des paramµetres ¶elastiques. Les valeurs nominales des coe±cients de com-
pressibilit¶e et du module de cisaillement peuvent être d¶eduites du module d'Young et du co-
e±cient de Poisson. Ces derniers peuvent être identi¯¶es de maniµere classique, µa l'aide d'essais
m¶ecaniques de compression et/ou d'essais de traction directe ou indirecte (fendage, traction par
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°exion, ...).

Identi¯cation des paramµetres li¶es µa l'endommagement. Le premier paramµetre µa iden-
ti¯er est le seuil d'endommagement. Ce paramµetre peut être estim¶e en fonction de la r¶esistance
moyenne en traction f t par la relation Y0 = f 2

t
2E . Les fragilit¶es en traction et en compression

n¶ecessitent des essais m¶ecaniques respectivement en traction et en compression avec un suivi
de la d¶eformation au cours du pseudo temps. Par analyse inverse, ces paramµetres peuvent être
d¶etermin¶es sans di±cult¶e particuliµere. En¯n, le dernier paramµetre concernant le m¶ecanisme d'en-
dommagement, not¶e¯ , peut être ¶evalu¶e µa l'aide d'essais multiaxiaux. L'exp¶erience num¶erique,
sur la base de ce modµele, a permis de proposer une valeur nominale telle que¯ ¼ 152.

Identi¯cation des paramµetres li¶es au glissement interne. Les paramµetres li¶es au frot-
tement dans le cas du modµele constitutif de b¶eton sont identi¯¶es de la même maniµere que ceux
¶evoqu¶es dans le cas du modµele constitutif de l'interface acier/b¶eton. Des valeurs nominales
proches de celles expos¶ees pr¶ec¶edemment sont donc propos¶ees. La valeur du paramµetrec a ¶et¶e
d¶etermin¶ee de maniµere µa retrouver la r¶eponse multiaxiale exp¶erimentale.

3.6.2 R¶esultats locaux

Dans cette section, il est propos¶e de montrer quelques r¶esultats locaux µa l'¶echelle du point de
Gauss. De plus, en vue d'appr¶ecier les e®ets d'une variation des paramµetres mat¶eriaux sur la
r¶eponse des modµeles constitutifs en terme de contraintes/d¶eformations, une ¶etude de sensibilit¶e
est aussi pr¶esent¶ee. Quelques comparaisons avec l'exp¶erience sont aussi formul¶ees.

Modµele constitutif de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

Seule la sensibilit¶e de la r¶eponse aux variations des paramµetres mat¶eriaux principaux en mode
I et en mode II est ¶etudi¶ee, le mode III ¶etant ¶equivalent au mode II. Pour cela, les paramµetres
ont ¶et¶e pris ¶egaux µa leurs valeurs nominales, pr¶esent¶ees dans le tableau3.3, except¶e ceux qui
font l'objet de l'¶etude dont les valeurs sont clairement pr¶ecis¶ees.

Fragilit¶e. Le premier paramµetre que l'on se propose d'¶etudier est la fragilit¶e. La ¯gure3.4
permet de mettre en ¶evidence le rôle de ce dernier. En premier lieu, il peut être observ¶e que
plus la fragilit¶e diminue, plus la r¶eponse de l'interface est fragile. Cela est d'autant plus vrai en
mode I qu'en mode II. En second lieu, du fait de la dissym¶etrie cr¶e¶ee en mode I/II par le biais
du paramµetre®0, les contraintes au pic de r¶esistance en mode I et II sont pratiquement dans un
rapport de 2. En dernier lieu, il peut être remarqu¶e que la contrainte de cisaillement en mode
II tend asymptotiquement vers une contrainte non nulle, ¶egale µa la contrainte de frottement
r¶esiduelle. En revanche, en mode I, du fait que le m¶ecanisme de glissement interne ne mobilise
pas de frottement, la contrainte normale tend asymptotiquement vers 0.

Paramµetre de dissym¶etrisation des mode I et mode II. Le paramµetre de dis-
sym¶etrisation ®0 permet de cr¶eer une dissym¶etrie entre les r¶eponses en mode I et en mode
II. Ce paramµetre agit donc comme une constante de p¶enalisation sur le taux d'¶energie dissip¶ee
en mode I et permet de l'accentuer. Sa valeur n'a aucun e®et sur la r¶eponse en mode II. La
¯gure 3.6 montre di®¶erentes r¶eponses en mode I obtenues pour trois valeurs de ce paramµetre.
Plus ce dernier est ¶elev¶e, plus la r¶eponse est fragile, comme attendu. La ¯gure3.7 montre que
la r¶eponse en mode II n'est pas a®ect¶ee.
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Fig. 3.4 { Sensibilit¶e de la r¶eponse en mode
I aux variations de la fragilit¶e.

Fig. 3.5 { Sensibilit¶e de la r¶eponse en mode
II aux variations de la fragilit¶e.

Fig. 3.6 { Sensibilit¶e de la r¶eponse en
mode I aux variations du paramµetre de dis-
sym¶etrisation mode I/II.

Fig. 3.7 { R¶eponse de r¶ef¶erence en mode II.

Modules d'¶ecrouissage cin¶ematique. Les modules d'¶ecrouissage cin¶ematique permettent
de contrôler d'une part l'intensit¶e des boucles d'hyst¶er¶esis dans le cas du chargement cyclique
et d'autre part, l'intensit¶e des d¶eformations permanentes. Ainsi, pour mettre en ¶evidence le rôle
de ces deux paramµetres, le cas d'un chargement cyclique en mode II est consid¶er¶e. Il est rappel¶e
qu'en mode I, le m¶ecanisme de glissement interne ne mobilise pas de frottement. Il en r¶esulte
donc qu'aucun e®et hyst¶er¶etique n'est d¶ecrit. En premier lieu, la ¯gure3.8 permet d'observer
la sensibilit¶e de la r¶eponse en mode II aux variations du paramµetre° . Il apparâ³t clairement
que plus ce paramµetre diminue, plus le glissement interne a tendance µa agir sans mobiliser de
frottement. Autrement dit, c'est l'aire des boucles d'hyst¶er¶esis qui est modi¯¶ee : c'est-µa-dire que
davantage d'¶energie est dissip¶ee par frottement interne. En second lieu, la ¯gure3.9 permet
d'observer que plus le paramµetrea diminue, plus la transition entre le module ¶elastique initial et
s¶ecant se produit de maniµere progressive. Cela se traduit donc par l'apparition de d¶eformations
r¶esiduelles plus importantes. Il est toutefois essentiel de noter que la plage de variation admissible
(qui n'entrâ³ne pas la divergence de l'algorithme d'int¶egration locale) de ces deux paramµetres
est assez restreinte. Leur choix doit donc être fait avec prudence et corrobor¶e par une ¶etude
µa l'¶echelle du point de Gauss avant d'int¶egrer le modµele d'interface µa un modµele ¶el¶ements ¯nis
complet.

Degr¶e de corrosion. Dans le but de repr¶esenter les e®ets du ph¶enomµene de corrosion sur
l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton, un degr¶e de corrosion macroscopiqueTc a ¶et¶e introduit
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Fig. 3.8 { Sensibilit¶e de la r¶eponse en mode
II aux variations du module d'¶ecrouissage° .

Fig. 3.9 { Sensibilit¶e de la r¶eponse en mode
II aux variations du module d'¶ecrouissagea.

pour indexer la fonction W. Dans ce paragraphe, les r¶eponses en mode I et en mode II sont
donn¶ees pour plusieurs degr¶es de corrosion a¯n de montrer pr¶ecis¶ement comment l'adh¶erence
entre l'acier et le b¶eton est r¶eduite. Les ¯gures3.10 et 3.11 pr¶esentent les r¶eponses du modµele
respectivement en mode I et II. Il est possible d'observer que le cadre num¶erique propos¶e est
capable de prendre en compte les variations de l'adh¶erence acier/b¶eton (augmentation puis
diminution). Par ailleurs, les r¶eponses en mode I et II sont toujours dissym¶etriques.

Fig. 3.10 { E®ets de la corrosion sur la
r¶eponse en mode I.

Fig. 3.11 { E®ets de la corrosion sur la
r¶eponse en mode II.

Modµele constitutif de b¶eton

Dans cette section, quelques r¶eponses locales propres au modµele constitutif de b¶eton propos¶e
sont montr¶ees. En particulier, les di®¶erents traits de comportement qui sont pris en compte via le
modµele propos¶e sont pr¶esent¶es et comment¶es. Quelques comparaisons entre r¶esultats num¶eriques
et exp¶erimentaux sont formul¶ees. Les valeurs nominales des di®¶erents paramµetres sont donn¶ees
dans le tableau3.4.

R¶eponses uniaxiales. Dans le but d'¶evaluer la pertinence du modµele constitutif de b¶eton
propos¶e, sa capacit¶e µa repr¶esenter localement un ¶etat de traction et de compression cyclique
uniaxial a ¶et¶e test¶e. Pour cela, les r¶esultats exp¶erimentaux de (Terrien, 1980) et (Ramtani, 1990)
ont ¶et¶e consid¶er¶es. Ces auteurs n'ont toutefois pas utilis¶e les mêmes formulations de b¶eton pour
r¶ealiser leurs ¶etudes respectives. Ainsi, en ce qui concerne l'essai de traction cyclique, le module
d'Young a ¶et¶e pris ¶egal µa 39600 MPa et la r¶esistance en traction µa 2; 5 MPa. Les autres paramµetres
mat¶eriaux sont donn¶es dans le tableau3.4. En revanche, en ce qui concerne l'essai de compression
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Fig. 3.12 { Comparaison des r¶esultats
num¶eriques avec les donn¶ees exp¶erimentales
en traction cyclique uniaxiale.

Fig. 3.13 { Comparaison des r¶esultats
num¶eriques avec les donn¶ees exp¶erimentales
en compression cyclique uniaxiale.

cyclique, le module d'Young a ¶et¶e pris ¶egal µa 30000 MPa. Les autres paramµetres mat¶eriaux sont
pris ¶egaux µa leurs valeurs nominales respectives. La ¯gure3.12 pr¶esente la comparaison des
r¶esultats num¶eriques et exp¶erimentaux. Plusieurs remarques peuvent être faites. En premier lieu,
un comportement fortement adoucissant dµes que le pic de r¶esistance est d¶epass¶e est d¶ecrit. Le pic
de r¶esistance correspond µa une contrainte d'environ 2; 5 MPa pour une d¶eformation de 0; 75:10¡ 4,
ce qui est en accord avec l'exp¶erience. En second lieu, lors des deux d¶echarges, le module e®ectif
est ¶egal au module endommag¶e. Cela provient du fait que le glissement entre les lµevres des ¯ssures
ne mobilise pas de frottement. Il reste essentiel de noter qu'une telle comparaison suppose que
le comportement d'un point mat¶eriel du domaine occup¶e par le b¶eton est assimilable µa celui
d'un certain volume jug¶e repr¶esentatif. Cela reste bien entendu sujet µa discussion. La ¯gure
3.13 montre la comparaison entre les r¶esultats exp¶erimentaux et num¶eriques. De nouveau, la
corr¶elation est satisfaisante. En premier lieu, il est possible de noter qu'une r¶eponse plus ductile
que celle en traction est d¶ecrite. Un pic de r¶esistance correspondant µa une contrainte de¡ 54
MPa et µa une d¶eformation de¡ 2; 20:10¡ 3 est obtenue num¶eriquement, ce qui correspond aux
ordres de grandeur exp¶erimentaux. En second lieu, les e®ets hyst¶er¶etiques sont repr¶esent¶es avec
pr¶ecision, de même que les d¶eformations permanentes.

Essai de Willam. Un test int¶eressant qui permet de discriminer les modµeles constitutifs de
b¶eton est celui propos¶e par (Willam et al., 1987). Bien que ce test soit purement num¶erique,
il reste un des plus utilis¶es dans la litt¶erature. Il permet d'¶evaluer d'une part la capacit¶e d'un
modµele constitutif de b¶eton µa suivre les rotations des axes principaux du tenseur des contraintes
de Cauchy et, d'autre part, sa robustesse num¶erique. Par ailleurs, la gestion de l'anisotropie
induite (li¶ee dans le cas pr¶esent au couplage ¶elasticit¶e, endommagement et glissement interne)
peut ¶egalement être quanti¯¶ee. D'une maniµere g¶en¶erale, ce test num¶erique est r¶ealis¶e en deux
¶etapes distinctes. En premier lieu, un ¶etat de traction uniaxiale est simul¶e jusqu'µa ce que le
pic de r¶esistance soit atteint. Les composantes de la matrice des d¶eformations (²11; ²22; ²12) sont
donc proportionnelles µa (1; ¡ º; 0). En second lieu, µa la suite de l'¶etat de d¶eformation obtenu, un
chargement en d¶eformations impos¶ees est r¶ealis¶e de maniµere proportionnelle µa (1

2 ; 3
4 ; 1). Ce type

de chargement est totalement ¶equivalent µa une bi extension suivie d'un glissement ; cela induit
donc une rotation des axes principaux. L'¶evolution des directions principales est repr¶esent¶ee sur
la ¯gure 3.14 par la donn¶ee des anglesµ² , µ¾ et µ¾¼. Ces derniers repr¶esentent les angles entre
les directions principales majeures des tenseurs des d¶eformations, des contraintes de Cauchy
et du tenseur de frottement respectivement, par rapport µa la direction de chargement. Il peut
être not¶e que les ¶evolutions de ces angles ne sont pas les mêmes, ce qui peut être interpr¶et¶e
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Fig. 3.14 { Evolution des directions princi-
pales en fonction du chargement.

Fig. 3.15 { Evolution des di®¶erentes compo-
santes de la matrice des contraintes en fonc-
tion du chargement.

Fig. 3.16 { Surfaces d'¶elasticit¶e num¶erique
et exp¶erimentale.

Fig. 3.17 { Surfaces de rupture num¶erique
et exp¶erimentale.

comme la signature de l'anisotropie induite. Cette caract¶eristique est µa souligner ¶etant donn¶ee
la nature scalaire de la variable d'endommagement. Elle est li¶ee d'une part au couplage entre
l'endommagement isotrope et le glissement interne et, d'autre part, µa la prise en compte partielle
de l'e®et unilat¶eral. La ¯gure 3.15permet une observation qualitative des di®¶erentes composantes
de la matrice repr¶esentative du tenseur des contraintes de Cauchy.

R¶eponses multiaxiales. Un autre point int¶eressant r¶eside dans la capacit¶e d'un modµele
constitutif de b¶eton µa repr¶esenter de maniµere satisfaisante les surfaces exp¶erimentales d'¶elasticit¶e
et de rupture lors d'un chargement multiaxial. Cet aspect a donc ¶et¶e ¶etudi¶e. Les r¶esultats sont
pr¶esent¶es sur les ¯gures3.16 et 3.17. Le paramµetre ¯ a ¶et¶e identi¯¶e de maniµere µa ce que les
surfaces num¶eriques et exp¶erimentales soient en accord. L'instant de rupture a ¶et¶e d¶e¯ni comme
¶etant ¶egal µa l'instant auquel le pic de r¶esistance est atteint (traction ou compression). Il peut
être not¶e que le caractµere b¶en¶e¯que li¶e au con¯nement est bien pris en compte grâce au critµere
de Drucker-Prager associ¶e au glissement interne. En e®et, lors d'un chargement de bi com-
pression, l'augmentation de la surface de rupture est d¶ecrite de maniµere satisfaisante. En re-
vanche, la r¶eponse en bi traction n'est pas totalement satisfaisante. Cela n'est toutefois pas trµes
pr¶ejudiciable compte tenu du mode de sollicitation des structures r¶eelles en g¶enie civil. En e®et,
les sollicitations sont souvent complexes (°exion compos¶ee, torsion, ...) et ne favorisent donc que
trµes rarement un mode de type bi traction.
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R¶eponse quasi-unilat¶erale. La prise en compte de l'e®et unilat¶eral a ¶et¶e test¶ee en ne
consid¶erant que le modµele d'endommagement. Pour cela, une simulation d'un essai de trac-
tion/compression a ¶et¶e r¶ealis¶ee. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur la ¯gure3.18. Il est possible de
remarquer que le modµele propos¶e permet de prendre en compte partiellement l'e®et unilat¶eral
µa cause de la nature scalaire de la variable d'endommagement.

Fig. 3.18 { E®et unilat¶eral.

Modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion

Dans cette section, quelques r¶esultats locaux li¶es au modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton
sont expos¶es et comment¶es. Trois aspects essentiels sont abord¶es. En premier lieu, l'e®et de
l'interface imparfaite sur le comportement de l'acier est ¶etudi¶e. En particulier, il est montr¶e que
l'utilisation d'un tel modµele permet d'obtenir un comportement moyen r¶esultant du couplage
des deux comportements ¶el¶ementaires (interface acier/b¶eton et acier seul). En second lieu, l'ef-
fet de la corrosion est ¶etudi¶e. Pour cela, le degr¶e de corrosion est augment¶e et les cons¶equences
sur le comportement r¶esultant sont discut¶ees. En dernier lieu, le cas du chargement cyclique
est abord¶e. Aucune remarque li¶ee µa l'identi¯cation des paramµetres n'est formul¶ee car ces der-
niers sont identi¯ables d'aprµes les commentaires d¶ejµa pr¶esent¶es dans les sections pr¶ec¶edentes.
Les valeurs des paramµetres sont pr¶ecis¶ees dans le tableau3.5. Le modµele d'acier utilis¶e est celui
d¶evelopp¶e par (Ouglova, 2004), qui a ¶et¶e implant¶e dans un cadre multi¯bre et tridimensionnel.
Les simulations r¶ealis¶ees consistent µa imposer des incr¶ements de d¶eformation totale µa l'ensemble
interface acier/b¶eton - acier a¯n d'observer comment il r¶eagit. Aucun e®et li¶e µa la corrosion n'a
¶et¶e consid¶er¶e. Les r¶esultats sont montr¶es sur les ¯gures3.19, 3.20et 3.21. Plusieurs quantit¶es ont
¶et¶e suivies. En premier lieu, la r¶eponse en terme de contrainte/glissement peut être observ¶ee.
Cette quantit¶e a ¶et¶e suivie au cours de la simulation car elle donne une information quanti-
tative sur l'¶etat de d¶egradation de l'interface acier/b¶eton. En second lieu, la r¶eponse globale
est donn¶ee en terme de contrainte normale dans l'acier/d¶eformation totale (somme pond¶er¶ee
des d¶eformations propres µa l'acier et au glissement). En dernier lieu, l'¶evolution du facteur de
partition au cours des pas de chargement est montr¶ee. Cela permet de quanti¯er le poids de
l'acier et de l'interface acier/b¶eton sur la r¶eponse globale de l'ensemble.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

ES Module d'Young 200000:106 Pa
º S Coe±cient de Poisson 0; 3 -
DS Endommagement critique 0; 2 -
¾S Limite ¶elastique 400:106 Pa
mS Exposant d'¶ecrouissage 2; 786 -
K S Module d'¶ecrouissage 500:106 Pa

GI Module de cisaillement 15000:106 Pa
² I D¶eformation seuil 1; 0:10¡ 4 -
aI Module d'¶ecrouissage associ¶e 5; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
° I Module d'¶ecrouissage 7; 0:109 Pa

cin¶ematique
A I Fragilit¶e 7; 0:10¡ 7 J¡ 1.m3

lcI Longueur d'ancrage 0,10 m

TC Degr¶e de corrosion 0; 0 -

Tab. 3.5 { Paramµetres mat¶eriaux du modµele simpli¯¶e de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion
- l'indice I renvoie aux paramµetres li¶es µa l'interface acier/b¶eton et l'indiceS µa ceux relatifs µa l'acier.

Comportement monotone r¶esultant interface acier/b¶eton - acier sans corrosion. La
premiµere simulation a ¶et¶e r¶ealis¶ee sous l'hypothµese d'un chargement monotone sans corrosion.
Les r¶esultats sont montr¶es sur la ¯gure3.19. Il peut être not¶e que l'interface acier/b¶eton atteint
un ¶etat d'endommagement important. Cela se traduit naturellement sur la r¶eponse de l'acier.
En e®et, pour que l'¶equilibre de l'ensemble soit assur¶e, l'acier tend µa se d¶echarger de maniµere
naturelle (observable µa partir d'une d¶eformation voisine de 0; 06). Par ailleurs, l'¶evolution du
facteur de partition au cours des pas de chargement indique clairement que trois phases peuvent
être distingu¶ees. D'abord, c'est l'interface acier/b¶eton qui pr¶edomine (le facteur tend vers 0),
puis l'acier devient pr¶epond¶erant (le facteur tend vers 1) pour en¯n laisser la place de nouveau
µa l'interface acier/b¶eton.

Comportement monotone r¶esultant interface acier/b¶eton - acier avec corrosion.
Dans ce paragraphe, l'e®et de la corrosion est ¶etudi¶e. Pour cela, un degr¶e de corrosion cor-
respondant µa une r¶esistance de pic d'environ 6 MPa a ¶et¶e choisi. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur
la ¯gure 3.20. Il apparâ³t trµes clairement que du fait que l'interface acier/b¶eton peut reprendre
beaucoup moins d'e®ort que dans le cas pr¶ec¶edent, l'acier n'a pas la possibilit¶e de se charger et
d'atteindre la plasti¯cation. En e®et, a¯n que l'¶equilibre de l'ensemble soit assur¶e, l'acier n'a la
possibilit¶e que de fonctionner dans sa phase ¶elastique. Autrement dit, c'est bel et bien l'interface
acier/b¶eton qui tend µa pr¶edominer. Cela devient net dµes lors qu'on observe l'¶evolution du facteur
de partition qui tend rapidement vers 0.

Comportement cyclique r¶esultant interface acier/b¶eton - acier sans corrosion. Le
dernier point qui est abord¶e dans cette section concerne la r¶eponse cyclique de l'ensemble inter-
face acier/b¶eton - acier sans corrosion. Les r¶esultats sont montr¶es sur la ¯gure3.21. La r¶eponse
propre de l'interface acier/b¶eton fait apparâ³tre deux boucles d'hyst¶er¶esis qui sont la signature
d'un frottement qui est mobilis¶e. Cela se traduit naturellement sur la r¶eponse de l'acier par
l'apparition de deux boucles. Il est essentiel de noter que le modµele constitutif d'acier ne permet
pas de maniµere intrinsµeque d'obtenir une telle r¶eponse. Ceci prouve donc que le comportement
de l'acier est en r¶ealit¶e le r¶esultat d'un ensemble (interface acier/b¶eton et acier). Par ailleurs,
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Fig. 3.19 { R¶esultats locaux - sans corrosion monotone

l'acier a tendance µa se d¶echarger pour les mêmes raisons que celles ¶evoqu¶ees pr¶ec¶edemment.
L'¶evolution du facteur de partition montre clairement que lors de la branche de d¶echarge d'une
boucle, le comportement de l'interface acier/b¶eton pr¶edomine alors que lors d'une branche de
recharge, c'est le comportement de l'acier qui tend µa s'imposer de nouveau.

3.6.3 Bilan

Dans cette section, les aspects li¶es µa l'identi¯cation des paramµetres mat¶eriaux ont ¶et¶e discut¶es
et quelques r¶esultats locaux ont ¶et¶e montr¶es. Dans un premier temps, les paramµetres li¶es aux
di®¶erents modµeles ont ¶et¶e pr¶esent¶es. Leur sens physique, quand il existe, a ¶et¶e soulign¶e. Les va-
leurs nominales de ces paramµetres ont ¶et¶e donn¶ees. Dans le cas particulier du modµele constitutif
de b¶eton, il apparâ³t que les paramµetres sont assez bien identi¯ables. Il peut être not¶e que ceux
relatifs µa la prise en compte du glissement interne ne requiert pas d'importantes modi¯cations
d'un b¶eton µa un autre. Dans le cas du modµele d'interface acier/b¶eton, deux jeux de paramµetres
ont ¶et¶e distingu¶es : d'une part ceux li¶es µa la partie m¶ecanique du modµele et, d'autre part, ceux
li¶es µa la prise en compte de la corrosion. Il apparâ³t que les paramµetres mat¶eriaux li¶es µa la partie
m¶ecanique peuvent être identi¯¶es assez naturellement en e®ectuant une analyse inverse d'essais
de tirants par exemple. En revanche, ceux li¶es µa la prise en compte du ph¶enomµene de corrosion
sont identi¯ables de maniµere moins directe. En e®et, un grand nombre de donn¶ees exp¶erimentales
est g¶en¶eralement requis pour pouvoir identi¯er la fonction d'adh¶erence. Pour cela, des essais de
tirant µa di®¶erents degr¶es de corrosion doivent être r¶ealis¶es. Par ailleurs, en ce qui concerne les
paramµetres li¶es µa l'an¶elasticit¶e des produits de corrosion, ils n'ont pas besoin d'être modi¯¶es de
maniµere trop importante. Leurs valeurs nominales ont ¶et¶e tir¶ees d'une importante ¶etude de sensi-
bilit¶e publi¶ee dans la litt¶erature. En¯n, dans le cas du modµele simpli¯¶e d'interface acier/b¶eton en
pr¶esence de corrosion, les paramµetres µa identi¯er sont globalement les mêmes que ceux pr¶esents
dans les modµeles locaux. La m¶ethodologie d'identi¯cation reste donc la même. Un paramµetre
est n¶eanmoins pr¶esent et peut être interpr¶et¶e comme une longueur d'ancrage. Cette grandeur
permet de donner davantage de poids au modµele d'acier ou, au contraire, au modµele d'interface
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Fig. 3.20 { R¶esultats locaux - avec corrosion monotone

acier/b¶eton. Elle est g¶en¶eralement prise ¶egale µa la taille moyenne d'un ¶el¶ement. Dans un second
temps, quelques r¶esultats locaux ont ¶et¶e montr¶es et comment¶es. Une ¶etude de sensibilit¶e de la
r¶eponse aux variations des paramµetres du modµele local d'interface acier/b¶eton a ¶et¶e montr¶ee.
En e®et, aucune comparaison avec l'exp¶erience n'a ¶et¶e r¶ealis¶ee compte tenu de l'absence de
r¶esultats purement locaux. Plusieurs comparaisons seront pr¶esent¶ees dans le chapitre suivant
en s'appuyant sur des cas structuraux. Concernant le modµele local de b¶eton, plusieurs ¶el¶ements
de comparaison sont montr¶es. En premier lieu, les r¶eponses uniaxiales en traction cyclique et
compression cyclique obtenues num¶eriquement sont compar¶ees µa des r¶esultats classiques d'essais.
Une bonne ad¶equation est constat¶ee. En particulier, les d¶eformations permanentes sont prises
en compte de maniµere satisfaisante dans le cas de la compression cyclique. A¯n d'¶evaluer la
robustesse num¶erique des algorithmes d'int¶egration locale et la capacit¶e du modµele µa repr¶esenter
l'anisotropie induite, le test num¶erique de Willam a ¶et¶e simul¶e. Il apparâ³t que la robustesse
num¶erique est assur¶ee. Par ailleurs, en raison de l'isotropie de l'endommagement, l'anisotropie
induite obtenue est assez faible. Il doit être not¶e que la faible anisotropie induite r¶esultant du
couplage endommagement/glissement interne doit être consid¶er¶ee comme un atout par rapport
aux modµeles endommageables isotropes classiques. La r¶eponse multiaxiale du modµele a aussi ¶et¶e
¶etudi¶ee. Il apparâ³t que les surfaces d'¶elasticit¶e et de rupture sont en ad¶equation avec l'exp¶erience,
sauf dans le cas de la bi traction due µa la formulation en ¶energie de la surface seuil du m¶ecanisme
d'endommagement. En¯n, la prise en compte de l'e®et unilat¶eral est comment¶ee. Il apparâ³t que
plus l'endommagement en traction est important, plus cet e®et est di±cilement rendu. Cela est
µa rapprocher de la nature scalaire de la variable d'endommagement. Quelques r¶esultats li¶es au
modµele simpli¯¶e d'interface acier/b¶eton ont ¶et¶e montr¶es. D'une maniµere g¶en¶erale, il apparâ³t que
la condition d'¶equilibre entre les e®orts li¶es µa l'interface acier/b¶eton et ceux propres µa l'acier a
pour e®et de relaxer les contraintes dans ce dernier. Par ailleurs, du fait de ce couplage, cer-
tains traits sp¶eci¯ques µa l'interface acier/b¶eton se retrouvent sur la r¶eponse de l'acier (boucles
d'hyst¶er¶esis). Cela d¶emontre donc qu'un comportement d'ensemble est obtenu.

3.7 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de pr¶esenter plusieurs aspects li¶es µa la formulation d'une classe
d'¶equations constitutives couplant ¶elasticit¶e, endommagement isotrope et glissement interne.
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Fig. 3.21 { R¶esultats locaux - sans corrosion cyclique

En premier lieu, un rappel de la formulation variationnelle en d¶eplacements est r¶ealis¶e. A¯n
de pr¶eciser la nature du problµeme qui est r¶esolu dans toute analyse aux ¶el¶ements ¯nis, une
discr¶etisation du problµeme est donn¶ee.

En second lieu, la formulation µa proprement dite d'une telle classe d'¶equations est expos¶ee.
En particulier, la positivit¶e de la dissipation intrinsµeque est discut¶ee. Les ¶equations g¶en¶eriques
sont ensuite appliqu¶ees aux cas du b¶eton et de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion.

En troisiµeme lieu, les versions simpli¯¶ees de ces deux modµeles locaux sont explicit¶ees en s'ap-
puyant sur le formalisme multi¯bre. Pour cela, quelques aspects g¶en¶eriques li¶es µa ce cadre
th¶eorique sont donn¶es avant que toute l'attention ne soit centr¶ee sur les cas de l'interface
acier/b¶eton et du b¶eton. En ce qui concerne ce dernier cas, une approche originale utilis¶ee
en dynamique a ¶et¶e adopt¶ee dans le but de prendre en compte le caractµere imparfait de l'in-
terface acier/b¶eton dans un cadre multi¯bre. Cette approche consiste µa imposer la v¶eri¯cation
d'une condition d'¶equilibre local entre les e®orts d¶eploy¶es par l'acier et ceux repris par l'interface
acier/b¶eton.

En quatriµeme lieu, l'implantation num¶erique des di®¶erents modµeles est pr¶ecis¶ee. Pour cela, tant
pour l'interface que pour le b¶eton, int¶egrations explicites et implicites au moyen d'un algo-
rithme return mapping sont utilis¶ees de maniµere coupl¶ee, ce qui confµere une grande robustesse
num¶erique. L'ensemble des d¶eveloppements a ¶et¶e r¶ealis¶e dans le code de calcul Cast3M d¶evelopp¶e
par le Commissariat µa l'¶Energie Atomique. En dernier lieu, les aspects li¶es µa l'identi¯cation des
paramµetres mat¶eriaux ont ¶et¶e discut¶es et quelques r¶esultats locaux ont ¶et¶e montr¶es. L'identi-
¯cation des paramµetres mat¶eriaux a ¶et¶e discut¶ee. En particulier, concernant ceux relatifs µa la
prise en compte de la corrosion, il apparâ³t que leur identi¯cation est d¶elicate compte tenu du
grand nombre de donn¶ees exp¶erimentales n¶ecessaires. Des valeurs nominales des di®¶erents pa-
ramµetres ont ¶et¶e propos¶ees. Dans le but de valider la bonne implantation des di®¶erents modµeles,
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quelques r¶esultats locaux ont ¶et¶e comment¶es. Les premiers r¶esultats locaux ont en outre per-
mis de mettre en ¶evidence la robustesse num¶erique des sch¶emas d'int¶egration. Les premiµeres
comparaisons entre exp¶erience et modµele semblent satisfaisantes. N¶eanmoins, la pertinence des
di®¶erents modµeles reste µa être ¶evalu¶ee sur des structures µa grande ¶echelle, ce qui est l'objectif
du prochain chapitre.
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Chapitre 4

Evaluation d¶eterministe et
probabiliste des ¶el¶ements de
structures en b¶eton arm¶e sains et
d¶egrad¶es par corrosion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, les domaines d'applicabilit¶e des modµeles constitutifs d¶evelopp¶es sont ¶etudi¶es.
Pour cela, plusieurs cas d'¶etude visant µa mettre en ¶evidence non seulement les points forts mais
aussi les points faibles des di®¶erentes lois de comportement sont consid¶er¶es. Les aspects que
chaque cas d'¶etude permettent de mettre en ¶evidence sont clairement sp¶eci¯¶es. D'une maniµere
g¶en¶erale, les cas d'¶etude ont ¶et¶e choisis dans la litt¶erature en fonction de la qualit¶e des in-
formations exp¶erimentales disponibles li¶ees au protocole. Les ¶el¶ements de structures consid¶er¶es
sont vari¶es, concernent di®¶erentes ¶echelles et sont soumis µa des chargements m¶ecaniques bien
identi¯¶es en vue de tester la r¶eponse des modµeles propos¶es. Tout d'abord, quelques essais de
tirants sont consid¶er¶es. Les aspects li¶es µa la prise en compte de l'e®et b¶en¶e¯que du con¯ne-
ment sont discut¶es. Pour cela, des essais de tirants courts µa plusieurs niveaux de con¯nement
ont ¶et¶e simul¶es. La sensibilit¶e au maillage avec plusieurs ¶el¶ements d'interface est analys¶ee. Une
¶etude de la ¯ssuration du b¶eton est ¶egalement propos¶ee sur la base d'essai de tirant long. Pour
mettre en ¶evidence le rôle du modµele d'interface acier/b¶eton, des simulations avec et sans modµele
sp¶eci¯que d'interface sont pr¶esent¶es et discut¶es. Une mod¶elisation ¯ne (tridimensionnelle mas-
sive) d'essais de tirant r¶ealis¶es µa di®¶erents niveaux de corrosion est donn¶ee. Les r¶esultats obtenus
permettent de mettre en ¶evidence un certain nombre de qualit¶es du modµele d'interface lorsque
le ph¶enomµene de corrosion doit être pris en compte. Ensuite, les possibilit¶es du modµele de b¶eton
d¶evelopp¶e sont ¶evalu¶ees µa travers un certain nombre de cas discriminants ne faisant intervenir
que des structures en b¶eton (sans acier). En particulier, des poutres simplement et doublement
entaill¶ees ont ¶et¶e simul¶ees en vue d'appr¶ecier la performance du modµele de b¶eton propos¶e µa
suivre les rotations du repµere principal. Une ¶etude de sensibilit¶e au maillage est propos¶ee sur
la base d'un essai de traction directe. Il est montr¶e sur cet exemple que l'utilisation coupl¶ee
du modµele de b¶eton propos¶e avec le limiteur de localisation non local int¶egral permet de dimi-
nuer grandement la d¶ependance de la r¶eponse num¶erique au maillage. Aprµes, un certain nombre
d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e sans corrosion est ¶etudi¶e sous chargement r¶ep¶et¶e et
cyclique. Les r¶esultats num¶eriques permettent d'appr¶ecier les capacit¶es du modµele de b¶eton pro-
pos¶e µa d¶ecrire le comportement cyclique d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e. En¯n, le cas
d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e d¶egrad¶es par corrosion est consid¶er¶e. D'une part, des
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poutres en b¶eton arm¶e sous renforc¶ees soumises µa un chargement de °exion quatre points mono-
tone sont ¶etudi¶ees. Ces derniµeres ont le m¶erite d'avoir ¶et¶e exp¶erimentalement test¶ees µa di®¶erents
degr¶es de corrosion. Elles apparaissent donc comme appropri¶ees pour tester les capacit¶es du
modµele d'interface acier/b¶eton propos¶e dans une analyse ¯ne en pr¶esence de corrosion. D'autre
part, en vue d'¶evaluer les possibilit¶es des modµeles propos¶es sur la base d'une structure µa l'¶echelle
r¶eelle, un pont en b¶eton arm¶e a ¶et¶e mod¶elis¶e. Cette analyse a ¶et¶e compl¶et¶ee par une ¶etude de
sensibilit¶e en consid¶erant la pr¶esence de corrosion en certaines zones bien identi¯¶ees. A l'issue
de cette pr¶esentation, les cadres d'application des modµeles propos¶es sont discut¶es.

4.2 Description et objectifs des di®¶erentes simulations

Les cadres d'application des di®¶erents modµeles d¶evelopp¶es dans cette ¶etude sont ¶evalu¶es dans ce
chapitre µa travers di®¶erents exemples bien connus de la litt¶erature. Dans le but de bien cibler
les objectifs de chacune des simulations propos¶ees, ces derniµeres sont pr¶esent¶ees dans le tableau
4.1. Le type de simulation, les modµeles de b¶eton et d'interface acier/b¶eton utilis¶es ainsi que les
aspects de chaque simulation ¶etudi¶ee sont clairement pr¶ecis¶es.
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4.3 Simulation d'essais de tirant

Dans cette section, trois simulations sont discut¶ees. En premier lieu, les essais de (LaBorderie et
Pijaudier-Cabot, 1987) sont ¶etudi¶es. Ces derniers permettent en outre d'¶etudier l'e®et d'un con¯-
nement ext¶erieur sur la r¶esistance de la liaison acier/b¶eton. Une ¶etude de sensibilit¶e de la r¶eponse
au maillage est ¶egalement pr¶esent¶ee. En second lieu, les tirants longs ¶etudi¶es par (Cl¶ement, 1987)
font l'objet d'une ¶etude num¶erique. Ce cas d'¶etude est particuliµerement int¶eressant car il permet
de mettre en ¶evidence les avantages µa consid¶erer un modµele d'interface imparfaite. En dernier
lieu, les essais r¶ealis¶es par (Almusallam et al., 1996) sont comment¶es. Ces derniers permettent
d'¶etudier l'e®et d'un chargement m¶ecanique en pr¶esence de corrosion.

4.3.1 Essais pull-out de La Borderie

Description du protocole exp¶erimental

En 1987, (LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987) ont r¶ealis¶e des essais de tirant µa di®¶erents ni-
veaux de con¯nement. Le but de tels essais est de quanti¯er l'in°uence d'un con¯nement sur les
m¶ecanismes de d¶egradation de l'interface acier/b¶eton. Cette ¶etude avait pour but de fournir des
informations locales pour la construction de lois d'interface.

Les ¶eprouvettes de b¶eton utilis¶ees sont de forme prismatique de 80 mm de côt¶e. Une telle
g¶eom¶etrie a ¶et¶e choisie pour approcher au mieux la taille du volume ¶el¶ementaire repr¶esentatif
de l'interface acier/b¶eton. Le module d'Young du b¶eton est de 15500 MPa, sa r¶esistance en
compression de 14,5 MPa et son coe±cient de Poisson ¶egal µa 0,2. La barre d'acier utilis¶ee est de
8 mm de diamµetre avec une longueur d'ancrage de 45 mm. Un contrôle pr¶ecis de cette derniµere
a ¶et¶e assur¶e par la mise en place de t¶e°on entre l'armature et le b¶eton pour garantir aucune
adh¶erence. Un sch¶ema de principe des essais est donn¶e sur la ¯gure4.1. L'extraction de la barre

Fig. 4.1 { Sch¶ema de principe des essais de tirant r¶ealis¶es par (LaBorderie et Pijaudier-Cabot,
1987).

d'acier a ¶et¶e r¶ealis¶ee en imposant un d¶eplacement µa son extr¶emit¶e et en bloquant la surface
sup¶erieure de l'¶eprouvette. Ainsi, les phases pr¶e-pic et post-pic ont pu être captur¶ees. Plusieurs
essais ont ¶et¶e r¶ealis¶es µa di®¶erents niveaux de con¯nement 0, 5, 10 et 15 MPa.

Mod¶elisation par ¶el¶ements ¯nis

Les essais de (LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987) ont ¶et¶e mod¶elis¶es pour ¶etudier les aspects
pr¶ec¶edemment mentionn¶es. Pour cela, un maillage axisym¶etrique comportant 7356 ¶el¶ements tri-
angulaires µa trois n¾uds a ¶et¶e r¶ealis¶e. Le calcul a ¶et¶e conduit en deux phases : une premiµere
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durant laquelle la pression lat¶erale a ¶et¶e appliqu¶ee et une seconde durant laquelle un d¶eplacement
a ¶et¶e impos¶e µa l'extr¶emit¶e de la barre d'acier. L'acier ainsi que le b¶eton ont ¶et¶e suppos¶es ¶elastiques
lin¶eaires en vue de concentrer les non-lin¶earit¶es µa l'interface acier/b¶eton. Cela permet une identi-
¯cation des paramµetres plus ais¶ee. Les paramµetres ¶elastiques du b¶eton et de l'acier ont ¶et¶e choisis
conform¶ement aux prescriptions exp¶erimentales. Les paramµetres li¶es µa l'interface acier/b¶eton ont
¶et¶e identi¯¶es par analyse inverse ¶etant donn¶e le manque d'informations locales sur le compor-
tement de cette derniµere. Le jeu de paramµetres utilis¶e est donn¶e en annexe 1 dans les tableaux
A.1, A.2 et A.3 pour l'interface, l'acier et le b¶eton respectivement. Les r¶esultats sont donn¶es
par les ¯gures 4.2 et 4.3. En premier lieu, en observant les di®¶erentes courbes de r¶eaction ob-

Fig. 4.2 { Courbes force/d¶eplacement obte-
nues pour les di®¶erents niveaux de con¯ne-
ment.

Fig. 4.3 { Contraintes de cisaillement au pic
de r¶esistance pour un con¯nement de 0 MPa.

tenues, il est possible de remarquer d'une part que les r¶esistances de pic pour les di®¶erents
niveaux de con¯nement sont bien d¶ecrites et, d'autre part, qu'une contrainte r¶esiduelle tend µa
persister dans la zone post-pic. Cette contrainte r¶esiduelle est due µa la formulation du modµele
d'interface qui prend en compte le glissement interne. Ces contraintes r¶esiduelles de frottement
deviennent d'autant plus importantes que le niveau de con¯nement l'est. Ceci provient du fait
que cet e®et est pris en compte grâce au m¶ecanisme de glissement interne, dont l'activation est
plus ou moins retard¶ee selon le niveau de la pression ext¶erieure. La pr¶esence d'une contrainte
r¶esiduelle constitue donc un point faible du modµele d'interface acier/b¶eton propos¶e. N¶eanmoins,
si l'on s'int¶eresse µa la r¶esistance de pic, cette derniµere est bien d¶ecrite. En second lieu, il peut
être remarqu¶e que les contraintes de cisaillement sont concentr¶ees essentiellement µa l'interface
acier/b¶eton. Cela aurait ¶et¶e d¶elicat µa obtenir si aucun modµele d'interface n'avait ¶et¶e pris en
compte pour mod¶eliser de tels essais. Cela justi¯e donc de consid¶erer une loi de comportement
sp¶eci¯que pour g¶erer le m¶ecanisme de d¶egradation de l'interface acier/b¶eton.

Dans le but de tester la sensibilit¶e de la r¶eponse lorsque le nombre d'¶el¶ements d'interface varie,
l'essai de tirant µa con¯nement nul a ¶et¶e simul¶e µa l'aide de trois maillages di®¶erents. Ces derniers
sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.4. Ils comportent respectivement 10, 20 et 30 ¶el¶ements d'interface.

141



Le b¶eton ainsi que l'acier sont suppos¶es ¶elastiques lin¶eaires.

Fig. 4.4 { Di®¶erents maillages pour l'¶etude de sensibilit¶e - (a) 10 ¶el¶ements d'interface, (b) 20
¶el¶ements d'interface, (c) 30 ¶el¶ements d'interface.

Les courbes de r¶eaction obtenues pour les di®¶erents maillages sont pr¶esent¶ees sur la ¯gure4.5. Il
peut être not¶e que les r¶eponses sont ind¶ependantes du nombre d'¶el¶ements d'interface utilis¶es. Ces
r¶esultats montrent donc que la r¶eponse num¶erique est objective par rapport au maillage. Il est
important de mentionner qu'une maniµere naturelle de rendre le modµele d'interface ind¶ependant
du maillage porte sur l'introduction d'un gradient de contrainte. En e®et, il peut être montrer
que cette approche possµede des vertus r¶egularisantes. Cette piste semble être une perspective
d'¶etude int¶eressante pour la suite de cette ¶etude.

4.3.2 Essais de tirants long de Cl¶ement

Description du protocole exp¶erimental

En 1987, (Cl¶ement, 1987) a r¶ealis¶e des essais de tirants longs. Ces essais avaient pour objectif
d'¶etudier la ¯ssuration du b¶eton lorsque l'interface acier/b¶eton est sollicit¶ee en mode II.

Les ¶eprouvettes de b¶eton sont de forme prismatique et possµedent une g¶eom¶etrie de 10£ 10£ 68
cm3. Les armatures sont de type HA et ont un diamµetre de 10 mm. L'extraction de la barre
d'acier a ¶et¶e r¶ealis¶ee en contrôlant ses extr¶emit¶es en d¶eplacement. Chaque essai a ¶et¶e arrêt¶e dµes
l'apparition de la premiµere ¯ssure dans une r¶egion situ¶ee entre 21 et 31,5 cm de l'extr¶emit¶e du
sp¶ecimen. Le b¶eton utilis¶e a un module d'Young de 31000 MPa, un coe±cient de Poisson de 0,2
et une r¶esistance µa la traction de 3,1 MPa. L'acier a un module d'Young de 210000 MPa et un
coe±cient de Poisson de 0,3.

Mod¶elisation par ¶el¶ements ¯nis

Dans le but d'¶evaluer la pertinence d'une utilisation du modµele d'interface acier/b¶eton propos¶e
coupl¶ee µa celle du modµele de b¶eton propos¶e, les essais r¶ealis¶es par (Cl¶ement, 1987) ont ¶et¶e simul¶es.
En e®et, contrairement au cas pr¶ec¶edent, nous avons accµes µa l'ensemble des donn¶ees li¶ees au

142



Fig. 4.5 { R¶eponse obtenues pour les di®¶erents maillages.

faciµes de ¯ssuration. Ainsi, l'utilisation d'un modµele de b¶eton g¶erant la ¯ssuration est pleinement
justi¯¶ee. Deux simulations ont donc ¶et¶e r¶ealis¶ees : la premiµere en supposant une interface parfaite
et, la seconde, en g¶erant le comportement de l'interface par le modµele propos¶e. L'acier a ¶et¶e
suppos¶e ¶elastique lin¶eaire dans les deux simulations car aucune plasticit¶e de ce dernier n'a ¶et¶e
remarqu¶ee exp¶erimentalement. Les paramµetres du b¶eton et de l'acier ont ¶et¶e identi¯¶es µa partir des
donn¶ees exp¶erimentales. En vue de tenir compte du caractµere h¶et¶erogµene du b¶eton, la r¶esistance
en traction a ¶et¶e distribu¶ee al¶eatoirement sur le maillage selon une loi normale de moyenne 3,1
MPa et un coe±cient de variation de 5 %. Ceux li¶es µa l'interface acier/b¶eton ont ¶et¶e identi¯¶es
par analyse inverse. Un maillage axisym¶etrique comportant 3000 ¶el¶ements de type quadrangle
µa quatre n¾uds a ¶et¶e r¶ealis¶e. Les paramµetres sont donn¶es en annexe A dans les tableauxA.4,
A.5 et A.6 pour l'interface, l'acier et le b¶eton respectivement. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur les
¯gures 4.6 et 4.7 en termes de courbes force/d¶eplacement et de cartographie d'endommagement
respectivement. En premier lieu, dans le cas des deux simulations, les courbes forces/d¶eplacement
sont en trµes bonne ad¶equation avec les r¶esultats exp¶erimentaux. Plus pr¶ecis¶ement, il peut être
remarqu¶e que sur la courbe force/d¶eplacement obtenue en consid¶erant une interface acier/b¶eton
parfaite, un d¶ecroch¶e en e®ort pour un d¶eplacement de 3,6.10¡ 1 mm environ apparâ³t. Cela est
la signature de l'apparition brutale de ¯ssures dans le b¶eton. Par ailleurs, il peut être not¶e que
tous les ¶el¶ements de b¶eton proches de l'acier sont endommag¶es. En second lieu, dans le cas d'une
interface repr¶esent¶ee par le modµele propos¶e, on peut remarquer l'absence de d¶ecroch¶e en e®ort.
Cela est li¶e au fait que la totalit¶e de l'¶energie ne se dissipe plus seulement dans le b¶eton mais
aussi dans interface acier/b¶eton. En terme de cartographie d'endommagement, cela se traduit
par un espacement des ¯ssures. De plus, il peut ¶egalement être not¶e une certaine di®usion de
l'endommagement, celle-ci ¶etant due µa la r¶epartition al¶eatoire de la r¶esistance en traction du
b¶eton sur le maillage. Ces r¶esultats permettent de justi¯er la pertinence de l'utilisation coupl¶ee
d'un modµele d'interface µa un modµele d'endommagement du b¶eton lors de la simulation de ces
essais. Par ailleurs, l'ad¶equation quantitative entre les r¶esultats num¶eriques et exp¶erimentaux
contribue µa d¶emontrer, au moins en partie, l'e±cacit¶e des modµeles propos¶es.
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Fig. 4.6 { Courbes force/d¶eplacement obte-
nues pour les di®¶erents niveaux de con¯ne-
ment.

Fig. 4.7 { Cartographie d'endommage-
ment sans modµele d'interface (droite) et
avec modµele d'interface (gauche) pour un
d¶eplacement impos¶e de 0,5 mm.

4.3.3 Essais pull-out d'Almusallam

Description du protocole exp¶erimental

En 1996, (Almusallam et al., 1996) rapportent les r¶esultats obtenus en e®ectuant des essais de
tirants µa di®¶erents degr¶es de corrosion. Cette campagne exp¶erimentale avait pour objectif de
quanti¯er l'in°uence de la corrosion des armatures sur les propri¶et¶es de frottement et de glisse-
ment µa l'interface acier/b¶eton.

Le b¶eton utilis¶e a ¶et¶e confectionn¶e pour atteindre une r¶esistance µa la compression µa 28 jours
de 30 MPa. Un ciment de type Portland classique a ¶et¶e utilis¶e. Du sable charg¶e en chlorures
ainsi que des granulats dont la taille des plus gros est de 19 mm ont ¶et¶e consid¶er¶es. Un rapport
de 2 entre le plus gros granulat et le plus ¯n a ¶et¶e mesur¶e. Les ¶eprouvettes de b¶eton utilis¶ees sont
de forme parall¶el¶epip¶edique et possµedent une g¶eom¶etrie de 152£ 254£ 279 mm3. La barre d'acier
possµede un diamµetre de 12 mm et est situ¶ee µa 63,5 mm de la face sup¶erieure de l'¶eprouvette.
En vue d'¶eliminer la plupart des e®ets de bords susceptibles de se manifester, l'armature a ¶et¶e
enrob¶ee de te°on de telle sorte que la longueur d'ancrage e®ective soit ¶egale µa 102 mm en zone
centrale. Le chargement est r¶ealis¶e en deux phases distinctes. En premier lieu, l'armature a ¶et¶e
corrod¶ee de maniµere intensiostatique jusqu'µa atteindre une perte de masse donn¶ee. Plusieurs
¶eprouvettes ont ¶et¶e sujettes µa ce protocole a¯n de pr¶e¯ssurer le b¶eton entourant l'armature µa
di®¶erents niveaux. En second lieu, un chargement m¶ecanique en d¶eplacement a ¶et¶e impos¶e µa
l'extr¶emit¶e de la barre. Les conditions aux limites consistent µa bloquer de maniµere lin¶eÄ³que le
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bord inf¶erieur de l'¶eprouvette ainsi que son sym¶etrique par rapport au centre de l'¶eprouvette.
L'essai de tirant est connu sous le nom de ASTM C234. Ce dernier pr¶esente plusieurs avan-
tages compar¶e aux essais existants µa l'¶epoque et il est l'un des plus utilis¶es. Il est r¶eput¶e pour
repr¶esenter un ¶etat de contrainte similaire µa celui rencontr¶e dans les ¶el¶ements de structures sou-
mis µa de la °exion. En outre, les gradients de d¶eformations qui apparaissent au cours de l'essai
sont assimilables µa ceux rencontr¶es dans les ¶el¶ements de structures utilis¶es sur site. Ce proto-
cole permet d'obtenir di®¶erents modes de rupture selon le poids relatif donn¶e au glissement, au
moment de °exion cr¶e¶e et µa l'adh¶erence. Ces grandeurs peuvent être contrôl¶ees simplement en
agissant d'une part sur la g¶eom¶etrie de l'¶eprouvette (longueur d'ancrage, bras de levier, ...) et,
d'autre part, sur les conditions aux limites. Du point de vue ¯nancier, la r¶ealisation de tels essais
est ¶economique et ne requiert pas de machines d'essais particuliµeres. Le nombre de barres d'acier
ainsi que le taux de renforcements transverses peuvent être ajust¶es sans perdre les propri¶et¶es
pr¶ec¶edemment cit¶ees. En¯n, la barre de renforcement longitudinale peut être prot¶eg¶ee des e®ets
d'un con¯nement ext¶erieur parasite ou, tout au moins, assure que ce dernier soit constant dans
une mesure acceptable. Elles sont repr¶esent¶ees sur le sch¶ema de principe pr¶esent¶e sur la ¯gure
4.8. Les r¶esultats exp¶erimentaux s'expriment en termes de force/d¶eplacement (de l'extr¶emit¶e de
l'armature).

Fig. 4.8 { Sch¶ema de principe des essais de tirant r¶ealis¶es par (Almusallam et al., 1996).

Mod¶elisation par ¶el¶ements ¯nis

Pour ¶evaluer la capacit¶e du modµele d'interface acier/b¶eton non seulement en pr¶esence de corro-
sion mais aussi d'un chargement m¶ecanique, les essais r¶ealis¶es par (Almusallam et al., 1996) ont
¶et¶e simul¶es. Pour cela, une approche tridimensionnelle massive a ¶et¶e consid¶er¶ee en vue de tester
le modµele d'interface dans son int¶egralit¶e. Pour cela, le b¶eton et l'acier ont ¶et¶e maill¶es avec des
¶el¶ements ¯nis prismatiques µa six n¾uds (35560 et 260 ¶el¶ements ¯nis respectivement). L'interface
acier/b¶eton a ¶et¶e maill¶ee avec 240 ¶el¶ements de type joint µa quatre n¾uds sans ¶epaisseur. La
simulation a ¶et¶e conduite en deux temps : en premier lieu un gon°ement a ¶et¶e appliqu¶e jusqu'µa
un certain niveau dict¶e par le degr¶e de corrosion consid¶er¶e et, en second lieu, un d¶eplacement a
¶et¶e impos¶e µa l'extr¶emit¶e de la barre d'acier. Le b¶eton a ¶et¶e mod¶elis¶e avec la loi de Mazars locale,
l'acier a ¶et¶e suppos¶e ¶elastique lin¶eaire et l'interface acier/b¶eton est d¶ecrite par la loi propos¶ee.
Il peut être not¶e que le choix d'utiliser la loi de Mazars a ¶et¶e retenu en vue d'assurer que ce
cas test soit discriminant uniquement par rapport µa la loi constitutive d'interface propos¶ee. Les
paramµetres m¶ecaniques li¶es aux mat¶eriaux constitutifs b¶eton et acier ont ¶et¶e identi¯¶es par rap-
port aux donn¶ees exp¶erimentales disponibles. Les paramµetres li¶es µa l'interface acier/b¶eton ont
¶et¶e identi¯¶es par analyse inverse, essentiellement en ce qui concerne la fonction d'adh¶erenceW .
L'ensemble des paramµetres mat¶eriaux est donn¶e en annexe1 et le jeu de paramµetres utilis¶e en
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annexe 1 dans les tableauxA.7, A.8 et A.9 pour l'interface, l'acier et b¶eton respectivement. En
particulier, il peut être not¶e que la r¶esistance en traction du b¶eton a ¶et¶e tir¶ee al¶eatoirement en
vue de tenir compte de son h¶et¶erog¶en¶eit¶e. Les r¶esultats obtenus sont pr¶esent¶es sur les ¯gures4.9
et 4.10en terme de courbes de r¶eaction pour plusieurs degr¶es de corrosion et de faciµes de ¯ssura-
tion en ¯n d'extraction de la barre d'acier. Tout d'abord, une bonne ad¶equation entre les courbes
force/d¶eplacement num¶eriques et exp¶erimentales a ¶et¶e obtenue. En¯n, la cartographie d'endom-
magement obtenue est coh¶erente non seulement avec le faciµes de ¯ssuration exp¶erimental mais
aussi avec celle obtenue par (Lundgren, 2005a). Les r¶esultats obtenus, suite µa la mod¶elisation de
cet essai, permettent de conclure que le modµele d'interface acier/b¶eton permet une description
satisfaisante de la r¶eponse exp¶erimentale. Bien que ces r¶esultats contribuent µa la validation du
modµele d'interface acier/b¶eton propos¶e, il est important de noter que le mode de d¶egradation de
l'interface est essentiellement le mode II. Ainsi, aucune conclusion ne peut être tir¶ee quant µa la
pertinence du modµele propos¶e lorsque les modes I, II et III sont sollicit¶es de maniµere coupl¶ee.

Fig. 4.9 { Courbes de r¶eaction num¶eriques
et exp¶erimentales pour di®¶erents degr¶es de
corrosion.

Fig. 4.10 { Cartographie d'endommagement
obtenue aprµes extraction de la barre d'acier.

4.3.4 Bilan

Dans cette section, les simulations d'essais de tirant sous di®¶erentes conditions ont ¶et¶e pr¶esent¶ees.
En premier lieu, les essais r¶ealis¶es par (LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987) ont ¶et¶e ¶etudi¶es.
Ces derniers ont ¶et¶e e®ectu¶es en l'absence de corrosion mais sous di®¶erents niveaux de con¯-
nement. Les r¶esultats num¶eriques obtenus ont fait apparâ³tre d'une part la capacit¶e du modµele
propos¶e µa bien rendre compte des e®ets li¶es au con¯nement et, d'autre part, la pr¶esence d'une
contrainte r¶esiduelle de frottement. Ce dernier point est dû µa la formulation intrinsµeque des
¶equations constitutives du modµele d'interface et doit donc être consid¶er¶e comme un point faible
sur lequel un travail suppl¶ementaire pourrait être r¶ealis¶e. N¶eanmoins, si l'on s'int¶eresse µa la
r¶esistance de l'interface, le pic de r¶esistance est bien d¶ecrit pour les di®¶erents niveaux de con¯-
nement. En second lieu, les essais conduits par (Cl¶ement, 1987) ont ¶et¶e consid¶er¶es. Ces derniers
avaient pour but d'¶etudier la ¯ssuration du b¶eton lorsque l'interface acier/b¶eton est sollicit¶ee
en mode II. Les simulations num¶eriques r¶ealis¶ees en utilisant les modµeles d¶evelopp¶es dans cette
thµese ont permis de mettre en ¶evidence l'int¶erêt de consid¶erer une loi d'interface acier/b¶eton
pour obtenir des r¶eponses non seulement quantitatives mais aussi qualitatives pr¶ecises et plus
proches des observations exp¶erimentales. Les r¶esultats num¶eriques obtenus contribuent donc µa
valider le modµele propos¶e. En dernier lieu, dans le but d'¶evaluer la capacit¶e du modµele d'interface
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lorsqu'un ¶el¶ement de structures est sujet µa un chargement m¶ecanique et µa la corrosion, les essais
exp¶erimentaux e®ectu¶es par (Almusallam et al., 1996) ont ¶et¶e simul¶es grâce µa une mod¶elisation
tridimensionnelle massive. Les r¶esultats obtenus sont satisfaisants et contribuent µa la valida-
tion du modµele propos¶e. N¶eanmoins, comme dans le cas pr¶ec¶edent, l'interface acier/b¶eton est
essentiellement sollicit¶ee en mode II. Les r¶esultats num¶eriques obtenus ne permettent donc pas
de conclure µa la validation du modµele sous chargement complexe, c'est-µa-dire sous des sollicita-
tions induisant un couplage entre les modes de rupture I et II/III. Un point essentiel qu'il y a
lieu de mentionner concerne l'identi¯cation des paramµetres mat¶eriaux li¶es µa la corrosion.¶Etant
donn¶e l'absence d'informations sp¶eci¯ques portant sur la corrosion, ces derniers ont dû être iden-
ti¯¶es par analyse inverse. Par suite, il s'agit davantage d'une calibration que d'une validation
du modµele propos¶e qui a le m¶erite de montrer qu'un cadre num¶erique permettant d'obtenir de
tels r¶esultats a ¶et¶e propos¶e. Les paramµetres calibr¶es peuvent a priori être utilis¶es pour simuler
d'autre cas tests si toutefois les propri¶et¶es du b¶eton et de l'acier sont voisines de celles retenues
par (Almusallam et al., 1996).

4.4 Simulation d'¶el¶ements de structures en b¶eton

Dans cette section, deux simulations d'¶el¶ements de structure en b¶eton sont pr¶esent¶ees. En
premier lieu, les poutres exp¶erimentalement test¶ees par (Schlangen, 1993) sont ¶etudi¶ees. Ces
derniµeres ont ¶et¶e soumises µa un chargement de type cisaillement asym¶etrique et entaill¶ees (sim-
plement et doublement) en vue de favoriser la rotation du repµere principal. Ces essais sont
particuliµerement discriminants dµes qu'il s'agit d'¶evaluer les capacit¶es d'un modµele de b¶eton µa
suivre la rotation du repµere principal au cours du chargement. En second lieu, une ¶etude de
sensibilit¶e au maillage est pr¶esent¶ee sur la base de l'essai de traction directe r¶ealis¶e par (Hassan-
zadeh, 1991). L'utilisation coupl¶ee du limiteur de localisation non-local avec le modµele de b¶eton
propos¶e est pr¶esent¶ee et discut¶ee.

4.4.1 Essais de Schlangen

Description du protocole exp¶erimental

En 1993, (Schlangen, 1993) lors de ses travaux de thµese a men¶e une vaste campagne exp¶erimentale
visant µa ¶etudier les m¶ecanismes de ¯ssuration du b¶eton sous chargements complexes. Ces essais
sont de nos jours connus pour être discriminants lorsque les capacit¶es d'un modµele de b¶eton sont
¶evalu¶ees. Plus particuliµerement, les capacit¶es du modµele de b¶eton µa bien d¶ecrire le comportement
d'¶el¶ements de structures lorsque le repµere principal tourne au cours du chargement peuvent être
test¶ees.

Parmi les essais r¶ealis¶es par (Schlangen, 1993), deux poutres en b¶eton ont ¶et¶e ¶etudi¶ees. La
premiµere est de forme prismatique et comporte une entaille initiale. La seconde est ¶egalement de
forme prismatique et comporte deux entailles initiales. Ces deux ¶el¶ements de structure ont ¶et¶e
soumis µa un chargement de cisaillement asym¶etrique au moyen d'un chevêtre. Les ¯gures4.11et
4.12donnent une repr¶esentation sch¶ematique des protocoles d'essais mis en jeu. Le chargement a
¶et¶e contrôl¶e en d¶eplacement impos¶e et a ¶et¶e appliqu¶e sur le chevêtre de telle sorte que les e®orts
r¶esultants soient dans un rapport de 1

11 et 10
11. Le b¶eton utilis¶e a ¶et¶e caract¶eris¶e m¶ecaniquement

par un module d'Young de 35000 MPa et un coe±cient de Poisson ¶egale µa 0,2. La r¶esistance
en traction du b¶eton est de l'ordre de 2,1 MPa. Les r¶esultats exp¶erimentaux quantitatifs s'ex-
priment pour les deux poutres en termes de force/d¶eplacement en mode I en face sup¶erieure de
l'entaille. Les faciµes de ¯ssuration sont ¶egalement disponibles.
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Fig. 4.11 { Poutre simplement entaill¶ee
soumise µa un chargement de cisaillement
asym¶etrique - toutes les dimensions sont
donn¶ees en millimµetres.

Fig. 4.12 { Poutre doublement entaill¶ee
soumise µa un chargement de cisaillement
asym¶etrique - toutes les dimensions sont
donn¶ees en millimµetres.

Mod¶elisation par ¶el¶ements ¯nis

En vue de tester la capacit¶e du modµele de b¶eton propos¶e µa d¶ecrire le comportement d'¶el¶ements
de structures sous chargements complexes, les deux poutres ¶etudi¶ees par (Schlangen, 1993) et
¶evoqu¶ees pr¶ec¶edemment ont ¶et¶e simul¶ees. Pour cela, les g¶eom¶etries et les conditions aux limites
pr¶esent¶ees sur les sch¶emas4.11 et 4.12 ont ¶et¶e prises en compte. Pour la premiµere poutre 26142
¶el¶ements ¯nis de type triangle µa trois n¾uds ont ¶et¶e utilis¶es et, pour la seconde poutre, 35793
¶el¶ements ¯nis de même type ont ¶et¶e consid¶er¶es. Proche des conditions aux limites bloqu¶ees, des
patins rigides de 20 mm de longueur et de 5 mm de hauteur ont ¶et¶e consid¶er¶es. Le chevêtre a ¶et¶e
mod¶elis¶e par un corps rigide pour ¶eviter toute dissipation µa ce niveau. Aucun modµele particulier
de glissement/frottement n'a ¶et¶e considµere entre les patins et la poutre en b¶eton ¶etant donn¶e
qu'aucune information exp¶erimentale n'¶etait disponible µa ce sujet. Le b¶eton a ¶et¶e mod¶elis¶e par
le modµele propos¶e dans cette ¶etude. Les paramµetres mat¶eriaux ont ¶et¶e identi¯¶es par rapport
aux informations exp¶erimentales disponibles et sont pr¶esent¶es en annexe 1 dans le tableauA.10.
A¯n de r¶eduire les problµemes li¶es µa la d¶ependance au maillage, l'approche non-locale (Pijaudier-
Cabot et Bazant, 1987) a ¶et¶e consid¶er¶ee. Pour les deux poutres, une longueur caract¶eristique
¶egale µa 7 mm a ¶et¶e consid¶er¶ee. Celle-ci a ¶et¶e identi¯¶ee d'aprµes les recommandations habituelles.
Les r¶esultats num¶eriques obtenus sont pr¶esent¶es dans les paragraphes suivants. Les faciµes de
¯ssuration obtenus exp¶erimentalement par (Schlangen, 1993) sont pr¶esent¶es sur les ¯gures4.13
et 4.14.

Poutre simplement entaill¶ee. Concernant la poutre simplement entaill¶ee, les r¶esultats
num¶eriques obtenus sont en ad¶equation satisfaisante avec les donn¶ees exp¶erimentales non
seulement sur le plan quantitatif mais aussi sur le plan qualitatif. La courbe num¶erique
force/ouverture de l'entaille est compar¶ee au fuseau exp¶erimental sur la ¯gure4.15. La car-
tographie d'endommagement obtenue en ¯n de chargement est donn¶ee sur la ¯gure4.16. Selon
le rapport exp¶erimental, une premiµere ¯ssure s'initie prµes de l'entaille et se propage vers la face
inf¶erieure de la poutre. Cette ¯ssure est visible sur la ¯gure4.13. Au cours de la propagation,
une seconde zone ¯ssurante s'est r¶ev¶el¶ee exp¶erimentalement. Cette derniµere s'initie prµes du pa-
tin simplement appuy¶e. Cette zone n'est pas repr¶esent¶ee sur le faciµes exp¶erimental mais a ¶et¶e
constat¶ee num¶eriquement, comme le montre la cartographie d'endommagement donn¶ee sur la
¯gure 4.16. La cin¶ematique de ¯ssuration d¶ecrite dans les travaux de (Schlangen, 1993) semble
donc être en accord avec les observations num¶eriques. Les r¶esultats obtenus, en consid¶erant
l'¶el¶ement de structure retenu dans ce paragraphe, contribuent donc µa valider le modµele de b¶eton
propos¶e lorsque le repµere principal tourne au cours du chargement.
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Fig. 4.13 { Faciµes de ¯ssuration obtenu en
¯n de chargement pour la poutre simplement
entaill¶ee d'aprµes (Schlangen, 1993).

Fig. 4.14 { Faciµes de ¯ssuration obtenu en
¯n de chargement pour la poutre double-
ment entaill¶ee d'aprµes (Schlangen, 1993).

Poutre doublement entaill¶ee. Concernant la poutre doublement entaill¶ee, seuls des
r¶esultats qualitatifs ont ¶et¶e en accord avec l'exp¶erience en respectant les paramµetres mat¶eriaux
fournis par (Schlangen, 1993). Nous expliquons cela par l'absence de modµeles sp¶eci¯ques g¶erant
le frottement et le glissement des patins d'appuis entre le bâti et la poutre. En e®et, le rap-
port exp¶erimental fait ¶etat qu'un important frottement au patin a ¶et¶e constat¶e durant l'essai.
Ces observations ont ¶egalement ¶et¶e remarqu¶ees par (Geerset al., 2000) dans leurs travaux. Les
r¶esultats qualitatifs obtenus sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.17et peuvent être rapproch¶es du faciµes
de ¯ssuration exp¶erimentalement observ¶e en ¯n de chargement montr¶e sur la ¯gure4.14. Les
r¶esultats num¶eriques obtenus sur la base de ce cas test ne sont donc pas complµetement satis-
faisants sur le plan quantitatif. N¶eanmoins, la cin¶ematique de rupture a bien ¶et¶e reproduite,
conform¶ement aux observations exp¶erimentales.

4.4.2 Essai de Hassanzadeh

Description du protocole exp¶erimental

Un essai de traction directe a ¶et¶e r¶ealis¶e par (Hassanzadeh, 1991) sur une ¶eprouvette de b¶eton.
Ce mat¶eriau ¶etant fragile en traction, cet essai constitue donc un cas id¶eal pour ¶evaluer la
d¶ependance au maillage de la r¶eponse d'un modµele constitutif de b¶eton. Les simulations r¶ealis¶ees
sur la base de ce cas test ont donc pour but de montrer qu'en utilisant le modµele de b¶eton pro-
pos¶e coupl¶e avec l'approche non-locale, les ¶equations du problµeme peuvent être r¶egularis¶ees pour
r¶eduire les instabilit¶es dues µa la localisation des d¶eformations.

Un sch¶ema du protocole exp¶erimental est donn¶e sur la ¯gure4.18. L'¶eprouvette de b¶eton uti-
lis¶ee est en forme d'os. Cette derniµere a ¶et¶e entaill¶ee en vue d'assurer la constance du champ des
contraintes en zone centrale. Les conditions aux limites consistent en des appuis simples sur la
face inf¶erieure de l'¶eprouvette et en un chargement contrôl¶e en d¶eplacement et appliqu¶e sur la
face sup¶erieure. Le b¶eton utilis¶e a un module d'Young de 36000 MPa, un coe±cient de Poisson
de 0,2, une r¶esistance µa la compression de 50 MPa et une r¶esistance µa la traction de 3,2 MPa.
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Fig. 4.15 { Courbes exp¶erimentale et num¶erique force/ouverture en surface de l'entaille.

Fig. 4.16 { Cartographie d'endommagement obtenue en ¯n de chargement pour la poutre sim-
plement entaill¶ee.

Mod¶elisation par ¶el¶ements ¯nis

Dans le but de v¶eri¯er l'ind¶ependance au maillage en utilisant le modµele de b¶eton propos¶e, trois
simulations ¶el¶ements ¯nis ont ¶et¶e r¶ealis¶ees sous l'hypothµese des d¶eformations planes. Seule la
zone centrale entaill¶ee a ¶et¶e mod¶elis¶ee. Trois di®¶erentes ¯nesses de maillage ont ¶et¶e consid¶er¶ees
µa l'aide d'¶el¶ements ¯nis de type triangles µa trois n¾uds : 400, 1500 et 9492 ¶el¶ements ¯nis. Les
trois maillages utilis¶es sont donn¶es sur la ¯gure4.19. Les paramµetres du modµele de b¶eton ont
¶et¶e identi¯¶es µa l'aide des informations exp¶erimentales disponibles et sont donn¶es en annexe 1
dans le tableauA.11. La longueur caract¶eristique li¶ee µa l'approche non-locale a ¶et¶e choisie ¶egale
µa 12 mm, ce qui correspond µa la d¶e¯nition d'un voisinage contenant 3-4 ¶el¶ements ¯nis pour le
maillage le plus grossier. Les r¶esultats obtenus pour les di®¶erentes simulations sont pr¶esent¶es sur
les ¯gures4.20et 4.21. En premier lieu, il est possible d'observer que les r¶eponses quantitatives,
s'exprimant en terme de force/d¶eplacement, obtenues pour les trois maillages sont identiques.
Cela montre qu'en utilisant de maniµere coupl¶ee le modµele de b¶eton propos¶e avec l'approche
non-locale, les r¶esultats obtenus sont objectifs par rapport au maillage. En second lieu, les
cartographies d'endommagement obtenues en ¯n de chargement pour les trois maillages sont
similaires. Cependant, le faciµes de ¯ssuration exp¶erimental est mal repr¶esent¶e en raison du fait
que la longueur caract¶eristique n'a pas ¶et¶e identi¯¶ee pour favoriser une description ¯ne de la
¯ssuration. En e®et, le but de ces simulations ¶etait de montrer l'ind¶ependance de la r¶eponse
au maillage. Ainsi, les r¶esultats obtenus sur la base de cas test permettent de conclure que les
¶equations d'¶equilibre peuvent être r¶egularis¶ees lorsque le modµele de b¶eton propos¶e est utilis¶e
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Fig. 4.17 { Cartographie d'endommagement obtenue en ¯n de chargement pour la poutre dou-
blement entaill¶ee.

Fig. 4.18 { Sch¶ema de l'essai r¶ealis¶e par (Hassanzadeh, 1991).

avec l'approche non-locale (Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987).

4.4.3 Bilan

Dans cette section, le modµele de b¶eton propos¶e a ¶et¶e ¶evalu¶e en consid¶erant des structures en
b¶eton. En premier lieu, des poutres simplement et doublement entaill¶ees test¶ees par (Schlan-
gen, 1993) ont ¶et¶e simul¶ees. Ces ¶el¶ements de structures ont ¶et¶e soumis µa un chargement de
cisaillement asym¶etrique en vue de provoquer la rotation du repµere des contraintes principales
au cours du chargement. Concernant la poutre simplement entaill¶ee, les r¶esultats num¶eriques
obtenus ont pu être corr¶el¶es aux donn¶ees exp¶erimentales d'une maniµere satisfaisante. En parti-
culier, la cin¶ematique de rupture constat¶ee exp¶erimentalement a ¶et¶e retrouv¶ee num¶eriquement.
En revanche, concernant la poutre doublement entaill¶ee, les r¶esultats quantitatifs exprim¶es en
terme de force/d¶eplacement n'ont pu être num¶eriquement retrouv¶es. Cela peut s'expliquer par
la pr¶esence d'importants e®ets de glissement/frottement entre les patins d'appuis et la poutre.
La cartographie d'endommagement obtenue peut n¶eanmoins être rapproch¶ee de celle rapport¶ee
par l'exp¶erience. Les r¶esultats obtenus ont donc permis, au moins en partie, de valider le modµele
de b¶eton propos¶e µa suivre les rotations du repµere principal au cours du chargement. En se-
cond lieu, en vue d'¶evaluer la d¶ependance au maillage lorsque le modµele de b¶eton propos¶e est
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Fig. 4.19 { Maillages utilis¶es pour les simulations - (a) 400 ¶el¶ements, (b) 1500 ¶el¶ements et (c)
9492 ¶el¶ements.

Fig. 4.20 { Courbes exp¶erimentale et num¶eriques force/d¶eplacement.

utilis¶e, les essais de tractions directes r¶ealis¶es par (Hassanzadeh, 1991) ont ¶et¶e simul¶es. Pour
cela, di®¶erentes ¯nesses de maillages ont ¶et¶e consid¶er¶ees. L'approche non-locale a ¶et¶e utilis¶ee
de maniµere coupl¶ee au modµele de b¶eton propos¶e. Trois simulations, en conservant une longueur
caract¶eristique ¯xe, ont ¶et¶e r¶ealis¶ees. Les r¶esultats num¶eriques obtenus montrent clairement que
la r¶eponse est ind¶ependante du maillage utilis¶e. De plus, les r¶esultats quantitatifs obtenus par
l'exp¶erience ont ¶et¶e retrouv¶es. En revanche, le faciµes de ¯ssuration exp¶erimental n'a pas ¶et¶e
retrouv¶e. Cela peut s'expliquer par le fait que la longueur caract¶eristique n'a pas ¶et¶e identi¯¶ee
pour cela. En e®et, une cartographie plus proche de celle exp¶erimentalement constat¶ee aurait ¶et¶e
per»cue si un maillage plus ¯n, avec une plus petite longueur caract¶eristique, avait ¶et¶e consid¶er¶e.

4.5 Simulation d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e

Quelques simulations d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e sont pr¶esent¶ees dans cette section
en vue d'¶etudier les capacit¶es des modµeles propos¶es µa bien d¶ecrire leur r¶eponse structurale sous
chargement cyclique. En premier lieu, un essai de °exion trois points r¶ep¶et¶ee r¶ealis¶e sur une
poutre en b¶eton arm¶e par (Ragueneau, 1999) a ¶et¶e ¶etudi¶e. Ce dernier a ¶et¶e mod¶elis¶e de maniµere
simpli¯¶ee µa l'aide de la version multi¯bre des lois propos¶ees (b¶eton et interface acier/b¶eton).
En vue d'¶evaluer l'e®et des incertitudes sur la r¶eponse m¶ecanique µa rupture d'un tel ¶el¶ement de
structure, une ¶etude probabiliste a ¶et¶e conduite. En outre, les intervalles de con¯ance µa 90 %
ont ¶et¶e d¶etermin¶es. Deux cas de simulation sont pr¶esent¶es, l'un avec une interface acier/b¶eton
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Fig. 4.21 { Cartographie d'endommagement obtenue en ¯n de chargement pour les di®¶erents
maillages - (a) 400 ¶el¶ements, (b) 1500 ¶el¶ements et (c) 9492 ¶el¶ements.

parfaite et, l'autre, avec une interface acier/b¶eton imparfaite. Les r¶esultats sont compar¶es et
discut¶es. En second lieu, une poutre faiblement charg¶ee en °exion trois points cyclique altern¶ee a
¶et¶e ¶etudi¶ee. Cet ¶el¶ement de structure est ¶etudi¶e d'une part µa l'aide d'une mod¶elisation simpli¯¶ee
et, d'autre part, µa l'aide d'une mod¶elisation locale massive. Les r¶esultats sont compar¶es et
discut¶es.

4.5.1 Essai de Ragueneau

Description du protocole exp¶erimental

Au cours de ses travaux de thµese, (Ragueneau, 1999) a r¶ealis¶e deux essais de °exion trois points
sur des poutres en b¶eton arm¶e dont un r¶ealis¶e en chargement r¶ep¶et¶e. Ces essais avaient pour but
d'¶evaluer l'intensit¶e du couplage entre la ¯ssuration et la dissipation cyclique. Ces essais sont
donc particuliµerement bien adapt¶es pour ¶evaluer la pertinence de la prise en compte des e®ets
hyst¶er¶etiques.

Le corps d'¶epreuve est une poutre en b¶eton arm¶e de 1500 mm de longueur totale et de 1400 mm
de longueur entre appuis. Quatre armatures ont ¶et¶e consid¶er¶ees. Les deux armatures sup¶erieures
ont un diamµetre de 8 mm et les armatures inf¶erieures un diamµetre de 14 mm. L'¶epaisseur d'en-
robage est homogµene autour de la section et ¶egale µa 10 mm. La poutre est simplement appuy¶ee
et le chargement est contrôl¶e en e®ort. Il a ¶et¶e appliqu¶e en di®¶erents paliers 10 kN, 30 kN, 50
kN, 70 kN et 90 kN. A chaque palier, 10 cycles ont ¶et¶e e®ectu¶es. Un petit nombre de cycles a
¶et¶e retenu en vue d'¶eviter tout ph¶enomµene de fatigue. Le b¶eton constitutif de la poutre a un
module d'Young de 28000 MPa, une r¶esistance µa la compression de 40 MPa et une r¶esistance µa la
traction de 2,7 MPa. Les aciers ont un module d'Young de 200000 MPa et une limite d'¶elasticit¶e
de 450 MPa.

Mod¶elisation simpli¯¶ee

Dans le but d'¶evaluer la pertinence des modµeles propos¶es lorsque l'on s'int¶eresse µa la capacit¶e
portante d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e, l'essai de °exion trois points r¶ep¶et¶ee r¶ealis¶e
par (Ragueneau, 1999) a ¶et¶e mod¶elis¶e. Exp¶erimentalement, aucune donn¶ee li¶ee µa la ¯ssuration
n'a ¶et¶e report¶ee. Une mod¶elisation simpli¯¶ee s'appuyant sur l'approche multi¯bre est justi¯¶ee.
Deux cas ont ¶et¶e consid¶er¶es : en premier lieu, l'interface entre l'acier et le b¶eton a ¶et¶e sup-
pos¶ee parfaite et, en second lieu, une interface imparfaite a ¶et¶e consid¶er¶ee au sens de l'approche
simpli¯¶ee pr¶esent¶ee dans le chapitre pr¶ec¶edent. Le chargement a ¶et¶e contrôl¶e en d¶eplacement
impos¶e en vue d'augmenter la robustesse num¶erique des simulations et d'assurer une bonne
description de la phase de plasti¯cation des aciers. A¯n que la comparaison entre les r¶esultats
obtenus dans les deux cas pr¶ec¶edemment mentionn¶es ne porte que sur la maniµere de consid¶erer
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l'interface acier/b¶eton, les maillages utilis¶es lors des deux simulations sont les mêmes. Le b¶eton
a ¶et¶e mod¶elis¶e par la loi propos¶ee, l'acier par une loi ¶elasto-plastique avec ¶ecrouissage isotrope et
l'interface acier/b¶eton par la loi propos¶ee sous sa forme simpli¯¶ee. Le jeu de paramµetres utilis¶e
est donn¶e en annexe 1 dans les tableauxA.12, A.13 et A.14 pour le b¶eton, l'acier avec interface
parfaite et l'acier avec interface imparfaite respectivement.

Les cartographies d'endommagement obtenues dans les cas d'une interface acier/b¶eton parfaite
et imparfaite sont pr¶esent¶ees sur les ¯gures4.22et 4.23. D'une maniµere g¶en¶erale, les cartographies
d'endommagement sont assez similaires. N¶eanmoins, il peut être not¶e que la zone endommag¶ee
semble plus homogµene dans le cas d'une interface parfaite. De plus, la rupture de l'¶eprouvette
est caract¶eris¶ee par d'une part un endommagement assez localis¶ee en zone de traction et, d'autre
part, une zone endommag¶ee en compression. Cela correspond µa une rupture en pivot B, selon
la terminologie habituellement utilis¶ee en b¶eton arm¶e. Dans le cas d'une interface imparfaite, le
mode de rupture est di®¶erent. D'une part la zone d'endommagement en traction est moins haute
et est plus ¶etal¶ee selon la direction longitudinale. Elle semble suivre les barres de renforcement
inf¶erieures. De plus, l'endommagement dans la zone en compression n'apparâ³t plus selon le
même mode que dans le cas pr¶ec¶edent. En e®et, l'endommagement se propage depuis la zone en
traction vers la zone en compression. Autrement dit, on assiste µa une rupture en pivot A. Ces
di®¶erents modes de rupture ont pu être obtenus en raison du caractµere imparfait de l'interface
acier/b¶eton. Les r¶esultats quantitatifs obtenus pour les deux cas ¶etudi¶es sont pr¶esent¶es sur la

Fig. 4.22 { Cartographie d'endommagement
- interface parfaite.

Fig. 4.23 { Cartographie d'endommagement
- interface imparfaite.

¯gure 4.24. Il peut être observ¶e que les r¶esultats exp¶erimentaux sont globalement retrouv¶es. En
revanche, lorsque l'on observe les d¶eplacements r¶esiduels, il peut être not¶e que les r¶esultats obte-
nus dans les deux cas surestiment les r¶esultats exp¶erimentaux. Par ailleurs, en phase de tension
sti®ening, des oscillations en e®ort peuvent être not¶ees dans le cas de l'interface acier/b¶eton im-
parfaite. Ceci est dû au fait que l'acier reprend moins d'e®orts parce que l'interface acier/b¶eton
se d¶et¶eriore. L'¶equilibre global devant être respect¶e, c'est le b¶eton qui va reprendre plus d'ef-
forts et qui va donc se ¯ssurer davantage que dans le cas oµu l'interface est consid¶er¶ee comme
parfaite. Ainsi, les r¶esultats obtenus sur la base de ce cas test contribuent d'une part µa valider le
modµele simpli¯¶e d'interface acier/b¶eton sans corrosion et, d'autre part, la loi simpli¯¶ee de b¶eton.
D'avantage d'investigations sont n¶ecessaires pour apporter des ¶el¶ements de validation vis-µa-vis
de la prise en compte de la corrosion.
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Fig. 4.24 { Courbes de r¶eaction - interface parfaite et imparfaite, exp¶erience.

Etude probabiliste

Dans la section pr¶ec¶edente, une mod¶elisation d¶eterministe a ¶et¶e propos¶ee. L'exp¶erience montre
que les paramµetres mat¶eriaux sont souvent entach¶es d'incertitudes. Ces derniµeres doivent alors
être prises en compte pour ¶evaluer la sensibilit¶e de la r¶eponse du modµele aux variations des
di®¶erents paramµetres. Une ¶etude probabiliste a donc ¶et¶e conduite pour d¶eterminer les intervalles
de con¯ance µa 90 %. Le modµele probabiliste comporte trois variables al¶eatoires qui sont la limite
en traction du b¶eton, la limite d'¶elasticit¶e des aciers et l'¶epaisseur d'enrobage. Les paramµetres
ainsi que les lois choisies sont pr¶esent¶ees dans le tableau4.2. Pour r¶esoudre le problµeme stochas-

Variable Loi de Moyenne Coe±cient de
probabilit¶e variation

R¶esistance en Lognormale 3; 15 MPa 10 %
traction du b¶eton

¶Epaisseur d'enrobage Lognormale 1; 0 cm 10 %
Limite d'¶elasticit¶e Lognormale 450 MPa 10 %

des aciers

Tab. 4.2 { Variables al¶eatoires choisies pour l'¶etude probabiliste µa rupture de la poutre en b¶eton arm¶e.

tique qui se pose, la m¶ethode de Monte Carlo a ¶et¶e utilis¶ee. Cette technique, bien que coûteuse
en temps de calcul, a le m¶erite de permettre un contrôle de la convergence en temps r¶eel et de
fournir un historique complet de la r¶eponse. Ainsi, 15000 tirages ont ¶et¶e e®ectu¶es. Contrairement
au cas pr¶ec¶edent, pour r¶eduire au maximum les temps de calcul, seule la courbe enveloppe a
¶et¶e consid¶er¶ee. Ceci est totalement justi¯¶e ¶etant donn¶e que le protocole exp¶erimental assure la
quasi inexistence des ph¶enomµenes de fatigue. L'ensemble des tirages r¶ealis¶e est pr¶esent¶e sur la
¯gure 4.25.
Les tirages ont ¶et¶e trait¶es statistiquement pour d¶eterminer les intervalles de con¯ance. En e®et,
en chacun des points (°µeche/force), la fonction de r¶epartition a ¶et¶e calcul¶ee µa partir des histo-
grammes correspondants. Les intervalles de con¯ance µa 90 % ont donc pu être d¶etermin¶es en
consid¶erant les fractiles µa 5 % et 95 %. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.26.
Il est possible de remarquer que les phases lin¶eaires et de plasti¯cation des aciers sont bien
contenues dans l'intervalle de con¯ance. En revanche, la phase de ¯ssuration du b¶eton ne l'est
pas. Ceci peut s'expliquer en raison d'une mauvaise identi¯cation des paramµetres r¶egissant la
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Fig. 4.25 { Courbes de r¶eaction µa rupture - 15000 tirages.

Fig. 4.26 { Intervalle de con¯ance µa 90 %.

vitesse d'endommagement du b¶eton. En e®et, aucune information locale n'a ¶et¶e fournie (courbe
contrainte/d¶eformation). Seuls les seuils et les modules ont pu être ¯nement identi¯¶es. Par
ailleurs, il peut ¶egalement être not¶e que la sensibilit¶e de la r¶eponse devient plus importante
lorsque l'on se rapproche de la rupture. Cela semble avoir du sens ¶etant donn¶e que les variables
al¶eatoires choisies contrôlent pr¶ecis¶ement la rupture. Les r¶esultats obtenus µa la suite de cette
¶etude probabiliste ont clairement montr¶e que le modµele propos¶e est largement in°uenc¶e par les
variations des paramµetres m¶ecaniques. Une telle ¶etude permet de quanti¯er l'incertain et donc
de donner des indicateurs suppl¶ementaires quant µa la pertinence de la r¶eponse moyenne par
rapport aux r¶esultats exp¶erimentaux, essentiellement grâce µa la d¶etermination des intervalles de
con¯ance.

4.5.2 Essai de La Borderie

Description du protocole exp¶erimental

Lors de ses travaux de thµese, (LaBorderie, 1991) a r¶ealis¶e des essais de °exion cyclique µa bas
niveau de chargement sur des poutres en b¶eton arm¶e. Ces essais avaient pour but de mettre en
¶evidence l'e®et unilat¶eral li¶e µa la refermeture des ¯ssures cr¶e¶ees dans le b¶eton lors d'un cycle trac-
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tion/compression. L'essentiel des r¶esultats exp¶erimentaux est disponible ainsi que le protocole
exp¶erimental mis en ¾uvre. Ces essais constituent donc une r¶ef¶erence lorsqu'il s'agit d'¶evaluer
les performances d'un modµele de b¶eton en chargement cyclique.

Les corps d'¶epreuve sont des poutres en b¶eton arm¶e. Les e®ets d'¶echelle ont ¶et¶e ¶evit¶es en choi-
sissant les dimensions des corps d'¶epreuve les plus proches possibles de celles utilis¶ees dans l'in-
dustrie. Les poutres ont une longueur totale de 1700 mm, 1500 mm entre appuis, une hauteur
de 200 mm et une largeur de 150 mm. Les ¶eprouvettes cylindriques ont ¶et¶e r¶ealis¶ees au LCPC
Paris a¯n de caract¶eriser le b¶eton durci. Ainsi, 3 cylindres (16-16-32) ont ¶et¶e confectionn¶es et
destin¶es µa des essais de compression et 3 cylindres (16-16-32) a des essais de traction par fendage.
Par ailleurs, 3 cylindres (forme en os) de diamµetre 140 mm ont ¶et¶e test¶es en traction directe et
3 prismes (10-10-40) ont ¶et¶e sujets µa des essais de °exion quatre points. L'ensemble des cages
d'armature a ¶et¶e r¶ealis¶e µa l'ENS de Cachan. Celles-ci se composent de 4 aciers longitudinaux de
diamµetre 12 mm et 3 cadres en zone de moment n¶egatif pour ¶eviter la rupture en cisaillement.
Le b¶eton pr¶esente une r¶esistance µa la traction de 2,6 MPa, un module d'Young de 30000 MPa et
une r¶esistance µa la compression de 40 MPa. Les aciers ont un module d'Young de 200000 MPa
et une limite d'¶elasticit¶e de 450 MPa. Le montage d'essai est constitu¶e d'une dalle rigide autour
de laquelle un portique de r¶eaction a ¶et¶e positionn¶e. Un v¶erin d'une capacit¶e de 150 kN et d'une
course maximale de 150 mm a ¶et¶e plac¶e en zone centrale de l'¶eprouvette. Le chargement est
contrôl¶e en d¶eplacement via le v¶erin. Son ¶evolution est d¶ecrite sur la ¯gure4.27.

Fig. 4.27 { D¶eplacement impos¶e en fonction du temps.

Il est possible de remarquer que le chargement appliqu¶e comporte des cycles d'amplitude va-
riable. En e®et, ce type de chargement est reconnu comme ¶etant caract¶eristique d'un s¶eisme
(LaBorderie, 1991). Par ailleurs, le d¶eplacement maximal prescrit est assez faible. Cela est µa rap-
procher du fait que la plasti¯cation des aciers n'¶etait pas souhait¶ee pour ¶etudier le ph¶enomµene
de d¶egradation du b¶eton. Ce type de chargement est donc complexe et permet de tester de
maniµere avanc¶ee les performances des modµeles propos¶es. A titre comparatif, deux mod¶elisations
ont ¶et¶e e®ectu¶ees : une mod¶elisation simpli¯¶ee et une mod¶elisation locale. Les r¶esultats obtenus
sont pr¶esent¶es dans les sections suivantes. Bien que les r¶esultats num¶eriques pr¶esent¶es aient ¶et¶e
obtenus pour un grand nombre de cycles, ces derniers sont compar¶es µa la courbe enveloppe des
r¶esultats exp¶erimentaux. Ce choix a ¶et¶e retenu en raison du fait que nous n'avions pas accµes au
¯chier de r¶esultats exp¶erimentaux pour un grand nombre de cycles mais seulement pour deux
cycles. Dans ses travaux, (LaBorderie, 1991) a montr¶e qu'en l'absence de ph¶enomµenes de fatigue,
la courbe force/d¶eplacement obtenue pour deux cycles enveloppe est bien celle obtenue pour un
plus grand nombre de cycles.
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Mod¶elisation simpli¯¶ee

L'interface acier/b¶eton a ¶et¶e consid¶er¶ee comme ¶etant parfaite. Une mod¶elisation multi¯bre a
donc ¶et¶e r¶ealis¶ee en consid¶erant 18 ¶el¶ements poutre maill¶es par des quadrangles en section. Un
seul ¶el¶ement dans l'¶epaisseur a ¶et¶e consid¶er¶e. Cette approche peut donc être assimil¶ee µa une
approche de type multi-couches. Les conditions aux limites r¶esident en des appuis simples ainsi
qu'un d¶eplacement vertical impos¶e µa mi-trav¶ee. L'¶evolution de ce dernier a ¶et¶e d¶e¯nie selon la
description r¶ealis¶ee sur la ¯gure4.27. Les paramµetres mat¶eriaux sont donn¶es en annexe 1 dans
les tableauxA.15 et A.16 pour le b¶eton et l'acier respectivement. Les r¶esultats obtenus en terme
de courbe de r¶eaction et de cartographie d'endommagement sont montr¶es sur les ¯gures4.28 et
4.29 respectivement.

Fig. 4.28 { Courbe force/°µeche obtenue
pour la poutre test¶ee par (LaBorderie, 1991)
- approche simpli¯¶ee.

Fig. 4.29 { Cartographie d'endommagement
obtenue pour la poutre test¶ee par (LaBorde-
rie, 1991) - approche simpli¯¶ee.

En observant les r¶esultats issus de la mod¶elisation simpli¯¶ee, il apparâ³t que la pr¶ediction est sa-
tisfaisante. Les r¶esultats quantitatifs num¶eriques sont globalement contenus dans l'enveloppe
exp¶erimentale. Par ailleurs, la cartographie d'endommagement pr¶esente deux zones endom-
mag¶ees. Ces derniµeres ont ¶et¶e sujettes µa de la traction de maniµere altern¶ee, ce qui explique
cette forme. Du point de vue exp¶erimental, le faciµes pr¶esente des ¯ssures exp¶erimentales prµes
des v¶erins. Bien que d¶ecrit de maniµere trµes di®use, ce constat a ¶et¶e retrouv¶e.

Mod¶elisation locale

Dans le but d'¶evaluer les possibilit¶es o®ertes par le modµele de b¶eton propos¶e pour traiter le cas
des chargements cycliques altern¶es, une mod¶elisation massive a ¶et¶e r¶ealis¶ee. Des ¶el¶ements ¯nis
de type quadrangle µa quatre n¾uds ont ¶et¶e utilis¶es. Le chargement consid¶er¶e a ¶et¶e l'enveloppe
du chargement d¶ecrit sur la ¯gure 4.27 pour limiter les coûts de calculs prohibitifs. Cela semble
justi¯¶e ¶etant donn¶e l'absence de ph¶enomµene de fatigue. En e®et, dans un tel cas, le nombre de
cycles n'a pas d'in°uence sur l'enveloppe de la r¶eponse obtenue. Les paramµetres mat¶eriaux sont
donn¶es en annexe 1 dans les tableauxA.17 et A.18 pour le b¶eton et l'acier respectivement. La
cartographie d'endommagement obtenue en ¯n de chargement ainsi qu'une comparaison de la
r¶eponse force/d¶eplacement avec l'exp¶erience sont pr¶esent¶ees sur les ¯gures4.30et 4.31 respecti-
vement. Il peut être observ¶e que la cartographie d'endommagement ne permet pas de distinguer
clairement les ¯ssures. Ces observations ont ¶egalement ¶et¶e mentionn¶ees dans (Matallah et La-
Borderie, 2009). En e®et, dans l'¶etude publi¶ee par ces auteurs, une distinction est r¶ealis¶ee entre
endommagement et ¯ssures. Il apparâ³t nettement que les zones endommag¶ees ne pr¶esentent
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pas obligatoirement de ¯ssures. Le modµele propos¶e dans le cadre de la pr¶esente ¶etude ne permet

Fig. 4.30 { Cartographie d'endommagement en ¯n de chargement obtenue pour la poutre test¶ee
par (LaBorderie, 1991) - approche locale.

pas une telle distinction. N¶eanmoins, une typologie d'endommagement similaire est retrouv¶ee.
En¯n, il est µa noter que la pr¶esente cartographie d'endommagement peut être rapproch¶ee de
celle obtenue µa l'aide des modµeles simpli¯¶es.

Fig. 4.31 { Courbe force/d¶eplacement obte-
nue pour le poutre test¶ee par (LaBorderie,
1991) - approche locale.

Fig. 4.32 { Mise en ¶evidence de l'e®et uni-
lat¶eral partiel - approche locale.

Il est possible d'observer que la r¶eponse globale en terme de force/d¶eplacement est en ad¶equation
avec les donn¶ees exp¶erimentales. Toutefois, si la poutre est charg¶ee de maniµere plus importante,
il apparâ³t que l'e®et unilat¶eral partiel ne su±t plus : un e®et unilat¶eral total est requis. Cette
remarque est ¶etay¶ee par le r¶esultat pr¶esent¶e sur la ¯gure4.32. En e®et, pour illustrer le caractµere
partiel de l'e®et unilat¶eral, la même simulation a ¶et¶e r¶ealis¶ee mais µa un niveau de chargement
plus important (35 kN). Une d¶echarge a ¶et¶e r¶ealis¶ee jusqu'µa atteindre un d¶eplacement µa mi-
trav¶ee de signe oppos¶e. Il peut être constat¶e que la refermeture des ¯ssures ne s'e®ectue plus
de maniµere pertinente, une perte d'environ 10 kN est constat¶ee. Cela permet donc de mettre en
lumiµere le fait que, dans le cas des chargements d'intensit¶e importante, un e®et unilat¶eral partiel
ne su±t plus.

Les r¶esultats, non seulement qualitatifs mais aussi quantitatifs, apparaissent comme satisfai-
sants par rapport µa l'exp¶erience. N¶eanmoins, comme cela a ¶et¶e signal¶e, ces constats sont en
partie dus au fait que la poutre est faiblement charg¶ee et que la prise en compte d'un unilat¶eral
partiel su±t. Cela n'est plus vrai dµes lors que le chargement devient plus important.
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4.5.3 Bilan

Dans cette section, deux ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e ont ¶et¶e analys¶es. En premier lieu,
une ¶etude simpli¯¶ee d'une poutre en b¶eton arm¶e test¶ee en °exion trois points cyclique r¶ep¶et¶ee par
(Ragueneau, 1999) a ¶et¶e pr¶esent¶ee. Dans le but de comparer les modµeles simpli¯¶es avec et sans
prise en compte d'une interface imparfaite, deux cas de simulation ont ¶et¶e r¶ealis¶es : sans et avec
interface imparfaite. Il apparâ³t que les r¶esultats exp¶erimentaux sont globalement retrouv¶es.
En r¶ealit¶e, ces derniers sont encadr¶es par les r¶esultats num¶eriques obtenus dans les deux cas
mentionn¶es. Par ailleurs, les cartographies d'endommagement correspondantes sont di®¶erentes.
Les ¯ssures sont davantage visibles dans le cas oµu l'interface acier/b¶eton est imparfaite. Pour
¶evaluer la sensibilit¶e de la r¶eponse aux incertitudes qui entâchent les donn¶ees d'entr¶ee du modµele,
une ¶etude probabiliste a ¶et¶e conduite. En outre, l'intervalle de con¯ance µa 90 % a ¶et¶e calcul¶e.
Il apparâ³t que la r¶eponse exp¶erimentale n'est contenue µa l'int¶erieur ni en phase ¶elastique ni
en phase de tension sti®ening. En revanche, en phase de plasti¯cation des aciers, les donn¶ees
exp¶erimentales sont bien contenues dans l'intervalle de con¯ance µa 90 %. Sur la base de cet
exemple d'¶el¶ement de structure, des ¶el¶ements de validation des modµeles simpli¯¶es propos¶es ont
donc ¶et¶e obtenus. En second lieu, dans le but de tester les possibilit¶es o®ertes dans le cas de
chargements cycliques altern¶es, une poutre soumise µa de la °exion trois points a ¶et¶e analys¶ee.
Deux simulations ont ¶et¶e conduites, une premiµere µa l'aide de modµeles simpli¯¶es avec interface
parfaite et une seconde µa l'aide de modµeles locaux. D'une maniµere g¶en¶erale, il apparâ³t que
les r¶esultats num¶eriques quantitatifs obtenus µa l'aide des deux approches sont en accord avec
l'exp¶erience. N¶eanmoins, dans le cas de l'approche locale, il est apparu que la r¶eponse num¶erique
pr¶esente une sensibilit¶e importante µa la ¯nesse du maillage choisie. De plus, l'e®et unilat¶eral
partiel ne su±t plus si le chargement est augment¶e de maniµere plus importante que celui prescrit
dans les travaux de (LaBorderie, 1991). Les cartographies d'endommagement obtenues dans
les deux cas de simulation sont voisines et peuvent être rapproch¶ees de celles de (Matallah
et LaBorderie, 2009). N¶eanmoins, contrairement au cas du modµele propos¶e par (Matallah et
LaBorderie, 2009), aucune distinction entre zones endommag¶ee et ¯ssur¶ee n'est possible avec le
modµele de b¶eton propos¶e. Cela explique, au moins en partie, pourquoi les ¯ssures n'ont pu être
visualis¶ees avec pr¶ecision. Les r¶esultats acquis sur la base de cet exemple permettent d'apporter
quelques ¶el¶ements de validation des modµeles propos¶es dans le cas de chargements cycliques
r¶ep¶et¶es et altern¶es.

4.6 Simulation d'¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e en
pr¶esence de corrosion

Dans cette section, deux cas d'¶el¶ements de structures sont ¶etudi¶es en int¶egrant les e®ets de
la corrosion. En premier lieu, les essais de °exion quatre points r¶ealis¶es par (Mangat et Elgalf,
1999b) sont ¶etudi¶es. Ces derniers visent µa ¶evaluer l'e®et de l'intensit¶e du ph¶enomµene de corrosion
sur le comportement ultime des ¶el¶ements de structure en b¶eton arm¶e. Ces derniers ont ¶et¶e
num¶eriquement ¶etudi¶es non seulement µa l'aide d'une mod¶elisation locale tridimensionnelle mais
aussi µa l'aide d'une mod¶elisation simpli¯¶ee. Les r¶esultats obtenus par les deux approches sont
compar¶es et discut¶es. L'ensemble de cette ¶etude a ¶et¶e report¶e dans (Richard et al., 2010e).
En second lieu, dans le but d'¶etudier les capacit¶es des modµeles propos¶es µa être appliqu¶es aux
structures r¶eelles, un pont en b¶eton arm¶e test¶e en cisaillement dans le cadre du projet Europ¶een
Sustainable Bridgesa ¶et¶e mod¶elis¶e. Une ¶etude de sensibilit¶e µa la pr¶esence de corrosion est
pr¶esent¶ee.
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4.6.1 Essai de Mangat

Description du protocole exp¶erimental

A¯n d'¶evaluer les capacit¶es des modµeles propos¶es µa bien d¶ecrire le comportement m¶ecanique ul-
time des ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e corrod¶es, les essais r¶ealis¶es par (Mangat et Elgalf,
1999b) ont ¶et¶e ¶etudi¶es. Ces derniers consistent en des essais de °exion quatre points monotone
r¶ealis¶es sur des poutres en b¶eton arm¶e corrod¶ees. Cette campagne exp¶erimentale avait pour but
de quanti¯er l'e®et du ph¶enomµene de corrosion sur le comportement ultime des ¶el¶ements de
structures en b¶eton arm¶e.

Un total de 111 poutres en b¶eton arm¶e a ¶et¶e fabriqu¶e de maniµere industrielle. Elles ont ¶et¶e
soumises µa un proc¶ed¶e intensiostatique pour cr¶eer un ¶etat initial de corrosion. Pour cela, deux
sources de courant externes ont ¶et¶e consid¶er¶ees. Le degr¶e de corrosion macroscopique a ¶et¶e d¶e¯ni
comme ¶etant ¶egal au rapport 2RT

D , oµu R est la vitesse de corrosion en mm.ann¶ee¡ 1, T est la
dur¶ee (en ann¶ees) qui s¶epare l'instant courant de l'instant d'initiation de la corrosion etD est le
diamµetre nominal des aciers longitudinaux. Les poutres ont ¶et¶e volontairement sous-renforc¶ees
en vue de garantir que la rupture globale soit conditionn¶ee par la rupture locale de l'inter-
face acier/b¶eton ou, autrement dit, par la perte d'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton. Les corps
d'¶epreuve ont une forme prismatique de 910 mm, une section droite de 150 mm de profondeur
et de 100 mm de largeur. Chaque poutre a ¶et¶e renforc¶ee en partie inf¶erieure avec deux aciers
longitudinaux ayant un diamµetre ¶egal µa 10 mm. Des cadres ont ¶et¶e ¶egalement consid¶er¶es dans
certaines poutres pour quanti¯er leur e®et sur le comportement global. Les auteurs rapportent
que la pr¶esence de cadres a interf¶er¶ee avec la phase d'initiation de la corrosion car il fut d¶elicat
de les isoler ¶electriquement des aciers longitudinaux. En e®et, cette condition a ¶et¶e requise en
vue d'assurer une certaine homog¶en¶eit¶e de la corrosion le long des aciers inf¶erieurs. La même
remarque au sujet des aciers sup¶erieurs a ¶et¶e formul¶ee par les auteurs, ainsi aucun acier sup¶erieur
n'a ¶et¶e consid¶er¶e. Un collier m¶etallique a ¶et¶e plac¶e en zone centrale (entre-appuis). Cet aspect
n'est cependant pas clairement d¶ecrit dans l'article publi¶e par (Mangat et Elgalf, 1999b). Le
parti de ne pas tenir compte du collier a donc ¶et¶e pris.

Le ciment utilis¶e est de type Portland classique. Les plus gros granulats ont une dimension
caract¶eristique ¶egale µa 10 mm. Chaque mat¶eriau a ¶et¶e m¶ecaniquement test¶e. Ainsi, le b¶eton
pr¶esente une r¶esistance µa la compression ¶egale µa 40 MPa, une r¶esistance µa la traction de 2,7
MPa et un module d'Young de 28500 MPa. Les aciers longitudinaux ont un diamµetre ¶egal µa 10
mm, un module d'Young de 206000 MPa et une limite d'¶elasticit¶e ¶egale µa 520 MPa. Un module
d'¶ecrouissage de 1,0 % (par rapport au module ¶elastique initial) a ¶et¶e suppos¶e. Plusieurs poutres
ont ¶et¶e test¶ees par (Mangat et Elgalf, 1999b). En outre, les e®ets de la densit¶e de courant im-
pos¶ee ont ¶et¶e ¶etudi¶es. Dans le cadre de la pr¶esente ¶etude, seules les poutres corrod¶ees µa une
densit¶e de courant ¶egale µa 2 mA.cm¡ 2 ont ¶et¶e consid¶er¶ees. Ce choix a ¶et¶e fait en accord avec les
recommandations des auteurs en raison de la bonne r¶ep¶etabilit¶e des essais.

Mod¶elisation num¶erique

Un certain nombre des 111 poutres en b¶eton arm¶e sous-renforc¶ees test¶ees par (Mangat et Elgalf,
1999b) ont ¶et¶e num¶eriquement analys¶ees. Le but de cette ¶etude est de valider le modµele d'in-
terface acier/b¶eton propos¶e en pr¶esence de corrosion. Pour cela, deux types d'approche ont ¶et¶e
retenues : d'une part une approche simpli¯¶ee et, d'autre part, une approche locale. L'approche
simpli¯¶ee consiste µa r¶ealiser une mod¶elisation multi¯bre avec interface imparfaite tandis que
l'approche locale r¶eside en une mod¶elisation massive tridimensionnelle d'un quart de poutre.
Aucune information n'a ¶et¶e fournie par les auteurs concernant le faciµes de ¯ssuration obtenus
aprµes les essais de °exion. Ainsi, le parti de concentrer les analyses num¶eriques sur les aspects
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quantitatifs a ¶et¶e retenu. Le comportement µa rupture en pr¶esence de corrosion est donc l'aspect
qui est sp¶eci¯quement ¶etudi¶e. Un maillage moyen a donc ¶et¶e consid¶er¶e pour limiter les coûts
de calcul. Les paramµetres mat¶eriaux sont donn¶es en annexe 1 dans les tableauxA.19, A.20 et
A.21 pour l'interface, l'acier et le b¶eton respectivement. Les r¶esultats num¶eriques obtenus grâce
aux deux approches pr¶ec¶edemment mentionn¶ees sont pr¶esent¶es et discut¶es dans les paragraphes
suivants.

Mod¶elisation simpli¯¶ee. Une mod¶elisation multi¯bre de la poutre entiµere a ¶et¶e r¶ealis¶ee. Elle
comporte 30 ¶el¶ements de type poutre Timoshenko. Les ¯bres de b¶eton suivent la loi propos¶ee et
l'acier, un modµele ¶elasto-plastique avec ¶ecrouissage non lin¶eaire g¶erant la corrosion. Ce modµele
a ¶et¶e propos¶e par (Ouglova, 2004) et a ¶et¶e implant¶e dans Cast3M dans sa version unidimen-
sionnelle. Les paramµetres mat¶eriaux de ce modµele ont ¶et¶e identi¯¶es d'aprµes l'¶etude de sensibilit¶e
r¶ealis¶ee par (Ouglova, 2004). L'interface acier/b¶eton est prise en compte selon l'approche sim-
pli¯¶ee pr¶ec¶edemment ¶evoqu¶ee. Les paramµetres mat¶eriaux li¶es µa l'interface acier/b¶eton ont ¶et¶e
identi¯¶es par analyse inverse car aucune information n'est fournie au sujet de l'adh¶erence. Les
calculs ont ¶et¶e contrôl¶es en d¶eplacement impos¶e pour am¶eliorer leur robustesse num¶erique. Les
r¶esultats quantitatifs obtenus en terme de force/d¶eplacement sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.33.

Fig. 4.33 { R¶esultats obtenus pour les poutres test¶ees par (Mangat et Elgalf, 1999b) - approche
simpli¯¶ee.

D'une maniµere g¶en¶erale, il est possible de remarquer que les r¶esultats num¶eriques obtenus grâce
µa l'approche simpli¯¶ee sont coh¶erents avec les donn¶ees exp¶erimentales. En e®et, les di®¶erentes
phases du comportement des ¶el¶ements de structures sont bien d¶ecrites et ce, pour les di®¶erents
degr¶es de corrosion consid¶er¶es. Il doit être not¶e toutefois que les paramµetres mat¶eriaux li¶es µa
la prise en compte de la corrosion (fonctionW ) ont ¶et¶e identi¯¶es par analyse inverse, c'est-
µa-dire, que la fonction a ¶et¶e cal¶ee pour retrouver les r¶esultats exp¶erimentaux. Cette fonction
pourrait n¶eanmoins être r¶eutilis¶ee pour des ¶el¶ements de structures aux propri¶et¶es m¶ecaniques
comparables. Un autre aspect qui doit être mentionn¶e est que le temps de calcul n¶ecessaire µa
l'obtention des r¶eponses num¶eriques pour l'ensemble de l'¶el¶ement de structure reste bien inf¶erieur
µa ceux requis lorsque des analyses ¯nes sont conduites. Le maillage est ¶egalement plus simple
µa r¶ealiser en raison du caractµereint¶egr¶e de l'interface. Par ailleurs, il doit être mentionn¶e que
ce cas test permet davantage une calibration du modµele propos¶e qu'une validation en raison du
fait que la fonction W a ¶et¶e obtenue par analyse inverse. Toutefois, ce cas test montre qu'un
cadre num¶erique robuste, s'appuyant sur le formalisme multi¯bre, a ¶et¶e propos¶e pour mod¶eliser
les ¶el¶ements de structures corrod¶es.
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Mod¶elisation locale. Dans ce paragraphe, une mod¶elisation locale des poutres pr¶ec¶edemment
cit¶ees est expos¶ee. Il est rappel¶e qu'en l'absence de donn¶ees exp¶erimentales portant sur le faciµes
de ¯ssuration, le parti de ne pas r¶ealiser les simulations avec un maillage ¯n a ¶et¶e pris. Des
¶el¶ements de type cube µa 8 n¾uds ont ¶et¶e utilis¶es pour d¶ecrire le domaine occup¶e par le b¶eton
ainsi que l'armature. L'interface acier/b¶eton a ¶et¶e mod¶elis¶ee µa l'aide d'¶el¶ements d'interface tri-
dimensionnels sans ¶epaisseur. Une repr¶esentation du maillage est donn¶ee sur les ¯gures4.34 et
4.35. L'int¶erieur et l'ext¶erieur du quart de poutre ont ¶et¶e repr¶esent¶es.

Fig. 4.34 { Int¶erieur du maillage d'un quart
de poutre test¶ee par (Mangat et Elgalf,
1999b).

Fig. 4.35 { Maillage complet d'un quart de
poutre test¶ee par (Mangat et Elgalf, 1999b).

L'acier est suppos¶e suivre un comportement de type ¶elasto-plastique avec ¶ecrouissage isotrope, le
b¶eton a ¶et¶e mod¶elis¶e par le modµele de Mazars dans sa version non locale et l'interface acier/b¶eton
µa l'aide de la loi d¶evelopp¶ee dans la pr¶esente ¶etude. Le choix d'utiliser un modµele de b¶eton de
r¶ef¶erence a ¶et¶e pris pour que ce cas test ne soit discriminant que par rapport µa la loi d'interface
acier/b¶eton propos¶ee. L'ensemble des paramµetres mat¶eriaux a ¶et¶e identi¯¶e grâce aux donn¶ees
fournies µa l'exception de ceux li¶es µa la prise en compte de la corrosion. De maniµere plus pr¶ecise,
les paramµetres li¶es au critµere de Gurson modi¯¶e ont ¶et¶e choisis selon leurs valeurs nominales
respectives. Les paramµetres li¶es µa la r¶eduction de l'adh¶erence acier/b¶eton ont ¶et¶e identi¯¶es par
analyse inverse. Le gon°ement des produits de corrosion a ¶et¶e n¶eglig¶e, le parti de prendre en
compte la r¶eduction d'adh¶erence de maniµere uniforme et globale a ¶et¶e retenu. Il est important
de noter que cette approche reste globale, en e®et, les ¶etats de contraintes locaux µa l'interface
acier/b¶eton pourraient ne pas être su±samment pr¶ecis. La r¶eduction de la section d'acier a ¶et¶e
prise en compte de maniµere explicite en modi¯ant le diamµetre initial de la barre de renforce-
ment longitudinale. L'ensemble des poutres sujet µa une densit¶e de courant de corrosion ¶egale µa
2mA.cm¡ 2 a ¶et¶e simul¶e. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es dans ce qui suit, d'abord pour la poutre
saine (t¶emoin) puis, pour les poutres corrod¶ees. Il doit être not¶e que pour la poutre saine, une
interface imparfaite a ¶et¶e consid¶er¶ee. Les calculs ont ¶et¶e contrôl¶es en d¶eplacement impos¶e sur un
patin d'application de charge suppos¶ee ¶elastique rigide. Une importante sensibilit¶e au maillage
a ¶et¶e constat¶ee. En e®et, pour une faible variation de la longueur caract¶eristique, le mode de
rupture obtenu est di®¶erent. Le maillage ainsi que la longueur caract¶eristique ont donc ¶et¶e cal¶es
pour obtenir le mode de rupture souhait¶e (importante d¶egradation de l'interface acier/b¶eton).
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Poutre saine Les r¶esultats quantitatifs acquis pour la poutre saine sont pr¶esent¶es sur les
¯gures 4.36 µa 4.39 et s'expriment respectivement en terme de courbe force/d¶eplacement, de
contraintes de Von Mises le long de la barre, de contraintes de cisaillement µa l'interface le
long de la barre et d'endommagement µa l'interface le long de la barre. En premier lieu,
la courbe force/d¶eplacement obtenue num¶eriquement est en ad¶equation avec celle mesur¶ee
exp¶erimentalement. Elle pr¶esente toutefois une discontinuit¶e lors du passage de la phase ¶elastique
µa la phase oµu la ¯ssuration du b¶eton est pr¶epond¶erante. Cela peut être rapproch¶e du fait qu'une
¯ssure isol¶ee est cr¶e¶ee au droit du patin d'application des charges. La suite du calcul se d¶eroule
comme attendu aprµes ce point particulier (redistribution des contraintes dans le b¶eton). En
second lieu, les contraintes de Von Mises calcul¶ees le long de la barre de renforcement pour
di®¶erents niveaux de charges d¶ecrivent bien le m¶ecanisme de plasti¯cation de l'armature. La
zone plastique est initi¶ee au centre de la poutre et se propage vers les extr¶emit¶es. Ce m¶ecanisme
est caract¶eristique de ce type d'¶el¶ement de structure charg¶e en °exion. En troisiµeme lieu, la
distribution des contraintes de cisaillement le long de la barre montre que la zone la plus sujette
µa un glissement est celle situ¶ee proche de l'appui µa l'extr¶emit¶e. En e®et, cela s'explique par des
raisons de sym¶etrie. En zone centrale, un trµes faible glissement apparâ³t µa l'interface acier/b¶eton
alors que loin de cette zone, le glissement est plus prononc¶e. En l'absence de glissement, aucune
contrainte de cisaillement ne peut être d¶eploy¶ee. Cela explique pourquoi les contraintes de ci-
saillement en zone centrale sont quasi nulles. En dernier lieu, les mêmes remarques peuvent être
¶emises au sujet de la distribution d'endommagement. Il peut n¶eanmoins être remarqu¶e qu'un
endommagement maximal voisin de 0,18 a ¶et¶e not¶e.

Poutre corrod¶ees Aprµes avoir identi¯¶e les paramµetres li¶es aux variations de l'adh¶erence entre
l'acier et le b¶eton µa cause de la pr¶esence de rouille, di®¶erents cas ont ¶et¶e simul¶es. D'une simu-
lation µa l'autre, l'ensemble des paramµetres a ¶et¶e maintenu constant µa l'exception d'une part du
diamµetre de barre de renforcement et, d'autre part, du degr¶e de corrosion macroscopique. Les
r¶esultats acquis en terme de courbe de r¶eaction sont pr¶esent¶es sur les ¯gures4.40 µa 4.45. D'une
maniµere g¶en¶erale, l'ad¶equation avec les donn¶ees exp¶erimentales est satisfaisante. N¶eanmoins, il
peut être not¶e que, dans le cas de forts degr¶es de corrosion, non seulement la raideur initiale est
mal estim¶ee mais aussi que les instabilit¶es num¶eriques deviennent plus importantes. Le fait que
la raideur initiale est mal estim¶ee peut être rapproch¶e du fait que la phase de gon°ement des
produits de corrosion a ¶et¶e n¶eglig¶ee. L'augmentation des instabilit¶es num¶eriques avec le degr¶e
de corrosion peut être rapproch¶ee, quant µa elle, du fait que l'adh¶erence devient assez faible. Cela
cr¶ee donc une di±cult¶e suppl¶ementaire pour trouver l'¶etat d'¶equilibre global.

Les distributions des contraintes de Von Mises sont pr¶esent¶ees sur les ¯gures4.46 µa 4.51 pour
chaque degr¶e de corrosion. Il peut être remarqu¶e que plus le degr¶e de corrosion augmente, moins
la barre de renforcement entre en plasticit¶e. En e®et, cela peut se v¶eri¯er en observant que
la limite d'¶elasticit¶e est de moins en moins atteinte plus le degr¶e de corrosion augmente. Cela
peut s'expliquer par le fait que l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton devenant de moins en moins
importante, le transfert des contraintes, depuis le b¶eton vers l'acier, peut de moins en moins
s'e®ectuer. Cela entrâ³ne donc une di±cult¶e de la barre de renforcement µa se charger et, par
cons¶equence, µa entrer en plasticit¶e. Autrement dit, les r¶esultats num¶eriques montrent que l'on
assiste au passage d'un mode de rupture de type b¶eton arm¶e (avec plasti¯cation des aciers) µa un
mode de rupture de type b¶eton non arm¶e (sans plasti¯cation des aciers). Il doit être not¶e que
les ancrages n'ont pas ¶et¶e pris en compte dans le modµele. En e®et, si ces derniers avaient ¶et¶e
pris en compte, un palier plastique aurait ¶et¶e constat¶e num¶eriquement car les e®orts auraient
transit¶e depuis l'acier vers le b¶eton.

Les distributions des contraintes de cisaillement µa l'interface sont expos¶ees sur les ¯gures4.52
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Fig. 4.36 { Courbe force/d¶eplacement obte-
nue pour la poutre saine.

Fig. 4.37 { Contraintes de Von Mises le long
de la barre de renforcement obtenues pour la
poutre saine.

Fig. 4.38 { Contraintes de cisaillement µa
l'interface le long de la barre de renforce-
ment obtenues pour la poutre saine.

Fig. 4.39 { Endommagement µa l'interface
le long de la barre de renforcement obtenu
pour la poutre saine.

µa 4.57. D'une part, µa l'identique du cas de la poutre saine pr¶ec¶edemment discut¶ee, il peut être
observ¶e que le glissement apparâ³t essentiellement aux extr¶emit¶es. Cela peut s'expliquer par les
mêmes raisons que celles d¶ejµa avanc¶ees. D'autre part, le glissement tend µa devenir quasi uni-
forme (pour un niveau de charge donn¶e) lorsque le degr¶e de corrosion augmente. En e®et, cela
provient du fait que plus le degr¶e de corrosion est ¶elev¶e, plus l'endommagement initial µa l'inter-
face acier/b¶eton est important. Par suite, la barre de renforcement devient de moins en moins
adh¶erente au b¶eton, le glissement ainsi que la contrainte r¶esiduelle deviennent donc homogµenes.

Pour terminer, les distributions de la variable d'endommagement µa l'interface acier/b¶eton sont
montr¶ees sur les ¯gures4.58µa 4.63pour les di®¶erents cas de corrosion. Ces r¶esultats ont le m¶erite
de montrer clairement comment sont prises en compte les variations d'adh¶erence entre l'acier
et le b¶eton. En e®et, plus le degr¶e de corrosion est important, plus l'endommagement tend µa
être constant. Pour les forts degr¶es de corrosion, l'endommagement initial est si important que
l'augmenter provoque d'importants glissements. Cela ne peut se produire, d'une part en raison
des niveaux de charge consid¶er¶es et, d'autre part, en raison des instabilit¶es num¶eriques qui ne
pourraient pas être surmont¶ees.

Dans cette section, une ¶etude de poutres en b¶eton arm¶e d¶egrad¶ees par corrosion a ¶et¶e pr¶esent¶ee.
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En premier lieu, les r¶esultats obtenus en adoptant une approche de type simpli¯¶ee ont permis
d'aboutir µa une bonne estimation du comportement global des ¶el¶ements pour di®¶erents degr¶es
de corrosion. Il doit être not¶e que cette approche permet de mettre en ¾uvre un coût de calcul
raisonnable. En revanche, l'accµes µa des informations locales pertinentes reste limit¶e. En second
lieu, une approche locale tridimensionnelle a ¶et¶e consid¶er¶ee. En raison d'un manque d'infor-
mations exp¶erimentales li¶e au faciµes de ¯ssuration aprµes chargement, le parti de consid¶erer un
maillage moyen et non ¯n a ¶et¶e retenu. En cons¶equence, aucune information li¶ee µa la carto-
graphie d'endommagement n'a ¶et¶e pr¶esent¶ee. Un quart de poutre a ¶et¶e mod¶elis¶e de maniµere
massive et a permis d'obtenir des r¶esultats locaux comme les distributions de contraintes de ci-
saillement, d'endommagement et de contraintes de Von Mises le long de l'armature. Ces r¶esultats
ont ¶et¶e discut¶es et ont permis de montrer qu'un certain nombre de propri¶et¶es est bien d¶ecrit par
l'utilisation du modµele d'interface acier/b¶eton propos¶e.

4.6.2 Essai sur le pont d' ÄOrnskÄoldsvik

Contexte

Ces derniµeres ann¶ees, il a ¶et¶e constat¶e en Europe une augmentation importante du tra¯c sur les
ponts rails. L'¶evaluation des ponts rails existants est donc devenue n¶ecessaire. En premier lieu,
les ponts rails doivent de plus en plus souvent supporter des charges de tra¯c sup¶erieures aux
charges pour lesquelles ils ont ¶et¶e con»cus. De plus, la fr¶equence de passages de convois excep-
tionnels tend aussi µa augmenter. En second lieu, nombreux sont les ponts rails qui sou®rent de
maintes d¶egradations dues soit µa l'environnement ext¶erieur, soit µa l'augmentation des charges
de tra¯c. Il s'agit donc de v¶eri¯er si ces derniers peuvent encore aujourd'hui supporter de telles
sollicitations pour un niveau de con¯ance donn¶e. En dernier lieu, l'¶evolution des textes norma-
tifs a conduit µa une diminution de la probabilit¶e qu'une d¶efaillance survienne. Autrement dit,
le niveau de s¶ecurit¶e requis a ¶et¶e augment¶e. Ainsi, comme soulign¶e pr¶ec¶edemment, il s'agit de
s'assurer que les ponts rails existants respectent bien les nouvelles sp¶eci¯cations r¶eglementaires.

En 2003, le projet Europ¶eenSustainable Bridges, ¯nanc¶e dans le cadre du sixiµeme Plan Cadre
Recherche et D¶eveloppement, avait pour objectif d'¶etudier les e®ets de l'augmentation du tra¯c
sur la capacit¶e portante et la dur¶ee de vie des ponts rails existants. Dans le but de valider de
nouvelles m¶ethodes d'analyse ¯nes d¶evelopp¶ees dans le cadre de ce projet Europ¶een, des ponts
rails ont ¶et¶e test¶es m¶ecaniquement. En particulier, le pont d'ÄOrnskÄoldsvik en Suµede a ¶et¶e ¶evalu¶e.
Une vue globale de ce pont est pr¶esent¶ee sur la ¯gure4.64.

G¶eom¶etrie et protocole exp¶erimental

Le pont se compose de deux trav¶ees et de trois piles. Sa g¶eom¶etrie est donn¶ee sur la ¯gure
4.65. La position des armatures a ¶et¶e d¶eduite des plans originaux datant de 1956. Le pont a
¶et¶e soumis µa un chargement combinant cisaillement et °exion. Le chargement a ¶et¶e appliqu¶e
en mettant en place un portique de chargement ancr¶e dans le sol par des câbles µa 8 m de
profondeur. Par l'interm¶ediaire de v¶erins, le chargement a ¶et¶e appliqu¶e sur le pont. La ¯gure
4.66repr¶esente le montage d'essai. Pour cela, une force ponctuelle a ¶et¶e appliqu¶ee au milieu de la
plus longue trav¶ee au moyen d'un patin en acier. Au cours du chargement, la r¶eponse structurale
en terme de force/°µeche a ¶et¶e suivie. Par ailleurs, les d¶eformations dans les aciers longitudinaux
ont ¶egalement ¶et¶e mesur¶ees a¯n d'obtenir une indication sur l'¶etat de sollicitation de certaines
sections. L'ensemble des mat¶eriaux constitutifs a ¶et¶e test¶e en consid¶erant plusieurs ¶eprouvettes.
Des mesures spectrom¶etriques ont ¶egalement ¶et¶e r¶ealis¶ees pour obtenir le champ de d¶eformation
en surface avant rupture. Un important travail de d¶epouillement a ¶egalement ¶et¶e entrepris pour
¶evaluer la pr¶esence de corrosion le long des armatures. Les inspections ont r¶ev¶el¶e que le pont ne
sou®rait pas de corrosion. Seules quelques traces ont ¶et¶e d¶etect¶ees mais en trop faible quantit¶e
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Fig. 4.40 { Courbe force/d¶eplacementTc =
1,25 %.

Fig. 4.41 { Courbe force/d¶eplacementTc =
2,50 %.

Fig. 4.42 { Courbe force/d¶eplacementTc =
3,75 %.

Fig. 4.43 { Courbe force/d¶eplacementTc =
5,00 %.

Fig. 4.44 { Courbe force/d¶eplacementTc =
7,50 %.

Fig. 4.45 { Courbe force/d¶eplacementTc =
10,00 %.
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Fig. 4.46 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 1,25 %.

Fig. 4.47 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 2,50 %.

Fig. 4.48 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 3,75 %.

Fig. 4.49 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 5,00 %.

Fig. 4.50 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 7,50 %.

Fig. 4.51 { Contrainte de Von Mises le long
de la barre Tc = 10,00 %.
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Fig. 4.52 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 1,25 %.

Fig. 4.53 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 2,50 %.

Fig. 4.54 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 3,75 %.

Fig. 4.55 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 5,00 %.

Fig. 4.56 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 7,50 %.

Fig. 4.57 { Contrainte de cisaillement le long
de la barre Tc = 10,00 %.
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Fig. 4.58 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 1,25 %.

Fig. 4.59 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 2,50 %.

Fig. 4.60 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 3,75 %.

Fig. 4.61 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 5,00 %.

Fig. 4.62 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 7,50 %.

Fig. 4.63 { Endommagement µa l'interface le
long de la barreTc = 10,00 %.
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Fig. 4.64 { Vue globale du pont d'ÄOrnskÄoldsvik.

Fig. 4.65 { G¶eom¶etrie du pont d'ÄOrnskÄoldsvik, d'aprµes les plans originaux de 1956.

pour pouvoir conclure que la capacit¶e portante du pont ¶etait in°uenc¶ee de maniµere signi¯cative.
Les r¶esultats sont consign¶es dans le rapport (Vervuurt et Leegwater, 2008). En vue d'¶eviter une
rupture par °exion au droit du patin, la trav¶ee sollicit¶ee a ¶et¶e renforc¶ee de maniµere externe par
des barres de renforcement en carbone µa haute limite d'¶elasticit¶e. Ainsi, 18 barres ont ¶et¶e coll¶ees
dans des rainures r¶ealis¶ees µa cet e®et sur la face inf¶erieure de la trav¶ee sollicit¶ee.

Mod¶elisation avec interface acier/b¶eton parfaite

Les propos relat¶es dans cette section sont essentiellement tir¶es de (Richard et al., 2010d) et
(Epaillard et al., 2009). Dans le but de tester le pouvoir pr¶edictif des modµeles propos¶es (in-
terface acier/b¶eton et b¶eton), le pont d'ÄOrnskÄoldsvik a ¶et¶e mod¶elis¶e. Plus pr¶ecis¶ement, cette
¶etude a deux objectifs essentiels : le premier est de valider le modµele de b¶eton propos¶e et, le
second, d'¶etudier l'applicabilit¶e du modµele d'interface acier/b¶eton sur une structure poss¶edant
une ¶echelle classique dans le domaine du g¶enie civil.

Seule la section longitudinale des deux poutres lat¶erales a ¶et¶e consid¶er¶ee sous l'hypothµese d'un
¶etat plan de contrainte. Ce choix a ¶et¶e motiv¶e par deux raisons essentielles : en premier lieu,
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Fig. 4.66 { Montage de chargement du pont d'ÄOrnskÄoldsvik.

comme le chargement m¶ecanique a ¶et¶e appliqu¶e directement sur les poutres, ce sont ces derniµeres
qui ont ¶et¶e principalement sollicit¶ees et, en second lieu, le coût de calcul requis pour une analyse
complµete tridimensionnelle n'aurait pas ¶et¶e raisonnable. Ce point est n¶eanmoins encore sujet µa
d'importantes discussions, essentiellement µa cause d'un e®et potentiellement non n¶egligeable du
moment de torsion hors plan.

La g¶eom¶etrie pr¶esent¶ee sur le sch¶ema4.65a ¶et¶e respect¶ee. Les armatures longitudinales ainsi que
les barres de renforcement ont ¶et¶e consid¶er¶ees explicitement. Pour des raisons techniques li¶ees
µa la construction du maillage, les cadres n'ont pu être consid¶er¶es explicitement. N¶eanmoins, les
aires des sections des armatures inclin¶ees ont ¶et¶e augment¶ees de l'aire de la section du cadre qui
les croise. Ainsi, il est possible de consid¶erer que les cadres ont ¶et¶e pris en compte de maniµere
di®use. Les contraintes dans les barres de renforcement longitudinales n'ont donc pas pu être
¶evalu¶ees avec pr¶ecision ; seul un ordre de grandeur a pu être obtenu en raison du choix de la
maniµere de prendre en compte les cadres. Ainsi, 39817 ¶el¶ements ¯nis de type quadrangle µa quatre
n¾uds ont ¶et¶e consid¶er¶es pour mailler la partie b¶eton et 4046 ¶el¶ements barres pour les armatures
de renforcement (acier et carbone confondus). Un patin de chargement a ¶et¶e mis en place au
point d'application de la force concentr¶ee. Des zones ¶elastiques ont ¶et¶e consid¶er¶ees au voisinage
des conditions aux limites en vue d'am¶eliorer la robustesse num¶erique de l'analyse. Le maillage
qui a ¶et¶e r¶ealis¶e est montr¶e sur la ¯gure4.67. L'¶elasticit¶e du sol a ¶et¶e n¶eglig¶ee, ainsi les conditions
aux limites consistent µa encastrer les faces inf¶erieures des piles. Le chargement a ¶et¶e appliqu¶e

Fig. 4.67 { Maillage utilis¶e pour l'analyse du pont d' ÄOrnskÄoldsvik.

en consid¶erant un contrôle en d¶eplacement. Ce choix a ¶et¶e retenu d'une part pour am¶eliorer la
robustesse du calcul et, d'autre part, pour bien d¶ecrire la phase post-pic. De plus, a¯n de r¶eduire
les problµemes li¶es aux d¶ependances au maillage, l'approche non locale a ¶et¶e utilis¶ee. La longueur
caract¶eristique a ¶et¶e consid¶er¶ee ¶egale µa 25 mm, conform¶ement aux prescriptions habituelles.
L'ensemble des paramµetres utilis¶es dans les simulations est donn¶e en annexe 1 dans les tableaux
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A.22, A.23, A.24 et A.25 pour l'acier, les renforcements en carbone, l'interface acier/b¶eton et le
b¶eton respectivement.

Force/°µeche. Les r¶esultats num¶eriques en terme de force/°µeche sont pr¶esent¶es sur la ¯gure
4.68. Une trµes bonne ad¶equation entre les r¶esultats exp¶erimentaux et num¶eriques peut être
not¶ee. En e®et, les charges et les d¶eplacements µa rupture sont trµes voisins de ceux obtenus
exp¶erimentalement. Par ailleurs, il peut ¶egalement être remarqu¶e que les r¶esultats obtenus dans
la pr¶esente ¶etude se situent entre ceux obtenus exp¶erimentalement et ceux obtenus dans le
cadre du projet Europ¶eenSustainable Bridges. Pour expliquer cela, deux raisons peuvent être
avanc¶ees. En premier lieu, le modµele de b¶eton utilis¶e prend en compte de maniµere partielle les
e®ets unilat¶eraux alors que celui utilis¶e par l'¶equipe qui est intervenue dansSustainable Bridges
les n¶eglige entiµerement. Cela se traduit donc par une sous-estimation des contraintes dans le cas
oµu l'e®et unilat¶eral n'est pas pris en compte. Bien que le chargement soit globalement monotone,
en raison des ph¶enomµenes de redistribution des contraintes sous l'e®et du d¶eveloppement de
l'endommagement, localement, le chargement peut devenir cyclique avec un certain nombre de
charges et de d¶echarges. En second lieu, le fait que le modµele de b¶eton utilis¶e dans le cadre
du projet Sustainable Bridgesne prenne pas en compte les e®ets de frottement conduit aussi
µa sous-estimer les contraintes. Ces deux raisons contribuent µa expliquer la di®¶erence entre les
r¶esultats obtenus.

Fig. 4.68 { Courbe force/°µeche obtenue num¶eriquement et comparaison avec les donn¶ees
exp¶erimentales.

Cartographie d'endommagement. Les cartographies d'endommagement obtenues pour
di®¶erentes valeurs du d¶eplacement impos¶e sont pr¶esent¶ees sur les ¯gures4.69, 4.70 et 4.71.
Il peut être remarqu¶e que les zones sujettes µa ¯ssuration sont correctement d¶ecrites. Toutefois,
la seule analyse de la cartographie d'endommagement ne permet pas de tirer des conclusions per-
tinentes par rapport au m¶ecanisme de rupture du pont. Ainsi, le parti d'¶etudier la distribution
des d¶eformations principales en surface a ¶et¶e pris.

Distribution des d¶eformations principales. Les champs des d¶eformations principales dans
chacune des directions sont repr¶esent¶es sur les ¯gures4.72 et 4.73. Il apparâ³t clairement que le
mode de rupture pr¶edominant est le cisaillement. En e®et, il peut être observ¶e sur la ¯gure4.73
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Fig. 4.69 { Cartographie d'endommagement obtenue pour un d¶eplacement impos¶e ¶egal µa 8 mm.

Fig. 4.70 { Cartographie d'endommagement obtenue pour un d¶eplacement impos¶e ¶egal µa 30
mm.

que les d¶eformations principales sont inclin¶ees. Cela est la signature des e®ets du cisaillement.
De plus, exp¶erimentalement, la rupture a eu lieu dans la zone µa droite du patin d'application
du chargement.
Les r¶esultats obtenus en terme de champ de d¶eformation µa rupture peuvent être rapproch¶es de
ceux mesur¶es par une technique spectrophotom¶etrique. En e®et, ces derniers sont pr¶esent¶es sur
les ¯gures 4.74 et 4.75 pour des charges de 6 MN et 10 MN respectivement. Le m¶ecanisme de
rupture est bien retrouv¶e. Ce dernier peut être interpr¶et¶e comme la coalescence de plusieurs
¯ssures bien distinctes vers une macro¯ssure de cisaillement. Les r¶esultats pr¶esent¶es apportent
donc des ¶el¶ements de validation du modµele de b¶eton propos¶e.

Mod¶elisation avec interface acier/b¶eton imparfaite

La possibilit¶e d'une utilisation coupl¶ee des modµeles de b¶eton et d'interface acier/b¶eton propos¶es
a ¶et¶e ¶etudi¶ee en r¶ealisant une ¶etude de sensibilit¶e de l'in°uence d'une d¶egradation locale sur
la r¶eponse globale du pont. Il est important de noter le caractµere purement qualitatif de cette
¶etude ¶etant donn¶e le manque de donn¶ees relatives au comportement de l'interface acier/b¶eton.
L'¶etude de sensibilit¶e a ¶et¶e conduite en deux temps. En premier lieu, l'in°uence d'une perte
locale de section des armatures longitudinales a ¶et¶e ¶evalu¶ee et, en second lieu, les e®ets li¶es µa la
r¶eduction de l'adh¶erence entre l'acier et le b¶eton ont ¶et¶e ¶etudi¶es. Pour conduire cette ¶etude, un
certain nombre d'¶el¶ements joints a ¶et¶e consid¶er¶e. Ces derniers ont ¶et¶e plac¶es de part et d'autre
des armatures longitudinales les plus charg¶ees. La ¯gure4.76 permet de rendre compte des
modi¯cations du maillage. Il peut être not¶e qu'une ¶epaisseur non nulle n'a ¶et¶e consid¶er¶ee que
pour des raisons de commodit¶e de repr¶esentation graphique.
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Fig. 4.71 { Cartographie d'endommagement obtenue pour un d¶eplacement impos¶e ¶egal µa 100
mm.

Fig. 4.72 { Distribution du champ de
d¶eformation selon la direction principale 1
µa rupture.

Fig. 4.73 { Distribution du champ de
d¶eformation selon la direction principale 2
µa rupture.

In°uence d'une r¶eduction locale de la section des armatures longitudinales. L'in-
°uence d'une r¶eduction de section locale sur le comportement global du pont d'ÄOrnskÄoldsvik a
¶et¶e ¶etudi¶ee. Ce pont est situ¶e dans une zone voisine de la mer Baltique. Ainsi, si le ph¶enomµene de
corrosion s'¶etait r¶eellement d¶evelopp¶e le long des armatures du pont, il se serait manifest¶e sous
la forme de piqûres. Pour repr¶esenter cela, les r¶eductions de section ont ¶et¶e tir¶ees al¶eatoirement
avec un coe±cient de variation de 1 %. Les valeurs moyennes de la section d'acier ont ¶et¶e choisies
¶egales µa 85 %, 65 % et 50 % de la valeur saine. Seules les barres longitudinales les plus charg¶ees
en zone sollicit¶ee ont ¶et¶e consid¶er¶ees. Les r¶esultats obtenus sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.77. Il est
possible de remarquer que la chute de la capacit¶e portante du pont apparâ³t comme proportion-
nelle au pourcentage de r¶eduction de la section d'acier. Bien que qualitatifs, les r¶esultats obtenus
dans la pr¶esente ¶etude ont d¶ejµa ¶et¶e remarqu¶es exp¶erimentalement par (Ouglova, 2004) mais µa
une ¶echelle plus petite (celle de la poutre). Il est donc possible de conclure que les r¶esultats
obtenus sont coh¶erents avec ceux publi¶es dans la litt¶erature.

In°uence d'une r¶eduction locale de l'adh¶erence acier/b¶eton. Les e®ets li¶es µa une
r¶eduction locale de l'adh¶erence acier/b¶eton ont ¶et¶e ¶etudi¶es. Le modµele d'interface acier/b¶eton
propos¶e a ¶et¶e utilis¶e. Ses paramµetres ont ¶et¶e identi¯¶es par analyse inverse sur la base des essais
de tirant mettant en jeu le b¶eton et une barre d'acier dont les propri¶et¶es sont voisines de celles
des mat¶eriaux du pont d'ÄOrnskÄoldsvik. En d¶e¯nissant un degr¶e de corrosion en terme de perte
de masse, di®¶erents niveaux d'adh¶erence acier/b¶eton ont ¶et¶e consid¶er¶es. Comme dans le cas
pr¶ec¶edent, l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e li¶ee µa la pr¶esence potentielle d'ions chlorures a ¶et¶e prise en compte
en r¶epartissant al¶eatoirement les degr¶es de corrosion le long des armatures longitudinales avec
un coe±cient de variation de 1 %. Les r¶esultats obtenus sont pr¶esent¶es sur la ¯gure4.78. Il est
possible de remarquer que quelque soit le degr¶e de corrosion consid¶er¶e, les courbes de r¶eaction du
pont semblent toutes tendre vers une même asymptote, malgr¶e le trµes faible niveau d'adh¶erence.
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Fig. 4.74 { Mesures spectrom¶etriques du
champ des d¶eformations principales - P =
6 MN.

Fig. 4.75 { Mesures spectrom¶etriques du
champ des d¶eformations principales - P =
10 MN.

Fig. 4.76 { Maillage du pont d' ÄOrnskÄoldsvik modi¯¶e par la mise en place d'¶el¶ements joints.

Cela peut s'expliquer en remarquant que bien que le niveau d'adh¶erence est trµes faible, la section
d'acier r¶esiduelle est loin d'être nulle. Ces constats ont ¶et¶e observ¶es par (Vu, 2008). Ainsi, en
d¶epit du caractµere qualitatif des r¶esultats pr¶esent¶es, ces derniers sont n¶eanmoins coh¶erents par
rapport aux observations publi¶ees dans la litt¶erature.

Fig. 4.77 { E®ets d'une r¶eduction locale de
la section d'acier.

Fig. 4.78 { E®ets d'une r¶eduction locale de
l'adh¶erence acier/b¶eton.

Etude probabiliste en phase lin¶eaire

Dans le but de prendre en compte les incertitudes li¶ees aux paramµetres m¶ecaniques, une ¶etude
probabiliste a ¶et¶e conduite. Pour des raisons de temps de calcul, seule la phase lin¶eaire du com-
portement du pont a ¶et¶e consid¶er¶ee. La variable qui a un rôle majeur est donc le module d'Young
du b¶eton. Ce dernier a donc ¶et¶e consid¶er¶e comme une variable al¶eatoire de loi lognormale, de
moyenne 25400 MPa et de coe±cient de variation 15 %.
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La m¶ethode de Monte Carlo a ¶et¶e utilis¶ee a¯n de conserver un historique des r¶eponses structu-
rales. Ce point sera d¶etaill¶e dans le chapitre suivant. Ainsi, 10000 tirages ont ¶et¶e e®ectu¶es. Du
fait du caractµere lin¶eaire du comportement, un contrôle en force a ¶et¶e consid¶er¶e. La r¶eponse s'ex-
prime donc en terme de °µeche en milieu de trav¶ee. La fonction de r¶epartition a ¶et¶e d¶etermin¶ee
µa partir de la base de donn¶ees statistiques pour pouvoir d¶eduire les fractiles µa 5 % et 95 %.
Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur les ¯gures4.79 et 4.80. L'intervalle de con¯ance num¶erique µa
90 % est repr¶esent¶e sur la ¯gure4.81, de même que les donn¶ees exp¶erimentales et la r¶eponse
num¶erique moyenne. D'une maniµere g¶en¶erale, il est d¶elicat de tirer des conclusions quant au
choix de la valeur moyenne du module d'Young du b¶eton compte tenu de la forte dispersion
des donn¶ees exp¶erimentales. Toutefois, il semble que ce dernier soit l¶egµerement sous-estim¶e. Ce
point est discut¶e dans le chapitre suivant.

Fig. 4.79 { Courbes de r¶eaction du pont en
phase lin¶eaire - 10000 tirages.

Fig. 4.80 { Fonction de r¶epartition de la
°µeche en phase lin¶eaire.

Fig. 4.81 { Intervalle de con¯ance µa 90 %, r¶eponse num¶erique moyenne et donn¶ees exp¶erimentales
en phase ¶elastique.
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4.6.3 Bilan

Dans cette section, plusieurs cas d'¶etudes s'appuyant sur des ¶el¶ements de structures ou d'ou-
vrages en b¶eton arm¶e ont ¶et¶e pr¶esent¶es. Ces analyses ont pour but d'apporter des ¶el¶ements de
validation des modµeles d¶evelopp¶es lorsque des ¶el¶ements de structures de b¶eton arm¶e d¶egrad¶es
par corrosion sont ¶etudi¶es, essentiellement du point de vue de la capacit¶e portante. Pour cela,
deux cas ont ¶et¶e trait¶es : les poutres d¶egrad¶ees par corrosion arti¯cielle test¶ees en °exion quatre
points par (Mangat et Elgalf, 1999b) et le pont d' ÄOrnskÄoldsvik, sollicit¶e par un chargement
combinant °exion et cisaillement.

En premier lieu, une pr¶esentation des r¶esultats obtenus en analysant les poutres de (Mangat et
Elgalf, 1999b) a ¶et¶e r¶ealis¶ee. Celle-ci est particuliµerement int¶eressante car elle a permis d'¶evaluer
non seulement les capacit¶es de l'approche simpli¯¶ee propos¶ee mais aussi celles du modµele consti-
tutif de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion dans sa version tridimensionnelle. Les
r¶esultats obtenus par ces deux approches ont ¶et¶e expos¶es et discut¶es. Les deux approches se sont
r¶ev¶el¶ees capables de d¶ecrire correctement le comportement global de ces ¶el¶ements de structure.
N¶eanmoins, aucune information locale n'a pu être obtenue par l'approche simpli¯¶ee en rai-
son de sa formulation. L'approche locale, s'appuyant sur la mod¶elisation d'un quart de poutre
de maniµere massive, s'est av¶er¶ee capable de d¶ecrire correctement les m¶ecanismes locaux qui
apparaissent pour les di®¶erents degr¶es de corrosion. En raison du fait qu'aucune information
exp¶erimentale n'a ¶et¶e fournie par (Mangat et Elgalf, 1999b), le parti de ne pas s'int¶eresser µa ces
aspects a ¶et¶e retenu. Il ressort donc de cette premiµere analyse que les modµeles propos¶es sont
capables de d¶ecrire correctement le fonctionnement m¶ecanique d'¶el¶ements de structure de type
poutre charg¶es en °exion et d¶egrad¶es par corrosion.

En second lieu, les possibilit¶es de description du comportement m¶ecanique d'un ouvrage de
taille r¶eelle ont ¶et¶e explor¶ees. Pour cela, le cas d'un pont en b¶eton arm¶e situ¶e µaÄOrnskÄoldsvik
en Suµede a ¶et¶e retenu. Cet ouvrage a ¶et¶e test¶e m¶ecaniquement par un chargement combinant
cisaillement et °exion dans le cadre du projet Europ¶eenSustainable Bridges. L'ensemble des
r¶esultats exp¶erimentaux ont ¶et¶e mis µa disposition du public sur un site, µa partir duquel nous
y avons eu accµes. L'¶etude comporte deux parties : une mod¶elisation locale du pont sain ainsi
qu'une analyse de sensibilit¶e de l'e®et de la pr¶esence de corrosion sur le comportement global
de l'ouvrage. Il s'est av¶er¶e que le modµele de b¶eton propos¶e a donn¶e des r¶esultats satisfaisants.
En e®et, les courbes de r¶eaction globale num¶erique et exp¶erimentale, les cartographies d'en-
dommagement ainsi que celles des d¶eformations principales ont ¶et¶e compar¶ees aux mesures
exp¶erimentales. Une ad¶equation satisfaisante est apparue. Dans le but d'¶evaluer les e®ets des
incertitudes qui entachent les paramµetres m¶ecaniques, une ¶etude probabiliste a ¶et¶e conduite.
L'intervalle de con¯ance µa 90 % a ¶et¶e d¶etermin¶e ainsi que la r¶eponse moyenne. Il a ¶et¶e d¶elicat
de tirer une conclusion compte tenu de l'importance de la dispersion de valeurs exp¶erimentales.
N¶eanmoins, la dispersion de la r¶eponse num¶erique a ¶et¶e quanti¯¶ee. Pour ¶evaluer les capacit¶es
du modµele d'interface µa être utilis¶e sur des ouvrages de taille r¶eelle, une ¶etude qualitative a ¶et¶e
conduite. L'adh¶erence entre les barres de renforcement les plus charg¶ees et le b¶eton environnant
a ¶et¶e diminu¶ee de maniµere al¶eatoire. L'e®et d'une r¶eduction de la section des aciers longitudi-
naux a aussi ¶et¶e quanti¯¶e. Les r¶esultats sont apparus coh¶erents en terme d'ordre de grandeur
avec ceux obtenus par d'autres ¶equipes. Par ailleurs, les di®¶erentes simulations se sont montr¶ees
robustes sur le plan num¶erique. Le caractµere qualitatif d'une telle ¶etude doit être soulign¶e car,
en r¶ealit¶e, le pont ne sou®rait pas de corrosion. Cela s'est d'ailleurs retrouv¶e dans les ordres de
grandeurs obtenus en consid¶erant une d¶egradation locale.

L'ensemble des r¶esultats acquis dans cette section a donc contribu¶e µa valider les modµeles propos¶es
lorsque des ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e d¶egrad¶es par corrosion sont ¶etudi¶es.
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4.7 Conclusion

Ce chapitre visait µa exposer un cadre d'application des di®¶erents modµeles d¶evelopp¶es dans la
pr¶esente ¶etude. Pour cela un certain nombre d'¶el¶ements de structures ont ¶et¶e consid¶er¶es et ana-
lys¶es num¶eriquement. Chaque exemple d'application pr¶esent¶e a permis d'¶evaluer les capacit¶es
des modµeles impliqu¶es dans l'analyse en ne consid¶erant qu'un seul aspect bien sp¶eci¯que. L'en-
semble des aspects sur lesquels nous nous sommes concentr¶es a ¶et¶e clairement expos¶e.

Les cas tests ¶etudi¶es dans ce chapitre peuvent être regroup¶es en quatre classes : les essais de
tirant avec/sans corrosion, les essais sur des structures en b¶eton, les essais sur des structures en
b¶eton arm¶e sans corrosion et en¯n, les essais sur des structures en b¶eton arm¶e avec corrosion.
Les r¶esultats num¶eriques obtenus dans chacun des cas ont ¶et¶e pr¶esent¶es et discut¶es. Les essais
pr¶esent¶es et analys¶es dans la pr¶esente ¶etude ont ¶et¶e puis¶es dans la litt¶erature en raison de la
qualit¶e des informations li¶ees au protocole exp¶erimental. Une attention particuliµere a ¶et¶e ap-
port¶ee, quand cela a ¶et¶e possible (relativement au coût de calcul n¶ecessaire), µa l'¶etude de l'e®et
des incertitudes sur la r¶eponse des modµeles. Ainsi, plusieurs cas de structures ont ¶et¶e sujets µa
des ¶etudes probabilistes permettant d'aboutir µa l'intervalle de con¯ance µa 90 %. L'ensemble des
r¶esultats obtenus compl¶et¶e par l'exp¶erience num¶erique portant sur les modµeles propos¶es et ac-
quis au cours de cette thµese ont permis de tirer des cadres d'application. Les ¶el¶ements essentiels
qu'il a ¶et¶e possible de tirer de la pr¶ec¶edente analyse sont rassembl¶es ci-dessous pour chacun des
modµeles. Les conclusions propos¶ees intµegrent l'ensemble de l'exp¶erience num¶erique, li¶ee µa l'uti-
lisation des modµeles d¶evelopp¶es et acquise durant la pr¶eparation de cette thµese. Elles intµegrent
les exemples expos¶es pr¶ec¶edemment.

Cadre d'application du modµele local d'interface acier/b¶eton

Le modµele d'interface acier/b¶eton s'appuie sur la m¶ecanique de l'endommagement. Les traits de
caractµere, ¶evoqu¶es au chapitre 1, du comportement cyclique de l'interface acier/b¶eton ainsi que
l'e®et de la corrosion ont ¶et¶e consid¶er¶es. Cette loi a ¶et¶e implant¶ee au sein d'¶el¶ements de type
joint sans ¶epaisseur en deux et trois dimensions. Ce modµele a ¶et¶e test¶e sur plusieurs cas et a
su montrer des points forts mais aussi des points faibles qui m¶eriteront d'être travaill¶es dans de
futures recherches.

Points forts.

Comportement monotone Les cas tests trait¶es en chargement monotone montrent que le
modµele d'interface acier/b¶eton sans corrosion est capable de reproduire la r¶eponse struc-
turale obtenue lors d'essais de tirant (court et long). Les essais de °exion trois/quatre
points ont ¶egalement montr¶e que le modµele propos¶e permet d'obtenir des r¶esultats satis-
faisants et que les simulations se sont d¶eroul¶ees de maniµere robuste (du point de vue de
l'int¶egration locale).

Comportement cyclique La r¶eponse cyclique du modµele a ¶et¶e essentiellement test¶ee µa
l'¶echelle du point de Gauss. Il apparâ³t que le modµele propos¶e constitue un cadre num¶erique
propice µa la mod¶elisation de ce type d'essai. N¶eanmoins, compte tenu du manque d'infor-
mations disponibles dans la litt¶erature µa ce sujet, les possibilit¶es o®ertes par le modµele
n'ont pas pu être test¶ees pleinement.

Comportement en pr¶esence de corrosion Le comportement d'¶el¶ements de structures en
pr¶esence de corrosion a ¶et¶e test¶e sur des essais de tirant, sur des essais de °exion sur poutre
et sur le pont. Il apparâ³t, dans le cas d'un chargement monotone, que le modµele propos¶e
est capable de d¶ecrire les r¶eponses des di®¶erentes structures (pour un jeu de paramµetres
mat¶eriaux admissible).
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Sensibilit¶e au maillage Le modµele, implant¶e dans des ¶el¶ements de type joint 2D/3D, n'a pas
pr¶esent¶e une forte sensibilit¶e au maillage (nombre d'¶el¶ements joints).

Prise en compte du con¯nement Les e®ets du con¯nement sont pris en compte de maniµere
satisfaisante par le modµele propos¶e. N¶eanmoins, la litt¶erature ne pr¶esente pas de nombreux
r¶esultats exp¶erimentaux permettant de tirer des conclusions utiles µa la construction de lois
locales. L'identi¯cation des paramµetres li¶es au con¯nement pourrait être µa revoir dans
certains cas (propri¶et¶es du b¶eton et de l'acier trop ¶eloign¶ees de celles consid¶er¶ees dans
(LaBorderie et Pijaudier-Cabot, 1987).

Points faibles.

Identi¯cation des paramµetres L'identi¯cation des di®¶erents paramµetres li¶es au modµele d'in-
terface acier/b¶eton reste d¶elicate. Cela s'explique d'une part par la ¯nesse des m¶ecanismes
pris en compte (an¶elasticit¶e des produits de corrosion) et, d'autre part, par le manque d'in-
formations exp¶erimentales disponibles dans la litt¶erature. La question de la repr¶esentativit¶e
des essais de tirant d'un comportement local de l'interface reste ouverte et par suite, les
questions li¶ees µa la pertinence des d¶eveloppements d'un modµele d'interface acier/b¶eton le
restent ¶egalement.

Stabilit¶e de l'algorithme g¶erant les d¶eformations an¶elastiques L'an¶elasticit¶e des pro-
duits de corrosion est g¶er¶ee par un critµere de Gurson modi¯¶e. Ce dernier permet de rigidi-
¯er le comportement de l'interface en compression. L'exp¶erience num¶erique acquise nous
fait aboutir µa la conclusion qu'une trop importante compression peut entrâ³ner la diver-
gence de l'algorithme d'int¶egration. En e®et, la rigidi¯cation du comportement provoque
une augmentation importante des contraintes. Lorsqu'un certain seuil en d¶eplacement
(p¶en¶etration) est d¶epass¶e, les contraintes normales deviennent trop importantes et ne per-
mettent plus le calcul de l'¶etat d'¶equilibre de la structure.

R¶ealisation du maillage Inh¶erent µa l'utilisation d'¶el¶ements joints, la r¶ealisation des maillages
demande une grande attention et requiert un temps consid¶erable. L'exp¶erience num¶erique
acquise montre, par exemple, qu'il est trµes d¶elicat de mod¶eliser une poutre en b¶eton arm¶e
avec interface imparfaite sur sa longueur totale. En e®et, cela entrâ³ne des problµemes de
raccord des ¶el¶ements joints au reste du maillage dans les zones situ¶ees hors appuis.

Coût de calcul Les variables internes devant être stock¶ees d'un pas de calcul µa l'autre sont
nombreuses, surtout lorsque le modµele est utilis¶e dans sa version 3D. Les simulations com-
plexes, en pr¶esence d'une interface imparfaite, n¶ecessitent donc d'importantes ressources.
Cela est ¶etay¶e par le fait que les aciers doivent être maill¶es explicitement pour tirer plei-
nement parti de l'analyse.

Cadre d'application du modµele simpli¯¶e d'interface acier/b¶eton

Dans le but de r¶eduire les temps de calcul par rapport µa une approche massive locale et
d'am¶eliorer la faisabilit¶e des maillages, un modµele d'interface simpli¯¶e a ¶et¶e d¶evelopp¶e. Pour
cela, le formalisme multi¯bre a ¶et¶e utilis¶e. Le principe de ce modµele est, µa l'¶echelle du point de
Gauss d'une section de ¯bre d'acier, de d¶eterminer une partition entre les d¶eformations propres
de l'acier et le glissement. Cette ¶etape est r¶ealis¶ee en supposant l'¶equilibre entre les e®orts µa
l'interface et ceux d¶eploy¶es dans l'acier. Ce modµele a ¶et¶e test¶e sur trois cas tests au cours de
cette thµese : tirant, poutre en chargement cyclique et poutre corrod¶ee en chargement monotone.
Les conclusions suivantes peuvent être tir¶ees.

Points forts.
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Chargement monotone Les cas tests test¶es (tirant et poutre en chargement r¶ep¶et¶e) montrent
que ce modµele peut être utilis¶e. Les r¶esultats obtenus sont satisfaisants et le d¶eroulement
des calculs s'est r¶ealis¶e de maniµere robuste.

Chargement cyclique Concernant le cas du chargement cyclique r¶ep¶et¶e, les mêmes remarques
que les pr¶ec¶edentes peuvent être tir¶ees. En revanche, ce modµele n'a pas ¶et¶e test¶e dans le
cas d'un chargement cyclique altern¶e. A priori, ce type d'analyse ne devrait pas poser
de problµeme num¶erique particulier. N¶eanmoins, il est recommand¶e de prendre garde aux
modµeles d'acier et de b¶eton utilis¶es. En e®et, ces derniers doivent prendre en compte les
aspects cycliques de maniµere appropri¶ee.

Prise en compte de la corrosion Sous r¶eserve d'être capable d'identi¯er les paramµetres li¶es
µa la prise en compte de la corrosion, le modµele simpli¯¶e propos¶e est capable de bien d¶ecrire
la r¶eponse d'¶el¶ements de structures corrod¶es.

Points faibles.

Sensibilit¶e num¶erique La partition entre les d¶eformations propres µa l'acier et le glissement
entre l'acier et le b¶eton n¶ecessite la r¶esolution num¶erique, par une m¶ethode de Newton
modi¯¶ee, de l'¶equation d'¶equilibre pr¶ec¶edemment mentionn¶ee. Dans certains cas, il a ¶et¶e
constat¶e que cet algorithme est instable si la solution de d¶epart est mal choisie. Une
attention particuliµere doit donc être apport¶ee µa ce choix.

Coûts de calcul Bien que les coûts de calcul soient inf¶erieurs µa ceux requis par une approche
locale massive, ils restent n¶eanmoins importants par rapport µa une analyse multi¯bre clas-
sique. En e®et, la r¶esolution de l'¶equation d'¶equilibre peut demander un nombre important
d'it¶erations.

Longueur d'ancrage La formulation du modµele d'interface acier/b¶eton dans sa version sim-
pli¯¶ee fait apparâ³tre une longueur caract¶eristique interpr¶etable comme une longueur
¶equivalente d'ancrage. Il a ¶et¶e constat¶e que la r¶eponse du modµele est conditionn¶ee par
sa valeur. En e®et, ce paramµetre permet de donner plus ou moins de poids dans le calcul
soit µa l'acier, soit µa l'interface. Ainsi, sa d¶etermination et son calage peuvent, dans certains
cas, demander une analyse inverse ¯ne.

Rigidit¶e initiale Il a ¶et¶e constat¶e que la rigidit¶e initiale obtenue en combinant les compor-
tements, propre µa l'acier d'une part, et propre µa l'interface acier/b¶eton via une ¶equation
d'¶equilibre en e®ort d'autre part, est souvent inf¶erieure µa la rigidit¶e de l'acier seul. Cela
constitue un point faible qui est inh¶erent µa l'approche retenue. En e®et, la rigidit¶e initiale
r¶esultant de cette combinaison de rigidit¶es ayant des ordres de grandeur di®¶erents est in-
°uenc¶e par la plus faible des deux, c'est-µa-dire celle li¶ee µa l'interface. Cela peut entrâ³ner
un ¶ecart avec les mesures issues de l'exp¶erience. Une surestimation l¶egµere de la rigidit¶e de
l'interface (10 % µa 15 %) est recommand¶ee dans certains cas.

Cadre d'application du modµele local de b¶eton

La loi locale de b¶eton propos¶ee a ¶et¶e formul¶ee dans le cadre de la m¶ecanique de l'endomma-
gement isotrope. A l'identique du modµele d'interface, un couplage entre glissement/frottement
et endommagement a ¶et¶e introduit pour d¶ecrire le comportement cyclique du b¶eton. Ce modµele
pr¶esente plusieurs traits de caractµere : une dissym¶etrie entre la traction et la compression, des
d¶eformations permanentes, des boucles hyst¶er¶etiques et un e®et quasi-unilat¶eral. Cette loi de
comportement a ¶et¶e test¶ee sur divers exemples d'¶el¶ements de structures. Un bilan des observa-
tions est pr¶esent¶e dans ce qui suit.
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Points forts.

Chargement monotone Le modµele propos¶e a ¶et¶e test¶e µa plusieurs reprises sur des ¶el¶ements de
structures soumis µa un chargement de type monotone. Il ressort que les r¶esultats obtenus
dans le cas de la traction (directe et induite) sont satisfaisants. Le cas de la °exion a aussi
¶et¶e trait¶e de maniµere acceptable.

Chargement cyclique Le cas d'un chargement cyclique r¶ep¶et¶e et altern¶e a ¶et¶e trait¶e sur deux
cas tests. En premier lieu, une des simulations r¶ealis¶ees dans le cadre benchmark du projet
national CEOS.fr l'a ¶et¶e avec des cycles de d¶echarge en ¯n de chaque palier de chargement.
Le modµele propos¶e s'est av¶er¶e pertinent et robuste. En second lieu, le cas du chargement
cyclique altern¶e a ¶et¶e ¶evalu¶e. Un exemple a ¶et¶e pr¶esent¶e dans ce chapitre. Des r¶esultats trµes
satisfaisants ont ¶et¶e obtenus et ils montrent qu'une prise en compte de l'e®et unilat¶eral
partiel su±t lorsque le chargement reste mod¶er¶e.

Chargement de cisaillement Plusieurs ¶el¶ements de structures exp¶erimentalement test¶es es-
sentiellement en cisaillement ont ¶et¶e simul¶es. Sur le plan qualitatif, le modµele propos¶e µa per-
mis d'obtenir des m¶ecanismes de ruine trµes proches de ceux rapport¶es exp¶erimentalement.
En revanche, sur la plan quantitatif, il a parfois ¶et¶e d¶elicat d'identi¯er les paramµetres du
modµele pour obtenir des r¶esultats satisfaisants.

Sensibilit¶e au maillage La sensibilit¶e au maillage a ¶et¶e analys¶ee. Il ressort que les r¶eponses
obtenues par le modµele propos¶e deviennent peu sensibles au maillage lorsque ce dernier est
utilis¶e de maniµere coupl¶ee µa un limiteur de localisation. Il a ¶et¶e remarqu¶e que la longueur
caract¶eristique doit être choisie l¶egµerement sup¶erieure µa celle identi¯¶ee dans le cas du
modµele de Mazars.

Points faibles.

Chargement cyclique Le modµele propos¶e n'est pas capable de fournir des r¶esultats satisfai-
sants dans le cas du chargement cyclique altern¶e sous haut niveau de chargement. Cela
provient du fait que l'e®et unilat¶eral n'est pris en compte que de maniµere partielle. Une
solution pourrait consister µa consid¶erer un m¶ecanisme d'endommagement anisotrope (Des-
morat et al., 2006) ou encore une fonction de refermeture des ¯ssures (LaBorderie, 1991).

Dissym¶etrie de frottement Pour être en accord avec des ¶evidences exp¶erimentales discut¶ees
dans le chapitre 1, une dissym¶etrie du m¶ecanisme de glissement interne a ¶et¶e consid¶er¶ee.
Cette derniµere se manifeste par le fait qu'en l'absence de compression, la d¶echarge s'e®ec-
tuera selon le module s¶ecant. Autrement dit, aucune boucle d'hyst¶er¶esis n'apparâ³tra. A
l'¶echelle du point de Gauss, lors d'un passage compression vers traction, des instabilit¶es
l¶egµeres de l'algorithme d'int¶egration local ont ¶et¶e constat¶ees. Cela provient du fait qu'une
seule surface gµere les deux cadrans (traction et compression). Ces e®ets num¶eriques para-
sites pourraient vraisemblablement être ¶evit¶es en consid¶erant un critµere de type multisur-
face pour g¶erer le frottement. Cette perspective peut faire l'objet de futurs d¶eveloppements.

E®et unilat¶eral L'e®et unilat¶eral est pris en compte par un couplage d'¶etat adapt¶e et de
maniµere partielle. Autrement dit, le niveau d'endommagement atteint en traction in°uence
nettement le module lors d'un passage en compression. L'exp¶erience num¶erique acquise
par l'utilisation de ce modµele a montr¶e que la partie d¶eviatorique du comportement a
davantage de poids que la partie sph¶erique. Il s'en suit que la prise en compte partielle de
l'e®et unilat¶eral sur la partie sph¶erique uniquement n'est pas optimale. Toutefois, pour des
chargements mod¶er¶es (40 % µa 50 % de la charge de plasti¯cation des aciers), cette approche
semble su±re et elle apparâ³t comme ¶etant robuste. N¶eanmoins, cette prise en compte de
l'e®et unilat¶eral non optimale constitue un des points essentiels qui m¶erite d'être travaill¶ee
davantage.
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R¶eponse en bi-traction Dans le but d'¶evaluer les possibilit¶es du modµele de b¶eton sous
des chargements locaux multiaxiaux, le cas de la bi traction a ¶et¶e analys¶e. Il apparâ³t
que la r¶eponse obtenue n'est pas satisfaisante. Cela pourrait provenir de la formulation
¶energ¶etique g¶erant le m¶ecanisme d'endommagement. Un critµere en contrainte pourrait être
test¶e a¯n d'am¶eliorer cette r¶eponse.

Cadre d'application du modµele simpli¯¶e de b¶eton

Dans le but de pouvoir r¶ealiser des calculs pr¶eliminaires dans le cadre d'¶etudes d'avant-projet,
une version multi¯bre du modµele de b¶eton propos¶e a ¶et¶e d¶evelopp¶ee. Une motivation essentielle
qui a suscit¶e son d¶eveloppement a ¶et¶e la volont¶e de pouvoir r¶ealiser des ¶etudes probabilistes
en vue de quanti¯er les e®ets des incertitudes entachant les di®¶erentes variables d'entr¶ee. Cette
version du modµele de b¶eton est fond¶ee sur les mêmes principes que la version locale mais est
sujette µa quelques hypothµeses cin¶ematiques suppl¶ementaires.

Points forts.

Chargement monotone Le modµele simpli¯¶e de b¶eton propos¶e a montr¶e que des r¶esultats
satisfaisants pouvaient être obtenus sur la base d'¶el¶ements de structures soumis µa un char-
gement monotone.

Chargement cyclique Le cas du chargement cyclique a ¶et¶e analys¶e ; quelques exemples ont
¶et¶e montr¶es dans ce chapitre. Il est ressorti que non seulement des r¶esultats en accord
avec l'exp¶erience pouvaient être acquis mais aussi que les calculs se d¶eroulent de maniµere
robuste.

E®et unilat¶eral Tout comme dans le cas de la version locale du modµele, l'e®et unilat¶eral est
pris en compte de maniµere partielle et cela est su±sant tant que le chargement reste
mod¶er¶e.

Points faibles. Hormis les points faibles inh¶erents µa l'approche de type multi¯bre µa cause de
sa cin¶ematique r¶eduite, les remarques pr¶ec¶edemment mentionn¶ees s'appliquent ¶egalement µa la
version unidimensionnelle de la loi constitutive de b¶eton.
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Chapitre 5

Requali¯cation des ¶el¶ements de
structures en b¶eton arm¶e en
contexte probabiliste

5.1 Introduction

De nombreux ouvrages existants, faisant partie du patrimoine national, ont ¶et¶e bâtis aprµes la
derniµere guerre. Ces derniers ont donc ¶et¶e sujets aux e®ets non seulement de l'environnement
ext¶erieur mais aussi µa ceux li¶es aux charges de fonctionnement normal. Ainsi, cela entrâ³ne leur
vieillissement qui se traduit dans une premier temps par une perte de durabilit¶e des mat¶eriaux
constitutifs (essentiellement le b¶eton), puis, dans un second temps, par une perte de l'aptitude
au service pour en¯n s'exposer µa une perte de s¶ecurit¶e structurale. Autrement dit, ces ouvrages
voient leur performance diminuer au cours du temps. Une destruction suivie d'une reconstruction
massive n¶ecessiterait un support ¯nancier d¶eraisonnable que les institutions publiques ne pour-
raient pas assumer, surtout en p¶eriode de restriction budg¶etaire. Une solution r¶eside donc dans
le maintien en fonctionnement normal de ces ouvrages en d¶e¯nissant des politiques de mainte-
nance appropri¶ee. Pour cela, il est n¶ecessaire de requali¯er les ouvrages existants pour s'assurer
qu'ils respectent les critµeres de dimensionnement actuels. Il est donc n¶ecessaire d'acc¶eder aux
caract¶eristiques m¶ecaniques actuelles des ¶el¶ements de structures consid¶er¶es. Ces donn¶ees sont
classiquement utilis¶ees comme des grandeurs d'entr¶ee aux proc¶edures de requali¯cation et de
recalcul existantes. Un aspect essentiel qui a lieu d'être consid¶er¶e est li¶e aux incertitudes qui
entachent les di®¶erents paramµetres m¶ecaniques (module d'Young, r¶esistance en traction, posi-
tion des renforcements, ...). A titre d'exemple, les r¶esistances en traction mesur¶ees pr¶esentent
des coe±cients de variation compris entre 15 % et 20 %. Il semble donc n¶ecessaire de tenir
compte de ces incertitudes. Ce chapitre vise µa pr¶esenter une m¶ethodologie de requali¯cation
des ¶el¶ements de structures existants en contexte probabiliste. Pour cela, les outils utilis¶es sont
pr¶esent¶es et discut¶es. La m¶ethodologie propos¶ee repose µa la fois sur les r¶eseaux bay¶esiens et sur
les principes de la th¶eorie de la ¯abilit¶e. Les principes de ces outils sont tout d'abord pr¶esent¶es
puis illustr¶es sur quelques cas didactiques. Ensuite, le canevas de la m¶ethodologie propos¶ee est
expos¶e. Chaque ¶etape est d¶etaill¶ee et justi¯¶ee. Pour illustrer d'une part les outils utilis¶es et,
d'autre part, la m¶ethodologie de requali¯cation propos¶ee, des exemples simples ont ¶et¶e trait¶es.
En¯n, dans le but d'apporter des ¶el¶ements de validation des d¶eveloppements r¶ealis¶es, plusieurs
cas d'¶el¶ements de structures plus complexes sont trait¶es. La poutre de Ragueneau est trait¶ee
non seulement µa l'ELS mais aussi µa l'ELU et le pont d'ÄOrnskÄoldsvik dont une pr¶esentation a ¶et¶e
e®ectu¶ee dans le chapitre pr¶ec¶edent a ¶et¶e analys¶e.
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5.2 Les r¶eseaux bay¶esiens

Dans cette section, un des outils sur lequel s'appuie la m¶ethodologie de requali¯cation propos¶ee
est pr¶esent¶ee, µa savoir les r¶eseaux Bay¶esiens. Pour cela, les motivations li¶ees au choix d'un tel outil
sont tout d'abord clairement pr¶ecis¶ees. En e®et, d'autres techniques bien mâ³tris¶ees existent dans
la litt¶erature et permettent, dans certains cas d'application, de r¶epondre µa des probl¶ematiques
similaires. Ensuite, les principes th¶eoriques ainsi que la formulation des r¶eseaux bay¶esiens est
expos¶ee µa partir d'une revue bibliographique de la litt¶erature. Dans le but d'illustrer l'utilisation
pratique de cet outil, un exemple trµes simple est propos¶e.

5.2.1 Int¶erêt

Les r¶eseaux bay¶esiens sont, de nos jours, un outil devenu largement utilis¶e non seulement dans
plusieurs domaines mais aussi pour apporter des ¶el¶ements de r¶eponse µa des problµemes de natures
di®¶erentes. A titre d'exemple, dans le domaine de la m¶edecine, les r¶eseaux Bay¶esiens sont trµes
utilis¶es pour repr¶esenter de maniµere synth¶etique les larges bases de donn¶ees li¶ees aux maladies
graves. Les propri¶et¶es des r¶eseaux bay¶esiens sont ensuite mises µa contribution pour automa-
tiser les diagnostiques en consid¶erant les symptômes observables sur les patients et y inclure
d'¶eventuels facteurs favorisant le d¶eveloppement de certaines pathologies. De cette maniµere, le
m¶edecin peut avoir accµes µa la probabilit¶e qu'une certaine maladie soit contract¶ee chez un patient.
C'est donc de maniµere tout µa fait naturelle que le caractµere incertain est pris en compte dans
l'analyse grâce au cadre th¶eorique o®ert par les R¶eseaux Bay¶esiens. R¶ecemment, ce type d'outil
a ¶et¶e utilis¶e avec pro¯t pour r¶epondre µa des probl¶ematiques de type durabilit¶e, faisant intervenir
en outre le ph¶enomµene de di®usion des ions chlorures dans le b¶eton (Deby, 2008).

Plus pr¶ecis¶ement, les r¶eseaux bay¶esiens sont un moyen pour repr¶esenter de maniµere condens¶ee
de larges bases de donn¶ees en incluant d'¶eventuelles relations de d¶ependance qui sont sp¶eci¯¶ees
de maniµere °oue. Ainsi, en consid¶erant une probl¶ematique de type durabilit¶e ou requali¯ca-
tion d'ouvrages existants, cet outil peut être utilis¶e pour lier les donn¶ees statistiques relatives
aux mat¶eriaux constitutifs avec celles li¶ees aux informations observables. La construction de
la relation de d¶ependance peut être r¶ealis¶ee en s'appuyant sur un modµele m¶ecanique suppos¶e
¯able. Un r¶eseau bay¶esien o®re une propri¶et¶e d'inf¶erence, fond¶ee sur le th¶eorµeme bien connu de
Bayes. Ce cadre th¶eorique permet donc d'inverser la relation de d¶ependance entre les variables
caract¶eristiques des mat¶eriaux constitutifs et la r¶eponse structurale observ¶ee. Il est donc pos-
sible d'inclure dans le r¶eseau des informations additionnelles provenant soit d'observations in
situ soit de jugements d'experts, jouant le rôle de r¶ef¶erence. Ces donn¶ees peuvent être utilis¶ees
pour actualiser les variables li¶ees aux mat¶eriaux constitutifs de l'ouvrage. C'est pr¶ecis¶ement en
ce sens que les r¶eseaux bay¶esiens peuvent être utilis¶es pour r¶epondre µa des probl¶ematiques de
type requali¯cation d'ouvrages existants.

Les r¶eseaux bay¶esiens ont donc ¶et¶e utilis¶es dans la pr¶esente ¶etude car ils o®rent l'int¶erêt de
permettre de r¶eactualiser les paramµetres d'un modµele m¶ecanique uniquement sur la base d'in-
formations observables. Le parti d'utiliser ce type d'outil au lieu d'une approche bay¶esienne
classique (Melchers, 1999) a ¶et¶e pris en raison de la volont¶e de r¶eactualiser non seulement la
r¶eponse structurale moyenne de l'ouvrage mais aussi, et surtout, les paramµetres d'entr¶ee du
modµele m¶ecanique. Cela n'est pas permis en utilisant des m¶ethodes de r¶eactualisation classiques
en raison de leur cadre d'application restreint (Melchers, 1999).
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5.2.2 Formulation, construction et utilisation

Formulation

Un r¶eseau bay¶esien est une repr¶esentation concise et condens¶ee d'une fonction de densit¶e
conjointe de probabilit¶e sur un domaine donn¶e, d¶e¯ni par un ensemble de variables al¶eatoires
regroup¶ees dans un vecteur al¶eatoireX = ( X 1; ¢ ¢ ¢; X m )t . A priori, chaque variable est connue
par une fonction de densit¶e de probabilit¶e marginale. Un r¶eseau bay¶esien consiste en un graphe
orient¶e et acyclique. Le vocable orient¶e est li¶e au fait que le graphe est directionnel. Le terme
acyclique signi¯e que le graphe ne doit pas pr¶esenter de cycle. Ces deux points sont illustr¶es
µa l'aide des ¯gure 5.4 et 5.5. La ¯gure 5.4 o®re une repr¶esentation d'un graphe pouvant être
utilis¶e comme le support d'un r¶eseau bay¶esien en raison de son caractµere orient¶e et acyclique.
En revanche, la ¯gure 5.5 montre un graphe qui ne peut pas être utilis¶e pour supporter une telle
structure de donn¶ees.

Fig. 5.1 { Graphe orient¶e acyclique et rela-
tions causales.

Fig. 5.2 { Graphe orient¶e cyclique et rela-
tions causales.

Le r¶eseau possµede de plus un nombre donn¶e de probabilit¶es conditionnelles,p(X i jX ¼(i ) ) pour
chaque variable X i , sachant l'¶etat des variables ditesparents dans le graphe. La notion¼(i )
permet de rep¶erer la variableparent de la variable X i . En e®et, dû au caractµere orient¶e du
graphe repr¶esentatif du r¶eseau, il est possible d'¶etablir une relation diteenfant/parent entre
les di®¶erentes variables en fonction de l'orientation de la relation de d¶ependance qui les lie. La
structure graphique (graphe acyclique orient¶e) ainsi que chaque fonction de densit¶e de probabilit¶e
marginale, not¶e f X i , permet de d¶e¯nir une unique fonction de densit¶e de probabilit¶e conjointe
sous une forme factoris¶ee. Cette derniµere est donn¶ee par l'¶equation5.1.

f X (X ) =
mY

i =1

p(X i jX ¼(i ) ) (5.1)

D'une maniµere pratique, chaque variable al¶eatoire doit être discr¶etis¶ee pour que les calculs
num¶eriques puissent être r¶ealis¶es. Ce point est abord¶e dans le paragraphe suivant. Comme il
a ¶et¶e mentionn¶e pr¶ec¶edemment, un r¶eseau bay¶esien permet d'agencer l'information selon une
structure de donn¶ees bien d¶e¯nie incluant des relations de d¶ependance orient¶ees. Ainsi, si l'¶etat
d'une variable est modi¯¶e alors l'ensemble du r¶eseau sera perturb¶e de telle maniµere que le
th¶eorµeme de Bayes soit v¶eri¯¶e. Il est donc possible d'inclure dans un r¶eseau bay¶esien de l'in-
formation provenant de l'ext¶erieur permettant soit de compl¶eter la base de donn¶ees existante,
soit d'envisager un sc¶enario. Il semble donc clair que l'ensemble des variables sujettes µa de telles
modi¯cations doivent être discr¶etis¶ees. Pour des raisons de clart¶e de pr¶esentation, le parti de
ne pas exposer les principes th¶eoriques de discr¶etisation a ¶et¶e pris. En revanche, cette ¶etape
essentielle est pr¶ecis¶ee clairement sur la base d'un exemple simple.
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Construction

Les r¶eseaux bay¶esiens s'appuient sur un graphe acyclique orient¶e incluant un certain nombre de
relations de d¶ependance. A partir de l'¶etat initial du r¶eseau, une observation peut être entr¶ee en
un n¾ud. Cette derniµere va perturber l'ensemble du r¶eseau pour donner naissance µa un nouvel
¶etat. D'aprµes (NaÄ³meet al., 2007), la construction du r¶eseau s'e®ectue selon les ¶etapes suivantes :

1. Identi¯cation des variables et de leurs espaces d'¶etat

2. D¶e¯nition de la structure du r¶eseau

3. D¶e¯nition de la loi de probabilit¶e conjointe des variables

Dans la premiµere ¶etape, il s'agit de d¶e¯nir l'ensemble des variables qui va être int¶egr¶e au r¶eseau.
Dans le cas de systµemes complexes, l'identi¯cation des variables pertinentes peut être r¶ealis¶ee
en rajoutant une ¶etape 0 qui consiste µa analyser le poids de chacune d'entre elles sur la r¶eponse
globale du systµeme. Par exemple, cela peut s'e®ectuer µa l'aide de la th¶eorie de la ¯abilit¶e des
structures. Ce point est abord¶e en d¶etail dans la suite de ce chapitre. Aprµes avoir identi¯¶e les
variables pertinentes, il s'agit de d¶e¯nir les espaces des valeurs possibles. Bien que ces derniµeres
aient un caractµere al¶eatoire, de simples consid¶erations d'expert peuvent être mises µa pro¯t pour
d¶e¯nir des bornes. Une variable donn¶ee pourra prendre n'importe quelle valeur comprise entre
ces bornes. Il y a lieu de noter qu'une variable peut être consid¶er¶ee comme ¶etant d¶eterministe.
Sa probabilit¶e de r¶ealisation est donc binaire, 1 si la variable est dans un ¶etat correspondant µa
sa valeur moyenne et 0 sinon. Il existe de nombreux logiciels gratuits, capables de supporter la
construction d'un r¶eseau bay¶esien. La majorit¶e d'entre eux s'appuie sur des variables discrµetes,
dont la distribution est connue g¶en¶eralement sous la forme d'un diagramme des fr¶equences cu-
mul¶ees. La d¶e¯nition de la discr¶etisation en classes de chacune des variables identi¯¶ees reste une
¶etape d¶elicate. En e®et, comme soulign¶e par (NaÄ³meet al., 2007) et (Deby, 2008), cette ¶etape
doit être r¶ealis¶ee judicieusement. Autrement dit, un compromis entre la pr¶ecision des observa-
tions (nombre de classes) et la saturation de l'espace m¶emoire disponible sur une machine de
calcul doit être trouv¶e.

La seconde ¶etape consiste µa d¶e¯nir la topologie du r¶eseau, c'est-µa-dire, les relations de d¶ependance
entre les di®¶erents n¾uds. G¶en¶eralement, les jugements d'experts sont mis µa contribution pour
assurer la pertinence de cette ¶etape. Il s'agit de relier les variables de cause et d'e®et. Soit A
une variable de cause et B une variable d'e®et, leur relation de d¶ependance s'orientera de A
vers B. Une modi¯cation des ¶etats de A entrâ³nera donc une modi¯cation des ¶etats de B et
r¶eciproquement. Ce double sens de propagation de l'information permet de mettre en ¶evidence
le caractµere qualitatif de la repr¶esentation de l'information.

La derniµere ¶etape consiste µa d¶e¯nir les distributions de chacune des variables identi¯¶ees. Si
ces derniµeres n'ont pas de parent (variables de cause) alors la donn¶ee d'un histogramme su±t.
En revanche, si les variables sont imbriqu¶ees au sein d'une relation de d¶ependance (variables
d'e®et), il faudra d¶e¯nir la table de probabilit¶e conditionnelle. G¶en¶eralement, la d¶etermination
de cette table est coûteuse en raison de la base de donn¶ees importante qu'il y a lieu de poss¶eder
pour la d¶e¯nir avec pr¶ecision. De plus, sa taille est directement li¶ee µa la maniµere de discr¶etiser
les variables de cause ainsi qu'µa leur nombre. Cette remarque souligne l'importance de l'¶etape de
discr¶etisation. En particulier, les tables de probabilit¶es conditionnelles peuvent être d¶etermin¶ees
soit grâce µa une relation d¶eterministe liant les di®¶erentes variables, soit par des simulations de
Monte Carlo. Cette table met en ¶evidence le caractµere quantitatif de la repr¶esentation de la
connaissance.
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Utilisation

L'utilisation d'un r¶eseau bay¶esien revient µa calculer la probabilit¶e d'une hypothµese connaissant
un certain nombre d'observations. Comme il a ¶et¶e mentionn¶e pr¶ec¶edemment, il n'y a pas vrai-
ment de sorties ni d'entr¶ees dans un r¶eseau bay¶esien car tous les n¾uds agissent les uns sur
les autres. Un des int¶erêts pratiques qui peut être not¶e repose sur la capacit¶e d'inf¶erence d'un
r¶eseau. En e®et, supposons une variable de cause A li¶ee µa une variable d'e®et B. La donn¶ee
d'une relation d¶eterministe (modµele de pr¶ediction) de A vers B permet de d¶eterminer les ¶etats
de B sachant ceux de A, ces derniers ¶etant fournis par un expert. Maintenant, si l'on considµere
un ensemble d'observations de B, il est possible d'actualiser les paramµetres (moyenne et ¶ecart
type) de A sur cette base. Cette remarque montre donc les caractµeres dynamique et adaptable
d'un r¶eseau bay¶esien et sera illustr¶ee en d¶etail dans le prochain paragraphe.

La question qui se pose maintenant consiste µa comprendre comment sont actualis¶ees les va-
riables de causes connaissant un ensemble de donn¶ees d'observation. D'aprµes (NaÄ³meet al.,
2007), le principe g¶en¶eral consiste µa calculer l'¶etata posteriori comme le produit d'un ¶etat
a priori par sa vraisemblance. Autrement dit, lors de l'introduction de nouvelles observations
dans le r¶eseau, la connaissance a priori est transform¶ee en connaissance a posteriori en fonction
de la vraisemblance de ces derniµeres. Cela se traduit encore par le fait que plus les exemples
observ¶es s'¶eloignent de l'¶etat initial de la connaissance, plus la vraisemblance est modi¯¶ee. De
maniµere plus pr¶ecise, le th¶eorµeme de Bayes permet d'actualiser les variables sachant un ensemble
d'observations :

P(A i jB ) =
P(B jA i )P(A i )P
j P(B jA j )P(A j )

(5.2)

oµu P(A i ) est la probabilit¶e a priori de A i ant¶erieure µa toute information sur B , P(A i jB ) est
la probabilit¶e a posteriori de A i sachant B et en¯n, P(B jA i ) est la fonction de vraisemblance
de A i . L'application de cette relation est illustr¶ee µa travers un exemple simple, donn¶e dans la
prochaine section.

5.2.3 Exemple didactique

Dans le but d'illustrer les possibilit¶es d'ordre pratique o®ertes par les r¶eseaux bay¶esiens, il est
propos¶e de traiter un exemple simple. Ce dernier consiste en une poutre simplement appuy¶ee
sollicit¶ee par une charge concentr¶ee µa mi-trav¶ee. Le comportement de cet ¶el¶ement de structure est
suppos¶e être ¶elastique lin¶eaire. L'id¶ee directrice est d'utiliser un r¶eseau bay¶esien pour synth¶etiser
la connaissance en tenant compte des incertitudes et surtout, de pouvoir corriger l'a priori en
consid¶erant des observations suppos¶ees r¶ealis¶ees in-situ.

Identi¯cation des variables. Dans cet exemple, on s'int¶eresse µa une description du com-
portement m¶ecanique µa l'¶echelle de la structure. Le cadre de la th¶eorie des poutres semble
donc adapt¶e pour fournir une estimation de la °µeche µa mi-trav¶ee, sachant l'ensemble des ca-
ract¶eristiques li¶ees d'une part µa la g¶eom¶etrie de la poutre et, d'autre part, au mat¶eriau constitu-
tif. En r¶ealisant un calcul ¶el¶ementaire de r¶esistance des mat¶eriaux, on peut aboutir µa l'¶equation
d'¶etat 5.3 :

uy =
PL3

48EI
(5.3)

oµu uy est la °µeche µa mi-trav¶ee,P la charge concentr¶ee,L la longueur de la trav¶ee de la poutre,
E le module d'Young du mat¶eriau constitutif et I l'inertie de la section. D'aprµes l'exp¶erience ou
encore un certain nombre de jugements d'experts, les lois de distribution des di®¶erentes variables
peuvent être identi¯¶ees. Dans le cas pr¶esent, seul le module d'Young de la poutre a ¶et¶e consid¶er¶e
comme variable al¶eatoire.
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Dans le but d'¶evaluer les possibilit¶es o®ertes par les r¶eseaux bay¶esiens pour r¶epondre µa des
probl¶ematiques d'actualisation de modµeles m¶ecaniques, le module d'Young est suppos¶e suivre
deux lois distinctes (rep¶er¶ees loi 1 et loi 2). Dans un premier temps, les distributions corres-
pondantes de la °µeche µa mi-trav¶ee seront calcul¶ees en utilisant l'¶equation d'¶etat du systµeme
qui est pr¶ecis¶ee dans la section suivante. Dans un second temps, en supposant les valeurs de la
°µeches calcul¶ees µa partir de la loi 2 du module d'Young comme ¶etant des observations in-situ,
les paramµetres de la loi 1 pourront être actualis¶es. Les r¶esultats seront dits satisfaisants si, aprµes
actualisation, la loi 1 actualis¶ee du module d'Young coincide avec la loi 2.

Les lois des di®¶erentes variables sont report¶ees dans le tableau5.1.

Variable Loi de Moyenne Coe±cient de
probabilit¶e variation

Module d' Lognormale 36000 MPa 10 %
Young 1

Module d' Lognormale 30000 MPa 10 %
Young 2
Charge D¶eterministe 200 kN -

Longueur D¶eterministe 1 m -
Inertie D¶eterministe 1; 33:10¡ 4 m4 -

Tab. 5.1 { Lois de probabilit¶e associ¶ees µa chacune des variables identi¯¶ees.

Construction du r¶eseau bay¶esien. Les relations de d¶ependance qui permettent de d¶e¯nir le
support graphique du r¶eseau peuvent être identi¯¶ees d'aprµes le modµele d¶eterministe qui s'exprime
par la relation 5.3. Il est donc possible de conclure que les variablesE et uy sont interpr¶etables
respectivement comme des variables de cause et d'e®et. Le graphe r¶esultant de ces consid¶erations
est pr¶esent¶e sur la ¯gure5.3.

Fig. 5.3 { Graphe orient¶e acyclique et relations causales li¶e µa l'exemple didactique propos¶e.

Il reste donc µa d¶e¯nir la loi de probabilit¶e marginale pour la variableuy . Pour cela, la table des
probabilit¶es conditionnelles associ¶ee doit être d¶etermin¶ee. Autrement dit, il s'agit de construire
une table donnant la probabilit¶e queuy soit dans une classe donn¶ee sachant queE appartient µa
une classe donn¶ee. Cette table peut être obtenue par la m¶ethode de Monte Carlo, en appliquant la
relation d'¶etat d¶ecrite pr¶ec¶edemment par l'¶equation5.3. De maniµere plus pr¶ecise, la distribution
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marginale de la variableuy est calcul¶ee µa partir de la relation5.4 :

P(uy) =
X

E

P(uy jE )P(E) (5.4)

Les variables doivent être discr¶etis¶ees en classes en vue de permettre la r¶ealisation des di®¶erents
calculs. Pour cela, aprµes avoir r¶ealis¶e une ¶etude de sensibilit¶e appropri¶ee, nous proposons les
classes suivantes :
Module d'Young Cette variable a ¶et¶e discr¶etis¶ee en 20 classes de pas constant. Les valeurs

extrêmes sont 25 GPa et 50 GPa,
Flµeche µa mi-trav¶ee Cette variable a ¶et¶e discr¶etis¶ee en 20 classes de pas constant. Les valeurs

extrêmes sont 0,5 mm et 1,57 mm.
La construction du r¶eseau bay¶esien a ¶et¶e r¶ealis¶ee µa l'aide du logiciel gratuit NETICA d¶evelopp¶e
par la soci¶et¶e NORSYS. Ce logiciel est t¶el¶echargeable sur internet et se pr¶esente sous la forme
de deux versions : l'une limit¶ee mais gratuite et l'autre plus riche mais payante. Le parti de
n'utiliser dans la pr¶esente ¶etude que la version d'¶evaluation gratuite a ¶et¶e retenu. Les ¶etats
initiaux correspondants µa la variable de cause (module d'Young) ont ¶et¶e g¶en¶er¶es µa partir de la
technique de Monte Carlo ; 10000 tirages ont ¶et¶e n¶ecessaires pour bien estimer les distributions
correspondantes. Il peut être not¶e que le nombre de tirage li¶e µa la m¶ethode de Monte Carlo
in°uence directement les paramµetres des lois de la variable de cause (moyenne et ¶ecart type). En
e®et, ce nombre de tirage doit être choisi su±samment grand pour que les paramµetres statistiques
des lois soient estim¶es correctement.

Utilisation du r¶eseau bay¶esien. Le r¶eseau bay¶esien construit pr¶ec¶edemment peut mainte-
nant être utilis¶e. Dans ce paragraphe, nous nous int¶eressons uniquement d'une part µa l'estimation
des lois marginales de la variable d'e®et (°µeche µa mi-trav¶ee)correspondant aux lois 1 et 2 du
module d'Young et, d'autre part, µa la capacit¶e d'inf¶erence du r¶eseau. Les paramµetres statistiques
des lois marginales de la °µeche µa mi-trav¶ee sont 0,876 mm pour la moyenne et 0,092 mm pour
l'¶ecart type concernant le cas 1 et, 1,06 mm pour la moyenne et 0,11 mm pour l'¶ecart type
concernant le cas 2.

Comme il a ¶et¶e mentionn¶e pr¶ec¶edemment, la capacit¶e d'inf¶erence du r¶eseau bay¶esien est illustr¶ee
sur la base de cet exemple simple en consid¶erant les valeurs de la °µeche µa mi-trav¶ee correspondant
µa la loi 2 du module d'Young comme ¶etant des observations r¶ealis¶ees in-situ. Ces observations
peuvent donc être entr¶ees dans le r¶eseau bay¶esien et permettent de d¶e¯nir un ¶etat de la variable
d'e®et (°µeche µa mi-trav¶ee) a posteriori. La distribution a posteriori de la variable de cause peut
être actualis¶ee selon la relation5.5 :

P(E juy) =
P(uy jE )P(E)

P(uy)
(5.5)

La ¯gure 5.4 permet de montrer les densit¶es de la °µeche µa mi-trav¶ee correspondant aux lois
1 et 2 du module d'Young. Ces derniµeres ont ¶et¶e calcul¶ees µa par de la relation5.3 pr¶esent¶ee
pr¶ec¶edemment. La ¯gure 5.5 permet de montrer d'une part les densit¶es des lois du module
d'Young 1 et 2 et, d'autre part, la densit¶e de la loi 1 actualis¶ee sur la base des informations
disponibles en terme de °µeche µa mi-trav¶ee, d¶etermin¶ees µa partir de la loi 2. Il peut être not¶e
que la densit¶e 1 actualis¶ee du module d'Young coincide de maniµere satisfaisante avec la densit¶e
actualis¶ee de la loi 2. La propri¶et¶e d'inf¶erence propre aux r¶eseaux bay¶esien a donc ¶et¶e illustr¶ee et
les r¶esultats sont satisfaisants. Dans un contexte de requali¯cation d'ouvrage existants, de tels
r¶esultats sont particuliµerement int¶eressants car ils permettent d'aboutir, µa partir d'observations
in-situ, µa une valeur corrig¶ee du module d'Young qui est inf¶erieure celle initialement postul¶ee.
Cette valeur corrig¶ee peut alors être interpr¶et¶ee comme ¶etant la valeur d¶egrad¶ee du module
d'Young, qu'il a y lieu de prendre en compte dans les proc¶edures de recalcul.
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Fig. 5.4 { Densit¶es de la °µeche µa mi-trav¶ee.
Fig. 5.5 { Densit¶es du module d'Young a
priori, a posteriori.

5.2.4 Bilan

Cette section a ¶et¶e d¶edi¶ee µa la pr¶esentation des r¶eseaux bay¶esiens. Cet outil permet de repr¶esenter
de maniµere naturelle l'information non seulement sur la plan qualitatif (µa l'aide d'un graphe acy-
clique et orient¶e) mais aussi sur le plan quantitatif (tables de probabilit¶es conditionnelles). Cette
repr¶esentation est r¶ealis¶ee en contexte probabiliste et a donc le m¶erite de permettre la prise en
compte des incertitudes li¶ees aux di®¶erentes variables identi¯¶ees.

En premier lieu, la formulation des r¶eseaux bay¶esiens a ¶et¶e briµevement pr¶ecis¶ee. Celle-ci donne
un aper»cu du cadre th¶eorique utilis¶e. Dans le but d'illustrer les concepts abord¶es, un exemple
didactique a en second lieu ¶et¶e trait¶e. Ce dernier consiste en une poutre ¶elastique lin¶eaire simple-
ment appuy¶ee et charg¶ee µa mi-trav¶ee. Outre le caractµere trµes simple du cas trait¶e, ce dernier a le
m¶erite de pouvoir être d¶etaill¶e ais¶ement. La m¶ethodologie propre µa la d¶e¯nition du r¶eseau associ¶e
a ¶et¶e pr¶ecis¶ee en explicitant ses ¶etapes fondamentales : identi¯cation, construction et utilisation.
Ces derniµeres ont ¶et¶e suivies dans l'exemple pr¶esent¶e. Un sc¶enario d'inf¶erence a ¶et¶e consid¶er¶e
en supposant la donn¶ee d'observations ext¶erieures fournies par un expert. Celui-ci a permis de
montrer µa quels r¶esultats il est possible de parvenir et surtout, quels pouvaient être les appli-
cations pratiques d'un tel outil pour apporter des ¶el¶ements de r¶eponse µa des probl¶ematiques de
type requali¯cation d'ouvrages existants ou actualisation de paramµetres de modµeles m¶ecaniques.

5.3 Th¶eorie de la ¯abilit¶e

Dans cette section, une pr¶esentation brµeve des notions fondamentales de la th¶eorie de la ¯abilit¶e
des structures est r¶ealis¶ee, essentiellement d'aprµes les notes de cours dispens¶ees µa l'¶Ecole Natio-
nale des Ponts et Chauss¶ees par (Cremona, 2005). Ce champ disciplinaire est n¶e du besoin de
d¶e¯nir un cadre rigoureux permettant de traiter le caractµere al¶eatoire des di®¶erents variables
intervenant dans un systµeme m¶ecanique. En premier lieu, quelques ¶el¶ements li¶es µa la formulation
de la th¶eorie de la ¯abilit¶e sont rappel¶es. En second lieu, dans le but d'illustrer ces propos, un
exemple d'application simple est trait¶e. En dernier lieu, les ¶el¶ements essentiels introduits dans
le pr¶esent chapitre sont synth¶etis¶es.

5.3.1 Int¶erêt

La maniµere avec laquelle une structure donn¶ee va r¶epondre µa une sollicitation ext¶erieure, quelque
soit sa nature, va d¶ependre en outre de sa rigidit¶e, de sa capacit¶e portante et de l'intensit¶e de
cette sollicitation. Lorsque la r¶eponse d'une structure est dite satisfaisante, cela signi¯e que
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certaines exigences sont respect¶ees. Ces critµeres portent g¶en¶eralement sur une limitation de l'en-
dommagement (ouverture de ¯ssures), de la contrainte de traction (pour le b¶eton) ou encore
de la °µeche. Chacun de ces critµeres peut être formul¶e en terme d'¶etat limite. La violation d'un
ou plusieurs critµeres, si elle se produit, est susceptible d'entrâ³ner la d¶efaillance globale de la
structure et, par suite, de ne plus permettre son fonctionnement normal.

¶Etudier la ¯abilit¶e d'une structure, c'est d'une part calculer et, d'autre part, pr¶evoir la proba-
bilit¶e qu'un ou plusieurs ¶etats limites soient d¶epass¶es. La probabilit¶e qu'une telle occurrence se
produise est donc une mesure de la chance qu'elle apparaisse. Par ailleurs, les donn¶ees n¶ecessaires
pour alimenter les modµeles de calcul sont le plus souvent issues de l'exp¶erience. Ainsi, elles sont
sujettes parfois µa d'importantes variabilit¶es qu'il y a lieu de prendre en compte. Les donn¶ees
exp¶erimentales des grandeurs physiques d'entr¶ee des modµeles, telles que le chargement ou encore
les caract¶eristiques des mat¶eriaux constitutifs, permettent une estimation des densit¶es marginales
de probabilit¶e des lois de chacune d'entre elles. Si le problµeme est fonction du temps, l'analyse
sera quali¯¶ee de¯abilit¶e temporelle. Dans ce cas, l'¶evolution de ces densit¶es au cours du temps
sera recherch¶ee. Dans un cas purement statique, ou quasi-statique, l'analyse sera quali¯¶ee de
¯abiliste . Nous conduirons cette pr¶esentation avec l'hypothµese que la structure ¶etudi¶ee est sta-
tique ou quasi-statique, impliquant ainsi la non-d¶ependance du temps des variables d'entr¶ee.

La th¶eorie de la ¯abilit¶e apparâ³t donc comme un cadre rigoureux permettant d'¶evaluer la sensi-
bilit¶e d'un modµele aux incertitudes qui entachent les di®¶erentes variables d'entr¶ee. En particulier,
cette th¶eorie permet d'acc¶eder µa des indicateurs de sensibilit¶e dont la connaissance est trµes utile
pour r¶ealiser un choix des variables µa probabiliser. Dans la pr¶esente ¶etude, ces indicateurs sont
mis µa pro¯t dans la phase d'identi¯cation des variables µa consid¶erer dans un r¶eseau bay¶esien. De
cette maniµere, le choix des variables pertinentes ne repose plus que sur des jugements d'experts
mais aussi sur des indicateurs quantitatifs. La combinaisons de ces deux types de strat¶egies de
d¶etermination permet d'aboutir µa une identi¯cation des variables justi¯¶ee et plus optimale.

5.3.2 Formulation

Positionnement du problµeme

D'une maniµere g¶en¶erale, la th¶eorie de la ¯abilit¶e m¶ecanique vise µa d¶eterminer la probabilit¶e de
d¶efaillance d'une structure ou d'un systµeme de structures. Dans un problµeme de ¯abilit¶e, les
variables d'entr¶ee, encore appel¶eesvariables physiquesX , sont consid¶er¶ees comme ¶etant des va-
riables al¶eatoires. Une r¶ealisation deX sera not¶eex. Notons que les variables d'entr¶ee sont en
g¶en¶eral regroup¶ees dans un seul et même vecteur, appel¶evecteur al¶eatoire des variables de base.
Ces variables d¶e¯nissent les vecteurs de base d'un espace appel¶e l'espace d'entr¶eeou encore
espace physique. Introduisons maintenant la notion de fonction de performance, not¶ee gX (x).
Cette donn¶ee permet la r¶ealisation d'une partition de l'espace physique en deux domaines, ap-
pel¶esdomaines de s¶ecurit¶eet de d¶efaillance, pour lesquels nous avons respectivementgX (x) > 0
et gX (x) < 0. Il existe donc une frontiµere appel¶ee¶etat limite sur laquelle gX (x) = 0. Si l'on
suppose quen > 1 variables al¶eatoires interviennent dans le problµeme, alors l'¶etat limite est une
hypersurface (dimensionn ¡ 1) de l'espace physique. A ce stade, deux cas sont µa distinguer :
l'¶etat limite explicite et l'¶etat limite implicite. Le fait de pouvoir expliciter la fonction d'¶etat
limite est loin d'être syst¶ematique, bien au contraire. Dans la majorit¶e des cas d'¶etude, cette
fonction n'est connue que de maniµere implicite ; il s'agit alors d'essayer de l'expliciter.

Pour r¶esoudre un problµeme de ¯abilit¶e, deux approches peuvent être mises en avant. D'une
part, il existe des m¶ethodes de niveau II. La forme de l'¶etat limite est alors essentielle, ce qui
implique de disposer de l'¶ecriture explicite de cet ¶etat limite, ou µa d¶efaut d'une approximation.
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Tout le problµeme consiste µa estimer la valeur de l'int¶egrale5.6, d¶e¯nissant la probabilit¶e de
d¶efaillance Pf de la structure consid¶er¶ee.

Pf =
Z

gX (x)< 0

pX (x)dx (5.6)

Dans la relation 5.6, pX (x) repr¶esente la densit¶e conjointe des variables physiques. Cette pro-
babilit¶e peut être estim¶ee par des m¶ethodes analytiques du type F.O.R.M., S.O.R.M. ou encore
synth¶etiques comme les simulations de Monte Carlo, sur lesquelles nous reviendrons dans la
partie suivante. Toutefois, il est µa noter qu'une bonne estimation de cette int¶egrale peut être
r¶ealis¶ee en consid¶erant non pas l'int¶egralit¶e du domaine de d¶efaillance mais seulement un cer-
tain voisinage du point de l'¶etat limite, oµu la fonction densit¶e conjointe est la plus forte, appel¶e
point de fonctionnement le plus probable. Il existe aussi les m¶ethodes de niveau III et, dans ce
cas, la forme de l'¶etat limite n'est alors plus essentielle dans la d¶etermination de la probabilit¶e
de d¶efaillance. Consid¶er¶ee comme une variable al¶eatoire, la fonction de performance permet de
d¶e¯nir la probabilit¶e de d¶efaillance par 5.7.

Pf = P(gX (x) < 0) (5.7)

La r¶esolution d'un problµeme de ¯abilit¶e fait appel habituellement µa la construction d'une esti-
mation de l'int¶egrale 5.6. Pour cela, des m¶ethodes de niveau II sont couramment utilis¶ees. La
formulation des m¶ethodes F.O.R.M. et S.O.R.M. n¶ecessite que l'ensemble des variables phy-
siques suive une loi normale centr¶ee r¶eduite. Pour se ramener µa ce cas, il est d'usage de recourir
µa des transformations isoprobabilistes, ce qui constitue l'objet de la section suivante.

Transformations isoprobabilistes

Toute application permettant de substituer la m¶etrique de l'espace physique par une m¶etrique
euclidienne, tout en conservant la valeur de la probabilit¶e en chacun des points de cet espace, sera
appel¶eetransformation isoprobabiliste. Pour cela, les variables physiquesX , qui suivent a priori
une loi quelconque et qui sont a priori corr¶el¶ees, sont transform¶ees en des variables al¶eatoires
centr¶ees r¶eduites et ind¶ependantesU. Ces derniµeres d¶e¯nissent les vecteurs de base de l'espace
norm¶e ou espace gaussien. Cet espace est parfaitement adapt¶e µa une conduite simple des calculs.
D'une part, les di±cult¶es li¶ees aux domaines de d¶e¯nition des densit¶es des variables physiques
sont ainsi ¶evit¶ees ¶etant donn¶e que la densit¶e gaussienne est µa support in¯ni. D'autre part, celles
li¶ees µa une di®¶erence trop importante entre les ordres de grandeurs des valeurs moyennes des
variables en jeu ne se posent plus. En¯n, comme nous l'avons mentionn¶e pr¶ec¶edemment, la
m¶etrique de l'espace norm¶e est la m¶etrique euclidienne. C'est pourquoi l'indice de ¯abilit¶e prend
alors une signi¯cation g¶eom¶etrique. Nous reviendrons sur ce point dans la suite.

Transformation de Rosenblatt. Cette transfomation permet d'op¶erer une transformation
marginale des variables de l'espace norm¶e vers l'espace physique. La transformation de Rosen-
blatt n'est applicable que si la densit¶e conjointe de toutes les variables al¶eatoires est connue.
Son principe r¶eside dans l'hypothµese que la distribution multivariablePX 1 ;¢¢¢;X n (x1; ¢ ¢ ¢; xn ) est
¶equivalente µaPX 1 (x1) PX 2 jX 1 (x2 j x1) ¢ ¢ ¢PX n jX 1 ;¢¢¢;X n ¡ 1 (xn j x1; ¢ ¢ ¢; xn¡ 1). Dans la pratique,
la di±cult¶e majeure dans l'application de cette transformation r¶eside dans la d¶etermination des
probabilit¶es conditionnelles en jeu. De plus, la densit¶e conjointe des variables physiques n'est
pas toujours connue.

Pour concr¶etiser ces propos, consid¶erons le cas de variables de lois normalesN (¹; ¾). L'ap-
plication de la transform¶ee de Rosenblatt conduit µa la relation5.8.

X = ¹ + ¾U (5.8)
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En revanche, pour des variables de l'espace physique de lois lognormalesLN (¹; ¾), nous obtien-
drons la transformation marginale 5.9.

X = e
U

q
1+( ¾

¹ )2 ¹
q

ln (1 + ( ¾
¹ )2)

(5.9)

Transformation de Nataf. La transformation de Nataf ne requiert pas la connaissance de
la densit¶e conjointe des variables physiques. En revanche, leurs densit¶es marginales ainsi que la
matrice de corr¶elation ½ij sont connues. Son principe consiste µa consid¶erer une suite de variables
centr¶ees r¶eduitesZ = ( Z1; ¢ ¢ ¢; Zn )t , issues de la transformation5.10, oµu © repr¶esente la fonction
de r¶epartition de la loi normale centr¶ee r¶eduite.z repr¶esente le vecteur des r¶ealisations des
variables interm¶ediaires.

zi = © ¡ 1(PX i (x i )) (5.10)

Il est µa noter que les variables interm¶ediairesZ ne sont pas d¶ecorr¶el¶ees. Et, leur corr¶elation
est a priori di®¶erente de la corr¶elation des variables physiquesX . D'une maniµere exacte, les
corr¶elations des variables interm¶ediaires½¤

ij sont solutions de l'¶equation int¶egrale5.11, dans
laquelle Á2 repr¶esente la densit¶e de la loi binormale.

½ij =

+ 1Z

¡1

+ 1Z

¡1

x i ¡ ¹ i

¾i

x j ¡ ¹ j

¾j
Á2(zi ; zj ; ½¤

ij )dzi dzj (5.11)

Dans la pratique, des relations empiriques fournissant des estimations acceptables des
corr¶elations des variables interm¶ediaires sont utilis¶ees. La matrice de d¶ecorr¶elation des variables
physiques est alors construite µa partir de la matrice de corr¶elation des variables interm¶ediaires
en consid¶erant sa d¶ecomposition spectrale, ou encore sa d¶ecomposition de Cholesky. Les coor-
donn¶ees des variables physiques dans l'espace norm¶e peuvent alors être d¶etermin¶ees.

Transformation d'Hermite. La transformation d'Hermite est parfois utilis¶ee pour d¶evelopper
une variable al¶eatoire de loi a priori quelconque. En e®et, il est possible de montrer que toute
variable al¶eatoire peut être d¶evelopp¶ee comme une combinaison lin¶eaire des polynômes d'Her-
mite multivariables ¡ k , prenant en argument des variables centr¶ees r¶eduites et ind¶ependantes.
Cette transformation peut être consid¶er¶ee comme la projection des variables physiques dans un
espace norm¶e de dimension in¯nie, dont une base serait (¡0; ¡ 1(Uk1 ); ¡ 2(Uk1 ; Uk2 ); ¢ ¢ ¢) prenant
la forme 5.12.

X = a0¡ 0 +
1X

i 1=1

ai 1 ¡ 1(Ui 1 ) +
1X

i 1=1

1X

i 2=1

ai 1 ai 1 i 2 ¡ 2(Ui 1 ; Ui 2 ) + ¢ ¢ ¢ (5.12)

¶Evidemment, dans la pratique, les sommes sont tronqu¶ees et de bonnes estimations des fonctions
de r¶epartition des variables physiques sont obtenues µa partir de variables centr¶ees r¶eduites et
ind¶ependantes. Il est µa noter que l'utilisation de cette transformation implique une augmentation
de la dimension de l'espace norm¶e, ce qui constitue un atout essentiel lorsque des approches par
classi¯cation, telles que les machines µa vecteurs supports, sont employ¶ees. Mais, ce point pr¶ecis
sera abord¶e dans la suite. Nous pouvons donc nous ramener au cas de variables centr¶ees r¶eduites
ind¶ependantes par l'utilisation de transformations isoprobabilistes. Ainsi, il est possible de re-
courir µa des m¶ethodes de niveau II pour r¶esoudre le problµeme de ¯abilit¶e consid¶er¶e, autrement
dit d¶eterminer les grandeurs permettant une quanti¯cation de la ¯abilit¶e du systµeme ¶etudi¶e.
Dans la section suivante, nous nous proposons de pr¶esenter le principe des m¶ethodes F.O.R.M.
et S.O.R.M.. Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, la fonction de performance sera not¶ee
de la même maniµere qu'elle soit exprim¶ee dans l'espace physique ou norm¶e, pour all¶eger les
notations.
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Les m¶ethodes F.O.R.M. et S.O.R.M.

Formulation fondamentale. Aprµes application d'une transformation isoprobabiliste, il est
possible de recourir aux m¶ethodes F.O.R.M. et S.O.R.M. dont une description d¶etaill¶ee peut être
trouv¶ee dans les travaux de Melchers (Melchers, 1999). Elles consistent tout d'abord µa trouver
une approximation de la fonction de performancegU (u), not¶ee ~gU (u), par un d¶eveloppement en
s¶erie de Taylor autour d'un point donn¶e u0. Il est ais¶e d'obtenir 5.13.

~gU (u) = gU (u0) + at (u ¡ u0) +
1
2

(u ¡ u0)t H (u ¡ u0) + o
u» u0

((u ¡ u0)t (u ¡ u0)) (5.13)

Dans la relation 5.13, a et H repr¶esentent respectivement le gradient de la fonction d'¶etat limite
ainsi que la matrice Hessienne, ¶evalu¶es tous deux enu0.

M¶ethode F.O.R.M. L'approximation au premier ordre de la fonction d'¶etat limite consiste
µa n¶egliger les termes de second ordre. A cela s'ajoute qu'un pointu0 particulier est choisi ; il
s'agit du point oµu la fonction densit¶e conjointe est maximale, appel¶epoint de fonctionnement
et not¶e u¤. Le point de fonctionnement est d¶etermin¶e en recherchant le point de l'¶etat limite
le plus proche de l'origine de l'espace norm¶e. Ainsi, le point de fonctionnement est solution du
problµeme d'optimisation 5.14.

(
Minimiser : ¯ =

p
ut u

tel que : gU (u) = 0
(5.14)

Dans la relation 5.14, ¯ repr¶esente l'indice de ¯abilit¶e au sens de Hasofer et Lind (Hasofer et
Lind , 1974). Cet indice di®µere de celui de Basler et Cornell qui ne retiennent que le point moyen.
La d¶e¯nition propos¶ee par ces deux derniers auteurs est rarement retenue dans la pratique
en raison du manque d'invariance quant µa la maniµere de formuler la fonction d'¶etat limite.
L'indice de ¯abilit¶e, grandeur scalaire, permet de rendre compte de la ¯abilit¶e d'une structure.
En e®et, plus cet indice est ¶elev¶e, plus la probabilit¶e de d¶efaillance sera faible car le point de
fonctionnement, trµes ¶eloign¶e de l'origine de l'espace norm¶e, tend µa être pr¶esent dans les zones de
densit¶e trµes faible appel¶ees queues de distribution. Le r¶esultat de ce problµeme de minimisation
sous contraintes peut être mis sous la forme5.15, oµu w repr¶esente le gradient normalis¶e de la
fonction d'¶etat limite, ¶evalu¶e au point de fonctionnement u¤. Dans la suite de cette ¶etude, nous
pr¶esenterons l'algorithme de Rackwitz-Fiessler (Abdo et Rackwitz, 1990; Rackwitz et Fiessler,
1978), couramment utilis¶e dans la pratique pour la r¶esolution de ce type de problµeme.

¯ = wt u¤ (5.15)

En reportant la relation 5.15 dans 5.13, nous obtenons l'¶equation de l'hyperplan tangent au
point de fonctionnement 5.16, oµu < :; : > repr¶esente le produit scalaire usuel dansRd.

~gU (u) = < w; u > ¡ ¯ (5.16)

A l'aide de cette approximation au premier ordre, il est possible de montrer la relation5.17,
dans laquelle © repr¶esente la fonction de r¶epartition de la loi gaussienne centr¶ee et r¶eduite.

Pf t ©(¡ ¯ ) (5.17)

Il est µa noter que dans le cas d'une fonction d'¶etat limite poss¶edant une forte courbure, l'approxi-
mation au point de fonctionnement par un hyperplan tangent n'est ¶evidemment plus adapt¶ee.
Il est alors n¶ecessaire de recourir µa une approximation au second ordre.
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M¶ethode S.O.R.M. L'approximation au second ordre n¶ecessite de consid¶erer les termes de
la relation 5.13 auparavant laiss¶es de côt¶e. La matrice Hessienne doit aussi être d¶etermin¶ee
puis diagonalis¶ee pour que les courbures principales· i puissent être connues. Ces derniµeres
constituent le suppl¶ement d'information contenu dans la formulation S.O.R.M. par rapport µa
F.O.R.M.. La r¶esolution du problµeme aux valeurs propres qui se pose est en g¶en¶eral d¶elicat,
surtout dans le cas des zones de faibles gradients. L'approximation S.O.R.M. prend la forme
d'un hyperparaboloÄ³de tangent au point de fonctionnement, pouvant s'exprimer par la relation
5.18.

~gU (u) = un ¡ ¯ ¡
1
2

n¡ 1X

i =1

· i u2
i (5.18)

Pour terminer cette section, il est essentiel de remarquer que l'application des m¶ethodes
F.O.R.M. ou S.O.R.M., dans le cas d'un ¶etat limite implicite, requiert soit la construction
d'une approximation de la fonction d'¶etat limite au voisinage du point de fonctionnement, soit
l'¶evaluation num¶erique de gradients et de matrices hessiennes par un nombre r¶eduit de calculs
d¶eterministes.

Les m¶ethodes Monte Carlo

Les m¶ethodes de type Monte Carlo visent µa la construction d'une estimation de la probabilit¶e
de d¶efaillance. Des tirages al¶eatoires sont e®ectu¶es et l'¶evaluation de la r¶eponse de la structure
est e®ectu¶ee pour chaque jeu de donn¶ees. Il existe plusieurs variantes de ces m¶ethodes, visant
µa optimiser les strat¶egies de tirs dans le but de r¶eduire le coût de calcul li¶e essentiellement au
nombre d'appels du code de calcul aux ¶el¶ements ¯nis. Nous nous proposons tout d'abord de
pr¶esenter la formulation sur laquelle se fondent toutes ces m¶ethodes, puis ensuite, de pr¶eciser
quelques une d'entre elles.

Formulation fondamentale. D¶e¯nissons tout d'abord la fonction indicatrice du domaine de
d¶efaillance°F (x). La relation 5.6 peut alors être mise sous la forme5.19.

Pf =
Z

Rd

°F (x)pX (x)dx (5.19)

¶Ecrite autrement, nous obtenons la relation5.20.

Pf = E(°F (X )) (5.20)

Dans la relation 5.20, E(:) repr¶esente l'esp¶erance de°F (x), et il est donc licite de faire appel µa
l'estimateur classique5.21.

Pf t
1
n

nX

i =1

°F (x i ) (5.21)

Remarquons quen ¶evaluations de la fonction d'¶etat limite sont n¶ecessaires µa la construction
d'une bonne estimation de la probabilit¶e de d¶efaillance. De nombreuses relations empiriques,
permettant de pr¶edire le nombre de tiragesn, existent. Une relation couramment employ¶ee est
n = C

Pf
. La constante C repr¶esente le niveau de con¯ance avec lequel on souhaite connâ³trePf .

Une valeur typique deC est 1000. Pour r¶eduire le nombre de tirages, plusieurs strat¶egies de tirs
ont ¶et¶e d¶evelopp¶ees. Nous nous proposons dans la suite de pr¶esenter le principe de deux d'entre
elles, µa savoir letirage d'importance et le tirage directionnel.
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Tirage d'importance. La relation 5.19 peut être mise sous la forme suivante5.22, dans
laquelle h(x) est une densit¶e de probabilit¶e, a priori inconnue, qui devra être choisie telle que
les tirages soient e®ectu¶es dans la r¶egion participant le plus µa l'int¶egrale5.6.

Pf =
Z

Rd

°F (x)
pX (x)
h(x)

h(x)dx (5.22)

Comme pr¶ec¶edemment, il est possible, pour approcher cette int¶egrale, de recourir µa l'estimateur
5.23 oµu lesvi sont obtenues al¶eatoirement selon la distributionh(x).

Pf t
1
n

nX

i =1

°F (vi )
pX (vi )
h(vi )

(5.23)

Une approximation du point de fonctionnement est tout d'abord construite en e®ectuant par
exemple quelques tirages et en ne retenant que le point appartenant au domaine de d¶efaillance le
plus proche de l'origine de l'espace norm¶e. Ensuite, la densit¶e du tirage d'importanceh(x) peut
être estim¶ee et centr¶ee en ce point. C'est alors qu'un tir de pr¶ecision peut être r¶ealis¶e. Notons
cependant que d'importants problµemes se posent lorsque la dimension de l'espace physique
augmente. En e®et, le nombre de tirages n¶ecessaires µa une bonne estimation de la probabilit¶e
de d¶efaillance crô³t exponentiellement avec la dimension. Cela est, bien entendu, µa relier avec le
fait que, pour un nombre de tirages ¯x¶e, lorsque la dimension de l'espace physique augmente, la
densit¶e de tirages chute. Autrement dit, la densit¶e de tirages re°µete la quantit¶e d'informations
contenue dans leur r¶eponse.

Tirage directionnel. Le fondement du tirage directionnel r¶eside dans la notion de probabilit¶e
conditionnelle. En e®et, la relation5.6peut être mise sous la forme suivante5.24dans laquelle ­d,
A et R repr¶esentent respectivement l'hypersphµere unitaire centr¶ee en l'origine de l'espace norm¶e
de dimensiond, un vecteur al¶eatoire unitaire dont les r¶ealisations sont choisies uniform¶ement
depuis le centre de ­d vers l'ext¶erieur et en¯n, la solution de l'¶equation gR;A (ra) = 0.

Pf =
Z

a2 ­ d

P(gR;A (ra) < 0)pA (a)da (5.24)

Ainsi, la probabilit¶e de d¶efaillance peut être approch¶ee par l'estimateur5.25.

Pf t
1
n

nX

i =1

P(gR;A i (ra i ) < 0) (5.25)

Il est µa noter que la densit¶e du tirage d'importance peut être utilis¶ee avec le tirage directionnel.
En e®et, dans un tel cas, la densit¶e en question n'est pas situ¶ee au voisinage du point de fonction-
nement mais dirig¶ee vers lui. Comme la densit¶e n'est pas plac¶ee sur le point de fonctionnement,
elle ne peut donc être consid¶er¶ee comme optimale en ce sens. Cela a le m¶erite d'att¶enuer le
problµeme de l'augmentation exponentielle du nombre de tirages avec la dimension. Toutefois,
la r¶esolution de l'¶equationg(ra) = 0 peut devenir complexe dans le cas d'un ¶etat limite implicite.

Au terme de cette brµeve pr¶esentation, nous pouvons a±rmer que ces m¶ethodes permettent de ne
pas faire l'hypothµese d'une forme particuliµere de la fonction d'¶etat limite. En e®et, seul le signe
de la fonction de performance est n¶ecessaire µa la conduite d'un calcul. Ainsi, les di±cult¶es li¶ees µa
la pr¶esence de formes particuliµeres de la fonction d'¶etat limite, comme par exemple de fortes non
lin¶earit¶es, ne sont pas p¶enalisantes pour l'application des m¶ethodes Monte Carlo. Cependant,
l'obtention de r¶esultats pertinents n¶ecessite un lourd coût de calcul dû, essentiellement, au fait
qu'aucune expression analytique de la fonction d'¶etat limite n'entre en jeu.
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5.3.3 Exemple didactique

Dans ce paragraphe, il est propos¶e de traiter un exemple simple a¯n d'illustrer les di®¶erentes
approches qui ont ¶et¶e pr¶esent¶ees. Il y aura donc lieu de d¶e¯nir un modµele m¶ecanique nominal, un
modµele probabiliste et un solveur stochastique. Pour cela, une poutre en console est consid¶er¶ee.
Sa g¶eom¶etrie est d¶ecrite µa l'aide de la ¯gure5.6. Un chargement de type charge r¶epartie, not¶ee
W, a ¶et¶e consid¶er¶e.

Fig. 5.6 { Poutre en console.

Modµele m¶ecanique. Cette poutre est suppos¶ee se comporter de maniµere ¶elastique lin¶eaire.
La th¶eorie des poutres permet donc de tirer l'¶equation d'¶etat de ce systµeme m¶ecanique, reliant
la °µeche µa l'extr¶emit¶e au chargement. Cette derniµere s'¶ecrit sous la forme de l'¶equation5.26 :

uy(x = L) =
wbL4

8E bh3

12

(5.26)

oµu E est le module d'Young.

Modµele probabiliste. A partir de la donn¶ee du modµele moyen, il y a lieu de d¶e¯nir le modµele
probabiliste. Ce dernier est pleinement d¶e¯ni d'une part par le choix de variables qui seront
consid¶er¶ees comme al¶eatoires dont les densit¶es de probabilit¶e n¶ecessitent d'être identi¯¶ees µa
partir de l'exp¶erience ou de jugements d'experts et, d'autre part, par le choix d'une fonction
d'¶etat limite. Dans cet exemple, les variables al¶eatoires choisies sont pr¶esent¶ees dans le tableau
5.2 :

Variable Loi de Moyenne Coe±cient de
probabilit¶e variation

Module d' D¶eterministe 200 GPa -
Young

Largeur D¶eterministe 1 m -
Hauteur Lognormale 0,02 m 15 %
Longueur D¶eterministe 6 m -

Chargement Lognormale 10 kN.m¡ 1 20 %

Tab. 5.2 { Lois de probabilit¶e associ¶ees µa chacune des variables identi¯¶ees.

Comme traditionnellement lors de l'¶etude probabiliste d'¶el¶ements de structures, la fonction d'¶etat
limite est choisie sous la forme d'une marge de s¶ecurit¶e ¶ecrite en d¶eplacement. Son expression
est pr¶ecis¶ee par l'¶equation5.27 :

gW;H (w; h) = u0 ¡
wbL4

8E bh3

12

= 0 (5.27)
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oµu u0 est un seuil en d¶eplacement, suppos¶e avoir ¶et¶e identi¯¶e µa partir des textes normatifs
ou de recommandations techniques. Lors d'une ¶etude de ¯abilit¶e complµete, allant jusqu'µa la
d¶etermination des intervalles de con¯ance, ce seuil n'est pas constant mais il est choisi ¶egal µa
di®¶erentes valeurs dans le but d'obtenir les fonctions de r¶epartition. Dans cet exemple, il est
propos¶e de d¶eterminer les di®¶erentes grandeurs caract¶eristiques que la th¶eorie de la ¯abilit¶e
permet d'obtenir, µa savoir, la probabilit¶e de d¶efaillance, le point de fonctionnement et l'indice
de ¯abilit¶e.

Solveur stochastique. Pour d¶eterminer les grandeurs d'int¶erêt que nous nous sommes ¯x¶ees,
plusieurs techniques ont ¶et¶e utilis¶ees. Ces derniµeres sont pr¶esentes dans la boite µa outils RELIAB-
TBX, d¶evelopp¶ee au LCPC sous la direction de Christian Cremona. Le seuil en d¶eplacementu0

a ¶et¶e ¯x¶e µa 30 mm.

Technique de Indice de Point de Probabilit¶e de
r¶esolution ¯abilit¶e fonctionnement d¶efaillance

F.O.R.M. 1,81 0,034 [2.1011 1 0,15 6 1,13.104]
S.O.R.M. Non converg¶ee Non converg¶ee Non converg¶ee
M.C.T.I. 1,81 0,034 [2.1011 1 0,15 6 1,13.104]
M.C.T.D. 1,13 0,12 [2.1011 1 0,15 6 1,13.104]

Analytique 1,81 0,034 [2.1011 1 0,15 6 1,13.104]

Tab. 5.3 { R¶esultats obtenus aprµes analyse de la ¯abilit¶e de la poutre.

Les r¶esultats obtenus montrent que les techniques usuelles ne permettent pas d'aboutir aux
mêmes conclusions. En premier lieu, la technique F.O.R.M. permet de donner une bonne estima-
tion des r¶esultats, qui sont en ad¶equation avec ceux obtenus par tirage d'importance (M.C.T.I.).
En e®et, ces techniques sont connues pour leur robustesse. Par ailleurs, lorsque la m¶ethode
F.O.R.M. ne permet pas de d'aboutir µa des r¶esultats pertinents, cela est g¶en¶eralement dû au fait
que les d¶eriv¶ees de la fonction d'¶etat limite sont mal ¶evalu¶ees en raison de non lin¶earit¶es trop
importantes. En second lieu, la technique S.O.R.M. n'a pas converg¶ee. Cela est essentiellement
dû au fait que les courbures n'ont pu être estim¶ees num¶eriquement. En e®et, l'¶evaluation de ces
quantit¶es reste sujette µa de nombreuses instabilit¶es num¶eriques, parfois d¶elicates µa surmonter.
En¯n, le tirage conditionnel ne permet pas d'obtenir des r¶esultats satisfaisants. Cela est dû au
fait que la r¶esolution de l'¶equationg(ra) = 0 est parfois di±cile en raison des non lin¶earit¶es conte-
nues dans la fonction d'¶etat limite. Dans la suite de cette ¶etude, le parti de retenir la technique
F.O.R.M. pour les ¶etats limite explicites a ¶et¶e pris. En revanche, si des ¶etats limite implicites
sont trait¶es, le parti d'avoir recours µa des techniques de type surface de r¶eponse (Melchers, 1999)
a ¶et¶e privil¶egi¶e.

5.3.4 Bilan

Dans cette section, quelques notions de la th¶eorie de la ¯abilit¶e ont ¶et¶e expos¶ees. En premier
lieu, son int¶erêt a ¶et¶e discut¶e et les r¶esultats auxquels cette technique permet d'aboutir ont ¶et¶e
pr¶ecis¶es. En particulier, il a ¶et¶e mentionn¶e que ce cadre th¶eorique permet d'obtenir une analyse
de sensibilit¶e de la r¶eponse d'un systµeme aux variations des paramµetres d'entr¶ee. Par ailleurs, il
permet de quanti¯er le poids respectif de chaque paramµetre sur la r¶eponse globale. Ce dernier
point sera mis µa pro¯t dans la m¶ethodologie de requali¯cation d¶ecrite dans la section suivante.
En second lieu, un bref expos¶e des concepts de base de la th¶eorie de la ¯abilit¶e a ¶et¶e r¶ealis¶e. Sa
formulation g¶en¶erale ainsi que les grandeurs caract¶eristiques qui entrent en jeu ont ¶et¶e d¶e¯nies
et discut¶ees. Les techniques classiques de r¶esolution ont ¶egalement ¶et¶e pr¶esent¶ees. En dernier
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lieu, a¯n d'illustrer les concepts pr¶esent¶es, un exemple µa but didactique a ¶et¶e propos¶e et trait¶e.
Les r¶esultats acquis par les di®¶erentes techniques ont ¶et¶e pr¶esent¶es et compar¶es entre eux. Sur
la base de cet exemple simple, le choix des techniques de r¶esolution utilis¶ees dans la suite, au
moins en partie, a ¶et¶e justi¯¶e.

5.4 M¶ethodologie propos¶ee

Cette section est d¶evou¶ee µa la pr¶esentation d'une m¶ethodologie de requali¯cation des ¶el¶ements
de structures existants. Pour cela, les objectifs que nous nous ¯xons sont tout d'abord pr¶ecis¶es.
Par ailleurs, le cadre d'application est ¶egalement pr¶esent¶e. Ensuite, une description de la
m¶ethodologie propos¶ee est e®ectu¶ee de maniµere g¶en¶erique. Dans le but d'illustrer son application
sur la base d'un cas d'¶etude simple, un exemple entiµerement arti¯ciel (les donn¶ees exp¶erimentales
ont ¶et¶e simul¶ees) est consid¶er¶e. L'expos¶e pr¶esent¶e dans la pr¶esente section a ¶et¶e report¶e dans
(Richard et al., 2010a) et (Richard et al., 2011).

5.4.1 Motivations et objectifs

La majorit¶e des ouvrages existants deviennent vieillissants et n¶ecessitent donc d'être entretenus
de maniµere vigilante. Ainsi, les gestionnaires d'ouvrages doivent d¶ecider de d¶eclencher, µa un
instant donn¶e, des actions de maintenance. Cette d¶ecision ne peut être r¶ealis¶ee sans poss¶eder un
certain nombre de critµeres de d¶ecision ¶etant donn¶e les moyens importants mobilis¶es, aussi bien
¯nanciers qu'humains. Aprµes r¶ealisation de ce type d'action, il y a lieu de s'assurer que l'ouvrage
respecte les critµeres de s¶ecurit¶e prescrits par les textes normatifs. Dans la majorit¶e des cas, cette
v¶eri¯cation demande une estimation des paramµetres m¶ecaniques µa l'instant courant. Ces derniers
sont donc des grandeurs d'entr¶ee aux proc¶edures de requali¯cation classiques. G¶en¶eralement, un
modµele m¶ecanique (souvent aux ¶el¶ements ¯nis) est con»cu pour estimer le comportement d'un
ouvrage existant. Cependant, ce modµele requiert la connaissance des paramµetres caract¶erisant
les mat¶eriaux constitutifs de l'ouvrage ou de l'¶el¶ement de structure consid¶er¶e. La variabilit¶e que
pr¶esentent ces paramµetres rend g¶en¶eralement d¶elicate leur estimation pr¶ecise. C'est alors qu'il
devient int¶eressant d'être en mesure de faire dialoguer le modµele m¶ecanique avec les mesures
in-situ dans le but d'actualiser les paramµetres d'entr¶ee. Autrement dit, il y a lieu de requali¯er,
tout ou partie, des caract¶eristiques des mat¶eriaux constitutifs a¯n de mieux tirer parti des in-
formations que le modµele m¶ecanique est susceptible de fournir.

Dans cette ¶etude, une m¶ethodologie de requali¯cation des ouvrages est propos¶ee et il semble
n¶ecessaire de pr¶eciser les objectifs vis¶es. En premier lieu, pour des raisons de mise en ¾uvre pra-
tique, le d¶eveloppement d'une approche non intrusive est vis¶e. En e®et, les codes de calculs aux
¶el¶ements ¯nis sont aujourd'hui devenus non seulement riches mais aussi complexes µa modi¯er.
Ce constat motive pleinement notre premier objectif. En second lieu, dans le but de tenir compte
des di®¶erentes incertitudes qui entachent les di®¶erentes variables en jeu, il est souhait¶e que la
m¶ethodologie propos¶ee s'inscrive dans un contexte probabiliste. Ainsi, les informations li¶ees µa
la propagation des incertitudes dans le modµele m¶ecanique consid¶er¶e peuvent être mises µa pro¯t
comme outils d'aide µa la d¶ecision. En troisiµeme lieu, les donn¶ees d'entr¶ee de la m¶ethodologie
doivent pouvoir être mesurables dans le but d'assurer une connaissance statistique su±sante.
Autrement dit, les grandeurs pour lesquelles les donn¶ees statistiques sont insu±santes ne sont
pas concern¶ees par la m¶ethodologie propos¶ee.
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5.4.2 Description

Identi¯cation

Il est rare que l'ensemble des variables d'un modµele n¶ecessitent d'être actualis¶e. Il s'agit donc de
ne retenir que les variables les plus pertinentes. Pour cela, il convient de proposer des critµeres de
choix qui pourront guider cette prise de d¶ecision. Dans le cadre de cette ¶etude, nous proposons
trois critµeres bien distincts dont on pourra tirer pro¯t en raison du recoupement des r¶esultats
qu'ils fournissent.

En premier lieu, une connaissance statistique su±sante des variables µa actualiser doit être as-
sur¶ee. Par exemple, si l'on d¶ecide d'actualiser un paramµetre cach¶e, il sera d¶elicat de tirer des
conclusions quant µa la pertinence des r¶esultats obtenus si ce dernier reste mal connu. En second
lieu, de simples consid¶erations de type ing¶enieur (ou jugements d'experts) peuvent être mises µa
pro¯t pour d¶ecider. Pour clari¯er cette situation, consid¶erons le cas d'un modµele trµes in°uenc¶e
par le diamµetre des aciers et peu par la r¶esistance en traction du b¶eton. Ces deux grandeurs
peuvent être connues statistiquement de maniµere su±sante ; le critµere pr¶ec¶edent ne permet donc
pas a priori de les distinguer. En revanche, les experts auront tendance µa abonder dans le sens
du fait que le diamµetre des aciers est garanti par les fournisseurs et que, par suite, cette gran-
deur est mieux mâ³tris¶ee que la r¶esistance en traction du b¶eton. En e®et, le diamµetre peut être
impos¶e lors de la production des armatures, ce qui n'est pas aussi vrai pour la r¶esistance en
traction du b¶eton, qui est sujette µa d'importantes variabilit¶es. Ainsi, le recours µa des jugements
d'experts permet de ne pas consid¶erer le diamµetre des aciers au pro¯t de la r¶esistance en trac-
tion du b¶eton. En dernier lieu, aprµes avoir ¶elimin¶e certaines variables en consid¶erant les deux
critµeres qui viennent d'être mentionn¶es, il s'agit de contrôler le poids respectif des di®¶erentes
variables retenues jusqu'ici sur la r¶eponse de ce dernier. En e®et, si certaines d'entres elles ont
une trop forte in°uence, ou au contraire une in°uence trop faible, l'actualisation aura tendance
µa être orient¶ee. Pour quanti¯er le poids respectif des variables, des indicateurs sont n¶ecessaires.
Ceux consid¶er¶es dans la pr¶esente approche proviennent des travaux r¶ealis¶es par (Lemaire, 2005).
Ces indicateurs sont appel¶es¶elasticit¶e et permettent de quanti¯er l'in°uence d'un paramµetre
statistique d'une variable donn¶ee sur la ¯abilit¶e de la r¶eponse. La forme g¶en¶erique de ce type
d'indicateurs s'exprime par l'¶equation 5.28 :

SpX =
pX

¯
@¯

@pX
jP ? (5.28)

oµu SpX est l'¶elasticit¶e associ¶ee au paramµetre statistiquep et µa la variableX , ¯ l'indice de ¯abilit¶e
et P? le point de fonctionnement.

Ces indicateurs permettent donc de quanti¯er la sensibilit¶e de la ¯abilit¶e d'un systµeme m¶ecanique
au choix, d'une part de la valeur moyenne d'une variable donn¶ee et, d'autre part, de l'¶ecart type.
Il peut être remarqu¶e que même si les ordres de grandeurs des valeurs moyennes des di®¶erentes
variables sont trµes di®¶erents, les indicateurs peuvent n¶eanmoins être compar¶es car ils sont norm¶es
par le premier terme situ¶e dans l'¶equation5.28. Par cons¶equent, ils peuvent être compar¶es l'un
µa l'autre.

L'ensemble des critµeres pr¶esent¶es dans ce paragraphe permet de r¶ealiser un choix des variables
µa actualiser qui est justi¯¶e non seulement par des arguments qualitatifs (jugements d'experts)
mais aussi par des arguments quantitatifs (indicateurs d'¶elasticit¶es).
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Principe

La m¶ethodologie propos¶ee s'articule autour de trois entit¶es dont les rôles sont bien identi¯¶es. La
premiµere d'entre elles (sans ordre hi¶erarchique) est appel¶eeentit¶e de pr¶ediction. Elle se pr¶esente
dans la plupart des cas sous la forme d'un modµele m¶ecanique aux ¶el¶ements ¯nis. Il est essentiel
d'insister sur le fait que le modµele m¶ecanique est suppos¶e satisfaisant a priori mais non optimal.
La seconde entit¶e est appel¶eeentit¶e d'actualisation. Cette derniµere permet de faire le lien entre
les informations en r¶eponse du modµele m¶ecanique et celles provenant de l'exp¶erience, sur la base
desquelles cette derniµere va pouvoir actualiser les paramµetres d'entr¶ee du modµele consid¶er¶e. Dans
le cas de la pr¶esente ¶etude, les r¶eseaux bay¶esiens ont ¶et¶e retenus pour assurer cette fonction. Les
propri¶et¶es de cet outil, qui ont ¶et¶e pr¶esent¶ees pr¶ec¶edemment, justi¯ent donc son choix. En¯n, la
troisiµeme et derniµere entit¶e est appel¶eeentit¶e d'observation. Cette derniµere permet, g¶en¶eralement
µa partir de l'exp¶erience ou de jugements d'experts, de fournir un certain nombre d'observations
n¶ecessaires µa l'entit¶e d'actualisation. Les trois entit¶es mentionn¶ees dialoguent l'une avec l'autre
dans le but de rendre la pr¶ediction du modµele m¶ecanique plus optimale. Pour cela, la r¶eponse est
actualis¶ee µa travers l'actualisation des variables d'entr¶ee du modµele, sur la base d'observations
mesurables. Un sch¶ema de principe est donn¶e sur la ¯gure5.7.

Fig. 5.7 { Sch¶ema de principe de la m¶ethodologie de requali¯cation propos¶ee.

5.5 Application aux ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e

Dans cette section, un certain nombre de cas d'application de la m¶ethodologie de requali¯cation
propos¶ee sont trait¶es dans le but de montrer clairement son applicabilit¶e µa di®¶erents types de
problµemes r¶eels. En premier lieu, la poutre de Ragueneau est consid¶er¶ee. Cet ¶el¶ement de structure
a d¶ejµa ¶et¶e pr¶esent¶e dans le chapitre pr¶ec¶edent pour apporter des ¶el¶ements de validation aux
modµeles propos¶es. Cet exemple d'application est trait¶e d'un part µa l'ELS et, d'autre part, µa
l'ELU. En second lieu, nous nous int¶eressons au pont en b¶eton arm¶e d'ÄOrnskÄoldsvik dans sa
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phase lin¶eaire. L'¶etude vise µa requali¯er le module d'Young du b¶eton par rapport aux donn¶ees
exp¶erimentales disponibles.

5.5.1 Poutre de Ragueneau

Dans ce paragraphe, la poutre de Ragueneau (Ragueneau, 1999) pr¶esent¶ee dans le chapitre
pr¶ec¶edent est sujette µa une ¶etude bay¶esienne pour illustrer les possibilit¶es o®ertes par l'approche
propos¶ee. Le but de cet exemple est d'apporter des ¶el¶ements de validation sur la base d'un
exemple r¶eel. Il est essentiel de noter que cet ¶el¶ement de structure est sain, et que par cons¶equent
il y a lieu de parler de r¶eactualisation plutôt que de requali¯cation. Par ailleurs, cet exemple est
trait¶e d'une part en consid¶erant un ¶etat limite de type ELS et, d'autre part, un ¶etat limite de
type ELU. Dans le premier cas, la fonction d'¶etat limite s'exprime comme la marge de s¶ecurit¶e
en int¶egrant une °µeche limite de 2,3 mm. Cela correspond µa la ¯n de la phase de ¯ssuration du
b¶eton. En revanche, dans le second cas, la fonction d'¶etat limite a ¶et¶e ¶ecrite en terme de force
de r¶eaction car on s'int¶eresse davantage µa la capacit¶e portante de l'¶el¶ement de structure. Une
force limite de 90 kN a ¶et¶e consid¶er¶ee.

Modµele m¶ecanique. Le modµele m¶ecanique a d¶ejµa ¶et¶e introduit au chapitre pr¶ec¶edent. Les
paramµetres mat¶eriaux sont inchang¶es. Toutefois, le calcul n'a pas ¶et¶e conduit de la même maniµere
selon le type d'¶etat limite consid¶er¶e. Dans le cas d'un ¶etat limite de type ELS, les simulations
ont ¶et¶e contrôl¶ees en force impos¶ee alors que dans le cas d'un ¶etat limite de type ELU, ces
derniµeres l'ont ¶et¶e en d¶eplacement impos¶e pour des raisons de robustesse num¶erique. Les cycles
de charge/d¶echarge n'ont pas ¶et¶e pris en compte pour limiter le coût de calcul de l'analyse, seule
la courbe enveloppe a ¶et¶e prise en compte.

Identi¯cation. Les lois de probabilit¶e des di®¶erents paramµetres mat¶eriaux ont ¶et¶e identi¯¶ees
µa partir des donn¶ees exp¶erimentales disponibles. L'ensemble des informations est pr¶esent¶e dans
le tableau 5.4.

Variable Loi de Moyenne Coe±cient de
probabilit¶e variation

Module d'Young Lognormale 28000 MPa 15 %
du b¶eton

Contrainte limite Lognormale 3,15 MPa 10 %
de traction du b¶eton

Diamµetre des Lognormale 0,014 m 10 %
aciers sup.

¶Epaisseur d' Lognormale 0,010 MPa 10 %
enrobage

Limite ¶elastique Lognormale 450 MPa 10 %
des aciers

Tab. 5.4 { Lois de probabilit¶e associ¶ees µa chacune des variables identi¯¶ees du modµele de la poutre test¶ee
par (Ragueneau, 1999).

Deux cas de fonctionnement doivent être distingu¶es : le cas de l'ELS et le cas de l'ELU. A l'ELS,
µa partir de consid¶eration ing¶enieurs, les variables suivantes ont ¶et¶e retenus a priori : module
d'Young du b¶eton, contrainte limite de traction et l'¶epaisseur d'enrobage. Un choix plus ¯n a pu
être r¶ealis¶e en calculant les coe±cients d'¶elasticit¶e en vue d'¶evaluer la sensibilit¶e des paramµetres
statistiques des lois initiales aux variations de ces variables. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es dans le

204



tableau 5.5. Le choix de consid¶erer uniquement le module d'Young dans l'analyse a ¯nalement
¶et¶e retenu.

Variable ¶Elasticit¶e µa ¶Elasticit¶e µa
la moyenne l'¶ecart type

Module d'Young -3,25 -0,97
du b¶eton

Contrainte limite -0,0049 0,462.10¡ 5

de traction du b¶eton
¶Epaisseur d' 0,0422 -5,35.10¡ 4

enrobage

Tab. 5.5 { Indicateur d'¶elasticit¶e de la poutre de Ragueneau µa l'ELS.

A l'ELU, la poutre de Ragueneau fonctionne trµes proche de la rupture. Les paramµetres li¶es µa
la gestion du comportement non lin¶eaire sont donc de premiµere importance. Il est cependant
d¶elicat µa partir de consid¶erations simples de formuler un choix ¶etay¶e. Les indicateurs d'¶elasticit¶e
ont donc ¶et¶e calcul¶es et les r¶esultats sont pr¶esent¶es dans le tableau5.6. Au regard des r¶esultats
obtenus, le module d'Young ainsi que le diamµetre des aciers ont ¶et¶e ¶ecart¶es de l'analyse. En e®et,
le module d'Young n'a aucun poids dans l'analyse et le diamµetre des aciers sup¶erieurs concentre
tout le poids.

Variable ¶Elasticit¶e µa ¶Elasticit¶e µa
la moyenne l'¶ecart type

Module d'Young 0,00 0,00
du b¶eton

Contrainte limite 0,3146 -0,0033
de traction du b¶eton

¶Epaisseur d' -0,6571 0,0056
enrobage

Limite ¶elastique 9,55 -0,27
des aciers

Diamµetre des 20,84 1,01
aciers sup.

Tab. 5.6 { Indicateur d'¶elasticit¶e de la poutre de Ragueneau µa l'ELU.

R¶eseau bay¶esien et r¶esultats. Dans le but de r¶ealiser l'actualisation des paramµetres statis-
tiques du modµele m¶ecanique de la poutre consid¶er¶ee, deux r¶eseaux bay¶esiens ont ¶et¶e construits.
Le premier est relatif au cas de l'ELS et le second au cas de l'ELU. Les variables de cause
sont celles qui ont ¶et¶e identi¯¶ees et dont les lois de probabilit¶e sont pr¶esent¶ees dans le tableau
5.4. Dans les deux cas, la variable d'e®et est la °µeche µa mi-trav¶ee. Comme il a ¶et¶e mentionn¶e
pr¶ec¶edemment, la m¶ethode de Monte Carlo a ¶et¶e utilis¶ee pour la d¶etermination des tables de pro-
babilit¶e conditionnelles li¶ees µa chacun des r¶eseaux. Pour cela, 15000 tirages ont ¶et¶e n¶ecessaires.
Les informations exp¶erimentales disponibles (courbe force/°µeche) ont ¶et¶e introduites dans les
r¶eseaux bay¶esiens dans le but de recaler les paramµetres statistiques des lois de probabilit¶e des
variables de cause. Une ¶etude de ¯abilit¶e a ¶et¶e conduite a posteriori pour calculer les densit¶es
actualis¶ees.
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Fig. 5.8 { Densit¶e du module d'Young initiale
et actualis¶ee - cas de l'ELS.

Fig. 5.9 { Densit¶e de la °µeche µa mi-trav¶ee ini-
tiale et actualis¶ee - cas de l'ELS.

Les r¶esultats obtenus dans le cas de l'ELS sont pr¶esent¶es sur les ¯gures5.8et 5.9. Il peut être not¶e
que la densit¶e du module d'Young a ¶et¶e actualis¶ee de maniµere notable. Cela conduit µa un ¶ecart
entre les r¶eponses num¶eriques et exp¶erimentales moyennes d'environ 9 % au lieu de 60 % comme
initialement. Les r¶esultats semblent donc satisfaisants. Dans le cas de l'ELU, les densit¶es a priori
et a posteriori sont pr¶esent¶ees sur la ¯gure5.10. D'une maniµere g¶en¶erale, il peut être constat¶e que
les valeurs des paramµetres statistiques a posteriori conduisent µa une diminution de la r¶esistance
globale de la poutre. Cela peut ¶egalement s'observer sur la ¯gure5.11. La capacit¶e portante
moyenne actualis¶ee se situe µa un niveau plus proche des r¶esultats exp¶erimentaux. Par rapport
au cas initial, l'¶ecart entre les valeurs exp¶erimentales moyennes et num¶eriques moyennes n'est
plus que de 10 % (initialement 21 %). Par ailleurs, il peut être remarqu¶e que le gain obtenu dans
le cas de l'ELS est bien sup¶erieur µa celui obtenu dans le cas de l'ELU. Cela peut s'expliquer en
raison du caractµere (quasi) lin¶eaire du comportement m¶ecanique de la poutre. Il peut être conclu
que les r¶esultats obtenus dans les deux cas sont satisfaisants et apportent donc des ¶el¶ements de
validation quant µa l'approche propos¶ee.

Fig. 5.10 { Densit¶es des variables de cause ini-
tiales et actualis¶ees - cas de l'ELU.

Fig. 5.11 { Densit¶e de la °µeche µa mi-trav¶ee ini-
tiale et actualis¶ee - cas de l'ELU.

5.5.2 Pont d' ÄOrnskÄoldsvik

Les possibilit¶es de l'approche propos¶ee ont ¶et¶e ¶evalu¶ees sur la base du pont en b¶eton arm¶e analys¶e
dans le chapitre pr¶ec¶edent. Cet exemple nous a sembl¶e particuliµerement int¶eressant d'une part
en raison de son ¶echelle et d'autre part, en raison des importantes incertitudes qui portent sur les
donn¶ees exp¶erimentales. En e®et, parce que cet ouvrage existe, les paramµetres m¶ecaniques actuels
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nominaux ont ¶et¶e identi¯¶es par des essais m¶ecaniques classiques (essais de compression, essai de
traction, etc.). Appliquer l'approche de r¶eactualisation propos¶ee pourrait donc conduire µa une
meilleure estimation de ces propri¶et¶es sur la base des informations exp¶erimentales disponibles.
Le contexte ainsi que les di®¶erentes informations essentielles concernant cet ouvrage ont ¶et¶e
pr¶esent¶es dans le chapitre pr¶ec¶edent.

Modµele m¶ecanique. Tout comme le cas d'¶etude pr¶ec¶edent, le modµele m¶ecanique moyen qui a
¶et¶e d¶evelopp¶e et expos¶e dans le chapitre pr¶ec¶edent a ¶et¶e conserv¶e. Dans le but de simuler un essai
de chargement (passage de poids lourd sans e®et dynamique), seule la partie lin¶eaire ¶elastique
du comportement est consid¶er¶ee. Par ailleurs, contrairement au cas pr¶ec¶edent, les simulations
ont ¶et¶e contrôl¶ees en force en non plus en d¶eplacement.

Identi¯cation. Pour les mêmes raisons que celles ¶evoqu¶ees dans le cas pr¶ec¶edent, seul le mo-
dule d'Young a ¶et¶e consid¶er¶e comme variable al¶eatoire dans l'analyse. La loi de probabilit¶e de
cette variable a ¶et¶e identi¯¶ee par rapport aux informations fournies dans le rapport exp¶erimental
(Vervuurt et Leegwater, 2008). Une loi de type lognormale de moyenne 25400 MPa et de coe±-
cient de variation de 15 % a ¶et¶e retenue. Le chargement est suppos¶e d¶eterministe et la variable
observ¶ee est la °µeche µa mi-trav¶ee.

R¶eseau bay¶esien et r¶esultats. Le r¶eseau Bay¶esien qui correspond au cas d'une variable
de cause (module d'Young) et d'une variable d'e®et (°µeche mi-trav¶ee) a ¶et¶e construit. Pour
cela, la m¶ethode de Monte Carlo avec 10000 tirages a ¶et¶e utilis¶ee pour obtenir la table de
probabilit¶e conditionnelle. Les informations exp¶erimentales en terme de courbe force/°µeche ont
¶et¶e introduites pour e®ectuer le recalage. Les r¶esultats sont pr¶esent¶es sur les ¯gures5.12et 5.13.
Il peut être remarqu¶e que le module d'Young moyen initial semble avoir ¶et¶e exp¶erimentalement
sous-estim¶e. En e®et, un module nominal de 25400 MPa a ¶et¶e initialement identi¯¶e alors que
le module actualis¶e moyen est de 30000 MPa avec un coe±cient de variation de 11,3 %. Cela
conduit naturellement µa une °µeche µa mi-trav¶ee moyenne de 3,41 mm. Ce r¶esultat devient plus
proche des donn¶ees exp¶erimentales. Il est toutefois essentiel de noter qu'il est d¶elicat de d¶e¯nir
une valeur moyenne du module d'Young sur l'ensemble de l'ouvrage ¶etant donn¶e le caractµere,
fortement h¶et¶erogµene du b¶eton, constat¶e sur le site de l'essai. Les r¶esultats obtenus sont tout de
même satisfaisants en consid¶erant que l'actualisation a conduit µa une meilleure estimation du
comportement global de la structure.

Fig. 5.12 { Densit¶es du module d'Young du
pont en b¶eton arm¶e initiale et actualis¶ee.

Fig. 5.13 { Densit¶e de la °µeche µa mi-trav¶ee ini-
tiale et actualis¶ee.
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5.5.3 Bilan

Dans cette section, trois cas d'¶el¶ements de structures ont ¶et¶e sujets µa une ¶etude bay¶esienne. En
e®et, l'approche de requali¯cation propos¶ee a ¶et¶e utilis¶ee dans son int¶egralit¶e pour d¶egager des
¶el¶ements de validation. En premier lieu, le cas de la poutre de Ragueneau arm¶e charg¶ee jusqu'µa
rupture a ¶et¶e consid¶er¶e. Cet ¶el¶ement de structure a ¶et¶e ¶etudi¶e sur le plan m¶ecanique dans le
chapitre pr¶ec¶edent ; le modµele d¶evelopp¶e a donc ¶et¶e r¶eutilis¶e. Deux cas ont ¶et¶e pris en compte :
le cas de l'ELS et le cas de l'ELU. Un tel choix a ¶et¶e fait dans le but d'apporter des ¶el¶ements
de validation de l'approche propos¶ee lorsque l'on s'int¶eresse au comportement µa rupture d'un
¶el¶ement de structure. Les r¶esultats obtenus se sont av¶er¶es satisfaisants, en particulier dans le
cas de l'ELS en raison du caractµere faiblement non lin¶eaire du comportement m¶ecanique de
la poutre. En second lieu, le cas du pont d'ÄOrnskÄoldsvik a ¶et¶e consid¶er¶e. Dans le but de se
rapprocher des conditions d'un essai de chargement (passage de poids lourds), seule la phase
lin¶eaire du comportement a ¶et¶e consid¶er¶ee. Le modµele utilis¶e a ¶et¶e pr¶esent¶e dans le chapitre
pr¶ec¶edent. Les r¶esultats obtenus sont satisfaisants. Il s'agit toutefois de bien noter qu'il reste
trµes d¶elicat de d¶e¯nir des caract¶eristiques moyennes pour l'ensemble de l'ouvrage compte tenu
de son ¶echelle. De maniµere g¶en¶erale, les di®¶erents exemples de structures qui ont ¶et¶e sujets
µa l'analyse bay¶esienne propos¶ee ont permis de faire apparâ³tre des ¶el¶ements de validation de
l'approche propos¶ee. Cette derniµere s'avµere donc prometteuse et pertinente tant que son cadre
d'application qui a ¶et¶e pr¶ecis¶e reste respect¶e.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une m¶ethodologie de requali¯cation a ¶et¶e pr¶esent¶ee. Cette derniµere s'appuie sur
une utilisation coupl¶ee des r¶eseaux bay¶esiens et de la th¶eorie de la ¯abilit¶e et permet d'actuali-
ser les paramµetres d'un modµele m¶ecanique sur la base de l'information exp¶erimentale disponible.
Par ailleurs, elle s'intµegre de maniµere naturelle dans un cadre probabiliste et permet donc une
prise en compte des incertitudes qui entachent les di®¶erents paramµetres du modµele. En premier
lieu, le cadre th¶eorique des r¶eseaux bay¶esiens a ¶et¶e pr¶esent¶e. Il est ressorti de l'expos¶e que ce
type d'outil permet une repr¶esentation de l'information µa la fois qualitative (graphe acyclique
et orient¶e) et quantitative (table de probabilit¶e conditionnelle). Ce dernier permet ¶egalement
une prise en compte de l'information ext¶erieure et peut être utilis¶e de maniµere non intrusive. En
second lieu, une attention particuliµere a ¶et¶e accord¶ee µa la pr¶esentation des concepts essentiels de
la th¶eorie de la ¯abilit¶e. De maniµere plus pr¶ecise, les di®¶erentes grandeurs classiquement utilis¶ees
dans une telle analyse ont ¶et¶e pr¶esent¶ees et discut¶ees. En troisiµeme lieu, l'approche propos¶ee a
¶et¶e expos¶ee de maniµere d¶etaill¶ee. Son principe a ¶et¶e discut¶e et il est ressorti que trois entit¶es
bien identi¯¶ees ont ¶et¶e mises en relation : l'entit¶e de pr¶ediction, l'entit¶e d'actualisation et en-
¯n, l'entit¶e d'observation. Leurs rôles respectifs ont ¶et¶e discut¶es. Une interface informatique a
¶et¶e d¶evelopp¶ee de maniµere g¶en¶erique (ind¶ependante du code de calcul) dans le but d'automati-
ser le dialogue entre les trois entit¶es pr¶ec¶edemment mentionn¶ees. Une r¶e°exion a ¶et¶e conduite
quant au choix des variables µa consid¶erer dans l'analyse. En e®et, dans le but d'apporter des
¶el¶ements d'aide µa la d¶ecision, un certain nombre de critµeres a ¶et¶e propos¶e pour permettre un
choix non seulement plus ais¶e mais aussi justi¯¶e. Pour illustrer de maniµere simple l'int¶egralit¶e
de l'approche de requali¯cation propos¶ee, un exemple didactique a ¶et¶e trait¶e. En dernier lieu,
davantage d'¶el¶ements de validation ont ¶et¶e recherch¶es µa travers une ¶etude de cas faisant inter-
venir des ¶el¶ements de structures de nature vari¶ee. La poutre de Ragueneau a tout d'abord ¶et¶e
¶etudi¶ee. Cette structure avait d¶ejµa ¶et¶e analys¶ee m¶ecaniquement dans le chapitre pr¶ec¶edent. Les
r¶esultats obtenus sur la base de ce cas test ont montr¶e que l'approche propos¶ee peut être avan-
tageusement mise en ¾uvre lorsque l'on s'int¶eresse au comportement µa rupture d'un ¶el¶ement de
structure. Ensuite, le cas du pont d'ÄOrnskÄoldsvik a ¶et¶e consid¶er¶e. Pour des raisons de coût de
calcul ¶evidentes, seule la phase ¶elastique lin¶eaire du comportement a ¶et¶e sujette µa l'¶etude. Des
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r¶esultats pertinents ont ¶et¶e obtenus, toutefois, il semble assez peu physique de consid¶erer un seul
et unique module d'Young pour l'ensemble de l'ouvrage ¶etant donn¶e son ¶echelle importante. Les
r¶esultats se sont av¶er¶es globalement satisfaisants. Il s'en suit donc que l'approche propos¶ee et
pr¶esent¶ee dans ce chapitre semble être apte µa fournir des r¶esultats convenables dµes lors que son
cadre d'application est respect¶ee.
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Chapitre 6

Conclusion

Cette ¶etude a port¶e sur(( la mod¶elisation des ¶el¶ements de structures en b¶eton arm¶e d¶egrad¶es par
corrosion)) et s'est int¶eress¶ee particuliµerement µa(( la probl¶ematique de l'interface acier/b¶eton)).
Notre contribution µa ce sujet a ¶et¶e d¶evelopp¶ee en quatre axes :

Le premier axe a ¶et¶e consacr¶e µa l'exposition d'une revue des travaux publi¶es dans la
litt¶erature. L'objectif de ce chapitre ¶etait d'identi¯er les m¶ecanismes dissipatifs ¶el¶ementaires
li¶es non seulement µa l'interface acier/b¶eton mais aussi au b¶eton. Les modµeles les plus
repr¶esentatifs des travaux publi¶es ont ¶et¶e pr¶esent¶es et discut¶es en vue de d¶egager un cer-
tain nombre d'objectifs ;

Le deuxiµeme axe a ¶et¶e d¶edi¶e µa la pr¶esentation d'un cadre constitutif permettant de coupler
¶elasticit¶e, endommagement isotrope et glissement interne. Cette classe de lois de compor-
tement a ¶et¶e particularis¶ee d'une part au cas de l'interface acier/b¶eton et, d'autre part, au
cas du b¶eton. L'ensemble des sch¶emas d'int¶egration locaux a ¶et¶e explicit¶e ;

Le troisiµeme axe a permis de montrer quelques ¶el¶ements de validation des modµeles propos¶es.
Pour cela, plusieurs cas d'¶el¶ements de structures, d¶egrad¶es ou sains, ont ¶et¶e simul¶es. Chaque
simulation a ¶et¶e r¶ealis¶ee dans l'objectif de tester un aspect du comportement bien iden-
ti¯¶e. Les di®¶erents r¶esultats ont, en outre, permis de d¶egager un cadre d'application des
di®¶erents modµeles ;

Le quatriµeme axe pr¶esente une m¶ethodologie de requali¯cation des ¶el¶ements de structures
d¶egrad¶es. L'approche propos¶ee s'appuie sur une utilisation coupl¶ee des r¶eseaux bay¶esiens
avec la th¶eorie de la ¯abilit¶e. Cette derniµere permet de r¶eactualiser en contexte proba-
biliste les variables d'entr¶ee d'un modµele m¶ecanique donn¶e sur la base des informations
observables disponibles. Les possibilit¶es qu'elle o®re ont ¶et¶e illustr¶ees au travers plusieurs
exemples d'¶el¶ements de structures.

L'¶evaluation des ¶el¶ements de structures d¶egrad¶es par corrosion reste une probl¶ematique d'actua-
lit¶e. Son importance est d'ailleurs renforc¶ee de nos jours ¶etant donn¶e le caractµere vieillissant de
la majorit¶e des ouvrages en b¶eton arm¶e du parc national. En outre, le ph¶enomµene de corrosion
des armatures pr¶esentes dans le b¶eton arm¶e est clairement reconnu comme l'un des facteurs
majeurs favorisant la perte de performance des ouvrages existants. Le chapitre 2 a permis, dans
un premier temps, de mettre en lumiµere, µa partir de travaux publi¶es dans la litt¶erature, di®¶erents
m¶ecanismes dissipatifs li¶es µa l'interface acier/b¶eton et au b¶eton. Ces derniers ont, dans un se-
cond temps, ¶et¶e confront¶es aux modµeles existants. Cela a permis de d¶egager un certain nombre
d'objectifs en terme de mod¶elisation m¶ecanique. Il est ressorti de l'analyse bibliographique que
les nombreux modµeles constitutifs propos¶es dans la litt¶erature ne permettaient souvent pas une
description ¯ne du comportement de l'interface acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion et sous
chargement complexe. Ceci n'est pas seulement dû µa une carence de mod¶elisation mais essentiel-
lement µa une mauvaise connaissance des m¶ecanismes dissipatifs locaux en pr¶esence de corrosion.

211



Le parti de d¶evelopper un cadre num¶erique g¶en¶erique robuste a donc ¶et¶e retenu. Ce dernier est
apte µa recevoir davantage d'informations provenant de l'exp¶erience grâce µa certains paramµetres
mat¶eriaux globalisant (fonction W). Une partie de l'¶etude est consacr¶ee au mat¶eriau b¶eton. Il est
ressorti que la classe d'¶equations constitutives propos¶ee pouvait être mise µa contribution pour
formuler un modµele de b¶eton simple et robuste, capable de prendre en compte la dissym¶etrie
entre la traction et la compression, les d¶eformations an¶elastiques, les e®ets hyst¶er¶etiques et en¯n,
au moins de maniµere partielle, l'e®et unilat¶eral.

Les d¶eveloppements th¶eoriques li¶es µa la classe d'¶equations constitutives propos¶ee ont ¶et¶e
pr¶esent¶es dans le chapitre 3 dans le cadre de la thermodynamique des processus irr¶eversibles.
Cette pr¶esentation a le m¶erite de montrer la consistance des ¶equations propos¶ees par rapport
aux principes physiques de conservation et d'¶evolution. Chacun des m¶ecanismes dissipatifs pris
en compte a ¶et¶e d¶ecrit et justi¯¶e. Le cadre propos¶e a ¶et¶e adapt¶e d'une part au cas de l'interface
acier/b¶eton en pr¶esence de corrosion et, d'autre part, au cas du b¶eton. Dans le but d'o®rir la
possibilit¶e de r¶ealiser des calculs pr¶eliminaires qui ne demandent pas un coût prohibitif, le parti
de proposer des versions simpli¯¶ees a ¶et¶e pris. Pour cela, le cadre de l'approche multi¯bre a
¶et¶e retenu. En particulier, une version du modµele d'interface acier/b¶eton a ¶et¶e d¶evelopp¶ee en
s'appuyant sur une approche utilis¶ee en dynamique des structures. Ainsi, le caractµere impar-
fait de l'interface acier/b¶eton a pu être pris en compte µa partir de consid¶erations simples au
niveau de la ¯bre d'acier. Une ¶etude de sensibilit¶e locale des di®¶erents modµeles a ¶et¶e pr¶esent¶ee.
Une attention particuliµere a ¶et¶e accord¶ee µa l'identi¯cation du rôle de chacun des paramµetres
mat¶eriaux pr¶esents dans les di®¶erentes lois. L'e®et de leur variation sur la r¶eponse locale qu'il
est possible d'obtenir a ¶et¶e quanti¯¶e et des valeurs nominales ont ¶et¶e sp¶eci¯¶ees. Lorsque cela a
¶et¶e possible (sous r¶eserve de donn¶ees disponibles), des comparaisons entre les r¶eponses locales
exp¶erimentales et num¶eriques ont ¶et¶e r¶ealis¶ees. Il est ressorti de cette analyse que la majorit¶e des
traits de caractµere vis¶es ont bien ¶et¶e pris en compte. N¶eanmoins, des ¶el¶ements de validation et
d'illustration plus discriminants des di®¶erents modµeles ont ¶et¶e recherch¶es dans le but de dresser
clairement leur cadre d'application.

Le chapitre 4 a ¶et¶e destin¶e µa la pr¶esentation de plusieurs ¶el¶ements de validation des modµeles
d¶evelopp¶es. Pour cela, plusieurs cas d'¶el¶ements de structures ont ¶et¶e choisis dans la litt¶erature en
fonction des aspects qu'ils permettaient d'¶etudier. D'une maniµere globale, quatre groupes de si-
mulations ont ¶et¶e expos¶es. En premier lieu, dans le but de valider le modµele d'interface sur la base
d'¶el¶ements de structures simples, un certain nombre d'essais de tirant (courts et longs) ont ¶et¶e
simul¶es. Cela a conduit µa valider la loi d'interface en pr¶esence d'¶etats de contrainte simples. Les
r¶esultats obtenus ont ¶et¶e globalement satisfaisants. En second lieu, nous nous sommes concentr¶es
µa apporter des ¶el¶ements de validation du modµele de b¶eton propos¶e au travers de structures en
b¶eton sans acier. En particulier, des essais de cisaillement asym¶etrique ont ¶et¶e simul¶es et une
¶etude de sensibilit¶e au maillage a ¶et¶e expos¶ee. En troisiµeme lieu, le cas de structures en b¶eton
arm¶e sans corrosion sous chargement cyclique a ¶et¶e analys¶e. Les r¶esultats ont montr¶e la perti-
nence des modµeles propos¶es. N¶eanmoins, le fait que l'e®et unilat¶eral ne soit pas pris en compte
que de maniµere partielle implique que le cas des cycles traction/compression µa forte intensit¶e
de chargement ne peut pas être d¶ecrit e±cacement. L'introduction d'une fonction de referme-
ture des ¯ssures doit alors être consid¶er¶ee. En dernier lieu, le cas d'¶el¶ements de structures en
b¶eton arm¶e sujets au ph¶enomµene de corrosion a ¶et¶e ¶etudi¶e. Pour cela, des poutres en b¶eton arm¶e
test¶ees dans le cadre d'une large campagne exp¶erimentale ont ¶et¶e simul¶ees µa di®¶erents degr¶es
de corrosion d'une part µa l'aide de l'approche simpli¯¶ee et, d'autre part, µa l'aide de l'approche
locale. Les r¶esultats obtenus ont ¶et¶e discut¶es et la pertinence de l'approche simpli¯¶ee propos¶ee
a ¶et¶e mise en lumiµere. Pour terminer cette ¶etude de cas, un pont en b¶eton arm¶e sujet µa un
essai m¶ecanique dans le cadre d'un projet europ¶eenSustainable Bridgesa ¶et¶e simul¶e. Bien que
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cet ouvrage n'ait pas ¶et¶e reconnu comme sou®rant de la corrosion, une ¶etude qualitative visant
µa ¶evaluer l'e®et d'une d¶egradation locale sur la r¶eponse num¶erique globale de l'ouvrage a ¶et¶e
conduite. L'allure des r¶esultats obtenus a permis, qualitativement, de corroborer ceux publi¶es
par d'autres auteurs. Ce chapitre s'est achev¶e en soulignant clairement le cadre d'application
de chacun des modµeles propos¶es. En particulier, dans le cas de l'interface acier/b¶eton, quelques
problµemes num¶eriques lors de l'int¶egration du critµere de Gurson ont ¶et¶e soulev¶es. L'identi¯cation
des paramµetres mat¶eriaux li¶es au ph¶enomµene de corrosion reste ¶egalement une di±cult¶e. Dans
le cas du modµele de b¶eton dans sa version complµete, le cas de la prise en compte limit¶ee du
ph¶enomµene unilat¶eral a ¶et¶e discut¶e.

Le chapitre 5 a ¶et¶e d¶edi¶e µa la pr¶esentation d'une m¶ethodologie de requali¯cation des ¶el¶ements
de structures d¶egrad¶es. Cette derniµere vise µa actualiser les paramµetres d'entr¶ee d'un modµele
m¶ecanique suppos¶e satisfaisant mais non optimal grâce µa l'information disponible pouvant pro-
venir soit de jugements d'experts soit directement de l'exp¶erience. L'approche propos¶ee s'intµegre
de maniµere naturelle dans un contexte probabiliste, ce qui permet de prendre en compte les incer-
titudes qui entachent les di®¶erentes variables d'entr¶ee. Aprµes un bref expos¶e non seulement des
r¶eseaux bay¶esiens mais aussi de quelques concepts de la th¶eorie de la ¯abilit¶e, une pr¶esentation
d¶etaill¶ee de la m¶ethodologie propos¶ee a ¶et¶e donn¶ee. En particulier, trois entit¶es g¶en¶eriques ont
¶et¶e bien identi¯¶ees : une entit¶e de pr¶ediction, d'actualisation et d'observation. Ces trois entit¶es
communiquent entre elles grâce µa une interface qui a ¶et¶e d¶evelopp¶ee µa cet e®et. Les aspects li¶es
au choix des variables al¶eatoires qu'il y a lieu de prendre en consid¶eration dans un processus
d'actualisation ont ¶et¶e d¶etaill¶es. En e®et, dans bien des cas, le choix des variables µa prendre en
compte est r¶ealis¶e de maniµere arbitraire. Dans le cadre de la pr¶esente ¶etude, une attention parti-
culiµere a ¶et¶e consacr¶ee µa fournir un certain nombre de critµeres de d¶ecision fond¶es sur les concepts
de la th¶eorie de la ¯abilit¶e. Plusieurs cas d'¶el¶ements de structures ont ¶et¶e trait¶es pour illustrer
cette approche. les r¶esultats obtenus ont globalement ¶et¶e satisfaisants. N¶eanmoins, il peut être
not¶e que la pertinence de cette approche est ¶etroitement li¶ee µa la qualit¶e des connaissances
statistiques des variables impliqu¶ees dans l'analyse.¶Etant donn¶e la m¶econnaissance, même sta-
tistique, des m¶ecanismes locaux li¶es au ph¶enomµene de corrosion, il semble d¶elicat de traiter des
¶el¶ements de structures sujets µa de la corrosion par l'approche propos¶ee. N¶eanmoins, en suppo-
sant su±sante l'information disponible, le cadre de recalage robuste propos¶e semble appropri¶e
et prometteur.

La pr¶esente ¶etude a permis d'aboutir µa di®¶erents modµeles de comportement qui ont ¶et¶e
d¶evelopp¶es, implant¶es et test¶es sur plusieurs cas d'¶etude. Associ¶es µa la m¶ethodologie de re-
calage robuste propos¶ee, ces produits constituent donc les apports originaux de ce travail de
thµese qu'il y a lieu de pr¶eciser. En premier lieu, un modµele d'interface acier/b¶eton en pr¶esence
de corrosion a ¶et¶e propos¶e. Deux versions ont ¶et¶e d¶evelopp¶ees : une version locale et une version
simpli¯¶ee, s'appuyant sur le formalisme multi¯bre. En second lieu, un modµele de b¶eton a ¶et¶e
d¶evelopp¶e en collaboration avec l'ENS de Cachan. De maniµere identique au cas de l'interface
acier/b¶eton, deux versions ont ¶et¶e d¶evelopp¶ee : une version locale et une version multi¯bre. En
dernier lieu, une m¶ethodologie de recalage robuste fond¶ee sur une utilisation coupl¶ee des r¶eseaux
bay¶esiens et de la th¶eorie de la ¯abilit¶e a ¶et¶e propos¶ee.

La pertinence des d¶eveloppements r¶ealis¶es jusqu'ici peut être am¶elior¶ee en consid¶erant plusieurs
perspectives de travail. Ces derniµeres peuvent être class¶ees en deux cat¶egories : d'une part les
perspectives li¶ees au cadre de comportement d¶evelopp¶e et, d'autre part, les perspectives li¶ees µa
la d¶etermination des ouvertures de ¯ssures.

En premier lieu, une des faiblesses essentielles de la classe de loi de comportement d¶evelopp¶ee
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r¶eside dans la prise en compte de l'e®et unilat¶eral lors de cycle de traction/compression. Pour des
raisons de simplicit¶e et de consistance thermodynamique, cet e®et n'est consid¶er¶e que de maniµere
partielle. Une perspective int¶eressante pourrait être de formuler une fonction de refermeture de
¯ssure dans le but de prendre en compte cet e®et de maniµere totale. En second lieu, un travail
important reste µa être r¶ealiser sur l'identi¯cation de la fonction d'adh¶erenceW. En e®et, cette
derniµere n'a pu être identi¯¶ee que sur la base de quelques cas tests. A partir des r¶esultats issus
d'une campagne exp¶erimentale mettant en jeu des essais de tirant r¶ealis¶es µa di®¶erents niveaux de
corrosion, une identi¯cation plus g¶en¶erale de la fonctionW pourrait être faite. Ces deux axes de
travail n¶ecessitent d'une part une ¶etude analytique pr¶ecise des ¶equations constitutives propos¶ee
et, d'autre part, des moyens humains et ¯nanciers cons¶equents. Ils pourraient donc constituer le
c¾ur de futures recherches.

L'information observable li¶ee aux ouvertures de ¯ssures est clairement de premiµere importance.
En e®et, si de telles grandeurs avaient pu être prises en compte explicitement, elles auraient pu
être introduites dans les calculs d'actualisation en s'appuyant sur la m¶ethodologie propos¶ee qui,
jusqu'µa ce jour, n'ont ¶et¶e r¶ealis¶es que sur la base de mesures de °µeches. La di±cult¶e µa laquelle
nous sommes confront¶es pour d¶eterminer des ouvertures de ¯ssures est li¶ees µa la nature continue
des modµeles constitutifs d¶evelopp¶es. Pour tenter d'apporter des ¶el¶ements de r¶eponse µa une telle
probl¶ematique, le d¶eveloppement d'une approche ¶el¶ements discrets/¯nis faiblement coupl¶ee a ¶et¶e
lanc¶ee en collaboration avec l'ENS de Cachan (Delaplaceet al., 2010), (Richard et al., 2010c).
L'id¶ee mâ³tresse consiste dans un premier temps, µa partir d'un calcul grossier de type ¶el¶ements
¯nis avec un modµele de type endommagement, µa rep¶erer les r¶egions d'int¶erêts (fortement en-
dommag¶ees). Dans un second temps, ces r¶egions sont maill¶ees µa l'aide d'¶el¶ements discrets et
un recalcul est r¶ealis¶e. La compatibilit¶e entre les calculs discrets et continus est assur¶ee en im-
posant le champ de d¶eplacement calcul¶e par ¶el¶ements ¯nis sur la frontiµere de la zone discrµete.
Les ouvertures de ¯ssures sont alors accessibles de maniµere naturelle. Dans une perspective de
rendre le couplage fort, un estimateur d'erreur a ¶et¶e d¶evelopp¶e. Un travail important reste µa
être r¶ealis¶e pour d'une part automatiser le couplage (pour le rendre fonctionnel sur le terrain)
et d'autre part, pour int¶egrer les r¶esultats en terme d'ouvertures de ¯ssure dans la m¶ethodologie
d'actualisation propos¶ee. Bien qu'en cours de d¶eveloppement, cette approche coupl¶ee semble
prometteuse. En e®et, elle permet de b¶en¶e¯cier conjointement de la ¯nesse de description des
m¶ecanismes de d¶egradation propre aux modµeles continus et d'une description naturelle de la ¯s-
suration issue du caractµere discret d'une partie de l'approche. A titre d'illustration, les r¶esultats
de la simulation de l'essai PCT3D propos¶ee par (Feist et Hofstetter, 2007) sont pr¶esent¶es sur
les ¯gures 6.1 et 6.2. Ces derniµeres permettent de montrer la correspondance entre la surface
d'endommagement et de ¯ssuration.

Fig. 6.1 { Surface d'endommagement. Fig. 6.2 { Surface de ¯ssuration.
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Annexe A

Paramµetres utilis¶es pour les
simulations num¶eriques

Dans cet annexe, les paramµetres mat¶eriaux identi¯¶es pour r¶ealiser l'ensemble des simulations
pr¶esent¶ees dans cette ¶etude ont ¶et¶e regroup¶es dans les di®¶erents tableaux qui suivent.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 8; 2:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 5; 0:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 5; 0:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 3; 5:10¡ 5 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 6 -
W Fonction d'adh¶erence - J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 109 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 5:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 09 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. A.1 { Paramµetres du modµele d'interface acier/b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 200:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -

Tab. A.2 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 15; 5:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 2 -

Tab. A.3 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 3; 6:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 8; 0:10¡ 4 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 6 -
W Fonction d'adh¶erence - J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 2:109 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 7:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 09 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. A.4 { Paramµetres du modµele d'interface acier/b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 210:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -

Tab. A.5 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 20000:106 Pa
¹ Module de cisaillement 15000:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 123; 5 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 1; 0:10¡ 2 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 4; 0:10¡ 4 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 7; 0:109 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.6 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 3; 6:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 1; 5:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 9; 5:10¡ 5 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 6 -
W Fonction d'adh¶erence cf. ¯chier WL undgren J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 1:109 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 5:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 09 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. A.7 { Paramµetres du modµele d'interface acier/b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 200:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -

Tab. A.8 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 30000:106 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -

BT Fragilit¶e en traction 1500 -
BC Fragilit¶e en compression 10000 -
AT Contraintes r¶esiduelles en traction 1; 0 -
AC Contraintes r¶esiduelles en compression 1; 2 -
²d0 Seuil 1; 0:10¡ 4 -
¯ Coe±cient de cisaillement 1; 06 -

Tab. A.9 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 19444:106 Pa
¹ Module de cisaillement 14583:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 122; 5 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 1; 0:10¡ 2 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 8; 0:10¡ 4 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 7; 0:106 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.10 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 20000:106 Pa
¹ Module de cisaillement 15000:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 330; 63 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 7; 0:10¡ 3 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 8; 0:10¡ 4 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 7; 0:107 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.11 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

230



Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 15556:106 Pa
¹ Module de cisaillement 11667:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 462; 8 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 2; 0:10¡ 3 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 2; 0:10¡ 5 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 5; 0:109 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.12 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 200:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
H Module d'¶ecrouissage 200:107 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 450:106 -

Tab. A.13 { Paramµetres du modµele d'acier.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

ES Module d'Young 200000:106 Pa
º S Coe±cient de Poisson 0; 3 -
DS Endommagement critique 0; 2 -
¾S Limite ¶elastique 450:106 Pa
mS Exposant d'¶ecrouissage 2; 786 -
K S Module d'¶ecrouissage 600:106 Pa

GI Module de cisaillement 15000:106 Pa
² I D¶eformation seuil 1; 0:10¡ 4 -
aI Module d'¶ecrouissage associ¶e 5; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
° I Module d'¶ecrouissage 7; 0:109 Pa

cin¶ematique
A I Fragilit¶e 5; 0:10¡ 7 J¡ 1.m3

lcI Longueur d'ancrage 0,30 m

TC Degr¶e de corrosion 0; 0 -

Tab. A.14 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 16667:106 Pa
¹ Module de cisaillement 12500:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 225; 33 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 5; 0:10¡ 3 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 2; 0:10¡ 5 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 7; 0:109 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.15 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 200:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
H Module d'¶ecrouissage 200:107 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 450:106 -

Tab. A.16 { Paramµetres du modµele d'acier.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 16667:106 Pa
¹ Module de cisaillement 12500:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 225; 33 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 8; 0:10¡ 3 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 1; 0:10¡ 5 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 8; 12:109 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 7; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.17 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 200:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
H Module d'¶ecrouissage 200:107 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 450:106 -

Tab. A.18 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 2; 85:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 1; 87:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 1; 87:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 200 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 9; 5:10¡ 5 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 6 -
W Fonction d'adh¶erence cf. ¯chier WM angat J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 1:105 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 5:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 09 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. A.19 { Paramµetres du modµele d'interface acier/b¶eton.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 206:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
K Module d'¶ecrouissage 510:106 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 510:106 -
m Exposant d'¶ecrouissage 2; 416 -
Dc Endommagement critique 0; 2 -
Tc Degr¶e de corrosion Selon le cas -

Tab. A.20 { Paramµetres du modµele d'acier.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 28500:106 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -

BT Fragilit¶e en traction 1000 -
BC Fragilit¶e en compression 10000 -
AT Contraintes r¶esiduelle en traction 1; 0 -
AC Contraintes r¶esiduelle en compression 1; 0 -
²d0 Seuil 9; 47:10¡ 5 -
¯ Coe±cient de cisaillement 1; 06 -

Tab. A.21 { Paramµetres du modµele de b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 198; 3:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
H Module d'¶ecrouissage 198; 3:108 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 411; 3:106 -

Tab. A.22 { Paramµetres du modµele d'acier.
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Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

E Module d'Young 260:109 Pa
º Coe±cient de Poisson 0; 3 -
H Module d'¶ecrouissage 39:109 -
¾y Limite d'¶elasticit¶e 2500:106 -

Tab. A.23 { Paramµetres du modµele de carbone.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

K n Rigidit¶e normale 2; 54:1010 Pa.m¡ 1

K t Rigidit¶e tangentielle 1; 58:1010 Pa.m¡ 1

K b Rigidit¶e binormale 1; 58:1010 Pa.m¡ 1

Y0 Seuil initial en ¶energie 434 J.m¡ 3

pour l'endommagement
Ad Fragilit¶e 2; 0:10¡ 5 J¡ 1.m3

®0 Dissym¶etrie mode I/mode II 0; 01 -
W Fonction d'adh¶erence cf. ¯chier WP ont J.m¡ 3

° Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 7:109 Pa
a Module d'¶ecrouissage cin¶ematique 7:10¡ 7 Pa¡ 1

associ¶e µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 0; 0 -

¾y Contrainte seuil pour le remplissage des vides ¡ 106 Pa
q1 Paramµetre 1 du critµere de Gurson 3; 5 -
q2 Paramµetre 2 du critµere de Gurson 0; 9 -
q3 Paramµetre 3 du critµere de Gurson 0; 1 -
k Module d'¶evolution des vides 1010 -
n Exposant d'¶ecrouissage 2 -

Tab. A.24 { Paramµetres du modµele d'interface acier/b¶eton.

Notation Sens physique Valeur nominale Unit¶e

· Coe±cient de compressibilit¶e 14111:106 Pa
¹ Module de cisaillement 10580:106 Pa

Y0 Seuil initial en ¶energie 731; 3 J.m¡ 3

pour l'endommagement
ADir Fragilit¶e en traction 5; 0:10¡ 3 J¡ 1.m3

A Ind Fragilit¶e en compression 1; 05:10¡ 4 J¡ 1.m3

¯ Paramµetre de dissym¶etrie du seuil 100 -

° Module d'¶ecrouissage 1:1010 Pa
cin¶ematique

a Module d'¶ecrouissage associ¶e 6; 0:10¡ 7 Pa¡ 1

µa la partie non lin¶eaire
c Dilatance 1; 23 -

Tab. A.25 { Paramµetres du modµele de b¶eton.
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Annexe B

Condensation des ¶equations
tensorielles par d¶eg¶en¶eration
d'¶el¶ements classiques

Dans cet annexe, il est montr¶e comment la formulation d'une loi constitutive en contraintes-
d¶eformations peut être d¶eg¶en¶er¶ee vers une formulation en contraintes-d¶eplacements relatifs. Pour
simpli¯er l'expos¶e, seul le cas bidimensionnel est consid¶er¶e. Soientu et ² les vecteurs des champs
de d¶eplacements et de d¶eformations respectivement. Ces quantit¶es sont li¶ees par la matrice
repr¶esentative de la relaton cin¶ematiqueB , qui ne d¶epend que des fonctions de forme :

u = B² (B.1)

La matrice B s'¶ecrit sous la forme :
B = LN (B.2)

oµu L est l'op¶eration di®¶erentiel associ¶e au gradient :

[L ij ] =

0

B
@

@(:)
@x 0
0 @(:)

@y
@(:)
@y

@(:)
@x

1

C
A (B.3)

et N est la matrice des fonctions de forme exprim¶ee dans l'espace naturel µa l'aide des coordonn¶ees
(»; ´) :

[N ij ] =
µ

N1(»; ´) 0 ¢ ¢ ¢ N8(»; ´) 0
0 N1(»; ´) 0 ¢ ¢ ¢ N8(»; ´)

¶
(B.4)

Dans le but de d¶eterminer la matriceB , il est n¶ecessaire d'introduire la matrice jacobienneJ :

[J ij ] =

Ã
@x
@»

@y
@»

@x
@´

@y
@´

!

(B.5)

telle que : Ã
@(:)
@x
@(:)
@y

!

= J ¡ 1

Ã
@(:)
@»

@(:)
@´

!

(B.6)

En consid¶erant un ¶el¶ement ¯ni de type quadrangle µa quatre n¾uds et aprµes quelques calculs
analytiques, il vient :

[² i ] = 2
t

0

B
@

t
L

@N1 (»;´ )
@» 0 ¢ ¢ ¢ t

L
@N8 (»;´ )

@» 0

0 @N1 (»;´ )
@´ 0 ¢ ¢ ¢ @N8 (»;´ )

@´
@N1 (»;´ )

@»
@N1 (»;´ )

@´ ¢ ¢ ¢ @N8 (»;´ )
@´

@N8 (»;´ )
@»

1

C
A [ui ] (B.7)
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oµu t et L repr¶esentent respectivement la longueur de l'¶el¶ement ¯nis et son ¶epaisseur. La condition
pour d¶eg¶en¶erer cin¶ematiquement cet ¶el¶ement ¯ni s'¶ecrit :

t
L

<< 1 (B.8)

Ainsi, l'¶equation B.7 devient :

[² i ] = 2
t

0

B
@

¼ 0 0 ¢ ¢ ¢ ¼0 0
0 @N1 (»;´ )

@´ 0 ¢ ¢ ¢ @N8 (»;´ )
@´

@N1 (»;´ )
@» ¼ 0 ¢ ¢ ¢ @N8 (»;´ )

@´ ¼ 0

1

C
A [ui ] (B.9)

En d¶eveloppant l'¶equation B.9, il vient :

[² i ] = 1
t

0

@
²11

²22

2²12

1

A =

0

@
u1

¼ 0
2u2

1

A (B.10)

oµu u1 et u2 sont les d¶eplacements relatifs entre les deux faces de l'¶el¶ements. Les d¶eveloppements
r¶ealis¶es dans cet annexe montrent donc comment µa partir d'un relation formul¶ee en contraintes-
d¶eformations, il est possible de la condenser pour obtenir une relation en contraintes-
d¶eplacements relatifs. Cela permet donc une implantation num¶erique au sein d'un ¶el¶ement de
type joint sans ¶epaisseur.
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