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CHAPITRE 1

Introduction

Actuellement, la plus part de I’électricité produite en France est d’origine
nucléaire. Afin de garantir la sécurité des installations nucléaires, EDF a choisi
d’adopter, pour les filieres REP (réacteur a eau pressurisée) 1300 et 1450 MWe,
le concept de double enceinte (figure 1.1) : une paroi externe en béton armé
pour protéger le réacteur nucléaire des agressions naturelles et accidentelles;
une paroi interne en béton précontrainte pour limiter le débit de fuite dans
'espace inter-enceintes en cas d'un accident APRP (accident par perte de
réfrigérant primaire). La précontrainte vise notamment & fermer les fissures qui
se présentent dans la paroi interne de I’enceinte et a s’opposer a leur propagation
dans le cas d’une pression interne relative de 0,4 MPa consécutive a ’accident.
On sait en effet que la perméabilité d’'un matériau fissuré est controlée par la
densité et la taille de fissures qui conditionnent le niveau d’endommagement.

La prédiction de la perte de précontrainte due au fluage mais aussi ’ana-
lyse de ses conséquences constituent actuellement un enjeu majeur pour EDF.
En effet, le phénoméne en question réduit la marge de résistance a la fissuration
de la paroi interne de l’enceinte en situation accidentelle et pourrait conduire
a 'augmentation de son taux de fuite. C’est dans ce contexte que s’inscrivent
les travaux présentés dans ce mémoire. Ils sont dédiés a 'analyse du comporte-
ment d’une structure macroscopique ou élémentaire, fissurée ou microfissurée,
constituée d’'un matériau qui est le siége de déformations différées, et d’évaluer
le risque de propagation. L’échelle de la structure est bien évidemment 1’objectif
final, puisque celle-ci n’est autre, a terme, que la paroi interne de I’enceinte. On
ne peut néanmoins faire ’économie d’une étude a I’échelle du volume élémentaire
représentatif ou il s’agit d’aborder I'impact du fluage sur 'endommagement et

son évolution.

Le plan du mémoire suit fidélement l'ordre chronologique qui a été suivi
au cours de cette thése et qui est en fait dicté par la régle de difficulté croissante.
Le point de départ consiste & définir le comportement du matériau sain ainsi

qu'une stratégie numérique pour gérer ses évolutions. On introduit ensuite
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une fissure unique et l'on formule un critére de propagation dans le cadre
thermodynamique usuel. On met au point une stratégie de résolution numérique
propre a cette situation. On passe alors au cas d’un matériau microfissuré qui
nécessite de prendre en compte par définition des fissures multiples. Le dernier
chapitre s’efforce d’apporter des éléments de réponse a la question industrielle

qui a motivée ce travail.

Reprenons ce cheminement en détaillant quelque peu chaque étape.

Le chapitre IT introduit un modéle de comportement viscoélastique linéaire
non vieillissant v.l.n.v., couramment utilisé pour modéliser le béton. L’équation
d’état se présente sous la forme d’'une équation différentielle qui se préte bien a
I'utilisation de la transformée de Laplace-Carson. Dans la perspective de déve-
loppements numériques dans des situations qui disqualifient cette derniére, on
présente une approche incrémentale obtenue en discrétisant en temps 1’équation
différentielle en question. Des résolutions analytique et numérique de problémes
posés sur des structures simples sont ensuite développées et comparées de fagon
a valider I’approche incrémentale en 1’absence de fissure.

Le chapitre III commence par proposer une extension au cas viscoélas-
tique de l’approche énergétique classique de la propagation de fissure. On
retrouve une notion de taux de restitution de I’énergie sur lequel on formule
un critére de propagation. Il est naturel de s’intéresser en priorité a leffet
de la vitesse du chargement sur la propagation. On considére a cet effet des
sollicitations caractérisées par une vitesse de chargement constante. L’étude de
quelques problémes de délaminage de poutre dans une modélisation géométrique
unidimensionnelle permet d’identifier quelques phénoménes qui distinguent
qualitativement les réponses élastique et viscoélastique. Il s’agit en particulier de
la dépendance du taux de restitution de I'énergie vis-a-vis de la vitesse de charge-
ment, de 'apparition d’une vitesse de chargement critique en deca de laquelle la
propagation n’est pas déclenchée et de I'existence d’une longueur asymptotique
de la fissure lorsque le phénoméne de propagation a lieu. On passe ensuite & une
structure continue tridimensionnelle en choisissant I’exemple de poutre entaillée
en flexion 3-points. L’analyse de la propagation de la fissure est effectuée
numériquement dans le cadre de la méthode des éléments finis. Elle permet de

retrouver les phénomeénes identifiés dans le cas des structures unidimensionnelles.

Le chapitre IV, essentiellement bibliographique, a pour objectif d’intro-



duire briévement quelques notions fondamentales pour [’homogénéisation
des matériaux hétérogénes a microstructure aléatoire en vue de 1’étude de
I’endommagement. On rappelle le principe des schémas d’homogénéisation
basés sur la solution d’Eshelby : estimation diluée (DL), de Mori-Tanaka (MT),
autocohérente (AC). On évoque également l'estimation de Ponte Castaneda et
Willis (PCW). Ces approches sont appliquées a I’étude du comportement effectif
d’un milieu élastique linéaire microfissuré. On se penchera notamment sur le cas
d’une distribution isotrope des orientations et isotrope transverse, lorsque les
plans des microfissures sont paralléles. On jouera également sur les symétries de
la distribution spatiale.

En général, I’homogénéisation d’un matériau hétérogéne viscoélastique li-
néaire non vieillissant est déduite formellement du cas élastique linéaire grace a
la transformée de Laplace-Carson. Une fois identifiée 1’expression de ’élasticité
homogénéisée fictive dans I'espace de Carson, il suffit de revenir a ’espace réel.
Méme si cette derniére étape peut poser des problémes techniques, le principe
théorique est donc trés simple. On montre au chapitre V que la situation
viscoélastique est légérement plus délicate dans le cas ou I’hétérogénéité est
constituée par des microfissures. L’origine du probléme se trouve dans les non
linéarités géométriques inhérentes au modéle de fissure tridimensionnel utilisé
dans une approche de type Eshelby, qui interdisent I’emploi de la transformation
de Carson. L’objectif pratique de ce cinquiéme chapitre est l’identification
d’un modéle de Burger effectif pour le matériau viscoélastique endommagé.
Ces résultats sont exploitables en l’absence de propagation ou dans I’état
d’endommagement asymptotique dont I'existence est démontré au chapitre VI.

Le chapitre V a laissé de coté la problématique de la propagation de la
microfissuration. Cette question est abordée au moyen de deux approches. La
premiére consiste a écrire le critére de propagation a 1’aide du modéle de Burger
du matériau endommagé établi au chapitre V. Elle constitue une extension de
I’approche micromécanique de 'endommagement par microfissuration proposée
dans le cas élastique par Dormieux et Kondo. En paralléle, on propose une
approche numérique qui s’efforce de valoriser les acquis du chapitre IIT en
matiére de gestion numérique de la propagation en s’inspirant de la notion de
motif morphologique représentatif. On verra que les deux approches fournissent
des prédictions trés cohérentes. On transpose au contexte du comportement local
les notions introduites au chapitre III. On retrouve ainsi une vitesse critique

de déformation et un endommagement asymptotique fonction de la vitesse de
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chargement. Quelques remarques sur l'influence de la zone endommagée au
voisinage de la pointe de fissure, appelée “process zone”, sur la force au pic d’une
poutre entaillée en flexion 3-points concluront ce chapitre.

Dans le chapitre VII par lequel s’achéve ce mémoire, on se propose d’ap-
pliquer les résultats de ce travail pour une enceinte de confinement fissurée. On
étudie la condition de propagation de macrofissures et de microfissures sous
I’action d’une pression accidentelle interne. On démontre que 1’on est en mesure
de quantifier de fagon précise le fait que l'accident est d’autant plus dangereux,
en termes de risque de fissuration, qu’il survient tard dans la vie de I’ouvrage



FiG. 1.1 — Centrale électrique nucléaire de Golfech, source : energie.edf.fr
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Notations

On définie ici les principales notations utilisées dans ce mémoire pour faciliter
la lecture.

1 : tenseur d’identité d’ordre 2
I : tenseur d’identité d’ordre 4
J : projection sphérique de I

K : projection déviatorique de I

g : moyenne d'une grandeur a dans un domaine {2

< a >q : moyenne de a sur tous les directions dans un domaine )

¢ : taille de fissures (longueur, demi-longueur, rayon, etc)

€ : paramétre d’endommagement

C(¢) : raideur d’une structure Q(¢)

£ : paramétre de chargement cinématique

Q : force dualle de £

{ev}(t) (¢ = M ou K) : champs des déformations visqueuses
F : taux de restitution d’énergie, force motrice de propagation de fissures
G, : taux de restitution d’énergie critique

Gy : énergie de rupture

W : énergie élastique

W,es & énergie résiduelle

® : travail des forces extérieures

P : énergie potentielle

M : indice pour la partie de Maxwell
K : indice pour la partie de Kelvin-Voigt
e : exposant pour la partie élastique
v : exposant pour la partie visqueuse
Cj (o =eouw, =M ou K) tenseurs de rigidité
S§ (a =eouwv, =M ou K) : tenseurs de souplesse, inverse de C§
kg (6 = M ou K) : modules de compression volumique
ws (B =M ou K) : modules de cisaillement
5 ( ) : coefficients de viscosité sphérique
n% (8= M ou K) : coefficients de viscosité déviatorique



E)y; : module d’Young du comportement instantané
vy - coefficient de Poisson du comportement instantané

t : temps

T : temps caractéristique

p : variable de Laplace-Carson

x : exposant pour les grandeurs dans ’espace de Laplace-Carson
Ty : temps caractéristique du matériau

Ty : temps caractéristique de déplacement imposé

T, : temps caractéristique de propagation

U, : vitesse critique de déplacement imposé

N : densité de fissures

> : contrainte macroscopique

E : déformation macroscopique

A(z) : tenseur de localisation de déformation
B(z) : tenseur de localisation de contrainte
Chom : tenseur de rigidité homogénéisé

Shom . tenseur de souplesse homogénéisé

@ : facteur volumique
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Modéle viscoélastique linéaire non

vielllissant tridimensionnel
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Les essais de compression uniaxiale pratiqués sur des échantillons de béton
montrent que la déformation est constituée de deux parties : une partie instanta-
née et une partie différée. Ce type de comportement est modélisé classiquement
par des modéles viscoélastiques linéaires (voir par exemple [3], [12]). D’une fagon
générale, la théorie de la viscoélasticité linéaire a été largement présentée dans
la litérature ([4], [13], [24]).

On s’intéresse, dans la suite, au modéle viscoélastique linéaire non vieillis-
sant v.l.n.v. ([25], [41], [43]). On établit tout d’abord une équation différentielle
représentant 1’équation d’état pour le comportement du matériau correspondant
au modele choisi. En vue de développements théoriques dans le cadre de la
théorie de I’homogénéisation, on en donne la transposition dans l'espace de
Laplace-Carson (principe de correspondance). Dans la perspective de calculs
numériques en éléments finis, on établit en paralléle une écriture incrémentale
de cette équation. Celle-ci s’avérera nécessaire pour gérer les situations de
propagation de fissures.



Chapitre 2. Modéle viscoélastique linéaire non vieillissant
12 tridimensionnel

2.1 Modéle viscoélastique linéaire non vieillissant

Une classe de comportements v.l.n.v. tridimensionnels isotropes est obtenue en
transposant dans un contexte tensoriel les modéles rhéologiques unidimensionnels
classiques ([29], [20], [38]). Dans le cas du béton, on utilise couramment le modéle
de Burger [43], qui est une combinaison en série des modeéles de Maxwell et
de Kelvin-Voigt (voir la figure 2.1). On utilise dans la suite les indices M et
K respectivement pour la partie Maxwell et pour la partie Kelvin-Voigt. Les
exposants e et v renvoient respectivement a la partie élastique et a la partie
visqueuse. Pour établir la loi de comportement du matériau correspondant a ce

Ch
Cu Chy

-

1]

Cik

F1G. 2.1 — Modéele rhéologique de Burger pour le béton

modeéle, on décompose la vitesse de déformation totale selon la contribution de
la partie de Maxwell et celle de la partie de Kelvin-Voigt :

E=éy+éx (2.1)

La vitesse de la déformation de la partie de Maxwell est reliée a la contrainte
totale selon :

eEv=S%:0+S}, 0 (2.2)
ou S§, est le tenseur de souplesse élastique de Maxwell et S}, est I'inverse du
tenseur de viscosité C%, de Maxwell (pour plus de détail sur ces tenseurs, voir
[42]). En combinant (2.2) avec (2.1), on arrive a une expression qui exprime €
en fonction des valeurs globales € et o :

Ex=€—-S5,:0-S},: 0 (2.3)
La dérivée de cette équation prend la forme :
Ex=E—Sy:6—-S},:0 (2.4)

Par ailleurs, I’équation d’état de la partie Kelvin relie la déformation ex et la
contrainte totale o :
o=C%:ex+Cj:éx (2.5)
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ou apparaissent deux nouveaux tenseurs de raideur C¢% et de viscosité Cj, de
Kelvin. La dérivation de cette équation par rapport au temps donne :

U:C%€K+C%€K (26)

En introduisant (2.3) et (2.4) dans (2.6), on obtient finalement une équation
différentielle d’ordre deux représentant la loi de comportement du matériau :

Xeo+Y:6+Z:6=Cf:64+Cj : & (2.7)
ou l'on a posé :
X=C%:Sy; Y=I+C%:Sy,,+Ck:Sy; Z=Cg:Sy (2.8)

Les tenseurs d’ordre 4 de raideur et de viscosité (resp. leurs inverses) sont suppo-
sés isotropes, de sorte qu’ils sont exprimés en fonction des 8 constantes caractéris-
tiques du matériau qui représentent les raideurs et les viscosités en compression
ou en cisaillement (voir [42]) :

% = 3kiJ+2ukK;  Ch = njpJ+niK;  C5y = 3kad+2un;  Chy = n3 J+n5,K
(2.9)
ot les tenseur J et K sont respectivement les projecteurs des parties sphérique
et déviatorique du tenseur unité d’ordre 4. Avec (2.8), il est facile de vérifier que

(voir plus de détail dans 'annexe A : (A.3), (A.4) et (A.5)) :

2
x = g gy (1+kK "K)JH( ”K+”K)K 7 — My M g

(2.10)

2.2 Loi de comportement dans 1’espace de

Laplace-Carson

La transformation de Laplace-Carson ([41], [25]) est un processus mathématique
consistant a transformer une fonction temporelle a(t) a une fonction de la variable
de Laplace a*(p) en utilisant le facteur exponentiel e~ :

a*(p) = /_OO a(t)e Pdt (2.11)

Notons que la transformation de la dérivée a* donne : @* = pa*. Cette importante
caractéristique permet de travailler aisément avec des équations différentielles. En
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I’absence de propagation de fissure, la transformation de Laplace-Carson permet
de transformer la loi de comportement v.l.n.v. donnée par (2.7) selon :
X:o"+pY: 0"+ p°Z: 0" =pC : e* + p°CY : * (2.12)
On obtient alors une relation linéaire entre o* et €* :
o"=C":¢" (2.13)
ou l'on a posé :
Cr = (X +pY + pZZ> B : (pCﬁ( + pZC}’(> (2.14)

Il représente la raideur du matériau dans ’espace de Laplace-Carson. Du fait que
tous les tenseurs de raideur et de viscosité du matériau sont isotropes, le tenseur

C* est isotrope et on peut I'exprimer en fonction de deux scalaires :
C* =3kJ+ 21K (2.15)

ou k* et u* représentent les modules apparents de compression volumique et
de cisaillement dans ’espace de Laplace-Carson. Ils sont déterminés en utilisant
(2.9), (2.10) et (2.14) (voir plus de détail dans Pannexe A : (A.11) et (A.13)) :

N S S 1 Sl _r 1 1 (216
K kao opmi /3 ki +oni /3wt w2 px+pnk/2

Le coefficient apparent de Poisson v* est déterminé en fonction de £* et u* par
la relation classique suivante (voir [42]) :

~3kT —2u”
6k* +2u*

*

(2.17)

2.3 Calcul analytique du fluage

Pour un matériau v.l.n.v. isotrope, la loi de comportement donnée par (2.13)
peut s’écrire sous la forme suivante [42] :

1 * *
e = "g*” ot — %tr(a*)l (2.18)

ol apparaissent le tenseur unité d’ordre 2 1 et le module d’Young apparent

E* dans 'espace de Laplace-Carson. Ce dernier est déterminé par la formule
classique suivante (voir [42]) :

1 1 1

B ok 3

(2.19)
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F1G. 2.2 — Compression uniaxiale d’un cylindre v.l.n.v. homogéne

On utilise (2.18) pour étudier le probléme de fluage uniaxial sous I'action d’une
contrainte de compression constante o = o,n ® n (voir la figure (2.2)), de type
échelon. La transformation de Laplace-Carson de cette contrainte prend la forme :
o* = o,n ®n. En introduisant cette expression dans (2.18), on obtient : &* =
ern®@n+en(l—n®n) avec :

. Oo . o,V*
nn:E; = — oL

Les composantes ¢, et € de la déformation sont respectivement obtenues par la

£ (2.20)

transformation inverse de Laplace-Carson de €}, et ¢}, en utilisant (2.17), (2.19)
et (2.16). On obtient la composante normale de la déformation sous la forme :

o o, t o, t o s o d
e, = Jo 4 G b % b % <1— —t/fK>+—“ (1— —t/fK) 2.91
EM ngT]‘a 3/1,M7'Jc\l/[ 9]€K ¢ 3,uK c ( )

et la composante transversale :

—VYo o t o t o — s o _
= T oo L O 0 ()% (k) (20)

oll on a poseé :
o Mu. 4 _ Mu o _ Mk a _ Tk (2.23)
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Les 75 ci-dessus désignent respectivement les temps caractéristiques sphérique
(resp. déviatorique) de Maxwell (resp. de Kelvin). Ey; et vy sont respectivement
le module d’Young et le coefficient de Poisson de la partie “Maxwell”. Tls sont
déterminés en fonction de kj; et pps par :

_ : _ 9.24
UM S+ 20 B Ok g (224)

2.4 Forme incrémentale de 1’équation différen-
tielle

Le théoréme de correspondance (voir par exemple [42]) basé sur l’emploi
de (2.14) et la résolution d’un probméme d’élasticité fictif dans 'espace de
Laplace-Carson est trés efficace pour le calcul de structures constituées de
matériaux v.l.n.v.. Cependant, en présence de propagation de fissures, on est
contraint de lui préférer une méthode de résolution directe, de type numérique.
En effet, la propagation peut étre assimilée & un changement de nature, au
cours du temps, des conditions aux limites : sur la surface de fissure créée, tout
se passe comme si on passait d’une condition en déplacement & une condition
de contrainte nulle. La présente section prépare la résolution numérique en
éléments finis de structures soumises a propagation de fissure.

On part de I’équation différentielle (2.7) et on en propose une forme incrémentale.
Pour ce faire, on utilise les approximations suivantes des dérivées par rapport au
temps :

. alt+dt) —alt) . alt+dt)—2a(t) +alt —di)
a ~ o ;4 e (2.25)

ol les grandeurs sont supposées connues jusqu’a instant ¢ et ou dt désigne I'in-

crément de temps. En introduisant (2.25) dans (2.7), celle-ci devient :
1 1 1 2 1
X Y+ —Z — Y+ —7Z —7: —
( +o +dt2) o(t+dt) (dt +dt2) o(t) + e o(t—dt)
(dtc dt?c )'(e(t+dt)—e(t)> —@c ( ()—s(t—dt))
(2.26)

En remplagant les tenseurs X, Y et Z par les expressions données par (2.10) on
obtient, :

1 1 1 2 1
X+ th+ Tl = cd + K %Y—i_ ﬁZ = c3J + 4K ﬁZ = csJ+ K (2.27)
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On pose de méme :

1

1 1
dtC% + —Ck = + K —C = coJ + c10K (2.28)

dt? dt?

ot les coefficients ¢; (i varie de 1 a 10) sont définis dans 'annexe A. A noter qu’ils
dépendent explicitement du pas de temps choisi. Avec ces notations, I’équation
(2.26) se met sous la forme :

o(t+dt)=C:e(t+dt)+ o(t) (2.29)
ot le tenseur de rigidité fictif C est calculé par :

c=25+ 3K (2.30)
C1 Co

et la précontrainte o®(t) est déterminée par :

o(t) = (C—3J+%K) Lo(t) — (i}H@K) Lo(t — dt)

B (Z_?J N %OK) () — et — ) — € : (1) (2.31)

On obtient une relation entre o (t+dt) et e(t+dt) qui est formellement semblable
a une équation d’état élastique linéaire, avec une précontrainte o?(t) qui est
calculée en fonction des valeurs de la contrainte et de la déformation aux instants
t et t — dt précédents.

2.5 Calcul numérique de fluage en éléments finis

Pour une structure de géométrie quelconque, la méthode des éléments finis
constitue une maniére systématique pour résoudre le probléme du fluage. Le
calcul est réalisé pas a pas suivant le temps. A chaque pas de temps, on réalise
formellement un calcul élastique avec précontrainte en se basant sur I’équation
(2.29). La précontrainte étant déterminée en fonction des contraintes et des
déformations aux étapes précédentes par la formule (2.31), 'algorithme en
question est donc de type explicite.

En se donnant les modules élastiques et les propriétés visqueuses du ma-
tériau ainsi qu’un pas de temps dt, on détermine les coefficient ¢; par les
expressions données dans 'annexe A. Le tenseur de rigidité est ensuite déter-
miné par (2.30).
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La réponse instantanée a linstant ¢; = 0 est élastique, seule la partie
élastique de I’élément de type Maxwell contribuant a la rigidité du matériau. La
loi de comportement s’écrit alors :

g, = (Ci\d L€ (232)

oll o1 et €1 sont respectivement la contrainte et la déformation a ¢;. Ces deux
champs initiaux sont facilement déterminés par un calcul élastique. On forme
tout d’abord la matrice de rigidité K; de la structure a cet instant en fonction
du maillage et de la rigidité C§,. Le vecteur des forces f | est calculé en fonction
des charges a t;. Le vecteur des déplacements nodaux est calculé par :

u =K' f, (2.33)

La déformation €; est déduite en fonction de u, par 'opérateur différentiel
usuel. La contrainte o est calculée en fonction de g; par la loi de comportement
donnée par (2.32).

Pour calculer les grandeurs €5 et o9 a to = dt, on établit 'équation diffé-
rentielle approchée de la loi de comportement & court terme. On décompose €,
en deux parties élastique et visqueuse : €y = €%, + €};. A linstant t = 0T, on
observe que €5, =S5, : 0 et €y, =S}, : o, de sorte que €y, =S5, : 0+ S}, : 0.
Pour la partie de Kelvin, on reprend I'équation (2.5) ot ex =0 a ¢ =0". Il en
résulte que o = CY.€x ou bien éx = SY% : . Ainsi, la vitesse de déformation
totale qui est la somme de €,; et €x prend la forme :

e=Sy:0+ (S}, +S%) o (2.34)

En appliquant les approches (2.25), on obtient une relation linéaire entre &, et

g9 !
1 1
a(&'g-&'l):ES?Mi(0'2—0'1)4*(81]}\/[%»8%) 09 (235)
ou bien
9 = (Cbis P €9 + O'é)is (236)
avec
CYis = (S, 4 diSy, + diSy) ™! (2.37)

et la précontrainte o7, est déterminée en fonction de o et &;

b, =C" (S5 a1 —e1) (2.38)
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L’équation (2.36) permet de déterminer e, et oy par des calculs élastiques.

Les grandeurs €;, o; a linstant ¢; = (i — 1)dt (i > 2) sont calculées en
résolvant pas a pas en éléments finis I’équation (2.29) jusqu’a l'instant souhaité.

Etudions a présent le probléme du fluage d’un cylindre sous compression
uniaxiale. Le probléme étant symétrique par rapport a l'axe n de 1’échantillon,
on réalise un calcul en éléments finis dans le mode axis-symétrique, sur la
moitié supérieure du cylindre. Le maillage et les conditions aux limites sont
présentés par la figure 2.3. La figure 2.4 présente la confrontation des résultats

oon@n

<
-
—
-
—
-
—
-
—
-
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h/2
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A AL 4 A

R

B S EEEE—

F1G. 2.3 — Maillage et des conditions aux limites en mode axis-symétrique du
probléme de compression d'un cylindre

analytiques et numériques pour des caractéristiques viscoélastiques du matériau
données dans le tableau 2.1, qu’on peut obtenir par callage a partir de résultats
expérimentaux. On peut observer que, plus le pas de temps est petit, plus les
résulats numériques se rapprochent des résultats analytiques.

2.6 Comportement macroscopique d’une sphére

creuse

On applique maintenant les études précédente pour étudier le fluage d’une
sphére creuse sous 'application d’une traction sphérique. Ce probléme simple
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20
60
55 18 T
/é\ 50 16 /‘;':’
Zasl 4 : 3 S0l .
= i ___analytique =14 ‘it __analytique
- 6 S x4 e 6
R - -dt; = 10°(s) G| A7 - -dt; = 10°%(s)
- 35! 47 '—'dtg == dtl 2 I.// '—'dtQ == dtl 2
%0 dtgzdtl/QO 10 -.'// dtg :dtl/QO
25 8
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t (s) t (s)

F1Gg. 2.4 — Validation du calcul numérique de fluage, pour différents pas de
temps de calcul, avec les résultats analytiques (o, = 1 MPa) : les caractéris-
tiques viscoélastiques du matériaux sont donnés par le tableau 2.1 (73, /dt; ~ 30,
7 [dty ~ 29, 75 /dt; ~ 1,3, 7& /dt; ~ 0,9)

nous permettra d’introduire une méthode numérique pour construire la loi de
comportement effectif d’'un milieu hétérogéne.

La géométrie de la structure en étude est présentée par la figure 2.5 a
gauche. Grace a la symétrie du probléme, le calcul numérique est réalisé sur la
moitié supérieure de la sphére sous mode axis symétrique (le calcul est réalisé
dans Castem !, e, est axe de la symétrie). La sphére est donc représentée par
une section plane qui passe par son axe (voir 2.5 & droite). Le bord ¢ est fixé
en déplacement vertical u, et le bord /5 est fixé en déplacement horizontal wu,.
La traction X est imposée sur le bord /5. Le bord ¢, est libre. Le maillage de
la section est présenté par la figure 2.5. La méthode des éléments finis nous
permet de déterminer le vecteur des déplacements nodaux U, le champ des
déformations € et le champ des contraintes o. En se basant sur ces résultats on

1Version d’éducation 2009

Parties | k (GPa) | u (GPa) | n° (GPa.s) | n? (GPa.s)

Maxwell | 24,42 13,27 22 x 108 | 7,75 x 10®

Kelvin 39,27 14,07 | 15,2 x 107 | 2,54 x 107

TAB. 2.1 — Données viscoélastiques du matériau du cylindre
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Fic. 2.5 — Géométrie et maillage de la sphere creuse

peut déterminer les valeurs macroscopiques de déformation et de contrainte du

déformation macroscopique par :

probléme en prenant la moyenne sur la sphére (qu’on note par ) du champ
équivalent. Par exemple pour ce cas de contrainte imposé, on détermine la

E = eP + (1 — ¢)e°

(2.39)

ol p est le facteur volumique de la phase poreuse. €’ et £° sont respectivement
les moyennes du champ des déformations dans ’espace poreuse et dans la phase
solide. Pour la phase solide, £° est déterminée par :

L1
g

tr(e)
= dQ
Q8] Jos 3

(2.40)
Pour la phase poreuse, on ne peut pas utiliser cette formule parce que le champ
de déformation n’y est pas déterminé. Pour surmonter ce difficulté, on impose

une pression unité fictive dans le pore, ce qui donne un vecteur des forces nodales

P. La variation de volume du pore peut étre déterminée en déterminant le travail
de ce chargement fictif. La déformation moyenne du pore est donnée par :

L, _PU

- 3|r|

(2.41)
En introduisant (2.40) et (2.40) dans (2.39) on obtient la déformation effective

de la sphére. Notons qu’on peut déterminer £ d’une autre facon plus simple en

prenant le nouveau rayon de la sphére, mais la méthode présentée ci-dessus est
importante par qu’elle va servir des études ultérieures.

21
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De méme facon, pour le cas ou la déformation macroscopique est impo-
sée, X est déterminée en prenant la moyenne du champ des contrainte de 2.
Puisque la contrainte dans la phase poreuse est nulle, alors X est calculée par :

1 tr(o)
Q] Jo: 3

5 s (2.42)

Pour le cas élastique, le module de compression volumique instantané effectif est

ensuite déterminé par :
)
k(e) = —
?)=3g

On rappelle que pour ce probléme simple, le module k peut étre déterminé par la

(2.43)

formule (4.6). Le schéma 2.6 donne une bonne validation des résultats numériques
par le résultat analytique.

25
20} —eq. (4.6)
* Numeérique
15¢
k

10t

5 L

0 L L L

0 0.2 0.4 0.6

¥
F1G. 2.6 — Module de compression volumique effectif de la sphére creuse en
fonction du facteur volumique de la pore

Pour le cas ou la phase solide est en matériau v.l.n.v. étudié dans le chapitre 2.
On peut déterminer analytiquement la déformation différé macroscopique de la
sphére en se basant sur le principe de correspondance. Dans 'espace de Laplace-
Carson la loi de comportement effectif s’écrit :

>* = C*(p) : E* (2.44)

ou X =3%,1, E* = E*1 et C*(p) = 3k*(¢)J +2u* (p)K avec k*(p) est obtenu en
remplagant respectivement k° et p° dans la formule (4.6) par k* et p* qui sont
définis par (2.16) :
3k* + 4p*
K(¢) = (1 L )

—-—p— 2.45
S03<pk* + 4p* ( )
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Alors I’équation (2.43) devient :

R— 20
3k*(¢)

La déformation de fluage E est obtenu par la transformation inverse de Laplace-

*

(2.46)

Carson de E*. On compare ce résultat avec le résultat obtenu par le calcul nu-
mérique. Le schéma 2.7 montre une bonne exactitude de la méthode numérique
dans le calcul du comportement différé effectif de la sphére étudiée.

-5

x 10
4
3
E ? —_eq. (2.46)
- -Numérique
1
O L
0 2 4 6 8 10
6
t(S) x 10

Fi1G. 2.7 — Fluage de la sphére sous traction ¥ = 1 MPa pour un facteur volu-
mique ¢ = 0,125

2.7 Conclusions

Dans ce chapitre, on a tout d’abord modélis¢ le comportement v.l.n.v. du
béton par le modéle de Burger. La loi de comportement correspondante s’écrit
sous la forme d’une équation différentielle d’ordre 2. La transformation de
Laplace-Carson permet de transposer cette équation sous une forme linéaire
entre contraintes et déformations, en introduisant un tenseur de rigidité appa-
rent C*. Ce dernier est déterminé en fonction des modules viscoélastiques du
matériau. On identifie par ce procédé les valeurs apparentes du coefficient de
Poisson v*, du module d’Young E*, du module de compression volumique £* et
du module de cisaillement p*. Une application directe de ces études est le calcul
analytique du fluage d’une éprouvette cylindrique soumise & une compression
uniaxiale de type échelon. Les variations des déformations longitudinale et
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transversale dans le cylindre au cours du temps sont déterminées trés simple-
ment (voir (2.21) et (2.22)). Elles font apparaitre quatre temps caractéristiques
du matériau (2 pour la partie Maxwell et 2 pour la partie Kelvin-Voigt, I'une
lite & la partie sphérique et l'autre a la partie déviatorique). Les caracté-
ristiques du modeéle de Burger (isotrope), au nombre de huit, peuvent étre
identifiées par calage a partir des résultats expérimentaux de tels essais de fluage.

En vue des calculs numériques (tout particuliérement dans les situations
de propagation de fissure), on a approché la loi de comportement exacte du
matériau étudié par une formulation incrémentale. On a réalisé des calculs pas
a pas en éléments finis en se basant sur cette équation. On a obtenu une trés
bonne validation entre I'approche numérique et le calcul analytique lorsque
le pas de temps est suffisamment petit par rapport au temps caractéristiques
du matériau. La validation est ainsi réalisée pour un probléme biphasique par
I’exemple d’une sphére creuse en traction istrope.
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Dans le cas d’un milieu visco-élastique fragile, I’existence d’une dissipation vis-
queuse affecte la propagation des fissures. Ce chapitre revient tout d’abord sur
la théorie thermodynamique de Griffith étendue a un milieu visco-élastique. Un
critére de propagation est dérivé sous la forme d’un seuil sur la force motrice du
phénoméne. Les implémentations analytiques et numériques sont présentées. La
force motrice de la propagation et I’évolution de la longueur de la fissure sont
jugées treés sensibles a la vitesse de chargement.
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3.1 Introduction

La notion du taux de restitution d’énergie a été initialement introduite dans
la théorie de la propagation des fissures de Griffith [23]. Cette théorie est
généralement mise en oeuvre pour les matériaux élastiques fragiles. Dans ce
cadre, il est bien connu que la J-intégrale de Rice [39] peut étre utilisée pour des
calculs numériques du taux de restitution d’énergie. L’intérét de la J-intégrale se
trouve classiquement dans le fait qu’elle est indépendante de la ligne sur laquelle
on fait le calcul de l'intégrale. Cette importante propriété n’est utilisable que
dans le cadre de I'hypothése d’'un comportement élastique.

Dans le cas de fissures se propageant dans des milieux viscoélastiques, la
dissipation n’est pas seulement liée & la création de la longueur de la fissure
(resp. de surface), mais comprend également une contribution visqueuse. Dans
ce contexte, le J-intégrale dans sa forme standard ne peut plus étre utilisé pour
la dérivation de la force motrice de la propagation des fissures. Plusieurs auteurs
ont proposé diverses extensions de ’approche de Rice afin de tenir compte de la
contribution de déformations visqueuses ([44], [45], [18]). Certaines implémenta-
tions basées sur la méthode des éléments finis ont également été présentées [33].
Les conséquences du fluage ont également été étudiées a une échelle plus locale,
dans le voisinage de la pointe de la fissure. En particulier, I’approche de fissure
cohésive [1] qui est initialement introduite pour les matériaux élastiques fragiles
a été étendue afin d’incorporer la dissipation visqueuse [51].

Dans ce contexte, la présente étude se concentre sur le cas de charge-
ments mécaniques classiques de la rupture, par exemple une poutre entaillée en
flexion trois points, afin d’étudier les spécificités de la réponse visco-élastique
par rapport a celle élastique. Un modéle isotrope de Burger est adopté. Dans
cette perspective, le rapport entre le temps caractéristique du chargement
et du matériau constitutif de la structure est attendu comme un paramétre
capital. Dans le régime du court terme, I’écart par rapport au comporte-
ment ¢élastique devrait étre négligeable. En revanche, dans le régime du long
terme, une partie importante de 1’énergie mécanique fournie au matériau est

dissipée ce qui diminue la quantité d’énergie disponible pour propager les fissures.

Le chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, on présente quelques
notions classiques de la mécanique de la rupture fragile. [’analyse thermody-
namique de la propagation en présence de dissipation visqueuse est ensuite
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détaillée. La force motrice de la propagation des fissures est identifiée dans une
forme qui permet, dans la troisiéme partie, sa détermination numérique au sein
de "approche progressive. Un critére de propagation de fissures écrit également
sur cette quantité est proposé, qui tient compte des effets visqueux. Enfin,
une analyse avec des notions de vitesse critique de chargement et de longueur
asymptotique de la fissure est proposée. En fait, on va montrer ’existence d’un
seuil de controle de la vitesse de charge : Au-dela de ce seuil, le systéme évolue
vers un régime asymptotique, notamment vers une valeur limite de la longueur
de la fissure. Ceci constitue une trés forte différence qualitative avec la réponse
élastique fragile.

Les analyses énergétiques sont réalisées sur des poutres viscoélastiques
unidimensionelles (homogéne ou hétérogéne), pour lesquelles les solutions
analytiques sont dérivées. Le role de la vitesse de chargement et la nature de la
charge sont discutés. Cela sert de guide dans I'analyse numérique de la réponse
du probléme bidimensionel d’une poutre en flexion 3-points.

3.2 Meécanique de la rupture fragile

Durant le 20° siécle, une série de catastrophes, causées par une rupture brutale,
s’est passée. La figure (FIG 3.1a) présente un de ces problémes. La mécanique de
la rupture a pour I'objectif d’étudier la condition de propagation et la propagation
des fissures dans des structures pour prévoir la rupture éventuelle de celles-ci. Des

F1G. 3.1 - (a) Rupture du barrage Malpasset en 1959 ; (b) Trois modes de rupture
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études concernant la singularité du champ des contraintes en pointe de fissure, en
se basant sur des fonctions harmoniques ([30], [10], [47]) ont donné la notion des
facteurs d’intensité des contraintes K, K;; et K correspondant & trois modes
de rupture (F1G 3.1b). Pour le cas de déformations planes, le champ singulier

des contraintes en pointe de la fissure s’écrit en fonction de ces facteurs comme

suite :
Ky 0 30 Kir ( 0 39)
Opp = 9cos— — cos— | + 9sin— + 3stn—
4/ 21 ( 2 ) 4/ 2mr 2 2
Ogg = L (30089 + 0083—9) K ( — 3sm9 — 352n3—0)
o 4/ 27y 2 4/ 27y 2 2
K; 0 30 K ( 0 39)
o = sin— + sin— cos— + 3cos— 3.1
orf N ( ) 127 2 (3.1)

ou r et 0 sont les cordonnées polaires (F1G 3.2a). Pour le cas d’une fissure unique
dans un milieu élastique homogéne isotrope soumise a une traction (mode I) ou
un cisaillement (mode II) (F1G 3.2b), les facteurs d’intensité de contrainte sont
simplement calculés par : K; = ov/ma, K;; = 7+/7a ol a est la demi-longueur de
la fissure, o et 7 sont les contraintes de traction et de cisaillement & I'infini. En

r .
, M
S
2a
TT

(a) (b) ’

F1G. 3.2 — (a) Champ des contraintes en pointe de fissure est singulier ; (b) Fissure

unique dans un milieu infini soumise & un chargement mode I et mode II

1920, Griffith a donné un point de vue énergétique pour traiter des problémes
de rupture [23]. Il a défini une valeur G, appelé tauz de restitution d’énergie,
qui est la restitution de I’énergie lorsqu’une unité de longueur de la fissure est
crééel. Elle est égale & I'opposée de la dérivée de 'énergie potentielle totale P
par rapport a la longueur ¢ de la fissure : G = —dP/d/.

En 1958, Irwin a donné une relation entre G et les facteurs d’intensité

le cas d’une fissure rectiligne
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1— 1?2

des contraintes : G = (K7 + Kj;) pour le cas de déformations planes;

1
G=— (KI2 + K?I) pour le cas de contraintes planes; ou E et v sont respective-
mentl?e module d’Young et le coefficient de Poisson.

En 1968, Rice a contribué a cette étude en donnant une intégrale de contour
[39] :

G = / (wm - O'ijumnj)ds (32)
r

[ est le contour autour de la pointe de la fissure (FI1G. 3.2a); w est 1’énergie

¢lastique et n; est la composante j du vecteur normale au I'.

Dans les années 70, avec le développement des méthodes aux éléments fi-
nis, il apparait des méthodes telles que la méthode Gy, la méthode M, [9], qui
se basent sur l'intégrale de Rice et qui permettent le calcul numérique de G.
Parallélement a ces méthodes, il existe aussi la méthode COD ? ou bien la
méthode de fissuration fictive [46].

La condition de propagation de la fissure est vérifiee en comparant G
avec la valeur critique G., qui est une constante caractéristique du maté-
riau 3, qui est déterminée par des essais destructifs [46]. La fissure commence
a propager lorsque G atteint G. et pendant la propagation G reste égal a G, [19].

La stabilité de la propagation est conditionnée par le signe de la dérivée
de G par rapport a la longueur de la fissure : la propagation est stable si le signe
est négatif, au contraire la propagation est instable.

3.3 Analyse énergétique de la propagation de fis-

sure

L’étude de propagation de fissure dans un milieu élastique fragile est largement
présentée dans littérature (voir par exemple [8], [50]). Dans cette section, une
analyse thermodynamique de la restitution d’énergie est discutée pour le cas vis-
coélastique. La présence de ’énergie résiduelle et sa contribution a la dissipation
sont ensuite illustrées par des études énergétiques des poutres 1D en flexion.

2Crack Opening Displacement
3Pour un matériau parfaitement fragile, le taux de restitution d’énergie critique est constant
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3.3.1 Analyse thermodynamique de la restitution d’éner-
gie

On considére maintenant un domaine (¢) dans lequel une fissure plane de lon-

gueur ¢ est en train de se propager (voir la figure 3.3). Dans cette section, les

F1aG. 3.3 — Structure viscoélastique fissurée soumise a un chargement cinématique

grandeurs telles que 1’énergie élastique, la dissipation, la raideur apparente de
la structure et la force mobilisée renvoient a I’épaisseur unité dans la direction
normale au plan du domaine considéré. Pour simplifier I’exposé, on suppose que
le chargement est défini par I’évolution d’un paramétre cinématique noté for-
mellement £(t). Soit Q la variable représentant 'effort extérieur dual de £€. La
puissance mécanique fournie a la structure s’écrit donc Q - €. Dans le cas élas-
tique linéaire (voir par exemple [30]), I’énergie élastique de la structure est une
fonction du paramétre de chargement £(t) et de la longueur £(t) de la fissure :
W = We(&, ). On montre que le taux de dissipation s’écrit :
owe

D=— o w(ﬁ,é)é (3.3)

Le taux de restitution de 1’énergie —0W*°/0¢ apparait ainsi comme la force mo-
trice de la propagation, de sorte que le critére de propagation porte de facon
naturelle sur cette quantité. We(E, ) est une fonction quadratique de &, elle
s’écrit :

We(E, 0) = %C(é)é‘? (3.4)
qui introduit la raideur globale C'(¢) du systéme €2(¢). Par conséquent, la force
motrice de la propagation de fissure est :

Q? (3.5)

1,
F=—3C08 =~
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Dans le cas viscoélastique, I’énergie élastique stockée dans le systéme est obtenue
par une intégrale de la densité volumique qui tient compte de la contribution de
la partie de “Maxwell” et de celle de “Kelvin” :

1 1
W = (—56 Gy e+ ek 1 C eUK) av (3.6)
o) \2 2

Ou €° est la déformation élastique et €} est la déformation visqueuse correspon-
dante a la partie de “Kelvin”.

Pour aller plus loin, il est utile d’analyser une formulation alternative de
'équation d’état (2.7), qui s’écrit :

oc=Cf:e+o” avec o =-Cf,:¢€" (3.7)

Si le champ actuel des déformations visqueuses {€}(¢) (&« = M ou K) est consi-
déré comme donné, la déformation totale apparaissant dans I’équation (3.7) est la
solution d’'un probléme élastique linéaire avec un champ de précontrainte égal a
o”. Le champ des déformations totales €(¢) a I'instant ¢ dépend donc linéairement
de £(t) et de {2 }(¢) ainsi que de la géométrie du systéme qui est caractérisée par
((t). Par conséquent, I'énergie élastique stockée dans le systéme viscoélastique
peut étre considérée comme fonction des valeurs actuelles £(¢) et £(t) du para-
métre de chargement et de la longueur de la fissure, ainsi que du champ actuel
des déformations visqueuses {e2}(t) : W(t) = W(E(t),L(t),{e2}(t)). Dans ces
conditions, la dissipation prend la forme :

) . OW . OW . ow
D=Q. E—— E—— {ev}— -
Q teal Ol |e gen)

3.8
O€ leqeny  O{eltiey .

En analysant d’abord une évolution non dissipative, c’est a dire {€2}(t) = 0 et

¢ =0, on montre que :

ow ; .
Q= DE eten) =C(0)(E—¢&(0,{es})) (3.9)

C'(?) représente la raideur d’élasticité instantanée de la structure. Il est identique
a la raideur apparue dans (3.4), pour une structure élastique dans laquelle le
tenseur de rigidité local est C5,. £ s’interpréte comme la valeur du chargement
cinématique £ a lissue d’'une décharge totale instantanée Q = 0. Le terme en
{ev} dans (3.8) représente la dissipation visqueuse DV . La dérivée étant effectuée

par rapport & un champ, elle revét bien évidemment un sens formel :

ow
o{ey} €0

DY = {ev} (3.10)
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La puissance dissipée dans la propagation est donc le complémentaire de D dans
la dissipation totale :

. oW .
D—-—D"'=—- l 3.11
Ol (g {es} (311
La quantité
ow
F=——F" gl {el 3.12
3 ey (D) (312

apparait a nouveau comme la force motrice de la propagation. La nouveauté
réside dans le fait que sa valeur est affectée par le champ de déformations
visqueuses, lui-méme tributaire de 'histoire du chargement £(0 — t) et de celle
de la longueur de fissure ¢(0 — ¢) sur I'intervalle d’étude [0, ¢] considéré.

Pour un raisonnement similaire & D’analyse énergétique développée en mi-
croélastoplasticité (voir par exemple [16]), on montre que I’énergie élastique se

met sous la forme :
1
W= SC(0)(E - EY)? 4+ Wies (0, {€4}) (3.13)

Le premier terme représente I’énergie récupérable par une décharge instantanée
(Q = 0). Le second terme s’interpréte comme I’énergie élastique qui subsiste
dans la structure immédiatement aprés cette décharge. Du fait que &Y et W,
dépendent tous deux de ¢, le calcul de F ne se réduit pas & celui de C'(¢), a la
différence de ce qui prévaut en élasticité linéaire :

0EY  OW,es(l, {eb})
Ol |{ez} ot {e3}

1,
F=—35C )€~ N+ C)(€ - &Y) (3.14)
Le critére de propagation repose sur I’hypothése adoptée dans cette thése que
la partie de la dissipation liée & la propagation est proportionnelle au
taux de longueur de fissure / :

D — D =G (3.15)

qui fait intervenir I’énergie critique G.. En comparant avec (3.11), on est amené
a formuler un critére de propagation sur F :

F<G,=(=0 ; F=G.,=(>0 (3.16)

L’égalité F(€,0,{e’}) = G. permet de prévoir la propagation en fonction des
évolutions du paramétre de chargement. Il est important de voir qu’elle fait
intervenir explicitement le champ de déformations visqueuses, et donc la vitesse

de sollicitation.
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3.3.2 Délaminage d’une poutre viscoélastique homogéne

A titre d’illustration, on s’intéresse au probléme de délaminage qui est réalisé
progressivement sur une poutre viscoélastique et qui divise la poutre en deux
moitiés symétriques. Chaque moitié est modélisée comme une structure unidi-
mensionnelle en flexion. Un déplacement vertical est imposé de fagon symétrique
aux extrémités d’abcisse x = 0 des deux parties de la poutre : £(0,t) = +U(t)
(F1G 3.4). Deux forces opposées +F(t) sont appliquées sur ces extrémités afin

El i
Ao +U(1) (F(t)

_£1<t) 0.

F1G. 3.4 — Délaminage d’une poutre viscoélastique

d’obtenir les déplacements +U(¢) en question. Notons que F'(t) est une incon-
nue du probléme. Les deux demi-poutres sont encore collées a partir du point
d’abcisse © = —{(t) dans le domaine z < —/(t) . Pour chaque demi-poutre,
I'abscisse & = —/(t) est considérée comme un encastrement ((—/¢(t),t) = 0,
0&J0x(—L(t),t) = 0). £(t) représente également la longueur de la fissure réalisée
a l'instant ¢. En raison de la symétrie de la structure, on ne considére dans la

suite que la demi-poutre supérieure, avec les conditions aux limites suivantes :

i3

€00 =0 5 5

(—(, ) =0 : €0,0)=U)  (317)

Pour souci de simplicité, le comportement viscoélastique considéré dans cette
section est réduit a la partie de “Maxwell”. Dans ces conditions, la courbure
élastique x¢ et le taux de la courbure visqueuse x" sont proportionnels au moment

fléchissant M :
M M

C=— ; x'=— 3.18

Le temps caractéristique du comportement étudié est représenté par 7 =n/E1.

D’autre part, la courbure totale y est égale la dérivée seconde du dépla-
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cement vertical par rapport a x :
0*¢
oz

On peut remarquer que la demi-poutre considérée est une structure isostatique

X=x"+x"= (3.19)

dont le moment fléchissant est déterminé par M(z) = —Fxz *. En combinant
(3.18) avec (3.19), on obtient :

0% Fz

— =——+ 3.20
En intégrant deux fois I’équation (3.20) par rapport a x et en utilisant des condi-
tions aux limites données par (3.17), on obtient une expression de la force de

délaminage F' en fonction de la grandeur duale U :

F=CW)U-UY) (3.21)

/ da / (2, 1)d (3.22)

(3.21) constitue l'illustration de (3.9) dans la situation présente. C'(¢) représente

avec

la raideur instantanée de la poutre :

tandis que U peut étre interpreté comme le déplacement résiduel aprés un

(3.23)

déchargement instantané F' = 0.

L’énergie élastique totale est déterminée par la forme unidimensionelle de
(3.6) sans la contribution de la partie de “Kelvin”.

0 EI M2 F2 3
W :/ 7X62d:c = dx ¢ (3.24)
—0

2E1"  6EI

En introduisant (3.21) et (3.23) dans (3.24) on obtient :
1
W = 5O(f)(U —UY)? (3.25)

La comparaison avec (3.13) montre que, pour ce probléme, il n’y a pas d’énergie
résiduelle, c’est a dire que I'énergie élastique globale stokée dans la structure est
recouvrable par une décharge totale F' = 0. C’est clairement di au fait que la

4011 I'on omet provisoirement la variable ¢ pour alléger ’écriture
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structure est isostatique®.
Bien que U déterminé par (3.22) soit une fonction de ¢, sa dérivée par rapport

a ¢ dans un incrément d’évolution a déformation visqueuse constante est nulle :

ou?
=0 3.26
a€ [x? ( )
Ainsi, la force motrice de la propagation donnée par (3.14) est réduite au terme
de dérivée de la raideur :

ow 1 2
_ _ v 7w 9
F ¥ . 2C () (U U ) (3.27)

Finalement, en introduisant (3.21) et (3.23) dans (3.27), on obtient :

F2€2
T 9FI

F (3.28)

On note £, la longueur initiale de la fissure. Dans le cadre du critére de propa-
gation (3.16), la force F,, qui correspond au moment ou la fissure commence a
propager, s’écrit de facon indépendante de la déformation visqueuse et coincide
avec celle d'un probléme élastique :
V2G . ET
F,=——— (3.29)
to

Plus généralement, durant la propagation (¢ > 0), la force F(t) diminue en
fonction de la longueur £(t) : elle est donnée par ’expression suivante :

V2GET 4,
o

F(t) = (3.30)

3.3.2.1 Délaminage a vitesse de propagation de la fissure constante

Afin d’obtenir la réponse globale de la structure, une hypothése sur I’histoire
du chargement est nécessaire. A titre d’exemple, on suppose maintenant que
la vitesse de propagation de la fissure ¢ est maintenue constante. Le rapport
T = ﬁo/é représente le temps caractéristique de la propagation, qui constitue
ici une donnée du probléme. Par convention, a l'instant ¢ = 0 la condition de
propagation est réalisée. Pour ¢ > 0, la longueur de la fissure est déterminée par :

08 =0+ 0t = 0,1+ 1) (3.31)

Ty

50n rappelle que le modeéle rhéologique est réduit & un “Maxwell”.
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A Tinstant ¢t = 0, le déplacement de I’extrémité de la poutre est noté U,, et la
moitié de la poutre avec la géométrie initiale [—/,, 0] est soumise & un certain
champ de courbure visqueuse initiale x?(z). La composante visqueuse correspon-
dante UY de U, s’écrit (voir (3.22)) :

0 T
Uy = / dx/ Xo(z)dz (3.32)
—l, —t,
tandis que sa composante élastique est donnée par (3.21) :

e v FOEi
Us=U,-U, = Yol

(3.33)

De méme, pour t > 0, la courbure visqueuse est nécessaire pour la détermination

de U". Grace a (3.18), on peut déterminer le taux de la courbure visqueuse x”

par :

—F(t)x
n

X" (z,t) est ensuite obtenue par une intégration par rapport au temps. Pour

x > —/,, en utilisant (3.31) et (3.30), on obtient :

(2, t) = (3.34)

v v z [* v Fyx t
x>~y X'z, t) =xo(x)—= | F(r)dr = xo(zr) — —7 log(1+—) (3.35)
mJo n T
Considérons maintenant une section située a r < —/,. Cette section est atteinte
par la fissure & t,(z) = —(z + £,)/{, quand £(t) = —z. La courbure visqueuse
de cette section reste égale a 0 tant que ¢ < t,(z). Ainsi, I'intégration de (3.34)
donne :
T < —lo — ! F 0t
Xz, t) = — / Frdr = — 2% 10a(= 4Dy (3.36)
t > t0<£L’) n to(x) n T

En combinant (3.21), (3.32), (3.35) et (3.36), on obtient la composante visqueuse
U"(t) du déplacement U(t) de 'extrémité de la poutre sous la forme :

- FOTg (Es(t) - Eg)
= o

U + U, (3.37)

En outre, 'introduction de (3.37) dans (3.21) donne :

Foro (63— 63) N (3F — 3F,

U="0U,
* 9 3E1

(3.38)
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ou (3.33) a été utilisée. Enfin, en introduisant le déplacement normalisé u =
(U —U,)/U¢ et la force normalisée f = F'/F, et en se souvenant de (3.30), (3.38)
se réduit a : ) . .

e
I 1)+ <F —1) (3.39)

ou 7y = n/EI est le temps caractéristique du matériau.

- — élastique
09tV . - 'TZ/TM:O71-
-\ =Ty /T —

. ....Tg/TM:].O
0.8F \\ 1
f \
07t \ %
v N
RS
0.6} \ N
N\ N
N\ ~N
0.5 S N
0 2 4 6 8 10

Fi1G. 3.5 — Délaminage d’une poutre isostatique v.l.n.v., a vitesse constante de
propagation de la fissure

Le premier terme dans I’expression de u correspond au cas élastique-fragile idéal.
Le deuxiéme terme apparait donc comme une correction tenant compte des effets
visqueux. Comme prévu, son ordre de grandeur est controlé par le rapport 7,/ :
plus la propagation de la fissure est rapide, plus I’écart par rapport & la réponse
élastique fragile est faible. La force normalisée f est tracée en fonction de u pour
3 valeurs différentes du rapport 7,/7ys sur la figure 3.5.

3.3.2.2 Délaminage a vitesse de déplacement de D’extrémité de la
poutre constante

A nouveau, a l'instant ¢ = 0 la condition de propagation est supposée étre réa-
lisée, avec a cet instant ¢ = ¢,, U = U,, F' = F, (voir (3.29)). Nous étudions
maintenant la condition de propagation a vitesse de déplacement imposée U
constante. Pour commencer, on suppose que la vitesse U est suffisamment élevée
pour que la fissure puisse effectivement se propager (6 > (). La composante vis-
queuse U’ du déplacement de 'extrémité de la poutre est toujours donnée par
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(3.22). Sa dérivée par rapport au temps donne :
0 T
o= [ ([ %) aonc-a.o o)
—£(t) —£(t)

Le fait que x” < oo (voir (3.18)) implique la continuité de la fonction 7 —
X'(=£(t),7) a1 =t. Observant que x"(—£(t),7) = 0 pour 7 < t, nous concluons
donc que x¥(—£(t),t) = 0. Ainsi, ’équation (3.41) réduit a :

U°(t) = /_Z(t) (/_:(t) X”(y,t)dy)d:c (3.41)

En utilisant (3.34) dans (3.41), on obtient finalement :

: Fe3
U= — 3.42
- (3.42)
Considérons maintenant la dérivée temporelle de (3.21) :
S , o C S
FzC(U—U)—l—C(U—U):5F+C(U—U) (3.43)

La propagation de la fissure implique que F et ¢ sont liés par (3.30). Cela permet
de transformer (3.43) en une équation différentielle ordinaire du premier degré :

SEIU s Bl 0 (3.44)

2F
"R "

avec la condition initiale F(t = 0) = F,. Comme dans (3.39), il est pratique
d’utiliser la valeur normalisée f = F/F,. Le temps caractéristique de la charge
étant défini par 7y = US/U, (3.44) se réduit a :

fo1 ., 1
f TU f TM ( )
dont la solution s’écrit :

;o 1

VE—ew (- 5@ )

L’hypothése de la propagation de la fissure implique que (> 0, qui implique

(3.46)

ensuite que F < 0 (voir (3.30)). En conséquence, la solution ci-dessus prouve
que la propagation de la fissure a vitesse de l'extrémité U constante exige que
Tvm > Ty. Elle conduit & introduire la vitesse critique Ucr :

R0 v Us

U, = ; - 3.47
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Si la condition de propagation est atteinte & ¢ = 0, la fissure ne continue
de se propager que si U > U,,. La force normalisée f est tracée en fonction
de u pour 3 valeurs différentes du rapport 77 /7y < 1 sur la figure 3.6 (a gauche).

La force normalisée f tend vers une valeur asymptotique foo = /Tv/Tm

qui est proportionnelle a 1/ \/E . Par (3.30), on peut conclure également que la
longueur de la fissure tend vers une valeur asymptotique £, :

-
oo =l |2 (3.48)
U
Cette conclusion constitue une différence qualitative radicale avec le
cas élastique. Au contraire, si 7 > 75, ou bien U < U,,, la fissure ne se propage
pas ({ =0 et donc C' = 0 dans (3.43)), de sorte que (3.45) est remplacée par :

f+ J_1 (3.49)

T™ TU
avec la condition initiale f(0) = 1. La solution de cette équation s’écrit :
T, T, t
f= (—M + (1 - —M) exp(——)) (3.50)
TU TU ™

La force normalisée tend maintenant vers la limite f., = 7p//7y qui est propor-
tionnelle a U. f est tracée comme une fonction de u sur la figure 3.6 (a droite).
La condition de propagation est supposée étre respectée au point initial (f = 1).

propagation de fissure pas de propagation de fissure
1 __élastique 1 ' ' '
", N\ —
_'TU/TMIO,Ol AN _'TU/TM:2
_TU/TM:O71 0.8 \\\ _TU/TM:E}L
v/ = 0,5 AN /T =
06f '\ T~
f f ~\~ Tt - - __
L
04 S PP
Ll
0 0
0 10 20 30 40 50 0 05 1 15 2
u u

F1G. 3.6 — Délaminage d’une poutre isostatique v.l.m.v., & une vitesse constante
de 'extrémité de la poutre
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3.3.2.3 Vitesse de déplacement de ’extrémité de la poutre constante
en ’absence de propagation

Pour finir, on considére une condition de vitesse de déplacement imposée U et
une loi linéaire en temps de la forme U(t) = Ut, en l'absence de propagation.
Cela revient a se donner une valeur suffisamment élevée de G.. En dérivant (3.21)
par rapport au temps et en utilisant (3.42), on obtient une équation différentielle

en temps sur F'(t) :

. 3 .
F+ CEOF = COU (3.51)
3n

avec la condition initiale F'(0) = 0. Ceci indique que F'(t) tend vers une valeur

asymptotique F., proportionnelle a U :

. 3n -
I = tIH?OF = EU (3.52)
Il est facile de voir que cette valeur asymptotique est égale a celle obtenue a
la section 3.3.2.2 en l'absence de propagation dans le cas U < U,,. Elle est
proportionnelle a U. Notons par ailleurs, compte tenu de (3.28), qu’il existe
également une valeur asymptotique F,, pour le taux de restitution de ’énergie.

3.3.3 Impact de I’hétérogénéité sur I’énergie résiduelle

Pour une poutre homogéne isostatique, on a montré dans la section 3.3.2 que
I’énergie résiduelle aprés une décharge totale est nulle (voir ’équation (3.25)).
Dans la présente section, on introduit un exemple ot I’énergie résiduelle n’est pas
nulle. Cette analyse est réalisée encore une fois sur un probléme de délaminage
de poutre. Mais cette fois, on utilise une poutre rendue hyperstatique par le fait
que les deux moitiés de la poutre sont articulées a lextrémité (voir la figure
3.7). X désigne I'abcisse du point d’application de la charge. Son déplacement
U(t) est prescrit.

On considére la demi-poutre supérieure avec les conditions aux limites suivantes :

E-U0.0=0 ; (-l =0 ; EXH=UW ; &0.0=0
(3.53)
et o o
%(Xivt) = %(XJrvt) (354)
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F1G. 3.7 — Délaminage d’une poutre v.l.n.v. hétérogéne hyperstatique

On suppose encore une fois que le comportement viscoélastique est de type
“Maxwell”. La rigidité élastique en flexion de la poutre est considérée constante
sur toute sa longueur et est notée FI. On introduit une hétérogénéité visco-
élastique en supposant que les constantes visqueuses des deux cotés du point
d’application de la charge sont différentes. On les note respectivement 7, et 1
pour la partie de gauche (z < X) et la partie de droite (z > X). De méme, les
indices 1 et 2 désignent dans la suite des grandeurs relatives aux deux parties
de la poutre de part et d’autre du point d’application de la charge.

La loi de comportement locale de la poutre permet d’écrire les relations
linéaires suivantes entre les moments fléchissants et les courbures de ses deux
parties :

M, ., M,

=7 Xo = E (3.55)

ol a = 1 ou 2. D’autre part, les courbures totales y, sont égales aux dérivées

Xa

secondes du déplacement vertical par rapport a z :

_ e + v 6250
XOé Xa Xa 8,’]:‘2

(3.56)

Soit Y la réaction a ’articulation. Le moment fléchissant dans les deux parties
de la poutre est donc déterminé par :

Mi=F(X—-z)-Yz ; My=-Yxzx (3.57)

En combinant (3.55), (3.56) et (3.57), on obtient :

¢ F(X—z2)—-Yx 0?& Yo
= v, 2T 8 3.58
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En intégrant deux fois par rapport a x et en utilisant les conditions données
par (3.53) et (3.54), on obtient un systéme des deux équations permettant la
détermination des forces F' et Y en fonction de U. L’expression générale de F'
donnée en (3.21) est toujours valable, avec une raideur instantanée de la poutre
C'(¢) spécifique : pour ce cas hyperstatique, elle s’écrit :

12E103
cl) = 3.59
() X230 - X)(0+ X)3 ( )
La partie visqueuse UY du déplacement est déterminée par :
X3 302X 20— X)(0 + X)?
U’ = ( )71+ ( I ) (V3+X72) (3.60)

203 203

avec :

X T X X T
" :/ daz/ X" du; Yo :/ X" dx; 3 :/ d:c/ X’ du (3.61)
¢ —¢ —L 0 X

La réaction Y s’exprime en fonction du déplacement imposé par :

—6EI
Y:ZWBE—Xxhhm((

20— X)U 43Xy =20 +x)(y3+ X))  (3.62)

L’énergie élastique totale est calculée par une intégrale sur la longueur de la
poutre des termes quadratiques du moment fléchissant :

1 M? Y22 Y (F(X —2) —Yux)?
W — _—mz/ xm+/(< D) =Y (3.63)
- e 2E1

D’autre part, 1’énergie récupérable est calculée en fonction de la raideur de la
poutre et du déplacement élastique par :

1
mmzéa@w;UﬂQ (3.64)
Alors, on peut déterminer finalement 1’énergie résiduelle W, par :
3ET
Wres - W - Wrec - 2—637 (365)

ol I'on a posé v = v3 + X9 — 1. Il est intéressant de noter la relation :

X T
v = —/ da:/ X’ du (3.66)
— —¢

La nullité de cette quantité, lorsqu’elle a lieu, exprime que le champ de courbure

visqueuse est cinématiquement admissible. Dans ces conditions, aucune énergie
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n’est stockée dans I’état résiduel ou les efforts intérieurs sont alors nuls. Il est
donc tout a fait cohérent que W,., s’annule simultanément avec ~.

En général, v sera cependant non nul, et il en sera de méme de W,.,. Par exemple,
si I’on suppose que la partie & gauche du point d’application de la charge est
élastique, on a x¥ = 0. Par conséquent, les grandeurs v; et 45 sont nulles (voir
(3.61)). L’énergie résiduelle se réduit a :

3EI ,

Wres - 2—6373

(3.67)

qui est certainement non nulle puisque y" va garder un signe constant sur la
portion de droite de la poutre. Ce résultat est en fait étroitement lié au caractére
hétérogéne des propriétés visqueuses de la poutre.

En effet, dans le cas homogéne, c’est-a-dire 17, = 1y = 1, on va voir que I’énergie
résiduelle est nulle. En utilisant (3.61), le taux de y peut étre exprimé en fonction

de la courbure visqueuse par :

X T X X T
A = —/ / X" dudzx + X/ X" dx +/ / x" dudx (3.68)
¢ J—¢ -0 0 X

ou x” est relié¢ au moment fléchissant par (3.55). Les moments fléchissants M,
sont déterminés par (3.57) ou F' et Y sont des fonctions du déplacement imposé
(voir (3.21) et (3.62)). On obtient finalement une équation différentielle d’ordre
1 permettant la détermination de v :

Y4+17=0 (3.69)

ou 7 = n/EI est le temps caractéristique du matériau. La résolution de cette
équation avec la condition initiale ;—o = 0 nous donne v = 0, et donc W, = 0
(voir (3.65)). On peut conclure que, pour une poutre hyperstatique homogeéne,
I’énergie résiduelle est nulle, de sorte que I’énergie totale coincide avec I’énergie

récupérable :

1 2

W:§QQW—U% (3.70)

On revient maintenant au calcul du taux de restitution d’énergie (voir (3.14)).
En prenant (3.60) et (3.65) on obtient :

aUU aWres

ol |y ’ ol v

=0 (3.71)

Alors le taux de restitution d’énergie prend la méme forme que le cas statique
(voir (3.27)).
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3.4 Approche numérique en éléments finis

Les deux modéles de délaminage iso- et hyperstatique qui viennent d’étre
présentés ont fait apparaitre plusieurs phénoménes étroitement liés a la viscosité
dans le processus de propagation de fissure. Il s’agit notamment de 'existence
d’une vitesse de chargement critique et d’une longueur de propagation asymp-
totique. Il importe de déterminer si ces conclusions restent pertinentes pour une

structure tridimensionnelle.

Cette étude repose sur une approche numérique en élément finis du calcul du
taux de restitution d’énergie et de la propagation de fissures, présentée en détail
dans cette section.

Dans la présente section, on indique le principe des simulations numériques effec-
tuées et ’on présente des résultats de calcul sans puis avec propagation. Quelques
conclusions qualitatives sont tirées. La prochaine section (3.5) reviendra de fagon
plus quantitative sur des notions telles que vitesse critique, force et longueur de
fissure asymptotiques.

Le comportement v.l.n.v. du matériau est modélisé & nouveau par le modéle de
Burger (voir le chapitre 2).

3.4.1 Calcul numérique du taux de restitution de I’énergie

On cherche a établir un algorithme de calcul numérique du taux de restitution
d’énergie F d’une structure contenant une fissure unique soumise & un certain
chargement extérieur qui comporte a priori des données en déplacement et en
efforts. On note symboliquement £ la donnée cinématique et Q la grandeur duale.
On note encore F' les données en efforts et ¢ la grandeur (cinématique) duale.
Pour le cas d'un chargement cinématique, F est calculé par la formule (3.12).
Pour le cas de chargement mixte (E-+F'), F est calculé par :

OP
F = —W\E,F,{sg}(c‘f,F, (. {e}) (3.72)

ou P est I’énergie potentielle du systéme qui est la différente entre 1’énergie
¢lastique et le travail ® des forces extérieures données (F') :

P=W-—0 (3.73)

Les calculs numériques du taux de restitution d’énergie basés sur 'intégrale de
Rice (voir (3.2)) sont trés pertinant pour le cas élastique. Cependant pour le
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cas viscoélastique, elle n’est pas valable en raison de la non-compatibilité entre
le champ des déformations élastiques et le champ des déplacements. Alors, pour
calculer numériquement la dérivée partielle (3.72) dans le contexte viscoélas-
tique, on opte ici pour une approche directe. On teste donc un incrément d¢
fictif en fixant £, F' et {e’} et on calcule I'incrément correspondant de I’énergie
potentielle dP. Le taux de restitution d’énergie F est ensuite approché par :
F = —dP/dt.

En pratique, on change les conditions aux limites du probléme pour avoir une
nouvelle fissure de longueur ¢ + d¢. On a vu que la dérivée recherchée est a
prendre sans variation du chargement ni des déformations visqueuses. Or,
fixer le champ des déformations visqueuses {€"} revient a considérer une réponse
locale purement élastique. Pour le cas du matériau de Burger, cela revient a dire
que la réponse locale a I'accroissement de longueur d¢ de la fissure se fait “a pots
visqueux bloqués”. Seul se déforme le ressort de la partie “Maxwell”, caractérisé
par les modules élastiques kp; et iy

L’énergie élastique est calculée par une intégration sur 2 de l’énergie élas-
tique locale. Celle-ci comporte la contribution de la partie “Maxwell” et celle de
la partie “Kelvin” (voir (3.6)) :

W = / w(z)dV avec w = wy + wg (3.74)
Q
avec : . -
wMzaa:Sﬁ/I:a:§< ;;MU:U—%(tra)2) (3.75)
et 1
Wi = 56% :C% s el (3.76)

ou S, var et E) sont respectivement le tenseur de souplesse, le coefficient de
Poisson et le module d’Young du comportement instantané du matériau. En
réalité, dans le calcul de la variation incrémentale de W, il suffit de prendre en
compte le terme de Maxwell puisque ’énergie élastique stockée localement dans
la partie Kelvin est bloquée dans 1’évolution considérée.
La variation d® du travail des forces extérieures données entre 1’état réel et ’état
fictif est calculée en faisant travailler celles-ci dans le déplacement incrémental
d¢. De fagon symbolique :

d® = Fdq (3.77)

Dans un calcul aux éléments finis, cette intégrale est facilement calculée par un
produit scalaire entre le vecteur des forces nodales F' et la variation du vecteur
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des déplacements nodaux dU :

A% = F.dU = F.(U(( + d¢) — U(0)) (3.78)

Le taux de restitution d’énergie est déterminé par :

F o V) - W(0) -~ d (579

3.4.2 L’exemple de la flexion 3-points : approche numé-
rique

On considére & présent une poutre entaillée soumise a une expérience de flexion
3-points (voir la figure 3.8) sous 'application d’une force F. U désigne le dépla-
cement du point d’application de cette force. Le chargement consiste a prescrire
la fonction U(t).

lF
™

L T

F1G. 3.8 — Poutre v.l.n.v. entaillée en flexion 3-points

En raison de la concentration du champ des contraintes dans la zone autour de
la pointe de la fissure, on réalise un maillage trés fin dans cette zone. Le maillage
et la déformée de la poutre sont présentés par la figure 3.9. Dans cette exemple,
la taille des éléments locaux autour de la pointe de la fissure est égale a h/100,
ot h est la hauteur de la poutre. Le calcul est effectué en contraintes planes.

Dans le cas élastique linéaire isotrope, la littérature (voir par exemple [46]) four-

nit I’expression suivante du taux de restitution d’énergie :

1 9nlF?L? ¢
= = a5 (3.80)

ou les notations sont explicitées sur la figure 3.8. Pour h/L = 1/4, g(X) peut

f’

étre approchée par :

1,99 — X(1— X)(2,15 - 3,93X +2,7X?)
- V(14 2X)(1 = X )3/

9(X) (3.81)
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F1G. 3.9 — Maillage et déformée de la poutre en flexion 3-points

Ce résultat permet de vérifier la précision de I’approche numérique de la déter-
mination de F dans le cas élastique (voir figure 3.10).

100

eq. (3.80)
80 = FEM
F(N/m)
60
40
20
008 009 041 011 012
£(m)

F1G. 3.10 — Poutre en flexion 3-points : taux de restitution d’énergie dans le cas
élastique (F = 33,7GPa, T = 0,125m, L = 1m, h = 0,25m, F' = 10kN).

3.4.2.1 Impact de la vitesse de chargement

Dans cette section, on reprend le probléme de poutre en flexion 3-points dans le
cas du matériau v.l.n.v., en prescrivant le déplacement du point d’application de
la force (figure 3.8). On utilise le modéle de Burger (voir le chapitre 2) dont les
caractéristiques sont données par le tableau 2.1. On s’intéresse a 'influence de
la vitesse de déplacement imposée sur la valeur du taux de restitution d’énergie,
en ’absence de propagation de fissure.

D’une facon générale, les simulations qui sont présentées ici sont évidem-
ment de nature strictement théoriques et ce travail n’aborde pas la validation

expérimentale des conclusions qu’on peut en tirer. Comme d’habitude dans
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I’analyse du fluage, I'ordre de grandeur des vitesses de chargement considérées
constitue en lui-méme une difficulté métrologique sérieuse.

Pour commencer, le chargement est défini par une loi linéaire en temps :
U = Ut. Les calculs sont réalisés pour différentes valeurs de la vitesse U de
0,005nm/s & 5nm/s. Les résultats donnés par la figure 3.11 montrent clairement
que pour chaque valeur de U, plus le chargement est rapide plus la valeur de F
est grande et approche la valeur de F du probléme élastique.

Par ailleurs, pour une durée suffisamment longue, la figure 3.12 montre que cette
grandeur tend vers une asymptote et suggére que celle-ci est proportionnelle
au carré de la vitesse de déplacement imposée. Ce résultat est cohérent avec ce
qui est observé dans I’étude analytique sur la poutre 1D a la section 3.3.2.3.
On reviendra sur ce point a la section 3.5.2 (voir (3.94)). Ce phénomeéne est
strictement imputable au caractére visqueux du matériau et il n’est pas observé

dans le cas élastique.

é‘lastique

U = 1nm/s

U =0, Inm/s
U= 0,01nm/s
U =0,001nm/s

F1Gg. 3.11 — Influence de la vitesse de chargement & la restitution d’énergie :
Lxh=1x0,25m? ¢=0,1m

On impose maintenant un saut de déplacement initial U, de facon a réaliser
la condition de propagation, puis ’on continue par une loi affine en temps :
U = U, + Ut. Dans analyse précédente consacrée au délaminage d’une poutre
viscoélastique 1D (section 3.3.2.2), on a montré que si le temps caractéristique
du chargement 7; = U¢/U est supérieur & une valeur critique (égale a 75, dans
ce cas 1D), la condition de propagation F = G. n’est plus jamais atteinte,
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U=5/3x10""2m/s

101 U=5/6x10""2m/s

0,0  1,0x10" 2,0x10" 3,0x10" 4,0x10™
U(m)

FIG. 3.12 — Asymptote du taux de restitution de énergie : effet de U. L x h =
0,3 x0,1m?, £ =0,015m

quelque soit la durée du chargement, car le taux de restitution de l’énergie est
décroissant (voir figure 3.6 et la formule (3.28)). Dans la suite, on va montrer que
cette conclusion reste pertinente qualitativement dans le probléme de la poutre
entaillée 3D. Notons cependant qu’il n’y a plus un unique temps caractéristique
du matériau. 11 y en a désormais quatre : 75, = 3 x 107s, 7¢, = 2,92 x 107s,
5 =1,3x 10%s et 7& = 0,9 x 10%s.

La figure 3.13 donne les résultats du taux de restitution d’énergie pour différentes
valeurs de 7y autour des temps caractéristiques du matériau. On peut observer
que, plus 7y est grand, plus F diminue vite depuis la valeur initiale.

La figure 3.14 montre en plus que, pour une méme vitesse de chargement, le
taux de restitution d’énergie tend vers une méme valeur asymptotique F,, pour
les deux cas de charge considérés. On peut imaginer qu’il n’y aura jamais de
propagation de la fissure si F,, < G, sauf que si la valeur initial F, est supérieure
a G. (pour le deuxiéme cas de charge). Alors, pour le cas d’une valeur initial U,
faible, il faut que U soit supérieure a une certaine valeur critique U,, pour que

la propagation puisse se passer. Cette idée sera développée ultérieurement.

3.4.2.2 Propagation de fissure

On se met maintenant dans la situation de propagation de la fissure. On se
limite au cas d’une fissure se propageant suivant la mode 1 dont la ligne de la
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v = 1,3 x 105s

Iy = 2 x 10s

F(N/m)

U = 1078

= 6 x 107s

F1G. 3.13 — Influence de 7y a la restitution d’énergie : L x h = 0,3 x 0, 1m?,
¢=0,015m, U, = 50um

F1G. 3.14 — Le taux de restitution d’énergie tend vers une valeur asymptotique :
Lxh=0,3x0,1m? ¢=0,015m

propagation est prévue (la ligne de la fissure initiale).

Dans la pratique, c’est I’histoire du chargement qui est imposée. Prévoir la
propagation, c’est déterminer la longueur de la fissure ¢ en fonction du niveau
de chargement. Ainsi, dans le cas particulier étudié, la donnée du probléme est
la fonction U(t) et il s’agit de résoudre par rapport a ¢ I’équation du critére de
propagation : F(¢,U) = G..

Cependant, dans le cadre d’une approche numérique en éléments finis, il est plus
simple d’un point de vue technique (et équivalent d’un point de vue théorique)
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d’augmenter progressivement la longueur de la fissure et de chercher la valeur
du paramétre de chargement (le déplacement U(t)) qui satisfait la condition
de propagation. En fin de compte, on aura bien déterminé la correspondance
recherchée entre niveau de chargement et longueur de fissure.

Plus précisément, on se place dans la situation ot un chargement U; réalise
le critére de propagation : F(¢,U;) = G. (a la tolérance numérique prés). On
introduit un incrément d¢ de longueur de fissure. On cherche & déterminer la

nouvelle valeur de la charge U, qui réalise & nouveau la condition de propaga-
tion : F({ + dl,Us) = G..

D’un point de vue technique, une propagation incrémentale df peut étre
aisément effectuée, grace au fait qu’on utilise un maillage régulier trés fin sur la
ligne de propagation prévue. Il suffit alors de libérer une maille au-dela de la
pointe de la fissure lorsque la condition F = G, est satisfaite.

Pour déterminer U, on utilise une discrétisation du paramétre de charge-
ment et ’on ajoute des incréments de chargement dU successifs en calculant a
chaque fois le taux de restitution de ’énergie correspondant. Par ce procédé, on

détermine un entier n (éventuellement nul) tel que :
Fo=F{U+d,U; +ndU) < G. < Fpy1 =F{l +dl, Uy + (n+1)dU) (3.82)

Il en résulte que U, se trouve entre Uy + ndU et Uy + (n + 1)dU. On peut donc
le déterminer par interpolation linéaire :
Gc - fn

Uy, ~ U dU + dU —— 3.83
? 1+n * fn-l—l_‘/rn ( )

La condition de propagation est ensuite testée avec une tolérance eg sur ’erreur

entre F({ + dl,Us) et G. :

F(l+de,Uy) — G,
G,

< eqg (384)

Les calculs sont effectués avec e¢ = 1072. Si la condition (3.84) n’est pas
satisfaite, on doit faire un maillage plus fin, diminuer le pas de chargement et
refaire le calcul. L’algorithme des calculs est résumé par le schéma 3.16.

Pour prendre en compte la dépendance vis-a-vis de la taille de la fissure,
on approche le taux de restitution de I’énergie limite par une courbe G.(¢) du
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type proposé par Bazant [46] (voir la figure 3.15) :

ol .
G, = Gf@ st 00 < ol
G. = Gy si o>l (3.85)
G,
Gy
5y ol

F1G. 3.15 — Approche linéaire du “R-curve” de Bazant et al.

ou 0/ est I'extension de la fissure et d¢; est une donnée du matériau. G est la
valeur asymptotique de G..

La figure 3.17 présente la relation force-déplacement du point d’applica-
tion de la charge au cours de la propagation de la fissure pour différentes vitesses
de propagation ou de déplacement imposées. La figure 3.18 présente influence de
la caractéristique 6/; sur le comportement macroscopique de la poutre. On peut
observer 'influence de ce parameétre sur le pic : plus 0¢; est petit plus la force
au pic est grande. Cependant, elle influence par nettement sur le comportement
durant la propagation apres pic.

La figure 3.19 présente la variation de la longueur de la fissure en fonction du
déplacement imposé pour deux différentes valeurs de la vitesse de chargement.
Elle montre que la fissure se propage jusqu’a une taille asymptotique si la vitesse
de chargement est suffisamment faible. Cette idée sera détaillée dans la suite.
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U:=U,
l:=1Y,
F:=FU)
F,=F
= U, =U
U:=U+dU
Gc_fn
U:=U,+dU———
+ F—-F,
F:=FU)
+
+
=0+ dl t < liar
v Y
rafiner dU Fin

F1G. 3.16 — Algorithme des calculs numériques de propagation de fissure

3.5 Flexion 3-points : approche analytique

Considérons encore une fois I'essai de flexion 3-points d’une poutre entaillée (voir
figure 3.8). Le but de cette section est de mettre en oeuvre une colaboration entre
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F1G. 3.17 — Poutre viscoélastique entaillée en flexion 3-points : la figure a droite
pour le probléme de vitesse de déplacement imposée, la figure a gauche pour le
probléme de vitesse de propagation imposée (L x h x T'=1 x 0,25 x 0, 125m?,
l,=0,1m, Gy = 61N/m, 6/; = 9,3mm)

10000 ~ /

0,0 5,0x10" 1,0x10°

U(m)

FiGc. 3.18 — Impact de 6/; sur le comportement macroscopique de la poutre
3-points : 6y = 3,1mm pour la ligne continue, 6/; = 9,3mm pour la ligne
discontinue (LxhxT = 1x0,25x0,125m% ¢, = 0, 1m, G; = 61N/m, { = 2nm/s)

I’approche numérique présentée au chapitre 2 et le cardre théorique présenté a la
section 3.3.1 pour traiter le probléme de propagation de fissures. En particulier,
nous voulons étendre les conclusions qualitatives tirées a la section 3.3.2 a un
probléme 3D réel.
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F1G. 3.19 — Poutre viscoélastique entaillée en flexion 3-points : longueur de la
fissure en fonction du déplacement imposé pour différentes vitesses (L x h x T =
1x0,25 % 0,125m?, ¢, =0,1m, G; = 61N/m, §/; = 9,3mm)

3.5.1 Souplesse d’une poutre entaillée en flexion 3-points
dans le cas élastique linéaire

On applique une nouvelle fois (3.5) (avec F//T remplace Q) et (3.80). La rigidité
C(?) de la structure définie par :

g =COU (3.86)
satisfait donc : (o) 1 9702 ¢
T
- = B o 9 (357

Une intégration par rapport a ¢ donne la souplesse de la structure :

1 1 _197rL2

ci) C) E 2n?

ou C(0) est la rigidité de la poutre sans entaille (épaisseur unitaire) :

/ " Xg(X)2dX (3.88)

C(0) = E/c(0) (3.89)
On obtient finalement la souplesse de la poutre sous forme d’une fonction du
module d’Young et d’un coefficient géométrique :
1 c(l/h) ‘ o7 L., [ 9
0 z with  ¢(X) = ¢(0) + 5 (h) /0 xg(x)*dx (3.90)

Dans le cas limite h/L < 1, Pexpression classique 1/c(0) ~ 4(h/L)? peut étre
utilisée. Sinon, une détermination numérique de C'(0) peut facilement étre réalisée

par la méthode des éléments finis.
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3.5.2 Flexion 3-points sans propagation de fissure

Le comportement du matériau est maintenant décrit au chapitre 2. Le charge-
ment est défini par une vitesse constante U.

On s’attend a obtenir les résultats de la section 3.3.2.2 & savoir qu’il existe une vi-
tesse critique de chargement U, telle que la propagation de la fissure n’a lieu que
si U > UCT. La détermination de Ucr sera discutée ultérieurement. Tout d’abord,
la réponse de la structure en 'absence de propagation de la fissure est considérée.

En I'absence de propagation de la fissure (¢ = /,), la réponse de la structure
peut étre déterminée analytiquement & partir du théoréme de correspondance.
Avec les notations introduites a (2.11), on trouve que :

F*(p)
T

= C* (Lo, p)U"(p) (3.91)

Dans ’équation ci-dessus, la rigidité de la structure C*(¢,,p) est définie par
(3.90) :

1 _c(lo/h)

C*(lo,p)  E*(p)

Le “module d"Young” E* est tiré du “tenseur de souplesse” C*(p) de (2.14).

(3.92)

On discute maintenant plus en détails de la réponse asymptotique (¢ — oc). On
suppose que la vitesse U est constante aprés un certain instant ¢,. Le chargement
U*(p) au voisinage de p = 0 est U*(p) ~ U/p. De méme, on trouve par (2.14)

1 2\ !
E = 3( — + T) (3.93)
e Tl

En combinant (3.91) et (3.92), on observe que F*(p) tend vers une limite quand

que E*(p) =~ pE,, avec

p — 0. C’est a dire F(t) tend vers la méme limite quand ¢t — oo :

. F(t) .. F*(p) Ey -
lim ) _ 04
T e T c(go/h)U (3.94)

La figure 3.20 compare le résultat du calcul numérique et ’approche de Laplace-
Carson. Deux différents types de chargements sont considérés. Dans le cas de
chargement 1, il n’y a pas de saut initial de déplacement : Uy (t) = Ut. Dans
le cas de chargement 2, 'effet d’un saut initial U, du déplacement est étudié :
Us(t) = Ut 4+ U,H(t) (H(t) est la fonction Heaviside).
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F1G. 3.20 — Variation de la force F' en ’absence de propagation de la fissure :
LxhxT =1x0,25x0,125m3, ¢ =0,1m, U = 5/6 x1072m/s, U, = 5x 10~°m,

les modules viscoélastiques du matériau sont données dans le tableau 2.1

3.5.3 Flexion 3-points avec propagation de fissure

A vitesse plus élevée U, la propagation de la fissure se produit. Néanmoins, par
la conclusion qualitative de la section 3.3.2.2, une force asymptotique I, et une
longueur asymptotique de la fissure /., sont attendues. On cherchera a vérifier
numériquement la validité de ces concepts. Le déplacement est donné dans la
forme U(t) = UtH(t), out H(t) est la fonction Heaviside.

L’hypothése de l'existence de (., et F,, suggére que l'état de contrainte
a, n'importe o dans la structure, une limite o, quand ¢ — oo. Dans le cadre du
modéle rhéologique étudié dans le chapitre 2, cela suppose que le comportement
du matériau tend & devenir purement visqueux quand ¢ — oo. Dans cette

condition, I'équation d’état se réduit a :
0o =CY;: € (3.95)

Il s’avére donc que la réponse asymptotique a I’échelle de la structure visqueuse
est formellement celle d’'un probléme élastique linéaire donné par (3.86), & condi-
tion que U soit remplacé par U et le module d’Young apparent soit dérivé du

1 v .
tenseur visqueux Cj; :

%’O = C(ls, C)U (3.96)
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La rigidité de la structure C'(f,C},) est définie par (3.90) avec ¢ = l et
E = E, donnés par (3.93) :

o . B> g (3.97)
T c(loo/h)
Cela donne une premiére équation entre F,, et /.. La seconde est tirée de la
condition de propagation a I’état asymptotique : F., = G, (voir (3.16)). Dans le
cas d’une structure homogeéne®, on a démontré numériquement que les contribu-
tions de I’énergie résiduelle et du terme de dérivée de déplacement visqueuse de
dans F, sont négligeable (voir (3.14)). Alors, cette derniére peut étre approximée

comme suite :

1

Foo = —50 (loo, C5)) (Use — UZ)? (3.98)

with : . /T
Uy, —-UY = = 3.99
[e’) C<€ooa(ciw) ( )

On obtient finalement :

1/ Fo/T \°,
w=— ———— ls, C§ 3.100
Fo=5 (cwm,cm) e Cir) (3.100)

Il est souligné que C'({+, CS,) dans I’équation ci-dessus renvoie a la raideur élas-
tique instantanée de la structure, qui est dérivée de la partie élastique de la partie
Maxwell (tenseur de rigidité C;) :

Ey
Cls,CSy) = ——— 3.101
En combinant (3.97) avec (3.100) et la condition de propagation F = G, on
obtient une équation qui peut étre utilisée pour déterminer la longueur asymp-

totique /o, de la fissure :

C(lo/h)  2G. Ey
T~ e 7 (3.102)

La fonction ¢//c? qui apparait dans le membre de gauche est représentée a la
figure 3.21. On introduit le maximum p,,,, de cette fonction, qui est atteint au
X = X,,, ainsi que la longueur critique ¢.. = h X, :

¢(X) _ (X))
2(X) ~ A(Xa)

(3.103)

Pmaz = Max

60n a montré rigouresement que ces conclusions sont justes pour le cas de structures hété-
rogénes 1D (voir la section 3.3.3), cependant on manque désormais une démontration pour le
cas 3D
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FiG. 3.21 — Variation de ¢/(X)/c*(X) pour L/h = 4

L’équation (3.102) n’a pas de solution £, si la vitesse est inférieure & un seuil

critique : U< Ucr, ou :
2G. Ey

Pmaz E—go

En d’autres termes, indépendamment de la longueur de la fissure initiale /,, la

UG =h

(3.104)

Prmaz <o U<U,
hQGC Ey U > Ucr
U2 B2, |
VI y
(D /b o /h (D /1 oo/

F1G. 3.22 — Longueur et la vitesse de chargement critique. La propagation de la
fissure aura lieu que si U > U, et £, < (2.

propagation ne se produit pas si U<U,.

En revanche, deux solutions mathématiques Eg) < fg) sont trouvées si
U > U, (voir la figure 3.22). Toutefois, la premiére solution (Y se trouve sur
la branche croissante (ﬂ&) < Le). Cette branche n’a physiquement aucun sens
parce que la solution /., qu’on attend doit étre une fonction croissante de la
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vitesse de chargement U. La solution physiquement acceptable est donc la plus
grande, qui est Eg%), qui se trouve sur la branche décroissante (Eg? > le).

Si la longueur initiale de la fissure ¢, est plus petite que la longueur cri-
tique £, (on ¢ /c? atteint son maximum), la longueur asymptotique 1) est bien
supérieure a f,. Au contraire, si ¢, > (.., deux cas peuvent étre rencontrés. Si
Eg%) < {,, aucun propagation de fissure ne se produit pour la vitesse de charge
considérée U (voir cas (B) sur la figure 3.23). En revanche, si (2 > ¢,, la fissure
se propage et la longueur asymptotique est égal a (2 (voir cas (A) a la figure
3.23).

Il est souligné que la longueur asymptotique Ec@ de la fissure telle que dé-
finie par (3.102) n’est pas affectée par la longueur initiale de la fissure ¢, a
condition que ¢, < (Y. De méme, la force asymptotique F,, ne dépend aussi
que de U, indépendamment de la valeur de £, (voir (3.97)).

Pour ¢, > /.., la discussion ci-dessus nécessite d’introduire une autre vi-
tesse de charge critique U*(EO) > U, en fonction de la longueur de la fissure
initiale. Elle est définie par :

d(l,/h) 2G. FEuy

(/") B (8:105)

SiU < U*(fo), aucune propagation de la fissure n’a lieu. Par contre, si U >
U* (¢,), la propagation de la fissure a lieu et la longueur de la fissure asymptotique
est la solution () de (3.102). Notons que U*(ly,) = Us, et que U*((,) est une
fonction croissante de /,. La figure 3.24 illustre la propagation de la fissure de la

/

case (A) 5 case (B)
2G, E
Ui
o Y
lo €5 @i, e

Fic. 3.23 — Cas (A) : si 02 > 1, ¢ — (2. Cas (B) : ¢, > (%) = pas de
propagation de fissure.

poutre L x h x T' =1 x 0,25 x 0, 125m3, les modules viscoélastiques de la phase
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solide étant donnés par le tableau 2.1 pour le cas d'une vitesse de chargement
U > Ucr pour trois différentes longueurs initiales de fissure.

x 10
2
(a
15
1
(b)- -
o5t ,7 =
B it
oLz ‘ ‘ ‘ 0
0 0.5 1 15 o 05 ; pye

U(m) x10° U(m) <107

F1G. 3.24 — Vitesse de charge U = 5 x 1072m/s plus grand par rapport a la

valeur critique (U, = 4 x 107*?m/s) pour trois différentes longueurs initiales de
la fissure : (a) ¢, = bem, (b) ¢, = 13cm et (¢) ¢, = 18cm

Pour la méme poutre, la figure 3.25 illustre le cas d’une vitesse de charge U < Ucr
pour deux différentes longueurs initiales de fissure. La force augmente de facon
monotone et tend vers une valeur asymptotique, puisqu’aucune propagation de
la fissure n’est activée. Ce cas correspond a la situation analysée a la section
3.5.2 et déja illustrée a la figure 3.20.

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, on s’est penché sur la formulation d’un critére de propagation
de fissure dans un milieu viscoélastique. On a étendu la notion classique de
taux de restitution de I’énergie (voir (3.12)) qui représente la force motrice
de la propagation de fissure. A ce titre, comme dans le cas élastique, on a
proposé de faire porter le critére de propagation sur cette quantité (voir (3.16)).
Dans l'analyse énergétique, on a noté au passage que, pour les matériaux
viscoélastiques, 1’énergie élastique est la somme d’une partie récupérable et
d’une partie résiduelle, toutes deux étant a priori a prendre en compte pour le
calcul de la force motrice de la propagation.



Chapitre 3. Propagation de fissure dans une structure

62 viscoélastique : analyses théoriques et numériques
x 10"
2
15} {, = bem
F(N) 1
l, = 13cm
0.5t - T T T T T T 1
, 7
/
0 L L L
0 05 1 15
U(m) x10°

F1G. 3.25 — Vitesse de charge U=3x 107*2m /s plus petite par rapport a la

valeur critique (U, = 4 x 10712m/s) pour deux différentes longueurs initiales de
la fissure : ¢, = 5cm et ¢, = 13cm.

Pour illustrer ces considérations, on a étudié tout d’abord le probléme du
délaminage d'une poutre dans des situations iso- ou hyperstatique, éventuelle-
ment hétérogénes. Pour faciliter les développements analytiques, on utilise pour
simplifier le modéle de Maxwell pour modéliser le comportement viscoélastique
du matériau. Dans le cas isostatique, il est facile de voir que 1’énergie résiduelle
est nulle et le taux de restitution de 1’énergie est déterminé en dérivant 1’énergie
récupérable par rapport a la longueur de fissure. Il est proportionnel au carré
de la force appliquée a Pextrémité de la poutre (voir (3.28). En revanche, une
énergie résiduelle non nulle peut étre obtenue dans le cas hyperstatique sauf si
les caractéristiques viscoélastiques sont homogeénes.

Deux situations particuliéres ont été envisagées successivement : une vi-
tesse de propagation imposée constante, puis et une vitesse de déplacement de
I’extrémité imposée constante. Dans les deux cas, plus la vitesse de chargement
est grande, plus on s’approche le probléme élastique (voir la figure 3.5). La
vitesse de chargement peut étre quantifiée par un temps adimensionnel, & com-
parer a celui du matériau. Pour le probléme & vitesse de déplacement imposée,
la notion de vitesse critique du chargement U,, est apparue naturellement. La
fissure ne propage que si la vitesse de chargement imposée est supérieure a
cette valeur. Dans ce cas, la fissure va propager jusqu’'a atteindre une longueur
asymptotique /., et la force mobilisée dans un tel chargement s’établit a
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une valeur asymptotique F,,. Ces résultats font apparaitre des différences
qualitatives essentielles en comparaison avec le cas élastique.

Les études analytiques qui viennent d’étre résumées des problémes ont
vocation a servir de point d’appui pour ’analyse numérique de la réponse de
structures tridimensionnelles. Dans cette perspective, on s’est penché sur la
simulation numérique de la réponse d’une poutre en flexion 3-points. Le calcul
numérique permet de revenir au modéle de Burger qui est établi dans le premier

chapitre, plus satisfaisant du point de vue pratique.

Le calcul numérique du taux de restitution d’énergie est tout d’abord
parfaitement validé par la comparaison avec ’expression analytique disponible
dans le probléme élastique. Dans le cas visqueux, on a analysé ensuite 'impact
de la vitesse du déplacement du point d’application de la charge. Pour une méme
valeur de déplacement imposé, plus la vitesse de chargement est grande, plus
la restitution d’énergie associée a une propagation de fissure est grande (voir la
figure 3.11). Si on charge de plus en plus vite, on obtient asymptotiquement la
réponse élastique. A I'inverse, on a montré que, pour des vitesses de chargement
suffisamment faibles, le taux de restitution de I’énergie tend vers une valeur
asymptotique qui elle-méme est indépendante d’'un éventuel échelon initial de
déplacement (voir la figure 3.14).

Le calcul de propagation de fissure est réalisé en se basant sur le critére
de propagation. Ici, on a considéré que le taux de restitution de I’énergie critique
varie en fonction de I'extention de la fissure selon un schéma inspiré de Bazant
(voir la figure 3.15). On a obtenu des courbes force-déplacement pour différentes
valeurs de vitesse de propagation imposée et de vitesse de déplacement imposée.
On observe a nouveau que la force au pic ne dépend pas de la vitesse de
chargement (voir la figure 3.17). En revanche, pour un déplacement imposé
quelconque, la longueur de la fissure dépend de la vitesse de déplacement imposé
(voir la figure 3.19).

On a pu établir la pertinence de la notion de vitesse critique de déplace-
ment imposée U,, dans le cadre de la flexion 3-points. Ainsi, on a montré qu'il
n’y a pas de propagation de fissuree si U < U,,. Par contre, si U > U,,, la fissure
est susceptible de se propager. L’étude conduit cependant & introduire la notion
de longueur de fissure initiale critique. Dans le cas d'un chargement surcritique,

il faut que la longueur initiale de la fissure soit inférieure a cette valeur critique,
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notée /.., pour que la propagation ait lieu. Dans ce cas, la longueur de la
fissure et la force du point d’application de charge tendent vers leures valeurs
asymptotiques (., et F., (voir la figure 3.24). En l’absence de propagation de
fissure, la force croit de fagon monotone vers sa valeur asymptotique (voir la
figure 3.25) [36].
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La théorie de I'homogénéisation poursuit l'objectif de la détermination des
caractéristiques macroscopiques des milieux hétérogénes a partir de la connais-
sance des caractéristiques des constituants et d’informations sur la géométrie de

la microstructure.

On se préoccupe ici du cas des milieux a microstructure aléatoire. Par exemple,
le béton abordé a I’échelle millimétrique rentre manifestement dans ce cadre : il
convient en effet de distinguer au moins trois phases (granulats, pate de ciment,
pores). Dans le contexte de la mécanique des milieux continus, la microméca-
nique consiste a tenter de déduire le comportement mécanique homogénéisé
en résolvant un probléme aux limites sur un volume élémentaire représentatif
(v.e.r.). Elle comporte une étape de localisation qui consiste a analyser les
conséquences locales d’un chargement global, en termes de champs de contraintes
et de déformations au sein du v.e.r., puis une étape d’homogénéisation qui pro-
céde par application de régles dites “de moyenne” aux champs locaux en question.
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Dans ce chapitre, on rappelle tout d’abord quelques notions de base de
micromécanique : on définit le v.e.r., les conditions aux limites uniformes en
contrainte ou déformation au bord du w.e.r.; on présente ensuite le lemme
de Hill et quelques applications de ce dernier; on introduit les tenseurs de
localisation de la déformation et de la contrainte et finalement les tenseurs de
rigidité et de souplesse homogénéisés. Puis on considére le probléme d’Eshelby
(|21], [22]) correspondant & une inclusion de type pore. On s’intéresse ensuite
a quelques estimations analytiques classiques de la rigidité du matériau poreux
a phase solide élastique linéaire avec une attention particuliére pour le cas ou
I’espace poreux est un systéme de fissure. On passe ainsi en revue I'estimation
diluée, ’estimation de Mori-Tanaka et ’approche de Ponte-Castaneda et Willis.
Dans ce contexte, on est amené de fagon naturelle & introduire un paramétre
d’endommagement mesurant 'impact de la microfissuration sur la dépendance

des caractéristiques élastiques effectives du matériau.

On se limite aux matériaux endommagés isotropes ou isotropes trans-
verses. Le cas isotrope correspond & une distribution d’orientation isotrope des
fissures. Le cas isotrope transverse correspond au cas des fissures paralléles. Les
résultats obtenus consituent une référence dans la perspective de confrontations

ultérieures avec des calculs numériques.

4.1 Notions de base

Cette section rappelle briévement quelques notions de base de micromécanique.

Considérons une structure constituée d’un matériau hétérogéne a micro-
structure aléatoire. Le v.e.r n’est autre que le volume élémentaire introduit
classiquement en Mécanique des Milieux Continus. Il s’agit donc d’un vo-
lume suffisamment grand pour incorporer toute l'information mécanique et
géométrique sur les hétérogénéités constitutives du matériau en question. Par
ailleurs, pour garantir une description continue de la structure macroscopique,
le v.e.r doit étre de dimension infinitésimale en comparaison avec celle-ci. Plus
précisément, notons L, v et d respectivement les longueurs caractéristiques de
la structure (ou éventuellement du chargement), du v.e.r. et des hétérogénéités

dans le v.e.r.. Ces quantités doivent assurer entre elles la condition suivante,
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dite de séparation d’échelles :
d<v< L (4.1)

La moyenne du champ a(z) dans le v.e.r.  (resp. dans le sous-ensemble Q* C Q)
est notée @ (resp. a®) et est déterminée par :

1/ 1
a=— [ a(z)dV ; a*=-— a(z)dV 4.2
al Jy " 27 Jo " 2

ou || (resp. [Q2%]) est le volume de Q (resp. Q%).

conditions aux limites homogénes Considérons a présent la problématique
de la définition du chargement macroscpoique appliqué au v.e.r.. Une premiére
option consiste a se donner sur le bord du v.e.r. une condition dite “homogéne
en contrainte” : la force surfacique imposée au point z sur le bord 02 est définie
par T(z) = ¥.n(2), ot n(z) est le vecteur normal au bord 02 au point considéré.
3. s’interpréte comme la contrainte macroscopique. On note o(z) un champ
des contraintes statiquement admissible avec 3. Par définition, il est assujetti
aux conditions aux limites ci-dessus et vérifie la condition d’équilibre dive = 0.
Par quelques développements mathématiques, on montre que la contrainte
macroscopique X imposée est égale a la moyenne du champ des contraintes
dans le domaine : 3 = & (voir la démonstration dans annexe D). L’alternative
consiste & se donner une condition aux limites de type homogéne en défor-
mation” : {(z) = E.z, oi E s’interpréte comme la déformation macroscopique
et {(z) désigne le déplacement local au point z. On note €(z) un champ des
déformations cinématiquement admissible avec E : e(z) = V?*{(z). On dispose
dans ce cadre de la relation de moyenne : E = & (voir la démonstration dans D).

lemme de Hill Les conditions aux limites homogénes (en contrainte ou défor-
mation) permettent d’établir le lemme de Hill ([27], [32]). Ce dernier se présente
sous la forme d’une régle de cohérence énergétique (voir la démonstration dans

D), concernant la quantité “travail de déformation” :

o e =0°:¢ (4.3)
ol o* est un champ des contraintes statiquement admissible, c’est a dire qu’il
satisfait I’équation d’équilibre dive™* = 0 et & est un champ des déformations
microscopiques cinématiquement admissible, qui satisfait la condition de com-
patibilité géométrique. L’énoncé (4.3) a lieu si 'un ou l'autre des champs o* ou
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’ , . .. .. .
g vérifie une condition aux limites de type uniforme.

Dans le cas de contrainte homogéne imposée sur le bord du v.e.r., ce lemme
permet de démontrer que la déformation macroscopique est égale a la moyenne
du champ des déformations microscopiques E = . De méme, pour le cas de
déformation homogéne imposée aux limites, la contrainte macroscopique doit

étre définie comme la moyenne du champsdes contraintes microscopiques > = .

Pour déterminer la rigidité effective d’un milieu, on impose sur un wv.e.r.
soit une contrainte macroscopique X et on calcule la déformation macroscopique
en prenant la moyenne du champ des déformations microscopiques dans le v.e.r.,
soit une déformation macroscopique E et on calcule la contrainte macroscopique
en prenant la moyenne du champ des contraintes microscopiques dans le
v.e.r.. Notons C'™ le tenseur de rigidité effectif du matériau étudié, la loi de

comportement effectif s’écrit sous la forme suivante :

S =Chm: g (4.4)

exemple de la sphére creuse A la suite de Hashin [26], considérons pour
illustrer la démarche ’exemple trés simple d’une sphére creuse comportant une
cavité de méme centre, de fraction volumique ¢; (méme s'il ne s’agit pas d'un
v.e.r. de milieu poreux. Sur le bord extérieur de la sphére, on impose soit une
contrainte de traction macroscopique isotrope 3 = 31 (c’est-a-dire une densité
de forces surfaciques T = Xe,), soit une déformation macroscopique isotrope
E = FE1 (cest-a-dire un champ de déplacements {(z) = ERe, ou R est le
rayon extérieur de la sphére creuse). On calcule ensuite la valeur macroscopique
duale en prenant la moyenne du champ correspondant. La loi de comportement
macroscopique (4.4) s’écrit sous la forme :

5 = 3k*E (4.5)

ot k¢ est le module de compression volumique effectif de la sphére qui est calculé
en fonction du facteur ¢; volumique de la phase poreuse (voir par exemple [16]) :
3k® + 4p®
k:SC — kS (1 _ Spl + /“’L )
31k + 4ps

ol k% et pu® sont respectivement le module de compression volumique et le module

(4.6)

de cissaillement de la phase solide. Grace & cette valeur effective, on peut ainsi
calculer I’énergie élastique W stockée dans le sphére :

22 9k,scE2
Q| = Q 4.
=l ) (4.7)

W = 5




4.1. Notions de base 69

ou || est le volume de la sphére.

localisation On se place ici dans le contexte de 1’élasticité linéaire. Pour relier
la contrainte macroscopique et le champ des contraintes microscopiques corres-
pondant, on introduit la notion de tenseur de concentration de contrainte, noté
ici B (voir par exemple [16]). Au point z du v.e.r., on a la relation suivante :

o(z)=B(2): X (4.8)

B(z) est nul dans l'espace poreux et sa moyenne sur tout le domaine est égale
au tenseur unité d’ordre quatre I. Grace a ce tenseur de localisation, on peut
calculer la souplesse effective par une relation de moyenne :

Shom = S(z) : B(z) (4.9)

ot Sh™ est le tenseur de souplesse effectif du matériau homogénéisé et S(z) est
le tenseur de souplesse local correspondant a z.

De la méme facon, le tenseur de concentration de déformation relie la déformation
macroscopique et le champ des déformations microscopiques correspondant :

ez) = A(z) : E (4.10)

La moyenne de A est aussi égale a I. Le tenseur de rigidité effectif est calculé en
fonction de A par la relation de moyenne :

C™ = C(z2) : A(2) (4.11)

Sous réserve de la condition de séparation d’échelles, le théoréme de Hill-Mandel
montre que le tenseur de souplesse effective obtenu dans le cadre de conditions
aux limites homogénes en contrainte est égal a I'inverse du tenseur de rigidité
effective obtenu obtenu dans le cadre de conditions aux limites homogénes en
déformation, au troisiéme ordre prés en (d/v) ou d et v sont reliés par la condition
(4.1) :
a2\ 3
chom . shom =1+ O (—) (4.12)

()
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Borne de Voigt-Reuss

Pour une contrainte macroscopique imposée dans le cadre de conditions aux
limites homogénes, les principes de minima de I'énergie potentielle et de I’énergie
complémentaire fournissent des bornes supérieure et inférieure de S"™ (pour plus
de détail de la démonstration, voir [16]) :

2% :e({)—e({):C: €(§/) <%:Sm 3w <o :S:ior (4.13)

ol X est la contrainte macroscopique imposée. Les inégaliés ci-dessus ont lieu
pour tout champ o statiquement admissible avec 3 au sens et pour tout champ
de déplacement §/.

Pour une déformation macroscopique imposée E dans le cadre de condi-
tions aux limites homogénes, les principes de minima de 1’énergie potentielle
et de I’énergie complémentaire fournissent de méme des bornes supérieure et
inférieure de Ch™ (voir [16]) :

2E:0"—0*:S:0"<E:C"":E<e({):C:eg) (4.14)

. ’ ., . . / . " . .
Les inégaliés ci-dessus ont lieu pour tous les champs & cinématiquement admis-

sibles avec E et pour tous les champs o* satisfaisant la condition d’équilibre.

L’application directe de (4.13) ou de (4.14) donne les bornes de Voigt et de
Reuss de la rigidité effective des milieux hétérogénes. Considérons un milieu
poreux élastique linéaire. Travaillons par exemple avec (4.13). On considére un
champ des déplacements de la forme §/ (2) = E'.z avec E' symétrique. La borne
inférieure de S"™ donnée par (4.13) devient :

Y:Sm . w>o8:E —-E:C:E (4.15)

Le terme de droite atteint sa valeur maximale lorsque E’ atteint la valeur opti-
male E, = C ' : %. Puisque la condition (4.15) est valable pour tout choix de
E', on obtient (pour E_ ) :

Y:smw>%:C X (4.16)
Pour un milieu poreux de porosité ¢, cette condition devient :

1
Z:Shom:Ezl—Z:SS:Z (4.17)
—
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Ce résultat est connu sous le nom de “borne de Voigt”. Il faut remarquer que cette
condition s’applique pour toutes les valeurs de 3. Par exemple, si I’on impose une
contrainte macroscopique sphérique 3 = X1, on obtient la borne supérieure du
module de compression volumique. Par contre la borne supérieure du module de

cisaillement est obtenue en imposant une contrainte macroscopique déviatorique :

o< (T—p)k® 5 p o < (1—o)p? (4.18)

Dans le cas d’'un poreux, la “borne de Reuss” se réduit & une forme triviale. Elle
est obtenue classiquement en considérant un champ des contraintes microsco-
piques o* = X uniforme, qui est bien statiquement admissible avec . La borne
supérieure de S"™ donnée par (4.13) devient :

Y:Shm <SS T=2:S: T =00 (4.19)

En d’autres termes, dans le cas d’'un milieu poreux, les bornes inférieures des

modules de compression volumique et de cisaillement sont nulles :
Ehem>0 ;o optom >0 (4.20)

c’est-a-dire que la “borne de Reuss” n’est pas utile dans de cas.

Borne de Hashin-Shtrikman et assemblage de sphéres com-
posites de Hashin

On montre que le module k¢ introduit dans le cadre du modéle de sphére creuse
constitue une borne supérieure de k"™ pour tout milieu poreux vérifiant la
propriété de répartition spatiale isotrope des phases [26]. 11 s’agit de la borne
dite de Hashin-Shtrikman supérieure, parfois notée k5.

On considére maintenant un milieu poreux modéle constitué par assem-
blage de sphéres creuses homothétiques (de méme porosité) et d’un reliquat
de solide. On note ©*"" la fraction volumique des sphéres creuses. Les prin-
cipes variationnels en élasticité linéaire conduisent aux bornes du module de

compression volumique effectif [17] :

ks k;sc

Dans la limite d’un milieu modéle constitué exclusivement de sphéres composites

1 — sph sph -1
( ' + ¥ ) < k,hom < (1 o S051{)h)k,5 + QDSphk’SC (421)

(" — 1), on observe que k"™ = k*¢. Ce résultat confirme que la borne supé-
rieure k°¢ = kT5* est optimale, puisqu’elle est atteinte (asymptotiquement) par

le milieu modéle en question.
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Schéma dilué

Dans le cas d’un milieu poreux dont la phase solide est homogeéne, la relation
(4.11) devient

Chom = C* : (I — pA") (4.22)
L’estimation de C"™ passe donc par celle de A”. Le schéma dilué considére que
I'interaction mécanique entre les pores est négligeable. Ceci permet de se ramener
a un probléme simplifié ot un seul pore est plongé dans un milieu homogéne
infiniment grand par rapport au pore, auquel on confére les propriétés mécaniques
de la phase solide. On impose une déformation macroscopique homogéne E a
I'infini (§(z) — E.z pour |z| — 00). Dans le cas d'un pore de forme ellipsoidale,
le probléme ainsi défini est appelé probléme d’Eshelby. Il est considéré plus en
détail a la section 4.2. 1l s’agit d’une facon générale de déterminer le champ
des déplacements dans le solide, ce qui permet de déterminer la déformation
(moyenne) du pore €? en fonction de E. On obtient par ce procédé une relation
entre e et E de la forme e? = AP : E, ot le tenseur AP constitue I’approximation
diluée du tenseur de localisation de la déformation dans le pore. Le tenseur de
rigidité effective est finalement estimé par :

Chom = C* : (1 — pAP) (4.23)

Dans le cas d’un pore sphérique et lorsque le milieu solide est isotrope, il en est
de méme de AP et ce dernier peut étre déterminé analytiquement en utilisant la
solution classique de [31]. En considérant successivement des déformations ma-
croscopiques sphérique et déviatorique, on peut déterminer les deux constantes
scalaires qui caractérisent AP. Les modules de compression volumique et de ci-
saillement effectifs sont alors donnés par ([16]) :
s s s
khom = k* (1 — go(l + i’j)) Do = (1 — 5%’2%;125) (4.24)

L’estimation diluée peut étre généralisée pour le cas ou la condition ¢ < 1 n’est

pas satisfaite : on fait alors appel au schéma différentiel. Il consiste a partir du
solide en y incorporant petit & petit la porosité de fagon incrémentale par étapes
successives. Aprés chaque étape, le milieu homogénéisé équivalent est déterminé
par le schéma dilué et constitue le point de départ de I’étape suivante. Pour plus
de détail voir [16].

[’approche ci-dessus, dédiée aux inclusions (resp. pores) sphériques peut
également étre généralisée a des objets de forme ellipsoidale, grace a la solution
du probléme d’Eshelby que 1’on présente ci-aprés.
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4.2 Probléme d’Eshelby

La solution du probléme d’Eshelby est a la base d’une famille trés importante
de méthodes d’estimation, dont cette section se propose de donner un bref apercu.

D’une facon générale, le probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby étudie
une inclusion ellipsoidale 7, élastique linéaire homogéne, plongée dans un milieu
solide également élastique linéaire homogéne (raideur C#), supposé infini. On se
donne asymptotiquement des conditions aux limites homogénes en déformation
(£(z) — E.z pour |z| — o0). Eshelby ([21],[22]) a montré que la déformation
el dans l'inclusion est homogéne. Elle dépend évidemment linéairement de la
déformation imposée a ’'infini. Dans le cas d’un pore, le tenseur de localisation
de la déformation A’ s’exprime directement en fonction du tenseur d’Eshelby S
de 'objet en question (voir ainsi [16]) :

e =A"E=1-S)":E (4.25)

ol I est le tenseur unité d’ordre 4 et S est le tenseur d’Eshelby qui dépend de
la rigidité du milieu environnant, de la forme et de 'orientation et de la rigidité
de l'inclusion (voir [34], [28], [35]).

Par exemple, pour le cas ou l'inclusion est un pore sphérique, S est un

tenseur isotrope qui s’écrit dans la base (J,K) [16] :
S =al + pK (4.26)

avec :
R 5 6(k* + 2u°)
C3ks+d4ps T 5(3kS +4ps)

On rappelle que J = 1 ® 1/3 et K = I — J. k* et p® sont respectivement le

(4.27)

module de compression volumique et de cisaillement de la phase solide.

Pour un pore sphérique plongé dans un milieu infini, le tenseur de concentration

U avec S est donné par (4.26).

de déformation est calculé par A? = (I —S)~
En utilisant cette expression dans (4.23), on peut déduire les modules de
compression volumique et de cisaillement effectives estimés par le schéma dilué :

1 1

En introduisant (4.27) dans (4.28) on obtient exactement le résultat donné par
(4.24). Dans ce raisonnement, on a identifié le solide et le milieu de référence
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d’élasticité C° du probléme d’Eshelby.

Considérons a présent le cas d'une fissure ellipsoidal aplati de révolution,
défini par 1’équation :
Z% Z% + z§
et
¢ désigne le rayon de la fissure et ¢ la demi-ouverture. Le vecteur unitaire dans

=1 (4.29)

la direction perpendiculaire au plan de la fissure est n = ¢;. Le tenseur S dépend
du coefficient de Poisson de la phase solide v* et du rapport d’aspect X = ¢/¢ de
'inclusion (voir 'annexe B). A coté du tenseur d’Eshelby, on utilise couramment
le tenseur P dit “tenseur de Hill de I'inclusion”, relié & S par S =P : C*.

Pour un milieu microfissuré, les fissures tridimensionnelles sont considé-
rées comme des inclusions ellipsoidales dont le rapport d’aspect est infiniment
petit X < 1. On peut alors chercher a appliquer le résultat d’Eshelby en
prenant la limite quand X tend vers 0. Malheureusement, les composantes A? ikl
d’indices 1111, 1212 et 1313 n’admettent pas de limite finie. Ceci traduit le fait
que les chargements de type cisaillement 12 ou 13 et la traction dans la direction
normale & la fissure induisent des grandes déformations.

AP = )1(@0(]1 ~-S(X)) =00 (4.30)

En revanche, il est utile pour la suite de noter I'existence d’une limite pour la
quantité X (I — S(X))~!. La contribution Le tenseur de concentration de défor-
mation de la fissure est calculé donc par :

lim X (I §(X))™ = T(n) (4.31)

Lorsque la phase solide du probléme d’Eshelby est isotrope, T(n) est un tenseur
isotrope transverse vis-a-vis de la direction de la normale & la fissure et qui
dépend du coefficient de Poisson de la phase solide . Dans la base de Walpole
[49], il s’écrit (voir la démonstration dans annexe B : (B.13)) :

4(1—1/3)(1—1/3 1 v

Tw) = ) 4 B 4 Ea(w) (432

T

4.2.1 Retour sur le schéma dilué : application au milieu
microfissuré

4.2.1.1 Distribution isotrope transverse de microfissures

On examine le cas d’'un milieu microfissuré constitué de fissures paralléles sup-

posées de méme rayon ¢, de densité volumique N, de normale n = e,. La relation
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(4.23) invite a se pencher sur le calcul de la quantité @Kp. Il s’agit en fait d’une
forme indéterminée, puisqu’on a vu (se reporter a (4.30)) que le tenseur de lo-
calisation tend vers l’infini, tandis que la fraction voumique des microfissures
est a priori un infiniment petit. Plus précisément, notant ¢ comme en (4.29) la
demi-ouverture et X = ¢/{ le rapport d’aspect, on observe que ¢ = 4Nw(?*c/3,
c’est-a-dire ¢ = 4Nm(3X/3. Dans esprit du schéma dilué, on estime A’ par
(I — S(X))~! : le produit A" fait alors apparaitre le tenseur T(n) de (4.31),
donné dans la base de Walpole par (4.32). Il en résulte que

A" =

16(1—vo)e/ 1—0° 1 Ve
E E
3 (1—2;/8 () + 5B+ o

Bit)) (439
ot 'on a posé e = N3, qu'on I'appelle “paramétre d’endommagement”. La dé-
composition du tenseur de rigidité du matériau sain C* dans le repére de Walpole
s’écrit selon(B.7) (voir la démonstration dans ’annexe B) :

2u°
C° =
1—2vs

(El + (1= vy + (1 — 20°) (Bs + Ey) + VSE5) (4.34)

En introduisant (4.33) et (4.34) dans (4.23), on obtient P'estimation diluée du
tenseur de rigidité effective d’'un matériau contenant des microfissures paralléles

sous la forme :
6

CPl =) 'R (4.35)
=1
avec :
. 2u° (1 3202 (v — 1)6) pr 2u°(1—v?) ( 16(v® — 1)2e>
c = D Cy = —
! (1—2vs 3(1—2ws) /72 1—2us 3(1 — 2v%)
DL = g Pl s<1 1601 - VS)€> . (DL — (DL 2pv (1 _16(v° — 1)2€>
3(2 —v?) 1 —2vs 3(1 —2v9)

(4.36)

Les significations physiques de ces coefficients sont les suivantes : k, = ¢;/2 est le
module de compression transversale effectif (dans le plan de fissures); u, = c3/2
est le module de cisaillement transversal effectif; p; = ¢4/2 est le module de
cisaillement longitudinal. Le module d’Young dans la direction perpendiculaire
au plan de fissures et le coefficient de Poisson correspondant sont respectivement
déterminés en fonction des coefficients ci-dessus par (voir [11]) :

2c2 cs

Enw=c—— ; vip=— (4-37)
C1 C1
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En utilisant ces formules ci-dessus, on obtient pour les estimations dilué du mo-
dule d’Young longitudinale et le coefficient de Poisson correspondant par :

DL . 3(2v° — 1) +16(1 — %)% DI s 3(2v° — 1) +16(1 — v¥)%e
Ey=FE ST
3(2vs — 1) 4+ 32v°2(1 — v¥)e 3(2vs — 1) 4+ 32v52(1 — v¥)e
(4.38)
On peut observer que :
vt JERY = v E* (4.39)

4.2.1.2 Distribution isotrope de microfissures

Pour le cas des fissures distribuées et orientées de facon isotrope, I’évaluation di-
luée de A” dans (4.23) est obtenue en prenant la moyenne sur toutes les directions
de la normale au plan de fissure :

., 4
oA = ?We <T> (4.40)

ol le paramétre d’endommagement e conserve 1’expression précédente; < T >
désigne la moyenne sur les orientations de la normale du tenseur T(n) de (4.32) :

4(1 —v?) I 8(1—v*)(b—r*)

<T>=
3m(1 —2v%) 157m(2 — v®)

(4.41)

En introduisant (4.40) dans (4.23), on peut déduire les modules de compression
volumique et de cisaillement effectifs :

PP =k (1—ve) ; pP"=p(1— e (4.42)
olt v et ( sont déterminés en fonction du coefficient de Poisson par :

161 — v

16 o I-v)6-v)
YT 91 2o ST

45 2—vs

¢ (4.43)

4.2.2 Schéma de Mori-Tanaka

D’une maniére générale, le schéma de Mori-Tanaka est dédié & une microstructure
de composites a matrice et inclusions et vise a améliorer I'estimation diluée en
prenant en compte 'interaction entre les inclusions. Ce schéma reste basée sur
la solution du probléme d’Eshelby, dans lequel la condition de déplacement a
l'infini (£(z) — E.z pour |z| — o0) est remplacée par une condition du méme
type, mais faisant intervenir une déformation auxiliaire E, qui s’interpréte comme
la déformation moyenne dans la matrice : §(§) — E,.z pour |z| — oo. La relation
entre E, et la déformation macroscopique E est obtenue en exploitant la régle
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de moyenne sur les déformations locales : € = E. Pour un milieu poreux a phase
solide homogeéne d’élasticité C*, on obtient [16] :

CMT = (1 —)C*: <(1 — )+ Zw(ﬂ - S,)*) (4.44)

Cette expression prend en compte des pores indexés par i, de fraction volumique
i (o=, ¢:), et de tenseur d’Eshelby S;.
Pour le cas des pores sphériques, les modules de compression volumique et de

cisaillement effectives estimés par ce schéma s’écrivent :

ot _ st =’ ST _ s (1 — ) (9%* + 8p*)
ks +4ps 9k5(1+2p/3) + 81 (1 + 3¢ /2)

(4.45)

Sur le plan théorique, on montre que les expressions ci-dessus coincident avec
les bornes supérieures de Hashin-Shtrikman (K75F (voir section 4.1) et pff5+),
valable pour un poreux quelconque, ayant une phase solide homogéne d’élasticité
isotrope (modules k* et 1*), sous réserve de I'isotropie statistique.

Pour le cas d’un milieu microfissuré, on prend la limite de la rigidité ef-
fective donnée par (4.44) quand X — 0. Cela conduit en particulier & ¢ — 0.
On utilise & nouveau le fait que p; = 473X /(3]Q]).

4.2.2.1 Distribution isotrope transverse de microfissures

Pour le cas des fissures paralléles, T = T(n) est donné par (4.32), de sorte que le
tenseur de rigidité effectif estimé par (4.44) s’écrit :

6

CMT =3 " MR, (4.46)
i=1

avec :

ur 2 (16(1 —v**)e+3) . MT _ 6p°(1 —v°) L MT _ o
G o s)2 sy 7 2 - 52 s\’ 3 = ap

16(1 — v*)%e + 3(1 — 2v%) 16(1 — v5)2e + 3(1 — 2v9)
6 S 2_ S 6 S$,,8

MT we2=—v) L MT — MT _ rY (4.47)

16(1 —v8)e+3(2 —v*) ©16(1 — v5)2e + 3(1 — 2v5)

En utilisant les équations dans (4.37), on obtient pour les estimations de Mori-
Tanaka du module d’Young longitudinal et le coefficient de Poisson correspon-
dant :

3

3
ENT = FE° L Vg =0 4.48
& 3+16(1— %) 2 TV 316(1— o) (4.48)
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On peut observer que :
yMTJEMT — 5 | B (4.49)

4.2.2.2 Distribution isotrope de microfissures

On obtient : )
A _
CMT:C:(H+§6<'IF>) (4.50)

ou < T > est le tenseur de (4.41). Les modules de compression volumique et de
cisaillement effectifs obtenus par I'estimation de Mori-Tanaka s’écrivent :

EMT =k (1 + ve); pMt =/ (1 + Ce) (4.51)

ou v et ¢ sont donnés par (4.43). On observe que les estimations diluées de
eq :kmuDL constituent un développement limité au premier ordre de celles de
(4.51).

4.2.3 Schéma auto-cohérent

L’idée du schéma auto-cohérent consiste a supposer que c¢’est le matériau homo-
généisé lui-méme qui joue le role de la matrice dans le probléme d’Eshelby. En
exploitant cette idée, la rigidité d’un milieu poreux prévue par le schéma auto-
cohérent, qu’on note C*, a I’expression suivante (voir le détail dans [16]). A la
différence de (4.44), les tenseurs d’Eshelby de la phase solide S, et des pores S;

sont relatifs au milieu homogénéisé, et non au matériau solide :

C* = (1-@)C*: (I+8,:Ce!: (C°—C*))

-1

((1 — Q)M+, : C*7H: (C° = C*) 7 + ) (I - Si)*) (4.52)

Cette expression n’est pas explicite, en raison du fait que C* intervient dans
le calcul du membre de droite. Cela rend difficile I'obtention de résultats analy-
tiques, en particulier dans le cas du milieu microfissuré.

Pour le cas plus simple des pores sphériques, les modules de compression vo-
lumique et de cisaillement effectives estimés par ce schéma sont solutions du
systéme :

1— 1—
k/,ac S (10 ac S (10

1 + aac(ks _ kac)/kac H H 1 + ﬁac(,us _ Iuac)/'uac

(4.53)
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avec :
3kac 6(k,ac + 2Mac)

« = ; ﬁ = 5 (3k:ac + 4,uac)

3k:ac + 4Mac
Les figures 4.1 et 4.2 montrent clairement que les estimations diluée, de Mori-

(4.54)

Tanaka et auto-cohérente ne sont voisines que pour ¢ < 1. Pour le module
de cisaillement, on observe que les estimations diluée et auto-cohérente restent
néanmoins trés proches. On note que les estimations diluée et auto-cohérente
donnent toujours des valeurs inférieures a celle de ’estimation de Mori-Tanaka,
dont on a vu qu’elle coincide formellement avec la borne supérieure de Hashin-
Shtrikman.

Voigt (4.18)

Mori-Tanaka (4.45)

02]
0 : _ Auto-cohérent (4.53)
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
021 4 Dilué (4.28)

FI1G. 4.1 — Estimations et bornes de k"™ /k* pour un matériau élastique conte-
nant des pores sphériques

4.2.4 Approche de Ponte-Castaneda et Willis

Dédiée au cas d’un composite a matrice et inclusions, I'approche de Ponte-
Castaneda et Willis [11] vise & incorporer d’une part I'information concernant

la forme et Porientation des inclusions élémentaires (par exemple, des pores), et
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1,
0.8
0.6
0.4
Mori-Tanaka (4.45)
0.2+
Dilué (4.28)
0 01 02 03 04

*® Auto-cohérent (4.53)
¥

F1G. 4.2 — Estimations de /,ch"m/ #° pour un matériau élastique contenant des
pores sphériques

d’autre part 'information sur la distribution spatiale de ces objets. A chaque
information est attaché un tenseur de Hill (resp. d’Eshelby). Le premier est
relatif & la forme (ellipsoidale) et 'orientation de l'inclusion. Le second, noté
P, est relatif a I'ellipsoide qui décrit la symétrie de la distribution de la phase
inclusionnaire considérée par rapport a une autre phase donnée. Il importe
évidemment de bien distinguer ’hypothése concernant la distribution des orien-
tations et celle concernant la distribution spatiale d’une famille inclusionnaire

donnée. Elles sont a priori déconnectées.

De type variationnelle, cette démarche délivre des bornes. Dans le cas
d’inclusions sphériques distribuées de facon isotrope, on retrouve les bornes de
Hashin-Shtrikman. Nous nous intéressons ici tout spécialement a l'application
de ces résultats au cas de la microfissuration. Dans le cas d’une distribution
spatiale isotrope des familles de microfissures, le tenseur Py est celui d’une
sphére plongée dans un milieu d’élasticité C°. On peut alors utiliser les notations
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de (4.27) :

s s 1+ 08 24— 500
i . b K avec o= —" o B = Y (4.55)

P, = _ 2
LT PE 3(1—17) 15 1 — v

Plus généralement, on pourra considérer un tenseur P; unique pour toutes les
familles de microfissures, caractérisé par un scalaire wy décrivant la symétrie
(ellipsoidale) de la distribution spatiale'. Le cas wq = 1 correspond a I'isotropie
de distribution spatiale.

L’expression du tenseur d’élasticité homogénéisé est alors :
CPV =C = (I+C: Y GI-8)":Py):C: ) '(I-S;)7"  (4.56)

ou S; désigne le tenseur d’Eshelby de la microfissure ¢ plongée dans un milieu
d’élasticité C*.

4.2.4.1 Distribution isotrope de l’orientation des microfissures

Dans le cas d’une répartition isotrope de [’orientation des fissures, on obtient :
i o 4Ar
D oI-S) =5e<T> (4.57)
i

oit < T > est donné par (4.41). Le tenseur d ’élasticité effectif CP" est iso-
trope. Il est obtenu en introduisant (4.41) et (4.55) dans (4.56). Les modules de
compression et de cisaillement effectifs sont :

prow _ st y(a’ — e LPOW :M31+§(5s—1)€
14 ~vyase 1+ (pBse

(4.58)

Les figures 4.3 et 4.4 présentent la variation des modules élastiques normalisés
en fonction du paramétre d’endommagement ¢ pour une valeur donnée du coeffi-
cient de Poisson de la phase solide. Ces figures montrent que I’estimation de MT
donne des valeurs supérieures tandis que les valeurs données par I’estimation DL
sont toujours inférieures par rapport aux deux autres. Il n’est valable que pour
€ < 0,28. On peut observer ainsi que le module de compression volumique dimi-
nue plus vite que le module de cisaillement quand le niveau d’endommagement

augmente.

'Plus précisément, il s’agit du rapport d’aspect de ’ellipsoide décrivant la distribution,pour
plus de détail, voir [11])
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0.6
| (mt) (4.51)
04

(pew) (4.58)

(dl) (4.42)

0.2

0] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

€

FI1G. 4.3 — Estimations de k"™ /k?® le cas de distribution isotrope de microfissures

4.2.4.2 Microfissures paralléles

On considére a présent une famille de fissures paralléles. Pour une distribution
spatiale isotrope (wy; = 1), le tenseur de distribution de (4.55) exprimé dans la
base de Walpole s’écrit :

1+v

P=—
15E5(1 — v)

((6 —10v)E; + (7= 100)Ey + (8 — 10v) (Es + E4) — (Es + EG))

(4.59)
Les calculs symboliques dans Maple des produits tensoriels nous donnent les cinqg
paramétres élastiques endommagés de 1’estimation de PCW donnée par (4.56)
de ce cas isotrope transverse. En utilisant les équations dans (4.37), on obtient
finalement les estimations de Ponte Castaneda et Willis du module d’Young
longitudinale et le coefficient de Poisson correspondant par :

128¢ — 45 Pow s 128¢ — 45 (
. POW _
(240052 — 112)e —45 = 12 (240052 — 112)e — 45

PCW __ rrs
£y = =v

4.60)

On peut observer que :
vECW JEECW — s/ Bs (4.61)
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(mt) (4.51)
dl) (4.42
(dh (4.42) (pew) (4.58)

0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3

€

FIG. 4.4 - Estimations de 1™ /pu® le cas de distribution isotrope de microfissures

Pour une distribution quelconque des fissures paralléles, on peut ainsi déterminer
les cinq parameétres élastiques effectives grace a des expressions des scalaires du
tenseur de distribution P en fonction de w, [11]. On fait des différents calculs avec
différentes valeurs de w, varie de 1 a 0,1. En comparant les trois estimations,
on peut conclure que l’estimation de MT donne toujours des valeurs les plus
grandes par rapport aux deux autres, par contre I’estimation DL donne toujours
des valeurs les plus petites. Cette conclusion est illustrée par la comparaison des
d’Young longitudinale normalisé E'™/E*. La comparaison est présentée par la
figure 4.5. On remarque ainsi que I'estimation de PCW tend vers celle de MT
lorsque wy tend vers 0.

4.3 Conclusions

Ce chapitre a introduit quelques éléments de micromécanique pour les milieux
élastiques hétérogeénes en vue d’applications pour la modélisation de ’endom-

magement.
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F1G. 4.5 — Estimations de E/Y™/E* le cas de distribution isotrope transverse de

microfissures

On a rappelé tout d’abord les notions de base : le v.e.r., les notions de contrainte
et déformation macro- et microscopique en lien avec les conditions sur le bord
du v.e.r., les régles de moyenne, le lemme de Hill. On a donné l’expression
générale du tenseur de rigidité homogénéisé a 'aide de la notion de tenseur
de localisation de contrainte et de déformation. Aprés avoir évoqué la notion
de bornes, on a présénté le probléme d’Eshelby pour le cas de l'inclusion de
forme ellipsoidale, qui est a ’origine d’'une classe trés importante de schémas
d’homogénéisation classiques. On a conclu par 'approche variationnelle de
Ponte Castaneda et Willis qui offre la possibilité de bien distinguer les symétries
de forme et distribution spatiale.

S’agissant, de l’endommagement par microfissuration, ’approche micromé-
canique permet d’introduire naturellement le paramétre d’endommagement e

qui est déterminé en fonction du rayon de la fissure et de la densité de fissuration.

Différentes estimations (resp. bornes supérieures) des caractéristiques ef-
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fectives du matériau endommagé sont présentées. On s’est intéressé ici au cas
d’une distribution isotrope des orientations et a celui de fissures paralléles en
testant l’estimation diluée, celle de Mori-Tanaka, 1’estimation autocohérente
et ’approche variationnelle de Ponte Castaneda et Willis. On a noté que
I’estimation de Mori-Tanaka apparaissait comme un cas limite de ’approche de
Ponte Castaneda et Willis.
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Le chapitre vise a la détermination du comportement effectif d’un matériau
microfissuré viscoélastique linéaire. En raison de la non linéarité de la concen-
tration de déformation dans les fissures, ce dernier ne peut pas étre obtenu
directement a partir d'une combinaison du principe de correspondance avec

les schémas d’homogénéisation basés sur la solution du probléme d’Eshelby.
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[’approche alternative proposée est basée sur la relation linéaire entre la
contrainte macroscopique et la discontinuité des déplacements locaux a travers
de la fissure. On en déduit une approche analytique du comportement effectif
dans le cadre du modéle de Burger.

On se limite au cas isotrope, a la fois en ce qui concerne la distribution
et I'orientation, et au cas isotrope transverse correspondant & des microfissures

paralléles.

5.1 Introduction

Comme cela a déja été évoqué au chapitre 2, le comportement mécanique
différé du béton est souvent approché par un modéle viscoélastique linéaire,
la formulation la plus simple de celui-ci étant non vieillissante (v.l.n.v.). En
pratique, on exploite le principe de correspondance qui transforme un probléme

v.l.n.v. en un probléme élastique linéaire.

C’est I'idée du présent chapitre qui vise a évaluer l'influence des microfis-
sures sur le comportement effectif d’'un matériau v.l.n.v.. Comme on I’a vu dans
le cas de I'élasticité au chapitre 4, la détermination du comportement effectif
dans le cadre de I’homogénéisation revient a résoudre un probléme aux limites
défini sur un volume élémentaire représentatif (v.e.r.). Comme le montre de
la littérature (voir par exemple [2]), I'homogénéisation des matériaux v.l.n.v.
hétérogeénes peut en général étre obtenue par une combinaison du principe
de correspondance et des schémas d’homogénéisation de type “Eshelby” pour
les milieux aléatoires élastiques hétérogénes. Cependant, on montre ici que
la non linéarité de la concentration de déformation dans les fissures interdit
I’application directe de ce raisonnement. Sur la base d’une approche alternative,
la contribution de la présente étude est de fournir une estimation quantitative
du comportement effectif des milieux v.l.n.v. et d’en exprimer le résultat sous la

forme d’'un modéle viscoélastique de Burger.

5.2 Homogénéisation des matériaux viscoélas-

tiques microfissurés

On examine I’endommagement induit par des microfissures dans un matériau

v.l.n.v. du type décrit dans le chapitre 2. Le moyen le plus naturel pour aborder
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cette question est de prendre les résultats concernant le comportement effectif
des matériaux élastiques linéaires microfissurés (voir par exemple [7], [28], [16])
et d’appliquer le principe de correspondance. Cependant, certaines précautions
doivent étre prises en compte dans la transposition des résultats mathématiques
de I’élasticité a la viscoélasticité.

5.2.1 Retour sur le probléme élastique linéaire

Il est bien connu que les schémas d’homogénéisation habituels en élasticité héteé-
rogénes, tels que les schémas dilué, autocohérent ou de Mori-Tanaka, sont basés
sur le concept de localisation des déformations (voir le chapitre 4 dont on rap-
pelle trés briévement quelques résultats). En bref, étant donné un v.e.r. Q et la
déformation macroscopique E, la relation entre E et le déplacement aux limites
de Q est linéaire :

(Vzeof)): &(z)=E-z (5.1)

De ce fait, dans le cadre d’'un comportement linéaire, la déformation locale &(z)
est reliée linéairement & E par un tenseur du quatriéme ordre que 1’on appelle
“tenseur de localisation” :

e(z) =A(z): E (5.2)

Le tenseur de raideur effectif C"™ du composite est alors calculé par la moyenne
C(z) : A(z), ou C(z) désigne le tenseur de raideur local. Dans le cas d’un milieu
poreux, avec une phase solide homogéne dont le tenseur de rigidité est noté C?,
on a vu que ’on obtient (voir par exemple [16]) :

Chom = C* : (I — pA”) (5.3)

ol ¢ est le facteur volumique, I est le tenseur unitaire d’ordre 4 et A" est la
moyenne de A(z) dans espace poreux QP. Le principe de 'estimation de A’
provient de la solution du probléme d’Eshelby. Celui-ci considére une inclusion
ellipsoidale unique homogéne I plongée dans un milieu infini également homo-
géne composé d'un matériau élastique différent. Etant donnée une déformation
macroscopique E, la condition linéaire de déplacement asymptotique prend la
forme :

|z| > 00: €&(z) o E-z (5.4)

Eshelby a montré que la déformation €/ dans Dinclusion est uniforme (voir
(4.25)). Par exemple, dans le cas d’une cavité au sein d'un milieu solide infini de



Chapitre 5. Modéle de Burger pour le comportement effectif d’un
90 solide viscoélastique microfissuré

tenseur de rigidité C*, e’ est donné par :
el=0-S)":E (5.5)

ot S est le tenseur d’Eshelby de la cavité qui dépend de la géométrie de la
cavité et du tenseur d’élasticité du matériau sain C° ([21]). Par la suite (voir
les équations (5.2)) et (5.3)), le schéma dilué est simplement obtenu en prenant
Al = (I —S)~! comme une estimation de A”. Le schéma de Mori-Tanaka peut

étre obtenu en considérant l'interaction mécanique entre les pores élémentaires

By = ([—8): (1 - @)L+ oI -85)7).

La fissure 3D est habituellement modélisée par un sphéroide caractérisé
par son rapport d’aspect X < 1. Dans ce cas, le tenseur d’Eshelby S est une
fonction de X. Soit n est I'indice associé a la direction normale de la fissure. Le
probléme mathématique rencontré spécifiquement dans le cas de fissures réside
dans le fait que les coefficients d’indices nnaf et nana du tenseur(I — S)~*
sont de I'ordre de 1/X (voir 4.30 et 4.31). Cela implique que le rapport entre
la déformation normale € de l'inclusion et la déformation macroscopique E
est de lordre de 1/X (voir 5.5). Ceci montre que la variation de X est non
négligeable, ce qui est en contradiction avec I’hypothése de linéarité sur laquelle
la notion de tenseur de concentration de déformation est fondée. Cette question
a été discutée en détails dans [14].

Afin de surmonter cette difficulté, 1'idée consiste a considérer la formula-
tion différentielle du probléme dans laquelle le tenseur de concentration de la
déformation doit étre remplacé par un tenseur de concentration du taux de
déformation de telle sorte que (5.2) devient :

é(z) = A(z) : E (5.6)

De méme, la formulation différentielle de la solution du probléme d’Eshelby pour
une cavité sphéroidale devient :

= (1-S(X) " E (5.7)
ou X se référe maintenant & rapport d’aspect dans le configuration actuelle de
la cavité sphéroidale. Finalement, 'usage de AL, ou A%, dans équation (5.3)
conduit & une estimation de la raideur tangente effective. Pour des raisons mathé-
matiques liées au fait que la porosité de la fissure ¢ est proportionnelle & X (voir
par exemple [14]), il s’avére que cette raideur tangente effective est en fait indé-
pendante de X. C’est ce résultat qui permet de conclure que le comportement
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effectif est bien élastique linéaire. Cette remarque justifie les développements du
chapitre 4. D’un point de vue théorique, le raisonnement “en vitesses” basé sur le
taux de déformation est indispensable afin d’éviter la difficulté associée a I’exis-
tence d’une déformation finie dans la direction normale aux fissures. Mais d'un
point de vue pratique, le “passage en force” effectué implicitement au chapitre 4
ne porte pas a conséquence. La situation est nettement plus complexe en visco-
élasticité linéaire dans la perspective d’appliquer le principe de correspondance,

comme on va le voir maintenant.

5.2.2 Le cas viscoélastique

La transformation de Laplace-Carson étant un opérateur linéaire, il ne peut étre
appliqué utilement qu’a un ensemble d’équations linéaires. Or, dans le cas des
microfissures, la section précédente a souligné I’existence d’une non-linéarité a
I’échelle locale dans la relation entre la déformation de la fissure et de la défor-
mation macroscopique. Cela implique que I’homogénéisation d’un milieu visco-
élastique fissuré n’est pas aussi simple que celle du cas standard, a cause de la
spécificité de I'hétérogénéité de type “fissure”.
Plus précisément, l'extension standard pour des matériaux v.l.m.v. des sché-
mas d’homogénéisation en élasticité linéaire est basée sur la transformation de
Laplace-Carson. Elle conduit & remplacer la relation d’homogénéisation élastique
Chom = C : A par

Chom* = C - A, (5.8)

Dans (5.8), le tenseur de concentration de la déformation A, doit maintenant
étre estimé pour un v.e.r. fictif ayant la méme géométrie que le v.e.r. réel et
une rigidité élastique fictive C*(p). Le probléme réside dans le changement
de configuration du v.e.r. au cours du chargement, conséquence des grandes
déformations de la fissure. D’autre part, le passage & une localisation “en
vitesses” du type (5.7) ne permet pas d’éviter l'obstacle, du fait que cette
relation n’est linéaire que dans la seule configuration actuelle. Le but de cette
section est de présenter une approche alternative aux schémas de type Eshelby,
permettant de surmonter la difficulté qui vient d’étre identifiée.

Nous considérons un wv.e.r. 2 constitué d’un matériau v.l.n.v. du type dé-
crit au chapitre 2 et comportant un réseau de fissures en forme de disque.
Contrairement au modéle de fissure ellipsoidale considéré dans les approches
de type d’Eshelby qui par nature est tridimensionnel, la fissure est mathémati-
quement abordée a présent comme un disque plan dans le cadre d’un modéle
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géométrique de nature bidimensionnelle (fissure de Griffith). En particulier,
la notion du rapport d’aspect est étrangére a cette nouvelle approche. Sur
'intervalle de temps du chargement, on suppose que le déplacement &(z,t)
est prescrit sur le bord 0f). Celui-ci est relié a I’histoire de la déformation
macroscopique E(t) par &€(z,t) = E(t) - z. En conséquence, la déformation
macroscopique est liée au champ de déformations microscopiques dans la phase
solide §2° par une régle de moyenne qui doit étre corrigée par un terme tenant
compte de la déformation (finie) des fissures :

E:ﬁ(/ﬂssdij;/&[é]iénidS) (5.9)

ou C; dénote la fissure n°¢, n; est le vecteur unitaire normal au plan de la fissure
et [£]; la discontinuité de déplacement entre les deux lévres de la fissure comptée
dans le sens de n;.

Le tenseur de contrainte macroscopique ¥ () et le champ des contraintes micro-
scopiques o (z,t) sont liés par la régle de moyenne usuelle : ¥ = &. Dans le cas
des fissures vides, elle prend la forme :

1
Y =— odV (5.10)
€2 Jos
L’idée consiste a anticiper que le champ de déformations microscopiques dans
le solide et la discontinuité de déplacement [£]; dépendent linéairement de la
déformation macroscopique, ce qui devra étre confirmé a posteriori. Ceci permet
d’appliquer la transformation de Laplace-Carson & la relation de moyenne (5.9),

ce qui donne :

1 1 s
B = — s*dV+—( /g;f@nids) 5.11
A Jo a2 )¢ (5:11)

Nous cherchons maintenant la relation macroscopique entre la déformation E* et
la contrainte X*. Pour commencer, on combine la régle de la contrainte moyenne
(5.10) avec I'équation d’état du solide de forme o* = C* : €*. La régle de moyenne
(5.11) devient :

* x—1 * 1 x S
E'=C"':% +@(;/Ci[£h®nid5) (5.12)

[’équation ci-dessus suggére de rechercher une estimation de [£]F en fonction de
32*. Pour ce faire, nous utilisons un schéma dilué en contrainte (voir par exemple

[15]). Cela revient & considérer une seule fissure dans un milieu fictif élastique



5.3. Distribution isotrope de ’orientation des fissures 93

infini de rigidité C*(p) avec un état de contrainte asymptotique, c’est-a-dire a

*

'infini) qui n’est autre que ¥*. La discontinuité de déplacement [£];

* est alors

estimée par la solution de ce probléme classique de la mécanique linéaire de la

rupture.

Plus précisément, considérons le systéme de coordonnées cylindriques défi-
nis a partir de ’axe de symétrie de la fissure. Le rayon de la fissure est noté par
¢. Si la contrainte a I'infini est isotrope, par exemple X* = ¥*1, la discontinuité
est normale au plan de fissure (mode I) et s’écrit, :

) = U E (5.13)
ou v* et pu* sont respectivement donnés par 2.17 et 2.16. p est la distance entre
le point considéré et le centre de la fissure. Pour des contraintes de cisaillement,
a l'infini, par exemple X* = ¥X*n é t, avec t paralléle au plan des fissures, la
discontinuité de déplacement est paralléle a la fissure (mode II) et s’écrit :

431 —v*

* . 2 _ 52
O e (514)

Les équations (5.13) et (5.14) donnent les relations linéaires entre la discontinuité
de déplacement élémentaire et la contrainte macroscopique. L’utilisation de ces
derniéres dans (5.12) donne clairement une relation linéaire entre ¥* et E*, qui
peut étre mise sous la forme ¥* = Ch™" . E*. Cette équation caractérise le
comportement effectif dans I’espace de Laplace-Carson. Pour mettre en ceuvre
cette démarche, il est nécessaire de préciser la distribution des orientations des
fissures. Dans la suite, la méthode est illustrée sur les cas d’une distribution
isotrope puis paralléle des orientations des fissures.

5.3 Distribution isotrope de l'orientation des fis-

sures

Dans cette section, on considére une distribution isotrope de I'orientation des fis-
sures (voir 5.1). Le tenseur de raideur effectif apparent dans l'espace de Laplace-
Carson défini par C"™" est donc isotrope qui s’exprime dans la base (J, K) par :

Crom” = 3kM™ J + 2uP™ K (5.15)

ou J et K sont comme précédemment les projecteurs sphérique et déviatorique

, . * * IR BN .
d’ordre 4. Pour déterminer £"™" et p"°™" on considére successivement des



Chapitre 5. Modéle de Burger pour le comportement effectif d’un
94 solide viscoélastique microfissuré

F1G. 5.1 — Distribution isotrope de I'orientation des fissures

chargements macroscopique sphérique et déviatorique.

5.3.1 Comportement effectif sous chargement sphérique

On impose une contrainte macroscopique sphérique >*1 de sorte que la fissure
s’ouvre suivant le mode I. La discontinuité de déplacement est donc [£]* = [¢,]*n
ou [£,]* est donnée par (5.13). La contribution élémentaire d’une fissure a la
déformation macroscopique est calculée par :

S * - * 2w ¢ 3 * _ *
[ émas = E0Duen [7( [ VE=pap) an =2 Z0 "D
¢ e o \Uo R
(5.16)

On suppose que tous les fissures ont le méme rayon ¢. L’intégration sur tous les
orientations des fissures donne :

1 / s SN ¥*(1 —v¥) dS 8N 3 (1 —v)
o €]} ®n; dS) = / nEn-— = 1
2] (; Ci 3 w In|=1 dm 9 W

(5.17)
ou I’on rappelle que N est la densité volumique de fissures, ¢’est-a-dire le nombre

de fissures dans un volume unité. En introduisant (5.17) dans (5.12) on obtient :

_ 8¢ X*(1 —v*

O B L S Gl b1 (5.18)
9 Il

ol on rappelle que ¢ = N3 est le paramétre d’endommagement [7], qui a déja

été introduit en élasticité au chapitre 4. Dans cette équation, la “complaisance”

1
s’écrit : C* 1 = Bk*J + 5 -K ot * et p* sont donnés par I'équation (2.16). Ceci
o
conduit & la relation scalaire :
1 8e(l—-v"
trtE = — 4+ — ——— | ¥ 5.19
' (k‘ 3w ) (>:19)

D’autre par, la loi de comportement homogénéisée s’écrit E* = Chom* 1. (3*1),
ce qui se simplifie ici sous la forme trE* = Z*/k;’“’m*. En comparant ce résultat
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avec (5.19), on parvient a une estimation du “module de compression volumique”
khom* .

1 — V*2
1—2v*

I 1 8e(1—v)  1+4eQ* .16
khom* - fo* + 3 M* o o avec Q o 9

(5.20)

Pour la mise en pratique, on cherche & approcher le comportement v.l.n.v. effectif
du matériau étudié par un modeéle de Burger (voir la figure 5.2). Cela revient

Ci(€)
Ci(e) h(€)
o~ THHHII—T—
-
J
Ci(e)

F1G. 5.2 — Modéle rhéologique effectif de Burger pour le matériau endommagé

a rechercher I'ensemble des paramétres de ce dernier sous la forme de fonctions
de € : ky(e), kx(e), my(€) et m5(e). Compte tenu de (2.16), si le matériau ho-
mogénéisé était strictement du type “Burger”, il devrait satisfaire la condition

suivante :
1 1 1 1

- = - -
khom™— ka(e) — pyg(€)/3  kic(€) + piic(€)/3
Si I’on reprend 1’expression (5.20) de k"*™" et celle de v* (voir (2.17)), il est facile
de voir que (5.21) ne peut pas étre satisfaite de fagon rigoureuse. Notre but est

(5.21)

plutot d’identifier la meilleure approximation du comportement effectif dans la
classe du modéle de Burger. L’idée est de satisfaire le développement en série de
(5.21) au second ordre prés au voisinage de p = 0 et p = co. Gardant en mémoire
que

lim a(t) = lima*(p) ; lima(t) = lim a*(p) (5.22)

t—o00 p—0 t—0 p—00
le modéle de Burger recherché devrait étre une excellente approche au moins a
court terme et a long terme. Pour la suite, nous utilisons le développement en

série de Q* dans le voisinage de p =0 :

Q" =Q°+ Qp+ O(p?) (5.23)
avec ( d )
o 16 (s, + 2
Qg = — Tl T ST (5.24)
9 77M(277M + nM)
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et

o o3yl dmi o (1,1 w11
A =—5 "arenir \ 3\t i) 2 Gyt )| 62
M K

g (205 +n%)? 3

De la méme facon, dans le voisinage de p = oo, on a :

@ =Qx+ o (5.26)
e 4 s (3keas + Aping)
M oKy + 4
= _ 5.27
et

o =- 3k ) = 2um |+ —
o 3ua Bk + p)? TR g

v Mk
(5.28)
Par ailleurs, le développement en séries de 1/k* correspondant au modéle Burger
(voir (2.16)) s’écrit :

1 31 1 1
=0: —= -+|(—+—|+0 5.29
p P (k:M k:K) (p) (5.29)
et
1 1 1/ 3 3
e (2 D) hown 6

En combinant (5.29), (5.30) et (5.20) ensemble avec (5.23) et (5.26), les dé-
veloppements en série de de 1/k’wm* au voisinage de p = 0 et p = oo sont

respectivement, :

1 1+eQ° 1 € ( 1 1)
=0: - =3 S—+13 +(1+e€ Z — +— +0 5.31
et
1 1+e@Q> 1 ( ( 1 1 ) eQi"l) 9
=00: ;= “+—(31+eQ°)| —+— | + +0(1

(5.32)
D’autre part, le développement en série de 1/k"™" correspondant au modéle de
Burger approché s’écrit (voir (5.21)) :

1 3 1 1 1
=0 e wmst (e tae) o0 6
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et

p:w:k$ﬂ:@b+%gﬁa+%%)+amﬂ (5:34)

Les raideurs et les paramétres de viscosité du matériau endommagé, c’est-a-dire
kar(€), ki (e), 3, (e) et mi(e), doivent assurer la compatibilité entre (5.31) et
(5.33), ainsi qu’entre (5.32) et (5.34). On obtient :

1 1+ Q5% 1 14Q%e
k() kv kxle) kk
(5.35)
I 1+Qye 1 14 Q%e
me) omy T mk(e) ok

ou les constantes ()5, Q%, Q% et Q% sont déterminés de la facon suivante en
fonction des caractéristiques viscoélastiques du matériau sain :

Qu=0Qr ; Qy=07

o k:K e o v 00 7)?( 00 7)?( v 0
g 7 ) = Wy + -1 3 — Yo
Q- Q= @) Q= Qe — (@ - Q)

(5.36)

3k

M

Q= Qs+

5.3.2 Comportement effectif sous chargement déviatorique

Dans le systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées de base (eq, ez, e3),

on considére un chargement déviatorique ou la contrainte macroscopique s’écrit :
¥ = Z*(e1 Xe —e3® 83) (537)

La contribution élémentaire d’une fissure a la déformation macroscopique dans
’équation (5.12) est déterminée grace aux équations (5.13) et (5.14), en fonction
de son orientation. Soit n le vecteur unitaire normal au plan de la fissure qui
coincide avec le vecteur unitaire radial e, (coordonnées sphériques : voir la figure
5.3). Les formules de changement de base sont aisément déduites des relations :

e; = cos psinfe, + cos p cos ey — sin pe,, ; e3 = cosfe, — sin fey (5.38)

En introduisant (5.38) dans (5.37) on obtient la forme de ¥* dans le repére local
(e,,ep,€,). Les composantes de traction (mode I) X7 et de cisaillement (mode
IT) 3%, et ¥, s’écrivent :

X5 =X XL = X B, = XX (5.39)
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A

€3

F1G. 5.3 — Coordonnées sphériques

avec

X, = cos? psin? § — cos? §; Xy = sin 0 cos O(1 + cos? p); X, = —sinfsin g cos p

(5.40)

En introduisant (5.39) dans (5.13) et (5.14) on obtient les trois composantes du
vecteur de discontinuité de déplacement entre les deux lévres de la fissures :

[fr]* _ 4(1 — 1/*) X, 2 e p2 (5.41)

a u*

8 X, X 1—vr
*_ 2 — 02— p2? 5.42
R s L. (5.2

8 XpX* 1 —v*
Y= — 2 — p? 5.43
o) = = S P (543
La discontinuité de déplacement total & la traversée de la fissure s’écrit vectoriel-

lement :
L, AXF(1—vY) 2

[é] = T (Xrer + m(X@E@ + Xvew)) 2 — p2 (544)

La contribution élémentaire d’une fissure a la déformation macroscopique est
donc déterminée par :

s * Lk 2 l 3§k %
/[5]* @ e, dS = MX/ / /2= 2 pdpdf) = MX
c T o Jo 3
(5.45)

ott 'on a introduit pour simplifier le tenseur X d’ordre 2 dans le repére local, qui
est une fonction de ¢ et de 0 :

X=2X,e ®e, + (Xoeq (}SZ) e, + X,e, (}SZ) e,) (5.46)

2 —v*



5.3. Distribution isotrope de ’orientation des fissures 99

avec les coefficients X,, X, et Xy donnés par (5.40). Pour exprimer X dans le
repére global, on exprime les vecteurs unitaires locaux par ceux de la base fixe :

e, = cospsinfe; + sin psin ey + cos fes
e, = —sinpe; + cospe;y
ey = coscosbe; + sinp cosfes — sinfe; (5.47)

On suppose comme précédemment que toutes les fissures ont le méme rayon /.
La contribution de I’ensemble des fissures & la déformation macroscopique est
déterminée en intégrant la contribution d’une fissure élémentaire donnée par

'équation (5.45) sur toutes les orientations de la sphére unité :

1 s 8Na*T* (1 — v*) as
— & n; dS) - x22 5.48
jo! ( ; /c 4 S =1 47 (5.48)

ou dS = sin(f)dfdy désigne I'élément d’aire de la surface de la sphére unité. En
définitive, la contribution de I’ensemble des fissures donnée par (5.48) devient :

fﬁ'(Z/C €] @ n dS) = 8N€325;§1 =) /OW (/:ﬂ ix@,e) dw) sin(6) df

M*
S (5.49)
2u*

oll apparait comme précédemment le parameétre d’endommagement € = N/3.

Dans cette formule, on a posé :

320 -v)(5-v)

M= —
45 2 —v*

(5.50)

Par ailleurs, la contribution de la phase solide a la déformation macroscopique
s’écrit :

1 1 1
J + —K) : (e1 ® e —e3 ® 83) = —E* (551)

(C*fl . 2* — 2*
(3k* 20 2u*

En introduisant (5.49) et (5.51) dans (5.12), on obtient I’équation d’état macro-
scopique sous chargement déviatorique :
1+ eM”
= o

E* > (5.52)

Finalement, on rapproche le résultat exprimé par (5.52) avec la forme générale
de I’équation d’état macroscopique qui, pour ce cas de chargement, prend la
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forme E* = 3*/24"™". On obtient ainsi le “module de cisaillement” effectif par

identification :
1 B 1+ eM*

Mhom* o M*
Comme dans le cas du chargement isotrope étudié précédemment, on approche le

(5.53)

comportement déviatorique effectif du matériau étudié par le modéle viscoélas-
tique de Burger. Ce dernier est caractérisé par des paramétres viscoélastiques
effectifs déviatoriques (), pur(€), nd(e) et n%(e) définis par la condition sui-
vante (voir (2.16)) :

1 1 1 1

= + —

) @) o2 () T o) (5:54)

Cette équation doit étre satisfaite, au second ordre en p (resp. 1/p) prés au
voisinage de p = 0 et p = o0o. Le développement en série de M* au voisinage de
p = 0 s’écrit :

[e)
-1

p=0: M*=MHMp+O(p*); p=oco: M*=M>+ +0(1/p?*) (5.55)

avec

e — 32 (i + 208 (30, + 208, (5.56)
© 45 (3 + s (203 + 1ty

S S S 2
_QUMURZ(777M2+1071M77%+4?7% ) ( s ( 1 1 )—Ud < 1 1 )

My

- R S
45 (my )20, + ngp)? M\ Sk 3k ) ™M\ 2k 20
(5.57

)
1 4 4

M — 16 (9 + 4par) Bk + 4uar) (5.58)

45 (3/{71\4 + 2uM) (3]€M + MM)

16 k 63k2, + 60k + 167152 1 1 1 1
ps = L6 Karttar (63K, + 0kuijaas + 16/11s%) (3/<;M< +—) = <'rz7+_>
M

15 (Bkar A+ par)2(3kar + 2pr)? Mu Nk s

(5.59)
En combinant (2.16) et (5.48) avec (5.55), les développements en séries de

1/pm™ au voisinage de p = 0 et p = oo sont respectivement :

1 1+eM? 1 eM? 1 1
p=0s =2 (25 e (o) ) o)
K e P v My HK
(5.60)
et
1 1+eM> 1 1 eM™
p=o00: — = °4— (2(1 +eM3°) (T + —d> + 1)+O(1/p2)
% Y % M Nk Hm

(5.61)
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que 'on compare avec le développement en séries de 1/ phom* dérive du modéle
de Burger (voir (5.54)) :

1 2 1 1 1
p=0: o = Ty p (MM@ + MK@) +O(p) (5.62)
et
1 1 1/ 2 2 )
P=00t e = 0 (nﬁZ(E) ! n;z@) Tour) (563

Les modules de cisaillement élastiques et visqueux (), px (€), ni,(€) et né(e),
doivent assurer la compatibilité entre (5.60) et (5.62) ainsi que entre (5.61) et
(5.63). On obtient :

1 1+ Mge 1 14 Mge
par(€) g Copk(e)  pk
(5.64)
1 1+Mye 1 1+ Mge
ny(e) g Cong(e) %k

ou les constantes My, My, My, et M} sont determinées en fonction des carac-

téristiques viscoélastiques du matériau sain :

Mg =M My =M

9 d d
Mo = M+ Ly = B gy )= a4 S - TE

U 122§ 2ppm UsYi
(5.65)

La figure 5.4 présente la variation des 8 paramétres du modéle de Burger approché

en fonction du paramétre d’endommagement e.

5.3.3 Validation du modéle viscoélastique effectif approché

de Burger sur le probléme de fluage

Le modéle construit a la section précédente assure par construction une
excellente approximation du comportement endommagé réel a court et long
terme. On teste dans cette section sur un chargement particulier la qualité de

I’approximation en question en régime transitoire.

— M®>®

o
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paramétre d’endommagement € paramétre d’endommagement e
F1G. 5.4 — Approximation du comportement effectif du matériau v.l.n.v. micro-
fissuré par le modéle de Burger (les modules viscoélastiques du matériau sain
sont donnés par le tableau 2.1)

La loi de comportement macroscopique effective correspondant au modéle
de Burger approché est écrite sous la forme d’une équation différentielle d’ordre
2 (voir (2.7)) :

X(e) : 2+ Y(e) : B+ Z(e) : X =Co(e) : E4Ch(e): B (5.66)

ou X et E sont respectivement la contrainte macroscopique et la déformation
macroscopique. Les constantes tensorielles effectives d’ordre 4 apparaissant dans
cette équation sont calculées conformément & (2.8) en fonction des modules ef-
fectifs donnés par les équations (5.35) et (5.64) :

X(e) = Ck(e) : Siyle);  Y(e) = [+C(e) : Sj;(€)+Ck(€) : Siye);  Z(e) = Cie(e) : Sy (e)

(5.67)
Ch(e) = 3kr(e)J +2ux(e)K;  Ck(e) = ni(e)J + ni (K
S, () = %; ok 2M14 K Sl = nij(e)“% - %j@K (5.68)

Considérons le probléme de fluage sous une contrainte macroscopique sphérique
3(t) = X,H(t)1 imposée, ou 3, est une constante donnée et H est la fonction de
Heaviside. Puisque le matériau endommagé est isotrope et que ce cas de charge-
ment est également isotrope, il en est de méme de la déformation macroscopique :
E(t) = E(t)1 ou E(t) représente le tiers de la déformation volumique macrosco-
pique : E(t) = tr E(¢)/3. Pour simplifier on note E au lieu de E(e). En utilisant
les régles habituelles de D’algébre de la base (J,K) (J: 1 =1, K:1 =20 et
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(aJ + bK) : (] + dK) = ac] 4+ bdK) et en introduisant la combinaison de (5.68)
avec (5.67) dans (5.66), 1’équation (5.66) devient :

Yo = 3kr(e)E + ni(e)E (5.69)

En résolvant cette équation différentielle on obtient la déformation macroscopique
E(t) du probléme qui est donnée par la formule suivante :

E=20 (3/@;(6) * 3/@1(6) + 'r]]s\/[t(e) - 3/;(6) eap( nf(@)) (5.70)

1 (€)
3/{7[((6)
Rappelons qu’il s’agit de la réponse prévue par le modéle de Burger endommagé,

ou Tx(€) = est le temps caractéristique effectif de la partie “Kelvin”.
qui est une approximation du comportement réel. Il reste & comparer ce résul-

tat avec celui obtenu par la transformation inverse de Laplace-Carson de la loi
de comportement effective donnée par I’équation (5.18) qui prend ici la forme

1 8 (1—v¥)
B — el =V 5.71
<3k* 9 Iy ) 571

scalaire :

ou k*, u* et v* sont les fonctions de p qui sont données par les équations (2.16)
et (2.17). Connaissant les paramétres viscoélastiques du matériau sain et le pa-
ramétre d’endommagement, on obtient alors E* comme une fonction explicite
de p. La transformation inverse de Laplace-Carson de E*(p) donne E(t) ou bien
trE(t)/3. La figure 5.5 montre un excellent accord entre la solution exacte et
le modéle approché pour différents niveaux d’endommagement. Ceci valide (au
moins sur ce type de chargement) le recours au modéle viscoélastique effectif de
Burger approché.

5.4 Distribution paralléle des fissures

Dans cette section, on considére une distribution paralléle des fissures dans un
matériau v.l.n.v. (voir 5.6). Pour la suite, il est commode de disposer de 'ex-
pression du tenseur de “souplesse” S*(p) du matériau sain (isotrope), inverse de
C*(p)), dans la base de Walpole (voir (B.1)) :

S*(p) =) si(p)E: (5.72)
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5e—05

4e—05 -

. modéle de Burger (voir 5.70)

1e—05 H . .
] ____ obtenue par la transformation inverse

de Laplace-Carson de I’équation 5.71

0 2e+06 4e+06 6e+06 8e+06 1e+07
temps (s)

F1G. 5.5 — Validation du modéle de Burger sur le probléme de fluage en traction
sphérique pour différents niveaux d’endommagement (X5 = 1(M Pa), les modules
viscoélastiques du matériau sain sont donnés par le tableau 2.1)

avec
* 1—v * 1 Lok _
si(p) = o) s5(p) = e s3(p) = 2
1 v*
p) = = si(p) = si(p) = —————. 5.73

ou v* et u* sont respectivement donnés par les équations (2.17) et (2.16).
Par ailleurs, la “complaisance” S"™"(p) (inverse de C"™"(p)) est un tenseur
isotrope transverse. Dans la base de Walpole, il est écrit sous la forme :

6

St (p) = st (p)Es (5.74)

=1

. . . * C s . .
Pour déterminer les scalaires s"™" on considére successivement différents cas de

chargement. La démarche est, dans I’esprit, trés proche de celle déja utilisé dans
le cas d’une distribution isotrope des orientations.
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F1G. 5.6 — Distribution paralléle des fissures

Parallélement, on désire approcher le comportement vicoélastique du matériau
endommagé par le modéle v.l.n.v. de Burger. On cherche a cet effet a identifier
les caractéristiques effectives du modéle approché, c’est-a-dire les tenseurs S, (¢),
S (€), S%(€) et Sh(€). Si le comportement effectif était rigoureusement de type

Shom *

Burger, le tenseur satisferait la relation :

-1

Shom® = S5, (e) + %S}’M(e) + (S ()" + pSi(e) ) (5.75)
On cherche & déterminer les caractéristiques du modéle effectif approché de ma-
niére a ce que cette équation soit satisfaite au voisinage de p = 0 et p = oo.
On a déja eu 'occasion de dire qu’on obtenait par ce procédé ’accord a court
terme et & long terme entre le modéle de Burger et le comportement réel. Le
développement en série polynomiale de S"" §écrit, :

p=0: Shom* = iS’]’V[(e) + (85:(6) + S5(9) + O(p) (5.76)
et
p=oo: S =8¢ () + i(S}(/[(e) + Sk (e)) + O(1/p%) (5.77)
Si on décompo{sje tous les tenseurs apparaissent dans 5.76 et 5.77 dans la base de
Walpole S = ZsiEi, on obtient six relations entre les scalaires de méme indice
i(1<i<6):
pim 0 S = S0 + (S50 55 (0) +O) (578)
et

pim oo s = sl o ($50) + 550) + 01/ (5.79)
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5.4.1 Traction dans la direction de la normale n

On considére une traction uniaxiale selon la normale n aux fissures : la contrainte
macroscopique s’écrit 2*N (mode I). La discontinuité de déplacement a travers de
la fissure est donc [£,]*n o [£,]* est donné par 'équation (5.13). La contribution
¢lémentaire d’une fissure a la déformation macroscopique (voir 1'équation 5.12)
s’écrit donc :

s 4(1 — v* 3(1 — p*
/[g]* QX ndS = MZ*N/ 02— p2dS = ME*N (5.80)
c T c 3

On suppose que tous les fissures ont le méme rayon ¢. La contribution de I’en-
semble des fissures a la déformation macroscopique donnée par I’équation 5.12
est obtenue en multipliant la contribution élémentaire par la densité N :

TEM(Z/C,[&: o dS) e cry

3 Il 3 Il

Dans cette formule, e = N3 est toujours le paramétre d’endommagement.
D’autre part, la contribution de la phase solide a la déformation macroscopique
est déterminée par :

S*(p) : *(p) = s5(p)X"(p)N + s5(p)X*(p) T (5.82)

En introduisant (5.17) et (5.82) dans (5.12), on obtient la relation exprimant la
réponse macroscopique a ce tyepe de chargement :

8e(1 — v
B — (<52 + %)N + sj:,T> 2% (5.83)
1

D’autre part, dans ’espace de Laplace-Carson, la loi de comportement macro-
scopique s’écrit de facon générale : E* = Sh™" . ¥* on S"™" est donné par
I'équation (5.74). Cette relation peut étre exprimée sous une formule similaire &
’équation (5.83) :

B — (sgom*N + s’gom*T> o8 (5.84)
En comparant terme a terme les équations 5.83 et 5.84, on obtient :
. 1 — p* 16(1 — *2
shom™ — g% 4 81 = v)e 3 *V Je _ s5(14+ N¥€); avec N* = 16(1 = »7) 3 V) (5.85)
1

et
shom™ — g2 (5.86)
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Pour i = 5, st qui est donnée par I’équation (5.86), est indépendante de e.
5

Le développement de ce coefficient peut donc étre écrit en fonction des caracté-

ristiques du matériau sain :
hom* 1 v e e
p:=0 shom = S5 + (855 + S55) + O(p) (5.87)

et
* e 1 v v
pi=o00 S5 = s+ ];(SMs) +5%s) + O(1/p") (5.88)

En comparant 5.78 avec 5.87 et 5.79 avec 5.88, on obtient que tous les coefficients
d’indice 5 des tenseurs effectifs de souplesse élastique et visqueuse du matériau
de Burger approché sont égaux a ceux du matériau sain :

Gse) = s e brs(e) = 55 M
—= = - S = S = -
Snms\€ Sws 2 (1 +VM)’ Ms\€ M5 77%4(1 ¥ Vorr)
e e Vk v v K
SK5<€) = Sgk5 = _2/~LK7<1 T VK)S SK5<6) = Skg5 = _77?((1 ¥ k) (5.89)

Dans ces relations, v, est le coefficient de Poisson de “Maxwell” qui est calculé
en fonction de ky; et py par (2.24). De la méme fagon, vi, v, et v, sont
déterminés en fonction des modules viscoélastiques de la phase solide par :

ki =2 M= M M (590

Vk = y Vo = y Wwk =
T Gk +2uk M T 2y g,

25 g

Pour i = 2, s8°"" est donnée par I’équation (5.85). Le développement en séries
polynomiales de N* s’écrit :

1
p=0: N'=NJ+Np+O(p?); p=oo: N*=N§°+5N3°1+0(1/p2)
(5.91)

avec 4 \2
no— 16 16 (n3; — )
o3 3 (205 +nip)?

—32 (3, — i)’ 2( 1 1 ) dz( 1 1 )
N? = ) e R
! 3 (2n3, +nd)? T 3k 3kk T 2un 22Uk

32 (ni — mir) 2( 1 1 ) d2( 1 1 )
to s odye |\ \ g g ) —+5—]) (593
3 (27715\/[ + 7]%/1)2 Tt 3ky  3kk T 2un 2pk ( )

1 1 -2 2
NOoo — _6 o _6 <3kM :uM) (594)
3 3 (ks + 2par)?

(5.92)




Chapitre 5. Modéle de Burger pour le comportement effectif d’un
108 solide viscoélastique microfissuré

kv — 200n)2 11 11
N = 32 (3kn — MM)3 18k > (T i T) + Ay (T I _d>
3 (6kn + 2pnr) Mr Nk N
32 (3ky — 2 1 1 1 1
3 (6knr + 2pnr) Mr Nk o N

Par ailleurs, le développement en séries de s5 a p =0 et p = oo s’écrit :

* 1 v e e * e 1 v v
p=0: s= §5M2+(5M2+8K2)+O(p)§ P=00: S = 5M2+Z_?(5M2+5K2)+O(1/p2)
(5.96)
En introduisant (5.91) et (5.96) dans (5.85), on obtient le développement en

hom*

séries polynomiales de s ap=0etp=o0:

1
p=0: s = oSN 1) 4 ((shrs + sica) (Noe + 1) + s5aNpe) +0()

(5.97)
et
% 1
p=o0: s = s?m(N§°e+1)+];(<sﬁm+s§(2)<N§°e+1>+s§42Niﬁe)+O<1/p2)
(5.98)

Il reste & comparer 5.78 avec 5.97 et 5.79 avec 5.98 (pour i = 2). On obtient tous
les coefficients d’indice 2 des tenseurs effectifs de souplesse élastique et visqueuse

exprimés en fonction de ceux du matériau sain sous la forme de fonctions affines

de € :

Syal€) = 5?\/[2(1+N§/16)? Shrol€) = s 1])‘/12(1+N]1\J/[€)
skal€) = Ska(lL+Nge);  sko(e) = sk (1 + Nie) (5.99)

On rappelle que :

1 1
$Sg = ———————— SY,=—F/——
M2 (M) T (14 venr)
1 1
§6, = — = g =~ 5.100
B (U T (L v) (100

Les coefficients N (a = e ou v et b = M ou K) sont également déterminés en

fonction des caractéristiques viscoélastiques du matériau sain :
s s
e _ 00, e ) 0 M2 0 00 M2
Ny = N5 Ng=NJ+ N/— +(N N)
SK2 Sk

NG o= NOONG = N N3 (e Ny (5901
SK2 Sk
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5.4.2 Traction transversale

On considére une traction transversale dans laquelle la contrainte macroscopique
s’écrit 2*T. La discontinuité de déplacement a travers de la fissure et la contribu-
tion élémentaire d’une fissure a la déformation macroscopique sont donc nulles.

Il en résulte que la déformation macroscopique est déterminée par :
S*(p) : ¥*(p) = 2s5(p)N + 51(p)T) £ (p) (5.102)

Par ailleurs, dans I’espace de Laplace-Carson, la loi de comportement macrosco-
pique s’écrit :

E* = §hom* . 5t = (23?0m*N + sﬁwm*T) >+ (5.103)
En comparant les deux équations ci-dessus, on trouve que, comme sio™", shom”

est indépendent de e. Ainsi, tous les coeficients d’indice 1 des tenseurs effectifs
de souplesse élastique et visqueuse qui sont respectivement égaux a ceux du

matériau sain :

e ( ) 1— 147 v ( ) 1-— VoM
Shyq (€ — Sy le) = /=
M 2un(L+var)” T (U vaw)
1-— Vi 1-— VoK
e _. v = 5104
8K1<6> 2MK(1 + VK)7 SKI(‘E) 77;[(<1 + VvK) ( )

5.4.3 Cisaillement transversal

On considére une contrainte macroscopique de cisaillement imposée ¥*e, é) ez ol
e et e3 sont ici les directions perpendiculaires transversales. La discontinuité de
déplacement & la traversée de la fissure est & nouveau nulle. La contribution d’une
fissure a la déformation macroscopique calculée par (5.12) est donc également
nulle, de sorte que la déformation effective donnée par I'équation (5.12) peut

étre exprimée par :

S

E*=5":(e2 ® e3)X" = sjeq ® ey¥* (5.105)

De plus, la loi de comportement macroscopique donne une deuxiéme relation
entre E* et 3*. Pour ce cas de chargement, cette relation prend une forme simi-
laire :

E* =S (e; ® e5)X* = st @ o5 (5.106)

En comparant les expressions 5.105 et 5.106 on trouve que s’?}om* est lui aussi

indépendent de e. Ainsi, tous les coefficients d’indice 3 des tenseurs effectifs de



Chapitre 5. Modéle de Burger pour le comportement effectif d’un
110 solide viscoélastique microfissuré

souplesse élastique et visqueuse sont respectivement égaux a ceux du matériau

sain :
e 1 v 1 e 1 v 1
Shrs(€) = Yy Shrs(€) = o Sia(€) = D Skea(€) = L (5.107)
M K

5.4.4 Cisaillement en mode 2

On considére un chargement dans le mode 2, c’est-a-dire une contrainte macro-
scopique imposée de la forme YX*e, @ n (n selon e;). La discontinuité de dépla-
cement a la traversée de la fissure est donc [§]*es avec [§]* donné par I’équation
(5.14). La contribution élémentaire d'une fissure a la déformation macroscopique
calculée par 5.12 s’écrit :

; M—v) s SO(1— ). s

* dS = —— 7 Y* 2 _ 28 = 2= " )y
[l énas = S sre dn [ VE=Ras - e sre b
(5.108)

Pour des fissures de méme rayon /¢, la déformation effective donnée par I’équation
5.12 s’écrit :

s SN (1 —v* s 8¢(l — v* s
E*:(S*:(ey}@n)—i—MeQ@n)E*:(3*+M)e2®n2*

3u*(2 — v¥) L3 (2 — vY)
(5.109)
La déformation macroscopique est également donnée par 1’équation d’état géné-
rale :
E* =S""": (e, ® n)T* = s"" e, @ n¥* (5.110)
En comparant les expressions (5.109) et (5.110), on identifie sj°™" :
x 16(1 —v*
shom™ — s*(1 4 P*¢) avec P*= ﬁ (5.111)

Le développement en séries polynomiales de P* s’écrit :

1
p=0: P =P +Pp+0(p’); p=co: P*=P5°+];Pf'i+0(1/p2)
(5.112)

avec
16 (n3; + 2n%;)

9(n3r +n%r)

16m3,mir ( 1 1 ) J ( 1 1 )
PP = sl gt ) 05—+ 5 5.114
L9y ) Tt kv 3kk " 2un 20K ( )
 16(3kar + 4pn)
°  9(3kas + 2pr)

(5.113)

(5.115)
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32kt ( 11 ) ( 11 )
P = 3k — 2 (= + — (5.116)
b 3(3kar + 2)? ( T nro i

Le développement en séries de s% au voisinage de p = 0 et p = oo s’écrit :
4

* 1 v e e * e 1 v v
p=0: s3= §5M4+(5M4+5K4) +0(p); p=o0: ;= $M4+Z_7($M4+SK4) +0(1/p%)
(5.117)
Il reste & introduire (5.112) et (5.117) dans (5.111) pour obtenir le développement

hom*

en séries polynomiales de s au voisinage de p=0et p =00 :

« 1
p=0: shom :]_357\44(P§e+1)+(3§44+3§(4) (Pret1)+sh, Pre+O(p) (5.118)
et

p=oo: s = s?m(P;’%H)+%((s&4+s”K4>(P:°e+1)+s§44P°‘ie)+O(1/p2)

(5.119)
En comparant (5.78) avec (5.118) et (5.79) avec (5.119) pour i = 4, il apparait
que tous les coefficients d’indice 4 des tenseurs effectifs de souplesse élastique et
visqueuse sont des fonctions affines de € que ’on peut caractériser a ’aide des
constantes du matériau sain :

sira(€) = s (1+ Pyre); siyu(€) = siy, (1+ Pyje)
sicale) = S5, (1+ Pe);  syyle —3K4( + Pye) (5.120)
avec
. 1 1
SpMa T 2M—M; Shg = 777
M
[ 1 v 1
8K4 = M—K’ 8K4_77_ (5121)
K

Les coefficients P® (a = e;v et b= M; K) sont donnés par :

Py = P Pi=Pi+ P2 (P - PY) Z““
K4 K4

Py = PO Pp— P N3IMa (pe_poyiMa (590
SK4 5Ty

La figure 5.7 résume 1’étude qui vient d’étre consacrée a la caractérisation d’'un
modéle de Burger approché pour la situation de fissures paralléles. On a vu
que seuls les coefficients d’indice 2 et 4 dans la base de Walpole des éléments
du modéle (visqueux ou élastiques) étaient affectés par 'endommagement. Leur
variation en fonction de € est significative mais peu sensible a la nature de la
composantes du modéle.



Chapitre 5. Modéle de Burger pour le comportement effectif d’un

112 solide viscoélastique microfissuré
! ' ' e e ! e e
0 — 5@/[2(6)/%\42 4 4344(5)/361\44
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0 N Sko(€)/ ks | 08 s Skal€)/sk,
. - . R
06 o 1 NS
N 0.7 N
05 Sy
0.4 : : ‘ ‘ 0.6
0 005 01 015 02 0 005 01 015 02
paramétre d’endommagement, € paramétre d’endommagement, ¢

F1G. 5.7 — Approximation du comportement effectif du matériau v.l.n.v. conte-
nant des microfissures paralléles par le modéle de Burger (les modules viscoélas-
tiques du matériau sain sont donnés par le tableau 2.1)

5.4.5 Validation du modéle de Burger du cas isotrope

transverse

Le modéle effectif de Burger établi précédemment permet de déterminer explici-
tement les tenseurs de “complaisances” en connaissant le paramétre dendomma-
gement et les modules viscoélastiques du matériau sain par des formules (5.89),
(5.99), (5.104), (5.107) et (5.120). Ce résultat permet ensuite de calculer le ten-
seur de souplesse globale dans 'espace de Laplace-Carson par 1’équation (5.75)
qui est décomposé, dans la base de Walpole, en cinq composantes. On d’en extrait

le deuxiéme scalaire qui s’écrivent, :

Skal€)ale)p + s (€)b(e)
a(e)p? + c(e)p + b(e)

$3(6,9) = siyle) + ~shnyle) + (5.123)
D

ol on amise : @ = 2552 — 85 8% 3 b = 2852 — 8% 8%, ef ¢ = 4855 8%y — S5 Sy —

S5 18%4- P est la variable de Laplace-Carson.

Considérons le probléme de fluage sous traction dont la contrainte macroscopique

s’écrit :

> = S,H(HN (5.124)

ou X, est une constante donnée, H(t) est la fonction de Heaviside. La transfor-
mation de Laplace-Carson de cette contrainte prend la forme : ¥* = X N. La loi
de comportement s’écrit sous la forme : E*(¢,p) = S*(¢) : ¥*. Notons quelques
simplifications dans la base de Walpole : E; : N =0; E,: N=N;E;: N=0;
E;, : N =0; E; : N =T. Alors pour ce cas de chargement, la déformation
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macroscopique transformée s’écrit :
E*(e,p) = s5(e, p) 2N + sz (e, p) 2, T (5.125)

On peut extraire de cette équation la composante de déformation dans la direc-
tion de traction qu’on note E (e, p) qui est une fonction explicite de la variable
de Laplace-Carson p et dépend du niveau d’endommagement, :

B (€,p) = s3(6,p)5 (5.126)

ou si(e,p) est donné par (5.123). La transformation inverse de Laplace-Carson
de E¥, (e, p) donne la composante dans la direction de traction de la déformation
macroscopique dans ’espace réelle :

Eun(€,t) = 3o (s5o(€) + 8ho(€)) + Xosiyy(€)t

oSk, (€) exp(—t/m) (COSh(t/TQ) + %sinh(t/ﬁ))

+ 2s%,7o(€) exp(—t/m) sinh(t/m) (5.127)

oil on a mise : 7, = 2a/c et 7, = 2a/+/c2 — 4ab qui jouent le role des temps carac-
téristiques effectives. On valide ce résultat en comparant avec le résultat obtenu
par la transformation inverse de Laplace-Carson de la loi de comportement réelle
donnée par I’équation 5.83. En faite, en remplacant respectivement E* et X* dans
cette équation par E' N + E},T et 3,, on obient la relation suivante :

8¢ (1 —v*)
E =|s5+——-=1)%, 5.128

ou s5 est donnée par 5.73. Pour des modules viscoélastique du matériau sain et le
parametre d’endommagement donnée, on obtient alors £ qui est une fonction
explicite de p. La transformation inverse de Laplace-Carson de ceux-ci donne
E,n(t). La figure 5.8 montre une excellente validation pour différents niveaux
d’endommagement entre les résultats donnés par (5.127) et (5.128). Ceci affirme
que le modéle viscoélastique effectif de Burger qu’on a trouvé est une excellente
approche du comportement réel du matériau fissuré étudié. Il permet en plus
d’éviter les calculs mathématiques compliqués de la transformation inverse de
Laplace-Carson. Pour cette raison, dans la suite, ce modéle effectif sera utilisé
pour les calculs analytiques des problémes sans propagation de fissures et des
problémes a I'état asymptotique (la taille de fissures tend vers la valeur limite).
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0.00014
0.00012 -

0.0001

8e—05
Enn
6e—05 +
4e-057 / . modele de Burger (5.127)
] ——— obtenue par la transformation inverse
2e—05

de Laplace-Carson de I’équation 5.128

0 2e+06 4e+06 6e+06 8e+06 1e+07
temps (s)

F1G. 5.8 — Validation du modéle de Burger par le probléme de fluage en traction
dans la direction de la symétrie pour différents niveaux d’endommagement : le cas
des fissures paralléles. (X9 = 1(M Pa), les modules viscoélastiques du matériau
sain sont donnés par le tableau 2.1)

5.5 Etudes sur la “process zone”

La “process zone” est une zone endommagée autour de la pointe de la fissure. On
revient maintenant au probléme de poutre entaillée en flexion 3-points (figure
5.9) en considérant U'influence de la “process zone” sur le comportement macro-
scopique de la poutre. On suppose que le matériau de cette zone est isotrope
et le parameétre d’endommagement est connu, on peut alors approcher le com-
portement v.l.n.v. de son matériau par un modéle de Burger effectif. On estime
tous les caractéristiques viscoélastiques effectives en se basant sur des études
ci-dessus. On suppose ainsi que la taille de la “process zone” est connue. On
peut alors étudier en éléments finis le comportement macroscopique de la poutre.

On considére par exemple le matériau sain dont les caractéristiques visco-
élastiques sont données par le tableau 2.1. Pour chaque valeur du parameétre
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F1G. 5.9 — Poutre v.l.n.v. entaillé en flexion 3-points :

l

zone” en pointe de la fissure

existance une “process

d’endommagement ¢, on détermine les caractéristiques viscoélastiques de la

“process zone” par les formules (5.35) et (5.64). Les résultats obtenus sont

présentés par le tabeau 5.1.

Parties | k (GPa) | p (GPa) | n° (GPa.s) | n¢ (GPa.s)
e=0

Maxwell | 24,42 13,27 22 x 108 7,75 x 108
Kelvin 39,27 14,07 15,2 x 107 | 2,54 x 107
e=0,1

Maxwell | 17,17 11,62 | 15,38 x 10® | 6,79 x 108
Kelvin 24,74 12,42 8,46 x 107 | 2,25 x 107
e=0,2

Maxwell | 12,06 10,33 | 10,74 x 10® | 6,04 x 108
Kelvin 16,04 11,12 5,10 x 107 | 2,02 x 107

TAB. 5.1 — Modules viscoélastiques du béton correspondant au modéle de Burger

La dépendance du taux de restitution d’énergie en fonction du niveau d’endom-

magement et de la taille de la “process zone” est présentée par les figures 5.10 et

5.11. On peut observer que, pour méme valeur de la charge, plus la taille et le
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niveau d’endommagement de la “process zone” est importante, plus la valeur du
taux de restitution d’énergie est grande.

10t 2
1
gl ‘process zone”
El
~_ 6F
&
%4l
2 L
0
0

FiGg. 5.10 — Influence du niveau d’endommagement de la “process zone” a la
restitution d’énergie : (L = 1m, h = 0,25m, ¢ = 0, Im, rayon de la process zone
r=0,05m, U = 0, Inm/s)

-5

U (m) x 10

F1G. 5.11 — Influence de la taille de la “process zone” & la restitution d’énergie :
(L =1m, h = 0,25m, £ = 0,1m, ¢ = 0,2, U = 0,1nm/s, r est le rayon de la
“process zone”)

On regarde maintenant la force au pic, c’est a dire la force duale du paramétre
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de chargement cinématique U lorsque F atteint la valeur critique G. qu’on
suppose constante. Les résultats sont présentés dans les tabeaux 5.2 et 5.3. On
peut observer que, plus le niveau d’endommagement et la taille de la “process
zone” sont grand, plus la force au pic est petite.

¢ 0 0,1 | 0,2

F,ie(N) | 11343 | 10736 | 9972

TAB. 5.2 — Influence de la “process zone” a la force au pic (L = 1m, h = 0,25m,
l,=0,1m, T =0,125m, r = 0,03m, U = 0, Inm/s)

r(m) | 0,03 0,05 0,07

Fie(N) | 9972 | 9881 | 9572

TAB. 5.3 — Influence de la “process zone” a la force au pic (L = 1m, h = 0,25m,
(=0,1m, T =0,125m, e = 0,2, U = 0, Inm/s)

On aborde maintenant la question sur la dépendance de la force au pic a la
vitesse de chargement du probléme de poutre entaillée en flexion 3-points. Des
essais réalisés ont montré que, plus la vitesse de chargement cinématique U est
faible, plus la force au pic Fj;. est petite. Cependant, les calculs numériques
(voir la figure 3.17) donnent des valeurs de la force au pic qui sont égales
pour différentes valeurs de U. Cette erreur est tout d’abord expliquée par la
considération que G5 est une constante du matériau, qui est en réalité dépend de
la vitesse de chargement [40]. On essaie maintenant & expliquer la dépendance
de F;. au U en considérant le role de la “process zone”. On suppose que la taille
et le niveau d’endommagement de la process zone ne dépendent pas de la vitesse
de chargement (r et U sont donnés). On fait les calculs pour le matériau dont
les caractéristiques sont données par le tableau 2.1. Les résultats sont présentés
par le tableau 5.4. On observe que, plus la vitesse de chargement est faible, plus
la force au pic est petite. Ce résultat coincide qualitativement avec ce qui est

montré par des essais.
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5.6 Conclusions

Dans ce chapitre, on a réussi a établir un modéle de Burger pour modéliser le
comportement effectif des matériaux viscoélastiques microfissurés. En se basant
sur les études de Griffith, on considére la fissure comme une disque plane. On
peut alors écrire une relation linéaire entre la déformation macroscopique, la
contrainte macroscopique et les ouvertures des fissures (voir (5.9), (5.13) et
(5.14)). On a pu alors utiliser la transformation de Laplace-Carson pour estimer
le tenseur de rigidité effective apparente dans I’espace transformée.

On considére tout d’abord le probléme isotrope. En considérant un char-
gement sphérique, on a estimé le module de compression volumique effectif
apparente dans I’espace de Laplace-Carson (voir (5.20)). On a supposé ensuite
que le comportement viscoélastique du matériau endommagé est modélisé par
un modéle effectif de Burger. Dans I'espace de Laplace-Carson, on a identifié
le module de compression volumique estimé avec le module du modéle a court
terme et a long terme, puis on a déterminé tous les paramétres sphériques
du modeéle (voir (5.35)). De méme fagons, en considérant un chargement
déviatorique, on a déterminé tous les paramétres déviatoriques du modéle (voir
(5.64)). On a observé que, tous les modules viscoélastiques effectifs sont les
fonctions décroissantes du paramétre d’endommagement (voir la figure 5.4) [37].
Bien qu’on a fait les identifications a court et a long terme, par un exemple
de fluage uniaxiale d’un cylindre, la figure 5.5 a montré que, le modéle donne
des résultats qui collent parfaitement avec les résultats estimés non seulement a

court et a long terme mais ainsi & moyen terme.

On a développé ensuite les études ci-dessus pour les cas isotrope trans-
verse. Les tenseurs de rigidité et de souplesse sont décomposés dans la base
de Walpole. On a au totale 48 modules effectives du modéle & déterminer.

U(nm/s) | 0,01 | 0,1 1 10

Fic(N) 9624 | 9652 | 9781 | 9800

TAB. 5.4 — Influence de la vitesse de chargement, en considérant la “process zone”,
a la force au pic (L = 1m, h = 0,25m, ¢, = 0,1m, T = 0,125m, r = 0,07m,
€=0,2)
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Cependant, 32 modules sont identiques & ceux du matériau sain. Les autres sont
décroissantes en fonction de € (voir la figure 5.7). Une excellente validation du
modéle par rapport avec les résultats estimés est ainsi présentée par la figure
5.8.

Ces études sont ensuite utilisées pour étudier le probléme de flexion d’une
poutre 3-points en considérant la “process zone”. On a montré clairement que,
la restitution d’énergie dépend de la taille et du niveau d’endommagement
de cette zonne. Plus la taille et le niveau d’endommagement sont grands,
plus la restitution d’énergie est faible. On la montré ainsi que, la force au pic
dépend de la vitesse de chargement méme si G est une constante du matériau,

contrairement au probléme sans “process zone”.
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Dans le cas d'un milieu viscoélastique microfissuré, I’approche numérique est in-
dispensable pour résoudre le probléme de propagation de fissure. La méthode
pas a pas est utilisée pour traiter, en éléments finis, une motif morphologie re-
présentatif (m.m.r.) du milieu. Le calcul du comportement effectif du mileu dans

le cas sans propagation de microfissures montrera une bonne validation avec le
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modéle effectif de Burger obtenu dans les études analytiques précédentes. On
développera ainsi la notion de la vitesse critique de la charge et de la longueur
asymptotique.

6.1 Introduction

En I'absence de propagation de fissures, la transformation de Laplace-Carson
nous a permis de nous ramener formellement a4 un probléme d’élasticité hétéro-
géne. [.’homogénéisation nous permet d’identifier un modéle de Burger effectif
pour le comportement viscoélastique d’un milieu microfissuré (voir le chapitre
5). Cependant, la transformation de Laplace-Carson n’est pas utilisable pour le
cas ot les fissures se propagent. On a donc choisi de développer une approche
numérique pour prévoir la propagation de microfissures, en s’appuyant sur les
développements du chapitre 3.

Ce chapitre vise donc a développer un outil numérique basé sur la mé-
thode des éléments finis permettant la détermination du comportement effectif
d’un matériau microfissuré viscoélastique linéaire avec ou sans propagation des
fissures. Pour minimiser le temps de calcul, on ne cherche pas a décrire un v.e.r
avec un systéme de fissures “réel”. La démarche proposée s’inscrit dans le cadre
de l'utilisation du concept de motif morphologique représentatif (m.m.r.).

La notion de motif morphologique représentatif a été initialement intro-
duite et développée par A. Zaoui et son équipe (voir par exemple [6], [5],
[48], [53]). L’idée consiste a combiner une description déterministe de motifs
composites bien choisis, repérés dans la microstructure, et une représentation
statistique de leur distribution dans le wv.e.r.. Par exemple, pour un milieu
microfissuré, le modéle le plus simple consiste a envisager un volume sphérique
contenant une fissure unique dont le rayon soit calculé & partir de la densité
de microfissures. On gére ensuite de facon statistique I'information relative a
Iorientation des fissures. Par la suite, on peut introduire au besoin une aniso-
tropie dans la distribution spatiale des microfissures en remplacant le volume
sphérique par un volume ellipsoidal, dans Uesprit de I’approche de [11]. Dans la
suite, le m.m.r. désignera une sphére ou un ellipsoide comportant une fissure
unique. On se limitera ici aux cas ou les fissures sont spatialement distribuées et
orientées de fagon isotrope ou isotrope transverse (fissures paralléles).
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Techniquement, la démarche pour la détermination du comportement ma-
croscopique d’un milieu décrit par m.m.r. est assez proche de celle qu’on utilise
dans le cadre des schémas d’homogénéisation de type “Eshelby”. Chaque m.m.r.
est plongé dans un milienu homogéne infini (en pratique suffisamment grand)
dont les caractéristiques (en occurence viscoélastiques) sont celles de la matrice
du milieu réel. Les conditions aux limites en déformation uniforme imposées “a
I’infini” sont déterminées de fagon a ce que la moyenne des déformations sur les
m.m.r. mis en ceuvre soit égale a la déformation macroscopique du probléme réel.
On est ainsi ramené au probléme de la propagation d’une fissure unique étudié
dans le chapitre 3. En particulier, le calcul numérique est réalisé explicitement
pas a pas grace a I’équation incrémentale de la loi de comportement donnée par
(2.29).

On examine d’abord le milieu microfissuré sans propagation. Dans le cas
d’un matériau élastique, on compare le résultat de la méthode mettant en
ceuvre des m.m.r. sphériques avec ’estimation analytique de Ponte Castaneda
et Willis [11]. Dans le cas d’une distribution de fissures paralléle spatialement
a symétrie ellipsoidale, on teste l'effet du rapport d’aspect de I’ellipsoide en
question en se comparant notamment a l’estimation analytique de Mori-Tanaka.
On aborde ensuite le matériau viscoélastique contenant des microfissures et 1’on
confronte les résultats obtenus avec ce que I'on obtient en utilisant le modéle
viscoélastique effectif de Burger établi au chapitre 5.

On s’attaque ensuite au comportement effectif du matériau en régime de
propagation de fissures, en valorisant ’approche énergétique présentée dans le
chapitre 3. C’est l'occasion de transposer dans le contexte de I’endommagement
des concepts introduits lors de I'étude de la fissure unique, comme par exemple

la notion de vitesse critique.

6.2 Comportement effectif d’un milieu microfis-

suré sans propagation de fissures

La loi de comportement effective d’un milieu v.l.n.v. microfissuré a déja été
étudiée au chapitre 5 dans le cadre d’'une méthode d’homogénéisation de type
“approche diluée en contraintes”. Celle-ci s’est concrétisée par un modéle de
comportement viscoélastique effectif de Burger. On va maintenant développer
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la méthode numérique évoquée a la section 6.1 et puis comparer les résultats
des deux approches. Dans cette section, on se limite au cas ou il n’y a pas de
propagation de fissures.

Comme on l’a annoncé, le calcul en éléments finis ne vise pas a identifier
de facon directe la réponse mécanique d’un v.e.r. comportant un systéme des
microfissures déterministe. Dans le cadre de l'idée de motif morphologique
représentatif m.m.r. [52], on sélectionne un motif typique dans la microstructure
qui joue ensuite le role d’inhomogénéité dans un probléme semblable & celui
d’Eshelby. La figure 6.1 présente un exemple de m.m.r..

Fi1G. 6.1 — Motif morphologie représentatif

6.2.1 Comportement élastique linéaire

On teste d’abord la méthode dans le cas de 1’élasticité linéaire, successivement
dans la situation de I’isotropie, puis dans celle de I’isotropie transverse.

6.2.1.1 Module de compression volumique élastique effectif

On commence par étudier un milieu élastique microfissuré isotrope. Pour
rendre compte de l'isotropie de distribution spatiale, on considére un motif de
forme sphérique. De plus, on se donne une répartition statistique isotrope de

I’orientation.

Notant comme précédemment e le paramétre de densité de fissures N¢3 !
on a vu au chapitre 4 que le module de compression volumique effectif du
milieu k(e) peut étre estimé par des approches analytiques classiques telles
que l'estimation diluée, I'estimation de Mori-Tanaka et 1’estimation de Ponte
Casteneda-Willis. De facon alternative, le calcul de k£ par la méthode numérique

1¢ est le rayon de la fissure.
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en éléments finis consiste & se donner un motif sphérique de rayon R contenant
une fissure unique. Le rayon en question est déterminé conformément aux

définitions de la densité de fissures N et de € :

R=1{ <i> v (6.1)

4re

Une premiére approche de type Voigt consisterait a imposer directement un

2 sur le bord du m.m.r. et calculer la contrainte

champ des déplacement E.z
macroscopique Y en prenant la moyenne du champ de contrainte dans le
m.m.r. par (2.42). On peut cependant vérifier que ce choix surestime considé-

rablement la raideur effective, dés lors que la condition ¢ < 1 n’est plus satisfaite.

Une deuxiéme approche inspirée du schéma de Mori-Tanaka consiste a
plonger le m.m.r. dans une matrice qui est le matériau sain du milieu étudié
(voir la figure 6.2 a4 gauche). On note O le milieu fictif formé par le m.m.r. et

Eo.g 44

ls ls

0 lo
F1G. 6.2 — (a) Domain équivalent dans le calcul numérique; (b) Maillage de la
section de calcul en mode axis symétrique

la matrice qui I’entoure. Destiné au calcul numérique, ses dimensions sont finies
par nature. Pour éviter les effets de bord, la taille de O doit étre suffisamment
grande par rapport a la taille de m.m.r.. Par ailleurs, d’'une maniére générale, il
faut garder en mémoire qu’on doit prendre en compte une distribution isotrope
des orientations de fissures.

Pour déterminer le module de compression effectif, il suffit d’examiner la
réponse du schéma d’homogénéisation & un chargement isotrope. Sur le bord
de O on impose un champ des déplacements de la forme E,.z ou E, = E,1

’E est la déformation macroscopique imposée et z est le vecteur position du point ot on
impose le déplacement.



Chapitre 6. Approche numérique de ’endommagement dans un
126 milieu viscoélastique

n’est généralement pas égale & E. F, est choisi pour assurer que la moyenne
des déformations dans les m.m.r. (compte tenu des différentes orientations) est
égale a E = F1.

Sur le plan pratique, on impose tout d’abord une déformation unité (dé-
placement & égal & z) sur le bord de O. La déformation moyenne sur le m.m.r.
est déduite de la relation homologue de (5.9) :

Elzﬁ(/ws sdv+/c[g]énds) (6.2)

oll w désigne le m.m.r., w* la phase solide du m.m.r. et C'la fissure. Compte tenu
des symétries du probléme, elle est de la forme

E =E,(1-n®n)+E,n®n (6.3)
ol n désigne la normale & la fissure. La moyenne sur les orientations de la fissure

est clairement le tenseur sphérique F11 avec

= f

La déformation volumique moyenne 3E; dans le m.m.r. est évidemment indépen-

E (6.4)

dante de 'orientation de la fissure dans le m.m.r.. Celle-ci peut étre déterminée
directement par (6.5)

o ﬁ(/w tredV + /C[gn] dS) (6.5)

ou [£,] est 'ouverture de la fissure. Ce calcul tient compte de la contribution
de Pouverture de la fissure par le terme en [¢,]. Techniquement, ce dernier est
obtenu en évaluant le travail d’une pression unité fictive dans le déplacement
des lévres de la fissure, soit P’ - U, ol P est le vecteur des forces nodales associé
a la pression et U celui des déplacements.

La moyenne des contraintes dans le m.m.r. en réponse au chargement

unité a la méme structure que la déformation moyenne (voir (6.2)) :
¥ =Y(1-n®n)+3,n®n (6.6)

et la moyenne sur les orientations donne :

<3 >=X11 avec X = 3

(6.7)
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Compte tenu de la définition de Ey, il est facile de voir que E, n’est autre que
le quotient £/ E;. Connaissant F,, on peut maintenant déterminer la contrainte
macroscopisque résultant de la moyenne sur tous les m.m.r. (resp. toutes les
orientations) sous la forme X1 avec X = E,3;. le champ des contraintes et puis
la contrainte moyenne ¥ de m.m.r.. Le module de compression volumique est

finalement calculé par :

k(e) = — (6.8)

Un exemple de calcul numérique est réalisé a I'aide du maillage présenté a la
figure 6.2. Ici, grace a la symétrie du probléme, on effectue le calcul sur la moitié
supérieure de {2 en mode axisymétrique. La fissure est modélisée par un segment
libre en déplacement /1. Le coté /5 est fixé en déplacement vertical et le coté /s
est fixé en déplacement radial. Le déplacement est imposé sur les contours /3 et
l4. La figure 6.3 présente les résultats de ’approche numérique en la comparant
avec les estimations analytiques issues de (4.42), (4.51) et (4.58). On observe que
le calcul numérique donne des résultats en parfaite cohérence avec ’estimation
de Ponte Castaneda et Willis.

1
0.81
o 0.67
=
< (4.42) S
v - -DL (4. ~
T 041 MT (4.51) ~
PCW (4.58)
02} a Numérique
0 L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2
€

F1G. 6.3 — Module de compression volumique effectif normalisé en fonction du pa-
ramétre d’endommagement : cas d’un matériau élastique linéaire fissuré isotrope

(coefficient de Poisson du matériau sain v* = 0, 27)
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6.2.1.2 Module d’Young longitudinal et coefficient de Poisson : cas
isotrope transverse

On continue I’étude numérique avec le cas isotrope transverse correspondant a
une distribution de microfissures paralléles. On considére par exemple une éprou-
vette contenant des microfissures perpendiculaires & I'axe. L’éprouvette est sou-
mise & une traction simple, correspondant a un état de contrainte macroscopique
est notée Xe, ® e,. La déformation longitudinale duale est notée E. La relation

|| ||
D (E) D ' ' l T — — | — X (EO)

l
(a) (b) (c)
F1G. 6.4 — (a) La poutre microfissurée en traction, (b) le m.m.r., (c) le modéle

équivalent

entre ces deux grandeurs s’écrit :

Y

E= e

(6.9)

ou Fii(e) est le module d’Young longitudinal effectif de la poutre dont des diffé-
rentes estimations analytiques sont données par (4.38), (4.48) et (4.60).

De facon alternative, le calcul numérique est réalisé sur un m.m.r. comportant a
nouveau une fissure unique, qui est un ellipsoide de révolution, ayant méme axe
de symétrie que la fissure. Notons X le rapport d’aspect de ce dernier® (voir le
lien entre X et la notion de symétrie ellipsoidale dans [11]). On note R le rayon de
’ellipsoide dans le plan de la fissure et R, = RX désigne donc la demi-longueur

selon I'axe de révolution. Les dimensions du m.m.r. sont reliées par :

3 1/3
R=1/ ;7 R,=RX 6.10

(47T€X ) ’ (6.10)
Comme précédemment, O désigne le milieu fictif formé par le m.m.r. et la matrice
dans laquelle il est plongé. Sur le bord de O, illustrons 1'usage de conditions aux
limites uniformes en contrainte. On impose sur 0O une traction unité e, ® e, ou

e, est le vecteur unité de I’axe de I’éprouvette (resp. la normale aux fissures). On

3X <1 (resp. (X > 1) pour un ellipsoide aplati (resp. allongé).
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calcule la contrainte longitudinale moyenne »; mobilisée dans le m.m.r. par :

1
¥ = —/ ol dw (6.11)
|LU| wS$

Pour obtenir une contrainte axiale moyenne égale a ¥, la contrainte a imposer
sur le bord 0O est donc ¥,e, ® e,, avec en divisant >, = ¥/3;.

Connaissant Y,, on peut déterminer le champ des déformations et puis la
déformation longitudinale moyenne F, de m.m.r. par :

E.=%, (i / el dw+ PzUj) (6.12)
W[ s

ot Iindice 1 renvoie & la réponse au chargement unité sur 0O. U} et P, sont

respectivement la composante dans la direction e, du vecteur des déplace-

ments nodaux et du vecteur des forces nodales associé a la pression fictive. Le

module de Young longitudinal effectif est finalement calculé par : Ey;(e€) = ¥/ E,.

De méme, on peut aussi déterminer la déformation latérale moyenne FE,

du m.m.r. par :
s Epp dw
E, =2 (6.13)
|w]
ou U, et P, sont respectivement les composantes dans la direction latérale r du
vecteur des forces nodaux fictives et du vecteur des déplacements nodaux. Le

coefficient effectif de Poisson est calculé par : vi5(e) = —E,./E..

Grace a la symétrie du probléme, on réalise le calcul sur la moitié supé-
rieure de ) dans mode axis symétrique. La fissure est donc un segment libre en
déplacement. Le schéma 6.5 compare les résultats numériques avec 1’estimation
de Mori-Tanaka (voir (4.48)). On peut observer que, plus la distribution
est alignée, plus 'approche numérique reposant sur le motif morphologique
représentatif ellipsoidal (avec X — 0) s’approche du résultat du modéle
analytique de Mori-Tanaka (resp. dilué en contrainte). Ainsi, pour X = 1/5, on
constate que les deux démarches fournissent des modélisations trés voisines de

I’endommagement.

On a ainsi vérifié numériquement que vys(€)/Eyi(e) = v°/E® pour differentes
valeurs de X. Ce résultat est parfaitement cohérent avec cequi est montré
analytiquement dans le chapitre 4 (voir (4.39), (4.49) et (4.61))
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F1G. 6.5 — Module d’Young longitudinal normalisé de la poutre le cas élastique

en fonction du paramétre d’endommagement (v* = 0, 27)

6.2.2 Approche numérique dans le cas visqueux

On se place maintenant dans le cas d’'un matériau v.l.n.v.. On envisage deux
types différents de chargement et de nature des conditions aux limites sur le
v.e.r..

6.2.2.1 Fluage d’une poutre viscoélastique microfissurée

On considére une poutre v.l.n.v. microfissurée par des fissures paralléles. Le
m.m.r. est identique & celui utilisé a la section 6.2.1.2.

La poutre est d’abord soumise a une contrainte de traction uniaxiale dans la
direction de la normale au plan des fissures, notée ici e,. En d’autres termes, pour
t > 0, la contrainte macroscopique imposée s’écrit 3 = e, ® e,. En utilisant le
modeéle effectif de Burger, on peut déterminer analytiquement une estimation
de la déformation longitudinale effective de la poutre par ’équation (5.127). Ce
résultat sera confronté ultérieurement & celui de ’approche numérique qu’on se
propose de décrire dans ce qui suit.

Pour mettre en ceuvre celle-ci, la question centrale est celle de la détermi-
nation de l'histoire de la contrainte auxiliaire ¥,(¢) qu’il convient d’imposer
sur le bord de O pour que la valeur moyenne de la contrainte locale dans le
m.m.r. soit bien égale a 3. Méme dans le cas o X est une constante (pour
t > 0), c’est-a-dire que le chargement réel est un échelon de contrainte, on doit
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s’attendre a ce que X, varie durant le temps de calcul en raison des déformations
de fluage. D’autre part, rien ne garantit a priori que la structure tensorielle de
Y., soit identique a celle de X, c’est-a-dire uniaxiale. En premiére approche,
on utiliseranéanmoins cette hypothése. La valeur initiale (& ¢t = 07) de 3, est
déterminée comme dans le probléme élastique ci-dessus. On suppose maintenant

qu’on connait 3,(t), et I'on cherche a déterminer 3, (¢ + dt).

Rappelons 1'équation incrémentale (2.29), propre au comportement visco-
élastique, qui peut étre écrite sous la forme des variations entre deux instants ¢
et t + dt de la contrainte et de la déformation locales :

o(t+dt) —o(t) =C: (e(t +dt) — e(t)) + a(t) (6.14)

ou l'on a noté o9(t) = oP(t) — o(t) + C : e(t) qui est déterminée en fonction

des contraintes et des déformations a t. Cette équation est écrite sur la totalité

de O. Le probléme de la réponse incrémentale est donc un probléme d’élasticité

linéaire a deux parameétres de chargement :

— les conditions aux limites sur le bord 0O associé a la contrainte auxiliaire dX,,
(supposée de la forme d¥e, ®e,);

— le champ o%(t) de précontrainte. Il n’est pas a priori autoéquilibré mais qui
possede la symétrie cylindrique.

La réponse incrémentale locale est donc la somme de deux contributions,

associées respectivement a chacune des deux composantes du chargement.

[’inconnue du probléme est le scalaire dY.,.

Notons do? le champ local dans le m.m.r. induit par le champ de précon-
trainte o?(t), avec des conditions de bord libre sur 9O . Notons encore o' le
champ local dans le m.m.r. induit par une traction unité selon e, sur 90. Ce
dernier est la solution d’un calcul élastique linéaire avec le tenseur d’élasticité
C de (2.30). Les valeurs moyennes sur le m.m.r. de ces champs sont aisément
calculées, et notées ci-aprés 6X? et 3'. Comme on admet que le chargement
auxiliaire est uniaxial, le probléme consiste a déterminer 'amplitude dX, telle
que la moyenne de do,, sur le m.m.r. soit égale & d>.. Cette condition se traduit
par I’équation :

d¥ = dX, X! + 032, (6.15)
qui permet de déterminer d3:, :
dy — 6%9,
dy, = —vi (6.16)

4Dans la pratique, le calcul effectué valorise la symétrie cylindrique
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On peut vérifier que la moyenne des contraintes dans le m.m.r. a bien une
structure uniaxiale (a la tolérance numérique preés), ce qui justifie a posteriori
I’hypothése formulée sur 3,,.

Connaissant d%,(t), on détermine la variation du champ des déplacements
nodaux dU et puis le champ des déformations e(t + dt). La déformation
macroscopique duale de X(t + dt) est ensuite déterminée en prenant la moyenne
de e,.(t + dt) dans la m.m.r. en tenant compte I'ouverture de la fissure (voir
(6.12)).

Le schéma (6.6) présente la confrontation du calcul numérique avec le
modéle effectif de Burger pour différentes valeurs du paramétre X de distribu-
tion spatiale. Rappelons a ce sujet que le modéle de Burger “endommagé” a été
déterminé avec un schéma dilué en contraintes qui coincide (dans le cas élastique
linéaire) avec un schéma de Mori-Tanaka. Comme on pouvait s’y attendre, on
peut observer que, plus la distribution est alignée (X — 0), plus les résultats
numériques s’approchent de ce que prévoit le modéle analytique de Burger.
Ainsi, pour X = 1/5, on constate déja une excellente concordance entre les deux
approches. On retrouve ici un commentaire de méme nature que celui formulé a
la fin de la section 6.2.1.2.

Fi1G. 6.6 — Calcul numérique et analytique du fluage de la poutre (e = 0,1,
Y. = 1MPa, les caractéristiques viscoélastiques sont données par le tableau 2.1)
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6.2.2.2 Vitesse de déformation imposée

On continue I’étude de traction d’une poutre v.l.n.v. microfissurée isotrope trans-
verse pour une vitesse de déformation imposée pour montrer I'existence d’une
force asymptotique. Cette étude est une continuation de I’étude d’une poutre en
flexion & trois point qu’on a évoquée dans le chapitre 3. La poutre est mise sous
une traction en déformation macroscopique imposée dont la vitesse est constante
E = Et. On suppose quil y a pas de propagation de fissures. Alors on peut
utiliser le modéle effectif de Burger pour déterminer la relation macroscopique
entre la contrainte Y(t) et la déformation E(t) pour chaque paramétre d’en-
dommagement € et chaque vitesse de déformation imposée E. Dans lespace de
Laplace-Carson, cette relation s’écrit :

S (e,p) = F*(e,p)E/p (6.17)
ou F*(e,p) le “module d’Young longitudinal” apparent dans ’espace de Laplace-
Carson qui est l'inverse de s3(e,p) et qui est déterminée par :

1 1 1 1
* = e + v + e v
F(e,p)  Fi(e) pEy(e)  Fi(e) +pFg(e)

ot Fg(e) = 1/s3,(e) avec a = e ou v et B = M ou K, sj (e) sont estimées

(6.18)

dans le chapitre 5 (voir (5.99)). Alors, en connaissant €, on obtient par (6.17) la
contrainte macroscopique transformée ¥*(p) qui est une fonction explicite de p.
Y.(t) est obtenue par une transformation inverse de Laplace-Carson de ¥*(p). De
plus, en prenant la limite quand p — 0 on obtient :

¥ (e) = lim Y*(e,p) = Fyle)E (6.19)

Dans le calcul numérique, pour chaque pas de temps de calcul dt ou un pas
de déformation dE = Edt, on cherche a déterminer le pas de déformation du
probléme équivalent dF, pour assurer que la déformation moyenne dans la m.m.r
est égale a dE. Supposons qu’a chaque instant £, on connait déja la valeur de
dE,(t), la déformation moyenne dans le m.m.r est donc déterminée par :

dE = E*(t) + dE,(t)E, (6.20)

ou E9(t) et Fy sont respectivement les déformations de traction moyennes de
la m.m.r. diie & 09(t) et & une déformation de traction unitaire. Alors on peut

déterminer dE,(t) par :
_ dE — E9(t)

dE,(t) i

(6.21)



Chapitre 6. Approche numérique de ’endommagement dans un
134 milieu viscoélastique

Connaissant dE,(t), on peut déterminer les champs des déplacements et des
contraintes o (t) qui permet de déterminer la contrainte macroscopique X, (t)
en prenant la moyenne de o ,.(t) sur la m.m.r.. Le schéma (6.7) présente une
excellente validation du calcul numérique avec le modeéle effectif de Burger pour
une distribution trés alignée des microfissure (X = 1/5). On peut observer ainsi
que pour € = 0,1, £ = 107!, la contrainte macroscopique tend vers la valeur
limite donnée par (6.19) X = 6,621 M Pa.

7x 10 R 222
6 s
7
5 /)
Y..(Pa)4
3 — eq. (6.17)
2 - - Numérique
1
0
0 1 2 3 4 5
t(S) x 10°

F1G. 6.7 — Pour un taux de déformation constante imposé, la contrainte duale
tend vers un valeur assymptotique : calculs analytique et numérique (¢ = 0,1,

E=10"1)

6.3 Etudes analytique et numérique du taux de

restitution de 1’énergie

Pour le cas élastique, le taux de restitution de 1’énergie d’un milieu microfissuré
peut étre estimé lorsqu’on dispose d'un schéma d’homogénéisation permettant de
mesurer |’effet des microfissures sur I’élasticité homogénéisée, par exemple celui
de Mori-Tanaka (voir [16]). Pour le cas viscoélastique, on se propose de déve-
lopper une approche de méme nature en se basant sur le modéle viscoélastique
effectif de Burger établi dans le chapitre 5. En paralléle, on réalise une approche
numérique pour déterminer cette quantité. Pour finir, on confronte les résultats
des deux méthodes.
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6.3.1 Analyse théorique du taux de restitution d’énergie

On rappelle la condition de propagation (3.16) ot le taux de restitution d’énergie
F est défini par 'équation (3.12) pour le cas d’un chargement controlé par une
variable cinématique et d’une fissure se propageant de fagon rectiligne. Pour le cas
de microfissures, la grandeur homologue du taux de restitution de 1’énergie fait
intervenir le paramétre € a la place de la longueur de fissure. Plus précisément,
il est défini par (voir [16] pour le cas élastique) :

1 oWy
| Oe |Efey

F = }(E, e,{e’}) (6.22)

ot la déformation macroscopique E est le paramétre de chargement cinématique,
Wa est ’énergie élastique du v.e.r. °.

D’un point de vue numérique, on évalue dans ce qui suit ’énergie élastique et ses
variations a partir d’'un m.m.r.. On admet donc qu’il est équivalent de définir F

par
1 oW,

F=_
lw| Oe B ey}

(E,e,{e2}) (6.23)

ol w désigne le m.m.r. et W,, son énergie élastique.

L’accroissement, de la variable € qui est pris en compte dans le calcul de F
suppose que la population de fissures puisse étre caractérisée par une variable
scalaire (voir sections précédentes 6.2.1.1, 6.2.1.2, 6.2.2.1), y compris lors de
ses évolutions. C’est le cas dans la situation de fissures de méme rayon dont
les orientations sont distribuées de fagon isotrope ou de fissures paralléles. Au
cours de la propagation, cela nécessite que toutes les microfissures évoluent de
maniére identique. La généralisation & des familles de fissures plus complexes a
été discutée dans [16]. Pratiquement, la variation de € ® qui est envisagée dans
la définition de F revient a une variation de la longueur de fissure, la densité de
fissures restant invariable. C’est cette remarque qui guidera la mise en ceuvre

numérique de la définition (6.23).

Rappelons que le matériau considéré est modélisé par le modéle rhéolo-
gique de Burger, de sorte que I’énergie élastique dans la formule (6.23) se
compose d’'une partie de Mawxell et d’une partie de Kelvin 7 :

1 1
W, = / (—56 GGy e+ ek 1 C e%) av (6.24)
oo \2 9

SPour le cas général, on peut étre amené 3 considérer I’énergie potentielle
50n rappelle que e = N/3.
Tvoir (3.6)
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ou €° est la déformation élastique et €} est la composante de la déformation
visqueuse correspondante a la partie de “Kelvin”. [.’évolution considérée dans la
dérivée de (6.23) se produisant sans déformation visqueuse, la contribution de
la partie Kelvin n’est pas modifiée. Ainsi, I'introduction de (6.24) dans (6.23)

donne la simplification suivante :

1 owM

F=—
lw| O |E{ey}

(E, e, {ea}) (6.25)
ol la contribution de la partie Maxwell
1
WM = / —e¢:C5, %V (6.26)
w(

peut étre a son tour décomposée sous la forme d’une partie récupérable, fonction
de la différence E—E" entre la déformation macroscopique et sa partie visqueuse,
et d’une partie résiduelle. Cette derniére représente 1’énergie élastique qui sub-
siste dans la partie Maxwell aprés une décharge totale, c’est-a-dire lorsque la
contrainte marcroscopique X est mise a 0 (voir aussi (3.13)) :

w

wM = %(E —E") :C5,(e) : (E—E) + WM (¢, {e"}) (6.27)

Les grandeurs E et EY remplacent respectivement £ et €Y dans (3.13). En in-
troduisant (6.27) dans (6.25) on obtient a priori trois contributions au taux de
restitution de I’énergie, a I'image de (3.14) :

1 d IEY W,

F=—5(B-E") : 5 C5(e) : (B-E")+(E~E") : Cy(e) :

Oe [{ey}  O€ |B{ey}
(6.28)

Dans le cas d’une structure 1D homogéne, on a montré que les deux derniers
termes de (3.14) sont en fait nuls (voir chapitre 3). Dés lors, en raisonnant par
induction, il est tentant de faire I’hypothése que ce résultat reste valable dans
le présent contexte. C’est déja ce que nous avons fait a la section (3.5.3) dans
la situation d’une fissure unique. La justification de cette simplification n’est
pour l'instant possible que par voie numérique, en vérifiant que les contributions
des termes des dérivées de l'énergie résiduelle et de la partie visqueuse de la
déformation macroscopique sont négligeables . Dans ces conditions, la formule
(6.28) se simplifie et le taux de restitution de ’énergie peut étre exprimé au
choix en fonction de la déformation macroscopique (qui est aussi le parameétre de
chargement) ou de la contrainte macroscopique, en vertu de I’équation d’état :

1 v a e . v _1 ,26 .
F=—3EB-E): 2 Cyl): (B-E) = %: —-8(0): = (6.29)
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6.3.1.1 Calcul analytique du taux de restitution de 1’énergie : le cas
élastique

On considére a nouveau le probléme de la traction uniaxiale d’une poutre conte-
nant des microfissures paralélles qui sont perpendiculaires a la direction de trac-
tion (voir la figure 6.4). Dans le cas élastique, on peut estimer le tenseur de
souplesse effectif du matériau par 'approche de Mori-Tanaka, noté ici S™ (e). Le
taux de restitution d’énergie est estimé grace a la connaissance de la fonction
S™ (€) par (voir (6.29))® :

1 0 1 0

1,0 1
N I mt . — Y27 . mt L1 = 232
F=38: 5 8M(): 8= 31 o 8™ : 1= % ae< ﬁt(e)) (6.30)

ou l'on rappelle que E7i(e) est le module d’Young longitudinal effectif de la
poutre. Il est déterminé par I’équation (4.48). On obtient ainsi :

Y2 H
= —— (6.31)
avec H = 16(1 — %) /3.
6.3.1.2 Calcul analytique du taux de restitution de 1’énergie : le cas

viscoélastique

Considérons de nouveau le probléme de la figure 6.4. Pour le cas isotrope trans-

verse, (6.29) devient :
1 1
Folypd ( ) (6.32)

2 Oe \ F§(e)
ou Ff§,(€) est le module d’Young longitudinal instantané qui est déterminée par :
Ey
i) = —— 6.33
10 = TN (6.3

avec N§, est déterminé par (5.101). Alors le taux de restitution d’énergie est

déterminé par :

, TN
2 Ey

(6.34)

ou ¥ est déterminé par (6.17).

En particulier, lorsque la contrainte macroscopique tend vers une valeur
asymptotique, le taux de restitution de I'énergie tend lui-méme vers une limite :
x>? N,

fZQEM

(6.35)

8voir ainsi [16]
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Rappelons que la contrainte symptotique X*>° est déterminée par 1’équation
(6.19). Elle dépend linéairement de la vitesse de déformation imposée E, du
paramétre d’endommagement et des caractéristiques visqueuses de Maxwell. En
introduisant ce résultat dans (6.35), on obtient la forme suivante de F°° :

F>® = cp(e) E? (6.36)
ot, pour la raison de la simplification, on a posé

1Ny By
2 By (1+ Nvje)?

e (€) (6.37)
Ce facteur dépend des caractéristiques viscoélastiques de Maxwell et du pa-
ramétre d’endommagement. On peut conclure que, pour un matériau v.l.n.v.
microfissuré, le taux de restitution d’énergie tend vers une valeur asymptotique
qui est une fonction quadratique de la vitesse de déformation imposée.

L’évolution de F en fonction du temps pour différentes vitesses de défor-
mation imposée (voir (6.34)) est présentée par la figure 6.8. On retrouve des
tendances qualitatives qui transposent au milieu microfissuré les observations
faites antérieurement dans le cas d’une fissure unique (voir figure 3.12).

Ainsi, le taux de restitution de 1’énergie reste borné supérieurement par une
valeur qui décroit lorsque la vitesse de chargement diminue. Par conséquent, on
pressent qu’en dessous d’une vitesse critique, le seuil de propagation ne pourra
étre atteint (section 6.4.3).

Si la vitesse de chargement est fixée, F°° est une fonction décroissante du
paramétre d’endommagement. Plus le matériau est endommagé, plus I’énergie
disponible pour propager les fissures est faible. C’est l'origine de l'idée de
paramétre d’endommagement critique (section 6.4.3).

6.3.2 Algorithme pour le calcul numérique du taux de res-
titution de 1’énergie

On développe maintenant un algorithme numérique pour la détermination du
taux de restitution de I’énergie F. Les calculs dans le cadre de la méthode
des éléments finis sont réalisés sur le domaine équivalent O dans lequel on
trouve un m.m.r. plongé dans une matrice infinie constituée du matériau sain.
Comme précédemment, le m.m.r. contient une fissure unique. Par définition,
F peut étre déterminé par la formule (6.23). Cependant, soulignons dans cette
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" Elastique (6.31)
| . E=10"124"1
30 | —
|
e
F(N/m2) 20 ‘ /// P — E — 0’ 8 X 10*12 S*l
104 “ “,"/’/ P //""""'77777”77777 E frmnd O’ 6 X 10712 871
y
|//

t(s)

F1G. 6.8 — Evolution du taux de restitution d’énergie dans un matériau v.l.n.v.
microfissuré pour différentes vitesses de déformation imposée. (e = 0,1, X =

1/30)

formule que la dérivée est prise & paramétre de chargement E fixé. Une difficulté
pratique apparait donc du fait que le chargement imposé sur le domaine fictif
O est E, et non E. Or, de toute évidence, pour que la déformation moyenne
du m.m.r. reste fixée & E quand € varie, il convient de modifier judicieusement
la valeur de E, qui définit les conditions aux limites “lointaines”, sur le bord
de O. 1l est certes possible de mener le calcul de cette fagcon. Cependant, il
existe en réalité une fagon approchée plus commode que la mise en ceuvre de
la définition directe, ¢’est-a-dire la relation (6.23), pour le calcul numérique de F.

Notons en effet WAI(E,, ¢, {€%}) I'énergie élastique’ de O. Elle est compo-
sée de la contribution W de w et de celle du complémentaire C = O \ w du

m.m.r. dans O, notée W :

W5 (B e, {en}) = W (B, e, {ex}) + We' (Bo, B {e}) (6.38)
On démontre (voir la démonstration dans I’annexe F) la proposition suivante :

1 oW ;
T 860 . {Ev}(Eo,e, {e’}) (6.39)

En d’autres termes, on s’est ramené a un calcul classique de taux de restitution
de l'énergie, correspondant & une propagation de fissure sous conditions aux

9Seule est a considérer la contribution de la partie de Mawxell.
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limites fixes, en remplacant le m.m.r. par le domaine O tout entier, qui comporte
le m.m.r. et la matrice dans laquelle il est plongé. Le type de tache a effectuer
a déja été étudié en détail au chapitre 3. Il est clair qu'on parvient ainsi a
un probléme nettement plus simple. Indiquons pour finir que la confrontation
des résultats numeériques de cette approche avec ceux de la méthode directe a
confirmé un parfait accord.

Pour la mise en ceuvre pratique de (6.39), on doit créer une variation fic-
tive de en fixant le champ des déformations visqueuses. A cet effet, on considére,
comme d’habitude, un comportement élastique avec précontrainte, caractérisé
par la partie élastique de Maxwell du matériau. Le chargement E, est fixé et
on calcule la variation d’énergie élastique correspondante dW. F est ensuite
approché par —dW/de.

La création de de est réalisée en introduisant un incrément fictif d¢ du
rayon de la fissure dans le m.m.r.. Rappellons que € = N3 ot N est la densité
de fissures, de sorte que ’on obtient de = 3N/¢2dl si I’on raisonne a densité
N constante. La propagation fictive est donc créée en libérant un segment
dl = lde/(3€). A titre d’exemple, on reconsidére le probléme de traction de
poutre (voir la figure 6.4). Grace a la symétrie du probléme, on a réalisé un

calcul en mode “axisymétrique”.

Le schéma (6.5) fait apparaitre un excellent accord entre les prévisions du
modéle analytique effectif de Burger et celles du calcul numérique, pour une
distribution fortement “aplatie” (anisotrope) de microfissures (X = 1/30). On
peut observer ainsi que pour ¢ = 0.1, £ = 1072, le taux de restitution de
I’énergie tend vers la valeur limite donnée par (6.36) F> = 32,153 N/m?.

6.4 Propagation de microfissures dans un milieu
viscoélastique : analyses théorique et numé-

rique

L’évolution de '’endommagement d’un milieu microfissuré est prise en compte nu-
meériquement par la propagation d’une fissure unique '° présente dans un m.m.r..

La condition de propagation est définie par (3.16) ou G. dépend de la taille de

Oyoir le probléme de fissure unique dans le chapitre 3
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F1G. 6.9 — Evolution du taux de restitution d’énergie dans un matériau v.l.n.v.
microfissuré pour une vitesse de déformation imposée : calculs numérique et
analytique. (e = 0,1, X =1/30, £ = 1072 s71)

la fissure par (voir [16]) :

2 Gf
3 /L
Gy est ici le taux de restitution d’énergie critique du matériau qui est considéré

G, = (6.40)

constant et £ est le rayon de la fissure.

6.4.1 Algorithme des calculs numériques

La méthode croise en fait les acquis de la section 3.4.2.2 (voir figure 3.16),
consacrée a la propagation de fissure, et ceux de la section 6.2.2, qui traite de la
prise en compte d'un chargement défini sur un m.m.r. par le biais de conditions
aux limites auxiliaires. On se limite donc dans ce qui suit & un bref résumé des
séquences du calcul.

On résume par la figure 6.10 ’algorithme de calcul numérique de propagation de
microfissures destiné a rendre compte de ’évolution de ’endommagement d’un

milieu viscoélastique.

6.4.2 Comparaison de l’algorithme numérique avec le ré-
sultat analytique du cas élastique

On se place tout d’abord dans le cas élastique. On examine une traction simple
perpendiculaire & un réseau de fissures paralléles. On note /, et €, respectivement
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dE, == dE,(dE, %)
F = F(e, dE,, %)

Fni=F

— T lo%:=0%0% dE,)

dE, = dE,(dE,, 0?)
ol :=0i(04,dE,)
f = f(€, dE07 Uq)

€:= ¢+ de € < €maz

‘ -

rafiner dF

F1G. 6.10 — Algorithme des calculs numériques de propagation de microfissures
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la longueur initiale des fissures et le paramétre d’endommagement initial du
milieu. On note ainsi E, et 3, respectivement les valeurs de E et de ¥ au pic (ou
les fissures commencent & propager). Le taux de restitution de 1'énergie calculé
par (6.31) peut étre écrit sous la forme :

H _, HE? 9

mt 22— F 6.41
=3 Tt aee (6.41)

Le taux de restitution d’énergie critique est donné par (6.40). Au pic, pour £ = £,
la condition de propagation prend la forme :
oG, H , HE®

»2 = E 6.42
30, 2E5°° 201+ He,)? ° (6.42)

En procédant de la méme fagon pour un niveau quelconque de I’endommagement,
on obtient des relations entre la déformation et la contrainte macroscopique avec
le paramétre d’endommagement :

2nGy  H _, HE?® 9

Dr_o e HE g 6.43
3 ¢ 2FE 2(1 + He)? (6.43)

En divisant terme a terme les équations (6.43) et (6.42) on obtient :

S [\ E  1+He [\ (6.44)
Y,  \ /4 " E, 1+ He \ ! ‘
ott 'on rappelle que € = N¢3, N désignant la densité de fissure). (6.44) devient :

2o

E, 1+ He,

by 0\ 1/6 FE 1+ H o\ 1/6
(e ) ; + e (e ) (6.45)

€ €

La figure 6.11 montre une trés bonne validation entre ce résultat et les résultats
de 'approche numérique pour le cas du comportement élastique.

6.4.3 Vitesse critique de charge et endommagement
asymptotique du milieu

L’étude de la propagation d’une fissure unique dans le probléme d’une poutre
v.l.n.v. entaillée en flexion a trois points (voir le chapitre 3) a montré 'existence
d’une vitesse de chargement critique!'. Si la vitesse de déplacement imposée
est inférieure a cette valeur, la condition de propagation de fissure n’est jamais
atteinte. De plus, pour le cas sur-critique, on a montré que la fissure se propage

Hle paramétre de chargement étant le déplacement du point d’appplication de la charge
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1
— eq. (6.45)
0.95 - -Numérique
N
¥/%, 09
085 N
0.8

1 1.1 1.2 1.3 14 1.5

E/E,
F1G. 6.11 — Propagation de microfissures dans un matériau élastique : approche
numérique et analytique (e, = 0,1, X = 1/30)

vers une longueur asymptotique qui dépend de la vitesse de chargement. Si la
longueur initiale est supérieure a cette valeur, il n’y a pas de propagation de
fissure. Dans cette section, on va transposer ce résultats en introduisant et en
quantifiant des notions de taux de déformation et de niveau d’endommagement
critiques.

Supposons que les microfissures se propagent jusqu’a un état d’endomma-
gement asymptotique quand ¢ — oo. La loi de comportement macroscopique a
ce régime est donnée par (6.19) et le taux de restitution d’énergie est donné par
(6.36). La condition de propagation s’écrit :

_27TGf

= 4
Fum 3 (6.46)

ol /., est le rayon de fissure a ¢t = oo qui est relié au paramétre d’endommagement

par :
€0 (1/3)
o= (5) 6.47
= (6.47)
Alors la condition de propagation est réécrite sous la forme :
27TN1/3 Gf
S Ve (6.48)
€co

En introduisant (6.36) dans (6.48) on obtient :

E*Ng,  Ey? _ 27NV Gy

= 6.49
2 Ev(1+ N}\’/[eoo)2 3 €3 ( )
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ou bien :
flew) = — 0 2V By 0 g
€xo) = = T = — .
(14 NYeso)? 3  E? N§EY* E2

oll 4 est un coefficient déterminé en fonction des données du matériau :

_ 2rN'Y3 2GEy

5
3 N¢ER?

(6.51)

On dispose ainsi d’une fonction caractéristique qui permet de déterminer la valeur
limite du paramétre endommagement en fonction de la vitesse de déformation
imposée. La figure (6.12) représente l'allure de f qui se compose de deux parties
dont I'une est croissante et 'autre est décroissante. Notons f,,., la valeur maxi-

— _c
fmax - Ec27‘

0.24 |/

(El) 0.05 001 e(gﬁ 072 €o

€0 €maz
F1G. 6.12 — Fonction caractéristique permettant la détermination de la vitesse
critique et du paramétre d’endommagement critique

male de f correspondant & la valeur €,,,, du parameétre d’endommagement. On

introduit une vitesse critique qui est déterminée par :

- | 0
Ecr = m (652)

Pour que I'équation (6.50) ait une solution, il faut que £ > F,,. Dans le cas ou
cette condition est satisfaite, notons eg)) la plus grande solution'? de I’équation
(6.50). Si le paramétre d’endommagement initial €, est inférieur a la valeur

critique eg), la fissure se propage et le paramétre d’endommagement tend vers

2Comme dans le cas d’une fissure unique, la solution sur la branche croissante de la fonction
f n’est pas physique.
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la valeur limite 2. En particulier, si ¢, < €42, les fissures se propagent pour

. " , . . , . 2) .
toutes les vitesses surcritiques de déformation imposée. Par contre si ¢, > e((x,), il

n’y a pas de propagation de fissures.

Les figures 6.13 et 6.14 montrent I’évolution de la contrainte macroscopique
et du taux de restitution d’énergie, respectivement pour le cas sous-critique
(E < E.) et le cas ot ¢, > ¢® ou les microfissures ne propagent pas. Les

6

x 10
25
500}
2
400}
o
1.5 £ 500}
=
1 W 200}
W,
05 100}
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
x10° x10°

E E

F1G. 6.13 — Sans propagation de fissures pour une vitesse de déformation imposée
sous critique £ = 3,5 x 1072 571 (B, ~4x 1072571, ¢, =0,1)

figures 6.15 et 6.16 montrent que, pour le cas de propagation de microfissure
(E > E, et ¢, < e®?), le paramétre d’endommagement (resp. la contrainte
macroscopique) tend & une valeur asymptotique.

6.5 Conclusions

Ce chapitre introduit une méthode numérique pour résoudre le probléme de la
propagation de microfissure. [.’idée consiste a s’appuyer sur la notion de motif
morphologique représentatif m.m.r.. Etant donné que 'objectif prioritaire est de
prendre en compte la spécificité du comportement visqueux, nous nous sommes
contentés d’un motif trés simple, comportant une fissure unique, permettant
néanmoins de rendre compte d’une éventuelle anisotropie dans la distribution
spatiale des fissures.
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E x10° E x 10

F1G. 6.14 — Sans propagation de fissures pour un paramétre d’endommagement
initial €, = 0, 2 supérieur & €® ~ 0,17 (F =4,5x1072 571, E,, ~4x 10712 s71)

0,175+
0,150+

0,125+

0,100 T T T )
0,50 0,75 1,00 1,25 1,50

E(mm/m)
F1G. 6.15 — Evolution de I’endommagement d'un matériau v.l.n.v. endommagé
sous une vitesse de chargement sur-critique imposée (e, = 0,1, ¢ ~ 0,17,
X =1/30, FE=4,5x10""2s1 E, ~4x1072s71)

Pour commencer, le modéle numérique a été validé en confrontant les cal-
culs numériques du comportement effectif d’un milieu élastique microfissuré
isotrope ou isotrope transverse avec l'estimation analytique de Mori-Tanaka
(resp. diluée en contraintes) et celle de Ponte Castaneda et Willis. Pour le cas
d’une distribution spatiale isotrope (modéle de m.m.r. sphérique), le calcul

numérique donne des résultats en trés bon accord avec ’estimation de Ponte
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2,7
2,6
Y.(MPa)
2,5
24 , ,
0,5 10 LS
E(mm/m)

Fi1G. 6.16 — Comportement macroscopique d’un matériau v.l.n.v. endommagé
durant la propagation de microfissures (e, = 0,1, ¢€? ~ 0,17, X = 1/30, E =
4,5 x 1072571 B, ~4 x 1072 s71)

Castaneda et Willis (voir les figures 6.3). Pour le cas de microfissures paralléles,
les résultats numériques tendent vers l’estimation analytique de Mori-Tanaka
lorsque 'anisotropie de distribution croit (modeéle de m.m.r. d’aplatissement de

plus en plus marqué), comme le montre la figure 6.5.

Pour le cas viscoélastique en l'absence de propagation, on a considéré le
probléme du fluage d’une microstructure microfissurée isotrope transverse. La
encore, plus ’anisotropie de distribution spatiale est marquée, plus les calculs
numériques donnent des résultats qui tendent vers les résultats analytiques
obtenus en utilisant le modeéle de Burger effectif (voir la figure 6.6). De plus,
dans le probléme a vitesse de déplacement imposée, le modéle de Burger comme
le modéle numérique prévoient que la contrainte macroscopique tend vers une
valeur asymptotique (voir la figure 6.7) avec un accord excellent également sur
le plan quantitatif.

La deuxiéme partie du chapitre a été consacrée a 1’étude numérique de la
restitution d’énergie et de la propagation de microfissures. Sur le plan des
calculs analytiques, on exploite le fait que, dans les cas analysés dans cette
these, I'énergie résiduelle aprés une décharge totale est tres faible par rapport
a l'énergie totale. Notons que ceci est conforme & l’enseignement qui peut
étre tiré des modéles élémentaires du chapitre 3. Le calcul analytique du taux
de restitution de 1’énergie, pour des vitesses de déformation macroscopiques
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imposées, a démontré qu’il augmente avec la vitesse de chargement. Cependant,
contrairement au probléme élastique, il tend vers une valeur asymptotique
(voir la figure 6.8) fonction de la vitesse de déformation imposée. Il s’avére que
les résultats analytiques sont parfaitement cohérents, en matiére de taux de
restitution de I'énergie, avec les résultats de la méthode numérique (figure ).

on aborde finalement le probléme de la propagation des microfissures. On
commence par le probléme élastique dont un traitement analytique est dis-
ponible (voir Iéquation (6.45)). Les résultats numériques sont parfaitement
conformes & ce modéle dans le cas d'une distribution spatiale de fissures paral-
leles fortement anisotrope (figure 6.11. Dans le cas visqueux, on valide ensuite
les idées de vitesse critique, endommagement initial critique et endommagement
asymptotique inspirées du chapitre 3 (probléme de la fissure unique). Pour
le cas de vitesse de déformation macroscopique imposée, on a montré qu’il
existe une vitesse critique en dessous de laquelle 'endommagement n’évolue
pas. Par contre si la vitesse de chargement est supérieure a la valeur critique,
la propagation aura lieu si le paramétre d’endommagement initial est inférieur
a certaine valeur critique qui dépend de la vitesse de chargement. Dans le cas
de propagation de microfissure, le paramétre d’endommagement tend vers une

valeur asymptotique.
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Ce chapitre consiste a appliquer les études précédentes au probléme de la propa-
gation de fissures et '’endommagement d’une enceinte de confinement en état de
pression accidentelle interne. On va travailler avec le batiment REP (réacteur a
eau pressurisée) 1450 MWe (une enceinte typique en France). On commence par
le probléme de perte de précontrainte par fluage. On considére ensuite le compor-
tement instantané du batiment en situation accidentelle aprés une certaine perte
de précontrainte au cours du temps. On va montrer que le moment de ’accident
joue un role trés important dans ce probléme. Plus 'accident se produit tard,
plus la précontrainte restante est faible et plus la condition de propagation de
fissure risque d’étre atteinte. Les problémes de macrofissures et de microfissures

seront séparément considérés.
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Notations :

Grandeurs | Définitions

R Rayon de la paroi

e Epaisseur de la paroi

H Hauteur de la paroi

Ry Rayon du dome

€d Epaisseur du déme

Vy Volume du déme

p Poids propre du béton

P Pression accidentelle interne

Y Facteur volumique des cables d’acier horizontaux
Yo Facteur volumique des cables d’acier verticaux
E, Module d’Young de I’acier

Op Compression due au poid propre du batiment
oy Contrainte des cables d’acier verticaux

oy Contrainte des cables d’acier horizontaux

ob Contrainte du béton dans la direction e,

ol Contrainte du béton dans la direction e,

el Déformation du béton dans la direction e,

el Déformation du béton dans la direction eg

Cac Contrainte de traction accidentelle




153

Grandeurs | Définitions

tac Instant de 'accident

ter Valeur critique de t,. ou la structure est mise en traction

tor Valeur de t,. satisfaisant la condition de propagation de
microfissures

t},lr) Valeur de t,. satisfaisant la condition de propagation de
macrofissure de type 1

tﬁ) Valeur de t,. satisfaisant la condition de propagation de
macrofissure de type 2

ab, Contrainte du béton dans la direction e, en état initial

al, Contrainte du béton dans la direction ey en état initial

ot Contrainte du béton dans la direction e, juste avant l’accident

ol Contrainte du béton dans la direction ey juste avant I’accident

ol Contrainte du béton dans la direction e, a I'état critique

ol Contrainte du béton dans la direction ey a I'état critique

ob, Contrainte du béton dans la direction e, a I’état final

obs Contrainte du béton dans la direction ey a I’état final

dpy Diameétre de la “process zone”

€pz Paramétre d’endommagement de la “process zone”

€0 Paramétre d’endommagement initial du cas de microfissures

e&}) Demi-longueur critique des macrofissures de type 1

02 Longueur critique des macrofissures de type 2




Chapitre 7. Propagation de fissures et endommagement d’une
154 enceinte de confinement sous une pression accidentelle interne

7.1 Calculs élémentaires a 1’état initial

On étudie une enceinte de confinement de type REP 1450 MWe, dont la
géométrie est présentée par la figure 7.1. Dans le cas d’un accident, le batiment

Coupe verticale

7N

2R

Coupe transversale

2R + 2e

[ ]

Fi1G. 7.1 — Coupes verticale et horizontale de I'enceinte de confinement de type
REP 1450 MWe

subit une pression interne P qui peut le mettre en traction. Il peut causer
I’ouverture et la propagation des fissures et par conséquent 'augmentation du
débit de fuite. Pour empécher cela, la paroi est mise en précontrainte par des
cables d’acier dans les directions verticale o et horizontale of (figure 7.2). Le
batiment est initialement en état de compression. Cependant, la précontrainte
diminue au cours du temps a cause du fluage du béton. La structure peut étre
mise en traction s’il y a une pression accidentelle interne. Il est donc important
de prévoir la condition de propagation de fissures et I’endommagement du
batiment en supposant que l’accident se passe & un certain moment dans la

période d’exploitation.

La paroi de l’enceinte est de forme axi-symétrique, on introduit alors le
systéme de coordonnées cylindriques e,, ey, e, (voir la figure 7.2). Les cables
horizontaux sont mis dans la direction eg et les cables verticaux sont mis dans

la direction e,.

On étudie maintenant une partie de la paroi, qu'on note par €2, qui est

délimitée par deux coupes transversales voisines dont les hauteurs sont respec-
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€9 €

Oh

a
v

g

F1G. 7.2 — Mise en précotrainte de I’enceinte de confinement par des cables d’acier

tivement h et h — dh et par un angle 66 (voir la figure 7.3). Comme R > e, on
peut considérer ce domaine comme une plaque en contrainte plane. Il subit le

Le déme

La paroi

€9

€,

F1G. 7.3 — Les calculs sont réalisés sur un domaine €2 qui est extrait de la structure

poids propre de la partie du batiment qui se situe au-dessus de ce domaine et

qui se présente comme une charge de compression.

Le dome est une partie d’'une sphére de rayon R; et d’épaisseur ey. Le
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volume du dome est déterminé par la formule classique suivante :

/P2 _ P2
Vy = 2meqR2 <1 — M) (7.1)

Ry

La hauteur totale de la paroi est notée par H, alors le volume de la partie de la
paroi qui se situe au-dessus de €2 est calculé par :

V, =2nRe(H — h) (7.2)

On note le poids volumique du béton par p, la contrainte de compression sur §2
due a au poid propre du batiment, qui est dans la direction e,, est déterminée

par :
o — _PVatV)

P 27 Re
Connaissant g, on peut déterminer les précontraintes initiales du béton du do-

(7.3)

maine () dans les directions verticale et horizontale par les conditions d’équilibre

suivantes :

b _ a . b __ a
Oho = =ThOpo 5 Oyo = Op = Y0y (74)

ou oy, (resp. 0d,), qui est la valeur initiale de of (resp. o), est donnée. 7, et 7,
sont respectivement les fractions volumique des cables horizontaux et verticaux.
Notons que dans I’équation (7.4), on a approché 1/(1 — ;) et 1/(1 — ;) par 1
cas 7y, et 7, sont trés faible par rapport a 1 (~0,01).

Supposons que a l’état de compression, le béton n’est pas endommagé.
On peut supposer donc qu’il est homogéne isotrope. Les composantes du tenseur
des déformations initiales du béton sont déterminées par les relations classiques

suivantes :

1 1% 1 1%
b b b b b b
— ; =—0 —0 7.5
V0 E vo E ho ( )

€ho = %O‘ho - Eu Ow 7 €
Les données de base de la structure (dimensions et matériaux) sont dans le
tableau 7.1. On considére par exemple la partie qui se trouve en haut de la paroi
(h = H), on obtient 0%, = —16MPa, ¢? = —13,73MPa. Ces valeurs se trouvent

bien dans la limite de la capacité portante du béton en compression (—40MPa).
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R e R, ed H P o’

vo

21,9m | 1,2m | 32m | 0,9m | 53,75m | 24kN | 1350MPa

o Yh Yo E, P

1600MPa | 0,01 | 0,01 | 190GPa | 0,4MPa

TAB. 7.1 — Données numériques de I’enceinte de confinement de type REP 1450
MWe

7.2 Perte de précontrainte par fluage

Le comportement viscoélastique du béton du domaine ) est modélisé par le
modéle de Burger. On suppose qu’en état de compression, il n’y a pas d’ouver-
ture de fissures, on peut considérer que le béton est isotrope et les champs des
contraintes et des déformations du béton dans 2 sont homogénes. Le principe de
correspondance permet d’écrire la loi de comportement du béton sous la forme
linéaire dans Pespace de Laplace-Carson : o®" = C* : €"". Ici, on considére la dé-
formation depuis I’état libre naturel. Pour ce cas isotrope, cette équation s’écrit

sous la forme habituelle :
* 1 * * * *
b* ;*y o — %trab 1 (7.6)

ou E* et v* sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson

apparents dans l'espace de Laplace-Carson qui sont donnés par les équations
(2.19) et (2.17). On suppose que la contrainte dans la direction e, est négligeable

(contrainte plane), de sorte que o = 0%"e, ® e, + 0% ey ® eg. L'équation (7.6)
devient :
p* 1 b* v* p* p* 1 b* v* p*
En = Eah — EUU 3 Ey = EUU — Eah (77)

N * * 4 .
ot o2 (resp. 0b") est la valeur transformée de la composante horizontale o

(resp. verticale 0¥) du tenseur des contraintes du béton. £5° (resp. €2") est
la valeur transformée de la composante horizontale €% (resp. verticale %) du
tenseur des déformations du béton.

On considére maintenant le comportement des cables d’acier. On remarque que,
sur chaque direction, les variations des déformations du béton et de 'acier sont
égales. C’est-a-dire que les variations des déformations des cables horizontaux
et verticaux, entre I’état initial et état actuel, sont €% — &b H(t) et € — &b H(t).
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Ces cables travaillent en traction simple, la loi de Hooke permet d’écrire les
relations élastiques classiques suivantes :

op = o H(t) = Ealey — e H(L) 3 of — ol H(t) = Ea(e} — e, H(1) (7.8)

v vo

ol les contraintes de I'acier sont reliées aux contraintes du béton par les condi-
tions d’équilibre suivantes : o2 +7,0¢ = 0 et 0% +v,0% = 0,/H(t). En introduisant
ces conditions dans ’équation (7.8), on obtient les relations suivantes entre les
composantes des tenseurs des contraintes et des déformations du béton :

b/ = Ol MO+ Ealeh—b (1) 5 (o, H(D)—0b) /70 = 0% H(D)+Ea(e b, H(1)
(7.9)

En appliquant la transformation de Laplace-Carson sur ces équations, on obtient

les relations entre les valeurs transformées des composantes des tenseurs des

contraintes et déformations du béton :

- 02*/% = O+ Ea(EZ* - 520) ;o (op— OS*)/VU =0+ Ea(€f)* - Ego) (7.10)

Ici, on rappelle que, pour une constante a : (aH(t))* = a. En combinant (7.7) et
(7.10), on obtient un systéme d’équations permettant la détermination de 0¥ et
de o0 :

a1(p)0'2* + aQ(p)afj* =01 a3(p)‘72* =+ a4(p)afj* = 02 (7.11)

ot pour simplifier, on a posé : a;(p) = (1 +,E./E*), as(p) = —mE.v*/E",
az(p) = =Y Ev*/E* et ay(p) = (1 + 1, E,/E*). Les valeurs oy = v, E,e% —~n08,
et 09 = Y, Eucb, +0,—7,0%, sont des constantes qui ne dépendent que des valeurs
initiales du systéme. L’équation (7.11) donne les solutions suivantes :

o = 0104(p) —0202(p) e 165(p) — 21 (p) (7.12)

ai(p)as(p) — ax(p)as(p) Y aa(p)as(p) — as(p)ai(p)

o? (resp. o%) est ensuite obtenue par la transformation inverse de 2" (resp.
o).

Pour obtenir les caractéristiques viscoélastiques du béton, on considére
par exemple une courbe expérimentale de fluage propre du béton en compression
unidimensionelle (les essais sont réalisés & EDF R&D) qui est présentée a la
figure 7.4 (les points). En utilisant le modéle de Burger, on peut ajuster les
caractéristiques viscoélastiques du matériau. Différentes approches sont propo-
sées (voir la figure 7.4). La courbe (1) correspond a un matériau dont le fluage
est trop rapide par rapport au matériau expérimenté. La courbe (2) approche
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F1G. 7.4 — Résultats expérimentaux et des approches par le modéle de Burger
du fluage propre du béton utilisé pour le batiment de confinement d’une centrale
d’électricité nucléaire. €, est la déformation longitudinale de ’échantillon sous
une contrainte de compression de 1MPa.

mieux ce matériau pour une durée de 25000 heures (~ 3 ans). La courbe (3)
donne une bonne approche pour le long terme. On utilise les caractéristiques
viscoélastiques correspondantes & ces trois courbes, dans les équations (7.12),
pour analyser la perte de précontrainte par fluage. Les résultats sont présentés
par les figures 7.5 et 7.6.

7.3 Comportement de la structure sous une pres-

sion accidentelle interne

On regarde maintenant la possibilité de la mise en traction de la paroi par une
pression accidentelle interne. On suppose qu’a un certain instant t,., le batiment
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F1G. 7.5 — Perte de précontrainte dans la direction ey par fluage d’une enceinte
de confinement pour différentes approches du comportement viscoélastique du
béton qui sont présentées par la figure 7.4

subit une pression interne P. Les contraintes de traction correspondantes dans
deux directions ey et e, sont respectivement : o, = PR/e et 0,./2. Pour les
données dans le tableau (7.1), on obtient : 0,. = 7,3 MPa.

Bien que l'accident soit instantané, il peut se passer trois étapes dans les-
quelles la paroi change de 1’é¢tat de compression a I'état de traction et puis
en état de propagation des fissures (voir la figure 7.7). On remarque que la
traction accidentelle dans la direction ey est deux fois plus grande par rapport
a la traction dans la direction e, tandis que les précontraintes dans ces deux
directions ne sont pas trés différentes. Alors si le béton de la paroi est mis en
traction, il est tout d’abord mis en traction dans la direction ey. Le cas critique

est celui out 0¥ devient positive.
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F1G. 7.6 — Perte de précontrainte dans la direction e, par fluage d’une enceinte
de confinement pour différentes approches du comportement viscoélastique du
béton qui sont présentées par la figure 7.4

7.3.1 Etape de compression du béton

Puisque l'accident se passe instantanément, le béton travaille donc, durant cette
période, comme un matériau élastique. On suppose pour le moment que ’ac-
cident se passe suffisamment tot ou les précontraintes sont encore élevées et la
paroi est en état de compression malgré la traction accidentelle (voir la figure
7.8). Dans une telle condition, on suppose que les fissures sont fermées et le bé-
ton de la structure est supposé isotrope. On note 1’état juste avant 'accident
par (1) et les composantes de la contrainte correspondante du béton par 0%, et
ob,. Les contraintes de I’acier dans cet état sont déterminées par des conditions
d’équilibre : ¢ = (0, — %) /Y0, 0%, = —0%, /7n. On note aussi I'état juste apreés
'accident par (2) et les composantes de la contrainte correspondante du béton

par o’y et o,. Les relations entre les variations des composantes des tenseurs de
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FiGg. 7.7 — Changement de contrainte du béton de la paroi lors d’une pression
accidentelle interne

A
o
0 toc t,
(2) : apreés accident (état de compression)
(1) : juste avant accident
b
Oho

FiG. 7.8 — Le béton de ’enceinte est en état de compression malgré la traction
accidentelle

contrainte et de déformation du béton s’écrivent :

1 Unr
552 = (022_021)_E (032_‘721)
M

1 Umr
Eus ; de! (‘722_031)_—(022_021)

"~ By Ey
(7.13)
ou E); et vy sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson
du comportement instantané du béton (partie de “Maxwell” du modéle de com-
portement viscoélastique). En plus, sous 'application des tractions accidentelles
verticale et horizontale, les conditions d’équilibre permettent d’écrire les relations
suivantes :

(022 - 021) + ooy, = Oae (022 - 031) + Y00y = Oqe/2 (7'14)
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ol les variations de la contrainte de 'acier sont respectivement déterminées par
les variations de déformation par : 0% = E,dcb et 6o = E,d%. On obtient alors
deux relations entre les variations des contraintes et des déformations du béton :

(022 - 021) + "YhEaégz = Ogc (032 - 021) + %}Eaégz = Oge/2 (7-15)

En combinant (7.13) avec (7.15), on obtient un systéme des équations permettant

; - b b
de déterminer o, et o, :

a1(022—021)+a2(032—021) = 0Oac a3(022—021)+a4(032—021) = 0qc/2 (7.16)
ou pour simplifier, on a posé : a1 = 1 + VE./Ey, ao = —vynEqvn /B,
a3 = —YoEovy/En et ay = 1+ v,E,/Ey. Ces constantes dépendent des ca-
ractéristiques élastiques et des fractions volumiques de I'acier. L’équation (7.16)

donne les solutions suivantes :

022 = 021 + Oac/fr 022 = 021 + Oac/ fo (7-17)

oll on a poseé :

2(ajaq — asag) 2(agas — ajay)

fh: et fv:

20,4 — a9 2(13 — aq

(7.18)

Ces deux constantes ne dépendent ainsi que des caractéristiques élastiques et des
fractions volumiques des matériaux. Comme o,. est une donnée du probléme,
la valeur de o%, (resp. o’,) ne dépend que de of, (resp. o%) c’est-a-dire de
I'instant de I’accident ¢,. (on rappelle que o2, et %, sont les composantes de la
précontrainte du béton a l'instant ¢).

On définit un état critique ot 0%, = 0 (par des commentaires précédentes, on
a montré qu’en ce moment la contrainte dans la direction verticale est encore
négative : 0%y < 0) (voir la figure 7.9). On définie ainsi un instant critique ., : si
laccident se passe avant cet instant (t,. < t..), le béton de la paroi est en état
de compression (0%, < 0, b, < 0) malgré la traction accidentelle. En revanche,
Si tge > ter, le béton est mis en traction dans la direction ey (on suppose qu’il
est encore en état de compression dans la direction e,) et les fissures, dont les
plans sont perpendiculaires a ey, peuvent s’ouvrir et peut-étre se propager.

Par exemple, pour vy, = 0,27 et Ey = 33,7GPa (correspondant aux trois
courbes approchées du fluage du béton expérimenté, sur la figure 7.4) et les don-
nées du tableau 7.1 on obtient : o2, ~ o%, +6,962MPa et 0%, ~ ob, + 3,556 MPa.

v
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A
o
0 tac = ter 4 >
(2) : état critique (o, = 0)
(1) : juste avant accident
Tho

F1G. 7.9 — Etat critique de la structure et I'instant critique de ’accident

L’instant critique ., est déterminé en résolvant I'équation of, = 0, c’est-a-dire
0% (ter) = —6,962MPa. Pour les données viscoélastiques correspondantes aux
trois approches de fluage (1), (2) et (3) du béton expérimenté (les courbes sont
présentées sur la figure 7.4), on obtient respectivement t. ~ 19ans, 43ans et
59ans. On peut conclure que, pour les bonnes approches du fluage du matériau
qui est utilisé pour les structures réelles, le temps caractéristique %.. est assez
grand (par rapport a l’age actuel des batiments de confinement réels). On
remarque en plus que, les valeurs ci-dessus (43 ou 59 ans) sont sous estimées
(c’est-a-dire que t.. d’une structure réelle est plus grand que ces valeurs) car
le fluage du matériau réel est plus lent que celui qui est estimé par le modéle
(courbes (2) et (3) sur la figure 7.4). Ceci est expliqué par le fait que le béton
en calcul est considéré “non vieillissant” et les caractéristiques viscoélastiques
sont calées par des essais de fluage d’une durée de 3 ans et sont utilisées pour
des calculs sur des dizaines d’années.

Dans la suite, pour pouvoir étudier pédagogiquement I'endommagement
par microfissures et la condition de propagation de macrofissures et microfis-
sures, on va travailler avec le matériau correspondant a la courbe de fluage

(1).
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7.3.2 Endommagement de la structure par microfissures
en état de traction

On se met maintenant dans un état surcritique (tac > tcr). On suppose en plus
qu’il existe des microfissures qui se distribuent de facon localement isotrope trans-
verse : le plan de chaque microfissure est perpendiculaire & ey (voir la figure 7.10).
Pour le cas sans acier, le comportement effectif du béton peut étre estimé par des

L’ € microfissures

F1G. 7.10 — Les plans des microfissures sont perpendiculaires a ey

théories classiques de micromécanique : estimations de Mori-Tanaka, de Ponté-
Castaneda et Willis, etc (voir le chapitre 4). Dans cette section, on va développer
ces études pour le cas ot les cables d’acier sont présents.

7.3.2.1 Comportement effectif sans propagation de microfissures

Si tq. > t.r, on peut décomposer la contrainte de traction accidentelle en deux
parties : 0, = 0o + (04e — 0¢). La partie o, permet de mettre le béton en
état critique (voir la figure 7.11). On note respectivement les composantes de la
contrainte du béton dans les directions ey et e, en état critique par o2, et o2,.
Alors : ob, = 0. En utilisant (7.17) on peut déterminer o, par :

Ocr = _0-21fh (719)

On rappelle que o?, est la contrainte du béton dans la direction e, juste avant
'accident (a ¢,.). On note respectivement les contraintes de P'acier dans les di-
rections ey et e, en état critique par o, et 05,. Les conditions d’équilibre a I’état

critique s’écrivent :

1
VhOly = Oer 3 Ol + Y00l = 0 + 5 0r (7.20)

La partie o,. — 0., permet de mettre le béton de la paroi en traction sur la
direction ey. On note 1’état de traction du béton par le chargement accidentel
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A
o
(3) : fin de l'accident (état de traction)
O tac > tC'f‘ ‘t
(2) : état critique
(1) : juste avant accident
Tho

Fi1G. 7.11 — Etat surcritique de la structure : t,. > t.,

total par I'indice (3) et les contraintes correspondantes du béton par ot et o0s.
Ainsi on note les contraintes de I'acier, dans cette situation, par of; et ois. Les
conditions d’équilibre & cet état sont :

Ohs F YOy = Oae 5 Obg +70% = 0, + %aac (7.21)
Les équations (7.20) et (7.21) permettent d’établir les relations suivantes entre
les variations des contraintes du béton et de l’acier entre I’état critique (1’état
(2)) et I’état final (I’état (3)) :
b a a b b a a 1
Ohg + W(Ohs — Opa) = Oac — Ocr 5 (0y3 — 0pa) +Yulops — 0p3) = ) (Tac — Ocr)
(7.22)
On note respectivement dc? et d<° les variations des déformations horizontale et
verticale du béton entre 'état (2) et I’état (3). On remarque que ce sont aussi les
variations des déformations des cables d’acier correspondantes. En appliquant la
loi de Hooke pour I’acier, on a les relations suivantes :

Opg — Opy = Ea552 ;o Oy — Oy = Eaéeg (7.23)

D’autre part, en condition de traction, on suppose que le béton est endommagé
par les microfissures. Pour simplifier, on suppose qu’il ne contient que des mi-
crofissures dont les plans sont perpendiculaires & ey et par conséquent qu'’il est
isotrope transverse. On suppose en plus, dans cette section, qu’il n’y a pas de
propagation de microfissures, de sorte que la rigidité du béton est définie par le
tenseur d’ordre quatre C§;(¢,) (voir le modeéle de Burger effectif établi dans le
chapitre 5) qui dépend des caractéristiques élastiques du béton (comportement
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instantané) et du paramétre d’endommagement du béton qu’on note par €, (en-
dommagement initial). La loi de comportement entre deux états (2) et (3) donne
une relation entre les variations de la déformation et de la contrainte du béton :
be = C5, 7 '(e,) : (o3 — a3), ici oy est la contrainte a I'état critique (2) et o3 est
la contrainte a I’état final (3). On suppose que la contrainte dans la direction e,
est négligeable, les relations en composantes de cette derniére s’écrivent :

1 var(e) 1 me
b __ b M b b b _ b by _ MM b
55}1 - EM(‘Eo) Oh3 EM(‘50> (UU3 Ov2) ) 551} EM(O) (ng 002) EM(‘Eo) Oh3
(7.24)

On remarque que, pour le cas de microfissures, on a la relation suivante :
vn(€)/En(€,) = var(0)/En(0) avec vy (0) = vy et Ep(0) = Eyy (voir (4.39),
(4.49) et (4.61)). En introduisant cette relation dans (7.24), on obtient :

1
5e M (gby —aby) o 6eh oby — aby) — L ob  (7.25)

U:@( EM

>~
Il
s>
—
™
Q
N—
>
w
s>

En combinant (7.22), (7.23) et (7.25), on obtient :

a1 (60)023 + as (0-33 - 0-22) = Ogc — Ocr
1
‘13023 + aq (033 - 032) =5 (Tac — Ocr)

(7.26)

ou pour la raison de la simplification, on a posé : ai(€,) = 1+, Eo/Ep(e€,) (les
coefficients as, as, ay sont définis précédemment dans la section 7.3.1). L’équation
(7.26) donne les solutions suivantes :

2a4 — as . b ay(€,) — 2as

s = (0o = o) e Sy ¢ 70 Tt (e =)

2 (a1(€,)ay — asag)

(7.27)

Pour faciliter les développements ultérieurs, on écrit 0%, sous la forme suivante :

b Oac — Ocr
P E—— ‘2
7n3 fh(eo) (7 8)

Ot on a posé fr(€,) = 2(ai(€e,)as — asas) / (2a4 — ag). On remarque que f(€,)
est positif parce que o2y > 0 et 04 — 00 > 0
7.3.2.2 Condition de la propagation de microfissures

On suppose que t,. est suffisamment grand pourque les microfissures risquent de
se propager. On cherche a vérifier la condition de propagation des microfissures :
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F(e,) > G.. Ou on rappelle que G, est le taux de restitution d’énergie critique
et F(e,) est estimé par 'approche de Mori-Tanaka (voir la formule (6.41)) :
8(1—wva?) 4 2

F(EO) = Wam (729)

Dans cette formule, Fj; et vy, sont respectivement le module d’Young et le
coefficient de Poisson du comportement instantané du béton. La contrainte o?,
est déterminée par la formule (7.28). Le taux de restitution d’énergie critique est
déterminé par (6.40), avec :

(= (eo/N)Y? (7.30)

Alors la condition de propagation des microfissures devient :

8(1—wm?) , 2 2wN'Y3Gy 1
Wo-hii - 3 6(1)/3

(7.31)

Ici, on rappelle que Gy est I’énergie de rupture qui est considéré comme une
constante donnée du béton. En introduisant o?, déterminée par (7.28) dans

(7.31), on obtient :
RVE

Co
€,) = > 7.32
p2< ) fh(€0)2 (Uac - Ucr)2 ( )
2r N3 By G
Ot on a noté ¢y = w, qui est une constante du matériau. Le terme
8(1 - I/M2)

de gauche est une fonction de €, qu’on note par ps(€,). L’acier est présent dans
cette fonction (voir l'expression de fy(e,) & la fin de la section 7.3.2.1). La
condition de propagation de microfissures peut étre testée directement sur la
fonction ps(€,). On I'appelle donc la fonction caractéristique de la propagation
de microfissures.

En supposant que tous les informations sur les caractéristiques élastiques
des matériaux, sur la distribution et la taille des microfissures ainsi que sur la
contrainte accidentelle o,. sont données, le terme de droite ne dépend alors que
de la contrainte o.. ou bien de t,. (0. est déterminé en fonction de 021 qui est
la précontrainte, dans la direction ey, subsistant a t_, voir 7.19). On le note

donc par ((tu.), c’est une fonction décroissante tendant vers une asymptote qui

2
vaut co/o;...

Par la figure 7.12, on peut observer que, pour le cas sans acier, ps(€,) est
une fonction croissante. Ainsi, pour n’importe quelle valeur de ¢,, la condition

de propagation sera atteinte pour une valeur suffisamment grande de f,..
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Par contre, pour le cas avec l'acier (v, > 0, v, > 0), p2(€,) se compose de
deux parties, ['une est croissante et I’autre est décroissante. Elle a une valeur
maximale qu’on note par pj'* pour un parameétre d’endommagement critique

qu’on note par €., (voir la figure 7.13).

1.8 - sans acier
1.6 o
—
1.4
1.2
pa(€s) 4
0.8] - I
/ . !
0.6 / o
ff
0.4
0.2
o 1 2 2 ‘ ) )
€o

F1G. 7.12 — Fonctions caractéristiques de la propagation de microfissures : avec

acier et sans acier.
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F1G. 7.13 — Condition de propagation de microfissures

Correspondant a €., il existe une valeur de ¢,. qu'on note par t,. (I'indice pr
pour “propagation”) qui satisfait 1'égalité (7.32) : pa(€n) = ((tpr)- Si tae < tpr, la
condition (7.32) ne peut jamais étre atteinte quelque soit la valeur de ¢,. Ainsi,
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si 'accident se passe suffisamment tot, les fissures ne propagent pas quelque soit

le niveau d’endommagement initial.

Par contre, si t,. > t,., pour chaque valeur de t,., 'équation ps(e,) = ((ts) a
deux solutions €; (t4.) < €2(tqc) (voir la figure 7.13). Si €, < €1(tac) OU €, > €2(4c),
il n’y a pas de propagation de microfissures car ps(€,) < ((t4.). En revanche, si
€1(tae) < € < €3(t4e), les microfissures vont propager car pa(€,) > ((tqe)-

Pour chaque valeur de t,., on calcule ((t,.), puis on détermine €; et € en

résolvant ’équation p(e,) = ((tac). La figure 7.14 présente la condition de propa-
gation portée sur €, et t,.. Une fois que la condition de propagation est atteinte :

€o

zone de propagation

GCT‘

tp?" tac
F1G. 7.14 — Conditions de propagation de microfissures

(tac > tpr €t €1(tae) < €, < €2(tac)), la propagation se développe instantanément
jusqu’a I’état d’endommagement final dont le paramétre d’endommagement est

€9 (tac> .

7.3.3 Conditions de propagation des macrofissures

On suppose dans cette section qu’il existe des macrofissures dans la structure
(le batiment de confinement) : soit des fissures qui ont traversé 1’épaisseur de la
paroi et qui tendent a propager dans la direction e, (fissures type 1, voir la figure
7.18), soit des fissures dont le plan est & nouveau perpendiculaire & ey, de grande
longueur dans la direction de e,, et qui tendent a propager dans la direction e,
(fissures type 2, voir la figure 7.25). On suppose, pour les macrofissures de type
2, que la taille dans la direction e, est suffisamment grande pour qu’on puisse
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la considérer comme infinie et on peut se ramener au le probléme de fissures 2D
en prenant une tranche transversale du batiment (voir la figure 7.25).

On se met dans la situation surcritique (t,. > t..). Le béton de la struc-
ture est mis en traction et les fissures peuvent s’ouvrir. On remarque que
I’accident se passe instantanément et le comportement du béton durant cette
période est supposé étre élastique. Dans cette section, on suppose que les micro-
fissures se trouvent que dans les “process zone” aux pointes des macrofissures.
On suppose en plus que tous les caractéristiques du béton et de l'acier ainsi
que tous les informations sur les dimensions de la structure et sur les charges
sont données. On va analyser les influences de la taille des macrofissures et des
“process zone” ainsi que 'influence de I'instant de ’accident t,. sur la condition
de propagation de macrofissures.

Les calculs numeériques sont réalisés sur une structures en béton pur (sans
acier). Les cables d’acier de précontrainte sont remplacés par des charges de
compression sur le béton. Cependant on rencontre une difficulté sur la détermi-
nation de ces charges car elles varient en fonction du champ des déformations
du béton. On doit alors réaliser des calculs itératifs jusqu’a la convergence. On
part de I'état (1) (I'instant juste avant l'accident ¢,.) ot on connait 1'état de
contrainte du béton et de 'acier. Le tableau 7.2 donne, par exemple, quelques
valeurs des composantes de la contrainte du béton pour différentes valeurs
de t,. (correspondant aux courbes (1) sur les figures 7.5 et 7.6). Les calculs

t- (ans) 19 20 21 22 23

ac

ob, (MPa) | —6,328 | —6,082 | —5,846 | —5,618 | —5,399

ob, (MPa) | —6,914 | —6,630 | —6,358 | —6,096 | —5.846

TAB. 7.2 — Contraintes du béton (correspondant a la courbe de fluage (1) sur la
figure 7.4) juste avant l’accident pour différentes valeur de .

itératifs commencent par un champ des déformations nulles (on considére
I'état (1) comme l'état initial). On peut alors déterminer les chargements
extérieurs (seul la pression accidentelle qui joue le role de chargement). Les
calculs numériques vont permettre de déterminer le champ des déformations
du béton. Connaissant les déformations, on peut déterminer les charges dues
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aux cables d’acier qui s’appliquent sur le béton. On répéte les calculs des dé-
formations et des chargements de ’acier jusqu’a la convergence. Cette derniére
est controlée par I’erreur de déformations calculée entre deux étapes simultanées.

On va commencer par le probléme d’une plaque (en précontrainte) entaillée en
traction mode 1 pour expliquer plus en détail la méthode numérique itérative
présentée ci-dessus. On profite ainsi cet exemple pour montrer I'influence des
cables d’acier sur le taux de restitution d’énergie. Les problémes correspondant
aux deux types de fissures sont ensuite simultanément détaillés a la lumiére de

la méthode numérique itérative développée.

7.3.3.1 Plaque entaillée en traction mode 1

On commence par un probléme simple d’une plaque entaillée élastique en trac-
tion mode 1 (voir la figure 7.15). Pour le cas sans acier et pour une largeur

A »
.y y

< >
Oo < R*IQ » 0o
< —

< »
< >

F1G. 7.15 — Plaque entaillée en traction mode 1

suffisamment grande pour qu’on puisse considérer comme infinie, la mécanique
de la rupture fragile furni la formule suivante pour la détermination du taux de
restitution d’énergie ([46]) :

o.2ml 20

F=—F9

)2 (7.33)

ol 0, est la contrainte constante de traction, ¢ est la demi-longueur de la fissure,
h est la hauteur de la plaque, E est le module d’Young et g(X) est une fonction

géométrique qui est déterminée par la formule :

-1

9(X) = 1 |cos (%) (7.34)
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Les calculs numériques de F sont réalisés selon les méthodes présentées au
chapitre 3 sur un quart de la plaque qu’on note par w (par symétrie du probléme).

On considére le cas de cables d’acier qui se situent dans la direction de
traction. Les calculs sont réalisés par la méthode itérative. Par symétrie du
probléme, on considére le quart de la plaque qui est considérée comme en béton
pure. Les conditions aux limites sont présentées par la figure 7.16. Les calculs

-
>

—
—> o, + g(iil)

—

SERESS

F1G. 7.16 — Conditions aux limites des calculs numériques d’un quart de la plaque

numeériques sont réalisés par les étapes suivantes :

1 - Dans la premiére étape, on impose la traction o, pour déterminer le
champ des déformations du béton qu’on note par e (I’exposant (i) est pour
I'étape ). La défomation moyenne des cables d’acier est ensuite approchée
par la déformation horizontale moyenne du béton : % = 5,(11). La compression
due aux cables d’acier sur le béton dans cette étape qu’on note par o) est

finalement déterminée par : ¢() = —F,7,¢%. La charge totale est donc : o, + o).

2 - On répéte 'étape 1 avec la nouvelle valeur du chargement. A Détape
i, en appliquant la charge o, + oY, on détermine le champ des déformations
du béton €®. On vérifie la convergence des calculs par un controle de ’erreur

en déformation sous la forme de la condition suivante :

5,(? — 5S_1)
(@)

€h

<A (7.35)

ou A est une constante qu’on choisit selon la précision qu’on veut atteindre (par
exemple 0,001).
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3 - Une fois que la condition (7.35) est satisfaite, on arréte les boucles

des calculs. On détermine le champ des contraintes du béton o®. La contrainte

de traction moyenne des cables d’acier 0@ est ainsi déterminée en fonction de la

déformation horizontale moyenne du béton : o = Ea%g. L’énergie élastique du

systéme comprend une partie du béton et une partie de 'acier : W = W, + W,.

La partie du béton est calculée de fagon habituelle (voir le chapitre 3). L’énergie
de ’acier est déterminée par : )
o

VGQ—EG (7.36)

ou V, = v,V est le volume de 'acier dans le domaine w. L’énergie élastique

totale du systéme dépend de la longueur de la fissure, on la note donc par W (¥).

Comme ce qu'on a fait dans le chapitre 3, pour calculer le taux de resti-
tution d’énergie, on crée une propagation fictive de la fissure qui est définie par
un incrément de demi-longueur 9¢. On détermine ’énergie élastique du systéme
pour cette nouvelle géométrie : W (¢ 4 0¢). La variation de ’énergie élastique
entre deux configurations est : 6W = W ({ + 6¢) — W (¢)

On note la différence du vecteur des déplacements nodaux entre deux
configuration w(f) et w(¢ + d¢) par 6U. On note le vecteur des forces nodales
(traction accidentelle et le poid propre de la partie du batiment qui se trouve

au-dessus de ) par F_,,. La variation du travail des forces extérieures causée

ext”
par la propagation fictive sécrit : 6® = F'_,.6U. La dissipation d’¢énergie de (2
est quatre fois plus grande que celle de w et la variation fictive de la longueur
de la fissure est de 20¢. Le taux de restitution d’énergie de €2 est donc déterminé

par 1’équation suivante :

40V (w) — 39 (w))
250

La figure 7.17 présente la variation de F en fonction de la demi-longueur ¢ de la

F(Q) = (7.37)

fissure. Elle donne une trés bonne validation des résultat analytique avec ceux des
calculs numeériques pour le cas sans acier. On peut observer ainsi que la présence
des cables d’acier, avec un pourcentage de 1%, permet de diminuer plus de deux
fois la valeur de F.

7.3.3.2 Macrofissures de type 1

On condiére maintenant le cas des macrofissures de type 1 (figure 7.18). Le
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— (7.33)
— = Numérique : sans acier

{ +=+ Numérique : avec 1% d’acier

‘l
5 — "

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
2/h

F1G. 7.17 — Taux de restitution d’énergie de la plaque : calculs numériques (CAS-
TEM) et analyses théoriques (h = 5,375, 0, = 0,3478MPa)

fissure

FiG. 7.18 — Macrofissure de type 1

taux de restitution d’énergie F, qui est la force motrice de la propagation, est
une fonction de la longueur de la fissure ¢, de la “process zone”, de l'instant
de l'accident t,. et de la distribution des fissures. On suppose que les fissures
sont distribuées périodiquement. On extrait une cellule de base () en béton
pure contenant une fissure unique. Comme R < e, on peut considérer (2
comme une plaque entaillée en traction. Les dimensions de €) sont déterminées
par : la hauteur h = H/ny et la largueur L = 27 R/ng, ou ng est le nombre
de fissures sur une coupe transversale et ny est le nombre de fissures sur

une coupe verticale. On suppose qu’il existe une “process zone” aux pointes
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de la fissure qui est définie par une cercle de diamétre dpy et le paramétre
d’endommagement e€py. Le cas sans process zone correspond a dpy = 0 ou
epz = 0. La condition de périodicité demande des déplacements uniformes
des bords vertical et horizontal. Pour le faire, on définit des liaisons entre les
déplacements. Au lieu d’imposer les contraintes de traction, on impose des
forces ponctuelles. La figure 7.19 présente des conditions et des chargements
qu’on applique sur le domaine. Ici, par symétrie du probléme, on travaille sur un
quart de 2 qu’on note par w. Par périodicité, sur les bords AB et BC, on définit
respectivement les relations suivantes : &, = &z, et §y|Bc = Sy‘B. Les forces F},

gy\Bc - gy‘B

F, A

h/2

F1G. 7.19 — Calcul en éléments finis d’'un quart de €2 : conditions aux limites et
chargements

et F, appliquées au point B sont déterminées en multipliant respectivement les
contraintes de traction correspondantes avec les longeurs des lignes d’application.

On rappelle que la traction accidentelle o,. est décomposée en deux par-
ties : 04c = Oor + (0ue — 0or). La partie o, met la structure en état critique
ot la contrainte du béton dans la direction horizontale o?, est nulle. La partie
restante met le béton de la structure en état de traction, qui peut faire s’ouvire
et propager les fissures. Les calculs numériques partent de 1'état critique et
c’est la partie (04, — o) qui est la charge du probléme. Cependant, les calculs
numériques sont réalisés sur un domaine en béton pur, on ne peut pas déterminer
les forces Fy, et F, directement par (o,. — 0..) car il faut prendre en compte la
contribution des cables d’acier. On doit alors réaliser des calculs itératifs par les
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démarches suivantes.

1 - Etape de préparation : pour une valeur donnée de t,., on détermine
tout d’abord les précontraintes subsistant dans le béton juste avant l'accident :
ob et of, par les schémas 7.5 et 7.6 (voir par exemple le tableau 7.2). Puis la
contrainte critique o.. est déterminée par (7.19). Connaissant o.., on calcule
ensuite les contraintes du béton a I’état critique. On rappelle que la contrainte
dans la direction horizontale du béton o2, a cet état est nulle. La contrainte
dans la direction verticale est déterminée par (7.17) ou on remplace o, par o, :

0-32 = 021 + Ucr/fv (738)

Les contraintes des cables d’acier o}, et oy, sont déterminées par les condtions
d’équilibre (voir (7.20)).

2 - Les itérations de calcul : on part de 1’état de contrainte critique (o2, = 0).
Depuis cet état, le systéme qui est composé du béton et des cables d’acier est
d’abord soumis a des forces qui sont déterminées par :

m_n

Fh — §(Uac_0cr) ; Fqgl) =

£ Oac — Ocr

o (7.39)

Dans la premiére itération, on applique directement ces forces sur le domaine
de calcul qui est en béton pure qu’on a noté par w. On détermine ensuite le
champ des déformations correspondantes du béton et puis les déformations des
cables d’acier. On remarque que, avec les conditions aux limites qui sont définies
ci-dessus, les déformations des cables d’acier verticale et horizontale, durant
I’accident, sont homogenes : on les note par B et E}(ll). Ces valeurs seront
utilisées pour déterminer les forces appliquées dans l'itération de calcul suivante.

3 - Dans litération de calcul numéro ¢, on détermine les forces F,Ei) et
FU(Z) en fonction des déformations calculées par des itérations précédentes par :

B = B BB O = B 0B B (140)

ou ap, = hy,/2 et a, = L7,/2 sont respectivement les aires totales des cables
d’acier dans le domaine de calcul dans les direction horizontale et verticale. On
remarque que, a l’état critique, qui est ’état de départ des calculs numériques,
on a les conditions suivantes : E$” = 0 et E,(lo) = 0. On vérifie la convergence des

calculs par un controle de ’erreur en déformation sous la forme des conditions
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suivantes : A ' A '
E}(LZ) N E;(LZ_U Ez(}z) N E},Z_l)

E/(j) Eq(,l)

ol A est une constante qu’on choisit selon la précision qu’on veut atteindre.

<A <A (7.41)

4 - Calcul du taux de restitution d’énergie : pour une longueur donnée de
la fissure, par les étapes 1, 2 et 3, on peut déterminer I'état de contrainte
du béton et de l'acier sous l'application des tractions accidentelles. L’énergie
élastique du systéme comprend une partie du béton et une partie de I’acier :
W = W, + W,. La partie du béton est calculée de fagon habituelle (voir le
chapitre 3). L’énergie de I'acier est déterminée par :

o@ 2 o 2
Wa — V;) v3 v, h3
2E,  "2E,

(7.42)

ou V, = v, V, (resp. Vi, = v,V,,) est le volume de D'acier dans le domaine de
calcul w. L’énergie élastique totale du systéme dépend de la longueur de la
fissure, on la note donc par W (?).

Comme ce qu'on a fait dans le chapitre 3, pour calculer le taux de resti-
tution d’énergie, on crée une propagation fictive de la fissure qui est définie par
un incrément de longueur 6¢. On détermine ’énergie élastique du systéme pour
cette nouvelle géométrie : W (¢ + §¢). La variation de ’énergie élastique entre
deux configurations est : 6W = W (£ + 6¢) — W (¢)

On note la différence du vecteur des déplacements nodaux entre deux
configuration w(f) et w(¢ + df) par 6U. On note le vecteur des forces nodales
(traction accidentelle et le poids propre de la partie du batiment qui se trouve

au-dessus de Q) par F_,,. La variation du travail des forces extérieures causée

ext®

par la propagation fictive s’écrit : 6® = F*_, 0U.

=—ext

Le taux de restitution est finalement calculé par :

SW — 00
F=—2—— (7.43)

La figure 7.20 présente le maillage et la déformée de w. Ici, on fait un maillage
trés fin a la pointe de la fissure.

Pour un instant de I’accident et une taille de la “process zone” donnés, les varia-
tions de F en fonction de ¢ pour différentes valeurs de epy sont présentées sur la
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A
F1G. 7.20 — Maillage et déformée de w

figure 7.21. On peut observer que le taux de restitution d’énergie est une fonc-
tion croissante de ces deux parameétres. Par ces résultats, pour chaque valeur du
taux de restitution d’énergie G.. (on suppose que c’est une constante donnée du
béton), et pour chaque niveau d’endommagement de la “process zone”, on peut
déterminer la demi-longueur critique pour ce type de fissure, qu’on note par 138)
qui satisfait la condition de propagation F = G, (voir la figure 7.22).

120
3 100 — Sans “process zone”
\
é 80 --Cpy — O, 1
& = €pz =10,2
60
40

0.7

F1G. 7.21 — Taux de restitution d’énergie est une fonction croissante de la lon-
gueur de fissure et du niveau d’endommagement de la “process zone” (ny = 12,
nr = 30, tac = 22&118, dpz/h = 0, 067)

On peut observer ainsi que F est une fonction croissante de la taille de la “process
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/E“mo—
\

Z 100}

012 0:3 0:4 015 0:6 0.7
205 /h 20/h

F1G. 7.22 — Longeur critique de la fissure (ng = 12, ng = 30, t,. = 22ans,
dpz/h = 0,067, €Epy = 0, 1)

zone” dpy (voir la figure 7.23).

75
— —
-
= 70} -
E /7 - - cpz = 0,1
'y / ==cpz=0,2
65}
/
60 ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06
dpz/h

F1G. 7.23 — Taux de restitution d’énergie est une fonction croissante de la taille
de la “process zone” (ny = 12, ng = 30, t,. = 22ans, 2¢/h = 0, 446)

On étudie maintenant 'influence de t,. sur le taux de restitution d’énergie. Les
variations de F en fonction de t,. pour des valeurs données de ¢, dpy et de epy
sont présentées sur la figure 7.24. On peut observer que, si 'accident se passe
aprés l'instant critique %.., le taux de restitution d’énergie dépend fortement de
tae- Pour une valeur donnée de G, on définit un instant qu’on note par tﬁ) qui

satisfait la condition de propagation de fissure F(t%) = G. (voir la figure 7.24).
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Si l'accident se passe aprés cet instant, les fissures vont se propager.

£
120}

f

100t
807

Ge

607
40+
20}

18 19 20 21 22 23

ter ) tac(ans)

F1G. 7.24 — Taux de restitution d’énergie en fonction de l'instant de I'accident
(TLH = 12, nr = 30, 2€/h = 0,446, dpz/h = 0,067, €Epz — 0, 1)

7.3.3.3 Macrofissure type 2

On considére maintenant le probléme de macrofissures qui sont en train d’enva-
hir I’épaisseur du paroi et qui se distribuent de fagon périodique dans le plan
horizontal (voir la figure 7.25 a gauche). En vertu de la périodicité du probléme,
on considére une cellule de base sur une tranche transversale de la paroi de la
structure (voir la figure 7.25 a droite) dont les bords BC et KD sont bloqués en
déplacement dans la direction ey. La fissure est définie par la ligne AK qui est
libre en déplacement et en contrainte. L’angle o est déterminé par le nombre n
de fissures qu’on suppose qu’il est donné : @ = 27/n. On considére le probléme
en mode de déformation plane. On va vérifier la condition de propagation de la
fissure sous ’action d’une pression interne P = 0,4 MPa qui cause une traction
dans la direction e, (mode 1).

Le role de l'acier est définie par une charge de compression dans la direc-
tion ey : Y055 sur le bord rayonau de droite BC ou o} est la contrainte de
I’acier dans la direction considérée sous l'action de I'accident. Car ce bord est
bloqué en déplacement, on ne peut pas imposer cette charge. On impose alors
une traction équivalente sur le bord interne AB (voir la figure 7.25 a droite)
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process zone

fissure

P-F,

FiG. 7.25 — Modele de calcul de macrofissure de type 2

dont la valeur est déterminée par :

P, = 'yha,‘i?,% (7.44)
On remarque que, o4 est une inconnue, elle dépend de la déformation dans la
direction ey qui est la solution du probléme. Alors P,, qui joue le role d’une
charge, est aussi inconnue. On doit alors réaliser des calculs itératifs par des

étapes suivantes.

1 - Pour une valeur donnée de t,., par l’étape de préparation, on déter-
mine les contraintes du béton et de l'acier & 1’état critique 0%y = 0, ob,, 0%, et
of, (voir I'étape de préparation du probléme de macrofissures de type 1). On
considére cet état comme 1’état initial des calculs.

2 - Dans le premiére itération (boucle) de calcul, on commence par une

déformation nulle. La contrainte de traction correspondant sur le bord AB diie

)

X . 1 , .
a l'acier qu’on note par PY est déterminée par :

e
P = 0f (7.45)

Sous l'application de P — PCSI), on détermine le champ des déformations du

béton. La déformation dans la direction ey est noté par 621).
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3 - Connaissant eg) (exposant (i) est pour les valeurs déterminées a la
boucle 7), on peut & nouveau déterminer la traction pity par :
: N\ €
P =y, (o5 + Buct! ) 4 (7.46)
La déformation 5S+1) est ensuite déterminée par ’application de P — PIY e

calcul continue jusqu’a la convergence qui est vérifiée par la condition :

<A (7.47)

ol A est une constante qu’on choit selon la précision qu’on veut atteindre.

4 - A TD'état final, on calcule le taux de restitution d’énergie en créant une
propagation fictive de la fissure 6¢ (voir le probléme de macrofissure de type 1).
Le maillage et la déformée d’une cellule de base sont présentés par la figure 7.26.

AVAVAZAANoNava=
VAVAVA X
SN UN
SIS S N
ey D
L RLKERIRD]
% <IN
e
RRKAZO0]

F1G. 7.26 — Maillage et déformée de la moitié de droite d’une cellule de base (par
la symétrie du probléme, on fait le calcul sur la moitié d’une celule de base)

Par les figures 7.27 et 7.28, on peut observer que F est une fonction croissante de
(, dpy et de epy. Pour une valeur donnée de G, on peut déterminer la longueur
critique des fissures qu’on note par (2 qui satisfait la condition F = G,.. Les
fissures vont se propager si £ > (5 (voir la figure 7.29).

Par la figure 7.30, on peut observer ainsi que F est une fonction croissante de
tqe- Pour une valeur donnée de (G., on définie un instant qu’on note par tﬁ) qui

satisfait la condition F (t},zr)) = (§.. Les fissures vont se propager si t,. > tz(,%).
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150
140
130
120
110
100
90
80
70

F(N/m)

0.2

— Sans “process zone”
-—-Cpy — 0, 1
"=t €Epy — 0, 2

F1G. 7.27 — Taux de restitution d’énergie en fonction de la longueur de fissure

et du niveau d’endommagement de la “process zone” (n = 100, t,. = 22ans,

de/e = 0, 167)

125

1201

F(N/m)

1001
95¢

90

1157
110}
105+

€Epy :O,l

__EPZ:O,2

FiGg. 7.28 — Taux de restitution d’énergie en fonction de la taille et du niveau

d’endommagement de la “process zone” (n = 100, t,. = 22ans, /e = 0, 333)

7.4 Conclusions

Dans ce chapitre, on a appliqué les études précédentes & une enceinte de confi-

nement fissurée, siége d’une perte de précontrainte due au fluage du béton. On

a commencé par des études analytiques de perte de précontrainte par fluage du

béton en état de compression avant l'accident. A un certain instant, on a sup-

posé que la structure subit une pression accidentelle interne. On a observé que,

pour les caractéristiques viscoélastiques du béton qui sont données par les essais
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— 150
~_ 140
< 130
120
110
o 100
S
80
70 . Y . .
02 025 03 035 04 045
07 /e tfe

F1G. 7.29 — Longueur critique des fissures (n = 100, t,. = 22ans, dpz/e = 0, 167)

0

1 19 20 21 22 23
2

ter t]()r) tac(ans)

FiGg. 7.30 — Taux de restitution d’énergie en fonction de l'instant de 1'accident
et le niveau d’endommagement de la “process zone” (n = 100, ¢/e = 0,333,
de/e = 0, 167, €Epz = 0, 1)

réalisés & EDF, la perte de précontrainte est trés lente. Aprés 50 ans, la structure
sera donc en état de compression malgré la charge accidentelle. Il n’y a donc pas
de risque sérieux de propagation de fissure. Pour pouvoir illustrer cette étude,
on s’est placé dans un cadre extréme et 1’on a supposé que le matériau étudié a
des caractéristiques trés défavorables par rapport au matériau réel. On a montré
qu’il existe un instant critique. Si ’accident se passe avant cet instant, la précon-
trainte restante est encore élevée par rapport a la contrainte de traction causée
par la charge accidentelle. La structure est en état de compression et il n’y a
pas ouverture ni propagation de fissure. Par contre, si I’accident se passe aprés
cet instant, les macrofissures et microfissures peuvent se propager. Le cas des
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microfissures est étudié analytiquement car le comportement des matériaux du-
rant I'accident est élastique. Deux types de macrofissures avec la présence d’une

“process zone” sont également abordés numériquement.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Dans ces travaux de thése, on a répondu plusieurs questions posées sur la
propagation de fissure et sur ’endommagement par microfissure dans un milieu
viscoélastique linéaire non vieillissant. On s’est intéressé a la fois a des études
analytiques et numériques. En premier lieu, on s’est basé sur le principe de
correspondance pour traiter analytiquement des problémes mécaniques reliant
aux caractéristiques visqueuses du matériau : le fluage et la perte de précon-
trainte d’une enceinte de confinement par fluage, le comportement effectif des
matériaux viscoélastiques microfissurés, etc. En second lieu, a la lumiére de la
méthode des éléments finis et des différences finis, on a étudié numériquement
les problémes de propagation de macrofissures et de microfissures.

On a choisi tout d’abord le modéle de Burger pour modéliser le compor-
tement viscoélastique du béton. On a analytisé ensuite la restitution d’énergie
des structures viscoélastiques fissurées en définissant le taux de restitution
d’énergie qui est la force motrice de propagation de fissure. Le critére de propa-
gation de fissure a été écrit sur cette valeur. Plusieurs conclusions importantes
ont été tirées de ces études.

1 - L’énergie élastique, d’une structure viscoélastique en état de charge-
ment, est la somme de deux partie : une partie récupérable et une partie
résiduelle. Pour les structures qui sont viscoélastiquement homogeénes (les
temps caractiéristiques du matériau sont homogénes partout dans la structure),
I’énergie résiduelle est nulle.

2 - Pour le cas d’'un chargement cinématique, la vitesse de déplacement imposé
influence strictement sur la restitution de Dénergie de la structure. Plus U est
grande, plus F est grand et tend vers le résultat du probléme élastique. On a
montré ainsi que, quand ¢t — oo, F tend vers une valeur asymtotique F,, qui
est proportionnelle a U2,

3 - Il existe une vitesse critique U,, avec laquelle la valeur asymptotique du
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taux de restitution d’énergie est égale a la valeur critique G, . Si la vitesse
de déplacement imposé est inférieur a U,,, le taux de restitution d’énergie
est inférieur & G, quelque soit la valeur de la charge, alors il n’y a jamais de
propagation de fissure.

4 - 1l existe une longueur initiale critique de la fissure £... Si la longueur initiale
de la fissure ¢, est supérieur a /.., il n’y a pas de propagation de fissure méme
siU > Ucr.

5-Si U > UCT et ¢, < .., pour une valeur suffisamment grand de U, la
fissure va se propager. Dans ce cas, la longueur de la fissure et la force duale du
déplacement imposé vont respectivement tendre vers leurs valeurs asymptotiques
(s et Fy qui ne dépendent que de U.

6 - Si on considére que G, est une constante du matériau, la force au pic (force
de rupture) ne dépend que de la longueur initiale de la fissure ¢, mais ne dépend
pas de la vitesse de chargement.

On remarque que les notions de la vitesse de chargement critique, lon-
gueur initiale critique, longueur et force asymptotiques n’existent pas dans le
probléme élastique. Elles relient strictement aux caractéristiques visqueuses du
matériau.

Pour des matériaux viscoélastiques microfissurés, on a établi, en dévelo-
pant des résultats classiques de micromécanique élastique et en appliquant le
principe de correspondance, un modéle de Burger effectif pour les cas isotrope
et isotrope transverse. Les variations des modules viscoélastiques du modéle
en fonction du paramétre d’endommagement sont explicitement déterminées.
On remarque que, ces résultats sont valable pour le cas sans propagation de
microfissures.

Grace a ces études, on a pu revenir au probléme de poutre entaillée en
flexion 3-points en tenant compte la “process zone”. On a montré que, méme
si GG, est une constante du matériau, la force au pic varie en fonction de la
taille et niveau d’endommagement de la “process zone” ainsi que de la vitesse
de déplacement imposé. Cependant, difféeremment au résultats expérimentaux,
la variation de la force au pic en fonction de la vitesse de chargement est trés
faible. Ceci est expliqué par I’évolution de G, en fonction du fluage du béton
cequi a été montré par des études expérimentales sur le béton [40].

Paraléllement avec les études analytiques ci-dessus, des calculs numériques



189

de propagation de microfissures ont été réalisés sous l’aide de la notion du
motif morphologique représentatif. On a tout d’abord parfaitement validé le
modéle de Burger effectif pour le cas sans propagation de microfissures. On
a ensuite développé les idées de vitesse critique de déplacement imposé, de
longueur initiale critique, de longueur et de force asymptotiques. On a défini
alors les notions de vitesse critique de déformation macroscopique imposée, de
paramétre d’endommagement initial critique, de paramétre d’endommagement

et de contrainte macroscopique asymtotiques.

En fin, on a utilisé les études ci-dessus pour résoudre le probléeme de pro-
pagation de macrofissures et de microfissures d’une enceinte de confiment par
la perte de précontrainte due au fluage du béton. On a montré tout d’abord
que, avec les modules viscoélastiques qui sont tirés d’une courbe expérimentale
de fluage réalisé & EDF R&D, la précontrainte restante dans la structure apres
40 ans (en regardant sur I’age des structures réelles) est encore suffisamment
élevée pour garder le béton en état de compression méme si la structure doit
supporter une pression accidentelle interne (de 0,4 MPa). Alors, pour la raison
pédagogique, on a considéré un béton avec des carractéristiques viscoélastiques
trés défavorables pour pouvoir étudier le probléme de propagation de fissures.
On a montré que, durant ’accident, il peut se passer trois étapes ou le béton
change de compression a traction et puis a 1’état de propagation de fissures. Les
conditions de propagation de microfissures et de deux types de macrofissures sont
analysées. On a remarqué que, 'instant de ’accident joue le role principale dans
cette question. On a défini un instant critique ¢, si 'accident se passe avant cet
instant, il n’y a pas de probléme cas le béton est en état de compression. Cette
valeur dépend certainement des caractéristiques viscoélastiques du béton. On a
défini ainsi des instants de propagation pour les problémes de microfissures et
de macrofissures. Par exemple, pour le cas de microfissure, il existe un instant
t,r. Si 'accident se passe avant cette instant, il n’y a pas de propagation des
microfissures, au contrainte, la structure est cassée par 'augementation du
niveau d’endommagment du béton. De méme facon, pour le cas de macrofissure,
on défini des instants de propagation t},lr) et tz(,%) respectivement pour 2 types
de macrofissures. L’accident devient trés dangeureur s’il se passe aprés cet
instant. Les notions de t.,, t,, et tﬁ) et tﬁ) donnent une idée pratique sur 1’age
d’exploitation de la structure.
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Perspectives

Plusieurs poursuites de cette thése sont possibles. Soit sur le comportement du
matériau, on peut développer ces études pour les lois de comportement plus
compliquées : soit un modéle plus complexe que le modéle de Burger (modéles de
Maxwell ou de Kelvin généralisé) ; soit une loi de comportement viscoélastique
vieillissant ; soit un comportement visco-élasto-plastique. Sur le probléme de
fissure unique, dans cette thése, on se limite a la propagation suivant la mode
1, des études sur les autres modes sont donc a complire. [’approche de fissure

cohésive est ainsi envisagée.

Sur la question que la force au pic, du probléme de poutre en flexion 3-
points, dépend de la vitesse de déplacement imposée. On a essayé d’expliquer
par la présence de la “process zone”. Cependant la variation de la force au
pic dans ce cas est trés faible par rapport a ce qu’on peut observer per des
essais. Une autre explication pour ce phénomeéne porte sur le taux de restitution
d’énergie critique G,. Par des essais réalisés (A LCPC par exemple), on a montré
qualitativement que G, varie en fonction de la vitesse de chargement. On pose
alors des études quantitatives sur la variation de G, et introduit dans les études
numeériques qui sont présentées dans le chapitre 2 pour estimer plus exactement
la variation de la force au pic. On prévoir que la connaissance sur la variation

de G. permet ainsi d’expliquer le phénoméne de fluage tertier.

Sur l'étude de D’endommagement par microfissure, on se limite aux cas
isotropes ou isotrope transverse du matériau endommagé. On peut alors déve-
lopper ces études pour les autres anisotropies plus complexes, par exemple le cas
d’orthotrope. De plus, on a construre un modeéle de Burger pour un matériau
endommagé dont le matériau sain est modélisé par le méme modéle. Une
question posé directement c’est que : si le matériau sain prend un modéle plus
complexe, qu’est qu’on peut utiliser pour modéliser le matériau endommagé. On
peut ainsi poser une question d’homogénéisation d’un milieu hétérogéne donc
chaque phase est viscoélastique.

Quand on regarde sur la méthode numérique, on observe que, les calculs
numériques sur le motif morphologique représentatif collent parfaitement
avec l'estimation de Ponté Castaneda et Willis, car tous ces deux méthodes
considérent la distribution spatiale des fissures. Tendis que le modéle de Burger
effectif pour le cas viscoélastique est sortie de ’estimation de Mori-Tanaka. Alors
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chaque fois qu’on veut valider les calculs numériques, on doit considérés une
distribution alignée des fissures. Une question posée c’est qu’est-ce qu’on peut
construire une méthode numérique qui colle avec 'estimation de Mori-Tanaka
pour tous les cas de la distribution de microfissures.

Encore sur la méthode numérique, on peut, dans cette thése, construire
une motif morphologique représentatif d’un milieu avec des fissures qui se
distribuent de facon isotrope ou alignée. La question posée c’est qu’est-ce qu’on
peut utiliser cette méthode pour les autres distributions.

Une petite application est réalisée sur le batiment de confinement dans le
dernier chapitre. Cependant, durant 1’accident, le comportement est élastique,
on n’a donc pas l'effet de la viscosité sur la condition de propagation de fissure.
Alors, des autres applications des études de cette thése pour des autres strutures
et des autres chargement sont a exploiter.

On pense également a combiner les résultats de cette these avec des études des
granulats du béton.






ANNEXE A

Calculs tensoriels dans la base
sphérique-déviatorique et
applications

Dans la base de projecteurs sphérique et déviatorique J et K, un tenseur isotrope
d’ordre 4 quelconque I peut étre décomposé par :

L = 6,J + 6K (A.1)

ou J et K sont respectivement les parties sphérique et déviatorique du tenseur
identité I. On peut alors utiliser deux scalaires ¢, et /5 pour définir le tenseur L.
On remarque que les calculs tensoriels, pour le cas isotrope, sont trés facilement
réalisés dans la base (J, K). En fait, considérons un deuxiéme tenseur M qui est
défini par deux scalaires my et ms, on a :

L= %JJr%K o LM = (64+mq)J+(lo+me) K 3 L M = £ymyJ+lmeK

T (A.2)
On revient maintenant a (2.8) ou les tenseurs de rigidité élastiques et de viscosité
sont définis par 8 caractéristiques du matériau considéré (voir (2.9)). Grace a
(A.2), on peut déterminer le tenseur X par :

11 Ski 2
X = Cf : Sy = (3kd + 2uxK) : ( . J+TK) = 2y PR (A3)
Ui T T LY

le tenseur Y par :
Y = I4+C%: S5, +Cj : Sy,

Sk 2 s
— J+K)+ (—KJHﬂK) + ("KJ+”7KK)

S

3k 2pnr My Ny
k s d
_ (1+—K+"5)J+(1+“—K+T'TK)K (A4)
kv iy Har My

et le tenseur Z par :

o . qe ‘ 1 1 ; U
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Le tenseur de rigidité apparent C* est déterminé par (2.14), ou bien :
—1
c ' = (X +pY + p22> : (p(Ci( + po}’(> (A.6)
ou :
(bC5 +P°C) = g T
" " 3pki + 17k 2ppx + 0%
et en utilisant (A.3), (A.4) et (A.5) on a:

K (A7)

3k k g ;
X+pY +p°Z = <nK+p<1+—K+77K) +p2n—K)J

M kv iy 3k
2 d d
+ (# +p(1 + BE HTK) +p2"—K) K (AS)
M par o Ny 2pnr
D’autre part, on a :
1 1
c = K A9
3k*J + 3u* (4.9)
En identifiant les coefficients du tenseur J des deux cotés de 1’équation (A.6), on
obtient :
1 3kx ( kx 77%) 2 Nk ) 1
= +p(l1+-—+ +
3k* ( i b kv iy ey 3pkx + p*ng
1 1 1
= + —+ . (A.10)
3ky o pmy 3Kk + P
ou bien : . . . .
—=-—+ + A1l
k* kv pmy /3 kx4 png/3 (A1)
De méme facon, en identifiant les coefficients du tenseur K, on obtient :
1 2 d d 1
- = (#W(HM—KﬁTX)w”K) oy
21 M par o Ny 2pn ) 2ppx + PPN
1 1 1
= + — + y (A.12)
2pm Py 20K+ PN
ou bien : 1 ] 1 1
— = (A.13)

W g il )2
On remarque que, les résultats (A.11) et (A.13) peuvent étre respectivement
obtenus en considérant les rhéologies de la partie sphérique et de la partie
déviatorique du modeéle viscoélastique considéré.

Grace a (A.2), on peut ainsi déterminer les coefficients apparaissant dans
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le calcul du tenseur de rigidité et de la précontrainte intervenant dans I'équation
incrémentale de la loi de comportement v.l.n.v. (voir les équations (2.30) et
(2.31)). Dans la suite, on donne les expressions de ces coefficients :

kg 1 kx| i 1 ng
— — (12K L
“a T +dt< T ) a3k

2uK 1( UK 77?() 1 77?(
¢ = R (14 R T K A4
: my o dt pa i) At 2p (A-14)

1 k
cy = @ 14—+

1 AN
T —<1+“—K+777K)+—77—K (A.15)

1y I nk
R/ S Al
A2 3k, © (4.16)

Cs

1 1
cr = £3kK+ﬁnK; C8:£2/~LK+ﬁ77§l<

1. 1
cog = @nK; Clozﬁﬁ% (A.17)






ANNEXE B
Calcul tensoriel dans la base de
Walpole et applications

Pour faciliter les calculs tensoriels dans le cas isotrope transverse, on utilise la
base de Walpole [49]. Celle-ci est définie par des tenseurs d’ordre 4 suivants :

1 _
Ein) = ST@T Bym)=N@N; Eyn)=TET - E(n)

Es(n) = N@T+TN; Esn)=N®T; Esn)=TeN (B.1)
o N=n®net T=1-—N avec n est la direction transversale

On remarque que :
Ei+E +E;+E =1 (B.2)

et :
E,:E,=E,sip=¢; E,:E,=0sip#g¢q (B.3)

Un tenseur isotrope transverse d’ordre 4 quelconque IL peut étre décomposé dans
la base de Walpole par :

L = L,E, + LoEy + L3Es + LyE, + LsEs + LeEs (B.4)

Les scalaires apparaissent dans cette expression sont déterminées en fonction des
composantes de L par :

Ly = Linn+ Lize 5 Lo = Lasss
Ly = Ly —Lus ;5 Li=2L3ns
Ls = Lszn ; Le= Luss
(B.5)

On peut écrire L sous une forme symbolique suivante : L =
Ly, Lo, L3, L4, Ls, Lg). Si L est symétrique, Ly = Lg. On considére
par exemple le tenseur de rigidité d’un matériau élastique isotrope C°. Les
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composantes de ce tenseur sont déterminées en fonction des modules élastiques
du matériau par :
4 2
Ciinn = Chgpp = Ciggg = k" + g”s ;o Cligg = Cligz = Cogg = K° — §MS
Clary = Chig = Chgag = 0° (B.6)

avec Cji5; = Cjji, les autres composantes sont nulles. Dans la base de Walpole,
C? s’écrit sous la forme [C}, Cs5, C5, C§, Cf, Cg] avec :

S S S S 2 S 2[1]3

C7 = O+ Chigy =2k + glﬁ T 1oy
4 2uf(1 — v°)

s = O = kS Z 8 =

2 3333 + 3 9y
C3 = Chy —Chigy =21
Cy = 2053 =2

2 2u°v?

¢ = ngClng:ks—gus: 1— 9,5

Dans la base de Walpole, I'inverse d’un tenseur L est facilement déterminé par :
Ly Ly 1 1 —Ly —Lg
¢’ ¢ Ly Ly ¢ ¢

(B.7)

L=

(B.8)

avec ¢ = L1L2 — 2L5L6.

Pour le calcul de double contraction, on considére un deuxiéme tenseur
isotrope transverse : ' = [L}, Ly, Ls, L,, Ls, Lg]. Le produit de L et L'
s’écrit :

L:L = |L L, +2LgL;, LyLy+ 2LsLg, LsLy, LyL,, LsL|, + LoL;, L¢Ls, +L1Lg]
(B.9)

On considére maintenant le tenseur d’Eshelby S d’une fissure qui est considérée

comme un ellipsoide aplati de révolution de rapport d’aspect X < 1. Le vecteur

normal & la fissure coincide avec es. Les composantes de S sont déterminées en
fonction de X par (voir [34], [28], [35]) :

13 — 8v° 1—-2v°
1111 S2202 32(1 — US)W ; Sasss 41— US)W
8v¥—1 21° —1
S = Spn=z——7X ; Suzz=08mpy=1————7X
1122 2211 32(1 — ys)ﬂ ; 1133 2233 8(1— ys)ﬂ
Ve 4v° 41 7 —8v°
S = = 1— X 7 S = ————71X
3311 S3322 11— s ( U 7T ) ’ 1212 32(1 — US)W

1 vi—2
Siziz = Sagez = 5 (1 + mﬂX) (B.10)
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Les autres composantes sont déterminées par les relations : Siu = Siju =
Sjiki- Dans la base de Walpole, S s’écrit sous la forme suivante : S
[S1, 52,53, S, S5, Sg) avec :

3 1—20°

S, = S Spgr = ————7X ; Sy =S =1— ——

1 1111+ O1122 8(1—y5)7T ;92 3333 4(1_,/3)7T

7 — 8v° Vs —2
Sy = 51111—51122:m7TX ; 54:253131:1"‘@7)(
v’ 4v° + 1 20 —1

Ss = S = 1-— X : Sg =08 =1—-— 71X

5 BIL= 7 ( Sus n ) ) 6 1133 8(1— ys)ﬁ

(B.11)

Le tenseur T(n) qui apparait dans I’expression du tenseur de localisation de
déformation A/ de fissure (voir (4.30)) est déterminé en prenant la limite quand
X tend to zéro de F(X) = X(I — S(X))~!. Grace a (B.8), on peut déterminer
les composantes de F(X) dans la base de Walpole. En prenant la limite quand
X tend vers zero de chaque composante, on obtient :

41—-v°) 1 =v°

X—0 T 1—2v8
) . ) B 41—-v%) 1
L = ImFBX)=0 ; T=limFX)=——-"—7c;——
) 41—-v%) v* . L .
o= I BX)=———75° i To=limKX)=0
(B.12)

T = 0 () + 5B + B ) (B3






ANNEXE C
Tenseur de distribution P; pour le
cas sphéroidal

Dans la base de Walpole, le tenseur de distribution spatiale s’écrit de fagon
symbolique par : Py = [p1, p2, p3, P4, D5, P5). Les composantes de ce tenseur sont
déterminées en fonction du rapport d’aspect w, et les caractéristiques de la ma-
trice k (module de compression volumique) et p (module de cisaillement) par
(voir [11]) :

(Th(wg) — 2w2 — 4dw3h(wg))p + 3(h(wg) — 2w2 + 2wih(wy))k
A(1 — wi)p(4p + 3k)

n = (C-1>

(6 — 5h(wg) — 8w3 + 8wih(wg))p + 3(h(wy) — 2w3 + 2wih(wy))p
b2 = : 2(1 —ZZCQI),[L(4M+3]{3(; == (€2
(15h(wq) — 2w3 — 12wah(wq) ) + 3(3h(wg) — 2w
8(1 — wj)u(4p + 3k)
_2(4 = 3h(wq) — 2wi)p + 3(2 — 3h(wg) + 2w — 3wih(wa))p
b= : d4(1 — W) u(dn +d3k) B (C.4)

(1 + 3k)(—h(wa) + 2w — 2wih(wa))

(C.3)

pP3 =

b5 = 4(1 — w2)p(4p + 3k) (C.5)
h(z) = Ji(al“CCO(Sl(ﬂf_) ;2;./21 =) siz <1
hz) = x(zv'1 — 22 — arccosh(z)) Gzl (C.6)

(22 — 1)3/2






ANNEXE D
Contrainte moyenne, déformation

moyenne et Lemme de Hill

On va montrer que, pour le cas de contrainte homogéne imposée sur le bord
d’un domaine Q : T'(z) = ¥.n(z), la contrainte macroscopique X est égale a la
moyenne du champ des contraintes dans €2. En fait, on a :

1 1
Oij = |Q|/Uzg @/(Uikl’j),de:@ maikxjnkds
bR Q=73 Q=73%;(D.1

De la méme fagon, pour le cas de déformation homogéne imposée sur le bord de
N:¢(z)=E.z ona:

1
i = €;;dS) = /fl Enids = Exn.ds
’ IQI/ ’ [l Jo |Q| oo 12 Joo ’
a , us i 0= B (02

On démontre maintenant le Lemme de Hill : pour des conditions aux limites

homogeénes en déformation ou en contrainte, on a la relation suivante : o : €' =
T : €. Ol o est un champ des contraintes qui satisfait I’équation d’équilibre
dive = 0 et € est un champ indépendant de o qui satisfait la condition de
compatibilité : €'(z) = V*¢'(2) ot £ est cinématiquement admissible avec des
conditions homogénes en déformation. En fait, on a :

; 1 / 1 / 1 /
0ij€i5 = @/ﬂaz‘j%dQ: @/ﬂaz‘jgi,de: @/ﬂ(‘%’jf@')adQ

1 /
= @/@QO’ijfinde (D3)

Pour le cas de contrainte homogéne imposée : T'(z) = X.n(z), on obtient :

— 1 / _
o-ijgij = 21]@ /S;SZ?]dQ = Zijgij (D4)
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Pour de cas de déformation homogéne imposée sur le bord de Q2 : £(z) = E.z, on

a :

1 / o1 1
oijc; = — | o0yEgringds =E,— [ oyzgnids = E, —/ oijry) ;A
)< |Q| 20 )ik J k|Q| 20 J J k|Q| Q( J )J

1 1 1
‘0] /”’ ‘0] /Q“ﬂ & ‘12l /Q“’“ 7
(D.5)



ANNEXE E

Bases de calcul en éléments finis

La contrainte et la déformation macroscopiques d’'un milieu microfissuré sont
calculées en fonction du champ correspondant. Par exemple, pour le cas isotrope,
la contrainte macroscopique X est déterminée en fonction du champ o dans le
domaine () par :

1
Y=tr<oqg>= —tr/ odf) E.1
39" o (B

La déformation marcroscopique E est déterminée en fonction du champ & dans
le domaine §2 par la méme facon en tenant compte le volume de fissures :

E=tr<gg>= ﬁtr/{lsdﬁ + |Vﬁf| (E.2)
ot V; est le volume des fissures en état déformé (le volume initiale des fissures
est considéré étre nul). Dans le calcul numérique ot on travaille avec une fissure
unique, V; est calculé en imposant une pression unitaire fictive Py sur la surface
de la fissure. On note U le vecteur des déplacements nodaux et I, le vecteur des
forces nodales du a Ps. Le volume de la fissure est déterminé par :

V; =U.F, (E.3)

Pour le cas isotrope transverse ou les fissures sont paralléles, le tenseur de
contrainte marcroscopique a deux composante Xy (dans la direction perpen-
diculaire au plan des fissures e,) et Yy (dans la direction transversale). Elles

sont déterminées en fonction du champ o dans le domaine () par :

1 1
Yy =0..0= @ / 0..dY;  Xpg =04 = @ / 022 dS2; (E.4)
Q Q

De la méme facon, on détermine les composantes de la déformation macrosco-
pique : Ey et Ey. Elles sont déterminées en fonction du champ € dans le domaine
Q) par :

1 v 1
EV =< E..0 >= 57 / Ezde + 57 Epy =< ErxaQ >= T4 / Exx (E5)
€2 Jo €2 €2 Ja
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[’énergie élastique d’'une domaine (2 est calculée par son état de contrainte (par le
champ o) et les modules élastiques de la partie de Maxwell Ey;, vy (le matériau
est modélisé par le modéle de Burger) par :

1 —+ Uy Um 2
= codQ) — —— [ (tro)*dQ E.6
w T /QO' o ST Q( ro) (E.6)



ANNEXE F

Démontration de (6.39)

dFE, dE, =0 dFE,

de® —de®)
| = | &&= | &
C

Fic. F.1 — Décomposition de chargement sur O

Le taux de restitution de I’énergie d’'un milieu microfissuré est calculé nu-
mériquement sur un m.m.r.. Conformément a la définition de cet objet, on
doit considérer une propagation fictive df de la fissure dans le m.m.r. en
fixant le chargement E et le champ des déformations visqueuses. Cependant le
chargement imposé sur le domaine fictif O dans lequel le m.m.r. est plongé est
une déformation auxiliaire E,. Il est donc nécéssaire d’introduire une variation
de celle-ci de facon a assurer la condition que la déformation macroscopique E,
c’est-a-dire la déformation moyenne du m.m.r ne change pas.

Notons o, et de la contrainte avant les chargements (dE, et df) et la va-
riation de déformation due a ces chargements. La contrainte obtenue aprés le
chargement s’écrit : o = o, + C5, : de. La variation de I'énergie élastique du
m.m.r est donc (au facteur 2 pres) :

200, = /0' Sy O'dw—/ag: & O'dw—/ag:ésdw (F.1)

Comme la réponse étudiée & une propagation fictive est élastique!, on peut dé-
composer ce probléme en deux problémes auxiliaires comme 'indique la figure
F.1. Dans le premier probléme, on bloque E, (dE, = 0) et on fait varier £. No-
tons deM la variation correspondante de déformation et 5§(1) celle du champ

ILe champ des déformations visqueuses est bloqué.
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des déplacements dans le m.m.r.. Dans ce premier probléme (dE, = 0, d¢ # 0),
un déplacement 5§(1) du bord du m.m.r. a lieu du fait de la propagation de la

fissure. Il en résulte une déformation moyenne :

e = L[ 560 & nas (F.2)
wl Jow =

On introduit a présent un deuxiéme probléme en choisissant une variation dE,
de fagon & induire une déformation moyenne dans le m.m.r. qui soit I’'opposée
de 6™ Par ce procédé, on a bien réalisé dans la superposition des deux
problémes une évolution sans variation de la déformation moyenne du m.m.r.,
conformément & la définition (6.23) de F.
De fagon simplifiée, on admettra (voir la discussion en fin d’annexe) que le choix
de dE, assure que la variation du champ de déplacement du bord du m.m.r soit
I’opposée de celle qui se produit dans le premier probléme :

o = —5e (F.3)

Notons 6e® la variation du champ des déformations correspondant. La défor-
mation totale est de = de(V) + e de sorte que I'équation (F.1) devient :

W, = / o, : 0eMav + / o, : 0ePadv (F.4)

Concentrons-nous sur la deuxiéme intégrale du membre de droite que ’on peut

transformer en une intégrale de bord :

/0'0 0ePav = 5§(2).(ao.ﬁ)ds (F.5)
w dw
A T’aide de (F.3), on a :
/0'0 0@V = — 5§(1).(0'0.@)d5 (F.6)
w Sw

On remarque que la frontiére de w coincide avec une partie de la frontiére de
C = O\ w. Sur lautre partie de JC, c’est-a-dire le bord extérieur de O, le
déplacement 5§(1) est nul. On a donc encore :

/0'0 - 0ePav :/ oW (0,.n)dS (F.7)

s
Pour finir, on transforme I'intégrale de bord ci-dessus en intégrale de volume sur
C:
/0'0 0e@dV = /0'0 :0eWdv (F.8)

C
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Il reste a reporter ce résultat dans (F.4) et 1'on obtient :

W, = / o, : 0eVdv + / o, :0eWVdV = / o, : 0eVdV (F.9)
w C @
qui n’est autre que la variation d’énergie Wy (dE, = 0,dl) du domaine O tout
entier, en I’absence de variation de la condition de bord (dE, = 0) quand on
introduit une propagation fictive d¢. On a donc prouvé que :

SW(dE = 0,d() = 6Wo(dE, = 0, df) (F.10)

Ainsi, la restitution de I’énergie du m.m.r. peut étre calculée en considérant la
restitution de tout le domaine O en fixant E, durant la propagation fictive.

Il y a cependant une faiblesse dans le raisonnement précédent : elle réside
dans le fait qu’il n’est pas assuré qu'’il soit possible de réaliser de facon exacte
la condition aux limites 5§(2) = —5§(1) sur le bord du m.m.r. par une valeur
appropriée de dE,. Cette condition aux limites n’est en fait assurée que de
facon globale, c’est-a-dire du point de vue de la déformation moyenne associée.
Ceci est inhérent au fait que le chargement imposé au m.m.r. est obtenu en
plongeant ce dernier dans une matrice qui joue un role de filtre. Par ce procédé,
on ne saurait prétendre au controle local des déplacements. C’est en ce sens que
le résultat (6.39) n’est en toute rigueur qu’une estimation approchée de F.
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