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Chapitre 1Introdu
tion
A
tuellement, la plus part de l'éle
tri
ité produite en Fran
e est d'originenu
léaire. A�n de garantir la sé
urité des installations nu
léaires, EDF a 
hoisid'adopter, pour les �lières REP (réa
teur à eau pressurisée) 1300 et 1450 MWe,le 
on
ept de double en
einte (�gure 1.1) : une paroi externe en béton armépour protéger le réa
teur nu
léaire des agressions naturelles et a

identelles ;une paroi interne en béton pré
ontrainte pour limiter le débit de fuite dansl'espa
e inter-en
eintes en 
as d'un a

ident APRP (a

ident par perte deréfrigérant primaire). La pré
ontrainte vise notamment à fermer les �ssures quise présentent dans la paroi interne de l'en
einte et à s'opposer à leur propagationdans le 
as d'une pression interne relative de 0,4 MPa 
onsé
utive à l'a

ident.On sait en e�et que la perméabilité d'un matériau �ssuré est 
ontr�lée par ladensité et la taille de �ssures qui 
onditionnent le niveau d'endommagement.La prédi
tion de la perte de pré
ontrainte due au �uage mais aussi l'ana-lyse de ses 
onséquen
es 
onstituent a
tuellement un enjeu majeur pour EDF.En e�et, le phénomène en question réduit la marge de résistan
e à la �ssurationde la paroi interne de l'en
einte en situation a

identelle et pourrait 
onduireà l'augmentation de son taux de fuite. C'est dans 
e 
ontexte que s'ins
riventles travaux présentés dans 
e mémoire. Ils sont dédiés à l'analyse du 
omporte-ment d'une stru
ture ma
ros
opique ou élémentaire, �ssurée ou mi
ro�ssurée,
onstituée d'un matériau qui est le siège de déformations di�érées, et d'évaluerle risque de propagation. L'é
helle de la stru
ture est bien évidemment l'obje
tif�nal, puisque 
elle-
i n'est autre, à terme, que la paroi interne de l'en
einte. Onne peut néanmoins faire l'é
onomie d'une étude à l'é
helle du volume élémentairereprésentatif où il s'agit d'aborder l'impa
t du �uage sur l'endommagement etson évolution.Le plan du mémoire suit �dèlement l'ordre 
hronologique qui a été suiviau 
ours de 
ette thèse et qui est en fait di
té par la règle de di�
ulté 
roissante.Le point de départ 
onsiste à dé�nir le 
omportement du matériau sain ainsiqu'une stratégie numérique pour gérer ses évolutions. On introduit ensuite



4 Chapitre 1. Introdu
tionune �ssure unique et l'on formule un 
ritère de propagation dans le 
adrethermodynamique usuel. On met au point une stratégie de résolution numériquepropre à 
ette situation. On passe alors au 
as d'un matériau mi
ro�ssuré quiné
essite de prendre en 
ompte par dé�nition des �ssures multiples. Le dernier
hapitre s'e�or
e d'apporter des éléments de réponse à la question industriellequi a motivée 
e travail.Reprenons 
e 
heminement en détaillant quelque peu 
haque étape.Le 
hapitre II introduit un modèle de 
omportement vis
oélastique linéairenon vieillissant v.l.n.v., 
ouramment utilisé pour modéliser le béton. L'équationd'état se présente sous la forme d'une équation di�érentielle qui se prète bien àl'utilisation de la transformée de Lapla
e-Carson. Dans la perspe
tive de déve-loppements numériques dans des situations qui disquali�ent 
ette dernière, onprésente une appro
he in
rémentale obtenue en dis
rétisant en temps l'équationdi�érentielle en question. Des résolutions analytique et numérique de problèmesposés sur des stru
tures simples sont ensuite développées et 
omparées de façonà valider l'appro
he in
rémentale en l'absen
e de �ssure.Le 
hapitre III 
ommen
e par proposer une extension au 
as vis
oélas-tique de l'appro
he énergétique 
lassique de la propagation de �ssure. Onretrouve une notion de taux de restitution de l'énergie sur lequel on formuleun 
ritère de propagation. Il est naturel de s'intéresser en priorité à l'e�etde la vitesse du 
hargement sur la propagation. On 
onsidère à 
et e�et dessolli
itations 
ara
térisées par une vitesse de 
hargement 
onstante. L'étude dequelques problèmes de délaminage de poutre dans une modélisation géométriqueunidimensionnelle permet d'identi�er quelques phénomènes qui distinguentqualitativement les réponses élastique et vis
oélastique. Il s'agit en parti
ulier dela dépendan
e du taux de restitution de l'énergie vis-à-vis de la vitesse de 
harge-ment, de l'apparition d'une vitesse de 
hargement 
ritique en deça de laquelle lapropagation n'est pas dé
len
hée et de l'existen
e d'une longueur asymptotiquede la �ssure lorsque le phénomène de propagation a lieu. On passe ensuite à unestru
ture 
ontinue tridimensionnelle en 
hoisissant l'exemple de poutre entailléeen �exion 3-points. L'analyse de la propagation de la �ssure est e�e
tuéenumériquement dans le 
adre de la méthode des éléments �nis. Elle permet deretrouver les phénomènes identi�és dans le 
as des stru
tures unidimensionnelles.Le 
hapitre IV, essentiellement bibliographique, a pour obje
tif d'intro-



5duire brièvement quelques notions fondamentales pour l'homogénéisationdes matériaux hétérogènes à mi
rostru
ture aléatoire en vue de l'étude del'endommagement. On rappelle le prin
ipe des s
hémas d'homogénéisationbasés sur la solution d'Eshelby : estimation diluée (DL), de Mori-Tanaka (MT),auto
ohérente (AC). On évoque également l'estimation de Ponte Castaneda etWillis (PCW). Ces appro
hes sont appliquées à l'étude du 
omportement e�e
tifd'un milieu élastique linéaire mi
ro�ssuré. On se pen
hera notamment sur le 
asd'une distribution isotrope des orientations et isotrope transverse, lorsque lesplans des mi
ro�ssures sont parallèles. On jouera également sur les symétries dela distribution spatiale.En général, l'homogénéisation d'un matériau hétérogène vis
oélastique li-néaire non vieillissant est déduite formellement du 
as élastique linéaire gra
e àla transformée de Lapla
e-Carson. Une fois identi�ée l'expression de l'élasti
itéhomogénéisée �
tive dans l'espa
e de Carson, il su�t de revenir à l'espa
e réel.Même si 
ette dernière étape peut poser des problèmes te
hniques, le prin
ipethéorique est don
 très simple. On montre au 
hapitre V que la situationvis
oélastique est légèrement plus déli
ate dans le 
as où l'hétérogénéité est
onstituée par des mi
ro�ssures. L'origine du problème se trouve dans les nonlinéarités géométriques inhérentes au modèle de �ssure tridimensionnel utilisédans une appro
he de type Eshelby, qui interdisent l'emploi de la transformationde Carson. L'obje
tif pratique de 
e 
inquième 
hapitre est l'identi�
ationd'un modèle de Burger e�e
tif pour le matériau vis
oélastique endommagé.Ces résultats sont exploitables en l'absen
e de propagation ou dans l'étatd'endommagement asymptotique dont l'existen
e est démontré au 
hapitre VI.Le 
hapitre V a laissé de 
oté la problématique de la propagation de lami
ro�ssuration. Cette question est abordée au moyen de deux appro
hes. Lapremière 
onsiste à é
rire le 
ritère de propagation à l'aide du modèle de Burgerdu matériau endommagé établi au 
hapitre V. Elle 
onstitue une extension del'appro
he mi
romé
anique de l'endommagement par mi
ro�ssuration proposéedans le 
as élastique par Dormieux et Kondo. En parallèle, on propose uneappro
he numérique qui s'e�or
e de valoriser les a
quis du 
hapitre III enmatière de gestion numérique de la propagation en s'inspirant de la notion demotif morphologique représentatif. On verra que les deux appro
hes fournissentdes prédi
tions très 
ohérentes. On transpose au 
ontexte du 
omportement lo
alles notions introduites au 
hapitre III. On retrouve ainsi une vitesse 
ritiquede déformation et un endommagement asymptotique fon
tion de la vitesse de



6 Chapitre 1. Introdu
tion
hargement. Quelques remarques sur l'in�uen
e de la zone endommagée auvoisinage de la pointe de �ssure, appelée �pro
ess zone�, sur la for
e au pi
 d'unepoutre entaillée en �exion 3-points 
on
luront 
e 
hapitre.Dans le 
hapitre VII par lequel s'a
hève 
e mémoire, on se propose d'ap-pliquer les résultats de 
e travail pour une en
einte de 
on�nement �ssurée. Onétudie la 
ondition de propagation de ma
ro�ssures et de mi
ro�ssures sousl'a
tion d'une pression a

identelle interne. On démontre que l'on est en mesurede quanti�er de façon pré
ise le fait que l'a

ident est d'autant plus dangereux,en termes de risque de �ssuration, qu'il survient tard dans la vie de l'ouvrage



7

Fig. 1.1 � Centrale éle
trique nu
léaire de Golfe
h, sour
e : energie.edf.fr



8 Chapitre 1. Introdu
tionNotationsOn dé�nie i
i les prin
ipales notations utilisées dans 
e mémoire pour fa
iliterla le
ture.
1 : tenseur d'identité d'ordre 2

I : tenseur d'identité d'ordre 4

J : proje
tion sphérique de I

K : proje
tion déviatorique de I

aΩ : moyenne d'une grandeur a dans un domaine Ω

< a >Ω : moyenne de a sur tous les dire
tions dans un domaine Ω

ℓ : taille de �ssures (longueur, demi-longueur, rayon, et
)
ǫ : paramètre d'endommagement
C(ℓ) : raideur d'une stru
ture Ω(ℓ)

E : paramètre de 
hargement 
inématique
Q : for
e dualle de E
{εv

α}(t) (α = M ou K) : 
hamps des déformations visqueuses
F : taux de restitution d'énergie, for
e motri
e de propagation de �ssures
Gc : taux de restitution d'énergie 
ritique
Gf : énergie de rupture
W : énergie élastique
Wres : énergie résiduelle
Φ : travail des for
es extérieures
P : énergie potentielle
M : indi
e pour la partie de Maxwell
K : indi
e pour la partie de Kelvin-Voigt
e : exposant pour la partie élastique
v : exposant pour la partie visqueuse
Cα

β (α = e ou v, β = M ou K) tenseurs de rigidité
Sα

β (α = e ou v, β = M ou K) : tenseurs de souplesse, inverse de Cα
β

kβ (β = M ou K) : modules de 
ompression volumique
µβ (β = M ou K) : modules de 
isaillement
ηs

β (β = M ou K) : 
oe�
ients de vis
osité sphérique
ηd

β (β = M ou K) : 
oe�
ients de vis
osité déviatorique



9
EM : module d'Young du 
omportement instantané
νM : 
oe�
ient de Poisson du 
omportement instantané
t : temps
τ : temps 
ara
téristique
p : variable de Lapla
e-Carson
∗ : exposant pour les grandeurs dans l'espa
e de Lapla
e-Carson
τM : temps 
ara
téristique du matériau
τU : temps 
ara
téristique de dépla
ement imposé
τL : temps 
ara
téristique de propagation
U̇cr : vitesse 
ritique de dépla
ement imposé
N : densité de �ssures
Σ : 
ontrainte ma
ros
opique
E : déformation ma
ros
opique
A(z) : tenseur de lo
alisation de déformation
B(z) : tenseur de lo
alisation de 
ontrainte
Chom : tenseur de rigidité homogénéisé
Shom : tenseur de souplesse homogénéisé
ϕ : fa
teur volumique





Chapitre 2Modèle vis
oélastique linéaire nonvieillissant tridimensionnel
Sommaire2.1 Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissant . . . . . . 122.2 Loi de 
omportement dans l'espa
e de Lapla
e-Carson . 132.3 Cal
ul analytique du �uage . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.4 Forme in
rémentale de l'équation di�érentielle . . . . . . 162.5 Cal
ul numérique de �uage en éléments �nis . . . . . . . 172.6 Comportement ma
ros
opique d'une sphère 
reuse . . . 192.7 Con
lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23Les essais de 
ompression uniaxiale pratiqués sur des é
hantillons de bétonmontrent que la déformation est 
onstituée de deux parties : une partie instanta-née et une partie di�érée. Ce type de 
omportement est modélisé 
lassiquementpar des modèles vis
oélastiques linéaires (voir par exemple [3℄, [12℄). D'une façongénérale, la théorie de la vis
oélasti
ité linéaire a été largement présentée dansla litérature ([4℄, [13℄, [24℄).On s'intéresse, dans la suite, au modèle vis
oélastique linéaire non vieillis-sant v.l.n.v. ([25℄, [41℄, [43℄). On établit tout d'abord une équation di�érentiellereprésentant l'équation d'état pour le 
omportement du matériau 
orrespondantau modèle 
hoisi. En vue de développements théoriques dans le 
adre de lathéorie de l'homogénéisation, on en donne la transposition dans l'espa
e deLapla
e-Carson (prin
ipe de 
orrespondan
e). Dans la perspe
tive de 
al
ulsnumériques en éléments �nis, on établit en parallèle une é
riture in
rémentalede 
ette équation. Celle-
i s'avèrera né
essaire pour gérer les situations depropagation de �ssures.



12 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnel2.1 Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissantUne 
lasse de 
omportements v.l.n.v. tridimensionnels isotropes est obtenue entransposant dans un 
ontexte tensoriel les modèles rhéologiques unidimensionnels
lassiques ([29℄, [20℄, [38℄). Dans le 
as du béton, on utilise 
ouramment le modèlede Burger [43℄, qui est une 
ombinaison en série des modèles de Maxwell etde Kelvin-Voigt (voir la �gure 2.1). On utilise dans la suite les indi
es M et
K respe
tivement pour la partie Maxwell et pour la partie Kelvin-Voigt. Lesexposants e et v renvoient respe
tivement à la partie élastique et à la partievisqueuse. Pour établir la loi de 
omportement du matériau 
orrespondant à 
e

Ce
M Cv

M

Ce
K

Cv
KFig. 2.1 � Modèle rhéologique de Burger pour le bétonmodèle, on dé
ompose la vitesse de déformation totale selon la 
ontribution dela partie de Maxwell et 
elle de la partie de Kelvin-Voigt :

ε̇ = ε̇M + ε̇K (2.1)La vitesse de la déformation de la partie de Maxwell est reliée à la 
ontraintetotale selon :
ε̇M = S

e
M : σ̇ + S

v
M : σ (2.2)où Se

M est le tenseur de souplesse élastique de Maxwell et Sv
M est l'inverse dutenseur de vis
osité Cv

M de Maxwell (pour plus de détail sur 
es tenseurs, voir[42℄). En 
ombinant (2.2) ave
 (2.1), on arrive à une expression qui exprime ε̇Ken fon
tion des valeurs globales ε et σ :
ε̇K = ε̇ − S

e
M : σ̇ − S

v
M : σ (2.3)La dérivée de 
ette équation prend la forme :

ε̈K = ε̈ − S
e
M : σ̈ − S

v
M : σ̇ (2.4)Par ailleurs, l'équation d'état de la partie Kelvin relie la déformation εK et la
ontrainte totale σ :

σ = C
e
K : εK + C

v
K : ε̇K (2.5)



2.2. Loi de 
omportement dans l'espa
e de Lapla
e-Carson 13où apparaissent deux nouveaux tenseurs de raideur Ce
K et de vis
osité Cv

K deKelvin. La dérivation de 
ette équation par rapport au temps donne :
σ̇ = C

e
K : ε̇K + C

v
K : ε̈K (2.6)En introduisant (2.3) et (2.4) dans (2.6), on obtient �nalement une équationdi�érentielle d'ordre deux représentant la loi de 
omportement du matériau :

X : σ + Y : σ̇ + Z : σ̈ = C
e
K : ε̇ + C

v
K : ε̈ (2.7)où l'on a posé :

X = C
e
K : S

v
M ; Y = I + C

e
K : S

e
M + C

v
K : S

v
M ; Z = C

v
K : S

e
M (2.8)Les tenseurs d'ordre 4 de raideur et de vis
osité (resp. leurs inverses) sont suppo-sés isotropes, de sorte qu'ils sont exprimés en fon
tion des 8 
onstantes 
ara
téris-tiques du matériau qui représentent les raideurs et les vis
osités en 
ompressionou en 
isaillement (voir [42℄) :

C
e
K = 3kKJ+2µKK; C

v
K = ηs

KJ+ηd
KK; C

e
M = 3kMJ+2µMK; C

v
M = ηs

MJ+ηd
MK(2.9)où les tenseur J et K sont respe
tivement les proje
teurs des parties sphériqueet déviatorique du tenseur unité d'ordre 4. Ave
 (2.8), il est fa
ile de véri�er que(voir plus de détail dans l'annexe A : (A.3), (A.4) et (A.5)) :

X =
3kK

ηs
M

J+
2µK

ηd
M

K; Y =

(

1+
kK

kM
+

ηs
K

ηs
M

)

J+

(

1+
µK

µM
+

ηd
K

ηd
M

)

K; Z =
ηs

K

3kM
J+

ηd
K

2µM
K(2.10)2.2 Loi de 
omportement dans l'espa
e deLapla
e-CarsonLa transformation de Lapla
e-Carson ([41℄, [25℄) est un pro
essus mathématique
onsistant à transformer une fon
tion temporelle a(t) à une fon
tion de la variablede Lapla
e a∗(p) en utilisant le fa
teur exponentiel e(−pt) :

a∗(p) =

∫ ∞

−∞

ȧ(t)e−ptdt (2.11)Notons que la transformation de la dérivée ȧ∗ donne : ȧ∗ = pa∗. Cette importante
ara
téristique permet de travailler aisément ave
 des équations di�érentielles. En



14 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnell'absen
e de propagation de �ssure, la transformation de Lapla
e-Carson permetde transformer la loi de 
omportement v.l.n.v. donnée par (2.7) selon :
X : σ∗ + pY : σ∗ + p2

Z : σ∗ = pC
e
K : ε∗ + p2

C
v
K : ε∗ (2.12)On obtient alors une relation linéaire entre σ∗ et ε∗ :

σ∗ = C
∗ : ε∗ (2.13)où l'on a posé :

C
∗ =

(

X + pY + p2
Z

)−1

:
(

pC
e
K + p2

C
v
K

) (2.14)Il représente la raideur du matériau dans l'espa
e de Lapla
e-Carson. Du fait quetous les tenseurs de raideur et de vis
osité du matériau sont isotropes, le tenseur
C∗ est isotrope et on peut l'exprimer en fon
tion de deux s
alaires :

C
∗ = 3k∗

J + 2µ∗
K (2.15)où k∗ et µ∗ représentent les modules apparents de 
ompression volumique etde 
isaillement dans l'espa
e de Lapla
e-Carson. Ils sont déterminés en utilisant(2.9), (2.10) et (2.14) (voir plus de détail dans l'annexe A : (A.11) et (A.13)) :

1

k∗
=

1

kM

+
1

pηs
M/3

+
1

kK + pηs
K/3

;
1

µ∗
=

1

µM

+
1

pηd
M/2

+
1

µK + pηd
K/2

(2.16)Le 
oe�
ient apparent de Poisson ν∗ est déterminé en fon
tion de k∗ et µ∗ parla relation 
lassique suivante (voir [42℄) :
ν∗ =

3k∗ − 2µ∗

6k∗ + 2µ∗
(2.17)2.3 Cal
ul analytique du �uagePour un matériau v.l.n.v. isotrope, la loi de 
omportement donnée par (2.13)peut s'é
rire sous la forme suivante [42℄ :

ε∗ =
1 + ν∗

E∗
σ∗ − ν∗

E∗
tr(σ∗)1 (2.18)où apparaissent le tenseur unité d'ordre 2 1 et le module d'Young apparent

E∗ dans l'espa
e de Lapla
e-Carson. Ce dernier est déterminé par la formule
lassique suivante (voir [42℄) :
1

E∗
=

1

9k∗
+

1

3µ∗
(2.19)
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h

2R

σon ⊗ n

Fig. 2.2 � Compression uniaxiale d'un 
ylindre v.l.n.v. homogèneOn utilise (2.18) pour étudier le problème de �uage uniaxial sous l'a
tion d'une
ontrainte de 
ompression 
onstante σ = σon ⊗ n (voir la �gure (2.2)), de typeé
helon. La transformation de Lapla
e-Carson de 
ette 
ontrainte prend la forme :
σ∗ = σon ⊗ n. En introduisant 
ette expression dans (2.18), on obtient : ε∗ =

ε∗nnn ⊗ n + ε∗tt(1 − n ⊗ n) ave
 :
ε∗nn =

σo

E∗
; ε∗tt = −σoν

∗

E∗
(2.20)Les 
omposantes εnn et εtt de la déformation sont respe
tivement obtenues par latransformation inverse de Lapla
e-Carson de ε∗nn et ε∗tt en utilisant (2.17), (2.19)et (2.16). On obtient la 
omposante normale de la déformation sous la forme :

εnn =
σo

EM

+
σo

9kM

t

τ s
M

+
σo

3µM

t

τd
M

+
σo

9kK

(

1− e−t/τs

K

)

+
σo

3µK

(

1− e−t/τd

K

) (2.21)et la 
omposante transversale :
εtt =

−σoνM

EM
+

σo

9kM

t

τ s
M

− σo

6µM

t

τd
M

+
σo

9kK

(

1−e−t/τs

K

)

− σo

6µK

(

1−e−t/τd

K

) (2.22)où on a posé :
τ s
M =

ηs
M

3kM
; τd

M =
ηd

M

2µM
; τ s

K =
ηs

K

3kK
; τd

K =
ηd

K

2µK
(2.23)



16 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnelLes τα
β 
i-dessus désignent respe
tivement les temps 
ara
téristiques sphérique(resp. déviatorique) de Maxwell (resp. de Kelvin). EM et νM sont respe
tivementle module d'Young et le 
oe�
ient de Poisson de la partie �Maxwell�. Ils sontdéterminés en fon
tion de kM et µM par :

νM =
3kM − 2µM

6kM + 2µM
;

1

EM
=

1

9kM
+

1

3µM
(2.24)2.4 Forme in
rémentale de l'équation di�éren-tielleLe théorème de 
orrespondan
e (voir par exemple [42℄) basé sur l'emploide (2.14) et la résolution d'un probmème d'élasti
ité �
tif dans l'espa
e deLapla
e-Carson est très e�
a
e pour le 
al
ul de stru
tures 
onstituées dematériaux v.l.n.v.. Cependant, en présen
e de propagation de �ssures, on est
ontraint de lui préférer une méthode de résolution dire
te, de type numérique.En e�et, la propagation peut être assimilée à un 
hangement de nature, au
ours du temps, des 
onditions aux limites : sur la surfa
e de �ssure 
réée, toutse passe 
omme si on passait d'une 
ondition en dépla
ement à une 
onditionde 
ontrainte nulle. La présente se
tion prépare la résolution numérique enéléments �nis de stru
tures soumises à propagation de �ssure.On part de l'équation di�érentielle (2.7) et on en propose une forme in
rémentale.Pour 
e faire, on utilise les approximations suivantes des dérivées par rapport autemps :

ȧ ≃ a(t + dt) − a(t)

dt
; ä ≃ a(t + dt) − 2a(t) + a(t − dt)

dt2
(2.25)où les grandeurs sont supposées 
onnues jusqu'à instant t et où dt désigne l'in-
rément de temps. En introduisant (2.25) dans (2.7), 
elle-
i devient :

(

X +
1

dt
Y +

1

dt2
Z

)

: σ(t + dt) −
(

1

dt
Y +

2

dt2
Z

)

: σ(t) +
1

dt2
Z : σ(t − dt)

=

(

1

dt
C

e
K +

1

dt2
C

v
K

)

:
(

ε(t + dt) − ε(t)
)

− 1

dt2
C

v
K :
(

ε(t) − ε(t − dt)
)(2.26)En remplaçant les tenseurs X, Y et Z par les expressions données par (2.10) onobtient :

X+
1

dt
Y+

1

dt2
Z = c1J+ c2K;

1

dt
Y+

2

dt2
Z = c3J+ c4K;

1

dt2
Z = c5J+ c6K (2.27)



2.5. Cal
ul numérique de �uage en éléments �nis 17On pose de même :
1

dt
C

e
K +

1

dt2
C

v
K = c7J + c8K;

1

dt2
C

v
K = c9J + c10K (2.28)où les 
oe�
ients ci (i varie de 1 à 10) sont dé�nis dans l'annexe A. A noter qu'ilsdépendent expli
itement du pas de temps 
hoisi. Ave
 
es notations, l'équation(2.26) se met sous la forme :

σ(t + dt) = C : ε(t + dt) + σp(t) (2.29)où le tenseur de rigidité �
tif C est 
al
ulé par :
C =

c7

c1

J +
c8

c2

K (2.30)et la pré
ontrainte σp(t) est déterminée par :
σp(t) =

(

c3

c1
J +

c4

c2
K

)

: σ(t) −
(

c5

c1
J +

c6

c2
K

)

: σ(t − dt)

−
(

c9

c1
J +

c10

c2
K

)

:
(

ε(t) − ε(t − dt)
)

− C : ε(t) (2.31)On obtient une relation entre σ(t+dt) et ε(t+dt) qui est formellement semblableà une équation d'état élastique linéaire, ave
 une pré
ontrainte σp(t) qui est
al
ulée en fon
tion des valeurs de la 
ontrainte et de la déformation aux instants
t et t − dt pré
édents.2.5 Cal
ul numérique de �uage en éléments �nisPour une stru
ture de géométrie quel
onque, la méthode des éléments �nis
onstitue une manière systématique pour résoudre le problème du �uage. Le
al
ul est réalisé pas à pas suivant le temps. A 
haque pas de temps, on réaliseformellement un 
al
ul élastique ave
 pré
ontrainte en se basant sur l'équation(2.29). La pré
ontrainte étant déterminée en fon
tion des 
ontraintes et desdéformations aux étapes pré
édentes par la formule (2.31), l'algorithme enquestion est don
 de type expli
ite.En se donnant les modules élastiques et les propriétés visqueuses du ma-tériau ainsi qu'un pas de temps dt, on détermine les 
oe�
ient ci par lesexpressions données dans l'annexe A. Le tenseur de rigidité est ensuite déter-miné par (2.30).



18 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnelLa réponse instantanée à l'instant t1 = 0+ est élastique, seule la partieélastique de l'élément de type Maxwell 
ontribuant à la rigidité du matériau. Laloi de 
omportement s'é
rit alors :
σ1 = C

e
M : ε1 (2.32)où σ1 et ε1 sont respe
tivement la 
ontrainte et la déformation à t1. Ces deux
hamps initiaux sont fa
ilement déterminés par un 
al
ul élastique. On formetout d'abord la matri
e de rigidité K1 de la stru
ture à 
et instant en fon
tiondu maillage et de la rigidité Ce

M . Le ve
teur des for
es f
1
est 
al
ulé en fon
tiondes 
harges à t1. Le ve
teur des dépla
ements nodaux est 
al
ulé par :

u1 = K
−1
1 .f

1
(2.33)La déformation ε1 est déduite en fon
tion de u1 par l'opérateur di�érentielusuel. La 
ontrainte σ1 est 
al
ulée en fon
tion de ε1 par la loi de 
omportementdonnée par (2.32).Pour 
al
uler les grandeurs ε2 et σ2 à t2 = dt, on établit l'équation di�é-rentielle appro
hée de la loi de 
omportement à 
ourt terme. On dé
ompose ε̇Men deux parties élastique et visqueuse : ε̇M = ε̇e

M + ε̇v
M . A l'instant t = 0+, onobserve que ε̇e

M = Se
M : σ̇ et ε̇v

M = Sv
M : σ, de sorte que ε̇M = Se

M : σ̇ + Sv
M : σ.Pour la partie de Kelvin, on reprend l'équation (2.5) où εK = 0 à t = 0+. Il enrésulte que σ = Cv

K ε̇K ou bien ε̇K = Sv
K : σ. Ainsi, la vitesse de déformationtotale qui est la somme de ε̇M et ε̇K prend la forme :

ε̇ = S
e
M : σ̇ +

(

S
v
M + S

v
K

)

: σ (2.34)En appliquant les appro
hes (2.25), on obtient une relation linéaire entre ε2 et
σ2 :

1

dt
(ε2 − ε1) =

1

dt
S

e
M : (σ2 − σ1) +

(

S
v
M + S

v
K

)

: σ2 (2.35)ou bien
σ2 = C

bis : ε2 + σ
p
bis (2.36)ave


C
bis = (Se

M + dtSv
M + dtSv

K)−1 (2.37)et la pré
ontrainte σ
p
bis est déterminée en fon
tion de σ1 et ε1

σ
p
bis = C

bis : (Se
M : σ1 − ε1) (2.38)



2.6. Comportement ma
ros
opique d'une sphère 
reuse 19L'équation (2.36) permet de déterminer ε2 et σ2 par des 
al
uls élastiques.Les grandeurs εi, σi à l'instant ti = (i − 1)dt (i > 2) sont 
al
ulées enrésolvant pas à pas en éléments �nis l'équation (2.29) jusqu'à l'instant souhaité.Etudions à présent le problème du �uage d'un 
ylindre sous 
ompressionuniaxiale. Le problème étant symétrique par rapport à l'axe n de l'é
hantillon,on réalise un 
al
ul en éléments �nis dans le mode axis-symétrique, sur lamoitié supérieure du 
ylindre. Le maillage et les 
onditions aux limites sontprésentés par la �gure 2.3. La �gure 2.4 présente la 
onfrontation des résultats

R

σon ⊗ n

h
/2

Fig. 2.3 � Maillage et des 
onditions aux limites en mode axis-symétrique duproblème de 
ompression d'un 
ylindreanalytiques et numériques pour des 
ara
téristiques vis
oélastiques du matériaudonnées dans le tableau 2.1, qu'on peut obtenir par 
allage à partir de résultatsexpérimentaux. On peut observer que, plus le pas de temps est petit, plus lesrésulats numériques se rappro
hent des résultats analytiques.2.6 Comportement ma
ros
opique d'une sphère
reuseOn applique maintenant les études pré
édente pour étudier le �uage d'unesphère 
reuse sous l'appli
ation d'une tra
tion sphérique. Ce problème simple
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oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnel
0 1 2 3 4 5

x 10
6

25

30

35

40

45

50

55

60 analytique
dt1 = 106(s)
dt2 = dt1/2
dt3 = dt1/20

analytique
dt1 = 106(s)
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Fig. 2.4 � Validation du 
al
ul numérique de �uage, pour di�érents pas detemps de 
al
ul, ave
 les résultats analytiques (σo = 1 MPa) : les 
ara
téris-tiques vis
oélastiques du matériaux sont donnés par le tableau 2.1 (τ s
M/dt1 ≃ 30,

τd
M/dt1 ≃ 29, τ s

K/dt1 ≃ 1, 3, τd
K/dt1 ≃ 0, 9)nous permettra d'introduire une méthode numérique pour 
onstruire la loi de
omportement e�e
tif d'un milieu hétérogène.La géométrie de la stru
ture en étude est présentée par la �gure 2.5 àgau
he. Grâ
e à la symétrie du problème, le 
al
ul numérique est réalisé sur lamoitié supérieure de la sphère sous mode axis symétrique (le 
al
ul est réalisédans Castem 1, ez est l'axe de la symétrie). La sphère est don
 représentée parune se
tion plane qui passe par son axe (voir 2.5 à droite). Le bord ℓ1 est �xéen dépla
ement verti
al uz et le bord ℓ2 est �xé en dépla
ement horizontal ur.La tra
tion Σ est imposée sur le bord ℓ3. Le bord ℓ4 est libre. Le maillage dela se
tion est présenté par la �gure 2.5. La méthode des éléments �nis nouspermet de déterminer le ve
teur des dépla
ements nodaux U , le 
hamp desdéformations ε et le 
hamp des 
ontraintes σ. En se basant sur 
es résultats on1Version d'édu
ation 2009Parties k (GPa) µ (GPa) ηs (GPa.s) ηd (GPa.s)Maxwell 24, 42 13, 27 22 × 108 7, 75 × 108Kelvin 39, 27 14, 07 15, 2 × 107 2, 54 × 107Tab. 2.1 � Données vis
oélastiques du matériau du 
ylindre
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er

ez

Σ (E)

ℓ1

ℓ2 ℓ3

ℓ4

Fig. 2.5 � Géométrie et maillage de la sphere 
reusepeut déterminer les valeurs ma
ros
opiques de déformation et de 
ontrainte duproblème en prenant la moyenne sur la sphère (qu'on note par Ω) du 
hampéquivalent. Par exemple pour 
e 
as de 
ontrainte imposé, on détermine ladéformation ma
ros
opique par :
E = ϕεp + (1 − ϕ)εs (2.39)où ϕ est le fa
teur volumique de la phase poreuse. εp et εs sont respe
tivementles moyennes du 
hamp des déformations dans l'espa
e poreuse et dans la phasesolide. Pour la phase solide, εs est déterminée par :

εs =
1

|Ωs|

∫

Ωs

tr(ε)

3
dΩ (2.40)Pour la phase poreuse, on ne peut pas utiliser 
ette formule par
e que le 
hampde déformation n'y est pas déterminé. Pour surmonter 
e di�
ulté, on imposeune pression unité �
tive dans le pore, 
e qui donne un ve
teur des for
es nodales

P . La variation de volume du pore peut être déterminée en déterminant le travailde 
e 
hargement �
tif. La déformation moyenne du pore est donnée par :
εp =

P t.U

3|Ωp| (2.41)En introduisant (2.40) et (2.40) dans (2.39) on obtient la déformation e�e
tivede la sphère. Notons qu'on peut déterminer E d'une autre façon plus simple enprenant le nouveau rayon de la sphère, mais la méthode présentée 
i-dessus estimportante par qu'elle va servir des études ultérieures.



22 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionnelDe même façon, pour le 
as où la déformation ma
ros
opique est impo-sée, Σ est déterminée en prenant la moyenne du 
hamp des 
ontrainte de Ω.Puisque la 
ontrainte dans la phase poreuse est nulle, alors Σ est 
al
ulée par :
Σ =

1

|Ω|

∫

Ωs

tr(σ)

3
dΩ (2.42)Pour le 
as élastique, le module de 
ompression volumique instantané e�e
tif estensuite déterminé par :

k(ϕ) =
Σ

3E
(2.43)On rappelle que pour 
e problème simple, le module k peut être déterminé par laformule (4.6). Le s
héma 2.6 donne une bonne validation des résultats numériquespar le résultat analytique. eq. (4.6)Numérique

k

ϕFig. 2.6 � Module de 
ompression volumique e�e
tif de la sphère 
reuse enfon
tion du fa
teur volumique de la porePour le 
as où la phase solide est en matériau v.l.n.v. étudié dans le 
hapitre 2.On peut déterminer analytiquement la déformation di�éré ma
ros
opique de lasphère en se basant sur le prin
ipe de 
orrespondan
e. Dans l'espa
e de Lapla
e-Carson la loi de 
omportement e�e
tif s'é
rit :
Σ

∗ = C
∗(ϕ) : E∗ (2.44)où Σ

∗ = Σo1, E∗ = E∗
1 et C∗(ϕ) = 3k∗(ϕ)J+2µ∗(ϕ)K ave
 k∗(ϕ) est obtenu enremplaçant respe
tivement ks et µs dans la formule (4.6) par k∗ et µ∗ qui sontdé�nis par (2.16) :
k∗(ϕ) = k∗

(

1 − ϕ
3k∗ + 4µ∗

3ϕk∗ + 4µ∗

) (2.45)



2.7. Con
lusions 23Alors l'équation (2.43) devient :
E∗ =

Σo

3k∗(ϕ)
(2.46)La déformation de �uage E est obtenu par la transformation inverse de Lapla
e-Carson de E∗. On 
ompare 
e résultat ave
 le résultat obtenu par le 
al
ul nu-mérique. Le s
héma 2.7 montre une bonne exa
titude de la méthode numériquedans le 
al
ul du 
omportement di�éré e�e
tif de la sphère étudiée.

eq. (2.46)NumériqueE

t(s)Fig. 2.7 � Fluage de la sphère sous tra
tion Σ = 1 MPa pour un fa
teur volu-mique ϕ = 0, 125

2.7 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, on a tout d'abord modélisé le 
omportement v.l.n.v. dubéton par le modèle de Burger. La loi de 
omportement 
orrespondante s'é
ritsous la forme d'une équation di�érentielle d'ordre 2. La transformation deLapla
e-Carson permet de transposer 
ette équation sous une forme linéaireentre 
ontraintes et déformations, en introduisant un tenseur de rigidité appa-rent C∗. Ce dernier est déterminé en fon
tion des modules vis
oélastiques dumatériau. On identi�e par 
e pro
édé les valeurs apparentes du 
oe�
ient dePoisson ν∗, du module d'Young E∗, du module de 
ompression volumique k∗ etdu module de 
isaillement µ∗. Une appli
ation dire
te de 
es études est le 
al
ulanalytique du �uage d'une éprouvette 
ylindrique soumise à une 
ompressionuniaxiale de type é
helon. Les variations des déformations longitudinale et



24 Chapitre 2. Modèle vis
oélastique linéaire non vieillissanttridimensionneltransversale dans le 
ylindre au 
ours du temps sont déterminées très simple-ment (voir (2.21) et (2.22)). Elles font apparaître quatre temps 
ara
téristiquesdu matériau (2 pour la partie Maxwell et 2 pour la partie Kelvin-Voigt, l'uneliée à la partie sphérique et l'autre à la partie déviatorique). Les 
ara
té-ristiques du modèle de Burger (isotrope), au nombre de huit, peuvent êtreidenti�ées par 
alage à partir des résultats expérimentaux de tels essais de �uage.En vue des 
al
uls numériques (tout parti
ulièrement dans les situationsde propagation de �ssure), on a appro
hé la loi de 
omportement exa
te dumatériau étudié par une formulation in
rémentale. On a réalisé des 
al
uls pasà pas en éléments �nis en se basant sur 
ette équation. On a obtenu une trèsbonne validation entre l'appro
he numérique et le 
al
ul analytique lorsquele pas de temps est su�samment petit par rapport au temps 
ara
téristiquesdu matériau. La validation est ainsi réalisée pour un problème biphasique parl'exemple d'une sphère 
reuse en tra
tion istrope.
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ture vis
oélastique : analysesthéoriques et numériques
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as d'un milieu vis
o-élastique fragile, l'existen
e d'une dissipation vis-queuse a�e
te la propagation des �ssures. Ce 
hapitre revient tout d'abord surla théorie thermodynamique de Gri�th étendue à un milieu vis
o-élastique. Un
ritère de propagation est dérivé sous la forme d'un seuil sur la for
e motri
e duphénomène. Les implémentations analytiques et numériques sont présentées. Lafor
e motri
e de la propagation et l'évolution de la longueur de la �ssure sontjugées très sensibles à la vitesse de 
hargement.



26 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques3.1 Introdu
tionLa notion du taux de restitution d'énergie a été initialement introduite dansla théorie de la propagation des �ssures de Gri�th [23℄. Cette théorie estgénéralement mise en oeuvre pour les matériaux élastiques fragiles. Dans 
e
adre, il est bien 
onnu que la J-intégrale de Ri
e [39℄ peut être utilisée pour des
al
uls numériques du taux de restitution d'énergie. L'intérêt de la J-intégrale setrouve 
lassiquement dans le fait qu'elle est indépendante de la ligne sur laquelleon fait le 
al
ul de l'intégrale. Cette importante propriété n'est utilisable quedans le 
adre de l'hypothèse d'un 
omportement élastique.Dans le 
as de �ssures se propageant dans des milieux vis
oélastiques, ladissipation n'est pas seulement liée à la 
réation de la longueur de la �ssure(resp. de surfa
e), mais 
omprend également une 
ontribution visqueuse. Dans
e 
ontexte, le J-intégrale dans sa forme standard ne peut plus être utilisé pourla dérivation de la for
e motri
e de la propagation des �ssures. Plusieurs auteursont proposé diverses extensions de l'appro
he de Ri
e a�n de tenir 
ompte de la
ontribution de déformations visqueuses ([44℄, [45℄, [18℄). Certaines implémenta-tions basées sur la méthode des éléments �nis ont également été présentées [33℄.Les 
onséquen
es du �uage ont également été étudiées à une é
helle plus lo
ale,dans le voisinage de la pointe de la �ssure. En parti
ulier, l'appro
he de �ssure
ohésive [1℄ qui est initialement introduite pour les matériaux élastiques fragilesa été étendue a�n d'in
orporer la dissipation visqueuse [51℄.Dans 
e 
ontexte, la présente étude se 
on
entre sur le 
as de 
harge-ments mé
aniques 
lassiques de la rupture, par exemple une poutre entaillée en�exion trois points, a�n d'étudier les spé
i�
ités de la réponse vis
o-élastiquepar rapport à 
elle élastique. Un modèle isotrope de Burger est adopté. Dans
ette perspe
tive, le rapport entre le temps 
ara
téristique du 
hargementet du matériau 
onstitutif de la stru
ture est attendu 
omme un paramètre
apital. Dans le régime du 
ourt terme, l'é
art par rapport au 
omporte-ment élastique devrait être négligeable. En revan
he, dans le régime du longterme, une partie importante de l'énergie mé
anique fournie au matériau estdissipée 
e qui diminue la quantité d'énergie disponible pour propager les �ssures.Le 
hapitre est organisé 
omme suit. Tout d'abord, on présente quelquesnotions 
lassiques de la mé
anique de la rupture fragile. L'analyse thermody-namique de la propagation en présen
e de dissipation visqueuse est ensuite



3.2. Mé
anique de la rupture fragile 27détaillée. La for
e motri
e de la propagation des �ssures est identi�ée dans uneforme qui permet, dans la troisième partie, sa détermination numérique au seinde l'appro
he progressive. Un 
ritère de propagation de �ssures é
rit égalementsur 
ette quantité est proposé, qui tient 
ompte des e�ets visqueux. En�n,une analyse ave
 des notions de vitesse 
ritique de 
hargement et de longueurasymptotique de la �ssure est proposée. En fait, on va montrer l'existen
e d'unseuil de 
ontr�le de la vitesse de 
harge : Au-delà de 
e seuil, le système évoluevers un régime asymptotique, notamment vers une valeur limite de la longueurde la �ssure. Ce
i 
onstitue une très forte di�éren
e qualitative ave
 la réponseélastique fragile.Les analyses énergétiques sont réalisées sur des poutres vis
oélastiquesunidimensionelles (homogène ou hétérogène), pour lesquelles les solutionsanalytiques sont dérivées. Le r�le de la vitesse de 
hargement et la nature de la
harge sont dis
utés. Cela sert de guide dans l'analyse numérique de la réponsedu problème bidimensionel d'une poutre en �exion 3-points.3.2 Mé
anique de la rupture fragileDurant le 20e siè
le, une série de 
atastrophes, 
ausées par une rupture brutale,s'est passée. La �gure (Fig 3.1a) présente un de 
es problèmes. La mé
anique dela rupture a pour l'obje
tif d'étudier la 
ondition de propagation et la propagationdes �ssures dans des stru
tures pour prévoir la rupture éventuelle de 
elles-
i. Des

(a) (b)Fig. 3.1 � (a) Rupture du barrage Malpasset en 1959 ; (b) Trois modes de rupture



28 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesétudes 
on
ernant la singularité du 
hamp des 
ontraintes en pointe de �ssure, ense basant sur des fon
tions harmoniques ([30℄, [10℄, [47℄) ont donné la notion desfa
teurs d'intensité des 
ontraintes KI , KII et KIII 
orrespondant à trois modesde rupture (Fig 3.1b). Pour le 
as de déformations planes, le 
hamp singulierdes 
ontraintes en pointe de la �ssure s'é
rit en fon
tion de 
es fa
teurs 
ommesuite :
σrr =

KI

4
√

2πr

(

5cos
θ

2
− cos

3θ

2

)

+
KII

4
√

2πr

(

− 5sin
θ

2
+ 3sin

3θ

2

)

σθθ =
KI

4
√

2πr

(

3cos
θ

2
+ cos

3θ

2

)

+
KII

4
√

2πr

(

− 3sin
θ

2
− 3sin

3θ

2

)

σrθ =
KI

4
√

2πr

(

sin
θ

2
+ sin

3θ

2

)

+
KII

4
√

2πr

(

cos
θ

2
+ 3cos

3θ

2

) (3.1)où r et θ sont les 
ordonnées polaires (Fig 3.2a). Pour le 
as d'une �ssure uniquedans un milieu élastique homogène isotrope soumise à une tra
tion (mode I) ouun 
isaillement (mode II) (Fig 3.2b), les fa
teurs d'intensité de 
ontrainte sontsimplement 
al
ulés par : KI = σ
√

πa, KII = τ
√

πa où a est la demi-longueur dela �ssure, σ et τ sont les 
ontraintes de tra
tion et de 
isaillement à l'in�ni. En
r

θ
MΓ

σ
τ

σ
τ

2a(a) (b)Fig. 3.2 � (a) Champ des 
ontraintes en pointe de �ssure est singulier ; (b) Fissureunique dans un milieu in�ni soumise à un 
hargement mode I et mode II1920, Gri�th a donné un point de vue énergétique pour traiter des problèmesde rupture [23℄. Il a dé�ni une valeur G, appelé taux de restitution d'énergie,qui est la restitution de l'énergie lorsqu'une unité de longueur de la �ssure est
réée1. Elle est égale à l'opposée de la dérivée de l'énergie potentielle totale Ppar rapport à la longueur ℓ de la �ssure : G = −dP/dℓ.En 1958, Irwin a donné une relation entre G et les fa
teurs d'intensité1le 
as d'une �ssure re
tiligne
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ontraintes : G =
1 − ν2

E

(

K2
I + K2

II

) pour le 
as de déformations planes ;
G =

1

E

(

K2
I + K2

II

) pour le 
as de 
ontraintes planes ; où E et ν sont respe
tive-ment le module d'Young et le 
oe�
ient de Poisson.En 1968, Ri
e a 
ontribué à 
ette étude en donnant une intégrale de 
ontour[39℄ :
G =

∫

Γ

(

wn1 − σijui,1nj

)

ds (3.2)
Γ est le 
ontour autour de la pointe de la �ssure (Fig. 3.2a) ; w est l'énergieélastique et nj est la 
omposante j du ve
teur normale au Γ.Dans les années 70, ave
 le développement des méthodes aux éléments �-nis, il apparait des méthodes telles que la méthode Gθ, la méthode Mν [9℄, quise basent sur l'intégrale de Ri
e et qui permettent le 
al
ul numérique de G.Parallèlement à 
es méthodes, il existe aussi la méthode COD 2 ou bien laméthode de �ssuration �
tive [46℄.La 
ondition de propagation de la �ssure est véri�ée en 
omparant Gave
 la valeur 
ritique Gc, qui est une 
onstante 
ara
téristique du maté-riau 3, qui est déterminée par des essais destru
tifs [46℄. La �ssure 
ommen
eà propager lorsque G atteint Gc et pendant la propagation G reste égal à Gc [19℄.La stabilité de la propagation est 
onditionnée par le signe de la dérivéede G par rapport à la longueur de la �ssure : la propagation est stable si le signeest négatif, au 
ontraire la propagation est instable.3.3 Analyse énergétique de la propagation de �s-sureL'étude de propagation de �ssure dans un milieu élastique fragile est largementprésentée dans littérature (voir par exemple [8℄, [50℄). Dans 
ette se
tion, uneanalyse thermodynamique de la restitution d'énergie est dis
utée pour le 
as vis-
oélastique. La présen
e de l'énergie résiduelle et sa 
ontribution à la dissipationsont ensuite illustrées par des études énergétiques des poutres 1D en �exion.2Cra
k Opening Displa
ement3Pour un matériau parfaitement fragile, le taux de restitution d'énergie 
ritique est 
onstant



30 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques3.3.1 Analyse thermodynamique de la restitution d'éner-gieOn 
onsidère maintenant un domaine Ω(ℓ) dans lequel une �ssure plane de lon-gueur ℓ est en train de se propager (voir la �gure 3.3). Dans 
ette se
tion, les
E (Q)

ℓ

Ω(ℓ)

Fig. 3.3 � Stru
ture vis
oélastique �ssurée soumise à un 
hargement 
inématiquegrandeurs telles que l'énergie élastique, la dissipation, la raideur apparente dela stru
ture et la for
e mobilisée renvoient à l'épaisseur unité dans la dire
tionnormale au plan du domaine 
onsidéré. Pour simpli�er l'exposé, on suppose quele 
hargement est dé�ni par l'évolution d'un paramètre 
inématique noté for-mellement E(t). Soit Q la variable représentant l'e�ort extérieur dual de E . Lapuissan
e mé
anique fournie à la stru
ture s'é
rit don
 Q · Ė . Dans le 
as élas-tique linéaire (voir par exemple [30℄), l'énergie élastique de la stru
ture est unefon
tion du paramètre de 
hargement E(t) et de la longueur ℓ(t) de la �ssure :
W = W e(E , ℓ). On montre que le taux de dissipation s'é
rit :

Ḋ = −∂W e

∂ℓ |E
(E , ℓ)ℓ̇ (3.3)Le taux de restitution de l'énergie −∂W e/∂ℓ apparait ainsi 
omme la for
e mo-tri
e de la propagation, de sorte que le 
ritère de propagation porte de façonnaturelle sur 
ette quantité. W e(E , ℓ) est une fon
tion quadratique de E , elles'é
rit :

W e(E , ℓ) =
1

2
C(ℓ)E2 (3.4)qui introduit la raideur globale C(ℓ) du système Ω(ℓ). Par 
onséquent, la for
emotri
e de la propagation de �ssure est :

F = −1

2
C

′

(ℓ)E2 = − C
′

(ℓ)

2C(ℓ)2
Q2 (3.5)
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as vis
oélastique, l'énergie élastique sto
kée dans le système est obtenuepar une intégrale de la densité volumique qui tient 
ompte de la 
ontribution dela partie de �Maxwell� et de 
elle de �Kelvin� :
W =

∫

Ω(ℓ)

(

1

2
εe : C

e
M : εe +

1

2
εv

K : C
e
K : εv

K

)

dV (3.6)Où εe est la déformation élastique et εv
K est la déformation visqueuse 
orrespon-dante à la partie de �Kelvin�.Pour aller plus loin, il est utile d'analyser une formulation alternative del'équation d'état (2.7), qui s'é
rit :

σ = C
e
M : ε + σr avec σr = −C

e
M : εv (3.7)Si le 
hamp a
tuel des déformations visqueuses {εv

α}(t) (α = M ou K) est 
onsi-déré 
omme donné, la déformation totale apparaissant dans l'équation (3.7) est lasolution d'un problème élastique linéaire ave
 un 
hamp de pré
ontrainte égal à
σr. Le 
hamp des déformations totales ε(t) à l'instant t dépend don
 linéairementde E(t) et de {εv

α}(t) ainsi que de la géométrie du système qui est 
ara
térisée par
ℓ(t). Par 
onséquent, l'énergie élastique sto
kée dans le système vis
oélastiquepeut être 
onsidérée 
omme fon
tion des valeurs a
tuelles E(t) et ℓ(t) du para-mètre de 
hargement et de la longueur de la �ssure, ainsi que du 
hamp a
tueldes déformations visqueuses {εv

α}(t) : W (t) = W (E(t), ℓ(t), {εv
α}(t)). Dans 
es
onditions, la dissipation prend la forme :

Ḋ = Q · Ė − ∂W

∂E |ℓ,{εv
α}
Ė − ∂W

∂{εv
α} |E,ℓ

˙{εv
α} −

∂W

∂ℓ |E,{εv
α}

ℓ̇ (3.8)En analysant d'abord une évolution non dissipative, 
'est à dire {ε̇v
α}(t) = 0 et

ℓ̇ = 0 , on montre que :
Q =

∂W

∂E |ℓ,{εv
α}

= C(ℓ)
(

E − Ev(ℓ, {εv
α})
) (3.9)

C(ℓ) représente la raideur d'élasti
ité instantanée de la stru
ture. Il est identiqueà la raideur apparue dans (3.4), pour une stru
ture élastique dans laquelle letenseur de rigidité lo
al est Ce
M . Ev s'interprète 
omme la valeur du 
hargement
inématique E à l'issue d'une dé
harge totale instantanée Q = 0. Le terme en

˙{εv
α} dans (3.8) représente la dissipation visqueuse Ḋv . La dérivée étant e�e
tuéepar rapport à un 
hamp, elle revêt bien évidemment un sens formel :

Ḋv = − ∂W

∂{εv
α} |E,ℓ

˙{εv
α} (3.10)



32 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesLa puissan
e dissipée dans la propagation est don
 le 
omplémentaire de Ḋv dansla dissipation totale :
Ḋ − Ḋv = −∂W

∂ℓ |E,{εv
α}

ℓ̇ (3.11)La quantité
F = −∂W

∂ℓ |E,{εv
α}

(E , ℓ, {εv
α}) (3.12)apparait à nouveau 
omme la for
e motri
e de la propagation. La nouveautéréside dans le fait que sa valeur est a�e
tée par le 
hamp de déformationsvisqueuses, lui-même tributaire de l'histoire du 
hargement E(0 → t) et de 
ellede la longueur de �ssure ℓ(0 → t) sur l'intervalle d'étude [0, t] 
onsidéré.Pour un raisonnement similaire à l'analyse énergétique développée en mi-
roélastoplasti
ité (voir par exemple [16℄), on montre que l'énergie élastique semet sous la forme :

W =
1

2
C(ℓ)

(

E − Ev
)2

+ Wres(ℓ, {εv
α}) (3.13)Le premier terme représente l'énergie ré
upérable par une dé
harge instantanée(Q = 0). Le se
ond terme s'interprète 
omme l'énergie élastique qui subsistedans la stru
ture immédiatement après 
ette dé
harge. Du fait que Ev et Wresdépendent tous deux de ℓ, le 
al
ul de F ne se réduit pas à 
elui de C ′(ℓ), à ladi�éren
e de 
e qui prévaut en élasti
ité linéaire :

F = −1

2
C

′

(ℓ)
(

E − Ev
)2

+ C(ℓ)
(

E − Ev
)∂Ev

∂ℓ |{εv
α}

− ∂Wres(ℓ, {εv
α})

∂ℓ |{εv
α}

(3.14)Le 
ritère de propagation repose sur l'hypothèse adoptée dans 
ette thèse quela partie de la dissipation liée à la propagation est proportionnelle autaux de longueur de �ssure ℓ̇ :
Ḋ − Ḋvis = Gcℓ̇ (3.15)qui fait intervenir l'énergie 
ritique Gc. En 
omparant ave
 (3.11), on est amenéà formuler un 
ritère de propagation sur F :

F < Gc ⇒ ℓ̇ = 0 ; F = Gc ⇒ ℓ̇ ≥ 0 (3.16)L'égalité F(E , ℓ, {εv
α}) = Gc permet de prévoir la propagation en fon
tion desévolutions du paramètre de 
hargement. Il est important de voir qu'elle faitintervenir expli
itement le 
hamp de déformations visqueuses, et don
 la vitessede solli
itation.



3.3. Analyse énergétique de la propagation de �ssure 333.3.2 Délaminage d'une poutre vis
oélastique homogèneA titre d'illustration, on s'intéresse au problème de délaminage qui est réaliséprogressivement sur une poutre vis
oélastique et qui divise la poutre en deuxmoitiés symétriques. Chaque moitié est modélisée 
omme une stru
ture unidi-mensionnelle en �exion. Un dépla
ement verti
al est imposé de façon symétriqueaux extrémités d'ab
isse x = 0 des deux parties de la poutre : ξ(0, t) = ±U(t)(Fig 3.4). Deux for
es opposées ±F (t) sont appliquées sur 
es extrémités a�n
EI η

−ℓ(t) 0 x

+U(t) (F (t))

−U(t) (F (t))Fig. 3.4 � Délaminage d'une poutre vis
oélastiqued'obtenir les dépla
ements ±U(t) en question. Notons que F (t) est une in
on-nue du problème. Les deux demi-poutres sont en
ore 
ollées à partir du pointd'ab
isse x = −ℓ(t) dans le domaine x ≤ −ℓ(t) . Pour 
haque demi-poutre,l'abs
isse x = −ℓ(t) est 
onsidérée 
omme un en
astrement (ξ(−ℓ(t), t) = 0,
∂ξ/∂x(−ℓ(t), t) = 0). ℓ(t) représente également la longueur de la �ssure réaliséeà l'instant t. En raison de la symétrie de la stru
ture, on ne 
onsidère dans lasuite que la demi-poutre supérieure, ave
 les 
onditions aux limites suivantes :

ξ(−ℓ(t), t) = 0 ;
∂ξ

∂x
(−ℓ(t), t) = 0 ; ξ(0, t) = U(t) (3.17)Pour sou
i de simpli
ité, le 
omportement vis
oélastique 
onsidéré dans 
ettese
tion est réduit à la partie de �Maxwell�. Dans 
es 
onditions, la 
ourbureélastique χe et le taux de la 
ourbure visqueuse χ̇v sont proportionnels au moment�é
hissant M :

χe =
M

EI
; χ̇v =

M

η
(3.18)Le temps 
ara
téristique du 
omportement étudié est représenté par τ = η/EI.D'autre part, la 
ourbure totale χ est égale la dérivée se
onde du dépla-
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ement verti
al par rapport à x :
χ = χe + χv =

∂2ξ

∂x2 (3.19)On peut remarquer que la demi-poutre 
onsidérée est une stru
ture isostatiquedont le moment �é
hissant est déterminé par M(x) = −Fx 4. En 
ombinant(3.18) ave
 (3.19), on obtient :
∂2ξ

∂x2 = −Fx

EI
+ χv (3.20)En intégrant deux fois l'équation (3.20) par rapport à x et en utilisant des 
ondi-tions aux limites données par (3.17), on obtient une expression de la for
e dedélaminage F en fon
tion de la grandeur duale U :

F = C(ℓ)(U − Uv) (3.21)ave

Uv =

∫ 0

−ℓ

dx

∫ x

−ℓ

χv(z, t)dz (3.22)(3.21) 
onstitue l'illustration de (3.9) dans la situation présente. C(ℓ) représentela raideur instantanée de la poutre :
C(ℓ) =

3EI

ℓ3
(3.23)tandis que Uv peut être interpreté 
omme le dépla
ement résiduel après undé
hargement instantané F = 0.L'énergie élastique totale est déterminée par la forme unidimensionelle de(3.6) sans la 
ontribution de la partie de �Kelvin�.

W =

∫ 0

−ℓ

EI

2
χe2dx =

∫ 0

−ℓ

M2

2EI
dx =

F 2ℓ3

6EI
(3.24)En introduisant (3.21) et (3.23) dans (3.24) on obtient :

W =
1

2
C(ℓ)(U − Uv)2 (3.25)La 
omparaison ave
 (3.13) montre que, pour 
e problème, il n'y a pas d'énergierésiduelle, 
'est à dire que l'énergie élastique globale stokée dans la stru
ture estre
ouvrable par une dé
harge totale F = 0. C'est 
lairement dû au fait que la4où l'on omet provisoirement la variable t pour alléger l'é
riture
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ture est isostatique5.Bien que Uv déterminé par (3.22) soit une fon
tion de ℓ, sa dérivée par rapportà ℓ dans un in
rément d'évolution à déformation visqueuse 
onstante est nulle :
∂Uv

∂ℓ |χv

= 0 (3.26)Ainsi, la for
e motri
e de la propagation donnée par (3.14) est réduite au termede dérivée de la raideur :
F = −∂W

∂ℓ |U,χv

= −1

2
C ′(ℓ)

(

U − Uv
)2 (3.27)Finalement, en introduisant (3.21) et (3.23) dans (3.27), on obtient :

F =
F 2ℓ2

2EI
(3.28)On note ℓo la longueur initiale de la �ssure. Dans le 
adre du 
ritère de propa-gation (3.16), la for
e Fo, qui 
orrespond au moment où la �ssure 
ommen
e àpropager, s'é
rit de façon indépendante de la déformation visqueuse et 
oïn
ideave
 
elle d'un problème élastique :

Fo =

√
2GcEI

ℓo

(3.29)Plus généralement, durant la propagation (ℓ̇ > 0), la for
e F (t) diminue enfon
tion de la longueur ℓ(t) : elle est donnée par l'expression suivante :
F (t) =

√
2GcEI

ℓ(t)
= Fo

ℓo

ℓ(t)
(3.30)3.3.2.1 Délaminage à vitesse de propagation de la �ssure 
onstanteA�n d'obtenir la réponse globale de la stru
ture, une hypothèse sur l'histoiredu 
hargement est né
essaire. A titre d'exemple, on suppose maintenant quela vitesse de propagation de la �ssure ℓ̇ est maintenue 
onstante. Le rapport

τℓ = ℓo/ℓ̇ représente le temps 
ara
téristique de la propagation, qui 
onstituei
i une donnée du problème. Par 
onvention, à l'instant t = 0 la 
ondition depropagation est réalisée. Pour t > 0, la longueur de la �ssure est déterminée par :
ℓ(t) = ℓo + ℓ̇t = ℓo(1 +

t

τℓ
) (3.31)5On rappelle que le modèle rhéologique est réduit à un �Maxwell�.



36 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesA l'instant t = 0, le dépla
ement de l'extrémité de la poutre est noté Uo, et lamoitié de la poutre ave
 la géométrie initiale [−ℓo, 0] est soumise à un 
ertain
hamp de 
ourbure visqueuse initiale χv
o(x). La 
omposante visqueuse 
orrespon-dante Uv

o de Uo s'é
rit (voir (3.22)) :
Uv

o =

∫ 0

−ℓo

dx

∫ x

−ℓo

χv
o(z)dz (3.32)tandis que sa 
omposante élastique est donnée par (3.21) :

Ue
o = Uo − Uv

o =
Foℓ

3
o

3EI
(3.33)De même, pour t > 0, la 
ourbure visqueuse est né
essaire pour la déterminationde Uv. Grâ
e à (3.18), on peut déterminer le taux de la 
ourbure visqueuse χ̇vpar :

χ̇v(x, t) =
−F (t)x

η
(3.34)

χv(x, t) est ensuite obtenue par une intégration par rapport au temps. Pour
x > −ℓo, en utilisant (3.31) et (3.30), on obtient :
x > −ℓo : χv(x, t) = χv

o(x)− x

η

∫ t

0

F (τ)dτ = χv
o(x)− Fox

η
τℓ log(1+

t

τℓ

) (3.35)Considérons maintenant une se
tion située à x < −ℓo. Cette se
tion est atteintepar la �ssure à to(x) = −(x + ℓo)/ℓ̇, quand ℓ(t) = −x. La 
ourbure visqueusede 
ette se
tion reste égale à 0 tant que t < to(x). Ainsi, l'intégration de (3.34)donne :
x < −ℓo

t > to(x)











χv(x, t) =
−x

η

∫ t

to(x)

F (τ)dτ = −Fox

η
τℓ log(−ℓ(t)

x
) (3.36)En 
ombinant (3.21), (3.32), (3.35) et (3.36), on obtient la 
omposante visqueuse

Uv(t) du dépla
ement U(t) de l'extrémité de la poutre sous la forme :
Uv =

Foτℓ

(

ℓ3(t) − ℓ3
o

)

9η
+ Uv

o (3.37)En outre, l'introdu
tion de (3.37) dans (3.21) donne :
U = Uo +

Foτℓ

(

ℓ3 − ℓ3
o

)

9η
+

ℓ3F − ℓ3
oFo

3EI
(3.38)



3.3. Analyse énergétique de la propagation de �ssure 37où (3.33) a été utilisée. En�n, en introduisant le dépla
ement normalisé u =

(U −Uo)/U
e
o et la for
e normalisée f = F/Fo et en se souvenant de (3.30), (3.38)se réduit à :

u = (
1

f 2
− 1) +

1

3

τℓ

τM

(
1

f 3
− 1) (3.39)où τM = η/EI est le temps 
ara
téristique du matériau.élastique

τℓ/τM = 0, 1
τℓ/τM = 1
τℓ/τM = 10

u

f

Fig. 3.5 � Délaminage d'une poutre isostatique v.l.n.v., à vitesse 
onstante depropagation de la �ssureLe premier terme dans l'expression de u 
orrespond au 
as élastique-fragile idéal.Le deuxième terme apparaît don
 
omme une 
orre
tion tenant 
ompte des e�etsvisqueux. Comme prévu, son ordre de grandeur est 
ontr�lé par le rapport τℓ/τM :plus la propagation de la �ssure est rapide, plus l'é
art par rapport à la réponseélastique fragile est faible. La for
e normalisée f est tra
ée en fon
tion de u pour
3 valeurs di�érentes du rapport τℓ/τM sur la �gure 3.5.3.3.2.2 Délaminage à vitesse de dépla
ement de l'extrémité de lapoutre 
onstanteA nouveau, à l'instant t = 0 la 
ondition de propagation est supposée être réa-lisée, ave
 à 
et instant ℓ = ℓo, U = Uo, F = Fo (voir (3.29)). Nous étudionsmaintenant la 
ondition de propagation à vitesse de dépla
ement imposée U̇
onstante. Pour 
ommen
er, on suppose que la vitesse U̇ est su�samment élevéepour que la �ssure puisse e�e
tivement se propager (ℓ̇ > 0). La 
omposante vis-queuse Uv du dépla
ement de l'extrémité de la poutre est toujours donnée par
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques(3.22). Sa dérivée par rapport au temps donne :
U̇v(t) =

∫ 0

−ℓ(t)

(
∫ x

−ℓ(t)

χ̇v(y, t)dy

)

dx + ℓ(t)ℓ̇χv(−ℓ(t), t) (3.40)Le fait que χ̇v < ∞ (voir (3.18)) implique la 
ontinuité de la fon
tion τ →
χv(−ℓ(t), τ) à τ = t. Observant que χv(−ℓ(t), τ) = 0 pour τ < t, nous 
on
luonsdon
 que χv(−ℓ(t), t) = 0. Ainsi, l'équation (3.41) réduit à :

U̇v(t) =

∫ 0

−ℓ(t)

(
∫ x

−ℓ(t)

χ̇v(y, t)dy

)

dx (3.41)En utilisant (3.34) dans (3.41), on obtient �nalement :
U̇v =

Fℓ3

3η
(3.42)Considérons maintenant la dérivée temporelle de (3.21) :

Ḟ = Ċ
(

U − Uv
)

+ C
(

U̇ − U̇v
)

=
Ċ

C
F + C

(

U̇ − U̇v
) (3.43)La propagation de la �ssure implique que F et ℓ sont liés par (3.30). Cela permetde transformer (3.43) en une équation di�érentielle ordinaire du premier degré :

2Ḟ +
3EIU̇

F 3
o L3

o

F 3 − EI

η
F = 0 (3.44)ave
 la 
ondition initiale F (t = 0) = Fo. Comme dans (3.39), il est pratiqued'utiliser la valeur normalisée f = F/Fo. Le temps 
ara
téristique de la 
hargeétant dé�ni par τU = Ue

o /U̇ , (3.44) se réduit à :
2
ḟ

f
+

1

τU

f 2 − 1

τM

= 0 (3.45)dont la solution s'é
rit :
f =

1
√

τM

τU
− exp

(

− t
τM

)(

τM

τU
− 1
)

(3.46)L'hypothèse de la propagation de la �ssure implique que ℓ̇ > 0, qui impliqueensuite que Ḟ < 0 (voir (3.30)). En 
onséquen
e, la solution 
i-dessus prouveque la propagation de la �ssure à vitesse de l'extrémité U̇ 
onstante exige que
τM > τU . Elle 
onduit à introduire la vitesse 
ritique U̇cr :

U̇cr =
Foℓ

3
o

3η
;

τU

τM
=

U̇cr

U̇
(3.47)
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ondition de propagation est atteinte à t = 0, la �ssure ne 
ontinuede se propager que si U̇ > U̇cr. La for
e normalisée f est tra
ée en fon
tionde u pour 3 valeurs di�érentes du rapport τU/τM < 1 sur la �gure 3.6 (à gau
he).La for
e normalisée f tend vers une valeur asymptotique f∞ =
√

τU/τMqui est proportionnelle à 1/
√

U̇ . Par (3.30), on peut 
on
lure également que lalongueur de la �ssure tend vers une valeur asymptotique ℓ∞ :
ℓ∞ = ℓo

√

τM

τU
(3.48)Cette 
on
lusion 
onstitue une di�éren
e qualitative radi
ale ave
 le
as élastique. Au 
ontraire, si τU > τM ou bien U̇ < U̇cr, la �ssure ne se propagepas (ℓ̇ = 0 et don
 Ċ = 0 dans (3.43)), de sorte que (3.45) est rempla
ée par :

ḟ +
f

τM
=

1

τU
(3.49)ave
 la 
ondition initiale f(0) = 1. La solution de 
ette équation s'é
rit :

f =

(

τM

τU

+
(

1 − τM

τU

)

exp(− t

τM

)

) (3.50)La for
e normalisée tend maintenant vers la limite f∞ = τM/τU qui est propor-tionnelle à U̇ . f est tra
ée 
omme une fon
tion de u sur la �gure 3.6 (à droite).La 
ondition de propagation est supposée être respe
tée au point initial (f = 1).propagation de �ssure pas de propagation de �ssureélastique
τU/τM = 0, 01
τU/τM = 0, 1
τU/τM = 0, 5

u
f τU/τM = 2

τU/τM = 3
τU/τM = 4

u
f

Fig. 3.6 � Délaminage d'une poutre isostatique v.l.n.v., à une vitesse 
onstantede l'extrémité de la poutre
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques3.3.2.3 Vitesse de dépla
ement de l'extrémité de la poutre 
onstanteen l'absen
e de propagationPour �nir, on 
onsidère une 
ondition de vitesse de dépla
ement imposée U̇ etune loi linéaire en temps de la forme U(t) = U̇t, en l'absen
e de propagation.Cela revient à se donner une valeur su�samment élevée de Gc. En dérivant (3.21)par rapport au temps et en utilisant (3.42), on obtient une équation di�érentielleen temps sur F (t) :
Ḟ +

Cℓ3
o

3η
F = CU̇ (3.51)ave
 la 
ondition initiale F (0) = 0. Ce
i indique que F (t) tend vers une valeurasymptotique F∞ proportionnelle à U̇ :

F∞ = lim
t→∞

F =
3η

ℓ3
o

U̇ (3.52)Il est fa
ile de voir que 
ette valeur asymptotique est égale à 
elle obtenue àla se
tion 3.3.2.2 en l'absen
e de propagation dans le 
as U̇ < U̇cr. Elle estproportionnelle à U̇ . Notons par ailleurs, 
ompte tenu de (3.28), qu'il existeégalement une valeur asymptotique F∞ pour le taux de restitution de l'énergie.3.3.3 Impa
t de l'hétérogénéité sur l'énergie résiduellePour une poutre homogène isostatique, on a montré dans la se
tion 3.3.2 quel'énergie résiduelle après une dé
harge totale est nulle (voir l'équation (3.25)).Dans la présente se
tion, on introduit un exemple où l'énergie résiduelle n'est pasnulle. Cette analyse est réalisée en
ore une fois sur un problème de délaminagede poutre. Mais 
ette fois, on utilise une poutre rendue hyperstatique par le faitque les deux moitiés de la poutre sont arti
ulées à l'extrémité (voir la �gure3.7). X désigne l'ab
isse du point d'appli
ation de la 
harge. Son dépla
ement
U(t) est pres
rit.On 
onsidère la demi-poutre supérieure ave
 les 
onditions aux limites suivantes :

ξ(−ℓ(t), t) = 0 ;
∂ξ

∂x
(−ℓ(t), t) = 0 ; ξ(X, t) = U(t) ; ξ(0, t) = 0(3.53)et
∂ξ

∂x
(X−, t) =

∂ξ

∂x
(X+, t) (3.54)
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EI η

−ℓ(t) X 0 x

+U(t) (F (t))

−U(t) (F (t))Fig. 3.7 � Délaminage d'une poutre v.l.n.v. hétérogène hyperstatique
On suppose en
ore une fois que le 
omportement vis
oélastique est de type�Maxwell�. La rigidité élastique en �exion de la poutre est 
onsidérée 
onstantesur toute sa longueur et est notée EI. On introduit une hétérogénéité vis
o-élastique en supposant que les 
onstantes visqueuses des deux 
�tés du pointd'appli
ation de la 
harge sont di�érentes. On les note respe
tivement η1 et η2pour la partie de gau
he (x < X) et la partie de droite (x > X). De même, lesindi
es 1 et 2 désignent dans la suite des grandeurs relatives aux deux partiesde la poutre de part et d'autre du point d'appli
ation de la 
harge.La loi de 
omportement lo
ale de la poutre permet d'é
rire les relationslinéaires suivantes entre les moments �é
hissants et les 
ourbures de ses deuxparties :

χe
α =

Mα

EI
; χ̇v

α =
Mα

ηα

(3.55)où α = 1 ou 2. D'autre part, les 
ourbures totales χα sont égales aux dérivéesse
ondes du dépla
ement verti
al par rapport à x :
χα = χe

α + χv
α =

∂2ξα

∂x2 (3.56)Soit Y la réa
tion à l'arti
ulation. Le moment �é
hissant dans les deux partiesde la poutre est don
 déterminé par :
M1 = F (X − x) − Y x ; M2 = −Y x (3.57)En 
ombinant (3.55), (3.56) et (3.57), on obtient :

∂2ξ1

∂x2 =
F (X − x) − Y x

EI
+ χv

1 ;
∂2ξ2

∂x2 =
−Y x

EI
+ χv

2 (3.58)
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesEn intégrant deux fois par rapport à x et en utilisant les 
onditions donnéespar (3.53) et (3.54), on obtient un système des deux équations permettant ladétermination des for
es F et Y en fon
tion de U . L'expression générale de Fdonnée en (3.21) est toujours valable, ave
 une raideur instantanée de la poutre
C(ℓ) spé
i�que : pour 
e 
as hyperstatique, elle s'é
rit :

C(ℓ) =
12EIℓ3

X2(3ℓ − X)(ℓ + X)3
(3.59)La partie visqueuse Uv du dépla
ement est déterminée par :

Uv =
(X3 − 3ℓ2X)

2ℓ3
γ1 +

(2ℓ − X)(ℓ + X)2

2ℓ3

(

γ3 + Xγ2

) (3.60)ave
 :
γ1 =

∫ X

−ℓ

dx

∫ x

−ℓ

χv du; γ2 =

∫ X

−ℓ

χv dx; γ3 =

∫ X

0

dx

∫ x

X

χv du (3.61)La réa
tion Y s'exprime en fon
tion du dépla
ement imposé par :
Y =

−6EI

X2(3ℓ − X)(ℓ + X)
((2ℓ − X)U + 3Xγ1 − 2(ℓ + x)(γ3 + Xγ2)) (3.62)L'énergie élastique totale est 
al
ulée par une intégrale sur la longueur de lapoutre des termes quadratiques du moment �é
hissant :

W =

∫ 0

−ℓ

1

2

M2

EI
dx =

∫ 0

X

Y 2x2

2EI
dx +

∫ X

−ℓ

(F (X − x) − Y x)2

2EI
dx (3.63)D'autre part, l'énergie ré
upérable est 
al
ulée en fon
tion de la raideur de lapoutre et du dépla
ement élastique par :

Wrec =
1

2
C(ℓ)

(

U − Uv
)2 (3.64)Alors, on peut déterminer �nalement l'énergie résiduelle Wres par :

Wres = W − Wrec =
3EI

2ℓ3
γ2 (3.65)où l'on a posé γ = γ3 + Xγ2 − γ1. Il est intéressant de noter la relation :

γ = −
∫ X

−ℓ

dx

∫ x

−ℓ

χv du (3.66)La nullité de 
ette quantité, lorsqu'elle a lieu, exprime que le 
hamp de 
ourburevisqueuse est 
inématiquement admissible. Dans 
es 
onditions, au
une énergie
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kée dans l'état résiduel où les e�orts intérieurs sont alors nuls. Il estdon
 tout à fait 
ohérent que Wres s'annule simultanément ave
 γ.En général, γ sera 
ependant non nul, et il en sera de même de Wres. Par exemple,si l'on suppose que la partie à gau
he du point d'appli
ation de la 
harge estélastique, on a χv
1 = 0. Par 
onséquent, les grandeurs γ1 et γ2 sont nulles (voir(3.61)). L'énergie résiduelle se réduit à :

Wres =
3EI

2ℓ3
γ2

3 (3.67)qui est 
ertainement non nulle puisque χv va garder un signe 
onstant sur laportion de droite de la poutre. Ce résultat est en fait étroitement lié au 
ara
tèrehétérogène des propriétés visqueuses de la poutre.En e�et, dans le 
as homogène, 
'est-à-dire η1 = η2 = η, on va voir que l'énergierésiduelle est nulle. En utilisant (3.61), le taux de γ peut être exprimé en fon
tionde la 
ourbure visqueuse par :
γ̇ = −

∫ X

−ℓ

∫ x

−ℓ

χ̇v dudx + X

∫ X

−ℓ

χ̇v dx +

∫ X

0

∫ x

X

χ̇v dudx (3.68)où χ̇v est relié au moment �é
hissant par (3.55). Les moments �é
hissants Mαsont déterminés par (3.57) où F et Y sont des fon
tions du dépla
ement imposé(voir (3.21) et (3.62)). On obtient �nalement une équation di�érentielle d'ordre
1 permettant la détermination de γ :

γ̇ + τγ = 0 (3.69)où τ = η/EI est le temps 
ara
téristique du matériau. La résolution de 
etteéquation ave
 la 
ondition initiale γ|t=0 = 0 nous donne γ = 0, et don
 Wres = 0(voir (3.65)). On peut 
on
lure que, pour une poutre hyperstatique homogène,l'énergie résiduelle est nulle, de sorte que l'énergie totale 
oin
ide ave
 l'énergieré
upérable :
W =

1

2
C(ℓ)

(

U − Uv
)2 (3.70)On revient maintenant au 
al
ul du taux de restitution d'énergie (voir (3.14)).En prenant (3.60) et (3.65) on obtient :

∂Uv

∂ℓ |χv

= 0 ;
∂Wres

∂ℓ |χv

= 0 (3.71)Alors le taux de restitution d'énergie prend la même forme que le 
as statique(voir (3.27)).
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques3.4 Appro
he numérique en éléments �nisLes deux modèles de délaminage iso- et hyperstatique qui viennent d'êtreprésentés ont fait apparaitre plusieurs phénomènes étroitement liés à la vis
ositédans le pro
essus de propagation de �ssure. Il s'agit notamment de l'existen
ed'une vitesse de 
hargement 
ritique et d'une longueur de propagation asymp-totique. Il importe de déterminer si 
es 
on
lusions restent pertinentes pour unestru
ture tridimensionnelle.Cette étude repose sur une appro
he numérique en élément �nis du 
al
ul dutaux de restitution d'énergie et de la propagation de �ssures, présentée en détaildans 
ette se
tion.Dans la présente se
tion, on indique le prin
ipe des simulations numériques e�e
-tuées et l'on présente des résultats de 
al
ul sans puis ave
 propagation. Quelques
on
lusions qualitatives sont tirées. La pro
haine se
tion (3.5) reviendra de façonplus quantitative sur des notions telles que vitesse 
ritique, for
e et longueur de�ssure asymptotiques.Le 
omportement v.l.n.v. du matériau est modélisé à nouveau par le modèle deBurger (voir le 
hapitre 2).3.4.1 Cal
ul numérique du taux de restitution de l'énergieOn 
her
he à établir un algorithme de 
al
ul numérique du taux de restitutiond'énergie F d'une stru
ture 
ontenant une �ssure unique soumise à un 
ertain
hargement extérieur qui 
omporte a priori des données en dépla
ement et ene�orts. On note symboliquement E la donnée 
inématique etQ la grandeur duale.On note en
ore F les données en e�orts et q la grandeur (
inématique) duale.Pour le 
as d'un 
hargement 
inématique, F est 
al
ulé par la formule (3.12).Pour le 
as de 
hargement mixte (E+F ), F est 
al
ulé par :
F = −∂P

∂ℓ
|E,F,{εv

α}(E , F, ℓ, {εv
α}) (3.72)où P est l'énergie potentielle du système qui est la di�érente entre l'énergieélastique et le travail Φ des for
es extérieures données (F ) :

P = W − Φ (3.73)Les 
al
uls numériques du taux de restitution d'énergie basés sur l'intégrale deRi
e (voir (3.2)) sont très pertinant pour le 
as élastique. Cependant pour le
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as vis
oélastique, elle n'est pas valable en raison de la non-
ompatibilité entrele 
hamp des déformations élastiques et le 
hamp des dépla
ements. Alors, pour
al
uler numériquement la dérivée partielle (3.72) dans le 
ontexte vis
oélas-tique, on opte i
i pour une appro
he dire
te. On teste don
 un in
rément dℓ�
tif en �xant E , F et {εv
α} et on 
al
ule l'in
rément 
orrespondant de l'énergiepotentielle dP . Le taux de restitution d'énergie F est ensuite appro
hé par :

F = −dP/dℓ.En pratique, on 
hange les 
onditions aux limites du problème pour avoir unenouvelle �ssure de longueur ℓ + dℓ. On a vu que la dérivée re
her
hée est àprendre sans variation du 
hargement ni des déformations visqueuses. Or,�xer le 
hamp des déformations visqueuses {εv
α} revient à 
onsidérer une réponselo
ale purement élastique. Pour le 
as du matériau de Burger, 
ela revient à direque la réponse lo
ale à l'a

roissement de longueur dℓ de la �ssure se fait �à potsvisqueux bloqués�. Seul se déforme le ressort de la partie �Maxwell�, 
ara
térisépar les modules élastiques kM et µM .L'énergie élastique est 
al
ulée par une intégration sur Ω de l'énergie élas-tique lo
ale. Celle-
i 
omporte la 
ontribution de la partie �Maxwell� et 
elle dela partie �Kelvin� (voir (3.6)) :

W =

∫

Ω

w(x)dV avec w = wM + wK (3.74)ave
 :
wM =

1

2
σ : S

e
M : σ =

1

2

(

1 + νM

EM
σ : σ − νM

EM

(

tr σ
)2
) (3.75)et

wK =
1

2
εv

K : C
e
K : εv

K (3.76)où Se
M , νM et EM sont respe
tivement le tenseur de souplesse, le 
oe�
ient dePoisson et le module d'Young du 
omportement instantané du matériau. Enréalité, dans le 
al
ul de la variation in
rémentale de W , il su�t de prendre en
ompte le terme de Maxwell puisque l'énergie élastique sto
kée lo
alement dansla partie Kelvin est bloquée dans l'évolution 
onsidérée.La variation dΦ du travail des for
es extérieures données entre l'état réel et l'état�
tif est 
al
ulée en faisant travailler 
elles-
i dans le dépla
ement in
rémental

dξ. De façon symbolique :
dΦ = F dq (3.77)Dans un 
al
ul aux éléments �nis, 
ette intégrale est fa
ilement 
al
ulée par unproduit s
alaire entre le ve
teur des for
es nodales F et la variation du ve
teur
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesdes dépla
ements nodaux dU :
dΦ = F .dU = F.(U(ℓ + dℓ) − U(ℓ)) (3.78)Le taux de restitution d'énergie est déterminé par :
F = −(W (ℓ + dℓ) − W (ℓ)) − dΦ

dℓ
(3.79)3.4.2 L'exemple de la �exion 3-points : appro
he numé-riqueOn 
onsidère à présent une poutre entaillée soumise à une expérien
e de �exion3-points (voir la �gure 3.8) sous l'appli
ation d'une for
e F . U désigne le dépla-
ement du point d'appli
ation de 
ette for
e. Le 
hargement 
onsiste à pres
rirela fon
tion U(t).

L T

h

ℓ

F

Fig. 3.8 � Poutre v.l.n.v. entaillée en �exion 3-pointsEn raison de la 
on
entration du 
hamp des 
ontraintes dans la zone autour dela pointe de la �ssure, on réalise un maillage très �n dans 
ette zone. Le maillageet la déformée de la poutre sont présentés par la �gure 3.9. Dans 
ette exemple,la taille des éléments lo
aux autour de la pointe de la �ssure est égale à h/100,où h est la hauteur de la poutre. Le 
al
ul est e�e
tué en 
ontraintes planes.Dans le 
as élastique linéaire isotrope, la littérature (voir par exemple [46℄) four-nit l'expression suivante du taux de restitution d'énergie :
F =

1

E

9πℓF 2L2

4h4T 2
g(

ℓ

h
)2 (3.80)où les notations sont expli
itées sur la �gure 3.8. Pour h/L = 1/4, g(X) peutêtre appro
hée par :

g(X) =
1, 99 − X(1 − X)(2, 15− 3, 93X + 2, 7X2)√

π(1 + 2X)(1 − X)3/2
(3.81)
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Fig. 3.9 � Maillage et déformée de la poutre en �exion 3-pointsCe résultat permet de véri�er la pré
ision de l'appro
he numérique de la déter-mination de F dans le 
as élastique (voir �gure 3.10).eq. (3.80)FEM
ℓ(m)

F(N/m)
Fig. 3.10 � Poutre en �exion 3-points : taux de restitution d'énergie dans le 
asélastique (E = 33, 7GPa, T = 0, 125m, L = 1m, h = 0, 25m, F = 10kN).3.4.2.1 Impa
t de la vitesse de 
hargementDans 
ette se
tion, on reprend le problème de poutre en �exion 3-points dans le
as du matériau v.l.n.v., en pres
rivant le dépla
ement du point d'appli
ation dela for
e (�gure 3.8). On utilise le modèle de Burger (voir le 
hapitre 2) dont les
ara
téristiques sont données par le tableau 2.1. On s'intéresse à l'in�uen
e dela vitesse de dépla
ement imposée sur la valeur du taux de restitution d'énergie,en l'absen
e de propagation de �ssure.D'une façon générale, les simulations qui sont présentées i
i sont évidem-ment de nature stri
tement théoriques et 
e travail n'aborde pas la validationexpérimentale des 
on
lusions qu'on peut en tirer. Comme d'habitude dans



48 Chapitre 3. Propagation de �ssure dans une stru
turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesl'analyse du �uage, l'ordre de grandeur des vitesses de 
hargement 
onsidérées
onstitue en lui-même une di�
ulté métrologique sérieuse.Pour 
ommen
er, le 
hargement est dé�ni par une loi linéaire en temps :
U = U̇t. Les 
al
uls sont réalisés pour di�érentes valeurs de la vitesse U̇ de
0, 005nm/s à 5nm/s. Les résultats donnés par la �gure 3.11 montrent 
lairementque pour 
haque valeur de U , plus le 
hargement est rapide plus la valeur de Fest grande et appro
he la valeur de F du problème élastique.Par ailleurs, pour une durée su�samment longue, la �gure 3.12 montre que 
ettegrandeur tend vers une asymptote et suggère que 
elle-
i est proportionnelleau 
arré de la vitesse de dépla
ement imposée. Ce résultat est 
ohérent ave
 
equi est observé dans l'étude analytique sur la poutre 1D à la se
tion 3.3.2.3.On reviendra sur 
e point à la se
tion 3.5.2 (voir (3.94)). Ce phénomène eststri
tement imputable au 
ara
tère visqueux du matériau et il n'est pas observédans le 
as élastique. élastique

U̇ = 1nm/s
U̇ = 0, 1nm/s
U̇ = 0, 01nm/s
U̇ = 0, 001nm/s

U(m)

F

(N/m)

Fig. 3.11 � In�uen
e de la vitesse de 
hargement à la restitution d'énergie :
L × h = 1 × 0, 25m2, ℓ = 0, 1mOn impose maintenant un saut de dépla
ement initial Uo de façon à réaliserla 
ondition de propagation, puis l'on 
ontinue par une loi a�ne en temps :
U = Uo + U̇ t. Dans l'analyse pré
édente 
onsa
rée au délaminage d'une poutrevis
oélastique 1D (se
tion 3.3.2.2), on a montré que si le temps 
ara
téristiquedu 
hargement τU = Ue

o/U̇ est supérieur à une valeur 
ritique (égale à τM dans
e 
as 1D), la 
ondition de propagation F = Gc n'est plus jamais atteinte,
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U̇ = 5/6 × 10−12m/s
U̇ = 5/3 × 10−12m/s

U(m)
F

(N/m)

Fig. 3.12 � Asymptote du taux de restitution de l'énergie : e�et de U̇ . L × h =

0, 3 × 0, 1m2, ℓ = 0, 015mquelque soit la durée du 
hargement, 
ar le taux de restitution de l'énergie estdé
roissant (voir �gure 3.6 et la formule (3.28)). Dans la suite, on va montrer que
ette 
on
lusion reste pertinente qualitativement dans le problème de la poutreentaillée 3D. Notons 
ependant qu'il n'y a plus un unique temps 
ara
téristiquedu matériau. Il y en a désormais quatre : τ s
M = 3 × 107s, τd

M = 2, 92 × 107s,
τ s
K = 1, 3 × 106s et τd

K = 0, 9 × 106s.La �gure 3.13 donne les résultats du taux de restitution d'énergie pour di�érentesvaleurs de τU autour des temps 
ara
téristiques du matériau. On peut observerque, plus τU est grand, plus F diminue vite depuis la valeur initiale.La �gure 3.14 montre en plus que, pour une même vitesse de 
hargement, letaux de restitution d'énergie tend vers une même valeur asymptotique F∞ pourles deux 
as de 
harge 
onsidérés. On peut imaginer qu'il n'y aura jamais depropagation de la �ssure si F∞ < Gc sauf que si la valeur initial Fo est supérieureà Gc (pour le deuxième 
as de 
harge). Alors, pour le 
as d'une valeur initial Uofaible, il faut que U̇ soit supérieure à une 
ertaine valeur 
ritique U̇cr pour quela propagation puisse se passer. Cette idée sera développée ultérieurement.3.4.2.2 Propagation de �ssureOn se met maintenant dans la situation de propagation de la �ssure. On selimite au 
as d'une �ssure se propageant suivant la mode 1 dont la ligne de la
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τU = 1, 3 × 106s
τU = 2 × 106s
τU = 107s
τU = 6 × 107s

U(m)
F

(N/m)
Fig. 3.13 � In�uen
e de τU à la restitution d'énergie : L × h = 0, 3 × 0, 1m2,
ℓ = 0, 015m, Uo = 50µm

F∞

U(m)

F

(N/m)
Fig. 3.14 � Le taux de restitution d'énergie tend vers une valeur asymptotique :
L × h = 0, 3 × 0, 1m2, ℓ = 0, 015mpropagation est prévue (la ligne de la �ssure initiale).Dans la pratique, 
'est l'histoire du 
hargement qui est imposée. Prévoir lapropagation, 
'est déterminer la longueur de la �ssure ℓ en fon
tion du niveaude 
hargement. Ainsi, dans le 
as parti
ulier étudié, la donnée du problème estla fon
tion U(t) et il s'agit de résoudre par rapport à ℓ l'équation du 
ritère depropagation : F(ℓ, U) = Gc.Cependant, dans le 
adre d'une appro
he numérique en éléments �nis, il est plussimple d'un point de vue te
hnique (et équivalent d'un point de vue théorique)



3.4. Appro
he numérique en éléments �nis 51d'augmenter progressivement la longueur de la �ssure et de 
her
her la valeurdu paramètre de 
hargement (le dépla
ement U(t)) qui satisfait la 
onditionde propagation. En �n de 
ompte, on aura bien déterminé la 
orrespondan
ere
her
hée entre niveau de 
hargement et longueur de �ssure.Plus pré
isément, on se pla
e dans la situation où un 
hargement U1 réalisele 
ritère de propagation : F(ℓ, U1) = Gc (à la toléran
e numérique près). Onintroduit un in
rément dℓ de longueur de �ssure. On 
her
he à déterminer lanouvelle valeur de la 
harge U2 qui réalise à nouveau la 
ondition de propaga-tion : F(ℓ + dℓ, U2) = Gc.D'un point de vue te
hnique, une propagation in
rémentale dℓ peut êtreaisément e�e
tuée, grâ
e au fait qu'on utilise un maillage régulier très �n sur laligne de propagation prévue. Il su�t alors de libérer une maille au-delà de lapointe de la �ssure lorsque la 
ondition F = Gc est satisfaite.Pour déterminer U2, on utilise une dis
rétisation du paramètre de 
harge-ment et l'on ajoute des in
réments de 
hargement dU su

essifs en 
al
ulant à
haque fois le taux de restitution de l'énergie 
orrespondant. Par 
e pro
édé, ondétermine un entier n (éventuellement nul) tel que :
Fn = F(ℓ + dℓ, U1 + ndU) < Gc < Fn+1 = F(ℓ + dℓ, U1 + (n + 1)dU) (3.82)Il en résulte que U2 se trouve entre U1 + ndU et U1 + (n + 1)dU . On peut don
le déterminer par interpolation linéaire :

U2 ≃ U1 + ndU + dU
Gc −Fn

Fn+1 − Fn
(3.83)La 
ondition de propagation est ensuite testée ave
 une toléran
e eG sur l'erreurentre F(ℓ + dℓ, U2) et Gc :

∣

∣

∣

∣

F(ℓ + dℓ, U2) − Gc

Gc

∣

∣

∣

∣

< eG (3.84)Les 
al
uls sont e�e
tués ave
 eG = 10−3. Si la 
ondition (3.84) n'est passatisfaite, on doit faire un maillage plus �n, diminuer le pas de 
hargement etrefaire le 
al
ul. L'algorithme des 
al
uls est résumé par le s
héma 3.16.Pour prendre en 
ompte la dépendan
e vis-à-vis de la taille de la �ssure,on appro
he le taux de restitution de l'énergie limite par une 
ourbe Gc(ℓ) du
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquestype proposé par Bazant [46℄ (voir la �gure 3.15) :
Gc = Gf

δℓ

δℓf
si δℓ < δℓf

Gc = Gf si δℓ > δℓf (3.85)

δℓδℓf

Gc

Gf

Fig. 3.15 � Appro
he linéaire du �R-
urve� de Bazant et al.où δℓ est l'extension de la �ssure et δℓf est une donnée du matériau. Gf est lavaleur asymptotique de Gc.La �gure 3.17 présente la relation for
e-dépla
ement du point d'appli
a-tion de la 
harge au 
ours de la propagation de la �ssure pour di�érentes vitessesde propagation ou de dépla
ement imposées. La �gure 3.18 présente in�uen
e dela 
ara
téristique δℓf sur le 
omportement ma
ros
opique de la poutre. On peutobserver l'in�uen
e de 
e paramètre sur le pi
 : plus δℓf est petit plus la for
eau pi
 est grande. Cependant, elle in�uen
e par nettement sur le 
omportementdurant la propagation après pi
.La �gure 3.19 présente la variation de la longueur de la �ssure en fon
tion dudépla
ement imposé pour deux di�érentes valeurs de la vitesse de 
hargement.Elle montre que la �ssure se propage jusqu'à une taille asymptotique si la vitessede 
hargement est su�samment faible. Cette idée sera détaillée dans la suite.
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ℓ := ℓo

U := Uo

F := F(ℓ, U)

F < Gc

U := Un + dU
Gc − Fn

F − Fn

F := F(ℓ, U)

∣

∣

∣

∣

F−Gc

Gc

∣

∣

∣

∣

< eG

ra�ner dU

U := U + dU
Un := U
Fn := F

ℓ := ℓ + dℓ ℓ < ℓmax

Fin

+

−

+

−

+

−

Fig. 3.16 � Algorithme des 
al
uls numériques de propagation de �ssure3.5 Flexion 3-points : appro
he analytiqueConsidérons en
ore une fois l'essai de �exion 3-points d'une poutre entaillée (voir�gure 3.8). Le but de 
ette se
tion est de mettre en oeuvre une 
olaboration entre
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ℓ̇ = 0, 2
ℓ̇ = 0, 02
ℓ̇ = 0, 002µm/s

U̇ = 1
U̇ = 0, 1
U̇ = 0, 01
nm/s

U(m)
F (N)

U(m)
F (N)

Fig. 3.17 � Poutre vis
oélastique entaillée en �exion 3-points : la �gure à droitepour le problème de vitesse de dépla
ement imposée, la �gure à gau
he pour leproblème de vitesse de propagation imposée (L × h × T = 1 × 0, 25 × 0, 125m3,
ℓo = 0, 1m, Gf = 61N/m, δℓf = 9, 3mm)

0,0 5,0x10-4 1,0x10-3
0

5000

10000

  

 

F (N)
U(m)Fig. 3.18 � Impa
t de δℓf sur le 
omportement ma
ros
opique de la poutre3-points : δℓf = 3, 1mm pour la ligne 
ontinue, δℓf = 9, 3mm pour la lignedis
ontinue (L×h×T = 1×0, 25×0, 125m3, ℓo = 0, 1m,Gf = 61N/m, ℓ̇ = 2nm/s)l'appro
he numérique présentée au 
hapitre 2 et le 
ardre théorique présenté à lase
tion 3.3.1 pour traiter le problème de propagation de �ssures. En parti
ulier,nous voulons étendre les 
on
lusions qualitatives tirées à la se
tion 3.3.2 à unproblème 3D réel.
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0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
U̇ = 0, 1nm/s

U̇ = 0, 01nm/s
U (m)

a (m)
Fig. 3.19 � Poutre vis
oélastique entaillée en �exion 3-points : longueur de la�ssure en fon
tion du dépla
ement imposé pour di�érentes vitesses (L×h×T =

1 × 0, 25 × 0, 125m3, ℓo = 0, 1m, Gf = 61N/m, δℓf = 9, 3mm)3.5.1 Souplesse d'une poutre entaillée en �exion 3-pointsdans le 
as élastique linéaireOn applique une nouvelle fois (3.5) (ave
 F/T rempla
e Q) et (3.80). La rigidité
C(ℓ) de la stru
ture dé�nie par :

F

T
= C(ℓ)U (3.86)satisfait don
 :

− C ′(ℓ)

C(ℓ)2
=

1

E

9πℓL2

2h4
g(

ℓ

h
)2 (3.87)Une intégration par rapport à ℓ donne la souplesse de la stru
ture :

1

C(ℓ)
− 1

C(0)
=

1

E

9πL2

2h2

∫ ℓ

h

0

Xg(X)2dX (3.88)où C(0) est la rigidité de la poutre sans entaille (épaisseur unitaire) :
C(0) = E/c(0) (3.89)On obtient �nalement la souplesse de la poutre sous forme d'une fon
tion dumodule d'Young et d'un 
oe�
ient géométrique :

1

C(ℓ)
=

c(ℓ/h)

E
with c(X) = c(0) +

9π

2
(
L

h
)2

∫ X

0

xg(x)2dx (3.90)Dans le 
as limite h/L ≪ 1, l'expression 
lassique 1/c(0) ≈ 4(h/L)3 peut êtreutilisée. Sinon, une détermination numérique de C(0) peut fa
ilement être réaliséepar la méthode des éléments �nis.
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériques3.5.2 Flexion 3-points sans propagation de �ssureLe 
omportement du matériau est maintenant dé
rit au 
hapitre 2. Le 
harge-ment est dé�ni par une vitesse 
onstante U̇ .On s'attend à obtenir les résultats de la se
tion 3.3.2.2 à savoir qu'il existe une vi-tesse 
ritique de 
hargement U̇cr telle que la propagation de la �ssure n'a lieu quesi U̇ > U̇cr. La détermination de U̇cr sera dis
utée ultérieurement. Tout d'abord,la réponse de la stru
ture en l'absen
e de propagation de la �ssure est 
onsidérée.En l'absen
e de propagation de la �ssure (ℓ = ℓo), la réponse de la stru
turepeut être déterminée analytiquement à partir du théorème de 
orrespondan
e.Ave
 les notations introduites à (2.11), on trouve que :
F ∗(p)

T
= C∗(ℓo, p)U∗(p) (3.91)Dans l'équation 
i-dessus, la rigidité de la stru
ture C∗(ℓo, p) est dé�nie par(3.90) :

1

C∗(ℓo, p)
=

c(ℓo/h)

E∗(p)
(3.92)Le �module d'Young� E∗ est tiré du �tenseur de souplesse� C∗(p) de (2.14).On dis
ute maintenant plus en détails de la réponse asymptotique (t → ∞). Onsuppose que la vitesse U̇ est 
onstante après un 
ertain instant to. Le 
hargement

U∗(p) au voisinage de p = 0 est U∗(p) ≈ U̇/p. De même, on trouve par (2.14)que E∗(p) ≈ pE∞ ave

E∞ = 3

(

1

ηs
M

+
2

ηd
M

)−1 (3.93)En 
ombinant (3.91) et (3.92), on observe que F ∗(p) tend vers une limite quand
p → 0. C'est à dire F (t) tend vers la même limite quand t → ∞ :

lim
t→∞

F (t)

T
= lim

p→0

F ∗(p)

T
=

E∞

c(ℓo/h)
U̇ (3.94)La �gure 3.20 
ompare le résultat du 
al
ul numérique et l'appro
he de Lapla
e-Carson. Deux di�érents types de 
hargements sont 
onsidérés. Dans le 
as de
hargement 1, il n'y a pas de saut initial de dépla
ement : U1(t) = U̇t. Dansle 
as de 
hargement 2, l'e�et d'un saut initial Uo du dépla
ement est étudié :

U2(t) = U̇ t + UoH(t) (H(t) est la fon
tion Heaviside).
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numeriqueanalytique(2)

(1)
U (m)

F(N)
Fig. 3.20 � Variation de la for
e F en l'absen
e de propagation de la �ssure :
L×h×T = 1×0, 25×0, 125m3, ℓ = 0, 1m, U̇ = 5/6×10−12m/s, Uo = 5×10−5m,les modules vis
oélastiques du matériau sont données dans le tableau 2.13.5.3 Flexion 3-points ave
 propagation de �ssureÀ vitesse plus élevée U̇ , la propagation de la �ssure se produit. Néanmoins, parla 
on
lusion qualitative de la se
tion 3.3.2.2, une for
e asymptotique F∞ et unelongueur asymptotique de la �ssure ℓ∞ sont attendues. On 
her
hera à véri�ernumériquement la validité de 
es 
on
epts. Le dépla
ement est donné dans laforme U(t) = U̇tH(t), où H(t) est la fon
tion Heaviside.L'hypothèse de l'existen
e de ℓ∞ et F∞ suggère que l'état de 
ontraintea, n'importe où dans la stru
ture, une limite σ∞ quand t → ∞. Dans le 
adre dumodèle rhéologique étudié dans le 
hapitre 2, 
ela suppose que le 
omportementdu matériau tend à devenir purement visqueux quand t → ∞. Dans 
ette
ondition, l'équation d'état se réduit à :

σ∞ = C
v
M : ε̇∞ (3.95)Il s'avère don
 que la réponse asymptotique à l'é
helle de la stru
ture visqueuseest formellement 
elle d'un problème élastique linéaire donné par (3.86), à 
ondi-tion que U soit rempla
é par U̇ et le module d'Young apparent soit dérivé dutenseur visqueux Cv

M :
F∞

T
= C(ℓ∞, Cv

M)U̇ (3.96)
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesLa rigidité de la stru
ture C(ℓ∞, Cv
M) est dé�nie par (3.90) ave
 ℓ = ℓ∞ et

E = E∞ donnés par (3.93) :
F∞

T
=

E∞

c(ℓ∞/h)
U̇ (3.97)Cela donne une première équation entre F∞ et ℓ∞. La se
onde est tirée de la
ondition de propagation à l'état asymptotique : F∞ = Gc (voir (3.16)). Dans le
as d'une stru
ture homogène6, on a démontré numériquement que les 
ontribu-tions de l'énergie résiduelle et du terme de dérivée de dépla
ement visqueuse dedans F∞ sont négligeable (voir (3.14)). Alors, 
ette dernière peut être approximée
omme suite :

F∞ = −1

2
C

′

(ℓ∞, Ce
M)(U∞ − Uv

∞)2 (3.98)with :
U∞ − Uv

∞ =
F∞/T

C(ℓ∞, Ce
M)

(3.99)On obtient �nalement :
F∞ = −1

2

(

F∞/T

C(ℓ∞, Ce
M)

)2

C ′(ℓ∞, Ce
M) (3.100)Il est souligné que C(ℓ∞, Ce

M) dans l'équation 
i-dessus renvoie à la raideur élas-tique instantanée de la stru
ture, qui est dérivée de la partie élastique de la partieMaxwell (tenseur de rigidité Ce
M) :

C(ℓ∞, Ce
M) =

EM

c(ℓ∞/h)
(3.101)En 
ombinant (3.97) ave
 (3.100) et la 
ondition de propagation F = Gc, onobtient une équation qui peut être utilisée pour déterminer la longueur asymp-totique ℓ∞ de la �ssure :

c′(ℓ∞/h)

c(ℓ∞/h)2
= h

2Gc

U̇2

EM

E2
∞

(3.102)La fon
tion c′/c2 qui apparaît dans le membre de gau
he est représentée à la�gure 3.21. On introduit le maximum ρmax de 
ette fon
tion, qui est atteint au
X = Xcr, ainsi que la longueur 
ritique ℓcr = hXcr :

ρmax = max
c′(X)

c2(X)
=

c′(Xcr)

c2(Xcr)
(3.103)6On a montré rigouresement que 
es 
on
lusions sont justes pour le 
as de stru
tures hété-rogènes 1D (voir la se
tion 3.3.3), 
ependant on manque désormais une démontration pour le
as 3D
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Fig. 3.21 � Variation de c′(X)/c2(X) pour L/h = 4L'équation (3.102) n'a pas de solution ℓ∞ si la vitesse est inférieure à un seuil
ritique : U̇ < U̇cr, où :
U̇2

cr = h
2Gc

ρmax

EM

E2
∞

(3.104)En d'autres termes, indépendamment de la longueur de la �ssure initiale ℓo, la

ℓ∞/h

c′

c2

ρmax

h2Gc

U̇2

EM

E2
∞

U̇ > U̇cr

U̇ < U̇cr

ℓ
(2)
∞ /hℓ

(1)
∞ /h ℓcr/hFig. 3.22 � Longueur et la vitesse de 
hargement 
ritique. La propagation de la�ssure aura lieu que si U̇ > U̇cr et ℓo < ℓ

(2)
∞ .propagation ne se produit pas si U̇ < U̇cr.En revan
he, deux solutions mathématiques ℓ

(1)
∞ < ℓ

(2)
∞ sont trouvées si

U̇ > U̇cr (voir la �gure 3.22). Toutefois, la première solution ℓ
(1)
∞ se trouve surla bran
he 
roissante (ℓ(1)

∞ < ℓcr). Cette bran
he n'a physiquement au
un senspar
e que la solution ℓ∞ qu'on attend doit être une fon
tion 
roissante de la
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesvitesse de 
hargement U̇ . La solution physiquement a

eptable est don
 la plusgrande, qui est ℓ
(2)
∞ , qui se trouve sur la bran
he dé
roissante (ℓ(2)

∞ > ℓcr).Si la longueur initiale de la �ssure ℓo est plus petite que la longueur 
ri-tique ℓcr (où c′/c2 atteint son maximum), la longueur asymptotique ℓ
(2)
∞ est biensupérieure à ℓo. Au 
ontraire, si ℓo > ℓcr, deux 
as peuvent être ren
ontrés. Si

ℓ
(2)
∞ < ℓo, au
un propagation de �ssure ne se produit pour la vitesse de 
harge
onsidérée U̇ (voir 
as (B) sur la �gure 3.23). En revan
he, si ℓ

(2)
∞ > ℓo, la �ssurese propage et la longueur asymptotique est égal à ℓ

(2)
∞ (voir 
as (A) à la �gure3.23).Il est souligné que la longueur asymptotique ℓ

(2)
∞ de la �ssure telle que dé-�nie par (3.102) n'est pas a�e
tée par la longueur initiale de la �ssure ℓo à
ondition que ℓo < ℓ

(2)
∞ . De même, la for
e asymptotique F∞ ne dépend aussique de U̇ , indépendamment de la valeur de ℓo (voir (3.97)).Pour ℓo > ℓcr, la dis
ussion 
i-dessus né
essite d'introduire une autre vi-tesse de 
harge 
ritique U̇∗(ℓo) > U̇cr en fon
tion de la longueur de la �ssureinitiale. Elle est dé�nie par :

c′(ℓo/h)

c(ℓo/h)2
= h

2Gc

U̇∗(ℓo)
2

EM

E2
∞

(3.105)Si U̇ < U̇∗(ℓo), au
une propagation de la �ssure n'a lieu. Par 
ontre, si U̇ >

U̇∗(ℓo), la propagation de la �ssure a lieu et la longueur de la �ssure asymptotiqueest la solution ℓ
(2)
∞ de (3.102). Notons que U̇∗(ℓcr) = U̇cr et que U̇∗(ℓo) est unefon
tion 
roissante de ℓo. La �gure 3.24 illustre la propagation de la �ssure de la

ℓ∞

c′

c2

h2Gc

U̇2

EM

E2
∞

ℓo ℓ
(2)
∞ ℓoℓ

(2)
∞


ase (A) 
ase (B)
Fig. 3.23 � Cas (A) : si ℓ

(2)
∞ > ℓo, ℓ → ℓ

(2)
∞ . Cas (B) : ℓo > ℓ

(2)
∞ ⇒ pas depropagation de �ssure.poutre L× h× T = 1× 0, 25× 0, 125m3, les modules vis
oélastiques de la phase
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lusions 61solide étant donnés par le tableau 2.1 pour le 
as d'une vitesse de 
hargement
U̇ > U̇cr pour trois di�érentes longueurs initiales de �ssure.

F (N) ℓ(m)

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

U(m)U(m)Fig. 3.24 � Vitesse de 
harge U̇ = 5 × 10−12m/s plus grand par rapport à lavaleur 
ritique (U̇cr = 4 × 10−12m/s) pour trois di�érentes longueurs initiales dela �ssure : (a) ℓo = 5
m, (b) ℓo = 13
m et (
) ℓo = 18
mPour la même poutre, la �gure 3.25 illustre le 
as d'une vitesse de 
harge U̇ < U̇crpour deux di�érentes longueurs initiales de �ssure. La for
e augmente de façonmonotone et tend vers une valeur asymptotique, puisqu'au
une propagation dela �ssure n'est a
tivée. Ce 
as 
orrespond à la situation analysée à la se
tion3.5.2 et déjà illustrée à la �gure 3.20.3.6 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, on s'est pen
hé sur la formulation d'un 
ritère de propagationde �ssure dans un milieu vis
oélastique. On a étendu la notion 
lassique detaux de restitution de l'énergie (voir (3.12)) qui représente la for
e motri
ede la propagation de �ssure. A 
e titre, 
omme dans le 
as élastique, on aproposé de faire porter le 
ritère de propagation sur 
ette quantité (voir (3.16)).Dans l'analyse énergétique, on a noté au passage que, pour les matériauxvis
oélastiques, l'énergie élastique est la somme d'une partie ré
upérable etd'une partie résiduelle, toutes deux étant a priori à prendre en 
ompte pour le
al
ul de la for
e motri
e de la propagation.
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ℓo = 5
m
ℓo = 13
m

U(m)Fig. 3.25 � Vitesse de 
harge U̇ = 3 × 10−12m/s plus petite par rapport à lavaleur 
ritique (U̇cr = 4× 10−12m/s) pour deux di�érentes longueurs initiales dela �ssure : ℓo = 5
m et ℓo = 13
m.
Pour illustrer 
es 
onsidérations, on a étudié tout d'abord le problème dudélaminage d'une poutre dans des situations iso- ou hyperstatique, éventuelle-ment hétérogènes. Pour fa
iliter les développements analytiques, on utilise poursimpli�er le modèle de Maxwell pour modéliser le 
omportement vis
oélastiquedu matériau. Dans le 
as isostatique, il est fa
ile de voir que l'énergie résiduelleest nulle et le taux de restitution de l'énergie est déterminé en dérivant l'énergieré
upérable par rapport à la longueur de �ssure. Il est proportionnel au 
arréde la for
e appliquée à l'extrémité de la poutre (voir (3.28). En revan
he, uneénergie résiduelle non nulle peut être obtenue dans le 
as hyperstatique sauf siles 
ara
téristiques vis
oélastiques sont homogènes.Deux situations parti
ulières ont été envisagées su

essivement : une vi-tesse de propagation imposée 
onstante, puis et une vitesse de dépla
ement del'extrémité imposée 
onstante. Dans les deux 
as, plus la vitesse de 
hargementest grande, plus on s'appro
he le problème élastique (voir la �gure 3.5). Lavitesse de 
hargement peut être quanti�ée par un temps adimensionnel, à 
om-parer à 
elui du matériau. Pour le problème à vitesse de dépla
ement imposée,la notion de vitesse 
ritique du 
hargement U̇cr est apparue naturellement. La�ssure ne propage que si la vitesse de 
hargement imposée est supérieure à
ette valeur. Dans 
e 
as, la �ssure va propager jusqu'à atteindre une longueurasymptotique ℓ∞ et la for
e mobilisée dans un tel 
hargement s'établit à



3.6. Con
lusions 63une valeur asymptotique F∞. Ces résultats font apparaitre des di�éren
esqualitatives essentielles en 
omparaison ave
 le 
as élastique.Les études analytiques qui viennent d'être résumées des problèmes ontvo
ation à servir de point d'appui pour l'analyse numérique de la réponse destru
tures tridimensionnelles. Dans 
ette perspe
tive, on s'est pen
hé sur lasimulation numérique de la réponse d'une poutre en �exion 3-points. Le 
al
ulnumérique permet de revenir au modèle de Burger qui est établi dans le premier
hapitre, plus satisfaisant du point de vue pratique.Le 
al
ul numérique du taux de restitution d'énergie est tout d'abordparfaitement validé par la 
omparaison ave
 l'expression analytique disponibledans le problème élastique. Dans le 
as visqueux, on a analysé ensuite l'impa
tde la vitesse du dépla
ement du point d'appli
ation de la 
harge. Pour une mêmevaleur de dépla
ement imposé, plus la vitesse de 
hargement est grande, plusla restitution d'énergie asso
iée à une propagation de �ssure est grande (voir la�gure 3.11). Si on 
harge de plus en plus vite, on obtient asymptotiquement laréponse élastique. A l'inverse, on a montré que, pour des vitesses de 
hargementsu�samment faibles, le taux de restitution de l'énergie tend vers une valeurasymptotique qui elle-même est indépendante d'un éventuel é
helon initial dedépla
ement (voir la �gure 3.14).Le 
al
ul de propagation de �ssure est réalisé en se basant sur le 
ritèrede propagation. I
i, on a 
onsidéré que le taux de restitution de l'énergie 
ritiquevarie en fon
tion de l'extention de la �ssure selon un s
héma inspiré de Bazant(voir la �gure 3.15). On a obtenu des 
ourbes for
e-dépla
ement pour di�érentesvaleurs de vitesse de propagation imposée et de vitesse de dépla
ement imposée.On observe à nouveau que la for
e au pi
 ne dépend pas de la vitesse de
hargement (voir la �gure 3.17). En revan
he, pour un dépla
ement imposéquel
onque, la longueur de la �ssure dépend de la vitesse de dépla
ement imposé(voir la �gure 3.19).On a pu établir la pertinen
e de la notion de vitesse 
ritique de dépla
e-ment imposée U̇cr dans le 
adre de la �exion 3-points. Ainsi, on a montré qu'iln'y a pas de propagation de �ssuree si U̇ < U̇cr. Par 
ontre, si U̇ > U̇cr, la �ssureest sus
eptible de se propager. L'étude 
onduit 
ependant à introduire la notionde longueur de �ssure initiale 
ritique. Dans le 
as d'un 
hargement sur
ritique,il faut que la longueur initiale de la �ssure soit inférieure à 
ette valeur 
ritique,
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turevis
oélastique : analyses théoriques et numériquesnotée ℓcr, pour que la propagation ait lieu. Dans 
e 
as, la longueur de la�ssure et la for
e du point d'appli
ation de 
harge tendent vers leures valeursasymptotiques ℓ∞ et F∞ (voir la �gure 3.24). En l'absen
e de propagation de�ssure, la for
e 
roît de façon monotone vers sa valeur asymptotique (voir la�gure 3.25) [36℄.



Chapitre 4Introdu
tion à l'homogénéisationdes milieux hétérogènes :appli
ation à l'endommagement
Sommaire4.1 Notions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 664.2 Problème d'Eshelby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 734.2.1 Retour sur le s
héma dilué : appli
ation au milieu mi
ro-�ssuré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744.2.2 S
héma de Mori-Tanaka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 764.2.3 S
héma auto-
ohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 784.2.4 Appro
he de Ponte-Castaneda et Willis . . . . . . . . . . 794.3 Con
lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83La théorie de l'homogénéisation poursuit l'obje
tif de la détermination des
ara
téristiques ma
ros
opiques des milieux hétérogènes à partir de la 
onnais-san
e des 
ara
téristiques des 
onstituants et d'informations sur la géométrie dela mi
rostru
ture.On se préo

upe i
i du 
as des milieux à mi
rostru
ture aléatoire. Par exemple,le béton abordé à l'é
helle millimétrique rentre manifestement dans 
e 
adre : il
onvient en e�et de distinguer au moins trois phases (granulats, pâte de 
iment,pores). Dans le 
ontexte de la mé
anique des milieux 
ontinus, la mi
romé
a-nique 
onsiste à tenter de déduire le 
omportement mé
anique homogénéiséen résolvant un problème aux limites sur un volume élémentaire représentatif(v.e.r.). Elle 
omporte une étape de lo
alisation qui 
onsiste à analyser les
onséquen
es lo
ales d'un 
hargement global, en termes de 
hamps de 
ontrainteset de déformations au sein du v.e.r., puis une étape d'homogénéisation qui pro-
ède par appli
ation de règles dites �de moyenne� aux 
hamps lo
aux en question.



66 Chapitre 4. Introdu
tion à l'homogénéisation des milieuxhétérogènes : appli
ation à l'endommagementDans 
e 
hapitre, on rappelle tout d'abord quelques notions de base demi
romé
anique : on dé�nit le v.e.r., les 
onditions aux limites uniformes en
ontrainte ou déformation au bord du v.e.r. ; on présente ensuite le lemmede Hill et quelques appli
ations de 
e dernier ; on introduit les tenseurs delo
alisation de la déformation et de la 
ontrainte et �nalement les tenseurs derigidité et de souplesse homogénéisés. Puis on 
onsidère le problème d'Eshelby([21℄, [22℄) 
orrespondant à une in
lusion de type pore. On s'intéresse ensuiteà quelques estimations analytiques 
lassiques de la rigidité du matériau poreuxà phase solide élastique linéaire ave
 une attention parti
ulière pour le 
as oùl'espa
e poreux est un système de �ssure. On passe ainsi en revue l'estimationdiluée, l'estimation de Mori-Tanaka et l'appro
he de Ponte-Castaneda et Willis.Dans 
e 
ontexte, on est amené de façon naturelle à introduire un paramètred'endommagement mesurant l'impa
t de la mi
ro�ssuration sur la dépendan
edes 
ara
téristiques élastiques e�e
tives du matériau.On se limite aux matériaux endommagés isotropes ou isotropes trans-verses. Le 
as isotrope 
orrespond à une distribution d'orientation isotrope des�ssures. Le 
as isotrope transverse 
orrespond au 
as des �ssures parallèles. Lesrésultats obtenus 
onsituent une référen
e dans la perspe
tive de 
onfrontationsultérieures ave
 des 
al
uls numériques.
4.1 Notions de baseCette se
tion rappelle brièvement quelques notions de base de mi
romé
anique.Considérons une stru
ture 
onstituée d'un matériau hétérogène à mi
ro-stru
ture aléatoire. Le v.e.r n'est autre que le volume élémentaire introduit
lassiquement en Mé
anique des Milieux Continus. Il s'agit don
 d'un vo-lume su�samment grand pour in
orporer toute l'information mé
anique etgéométrique sur les hétérogénéités 
onstitutives du matériau en question. Parailleurs, pour garantir une des
ription 
ontinue de la stru
ture ma
ros
opique,le v.e.r doit être de dimension in�nitésimale en 
omparaison ave
 
elle-
i. Pluspré
isément, notons L, v et d respe
tivement les longueurs 
ara
téristiques dela stru
ture (ou éventuellement du 
hargement), du v.e.r. et des hétérogénéitésdans le v.e.r.. Ces quantités doivent assurer entre elles la 
ondition suivante,
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helles :
d ≪ v ≪ L (4.1)La moyenne du 
hamp a(z) dans le v.e.r. Ω (resp. dans le sous-ensemble Ωα ⊂ Ω)est notée a (resp. aα) et est déterminée par :

a =
1

|Ω|

∫

Ω

a(z)dV ; aα =
1

|Ωα|

∫

Ωα

a(z)dV (4.2)où |Ω| (resp. |Ωα|) est le volume de Ω (resp. Ωα).
onditions aux limites homogènes Considérons à présent la problématiquede la dé�nition du 
hargement ma
ros
poique appliqué au v.e.r.. Une premièreoption 
onsiste à se donner sur le bord du v.e.r. une 
ondition dite �homogèneen 
ontrainte� : la for
e surfa
ique imposée au point z sur le bord ∂Ω est dé�niepar T(z) = Σ.n(z), où n(z) est le ve
teur normal au bord ∂Ω au point 
onsidéré.
Σ s'interprète 
omme la 
ontrainte ma
ros
opique. On note σ(z) un 
hampdes 
ontraintes statiquement admissible ave
 Σ. Par dé�nition, il est assujettiaux 
onditions aux limites 
i-dessus et véri�e la 
ondition d'équilibre divσ = 0.Par quelques développements mathématiques, on montre que la 
ontraintema
ros
opique Σ imposée est égale à la moyenne du 
hamp des 
ontraintesdans le domaine : Σ = σ (voir la démonstration dans l'annexe D). L'alternative
onsiste à se donner une 
ondition aux limites de type homogène en défor-mation� : ξ(z) = E.z, où E s'interprète 
omme la déformation ma
ros
opiqueet ξ(z) désigne le dépla
ement lo
al au point z. On note ε(z) un 
hamp desdéformations 
inématiquement admissible ave
 E : ε(z) = ∇sξ(z). On disposedans 
e 
adre de la relation de moyenne : E = ε (voir la démonstration dans D).
lemme de Hill Les 
onditions aux limites homogènes (en 
ontrainte ou défor-mation) permettent d'établir le lemme de Hill ([27℄, [32℄). Ce dernier se présentesous la forme d'une règle de 
ohéren
e énergétique (voir la démonstration dansD), 
on
ernant la quantité �travail de déformation� :

σ∗ : ε
′ = σ∗ : ε

′ (4.3)où σ∗ est un 
hamp des 
ontraintes statiquement admissible, 
'est à dire qu'ilsatisfait l'équation d'équilibre divσ∗ = 0 et ε
′ est un 
hamp des déformationsmi
ros
opiques 
inématiquement admissible, qui satisfait la 
ondition de 
om-patibilité géométrique. L'énon
é (4.3) a lieu si l'un ou l'autre des 
hamps σ∗ ou
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ation à l'endommagement
ε

′ véri�e une 
ondition aux limites de type uniforme.Dans le 
as de 
ontrainte homogène imposée sur le bord du v.e.r., 
e lemmepermet de démontrer que la déformation ma
ros
opique est égale à la moyennedu 
hamp des déformations mi
ros
opiques E = ε. De même, pour le 
as dedéformation homogène imposée aux limites, la 
ontrainte ma
ros
opique doitêtre dé�nie 
omme la moyenne du 
hampsdes 
ontraintes mi
ros
opiques Σ = σ.Pour déterminer la rigidité e�e
tive d'un milieu, on impose sur un v.e.r.soit une 
ontrainte ma
ros
opique Σ et on 
al
ule la déformation ma
ros
opiqueen prenant la moyenne du 
hamp des déformations mi
ros
opiques dans le v.e.r.,soit une déformation ma
ros
opique E et on 
al
ule la 
ontrainte ma
ros
opiqueen prenant la moyenne du 
hamp des 
ontraintes mi
ros
opiques dans lev.e.r.. Notons Chom le tenseur de rigidité e�e
tif du matériau étudié, la loi de
omportement e�e
tif s'é
rit sous la forme suivante :
Σ = C

hom : E (4.4)exemple de la sphère 
reuse A la suite de Hashin [26℄, 
onsidérons pourillustrer la démar
he l'exemple très simple d'une sphère 
reuse 
omportant une
avité de même 
entre, de fra
tion volumique ϕ1 (même s'il ne s'agit pas d'unv.e.r. de milieu poreux. Sur le bord extérieur de la sphère, on impose soit une
ontrainte de tra
tion ma
ros
opique isotrope Σ = Σ1 (
'est-à-dire une densitéde for
es surfa
iques T = Σer), soit une déformation ma
ros
opique isotrope
E = E1 (
'est-à-dire un 
hamp de dépla
ements ξ(z) = ERer où R est lerayon extérieur de la sphère 
reuse). On 
al
ule ensuite la valeur ma
ros
opiqueduale en prenant la moyenne du 
hamp 
orrespondant. La loi de 
omportementma
ros
opique (4.4) s'é
rit sous la forme :

Σ = 3kscE (4.5)où ksc est le module de 
ompression volumique e�e
tif de la sphère qui est 
al
uléen fon
tion du fa
teur ϕ1 volumique de la phase poreuse (voir par exemple [16℄) :
ksc = ks

(

1 − ϕ1
3ks + 4µs

3ϕ1ks + 4µs

) (4.6)où ks et µs sont respe
tivement le module de 
ompression volumique et le modulede 
issaillement de la phase solide. Grâ
e à 
ette valeur e�e
tive, on peut ainsi
al
uler l'énergie élastique W sto
kée dans le sphère :
W =

Σ2

2ksc
|Ω| =

9kscE2

2
|Ω| (4.7)



4.1. Notions de base 69où |Ω| est le volume de la sphère.
lo
alisation On se pla
e i
i dans le 
ontexte de l'élasti
ité linéaire. Pour relierla 
ontrainte ma
ros
opique et le 
hamp des 
ontraintes mi
ros
opiques 
orres-pondant, on introduit la notion de tenseur de 
on
entration de 
ontrainte, notéi
i B (voir par exemple [16℄). Au point z du v.e.r., on a la relation suivante :

σ(z) = B(z) : Σ (4.8)
B(z) est nul dans l'espa
e poreux et sa moyenne sur tout le domaine est égaleau tenseur unité d'ordre quatre I. Grâ
e à 
e tenseur de lo
alisation, on peut
al
uler la souplesse e�e
tive par une relation de moyenne :

S
hom = S(z) : B(z) (4.9)où Shom est le tenseur de souplesse e�e
tif du matériau homogénéisé et S(z) estle tenseur de souplesse lo
al 
orrespondant à z.De la même façon, le tenseur de 
on
entration de déformation relie la déformationma
ros
opique et le 
hamp des déformations mi
ros
opiques 
orrespondant :
ε(z) = A(z) : E (4.10)La moyenne de A est aussi égale à I. Le tenseur de rigidité e�e
tif est 
al
ulé enfon
tion de A par la relation de moyenne :

C
hom = C(z) : A(z) (4.11)Sous réserve de la 
ondition de séparation d'é
helles, le théorème de Hill-Mandelmontre que le tenseur de souplesse e�e
tive obtenu dans le 
adre de 
onditionsaux limites homogènes en 
ontrainte est égal à l'inverse du tenseur de rigiditée�e
tive obtenu obtenu dans le 
adre de 
onditions aux limites homogènes endéformation, au troisième ordre près en (d/v) où d et v sont reliés par la 
ondition(4.1) :

C
hom : S

hom = I + O

(

d

v

)3 (4.12)
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ation à l'endommagementBorne de Voigt-ReussPour une 
ontrainte ma
ros
opique imposée dans le 
adre de 
onditions auxlimites homogènes, les prin
ipes de minima de l'énergie potentielle et de l'énergie
omplémentaire fournissent des bornes supérieure et inférieure de Shom (pour plusde détail de la démonstration, voir [16℄) :
2Σ : ε(ξ

′

) − ε(ξ
′

) : C : ε(ξ
′

) ≤ Σ : S
hom : Σ ≤ σ∗ : S : σ∗ (4.13)où Σ est la 
ontrainte ma
ros
opique imposée. Les inégaliés 
i-dessus ont lieupour tout 
hamp σ statiquement admissible ave
 Σ au sens et pour tout 
hampde dépla
ement ξ

′ .Pour une déformation ma
ros
opique imposée E dans le 
adre de 
ondi-tions aux limites homogènes, les prin
ipes de minima de l'énergie potentielleet de l'énergie 
omplémentaire fournissent de même des bornes supérieure etinférieure de Chom (voir [16℄) :
2E : σ∗ − σ∗ : S : σ∗ ≤ E : C

hom : E ≤ ε(ξ
′

) : C : ε(ξ
′

) (4.14)Les inégaliés 
i-dessus ont lieu pour tous les 
hamps ξ
′ 
inématiquement admis-sibles ave
 E et pour tous les 
hamps σ∗ satisfaisant la 
ondition d'équilibre.L'appli
ation dire
te de (4.13) ou de (4.14) donne les bornes de Voigt et deReuss de la rigidité e�e
tive des milieux hétérogènes. Considérons un milieuporeux élastique linéaire. Travaillons par exemple ave
 (4.13). On 
onsidère un
hamp des dépla
ements de la forme ξ

′

(z) = E
′

.z ave
 E
′ symétrique. La borneinférieure de Shom donnée par (4.13) devient :

Σ : S
hom : Σ ≥ 2Σ : E

′ −E
′ : C : E

′ (4.15)Le terme de droite atteint sa valeur maximale lorsque E
′ atteint la valeur opti-male E

′

opt = C
−1

: Σ. Puisque la 
ondition (4.15) est valable pour tout 
hoix de
E

′, on obtient (pour E
′

opt) :
Σ : S

hom : Σ ≥ Σ : C
−1

: Σ (4.16)Pour un milieu poreux de porosité ϕ, 
ette 
ondition devient :
Σ : S

hom : Σ ≥ 1

1 − ϕ
Σ : S

s : Σ (4.17)
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onnu sous le nom de �borne de Voigt�. Il faut remarquer que 
ette
ondition s'applique pour toutes les valeurs de Σ. Par exemple, si l'on impose une
ontrainte ma
ros
opique sphérique Σ = Σ1, on obtient la borne supérieure dumodule de 
ompression volumique. Par 
ontre la borne supérieure du module de
isaillement est obtenue en imposant une 
ontrainte ma
ros
opique déviatorique :
khom ≤ (1 − ϕ)ks ; µhom ≤ (1 − ϕ)µs (4.18)Dans le 
as d'un poreux, la �borne de Reuss� se réduit à une forme triviale. Elleest obtenue 
lassiquement en 
onsidérant un 
hamp des 
ontraintes mi
ros
o-piques σ∗ = Σ uniforme, qui est bien statiquement admissible ave
 Σ. La bornesupérieure de Shom donnée par (4.13) devient :

Σ : S
hom : Σ ≤ Σ : S : Σ = Σ : S : Σ = ∞ (4.19)En d'autres termes, dans le 
as d'un milieu poreux, les bornes inférieures desmodules de 
ompression volumique et de 
isaillement sont nulles :

khom ≥ 0 ; µhom ≥ 0 (4.20)
'est-à-dire que la �borne de Reuss� n'est pas utile dans de 
as.Borne de Hashin-Shtrikman et assemblage de sphères 
om-posites de HashinOn montre que le module ksc introduit dans le 
adre du modèle de sphère 
reuse
onstitue une borne supérieure de khom pour tout milieu poreux véri�ant lapropriété de répartition spatiale isotrope des phases [26℄. Il s'agit de la bornedite de Hashin-Shtrikman supérieure, parfois notée kHS+.On 
onsidère maintenant un milieu poreux modèle 
onstitué par assem-blage de sphères 
reuses homothétiques (de même porosité) et d'un reliquatde solide. On note ϕsph la fra
tion volumique des sphères 
reuses. Les prin-
ipes variationnels en élasti
ité linéaire 
onduisent aux bornes du module de
ompression volumique e�e
tif [17℄ :
(

1 − ϕsph

ks
+

ϕsph

ksc

)−1

≤ khom ≤ (1 − ϕsph)ks + ϕsphksc (4.21)Dans la limite d'un milieu modèle 
onstitué ex
lusivement de sphères 
omposites(ϕsph → 1), on observe que khom = ksc. Ce résultat 
on�rme que la borne supé-rieure ksc = kHS+ est optimale, puisqu'elle est atteinte (asymptotiquement) parle milieu modèle en question.
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ation à l'endommagementS
héma diluéDans le 
as d'un milieu poreux dont la phase solide est homogène, la relation(4.11) devient
C

hom = C
s : (I − ϕA

p
) (4.22)L'estimation de Chom passe don
 par 
elle de A

p. Le s
héma dilué 
onsidère quel'intera
tion mé
anique entre les pores est négligeable. Ce
i permet de se ramenerà un problème simpli�é où un seul pore est plongé dans un milieu homogènein�niment grand par rapport au pore, auquel on 
onfère les propriétés mé
aniquesde la phase solide. On impose une déformation ma
ros
opique homogène E àl'in�ni (ξ(z) → E.z pour |z| → ∞). Dans le 
as d'un pore de forme ellipsoidale,le problème ainsi dé�ni est appelé problème d'Eshelby. Il est 
onsidéré plus endétail à la se
tion 4.2. Il s'agit d'une fa
on générale de déterminer le 
hampdes dépla
ements dans le solide, 
e qui permet de déterminer la déformation(moyenne) du pore εp en fon
tion de E. On obtient par 
e pro
édé une relationentre εp et E de la forme εp = Ap : E, où le tenseur Ap 
onstitue l'approximationdiluée du tenseur de lo
alisation de la déformation dans le pore. Le tenseur derigidité e�e
tive est �nalement estimé par :
C

hom = C
s : (I − ϕA

p) (4.23)Dans le 
as d'un pore sphérique et lorsque le milieu solide est isotrope, il en estde même de Ap et 
e dernier peut être déterminé analytiquement en utilisant lasolution 
lassique de [31℄. En 
onsidérant su

essivement des déformations ma-
ros
opiques sphérique et déviatorique, on peut déterminer les deux 
onstantess
alaires qui 
ara
térisent Ap. Les modules de 
ompression volumique et de 
i-saillement e�e
tifs sont alors donnés par ([16℄) :
khom = ks

(

1 − ϕ

(

1 +
3ks

4µs

))

; µhom = µs

(

1 − 5ϕ
3ks + 4µs

9ks + 8µs

) (4.24)L'estimation diluée peut être généralisée pour le 
as où la 
ondition ϕ ≪ 1 n'estpas satisfaite : on fait alors appel au s
héma di�érentiel. Il 
onsiste à partir dusolide en y in
orporant petit à petit la porosité de façon in
rémentale par étapessu

essives. Après 
haque étape, le milieu homogénéisé équivalent est déterminépar le s
héma dilué et 
onstitue le point de départ de l'étape suivante. Pour plusde détail voir [16℄.L'appro
he 
i-dessus, dédiée aux in
lusions (resp. pores) sphériques peutégalement être généralisée à des objets de forme ellipsoidale, gra
e à la solutiondu problème d'Eshelby que l'on présente 
i-après.



4.2. Problème d'Eshelby 734.2 Problème d'EshelbyLa solution du problème d'Eshelby est à la base d'une famille très importantede méthodes d'estimation, dont 
ette se
tion se propose de donner un bref aperçu.D'une façon générale, le problème de l'inhomogénéité d'Eshelby étudieune in
lusion ellipsoidale I, élastique linéaire homogène, plongée dans un milieusolide également élastique linéaire homogène (raideur Cs), supposé in�ni. On sedonne asymptotiquement des 
onditions aux limites homogènes en déformation(ξ(z) → E.z pour |z| → ∞). Eshelby ([21℄,[22℄) a montré que la déformation
εI dans l'in
lusion est homogène. Elle dépend évidemment linéairement de ladéformation imposée à l'in�ni. Dans le 
as d'un pore, le tenseur de lo
alisationde la déformation AI s'exprime dire
tement en fon
tion du tenseur d'Eshelby Sde l'objet en question (voir ainsi [16℄) :

εI = A
I : E = (I − S)−1 : E (4.25)où I est le tenseur unité d'ordre 4 et S est le tenseur d'Eshelby qui dépend dela rigidité du milieu environnant, de la forme et de l'orientation et de la rigiditéde l'in
lusion (voir [34℄, [28℄, [35℄).Par exemple, pour le 
as où l'in
lusion est un pore sphérique, S est untenseur isotrope qui s'é
rit dans la base (J, K) [16℄ :
S = αJ + βK (4.26)ave
 :

α =
3ks

3ks + 4µs
; β =

6(ks + 2µs)

5 (3ks + 4µs)
(4.27)On rappelle que J = 1 ⊗ 1/3 et K = I − J. ks et µs sont respe
tivement lemodule de 
ompression volumique et de 
isaillement de la phase solide.Pour un pore sphérique plongé dans un milieu in�ni, le tenseur de 
on
entrationde déformation est 
al
ulé par Ap = (I − S)−1 ave
 S est donné par (4.26).En utilisant 
ette expression dans (4.23), on peut déduire les modules de
ompression volumique et de 
isaillement e�e
tives estimés par le s
héma dilué :

kDL = ks

(

1 − ϕ
1

1 − α

)

; µDL = µs

(

1 − ϕ
1

1 − β

) (4.28)En introduisant (4.27) dans (4.28) on obtient exa
tement le résultat donné par(4.24). Dans 
e raisonnement, on a identi�é le solide et le milieu de référen
e
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ation à l'endommagementd'élasti
ité Co du problème d'Eshelby.Considérons à présent le 
as d'une �ssure ellipsoidal aplati de révolution,dé�ni par l'équation :
z2
1

c2
+

z2
2 + z2

3

ℓ2
= 1 (4.29)

ℓ désigne le rayon de la �ssure et c la demi-ouverture. Le ve
teur unitaire dansla dire
tion perpendi
ulaire au plan de la �ssure est n = e1. Le tenseur S dépenddu 
oe�
ient de Poisson de la phase solide νs et du rapport d'aspe
t X = c/ℓ del'in
lusion (voir l'annexe B). A 
oté du tenseur d'Eshelby, on utilise 
ourammentle tenseur P dit �tenseur de Hill de l'in
lusion�, relié à S par S = P : Cs.Pour un milieu mi
ro�ssuré, les �ssures tridimensionnelles sont 
onsidé-rées 
omme des in
lusions ellipsoidales dont le rapport d'aspe
t est in�nimentpetit X ≪ 1. On peut alors 
her
her à appliquer le résultat d'Eshelby enprenant la limite quand X tend vers 0. Malheureusement, les 
omposantes Ap
ijkld'indi
es 1111, 1212 et 1313 n'admettent pas de limite �nie. Ce
i traduit le faitque les 
hargements de type 
isaillement 12 ou 13 et la tra
tion dans la dire
tionnormale à la �ssure induisent des grandes déformations.

A
p = lim

X→0
(I − S(X))−1 = ∞ (4.30)En revan
he, il est utile pour la suite de noter l'existen
e d'une limite pour laquantité X(I − S(X))−1. La 
ontribution Le tenseur de 
on
entration de défor-mation de la �ssure est 
al
ulé don
 par :

lim
X→0

X(I − S(X))−1 = T(n) (4.31)Lorsque la phase solide du problème d'Eshelby est isotrope, T(n) est un tenseurisotrope transverse vis-à-vis de la dire
tion de la normale à la �ssure et quidépend du 
oe�
ient de Poisson de la phase solide νs. Dans la base de Walpole[49℄, il s'é
rit (voir la démonstration dans l'annexe B : (B.13)) :
T(n) =

4(1 − νs)

π

(

1 − νs

1 − 2νs
E2(n) +

1

2 − νs
E4(n) +

νs

1 − 2νs
E5(n)

) (4.32)4.2.1 Retour sur le s
héma dilué : appli
ation au milieumi
ro�ssuré4.2.1.1 Distribution isotrope transverse de mi
ro�ssuresOn examine le 
as d'un milieu mi
ro�ssuré 
onstitué de �ssures parallèles sup-posées de même rayon ℓ, de densité volumique N , de normale n = e1. La relation
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her sur le 
al
ul de la quantité ϕA
p. Il s'agit en fait d'uneforme indéterminée, puisqu'on a vu (se reporter à (4.30)) que le tenseur de lo-
alisation tend vers l'in�ni, tandis que la fra
tion voumique des mi
ro�ssuresest a priori un in�niment petit. Plus pré
isément, notant c 
omme en (4.29) lademi-ouverture et X = c/ℓ le rapport d'aspe
t, on observe que ϕ = 4Nπℓ2c/3,
'est-à-dire ϕ = 4Nπℓ3X/3. Dans l'esprit du s
héma dilué, on estime A

p par
(I − S(X))−1 : le produit ϕA

p fait alors apparaitre le tenseur T(n) de (4.31),donné dans la base de Walpole par (4.32). Il en résulte que
ϕA

p
=

16(1 − νs)ǫ

3

(

1 − νs

1 − 2νs
E2(n) +

1

2 − νs
E4(n) +

νs

1 − 2νs
E5(n)

) (4.33)où l'on a posé ǫ = Nℓ3, qu'on l'appelle �paramètre d'endommagement�. La dé-
omposition du tenseur de rigidité du matériau sain Cs dans le repère de Walpoles'é
rit selon(B.7) (voir la démonstration dans l'annexe B) :
C

s =
2µs

1 − 2νs

(

E1 + (1 − νs)E2 + (1 − 2νs)
(

E3 + E4

)

+ νs
E5

) (4.34)En introduisant (4.33) et (4.34) dans (4.23), on obtient l'estimation diluée dutenseur de rigidité e�e
tive d'un matériau 
ontenant des mi
ro�ssures parallèlessous la forme :
C

DL =

6
∑

i=1

cDL
i Ei (4.35)ave
 :

cDL
1 =

2µs

(1 − 2νs

(

1 +
32νs2(νs − 1)ǫ

3(1 − 2νs)

)

; cDL
2 =

2µs(1 − νs)

1 − 2νs

(

1 − 16(νs − 1)2ǫ

3(1 − 2νs)

)

cDL
3 = 2µs ; cDL

4 = 2µs
(

1 − 16(1 − νs)ǫ

3(2 − νs)

)

; cDL
5 = cDL

6 =
2µsνs

1 − 2νs

(

1 − 16(νs − 1)2ǫ

3(1 − 2νs)

)(4.36)Les signi�
ations physiques de 
es 
oe�
ients sont les suivantes : kp = c1/2 est lemodule de 
ompression transversale e�e
tif (dans le plan de �ssures) ; µp = c3/2est le module de 
isaillement transversal e�e
tif ; µl = c4/2 est le module de
isaillement longitudinal. Le module d'Young dans la dire
tion perpendi
ulaireau plan de �ssures et le 
oe�
ient de Poisson 
orrespondant sont respe
tivementdéterminés en fon
tion des 
oe�
ients 
i-dessus par (voir [11℄) :
E11 = c2 −

2c2
5

c1

; ν12 =
c5

c1

(4.37)
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tion à l'homogénéisation des milieuxhétérogènes : appli
ation à l'endommagementEn utilisant 
es formules 
i-dessus, on obtient pour les estimations dilué du mo-dule d'Young longitudinale et le 
oe�
ient de Poisson 
orrespondant par :
EDL

11 = Es 3(2νs − 1) + 16(1 − νs)2ǫ

3(2νs − 1) + 32νs2(1 − νs)ǫ
; νDL

12 = νs 3(2νs − 1) + 16(1 − νs)2ǫ

3(2νs − 1) + 32νs2(1 − νs)ǫ(4.38)On peut observer que :
νDL

12 /EDL
11 = νs/Es (4.39)4.2.1.2 Distribution isotrope de mi
ro�ssuresPour le 
as des �ssures distribuées et orientées de façon isotrope, l'évaluation di-luée de A

p dans (4.23) est obtenue en prenant la moyenne sur toutes les dire
tionsde la normale au plan de �ssure :
ϕA

p
=

4π

3
ǫ < T > (4.40)où le paramètre d'endommagement ǫ 
onserve l'expression pré
édente ; < T >désigne la moyenne sur les orientations de la normale du tenseur T(n) de (4.32) :

< T >=
4
(

1 − νs2
)

3π(1 − 2νs)
J +

8(1 − νs)(5 − νs)

15π(2 − νs)
K (4.41)En introduisant (4.40) dans (4.23), on peut déduire les modules de 
ompressionvolumique et de 
isaillement e�e
tifs :

kDL = ks
(

1 − γǫ
)

; µDL = µs
(

1 − ζǫ
) (4.42)où γ et ζ sont déterminés en fon
tion du 
oe�
ient de Poisson par :

γ =
16

9

1 − νs2

1 − 2νs
; ζ =

32

45

(

1 − νs
)(

5 − νs
)

2 − νs
(4.43)4.2.2 S
héma de Mori-TanakaD'une manière générale, le s
héma de Mori-Tanaka est dédié à une mi
rostru
turede 
omposites à matri
e et in
lusions et vise à améliorer l'estimation diluée enprenant en 
ompte l'intera
tion entre les in
lusions. Ce s
héma reste basée surla solution du problème d'Eshelby, dans lequel la 
ondition de dépla
ement àl'in�ni (ξ(z) → E.z pour |z| → ∞) est rempla
ée par une 
ondition du mêmetype, mais faisant intervenir une déformation auxiliaireEo qui s'interprète 
ommela déformation moyenne dans la matri
e : ξ(z) → Eo.z pour |z| → ∞. La relationentre Eo et la déformation ma
ros
opique E est obtenue en exploitant la règle
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ales : ε = E. Pour un milieu poreux à phasesolide homogène d'élasti
ité Cs, on obtient [16℄ :
C

MT = (1 − ϕ)Cs :

(

(1 − ϕ)I +
∑

i

ϕi(I − Si)
−1

)−1 (4.44)Cette expression prend en 
ompte des pores indexés par i, de fra
tion volumique
ϕi (ϕ =

∑

i ϕi), et de tenseur d'Eshelby Si.Pour le 
as des pores sphériques, les modules de 
ompression volumique et de
isaillement e�e
tives estimés par 
e s
héma s'é
rivent :
kMT = ks 4(1 − ϕ)µs

3ϕks + 4µs
; µMT = µs (1 − ϕ)(9ks + 8µs)

9ks(1 + 2ϕ/3) + 8µs(1 + 3ϕ/2)
(4.45)Sur le plan théorique, on montre que les expressions 
i-dessus 
oin
ident ave
les bornes supérieures de Hashin-Shtrikman (kHS+ (voir se
tion 4.1) et µHS+),valable pour un poreux quel
onque, ayant une phase solide homogène d'élasti
itéisotrope (modules ks et µs), sous réserve de l'isotropie statistique.Pour le 
as d'un milieu mi
ro�ssuré, on prend la limite de la rigidité ef-fe
tive donnée par (4.44) quand X → 0. Cela 
onduit en parti
ulier à ϕ → 0.On utilise à nouveau le fait que ϕi = 4πℓ3X/(3|Ω|).4.2.2.1 Distribution isotrope transverse de mi
ro�ssuresPour le 
as des �ssures parallèles, T = T(n) est donné par (4.32), de sorte que letenseur de rigidité e�e
tif estimé par (4.44) s'é
rit :

C
MT =

6
∑

i=1

cMT
i Ei (4.46)ave
 :

cMT
1 =

2µs
(

16
(

1 − νs2
)

ǫ + 3
)

16(1 − νs)2ǫ + 3(1 − 2νs)
; cMT

2 =
6µs(1 − νs)

16(1 − νs)2ǫ + 3(1 − 2νs)
; cMT

3 = 2µs

cMT
4 =

6µs(2 − νs)

16(1 − νs)ǫ + 3(2 − νs)
; cMT

5 = cMT
6 =

6µsνs

16(1 − νs)2ǫ + 3(1 − 2νs)
(4.47)En utilisant les équations dans (4.37), on obtient pour les estimations de Mori-Tanaka du module d'Young longitudinal et le 
oe�
ient de Poisson 
orrespon-dant :

EMT
11 = Es 3

3 + 16(1 − νs2)ǫ
; νMT

12 = νs 3

3 + 16(1 − νs2)ǫ
(4.48)
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ation à l'endommagementOn peut observer que :
νMT

12 /EMT
11 = νs/Es (4.49)4.2.2.2 Distribution isotrope de mi
ro�ssuresOn obtient :

C
MT = C :

(

I +
4π

3
ǫ < T >

)−1 (4.50)où < T > est le tenseur de (4.41). Les modules de 
ompression volumique et de
isaillement e�e
tifs obtenus par l'estimation de Mori-Tanaka s'é
rivent :
kMT = ks/

(

1 + γǫ
)

; µMT = µs/
(

1 + ζǫ
) (4.51)où γ et ζ sont donnés par (4.43). On observe que les estimations diluées deeq :kmuDL 
onstituent un développement limité au premier ordre de 
elles de(4.51).4.2.3 S
héma auto-
ohérentL'idée du s
héma auto-
ohérent 
onsiste à supposer que 
'est le matériau homo-généisé lui-même qui joue le r�le de la matri
e dans le problème d'Eshelby. Enexploitant 
ette idée, la rigidité d'un milieu poreux prévue par le s
héma auto-
ohérent, qu'on note Cac, a l'expression suivante (voir le détail dans [16℄). A ladi�éren
e de (4.44), les tenseurs d'Eshelby de la phase solide Ss et des pores Sisont relatifs au milieu homogénéisé, et non au matériau solide :

C
ac = (1 − ϕ)Cs : (I + Ss : C

ac−1 : (Cs − C
ac))−1 :

(

(1 − ϕ)(I + Ss : C
ac−1 : (Cs − C

ac))−1 +
∑

i

ϕi(I − Si)
−1

)−1(4.52)Cette expression n'est pas expli
ite, en raison du fait que Cac intervient dansle 
al
ul du membre de droite. Cela rend di�
ile l'obtention de résultats analy-tiques, en parti
ulier dans le 
as du milieu mi
ro�ssuré.Pour le 
as plus simple des pores sphériques, les modules de 
ompression vo-lumique et de 
isaillement e�e
tives estimés par 
e s
héma sont solutions dusystème :
kac = ks 1 − ϕ

1 + αac(ks − kac)/kac
; µac = µs 1 − ϕ

1 + βac(µs − µac)/µac
(4.53)
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 :
αac =

3kac

3kac + 4µac
; βac =

6(kac + 2µac)

5 (3kac + 4µac)
(4.54)Les �gures 4.1 et 4.2 montrent 
lairement que les estimations diluée, de Mori-Tanaka et auto-
ohérente ne sont voisines que pour ϕ ≪ 1. Pour le modulede 
isaillement, on observe que les estimations diluée et auto-
ohérente restentnéanmoins très pro
hes. On note que les estimations diluée et auto-
ohérentedonnent toujours des valeurs inférieures à 
elle de l'estimation de Mori-Tanaka,dont on a vu qu'elle 
oin
ide formellement ave
 la borne supérieure de Hashin-Shtrikman.
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Fig. 4.1 � Estimations et bornes de khom/ks pour un matériau élastique 
onte-nant des pores sphériques
4.2.4 Appro
he de Ponte-Castaneda et WillisDédiée au 
as d'un 
omposite à matri
e et in
lusions, l'appro
he de Ponte-Castaneda et Willis [11℄ vise à in
orporer d'une part l'information 
on
ernantla forme et l'orientation des in
lusions élémentaires (par exemple, des pores), et
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Fig. 4.2 � Estimations de µhom/µs pour un matériau élastique 
ontenant despores sphériques
d'autre part l'information sur la distribution spatiale de 
es objets. A 
haqueinformation est atta
hé un tenseur de Hill (resp. d'Eshelby). Le premier estrelatif à la forme (ellipsoidale) et l'orientation de l'in
lusion. Le se
ond, noté
Pd est relatif à l'ellipsoide qui dé
rit la symétrie de la distribution de la phasein
lusionnaire 
onsidérée par rapport à une autre phase donnée. Il importeévidemment de bien distinguer l'hypothèse 
on
ernant la distribution des orien-tations et 
elle 
on
ernant la distribution spatiale d'une famille in
lusionnairedonnée. Elles sont a priori dé
onne
tées.De type variationnelle, 
ette démar
he délivre des bornes. Dans le 
asd'in
lusions sphériques distribuées de fa
on isotrope, on retrouve les bornes deHashin-Shtrikman. Nous nous intéressons i
i tout spé
ialement à l'appli
ationde 
es résultats au 
as de la mi
ro�ssuration. Dans le 
as d'une distributionspatiale isotrope des familles de mi
ro�ssures, le tenseur Pd est 
elui d'unesphère plongée dans un milieu d'élasti
ité Cs. On peut alors utiliser les notations
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Pd =

αs

3ks
J +

βs

2µs
K avec αs =

1 + νs

3(1 − νs)
et βs =

2

15

4 − 5νs

1 − νs
(4.55)Plus généralement, on pourra 
onsidérer un tenseur Pd unique pour toutes lesfamilles de mi
ro�ssures, 
ara
térisé par un s
alaire wd dé
rivant la symétrie(ellipsoidale) de la distribution spatiale1. Le 
as wd = 1 
orrespond à l'isotropiede distribution spatiale.L'expression du tenseur d'élasti
ité homogénéisé est alors :

C
PCW = C

s − (I + C
s :
∑

i

ϕi(I − Si)
−1 : Pd) : C

s :
∑

i

ϕi(I − Si)
−1 (4.56)où Si désigne le tenseur d'Eshelby de la mi
ro�ssure i plongée dans un milieud'élasti
ité Cs.4.2.4.1 Distribution isotrope de l'orientation des mi
ro�ssuresDans le 
as d'une répartition isotrope de l'orientation des �ssures, on obtient :

∑

i

ϕi(I − Si)
−1 =

4π

3
ǫ < T > (4.57)où < T > est donné par (4.41). Le tenseur d 'élasti
ité e�e
tif CPCW est iso-trope. Il est obtenu en introduisant (4.41) et (4.55) dans (4.56). Les modules de
ompression et de 
isaillement e�e
tifs sont :

kPCW = ks 1 + γ(αs − 1)ǫ

1 + γαsǫ
; µPCW = µs 1 + ζ(βs − 1)ǫ

1 + ζβsǫ
(4.58)Les �gures 4.3 et 4.4 présentent la variation des modules élastiques normalisésen fon
tion du paramètre d'endommagement ǫ pour une valeur donnée du 
oe�-
ient de Poisson de la phase solide. Ces �gures montrent que l'estimation de MTdonne des valeurs supérieures tandis que les valeurs données par l'estimation DLsont toujours inférieures par rapport aux deux autres. Il n'est valable que pour

ǫ < 0, 28. On peut observer ainsi que le module de 
ompression volumique dimi-nue plus vite que le module de 
isaillement quand le niveau d'endommagementaugmente.1Plus pré
isément, il s'agit du rapport d'aspe
t de l'ellipsoide dé
rivant la distribution,pourplus de détail, voir [11℄)
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Fig. 4.3 � Estimations de khom/ks le 
as de distribution isotrope de mi
ro�ssures4.2.4.2 Mi
ro�ssures parallèlesOn 
onsidère à présent une famille de �ssures parallèles. Pour une distributionspatiale isotrope (wd = 1), le tenseur de distribution de (4.55) exprimé dans labase de Walpole s'é
rit :
P =

1 + ν

15Es(1 − ν)

(

(6− 10ν)E1 +(7− 10ν)E2 +(8− 10ν)
(

E3 + E4

)

−
(

E5 + E6

)

)(4.59)Les 
al
uls symboliques dans Maple des produits tensoriels nous donnent les 
inqparamètres élastiques endommagés de l'estimation de PCW donnée par (4.56)de 
e 
as isotrope transverse. En utilisant les équations dans (4.37), on obtient�nalement les estimations de Ponte Castaneda et Willis du module d'Younglongitudinale et le 
oe�
ient de Poisson 
orrespondant par :
EPCW

11 = Es 128ǫ− 45

(240νs2 − 112)ǫ − 45
; νPCW

12 = νs 128ǫ − 45

(240νs2 − 112)ǫ − 45
(4.60)On peut observer que :

νPCW
12 /EPCW

11 = νs/Es (4.61)
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Fig. 4.4 � Estimations de µhom/µs le 
as de distribution isotrope de mi
ro�ssuresPour une distribution quel
onque des �ssures parallèles, on peut ainsi déterminerles 
inq paramètres élastiques e�e
tives grâ
e à des expressions des s
alaires dutenseur de distribution P en fon
tion de wd [11℄. On fait des di�érents 
al
uls ave
di�érentes valeurs de wd varie de 1 à 0, 1. En 
omparant les trois estimations,on peut 
on
lure que l'estimation de MT donne toujours des valeurs les plusgrandes par rapport aux deux autres, par 
ontre l'estimation DL donne toujoursdes valeurs les plus petites. Cette 
on
lusion est illustrée par la 
omparaison desd'Young longitudinale normalisé Ehom
11 /Es. La 
omparaison est présentée par la�gure 4.5. On remarque ainsi que l'estimation de PCW tend vers 
elle de MTlorsque wd tend vers 0.4.3 Con
lusionsCe 
hapitre a introduit quelques éléments de mi
romé
anique pour les milieuxélastiques hétérogènes en vue d'appli
ations pour la modélisation de l'endom-magement.
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Fig. 4.5 � Estimations de Ehom
11 /Es le 
as de distribution isotrope transverse demi
ro�ssuresOn a rappelé tout d'abord les notions de base : le v.e.r., les notions de 
ontrainteet déformation ma
ro- et mi
ros
opique en lien ave
 les 
onditions sur le borddu v.e.r., les règles de moyenne, le lemme de Hill. On a donné l'expressiongénérale du tenseur de rigidité homogénéisé à l'aide de la notion de tenseurde lo
alisation de 
ontrainte et de déformation. Après avoir évoqué la notionde bornes, on a présénté le problème d'Eshelby pour le 
as de l'in
lusion deforme ellipsoidale, qui est à l'origine d'une 
lasse très importante de s
hémasd'homogénéisation 
lassiques. On a 
on
lu par l'appro
he variationnelle dePonte Castaneda et Willis qui o�re la possibilité de bien distinguer les symétriesde forme et distribution spatiale.S'agissant de l'endommagement par mi
ro�ssuration, l'appro
he mi
romé-
anique permet d'introduire naturellement le paramètre d'endommagement ǫqui est déterminé en fon
tion du rayon de la �ssure et de la densité de �ssuration.Di�érentes estimations (resp. bornes supérieures) des 
ara
téristiques ef-
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tives du matériau endommagé sont présentées. On s'est intéressé i
i au 
asd'une distribution isotrope des orientations et à 
elui de �ssures parallèles entestant l'estimation diluée, 
elle de Mori-Tanaka, l'estimation auto
ohérenteet l'appro
he variationnelle de Ponte Castaneda et Willis. On a noté quel'estimation de Mori-Tanaka apparaissait 
omme un 
as limite de l'appro
he dePonte Castaneda et Willis.
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hapitre vise à la détermination du 
omportement e�e
tif d'un matériaumi
ro�ssuré vis
oélastique linéaire. En raison de la non linéarité de la 
on
en-tration de déformation dans les �ssures, 
e dernier ne peut pas être obtenudire
tement à partir d'une 
ombinaison du prin
ipe de 
orrespondan
e ave
les s
hémas d'homogénéisation basés sur la solution du problème d'Eshelby.



88Chapitre 5. Modèle de Burger pour le 
omportement e�e
tif d'unsolide vis
oélastique mi
ro�ssuréL'appro
he alternative proposée est basée sur la relation linéaire entre la
ontrainte ma
ros
opique et la dis
ontinuité des dépla
ements lo
aux à traversde la �ssure. On en déduit une appro
he analytique du 
omportement e�e
tifdans le 
adre du modèle de Burger.On se limite au 
as isotrope, à la fois en 
e qui 
on
erne la distributionet l'orientation, et au 
as isotrope transverse 
orrespondant à des mi
ro�ssuresparallèles.5.1 Introdu
tionComme 
ela a déjà été évoqué au 
hapitre 2, le 
omportement mé
aniquedi�éré du béton est souvent appro
hé par un modèle vis
oélastique linéaire,la formulation la plus simple de 
elui-
i étant non vieillissante (v.l.n.v.). Enpratique, on exploite le prin
ipe de 
orrespondan
e qui transforme un problèmev.l.n.v. en un problème élastique linéaire.C'est l'idée du présent 
hapitre qui vise à évaluer l'in�uen
e des mi
ro�s-sures sur le 
omportement e�e
tif d'un matériau v.l.n.v.. Comme on l'a vu dansle 
as de l'élasti
ité au 
hapitre 4, la détermination du 
omportement e�e
tifdans le 
adre de l'homogénéisation revient à résoudre un problème aux limitesdé�ni sur un volume élémentaire représentatif (v.e.r.). Comme le montre dela littérature (voir par exemple [2℄), l'homogénéisation des matériaux v.l.n.v.hétérogènes peut en général être obtenue par une 
ombinaison du prin
ipede 
orrespondan
e et des s
hémas d'homogénéisation de type �Eshelby� pourles milieux aléatoires élastiques hétérogènes. Cependant, on montre i
i quela non linéarité de la 
on
entration de déformation dans les �ssures interditl'appli
ation dire
te de 
e raisonnement. Sur la base d'une appro
he alternative,la 
ontribution de la présente étude est de fournir une estimation quantitativedu 
omportement e�e
tif des milieux v.l.n.v. et d'en exprimer le résultat sous laforme d'un modèle vis
oélastique de Burger.5.2 Homogénéisation des matériaux vis
oélas-tiques mi
ro�ssurésOn examine l'endommagement induit par des mi
ro�ssures dans un matériauv.l.n.v. du type dé
rit dans le 
hapitre 2. Le moyen le plus naturel pour aborder
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oélastiques mi
ro�ssurés 89
ette question est de prendre les résultats 
on
ernant le 
omportement e�e
tifdes matériaux élastiques linéaires mi
ro�ssurés (voir par exemple [7℄, [28℄, [16℄)et d'appliquer le prin
ipe de 
orrespondan
e. Cependant, 
ertaines pré
autionsdoivent être prises en 
ompte dans la transposition des résultats mathématiquesde l'élasti
ité à la vis
oélasti
ité.5.2.1 Retour sur le problème élastique linéaireIl est bien 
onnu que les s
hémas d'homogénéisation habituels en élasti
ité hété-rogènes, tels que les s
hémas dilué, auto
ohérent ou de Mori-Tanaka, sont baséssur le 
on
ept de lo
alisation des déformations (voir le 
hapitre 4 dont on rap-pelle très brièvement quelques résultats). En bref, étant donné un v.e.r. Ω et ladéformation ma
ros
opique E, la relation entre E et le dépla
ement aux limitesde Ω est linéaire :
(∀z ∈ ∂Ω) : ξ(z) = E · z (5.1)De 
e fait, dans le 
adre d'un 
omportement linéaire, la déformation lo
ale ε(z)est reliée linéairement à E par un tenseur du quatrième ordre que l'on appelle�tenseur de lo
alisation� :

ε(z) = A(z) : E (5.2)Le tenseur de raideur e�e
tif Chom du 
omposite est alors 
al
ulé par la moyenne
C(z) : A(z), où C(z) désigne le tenseur de raideur lo
al. Dans le 
as d'un milieuporeux, ave
 une phase solide homogène dont le tenseur de rigidité est noté Cs,on a vu que l'on obtient (voir par exemple [16℄) :

C
hom = C

s : (I − ϕA
p
) (5.3)où ϕ est le fa
teur volumique, I est le tenseur unitaire d'ordre 4 et A

p est lamoyenne de A(z) dans l'espa
e poreux Ωp. Le prin
ipe de l'estimation de A
pprovient de la solution du problème d'Eshelby. Celui-
i 
onsidère une in
lusionellipsoïdale unique homogène I plongée dans un milieu in�ni également homo-gène 
omposé d'un matériau élastique di�érent. Etant donnée une déformationma
ros
opique E, la 
ondition linéaire de dépla
ement asymptotique prend laforme :

|z| → ∞ : ξ(z) → E · z (5.4)Eshelby a montré que la déformation εI dans l'in
lusion est uniforme (voir(4.25)). Par exemple, dans le 
as d'une 
avité au sein d'un milieu solide in�ni de
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oélastique mi
ro�ssurétenseur de rigidité Cs, εI est donné par :
εI = (I − S)−1 : E (5.5)où S est le tenseur d'Eshelby de la 
avité qui dépend de la géométrie de la
avité et du tenseur d'élasti
ité du matériau sain Cs ([21℄). Par la suite (voirles équations (5.2)) et (5.3)), le s
héma dilué est simplement obtenu en prenant

A
p

dil = (I − S)−1 
omme une estimation de A
p. Le s
héma de Mori-Tanaka peutêtre obtenu en 
onsidérant l'intera
tion mé
anique entre les pores élémentaires

A
p

MT = (I − S)−1 : ((1 − ϕ)I + ϕ(I − S)−1)−1.La �ssure 3D est habituellement modélisée par un sphéroïde 
ara
térisépar son rapport d'aspe
t X ≪ 1. Dans 
e 
as, le tenseur d'Eshelby S est unefon
tion de X. Soit n est l'indi
e asso
ié à la dire
tion normale de la �ssure. Leproblème mathématique ren
ontré spé
i�quement dans le 
as de �ssures résidedans le fait que les 
oe�
ients d'indi
es nnαβ et nαnα du tenseur(I − S)−1sont de l'ordre de 1/X (voir 4.30 et 4.31). Cela implique que le rapport entrela déformation normale εI
nn de l'in
lusion et la déformation ma
ros
opique Eest de l'ordre de 1/X (voir 5.5). Ce
i montre que la variation de X est nonnégligeable, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse de linéarité sur laquellela notion de tenseur de 
on
entration de déformation est fondée. Cette questiona été dis
utée en détails dans [14℄.A�n de surmonter 
ette di�
ulté, l'idée 
onsiste à 
onsidérer la formula-tion di�érentielle du problème dans laquelle le tenseur de 
on
entration de ladéformation doit être rempla
é par un tenseur de 
on
entration du taux dedéformation de telle sorte que (5.2) devient :

ε̇(z) = A(z) : Ė (5.6)De même, la formulation di�érentielle de la solution du problème d'Eshelby pourune 
avité sphéroïdale devient :
ε̇I =

(

I − S(X)
)−1

: Ė (5.7)où X se réfère maintenant à rapport d'aspe
t dans le 
on�guration a
tuelle dela 
avité sphéroïdale. Finalement, l'usage de A
p

dil ou A
p

MT dans l'équation (5.3)
onduit à une estimation de la raideur tangente e�e
tive. Pour des raisons mathé-matiques liées au fait que la porosité de la �ssure ϕ est proportionnelle à X (voirpar exemple [14℄), il s'avère que 
ette raideur tangente e�e
tive est en fait indé-pendante de X. C'est 
e résultat qui permet de 
on
lure que le 
omportement
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tif est bien élastique linéaire. Cette remarque justi�e les développements du
hapitre 4. D'un point de vue théorique, le raisonnement �en vitesses� basé sur letaux de déformation est indispensable a�n d'éviter la di�
ulté asso
iée à l'exis-ten
e d'une déformation �nie dans la dire
tion normale aux �ssures. Mais d'unpoint de vue pratique, le �passage en for
e� e�e
tué impli
itement au 
hapitre 4ne porte pas à 
onséquen
e. La situation est nettement plus 
omplexe en vis
o-élasti
ité linéaire dans la perspe
tive d'appliquer le prin
ipe de 
orrespondan
e,
omme on va le voir maintenant.5.2.2 Le 
as vis
oélastiqueLa transformation de Lapla
e-Carson étant un opérateur linéaire, il ne peut êtreappliqué utilement qu'à un ensemble d'équations linéaires. Or, dans le 
as desmi
ro�ssures, la se
tion pré
édente a souligné l'existen
e d'une non-linéarité àl'é
helle lo
ale dans la relation entre la déformation de la �ssure et de la défor-mation ma
ros
opique. Cela implique que l'homogénéisation d'un milieu vis
o-élastique �ssuré n'est pas aussi simple que 
elle du 
as standard, à 
ause de laspé
i�
ité de l'hétérogénéité de type ��ssure�.Plus pré
isément, l'extension standard pour des matériaux v.l.n.v. des s
hé-mas d'homogénéisation en élasti
ité linéaire est basée sur la transformation deLapla
e-Carson. Elle 
onduit à rempla
er la relation d'homogénéisation élastique
Chom = C : A par

C
hom∗

= C∗ : Av (5.8)Dans (5.8), le tenseur de 
on
entration de la déformation Av doit maintenantêtre estimé pour un v.e.r. �
tif ayant la même géométrie que le v.e.r. réel etune rigidité élastique �
tive C∗(p). Le problème réside dans le 
hangementde 
on�guration du v.e.r. au 
ours du 
hargement, 
onséquen
e des grandesdéformations de la �ssure. D'autre part, le passage à une lo
alisation �envitesses� du type (5.7) ne permet pas d'éviter l'obsta
le, du fait que 
etterelation n'est linéaire que dans la seule 
on�guration a
tuelle. Le but de 
ettese
tion est de présenter une appro
he alternative aux s
hémas de type Eshelby,permettant de surmonter la di�
ulté qui vient d'être identi�ée.Nous 
onsidérons un v.e.r. Ω 
onstitué d'un matériau v.l.n.v. du type dé-
rit au 
hapitre 2 et 
omportant un réseau de �ssures en forme de disque.Contrairement au modèle de �ssure ellipsoïdale 
onsidéré dans les appro
hesde type d'Eshelby qui par nature est tridimensionnel, la �ssure est mathémati-quement abordée à présent 
omme un disque plan dans le 
adre d'un modèle
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ro�ssurégéométrique de nature bidimensionnelle (�ssure de Gri�th). En parti
ulier,la notion du rapport d'aspe
t est étrangère à 
ette nouvelle appro
he. Surl'intervalle de temps du 
hargement, on suppose que le dépla
ement ξ(z, t)est pres
rit sur le bord ∂Ω. Celui-
i est relié à l'histoire de la déformationma
ros
opique E(t) par ξ(z, t) = E(t) · z. En 
onséquen
e, la déformationma
ros
opique est liée au 
hamp de déformations mi
ros
opiques dans la phasesolide Ωs par une règle de moyenne qui doit être 
orrigée par un terme tenant
ompte de la déformation (�nie) des �ssures :
E =

1

|Ω|

(
∫

Ωs

ε dV +
∑

i

∫

Ci

[ξ]i
s
⊗ ni dS

) (5.9)où Ci dénote la �ssure noi, ni est le ve
teur unitaire normal au plan de la �ssureet [ξ]i la dis
ontinuité de dépla
ement entre les deux lèvres de la �ssure 
omptéedans le sens de ni.Le tenseur de 
ontrainte ma
ros
opique Σ(t) et le 
hamp des 
ontraintes mi
ro-s
opiques σ(z, t) sont liés par la règle de moyenne usuelle : Σ = σ. Dans le 
asdes �ssures vides, elle prend la forme :
Σ =

1

|Ω|

∫

Ωs

σ dV (5.10)L'idée 
onsiste à anti
iper que le 
hamp de déformations mi
ros
opiques dansle solide et la dis
ontinuité de dépla
ement [ξ]i dépendent linéairement de ladéformation ma
ros
opique, 
e qui devra être 
on�rmé a posteriori. Ce
i permetd'appliquer la transformation de Lapla
e-Carson à la relation de moyenne (5.9),
e qui donne :
E

∗ =
1

|Ω|

∫

Ωs

ε∗ dV +
1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

) (5.11)Nous 
her
hons maintenant la relation ma
ros
opique entre la déformation E
∗ etla 
ontrainte Σ

∗. Pour 
ommen
er, on 
ombine la règle de la 
ontrainte moyenne(5.10) ave
 l'équation d'état du solide de forme σ∗ = C∗ : ε∗. La règle de moyenne(5.11) devient :
E

∗ = C
∗−1 : Σ

∗ +
1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

) (5.12)L'équation 
i-dessus suggère de re
her
her une estimation de [ξ]∗i en fon
tion de
Σ

∗. Pour 
e faire, nous utilisons un s
héma dilué en 
ontrainte (voir par exemple[15℄). Cela revient à 
onsidérer une seule �ssure dans un milieu �
tif élastique



5.3. Distribution isotrope de l'orientation des �ssures 93in�ni de rigidité C∗(p) ave
 un état de 
ontrainte asymptotique, 
'est-à-dire àl'in�ni) qui n'est autre que Σ
∗. La dis
ontinuité de dépla
ement [ξ]∗i est alorsestimée par la solution de 
e problème 
lassique de la mé
anique linéaire de larupture.Plus pré
isément, 
onsidérons le système de 
oordonnées 
ylindriques dé�-nis à partir de l'axe de symétrie de la �ssure. Le rayon de la �ssure est noté par

ℓ. Si la 
ontrainte à l'in�ni est isotrope, par exemple Σ
∗ = Σ∗

1, la dis
ontinuitéest normale au plan de �ssure (mode I) et s'é
rit :
[ξn]

∗ =
4(1 − ν∗)

π

Σ∗

µ∗

√

ℓ2 − ρ2 (5.13)où ν∗ et µ∗ sont respe
tivement donnés par 2.17 et 2.16. ρ est la distan
e entrele point 
onsidéré et le 
entre de la �ssure. Pour des 
ontraintes de 
isaillementà l'in�ni, par exemple Σ
∗ = Σ∗

n
s
⊗ t, ave
 t parallèle au plan des �ssures, ladis
ontinuité de dépla
ement est parallèle à la �ssure (mode II) et s'é
rit :

[ξt]
∗ =

4

π

Σ∗

µ∗

1 − ν∗

2 − ν∗

√

ℓ2 − ρ2 (5.14)Les équations (5.13) et (5.14) donnent les relations linéaires entre la dis
ontinuitéde dépla
ement élémentaire et la 
ontrainte ma
ros
opique. L'utilisation de 
esdernières dans (5.12) donne 
lairement une relation linéaire entre Σ
∗ et E

∗, quipeut être mise sous la forme Σ
∗ = Chom∗

: E
∗. Cette équation 
ara
térise le
omportement e�e
tif dans l'espa
e de Lapla
e-Carson. Pour mettre en ÷uvre
ette démar
he, il est né
essaire de pré
iser la distribution des orientations des�ssures. Dans la suite, la méthode est illustrée sur les 
as d'une distributionisotrope puis parallèle des orientations des �ssures.5.3 Distribution isotrope de l'orientation des �s-suresDans 
ette se
tion, on 
onsidère une distribution isotrope de l'orientation des �s-sures (voir 5.1). Le tenseur de raideur e�e
tif apparent dans l'espa
e de Lapla
e-Carson dé�ni par Chom∗ est don
 isotrope qui s'exprime dans la base (J, K) par :

C
hom∗

= 3khom∗
J + 2µhom∗

K (5.15)où J et K sont 
omme pré
édemment les proje
teurs sphérique et déviatoriqued'ordre 4. Pour déterminer khom∗ et µhom∗, on 
onsidère su

essivement des
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Fig. 5.1 � Distribution isotrope de l'orientation des �ssures
hargements ma
ros
opique sphérique et déviatorique.5.3.1 Comportement e�e
tif sous 
hargement sphériqueOn impose une 
ontrainte ma
ros
opique sphérique Σ∗

1 de sorte que la �ssures'ouvre suivant le mode I. La dis
ontinuité de dépla
ement est don
 [ξ]∗ = [ξn]∗noù [ξn]
∗ est donnée par (5.13). La 
ontribution élémentaire d'une �ssure à ladéformation ma
ros
opique est 
al
ulée par :

∫

C

[ξ]∗
s
⊗ n dS =

4Σ∗(1 − ν∗)

πµ∗
n⊗n

∫ 2π

0

(
∫ ℓ

0

√

ℓ2 − ρ2 ρ dρ

)

dθ =
8ℓ3

3

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗
n⊗n(5.16)On suppose que tous les �ssures ont le même rayon ℓ. L'intégration sur tous lesorientations des �ssures donne :

1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

)

=
8Nℓ3

3

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗

∫

|n|=1

n⊗n
dS

4π
=

8Nℓ3

9

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗
1(5.17)où l'on rappelle que N est la densité volumique de �ssures, 
'est-à-dire le nombrede �ssures dans un volume unité. En introduisant (5.17) dans (5.12) on obtient :

E
∗ = C

∗−1 : (Σ∗
1) +

8ǫ

9

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗
1 (5.18)où on rappelle que ǫ = Nℓ3 est le paramètre d'endommagement [7℄, qui a déjàété introduit en élasti
ité au 
hapitre 4. Dans 
ette équation, la �
omplaisan
e�s'é
rit : C∗−1 =

1

3k∗
J +

1

2µ∗
K où k∗ et µ∗ sont donnés par l'équation (2.16). Ce
i
onduit à la relation s
alaire :

trE∗ =

(

1

k∗
+

8ǫ

3

(1 − ν∗)

µ∗

)

Σ∗ (5.19)D'autre par, la loi de 
omportement homogénéisée s'é
rit E
∗ = Chom∗−1

: (Σ∗
1),
e qui se simpli�e i
i sous la forme trE∗ = Σ∗/khom∗. En 
omparant 
e résultat
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 (5.19), on parvient à une estimation du �module de 
ompression volumique�
khom∗ :

1

khom∗ =
1

k∗
+

8ǫ

3

(1 − ν∗)

µ∗
=

1 + ǫQ∗

k∗
avec Q∗ =

16

9

1 − ν∗2

1 − 2ν∗
(5.20)Pour la mise en pratique, on 
her
he à appro
her le 
omportement v.l.n.v. e�e
tifdu matériau étudié par un modèle de Burger (voir la �gure 5.2). Cela revient

Ce
M(ǫ) Cv

M(ǫ)

Ce
K(ǫ)

Cv
K(ǫ)Fig. 5.2 � Modèle rhéologique e�e
tif de Burger pour le matériau endommagéà re
her
her l'ensemble des paramètres de 
e dernier sous la forme de fon
tionsde ǫ : kM(ǫ), kK(ǫ), ηs

M(ǫ) et ηs
K(ǫ). Compte tenu de (2.16), si le matériau ho-mogénéisé était stri
tement du type �Burger�, il devrait satisfaire la 
onditionsuivante :

1

khom∗ =
1

kM(ǫ)
+

1

pηs
M(ǫ)/3

+
1

kK(ǫ) + pηs
K(ǫ)/3

(5.21)Si l'on reprend l'expression (5.20) de khom∗ et 
elle de ν∗ (voir (2.17)), il est fa
ilede voir que (5.21) ne peut pas être satisfaite de façon rigoureuse. Notre but estplut�t d'identi�er la meilleure approximation du 
omportement e�e
tif dans la
lasse du modèle de Burger. L'idée est de satisfaire le développement en série de(5.21) au se
ond ordre près au voisinage de p = 0 et p = ∞. Gardant en mémoireque
lim
t→∞

a(t) = lim
p→0

a∗(p) ; lim
t→0

a(t) = lim
p→∞

a∗(p) (5.22)le modèle de Burger re
her
hé devrait être une ex
ellente appro
he au moins à
ourt terme et à long terme. Pour la suite, nous utilisons le développement ensérie de Q∗ dans le voisinage de p = 0 :
Q∗ = Qo

o + Qo
1p + O(p2) (5.23)ave


Qo
o =

16

9

ηs
M(ηs

M + 2ηd
M)

ηd
M(2ηs

M + ηd
M)

(5.24)
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tif d'unsolide vis
oélastique mi
ro�ssuréet
Qo

1 = −32ηs
M

9ηd
M

ηs
M

2 + ηd
Mηs

M + ηd
M

2

(2ηs
M + ηd

M)2

(

ηs
M

3

(

1

kM
+

1

kK

)

− ηd
M

2

(

1

µM
+

1

µK

)

) (5.25)De la même façon, dans le voisinage de p = ∞, on a :
Q∗ = Q∞

o +
Q∞

−1

p
+ O(1/p2) (5.26)ave


Q∞
o =

4

3

kM(3kM + 4µM)

µM(3kM + µM)
(5.27)et

Q∞
−1 = −4kM

3µM

9k2
M + 6µMkM + 4µ2

M

(3kM + µM)2

(

3kM

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

− 2µM

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

)(5.28)Par ailleurs, le développement en séries de 1/k∗ 
orrespondant au modèle Burger(voir (2.16)) s'é
rit :
p = 0 :

1

k∗
=

3

ηs
M

1

p
+

(

1

kM
+

1

kK

)

+ O(p) (5.29)et
p = ∞ :

1

k∗
=

1

kM

+
1

p

(

3

ηs
M

+
3

ηs
K

)

+ O(1/p2) (5.30)En 
ombinant (5.29), (5.30) et (5.20) ensemble ave
 (5.23) et (5.26), les dé-veloppements en série de de 1/khom∗ au voisinage de p = 0 et p = ∞ sontrespe
tivement :
p = 0 :

1

khom∗ = 3
1 + ǫQo

o

ηs
M

1

p
+

(

3
ǫQo

1

ηs
M

+(1+ǫQo
o)

(

1

kM

+
1

kK

)

)

+O(p) (5.31)et
p = ∞ :

1

khom∗ =
1 + ǫQ∞

o

kM
+

1

p

(

3(1 + ǫQ∞
o )

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

+
ǫQ∞

−1

kM

)

+O(1/p2)(5.32)D'autre part, le développement en série de 1/khom∗ 
orrespondant au modèle deBurger appro
hé s'é
rit (voir (5.21)) :
p = 0 :

1

khom∗ =
3

ηs
M(ǫ)

1

p
+

(

1

kM(ǫ)
+

1

kK(ǫ)

)

+ O(p) (5.33)
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p = ∞ :

1

khom∗ =
1

kM(ǫ)
+

1

p

(

3

ηs
M(ǫ)

+
3

ηs
K(ǫ)

)

+ O(1/p2) (5.34)Les raideurs et les paramètres de vis
osité du matériau endommagé, 
'est-à-dire
kM(ǫ), kK(ǫ), ηs

M(ǫ) et ηs
K(ǫ), doivent assurer la 
ompatibilité entre (5.31) et(5.33), ainsi qu'entre (5.32) et (5.34). On obtient :

1

kM(ǫ)
=

1 + Qe
M ǫ

kM
;

1

kK(ǫ)
=

1 + Qe
Kǫ

kK

1

ηs
M (ǫ)

=
1 + Qv

Mǫ

ηs
M

;
1

ηs
K(ǫ)

=
1 + Qv

Kǫ

ηs
K

(5.35)où les 
onstantes Qe
M , Qe

K , Qv
M et Qv

K sont déterminés de la façon suivante enfon
tion des 
ara
téristiques vis
oélastiques du matériau sain :
Qe

M = Q∞
o ; Qv

M = Qo
o

Qe
K = Qo

o +
3kK

ηs
M

Qo
1 −

kK

kM
(Qe

M − Qo
o) ; Qv

K = Q∞
o +

ηs
K

3kM
Q∞

−1 −
ηs

K

ηs
M

(Qv
M − Q∞

o )(5.36)5.3.2 Comportement e�e
tif sous 
hargement déviatoriqueDans le système de 
oordonnées 
artésiennes orthonormées de base (e1, e2, e3),on 
onsidère un 
hargement déviatorique où la 
ontrainte ma
ros
opique s'é
rit :
Σ

∗ = Σ∗(e1 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3) (5.37)La 
ontribution élémentaire d'une �ssure à la déformation ma
ros
opique dansl'équation (5.12) est déterminée grâ
e aux équations (5.13) et (5.14), en fon
tionde son orientation. Soit n le ve
teur unitaire normal au plan de la �ssure qui
oin
ide ave
 le ve
teur unitaire radial er (
oordonnées sphériques : voir la �gure5.3). Les formules de 
hangement de base sont aisément déduites des relations :
e1 = cos ϕ sin θer + cos ϕ cos θeθ − sin ϕeϕ ; e3 = cos θer − sin θeθ (5.38)En introduisant (5.38) dans (5.37) on obtient la forme de Σ

∗ dans le repère lo
al
(er, eθ, eϕ). Les 
omposantes de tra
tion (mode I) Σ∗

rr et de 
isaillement (modeII) Σ∗
ϕr et Σ∗

θr s'é
rivent :
Σ∗

rr = XrΣ
∗ ; Σ∗

ϕr = XϕΣ∗ ; Σ∗
θr = XθΣ

∗ (5.39)
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e1

e2

e3

er
eϕ

eθ

ϕ

θ

0

Fig. 5.3 � Coordonnées sphériquesave

Xr = cos2 ϕ sin2 θ − cos2 θ; Xθ = sin θ cos θ(1 + cos2 ϕ); Xϕ = − sin θ sin ϕ cosϕ(5.40)En introduisant (5.39) dans (5.13) et (5.14) on obtient les trois 
omposantes duve
teur de dis
ontinuité de dépla
ement entre les deux lèvres de la �ssures :

[ξr]
∗ =

4(1 − ν∗)

π

XrΣ
∗

µ∗

√

ℓ2 − ρ2 (5.41)
[ξϕ]∗ =

8

π

XϕΣ∗

µ∗

1 − ν∗

2 − ν∗

√

ℓ2 − ρ2 (5.42)
[ξθ]

∗ =
8

π

XθΣ
∗

µ∗

1 − ν∗

2 − ν∗

√

ℓ2 − ρ2 (5.43)La dis
ontinuité de dépla
ement total à la traversée de la �ssure s'é
rit ve
toriel-lement :
[ξ]∗ =

4Σ∗(1 − ν∗)

πµ∗

(

Xrer +
2

2 − ν∗
(Xθeθ + Xϕeϕ)

)

√

ℓ2 − ρ2 (5.44)La 
ontribution élémentaire d'une �ssure à la déformation ma
ros
opique estdon
 déterminée par :
∫

C

[ξ]∗
s
⊗ er dS =

4Σ∗(1 − ν∗)

πµ∗
X

∫ 2π

0

∫ ℓ

0

√

ℓ2 − ρ2 ρdρdθ =
8ℓ3Σ∗(1 − ν∗)

3µ∗
X(5.45)où l'on a introduit pour simpli�er le tenseur X d'ordre 2 dans le repère lo
al, quiest une fon
tion de ϕ et de θ :

X = Xrer ⊗ er +
2

2 − ν∗
(Xθeθ

s
⊗ er + Xϕeϕ

s
⊗ er) (5.46)
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oe�
ients Xr, Xϕ et Xθ donnés par (5.40). Pour exprimer X dans lerepère global, on exprime les ve
teurs unitaires lo
aux par 
eux de la base �xe :
er = cos ϕ sin θe1 + sin ϕ sin θe2 + cos θe3

eϕ = − sin ϕe1 + cos ϕe2

eθ = cos ϕ cos θe1 + sin ϕ cos θe2 − sin θe3 (5.47)On suppose 
omme pré
édemment que toutes les �ssures ont le même rayon ℓ.La 
ontribution de l'ensemble des �ssures à la déformation ma
ros
opique estdéterminée en intégrant la 
ontribution d'une �ssure élémentaire donnée parl'équation (5.45) sur toutes les orientations de la sphère unité :
1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

)

=
8Na3Σ∗(1 − ν∗)

3µ∗

∫

|n|=1

X
dS

4π
(5.48)où dS = sin(θ)dθdϕ désigne l'élément d'aire de la surfa
e de la sphère unité. Endé�nitive, la 
ontribution de l'ensemble des �ssures donnée par (5.48) devient :

1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

)

=
8Nℓ3Σ∗(1 − ν∗)

3µ∗

∫ π

0

(
∫ 2π

0

1

4π
X(ϕ, θ) dϕ

)

sin(θ) dθ

=
ǫM∗

2µ∗
Σ

∗ (5.49)où apparaît 
omme pré
édemment le paramètre d'endommagement ǫ = Nℓ3.Dans 
ette formule, on a posé :
M∗ =

32

45

(1 − ν∗)(5 − ν∗)

2 − ν∗
(5.50)Par ailleurs, la 
ontribution de la phase solide à la déformation ma
ros
opiques'é
rit :

C
∗−1 : Σ

∗ = Σ∗(
1

3k∗
J +

1

2µ∗
K) : (e1 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3) =

1

2µ∗
Σ

∗ (5.51)En introduisant (5.49) et (5.51) dans (5.12), on obtient l'équation d'état ma
ro-s
opique sous 
hargement déviatorique :
E

∗ =
1 + ǫM∗

2µ∗
Σ

∗ (5.52)Finalement, on rappro
he le résultat exprimé par (5.52) ave
 la forme généralede l'équation d'état ma
ros
opique qui, pour 
e 
as de 
hargement, prend la
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ro�ssuréforme E
∗ = Σ

∗/2µhom∗. On obtient ainsi le �module de 
isaillement� e�e
tif paridenti�
ation :
1

µhom∗ =
1 + ǫM∗

µ∗
(5.53)Comme dans le 
as du 
hargement isotrope étudié pré
édemment, on appro
he le
omportement déviatorique e�e
tif du matériau étudié par le modèle vis
oélas-tique de Burger. Ce dernier est 
ara
térisé par des paramètres vis
oélastiquese�e
tifs déviatoriques µM(ǫ), µK(ǫ), ηd

M(ǫ) et ηd
K(ǫ) dé�nis par la 
ondition sui-vante (voir (2.16)) :

1

µhom∗(p)
=

1

µM(ǫ)
+

1

pηd
M(ǫ)/2

+
1

µK(ǫ) + pηd
K(ǫ)/2

(5.54)Cette équation doit être satisfaite, au se
ond ordre en p (resp. 1/p) près auvoisinage de p = 0 et p = ∞. Le développement en série de M∗ au voisinage de
p = 0 s'é
rit :
p = 0 : M∗ = Mo

o +Mo
1p+O(p2); p = ∞ : M∗ = M∞

o +
M∞

−1

p
+O(1/p2) (5.55)ave


Mo
o =

32

45

(ηs
M + 2ηd

M)(3ηs
M + 2ηd

M)

(ηs
M + ηd

M)(2ηs
M + ηd

M)
(5.56)

Mo
1 =

32

45

ηs
Mηd

M

(

7ηs
M

2 + 10ηs
Mηd

M + 4ηd
M

2)

(ηs
M + ηd

M)2(2ηs
M + ηd

M )2

(

ηs
M

(

1

3kK

+
1

3kM

)

−ηd
M

(

1

2µK

+
1

2µM

)

)(5.57)
M∞

o =
16

45

(9kM + 4µM)(3kM + 4µM)

(3kM + 2µM) (3kM + µM)
(5.58)

M∞
−1 =

16

15

kMµM

(

63k2
M + 60kMµM + 16µM

2
)

(3kM + µM)2(3kM + 2µM)2

(

3kM

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

−2µM

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

)(5.59)En 
ombinant (2.16) et (5.48) ave
 (5.55), les développements en séries de
1/µhom∗ au voisinage de p = 0 et p = ∞ sont respe
tivement :
p = 0 :

1

µhom∗ = 2
1 + ǫMo

o

ηd
M

1

p
+

(

2
ǫMo

1

ηd
M

+ (1 + ǫMo
o )

(

1

µM

+
1

µK

)

)

+ O(p)(5.60)et
p = ∞ :

1

µhom∗ =
1 + ǫM∞

o

µM

+
1

p

(

2(1 + ǫM∞
o )

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

+
ǫM∞

−1

µM

)

+O(1/p2)(5.61)
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ompare ave
 le développement en séries de 1/µhom∗ dérivé du modèlede Burger (voir (5.54)) :
p = 0 :

1

µhom∗ =
2

ηd
M(ǫ)

1

p
+

(

1

µM(ǫ)
+

1

µK(ǫ)

)

+ O(p) (5.62)et
p = ∞ :

1

µhom∗ =
1

µM(ǫ)
+

1

p

(

2

ηd
M (ǫ)

+
2

ηd
K(ǫ)

)

+ O(1/p2) (5.63)Les modules de 
isaillement élastiques et visqueux µM(ǫ), µK(ǫ), ηd
M(ǫ) et ηd

K(ǫ),doivent assurer la 
ompatibilité entre (5.60) et (5.62) ainsi que entre (5.61) et(5.63). On obtient :
1

µM(ǫ)
=

1 + Me
M ǫ

µM
;

1

µK(ǫ)
=

1 + Me
Kǫ

µK

1

ηd
M(ǫ)

=
1 + Mv

Mǫ

ηd
M

;
1

ηd
K(ǫ)

=
1 + Mv

Kǫ

ηd
K

(5.64)
ou les 
onstantes Me

M , Me
K , Mv

M et Mv
K sont determinées en fon
tion des 
ara
-téristiques vis
oélastiques du matériau sain :

Me
M = M∞

o ; Mv
M = Mo

o

Me
K = Mo

o +
2µK

ηd
M

Mo
1 − µK

µM
(Me

M − Mo
o ) ; Mv

K = M∞
o +

ηd
K

2µM
M∞

−1 −
ηd

K

ηd
M

(Mv
M − M∞

o )(5.65)La �gure 5.4 présente la variation des 8 paramètres du modèle de Burger appro
héen fon
tion du paramètre d'endommagement ǫ.5.3.3 Validation du modèle vis
oélastique e�e
tif appro
héde Burger sur le problème de �uageLe modèle 
onstruit à la se
tion pré
édente assure par 
onstru
tion uneex
ellente approximation du 
omportement endommagé réel à 
ourt et longterme. On teste dans 
ette se
tion sur un 
hargement parti
ulier la qualité del'approximation en question en régime transitoire.
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µM(ǫ)/µM

µK(ǫ)/µK
ηd

M(ǫ)/ηd
M

ηd
K(ǫ)/ηd

K

kM(ǫ)/kM

kK(ǫ)/kK
ηs

M(ǫ)/ηs
M

ηs
K(ǫ)/ηs

Kparamètre d'endommagement ǫ paramètre d'endommagement ǫFig. 5.4 � Approximation du 
omportement e�e
tif du matériau v.l.n.v. mi
ro-�ssuré par le modèle de Burger (les modules vis
oélastiques du matériau sainsont donnés par le tableau 2.1)La loi de 
omportement ma
ros
opique e�e
tive 
orrespondant au modèlede Burger appro
hé est é
rite sous la forme d'une équation di�érentielle d'ordre
2 (voir (2.7)) :

X(ǫ) : Σ + Y(ǫ) : Σ̇ + Z(ǫ) : Σ̈ = C
e
K(ǫ) : Ė + C

v
K(ǫ) : Ë (5.66)où Σ et E sont respe
tivement la 
ontrainte ma
ros
opique et la déformationma
ros
opique. Les 
onstantes tensorielles e�e
tives d'ordre 4 apparaissant dans
ette équation sont 
al
ulées 
onformément à (2.8) en fon
tion des modules ef-fe
tifs donnés par les équations (5.35) et (5.64) :

X(ǫ) = C
e
K(ǫ) : S

v
M (ǫ); Y(ǫ) = I+C

e
K(ǫ) : S

e
M (ǫ)+C

v
K(ǫ) : S

v
M(ǫ); Z(ǫ) = C

v
K(ǫ) : S

e
M(ǫ)(5.67)ave


C
e
K(ǫ) = 3kK(ǫ)J + 2µK(ǫ)K; C

v
K(ǫ) = ηs

K(ǫ)J + ηd
K(ǫ)K

S
e
M(ǫ) =

1

3kM(ǫ)
J +

1

2µM(ǫ)
K; S

v
M(ǫ) =

1

ηs
M (ǫ)

J +
1

ηd
M(ǫ)

K (5.68)Considérons le problème de �uage sous une 
ontrainte ma
ros
opique sphérique
Σ(t) = ΣoH(t)1 imposée, où Σo est une 
onstante donnée et H est la fon
tion deHeaviside. Puisque le matériau endommagé est isotrope et que 
e 
as de 
harge-ment est également isotrope, il en est de même de la déformation ma
ros
opique :
E(t) = E(t)1 où E(t) représente le tiers de la déformation volumique ma
ros
o-pique : E(t) = trE(t)/3. Pour simpli�er on note E au lieu de E(ǫ). En utilisantles règles habituelles de l'algèbre de la base (J, K) (J : 1 = 1, K : 1 = 0 et
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(aJ + bK) : (cJ + dK) = acJ + bdK) et en introduisant la 
ombinaison de (5.68)ave
 (5.67) dans (5.66), l'équation (5.66) devient :

3kK(ǫ)

ηs
M(ǫ)

Σo = 3kK(ǫ)Ė + ηs
K(ǫ)Ë (5.69)En résolvant 
ette équation di�érentielle on obtient la déformation ma
ros
opique

E(t) du problème qui est donnée par la formule suivante :
E = Σ0

(

1

3kM(ǫ)
+

1

3kK(ǫ)
+

t

ηs
M(ǫ)

− 1

3kK(ǫ)
exp
(

− t

τK(ǫ)

)

) (5.70)où τK(ǫ) =
ηs

K(ǫ)

3kK(ǫ)
est le temps 
ara
téristique e�e
tif de la partie �Kelvin�.Rappelons qu'il s'agit de la réponse prévue par le modèle de Burger endommagé,qui est une approximation du 
omportement réel. Il reste à 
omparer 
e résul-tat ave
 
elui obtenu par la transformation inverse de Lapla
e-Carson de la loide 
omportement e�e
tive donnée par l'équation (5.18) qui prend i
i la formes
alaire :

E∗ =

(

1

3k∗
+

8ǫ

9

(1 − ν∗)

µ∗

)

Σo (5.71)où k∗, µ∗ et ν∗ sont les fon
tions de p qui sont données par les équations (2.16)et (2.17). Connaissant les paramètres vis
oélastiques du matériau sain et le pa-ramètre d'endommagement, on obtient alors E∗ 
omme une fon
tion expli
itede p. La transformation inverse de Lapla
e-Carson de E∗(p) donne E(t) ou bien
trE(t)/3. La �gure 5.5 montre un ex
ellent a

ord entre la solution exa
te etle modèle appro
hé pour di�érents niveaux d'endommagement. Ce
i valide (aumoins sur 
e type de 
hargement) le re
ours au modèle vis
oélastique e�e
tif deBurger appro
hé.5.4 Distribution parallèle des �ssuresDans 
ette se
tion, on 
onsidère une distribution parallèle des �ssures dans unmatériau v.l.n.v. (voir 5.6). Pour la suite, il est 
ommode de disposer de l'ex-pression du tenseur de �souplesse� S∗(p) du matériau sain (isotrope), inverse de
C∗(p)), dans la base de Walpole (voir (B.1)) :

S
∗(p) =

6
∑

i=1

s∗i (p)Ei (5.72)
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tr(E)/3

ǫ = 0, 2

ǫ = 0, 1

ǫ = 0

modèle de Burger (voir 5.70)obtenue par la transformation inversede Lapla
e-Carson de l'équation 5.71
Fig. 5.5 � Validation du modèle de Burger sur le problème de �uage en tra
tionsphérique pour di�érents niveaux d'endommagement (Σ0 = 1(MPa), les modulesvis
oélastiques du matériau sain sont donnés par le tableau 2.1)ave


s∗1(p) =
1 − ν∗

2µ∗(1 + ν∗)
; s∗2(p) =

1

2µ∗(1 + ν∗)
; s∗3(p) =

1

2µ∗

s∗4(p) =
1

2µ∗
; s∗5(p) = s∗6(p) = − ν∗

2µ∗(1 + ν∗)
. (5.73)où ν∗ et µ∗ sont respe
tivement donnés par les équations (2.17) et (2.16).Par ailleurs, la �
omplaisan
e� Shom∗

(p) (inverse de Chom∗
(p)) est un tenseurisotrope transverse. Dans la base de Walpole, il est é
rit sous la forme :

S
hom∗

(p) =
6
∑

i=1

shom
i

∗
(p)Ei (5.74)Pour déterminer les s
alaires shom

i
∗ on 
onsidère su

essivement di�érents 
as de
hargement. La démar
he est, dans l'esprit, très pro
he de 
elle déjà utilisé dansle 
as d'une distribution isotrope des orientations.



5.4. Distribution parallèle des �ssures 105
Fig. 5.6 � Distribution parallèle des �ssuresParallèlement, on désire appro
her le 
omportement vi
oélastique du matériauendommagé par le modèle v.l.n.v. de Burger. On 
her
he à 
et e�et à identi�erles 
ara
téristiques e�e
tives du modèle appro
hé, 
'est-à-dire les tenseurs Se

M(ǫ),
Sv

M(ǫ), Se
K(ǫ) et Sv

K(ǫ). Si le 
omportement e�e
tif était rigoureusement de typeBurger, le tenseur Shom∗ satisferait la relation :
S

hom∗
= S

e
M(ǫ) +

1

p
S

v
M(ǫ) +

(

S
e
K(ǫ)−1 + pS

v
K(ǫ)−1)−1 (5.75)On 
her
he à déterminer les 
ara
téristiques du modèle e�e
tif appro
hé de ma-nière à 
e que 
ette équation soit satisfaite au voisinage de p = 0 et p = ∞.On a déjà eu l'o

asion de dire qu'on obtenait par 
e pro
édé l'a

ord à 
ourtterme et à long terme entre le modèle de Burger et le 
omportement réel. Ledéveloppement en série polynomiale de Shom∗ s'é
rit :

p = 0 : S
hom∗

=
1

p
S

v
M(ǫ) +

(

S
e
M (ǫ) + S

e
K(ǫ)

)

+ O(p) (5.76)et
p = ∞ : S

hom∗
= S

e
M (ǫ) +

1

p

(

S
v
M(ǫ) + S

v
K(ǫ)

)

+ O(1/p2) (5.77)Si on dé
ompose tous les tenseurs apparaissent dans 5.76 et 5.77 dans la base deWalpole S =

6
∑

i=1

siEi, on obtient six relations entre les s
alaires de même indi
e
i (1 ≤ i ≤ 6) :

p := 0 shom
i

∗
=

1

p
sv

M i(ǫ) +
(

se
Mi(ǫ) + se

Ki(ǫ)
)

+ O(p) (5.78)et
p := ∞ shom

i

∗
= se

M i(ǫ) +
1

p

(

sv
M i(ǫ) + sv

Ki(ǫ)
)

+ O(1/p2) (5.79)
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ro�ssuré5.4.1 Tra
tion dans la dire
tion de la normale nOn 
onsidère une tra
tion uniaxiale selon la normale n aux �ssures : la 
ontraintema
ros
opique s'é
rit Σ∗
N (mode I). La dis
ontinuité de dépla
ement à travers dela �ssure est don
 [ξn]∗n où [ξn]∗ est donné par l'équation (5.13). La 
ontributionélémentaire d'une �ssure à la déformation ma
ros
opique (voir l'équation 5.12)s'é
rit don
 :

∫

C

[ξ]∗
s
⊗ n dS =

4(1 − ν∗)

πµ∗
Σ∗

N

∫

C

√

ℓ2 − ρ2 dS =
8ℓ3(1 − ν∗)

3µ∗
Σ∗

N (5.80)On suppose que tous les �ssures ont le même rayon ℓ. La 
ontribution de l'en-semble des �ssures à la déformation ma
ros
opique donnée par l'équation 5.12est obtenue en multipliant la 
ontribution élémentaire par la densité N :
1

|Ω|

(

∑

i

∫

Ci

[ξ]∗i
s
⊗ ni dS

)

=
8Nℓ3

3

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗
N =

8ǫ

3

Σ∗(1 − ν∗)

µ∗
N (5.81)Dans 
ette formule, ǫ = Nℓ3 est toujours le paramètre d'endommagement.D'autre part, la 
ontribution de la phase solide à la déformation ma
ros
opiqueest déterminée par :

S
∗(p) : Σ∗(p) = s∗2(p)Σ∗(p)N + s∗5(p)Σ∗(p)T (5.82)En introduisant (5.17) et (5.82) dans (5.12), on obtient la relation exprimant laréponse ma
ros
opique à 
e tyepe de 
hargement :
E

∗ =

((

s∗2 +
8ǫ(1 − ν∗)

3µ∗

)

N + s∗5T

)

Σ∗ (5.83)D'autre part, dans l'espa
e de Lapla
e-Carson, la loi de 
omportement ma
ro-s
opique s'é
rit de façon générale : E
∗ = Shom∗

: Σ
∗, où Shom∗ est donné parl'équation (5.74). Cette relation peut être exprimée sous une formule similaire àl'équation (5.83) :

E
∗ =

(

shom
2

∗
N + shom

5

∗
T

)

Σ∗ (5.84)En 
omparant terme à terme les équations 5.83 et 5.84, on obtient :
shom
2

∗
= s∗2 +

8(1 − ν∗)ǫ

3µ∗
= s∗2(1 + N∗ǫ); avec N∗ =

16(1 − ν∗2)

3
(5.85)et

shom
5

∗
= s∗5 (5.86)
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5

∗, qui est donnée par l'équation (5.86), est indépendante de ǫ.Le développement de 
e 
oe�
ient peut don
 être é
rit en fon
tion des 
ara
té-ristiques du matériau sain :
p := 0 shom

5

∗
=

1

p
sv

M 5 +
(

se
M5 + se

K5

)

+ O(p) (5.87)et
p := ∞ shom

5

∗
= se

M 5 +
1

p

(

sv
M 5 + sv

K5

)

+ O(1/p2) (5.88)En 
omparant 5.78 ave
 5.87 et 5.79 ave
 5.88, on obtient que tous les 
oe�
ientsd'indi
e 5 des tenseurs e�e
tifs de souplesse élastique et visqueuse du matériaude Burger appro
hé sont égaux à 
eux du matériau sain :
se

M 5(ǫ) = se
M 5 = − νM

2µM(1 + νM)
; sv

M 5(ǫ) = sv
M 5 = − νvM

ηd
M (1 + νvM )

se
K5(ǫ) = se

K5 = − νK

2µK(1 + νK)
; sv

K5(ǫ) = sv
K5 = − νvK

ηd
K(1 + νvK)

(5.89)Dans 
es relations, νM est le 
oe�
ient de Poisson de �Maxwell� qui est 
al
uléen fon
tion de kM et µM par (2.24). De la même façon, νK , νvM et νvK sontdéterminés en fon
tion des modules vis
oélastiques de la phase solide par :
νK =

3kK − 2µK

6kK + 2µK

; νvM =
ηs

M − ηd
M

2ηs
M + ηd

M

; νvK =
ηs

K − ηd
K

2ηs
K + ηd

K

(5.90)Pour i = 2, shom
2

∗ est donnée par l'équation (5.85). Le développement en sériespolynomiales de N∗ s'é
rit :
p = 0 : N∗ = No

o + No
1p + O(p2); p = ∞ : N∗ = N∞

o +
1

p
N∞

−1 + O(1/p2)(5.91)ave

No

o =
16

3
− 16

3

(ηs
M − ηd

M)2

(2ηs
M + ηd

M )2
(5.92)

No
1 =

−32

3

(ηs
M − ηd

M)2

(2ηs
M + ηd

M)3

(

2ηs
M

2

(

1

3kM

+
1

3kK

)

+ ηd
M

2
(

1

2µM

+
1

2µK

)

)

+
32

3

(ηs
M − ηd

M)

(2ηs
M + ηd

M)2

(

ηs
M

2

(

1

3kM
+

1

3kK

)

− ηd
M

2
(

1

2µM
+

1

2µK

)

) (5.93)
N∞

o =
16

3
− 16

3

(3kM − 2µM)2

(6kM + 2µM)2
(5.94)
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N∞

−1 =
−32

3

(3kM − 2µM)2

(6kM + 2µM)3

(

18kM
2

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

+ 4µM
2

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

)

+
32

3

(3kM − 2µM)

(6kM + 2µM)2

(

9kM
2

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

− 4µM
2

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

) (5.95)Par ailleurs, le développement en séries de s∗2 à p = 0 et p = ∞ s'é
rit :
p = 0 : s∗2 =

1

p
sv

M 2+
(

se
M 2+se

K2

)

+O(p); p = ∞ : s∗2 = se
M 2+

1

p

(

sv
M 2+sv

K2

)

+O(1/p2)(5.96)En introduisant (5.91) et (5.96) dans (5.85), on obtient le développement enséries polynomiales de shom
2

∗ à p = 0 et p = ∞ :
p = 0 : shom

2

∗
=

1

p
sv

M 2(N
o
o ǫ + 1) +

(

(

se
M 2 + se

K2

)(

No
o ǫ + 1

)

+ sv
M 2N

o
1 ǫ
)

+ O(p)(5.97)et
p = ∞ : shom

2

∗
= se

M 2

(

N∞
o ǫ+1

)

+
1

p

(

(sv
M 2+sv

K2)(N
∞
o ǫ+1)+se

M 2N
∞
−1ǫ
)

+O(1/p2)(5.98)Il reste à 
omparer 5.78 ave
 5.97 et 5.79 ave
 5.98 (pour i = 2). On obtient tousles 
oe�
ients d'indi
e 2 des tenseurs e�e
tifs de souplesse élastique et visqueuseexprimés en fon
tion de 
eux du matériau sain sous la forme de fon
tions a�nesde ǫ :
se

M 2(ǫ) = se
M 2

(

1 + N e
Mǫ
)

; sv
M 2(ǫ) = sv

M 2

(

1 + Nv
Mǫ
)

se
K2(ǫ) = se

K2

(

1 + N e
Kǫ
)

; sv
K2(ǫ) = sv

K2

(

1 + Nv
Kǫ
) (5.99)On rappelle que :

se
M 2 =

1

2µM(1 + νM)
; sv

M 2 =
1

ηd
M(1 + νvM )

se
K2 =

1

2µK(1 + νK)
; sv

K2 =
1

ηd
K(1 + νvK)

(5.100)Les 
oe�
ients Na
b (a = e ou v et b = M ou K) sont également déterminés enfon
tion des 
ara
téristiques vis
oélastiques du matériau sain :

N e
M = N∞

o ; N e
K = No

o + No
1

sv
M 2

se
K2

+
(

No
o − N∞

o

)se
M2

se
K2

Nv
M = No

o ; Nv
K = N∞

o + N∞
−1

se
M 2

sv
K2

+
(

N∞
o − No

o

)sv
M 2

sv
K2

(5.101)
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tion transversaleOn 
onsidère une tra
tion transversale dans laquelle la 
ontrainte ma
ros
opiques'é
rit Σ∗
T. La dis
ontinuité de dépla
ement à travers de la �ssure et la 
ontribu-tion élémentaire d'une �ssure à la déformation ma
ros
opique sont don
 nulles.Il en résulte que la déformation ma
ros
opique est déterminée par :

S
∗(p) : Σ

∗(p) = (2s∗5(p)N + s∗1(p)T)Σ∗(p) (5.102)Par ailleurs, dans l'espa
e de Lapla
e-Carson, la loi de 
omportement ma
ros
o-pique s'é
rit :
E

∗ = S
hom∗

: Σ
∗ =

(

2shom
5

∗
N + shom

1

∗
T

)

Σ∗ (5.103)En 
omparant les deux équations 
i-dessus, on trouve que, 
omme shom
5

∗, shom
1

∗est indépendent de ǫ. Ainsi, tous les 
oe�
ients d'indi
e 1 des tenseurs e�e
tifsde souplesse élastique et visqueuse qui sont respe
tivement égaux à 
eux dumatériau sain :
se

M 1(ǫ) =
1 − νM

2µM(1 + νM)
; sv

M 1(ǫ) =
1 − νvM

ηd
M (1 + νvM )

se
K1(ǫ) =

1 − νK

2µK(1 + νK)
; sv

K1(ǫ) =
1 − νvK

ηd
K(1 + νvK)

(5.104)5.4.3 Cisaillement transversalOn 
onsidère une 
ontrainte ma
ros
opique de 
isaillement imposée Σ∗
e2

s
⊗ e3 où

e2 et e3 sont i
i les dire
tions perpendi
ulaires transversales. La dis
ontinuité dedépla
ement à la traversée de la �ssure est à nouveau nulle. La 
ontribution d'une�ssure à la déformation ma
ros
opique 
al
ulée par (5.12) est don
 égalementnulle, de sorte que la déformation e�e
tive donnée par l'équation (5.12) peutêtre exprimée par :
E

∗ = S
∗ : (e2

s
⊗ e3)Σ

∗ = s∗3e2

s
⊗ e3Σ

∗ (5.105)De plus, la loi de 
omportement ma
ros
opique donne une deuxième relationentre E
∗ et Σ

∗. Pour 
e 
as de 
hargement, 
ette relation prend une forme simi-laire :
E

∗ = S
hom∗

: (e2

s
⊗ e3)Σ

∗ = shom
3

∗
t1

s
⊗ t2Σ

∗ (5.106)En 
omparant les expressions 5.105 et 5.106 on trouve que shom
3

∗ est lui aussiindépendent de ǫ. Ainsi, tous les 
oe�
ients d'indi
e 3 des tenseurs e�e
tifs de
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oélastique mi
ro�ssurésouplesse élastique et visqueuse sont respe
tivement égaux à 
eux du matériausain :
se

M 3(ǫ) =
1

2µM

; sv
M 3(ǫ) =

1

ηd
M

; se
K3(ǫ) =

1

2µK

; sv
K3(ǫ) =

1

ηd
K

(5.107)5.4.4 Cisaillement en mode 2On 
onsidère un 
hargement dans le mode 2, 
'est-à-dire une 
ontrainte ma
ro-s
opique imposée de la forme Σ∗
e2

s
⊗ n (n selon e1). La dis
ontinuité de dépla-
ement à la traversée de la �ssure est don
 [ξt]

∗
e2 ave
 [ξt]

∗ donné par l'équation(5.14). La 
ontribution élémentaire d'une �ssure à la déformation ma
ros
opique
al
ulée par 5.12 s'é
rit :
∫

C

[ξ]∗
s
⊗ n dS =

4(1 − ν∗)

πµ∗(2 − ν∗)
Σ∗

e2

s
⊗ n

∫

C

√

ℓ2 − ρ2 dS =
8ℓ3(1 − ν∗)

3µ∗(2 − ν∗)
Σ∗

e2

s
⊗ n(5.108)Pour des �ssures de même rayon ℓ, la déformation e�e
tive donnée par l'équation5.12 s'é
rit :

E
∗ =

(

S
∗ : (e2

s
⊗ n) +

8Nℓ3(1 − ν∗)

3µ∗(2 − ν∗)
e2

s
⊗ n

)

Σ∗ =

(

s∗4 +
8ǫ(1 − ν∗)

3µ∗(2 − ν∗)

)

e2

s
⊗ nΣ∗(5.109)La déformation ma
ros
opique est également donnée par l'équation d'état géné-rale :

E
∗ = S

hom∗
: (e2

s
⊗ n)Σ∗ = shom

4

∗
e2

s
⊗ nΣ∗ (5.110)En 
omparant les expressions (5.109) et (5.110), on identi�e shom

4
∗ :

shom
4

∗
= s∗4(1 + P ∗ǫ) avec P ∗ =

16(1 − ν∗)

3(2 − ν∗)
(5.111)Le développement en séries polynomiales de P ∗ s'é
rit :

p = 0 : P ∗ = P o
o + P o

1 p + O(p2); p = ∞ : P ∗ = P∞
o +

1

p
P∞
−1 + O(1/p2)(5.112)ave


P o
o =

16
(

ηs
M + 2ηd

M

)

9
(

ηs
M + ηd

M

) (5.113)
P o

1 =
16ηs

Mηd
M

9(ηs
M + ηd

M)2

(

ηs
M

(

1

3kM

+
1

3kK

)

− ηd
M

(

1

2µM

+
1

2µK

)

) (5.114)
P∞

o =
16
(

3kM + 4µM

)

9(3kM + 2µM)
(5.115)
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P∞
−1 =

32kMµM

3(3kM + 2µM)2

(

3kM

(

1

ηs
M

+
1

ηs
K

)

− 2µM

(

1

ηd
M

+
1

ηd
K

)

) (5.116)Le développement en séries de s∗4 au voisinage de p = 0 et p = ∞ s'é
rit :
p = 0 : s∗4 =

1

p
sv

M 4+
(

se
M 4+se

K4

)

+O(p); p = ∞ : s∗4 = se
M 4+

1

p

(

sv
M 4+sv

K4

)

+O(1/p2)(5.117)Il reste à introduire (5.112) et (5.117) dans (5.111) pour obtenir le développementen séries polynomiales de shom
4

∗ au voisinage de p = 0 et p = ∞ :
p = 0 : shom

4

∗
=

1

p
sv

M 4(P
o
o ǫ+1)+

(

se
M 4+se

K4

)(

P o
o ǫ+1

)

+sv
M 4P

o
1 ǫ+O(p) (5.118)et

p = ∞ : shom
4

∗
= se

M 4

(

P∞
o ǫ+1

)

+
1

p

(

(sv
M 4+sv

K4)(P
∞
o ǫ+1)+se

M 4P
∞
−1ǫ
)

+O(1/p2)(5.119)En 
omparant (5.78) ave
 (5.118) et (5.79) ave
 (5.119) pour i = 4, il apparaîtque tous les 
oe�
ients d'indi
e 4 des tenseurs e�e
tifs de souplesse élastique etvisqueuse sont des fon
tions a�nes de ǫ que l'on peut 
ara
tériser à l'aide des
onstantes du matériau sain :
se

M 4(ǫ) = se
M 4

(

1 + P e
Mǫ
)

; sv
M 4(ǫ) = sv

M 4

(

1 + P v
Mǫ
)

se
K4(ǫ) = se

K4

(

1 + P e
Kǫ
)

; sv
K4(ǫ) = sv

K4

(

1 + P v
Kǫ
) (5.120)ave


se
M 4 =

1

2µM

; sv
M 4 =

1

ηd
M

se
K4 =

1

2µK
; sv

K4 =
1

ηd
K

(5.121)Les 
oe�
ients P a
b (a = e; v et b = M ; K) sont donnés par :

P e
M = P∞

o ; P e
K = P o

o + P o
1

sv
M 4

se
K4

+
(

P o
o − P∞

o

)se
M 4

se
K4

P v
M = P o

o ; P v
K = P∞

o + N∞
−1

se
M 4

sv
K4

+
(

P∞
o − P o

o

)sv
M 4

sv
K4

(5.122)La �gure 5.7 résume l'étude qui vient d'être 
onsa
rée à la 
ara
térisation d'unmodèle de Burger appro
hé pour la situation de �ssures parallèles. On a vuque seuls les 
oe�
ients d'indi
e 2 et 4 dans la base de Walpole des élémentsdu modèle (visqueux ou élastiques) étaient a�e
tés par l'endommagement. Leurvariation en fon
tion de ǫ est signi�
ative mais peu sensible à la nature de la
omposantes du modèle.
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se

M 4(ǫ)/s
e
M 4

se
K4(ǫ)/s

e
K4

sv
M 4(ǫ)/s

v
M 4

sv
K4(ǫ)/s

v
K4

se
M 2(ǫ)/s

e
M 2

se
K2(ǫ)/s

e
K2

sv
M 2(ǫ)/s

v
M 2

sv
K2(ǫ)/s

v
K2

paramètre d'endommagement ǫ paramètre d'endommagement ǫFig. 5.7 � Approximation du 
omportement e�e
tif du matériau v.l.n.v. 
onte-nant des mi
ro�ssures parallèles par le modèle de Burger (les modules vis
oélas-tiques du matériau sain sont donnés par le tableau 2.1)5.4.5 Validation du modèle de Burger du 
as isotropetransverseLe modèle e�e
tif de Burger établi pré
édemment permet de déterminer expli
i-tement les tenseurs de �
omplaisan
es� en 
onnaissant le paramètre dendomma-gement et les modules vis
oélastiques du matériau sain par des formules (5.89),(5.99), (5.104), (5.107) et (5.120). Ce résultat permet ensuite de 
al
uler le ten-seur de souplesse globale dans l'espa
e de Lapla
e-Carson par l'équation (5.75)qui est dé
omposé, dans la base de Walpole, en 
inq 
omposantes. On d'en extraitle deuxième s
alaire qui s'é
rivent :
s∗2(ǫ, p) = se

M 2(ǫ) +
1

p
sv

M 2(ǫ) +
sv

K2(ǫ)a(ǫ)p + se
K2(ǫ)b(ǫ)

a(ǫ)p2 + c(ǫ)p + b(ǫ)
(5.123)où on a mise : a = 2se

K
2
5−se

K1s
e
K2 ; b = 2sv

K
2
5−sv

K1s
v
K2 et c = 4se

K5s
v
K5−se

K1s
v
K2−

sv
K1s

e
K2. p est la variable de Lapla
e-Carson.Considérons le problème de �uage sous tra
tion dont la 
ontrainte ma
ros
opiques'é
rit :

Σ = ΣoH(t)N (5.124)où Σo est une 
onstante donnée, H(t) est la fon
tion de Heaviside. La transfor-mation de Lapla
e-Carson de 
ette 
ontrainte prend la forme : Σ∗ = ΣoN. La loide 
omportement s'é
rit sous la forme : E
∗(ǫ, p) = S∗(ǫ) : Σ

∗. Notons quelquessimpli�
ations dans la base de Walpole : E1 : N = 0 ; E2 : N = N ; E3 : N = 0 ;
E4 : N = 0 ; E5 : N = T. Alors pour 
e 
as de 
hargement, la déformation
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ros
opique transformée s'é
rit :
E

∗(ǫ, p) = s∗2(ǫ, p)ΣoN + s∗5(ǫ, p)ΣoT (5.125)On peut extraire de 
ette équation la 
omposante de déformation dans la dire
-tion de tra
tion qu'on note E∗
nn(ǫ, p) qui est une fon
tion expli
ite de la variablede Lapla
e-Carson p et dépend du niveau d'endommagement :
E∗

nn(ǫ, p) = s∗2(ǫ, p)Σo (5.126)où s∗2(ǫ, p) est donné par (5.123). La transformation inverse de Lapla
e-Carsonde E∗
nn(ǫ, p) donne la 
omposante dans la dire
tion de tra
tion de la déformationma
ros
opique dans l'espa
e réelle :

Enn(ǫ, t) = Σo (se
K2(ǫ) + se

M 2(ǫ)) + Σos
v
M2(ǫ)t

− Σos
e
K2(ǫ) exp(−t/τ1)

(

cosh(t/τ2) +
τ2

τ1

sinh(t/τ2)

)

+ 2sv
K2τ2(ǫ) exp(−t/τ1) sinh(t/τ2) (5.127)où on a mise : τ1 = 2a/c et τ2 = 2a/

√
c2 − 4ab qui jouent le r�le des temps 
ara
-téristiques e�e
tives. On valide 
e résultat en 
omparant ave
 le résultat obtenupar la transformation inverse de Lapla
e-Carson de la loi de 
omportement réelledonnée par l'équation 5.83. En faite, en remplaçant respe
tivement E

∗ et Σ∗ dans
ette équation par E∗
nnN + E∗

ttT et Σo, on obient la relation suivante :
E∗

nn =

(

s∗2 +
8ǫ

3

(1 − ν∗)

µ∗

)

Σo (5.128)où s∗2 est donnée par 5.73. Pour des modules vis
oélastique du matériau sain et leparamètre d'endommagement donnée, on obtient alors E∗
nn qui est une fon
tionexpli
ite de p. La transformation inverse de Lapla
e-Carson de 
eux-
i donne

Enn(t). La �gure 5.8 montre une ex
ellente validation pour di�érents niveauxd'endommagement entre les résultats donnés par (5.127) et (5.128). Ce
i a�rmeque le modèle vis
oélastique e�e
tif de Burger qu'on a trouvé est une ex
ellenteappro
he du 
omportement réel du matériau �ssuré étudié. Il permet en plusd'éviter les 
al
uls mathématiques 
ompliqués de la transformation inverse deLapla
e-Carson. Pour 
ette raison, dans la suite, 
e modèle e�e
tif sera utilisépour les 
al
uls analytiques des problèmes sans propagation de �ssures et desproblèmes à l'état asymptotique (la taille de �ssures tend vers la valeur limite).
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modèle de Burger (5.127)obtenue par la transformation inversede Lapla
e-Carson de l'équation 5.128
Fig. 5.8 � Validation du modèle de Burger par le problème de �uage en tra
tiondans la dire
tion de la symétrie pour di�érents niveaux d'endommagement : le 
asdes �ssures parallèles. (Σ0 = 1(MPa), les modules vis
oélastiques du matériausain sont donnés par le tableau 2.1)5.5 Etudes sur la �pro
ess zone�La �pro
ess zone� est une zone endommagée autour de la pointe de la �ssure. Onrevient maintenant au problème de poutre entaillée en �exion 3-points (�gure5.9) en 
onsidérant l'in�uen
e de la �pro
ess zone� sur le 
omportement ma
ro-s
opique de la poutre. On suppose que le matériau de 
ette zone est isotropeet le paramètre d'endommagement est 
onnu, on peut alors appro
her le 
om-portement v.l.n.v. de son matériau par un modèle de Burger e�e
tif. On estimetous les 
ara
téristiques vis
oélastiques e�e
tives en se basant sur des études
i-dessus. On suppose ainsi que la taille de la �pro
ess zone� est 
onnue. Onpeut alors étudier en éléments �nis le 
omportement ma
ros
opique de la poutre.On 
onsidère par exemple le matériau sain dont les 
ara
téristiques vis
o-élastiques sont données par le tableau 2.1. Pour 
haque valeur du paramètre
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Fig. 5.9 � Poutre v.l.n.v. entaillé en �exion 3-points : existan
e une �pro
esszone� en pointe de la �ssured'endommagement ǫ, on détermine les 
ara
téristiques vis
oélastiques de la�pro
ess zone� par les formules (5.35) et (5.64). Les résultats obtenus sontprésentés par le tabeau 5.1.Parties k (GPa) µ (GPa) ηs (GPa.s) ηd (GPa.s)

ǫ = 0Maxwell 24, 42 13, 27 22 × 108 7, 75 × 108Kelvin 39, 27 14, 07 15, 2 × 107 2, 54 × 107

ǫ = 0, 1Maxwell 17, 17 11, 62 15, 38 × 108 6, 79 × 108Kelvin 24, 74 12, 42 8, 46 × 107 2, 25 × 107

ǫ = 0, 2Maxwell 12, 06 10, 33 10, 74 × 108 6, 04 × 108Kelvin 16, 04 11, 12 5, 10 × 107 2, 02 × 107Tab. 5.1 � Modules vis
oélastiques du béton 
orrespondant au modèle de BurgerLa dépendan
e du taux de restitution d'énergie en fon
tion du niveau d'endom-magement et de la taille de la �pro
ess zone� est présentée par les �gures 5.10 et5.11. On peut observer que, pour même valeur de la 
harge, plus la taille et le



116Chapitre 5. Modèle de Burger pour le 
omportement e�e
tif d'unsolide vis
oélastique mi
ro�ssuréniveau d'endommagement de la �pro
ess zone� est importante, plus la valeur dutaux de restitution d'énergie est grande.

0 1 2 3 4 5

x 10
−5

0

2

4

6

8

10

 

 
ǫ = 0, 2
ǫ = 0, 1Sans �pro
ess zone�

U(m)

F

(N/m)

Fig. 5.10 � In�uen
e du niveau d'endommagement de la �pro
ess zone� à larestitution d'énergie : (L = 1m, h = 0, 25m, ℓ = 0, 1m, rayon de la pro
ess zone
r = 0, 05m, U̇ = 0, 1nm/s)
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Fig. 5.11 � In�uen
e de la taille de la �pro
ess zone� à la restitution d'énergie :(L = 1m, h = 0, 25m, ℓ = 0, 1m, ǫ = 0, 2, U̇ = 0, 1nm/s, r est le rayon de la�pro
ess zone�)On regarde maintenant la for
e au pi
, 
'est à dire la for
e duale du paramètre



5.5. Etudes sur la �pro
ess zone� 117de 
hargement 
inématique U lorsque F atteint la valeur 
ritique Gc qu'onsuppose 
onstante. Les résultats sont présentés dans les tabeaux 5.2 et 5.3. Onpeut observer que, plus le niveau d'endommagement et la taille de la �pro
esszone� sont grand, plus la for
e au pi
 est petite.
ǫ 0 0, 1 0, 2

Fpic(N) 11343 10736 9972Tab. 5.2 � In�uen
e de la �pro
ess zone� à la for
e au pi
 (L = 1m, h = 0, 25m,
ℓo = 0, 1m, T = 0, 125m, r = 0, 03m, U̇ = 0, 1nm/s)

r(m) 0, 03 0, 05 0, 07

Fpic(N) 9972 9881 9572Tab. 5.3 � In�uen
e de la �pro
ess zone� à la for
e au pi
 (L = 1m, h = 0, 25m,
ℓ = 0, 1m, T = 0, 125m, ǫ = 0, 2, U̇ = 0, 1nm/s)On aborde maintenant la question sur la dépendan
e de la for
e au pi
 à lavitesse de 
hargement du problème de poutre entaillée en �exion 3-points. Desessais réalisés ont montré que, plus la vitesse de 
hargement 
inématique U̇ estfaible, plus la for
e au pi
 Fpic est petite. Cependant, les 
al
uls numériques(voir la �gure 3.17) donnent des valeurs de la for
e au pi
 qui sont égalespour di�érentes valeurs de U̇ . Cette erreur est tout d'abord expliquée par la
onsidération que Gf est une 
onstante du matériau, qui est en réalité dépend dela vitesse de 
hargement [40℄. On essaie maintenant à expliquer la dépendan
ede Fpic au U̇ en 
onsidérant le r�le de la �pro
ess zone�. On suppose que la tailleet le niveau d'endommagement de la pro
ess zone ne dépendent pas de la vitessede 
hargement (r et U̇ sont donnés). On fait les 
al
uls pour le matériau dontles 
ara
téristiques sont données par le tableau 2.1. Les résultats sont présentéspar le tableau 5.4. On observe que, plus la vitesse de 
hargement est faible, plusla for
e au pi
 est petite. Ce résultat 
oin
ide qualitativement ave
 
e qui estmontré par des essais.
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omportement e�e
tif d'unsolide vis
oélastique mi
ro�ssuré5.6 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, on a réussi à établir un modèle de Burger pour modéliser le
omportement e�e
tif des matériaux vis
oélastiques mi
ro�ssurés. En se basantsur les études de Gri�th, on 
onsidère la �ssure 
omme une disque plane. Onpeut alors é
rire une relation linéaire entre la déformation ma
ros
opique, la
ontrainte ma
ros
opique et les ouvertures des �ssures (voir (5.9), (5.13) et(5.14)). On a pu alors utiliser la transformation de Lapla
e-Carson pour estimerle tenseur de rigidité e�e
tive apparente dans l'espa
e transformée.On 
onsidère tout d'abord le problème isotrope. En 
onsidérant un 
har-gement sphérique, on a estimé le module de 
ompression volumique e�e
tifapparente dans l'espa
e de Lapla
e-Carson (voir (5.20)). On a supposé ensuiteque le 
omportement vis
oélastique du matériau endommagé est modélisé parun modèle e�e
tif de Burger. Dans l'espa
e de Lapla
e-Carson, on a identi�éle module de 
ompression volumique estimé ave
 le module du modèle à 
ourtterme et à long terme, puis on a déterminé tous les paramètres sphériquesdu modèle (voir (5.35)). De même façons, en 
onsidérant un 
hargementdéviatorique, on a déterminé tous les paramètres déviatoriques du modèle (voir(5.64)). On a observé que, tous les modules vis
oélastiques e�e
tifs sont lesfon
tions dé
roissantes du paramètre d'endommagement (voir la �gure 5.4) [37℄.Bien qu'on a fait les identi�
ations à 
ourt et à long terme, par un exemplede �uage uniaxiale d'un 
ylindre, la �gure 5.5 a montré que, le modèle donnedes résultats qui 
ollent parfaitement ave
 les résultats estimés non seulement à
ourt et à long terme mais ainsi à moyen terme.On a développé ensuite les études 
i-dessus pour les 
as isotrope trans-verse. Les tenseurs de rigidité et de souplesse sont dé
omposés dans la basede Walpole. On a au totale 48 modules e�e
tives du modèle à déterminer.
U̇(nm/s) 0, 01 0, 1 1 10

Fpic(N) 9624 9652 9781 9800Tab. 5.4 � In�uen
e de la vitesse de 
hargement, en 
onsidérant la �pro
ess zone�,à la for
e au pi
 (L = 1m, h = 0, 25m, ℓo = 0, 1m, T = 0, 125m, r = 0, 07m,
ǫ = 0, 2)



5.6. Con
lusions 119Cependant, 32 modules sont identiques à 
eux du matériau sain. Les autres sontdé
roissantes en fon
tion de ǫ (voir la �gure 5.7). Une ex
ellente validation dumodèle par rapport ave
 les résultats estimés est ainsi présentée par la �gure5.8.Ces études sont ensuite utilisées pour étudier le problème de �exion d'unepoutre 3-points en 
onsidérant la �pro
ess zone�. On a montré 
lairement que,la restitution d'énergie dépend de la taille et du niveau d'endommagementde 
ette zonne. Plus la taille et le niveau d'endommagement sont grands,plus la restitution d'énergie est faible. On la montré ainsi que, la for
e au pi
dépend de la vitesse de 
hargement même si Gf est une 
onstante du matériau,
ontrairement au problème sans �pro
ess zone�.
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al
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omportement e�e
tif du mileu dansle 
as sans propagation de mi
ro�ssures montrera une bonne validation ave
 le



122 Chapitre 6. Appro
he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiquemodèle e�e
tif de Burger obtenu dans les études analytiques pré
édentes. Ondéveloppera ainsi la notion de la vitesse 
ritique de la 
harge et de la longueurasymptotique.6.1 Introdu
tionEn l'absen
e de propagation de �ssures, la transformation de Lapla
e-Carsonnous a permis de nous ramener formellement à un problème d'élasti
ité hétéro-gène. L'homogénéisation nous permet d'identi�er un modèle de Burger e�e
tifpour le 
omportement vis
oélastique d'un milieu mi
ro�ssuré (voir le 
hapitre5). Cependant, la transformation de Lapla
e-Carson n'est pas utilisable pour le
as où les �ssures se propagent. On a don
 
hoisi de développer une appro
henumérique pour prévoir la propagation de mi
ro�ssures, en s'appuyant sur lesdéveloppements du 
hapitre 3.Ce 
hapitre vise don
 à développer un outil numérique basé sur la mé-thode des éléments �nis permettant la détermination du 
omportement e�e
tifd'un matériau mi
ro�ssuré vis
oélastique linéaire ave
 ou sans propagation des�ssures. Pour minimiser le temps de 
al
ul, on ne 
her
he pas à dé
rire un v.e.rave
 un système de �ssures �réel�. La démar
he proposée s'ins
rit dans le 
adrede l'utilisation du 
on
ept de motif morphologique représentatif (m.m.r.).La notion de motif morphologique représentatif a été initialement intro-duite et développée par A. Zaoui et son équipe (voir par exemple [6℄, [5℄,[48℄, [53℄). L'idée 
onsiste à 
ombiner une des
ription déterministe de motifs
omposites bien 
hoisis, repérés dans la mi
rostru
ture, et une représentationstatistique de leur distribution dans le v.e.r.. Par exemple, pour un milieumi
ro�ssuré, le modèle le plus simple 
onsiste à envisager un volume sphérique
ontenant une �ssure unique dont le rayon soit 
al
ulé à partir de la densitéde mi
ro�ssures. On gère ensuite de façon statistique l'information relative àl'orientation des �ssures. Par la suite, on peut introduire au besoin une aniso-tropie dans la distribution spatiale des mi
ro�ssures en remplaçant le volumesphérique par un volume ellipsoidal, dans l'esprit de l'appro
he de [11℄. Dans lasuite, le m.m.r. désignera une sphère ou un ellipsoide 
omportant une �ssureunique. On se limitera i
i aux 
as où les �ssures sont spatialement distribuées etorientées de façon isotrope ou isotrope transverse (�ssures parallèles).
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tif d'un milieu mi
ro�ssuré sanspropagation de �ssures 123Te
hniquement, la démar
he pour la détermination du 
omportement ma-
ros
opique d'un milieu dé
rit par m.m.r. est assez pro
he de 
elle qu'on utilisedans le 
adre des s
hémas d'homogénéisation de type �Eshelby�. Chaque m.m.r.est plongé dans un milieu homogène in�ni (en pratique su�samment grand)dont les 
ara
téristiques (en l'o

uren
e vis
oélastiques) sont 
elles de la matri
edu milieu réel. Les 
onditions aux limites en déformation uniforme imposées �àl'in�ni� sont déterminées de façon à 
e que la moyenne des déformations sur lesm.m.r. mis en ÷uvre soit égale à la déformation ma
ros
opique du problème réel.On est ainsi ramené au problème de la propagation d'une �ssure unique étudiédans le 
hapitre 3. En parti
ulier, le 
al
ul numérique est réalisé expli
itementpas à pas grâ
e à l'équation in
rémentale de la loi de 
omportement donnée par(2.29).On examine d'abord le milieu mi
ro�ssuré sans propagation. Dans le 
asd'un matériau élastique, on 
ompare le résultat de la méthode mettant en÷uvre des m.m.r. sphériques ave
 l'estimation analytique de Ponte Castanedaet Willis [11℄. Dans le 
as d'une distribution de �ssures parallèle spatialementà symétrie ellipsoidale, on teste l'e�et du rapport d'aspe
t de l'ellipsoide enquestion en se 
omparant notamment à l'estimation analytique de Mori-Tanaka.On aborde ensuite le matériau vis
oélastique 
ontenant des mi
ro�ssures et l'on
onfronte les résultats obtenus ave
 
e que l'on obtient en utilisant le modèlevis
oélastique e�e
tif de Burger établi au 
hapitre 5.On s'attaque ensuite au 
omportement e�e
tif du matériau en régime depropagation de �ssures, en valorisant l'appro
he énergétique présentée dans le
hapitre 3. C'est l'o

asion de transposer dans le 
ontexte de l'endommagementdes 
on
epts introduits lors de l'étude de la �ssure unique, 
omme par exemplela notion de vitesse 
ritique.
6.2 Comportement e�e
tif d'un milieu mi
ro�s-suré sans propagation de �ssuresLa loi de 
omportement e�e
tive d'un milieu v.l.n.v. mi
ro�ssuré a déjà étéétudiée au 
hapitre 5 dans le 
adre d'une méthode d'homogénéisation de type�appro
he diluée en 
ontraintes�. Celle-
i s'est 
on
rétisée par un modèle de
omportement vis
oélastique e�e
tif de Burger. On va maintenant développer



124 Chapitre 6. Appro
he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiquela méthode numérique évoquée à la se
tion 6.1 et puis 
omparer les résultatsdes deux appro
hes. Dans 
ette se
tion, on se limite au 
as où il n'y a pas depropagation de �ssures.Comme on l'a annon
é, le 
al
ul en éléments �nis ne vise pas à identi�erde façon dire
te la réponse mé
anique d'un v.e.r. 
omportant un système desmi
ro�ssures déterministe. Dans le 
adre de l'idée de motif morphologiquereprésentatif m.m.r. [52℄, on séle
tionne un motif typique dans la mi
rostru
turequi joue ensuite le r�le d'inhomogénéité dans un problème semblable à 
eluid'Eshelby. La �gure 6.1 présente un exemple de m.m.r..
Fig. 6.1 � Motif morphologie représentatif

6.2.1 Comportement élastique linéaireOn teste d'abord la méthode dans le 
as de l'élasti
ité linéaire, su

essivementdans la situation de l'isotropie, puis dans 
elle de l'isotropie transverse.6.2.1.1 Module de 
ompression volumique élastique e�e
tifOn 
ommen
e par étudier un milieu élastique mi
ro�ssuré isotrope. Pourrendre 
ompte de l'isotropie de distribution spatiale, on 
onsidère un motif deforme sphérique. De plus, on se donne une répartition statistique isotrope del'orientation.Notant 
omme pré
édemment ǫ le paramètre de densité de �ssures Nℓ3 1,on a vu au 
hapitre 4 que le module de 
ompression volumique e�e
tif dumilieu k(ǫ) peut être estimé par des appro
hes analytiques 
lassiques tellesque l'estimation diluée, l'estimation de Mori-Tanaka et l'estimation de PonteCasteneda-Willis. De façon alternative, le 
al
ul de k par la méthode numérique1ℓ est le rayon de la �ssure.
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tif d'un milieu mi
ro�ssuré sanspropagation de �ssures 125en éléments �nis 
onsiste à se donner un motif sphérique de rayon R 
ontenantune �ssure unique. Le rayon en question est déterminé 
onformément auxdé�nitions de la densité de �ssures N et de ǫ :
R = ℓ

(

3

4πǫ

)1/3 (6.1)Une première appro
he de type Voigt 
onsisterait à imposer dire
tement un
hamp des dépla
ement E.z 2 sur le bord du m.m.r. et 
al
uler la 
ontraintema
ros
opique Σ en prenant la moyenne du 
hamp de 
ontrainte dans lem.m.r. par (2.42). On peut 
ependant véri�er que 
e 
hoix surestime 
onsidé-rablement la raideur e�e
tive, dès lors que la 
ondition ǫ ≪ 1 n'est plus satisfaite.Une deuxième appro
he inspirée du s
héma de Mori-Tanaka 
onsiste àplonger le m.m.r. dans une matri
e qui est le matériau sain du milieu étudié(voir la �gure 6.2 à gau
he). On note O le milieu �
tif formé par le m.m.r. et
ℓ1 ℓ2

ℓ3

ℓ4

ℓ5

Eo.z

Fig. 6.2 � (a) Domain équivalent dans le 
al
ul numérique ; (b) Maillage de lase
tion de 
al
ul en mode axis symétriquela matri
e qui l'entoure. Destiné au 
al
ul numérique, ses dimensions sont �niespar nature. Pour éviter les e�ets de bord, la taille de O doit être su�sammentgrande par rapport à la taille de m.m.r.. Par ailleurs, d'une manière générale, ilfaut garder en mémoire qu'on doit prendre en 
ompte une distribution isotropedes orientations de �ssures.Pour déterminer le module de 
ompression e�e
tif, il su�t d'examiner laréponse du s
héma d'homogénéisation à un 
hargement isotrope. Sur le bordde O on impose un 
hamp des dépla
ements de la forme Eo.z où Eo = Eo12
E est la déformation ma
ros
opique imposée et z est le ve
teur position du point où onimpose le dépla
ement.



126 Chapitre 6. Appro
he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiquen'est généralement pas égale à E. Eo est 
hoisi pour assurer que la moyennedes déformations dans les m.m.r. (
ompte tenu des di�érentes orientations) estégale à E = E1.Sur le plan pratique, on impose tout d'abord une déformation unité (dé-pla
ement ξ égal à z) sur le bord de O. La déformation moyenne sur le m.m.r.est déduite de la relation homologue de (5.9) :
E1 =

1

|ω|

(
∫

ωs

ε dV +

∫

C

[ξ]
s
⊗ n dS

) (6.2)où ω désigne le m.m.r., ωs la phase solide du m.m.r. et C la �ssure. Compte tenudes symétries du problème, elle est de la forme
E1 = E1

tt(1 − n ⊗ n) + E1
nnn ⊗ n (6.3)où n désigne la normale à la �ssure. La moyenne sur les orientations de la �ssureest 
lairement le tenseur sphérique E11 ave


E1 =
2E1

tt + E1
nn

3
(6.4)La déformation volumique moyenne 3E1 dans le m.m.r. est évidemment indépen-dante de l'orientation de la �ssure dans le m.m.r.. Celle-
i peut être déterminéedire
tement par (6.5)

3E1 =
1

|ω|

(
∫

ωs

tr ε dV +

∫

C

[ξn] dS

) (6.5)où [ξn] est l'ouverture de la �ssure. Ce 
al
ul tient 
ompte de la 
ontributionde l'ouverture de la �ssure par le terme en [ξn]. Te
hniquement, 
e dernier estobtenu en évaluant le travail d'une pression unité �
tive dans le dépla
ementdes lèvres de la �ssure, soit P t ·U , où P est le ve
teur des for
es nodales asso
iéà la pression et U 
elui des dépla
ements.La moyenne des 
ontraintes dans le m.m.r. en réponse au 
hargementunité a la même stru
ture que la déformation moyenne (voir (6.2)) :
Σ1 = Σ1

tt(1 − n ⊗ n) + Σ1
nnn ⊗ n (6.6)et la moyenne sur les orientations donne :

< Σ1 >= Σ11 avec Σ1 =
2Σ1

tt + Σ1
nn

3
(6.7)
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ro�ssuré sanspropagation de �ssures 127Compte tenu de la dé�nition de E1, il est fa
ile de voir que Eo n'est autre quele quotient E/E1. Connaissant Eo, on peut maintenant déterminer la 
ontraintema
ros
opisque résultant de la moyenne sur tous les m.m.r. (resp. toutes lesorientations) sous la forme Σ1 ave
 Σ = EoΣ1. le 
hamp des 
ontraintes et puisla 
ontrainte moyenne Σ de m.m.r.. Le module de 
ompression volumique est�nalement 
al
ulé par :
k(ǫ) =

Σ

3E
(6.8)Un exemple de 
al
ul numérique est réalisé à l'aide du maillage présenté à la�gure 6.2. I
i, grâ
e à la symétrie du problème, on e�e
tue le 
al
ul sur la moitiésupérieure de Ω en mode axisymétrique. La �ssure est modélisée par un segmentlibre en dépla
ement ℓ1. Le 
�té ℓ2 est �xé en dépla
ement verti
al et le 
�té ℓ5est �xé en dépla
ement radial. Le dépla
ement est imposé sur les 
ontours ℓ3 et

ℓ4. La �gure 6.3 présente les résultats de l'appro
he numérique en la 
omparantave
 les estimations analytiques issues de (4.42), (4.51) et (4.58). On observe quele 
al
ul numérique donne des résultats en parfaite 
ohéren
e ave
 l'estimationde Ponte Castaneda et Willis.
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ǫFig. 6.3 � Module de 
ompression volumique e�e
tif normalisé en fon
tion du pa-ramètre d'endommagement : 
as d'un matériau élastique linéaire �ssuré isotrope(
oe�
ient de Poisson du matériau sain νs = 0, 27)
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastique6.2.1.2 Module d'Young longitudinal et 
oe�
ient de Poisson : 
asisotrope transverseOn 
ontinue l'étude numérique ave
 le 
as isotrope transverse 
orrespondant àune distribution de mi
ro�ssures parallèles. On 
onsidère par exemple une éprou-vette 
ontenant des mi
ro�ssures perpendi
ulaires à l'axe. L'éprouvette est sou-mise à une tra
tion simple, 
orrespondant à un état de 
ontrainte ma
ros
opiqueest notée Σez ⊗ ez. La déformation longitudinale duale est notée E. La relation
(a) (b) (
)Σ (E) Σo (Eo)

Fig. 6.4 � (a) La poutre mi
ro�ssurée en tra
tion, (b) le m.m.r., (
) le modèleéquivalententre 
es deux grandeurs s'é
rit :
E =

Σ

E11(ǫ)
(6.9)où E11(ǫ) est le module d'Young longitudinal e�e
tif de la poutre dont des di�é-rentes estimations analytiques sont données par (4.38), (4.48) et (4.60).De façon alternative, le 
al
ul numérique est réalisé sur un m.m.r. 
omportant ànouveau une �ssure unique, qui est un ellipsoïde de révolution, ayant même axede symétrie que la �ssure. Notons X le rapport d'aspe
t de 
e dernier3 (voir lelien entre X et la notion de symétrie ellipsoidale dans [11℄). On note R le rayon del'ellipsoide dans le plan de la �ssure et Rv = RX désigne don
 la demi-longueurselon l'axe de révolution. Les dimensions du m.m.r. sont reliées par :

R = ℓ

(

3

4πǫX

)1/3

; Rv = RX (6.10)Comme pré
édemment, O désigne le milieu �
tif formé par lem.m.r. et la matri
edans laquelle il est plongé. Sur le bord de O, illustrons l'usage de 
onditions auxlimites uniformes en 
ontrainte. On impose sur ∂O une tra
tion unité ez ⊗ ez où
ez est le ve
teur unité de l'axe de l'éprouvette (resp. la normale aux �ssures). On3X < 1 (resp. (X > 1) pour un ellipsoide aplati (resp. allongé).
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al
ule la 
ontrainte longitudinale moyenne Σ1 mobilisée dans le m.m.r. par :
Σ1 =

1

|ω|

∫

ωs

σ1
zz dω (6.11)Pour obtenir une 
ontrainte axiale moyenne égale à Σ, la 
ontrainte à imposersur le bord ∂O est don
 Σoez ⊗ ez, ave
 en divisant Σo = Σ/Σ1.Connaissant Σo, on peut déterminer le 
hamp des déformations et puis ladéformation longitudinale moyenne Ez de m.m.r. par :

Ez = Σo

(

1

|ω|

∫

ωs

ε1
zz dω + PzU

1
z

) (6.12)où l'indi
e 1 renvoie à la réponse au 
hargement unité sur ∂O. U1
z et Pz sontrespe
tivement la 
omposante dans la dire
tion ez du ve
teur des dépla
e-ments nodaux et du ve
teur des for
es nodales asso
ié à la pression �
tive. Lemodule de Young longitudinal e�e
tif est �nalement 
al
ulé par : E11(ǫ) = Σ/Ez .De même, on peut aussi déterminer la déformation latérale moyenne Erdu m.m.r. par :

Er =

∫

ωs εrr dω

|ω| (6.13)où Ur et Pr sont respe
tivement les 
omposantes dans la dire
tion latérale r duve
teur des for
es nodaux �
tives et du ve
teur des dépla
ements nodaux. Le
oe�
ient e�e
tif de Poisson est 
al
ulé par : ν12(ǫ) = −Er/Ez.Grâ
e à la symétrie du problème, on réalise le 
al
ul sur la moitié supé-rieure de Ω dans mode axis symétrique. La �ssure est don
 un segment libre endépla
ement. Le s
héma 6.5 
ompare les résultats numériques ave
 l'estimationde Mori-Tanaka (voir (4.48)). On peut observer que, plus la distributionest alignée, plus l'appro
he numérique reposant sur le motif morphologiquereprésentatif ellipsoidal (ave
 X → 0) s'appro
he du résultat du modèleanalytique de Mori-Tanaka (resp. dilué en 
ontrainte). Ainsi, pour X = 1/5, on
onstate que les deux démar
hes fournissent des modélisations très voisines del'endommagement.On a ainsi véri�é numériquement que ν12(ǫ)/E11(ǫ) = νs/Es pour di�erentesvaleurs de X. Ce résultat est parfaitement 
ohérent ave
 
equi est montréanalytiquement dans le 
hapitre 4 (voir (4.39), (4.49) et (4.61))
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eq. (4.48)Numérique X = 1Numérique X = 1/2Numérique X = 1/5

E
1
1
(ǫ

)/
E

s

ǫFig. 6.5 � Module d'Young longitudinal normalisé de la poutre le 
as élastiqueen fon
tion du paramètre d'endommagement (νs = 0, 27)6.2.2 Appro
he numérique dans le 
as visqueuxOn se pla
e maintenant dans le 
as d'un matériau v.l.n.v.. On envisage deuxtypes di�érents de 
hargement et de nature des 
onditions aux limites sur lev.e.r..6.2.2.1 Fluage d'une poutre vis
oélastique mi
ro�ssuréeOn 
onsidère une poutre v.l.n.v. mi
ro�ssurée par des �ssures parallèles. Lem.m.r. est identique à 
elui utilisé à la se
tion 6.2.1.2.La poutre est d'abord soumise à une 
ontrainte de tra
tion uniaxiale dans ladire
tion de la normale au plan des �ssures, notée i
i ez. En d'autres termes, pour
t > 0, la 
ontrainte ma
ros
opique imposée s'é
rit Σ = Σez ⊗ ez. En utilisant lemodèle e�e
tif de Burger, on peut déterminer analytiquement une estimationde la déformation longitudinale e�e
tive de la poutre par l'équation (5.127). Cerésultat sera 
onfronté ultérieurement à 
elui de l'appro
he numérique qu'on sepropose de dé
rire dans 
e qui suit.Pour mettre en ÷uvre 
elle-
i, la question 
entrale est 
elle de la détermi-nation de l'histoire de la 
ontrainte auxiliaire Σo(t) qu'il 
onvient d'imposersur le bord de O pour que la valeur moyenne de la 
ontrainte lo
ale dans lem.m.r. soit bien égale à Σ. Même dans le 
as où Σ est une 
onstante (pour
t > 0), 
'est-à-dire que le 
hargement réel est un é
helon de 
ontrainte, on doit
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ro�ssuré sanspropagation de �ssures 131s'attendre à 
e que Σo varie durant le temps de 
al
ul en raison des déformationsde �uage. D'autre part, rien ne garantit a priori que la stru
ture tensorielle de
Σo soit identique à 
elle de Σ, 
'est-à-dire uniaxiale. En première appro
he,on utiliseranéanmoins 
ette hypothèse. La valeur initiale (à t = 0+) de Σo estdéterminée 
omme dans le problème élastique 
i-dessus. On suppose maintenantqu'on 
onnait Σo(t), et l'on 
her
he à déterminer Σo(t + dt).Rappelons l'équation in
rémentale (2.29), propre au 
omportement vis
o-élastique, qui peut être é
rite sous la forme des variations entre deux instants tet t + dt de la 
ontrainte et de la déformation lo
ales :

σ(t + dt) − σ(t) = C : (ε(t + dt) − ε(t)) + σq(t) (6.14)où l'on a noté σq(t) = σp(t) − σ(t) + C : ε(t) qui est déterminée en fon
tiondes 
ontraintes et des déformations à t. Cette équation est é
rite sur la totalitéde O. Le problème de la réponse in
rémentale est don
 un problème d'élasti
itélinéaire à deux paramètres de 
hargement :� les 
onditions aux limites sur le bord ∂O asso
ié à la 
ontrainte auxiliaire dΣo(supposée de la forme dΣoez ⊗ ez) ;� le 
hamp σq(t) de pré
ontrainte. Il n'est pas a priori autoéquilibré mais quipossède la symétrie 
ylindrique.La réponse in
rémentale lo
ale est don
 la somme de deux 
ontributions,asso
iées respe
tivement à 
ha
une des deux 
omposantes du 
hargement.L'in
onnue du problème est le s
alaire dΣo.Notons δσq le 
hamp lo
al dans le m.m.r. induit par le 
hamp de pré
on-trainte σq(t), ave
 des 
onditions de bord libre sur ∂O 4. Notons en
ore σ1 le
hamp lo
al dans le m.m.r. induit par une tra
tion unité selon ez sur ∂O. Cedernier est la solution d'un 
al
ul élastique linéaire ave
 le tenseur d'élasti
ité
C de (2.30). Les valeurs moyennes sur le m.m.r. de 
es 
hamps sont aisément
al
ulées, et notées 
i-après δΣq et Σ

1. Comme on admet que le 
hargementauxiliaire est uniaxial, le problème 
onsiste à déterminer l'amplitude dΣo telleque la moyenne de dσzz sur le m.m.r. soit égale à dΣ. Cette 
ondition se traduitpar l'équation :
dΣ = dΣoΣ

1
zz + δΣq

zz (6.15)qui permet de déterminer dΣo :
dΣo =

dΣ − δΣq
zz

Σ1
zz

(6.16)4Dans la pratique, le 
al
ul e�e
tué valorise la symétrie 
ylindrique
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiqueOn peut véri�er que la moyenne des 
ontraintes dans le m.m.r. a bien unestru
ture uniaxiale (à la toléran
e numérique près), 
e qui justi�e a posterioril'hypothèse formulée sur Σo.Connaissant dΣo(t), on détermine la variation du 
hamp des dépla
ementsnodaux dU et puis le 
hamp des déformations ε(t + dt). La déformationma
ros
opique duale de Σ(t + dt) est ensuite déterminée en prenant la moyennede εzz(t + dt) dans la m.m.r. en tenant 
ompte l'ouverture de la �ssure (voir(6.12)).Le s
héma (6.6) présente la 
onfrontation du 
al
ul numérique ave
 lemodèle e�e
tif de Burger pour di�érentes valeurs du paramètre X de distribu-tion spatiale. Rappelons à 
e sujet que le modèle de Burger �endommagé� a étédéterminé ave
 un s
héma dilué en 
ontraintes qui 
oin
ide (dans le 
as élastiquelinéaire) ave
 un s
héma de Mori-Tanaka. Comme on pouvait s'y attendre, onpeut observer que, plus la distribution est alignée (X → 0), plus les résultatsnumériques s'appro
hent de 
e que prévoit le modèle analytique de Burger.Ainsi, pour X = 1/5, on 
onstate déjà une ex
ellente 
on
ordan
e entre les deuxappro
hes. On retrouve i
i un 
ommentaire de même nature que 
elui formulé àla �n de la se
tion 6.2.1.2.

t(s)

Ezz eq. (5.127)
X = 1/5
X = 1/3
X = 1

Fig. 6.6 � Cal
ul numérique et analytique du �uage de la poutre (ǫ = 0, 1,
Σ = 1MPa, les 
ara
téristiques vis
oélastiques sont données par le tableau 2.1)
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ro�ssuré sanspropagation de �ssures 1336.2.2.2 Vitesse de déformation imposéeOn 
ontinue l'étude de tra
tion d'une poutre v.l.n.v. mi
ro�ssurée isotrope trans-verse pour une vitesse de déformation imposée pour montrer l'existen
e d'unefor
e asymptotique. Cette étude est une 
ontinuation de l'étude d'une poutre en�exion à trois point qu'on a évoquée dans le 
hapitre 3. La poutre est mise sousune tra
tion en déformation ma
ros
opique imposée dont la vitesse est 
onstante
E = Ėt. On suppose qu'il y a pas de propagation de �ssures. Alors on peututiliser le modèle e�e
tif de Burger pour déterminer la relation ma
ros
opiqueentre la 
ontrainte Σ(t) et la déformation E(t) pour 
haque paramètre d'en-dommagement ǫ et 
haque vitesse de déformation imposée Ė. Dans l'espa
e deLapla
e-Carson, 
ette relation s'é
rit :

Σ∗(ǫ, p) = F ∗(ǫ, p)Ė/p (6.17)où F ∗(ǫ, p) le �module d'Young longitudinal� apparent dans l'espa
e de Lapla
e-Carson qui est l'inverse de s∗2(ǫ, p) et qui est déterminée par :
1

F ∗(ǫ, p)
=

1

F e
M(ǫ)

+
1

pF v
M(ǫ)

+
1

F e
K(ǫ) + pF v

K(ǫ)
(6.18)où F α

β (ǫ) = 1/sα
β2

(ǫ) ave
 α = e ou v et β = M ou K, sα
β2

(ǫ) sont estiméesdans le 
hapitre 5 (voir (5.99)). Alors, en 
onnaissant ǫ, on obtient par (6.17) la
ontrainte ma
ros
opique transformée Σ∗(p) qui est une fon
tion expli
ite de p.
Σ(t) est obtenue par une transformation inverse de Lapla
e-Carson de Σ∗(p). Deplus, en prenant la limite quand p → 0 on obtient :

Σ∞(ǫ) = lim
p→0

Σ∗(ǫ, p) = F v
M(ǫ)Ė (6.19)Dans le 
al
ul numérique, pour 
haque pas de temps de 
al
ul dt où un pasde déformation dE = Ėdt, on 
her
he à déterminer le pas de déformation duproblème équivalent dEo pour assurer que la déformation moyenne dans lam.m.rest égale à dE. Supposons qu'à 
haque instant t, on 
onnait déjà la valeur de

dEo(t), la déformation moyenne dans le m.m.r est don
 déterminée par :
dE = Eq(t) + dEo(t)E1 (6.20)où Eq(t) et E1 sont respe
tivement les déformations de tra
tion moyennes dela m.m.r. dûe à σq(t) et à une déformation de tra
tion unitaire. Alors on peutdéterminer dEo(t) par :
dEo(t) =

dE − Eq(t)

E1

(6.21)
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiqueConnaissant dEo(t), on peut déterminer les 
hamps des dépla
ements et des
ontraintes σ(t) qui permet de déterminer la 
ontrainte ma
ros
opique Σzz(t)en prenant la moyenne de σzz(t) sur la m.m.r.. Le s
héma (6.7) présente uneex
ellente validation du 
al
ul numérique ave
 le modèle e�e
tif de Burger pourune distribution très alignée des mi
ro�ssure (X = 1/5). On peut observer ainsique pour ǫ = 0, 1, Ė = 10−11, la 
ontrainte ma
ros
opique tend vers la valeurlimite donnée par (6.19) Σ∞
zz = 6, 621MPa.

t(s)

Σzz(Pa)

→ Σ∞
zz

eq. (6.17)Numérique
Fig. 6.7 � Pour un taux de déformation 
onstante imposé, la 
ontrainte dualetend vers un valeur assymptotique : 
al
uls analytique et numérique (ǫ = 0, 1,
Ė = 10−11)
6.3 Etudes analytique et numérique du taux derestitution de l'énergiePour le 
as élastique, le taux de restitution de l'énergie d'un milieu mi
ro�ssurépeut être estimé lorsqu'on dispose d'un s
héma d'homogénéisation permettant demesurer l'e�et des mi
ro�ssures sur l'élasti
ité homogénéisée, par exemple 
eluide Mori-Tanaka (voir [16℄). Pour le 
as vis
oélastique, on se propose de déve-lopper une appro
he de même nature en se basant sur le modèle vis
oélastiquee�e
tif de Burger établi dans le 
hapitre 5. En parallèle, on réalise une appro
henumérique pour déterminer 
ette quantité. Pour �nir, on 
onfronte les résultatsdes deux méthodes.



6.3. Etudes analytique et numérique du taux de restitution del'énergie 1356.3.1 Analyse théorique du taux de restitution d'énergieOn rappelle la 
ondition de propagation (3.16) où le taux de restitution d'énergie
F est dé�ni par l'équation (3.12) pour le 
as d'un 
hargement 
ontr�lé par unevariable 
inématique et d'une �ssure se propageant de façon re
tiligne. Pour le 
asde mi
ro�ssures, la grandeur homologue du taux de restitution de l'énergie faitintervenir le paramètre ǫ à la pla
e de la longueur de �ssure. Plus pré
isément,il est dé�ni par (voir [16℄ pour le 
as élastique) :

F = − 1

|Ω|
∂WΩ

∂ǫ |E,{εv
α}

(E, ǫ, {εv
α}) (6.22)où la déformation ma
ros
opique E est le paramètre de 
hargement 
inématique,

WΩ est l'énergie élastique du v.e.r. 5.D'un point de vue numérique, on évalue dans 
e qui suit l'énergie élastique et sesvariations à partir d'un m.m.r.. On admet don
 qu'il est équivalent de dé�nir Fpar
F = − 1

|ω|
∂Wω

∂ǫ |E,{εv
α}

(E, ǫ, {εv
α}) (6.23)où ω désigne le m.m.r. et Wω son énergie élastique.L'a

roissement de la variable ǫ qui est pris en 
ompte dans le 
al
ul de Fsuppose que la population de �ssures puisse être 
ara
térisée par une variables
alaire (voir se
tions pré
édentes 6.2.1.1, 6.2.1.2, 6.2.2.1), y 
ompris lors deses évolutions. C'est le 
as dans la situation de �ssures de même rayon dontles orientations sont distribuées de façon isotrope ou de �ssures parallèles. Au
ours de la propagation, 
ela né
essite que toutes les mi
ro�ssures évoluent demanière identique. La généralisation à des familles de �ssures plus 
omplexes aété dis
utée dans [16℄. Pratiquement, la variation de ǫ 6 qui est envisagée dansla dé�nition de F revient à une variation de la longueur de �ssure, la densité de�ssures restant invariable. C'est 
ette remarque qui guidera la mise en ÷uvrenumérique de la dé�nition (6.23).Rappelons que le matériau 
onsidéré est modélisé par le modèle rhéolo-gique de Burger, de sorte que l'énergie élastique dans la formule (6.23) se
ompose d'une partie de Mawxell et d'une partie de Kelvin 7 :

Wω =

∫

ω(ǫ)

(

1

2
εe : C

e
M : εe +

1

2
εv

K : C
e
K : εv

K

)

dV (6.24)5Pour le 
as général, on peut être amené à 
onsidérer l'énergie potentielle6On rappelle que ǫ = Nℓ3.7voir (3.6)
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiqueoù εe est la déformation élastique et εv
K est la 
omposante de la déformationvisqueuse 
orrespondante à la partie de �Kelvin�. L'évolution 
onsidérée dans ladérivée de (6.23) se produisant sans déformation visqueuse, la 
ontribution dela partie Kelvin n'est pas modi�ée. Ainsi, l'introdu
tion de (6.24) dans (6.23)donne la simpli�
ation suivante :

F = − 1

|ω|
∂W M

ω

∂ǫ |E,{εv
α}

(E, ǫ, {εv
α}) (6.25)où la 
ontribution de la partie Maxwell

W M
ω =

∫

ω(ǫ)

1

2
εe : C

e
M : εedV (6.26)peut être à son tour dé
omposée sous la forme d'une partie ré
upérable, fon
tionde la di�éren
e E−E

v entre la déformation ma
ros
opique et sa partie visqueuse,et d'une partie résiduelle. Cette dernière représente l'énergie élastique qui sub-siste dans la partie Maxwell après une dé
harge totale, 
'est-à-dire lorsque la
ontrainte mar
ros
opique Σ est mise à 0 (voir aussi (3.13)) :
W M

ω =
1

2
(E −E

v) : C
e
M(ǫ) : (E −E

v) + W M
res(ǫ, {εv

α}) (6.27)Les grandeurs E et E
v rempla
ent respe
tivement E et Ev dans (3.13). En in-troduisant (6.27) dans (6.25) on obtient a priori trois 
ontributions au taux derestitution de l'énergie, à l'image de (3.14) :

F = −1

2
(E−E

v) :
∂

∂ǫ
C

e
M(ǫ) : (E−E

v)+(E−E
v) : C

e
M(ǫ) :

∂E
v

∂ǫ |{εv
α}
−∂W M

res

∂ǫ |E,{εv
α}(6.28)Dans le 
as d'une stru
ture 1D homogène, on a montré que les deux dernierstermes de (3.14) sont en fait nuls (voir 
hapitre 3). Dès lors, en raisonnant parindu
tion, il est tentant de faire l'hypothèse que 
e résultat reste valable dansle présent 
ontexte. C'est déjà 
e que nous avons fait à la se
tion (3.5.3) dansla situation d'une �ssure unique. La justi�
ation de 
ette simpli�
ation n'estpour l'instant possible que par voie numérique, en véri�ant que les 
ontributionsdes termes des dérivées de l'énergie résiduelle et de la partie visqueuse de ladéformation ma
ros
opique sont négligeables . Dans 
es 
onditions, la formule(6.28) se simpli�e et le taux de restitution de l'énergie peut être exprimé au
hoix en fon
tion de la déformation ma
ros
opique (qui est aussi le paramètre de
hargement) ou de la 
ontrainte ma
ros
opique, en vertu de l'équation d'état :

F = −1

2
(E− E

v) :
∂

∂ǫ
C

e
M(ǫ) : (E− E

v) =
1

2
Σ :

∂

∂ǫ
S

e
M(ǫ) : Σ (6.29)
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ul analytique du taux de restitution de l'énergie : le 
asélastiqueOn 
onsidère à nouveau le problème de la tra
tion uniaxiale d'une poutre 
onte-nant des mi
ro�ssures paralèlles qui sont perpendi
ulaires à la dire
tion de tra
-tion (voir la �gure 6.4). Dans le 
as élastique, on peut estimer le tenseur desouplesse e�e
tif du matériau par l'appro
he de Mori-Tanaka, noté i
i Smt(ǫ). Letaux de restitution d'énergie est estimé grâ
e à la 
onnaissan
e de la fon
tion
Smt(ǫ) par (voir (6.29))8 :

F =
1

2
Σ :

∂

∂ǫ
S

mt(ǫ) : Σ =
1

2
Σ2

1 :
∂

∂ǫ
S

mt(ǫ) : 1 =
1

2
Σ2 ∂

∂ǫ

(

1

Emt
11 (ǫ)

) (6.30)où l'on rappelle que Emt
11 (ǫ) est le module d'Young longitudinal e�e
tif de lapoutre. Il est déterminé par l'équation (4.48). On obtient ainsi :

F =
Σ2

2

H

Es
(6.31)ave
 H = 16(1 − νs2)/3.6.3.1.2 Cal
ul analytique du taux de restitution de l'énergie : le 
asvis
oélastiqueConsidérons de nouveau le problème de la �gure 6.4. Pour le 
as isotrope trans-verse, (6.29) devient :

F =
1

2
Σ2 ∂

∂ǫ

(

1

F e
M(ǫ)

) (6.32)où F e
M(ǫ) est le module d'Young longitudinal instantané qui est déterminée par :

F e
M(ǫ) =

EM

1 + N e
Mǫ

(6.33)ave
 N e
M est déterminé par (5.101). Alors le taux de restitution d'énergie estdéterminé par :

F =
Σ2

2

N e
M

EM

(6.34)où Σ est déterminé par (6.17).En parti
ulier, lorsque la 
ontrainte ma
ros
opique tend vers une valeurasymptotique, le taux de restitution de l'énergie tend lui-même vers une limite :
F∞ =

Σ∞2

2

N e
M

EM
(6.35)8voir ainsi [16℄



138 Chapitre 6. Appro
he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiqueRappelons que la 
ontrainte symptotique Σ∞ est déterminée par l'équation(6.19). Elle dépend linéairement de la vitesse de déformation imposée Ė, duparamètre d'endommagement et des 
ara
téristiques visqueuses de Maxwell. Enintroduisant 
e résultat dans (6.35), on obtient la forme suivante de F∞ :
F∞ = cM(ǫ)Ė2 (6.36)où, pour la raison de la simpli�
ation, on a posé

cM(ǫ) =
1

2

N e
M

EM

Ev
M

2

(1 + Nv
M ǫ)2 (6.37)Ce fa
teur dépend des 
ara
téristiques vis
oélastiques de Maxwell et du pa-ramètre d'endommagement. On peut 
on
lure que, pour un matériau v.l.n.v.mi
ro�ssuré, le taux de restitution d'énergie tend vers une valeur asymptotiquequi est une fon
tion quadratique de la vitesse de déformation imposée.L'évolution de F en fon
tion du temps pour di�érentes vitesses de défor-mation imposée (voir (6.34)) est présentée par la �gure 6.8. On retrouve destendan
es qualitatives qui transposent au milieu mi
ro�ssuré les observationsfaites antérieurement dans le 
as d'une �ssure unique (voir �gure 3.12).Ainsi, le taux de restitution de l'énergie reste borné supérieurement par unevaleur qui dé
roit lorsque la vitesse de 
hargement diminue. Par 
onséquent, onpressent qu'en dessous d'une vitesse 
ritique, le seuil de propagation ne pourraêtre atteint (se
tion 6.4.3).Si la vitesse de 
hargement est �xée, F∞ est une fon
tion dé
roissante duparamètre d'endommagement. Plus le matériau est endommagé, plus l'énergiedisponible pour propager les �ssures est faible. C'est l'origine de l'idée deparamètre d'endommagement 
ritique (se
tion 6.4.3).6.3.2 Algorithme pour le 
al
ul numérique du taux de res-titution de l'énergieOn développe maintenant un algorithme numérique pour la détermination dutaux de restitution de l'énergie F . Les 
al
uls dans le 
adre de la méthodedes éléments �nis sont réalisés sur le domaine équivalent O dans lequel ontrouve un m.m.r. plongé dans une matri
e in�nie 
onstituée du matériau sain.Comme pré
édemment, le m.m.r. 
ontient une �ssure unique. Par dé�nition,

F peut être déterminé par la formule (6.23). Cependant, soulignons dans 
ette
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Fig. 6.8 � Evolution du taux de restitution d'énergie dans un matériau v.l.n.v.mi
ro�ssuré pour di�érentes vitesses de déformation imposée. (ǫ = 0, 1, X =

1/30)formule que la dérivée est prise à paramètre de 
hargement E �xé. Une di�
ultépratique apparait don
 du fait que le 
hargement imposé sur le domaine �
tif
O est Eo et non E. Or, de toute éviden
e, pour que la déformation moyennedu m.m.r. reste �xée à E quand ǫ varie, il 
onvient de modi�er judi
ieusementla valeur de Eo qui dé�nit les 
onditions aux limites �lointaines�, sur le bordde O. Il est 
ertes possible de mener le 
al
ul de 
ette façon. Cependant, ilexiste en réalité une façon appro
hée plus 
ommode que la mise en ÷uvre dela dé�nition dire
te, 
'est-à-dire la relation (6.23), pour le 
al
ul numérique de F .Notons en e�et W M

O (Eo, ǫ, {εv
α}) l'énergie élastique9 de O. Elle est 
ompo-sée de la 
ontribution W M

ω de ω et de 
elle du 
omplémentaire C = O \ ω dum.m.r. dans O, notée W M
C :

W M
O (Eo, ǫ, {εv

α}) = W M
ω (E, ǫ, {εv

α}) + W M
C (Eo, E, {εv

α}) (6.38)On démontre (voir la démonstration dans l'annexe F) la proposition suivante :
F = − 1

|ω|
∂W M

O

∂ǫ |Eo,{εv
α}

(Eo, ǫ, {εv
α}) (6.39)En d'autres termes, on s'est ramené à un 
al
ul 
lassique de taux de restitutionde l'énergie, 
orrespondant à une propagation de �ssure sous 
onditions aux9Seule est à 
onsidèrer la 
ontribution de la partie de Mawxell.
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiquelimites �xes, en remplaçant le m.m.r. par le domaine O tout entier, qui 
omportele m.m.r. et la matri
e dans laquelle il est plongé. Le type de tâ
he à e�e
tuera déjà été étudié en détail au 
hapitre 3. Il est 
lair qu'on parvient ainsi àun problème nettement plus simple. Indiquons pour �nir que la 
onfrontationdes résultats numériques de 
ette appro
he ave
 
eux de la méthode dire
te a
on�rmé un parfait a

ord.Pour la mise en ÷uvre pratique de (6.39), on doit 
réer une variation �
-tive dǫ en �xant le 
hamp des déformations visqueuses. A 
et e�et, on 
onsidère,
omme d'habitude, un 
omportement élastique ave
 pré
ontrainte, 
ara
térisépar la partie élastique de Maxwell du matériau. Le 
hargement Eo est �xé eton 
al
ule la variation d'énergie élastique 
orrespondante dW . F est ensuiteappro
hé par −dW/dǫ.La 
réation de dǫ est réalisée en introduisant un in
rément �
tif dℓ durayon de la �ssure dans le m.m.r.. Rappellons que ǫ = Nℓ3 où N est la densitéde �ssures, de sorte que l'on obtient dǫ = 3Nℓ2dℓ si l'on raisonne à densité
N 
onstante. La propagation �
tive est don
 
réée en libérant un segment
dℓ = ℓdǫ/(3ǫ). A titre d'exemple, on re
onsidère le problème de tra
tion depoutre (voir la �gure 6.4). Grâ
e à la symétrie du problème, on a réalisé un
al
ul en mode �axisymétrique�.Le s
héma (6.5) fait apparaitre un ex
ellent a

ord entre les prévisions dumodèle analytique e�e
tif de Burger et 
elles du 
al
ul numérique, pour unedistribution fortement �aplatie� (anisotrope) de mi
ro�ssures (X = 1/30). Onpeut observer ainsi que pour ǫ = 0.1, Ė = 10−12, le taux de restitution del'énergie tend vers la valeur limite donnée par (6.36) F∞ = 32, 153 N/m2.6.4 Propagation de mi
ro�ssures dans un milieuvis
oélastique : analyses théorique et numé-riqueL'évolution de l'endommagement d'un milieu mi
ro�ssuré est prise en 
ompte nu-mériquement par la propagation d'une �ssure unique 10 présente dans un m.m.r..La 
ondition de propagation est dé�nie par (3.16) où Gc dépend de la taille de10voir le problème de �ssure unique dans le 
hapitre 3
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t(s)

→ F∞

F(N/m2) eq. (6.34)Numérique
Fig. 6.9 � Evolution du taux de restitution d'énergie dans un matériau v.l.n.v.mi
ro�ssuré pour une vitesse de déformation imposée : 
al
uls numérique etanalytique. (ǫ = 0, 1, X = 1/30, Ė = 10−12 s−1)la �ssure par (voir [16℄) :

Gc =
2π

3

Gf

ℓ
(6.40)

Gf est i
i le taux de restitution d'énergie 
ritique du matériau qui est 
onsidéré
onstant et ℓ est le rayon de la �ssure.6.4.1 Algorithme des 
al
uls numériquesLa méthode 
roise en fait les a
quis de la se
tion 3.4.2.2 (voir �gure 3.16),
onsa
rée à la propagation de �ssure, et 
eux de la se
tion 6.2.2, qui traite de laprise en 
ompte d'un 
hargement dé�ni sur un m.m.r. par le biais de 
onditionsaux limites auxiliaires. On se limite don
 dans 
e qui suit à un bref résumé desséquen
es du 
al
ul.On résume par la �gure 6.10 l'algorithme de 
al
ul numérique de propagation demi
ro�ssures destiné à rendre 
ompte de l'évolution de l'endommagement d'unmilieu vis
oélastique.6.4.2 Comparaison de l'algorithme numérique ave
 le ré-sultat analytique du 
as élastiqueOn se pla
e tout d'abord dans le 
as élastique. On examine une tra
tion simpleperpendi
ulaire à un réseau de �ssures parallèles. On note ℓo et ǫo respe
tivement



142 Chapitre 6. Appro
he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiqueDépart
ǫ := ǫo

σq := 0

dEo := dEo(dE, σq)

F := F(ǫ, dEo, σ
q)

Gc := Gc(ǫ)

F < Gc

dE1 := dE
Gc −Fn

F −Fn

σq := σq(σq, dEo)

dEo := dEo(dE1, σ
q)

F := F(ǫ, dEo, σ
q)

∣

∣

∣

∣

F−Gc

Gc

∣

∣

∣

∣

< eG

ra�ner dE

σq := σq(σq, dEo)

Fn := F

ǫ := ǫ + dǫ ǫ < ǫmax

Fin

+

−

+

−

+

−

Fig. 6.10 � Algorithme des 
al
uls numériques de propagation de mi
ro�ssures



6.4. Propagation de mi
ro�ssures dans un milieu vis
oélastique :analyses théorique et numérique 143la longueur initiale des �ssures et le paramètre d'endommagement initial dumilieu. On note ainsi Ep et Σp respe
tivement les valeurs de E et de Σ au pi
 (oùles �ssures 
ommen
ent à propager). Le taux de restitution de l'énergie 
al
ulépar (6.31) peut être é
rit sous la forme :
Fmt =

H

2Es
Σ2 =

HEs

2(1 + Hǫ)2
E2 (6.41)Le taux de restitution d'énergie 
ritique est donné par (6.40). Au pi
, pour ℓ = ℓo,la 
ondition de propagation prend la forme :

2π

3

Gf

ℓo
=

H

2Es
Σ2

o =
HEs

2(1 + Hǫo)2
E2

o (6.42)En pro
édant de la même façon pour un niveau quel
onque de l'endommagement,on obtient des relations entre la déformation et la 
ontrainte ma
ros
opique ave
le paramètre d'endommagement :
2π

3

Gf

ℓ
=

H

2Es
Σ2 =

HEs

2(1 + Hǫ)2
E2 (6.43)En divisant terme à terme les équations (6.43) et (6.42) on obtient :

Σ

Σo
=

(

ℓo

ℓ

)1/2

;
E

Eo
=

1 + Hǫ

1 + Hǫo

(

ℓo

ℓ

)1/2 (6.44)où l'on rappelle que ǫ = Nℓ3, N désignant la densité de �ssure). (6.44) devient :
Σ

Σo

=
(ǫo

ǫ

)1/6

;
E

Eo

=
1 + Hǫ

1 + Hǫo

(ǫo

ǫ

)1/6 (6.45)La �gure 6.11 montre une très bonne validation entre 
e résultat et les résultatsde l'appro
he numérique pour le 
as du 
omportement élastique.6.4.3 Vitesse 
ritique de 
harge et endommagementasymptotique du milieuL'étude de la propagation d'une �ssure unique dans le problème d'une poutrev.l.n.v. entaillée en �exion à trois points (voir le 
hapitre 3) a montré l'existen
ed'une vitesse de 
hargement 
ritique11. Si la vitesse de dépla
ement imposéeest inférieure à 
ette valeur, la 
ondition de propagation de �ssure n'est jamaisatteinte. De plus, pour le 
as sur-
ritique, on a montré que la �ssure se propage11le paramètre de 
hargement étant le dépla
ement du point d'apppli
ation de la 
harge
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E/Eo

Σ/Σo

eq. (6.45)Numérique
Fig. 6.11 � Propagation de mi
ro�ssures dans un matériau élastique : appro
henumérique et analytique (ǫo = 0, 1, X = 1/30)vers une longueur asymptotique qui dépend de la vitesse de 
hargement. Si lalongueur initiale est supérieure à 
ette valeur, il n'y a pas de propagation de�ssure. Dans 
ette se
tion, on va transposer 
e résultats en introduisant et enquanti�ant des notions de taux de déformation et de niveau d'endommagement
ritiques.Supposons que les mi
ro�ssures se propagent jusqu'à un état d'endomma-gement asymptotique quand t → ∞. La loi de 
omportement ma
ros
opique à
e régime est donnée par (6.19) et le taux de restitution d'énergie est donné par(6.36). La 
ondition de propagation s'é
rit :

F∞ =
2π

3

Gf

ℓ∞
(6.46)où ℓ∞ est le rayon de �ssure à t = ∞ qui est relié au paramètre d'endommagementpar :

ℓ∞ =
(ǫ∞

N

)(1/3) (6.47)Alors la 
ondition de propagation est réé
rite sous la forme :
F∞ =

2πN1/3

3

Gf

ǫ
1/3
∞

(6.48)En introduisant (6.36) dans (6.48) on obtient :
Ė2

2

N e
M

EM

Ev
M

2

(1 + Nv
Mǫ∞)2

=
2πN1/3

3

Gf

ǫ
1/3
∞

(6.49)
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f(ǫ∞) =

ǫ
1/3
∞

(1 + Nv
Mǫ∞)2 =

2πN1/3

3

2Gf

Ė2

EM

N e
MEv

M
2 =

δ

Ė2
(6.50)où δ est un 
oe�
ient déterminé en fon
tion des données du matériau :

δ =
2πN1/3

3

2GfEM

N e
MEv

M
2 (6.51)On dispose ainsi d'une fon
tion 
ara
téristique qui permet de déterminer la valeurlimite du paramètre endommagement en fon
tion de la vitesse de déformationimposée. La �gure (6.12) représente l'allure de f qui se 
ompose de deux partiesdont l'une est 
roissante et l'autre est dé
roissante. Notons fmax la valeur maxi-

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.05 0.1 0.15 0.2

ǫ∞

f(ǫ∞)

c
Ė2

fmax = c
Ė2

cr

ǫ
(1)
∞

ǫmax ǫ
(2)
∞Fig. 6.12 � Fon
tion 
ara
téristique permettant la détermination de la vitesse
ritique et du paramètre d'endommagement 
ritiquemale de f 
orrespondant à la valeur ǫmax du paramètre d'endommagement. Onintroduit une vitesse 
ritique qui est déterminée par :

Ėcr =

√

δ

fmax

(6.52)Pour que l'équation (6.50) ait une solution, il faut que Ė ≥ Ėcr. Dans le 
as où
ette 
ondition est satisfaite, notons ǫ
(2)
∞ la plus grande solution12 de l'équation(6.50). Si le paramètre d'endommagement initial ǫo est inférieur à la valeur
ritique ǫ

(2)
∞ , la �ssure se propage et le paramètre d'endommagement tend vers12Comme dans le 
as d'une �ssure unique, la solution sur la bran
he 
roissante de la fon
tion

f n'est pas physique.
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he numérique de l'endommagement dans unmilieu vis
oélastiquela valeur limite ǫ
(2)
∞ . En parti
ulier, si ǫo ≤ ǫmax, les �ssures se propagent pourtoutes les vitesses sur
ritiques de déformation imposée. Par 
ontre si ǫo ≥ ǫ

(2)
∞ , iln'y a pas de propagation de �ssures.Les �gures 6.13 et 6.14 montrent l'évolution de la 
ontrainte ma
ros
opiqueet du taux de restitution d'énergie, respe
tivement pour le 
as sous-
ritique(Ė ≤ Ėcr) et le 
as où ǫo ≥ ǫ(2) où les mi
ro�ssures ne propagent pas. Les

E

F
(N

/m
2
)

E

Σ
(P

a
)

Fig. 6.13 � Sans propagation de �ssures pour une vitesse de déformation imposéesous 
ritique Ė = 3, 5 × 10−12 s−1 (Ėcr ≃ 4 × 10−12 s−1, ǫo = 0, 1)�gures 6.15 et 6.16 montrent que, pour le 
as de propagation de mi
ro�ssure(Ė ≥ Ėcr et ǫo ≤ ǫ(2)), le paramètre d'endommagement (resp. la 
ontraintema
ros
opique) tend à une valeur asymptotique.6.5 Con
lusionsCe 
hapitre introduit une méthode numérique pour résoudre le problème de lapropagation de mi
ro�ssure. L'idée 
onsiste à s'appuyer sur la notion de motifmorphologique représentatif m.m.r.. Etant donné que l'obje
tif prioritaire est deprendre en 
ompte la spé
i�
ité du 
omportement visqueux, nous nous sommes
ontentés d'un motif très simple, 
omportant une �ssure unique, permettantnéanmoins de rendre 
ompte d'une éventuelle anisotropie dans la distributionspatiale des �ssures.
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Fig. 6.14 � Sans propagation de �ssures pour un paramètre d'endommagementinitial ǫo = 0, 2 supérieur à ǫ(2) ≃ 0, 17 (Ė = 4, 5×10−12 s−1, Ėcr ≃ 4×10−12 s−1)
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Fig. 6.15 � Evolution de l'endommagement d'un matériau v.l.n.v. endommagésous une vitesse de 
hargement sur-
ritique imposée (ǫo = 0, 1, ǫ(2) ≃ 0, 17,
X = 1/30, Ė = 4, 5 × 10−12s−1, Ėcr ≃ 4 × 10−12 s−1)Pour 
ommen
er, le modèle numérique a été validé en 
onfrontant les 
al-
uls numériques du 
omportement e�e
tif d'un milieu élastique mi
ro�ssuréisotrope ou isotrope transverse ave
 l'estimation analytique de Mori-Tanaka(resp. diluée en 
ontraintes) et 
elle de Ponte Castaneda et Willis. Pour le 
asd'une distribution spatiale isotrope (modèle de m.m.r. sphérique), le 
al
ulnumérique donne des résultats en très bon a

ord ave
 l'estimation de Ponte
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Fig. 6.16 � Comportement ma
ros
opique d'un matériau v.l.n.v. endommagédurant la propagation de mi
ro�ssures (ǫo = 0, 1, ǫ(2) ≃ 0, 17, X = 1/30, Ė =

4, 5 × 10−12s−1, Ėcr ≃ 4 × 10−12 s−1)Castaneda et Willis (voir les �gures 6.3). Pour le 
as de mi
ro�ssures parallèles,les résultats numériques tendent vers l'estimation analytique de Mori-Tanakalorsque l'anisotropie de distribution 
roît (modèle de m.m.r. d'aplatissement deplus en plus marqué), 
omme le montre la �gure 6.5.Pour le 
as vis
oélastique en l'absen
e de propagation, on a 
onsidéré leproblème du �uage d'une mi
rostru
ture mi
ro�ssurée isotrope transverse. Làen
ore, plus l'anisotropie de distribution spatiale est marquée, plus les 
al
ulsnumériques donnent des résultats qui tendent vers les résultats analytiquesobtenus en utilisant le modèle de Burger e�e
tif (voir la �gure 6.6). De plus,dans le problème à vitesse de dépla
ement imposée, le modèle de Burger 
ommele modèle numérique prévoient que la 
ontrainte ma
ros
opique tend vers unevaleur asymptotique (voir la �gure 6.7) ave
 un a

ord ex
ellent également surle plan quantitatif.La deuxième partie du 
hapitre a été 
onsa
rée à l'étude numérique de larestitution d'énergie et de la propagation de mi
ro�ssures. Sur le plan des
al
uls analytiques, on exploite le fait que, dans les 
as analysés dans 
ettethèse, l'énergie résiduelle après une dé
harge totale est très faible par rapportà l'énergie totale. Notons que 
e
i est 
onforme à l'enseignement qui peutêtre tiré des modèles élémentaires du 
hapitre 3. Le 
al
ul analytique du tauxde restitution de l'énergie, pour des vitesses de déformation ma
ros
opiques
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lusions 149imposées, a démontré qu'il augmente ave
 la vitesse de 
hargement. Cependant,
ontrairement au problème élastique, il tend vers une valeur asymptotique(voir la �gure 6.8) fon
tion de la vitesse de déformation imposée. Il s'avère queles résultats analytiques sont parfaitement 
ohérents, en matière de taux derestitution de l'énergie, ave
 les résultats de la méthode numérique (�gure ).on aborde �nalement le problème de la propagation des mi
ro�ssures. On
ommen
e par le problème élastique dont un traitement analytique est dis-ponible (voir l'équation (6.45)). Les résultats numériques sont parfaitement
onformes à 
e modèle dans le 
as d'une distribution spatiale de �ssures paral-lèles fortement anisotrope (�gure 6.11. Dans le 
as visqueux, on valide ensuiteles idées de vitesse 
ritique, endommagement initial 
ritique et endommagementasymptotique inspirées du 
hapitre 3 (problème de la �ssure unique). Pourle 
as de vitesse de déformation ma
ros
opique imposée, on a montré qu'ilexiste une vitesse 
ritique en dessous de laquelle l'endommagement n'évoluepas. Par 
ontre si la vitesse de 
hargement est supérieure à la valeur 
ritique,la propagation aura lieu si le paramètre d'endommagement initial est inférieurà 
ertaine valeur 
ritique qui dépend de la vitesse de 
hargement. Dans le 
asde propagation de mi
ro�ssure, le paramètre d'endommagement tend vers unevaleur asymptotique.
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lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184Ce 
hapitre 
onsiste à appliquer les études pré
édentes au problème de la propa-gation de �ssures et l'endommagement d'une en
einte de 
on�nement en état depression a

identelle interne. On va travailler ave
 le bâtiment REP (réa
teur àeau pressurisée) 1450 MWe (une en
einte typique en Fran
e). On 
ommen
e parle problème de perte de pré
ontrainte par �uage. On 
onsidère ensuite le 
ompor-tement instantané du bâtiment en situation a

identelle après une 
ertaine pertede pré
ontrainte au 
ours du temps. On va montrer que le moment de l'a

identjoue un r�le très important dans 
e problème. Plus l'a

ident se produit tard,plus la pré
ontrainte restante est faible et plus la 
ondition de propagation de�ssure risque d'être atteinte. Les problèmes de ma
ro�ssures et de mi
ro�ssuresseront séparément 
onsidérés.
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einte de 
on�nement sous une pression a

identelle interneNotations :Grandeurs Dé�nitions
R Rayon de la paroi
e Épaisseur de la paroi
H Hauteur de la paroi
Rd Rayon du d�me
ed Épaisseur du d�me
Vd Volume du d�me
ρ Poids propre du béton
P Pression a

identelle interne
γh Fa
teur volumique des 
ables d'a
ier horizontaux
γv Fa
teur volumique des 
ables d'a
ier verti
aux
Ea Module d'Young de l'a
ier
σp Compression due au poid propre du bâtiment
σa

v Contrainte des 
ables d'a
ier verti
aux
σa

h Contrainte des 
ables d'a
ier horizontaux
σb

v Contrainte du béton dans la dire
tion ez

σb
h Contrainte du béton dans la dire
tion eθ

εb
v Déformation du béton dans la dire
tion ez

εb
h Déformation du béton dans la dire
tion eθ

σac Contrainte de tra
tion a

identelle



153Grandeurs Dé�nitions
tac Instant de l'a

ident
tcr Valeur 
ritique de tac où la stru
ture est mise en tra
tion
tpr Valeur de tac satisfaisant la 
ondition de propagation demi
ro�ssures
t
(1)
pr Valeur de tac satisfaisant la 
ondition de propagation dema
ro�ssure de type 1

t
(2)
pr Valeur de tac satisfaisant la 
ondition de propagation dema
ro�ssure de type 2

σb
vo Contrainte du béton dans la dire
tion ez en état initial

σb
ho Contrainte du béton dans la dire
tion eθ en état initial

σb
v1 Contrainte du béton dans la dire
tion ez juste avant l'a

ident

σb
h1 Contrainte du béton dans la dire
tion eθ juste avant l'a

ident

σb
v2 Contrainte du béton dans la dire
tion ez à l'état 
ritique

σb
h2 Contrainte du béton dans la dire
tion eθ à l'état 
ritique

σb
v3 Contrainte du béton dans la dire
tion ez à l'état �nal

σb
h3 Contrainte du béton dans la dire
tion eθ à l'état �nal

dPZ Diamètre de la �pro
ess zone�
ǫPZ Paramètre d'endommagement de la �pro
ess zone�
ǫo Paramètre d'endommagement initial du 
as de mi
ro�ssures
ℓ
(1)
cr Demi-longueur 
ritique des ma
ro�ssures de type 1

ℓ
(2)
cr Longueur 
ritique des ma
ro�ssures de type 2
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einte de 
on�nement sous une pression a

identelle interne7.1 Cal
uls élémentaires à l'état initialOn étudie une en
einte de 
on�nement de type REP 1450 MWe, dont lagéométrie est présentée par la �gure 7.1. Dans le 
as d'un a

ident, le bâtiment
2R + 2e

2R

P

Coupe verti
ale Coupe transversale
Fig. 7.1 � Coupes verti
ale et horizontale de l'en
einte de 
on�nement de typeREP 1450 MWesubit une pression interne P qui peut le mettre en tra
tion. Il peut 
auserl'ouverture et la propagation des �ssures et par 
onséquent l'augmentation dudébit de fuite. Pour empê
her 
ela, la paroi est mise en pré
ontrainte par des
ables d'a
ier dans les dire
tions verti
ale σa

v et horizontale σa
h (�gure 7.2). Lebâtiment est initialement en état de 
ompression. Cependant, la pré
ontraintediminue au 
ours du temps à 
ause du �uage du béton. La stru
ture peut êtremise en tra
tion s'il y a une pression a

identelle interne. Il est don
 importantde prévoir la 
ondition de propagation de �ssures et l'endommagement dubâtiment en supposant que l'a

ident se passe à un 
ertain moment dans lapériode d'exploitation.La paroi de l'en
einte est de forme axi-symétrique, on introduit alors lesystème de 
oordonnées 
ylindriques er, eθ, ez (voir la �gure 7.2). Les 
ableshorizontaux sont mis dans la dire
tion eθ et les 
ables verti
aux sont mis dansla dire
tion ez.On étudie maintenant une partie de la paroi, qu'on note par Ω, qui estdélimitée par deux 
oupes transversales voisines dont les hauteurs sont respe
-
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σa
v

σa
her

ez

ereθ

Fig. 7.2 � Mise en pré
otrainte de l'en
einte de 
on�nement par des 
ables d'a
iertivement h et h − δh et par un angle δθ (voir la �gure 7.3). Comme R ≫ e, onpeut 
onsidérer 
e domaine 
omme une plaque en 
ontrainte plane. Il subit le

er

eθ

ez

h
−

δh
δh

h

δθ

Le d�meLa paroi
e Rδθ

δh

Ω

Fig. 7.3 � Les 
al
uls sont réalisés sur un domaineΩ qui est extrait de la stru
turepoids propre de la partie du bâtiment qui se situe au-dessus de 
e domaine etqui se présente 
omme une 
harge de 
ompression.Le d�me est une partie d'une sphère de rayon Rd et d'épaisseur ed. Le
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einte de 
on�nement sous une pression a

identelle internevolume du d�me est déterminé par la formule 
lassique suivante :
Vd = 2πedR

2
d

(

1 −
√

R2
d − R2

Rd

) (7.1)La hauteur totale de la paroi est notée par H , alors le volume de la partie de laparoi qui se situe au-dessus de Ω est 
al
ulé par :
Vp = 2πRe(H − h) (7.2)On note le poids volumique du béton par ρ, la 
ontrainte de 
ompression sur Ωdue à au poid propre du bâtiment, qui est dans la dire
tion ez, est déterminéepar :
σp = −ρ(Vd + Vp)

2πRe
(7.3)Connaissant σp, on peut déterminer les pré
ontraintes initiales du béton du do-maine Ω dans les dire
tions verti
ale et horizontale par les 
onditions d'équilibresuivantes :

σb
ho = −γhσ

a
ho ; σb

vo = σp − γvσ
a
vo (7.4)où σa

ho (resp. σa
vo), qui est la valeur initiale de σa

h (resp. σa
v), est donnée. γh et γvsont respe
tivement les fra
tions volumique des 
ables horizontaux et verti
aux.Notons que dans l'équation (7.4), on a appro
hé 1/(1 − γh) et 1/(1 − γh) par 1
as γh et γv sont très faible par rapport à 1 (≃ 0, 01).Supposons que à l'état de 
ompression, le béton n'est pas endommagé.On peut supposer don
 qu'il est homogène isotrope. Les 
omposantes du tenseurdes déformations initiales du béton sont déterminées par les relations 
lassiquessuivantes :

εb
ho =

1

EM

σb
ho −

νM

EM

σb
vo ; εb

vo =
1

EM

σb
vo −

νM

EM

σb
ho (7.5)Les données de base de la stru
ture (dimensions et matériaux) sont dans letableau 7.1. On 
onsidère par exemple la partie qui se trouve en haut de la paroi(h = H), on obtient σb

ho = −16MPa, σb
vo = −13, 73MPa. Ces valeurs se trouventbien dans la limite de la 
apa
ité portante du béton en 
ompression (−40MPa).
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R e Rd ed H ρ σa

vo

21, 9m 1, 2m 32m 0, 9m 53, 75m 24kN 1350MPa
σa

ho γh γv Ea P

1600MPa 0, 01 0, 01 190GPa 0, 4MPaTab. 7.1 � Données numériques de l'en
einte de 
on�nement de type REP 1450MWe7.2 Perte de pré
ontrainte par �uageLe 
omportement vis
oélastique du béton du domaine Ω est modélisé par lemodèle de Burger. On suppose qu'en état de 
ompression, il n'y a pas d'ouver-ture de �ssures, on peut 
onsidérer que le béton est isotrope et les 
hamps des
ontraintes et des déformations du béton dans Ω sont homogènes. Le prin
ipe de
orrespondan
e permet d'é
rire la loi de 
omportement du béton sous la formelinéaire dans l'espa
e de Lapla
e-Carson : σb∗ = C∗ : εb∗. I
i, on 
onsidère la dé-formation depuis l'état libre naturel. Pour 
e 
as isotrope, 
ette équation s'é
ritsous la forme habituelle :
εb∗ =

1 + ν∗

E∗
σb∗ − ν∗

E∗
trσb∗

1 (7.6)où E∗ et ν∗ sont respe
tivement le module d'Young et le 
oe�
ient de Poissonapparents dans l'espa
e de Lapla
e-Carson qui sont donnés par les équations(2.19) et (2.17). On suppose que la 
ontrainte dans la dire
tion er est négligeable(
ontrainte plane), de sorte que σb∗ = σb
v
∗
ez ⊗ ez + σb

h
∗
eθ ⊗ eθ. L'équation (7.6)devient :

εb
h

∗
=

1

E∗
σb

h

∗ − ν∗

E∗
σb

v

∗
; εb

v

∗
=

1

E∗
σb

v

∗ − ν∗

E∗
σb

h

∗ (7.7)où σb
h
∗ (resp. σb

v
∗) est la valeur transformée de la 
omposante horizontale σb

h(resp. verti
ale σb
v) du tenseur des 
ontraintes du béton. εb

h
∗ (resp. εb

v
∗) estla valeur transformée de la 
omposante horizontale εb

h (resp. verti
ale εb
v) dutenseur des déformations du béton.On 
onsidère maintenant le 
omportement des 
ables d'a
ier. On remarque que,sur 
haque dire
tion, les variations des déformations du béton et de l'a
ier sontégales. C'est-à-dire que les variations des déformations des 
ables horizontauxet verti
aux, entre l'état initial et état a
tuel, sont εb

h − εb
hoH(t) et εb

v − εb
voH(t).
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einte de 
on�nement sous une pression a

identelle interneCes 
ables travaillent en tra
tion simple, la loi de Hooke permet d'é
rire lesrelations élastiques 
lassiques suivantes :
σa

h − σa
hoH(t) = Ea(ε

b
h − εb

hoH(t)) ; σa
v − σa

voH(t) = Ea(ε
b
v − εb

voH(t)) (7.8)où les 
ontraintes de l'a
ier sont reliées aux 
ontraintes du béton par les 
ondi-tions d'équilibre suivantes : σb
h+γhσ

a
h = 0 et σb

v +γvσ
a
v = σpH(t). En introduisant
es 
onditions dans l'équation (7.8), on obtient les relations suivantes entre les
omposantes des tenseurs des 
ontraintes et des déformations du béton :

−σb
h/γh = σa

hoH(t)+Ea(ε
b
h−εb

hoH(t)) ; (σpH(t)−σb
v)/γv = σa

voH(t)+Ea(ε
b
v−εb

voH(t))(7.9)En appliquant la transformation de Lapla
e-Carson sur 
es équations, on obtientles relations entre les valeurs transformées des 
omposantes des tenseurs des
ontraintes et déformations du béton :
− σb

h

∗
/γh = σa

ho + Ea(ε
b
h

∗ − εb
ho) ; (σp − σb

v

∗
)/γv = σa

vo + Ea(ε
b
v

∗ − εb
vo) (7.10)I
i, on rappelle que, pour une 
onstante a : (aH(t))∗ = a. En 
ombinant (7.7) et(7.10), on obtient un système d'équations permettant la détermination de σb

v
∗ etde σb

h
∗ :

a1(p)σb
h

∗
+ a2(p)σb

v

∗
= σ1 ; a3(p)σb

h

∗
+ a4(p)σb

v

∗
= σ2 (7.11)où pour simpli�er, on a posé : a1(p) = (1 + γhEa/E

∗), a2(p) = −γhEaν
∗/E∗,

a3(p) = −γvEaν
∗/E∗ et a4(p) = (1 + γvEa/E

∗). Les valeurs σ1 = γhEaε
b
ho−γhσ

a
hoet σ2 = γvEaε

b
vo+σp−γvσ

a
vo sont des 
onstantes qui ne dépendent que des valeursinitiales du système. L'équation (7.11) donne les solutions suivantes :

σb
h

∗
=

σ1a4(p) − σ2a2(p)

a1(p)a4(p) − a2(p)a3(p)
; σb

v

∗
=

σ1a3(p) − σ2a1(p)

a2(p)a3(p) − a4(p)a1(p)
(7.12)

σb
h (resp. σb

v) est ensuite obtenue par la transformation inverse de σb
h
∗ (resp.

σb
v
∗).Pour obtenir les 
ara
téristiques vis
oélastiques du béton, on 
onsidèrepar exemple une 
ourbe expérimentale de �uage propre du béton en 
ompressionunidimensionelle (les essais sont réalisés à EDF R&D) qui est présentée à la�gure 7.4 (les points). En utilisant le modèle de Burger, on peut ajuster les
ara
téristiques vis
oélastiques du matériau. Di�érentes appro
hes sont propo-sées (voir la �gure 7.4). La 
ourbe (1) 
orrespond à un matériau dont le �uageest trop rapide par rapport au matériau expérimenté. La 
ourbe (2) appro
he
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Fig. 7.4 � Résultats expérimentaux et des appro
hes par le modèle de Burgerdu �uage propre du béton utilisé pour le bâtiment de 
on�nement d'une 
entraled'éle
tri
ité nu
léaire. εnn est la déformation longitudinale de l'é
hantillon sousune 
ontrainte de 
ompression de 1MPa.mieux 
e matériau pour une durée de 25000 heures (≃ 3 ans). La 
ourbe (3)donne une bonne appro
he pour le long terme. On utilise les 
ara
téristiquesvis
oélastiques 
orrespondantes à 
es trois 
ourbes, dans les équations (7.12),pour analyser la perte de pré
ontrainte par �uage. Les résultats sont présentéspar les �gures 7.5 et 7.6.7.3 Comportement de la stru
ture sous une pres-sion a

identelle interneOn regarde maintenant la possibilité de la mise en tra
tion de la paroi par unepression a

identelle interne. On suppose qu'à un 
ertain instant tac, le bâtiment
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Fig. 7.5 � Perte de pré
ontrainte dans la dire
tion eθ par �uage d'une en
eintede 
on�nement pour di�érentes appro
hes du 
omportement vis
oélastique dubéton qui sont présentées par la �gure 7.4
subit une pression interne P . Les 
ontraintes de tra
tion 
orrespondantes dansdeux dire
tions eθ et ez sont respe
tivement : σac = PR/e et σac/2. Pour lesdonnées dans le tableau (7.1), on obtient : σac = 7, 3 MPa.Bien que l'a

ident soit instantané, il peut se passer trois étapes dans les-quelles la paroi 
hange de l'état de 
ompression à l'état de tra
tion et puisen état de propagation des �ssures (voir la �gure 7.7). On remarque que latra
tion a

identelle dans la dire
tion eθ est deux fois plus grande par rapportà la tra
tion dans la dire
tion ez tandis que les pré
ontraintes dans 
es deuxdire
tions ne sont pas très di�érentes. Alors si le béton de la paroi est mis entra
tion, il est tout d'abord mis en tra
tion dans la dire
tion eθ. Le 
as 
ritiqueest 
elui où σb

h devient positive.
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Fig. 7.6 � Perte de pré
ontrainte dans la dire
tion ez par �uage d'une en
eintede 
on�nement pour di�érentes appro
hes du 
omportement vis
oélastique dubéton qui sont présentées par la �gure 7.4
7.3.1 Etape de 
ompression du bétonPuisque l'a

ident se passe instantanément, le béton travaille don
, durant 
ettepériode, 
omme un matériau élastique. On suppose pour le moment que l'a
-
ident se passe su�samment t�t où les pré
ontraintes sont en
ore élevées et laparoi est en état de 
ompression malgré la tra
tion a

identelle (voir la �gure7.8). Dans une telle 
ondition, on suppose que les �ssures sont fermées et le bé-ton de la stru
ture est supposé isotrope. On note l'état juste avant l'a

identpar (1) et les 
omposantes de la 
ontrainte 
orrespondante du béton par σb

v1 et
σb

h1. Les 
ontraintes de l'a
ier dans 
et état sont déterminées par des 
onditionsd'équilibre : σa
v1 = (σp −σb

v1)/γv, σa
h1 = −σb

h1/γh. On note aussi l'état juste aprèsl'a

ident par (2) et les 
omposantes de la 
ontrainte 
orrespondante du bétonpar σb
v2 et σb

h2. Les relations entre les variations des 
omposantes des tenseurs de
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identelle interne
σb

h

σb
ho

ttac
ompression tra
tion
0

Fig. 7.7 � Changement de 
ontrainte du béton de la paroi lors d'une pressiona

identelle interne
σb

h

σb
ho

ttac0 (1) : juste avant a

ident(2) : après a

ident (état de 
ompression)
Fig. 7.8 � Le béton de l'en
einte est en état de 
ompression malgré la tra
tiona

identelle
ontrainte et de déformation du béton s'é
rivent :
δεb

h =
1

EM
(σb

h2−σb
h1)−

νM

EM
(σb

v2−σb
v1) ; δεb

v =
1

EM
(σb

v2−σb
v1)−

νM

EM
(σb

h2−σb
h1)(7.13)où EM et νM sont respe
tivement le module d'Young et le 
oe�
ient de Poissondu 
omportement instantané du béton (partie de �Maxwell� du modèle de 
om-portement vis
oélastique). En plus, sous l'appli
ation des tra
tions a

identellesverti
ale et horizontale, les 
onditions d'équilibre permettent d'é
rire les relationssuivantes :

(σb
h2 − σb

h1) + γhδσ
a
h = σac ; (σb

v2 − σb
v1) + γvδσ

a
v = σac/2 (7.14)
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ontrainte de l'a
ier sont respe
tivement déterminées parles variations de déformation par : δσa
v = Eaδε

b
v et δσa

h = Eaδε
b
h. On obtient alorsdeux relations entre les variations des 
ontraintes et des déformations du béton :

(σb
h2 − σb

h1) + γhEaδε
b
h = σac ; (σb

v2 − σb
v1) + γvEaδε

b
v = σac/2 (7.15)En 
ombinant (7.13) ave
 (7.15), on obtient un système des équations permettantde déterminer σb

v2 et σb
h2 :

a1(σ
b
h2−σb

h1)+a2(σ
b
v2−σb

v1) = σac ; a3(σ
b
h2−σb

h1)+a4(σ
b
v2−σb

v1) = σac/2 (7.16)où pour simpli�er, on a posé : a1 = 1 + γhEa/EM , a2 = −γhEaνM/EM ,
a3 = −γvEaνM/EM et a4 = 1 + γvEa/EM . Ces 
onstantes dépendent des 
a-ra
téristiques élastiques et des fra
tions volumiques de l'a
ier. L'équation (7.16)donne les solutions suivantes :

σb
h2 = σb

h1 + σac/fh ; σb
v2 = σb

v1 + σac/fv (7.17)où on a posé :
fh =

2(a1a4 − a2a3)

2a4 − a2
et fv =

2(a2a3 − a1a4)

2a3 − a1
(7.18)Ces deux 
onstantes ne dépendent ainsi que des 
ara
téristiques élastiques et desfra
tions volumiques des matériaux. Comme σac est une donnée du problème,la valeur de σb

h2 (resp. σb
v2) ne dépend que de σb

h1 (resp. σb
v1) 
'est-à-dire del'instant de l'a

ident tac (on rappelle que σb

h1 et σb
v1 sont les 
omposantes de lapré
ontrainte du béton à l'instant t−ac).On dé�nit un état 
ritique où σb

h2 = 0 (par des 
ommentaires pré
édentes, ona montré qu'en 
e moment la 
ontrainte dans la dire
tion verti
ale est en
orenégative : σb
v2 < 0) (voir la �gure 7.9). On dé�nie ainsi un instant 
ritique tcr : sil'a

ident se passe avant 
et instant (tac < tcr), le béton de la paroi est en étatde 
ompression (σb

h2 < 0, σb
v2 < 0) malgré la tra
tion a

identelle. En revan
he,si tac > tcr, le béton est mis en tra
tion dans la dire
tion eθ (on suppose qu'ilest en
ore en état de 
ompression dans la dire
tion ez) et les �ssures, dont lesplans sont perpendi
ulaires à eθ, peuvent s'ouvrir et peut-être se propager.Par exemple, pour νM = 0, 27 et EM = 33, 7GPa (
orrespondant aux trois
ourbes appro
hées du �uage du béton expérimenté, sur la �gure 7.4) et les don-nées du tableau 7.1 on obtient : σb

h2 ≃ σb
h1 +6, 962MPa et σb

v2 ≃ σb
v1 +3, 556MPa.
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σb

h

σb
ho

ttac = tcr0 (1) : juste avant a

ident(2) : état 
ritique (σb
h2 = 0)

Fig. 7.9 � Etat 
ritique de la stru
ture et l'instant 
ritique de l'a

ident
L'instant 
ritique tcr est déterminé en résolvant l'équation σb

h2 = 0, 
'est-à-dire
σb

h1(tcr) = −6, 962MPa. Pour les données vis
oélastiques 
orrespondantes auxtrois appro
hes de �uage (1), (2) et (3) du béton expérimenté (les 
ourbes sontprésentées sur la �gure 7.4), on obtient respe
tivement tcr ≃ 19ans, 43ans et
59ans. On peut 
on
lure que, pour les bonnes appro
hes du �uage du matériauqui est utilisé pour les stru
tures réelles, le temps 
ara
téristique tcr est assezgrand (par rapport à l'âge a
tuel des bâtiments de 
on�nement réels). Onremarque en plus que, les valeurs 
i-dessus (43 ou 59 ans) sont sous estimées(
'est-à-dire que tcr d'une stru
ture réelle est plus grand que 
es valeurs) 
arle �uage du matériau réel est plus lent que 
elui qui est estimé par le modèle(
ourbes (2) et (3) sur la �gure 7.4). Ce
i est expliqué par le fait que le bétonen 
al
ul est 
onsidéré �non vieillissant� et les 
ara
téristiques vis
oélastiquessont 
alées par des essais de �uage d'une durée de 3 ans et sont utilisées pourdes 
al
uls sur des dizaines d'années.Dans la suite, pour pouvoir étudier pédagogiquement l'endommagementpar mi
ro�ssures et la 
ondition de propagation de ma
ro�ssures et mi
ro�s-sures, on va travailler ave
 le matériau 
orrespondant à la 
ourbe de �uage(1).
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ture par mi
ro�ssuresen état de tra
tionOn se met maintenant dans un état sur
ritique (tac > tcr). On suppose en plusqu'il existe des mi
ro�ssures qui se distribuent de façon lo
alement isotrope trans-verse : le plan de 
haque mi
ro�ssure est perpendi
ulaire à eθ (voir la �gure 7.10).Pour le 
as sans a
ier, le 
omportement e�e
tif du béton peut être estimé par des
Ω

ez

eθ mi
ro�ssuresFig. 7.10 � Les plans des mi
ro�ssures sont perpendi
ulaires à eθthéories 
lassiques de mi
romé
anique : estimations de Mori-Tanaka, de Ponté-Castaneda et Willis, et
 (voir le 
hapitre 4). Dans 
ette se
tion, on va développer
es études pour le 
as où les 
ables d'a
ier sont présents.7.3.2.1 Comportement e�e
tif sans propagation de mi
ro�ssuresSi tac > tcr, on peut dé
omposer la 
ontrainte de tra
tion a

identelle en deuxparties : σac = σcr + (σac − σcr). La partie σcr permet de mettre le béton enétat 
ritique (voir la �gure 7.11). On note respe
tivement les 
omposantes de la
ontrainte du béton dans les dire
tions eθ et ez en état 
ritique par σb
h2 et σb

v2.Alors : σb
h2 = 0. En utilisant (7.17) on peut déterminer σcr par :

σcr = −σb
h1fh (7.19)On rappelle que σb

h1 est la 
ontrainte du béton dans la dire
tion eθ juste avantl'a

ident (à t−ac). On note respe
tivement les 
ontraintes de l'a
ier dans les di-re
tions eθ et ez en état 
ritique par σa
h2 et σa

v2. Les 
onditions d'équilibre à l'état
ritique s'é
rivent :
γhσ

a
h2 = σcr ; σb

v2 + γvσ
a
v2 = σp +

1

2
σcr (7.20)La partie σac − σcr permet de mettre le béton de la paroi en tra
tion sur ladire
tion eθ. On note l'état de tra
tion du béton par le 
hargement a

identel
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σb

h

σb
ho

ttac > tcr0 (1) : juste avant a

ident(2) : état 
ritique(3) : �n de l'a

ident (état de tra
tion)
Fig. 7.11 � Etat sur
ritique de la stru
ture : tac > tcrtotal par l'indi
e (3) et les 
ontraintes 
orrespondantes du béton par σb

h3 et σb
v3.Ainsi on note les 
ontraintes de l'a
ier, dans 
ette situation, par σa

h3 et σa
v3. Les
onditions d'équilibre à 
et état sont :

σb
h3 + γhσ

a
h3 = σac ; σb

v3 + γvσ
a
v3 = σp +

1

2
σac (7.21)Les équations (7.20) et (7.21) permettent d'établir les relations suivantes entreles variations des 
ontraintes du béton et de l'a
ier entre l'état 
ritique (l'état(2)) et l'état �nal (l'état (3)) :

σb
h3 + γh(σ

a
h3 − σa

h2) = σac − σcr ; (σb
v3 − σb

v2) + γv(σ
a
v3 − σa

v2) =
1

2
(σac − σcr)(7.22)On note respe
tivement δεb

h et δεb
v les variations des déformations horizontale etverti
ale du béton entre l'état (2) et l'état (3). On remarque que 
e sont aussi lesvariations des déformations des 
ables d'a
ier 
orrespondantes. En appliquant laloi de Hooke pour l'a
ier, on a les relations suivantes :

σa
h3 − σa

h2 = Eaδε
b
h ; σa

v3 − σa
v2 = Eaδε

b
v (7.23)D'autre part, en 
ondition de tra
tion, on suppose que le béton est endommagépar les mi
ro�ssures. Pour simpli�er, on suppose qu'il ne 
ontient que des mi-
ro�ssures dont les plans sont perpendi
ulaires à eθ et par 
onséquent qu'il estisotrope transverse. On suppose en plus, dans 
ette se
tion, qu'il n'y a pas depropagation de mi
ro�ssures, de sorte que la rigidité du béton est dé�nie par letenseur d'ordre quatre Ce

M(ǫo) (voir le modèle de Burger e�e
tif établi dans le
hapitre 5) qui dépend des 
ara
téristiques élastiques du béton (
omportement
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identelleinterne 167instantané) et du paramètre d'endommagement du béton qu'on note par ǫo (en-dommagement initial). La loi de 
omportement entre deux états (2) et (3) donneune relation entre les variations de la déformation et de la 
ontrainte du béton :
δε = Ce

M
−1(ǫo) : (σ3 −σ2), i
i σ2 est la 
ontrainte à l'état 
ritique (2) et σ3 estla 
ontrainte à l'état �nal (3). On suppose que la 
ontrainte dans la dire
tion erest négligeable, les relations en 
omposantes de 
ette dernière s'é
rivent :

δεb
h =

1

EM(ǫo)
σb

h3−
νM(ǫo)

EM(ǫo)
(σb

v3−σb
v2) ; δεb

v =
1

EM(0)
(σb

v3−σb
v2)−

νM (ǫo)

EM (ǫo)
σb

h3(7.24)On remarque que, pour le 
as de mi
ro�ssures, on a la relation suivante :
νM(ǫo)/EM(ǫo) = νM(0)/EM(0) ave
 νM(0) = νM et EM(0) = EM (voir (4.39),(4.49) et (4.61)). En introduisant 
ette relation dans (7.24), on obtient :
δεb

h =
1

EM(ǫo)
σb

h3 −
νM

EM
(σb

v3 − σb
v2) ; δεb

v =
1

EM
(σb

v3 − σb
v2) −

νM

EM
σb

h3 (7.25)En 
ombinant (7.22), (7.23) et (7.25), on obtient :
a1(ǫo)σ

b
h3 + a2

(

σb
v3 − σb

v2

)

= σac − σcr

a3σ
b
h3 + a4

(

σb
v3 − σb

v2

)

=
1

2
(σac − σcr) (7.26)où pour la raison de la simpli�
ation, on a posé : a1(ǫo) = 1 + γhEa/EM(ǫo) (les
oe�
ients a2, a3, a4 sont dé�nis pré
édemment dans la se
tion 7.3.1). L'équation(7.26) donne les solutions suivantes :

σb
h3 = (σac − σcr)

2a4 − a2

2 (a1(ǫo)a4 − a2a3)
; σb

v3 = σb
v2+(σac − σcr)

a1(ǫo) − 2a3

2 (a1(ǫo)a4 − a2a3)(7.27)Pour fa
iliter les développements ultérieurs, on é
rit σb
h3 sous la forme suivante :

σb
h3 =

σac − σcr

fh(ǫo)
(7.28)Où on a posé fh(ǫo) = 2 (a1(ǫo)a4 − a2a3) / (2a4 − a2). On remarque que fh(ǫo)est positif par
e que σb

h3 > 0 et σac − σcr > 07.3.2.2 Condition de la propagation de mi
ro�ssuresOn suppose que tac est su�samment grand pourque les mi
ro�ssures risquent dese propager. On 
her
he à véri�er la 
ondition de propagation des mi
ro�ssures :
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F(ǫo) ≥ Gc. Où on rappelle que Gc est le taux de restitution d'énergie 
ritiqueet F(ǫo) est estimé par l'appro
he de Mori-Tanaka (voir la formule (6.41)) :

F(ǫo) =
8(1 − νM

2)

3EM
σb

h3

2 (7.29)Dans 
ette formule, EM et νM sont respe
tivement le module d'Young et le
oe�
ient de Poisson du 
omportement instantané du béton. La 
ontrainte σb
h3est déterminée par la formule (7.28). Le taux de restitution d'énergie 
ritique estdéterminé par (6.40), ave
 :

ℓ = (ǫo/N)1/3 (7.30)Alors la 
ondition de propagation des mi
ro�ssures devient :
8(1 − νM

2)

3EM

σb
h3

2
=

2πN1/3Gf

3

1

ǫ
1/3
o

(7.31)I
i, on rappelle que Gf est l'énergie de rupture qui est 
onsidéré 
omme une
onstante donnée du béton. En introduisant σb
h3 déterminée par (7.28) dans(7.31), on obtient :

ρ2(ǫo) =
ǫ
1/3
o

fh(ǫo)2
≥ c2

(σac − σcr)
2 (7.32)Où on a noté c2 =

2πN1/3EMGf

8(1 − νM
2)

, qui est une 
onstante du matériau. Le termede gau
he est une fon
tion de ǫo qu'on note par ρ2(ǫo). L'a
ier est présent dans
ette fon
tion (voir l'expression de fh(ǫo) à la �n de la se
tion 7.3.2.1). La
ondition de propagation de mi
ro�ssures peut être testée dire
tement sur lafon
tion ρ2(ǫo). On l'appelle don
 la fon
tion 
ara
téristique de la propagationde mi
ro�ssures.En supposant que tous les informations sur les 
ara
téristiques élastiquesdes matériaux, sur la distribution et la taille des mi
ro�ssures ainsi que sur la
ontrainte a

identelle σac sont données, le terme de droite ne dépend alors quede la 
ontrainte σcr ou bien de tac (σcr est déterminé en fon
tion de σb
h1 qui estla pré
ontrainte, dans la dire
tion eθ, subsistant à t−ac, voir 7.19). On le notedon
 par ζ(tac), 
'est une fon
tion dé
roissante tendant vers une asymptote quivaut c2/σ

2
ac.Par la �gure 7.12, on peut observer que, pour le 
as sans a
ier, ρ2(ǫo) estune fon
tion 
roissante. Ainsi, pour n'importe quelle valeur de ǫo, la 
onditionde propagation sera atteinte pour une valeur su�samment grande de tac.
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ontre, pour le 
as ave
 l'a
ier (γh > 0, γv > 0), ρ2(ǫo) se 
ompose dedeux parties, l'une est 
roissante et l'autre est dé
roissante. Elle a une valeurmaximale qu'on note par ρmax
2 pour un paramètre d'endommagement 
ritiquequ'on note par ǫcr (voir la �gure 7.13).
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Fig. 7.12 � Fon
tions 
ara
téristiques de la propagation de mi
ro�ssures : ave
a
ier et sans a
ier.
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ǫo

ρ2(ǫo)

tac < tpr

tac > tpr
ρmax

2

ǫcrǫ1 ǫ2Fig. 7.13 � Condition de propagation de mi
ro�ssuresCorrespondant à ǫcr, il existe une valeur de tac qu'on note par tpr (l'indi
e prpour �propagation�) qui satisfait l'égalité (7.32) : ρ2(ǫcr) = ζ(tpr). Si tac < tpr, la
ondition (7.32) ne peut jamais être atteinte quelque soit la valeur de ǫo. Ainsi,
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ident se passe su�samment t�t, les �ssures ne propagent pas quelque soitle niveau d'endommagement initial.Par 
ontre, si tac > tpr, pour 
haque valeur de tac, l'équation ρ2(ǫo) = ζ(tac) adeux solutions ǫ1(tac) < ǫ2(tac) (voir la �gure 7.13). Si ǫo < ǫ1(tac) ou ǫo > ǫ2(tac),il n'y a pas de propagation de mi
ro�ssures 
ar ρ2(ǫo) < ζ(tac). En revan
he, si
ǫ1(tac) < ǫo < ǫ2(tac), les mi
ro�ssures vont propager 
ar ρ2(ǫo) > ζ(tac).Pour 
haque valeur de tac, on 
al
ule ζ(tac), puis on détermine ǫ1 et ǫ2 enrésolvant l'équation ρ(ǫo) = ζ(tac). La �gure 7.14 présente la 
ondition de propa-gation portée sur ǫo et tac. Une fois que la 
ondition de propagation est atteinte :

1

2

3

4

5

6

26.2 26.4 26.6 26.8 27

tac

ǫ1

ǫ2

ǫo

ǫcr zone de propagation
tprFig. 7.14 � Conditions de propagation de mi
ro�ssures(tac > tpr et ǫ1(tac) < ǫo < ǫ2(tac)), la propagation se développe instantanémentjusqu'à l'état d'endommagement �nal dont le paramètre d'endommagement est

ǫ2(tac).7.3.3 Conditions de propagation des ma
ro�ssuresOn suppose dans 
ette se
tion qu'il existe des ma
ro�ssures dans la stru
ture(le bâtiment de 
on�nement) : soit des �ssures qui ont traversé l'épaisseur de laparoi et qui tendent à propager dans la dire
tion ez (�ssures type 1, voir la �gure7.18), soit des �ssures dont le plan est à nouveau perpendi
ulaire à eθ, de grandelongueur dans la dire
tion de ez, et qui tendent à propager dans la dire
tion er(�ssures type 2, voir la �gure 7.25). On suppose, pour les ma
ro�ssures de type2, que la taille dans la dire
tion ez est su�samment grande pour qu'on puisse
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onsidérer 
omme in�nie et on peut se ramener au le problème de �ssures 2Den prenant une tran
he transversale du bâtiment (voir la �gure 7.25).On se met dans la situation sur
ritique (tac > tcr). Le béton de la stru
-ture est mis en tra
tion et les �ssures peuvent s'ouvrir. On remarque quel'a

ident se passe instantanément et le 
omportement du béton durant 
ettepériode est supposé être élastique. Dans 
ette se
tion, on suppose que les mi
ro-�ssures se trouvent que dans les �pro
ess zone� aux pointes des ma
ro�ssures.On suppose en plus que tous les 
ara
téristiques du béton et de l'a
ier ainsique tous les informations sur les dimensions de la stru
ture et sur les 
hargessont données. On va analyser les in�uen
es de la taille des ma
ro�ssures et des�pro
ess zone� ainsi que l'in�uen
e de l'instant de l'a

ident tac sur la 
onditionde propagation de ma
ro�ssures.Les 
al
uls numériques sont réalisés sur une stru
tures en béton pur (sansa
ier). Les 
ables d'a
ier de pré
ontrainte sont rempla
és par des 
harges de
ompression sur le béton. Cependant on ren
ontre une di�
ulté sur la détermi-nation de 
es 
harges 
ar elles varient en fon
tion du 
hamp des déformationsdu béton. On doit alors réaliser des 
al
uls itératifs jusqu'à la 
onvergen
e. Onpart de l'état (1) (l'instant juste avant l'a

ident t−ac) où on 
onnait l'état de
ontrainte du béton et de l'a
ier. Le tableau 7.2 donne, par exemple, quelquesvaleurs des 
omposantes de la 
ontrainte du béton pour di�érentes valeursde t−ac (
orrespondant aux 
ourbes (1) sur les �gures 7.5 et 7.6). Les 
al
uls
t−ac (ans) 19 20 21 22 23

σb
v1 (MPa) −6, 328 −6, 082 −5, 846 −5, 618 −5, 399

σb
h1 (MPa) −6, 914 −6, 630 −6, 358 −6, 096 −5.846Tab. 7.2 � Contraintes du béton (
orrespondant à la 
ourbe de �uage (1) sur la�gure 7.4) juste avant l'a

ident pour di�érentes valeur de tacitératifs 
ommen
ent par un 
hamp des déformations nulles (on 
onsidèrel'état (1) 
omme l'état initial). On peut alors déterminer les 
hargementsextérieurs (seul la pression a

identelle qui joue le r�le de 
hargement). Les
al
uls numériques vont permettre de déterminer le 
hamp des déformationsdu béton. Connaissant les déformations, on peut déterminer les 
harges dues
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ables d'a
ier qui s'appliquent sur le béton. On répète les 
al
uls des dé-formations et des 
hargements de l'a
ier jusqu'à la 
onvergen
e. Cette dernièreest 
ontr�lée par l'erreur de déformations 
al
ulée entre deux étapes simultanées.On va 
ommen
er par le problème d'une plaque (en pré
ontrainte) entaillée entra
tion mode 1 pour expliquer plus en détail la méthode numérique itérativeprésentée 
i-dessus. On pro�te ainsi 
et exemple pour montrer l'in�uen
e des
ables d'a
ier sur le taux de restitution d'énergie. Les problèmes 
orrespondantaux deux types de �ssures sont ensuite simultanément détaillés à la lumière dela méthode numérique itérative développée.7.3.3.1 Plaque entaillée en tra
tion mode 1On 
ommen
e par un problème simple d'une plaque entaillée élastique en tra
-tion mode 1 (voir la �gure 7.15). Pour le 
as sans a
ier et pour une largeur
σoσo 2ℓ h

Fig. 7.15 � Plaque entaillée en tra
tion mode 1su�samment grande pour qu'on puisse 
onsidérer 
omme in�nie, la mé
aniquede la rupture fragile furni la formule suivante pour la détermination du taux derestitution d'énergie ([46℄) :
F =

σo
2πℓ

E
g(

2ℓ

h
)2 (7.33)où σo est la 
ontrainte 
onstante de tra
tion, ℓ est la demi-longueur de la �ssure,

h est la hauteur de la plaque, E est le module d'Young et g(X) est une fon
tiongéométrique qui est déterminée par la formule :
g(X) =

√

cos

(

πX

2

)

−1 (7.34)
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al
uls numériques de F sont réalisés selon les méthodes présentées au
hapitre 3 sur un quart de la plaque qu'on note par ω (par symétrie du problème).On 
onsidère le 
as de 
ables d'a
ier qui se situent dans la dire
tion detra
tion. Les 
al
uls sont réalisés par la méthode itérative. Par symétrie duproblème, on 
onsidère le quart de la plaque qui est 
onsidérée 
omme en bétonpure. Les 
onditions aux limites sont présentées par la �gure 7.16. Les 
al
uls
σo + σ(i−1)

Fig. 7.16 � Conditions aux limites des 
al
uls numériques d'un quart de la plaquenumériques sont réalisés par les étapes suivantes :1 - Dans la première étape, on impose la tra
tion σo pour déterminer le
hamp des déformations du béton qu'on note par ε(1) (l'exposant (i) est pourl'étape i). La défomation moyenne des 
ables d'a
ier est ensuite appro
héepar la déformation horizontale moyenne du béton : εa = ε
(1)
h . La 
ompressiondue aux 
ables d'a
ier sur le béton dans 
ette étape qu'on note par σ(1) est�nalement déterminée par : σ(1) = −Eaγaεa. La 
harge totale est don
 : σo +σ(1).2 - On répète l'étape 1 ave
 la nouvelle valeur du 
hargement. A l'étape

i, en appliquant la 
harge σo + σ(i−1), on détermine le 
hamp des déformationsdu béton ε(i). On véri�e la 
onvergen
e des 
al
uls par un 
ontr�le de l'erreuren déformation sous la forme de la 
ondition suivante :
∣

∣

∣

∣

∣

ε
(i)
h − ε

(i−1)
h

ε
(i)
h

∣

∣

∣

∣

∣

< ∆ (7.35)où ∆ est une 
onstante qu'on 
hoisit selon la pré
ision qu'on veut atteindre (parexemple 0, 001).
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ondition (7.35) est satisfaite, on arrête les bou
lesdes 
al
uls. On détermine le 
hamp des 
ontraintes du béton σb. La 
ontraintede tra
tion moyenne des 
ables d'a
ier σa est ainsi déterminée en fon
tion de ladéformation horizontale moyenne du béton : σa = Eaγaεb
h. L'énergie élastique dusystème 
omprend une partie du béton et une partie de l'a
ier : W = Wb + Wa.La partie du béton est 
al
ulée de façon habituelle (voir le 
hapitre 3). L'énergiede l'a
ier est déterminée par :

Va
σa2

2Ea
(7.36)où Va = γaVω est le volume de l'a
ier dans le domaine ω. L'énergie élastiquetotale du système dépend de la longueur de la �ssure, on la note don
 par W (ℓ).Comme 
e qu'on a fait dans le 
hapitre 3, pour 
al
uler le taux de resti-tution d'énergie, on 
rée une propagation �
tive de la �ssure qui est dé�nie parun in
rément de demi-longueur δℓ. On détermine l'énergie élastique du systèmepour 
ette nouvelle géométrie : W (ℓ + δℓ). La variation de l'énergie élastiqueentre deux 
on�gurations est : δW = W (ℓ + δℓ) − W (ℓ)On note la di�éren
e du ve
teur des dépla
ements nodaux entre deux
on�guration ω(ℓ) et ω(ℓ + δℓ) par δU . On note le ve
teur des for
es nodales(tra
tion a

identelle et le poid propre de la partie du bâtiment qui se trouveau-dessus de Ω) par F ext. La variation du travail des for
es extérieures 
auséepar la propagation �
tive s'é
rit : δΦ = F t

ext.δU . La dissipation d'énergie de Ωest quatre fois plus grande que 
elle de ω et la variation �
tive de la longueurde la �ssure est de 2δℓ. Le taux de restitution d'énergie de Ω est don
 déterminépar l'équation suivante :
F(Ω) = −4(δW (ω) − δΦ(ω))

2δℓ
(7.37)La �gure 7.17 présente la variation de F en fon
tion de la demi-longueur ℓ de la�ssure. Elle donne une très bonne validation des résultat analytique ave
 
eux des
al
uls numériques pour le 
as sans a
ier. On peut observer ainsi que la présen
edes 
ables d'a
ier, ave
 un pour
entage de 1%, permet de diminuer plus de deuxfois la valeur de F .7.3.3.2 Ma
ro�ssures de type 1On 
ondière maintenant le 
as des ma
ro�ssures de type 1 (�gure 7.18). Le
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2ℓ/h

F
(N/m) (7.33)Numérique : sans a
ierNumérique : ave
 1% d'a
ier

Fig. 7.17 � Taux de restitution d'énergie de la plaque : 
al
uls numériques (CAS-TEM) et analyses théoriques (h = 5, 375, σo = 0, 3478MPa)

ez

eθ

�ssure
Ω

Fig. 7.18 � Ma
ro�ssure de type 1taux de restitution d'énergie F , qui est la for
e motri
e de la propagation, estune fon
tion de la longueur de la �ssure ℓ, de la �pro
ess zone�, de l'instantde l'a

ident tac et de la distribution des �ssures. On suppose que les �ssuressont distribuées périodiquement. On extrait une 
ellule de base Ω en bétonpure 
ontenant une �ssure unique. Comme R ≪ e, on peut 
onsidérer Ω
omme une plaque entaillée en tra
tion. Les dimensions de Ω sont déterminéespar : la hauteur h = H/nH et la largueur L = 2πR/nR, où nR est le nombrede �ssures sur une 
oupe transversale et nH est le nombre de �ssures surune 
oupe verti
ale. On suppose qu'il existe une �pro
ess zone� aux pointes
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identelle internede la �ssure qui est dé�nie par une 
er
le de diamètre dPZ et le paramètred'endommagement ǫPZ . Le 
as sans pro
ess zone 
orrespond à dPZ = 0 ou
ǫPZ = 0. La 
ondition de périodi
ité demande des dépla
ements uniformesdes bords verti
al et horizontal. Pour le faire, on dé�nit des liaisons entre lesdépla
ements. Au lieu d'imposer les 
ontraintes de tra
tion, on impose desfor
es pon
tuelles. La �gure 7.19 présente des 
onditions et des 
hargementsqu'on applique sur le domaine. I
i, par symétrie du problème, on travaille sur unquart de Ω qu'on note par ω. Par périodi
ité, sur les bords AB et BC, on dé�nitrespe
tivement les relations suivantes : ξx|AB

= ξx|B
et ξy |BC

= ξy |B
. Les for
es Fh

Fh

Fv

A
BC

ℓ

L/2

d
P

Z

h
/2 �ssurepro
ess zone

ξx|AB
= ξx|B

ξy |BC
= ξy |B

Fig. 7.19 � Cal
ul en éléments �nis d'un quart de Ω : 
onditions aux limites et
hargementset Fv appliquées au point B sont déterminées en multipliant respe
tivement les
ontraintes de tra
tion 
orrespondantes ave
 les longeurs des lignes d'appli
ation.On rappelle que la tra
tion a

identelle σac est dé
omposée en deux par-ties : σac = σcr + (σac − σcr). La partie σcr met la stru
ture en état 
ritiqueoù la 
ontrainte du béton dans la dire
tion horizontale σb
h2 est nulle. La partierestante met le béton de la stru
ture en état de tra
tion, qui peut faire s'ouvireet propager les �ssures. Les 
al
uls numériques partent de l'état 
ritique et
'est la partie (σac − σcr) qui est la 
harge du problème. Cependant, les 
al
ulsnumériques sont réalisés sur un domaine en béton pur, on ne peut pas déterminerles for
es Fh et Fv dire
tement par (σac − σcr) 
ar il faut prendre en 
ompte la
ontribution des 
ables d'a
ier. On doit alors réaliser des 
al
uls itératifs par les
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hes suivantes.1 - Etape de préparation : pour une valeur donnée de tac, on déterminetout d'abord les pré
ontraintes subsistant dans le béton juste avant l'a

ident :
σb

v1 et σb
h1 par les s
hémas 7.5 et 7.6 (voir par exemple le tableau 7.2). Puis la
ontrainte 
ritique σcr est déterminée par (7.19). Connaissant σcr, on 
al
uleensuite les 
ontraintes du béton à l'état 
ritique. On rappelle que la 
ontraintedans la dire
tion horizontale du béton σb

h2 à 
et état est nulle. La 
ontraintedans la dire
tion verti
ale est déterminée par (7.17) où on rempla
e σac par σcr :
σb

v2 = σb
v1 + σcr/fv (7.38)Les 
ontraintes des 
ables d'a
ier σa

h2 et σa
v2 sont déterminées par les 
ondtionsd'équilibre (voir (7.20)).2 - Les itérations de 
al
ul : on part de l'état de 
ontrainte 
ritique (σb

h2 = 0).Depuis 
et état, le système qui est 
omposé du béton et des 
ables d'a
ier estd'abord soumis à des for
es qui sont déterminées par :
F

(1)
h =

h

2
(σac − σcr) ; F (1)

v =
L

2

σac − σcr

2
(7.39)Dans la première itération, on applique dire
tement 
es for
es sur le domainede 
al
ul qui est en béton pure qu'on a noté par ω. On détermine ensuite le
hamp des déformations 
orrespondantes du béton et puis les déformations des
ables d'a
ier. On remarque que, ave
 les 
onditions aux limites qui sont dé�nies
i-dessus, les déformations des 
ables d'a
ier verti
ale et horizontale, durantl'a

ident, sont homogènes : on les note par E

(1)
v et E

(1)
h . Ces valeurs serontutilisées pour déterminer les for
es appliquées dans l'itération de 
al
ul suivante.3 - Dans l'itération de 
al
ul numéro i, on détermine les for
es F

(i)
h et

F
(i)
v en fon
tion des déformations 
al
ulées par des itérations pré
édentes par :

F
(i)
h = F

(1)
h − ahEaE

(i−1)
h ; F (i)

v = F (1)
v − avEaE

(i−1)
v (7.40)où ah = hγh/2 et av = Lγv/2 sont respe
tivement les aires totales des 
ablesd'a
ier dans le domaine de 
al
ul dans les dire
tion horizontale et verti
ale. Onremarque que, à l'état 
ritique, qui est l'état de départ des 
al
uls numériques,on a les 
onditions suivantes : E

(0)
v = 0 et E

(0)
h = 0. On véri�e la 
onvergen
e des
al
uls par un 
ontr�le de l'erreur en déformation sous la forme des 
onditions
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∣

∣

∣

∣

∣

E
(i)
h − E

(i−1)
h

E
(i)
h

∣

∣

∣

∣

∣

< ∆ ;

∣

∣

∣

∣

∣

E
(i)
v − E

(i−1)
v

E
(i)
v

∣

∣

∣

∣

∣

< ∆ (7.41)où ∆ est une 
onstante qu'on 
hoisit selon la pré
ision qu'on veut atteindre.4 - Cal
ul du taux de restitution d'énergie : pour une longueur donnée dela �ssure, par les étapes 1, 2 et 3, on peut déterminer l'état de 
ontraintedu béton et de l'a
ier sous l'appli
ation des tra
tions a

identelles. L'énergieélastique du système 
omprend une partie du béton et une partie de l'a
ier :
W = Wb + Wa. La partie du béton est 
al
ulée de façon habituelle (voir le
hapitre 3). L'énergie de l'a
ier est déterminée par :

Wa = Vv
σa

v3
2

2Ea
+ Vh

σa
h3

2

2Ea
(7.42)où Vv = γvVω (resp. Vh = γhVω) est le volume de l'a
ier dans le domaine de
al
ul ω. L'énergie élastique totale du système dépend de la longueur de la�ssure, on la note don
 par W (ℓ).Comme 
e qu'on a fait dans le 
hapitre 3, pour 
al
uler le taux de resti-tution d'énergie, on 
rée une propagation �
tive de la �ssure qui est dé�nie parun in
rément de longueur δℓ. On détermine l'énergie élastique du système pour
ette nouvelle géométrie : W (ℓ + δℓ). La variation de l'énergie élastique entredeux 
on�gurations est : δW = W (ℓ + δℓ) − W (ℓ)On note la di�éren
e du ve
teur des dépla
ements nodaux entre deux
on�guration ω(ℓ) et ω(ℓ + δℓ) par δU . On note le ve
teur des for
es nodales(tra
tion a

identelle et le poids propre de la partie du bâtiment qui se trouveau-dessus de Ω) par F ext. La variation du travail des for
es extérieures 
auséepar la propagation �
tive s'é
rit : δΦ = F t

ext.δU .Le taux de restitution est �nalement 
al
ulé par :
F = −2

δW − δΦ

δℓ
(7.43)La �gure 7.20 présente le maillage et la déformée de ω. I
i, on fait un maillagetrès �n à la pointe de la �ssure.Pour un instant de l'a

ident et une taille de la �pro
ess zone� donnés, les varia-tions de F en fon
tion de ℓ pour di�érentes valeurs de ǫPZ sont présentées sur la
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A
BC

Fig. 7.20 � Maillage et déformée de ω�gure 7.21. On peut observer que le taux de restitution d'énergie est une fon
-tion 
roissante de 
es deux paramètres. Par 
es résultats, pour 
haque valeur dutaux de restitution d'énergie Gc (on suppose que 
'est une 
onstante donnée dubéton), et pour 
haque niveau d'endommagement de la �pro
ess zone�, on peutdéterminer la demi-longueur 
ritique pour 
e type de �ssure, qu'on note par ℓ
(1)
crqui satisfait la 
ondition de propagation F = Gc (voir la �gure 7.22).

2ℓ/h

F

(N/m) Sans �pro
ess zone�
ǫPZ = 0, 1

ǫPZ = 0, 2

Fig. 7.21 � Taux de restitution d'énergie est une fon
tion 
roissante de la lon-gueur de �ssure et du niveau d'endommagement de la �pro
ess zone� (nH = 12,
nR = 30, tac = 22ans, dPZ/h = 0, 067)On peut observer ainsi que F est une fon
tion 
roissante de la taille de la �pro
ess
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2ℓ/h

F

(N/m)
2ℓ

(1)
cr /h

G
c

Fig. 7.22 � Longeur 
ritique de la �ssure (nH = 12, nR = 30, tac = 22ans,
dPZ/h = 0, 067, ǫPZ = 0, 1)zone� dPZ (voir la �gure 7.23).

dPZ/h

F

(N/m) ǫPZ = 0, 1

ǫPZ = 0, 2

Fig. 7.23 � Taux de restitution d'énergie est une fon
tion 
roissante de la taillede la �pro
ess zone� (nH = 12, nR = 30, tac = 22ans, 2ℓ/h = 0, 446)On étudie maintenant l'in�uen
e de tac sur le taux de restitution d'énergie. Lesvariations de F en fon
tion de tac pour des valeurs données de ℓ, dPZ et de ǫPZsont présentées sur la �gure 7.24. On peut observer que, si l'a

ident se passeaprès l'instant 
ritique tcr, le taux de restitution d'énergie dépend fortement de
tac. Pour une valeur donnée de Gc, on dé�nit un instant qu'on note par t

(1)
pr quisatisfait la 
ondition de propagation de �ssure F(t

(1)
pr ) = Gc (voir la �gure 7.24).
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ident se passe après 
et instant, les �ssures vont se propager.

tcr t
(1)
pr tac(ans)

F
(N/m)

G
c

Fig. 7.24 � Taux de restitution d'énergie en fon
tion de l'instant de l'a

ident(nH = 12, nR = 30, 2ℓ/h = 0, 446, dPZ/h = 0, 067, ǫPZ = 0, 1)
7.3.3.3 Ma
ro�ssure type 2On 
onsidère maintenant le problème de ma
ro�ssures qui sont en train d'enva-hir l'épaisseur du paroi et qui se distribuent de façon périodique dans le planhorizontal (voir la �gure 7.25 à gau
he). En vertu de la périodi
ité du problème,on 
onsidère une 
ellule de base sur une tran
he transversale de la paroi de lastru
ture (voir la �gure 7.25 à droite) dont les bords BC et KD sont bloqués endépla
ement dans la dire
tion eθ. La �ssure est dé�nie par la ligne AK qui estlibre en dépla
ement et en 
ontrainte. L'angle α est déterminé par le nombre nde �ssures qu'on suppose qu'il est donné : α = 2π/n. On 
onsidère le problèmeen mode de déformation plane. On va véri�er la 
ondition de propagation de la�ssure sous l'a
tion d'une pression interne P = 0, 4 MPa qui 
ause une tra
tiondans la dire
tion eθ (mode 1).Le r�le de l'a
ier est dé�nie par une 
harge de 
ompression dans la dire
-tion eθ : γhσ

a
h3 sur le bord rayonau de droite BC ou σa

h3 est la 
ontrainte del'a
ier dans la dire
tion 
onsidérée sous l'a
tion de l'a

ident. Car 
e bord estbloqué en dépla
ement, on ne peut pas imposer 
ette 
harge. On impose alorsune tra
tion équivalente sur le bord interne AB (voir la �gure 7.25 à droite)
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P − Pa

α

ℓ

e
R

d
P

Z �ssurepro
ess zone
AK B

CD

Fig. 7.25 � Modèle de 
al
ul de ma
ro�ssure de type 2dont la valeur est déterminée par :
Pa = γhσ

a
h3

e

R
(7.44)On remarque que, σa

h3 est une in
onnue, elle dépend de la déformation dans ladire
tion eθ qui est la solution du problème. Alors Pa, qui joue le r�le d'une
harge, est aussi in
onnue. On doit alors réaliser des 
al
uls itératifs par desétapes suivantes.1 - Pour une valeur donnée de tac, par l'étape de préparation, on déter-mine les 
ontraintes du béton et de l'a
ier à l'état 
ritique σb
v2 = 0, σb

h2, σa
v2 et

σa
h2 (voir l'étape de préparation du problème de ma
ro�ssures de type 1). On
onsidère 
et état 
omme l'état initial des 
al
uls.2 - Dans le première itération (bou
le) de 
al
ul, on 
ommen
e par unedéformation nulle. La 
ontrainte de tra
tion 
orrespondant sur le bord AB dûeà l'a
ier qu'on note par P

(1)
a est déterminée par :

P (1)
a = γhσ

a
h2

e

R
(7.45)Sous l'appli
ation de P − P

(1)
a , on détermine le 
hamp des déformations dubéton. La déformation dans la dire
tion eθ est noté par ε

(1)
h .
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(i)
h (l'exposant (i) est pour les valeurs déterminées à labou
le i), on peut à nouveau déterminer la tra
tion P

(i+1)
a par :

P (i+1)
a = γh

(

σa
h2 + Eaε

(i)
h

) e

R
(7.46)La déformation ε

(i+1)
h est ensuite déterminée par l'appli
ation de P − P

(i+1)
a . Le
al
ul 
ontinue jusqu'à la 
onvergen
e qui est véri�ée par la 
ondition :

∣

∣

∣

∣

∣

ε
(i+1)
h − ε

(i)
h

ε
(i)
h

∣

∣

∣

∣

∣

< ∆ (7.47)où ∆ est une 
onstante qu'on 
hoit selon la pré
ision qu'on veut atteindre.4 - A l'état �nal, on 
al
ule le taux de restitution d'énergie en 
réant unepropagation �
tive de la �ssure δℓ (voir le problème de ma
ro�ssure de type 1).Le maillage et la déformée d'une 
ellule de base sont présentés par la �gure 7.26.

Fig. 7.26 � Maillage et déformée de la moitié de droite d'une 
ellule de base (parla symétrie du problème, on fait le 
al
ul sur la moitié d'une 
elule de base)Par les �gures 7.27 et 7.28, on peut observer que F est une fon
tion 
roissante de
ℓ, dPZ et de ǫPZ . Pour une valeur donnée de Gc, on peut déterminer la longueur
ritique des �ssures qu'on note par ℓ

(2)
cr qui satisfait la 
ondition F = Gc. Les�ssures vont se propager si ℓ > ℓ

(2)
cr (voir la �gure 7.29).Par la �gure 7.30, on peut observer ainsi que F est une fon
tion 
roissante de

tac. Pour une valeur donnée de Gc, on dé�nie un instant qu'on note par t
(2)
pr quisatisfait la 
ondition F(t

(2)
pr ) = Gc. Les �ssures vont se propager si tac > t

(2)
pr .
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ℓ/e

F
(N/m) Sans �pro
ess zone�

ǫPZ = 0, 1

ǫPZ = 0, 2

Fig. 7.27 � Taux de restitution d'énergie en fon
tion de la longueur de �ssureet du niveau d'endommagement de la �pro
ess zone� (n = 100, tac = 22ans,
dPZ/e = 0, 167)

dPZ/e

F

(N/m) ǫPZ = 0, 1

ǫPZ = 0, 2

Fig. 7.28 � Taux de restitution d'énergie en fon
tion de la taille et du niveaud'endommagement de la �pro
ess zone� (n = 100, tac = 22ans, ℓ/e = 0, 333)7.4 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, on a appliqué les études pré
édentes à une en
einte de 
on�-nement �ssurée, siège d'une perte de pré
ontrainte due au �uage du béton. Ona 
ommen
é par des études analytiques de perte de pré
ontrainte par �uage dubéton en état de 
ompression avant l'a

ident. A un 
ertain instant, on a sup-posé que la stru
ture subit une pression a

identelle interne. On a observé que,pour les 
ara
téristiques vis
oélastiques du béton qui sont données par les essais
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ℓ/e

F

(N/m)
ℓ
(2)
cr /e

G
c

Fig. 7.29 � Longueur 
ritique des �ssures (n = 100, tac = 22ans, dPZ/e = 0, 167)

tcr t
(2)
pr tac(ans)

F

(N/m)

G
c

Fig. 7.30 � Taux de restitution d'énergie en fon
tion de l'instant de l'a

identet le niveau d'endommagement de la �pro
ess zone� (n = 100, ℓ/e = 0, 333,
dPZ/e = 0, 167, ǫPZ = 0, 1)réalisés à EDF, la perte de pré
ontrainte est très lente. Après 50 ans, la stru
turesera don
 en état de 
ompression malgré la 
harge a

identelle. Il n'y a don
 pasde risque sérieux de propagation de �ssure. Pour pouvoir illustrer 
ette étude,on s'est pla
é dans un 
adre extrême et l'on a supposé que le matériau étudié ades 
ara
téristiques très défavorables par rapport au matériau réel. On a montréqu'il existe un instant 
ritique. Si l'a

ident se passe avant 
et instant, la pré
on-trainte restante est en
ore élevée par rapport à la 
ontrainte de tra
tion 
auséepar la 
harge a

identelle. La stru
ture est en état de 
ompression et il n'y apas ouverture ni propagation de �ssure. Par 
ontre, si l'a

ident se passe après
et instant, les ma
ro�ssures et mi
ro�ssures peuvent se propager. Le 
as des
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ro�ssures est étudié analytiquement 
ar le 
omportement des matériaux du-rant l'a

ident est élastique. Deux types de ma
ro�ssures ave
 la présen
e d'une�pro
ess zone� sont également abordés numériquement.



Chapitre 8Con
lusions et perspe
tives
Con
lusionsDans 
es travaux de thèse, on a répondu plusieurs questions posées sur lapropagation de �ssure et sur l'endommagement par mi
ro�ssure dans un milieuvis
oélastique linéaire non vieillissant. On s'est intéressé à la fois à des étudesanalytiques et numériques. En premier lieu, on s'est basé sur le prin
ipe de
orrespondan
e pour traiter analytiquement des problèmes mé
aniques reliantaux 
ara
téristiques visqueuses du matériau : le �uage et la perte de pré
on-trainte d'une en
einte de 
on�nement par �uage, le 
omportement e�e
tif desmatériaux vis
oélastiques mi
ro�ssurés, et
. En se
ond lieu, à la lumière de laméthode des éléments �nis et des di�éren
es �nis, on a étudié numériquementles problèmes de propagation de ma
ro�ssures et de mi
ro�ssures.On a 
hoisi tout d'abord le modèle de Burger pour modéliser le 
ompor-tement vis
oélastique du béton. On a analytisé ensuite la restitution d'énergiedes stru
tures vis
oélastiques �ssurées en dé�nissant le taux de restitutiond'énergie qui est la for
e motri
e de propagation de �ssure. Le 
ritère de propa-gation de �ssure a été é
rit sur 
ette valeur. Plusieurs 
on
lusions importantesont été tirées de 
es études.1 - L'énergie élastique, d'une stru
ture vis
oélastique en état de 
harge-ment, est la somme de deux partie : une partie ré
upérable et une partierésiduelle. Pour les stru
tures qui sont vis
oélastiquement homogènes (lestemps 
ara
tiéristiques du matériau sont homogènes partout dans la stru
ture),l'énergie résiduelle est nulle.2 - Pour le 
as d'un 
hargement 
inématique, la vitesse de dépla
ement imposéin�uen
e stri
tement sur la restitution de l'énergie de la stru
ture. Plus U̇ estgrande, plus F est grand et tend vers le résultat du problème élastique. On amontré ainsi que, quand t → ∞, F tend vers une valeur asymtotique F∞ quiest proportionnelle à U̇2.3 - Il existe une vitesse 
ritique U̇cr ave
 laquelle la valeur asymptotique du
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lusions et perspe
tivestaux de restitution d'énergie est égale à la valeur 
ritique Gc . Si la vitessede dépla
ement imposé est inférieur à U̇cr, le taux de restitution d'énergieest inférieur à Gc quelque soit la valeur de la 
harge, alors il n'y a jamais depropagation de �ssure.4 - Il existe une longueur initiale 
ritique de la �ssure ℓcr. Si la longueur initialede la �ssure ℓo est supérieur à ℓcr, il n'y a pas de propagation de �ssure mêmesi U̇ > U̇cr.5 - Si U̇ > U̇cr et ℓo < ℓcr, pour une valeur su�samment grand de U , la�ssure va se propager. Dans 
e 
as, la longueur de la �ssure et la for
e duale dudépla
ement imposé vont respe
tivement tendre vers leurs valeurs asymptotiques
ℓ∞ et F∞ qui ne dépendent que de U̇ .6 - Si on 
onsidère que Gc est une 
onstante du matériau, la for
e au pi
 (for
ede rupture) ne dépend que de la longueur initiale de la �ssure ℓo mais ne dépendpas de la vitesse de 
hargement.On remarque que les notions de la vitesse de 
hargement 
ritique, lon-gueur initiale 
ritique, longueur et for
e asymptotiques n'existent pas dans leproblème élastique. Elles relient stri
tement aux 
ara
téristiques visqueuses dumatériau.Pour des matériaux vis
oélastiques mi
ro�ssurés, on a établi, en dévelo-pant des résultats 
lassiques de mi
romé
anique élastique et en appliquant leprin
ipe de 
orrespondan
e, un modèle de Burger e�e
tif pour les 
as isotropeet isotrope transverse. Les variations des modules vis
oélastiques du modèleen fon
tion du paramètre d'endommagement sont expli
itement déterminées.On remarque que, 
es résultats sont valable pour le 
as sans propagation demi
ro�ssures.Grâ
e à 
es études, on a pu revenir au problème de poutre entaillée en�exion 3-points en tenant 
ompte la �pro
ess zone�. On a montré que, mêmesi Gc est une 
onstante du matériau, la for
e au pi
 varie en fon
tion de lataille et niveau d'endommagement de la �pro
ess zone� ainsi que de la vitessede dépla
ement imposé. Cependant, di�éremment au résultats expérimentaux,la variation de la for
e au pi
 en fon
tion de la vitesse de 
hargement est trèsfaible. Ce
i est expliqué par l'évolution de Gc en fon
tion du �uage du béton
equi a été montré par des études expérimentales sur le béton [40℄.Paralèllement ave
 les études analytiques 
i-dessus, des 
al
uls numériques



189de propagation de mi
ro�ssures ont été réalisés sous l'aide de la notion dumotif morphologique représentatif. On a tout d'abord parfaitement validé lemodèle de Burger e�e
tif pour le 
as sans propagation de mi
ro�ssures. Ona ensuite développé les idées de vitesse 
ritique de dépla
ement imposé, delongueur initiale 
ritique, de longueur et de for
e asymptotiques. On a dé�nialors les notions de vitesse 
ritique de déformation ma
ros
opique imposée, deparamètre d'endommagement initial 
ritique, de paramètre d'endommagementet de 
ontrainte ma
ros
opique asymtotiques.En �n, on a utilisé les études 
i-dessus pour résoudre le problème de pro-pagation de ma
ro�ssures et de mi
ro�ssures d'une en
einte de 
on�ment parla perte de pré
ontrainte due au �uage du béton. On a montré tout d'abordque, ave
 les modules vis
oélastiques qui sont tirés d'une 
ourbe expérimentalede �uage réalisé à EDF R&D, la pré
ontrainte restante dans la stru
ture après40 ans (en regardant sur l'âge des stru
tures réelles) est en
ore su�sammentélevée pour garder le béton en état de 
ompression même si la stru
ture doitsupporter une pression a

identelle interne (de 0, 4 MPa). Alors, pour la raisonpédagogique, on a 
onsidéré un béton ave
 des 
arra
téristiques vis
oélastiquestrès défavorables pour pouvoir étudier le problème de propagation de �ssures.On a montré que, durant l'a

ident, il peut se passer trois étapes où le béton
hange de 
ompression à tra
tion et puis à l'état de propagation de �ssures. Les
onditions de propagation de mi
ro�ssures et de deux types de ma
ro�ssures sontanalysées. On a remarqué que, l'instant de l'a

ident joue le r�le prin
ipale dans
ette question. On a dé�ni un instant 
ritique tcr, si l'a

ident se passe avant 
etinstant, il n'y a pas de problème 
as le béton est en état de 
ompression. Cettevaleur dépend 
ertainement des 
ara
téristiques vis
oélastiques du béton. On adé�ni ainsi des instants de propagation pour les problèmes de mi
ro�ssures etde ma
ro�ssures. Par exemple, pour le 
as de mi
ro�ssure, il existe un instant
tpr. Si l'a

ident se passe avant 
ette instant, il n'y a pas de propagation desmi
ro�ssures, au 
ontrainte, la stru
ture est 
assée par l'augementation duniveau d'endommagment du béton. De même façon, pour le 
as de ma
ro�ssure,on dé�ni des instants de propagation t

(1)
pr et t

(2)
pr respe
tivement pour 2 typesde ma
ro�ssures. L'a

ident devient très dangeureur s'il se passe après 
etinstant. Les notions de tcr, tpr et t

(1)
pr et t

(2)
pr donnent une idée pratique sur l'âged'exploitation de la stru
ture.
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lusions et perspe
tivesPerspe
tivesPlusieurs poursuites de 
ette thèse sont possibles. Soit sur le 
omportement dumatériau, on peut développer 
es études pour les lois de 
omportement plus
ompliquées : soit un modèle plus 
omplexe que le modèle de Burger (modèles deMaxwell ou de Kelvin généralisé) ; soit une loi de 
omportement vis
oélastiquevieillissant ; soit un 
omportement vis
o-élasto-plastique. Sur le problème de�ssure unique, dans 
ette thèse, on se limite à la propagation suivant la mode1, des études sur les autres modes sont don
 à 
omplire. L'appro
he de �ssure
ohésive est ainsi envisagée.Sur la question que la for
e au pi
, du problème de poutre en �exion 3-points, dépend de la vitesse de dépla
ement imposée. On a essayé d'expliquerpar la présen
e de la �pro
ess zone�. Cependant la variation de la for
e aupi
 dans 
e 
as est très faible par rapport à 
e qu'on peut observer per desessais. Une autre expli
ation pour 
e phénomène porte sur le taux de restitutiond'énergie 
ritique Gc. Par des essais réalisés (à LCPC par exemple), on a montréqualitativement que Gc varie en fon
tion de la vitesse de 
hargement. On posealors des études quantitatives sur la variation de Gc et introduit dans les étudesnumériques qui sont présentées dans le 
hapitre 2 pour estimer plus exa
tementla variation de la for
e au pi
. On prévoir que la 
onnaissan
e sur la variationde Gc permet ainsi d'expliquer le phénomène de �uage tertier.Sur l'étude de l'endommagement par mi
ro�ssure, on se limite aux 
asisotropes ou isotrope transverse du matériau endommagé. On peut alors déve-lopper 
es études pour les autres anisotropies plus 
omplexes, par exemple le 
asd'orthotrope. De plus, on a 
onstrure un modèle de Burger pour un matériauendommagé dont le matériau sain est modélisé par le même modèle. Unequestion posé dire
tement 
'est que : si le matériau sain prend un modèle plus
omplexe, qu'est qu'on peut utiliser pour modéliser le matériau endommagé. Onpeut ainsi poser une question d'homogénéisation d'un milieu hétérogène don

haque phase est vis
oélastique.Quand on regarde sur la méthode numérique, on observe que, les 
al
ulsnumériques sur le motif morphologique représentatif 
ollent parfaitementave
 l'estimation de Ponté Castaneda et Willis, 
ar tous 
es deux méthodes
onsidèrent la distribution spatiale des �ssures. Tendis que le modèle de Burgere�e
tif pour le 
as vis
oélastique est sortie de l'estimation de Mori-Tanaka. Alors
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haque fois qu'on veut valider les 
al
uls numériques, on doit 
onsidérés unedistribution alignée des �ssures. Une question posée 
'est qu'est-
e qu'on peut
onstruire une méthode numérique qui 
olle ave
 l'estimation de Mori-Tanakapour tous les 
as de la distribution de mi
ro�ssures.En
ore sur la méthode numérique, on peut, dans 
ette thèse, 
onstruireune motif morphologique représentatif d'un milieu ave
 des �ssures qui sedistribuent de façon isotrope ou alignée. La question posée 
'est qu'est-
e qu'onpeut utiliser 
ette méthode pour les autres distributions.Une petite appli
ation est réalisée sur le bâtiment de 
on�nement dans ledernier 
hapitre. Cependant, durant l'a

ident, le 
omportement est élastique,on n'a don
 pas l'e�et de la vis
osité sur la 
ondition de propagation de �ssure.Alors, des autres appli
ations des études de 
ette thèse pour des autres strutureset des autres 
hargement sont à exploiter.On pense également à 
ombiner les résultats de 
ette thèse ave
 des études desgranulats du béton.





Annexe ACal
uls tensoriels dans la basesphérique-déviatorique etappli
ations
Dans la base de proje
teurs sphérique et déviatorique J et K, un tenseur isotroped'ordre 4 quel
onque L peut être dé
omposé par :

L = ℓ1J + ℓ2K (A.1)où J et K sont respe
tivement les parties sphérique et déviatorique du tenseuridentité I. On peut alors utiliser deux s
alaires ℓ1 et ℓ2 pour dé�nir le tenseur L.On remarque que les 
al
uls tensoriels, pour le 
as isotrope, sont très fa
ilementréalisés dans la base (J, K). En fait, 
onsidérons un deuxième tenseur M qui estdé�ni par deux s
alaires m1 et m2, on a :
L
−1 =

1

ℓ1

J+
1

ℓ2

K ; L+M = (ℓ1+m1)J+(ℓ2+m2)K ; L : M = ℓ1m1J+ℓ2m2K(A.2)On revient maintenant à (2.8) où les tenseurs de rigidité élastiques et de vis
ositésont dé�nis par 8 
ara
téristiques du matériau 
onsidéré (voir (2.9)). Grâ
e à(A.2), on peut déterminer le tenseur X par :
X = C

e
K : S

v
M = (3kKJ + 2µKK) :

(

1

ηs
M

J +
1

ηd
M

K

)

=
3kK

ηs
M

J +
2µK

ηd
M

K (A.3)le tenseur Y par :
Y = I + C

e
K : S

e
M + C

v
K : S

v
M

= (J + K) +

(

3kK

3kM
J +

2µK

2µM
K

)

+

(

ηs
K

ηs
M

J +
ηd

K

ηd
M

K

)

=

(

1 +
kK

kM

+
ηs

K

ηs
M

)

J +

(

1 +
µK

µM

+
ηd

K

ηd
M

)

K (A.4)et le tenseur Z par :
Z = C

v
K : S

e
M =

(

ηs
KJ + ηd

KK
)

:

(

1

3kM
J +

1

2µM
K

)

=
ηs

K

3kM
J +

ηd
K

2µM
K (A.5)
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uls tensoriels dans la base sphérique-déviatorique etappli
ationsLe tenseur de rigidité apparent C∗ est déterminé par (2.14), ou bien :
C

∗−1 =
(

X + pY + p2
Z

)

:
(

pC
e
K + p2

C
v
K

)−1 (A.6)où :
(

pC
e
K + p2

C
v
K

)−1

=
1

3pkK + p2ηs
K

J +
1

2pµK + p2ηd
K

K (A.7)et en utilisant (A.3), (A.4) et (A.5) on a :
X + pY + p2

Z =

(

3kK

ηs
M

+ p

(

1 +
kK

kM

+
ηs

K

ηs
M

)

+ p2 ηs
K

3kM

)

J

+

(

2µK

ηd
M

+ p

(

1 +
µK

µM
+

ηd
K

ηd
M

)

+ p2 ηd
K

2µM

)

K (A.8)D'autre part, on a :
C

∗−1 =
1

3k∗
J +

1

3µ∗
K (A.9)En identi�ant les 
oe�
ients du tenseur J des deux 
�tés de l'équation (A.6), onobtient :

1

3k∗
=

(

3kK

ηs
M

+ p

(

1 +
kK

kM
+

ηs
K

ηs
M

)

+ p2 ηs
K

3kM

)

1

3pkK + p2ηs
K

=
1

3kM
+

1

pηs
M

+
1

3kK + pηs
K

(A.10)ou bien :
1

k∗
=

1

kM
+

1

pηs
M/3

+
1

kK + pηs
K/3

(A.11)De même façon, en identi�ant les 
oe�
ients du tenseur K, on obtient :
1

2µ∗
=

(

2µK

ηd
M

+ p

(

1 +
µK

µM

+
ηd

K

ηd
M

)

+ p2 ηd
K

2µM

)

1

2pµK + p2ηd
K

=
1

2µM
+

1

pηd
M

+
1

2µK + pηd
K

(A.12)ou bien :
1

µ∗
=

1

µM

+
1

pηd
M/2

+
1

µK + pηd
K/2

(A.13)On remarque que, les résultats (A.11) et (A.13) peuvent être respe
tivementobtenus en 
onsidérant les rhéologies de la partie sphérique et de la partiedéviatorique du modèle vis
oélastique 
onsidéré.Grâ
e à (A.2), on peut ainsi déterminer les 
oe�
ients apparaissant dans



195le 
al
ul du tenseur de rigidité et de la pré
ontrainte intervenant dans l'équationin
rémentale de la loi de 
omportement v.l.n.v. (voir les équations (2.30) et(2.31)). Dans la suite, on donne les expressions de 
es 
oe�
ients :
c1 =

3kK

ηs
M

+
1

dt

(

1 +
kK

kM
+

ηs
K

ηs
M

)

+
1

dt2
ηs

K

3kM

c2 =
2µK

ηd
M

+
1

dt

(

1 +
µK

µM
+

ηd
K

ηd
M

)

+
1

dt2
ηd

K

2µM
(A.14)

c3 =
1

dt

(

1 +
kK

kM

+
ηs

K

ηs
M

)

+
2

dt2
ηs

K

3kM

c4 =
1

dt

(

1 +
µK

µM
+

ηd
K

ηd
M

)

+
2

dt2
ηd

K

2µM
(A.15)

c5 =
1

dt2
ηs

K

3kM
; c6 =

1

dt2
ηd

K

2µM
(A.16)

c7 =
1

dt
3kK +

1

dt2
ηs

K ; c8 =
1

dt
2µK +

1

dt2
ηd

K

c9 =
1

dt2
ηs

K ; c10 =
1

dt2
ηd

K (A.17)





Annexe BCal
ul tensoriel dans la base deWalpole et appli
ations
Pour fa
iliter les 
al
uls tensoriels dans le 
as isotrope transverse, on utilise labase de Walpole [49℄. Celle-
i est dé�nie par des tenseurs d'ordre 4 suivants :

E1(n) =
1

2
T ⊗ T; E2(n) = N ⊗ N; E3(n) = T⊗T − E1(n)

E4(n) = N⊗T + T⊗N; E5(n) = N ⊗ T; E6(n) = T ⊗ N (B.1)où N = n ⊗ n et T = 1 − N ave
 n est la dire
tion transversaleOn remarque que :
E1 + E2 + E3 + E4 = I (B.2)et :

Ep : Eq = Ep si p = q; Ep : Eq = 0 si p 6= q (B.3)Un tenseur isotrope transverse d'ordre 4 quel
onque L peut être dé
omposé dansla base de Walpole par :
L = L1E1 + L2E2 + L3E3 + L4E4 + L5E5 + L6E6 (B.4)Les s
alaires apparaissent dans 
ette expression sont déterminées en fon
tion des
omposantes de L par :

L1 = L1111 + L1122 ; L2 = L3333

L3 = L1111 − L1122 ; L4 = 2L3131

L5 = L3311 ; L6 = L1133 (B.5)On peut é
rire L sous une forme symbolique suivante : L =

[L1, L2, L3, L4, L5, L6]. Si L est symétrique, L5 = L6. On 
onsidèrepar exemple le tenseur de rigidité d'un matériau élastique isotrope Cs. Les
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ul tensoriel dans la base de Walpole et appli
ations
omposantes de 
e tenseur sont déterminées en fon
tion des modules élastiquesdu matériau par :
Cs

1111 = Cs
2222 = Cs

3333 = ks +
4

3
µs ; Cs

1122 = Cs
1133 = Cs

2233 = ks − 2

3
µs

Cs
1212 = Cs

3131 = C2323 = µs (B.6)ave
 Ciijj = Cjjii, les autres 
omposantes sont nulles. Dans la base de Walpole,
Cs s'é
rit sous la forme [Cs

1 , Cs
2, Cs

3, Cs
4, Cs

5 , Cs
6 ] ave
 :

Cs
1 = Cs

1111 + Cs
1122 = 2ks +

2

3
µs =

2µs

1 − 2νs

Cs
2 = Cs

3333 = ks +
4

3
µs =

2µs(1 − νs)

1 − 2νs

Cs
3 = Cs

1111 − Cs
1122 = 2µs

Cs
4 = 2Cs

3131 = 2µs

Cs
5 = Cs

6 = Cs
1133 = ks − 2

3
µs =

2µsνs

1 − 2νs
(B.7)Dans la base de Walpole, l'inverse d'un tenseur L est fa
ilement déterminé par :

L
−1 =

[

L2

c
,

L1

c
,

1

L3
,

1

L4
,
−L5

c
,
−L6

c

] (B.8)ave
 c = L1L2 − 2L5L6.Pour le 
al
ul de double 
ontra
tion, on 
onsidère un deuxième tenseurisotrope transverse : L
′

= [L
′

1, L
′

2, L
′

3, L
′

4, L
′

5, L
′

6]. Le produit de L et L
′s'é
rit :

L : L
′

=
[

L1L
′

1 + 2L6L
′

5, L2L
′

2 + 2L5L
′

6, L3L
′

3, L4L
′

4, L5L
′

1 + L2L
′

5, L6L
′

2 + L1L
′

6

](B.9)On 
onsidère maintenant le tenseur d'Eshelby S d'une �ssure qui est 
onsidérée
omme un ellipsoïde aplati de révolution de rapport d'aspe
t X ≪ 1. Le ve
teurnormal à la �ssure 
oïn
ide ave
 e3. Les 
omposantes de S sont déterminées enfon
tion de X par (voir [34℄, [28℄, [35℄) :
S1111 = S2222 =

13 − 8νs

32(1 − νs)
πX ; S3333 = 1 − 1 − 2νs

4(1 − νs)
πX

S1122 = S2211 =
8νs − 1

32(1 − νs)
πX ; S1133 = S2233 = 1 − 2νs − 1

8(1 − νs)
πX

S3311 = S3322 =
νs

1 − νs

(

1 − 4νs + 1

8νs
πX

)

; S1212 =
7 − 8νs

32(1 − νs)
πX

S1313 = S2323 =
1

2

(

1 +
νs − 2

4(1 − νs)
πX

) (B.10)



199Les autres 
omposantes sont déterminées par les relations : Sijkl = Sijlk =

Sjikl. Dans la base de Walpole, S s'é
rit sous la forme suivante : S =

[S1, S2, S3, S4, S5, S6] ave
 :
S1 = S1111 + S1122 =

3

8(1 − νs)
πX ; S2 = S3333 = 1 − 1 − 2νs

4(1 − νs)
πX

S3 = S1111 − S1122 =
7 − 8νs

16(1 − νs)
πX ; S4 = 2S3131 = 1 +

νs − 2

4(1 − νs)
πX

S5 = S3311 =
νs

1 − νs

(

1 − 4νs + 1

8νs
πX

)

; S6 = S1133 = 1 − 2νs − 1

8(1 − νs)
πX(B.11)Le tenseur T(n) qui apparait dans l'expression du tenseur de lo
alisation dedéformation Af de �ssure (voir (4.30)) est déterminé en prenant la limite quand

X tend to zéro de F(X) = X(I − S(X))−1. Grâ
e à (B.8), on peut déterminerles 
omposantes de F(X) dans la base de Walpole. En prenant la limite quand
X tend vers zero de 
haque 
omposante, on obtient :

T1 = lim
X→0

F1(X) = 0 ; T2 = lim
X→0

F2(X) =
4(1 − νs)

π

1 − νs

1 − 2νs

T3 = lim
X→0

F3(X) = 0 ; T4 = lim
X→0

F4(X) =
4(1 − νs)

π

1

2 − νs

T5 = lim
X→0

F5(X) =
4(1 − νs)

π

νs

1 − 2νs
; T6 = lim

X→0
F6(X) = 0 (B.12)

T(n) =
4(1 − νs)

π

(

1 − νs

1 − 2νs
E2(n) +

1

2 − νs
E4(n) +

νs

1 − 2νs
E5(n)

) (B.13)





Annexe CTenseur de distribution Pd pour le
as sphéroidal
Dans la base de Walpole, le tenseur de distribution spatiale s'é
rit de façonsymbolique par : Pd = [p1, p2, p3, p4, p5, p5]. Les 
omposantes de 
e tenseur sontdéterminées en fon
tion du rapport d'aspe
t wd et les 
ara
téristiques de la ma-tri
e k (module de 
ompression volumique) et µ (module de 
isaillement) par(voir [11℄) :

p1 =
(7h(wd) − 2w2

d − 4w2
dh(wd))µ + 3(h(wd) − 2w2

d + 2w2
dh(wd))k

4(1 − w2
d)µ(4µ + 3k)

(C.1)
p2 =

(6 − 5h(wd) − 8w2
d + 8w2

dh(wd))µ + 3(h(wd) − 2w2
d + 2w2

dh(wd))µ

2(1 − w2
d)µ(4µ + 3k)

(C.2)
p3 =

(15h(wd) − 2w2
d − 12w2

dh(wd))µ + 3(3h(wd) − 2w2
d)µ

8(1 − w2
d)µ(4µ + 3k)

(C.3)
p4 =

2(4 − 3h(wd) − 2w2
d)µ + 3(2 − 3h(wd) + 2w2

d − 3w2
dh(wd))µ

4(1 − w2
d)µ(4µ + 3k)

(C.4)
p5 =

(µ + 3k)(−h(wd) + 2w2
d − 2w2

dh(wd))

4(1 − w2
d)µ(4µ + 3k)

(C.5)ave
 :
h(x) =

x(arccos(x) − x
√

1 − x2)

(1 − x2)3/2
si x < 1

h(x) =
x(x

√
1 − x2 − arccosh(x))

(x2 − 1)3/2
si x > 1 (C.6)





Annexe DContrainte moyenne, déformationmoyenne et Lemme de Hill
On va montrer que, pour le 
as de 
ontrainte homogène imposée sur le bordd'un domaine Ω : T (z) = Σ.n(z), la 
ontrainte ma
ros
opique Σ est égale à lamoyenne du 
hamp des 
ontraintes dans Ω. En fait, on a :

σij =
1

|Ω|

∫

Ω

σijdΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

(σikxj),kdΩ =
1

|Ω|

∫

∂Ω

σikxjnkds

= Σik
1

|Ω|

∫

∂Ω

xjnkds = Σik
1

|Ω|

∫

Ω

xj,kdΩ = Σikδkj
1

|Ω|

∫

Ω

dΩ = Σij(D.1)De la même façon, pour le 
as de déformation homogène imposée sur le bord de
Ω : ξ(z) = E.z, on a :

εij =
1

|Ω|

∫

Ω

εijdΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

ξi,jdΩ =
1

|Ω|

∫

∂Ω

ξinjds =
1

|Ω|

∫

∂Ω

Eikxknjds

=
1

|Ω|

∫

Ω

Eikxk,jdΩ = Eikδkj
1

|Ω|

∫

Ω

dΩ = Eij (D.2)On démontre maintenant le Lemme de Hill : pour des 
onditions aux limiteshomogènes en déformation ou en 
ontrainte, on a la relation suivante : σ : ε
′ =

σ : ε
′ . Où σ est un 
hamp des 
ontraintes qui satisfait l'équation d'équilibre

divσ = 0 et ε
′ est un 
hamp indépendant de σ qui satisfait la 
ondition de
ompatibilité : ε

′

(z) = ∇sξ
′

(z) où ξ
′ est 
inématiquement admissible ave
 des
onditions homogènes en déformation. En fait, on a :

σijε
′

ij =
1

|Ω|

∫

Ω

σijε
′

ijdΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

σijξ
′

i,jdΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

(σijξ
′

i),jdΩ

=
1

|Ω|

∫

∂Ω

σijξ
′

injds (D.3)Pour le 
as de 
ontrainte homogène imposée : T (z) = Σ.n(z), on obtient :
σijε

′

ij = Σij
1

|Ω|

∫

Ω

ξ
′

i,jdΩ = Σijεij (D.4)



204Annexe D. Contrainte moyenne, déformation moyenne et Lemme deHillPour de 
as de déformation homogène imposée sur le bord de Ω : ξ(z) = E.z, ona :
σijε

′

ij =
1

|Ω|

∫

∂Ω

σijE
′

ikxknjds = E
′

ik

1

|Ω|

∫

∂Ω

σijxknjds = E
′

ik

1

|Ω|

∫

Ω

(σijxk),jdΩ

= Eik
1

|Ω|

∫

Ω

σijxk,jdΩ = Eik
1

|Ω|

∫

Ω

σijδkjdΩ = Eik
1

|Ω|

∫

Ω

σikdΩ = Eijσij(D.5)



Annexe EBases de 
al
ul en éléments �nis
La 
ontrainte et la déformation ma
ros
opiques d'un milieu mi
ro�ssuré sont
al
ulées en fon
tion du 
hamp 
orrespondant. Par exemple, pour le 
as isotrope,la 
ontrainte ma
ros
opique Σ est déterminée en fon
tion du 
hamp σ dans ledomaine Ω par :

Σ = tr < σΩ >=
1

3|Ω|tr
∫

Ω

σdΩ (E.1)La déformation mar
ros
opique E est déterminée en fon
tion du 
hamp ε dansle domaine Ω par la même façon en tenant 
ompte le volume de �ssures :
E = tr < εΩ >=

1

3|Ω|tr
∫

Ω

εdΩ +
Vf

|Ω| (E.2)où Vf est le volume des �ssures en état déformé (le volume initiale des �ssuresest 
onsidéré être nul). Dans le 
al
ul numérique où on travaille ave
 une �ssureunique, Vf est 
al
ulé en imposant une pression unitaire �
tive Pf sur la surfa
ede la �ssure. On note U le ve
teur des dépla
ements nodaux et F f le ve
teur desfor
es nodales du à Pf . Le volume de la �ssure est déterminé par :
Vf = U.F f (E.3)Pour le 
as isotrope transverse où les �ssures sont parallèles, le tenseur de
ontrainte mar
ros
opique a deux 
omposante ΣV (dans la dire
tion perpen-di
ulaire au plan des �ssures ez) et ΣH (dans la dire
tion transversale). Ellessont déterminées en fon
tion du 
hamp σ dans le domaine Ω par :

ΣV = σzzΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

σzzdΩ; ΣH = σxxΩ =
1

|Ω|

∫

Ω

σxxdΩ; (E.4)De la même façon, on détermine les 
omposantes de la déformation ma
ros
o-pique : EV et EH . Elles sont déterminées en fon
tion du 
hamp ε dans le domaine
Ω par :

EV =< εzzΩ >=
1

|Ω|

∫

Ω

εzzdΩ +
Vf

|Ω| ; EH =< εxxΩ >=
1

|Ω|

∫

Ω

εxx (E.5)



206 Annexe E. Bases de 
al
ul en éléments �nisL'énergie élastique d'une domaine Ω est 
al
ulée par son état de 
ontrainte (par le
hamp σ) et les modules élastiques de la partie de Maxwell EM , νM (le matériauest modélisé par le modèle de Burger) par :
W =

1 + νM

2EM

∫

Ω

σ : σdΩ − νM

2EM

∫

Ω

(trσ)2dΩ (E.6)



Annexe FDémontration de (6.39)
= +

dEo dEo = 0 dEo

−dξ(1)dξ(1)

O
C

ω

Fig. F.1 � Dé
omposition de 
hargement sur OLe taux de restitution de l'énergie d'un milieu mi
ro�ssuré est 
al
ulé nu-mériquement sur un m.m.r.. Conformément à la dé�nition de 
et objet, ondoit 
onsidérer une propagation �
tive dℓ de la �ssure dans le m.m.r. en�xant le 
hargement E et le 
hamp des déformations visqueuses. Cependant le
hargement imposé sur le domaine �
tif O dans lequel le m.m.r. est plongé estune déformation auxiliaire Eo. Il est don
 né
éssaire d'introduire une variationde 
elle-
i de façon à assurer la 
ondition que la déformation ma
ros
opique E,
'est-à-dire la déformation moyenne du m.m.r ne 
hange pas.Notons σo et δε la 
ontrainte avant les 
hargements (dEo et dℓ) et la va-riation de déformation due à 
es 
hargements. La 
ontrainte obtenue après le
hargement s'é
rit : σ = σo + Ce
M : δε. La variation de l'énergie élastique dum.m.r est don
 (au fa
teur 2 près) :

2δWω =

∫

ω

σ : S
e
M : σdω −

∫

ω

σo : S
e
M : σodω =

∫

ω

σo : δεdω (F.1)Comme la réponse étudiée à une propagation �
tive est élastique1, on peut dé-
omposer 
e problème en deux problèmes auxiliaires 
omme l'indique la �gureF.1. Dans le premier problème, on bloque Eo (dEo = 0) et on fait varier ℓ. No-tons δε(1) la variation 
orrespondante de déformation et δξ(1) 
elle du 
hamp1Le 
hamp des déformations visqueuses est bloqué.



208 Annexe F. Démontration de (6.39)des dépla
ements dans le m.m.r.. Dans 
e premier problème (dEo = 0, dℓ 6= 0),un dépla
ement δξ(1) du bord du m.m.r. a lieu du fait de la propagation de la�ssure. Il en résulte une déformation moyenne :
δε(1)

mmr
=

1

|ω|

∫

∂ω

δξ(1)
s
⊗ ndS (F.2)On introduit à présent un deuxième problème en 
hoisissant une variation dEode façon à induire une déformation moyenne dans le m.m.r. qui soit l'opposéede δε(1)

mmr. Par 
e pro
édé, on a bien réalisé dans la superposition des deuxproblèmes une évolution sans variation de la déformation moyenne du m.m.r.,
onformément à la dé�nition (6.23) de F .De façon simpli�ée, on admettra (voir la dis
ussion en �n d'annexe) que le 
hoixde dEo assure que la variation du 
hamp de dépla
ement du bord du m.m.r soitl'opposée de 
elle qui se produit dans le premier problème :
δξ(2) = −δξ(1) (F.3)Notons δε(2) la variation du 
hamp des déformations 
orrespondant. La défor-mation totale est dε = δε(1) + δε(2) de sorte que l'équation (F.1) devient :

δWω =

∫

ω

σo : δε(1)dV +

∫

ω

σo : δε(2)dV (F.4)Con
entrons-nous sur la deuxième intégrale du membre de droite que l'on peuttransformer en une intégrale de bord :
∫

ω

σo : δε(2)dV =

∫

δω

δξ(2).(σo.n)dS (F.5)A l'aide de (F.3), on a :
∫

ω

σo : δε(2)dV = −
∫

δω

δξ(1).(σo.n)dS (F.6)On remarque que la frontière de ω 
oin
ide ave
 une partie de la frontière de
C = O \ ω. Sur l'autre partie de ∂C, 
'est-à-dire le bord extérieur de O, ledépla
ement δξ(1) est nul. On a don
 en
ore :

∫

ω

σo : δε(2)dV =

∫

δC

δξ(1).(σo.n)dS (F.7)Pour �nir, on transforme l'intégrale de bord 
i-dessus en intégrale de volume sur
C : ∫

ω

σo : δε(2)dV =

∫

C

σo : δε(1)dV (F.8)



209Il reste à reporter 
e résultat dans (F.4) et l'on obtient :
δWω =

∫

ω

σo : δε(1)dV +

∫

C

σo : δε(1)dV =

∫

O

σo : δε(1)dV (F.9)qui n'est autre que la variation d'énergie δWO(dEo = 0, dℓ) du domaine O toutentier, en l'absen
e de variation de la 
ondition de bord (dEo = 0) quand onintroduit une propagation �
tive dℓ. On a don
 prouvé que :
δWω(dE = 0, dℓ) = δWO(dEo = 0, dℓ) (F.10)Ainsi, la restitution de l'énergie du m.m.r. peut être 
al
ulée en 
onsidérant larestitution de tout le domaine O en �xant Eo durant la propagation �
tive.Il y a 
ependant une faiblesse dans le raisonnement pré
édent : elle résidedans le fait qu'il n'est pas assuré qu'il soit possible de réaliser de façon exa
tela 
ondition aux limites δξ(2) = −δξ(1) sur le bord du m.m.r. par une valeurappropriée de dEo. Cette 
ondition aux limites n'est en fait assurée que defaçon globale, 
'est-à-dire du point de vue de la déformation moyenne asso
iée.Ce
i est inhérent au fait que le 
hargement imposé au m.m.r. est obtenu enplongeant 
e dernier dans une matri
e qui joue un r�le de �ltre. Par 
e pro
édé,on ne saurait prétendre au 
ontr�le lo
al des dépla
ements. C'est en 
e sens quele résultat (6.39) n'est en toute rigueur qu'une estimation appro
hée de F .
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