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Introduction

Cette theése s’inscrit dans 1’étude de modéles mathématiques permettant de
décrire et manipuler des langages formels. Un premier modeéle formel de calcul est
celui des systémes de récriture de mots, introduit par Axel Thue en 1914 [Thu 14].
Le probléme du mot, formulé trois ans auparavant par Max Dehn [De 11] pour les
groupes, est alors posé. Il consiste a trouver une méthode constructive pour déter-
miner 'existence d’une suite de récritures pour transformer un mot donné en un
autre. Ce n’est que vingt ans plus tard que Alan Turing publie son article sur un
modeéle universel de machines |Tu 36]. Comme toute machine de Turing peut étre
simulée par un systéme de récriture de mots, il en résulte que le probléeme du mot
est indécidable pour les systémes de récriture. Ce résultat d’indécidabilité pour les
systémes de récriture de mots n’est pas un cas particulier : au contraire, d’aprés le
théoréeme de Rice [Ri 53], I'indécidabilité reste vraie pour toute propriété non triv-
iale. Pour obtenir des résultats de décidabilité, il y a donc lieu de particulariser les
systémes de récriture.

En 1956, Noam Chomsky [Ch 56| a présenté quatre familles décroissantes de
grammaires. Les grammaires les plus générales sont les systémes de récriture de
mots sur deux alphabets de lettres terminales et non-terminales. Le langage engen-
dré par une grammaire est I’ensemble des mots de lettres terminales obtenus par
récriture (itérée) a partir d'une lettre non-terminale donnée. Les langages engendrés
coincident avec les langages reconnus par les machines de Turing, appelés langages
récursivement énumeérables. Ces langages forment une famille non fermée par complé-
mentaire. La deuxiéme famille de grammaires est celle des grammaires contextuelles
qui engendrent les langages dits contextuels. Le probléme du mot devient alors décid-
able, mais la vacuité d'un langage contextuel reste un probléme indécidable. Cepen-
dant, la famille des langages contextuels est une algébre de Boole effective, fermée
notamment par complémentaire [Im 88|, [Sz 88]. La troisiéme famille de grammaires
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est constituée des grammaires algébriques, dont les membres gauches des régles sont
réduites & une lettre non-terminale. Elles engendrent les langages algébriques. La
vacuité d'un langage algébrique est un probléme décidable, mais moult problémes
restent indécidables, comme par exemple celui de déterminer si le complémentaire
d’un langage algébrique est algébrique. Enfin, la plus petite famille de grammaires
dans cette hiérarchie de Chomsky est celle des grammaires linéaires droites (ou
gauches) qui engendrent les langages réguliers. L’ensemble des langages réguliers est
une algébre de Boole effective. Elle est la plus petite famille de langages contenant
les langages finis et qui soit fermée par union, concaténation et concaténation itérée,
dite étoile.

C’est aussi en 1956 que Stephen Kleene a montré que les langages réguliers sont
les langages reconnus par les automates finis [KI 56]. Un automate fini peut étre
vu comme un graphe fini, simple, orienté, dont les arcs sont étiquetés par des let-
tres, et dont certains sommets sont désignés comme sommets de départ et sommets
d’arrivée. Le langage reconnu par un automate fini est alors ’ensemble des mots
étiquetant les chemins acceptants, c’est-a-dire allant d’'un sommet de départ a un
sommet d’arrivée.

Tous ces résultats en théorie des langages formels sont bien connus, et sont
présentés dans de nombreux ouvrages (voir entre autres [Ha 78|, [HU 79| et [Au 94]).
Néanmoins, on n’y trouvera pas un résultat majeur et pourtant datant de plus
de vingt cinq ans. Précisément, c’est en 1985 que David Muller et Paul Schupp
[MS 85| ont apporté une vision géométrique des langages algébriques. Pour cela, ils
ont étendu les automates finis en les automates, dits réguliers, dont les graphes sont
de degré fini et finiment décomposables par distance : ils n’ont qu'un nombre fini (a
isomorphisme prés) de composantes connexes en supprimant pour tout entier d, les
sommets dont la distance aux sommets de départ est inférieure a d. Les automates
réguliers sont aussi les graphes des transitions des automates a pile, restreints aux
ensembles réguliers de configurations. En particulier, les automates réguliers recon-
naissent exactement les langages algébriques. De facon duale a la décomposition, on
peut définir le graphe d’un automate régulier en I'engendrant & 1’aide d’une gram-
maire algébrique de graphes : tout membre gauche est un arc étiqueté par une lettre
non-terminale, et tout membre droit est un graphe fini dont les arcs sont étiquetés
par des lettres terminales et non-terminales. De plus, on demande & ce qu'une gram-
maire de graphes soit fonctionnelle : deux membres gauches ne peuvent avoir la
méme étiquette.

Le fait de pouvoir décrire, a I'aide d’'une grammaire de graphes, la structure
géométrique d'un ensemble algébrique de mots, n’est pas anodin. En effet, bien des
résultats classiques sur les langages algébriques deviennent naturels si on les aborde
avec ce point de vue géométrique. Par exemple, la détermination des configurations
accessibles a partir d’une configuration donnée se traduit par le calcul d'un plus
petit point fixe sur la grammaire de graphes [Ca 08]. Au chapitre 3, on illustre



la pertinence de ce formalisme pour donner une nouvelle démonstration de deux
résultats fondamentaux sur les langages algébriques : le lemme des paires itérantes
et le lemme de Parikh. La démonstration du lemme de Parikh a été présentée dans
[Di 06]. On pourrait poursuivre ce travail pour retrouver a l’aide des grammaires de
graphes les autres résultats principaux sur les langages algébriques.

Les automates réguliers forment une extension simple et naturelle des automates
finis. De nombreuses publications concernent les graphes finis et leurs applications.
Le chapitre 4 est une premiére étape vers le développement d’une théorie algo-
rithmique des graphes réguliers. On y décrit une extension aux graphes réguliers
d’algorithmes de base pour déterminer un plus court chemin. Une fagon générale
d’aborder les problémes de plus courts chemins ainsi que d’autres problémes d’algo-
rithmique sur les graphes est de prendre pour étiquettes des arcs les éléments d'un
demi-anneau idempotent et continu. Pour tout graphe, la valeur d’un chemin est
le produit de ses étiquettes successives. La valeur d'un graphe régulier engendré a
partir d’'un arc membre gauche est la somme des valeurs de ses chemins allant de
la source au but de I'arc initial. La valeur d’'une grammaire de graphes est alors le
vecteur des valeurs des graphes engendrés a partir de chaque membre gauche.

On établit 1’équivalence entre la sémantique algébrique et la sémantique opéra-
tionnelle : la valeur d’une grammaire est la borne supérieure de la suite obtenue
en appliquant itérativement l'interprétation de la grammaire a partir de son plus
petit élément. On présente ensuite deux méthodes pour calculer la valeur d’une
grammaire pour un demi-anneau commutatif (idempotent et continu). La premiére
méthode s’applique pour des demi-anneaux dont I'ordre naturel est total, et pour
lesquels la valeur de la grammaire est déterminée en appliquant l'interprétation de
la grammaire un nombre fini de fois. Le deuxiéme algorithme travaille avec n’im-
porte quel demi-anneau commutatif et est une simple généralisation de la méthode
de Hopkins-Kozen [HK 99| développée pour les grammaires algébriques (de mots).
Ces deux algorithmes sont de complexité polynomiale et résolvent entre autres le
probléme du plus court chemin sur les graphes réguliers en utilisant les grammaires

de graphes. Ces résultats ont été présentés au 16°™¢ symposium international FCT
[CD 07].

Le chapitre 5 porte sur les systémes de récriture de mots. Tout comme une gram-
maire, un systéme de récriture de mots permet d’engendrer un langage, a savoir le
langage des mots obtenus par récriture itérée a partir d’'un mot donné, voire d’'un
langage donné. On dit qu'un systéme préserve la régularité si pour tout langage
initial régulier, le langage engendré reste régulier. De méme, un systéme préserve
I’algébricité si pour tout langage initial algébrique, le langage engendré reste al-
gébrique. D’apres le théoréme de Rice, on ne peut pas décider si un systeme quel-
conque préserve la régularité ou 'algébricité. Par contre, on connait des sous-familles
générales de systémes préservant la régularité ou l'algébricité. Une famille bien con-
nue est celle des systémes monadiques dont les membres droits sont réduits a une
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lettre ou le mot vide. Les systémes monadiques préservent la régularité mais pas
I’algébricité, et les systémes monadiques inverses préservent 1’algébricité mais pas
la régularité [BO 93]. Une autre famille de systémes est celle des systémes effacants
pour lesquels toute lettre d’'un membre droit est inférieure a une lettre du membre
gauche pour un certain pré-ordre sur les lettres. Les systémes effagants préservent la
régularité [HW 04], et les systémes effagants inverses préservent I’algébricité [Hi 74].
Enfin, tous les systémes dont la relation de récriture itérée est une relation ra-
tionnelle, c’est-a-dire reconnue par un transducteur fini, préservent la régularité et
'algébricité. Ceci est le cas notamment pour les systémes préfixes [Ca 90], les sys-
témes bifixes [KKO 06], et les systémes bifixes marqués [Al 08]. On présente dans
ce dernier chapitre une méthode de décomposition de la récriture itérée permettant
d’obtenir des familles générales de systémes préservant la régularité ou ’algébricité.
En particulier, on a étendu les sytémes bifixes marqués en autorisant ’ajout de mar-
ques dans les membres droits des régles. Ces systémes n’ont plus une récriture itérée
rationnelle mais ils préservent 1’algébricité, et leurs inverses préservent la régularité ;
ce qui répond positivement a la conjecture émise en [Al 09]. Ce travail vient d’étre
présenté a la conférence FoSSaCS |CD 11].

Avant de présenter ces divers travaux, le chapitre 2 rassemble les principales
définitions et notations qui nous seront utiles dans ce document.



Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations de base et les concepts fon-
damentaux que nous utilisons dans ce mémoire. Aprés avoir rappelé les notions de
mot et de langage formel, nous présentons les systémes de récriture de mots, ainsi
qu'un bref survol de la hiérarchie bien connue des familles de langages, attribuée a
Chomsky. Nous donnons ensuite les notions de graphe et de grammaire de graphes.
Enfin, nous montrons comment un graphe reconnait un langage, et comment on
engendre un graphe a ’aide d'une grammaire de graphes.

2.1 Grammaires de mots et langages

2.1.1 Mots et langages

Nous considérons des ensembles finis de symboles, ou lettres, appelés alphabets.

Les suites finies de lettres sont appelées mots. Autrement dit, un mot u de longeur

n > 0 sur un alphabet ¥ peut étre vu comme un n-uplet (aq,--- ,a,) d’éléments
de X, ou de fagon équivalente comme une application de l'intervalle des entiers [1,n|
dans X. Tout mot u = (ay,--- ,a,) est habituellement noté a; - - - a, ; sa i-éme lettre

est u(i) = a;. L’ensemble de tous les mots construits sur ¥ se note ¥*.
Un langage sur 'alphabet > est un sous-ensemble de >*.

Le nombre d’occurrences d'une lettre a dans un mot u est noté |ul,. Ainsi, le
nombre total d’occurrences de toutes les lettres dans le mot u est sa longueur et se
note |u|. L'unique mot de longueur 0, qui ne contient aucune lettre, est appelé le
mot vide et est noté e.
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La concaténation de deux mots v = ay---a, et v = by ---b,,, qui se note u.v ou
plus simplement uv, est le mot uv = ay ---a,by - - - byy,.

Ainsi, la concaténation est une opération associative ayant € pour élément neutre.

Pour tout mot v = zvy, v est un facteur de u, x est un préfize de u et y est un
suffize de u. En particulier, tout préfixe ou suffixe d'un mot est un facteur du mot.

Pour tout n € N, le mot u" est la concaténation n fois du mot u et est défini par

récurrence de la facon suivante :
o _

"= "l pour tout n > 0.

L’opération de concaténation s’étend aux langages : pour tout A, B C »*,
AB={w |ue ANveEB}.

L’itération de la concaténation a tout langage L est : L* =, ., L™, avec L° = {e}
et L™t = L™ L pour tout n > 0.

De fagon abusive, on pourra écrire u a la place de {u}. Ainsi X" est I’ensemble
des mots de longueur n.

Exemple. Avec un alphabet ¥ = {0, 1}, nous avons :

¥ = {¢0,1,00,01,10, 11,000,001, -}
(11000)° = ¢
(110)* = 110110
P = 111

Monoides. La structure algébrique sous-jacente aux mots est le monoide. Un monoide
M est simplement un ensemble, potentiellement infini, muni d’une opération interne
associative appelée produit, et d’un élément neutre 1,,. Une partie S d’un monoide
M est un ensemble de générateurs de M si chaque élément de M admet une décom-
position comme produit d’éléments de S : M = S*; on dit que S est libre si toute
décomposition en éléments de S est unique :

Si UL Uy = V1 * Uy QVEC Upy -+ ** 4 Upy, V1,00, Uy €S
alors m=mn et u =v,-- U, = Up.

Si de plus S est fini, M est dit de type fin.

Exemple. L’ensemble N des entiers positifs est un monoide pour l'addition. Son
élément neutre est 0. Il est librement engendré par le singleton {1} et est donc de

type fini.
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Exemple. L’ensemble X* de tous les mots sur un alphabet ¥ est un monoide pour
la concaténation. Il est de type fini et librement engendré par ¥. Son élément neutre
est le mot vide e.

2.1.2 Systémes de récriture

Les systémes de récriture figurent parmi les formalismes les plus simples et les
plus généraux pour la modélisation de transformations sur les mots (voir par exemple
[DJ 90] et [Ca 90]). Ils généralisent les grammaires, peuvent représenter des calculs
d’automates finis, de transducteurs, d’automates a pile ou méme de machines de
Turing. Autant que faire se peut, nous donnerons une caractérisation de chacun de
ces formalismes en termes de systémes de récriture.

Un systéme de récriture de mots sur ’alphabet ¥ est un ensemble potentiellement
infini de régles de récriture, c’est-a-dire de couples de mots (I,r) € ¥* x ¥*.

Exemple. Un systéme de récriture sur 'alphabet ¥ = {0,1, S} est le suivant :
R = {(S5,05),(5,19),(S,0),(S,1)}

Ce qui s’écrit de la facon plus lisible suivante :

S — 05
S — 18
S - 0
S — 1

On note Dom(R) (resp. Im(R)) 'ensemble des parties gauches (récipoquement
droites) des régles de R. Une régle (I,r) récrit un mot w en w’ en remplagant une
instance de [ dans w par r. Plus formellement, la relation de récriture d’un systéme
R est :

- = { (ulv,urv) | (I,r) € RAu,v e X" }.

La cloture réflexive et transitive de cette relation pour la composition est la
dérivation de R et est notée habituellement %ﬁ Pour tout u, v tels que u % v,

il existe une suite de mots wug,--- ,u, telle que :

U = U — Uy " Up—1 — Up = .
R R

Nous disons que v est dérivable de u ou bien que u se dérive en v.

11
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Un mot w ne contenant aucune instance de partie gauche de régle d’un systéme R
est appelé une forme normale (ou forme irréductible) de R. Un systéme de récriture
pour lequel tout mot w peut étre dérivé en une forme normale est appelé normalisant,
et fortement normalisant si cette forme normale est unique pour tout mot donné.

2.1.3 Grammaires et hiérarchie de langages

Dans cette partie, nous donnons quelques rappels sur la hiérarchie la plus connue
de la théorie des langages formels, a savoir la hiérarchie de familles de langages dite
de Chomsky [Ch 59|. Définie il y a plus de cinquante ans, elle est formée des quatre
familles décroissantes des langages suivants : les langages récursivement énumeérables,
les langages contextuels, les langages algébriques et les langages réguliers. Cette
partie rappelle les quatre classes de grammaires utilisées pour définir les familles de
la hiérarchie de Chomsky.

La hiérarchie de Chomsky fut initialement définie en termes de grammaires qui
sont des cas particuliers de systémes de récriture de mots, et ce dans le but de fournir
des outils pour I’étude de langues naturelles.

Une grammaire G est caractérisée par un quadruplet G = (T, N, S, P) ou T et
N sont deux alphabets finis disjoints et

(i) T est alphabet de symboles terminaux de la grammaire ; T" est appelé 1" alphabet
terminal,

(ii) N est 'alphabet de symboles non-terminaux ou symboles variables de la gram-
maire; N est appelé I'alphabet non-terminal,

(iii) S € N est le symbole initial appelé aziome ou racine de la grammaire,

(iv) P est un systéme de récriture de mots sur ’alphabet 7" U N, dont les éléments
sont en général appelés les régles de la grammaire. Pour plus de simplicité,
on requiert en général que les parties gauches des régles de P contiennent au
moins un symbole non-terminal.

On dit qu'un mot u € T™ est engendré par G s’il peut étre dérivé depuis 'axiome
S selon le systéme P. Le langage de la grammaire G est défini comme ’ensemble de
tous les mots terminaux (dans 7™) qui sont engendrés par G :

L(G) = {uET*|S%>u}.

Remarque. Par définition des régles de la grammaire, un mot ne contenant que des
symboles terminaux ne peut plus se récrire; il s’agit d’une forme normale pour le sys-
téme de récriture P. Le fait de distinguer explicitement les symboles terminaux des
non-terminaux n’est pas une caractéristique essentielle des grammaires, qui peuvent
en fait étre vues simplement comme des systémes de récriture.

12
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Les quatre classes de langages de la hiérarchie de Chomsky sont définies en
posant des contraintes supplémentaires sur la forme des régles de production des
grammaires. Rappelons qu'une premiére contrainte est que toute partie gauche con-
tienne au moins un non-terminal. Les familles de grammaires considérées sont les
suivantes (voir [Ha 78] ou [HU 79)) :

(i)

(i)

(iii)

Une grammaire est non restreinte ou de type 0 si aucune contrainte supplé-
mentaire n’est mise sur la forme de ses régles. Ces grammaires engendrent les
langages récursivement énumérables, aussi appelés langages de type 0.

Une grammaire est sensible au contexte ou contextuelle ou de type 1 si toutes

ses productions sont de la forme :

—yAz s ywzon A€ Nyw e (TUN)' et y,z € (TUN)*, c’est-a-dire que A
peut étre remplacé par w non vide, avec le contexte gauche y et le contexte
droit z.

— S — ¢, a condition que S ne se retrouve pas dans la partie droite d’une
régle.

Son langage engendré est appelé contextuel, ou de type 1.

Une grammaire est hors-contexte ou algébrique ou de type 2 si toutes ses pro-
ductions sont de la forme (A, w), avec A € N et w € (N UT)*. Le langage
d’une telle grammaire est hors-contexte ou algébrique ou de type 2. La famille
des langages algébriques sur l'alphabet T" est notée Alg(T*). Ce sont aussi les
langages reconnus par les automates a pile.

Une grammaire est linéaire a gauche (ou a droite) si toutes ses régles sont de
la forme (A,u) ou (A,Bu) (resp. (A,uB)), o A, B sont des non-terminaux et
u est un mot terminal. Une grammaire est dite réguliére ou de type 3 si elle
est linéaire a gauche ou a droite. Le langage engendré est appelé régulier ou
rationnel ou de type 3. La famille des langages rationnels sur l'alphabet 7" est
notée Rat(T™). Ce sont aussi les langages reconnus par les automates finis.

Ces quatre familles de grammaires engendrent une hiérarchie stricte de familles
de langages, dite de Chomsky. Les langages de type 0 sont les plus généraux :

£3C£2C£1C£0.

Remarque. L’inclusion est stricte, c’est-a-dire qu’il y a au moins un langage dans
L; qui n’est pas dans L£;,; pour chaque 0 <17 < 3.

13



Chapitre 2. Notions préliminaires

2.2 Grammaires de graphes et langages

2.2.1 Graphes

Un graphe G simple, orienté et étiqueté sur un alphabet ¥, ou X-graphe, est une
partie de V' x ¥ x V', ou V est un ensemble dénombrable quelconque. Un élément
(s,a,t) de G est un arc de source s, de but t et d’étiquette a, et se note s % t ou

simplement s — ¢ si G peut clairement se déduire du contexte.

Un arc dont la source et le but sont identiques est une boucle. L’ensemble
Vo = {s|3a, It, (s——t Vit—ss)}

des sources et buts des arcs de GG est I'ensemble des sommets du graphe G.

Cette vision des graphes comme des ensembles d’arcs nous permet de leur appli-
quer les opérations ensemblistes habituelles, notamment 1'union, I'intersection et la
complémentation.

Un graphe inclus dans un autre graphe G est appelé un sous-graphe de G. Le
sous-graphe G| p induit par un sous-ensemble P C V; de sommets de G est 'ensemble
des arcs de G dont la source et le but sont tous les deux dans P :

Gip = GN (P x X x P);

on parle aussi de la restriction de G & P.

2.2.2 Chemins

. ai ag
Un suite d’arcs (s; — t1,---, 8, — ti) telle que t; = s9,- -+ ,tx_1 = sp est
, . ay--ag .
appelée un chemin, et on note s; —— t;; les sommets s; et {5 sont respectivement
la source et le but du chemin.

Un chemin est un circuit si sa source et son but sont égaux.

Exemple. Dans la figure ci-dessous, on a le chemin : 1 —— 2 Ny ! 52

et le circuit : 4 ! 5 b 359 d 4.

Un graphe G est déterministe (respectivement co-déterministe) s'il ne contient au-
cune paire d’arcs de méme source (respectivement but) et de méme étiquette :

. a a . . a a
sir — setr — talors s = t (respectivement si s — r et t — r alors
s = t).

14



2.2. Grammaires de graphes et langages

)

®)
FIGURE 2.1 — Un graphe.

Etant donné un sommet s, le nombre d’arcs de source (resp. de but) s est son
degré sortant d*(s) (vesp. degré entrant d=(s)) : d*(s) = | { (a,t) | s — t} | et
d(s) = [ { (tta) [t — s} |

La somme de ces deux valeurs est le degré d(s) de s : d(s) = d"(s) +d(s).

Ces trois nombres d*(s), d~(s), d(s) sont étendus des sommets aux graphes en
considérant le maximum sur tous les sommets : d*(G) = max{ d"(s)|s € Vg };
d=(G) = mazx{d (s)|s € Vg }etdG) = d7(G)+d (G).

D’une facon équivalente, un graphe G est un systéeme de transition étiquetée,
¢’est-a-dire un ensemble fini de relations binaires d’arcs — sur V, une pour chaque
étiquette a € X. Le graphe G~!, défini par (L>);€12, est le graphe inverse de

. . , . a
G. Nous notons — la relation d’adjacence (définie comme [J ——) et «— sa
acyx
fermeture par inverse :

— = {(5,t)|§|a(s%>t)} et — = —uU —L
Un sous-graphe de G dont le support est fermé par la relation «— est appelé une
composante connexe de G. Intuitivement, les composantes connexes d’un graphe sont
les parties maximales du graphe dans lesquelles tout sommet est accessible depuis
tout autre par un chemin non dirigé (c’est-a-dire en utilisant les arcs dans les deux
sens). Un sous-graphe H de G est fortement connexe si pour tout s,t € Vi, on a

* .
s — t. Une composante fortement connexe de GG est une partie fortement connexe
H

et maximale (pour l'inclusion). Un sommet d’un graphe est appelé racine sil existe
un chemin depuis ce sommet vers tout autre sommet du graphe. Un graphe qui
posséde une racine est dit enraciné.

2.2.3 Graphes et langages

On peut associer un langage a un graphe en considérant I’ensemble des mots qui
étiquettent ses chemins entre deux ensembles déterminés de sommets. Formellement,

15



Chapitre 2. Notions préliminaires

on appelle ensemble de traces (ou traces) d’'un graphe G a étiquettes dans X entre
les ensembles de sommets I et F', ou simplement langage de GG, le langage

LG, I,F) = {ue¥ |3sel, IteF, (s%t)}.

La spécification des ensembles des sommets initiaux et finaux autorisés se révéle
importante pour les traces d’un graphe ou d’une famille de graphes. Par exemple,
cela induit des différences importantes de ne considérer que des ensembles finis
plutot que des ensembles réguliers ou algébriques. Nous dirons que deux familles
de graphes F) et Fy sont trace-équivalentes par rapport a deux familles K; et Kp
de sous-ensembles de V' si, pour tous G € F;, I € K;, F € Kp, il existe un graphe
H € F5_; et deux ensembles I’ € Ky et F' € Kp tels que L(G,I,F) = L(H,I', F").
L’étude des traces de familles de graphes infinis est une motivation principale de
bien des travaux dans le domaine des graphes infinis.

2.2.4 Isomorphisme de graphes

Il existe plusieurs facons de composer des graphes. Deux graphes sont évidem-
ment identiques s’ils consistent en un méme ensemble d’arcs (et donc de sommets).
Mais 1’on s’intéresse en général a des notions d’équivalence moins restrictives. Nous
avons déja cité la notion de trace-équivalence, nous allons a présent rappeler celle
d’isomorphisme de graphes.

L’image d’un graphe G de support Vi par une application ¢ de Vi dans un
ensemble V' est le graphe

P(G) = {(8(s),a,0(1)) | (s,a,1) € G }.

On dit que ¢ est un morphisme du graphe G dans un graphe H si pour tout arc
(s,a,t) € G, (¢(s),a,¢(t)) € H c’est-a-dire ¢(G) C H. Si de plus ¢ est bijectif et
¢~ ! est un morphisme de H a G, alors ¢ est un isomorphisme et on dit que G et H
sont isomorphes. La classe d’équivalence |G| d'un graphe G par isomorphisme est
I’ensemble de tous les graphes isomorphes & G. On dit alors que G est un représentant
de sa classe d’équivalence. On confond trés souvent GG et sa classe d’équivalence, et
on les note ainsi tous les deux G.

Intuitivement, deux graphes sont isomorphes si ils sont identiques & un renom-
mage des sommets prés. En pratique, on compare deux familles de graphes en ou-
bliant le nom des sommets pour ne considérer que la structure des graphes.

2.2.5 Grammaires de graphes

Nous nous limitons a des grammaires pour lesquelles chaque membre gauche est
un arc étiqueté du sommet 1 au sommet 2, et il n’y a pas dans les membres droits

16



2.2. Grammaires de graphes et langages

d’arc sortant de 2, ni d’arc entrant en 1.
Une grammaire R est un ensemble fini de régles de la forme :

(1,A,2) - H

ou (1, A,2) est un arc étiqueté par A de source 1, de but 2, et H est un graphe fini.

Les étiquettes des membres gauches forment ’ensemble Nz des non-terminauz
de R :
Ng = {A](1,A,2) € Dom(R) }

et les étiquettes restantes dans R forment I’ensemble Tx des terminauz :

Tp == {A¢ Ng | 3H € Im(R), 3s,t, (s,A,t) € H }.

En outre, nous avons besoin que chaque membre droit n’ait pas d’arc de but 1
ou de source 2 :

VH € Im(R), V(s,a,t) € H, s #2 N t# 1.

Nous disons que R est une grammaire sans circuit si ses membres droits sont des
graphes sans circuits.

A partir de n’importe quel graphe axiome, nous voulons une grammaire de
graphes pour engendrer un graphe unique a isomorphisme prés. Nous devons donc
nous limiter aux grammaires déterministes pour lesquelles deux régles ont des mem-
bres gauches distincts :

((1,A,2),H), (1,A,2),K) e R = H=K.

FIGURE 2.2 — Une grammaire déterministe de graphes

A partir d’'un graphe, cette grammaire engendre un graphe unique (& isomor-
phisme preés) obtenu en appliquant indéfiniment des récritures paralléles. Pour toute
grammaire R, la récriture — est la relation binaire entre graphes définie par

M 7 N si nous pouvons choisir un arc non-terminal X = (s, A,t) dans M et

une partie droite H de A dans R pour remplacer X par H dans M :

N = (M —-{X}) U h(H)

17
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a
1e lo——— o
b A
a
B
d A
c
2e 2
. a . a a
b A
a
B - -
d A
c c c

FIGURE 2.3 — Récriture pour la grammaire de la figure 2.2

pour une injection h qui associe le sommet 1 a s, le sommet 2 a ¢, et les autres
sommets de H & des sommets autres que ceux de M. Cette récriture est notée par

M — N.
R, X

La récriture — d’un arc non-terminal X est étendue de maniére évidente a la

g

récriture — de tout sous-ensemble E d’arcs non-terminaux. La récriture paralléle

g

:R> est la récriture de 'ensemble des arcs non-terminaux : M :R> N si M ﬁ N

)

ou F est I'ensemble des arcs non-terminaux de M.

a °
°  — e —2 5. o$o$0/¢3
St T
— P 2 5 — Ve
T
c e @ c A e @ c @ B

o * e © 0 e @ e @ 0 e @ e @
—|

FIGURE 2.4 — Récritures paralleles pour la grammaire de la figure 2.2

Grace aux deux arcs non-terminaux dans la partie droite de B pour la grammaire
de la figure 2.2, nous obtenons aprées n récritures paralléles appliquées a partir de
Hy ={(1,A,2)}, un graphe H,, ayant un nombre exponentiel d’arcs.

La dérwation =R>* est la fermeture réflexive et transitive pour la composition
de la récriture paralléle :R> i.e. G :R>* H si H est obtenu de GG par une suite
consécutive de récritures paralléles.

Nous notons par [M] I'ensemble des arcs terminaux d’'un graphe M :

[M] = M N VyxTrxVy.
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2.2. Grammaires de graphes et langages

Maintenant, nous supposons que toute grammaire R est déterministe : tout non-
terminal A € Ny admet un unique membre droit.

Un graphe G est engendré par une grammaire R a partir d’'un graphe H si G est
isomorphe & un graphe dans l’ensemble R“(H) des graphes isomorphes suivant :

RY(H) = Hjmdumzﬂwwmzmmﬁ?mﬂn.
n>0
Par exemple, en itérant indéfiniment la dérivation de la figure 2.4, nous obtenons le

graphe infini ci-dessous.

.4— - / \0<— 0<—\0
/7 NN\
AVAVAN VAVAVAN
0/ 0/ \ 0/ 0/ \\ \0
/I \\ II \\ /I \\ II \\

FIGURE 2.5 — Graphe engendré par la grammaire dans la figure 2.2

Le langage Lg(A) des mots reconnus par R & partir du non-terminal A est le

langage reconnu par R“(1 i>2) du sommet 1 au sommet 2 :
Lr(A) = L(G,1,2) pour G € R*(1 —52).

A toute grammaire algébrique GG, on peut associer de fagon effective une gram-
maire déterministe de graphes R qui soit sans circuit et dont I’ensemble des traces

est le langage engendré par G.

Proposition 1 On peut transformer toute grammaire algébrique G = (T, N, P) en
une grammaire de graphes R = {(1,A,2) — Ha| A € N} sans circuit tel que

La(A) = Lr(A) pour tout non-terminal A € N.

Démonstration. Pour tout non-terminal A € N de G, on définit :
Hy = {15 av|(Aaww)ePAace NUTAv#¢e}
{ua % 2| (Aua) € PNa€ NUT Au# ¢}
{1 % 2|(Aa)ePhae NUT}
{u.av = uaw | (Auav) € PANa € NUT Au,v # ¢}

c C C
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Chapitre 2. Notions préliminaires

Remarquons que I’ensemble Vi des sommets de R est

Vr = {uwv|uv e Im(P)ANu,v#e} U {12}
0J

Par exemple, on considére la grammaire algébrique G = (T, N, P) ou T = {a,b, ¢, d},
N = {A, B} et ou les regles sont :

A — Bb
A — aAB
B — ¢

B — BBd

La construction de la proposition 1 associe a la grammaire algébrique G la gram-
maire de graphes R constituée des deux régles comme la figure 2.6.

1
1 B \a& aAB
Jo b
: b ‘aAB
2 / :
; B
1 1 B ”B.Bd
Bl ¢ B
: Ty eed

FIGURE 2.6 — Une grammaire de graphe.

La réciproque de la proposition 1 est vraie avec aussi une transformation de
complexité linéaire.

Proposition 2 On peut transformer toute grammaire R de graphes en une gram-
maire algébrique G telle que Lr(A) = Lg(A) pour tout A € Ny.

Démonstration. Pour chaque non-terminal A € Ng, nous définissons un renom-
mage h,y des sommets du membre droit Hy : ha(l) = A, ha(2) = €, et 'image
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2.2. Grammaires de graphes et langages

Im(ha) — {€} est un ensemble de symboles avec Im(hs) N Im(hg) = {e} pour
tout B € Nr — {A}. Nous définissons la grammaire algébrique G = (T, N’, P)
suivante :

P = { (ha(s), ahs(t)) | A€ Ng A s ﬁ t}.

Notons que chaque membre droit de P est un mot de longueur au plus 2, et le
nombre de non-terminaux de G dépend de la longueur de description de R :

IN'| = (Z Vawl) — |Ng|.
AENg

0

Par exemple, la grammaire de graphes de la figure 2.2 est transformée en la gram-
maire algébrique suivante :

A = aC . B = aoF +bF ; C = BD
D = ¢ : E = aoG + d ;. P = AG
G = AH ; H = ¢
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Grammaires de graphes et langages
algébriques

3.1 Lemme des paires itérantes

3.1.1 Introduction

Le lemme des paires itérantes pour les langages algébriques, connu aussi sous les
noms de lemme de pompage ou de lemme de Shamir, est une propriété élémentaire
des langages algébriques. On utilise essentiellement ce lemme pour établir que des
langages ne sont pas algébriques parce qu’ils ne satisfont pas la propriété. Dans ce
chapitre, nous allons présenter une démonstration de ce lemme grace aux grammaires
de graphes.

3.1.2 Lemme des paires itérantes

Un langage algébrique est aussi le langage reconnu par un automate a pile avec
acceptation sur pile vide. L'usage d’une pile induit une propriété de pompage sur
les mots reconnus suffisamment longs : on pourra itérer un empilement-dépilement
pour obtenir d’autres mots du langage.

Lemme 3 (Lemme des paires itérantes) Si L est un langage algébrique alors il
existe un entier n tel que tout mot z € L de longueur au moins n se factorise en
2z = wwwzy avec [vwz| < n et v # e de sorte que pour tout i > 0 on a wv'wx'y € L.
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On utilise la contraposée du lemme des paires itérantes pour établir la non al-
gébricité d'un langage, & savoir

si
pour tout entier n > 0, il existe un mot z € L de longueur au moins n
tel que pour toute factorisation uvwry = z avec [vwz| < n et v # €,

il existe ¢ > 0 tel que wv'wz'y ¢ L

alors L est non-algébrique.

3.1.3 Démonstration géométrique du lemme des paires itérantes

Soit L un langage algébrique.
Alors L — {e} = Lg(S) pour une grammaire algébrique G = (T, N, P) en

forme normale de Greibach : toute production est de la forme

A— w avec A€ NetweT.N*.

Soit R la grammaire de graphes obtenue a partir de G par la construction de
la proposition 1.

Considérons un graphe H engendré par R & partir de l'arc (1,.5,2) :
H = UU,solH.] avec {(1,5,2)} = Hy= ...—= H, = ...
- R R R

Soit 7 le nombre de régles de P (ou de R).
Soit ¢ la taille maximale des graphes membres droits de R :
g = MaTaeN Z(A,U)GP U
Aussi |Hy| = let |Hy| < gq.
De plus, |Hy| <q+(¢—1)(¢—1) <¢*
Par récurrence sur n > 0, on obtient
Hy| < 14+(q—1)+...(¢—1)" < ¢"
On choisit

n=q"

Soit z un mot de L de longueur au moins n.

Il existe un chemin 1 = s % S1.. z%zl) S|z = 2.

Comme R est sans circuit, le chemin est élémentaire :
s; #s; pour tout 1 <i < j<|z|

Soit ¢y le plus petit entier tel que H,, contienne ce chemin :

24



3.1. Lemme des paires itérantes

by = mazo<icpmind j | si € Vu, }.
Aussi
q" <|z| < g dou fy >
Soit ig le rang d’un arc terminal de niveau maximal :

Z(i0+1)
io — Sig+1-

Hyy — Hpy—1
Pour tout rang 0 < i < ¢y, on pose
i = max{ J <1 | sj € VHi*HiA }

19 = mm{ J > o | 55 € Vi,—m, }

que l'on compléte au rang 0 avec 0; =0 et 0y = |z].
Hl HQ_HI Hlo _Hlo—l
=

FIGURE 3.1 — Décomposition d’'un mot accepté et itération.

Aussi et pour tout 0 <17 </, il existe un non-terminal A; tel que
(82'1 ) Ai7 5i2) € Hl

z(i141) 2(i . , . .
(it o i2) S;, est un chemin engendré par R & partir de A;s;, s, -

i1
Comme ¢y > r, on prend 0 <i < j <7 tel que A; = A, avec ¢ maximal.

Donc, le mot z peut étre factorisé en z = uvwzy ou
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u = z[l,4;] avec z[p,q] = z(p)...z(q¢) pour p <gq,
v = zlii+ Lgis;w = z[ji+ 1,42 = z[ja+ 1ia);y = zlia+ 1, |2]].
Par maximalité de i, les non-terminaux A;.4,..., 4, sont distincts 2 & 2, donc
bo—1 < 7.

Les lettres de w de rang ¢, sont obtenues en remplacant des arcs non-terminaux
par des arcs terminaux. Aussi

lvwz| < ¢t < ¢ = n.
Comme G est en forme normale de Greibach et i # 7, on a v # €.
Enfin et par remplacements itérés de A; en vA;r, on obtient

wv™wzx™y € L pour tout m > 0.

3.2 Lemme de Parikh

3.2.1 Introduction

Comme le lemme des paires itérantes, le lemme de Parikh nous donne une con-
dition nécessaire sur la distribution des lettres des mots d’un langage algébrique. Il
a été introduit en 1966 [Pa 66]. Ce lemme a suscité un vif intérét (voir [Pi 73]), et
depuis presque quarante ans, différentes approches pour le démontrer ont été présen-
tées (voir [HK 99| et [AEI 01]). Dans ce chapitre, nous présentons une démonstration
géométrique du lemme de Parikh. Cette démonstration a été publiée dans [Di 06].

3.2.2 Lemme de Parikh

Pour commencer, nous rappelons les définitions des ensembles linéaires, des en-
sembles semi-linéaires, et également la définition de I'image commutative d’un lan-
gage (voir par exemple [Re 88| et [Ha 78]).

Un ensemble de la forme
{a0+k1a1+~~+knozn\k1,~~ ,knEN}

ol «y, - - ,a, sont des élément de N, est dit un sous-ensemble linéaire de N™. Un
ensemble semi-linéaire est une union finie d’ensembles linéaires.

Comme N™ est un monoide commutatif pour I'opération d’addition 4+ com-
posante & composante, ses ensembles semi-linéaires sont ses parties rationnelles.
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Y
"
xox
>< X X X
Ixoxoxo X
>< X X 4><"
Sxox ><
>< x X
Sxox
X x
X
i
0
X

FIGURE 3.2 — Un ensemble linéaire.

Y ‘
ok
X X X x -
X X xox 4x' ><l,><"
x X x oxox X
XX x ‘><' ,><"
>< X x . x
>< X :X"’
X ox X
X x xS
XX
x,'.
0
X

FIGURE 3.3 — Un ensemble semi-linéaire.

Aussi, ils forment une algeébre de Boole [GS 64] : la famille des ensembles semi-
linéaires de N™ est fermée par union, intersection et complémentation.

Etant donné un alphabet T'= {ay,- - , a,;, }, nous définissons 'application ¢ de
T* dans N comme suit :

(w) = (|wlay, -, [wla,,)

ou |wl,, désigne le nombre d’occurrences de la lettre a; dans le mot w.

On dit que ¢ (w) est 'image de Parikh du mot w.

27



Chapitre 3. Grammaires de graphes et langages algébriques

Par exemple pour 7' = {a, b, c}, on a ¢ (abacac) = (3,1, 2).

Soient x,y € T deux mots quelconques, nous avons

Yxy) = Y(@)+U(y)
= Y(y) + (o)
= Y(yx)

En particulier, ¥ est un morphisme de 7™ dans N™.

L’image de Parikh s’étend par union a tout langage L C T :
(L) = {¢(z) |z e L}.

Comme la rationalité est préservée par morphisme, on a (L) rationnel pour
tout langage rationnel L. La réciproque n’est pas vraie :

PH{0,1) + £(1,2) [ E>0}) Na'b = {a"b™|n > 0}.
La semi-linéarité de I'image de Parikh d’un langage rationnel se généralise a tout

langage algébrique [Pa 66].

Lemme 4 (Lemme de Parikh). L’image de Parikh (L) de tout langage algébrique
L est de fagon effective un ensemble semi-linéaire.

Soit G une grammaire algébrique qui engendre le langage L et soit ¢ (L) I'image
de Parikh de L. Ainsi, ¢(L) est un ensemble semi-linéaire de N™. De plus, une
description de (L) sous la forme :

Y(L) = QLUQU---UQ,

ol (Y1, ..., @, sont des ensembles linéaires de N, peut étre obtenue par un algorithme
(déterministe) a partir de G.

3.2.3 Démonstration géométrique du lemme de Parikh

Dorénavant R est une grammaire de graphes d’ensemble
N ={B,...B,}

des non-terminaux. Soit

Tr = | JH, avec {(1,4,2)} = Hy=>Hy...= H, =>...

n>0
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un graphe engendré par R a partir d'un axiome A € N et auquel on a adjoint ses
arcs non-terminaux. On note

Trp.1 = H,.1 — H, pour tout n > 0.

L’ensemble des non-terminaux récrits pour engendrer un chemin § de Tr est
noté A(3); l'étiquette du chemin (3 se note I([3).

Try Tro Tr;
~ =~ ~ ~

g

o R
FIGURE 3.4 — Ensemble A(5) = {A,B,C,E, F}.

Une réduction d’un chemin « est 'opération qui enléve une partie S5 de a pour
obtenir un autre chemin o', comme indiqué a la figure 3.5.

On dit que « se réduit en (¢, fp) et on note « reduiye (¢, Bp); dans le cas ou (g
n’est pas pertinent, on peut l'ignorer et écrire simplement o reduire
On dit que « est un chemin réductible s’il peut étre réduit, sinon « est dit

irréductible.

Si « et o/ appartiennent & un ensemble F' de chemins, on dit que « est réductible
selon F', sinon « est dit wrréductible selon F'.

Un ensemble F' de chemins est dit réductible s’il contient au moins un chemin
réductible selon F'; sinon, F' est dit wrréductible.

Remarque. Tout chemin irréductible engendré par une grammaire de graphes est
de longueur bornée. Par conséquent, tout ensemble irréductible de chemins engendrés
par une grammaire de graphes est fini.
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FIGURE 3.5 — Une réduction d'un chemin en un autre en retirant une répétition.

Pour tout sous-ensemble N’ de N, on considére I'ensemble Chyr des chemins «
de Tr dont l'ensemble A(a) est N'.

On note Ly 'ensemble des étiquettes des chemins de Chyy :

Ly = {I(3)] 8 €Chy}.

L: U LN’

N'CN

Si axiome A € N’ alors Ly: est vide. Aussi,

L - U LN’

N'CN,AeN’

Par conséquent, on a

W)= |J v

N/CN,AEN'
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Comme N est fini, ¢’est une union finie.

Par restrictions, nous pouvons nous contenter de ne montrer la semi-linéarité que

de 9 (Ly).

FIGURE 3.6 — Un chemin de 'ensemble Rp.
Pour chaque non-terminal B, nous définissons 1’ensemble noté Rp des chemins
[ engendrés par R & partir de B et qui satisfont les deux conditions suivantes :
- 3 ne contient qu’un seul non-terminal B ;
- [ n’est réductible qu’en B.
Ainsi, tout § € Rp est étiqueté par un mot de la forme
I(B) = uBv ou u,v € T*.
On note Lp le langage suivant :
Lp = {w |35 € Rp (I(B) =uBv) }.

Nous définissons ’ensemble Cht des chemins terminaux « engendrés par R a partir
de l'axiome A de sorte que :

- tous les non-terminaux sont présents dans A(a);

. reduire . . p
-si @« — </ alors au moins un non-terminal n’est pas présent dans A(a).

On note L, le langage des étiquettes des chemins dans Cht :

L = {I(3)] B € Cht}.

Ainsi les langages Lp, et L, sont finis. Nous allons montrer que
Y(Ly) = ¢(La.Lp .Lp,...Ly) (3.1)

Nous montrons d’abord que

W(La.Ly, .Ly,..Ly) € ¢(Ly) (3.2)
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puis inclusion inverse :

(L) C $(LaLy,. L, L) (3.3)

i) Vérifions I'inclusion (3.2).

Tout d’abord, nous avons L, C Ly, donc
Y(La) € Y(Ln). (3.4)

De plus, soit 8 un chemin dans Rp pour un B € N. Soit a un chemin dans
Cht.

Par définition de Cht, on a A(a) = N, donc B € A(a).
o 6

FIGURE 3.7 — Un chemin o € Cht et un chemin 3 € Rp.

FIGURE 3.8 — Le chemin o obtenu a partir de a par insertion de (.

Nous avons I(f3) = v1.B.vy et I(a) = uyj.ug.us.

Donc, nous pouvons construire un chemin o' obtenu & partir de « par insertion
de ( comme indiqué a la figure 3.8.

Alors 1(o) = uy.v1.u2.v9.u3. Ainsi,

A) = Al@UAB) = NUAB) = N.
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3.2. Lemme de Parikh

Alors o € Chy, donc I(a') € Ly. Par conséquent,

Y(uwv) = Y(uj.ug.uz.vy.ve)

= v
= v
€ v

(
(u1.v1.u9.05.u3)
(1))
(L)

Alors pour tout v € Ly, B € N,v € Lg, on a
Y(uw) € Y(Ln).

Donc,
(La.Lg) C ¢(Ly) pour tout B € N. (3.5)

De (3.4) et (3.5) découlent I'inclusion (3.2) :

W(LaLy, Ly,..Lyy) € ¥(Ly).

ii) Vérifions I'inclusion (3.3).

Pour tout chemin « € Chy, on note n, le nombre maximum de réductions
selon Chy a partir de a.

Montrons par récurrence sur n, > 0 que
V(I (a)) € ¢(La.Ly,.Ly,..Ly) pour tout o € Chy.
ne=0:0na a€ Cht donc I(a) € Ly.

ne > 0 : Le chemin « se récrit en (o/,3) avec o/ € Chy et ny = n, — 1,
[ € Rg pour un non-terminal B.

Aussi f = uBv avec uv € Lg. Donc

P(a) = Yd)p(uw) par définition de la récriture
€  (LaLp.Ly,..Ly )ab(Lp)  par hypothese de récurrence
€ W(LaLy L),

Ceci termine la récurrence, d’ou l'inclusion (3.3) :
W(Ly) € $(LaLiy, Lig,-Li ).

iii) De (7) et (7i), on a donc I'égalité (3.1) :
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U(Ly) = (La.Lp, .Ly,...Ly,)

Ainsi ¢¥(Ly) est semi-linéaire.
Par restriction, ¥(Ly/) est semi-linéaire pour toute partie N’ de N.

En définitive, nous avons obtenu le résultat suivant :

W) = J o)

N/CN,AEN’

est semi-linéaire.
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Plus courts chemins

4.1 Calculs avec des grammaires de graphes

Un graphe est un ensemble dénombrable d’arcs étiquetés. Dans ce chapitre, les
étiquettes des arcs sont des éléments d’un demi-anneau idempotent et continu. La
valeur d’un chemin est le produit de ses étiquettes successives. La valeur d'un graphe
(& partir des sommets initiaux aux sommets finaux) est la somme des valeurs de ses
chemins d’un sommet initial & un sommet final.

Nous voulons calculer les valeurs des graphes engendrés par une grammaire déter-
ministe de graphes. On rappelle que nous nous sommes limités & des grammaires
pour lesquelles chaque membre gauche est un arc étiqueté du sommet 1 au sommet
2, et il n’y a pas dans les membres droits d’arc sortant de 2, ni d’arc entrant en
1. La valeur de tout arc non-terminal du membre gauche est la valeur de 1 & 2 de
son graphe engendré. La valeur d’une grammaire est le vecteur des valeurs de ses
membres gauches.

En considérant une grammaire comme une fonction de et vers des demi-anneaux
(a la puissance du nombre des régles), son application itérée a partir du plus petit
¢élément donne par borne supérieure la valeur de la grammaire (théoréme 5).
Rappelons qu’une structure algébrique (K, +,+,0,1) est un demi-anneau si :
- (K,+,0) est un monoide commutatif;
- (K,-,1) est un monoide;
- la multiplication - est distributive par rapport a 1’addition + ;

- 0 est absorbant pour la multiplication - : 0-a = a-0 = 0 pour tout a € K.
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On dit qu'un demi-anneau K est complet si pour la relation suivante :
a<b si a 4+ ¢ = b pour un certain c € K,

toute suite croissante a9 < a3 < --- < a, < --- aune borne supérieure \/nan.

Cela implique que < est un pré-ordre, 0 est le plus petit élément, et les opéra-
tions + et - sont croissantes, a savoir :

(a<b ANd<V) = (a+d<b+V AN a-d<b-1).

Cela permet aussi de définir la somme d’une suite (a,),>0 dans K par :

n

So = V(S

n>0 n>0 i=0
On dit qu'un demi-anneau K est tdempotent si + est idempotent :
a + a = a pour tout a € K ou de facon équivalente 1 +1 = 1.

Pour K complet et idempotent, nous avons » | @, = > -q0xxn) pour toute
permutation 7, et cette somme est également notée

> {an|n > 0}.

On dit qu'un demi-anneau complet K est continu si + et - sont des opérations
continues i.e. elles sont commutatives avec \/ :

pour toutes suites croisantes (an)n>0 €t (by)n>o0,

(\/ an) + (\/ by) = \/ (an +by)

(\/an) : (\/ bn) = \/ (an'bn)'

Donc,

(Zan) + (an) = Z(an—l—bn), pour tout ay,,b, € K.

n>0 n>0 n>0

Pour K continu et idempotent et pour toutes suites (@, )n>0 €t (bn)n>0, 0N a

(Zan) : (an) = Z{ai'bi ‘ (] ZO}'

n>0 n>0

Désormais, K désigne un demi-anneau complet et idempotent.

Rappelons que (K*, - ¢€) est le monoide libre engendré par l'ensemble K i.e.
K* = UpZO K? ou KP? est 'ensemble des p-uplets d’éléments de K, et - est la
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concaténation dont 'élément neutre e est le O-uplet (). Tout p-uplet (ai,--- ,a,)
est écrit ay ... a,.

La relation d’identité sur K est étendue en le morphisme | | de (K™, -, €) vers le
monoide (K-, 1) :

lel=1; YaeK, |Ja]=a ; Yuoe K, Juv] = [u]-[v].
Nous étendons par sommation I'application valeur | | a tout langage :
U := Z{[[u]] | ue U} pour tout U C K™

Soit L un ensemble quelconque. Rappellons quun L-graphe est un ensemble d’arcs
étiquetés dans L. Plus précisément, un L-graphe GG est un sous-ensemble de V xLxV
ou V est un ensemble quelconque tel que ’ensemble des sommets de G défini par

Vo = {s] da,t,(s,a,t) € GV (t,a,s) € G}
est fini ou dénombrable, et I’ensemble de ses étiquettes
Le = {a€L|3st(s,a,t) € G} estfini.

Tout (s,a,t) de G est un arc étiqueté de source s, de but t, et d’étiquette a; il
est identifié avec la transition étiquetée s % t, ou directement s 5t si G est

sous-entendu. La transformation d’'un graphe G par une fonction h de Vg dans
un ensemble V' est le graphe

MG) = { h(s) — h(t) | s % t A s,t € Dom(h) }.

Rappelons qu'un isomorphisme h d’un graphe G sur un graphe H est une bijection
de Vg sur Vg telle que h(G) = H. De plus, le langage reconnu par G a partir d’'un
ensemble [ de sommets a un ensemble F' de sommets est I’ensemble des étiquettes
des chemins de I & F':

LG, I,F) == {a;---a, |n>0 A Tsg, -, 8

(soel N s, €F A s s 8, g s Sn)
En particulier, on a ¢ € L(G, I, F) pour I NF # 0.
Nous écrivons aussi s 7* t pour L(G,s,t)# D, et s % t pour u € L(G, s,t).

La valeur d’un K-graphe G de I C Vg a F C Vg est définie comme la valeur
de son langage reconnu :

|G I.F| = | LG, I,F)].
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Pour tout graphe G et en identifiant toute étiquette a € Lg avec {a}, nous pouvons
prendre le demi-anneau (2%, U, - (), {€}) des langages pour lesquels | u | = {u}
pour tout u € L. Pour ce demi-anneau, les valeurs de GG sont les langages reconnus :

|G, I,F| = L(G,I,F) pour tout I, F C Lg,.

Exemple. Nous considérons le graphe G ci-dessous :

a a a a

b P s A P G
;<—°v°v°v°v° - - =
1 b b b b

a) En identifiant a avec {a} et b avec {b},lavaleur | G,1,2 | de G dusommet
1 au sommet 2 du demi-anneau (2{9%" U . (), {€}) est le langage de Lukasiewicz.

b) Maintenant, en prenant le demi-anneau (28NN U, +,0,(0,0)) avec a = {(1,0)}
et b ={(0,1)}, la valeur | G,1,2 ] est I'image de Parikh {(n,n + 1)|n > 0} du
langage de Lukasiewicz.

c) En prenant a,b € IR et le demi-anneau (RU{—w,w}, Min,+,w,0), la valeur

[G.1,2] :{

est la plus petite valeur de I'étiquetage des chemins de 1 a 2.

b sia+b>0,
—w  sinon,

d) Enfin ayant a,b dans 'ensemble IR, des nombres réels non négatifs et pour
le demi-anneau (IRy U{w}, Max,x,0,1), la valeur de 1 & 2 est

b siaxb<1,
w sinon.

[G,1,2] :{

Pour tout demi-anneau idempotent et continu, nous voulons étendre aux graphes
engendrés par les grammaires de graphes, les algorithmes de base calculant les valeurs
pour des graphes finis.

Une grammaire R sur K signifie que T C K.
Pour toute grammaire R et tout non-terminal A € Ng,
son membre droit est R({(1, A,2)}), également noté R(A);

le graphe engendré par R a partir de A est RY({(1,A4,2)}), également noté
R (A);

et si TR C K, la valeur de A par R est | R“(A),1,2 ] également notée
[ &=(A) 1.

Etant donnée une grammaire R sur K, nous voulons calculer [ R |*(A) pour
tout non-terminal A.
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Tout d’abord, nous mettons R sous la forme réduite S suivante :
Ng = { A € Ng | L(RW<A),1,2) #@ } et 0 ¢ Ty,
de sorte que pour tout A € Ng, nous avons :

| S“(A) ] = [ R“(A) ] et 1 @* s m* 2 pour tout s € Vg(a.

Pour cela, nous commencons par supprimer les arcs étiquetés par 0 dans les membres
droits de R. Ensuite, nous calculons I’ensemble

E = { Ae Ng | L(R°(A),1,2) £0 }

des non-terminaux ayant un chemin de 1 a 2 dans le graphe engendré. Cet ensemble
E est le plus petit point fixe de I’équation suivante :

E = {AeNp|Jue (TRUE), 1%2)}.

Cela nous permet de limiter les régles de R aux non-terminaux dans FE et de
supprimer les arcs étiquetés par un non-terminal n’appartenant pas & E dans les
membres droits de la grammaire.

Enfin, nous obtenons S en limitant chaque membre droit aux sommets accessi-
bles de 1 et co-accessibles de 2.

La complexité de cet algorithme est quadratique selon la longueur de description
de R (due au calcul de E).

Désormais, nous supposons que toute grammaire R est sous forme réduite. Dans
ce cas,

R est sans circuit <= R“(A) est sans circuit pour tout A € Npg.
Etant donnée une grammaire R sur K, nous ordonnons I’ensemble
NR = {Ala"'7Ap}

de ses p non-terminaux. Nous souhaitons déterminer la valeur de la grammaire
[ R* ] de R comme étant le p-uplet suivant dans KP :

[ &2 = (I &“(A) ], T B2(A) ])-

Une méthode sémantique habituelle est de définir I'interprétation | R | de R comme
étant le morphisme :

| R]: K? — K?
(a’lv"' 7ap) = (|[ R(Al)[ala"' 7ap] ]I? >IIR(AP)[CL17"' 7ap] ]l)
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ot Glay,--- ,ap| est le graphe obtenu a partir du graphe G en remplacant chaque
étiquette A; par a; pour chaque 1 < i < p. Cette interprétation | R | est un
morphisme continu.

Comme KP est un ensemble complet pour l'ordre produit dont le plus petit
élément est 0 = (0,---,0), nous pouvons appliquer le théoréme de Knaster-Tarski
[Kn 28, Ta 55| : la borne supérieure de 'application itérée de | R | a partir de 0,
est le plus petit point fixe de | R | noté p| R |. Un premier résultat est que cette
borne supérieure est également la valeur | R* | de R.

Rappelons que K est un demi-anneau complet et idempotent.

Nous commencons par quelques propriétés de base des valeurs du graphe.

Lemme 4.1.1 Nous avons les propriétés suivantes :
a) H C G = |HLF| < |G,I,F]|

b) [U,s0Gns L Fl = V,solGn, [, F']  pour toute suite croissante de graphes
Go C G, C ... C G, C ...

c) |G, I,F| = |G—H,I,F| pourtout H C Vgx{0}xVs.
Démonstration. i) Soit H C G. Donc L(H,I,F) C L(G,I,F) et

IG,I,F] = > {|w]|weL(GIF)}
= |H,LF] + >A{|w]|lwelLG,IF)—LHIF)}.

Par conséquent, |[HLF| < |G,I,F].

Done L(Go,I,F) € L(G1,I,F) C ... € L(Gn,I,F) C ...
et sa borne supérieure est {J,o L(Gn, [, F) = L(U,5qGn, I, F).

Pour chaque n > 0, soit
an = Y {lw]|weL(GyI,F)— L(Gni,1,F)}
avec G_; = (). Ainsi

[Uiso G LET = X A{lw]|weU,s LGn I, F) }
= ano n
= V.o (> @)
= Vo2 {lw]l|welL(GyI,F)}
= Vo lGn, I, F].
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111) Soit H g Vgx{O}XVG.

Pour tout chemin w € L(G,I,F)— L(G—H,I,F) passant par au moins un arc
de H, nous avons [w] =0 parce que 0 est absorbant pour 'opération -. Alors

IG.ILF] = |G-HILF] + S{|w]|weLG,IF)—LG-HIF)}

= |G—-H,I,F] car 0 est'identité pour 'opération + .
[

L’application d’évaluation | | est un morphisme sur les langages finis, et sur tout
les langages si le demi-anneau est continu.

Lemme 4.1.2 Nous avons |UV ]| = [U|-[V] pour tout U,V C K* finis.
Cette égalité est valable pour tous les langages ou K est continu.

Démonstration. En raison de la distributivité de - par rapport & +, nous avons

m

(Za,)-(ily) = Z{ai-bj|1§i§m/\ 1<j<n}

i=1

pour tout m,n >0 et ai,...,am,,b1,...,b, € K. Ainsi

[ov] = >AJw]|lueU AveV}
= >YHIlullv]|veU ANveV}
= YHlu]llueU}- - > A{]Jv]lveV} UV finis et la distribut.
= [vl-ivl

Si K est continu, 1’égalité ci-dessus est vraie pour m=n=w.
O

Donnons quelques notions de base pour la substitution sur les graphes et sur les
langages.

Soit L un ensemble quelconque d’étiquettes. Nous fixons un sous-ensemble N =
{A1,...,A,} € L de symboles a remplacer.

La substitution de graphe Glas,...,a,] est le graphe obtenu a partir d'un L-
graphe G en remplacant chaque étiquette A; par a; € L i.e.

Cloroa)] = {s-t]ag{An...4))

U {sLt|1§i§p/\si>t}.
G
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La substitution de langage u[Lq,...,L,| est le langage obtenu & partir d’un mot
u € L* en remplacant chaque lettre A; par L; C L* i.e.

par morphisme  (uv)[Ly,...,L,] = w[li,...,L,] . v[L,..., L]
avec elly,...L,] = ¢
AilLy,...,L,) = L; pourchaque 1 <i<p
alLy,...,L,) = a pour chaque a € L — N.

Nous étendons par union la substitution a tout langage M C L* :
M(Ly,.... L) = | J{ulLy,.. L) [ue M}
Le langage d’une substitution de graphe est la substitution du langage de graphe.

Lemme 4.1.3 Pour tout a,...,a, € L,
L(Glay,...,ap), I, F) = L(G,I,F)la,...,a,.

Démonstration. L’inclusion directe résulte de

s — t = EIbeL,b[al,...,ap]:a/\sLt.

Glay,...,ap] G

alai,...,ap]

. . . . a
L’inclusion inverse est une conséquence de s —t — s —  t.
G Glay,...,ap]

O

La substitution permet d’exprimer le changement des langages reconnus en appli-
quant une récriture en parallele.

Lemme 4.1.4 Pour toute grammaire (déterministe de graphes) R avec Np =
{A1,..., A}, et pour tout G = H avec I,F C Vg, nous avons
R

L(H,I,F) = L(G,I,F)[L(R(A),1,2).....L(R(A,),1,2)].

Démonstration. L’inclusion inverse est vérifiée car

(simf AN a¢ Np = si>t)
G H

et (siwf AN a€ Np = sL(Rﬂm) t).
G H

L’inclusion directe résulte du fait que I et F sont des ensembles de sommets de
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G, et que tout membre droit de R n’a pas d’arc de source 2, ni d’arc de but 1.
Précisément, soit u un mot étiquetant un chemin dans H de [ a F':

am

. . . a
il existe un chemin s 71> S1 v Sm-1 = Sm

avec U =aj...ay, So €l et s, € F.
Soit [ = {0<i<m|s; €Vs}

Pour deux nombres consécutifs i,7 € [ ie. (i<j A Vi<k<yj, s, &1), il
existe

siisj tel que (b; € Ng A 1722 2) v (b€ Ng A j=i+1 A by =a,).
G

R(bj)

Pour I = {0,4y,...,14,} avec 0<iy <...<i,=m,lemot
v o=1Ub,...b;, € L(G,I,F) et v[L(R(A1),1,2),...,L(R(4,),1,2)] = w.
O
Il est & noter que le lemme 4.1.4 peut étre faux si nous permettons dans le membre

droit de la grammaire un arc de but 1 ou de source 2. Par exemple, en prenant la
grammaire R réduite a la régle suivante :

et en faisant la récriture paralléle R(A) = H, nous avons
R

aec, afb, dgc € L(H,1,2) — L(R(A),1,2)[L(R(A),1,2)].

La valeur d’une substitution peut étre obtenue par calcul des valeurs des langages
substitués.

Lemme 4.1.5 Pour tout M C (K U N)* et pour tous langages finis Ly,...,L, C
K*, nous avons

[ MLy, . L]l = IM L] T DT ]

Cette égalité est valable pour tous les langages si K est continu.
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Démonstration. i) Montrons que

lwlLy,....,L,)] = [wl[L1].- - 1 Lp]] | pour tout u e (K U N)™

La démonstration est faite par récurrence sur |u| > 0.
|lul =0: Alors u=¢ et les deux termes sont égaux a [e] = 1.
lul =1: Soit u € K et les deux termes sont égaux a [u] = wu.
Soit u = A; pour un 1 < i < p, et les deux termes sont égaux a [ L; | .

lu| >1:u=av pour a € K U N. Alors

[l . L)] = [@)ln..oL)] = [alls. L) . olln... L]
= alLi,...,Ly]] - [v[L1,....L,]] par le lemme 4.1.2

= allLidee o DL I - [0 L DL D] par hyp. réc.
— fallLude- o DL 0 - 0l Ladeo L, 011 par le lemme 4.1.2

= @) L] S TL 01 = TullZad - TL 1T

ii) Il s’en suit que

[M[Li,...L)] = SS{[ulli,...L,)]|ueM}
= XA lullLa], - 1Ll [ue M} par (i)

= ML TE DT
O

Pour toute grammaire (déterministe de graphes) R et S telle que Ngp C Ng, nous
définissons la composition R - S de R par S comme étant une grammaire telle
que :
Nr.s = Ngp et R(A) = (R.S)(A) pour tout A € Ng.
S
Pour obtenir une grammaire unique, nous définissons pour tout A € Ng,

(R 8)(A4) = [RA) U (HSB)ws s 2t A BEN)

oit S(B)s,u) est le renommage de sommets h(S(B)) de S(B) défini par
h(l1)=s, h(2) =t , h(zx) = (s,t,x) pour tout = € Vg — {1,2}.
En prenant la grammaire R de la figure 2.2, la composition R . R est la gram-

malire suivante :
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a °
1e 10#0# 1 1'#'/¢B
b b c
b o b o
A —_— 6 ——>o . B D — 6 ——>o
) T
¢ d¢ ¢ ¢A d¢ ¢ a
P 20— o -————— Py 2‘4—‘\§B

Rappelons que la composition fonctionnelle de deux applications f : B — C' et
g: A — B est 'application fog: A — C définie par (f . g)(a) = f(g(a)) pour
tout a € A.

L’interprétation de la composition de deux grammaires est la composition fonction-
nelle de leurs interprétations.

Proposition 4.1.6 Pour toute grammaire R et S avec Nr = Ng et S sans circuit,

[&.S5] = [R]-15]

Cette égalité est aussi vérifiée pour S non sans circuit lorsque K est continu.

Démonstration. Soit Np = {A4,...,4,}. Solent ay,...,a, € K et A€ Ng.
i) Montrons que

[(&o5)(A)lar,..a)]] = [RA)[S(AD)ar, - ap] ], [S(Ap)ar, - apl I

Nous avons

[(RoS)(A)a,...,a)]

= [L((R-S)(A)ar,...,a,],1,2)] par définition de | |

=  [L((R.595)(A),1,2) [a1,...,qa,)]] par le lemme 4.1.3

= [L(R(A),1,2) [L(S(A1),1,2),...,L(S(A,),1,2)] [a1,...,a,]] par le lemme 4.1.4
LR 1.2) (LS 2) [l LS. 12 1]

= [ L(R(A4),1,2) [L(S(A1) a1, ..,a ],1,2) L(S(4,) [al,...,ap],1,2)]]| par 4.1.3

= [L(R(A),1,2) [[L(S(A) [al,...,ap],1,2)]],...,|[L(S( Ap)lay, ..., a,),1,2)]] | par 4.1.5
= [L(R(A),1,2) [[S(A1)[a1,...,ap] ], . [ S(Ap) [a1,...,ap]]] |  par définition de | |
= [L(R(A) [[S(A) a1, ap]], - [ S(Ay) [ar, ..., a,)]],1,2) ]  par le lemme 4.1.3
— R[S [SAar,- ) I

ii) Nous avons
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[RoS](a,... ap)
= ([(RoS)(A)) a1, ap]],-- [ (R S)Ap)[a1,...,a,]]) par définition de | |
= ([R(A)[I5(AD[ar, s ap] ] TS (Ap)ars s ap] T
[ R(A,) [|[S(A1)[a1,...,ap]]],...,ﬂS(Ap)[al,...,ap]]”]] par p fois (1)
= [R]([S(A)]ar, ... apl], .- [S(A)[a1,...,a,]]) par définition de |R|
= [R](IS](a1,...,a,)) par définition de |5
— (RIS (a1 vay)

Lorsque K est continu, la substitution de langage est une opération continue.

Lemme 4.1.7 Soit K un demi-anneau idempotent et continu.
Pour tout M C (K U N)* et toutes suites croissantes (a1pn)n >0 -5 (Gpn)n >0

IMV,ain .V, anll =V, IMarn, ... apn] |-

Démonstration. i) Montrons que pour tout v € (K U N)*,
[Vt s Vot ] = V[ s 1.
La démonstration est faite par récurrence sur |u| > 0.
lu| =0: Alors u=c¢ et les deux termes sont égaux a [¢] = 1.
lul =1: Soit u € K et les deux termes sont égaux a [u] =

Soit u = A; pour un 1 < ¢ < p, et les deux termes sont égaux a
[V, ainl-

lu| >1:u=av pour a € K U N. Alors

I[u[vnalmv"'vvnapﬂ”
[ (@)[V, a1V, apal ]
V., ain, -V, apnl - 0[N, @1, ..\, apnll

= ld]
[alV, a1n: -5V apnl -

= [v [\/ RS Vs car | ] est un morphisme
= ( . e [al,n, e Gpp ]]) ( varn, .. apn) ) par hypothése de récurrence
= V. (lalain, - apa] ] - v [al,n, oyl ]) car - est continue
=V, lalain, . aps) - viai,, ... ap.]l car | | est un morphisme
= V., lulain, .. apnl]-
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ii) Vérifions que ) est continue.

Pour toutes suites croissantes (@on)n>0s---s (@mn)n >0, -- -, NOUS AVONS

ZmZO Vn Am,n = szo ZZZO (\/n ai,n)

= szo \/n Zinio Qjn car + est continue
=V, Vi 2l tin
= \/n Zmzo am,n .

iii) Il s’en suit que

[ MV, a1, Vpapall = XA TulV, 010,V apn] ] [ ue M}
= YAV, lulain,- . aps]]|ue M} par (7)
=V, XA lulain,. . apn]] |ue M} par (ii)
= V., I Mlain, .. .ap.) |-
[

L’interprétation de grammaire est une application continue.

Lemme 4.1.8 Pour un demi-anneau K idempotent et continu et une K -grammaire
R, lUopération | R| est continue.

Démonstration. Soient (@1,), >0, --, (@pn)n > des suites croissantes d’éléments
de K.

i) Pour tout non-terminal A € Np, nous avons

[R(A) V. a1V ]
=  |L(R(A) [V, a1n,--V, apnl,1,2)] par déf. d’'une valeur de graphe
= [L(R(A),L2) [V, a1n: -V, apnll par le lemme 4.1.3
=V, [L(R(A),1,2) (a1, ..., apn] ] par le lemme 4.1.7
=V, [LRA) [ain, -, apn],1,2)] par le lemme 4.1.3
=V, [RA)[ain,....ap]] par déf. d'une valeur de graphe.

ii) Alors
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IR](V, a1V, apn)
= ([RA) IV, a1m -V apal |- TR(A) [V, ar, -V apal 1)
= (V, [RBA) [ain, - apnl -V, TR(A) (a1, apnl ) par (i)
=V, (1R(A) a1, - apn] ], - [R(A) [arns - - - apnl )
= V., [Rl(ain, .., apn)-
O]

La valeur d’un graphe engendré par une grammaire peut étre calculée en appliquant
itérativement l'interprétation de la grammaire a partir de 1’élément le plus petit.

Théoréme 5 Pour tout demi-anneau K idempotent et continu et pour toute gram-
maire R sur K,

[R] = VIR]'(0) = ul R

n>0

La premiére égalité est aussi valable pour K complet et idempotent, lorsque R est
sans circuil.

Démonstration. Grace au lemme 4.1.8, la seconde égalité est juste une application
du théoreme de Knaster-Tarski. Montrons la premiére égalité.

Par définitions de la composition de grammaires et de R, nous avons :

U[R”(A)] € R“(A) pour tout A € Ny.

n>0

Alors

[2(A)] = [U.zolR"(A)]]
= V.o lIR*(A)]] par le lemme 4.1.1 (b)
= Voo [R"(A)[0,...,0]] par le lemme 4.1.1 (c).

[R] = (Vauso [R"(A)[0,.. 0[], Vs [ R (A4,) [0, 0]])
= Vauso (IR*(A) [0, 0] [ R (4,) [0, 0]])
= Voo [R"](0,...,0) par définition de [ R"]
= Vnzo [R]"(0,...,0) par la proposition 4.1.6.
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Dans le théoréme 5, la continuité du demi-anneau est nécessaire pour des gram-
maires ayant un circuit. Par exemple, nous considérons le demi-anneau idempotent
et complet (N U {w,w}, Mazx, x,0,1) dont les opérations Max et x sont respec-
tivement les opérations maximum et multiplication habituelles sur les entiers, et que
nous étendons comme suit :

Oxw = wx0 = 0
nxw = wxn = w pour tout entier non nul n
W x W = w
axw = wxa = w pour tout élément «a
Maz(a,w) =  Max(w,a) = w pour tout élément a
Maz(a,w) =  Max(w,a) = w pour tout élément a # .

Ce demi-anneau n’est pas continu parce que

(\/n)x(\/n) = Wxw = W mais \/nxn:w.

n>0 n>0 n>0

Pour ce demi-anneau K, nous considérons la K-grammaire réduite a la régle suiv-
ante :

Nous avons [R] = [R“(A)] = w mais V, .,[R]"(0) = @ (lasuite croissante
est 0,1, w,w, ...). lest anoter que la premiére égalité du théoréme 5 peut ne pas
étre vérifiée si 'on permet d’avoir un arc de but 1 ou de source 2 dans un membre
droit de la grammaire. Par exemple, en prenant le demi-anneau (2{¢<" U, . 0, {e})
et la grammaire R restreinte a la régle suivante :

nous avons \/, o [ R[|"(0) = 0 # [ R* ]
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4.2 Algorithmes de calculs

Nous présentons deux algorithmes généraux pour calculer la valeur d’une gram-
maire R pour des demi-anneaux idempotents, continus et commutatifs. Sachant
que |R| désigne le nombre de régles, le premier algorithme compare les différences
entre le |R|-ieme approximant | R ](0) avec le suivant pour détecter des aug-
mentations (strictement supérieures a 1) dans la valeur des graphes engendrés (cf.
théoréeme 1). Le deuxiéme algorithme est une simple généralisation de la méthode
de Hopkins-Kozen [HK 99| qui a été développée pour les grammaires algébriques
(cf. corollaire 7). Bien que le premier algorithme soit plus efficace que le second,
il travaille avec des demi-anneaux dont ’ordre est total et il admet un plus grand
¢élément.

Etant donné un demi-anneau et un algorithme de calcul | G, I, F'] pour tout
graphe fini G (et les ensembles de sommets [ et F') de complexité Cg ; p, nous
voulons utiliser cet algorithme pour calculer | R | pour toute grammaire R. La
complexité est exprimée avec les paramétres suivants :

|R| = |Ng| le nombre p de régles de R (son cardinal),
lg == Y {|R(A)|| A€ Ng} lalongueur de description de R,
Cr = Y { Cruj1,2 | A€ Ng} lacomplexité pour calculer | R |(0).

Le théoréme 5 nécessite des demi-anneaux idempotents et continus. Nos algo-
rithmes exigent que ces demi-anneaux soient commutatifs : la multiplication - est
commutative. Un cci-demi-anneau est une abréviation pour un demi-anneau idem-
potent, continu et commutatif.

Le premier algorithme a également besoin que le demi-anneau soit total, ce qui
signifie que la relation < est un ordre total. Nous allons décrire cet algorithme.

Pour toute grammaire R, le théoréme 5 présente une méthode standard pour
calculer [ R¥] :s'il existe n tel que [ R]™(0) = [R]"*'(0), alors [ R“] = | R]"(0)
est vrai pour tout demi-anneau borné i.e. sans suite infinie croissante. Mais la suite
(IR]"(0)), est strictement croissante en général.

Nous comparons les vecteurs [R[?(0) et [R]""(0) (avec p = |R|) et nous
déterminons les rangs pour lesquels ils différent :

E = { A ([RI(0): # (IR]"(0)): }.

Par un argument classique de pompage et pour chaque A € E, nous pouvons
trouver un incrément > 1 de la valeur de son graphe engendré.

En supposant que nous avons un plus grand élément T atteint par toute suite
croissante stricte (a"),>o, nous obtenons |R¥(A)]|=T.
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4.2. Algorithmes de calculs

Ceci est également vrai pour tout non-terminal ayant A dans son membre droit.
Aussi, nous complétons E en I’ensemble E qui est le plus petit point fixe de I’équa-
tion suivante :

E = EU{AE]V}:”LR(A)OE3’é @}

On en déduit pour tout rang 1 <17 < p,

T siA; € E
w 1 I
(121), { (IR]*(0)),  sinon.
La complexité en temps est la complexité du calcul de | R](0).
Nous écrivons s = t s'il existe un chemin sy — sy ... Sp_1 — s, dans G
G/H G G

de s =59 a t =s, étiqueté par u = a;...a,, dont au moins un arc n’est pas dans
le graphe H : —(s; —% s;41) pour un 0 < i < n.
H

Nous donnons une propriété fondamentale de la décomposition des chemins pour
les graphes engendrés par une grammaire.

Lemme 4.2.1 Pour toute grammaire R, tout non-terminal A € Ng et tout entier

‘ o B
n>1, s 1 = 2 alors il existe uvw =2z et s — t avec B € Np
R™T1(A)/R™(A) R(A)
tel que 1 = s , 1 = 2t = 2.
RrHL(A) R™(B)/R"~(B) RrHL(A)

Démonstration. Il y a un chemin

S0 Sy .. S S, AveC 2 = aq...Gp,, So =1 et s, = 2.
R7HL(A) R (A)
Soit
. o
I Z:{0§Z<m‘8iEVR(A)/\_'(81'—1>82'+1)}.
R(A)

Pour tout 7 € I, nous notons 4’ le successeur de i dans Vg4 :

s € Vraay AN (i <i') A (Vi<k<i, sp & Vaua)-

. . A; QO _
Pour tout i € I,ily a s; —> sy tel que A; € Np et 1 =7'2.
R(A) R(A:)
Ap...Qpr_
Comme 1 = 2,ilyaun ke tel que 1 R G
R (A)/R™(A) R™(Ay)/R™ ™ (Ay)

Il reste a prendre

s=8g,t=8y, B=Ay, u=ay...ap_1, V=1CQg...Q_1 , W= Qg . .0y, .
O
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Nous allons utiliser une construction similaire au lemme de pompage du chapitre 3
pour démontrer le théoreme 1.

Tout demi-anneau total et idempotent satisfait la propriété de monotonicité ci-
dessous.

Lemme 4.2.2 Pour tout demi-anneau K idempotent et total, pour tout M C K*
et a € K,
a<a+|M] = ZFJueM a<]|u].

Démonstration. Par contraposée.
Supposons que —(a < [u]) pour tout u € M.
Comme < est totale, |u] < a pour tout u € M.

Comme 4+ est croissant et idempotent, nous avons,
[M] = > {lullueM} < > {alueM} = a.

Ainsi, [M]+a < a+a = a.
U

Comme pour le lemme de pompage, les différences entre | R]™(0) et [R]™(0)
permettent de détecter des répétitions > 1 dans les graphes engendrés.

Théoréme 1 Pour tout cci-demi-anneau total K ayant un plus grand élément T
tel que

V,a" =T pourtout a>1 et aT =T pourtout a#0,
nous pouvons calculer | R¥| en O(|R|Cgr) pour toute K-grammaire R.

Démonstration. Pour tout ay,...,a, € K et tout A € N, nous notons
(ai,...,ap)a = a; pour A; = A.

i) Supposons que (| R]"(0)), # (|[R]]p+1(0))A pour un non-terminal A € Ng.
Montrons que ([R“]), = T.

Comme pour le lemme de pompage, nous extrayons une répétition > 1 dans le
graphe R“(A).

Comme la suite [ R]"(0) est croissante, (|R]"(0)), < ([[R]IPH(O))A.

Pour chaque n > 0, nous avons :
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(IR (0), = (IR"N0)), par le lemme 4.1.6
= [R"(A)[0,...,0]] par définition de I'interprétation
= [[R"(A)]] par le lemme 4.1.1 (c).

Ainsi | [RF(A)]] < [[RPT(A)]]. De plus,

[ (R (A
= [L([RP"'(A)],1,2)] par définition de la valeur d’un graphe

= [L(R*(A),1,2) [L([R(A1)], 1,2), .., L([R(Ap)], 1, 2)] ]
parce que RP(A) = RPFI(A) et par le lemme 4.1.4

= [L(RY(A),1,2) U (L(RA(A),1,2) - T3) [LR(AD] 1.2), ..., LR(A,)], 1,2)] ]
= [BA)] + [E(RY(A),1,2) - Tp) [L(R(AD], 1,2), ..., L(R(A,)), 1, 2)]

Par le lemme 4.2.2, il existe

z € (L(R"(A),1,2) = Tg) [L([R(A1)],1,2), ..., L([R(Ap)], 1, 2)]

tel que [[RP(A)]] < [z]. Aussi 1 = 2.

RPH1(A)/RP(A)

Comme pour le lemme de pompage et en appliquant p fois le lemme 4.2.1, nous
obtenons une suite finie (A;, u;, v;, w;)o<i<, telle que

(A07 Up, Vo, ’lU()) = <A7 €, %, 6)

et pour tout 1 <17 <p,

AiGNR /AN % 2 A U; V;W; = Vj_1q.

RPFTITI(A)/RPTH(A)
Nous prenons la premiére répétition
i =min{0<k<m|3j>k A, =4}
Soit j >+ tel que A; = A;. Soient
U=Up. ..U, V= Up1...Uj , W=Vj, T=Wj...Wit1 , Y = W;... W1 .

En itérant (ou en enlevant) cette répétition, nous obtenons

w"wz"y € L(RY(A),1,2) pour tout n > 0.
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Par récriture parallele RP(A) = RPT!(A), nous pouvons faire plusieurs récrit-
R
ures.

Il est donc possible d’avoir de nouveau 1 = 2.
RPTL(A)/RP(A)

Nous itérons cette décomposition qui aura une incidence sur u ou y jusqu’a ce
que nous ayons

Z = WUVWIT1Y] - .. URURWETRYE avec ujwiyy - .. upwryr € L(RP(A),1,2)
et

wvtw ety L wfwgeFy, € L(RY(A),1,2) pour tout ng, ..., n, > 0.
Soient a = [uiwiyy ... upwryk ] et b = [vizy ... vgak .

Alors a-b = [z] > [[RP(A)]] > a.
Comme a < a-b, nous avons a # 0 et b > 1.
En particulier, la suite (a-b™), est croissante.

Donc, par continuité et d’aprés ’hypothése, on a

\/a-b” = a-(\/b”) =qalT = T.

n
Pour tout n > 0, on obtient

a.bn = I[Ulv?wlx?yl . Ukvgwkxzyk]l S HRM(A)]L

par conséquent, [RY(A)] = T.

ii) Soient A, B € Ny avec [R“(A)] = T et A€ Lyp.
Montrons que [R¥(B)] = T.
Iy aunarc s -t dans le graphe R(B).

Comme R est réduit, on a
1 =>5s et t =2 avec u,v € (K —{0}) U Ng.

R(B) R(B)

Nous prenons le morphisme (substitution) o de (Tp U Ng)* a 25" défini par

o(a) ={a} pourtouta € Tr et o(C)= L(R*(C),1,2) pour tout C' € Ng.

Ainsi, o(uAv) C o(B), dou [o(udv)| < [o(B)].
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Par conséquent,
[o() [-1&=(A) o) ] < [R(B)] ie. [o(w)]-T-lo)] < [R*(B)].
Comme R est réduit,

[o(u)] #0 et Jo(v)] #0, ainsi [R“(B)] = T.

iii) Soit
E = {AeNg | ([RI(0)a# (R (0)a }.

Par co-accessibilité, nous complétons E en le plus petit point fixe E de I'équation
suivante :

E = EU {AENRlLR(A)ﬂE =+ @}
Par (i) et (ii), nous avons

[R*] = T pour chaque A€ E.

Nous limitons R aux non-terminaux qui ne sont pas dans E :
Rp = {((1LA2),H) eR|A ZFE}.
Donc Rz est une K-grammaire satisfaisant :
([[R/E]]”(O))A = ([R]"(0)),, pour chaque A€ Ngp—E et n>0.

Par conséquent,

[REl"0) = [RzI"(0) = VIRzI0).

n

Donc pour tout A € Np — E,

(1B, = (VIRIO), = (VIRzI"0), = (IRzF0), = (IRI(0)),.

n

Alinsi, nous avons pour tout A € Np,

g T si A€E,
(121)., { (IR]"(0)),,  sinon.
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Appliquons le théoréme 1 pour le demi-anneau (R U {—w,w}, Min,+,w,0) de
I'exemple 4.1 (c).

Cela nous permet de résoudre le probléme du plus court chemin sur tout graphe
engendré par une grammaire. Nous appliquons I'algorithme de Floyd (sans circuit
de coiit négatif) sur les graphes finis. Pour toutegrammaire R, nous avons Cg en
O((2), donc la complexité pour calculer | R*] est en O(|R|(3).

Lorsque R est sans circuit, on peut appliquer 'algorithme de Bellman sur les
graphes finis de sorte que Cr est en O(lg) et la complexité pour calculer | R |
est en O(|R|{g), donc en temps quadratique.

Par exemple, en prenant la grammaire R suivante :

| n» [ o [ 1 ] 2] 38 [ 4
(IR]"0), | w 3 3 2 2
(IR]"(0), w w 3 3 2
(IR]"(0), | w 1 1 1 1

donnant par le théoréme 1 la valeur : [RY]| = (—w,—w,1) ie.

[£2(A)] = [B(B)] = —w et [R(O)] = L

Notons que nous pouvons aussi appliquer le théoréme 1 pour le demi-anneau
(R; U{w}, Maz, x,0,1) de I'exemple 4.1 (d).

Notons que grace aux deux transformations de la proposition 2, nous pouvons
transformer en temps linéaire toute grammaire de graphes en une grammaire équiv-
alente sans circuit. Ensuite, nous pouvons appliquer le théoréme 1 avec I'algorithme
de Bellman pour le probléme du plus court chemin.

Corollaire 6 Pour le demi-anneau (R U {—w,w}, Min,+,w,0), pour toute gram-
maire (normalisée) R et pour tout non-terminal A, le probleme du plus court chemin
| R“(A12),1,2] peut étre résolu en O((;}), et en O(|R|lr) lorsque R¥(A12) est
sans circuil.

En particulier, pour toute grammaire algébrique P, le probléeme du plus court chemin
peut étre résolu en O(|P|(p).
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A partir de tout automate a pile R et en ajoutant des e-transitions, il est facile
de transformer R en un automate & pile R’ reconnaissant le méme langage (par
états finaux et/ou pile vide) tel que chaque membre droit est un état suivi par au
plus deux lettres de pile; le nombre de régles |R’| et donc sa longueur de description
lr sont en O({g). Puis, nous appliquons & R’ la transformation habituelle pour
obtenir une grammaire algébrique équivalent P : |P| et {p sont en O(|R'|?). Ainsi,
pour tout automate a pile R, le probléme du plus court chemin peut étre résolu en

O(13).
Dans le paragraphe suivant, le corollaire 6 sera étendu en le corollaire 9 a partir
de toute grammaire généralisée de graphes.

Notons également que les deux transformations de la proposition 2 et par la pre-
miére égalité du théoréme 5, nous pouvons calculer la valeur de toute grammaire de
graphes pour tout demi-anneau non continu (mais complet et idempotent).

Une K-grammaire algébrique est une grammaire algébrique P telle que Tp C
K . En ordonnant 'ensemble des non-terminaux : Np = {A;,...,A,}, la valeur
d’une grammaire algébrique est

[L(P)] = (TL(P, AL [ LR Ap) ])-

Pour le demi-anneau (2N, U, +,0,(0,...,0)) (exemple 4.1 (b)) des langages com-
mutatifs sur ¢ terminaux de la forme {(0,...,0,1,0,...,0)}, une premiére solution
pour déterminer |L(P)] a été donnée par Parikh [Pa 66]. Cette méthode a été
affinée dans [Pi 73] et généralisée dans [HK 99|, et convient pour tout cci-demi-
anneau. Cette derniére méthode est présentée ci-dessous.

La dérivée d'un langage F C (Np U Tp)* par A € Np est le langage suivant :

oE

51 = LUV|UAVEE)

et comme + est idempotent, nous pouvons nous limiter a enlever seulement la
premiére occurrence de A, i.e. |U|4 = 0.

La matrice Jacobienne de P est

P/

OP(A;
( gfél] )>1<i,j<p

ou P(A) = {U| (A U) € P} est 'image de A € Np par P.
L’interprétation | P']| de P’ est 'application

[P : K? — KD
OP(A;
(@1, vap) aixj)[ sl 1) e
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ou Elay,...,a,] est le langage sur K qui est obtenu a partir du langage E C
(Np U Tp)* en remplagant dans les mots de E chaque étiquette A; par a; pour
tout 1 < <p.

La transformation de Hopkins-Kozen est le morphisme :

HK : K? — K?

(a1,..ap)  — ([P a1, ap) x(as,...,ap)

o Mxv := (M(U)t)t avec ' pour vecteur de transposition , - pour la multi-
plication de la matrice et * pour sa fermeture de Kleene.

En appliquant itérativement cette transformation (| P(A1)[0]],. .., [ P(A4,)[0]]).
nous obtenons une suite croissante qui atteint sa borne supérieure | L(P)| aprés
un nombre fini d’itérations [HK 99|, et méme aprés p itérations [EKL 07].

Théoréme 2 [HK 99| [EKL 07] Pour tout cci-demi-anneau K et pour toute K-
grammasire algébrique P, nous avons

[L(P)] = HKP([P(A) N T],....[ P(4,) N T*]).

Le théoréme 2 reste vrai méme si les langages P(A;), ..., P(A,) sont infinis [EKL 07].
En appliquant la transformation de la proposition 2 (a) & toute K-grammaire R
de graphes, nous obtenons en temps linéaire une K-grammaire algébrique R telle
que [R*] = [L(R)], ce que I'on peut calculer d’apres le théoréme 2 pour tout
cci-demi-anneau K. Toutefois, 'ensemble des non-terminaux Ng dépend de (g et
non pas de |R|. Il est donc plus efficace d’étendre le théoréeme 2 directement aux
grammaires de graphes.

Soit R une grammaire de K-graphes avec I'ensemble Ny = {A4;,...,A,} des
non-terminaux.

Nous étendons la dérivée a tout (K U Ng)-graphe G avec 1,2, € V.

Soit A € Npg. Nous prenons un nouveau symbole Ay et nous définissons le
produit de synchronisation suivant :

- Aoop s At «
H = (Gu{s t\sgt}) Sa
avec S4 = {1-%1]lacKUNp—{A}}U{12%2}

U {2-%2|aeKUNp}.

Prenant le renommage h de sommets de H défini par

h(1,1) =1,h(2,2) =2, et h(x) ==z pour tout z € Vg — {(1,1), (2,2)},
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et en restreignant h(H) au sous-graphe H des sommets accessibles & partir de 1
et co-accessibles a partir de 2, la dérivée du graphe G par A est le graphe :

oG

o A
e = (H—VﬁxAOXVF)U{SLHS?O)t}'

La matrice Jacobienne de R est

L <8g1(41j2) > 1<i,j<p

et son interprétation est définie par

[ R (as,...;ap) = (ﬂ% [ay, .. .,ap]]])lgmgp pour tout ay,...,a, € K.

Ainsi, [R'] = [ P'] pour la grammaire algébrique infinie P définie par :

P(A) = L(R(A),1,2) pour tout A € Ng.

Remarquons que P est finie pour R sans circuit.

Pour toute grammaire R de K-graphes, nous associons la K-grammaire al-
gébrique infinie suivante :

R = {(AU)|UeL(RA),12)}

de sorte que l'interprétation de sa matrice jacobienne soit la méme que celle de
R.

Lemme 4.2.3 Pour toute grammaire R de graphes, nous avons [R'] = [R'].

Démonstration. La dérivée g—i pour tout (K U Ng)-graphe G par A € Ni a
été définie de sorte que

<L(21,2)> = <Gl

avec <U> le langage obtenu par I’élimination de 1 dans les mots de U C K*.

Pour tout ay,...,a, € K, nous en déduisons que

I[L(g_i’]wQ) [alv"'vap]]l = I[aL(aG;ilg) [ala...,ap]]l

et il s’en suit pour tout 1 < 7,5 < p,

29
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(IR J(a, - ,ap))m
= ] 81;1(:;2') lar,...,ap]] par définition de | R']
= |L Bf;qu;i) lai,...,a,],1,2)]  par définiton d'une valeur de graphe.
= ﬂL(agﬁéi), 1,2)[a1,...,ap]|]  parle lemme 4.1.3
= | 81;;‘?” lag, ..., ap]] par définition de R
= (I[R’]] (ay, ..., ap))m par définition de |R'].
Ainsi, nous avons |R'| = [R']

O
Appliquons le théoréme 2 avec le lemme 4.2.3.

Corollaire 7 Pour tout cci-demi-anneau K et pour toute K-grammaire de graphes
R, nous avons [R*] = HEM([R](0)).
En supposant que les opérations +,-, % dans K sont en O(1), la complexité est en

O(IRI* + |R|*Cr).

Contrairement au théoréme 1, ce corollaire peut étre utilisé pour tout cci-demi-
anneatl.

Le calcul de la matrice Jacobienne R’ esten O(Y 1cy,, [RIIR(A)]) = O(|R|(g).
Nous calculons | R |(a4,...,a,) en O(ZAE]VR |R|CR(A)[a1,,.,,ap]71’2) = O(|R|CRg).

Ayant une matrice carréee M € KP*P et un vecteur @ € KP, la valeur de
b = M*.a correspond a la résolution du systéme linéaire b = d+ Mb de
p équations avec p variables {by,...,b,}. Par la méthode de Gauss, nous utilisons
O(p?) opérations + et -, et O(p) opérations x*.

Pour le demi-anneau de l'exemple 4.1 (¢) et en utilisant I’algorithme de Floyd
sur les graphes finis, nous obtenons une complexité en O(|R|?£;) donc en O({p)
pour le calcul de | R pour toute K-grammaire R. Il s’agit d’une complexité plus
grande que celle obtenue en appliquant le théoréme 1.

4.3 Calculs sur des graphes réguliers

On étend la notion de grammaire de graphes en permettant des hyperarcs non-
terminaux, c’est-a-dire que les arcs étiquetés par un non-terminal peuvent joindre
plus que deux sommets (ou un seul). Ces grammaires généralisées engendrent les
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graphes dits réguliers. La famille des graphes réguliers contient les graphes des tran-
sitions des automates a pile. Précisément, les graphes réguliers de degré fini sont les
restrictions réguliéres des graphes des transitions des automates a pile. En découpant
les hyperarcs non-terminaux en arcs, nous fournissons une transformation polyno-
miale de toute grammaire généralisée en une grammaire de graphes définissant les
mémes langages des traces (Proposition 8). Nous appliquons ensuite les résultats du
paragraphe précédent pour obtenir des algorithmes polynomiaux pour résoudre le
probléme du plus court chemin sur les graphes réguliers (Corollaire 9).

A toute lettre a, on associe un entier non nul p(a) > 1 appelé larité de a.
Tout mot as;...s,q) est un hyperarc étiquetée par a et reliant dans l'ordre les
sommets sq, ..., Sy - Un hyperarc ast dont I'étiquette a est d’arité o(a) = 2 est
un arc (s,a,t). Un hypergraphe G est un ensemble d’hyperarcs, et sa longeur est

lg = > {|ul|ueG} pour G fini.
Une grammaire généralisée R de graphes est un ensemble fini de régles de la forme :

Alg(A) — H

ou Al...0(A) est un hyperarc étiqueté par A reliant les sommets 1,..., 0(A),
et H est un hypergraphe fini.

Les étiquettes des membres gauches forment I'ensemble Ni des non-terminaux,
et les autres étiquettes qui sont dans les membres droits forment ’ensemble Tx des
terminaux.

Comme nous voulons seulement engendrer des graphes, nous supposons que tout
terminal est d’arité 2.

Nous étendons naturellement a toute grammaire généralisée R de graphes les

notions de récriture — et de récriture paralléle — .
R R

Désormais, une grammaire généralisée est une grammaire déterministe général-
isée de graphes.

Il s’agit d'une K-grammaire généralisée R si Tr C K .

Comme pour les grammaires de graphes, nous définissons le graphe R“(H)
engendré par une grammaire généralisée R a partir d’'un hypergraphe H.

Nous donnons ci-dessous une grammaire généralisée restreinte a une régle unique,
et son graphe engendré.

Pour toute grammaire généralisée R et pour tout non-terminal A € Ng,
son membre droit dans R est R(A1...0(A)), également désigné par R(A),
le graphe engendré par R a partir de de A est noté R“(A1...0(A)) ou R“(A),
|R| = |Ng| est le nombre de régles de R (son cardinal),
lrp = Y {|R(A)|+0(A)| Ae Ng} estlalongeurde R,
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a a b
1le 1}—»0 —_— = o
c c c (&
w { ¢ T
2ol 4 — - pe<t . — .JLZZ._E_,. -
d} A d{j/lj/
3° 3

FIGURE 4.1 — Grammaire généralisée et graphe engendré.

or = ». {0(A)| A€ Ny} estlarité de R.

Un graphe régulier est un graphe engendré par une grammaire généralisée & partir
d’un hyperarc non-terminal.

Nous transformons toute grammaire généralisée R en une grammaire (non général-
isée) deéfinissant les mémes langages de traces. Pour cela, on découpe tout hyperarc
non-terminal en tous les arcs possibles.

Nous supposons que 0 n’est pas un sommet de R et nous prenons un nouvel
ensemble de symboles

{Aj |A€Ng A 1<i,j<o(4)}.

Nous définissons le découpage <G> de tout (Tr U Ng)-hypergraphe G comme
étant le graphe :

<G~ = {s-StlasteG AN a€cTg}
Aij .
U {s—3t|AeNg AN 1<i,j<p(A)A
51,0 800a), As1.Sqy EH N s=5 N t=s5;}

et pour p,q € Vg et P C Vg avec 0 ¢ Vi, nous définissons

Gpg.p = {S%;;ﬂt%p/\s;éq/\s,tgp} pour p#q
ot Gppp = {s-ot[t#p AstgP}uU{s=0]s-p}.
<G+ ~cs

Cela nous permet de définir le découpage de R comme étant la grammaire (non
généralisée) suivante :

<R= = {(1,4:;,2) — hij(R(A)ij . oay{ijy) | A€ N A 1<1d,5 < o(A) }

ou h;; est le renommage des sommets de R(A);; défini par
h;j(i) =1, h;;(j) =2, h;;(x) =z sinon, pour 7 # j
hii(i) =1, h;;(0) =2, h;;(z) = sinon.
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FIGURE 4.2 — Découpage sous forme réduite
de la grammaire généralisée de la figure 4.1.

Nous mettons ensuite <R> sous la forme réduite définie au paragraphe précé-

dent.
Notons que

IN
=)
To

<B=| = Y icnn o(A)?
lere < Daeng CAPIR(AP < oglg.

Ainsi, la transformation de découpage est polynomiale et elle définit les mémes
langages de traces.

Proposition 8 Pour toute grammaire généralisée R, pour tout (Tr U Ng)-hypergraphe
H et pour tout s,t € Vi, nous avons L(R“(H),s,t) = L(<XR-“(<H>),s,t).

Démonstration. Pour tout A € Ng, 1 <1i,j < p(A) et 0 <n < w, nous notons

Ly(Aij) = LR"(A)ijfr,0))—{igy, 6 J)  pour i#j
Lo(Asii) = LR (A)iigr,.0(4)) 13}, 1,0)
i) Montrons que pour tout A € Ng et 1 <i,5 < o(A), nous avons
L,(A,i,7) = L(=<R-*(A;;),1,2).
Nous montrons par récurrence sur n > 0 que
L,(Ai,j5) = L(=R-"(4;,),1,2).
n =0 :nous avons Lo(4,1,7) = {A;;} = L(Ai; 1,2).
n =1 : immédiat.
n = n+1:
Ln1(A i, )
= Li(A,4,5) [Ln(B, 2,y)/ Buy]
= L(=<R>(Ai;),1,2) [L(=XR>"(B),1,2)/B,,] par hypothése de récurrence
= L(=R>"T'(4;;),1,2).
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ii) Pour tout (T U Ng)-hypergraphe H et pour tout s,t € Vi, nous avons

L(RW(H),S,t) = L<<H>'>S?t) [Lw(A:iaj)/Ai,j]
=  L(=H>,s,t)[L(=XR>“(A;;),1,2)/A;;]  d’aprés (i)
= L(=R-“(<H>),s,t).

O

[lustrons la construction de la proposition 8. Nous considérons la grammaire général-
isée R restreinte a la régle ci-dessous.

a
1oe 1l o6 —>o
b¢
c
R 20{ 4 —_— 2 0 «——o{ A
al .
30 3‘4_0

C

FIGURE 4.3 — Grammaire généralisée

Son graphe engendré R“(A) a partir de son non-terminal A est représenté a la
figure 4.4.

N

°0€— 0€—o0

QU

e e

Uf Uf Uf Uf Uf

FIGURE 4.4 — Graphe engendré par la grammaire généralisée de la figuree 4.3.

w

On découpe la grammaire généralisée R en la grammaire sous forme réduite
<R> de la figure 4.5.

Prenant pour <R> l'axiome réduit <A123> représenté a la figure 4.6,
nous obtenons le graphe engendré <R>“<A123> de la figure 4.7.

Evidemment, les graphes R¥(A123) et <R>“<A123> ne sont pas isomorphes,
mais par la proposition 8, ils reconnaissent les mémes langages entre les entrées.
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1 [ —— 1 1
\A1y2—> b\ \Alz H \Agz—» d\
2 Qee— 2 2
c
<R~
a
1 —_—— 1
Ald
A g — . A113 H Ag 3= f
AQQ
2 2o 2e
© U4ss

FIGURE 4.5 — Découpage sous forme réduite
de la grammaire généralisée de la figure 4.3.

1e
A
1’2%);\1,3
Azd

36

O As3

FIGURE 4.6 — Découpage de 'hyperarc A123
pour la grammaire de la figure 4.3.

Précisément,
L(R®(A123),1,2) = L(=R=*<A123=,1,2) = {a"c"|n>0}
L(R¥(A123),2,3) = L(<R-¥<Al123-,2,3) = df*
L(R¥(A123),3,3) = L(<R>“<A123-,3,3) = [f*
L(R¥(A123),1,3) = L(=XR=“<A123>,1,3) = {a™™"bc™d(ef*)" | m,n>0}
L(R®(A123),i,j) = L(=XR>=“<Al123-,i,j) = (0 sinon.

La proposition 8 et la proposition 2 impliquent le fait bien connu que les lan-
gages reconnus (de et vers un sommet) par les graphes réguliers sont exactement les
langages algébriques.

Mais la pertinence de la proposition 8 est que nous pouvons appliquer le théoréeme 1
et le corollaire 7 pour calculer les valeurs de graphes réguliers.

Etendons le corollaire 6.

Corollaire 9 Pour le demi-anneau (R U {—w,w}, Min,+,w,0), pour toute gram-
maire généralisée R, pour tout membre gauche X et pour tous sommets i,7 € Vx
le probleme du plus court chemin | R*(X), 1,7 ] peut étre résolu en O(og L), et en
O(op t2) quand R*(X) est sans circuit.
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~
)

Q. S
<—o7
o [}
/ S

0 -
) [
o
-
[
o
0 - —
I
I
I

° ‘\é‘ﬁ‘
b b b [ —
d¢ a
o OL».

AN
O N
f

FIGURE 4.7 — Graphe engendré par la grammaire de la figure 4.5
a partir de I’axiome de la figure 4.6.

Bien siir, le corollaire 9 est juste un probléme spécifique de cheminement qui peut
étre résolu avec une complexité polynomiale en utilisant la proposition 8 avec le
théoréme 1 ou le corollaire 7.

66



Régularité et algébricité des
systémes de récriture

5.1 Introduction

Un probléme central dans ’analyse de ’accessibilité d'un systéme R de récriture
de mots est de déterminer ’ensemble %(L) de tous les mots qui peuvent dériver

selon R a partir de mots d’un langage L donné. Bien que pour L fini, cet ensemble
%(L) ne soit pas en général récursif, divers travaux de recherche ont dégagé des

familles générales de systémes de récriture de mots dont la relation de dérivation %
a de bonnes propriétés de fermeture : elle préserve des classes générales de langages.
En particulier, on dit qu'un systéme R préserve la régularité (resp. 'algébricité) si,
pour tout langage régulier (resp. algébrique) L, le langage %(L) est aussi régulier
(resp. algébrique).

On peut trouver dans la littérature de nombreuses classes de systémes de récriture
préservant la régularité ou 'algébricité. Par exemple, la dérivation préfixe de tout
systéme fini de récriture préserve la régularité [Bu 64, Ca 90]. De plus, les systémes
algébriques (tout membre gauche est de longueur au plus 1) préservent I’algébricité
et leurs dérivations inverses préservent la régularité (voir par exemple [BO 93]).
Dans [HW 04], Hofbauer et Waldmann ont montré que la dérivation de tout systéme
effagant fini préserve la régularité sachant que Hibbard [Hi 74| avait établi que la
dérivation inverse préserve I'algébricité. Au lieu d’utiliser des régles de découpage et
d’élimination, ils ont fourni une décomposition astucieuse de la relation de dérivation
en une substitution finie suivie par la dérivation d’un systéme algébrique inverse et
une restriction a ’alphabet original. De 14, ils ont pu déduire de nombreux résultats

67
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déja connus de préservation de la régularité et/ou de l'algébricité. La contribution
principale de ce chapitre est de simplifier I'idée de la décomposition de dérivation de
Hofbauer et Waldmann dans [HW 04] et de I’étendre a des familles plus générales
de systéemes de récriture de mots.

Notre construction est basée sur une observation simple que 1’on va décrire. Etant
donné un mot v = ay ...a,, nous écrivons w = C<L_n...<a_1 et w = a—ﬁ...a_f ol ‘@
et @ sont de nouvelles lettres pour chaque lettre a d’origine. Pour tout systéme de
récriture R et pour toute régle u — v de R, nous considérons les mots de la forme
U v avec ujus = u. Le sens implicite est que pour appliquer cette régle de récriture,
le coté droit v peut étre inséré a une certaine position ¢ dans un mot a condition que
up puisse étre effacé a la gauche de la position i et uy a la droite. En d’autres termes,
I’application de la régle u — v & un mot peut étre simulée en insérant d’abord un des
facteurs u;vus & une position appropriée, puis en effacant les facteurs de la forme
u'w ou Wu. Cette procédure en deux phases peut étre effectuée par une substitution
suivie par application de régles algébriques inverses de la forme @’'a — et a’'a — ¢
(constituant ce que nous appelons le systéme de récriture de Dyck, voir [KKO 06]).

En vertu de certains critéres syntaxiques, cette étape de simulation peut étre
utilisée pour éliminer entiérement les régles de récriture du systéme initial. Plus
précisément, nous sommes capable de décomposer la dérivation d’un systéme R en
une substitution (réguliére) dont le role est d’insérer des facteurs (tels que décrits
ci-dessus) correspondants & un sous-ensemble R’ de R, suivie par la dérivation d’un
systéme S U D, ou S est tout simplement R — R’ et D désigne le systéme de Dyck.
On dit que R est décomposable en S. En conséquence, la dérivation de R (resp.
R™1) préserve la régularité (resp. 1'algébricité) si c’est le cas pour la dérivation de
S U D (resp. son inverse). Cela reste vrai méme pour les systémes infinis lorsque le
systéme R est reconnaissable.

Ce résultat peut étre utilisé pour caractériser quelques familles de systémes dont
la dérivation préserve la régularité ou l'algébricité. Premiérement, nous observons
que dans le cas des systémes effagants, la décomposition produit un S vide (i.e
toutes les régles peuvent étre simulées et éliminées de R). Comme le systéme de
Dyck est algébrique inverse, cela étend en effet le résultat de [HW 04] aux systémes
reconnaissables. En outre et contrairement a [HW 04|, notre décomposition utilise
uniquement un systéme algébrique élémentaire inverse, a savoir D. Notons cependant
que de nombreux autres systémes peuvent étre directement décomposés en le systéme
vide comme par exemple les systémes de récriture préfixe (qui codent la relation de
transition des systémes a pile), leur variante bifixe, et les systémes a gauche ou a
droite. Dans le cas fini, la plupart de ces systémes peuvent également étre simulés
par des systémes effacants, comme cela a été montré dans [HW 04].

Comme exemple, les systémes multi-piles tels que ceux définis dans [BMT 05|
peuvent étre considérés comme des systémes gauche-droite, et il en résulte que leur
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relation de transition préserve 'algébricité et que leur inverse préserve la régularité.

Notre principale application concerne les systémes marqués, qui généralisent les
systémes de récriture préfixe et suffixe. Etant donné un ensemble de symboles spé-
ciaux appelés marques, que nous séparons en marques préfixes et marques suffixes,
nous considérons des régles de la forme #u — #'v, ol #, #' sont des marques préfixes
et u ne contient aucun marque. Nous permettons également des régles suffixes, bi-
fixes, et démarquées qui sont définies de fagon similaire. Puisque v peut contenir des
marques, cela étend strictement les notions antérieures des systémes marqués définis
dans [Al 08]. Si I'ensemble des régles marquées est reconnaissable et si 'ensemble
des régles non marquées est algébrique, nous montrons que notre décomposition
s’applique, et qu’il en résulte que la dérivation d'un tel systéme (resp. son inverse)
préserve l'algébricité (resp. la régularité). Ce résultat est encore vrai lorsque nous ne
séparons pas les marques en préfixes et suffixes, mais en imposant que les marques
dans le membre gauche d'une régle soient celles de son membre droit. Ceci étend
les propriétés connues de préservation des langages réguliers et algébriques pour des
systémes marqués plus simples [Al 08].

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Aprés quelques notations et
définitions élémentaires, le paragraphe 5.2 présente notre théoréme de décomposition
de la dérivation, et son lien avec la classe des systemes effacants. Le paragraphe 5.3
détaille plusieurs classes de systémes de récriture dont les résultats de préservation
connus peuvent étre récupérés a 'aide de notre technique (les systémes préfixes,
suffixes et bifixes du paragraphe 5.3.1) ou pour lesquels de nouveaux résultats de
préservation peuvent étre obtenus : les systémes gauche-droite au paragraphe 5.3.2,
et les systémes marqués au paragraphe 5.3.3.

5.2 Décomposition de la dérivation

Dans ce paragraphe, nous nous focalisons sur la préservation de la régularité et
de 'algébricité pour la dérivation des systémes de récriture de mots. Aprés avoir
analysé les résultats connus (paragraphe 5.2.2), nous généralisons la méthode de
décomposition de la dérivation des systémes effacants [HW 04] a tous les systémes
de récriture de mots (paragraphe 5.2.3), ce qui nous permet d’obtenir de nouvelles
sous-familles de systémes préservant la régularité ou I'algébricité. Nous commengons
par rappeler quelques définitions de base et nous introduisons quelques notations.

5.2.1 Notations

Pour simplifier, un singleton {x} est souvent identifié¢ avec x. Pour tout ensemble
E, nous écrivons |E| son cardinal, et 2F D'ensemble de ses parties. Une relation
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binaire R d’un ensemble E dans un ensemble F' est une partie de E'xF'. Toute couple
(r,y) € R est également désigné par z Ry. L’inverse de R est la relation R™! =
{(y,z) | * Ry }. Le domaine de R est I’ensemble Dom(R) = { x| 3y (x Ry) } de ses
premiéres composantes, et 'image de R est 'ensemble Im(R) ={y|Jz (z Ry) } =
Dom(R™') de ses deuxiémes composantes. L’image par R d'un sous-ensemble P C F
est R(P)={y|3Jdxe€ P (x Ry) };en particulier, Im(R) = R(E) = R(Dom(R)).
L’identité sur E est larelation Idgy = { (x,2) | x € E }. La composition de R C ExF
avec S C FxGest RoS={ (z,2)|Jy(x Ry N yS =z}

Soit N un alphabet. Nous notons Alph(u) = {u(i) | 1 < ¢ < |u|} 'ensemble
des lettres d'un mot u € N*. Ceci est étendu par union a tout langage P C N* :
Alph(P) = {a | Ju € P, a € Alph(u) }. La concaténation de relations binaires R
et S sur N* est R.S = { (uz,vy) |u Rv Az Sy}, et la concaténation a gauche et a
droite de R par un langage P C N* est R.P = R.Idp = { (uvw,vw) | u RvAw € P}
et PR =1dp.R.

Un automate A sur E est un sous-ensemble A C QxExQ U {¢,0}xQ ou @
est I’ensemble de ses états et ¢,0 sont des symboles : on dit que p est une entrée
pour (1,p) € A et que p est une sortie pour (o,p) € A. Toute triplet (p,a,q) € A
est une transition étiquetée par a de 'état p a I’état ¢. Un automate A reconnait
'ensemble L(A) des étiquettes de ses chemins acceptants : L(A) = { a;...a, |
n>0 A Ipo,.-,pn (6,00), Posa1,01), -5 (Pr_1,CnsDn), (0,pn) € A }. Un langage
régulier sur N est le langage reconnu par un automate fini étiqueté dans N (ou
N*). Une substitution h sur N est une relation binaire sur N* définie par 'image
h(a) de chaque lettre a € N, et qui est étendue par morphisme a tous les mots :
h(ay...a,) = h(ay)...h(a,) pour tout entier n > 0 et pour toutes lettres ay, ..., a, €
N. La substitution h est dite finie (resp. réguliére) si h(a) est un langage fini (resp.
régulier) pour toute lettre a € N. Une relation reconnaissable R sur N* est une
union finie de produits binaires de langages réguliers : R = U;xV; U...UU,xV, pour
p > 0 et pour des langages réguliers Uy, Vi, ..., Uy, V,. Un transducteur A sur N est
un automate étiqueté sur N*xN* dont le langage est interprété comme une relation
binaire, appelée relation rationnelle.

Rappelons qu'un systéme de récriture de mots (ou tout simplement un systéme)
R sur un alphabet N est une relation binaire sur N* et est considérée comme un
ensemble de régles (u,v); nous ne supposons pas que R soit fini. Soit Alph(R)
I’ensemble des lettres de R. La relation de récriture selon R est la relation binaire

= N*.R.N*, 1.e. xuy - xvy pour tout u Rv et z,y € N*; nous écrirons

aussi parfois ruy — zvy pour désigner la position |z| ou la régle est appliquée.
R

i|]

-1

Notons que (?) = —. La relation de dérivation % de R est la fermeture
e

réflexive et transitive (par composition) de —, i.e. u — v s’il existe un entier
R R

n > 0 et des mots ug,...,u, € N* telsqueu:uo?ul...? u, = v. Notons
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5.2. Décomposition de la dérivation

— * . . . .
' = =5 Rappelons qu'une grammaire algébrique sur N est une relation
R—l

finie R C M x(M U N)* pour un alphabet M disjoint de N ; elle engendre a partir
de u € (M U N)* le langage algébrique L(R,u) = {v € N* | u%w}.

que ()

5.2.2 Propriétés de préservation

Un premier résultat bien connu est que toute relation rationnelle R (et son in-
verse) préserve la régularité : I'image R(L) d’un langage régulier L reste régulier. 11
est également bien connu en théorie des langages formels que la famille des langages
algébrique est fermée par relation rationnelle.

Lemme 5.2.1 Toute relation rationnelle préserve la régularité et [’algébricité.

Démonstration. Précisément soit A un transducteur sur N.

Aussi A est un automate étiqueté dans N*xN*; il reconnait la relation binaire
[L(A)] sur N* dont | | est le morphisme de (N*xN*)* dans N*xN* de la con-
caténation composante a composante :

I (i, v1). . (up,vn) | = (ur.. up,v1...0,)

étendue par union a tout langage L C (N*xN*)*: [L] = {|w] |we L }.

A toute étiquette (u,v) € Ey4, nous associons un nouveau symbole [u,v] et nous
notons £ = { [u,v] | (u,v) € E4 } P'ensemble de ces nouveaux symboles.

Nous transformons A en 'automate sur E :

[u,v]

A = {p™q|p™qy

CJ!pA

L’image par | L(A)] de n’importe quel langage P C N* est
[L(A)I(P) = ma(m ' (P) N L([A]))

ou m; et my sont respectivement la premiére et la deuxiéme projections étendues
par morphisme de E* dans N* :

m1([u,v]) = u et mo([u,v]) =v pour tout [u,v] € E.

Pour A fini, [A] est fini. De plus, la régularité des langages et I'algébricité des
langages sont préservées par morphisme direct, par morphisme inverse et par inter-
section avec un langage régulier.

Ainsi, toute relation rationnelle | L(A)| préserve la régularité et 1’algébricité.
0
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Puisque les relations reconnaissables et les substitutions réguliéres sont des cas
particuliers de relations rationnelles, il s’en suit que la famille des langages réguliers
et celle des langages algébriques sont également fermées par images directe et inverse
pour toute relation reconnaissable et pour toute substitution réguliére.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la caractérisation de classes de sys-
temes de récriture dont la relation de dérivation préserve la régularité ou 1’algébric-
ité. On va utiliser une méthode de décomposition générale qui sera détaillée au
paragraphe suivant. Une facon simple de simuler I'application d’une régle de récri-
ture (uv,w) & un mot z consiste & insérer a la position appropriée dans z, un
facteur ‘ww@ signifiant qu’a cette position, w peut apparaitre aprés I'application
de la régle si u peut étre supprimé sur la gauche et v sur la droite. Aprés avoir
inséré ce mot, les suppressions appropriées sont effectuées en utilisant un seul sys-
teme de récriture appelé le systéme de Dyck. Par conséquent, les propriétés de
préservation des langages pour ce systéme de récriture joue un role central dans
notre étude. Formellement, soit R C N*x/N* un systéme de récriture, et considérons
un nouvel alphabet N =NuN composé de deux copies disjointes de N, avec
N = {d | a€ N} et N = {%@ | a € N}. Cette notation est étendue a tout mot
sur N comme suit : aj...a, = a, ...a1 €t a3 ...an = ay, ... a; pour tout n > 0 et
ai,...,a, € N. Le systéme de Dyck D = N| U [N défini sur N = NU<N> est I'union
du systeme droit de Dyck N| = {(d'a,e) | a € N} et du systéme gauche de Dyck
IN={(aa,e)|ac N}

Pour toute régle (uv,w) dans R, le mot xwy obtenu par récriture de zuvy peut
également étre dérivé du mot zu'w wv vy en utilisant D.

Notons que lorsque u = ¢ (resp. v = ¢), il suffit d’utiliser N| (resp. [NV). C’est un
résultat classique et largement utilisé que la relation de dérivation de N| préserve
la régularité |Be 69|, mais pas 'algébricité. Un exemple [JKLP 87| est de prendre
les langages algébriques L et M qui sont respectivement les solutions des équations
L="aLaUMet M =bUaMMa. Alors %(L) n’est pas algébrique :

(L) nb* = {v*" | n >0}
N|
En outre, la dérivation de N| ™! préserve I'algébricité, mais pas la régularité :

—s(e) N dra* = {d"a" |n>0}
N1t

qui n’est pas régulier (mais algébrique). Nous appelons donc le systéme N| rég/alg-
préservant, comme défini ci-dessous.

Définition. Un systéme R est reg/alg-préservant si sa relation de dérivation préserve
la régularité et sa dérivation inverse préserve l'algébricité.
Un systéme R est alg/reg-préservant si R™! est reg/alg-préservant.
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5.2. Décomposition de la dérivation

On peut étendre la reg/alg-préservation du systéme (droit) de Dyck pour des
classes plus générales de systémes de récriture de mots. On dit qu'une relation
binaire R sur N* est un systéme algébrique si R C (N U {e})xN* avec R(a) un
langage algébrique pour tout a € N U {e}.

Le systéme D! est un systéme algébrique n’ayant qu'un nombre fini de régles.

Proposition 10 (|[BJW 82]) Les systémes algébriques sont alg/reg-préservants.

Démonstration. i) Tout d’abord, nous nous restreignons a

R C NxN* avec R(a) € Alg(N*) pour tout a € N.

Soit L € Alg(N*). Montrons que %(L) reste algébrique.

Nous prenons un nouveau symbole i ¢ N et nous complétons R en la relation
binaire

R = RU{(i,L)} sur N avec N = NU{i}.

Pour tout a € N, il existe une grammaire algébrique R, C Nyx(N U N,)* sur
un nouvel alphabet N, de non-terminaux, engendrant R(a) & partir d'un axiome
I, €N, :

L(R.,1,) = Rl(a).

A un renommage prés, on peut supposer que les alphabets non-terminaux sont
disjoints : N,N N, = () pour a # b € N, et que pour tout a € N, l'axiome I,
n’apparait pas dans les membres droits de R, .

Soient N = J{ N,|ae N1} et h: (NUN)* — N* le morphisme défini
par ~
h(a) =1, pour tout a € N, et h(x) =z pour tout x € N.

Nous définissons la grammaire algébrique :

S = {(AhU)|3aeN, (AU)€R,} U {(sa)|ae N }.

Ainsi, S engendre a partir de I; le langage %(L) qui est donc algébrique.
ii) Soit R une relation algébrique quelconque.
Déduisons de (i) que %» préserve 'algébricité.

Nous prenons un nouveau symbole # ¢ N, le morphisme h : N* — (N#)*
défini par h(a) = a# pour tout a € N, et le morphisme 7 : (N U {#})* — N*
défini par 7(#) = ¢ et m(a) = a pour tout a € N.

73



Chapitre 5. Régularité et algébricité des systémes de récriture

Nous transformons R en la relation suivante :

S = {(a,h(u)) |[ae N NaRu} U{(##h(u)|ecRu}.

Ainsi S est algébrique avec Dom(S) = N U{#}. En outre, pour tout L C N*,

(L) = w(h(1).

Par (i), on obtient que % préserve l'algébriciteé.
iii) Soient R C (N U{e})x N* et L € Reg(N™).

Montrons que ——(L) reste régulier, et de facon effective pour R algébrique.

Soit A un automate fini sur N reconnaissant L(A) = L.

Nous complétons Aen un automate B qui est le plus petit point fixe de I'équa-
tion suivante :

B =AU {pi>q|5|u(aRu/\p:Z>q)}.

Cela signifie que B = J,5Bn avec

By, = A
B,y = BnU{pi>q|Elu(aRu/\p?u>q)} pour tout n > 0.

Comme A est fini, cette saturation s’arréte toujours
dm (B, = Bpny1) donc B = By,.

En fait, B a les mémes états que A, et ses étiquettes sont dans N U {e}.

Pour R algébrique, cette construction est effective : Alg(N*) a un probléme du
vide décidable, et est effectivement fermé par intersection avec un langage régulier.

En outre, pour tous les états p, g et pour tout motu € N*, nous avons

u 3 v *
P e I Srahuge)

donc L(B) = #(L(A)) qui est régulier.
O

74



5.2. Décomposition de la dérivation

Une autre classe de systémes alg/reg-préservants est définie dans [Hi 74]. Un
systéeme R est appelé contexte limité s’il existe un ordre partiel < sur N tel que pour
toute régle (u,v) € R, toute lettre de u a une lettre dans v strictement plus grande :
V a € Alph(u) 3 b € Alph(v) a < b. Il a été montré que la relation de dérivation de
tout systéme contexte-limité fini préserve 'algébricité des langages [Hi 74]. En plus,
I'inverse R~ d'un systéme contexte-limité de R est appelé systéme effacant, et la
relation de dérivation de tout systéme effagant fini préserve la régularité [HW 04].

Proposition 11 ([Hi 74, HW 04]) Les systémes finis contexte-limités sont alg/reg-
préservants.

Cette proposition résulte de la décomposition, présentée en [HW 04], de la rela-
tion de dérivation d’un systéme effacant fini R en une substitution finie h sur un
alphabet étendu, composée avec la dérivation de l'inverse d’un systéme algébrique
fini S, et suivie par une restriction a I’alphabet d’origine :

— = (ho =) N N*xN™.
R 51
Au paragraphe suivant, nous étendons cette décomposition & tout systéme de récri-
ture. Nous verrons en particulier que dans le cas des systémes effacants, S~! peut
toujours étre choisi pour étre le systéme de Dyck.

5.2.3 Décomposition

Dans ce paragraphe, nous reprenons le principe de décomposition de la proposi-
tion 11 pour définir une décomposition de la dérivation de tout systéme de récriture.
Comme déja esquissé au paragraphe précédent, 'application d’une régle de récriture

. < ~ . . 5. . —
simple (uv,w) & un mot z peut étre simulée par 'insertion du facteur ww v dans
x, puis par la suppression des lettres fléchées en utilisant le systéme de Dyck. Nous
nous servons de cette idée en identifiant les régles qui dans la dérivation peuvent
étre simulées par ce processus.

Plus précisément pour tout systéme de récriture R sur un alphabet N, nous
identifions un sous-ensemble de régles R C R tel que

— = (he —> )N N*xN*
R (R—RUD

ol h est une substitution ajoutant des facteurs de la forme ww@'. Cette décom-
position est effectuée en éliminant la récursion a gauche ou a droite du systéme.
Formellement, pour toute relation R C N*xN* et pour tout M C N, nous définis-
sons le sous-systéeme

Ry = {(u,v) € R| Alph(uv) N M # 0}
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composé de toutes les régles de R ayant au moins une lettre dans M ; donc R — Ry,
est le sous-systéeme maximal de R sur ’alphabet N — M. Nous voulons décomposer
la dérivation de R en la composition d’une substitution h, suivie de la dérivation
du systéme (R — Ry;) U D pour un sous-ensemble approprié M de N.

Définition. Un ensemble M C Alph(R) est appelé un sous-alphabet préfive de R si
R C MN*xM(N —M)" U N*x(N — M)*.

Cette définition signifie que pour chaque régle (u,av) € R avec a € N, v n’a pas
de lettre dans M, et si a € M alors u doit commencer par une lettre de M (voir
I'exemple 5.2.3). Notons que I'ensemble des sous-alphabets préfixes de R est fermé
par union, et que 'on peut calculer son élément maximal (pour Iinclusion). Pour
tout sous-alphabet préfixe M de R, on définit sur N le langage :

P = {uw?v |wRwAu€ (N—-M*"ANve MN*}
et la substitution
har : N — 28 avec har(a) = P*a si a € M et hy(a) =a sinon.

Le langage P et la substitution hjy; sont réguliers lorsque R); est reconnaissable.
On a besoin d’une opération binaire sur les langages.
L’insertion d'un langage M C N* dans un langage L C N* est le langage
LM = {wv.. upgvptini [ n>0 A g tpn €L A vy,..,0, €M}
= U MauM...a,M*"|n>0 A a,...,ap, € N AN a1...a, € L}

obtenu en insérant des mots de M dans les mots de L. Pour tout v € N*, on
écrit
l|ullzp =min{ ng+...+n, | p,no,...,np >0 A Jay,...,a, €N
(ay...ap € L N ue M™a M™ .. .a,M") }
le nombre minimal d’insertions de mots de M pour obtenir u a partir de L.
En particulier (Jjullpym =00 <= u ¢ L[M]) et (||ullzpmy =0 <= uwel).

Cette opération peut étre exprimée en utilisant une substitution et un morphisme
inverse.

On prend un nouveau symbole # ¢ N, le morphisme 7 : (N U {#})* — N* et
la substitution i : (N U {#})* — 2" définie par

m(a) = h(a) = a pourtout a € N, w(#) = ¢ et h(#) = M.
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Aussi L[M] = h(r (L)) d’ou pour M régulier, L[M] est régulier (resp. al-
gébrique) pour L régulier (resp. algébrique).

Pour tout R C N*xN*, on note

>

R = {wwv | (uww,w) € R }.

>
Méme en insérant au hasard des facteurs de R dans un mot, on n’augmente
pas l'ensemble des mots de N* obtenus par dérivation en utilisant R U D.

Lemme 5.2.2 Pour tout R C N*xN* et pour tout u € N*,
L (w[R)) NN C ().

RUD RUD

Démonstration. On écrit R = RUD.

i) Tout d’abord, nous avons besoin d’établir que chaque fois qu'un facteur o (resp.
) peut étre supprimé au cours d’une dérivation selon R’, on peut toujours réor-
ganiser la dérivation pour que v apparaisse a la droite (resp. gauche) de @ (resp.
«— . P — — . 2 -1

v ), puis que le facteur résultant v'v (resp. v ) soit effacé en utilisant D.

Formellement, pour tout u,w € N" et pour tout v,z € N*,

— * _ * _ _ *

wou — z — JwW, u — vw AN ww — 2,
R R R

— * — * o= 7 *

uvw — z — Jw, u — wv A ww — 2.
R R R

L. .o . . . , — n
Vérifions la premiere implication par récurrence sur n > 0 pour wv'u — 2.
R

ﬁ
n=0:ona wvu=z¢& N*.
Aussi v =¢ et wu = z. Donc w = u convient.

. —  n+l
n—n-+1:s0it wovu— z.
R/

On distingue les trois cas complémentaires ci-dessous.

. . —
Cas 1 :1il existe v’ tel que u — v/ et WU U - 2.
R’ R’
Par hypothése de récurrence, il existe w tel que

/ * J— p— *
u — vw et ww — 2.
R’ R’

. * J—
Aussi v — vw.
R/

. . — n
Cas 2 : il existe w’ tel que w — w' et W VU — z.
R’ R’
Par hypothese de récurrence, il existe w tel que

* _ J— *
u— vw et ww — z.
R’ R’
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. —_ *
Aussi ww — 2.
R/

—
Cas 3 :il existe b € N tel que u=bu/, v ="' et wo'v - 2.
R/
Par hypothése de récurrence, il existe w tel que

/ * J— %
U —vw et ww — z.
R’ R’

. * SR J—
Aussi uw = b/ — W'w = vw.
R/

.o . * > —
ii) Soit © — y avec z €u[R], u€ N et y € N*.
R/
Montrons que u — y par récurrence sur [|z[| % > 0.
R’ )
N *
2], 7 =0:2=u dou u — .
> >
x|, 7 >0 :ilexiste uv Rw, 2’ € W'[R] et 2" € u"[ R] tel que
(B I : q

— =
uw=uu" et x=a"uwva".
«— — * . . . J—
Comme z"u (wv'z"”) — y € N* et par (i), il existe w tel que
R/
/ * J— —_— = *
r — wu et wwuvr — .
R’ R’
Comme (ww)v'z” — y € N* et par (i), il existe w tel que
R/

/i * —_— —_ = *
T — vw et www — y.
R’ R’

. * —_— pum— —_ = *
Aussi 2’2" — Wl — WwWw — y.
R R R

Comme |[|2'2"|| & = |zl 7 —1 et 22" € u[?], u — y par hyp. de réc.
’ ’ R/

O

Quand M est un sous-alphabet préfixe de R, on peut décomposer % en supprimant

Ry de R.

Lemme 5.2.3 Pour tout sous-alphabet préfixe M de R et pour tout u € N*,

NN* = h N N*.
P o p ()

Démonstration. Ecrivons S = (R — Ry)UD et h=hyy.
s —
D :Soit we N .Ona h(u) Cu[ R] et par le lemme 5.2.2, nous obtenons

* * * s * * *
()N C 5 @R AN C = (w) NN
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C : Soit u —— v avec u € N . Montrons que h(v) C —(h(uw)).
RUD s

Pour démontrer cette inclusion, nous devons faire en sorte que le processus d’in-
sertion réalisé par h ne fait pas obstacle & un mot dérivable de u selon RU D de
fagon a ce qu'il soit aussi dérivable de h(u) selon S. Intuitivement, cela est garanti
par la définition de ’ensemble P et de la substitution hj; qui insére des facteurs a
des positions spécifiques.

Par récurrence sur la longueur de la dérivation de u a v, il reste a vérifier

I'inclusion pour u — v.
RUD

Soient u = xugy et v = xvgy pour un (ug,vg) € RU D.

Nous distinguons les trois cas complémentaires ci-dessous.

Cas 1 : (ug,vo) & Ry U D.
Par définition wug, vy € (N — M)*.
Cela signifie que wuy et vy ne sont pas affectés par h : nous avons h(u) =
h(x)ugh(y) et h(v) = h(z)voh(y). Donc

hw) = hzJooh(y) € — (h()uh(y) © —(h(w).

Cas 2 : (ug,vo) € D.
Par définition, vy = €. Ainsi

h(v) = h(x)h(y) C ?(h(x)uoh(y)) C %(h(a:uoy)) = —(h(w)).

Cas 3 : (up,vo) € Ry.
Cette régle peut étre de deux types correspondants aux deux sous-cas ci-
dessous.

Cas 3.1 :ug € MN* et vg € M(N — M)*.
Nous avons h(z)P*ugh(y) C h(u) et h(v) = h(x)P*voh(y).
Comme voug € P, h(z)P*vouguoh(y) C h(u). Donc

h(v) = h(z)P*uoh(y) © —>(h(z)P votiguoh(y)) S —(h(u)).

Cas 3.2 :ug € N*MN* et vg € (N — M)*.
Nous avons uy = ug#ug avec uy, € (N — M)*, # € M, ug € N*, et
fLLTﬂ)o#—Ug e P.
Donc h(z)ugP*#ugh(y) € h(u), ce qui implique que
— =
(@) puodl 7 #h(y) € hlu).

Enfin, nous obtenons

hv) = h@)ooh(y) C — (ha)uyuyoouy 7 #uih(y)) € —(h(u).
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Ceci conclut la démonstration que h(v) C %(h(u)) pour um* v.
u

Comme v € h(v), nous obtenons finalement ﬂ*(u) - %(h(u))
U

O

Une décomposition similaire peut également étre obtenue en utilisant les sous-
alphabets suffixes au lieu de préfixes. Un sous-ensemble M de N est un sous-alphabet
suffize de R, si

R C N*Mx(N—M)*M U N*x(N — M)*.

Il peut également étre considéré comme un sous-alphabet préfixe de R = {(,7) |
uRv} ou u=u(|ul)...u(l) estle miroir du mot u. Le lemme 5.2.3 reste vrai pour
n’importe quel sous-alphabet suffixe M, a la différence que

hy(z) = Q" pour tout =z € M

avec
Q={w? |[uwwRwAue N MAve(N-M)?}.

En utilisant des sous-alphabets préfixes et suffixes, nous pouvons maintenant
effectuer une itération de ce mécanisme de décomposition, tant qu’il reste un sous-
alphabet préfixe ou suffixe.

Nous disons que R C N*xN* est u-décomposable pour u € (2V)* si u = e,
ou u = Mwv avec M un sous-alphabet préfixe ou suffixe de R, et R — Ry est
v-décomposable.

Pour tout u € (2V)*, nous définissons le sous-systéme R, de R comme

R, = RyqyU...URyqu) = Ru)u..uu(u))

composé du sous-ensemble de régles de R ayant au moins une lettre dans u(1)U

Lorsque les lettres de u sont des sous-alphabets préfixes et suffixes, nous définis-

sons la substitution h, : N — N par

h, = hu(l) o...0 hu(\u|)

dont pour tout 1 <4 < |u|, hyg) est la substitution associée au sous-alphabet
préfixe u(i) de R, ou suffixe mais pas préfixe.

Notons que si R, est reconnaissable, h, est une substitution réguliére.

[térons maintenant la décomposition du lemme 5.2.3.
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Proposition 12 Si R est u-décomposable alors
— = (huo — JNN*<N".

R (R—R,)UD

Démonstration. Nous avons

— = —" N N*xN* (pour le cas u = ¢)
R RUD
= (hu(l) o =, ) N N*xN* par le lemme 5.2.3
(R—Ru<1>)UD
= (hu(l) 6 ... 0 hu(|u|) o =, ) N N*xN*

(R=Ry)-—Ru(up) U D

= (huo —— ) N N*xN*
(R—Ry,)UD

On dit que R est décomposable en S si R est u-décomposable pour un certain
u avec R — R, = 5. Cette relation de décomposition est réflexive et transitive.
[lustrons ce mécanisme dans l'exemple ci-dessous.

Exemple. Considérons le systéme de récriture
R = {(abb,ab), (a, ), (ch, cc)}
et la dérivation

caabb — caab — cab — cb — cc.
R R R R

Comme {a} est un sous-alphabet préfixe de R et par le lemme 5.2.3, nous avons

— = (hgo — )N N*xN*
R R'UD

avec R = {(cb,cc)} et hy(a) = {7,&1)?77}*&
Comme {b} est un sous-alphabet préfixe de R’ (mais pas de R), nous avons
S NAN'*N* = (hyo—)N N «xN*
D

R'UD

avec hy(b) = {Tccd }b.

81



Chapitre 5. Régularité et algébricité des systémes de récriture

Par conséquent, R est {a}{b}-décomposable en () et

*

— = (habo %) NN*xN*

R
avec hop(a) = hy(he(a)) = {@,a{Tech }bb b @ }a
et hup() = hy(ha(d)) = ho(b) = {Tecb }*b. Ainsi
u = c.?a.?a?cc?b???a.b.behab(caabb) et u%cc.

Enfin, R est ncethérien (pas de dérivation infinie) bien que R ne soit pas «

match-bounded » [GHW 04].

Pour toute lettre a € N —Im(R) qui n’apparait pas dans les membres droits des
régles de R, {a} est un sous-alphabet préfixe (ou suffixe) de R, et nous appelons
a une lettre réductible de R.

On dit que R est réductible en S si R est wu-décomposable en S pour un
mot u composé uniquement de lettres réductibles (pour les sous-relations restantes
successives). Notons que ceci n’est pas le cas pour le systéme de récriture de I’exemple
précédent, méme si il est décomposable en le systéeme vide.

Les systémes qui peuvent étre réduits en () ou en {(g,¢)} sont exactement les
systémes effacants.

Proposition 13 R est effacant <= R est réductible en () ou en {(s,¢)}.

Démonstration. On peut supposer que (g,¢) € R puisque

R est effagant <<= R —{(e,¢)} est effacant,
R est réductible en ) ou en {(¢,6)} <= R —{(g,e)} est réductible en (.
= : Par récurrence forte sur |Alph(Dom(R))| > 0.
Cas de base : |Alph(Dom(R))| = 0. Aussi R =0 = R..
Cas récurrent : |Alph(Dom(R))| > 0.
R est effagant pour un certain ordre partiel <.
Soit a € Max(Alph(Dom(R)).
Comme R est effagant, a ¢ Alph(Im(R)) i.e. a est une lettre réductible de R.
Alors Alph(R — R,) = Alph(R) — {a}, et R — R, reste effacant pour <.

Par hypothése de récurrence R — R, = R, pour un certain mot v de lettres
réductibles de R. Ainsi R = R,, .
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<= : Soit R = R, pour un certain mot u de lettres réductibles de R.
On peut supposer que u n’a que des lettres distinctes.

Nous prenons l'ordre partiel < défini par

a<u(lul) <...<wu(l) pour tout a € Alph(R) — Alph(u).

Pour tout (v,w) € R, il existe un unique 1 < < |u| tel que

(v,w) € Ruu)y — Rug1)..u(i-1)-

Alors wu(i) € Alph(v) et u(1),...,u(i) € Alph(w).

Ainsi a < u(7) pour tout a € Alph(w). Finalement R est effagant pour <.

Lorsque R est décomposable en S et R — S est reconnaissable, nous disons
qu’il y a une décomposition reconnaissable de R en S. Appliquons la proposition 12
a toute décomposition reconnaissable.

Théoréme 14 Pour toute décomposition reconnaissable de R en S,

* 7z z N 7z * 7z z N 7z
5o, Dreserve la régularité — —— préserve la régularité,
uD R

* - ) - T * - ) - R
—  préserve lalgébricité —=— —— préserve l'algébricité.
S-tuD-1 R-1

Démonstration. Par la proposition 12, il y a une substitution réguliere h telle
que pour tout L C N*,

(L) = = (W(L))NN™ et ﬁ(L) = h—l(s_mg_l*(L))mN*.

Comme h est une substitution réguliére, ceci prouve le théoréme.
O

Notons que nous ne pouvons pas effacer D ou D! dans le théoréme 14,
et que les réciproques des implications sont fausses. En effet, le systeme S =
{(#a,bb#), (b&, &a)} a une dérivation rationnelle, donc sa dérivation préserve la régu-
larité et I'algébricité, mais ﬁ ne préserve pas la régularité :

Sﬁs ((#3)*#@(?&)*) N #a* = {#a® | n >0}
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et —— ne préserve pas 'algébricité :
SuD-1

o @M@ (T = {(Fa (Ta)" 0> 0}

Pour conclure ce paragraphe, nous appliquons le théoréme 14 avec la proposi-
tion 10 pour transférer les propriétés de préservation de la régularité et de ’algébric-
ité des systémes algébriques a une classe plus générale de systémes de récriture.

Proposition 15 Pour toute décomposition reconnaissable de R™* en S~ avec S un
systéme algébrique, le systeme R est alg/reg-préservant.

Par la proposition 13, cette proposition généralise strictement la proposition 11
en permettant un ensemble reconnaissable des régles. En effet, tout systéme recon-
naissable effagant a une décomposition reconnaissable en le systéme vide (ou en
{(e,e)}) et dont 'inverse est trivialement un systéme algébrique. Cela implique que
les systémes contexte-limités reconnaissables sont alg/reg-préservant.

Au paragraphe suivant, nous donnons quelques autres applications du théoréme 14
et de la proposition 15.

5.3 Applications

Dans ce paragraphe, nous donnons plusieurs conséquences et applications de la
technique de décomposition qui a été présentée au paragraphe précédent. En partic-
ulier, nous montrons comment déduire du théoréme 14 les propriétés de préservation
pour les classes des systémes préfixes, suffixes et bifixes ainsi que leurs variantes avec
ajout de marques.

5.3.1 Systémes préfixes, suffixes et bifixes
La proposition 11 a déja été appliquée en [HW 04| pour la dérivation préfixe des

systémes finis. En utilisant le théoréme 14, elle peut étre étendue a tout systéme
reconnaissable.

La récriture préfive d’un systéme R est la relation binaire

R R,0

a savoir que uy —— vy pour toute regle u Rv et pour tout mot y € N*.
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La dérivation préfize »% de R est la fermeture réflexive et transitive pour la

composition de la relation de récriture préfixe.

Pour tout systéme fini, la régularité de I’ensemble des mots atteints par dérivation
préfixe a partir d’'un mot donné [Bu 64] est un cas particulier de la régularité de la
dérivation préfixe ; cela reste vrai pour n'importe quel systéme reconnaissable.

Proposition 16 ([Ca 90]) La dérivation préfize de tout systéme reconnaissable est
une relation rationnelle.

Démonstration. Soit R un systéme de récriture reconnaissable,
n
R = UiV
i=1

Soit # ¢ N un nouveau symbole. On considére le systéme

#R = {(#u,#v) | uRv}.

Par définition, {#} est un sous-alphabet préfixe de #R, qui est reconnaissable
et #-décomposable en ().

Pour tout L C N*,

(L) = # (D)

qui, par le théoréme 14, est régulier dés que L est un langage régulier.

Par la proposition 12, la derniére égalité est équivalente a

—(L) = 7?({117 |uRv}* L) N N™.

Puisque ﬁ(U ) et %(V) restent réguliers pour tous langages réguliers U et

V', la relation

R == U)—0)

est reconnaissable, donc

R R

est reconnue par un transducteur fini.

O
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Les régles d'un systéme R peuvent également étre appliquées uniquement par suf-
fixe. La récriture suffize de R est la relation binaire

—4 = N*".R
R

a savoir que wu —4 wv pour tout uRv et w e N*.
R

Notons que la relation de récriture d’'un systéme suffixe est isomorphe a celle
d’un systéme préfixe :

u—v = ur— v o R = {(u,v)|uRv}.

Donc, la proposition 16 est vraie pour les systémes suffixes. Enfin, nous autorisons
d’appliquer les régles a la fois par préfixe et par suffixe. La relation de récriture bifize
de R est

— = — U —.
R R R
Il existe une généralisation de la proposition 16 & ce type de récriture.

Proposition 17 ([KKO 06]) La dérivation bifixe d’un systéme reconnaissable est
une relation rationnelle.

Démonstration. Nous prenons deux nouveaux symboles #,& ¢ N et on définit le
systéme reconnaissable

S = #RURe = {(#u,#v) |uRv} U {(ug,v&) |uRv}.

Les ensembles {#} et {&} sont respectivement des sous-aphabets préfixe et suffixe
de S. Ainsi S est #&-décomposable en (). Pour tout L C N*,

—i(L) = # (%>(;¢&L&))&f1

qui d’aprés le théoreme 14, est régulier dés que L est régulier. Par la proposition 12,
la derniére égalité est équivalente a

T(L) = %({07 | uRv}Y L{'wv | uRv}*) N N*.

Il s’agit de la premiére étape de la construction donnée en [KKO 06|, d'un trans-
ducteur fini reconnaissant r%ﬂ.

O
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5.3.2 Dérivation gauche-droite

Appliquons le théoréme 14 a une autre restriction de la dérivation. La dérivation
gauche-droite % d’un systéme R est définie par

*
U=V &= Uyg—U]...— Uy, avec P1 < ... <Py, Uy = w et u, = v.
R R7p1 R,pn

La dérivation gauche-droite et la dérivation la plus & gauche sont incomparables.
En particulier, 'application d'une régle de récriture a une position ¢ pourrait dans
une dérivation la plus a gauche permettre d’appliquer une autre régle a une posi-
tion strictement plus petite que i. Toutefois dans une dérivation gauche-droite, les
positions successives des récritures sont croissantes.

Proposition 18 La dérivation gauche-droite d’un systéme reconnaissable préserve
l’algébricité, et son inverse préserve la réqularité.

Démonstration. Nous considérons un nouveau symbole # ¢ N et le systéme
S = {(u,#v) |uRv}.

En choisissant {#} comme sous-alphabet préfixe, on a une décomposition recon-
naissable de S~! en (). Notons que S~! est effacant pour R fini.
Par la proposition 15, % préserve 1’algébricité et Lf préserve la régularité.

o

De plus, la dérivation % peut étre effectuée de gauche a droite :

s s
Soit 7 le morphisme défini par m(#) = ¢ et m(a) = a pour tout a € N. Nous avons

% = {(u,7(v)) |ue N*Au ? v}

Ainsi, pour chaque L C N*,

qui est régulier lorsque L est régulier.
O
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Notons que la proposition 10 devient un corollaire de la proposition 18 lorsqu’elle
est limitée aux systémes reconnaissables de récriture de mots. En effet, pour tout

R C (NU{e})xN*, la dérivation % est égale a %. Notons également que les pro-
priétés de préservation inverse ne sont pas vraies en général. Par exemple, lorsque
R = {(a,badb)}, nous avons %(a) = {0"ab" | n > 0} donc % ne préserve pas
la régularité. Inversement —— = < donc ( < )_1 = — ne préserve pas 'al-

NP N Nt N|
gébricité.
Nous concluons ce paragraphe sur la dérivation gauche-droite en montrant que la
dérivation de gauche a droite de tout systéme de récriture de mots peut étre décrite

en utilisant la dérivation préfixe. Pour tout R C N*xN*, on associe le systeme de
transitions étiquetées (i.e. le graphe étiqueté R sur N U {e} défini par

R={u->v|uRv}U{a-c|lacN}
et son graphe de transition préfixe
RN* = {uw - vw|uRvAwe N} U {aw - w|aeNAweN*}.

Les mots obtenus par dérivation gauche-droite selon R & partir d’'un mot u sont

L e, o L. . v
précisément les mots v qui étiquettent les chemins u = ¢ (en d’autres termes,
R.N*
reconnus par R.N*) du sommet u au sommet &.

* . .
Lemme 5.3.1 Pour tout systeme R, u & U st et seulement si u = ¢.
R.N*

Démonstration. —> : On veut montrer que pour tout n > 0,

n v
U= v = uU=—¢.
R R.N*

Ceci est fait par récurrence sur n > 0.

n=0:u=v Comme {a —¢c|aeN} C R,onobtient u == ¢.

R.N*
. n+1 . ’
n=n+1:s0t v — v. Il existe z,y,z,w,w tel que
R
u = wrw AN xRy A yw ?z/\wZ—v.
< P z N
Par hypothése de récurrence, yw' = ¢ d’oil
R.N*
;W /€ ! _Z
U = wrw = TW — Yyw = £ avec Wz = 0.
R.N* R.N* R.N*
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.. L. * v
< : Plus généralement, vérifions que v — vw pour u = w.
R R.N*
La démonstration est faite par récurrence sur la longueur n de la dérivation
v
u (=)" w.
R.N*
*

n=0:v=¢cet u=w aussi u — u = Vw.
R

n=n+1:soit u(=)"" w.
R.N*
On distingue les deux cas complémentaires ci-dessous.

Cas 1:u — (%)”w avec av' =v et a € N.

R.N* R.N*
. ’U/ N . *
Aussi v =au' et v = w d’ou par récurrence u' — v'w.
R.N* R
. *
Aussi v = au/ — av'w = vw.
R
€ v
Cas 2:u — (A:>)” w.
R.N* "R.N*
. v
Aussi wu=xz pourun =z Ry et yz (A:>)” w.
R.N*
* *
Par hypothese de récurrence, yz - w dot u = xz < VW

O

Par la proposition 18 et le lemme 5.3.1, nous obtenons le langage

—(L) = L(R.N*,L,¢)

des mots étiquetant les chemins dans le graphe R.N* entre les sommets de L
et le sommet e. C’est un langage algébrique lorsque L est algébrique et R est
reconnaissable [Ca 90|. Lorsque R est fini et en prenant un nouveau symbole p
représentant un état de contréle, le systéme

pR = {pu > pv|uRv} U {pa "> plac N}

peut étre considéré comme un automate a pile avec ’alphabet de pile N. En effet,
les régles ne sont pas sous la forme standard : tout membre gauche est un état suivi
d’une seule lettre de pile. Cependant, la mise sous cette forme normale est standard
par ajout de nouveaux états et de nouvelles régles. Ainsi, nous venons de décrire la

construction effective d’'un automate a pile reconnaissant le langage %(L) par pile

vide et de pile initiale un mot de L.

5.3.3 Systémes marqués

Maintenant, nous allons appliquer le théoréeme 14 & la dérivation de systémes
généralisant la dérivation bifixe. Nous considérons un ensemble fini M de symboles
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spéciaux appelés marques. Les systémes bifixes peuvent étre facilement simulés et
étendus en ajoutant des marques a la premiére et a la derniére position des membres
des régles, tout en imposant l'identité de la premiére et/ou de la derniére marque
de chaque membre [Al 08].

Définition. Etant donnés des ensembles disjoints M et N, un systéme bifize marqué
sur M U N est un systéeme

R C (MU{e})N*(M U {e})x(MUN)*
tel que pour toute régle (u,v) € R,
w(l)eM v u(ju)eM
w(l) e M = u(l)=0(1)
uw(lu) e M = u(lu]) = v(|v]).

Dans un tel systéme, toutes les marques sont conservées par récriture. Sans cette
condition, on peut transformer tout systéme fini R sur N en le systéme marqué :

Re = {(et,ov) |[uRv} U {(ea,#,) |a € N} U {(#4,ae) |la € N}
U {(ae, &) [a € N} U {(kq,ea) [a €N}

avec M = {#,|a € N} U{&, | a € N} U{e}. Nous avons

* * *
U — v <=  eu — ev pour tout u,v € N,
R Re

. * . . ., * . o, 4
Puisque - n’est pas récursif en général, . ne I’est pas non plus. La rationalité
o

de la dérivation bifixe peut étre étendue a la dérivation des systémes bifixes marqués.

Proposition 19 ([Al 08]) La relation de dérivation de tout systeme bifize marqué
reconnaissable est rationnelle.

Démonstration. On redonne la construction de [Al 08§].

Soit R un systéme bifixe marqué reconnaissable.

Pour tout #,& € M, nous considérons les relations binaires 4P, Sy, #Bg sur N*
définies comme suit :

#.(xP) = »RL> N (#N*x #N*) = % N (#N*x #N*)
(Sg).& = RLﬂ N (N*&x N*g) = % N (N*&x N*&)
#.(2Bg)& = 5, St - N (#N*ex #N*&) = — N (#N*& x #N*&).
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Par les propositions 16 et 17, ces relations sont rationnelles.
A chaque # € M est associé¢ deux symboles 04, 14 et nous construisons I’automate
suivant :

A = {0, "1, 06em)y U L0010 U {01y
U {0-—"0g|#eM} U {ly—1|z#eM}

B
U {155 0¢ | #eeMl

Comme l'identité Id sur N* est une relation reconnaissable (donc rationnelle), nous
. . *
pouvons transformer A en un transducteur fini reconnaissant ?.

O

Avant d’étendre cette classe de systémes (bifixes marqués) en permettant I’ajout
de marques et de régles infixes, nous considérons des systémes dont ’ensemble des
marques M est divisé en un sous-ensemble M, de marques préfizes et un sous-
ensemble M, de marques suffizes : M, UM, = M et M, N M, = 0.

Définition. Un systéme préfize/suffize avec ajout de marques est un systéme
R C (M,U{e})N*(M;U{e})x(MUN)*
tel que pour toute régle (u,v) € R,

(u(1) € M, = v(1) € M) et (u(lu]) € My = v(|v]) € M,).

En prenant les marques #,& € M et une lettre a € N, le systéme a deux régles

R = {(#a,&), (& a#)}

ne peut pas étre un systéme préfixe/suffixe avec ajout de marques puisque la marque
# serait simultanément préfixe et suffixe. Pour ce systéme, les dérivations directe et
inverse ne préservent pas la régularité :

%((#a)*) Na# = {a"#" |n>0} et ﬁ((#a)*) N#a" = {#"a" |n>0}.

On dit qu'un systéme R préfixe/suffixe avec ajout de marques est algébrique, si
R N N*xN* est un systme algbriqueet R — N*xN* est reconnaissable.

Appliquons le théoréme 14.

Proposition 20 Tout systeme algébrique préfive/suffize avec ajout de marques est
alg/reg-préservant.
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Démonstration. Soit R un systéme algébrique préfixe/suffixe avec ajout de mar-
ques.

Les ensembles M, et M, sont respectivement des sous-alphabets préfixe et
suffixe de R™1.

Ainsi R™! est M,M,-décomposable en R~' N N*xN* et par la proposition 15,
R est alg/reg-préservant.
O

Un cas particulier d’un systéme préfixe avec ajout de marques (M, = )) est donné
par un systéme reconnaissable R C MN*x(MN*)* qui est alg/reg-préservant par
la proposition 20, et également par la proposition 18 : la dérivation est égale a sa
dérivation gauche-droite. Ces systémes particuliers généralisent le premier modéle
de réseaux dynamiques de systémes a pile de [BMT 05].

Nous allons maintenant utiliser la proposition 20 pour obtenir les mémes pro-
priétés de fermeture pour I'extension suivante de systémes bifixes marqués.

Définition. Un systeme bifize avec ajout de marques est un systéme
R C (MU{e})N*(MU{e})x(MUN)*
tel que pour toute régle (u,v) € R,
(u(l) e M = u(1) =v(1)) and (u(|u]) € M = u(lu]) = v(|v])).
Notons que le systéme précédent {(#a, &), (&, a#)} n’est pas un systéme bifixe
avec ajout de marques. La proposition 20 reste valable pour de tels systémes quand

ils sont algébriques, a savoir si RN N*xN* est un systéme algébrique et R — N*xN*
est reconnaissable.

Tout systéeme bifixe avec ajout de marques R peut étre décomposé en

R = R,UR;,UR,UR; UR;URy avec
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R, € MN*x x M(MUN)* regles préfizes avec ajout de marques
#U  —  #V
Ry, C N*M x (MUN)*M regles suffizes avec ajout de marques
U — V&
R, € MN*M x M(MUN)*M regles bifizes avec ajout de marques
#UL —  H$U&
R, C N* x (MUN)*M(MUN)* regles infixes avec ajout de marques
U —  V&W
Ry, € MN*M x M regles de suppression de marques
#U# — #
Ry C N* x N* regles sans marque

u — v

ou R, et Ry peuvent avoir des régles communes : R, N Ry = R N MxM(N*M)*.

Théoréme 21 Tout systéme bifize avec ajout de marques est alg/rég-préservant.

Démonstration.
i) Tout d’abord, nous supposons que R n’a pas de régle de suppression de marques :

Ry = 0.

Nous prenons une copie disjointe M = {T |z €M} de M, et nous définissons
le morphisme k: (M UN)* — (M UM U N)* par

k(x) = Tz pour tout x € M et k(z) =2z pour tout x € N.

Nous transformons R en le systéme préfixe/suffixe avec ajout de marques R sur
M,=M et My=M :

R = R #u R, #v AN #eM
u& Ry v AN &eM

#uk Ry, #ve AN #,&€M

{  (#u , #k(v))
{ (v, k(v)&)
{ (#u&e , #k(v)zx)
{

(u k()

Pour tout L C (M U N)*, nous avons

U
U
U
U
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pour le morphisme 7 : (M UM UN)* — (M U N)* défini par

m(r) = ¢ pourtout x € M et m(xr) = x pour tout ¥ € M UN.

Nous concluons en appliquant la proposition 20 & R.

ii) Nous allons maintenant permettre des régles de suppression de marques :
R = RUR; avec R = R,UR,UR,UR; URy.

Nous prenons la substitution A suivante :
h(z) =  x{uzr|zur € Dom(Ry)}*  pour tout z € M
hz) = =z pour tout x € N.

Comme R est reconnaissable, R; est reconnaissable, donc h est une substitution
réguliere.
Pour tout L C (M U N)*, nous avons

Rld>(L) = hY(L) et #(L) = h(L).

* * , , . AR PRI
Donc — et —— préservent la régularité et ’algébricité.
Ry R
d

Nous vérifions que
—r o — C — 5 —>.
Ry R R Ry

Soit vgupw oUW o 2. Nous n’avons que les deux cas ci-dessous.
y R

Cas 1: z=v#w pour v#?v’#.

Alors v#usw — v usw - vaw = 2.
/ d
Cas 2: z=v#w' pour #w ? #w'.
Alors v#usw ? VAU - vew = z.

d
Ainsi

(L) = — (L) = —(—(L L C (MUN)*.
L) = o (L) = —-( (L)) pourtout LS (MUN)

Par (i), % préserve 'algébricité.

De plus ——=(L) = ——=(—=>(L)) et par (i), — préserve la régularité.
R-1 R/—1 R;l R-1
0J

Notons que la proposition 20 et le théoréme 21 peuvent étre généralisés a la fois
aux systémes R tels que

R — N*xN* est reconnaissable et (RN N*xN*)U D! est alg/reg — preservant.
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5.3. Applications

Le théoréme 21 généralise le théoréme 7 de [Al 08] : pour tout systéme R « mar-
qué infixe avec des régles de suppression de marques », son inverse R~! est un
systéme particulier bifixe avec ajout de marques, donc % préserve la régularité.

Comme corollaire, le théoréme 21 peut également répondre & une conjecture énoncée

dans [Al 09] (page 99).

Dans ce chapitre, nous avons présenté un mécanisme de décomposition pour les
systémes de récriture de mots, ce qui nous a permis de transférer a plusieurs classes
de systemes de récriture de mots la préservation de la régularité et de ’algébricité
inverse du systéeme de Dyck.
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Chapitre 5. Régularité et algébricité des systémes de récriture
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Conclusion

Dans ce document de thése, on a présenté plusieurs contributions dans le do-
maine des langages formels. Notre premier travail a été d’illustrer la pertinence
des grammaires de graphes comme outil de démonstration pour la théorie des lan-
gages algébriques. Nous avons ainsi reformulé avec un point de vue géométriques
les démonstrations du lemme des paires itérantes et du lemme de Parikh pour les
langages algébriques. Ces démonstrations sont simples et ne font que traduire en
terme de grammaires de graphes les démonstrations d’origine qui travaillent avec
les arbres de dérivation. Cependant, elles constituent un premier pas vers une ap-
proche similaire d’autres résultats pour lesquels les arbres de dérivation ne suff-
isent plus. C’est le cas notamment pour I'extraction d’une forét réguliére couvrante
qui nécessite de gérer les allers-retours sur les entrées des régles des grammaires de
graphes. De méme, le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger se traduit géométrique-
ment comme la caractérisation des automates réguliers de degré fini (reconnais-
sant les langages algébriques) par les substitutions finies inverses de 'arbre binaire
avec retours (reconnaissant, de la racine a elle-méme, le langage de Dyck sur deux
paires de parenthéses). Enfin, la fermeture des langages algébriques par intersection
avec les langages réguliers résulte immeédiatement de la fermeture des automates
réguliers par produit de synchronisation avec les automates finis. On pourra aussi
vérifier géométriquement la fermeture des langages algébriques par substitutions
réguliéres inverses. Par conséquent, il me semble qu’il faudrait développer cette ap-
proche géométrique d’autant plus qu’elle pourrait s’étendre pour les familles des
langages indexés d’ordre supérieur [Ma 74].

Un deuxiéme travail effectué¢ dans cette thése a consisté a étendre aux graphes
réguliers des algorithmes de base sur les graphes finis, notamment pour calculer des
problémes de plus court chemin. Ces extensions ont été faites par calcul de plus petits
points fixes sur les grammaires de graphes. Méme si notre approche est générale et
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Chapitre 6. Conclusion

s’appuie sur un étiquetage des graphes par les éléments d'un demi-anneau continu
et idempotent quelconque, il me semble important de poursuivre ’extension de la
théorie des graphes finis aux graphes réguliers. Cela a été fait (par Arnaud Carayol
et Didier Caucal, mais non publié¢) pour I'extraction d’une forét couvrante réguliére
d’un graphe régulier. Il faudrait continuer en étendant aux graphes réguliers par
exemple les algorithmes de calcul de flots. De méme, le coloriage des sommets des
graphes finis avec quatre couleurs s’étend aisément aux graphes réguliers de degré
borné. Une autre question trés naturelle est celle de I'extension de ces résultats aux
graphes de degré borné de la hiérarchie a pile [CW 03] 7

Enfin, un troisiéme travail porte sur I’étude de systémes de récriture de mots
dont la relation de dérivation préserve la régularité ou I’algébricité. Pour obtenir des
familles générales de tels systémes de récriture de mots, on a étendu le travail de
[HW 04] pour décomposer la dérivation d’un systéme en une substitution réguliére
suivie de la dérivation d’un sous-systéme (auquel on adjoint le systéme de Dyck).
L’itération de cette décomposition a permis d’étendre les travaux de [Al 08] aux
systémes bifixes marqués avec ajout de marques. Il serait opportun d’étendre cette
décomposition de la dérivation aux systémes de récriture sur les termes clos (sans

variable libre) [DT 90].
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