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PREFACE

Les concepts abstraits développés en physique sont demaathématique. Cette idée majeure de Gaston
Bachelard est éclairante pour le travail de recherche eamnmgfee des solides. En effet, si le modélisateur consi-
dérant la matiére et ses comportements mécanique et thermiut avoir tendance a exprimer sa pensée de
maniéere substantialiste, le fait n’en reste pas moins qogoendre des problemes de mécanique passe par la ré-
solution d’équations aux dérivées partielles. Les matltigoes analytiques permettant de résoudre ces équations
sont donc les éléments principaux pour appréhender cetepreb.

Cependant au cours des derniéres décennies, I'essor anpdds capacités de calcul, a permis de résoudre
numeériquement des problémes de plus en plus complexesugint de vue géométrique que du point de vue
des lois de comportements approchant de plus en plus findesam@tériaux connus. Cette capacité a modéliser
par des méthodes numériques des systémes mécaniques éa plus complexes avec une grande précision a
inévitablement contribué a diminuer I'intérét, que I'onrgoaux solutions analytiques. Jugées trop limitées quant
au nombre de problémes gu'il est possible de résoudre ehdeseales cas d’école, leur exactitude mathématique
ne compense pas les simplifications qu'il est nécessairaiidedour obtenir un résultat analytique. Par ailleurs, la
théorie des potentiels, qui est utilisée comme outil deloéism analytique pour les problémes de thermoélasticité
linéaire, ne nécessite plus guére de développements maiigées. Ainsi que I'on se place du point de vue de la
résolution pratique des problemes de mécanique ou du peviiel du mathématicien, la recherche de solutions
analytiques peut paraitre en déclin.

Or, un trés large champ d’application est concerné aujbuigdar des développements analytiques qui per-
mettront une approche précise et efficace. En effet, lesignfuanalytiques permettent des temps de calculs trés
faibles et sont donc indiquées pour des calculs en tempsL@&eléveloppement de capteurs (avec un systeme
d’asservissement) dans I'industrie est un exemple reptatied’'une demande en calculs rapides. De méme, de
nombreuses méthodes inverses sont développées danesdivetgstries pour interpréter différents types de me-
sures. Mais il faut remarquer que jusqu’a présent, peu deld@vements analytiques ont été menés a bien dans
le secteur des méthodes inverses pour l'industrie. D'umegaa les méthodes de résolutions disparaissent de la
culture des ingénieurs, d’'autre part car I'idée subsistetqus les probléemes solubles analytiquement ont déja
été publiés. De cette faible utilisation des méthodes dngalgs au profit des algorithmes numériques, résulte une
grande difficulté a produire des méthodes inverses efficactmmment en termes de temps de calcul et de stabilité
de I'inversion (exemple de la conception de capteurs paudi'strie).

Nous le savons, les problémes inverses sont, en effet, rsébg sens de Hadamard, et des sujets trés clas-
siques de conditionnement de matrices interviennent édguent. Les méthodes itératives (utilisant I'algorithme
du gradient conjugué par exemple) sont stabilisées patagption et sont en outre souvent co(iteuses en temps
de calcul. Les solutions analytiques dédiées aux problémiesses permettent quant a elles une bonne robustesse
au fait que le probléeme est mal posé et assure un calcul pétkera

Les travaux de thése exposés dans ce mémoire ont été rékdisgée cadre d’'un projet européen supervisé
par ArcelorMittal qui vise a montrer la faisabilité d’'un t@n nombre de capteurs inverses pour le laminage
industriel (contraintes de contact, flux de chaleur entré@paisseur d’huile etc...). Ainsi, un certain nombre de
problémes inverses de thermo-élasticité ont été résokigtaruement. Il est démontré pour chacun d’entre eux
une excellente précision et des temps de calculs compafioler une interprétation en temps réel. Des études
expérimentales ont également été menées sur le laminotemlu centre de recherche d’ArcelorMittal situé a
Maiziéres-les-Metz.

Ce mémoire de thése a pour point de départ une série d'artoplie nous avons publiés entre 2011 et 2012.
La structure en articles distincts a été respectée, aimgjuEhchapitre peut étre lu indépendamment des autres.
Les notations ont été harmonisées autant que possible)adamtal a été jugé préférable de les expliciter a chaque



iv PREFACE

chapitre. Les enjeux industriels et théoriques sont r&spéfauteur espére que cela rendra la lecture aisée et
utile. En revanche, des paragraphes introductifs ont étéég pour expliciter la cohérence dans I'enchainement
des différents chapitres et donner au texte son unité. Rauraide nombreux ajouts scientifiques ont été faits. En

effet, certaines approximations apparaissent dans lietearbriginaux et se sont avérées inutiles a la lumiére de
lectures plus avancées sur la résolution analytique daines équations.

L'auteur espére que ces travaux de thése convaincrontteuleaon seulement que la recherche de solutions
analytiques offre la possibilité d’établir de nouveauxutégs, mais encore que ces résultats ne sont pas restreints
a leur élégance mathématique mais que ces derniers soonitakf#s dans un contexte industriel ou I'efficacité et
la robustesse sont privilégiées.

Daniel Weisz-Patrault

Paris
26 Octobre 2012
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CHAPITRE |

INTRODUCTION

Ce travail de doctorat porte sur l'utilisation des mathémqags analytiques dans le cadre de méthodes inverses
appliquées a l'industrie. Ces travaux tiennent au dévelopmt de capteurs inverses en temps réel adaptés au
laminage industriel. Le premier producteur d’'acier danstende ArcelorMittal dirige un projet européen, qui
vise a montrer la faisabilité de capteurs mesurant les cedteppérature, contraintes) dans le contact entre le
produit et I'outil sans altérer les conditions de ce cont@etprojet nommé "Capteurs de contact avancés visant a
I'amélioration du laminage & chaud et a froldést financé par le Fond de recherche pour le charbon et I%cier
Les travaux de thése présentés dans ce mémoire ont été@séalissein du laboratoire Navieet financé par
I'école des Ponts ParisTech. Cependant un contrat surngisigné avec ArcelorMittal a permis a I'auteur d’'étre
partie prenante de ce projet européen, et ainsi de voir skenehes concrétisées par une demande industrielle
réelle.

1.1. Enjeux

L'enjeu de cette thése est double, académique et indugtdatiémique en ce sens que les travaux cherchent
a recenser et utiliser efficacement les méthodes de résolamialytiques existantes, pour des problemes inverses
en thermoélasticité, dans le cadre d’'une métrologie endadgl. En effet, les solutions analytiques sont souvent
exploitées comme des cas purement théoriques, trouvaenadies égards un certain succeés dans la culture de
l'ingénieur (comme c’est le cas par exemple du calcul ertiéigslinéaire des facteurs d’intensité de contraintes),
mais qui par bien des aspects sont reléguées a des cas d'anclens servant au mieux a valider des codes de
calculs numériques sur des exemples particulierementssnpes solutions et méthodes de résolution analytiques
ne font d’ailleurs guére plus I'objet de recherches en matt&ues pures. Cependant les problématiques propres,
liées au caractere inverse des problémes a traiter, péniales méthodes de résolution numériques, en ce sens
gue les problémes inverses sont mal posés, et qu’une stdiaih des algorithmes numériques est nécessaire mais
souvent délicate si I'on considére les conditions extréoiesmps trés singuliers) appliquées aux outils industriel
de laminage. Par ailleurs la métrologie en temps réel eXciiifisation de codes numériques trop colteux en
temps de calcul (méthodes itératives etc...). Ces deuwxctsspentribuent a renouveler assez largement I'intérét
pour les solutions analytiques. Il convient alors d’en oeger (dans la mesure du possible) les méthodes les plus
efficaces (en termes de précision et de temps de calcul naathet les plus adaptées pour la métrologie. Nous
verrons notamment différents développements en sériggéldires permettant non seulement de donner a une
suite de points mesurés une forme analytique, mais égatetaemplifier les équations aux dérivées partielles a
résoudre.

D’autre part I'enjeu de cette thése est également indljstae ces travaux s'inscrivent dans une démarche
de développement de capteurs adaptés a la mise en formeige par laminage. Ainsi I'étude de la robustesse
au bruit de mesure, les contraintes technologiques liédasiition des capteurs, les limitations en terme de
fréquence d’acquisition et les problématiques de calibrsant au coeur des développements qui suivent. Par
ailleurs I'écriture de logiciels efficaces d'interprétatide mesures dans le cas d’analyses bidimensionnelles et
tridimensionnelles ont fait I'objet d’un réel investissemt, dans un souci de partenariat avec I'utilisateur indeist

Ainsi, 'ensemble des travaux présentés, peut constitneisorte de réhabilitation des méthodes analytiques,
dont la supériorité sur les méthodes numériques (en termésnaps de calcul et parfois aussi de précision) est

1. Titre original : "Advanced Roll Gap Sensors for Enhanced &hd Cold Rolling Processes"
2. Research Fund for Coal and Steel
3. Université Paris-Est, Laboratoire Navier UMR 8205, Eaiés Ponts ParisTech, CNRS, IFFSTAR
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mise en lumiéere, dans le contexte précis de la métrologieraps réel sur des géométries simples. Les méthodes
mathématiques que nous exposons dans ce mémoire sonteggsligur une géométrie cylindrique a travers un
certain nombre d’exemples tous liés au procédé de lamig@genous introduisons brievement.

1.2. Le procédé de laminage

Le laminage est I'un des procédés de fabrication majeuiindustrie de I'acier et de I'aluminium. Le principe
fondamental du procédé est de déformer plastiquementdtijiientre deux cylindres tournants, qui sont nommeés
cylindres de travail. Nous présentons uniquement le laggmes produits plats (tdle plus ou moins épaisse allant
de la dizaine de centimétres a quelques centaines de mitesRépaisseur). Il existe beaucoup d’autres types
de laminage (de poutres par exemple), mais ceux-ci ne semguesidérés dans cette présentation générale. Dans
le cas de l'industrie de I'acier, les cylindres de travait ane largeur variant entre un et deux metres et un
diameétre variant entre 40 et 70 centimétres. Le cylindre@eat est massif, le plus souvent constitué de fonte
en coeur et d’acier en superficie. Il s’agit d'un outil chedent la manipulation prend du temps en raison de sa
masse importante. Chaque cylindre de travail a une formezassnplexe a ses extrémités (nommée tourillon et
manchons), lui permettant d’étre emmanché dans un axeat@oromotorisé. Une pression importante est exercée
sur les cylindres de travail pour déformer plastiquemeptdéeluit. Cette pression est le plus souvent assurée par
deux autres cylindres (de rayon plus élevé) nommés cylindiempui. Ce montage stabilise I'ensemble et limite
la flexion des cylindres de travail ainsi que les vibratioplsénhoméne de broutage). Cependant certains petits
laminoirs ne sont pas équipés de cylindres d’appui, la prestant directement exercée au niveau de 'axe de
rotation des cylindres de travail. C'est le cas notammenladhinoir de laboratoire dit "pilote” du centre de
recherche d’'ArcelorMittal & Maizieres-les-Metz.

Le procédé peut étre effectué a chaud (produit & 1300 K emvour les fortes épaisseurs (tbles appelées
brame de 30 cm a des épaisseurs de I'ordre du centimétre) mida(produit a 400 K) pour les épaisseurs
plus faibles (t6les minces de quelques millimétres a quesgentaines de microns). Les températures indiquées
dépendent assez largement de la nuance d’acier laminéegdéient la structure cristalline du produit. Il existe
un transfert thermique important entre le produit et lerayle de travail, il est donc nécessaire de refroidir ce
dernier en aspergeant de I'eau, une piéce supplémentaireeague I'eau s’évacue sans s'écouler sur le produit.
Par ailleurs une émulsion d’eau et d’huile est projetéeratriée de I'emprise pour lubrifier le contact. Une tension
est également exercée sur la tole grace a un cylindre autouwretis’enroule le produit laminé en fin de procédé.
Ce cylindre est appelé la bobineuse. Un dernier cylindrekippylindre de planéité sert de support au produit
avant de s’enrouler autour de la bobineuse. La Figure 1ulméde procédé de laminage. Les proportions ne sont
pas respectées pour rendre le schéma plus lisible.

Cylindre d'appui

Cylindre de travail

Lubrification

émulsion eau/huile Systéme de

,«@ refroidissement

/ émulsion d'eau

Produit

Rouleau
de planéité

Bobineuse

FIGURE 1.1 — Schéma simplifié du procédé de laminage
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1.3. Modélisation prédictive

La qualité du produit se mesure en termes de plafgité qualité de surface (fissures etc...) et de constance
de I'épaisseur de sortie. Les différents matériaux lam{aémrs peu ou fortement alli€s, a faible ou fort taux de
carbone, aciers inoxydables ou spéciaux) présentent dpsipsions différentes aux défauts. La vitesse de rotation
des cylindres de travalil, la force de laminage (pressiono&eepar les cylindres d’appuis), la vitesse d’entrée du
produit ainsi que sa température initiale, le débit et 8ntation du systéme de refroidissement et la lubrification
sont autant de parameétres qui déterminent la qualité dwgrod

Le procédé de laminage est bien antérieur a toute compriéneragionnelle des phénomenes mis en jeu.
L'empirisme est donc I'approche premiére (des années 3Gaanges 70) qui permit d’établir des lois expéri-
mentales d’application et de précision trés restreintegli@ables a certaines conditions de laminage). Cependant
l'industrie contemporaine combine des vitesses de ratgtios élevées, des taux de réduction d'épaisseur du pro-
duit plus importants et surtout des aciers plus durs. Nousrs®alors du champ d’application des lois empiriques,
ce qui motive le développement de simulations numérique<ftet, des phénoménes complexes interviennent
au niveau du contact entre le produit et le cylindre de ttaBains une bonne compréhension de ces phénoménes,
les dispositifs de contrdle, le systéme de refroidisseraede lubrification restent non-optimisés. Ainsi, il existe
des recherches trés abondantes dans le domaine de la gimulamérique du procédé de laminage. Celles-ci
permettent de prédire I'évolution des parameétres imp&stpaur la qualité du produit, pendant la déformation
plastique de celui-ci. La conception des systemes de di$s@ment etc... est par ce biais améliorée. Ces simu-
lations sont de plus en plus fines et couplent les comportendenproduit et des cylindres. Le produit nécessite
une modélisation thermo-visco-plastique. Les différegtmdres restent quant a eux en régime thermo-élastique.
Beaucoup d’auteurs se concentrent sur la modélisationatépé de laminage par éléments finis (le plus souvent).
L'un des premiers outils permettant le couplage de la bahda eylindre a été proposé par Hacquin (1996). Ce
modeéle a donné lieu a un logiciel appelé Lam3/Tec3 dévelpppée Cemef, Transvalor, ArcelorMittal Research
et Alcan, et résout le probleme thermo-elastique-viscijgjae de la bande par calcul aux éléments finis 3D (ou
2D) et résout le probleme thermoélastique du cylindre paccd&uls semi-analytiques. Jiang and Tieu (2001) ont
proposé un modéle 3D aux éléments finis pour résoudre legrabén régime rigide-plastique. Plus récemment
Montmitonnet (2006) a proposé un modeéle couplé pour le lagera chaud et a froid. Un modéle assez exhaustif
adapté pour le laminage a chaud a été développé par Wang(2088). En outre Abdelkhalek et al. (2011) a
utilisé Lam3/Tec3 pour y ajouter un calcul en flambement pesicontraintes dans la bande au niveau de la sortie
de I'emprise, de maniére a prédire avec précision les dgtriplanéité du produit.

1.3.1. Contact mécanique

La modélisation du contact entre le produit et le cylindrerdeail est particulierement délicate. En effet, il
s’agit d'un probléme de contact lubrifié, faisant intervamie loi de frottement qu'il faut choisir, par exemple
une loi de Coulomb de Tresca ou de Norton. Ce choix n’est pas isaidence sur les résultats du modéle. Par
ailleurs, comme nous l'avons déja dit plus haut, ce congslte d’'un couplage entre le produit sous régime
thermo-visco-plastique et le cylindre de travail sousmé&gthermo élastique, il faut donc tenir compte de leurs
déformations respectives.

Il apparait par ailleurs que la vitesse relative entre lalpitcet le cylindre de travail n’est pas uniforme. En
effet considérons le cas du laminage a froid ou le produdest relativement dur. En début d’emprise, la vitesse
tangentielle du cylindre est plus élevée que celle du ptptiucylindre est donc moteur, cette vitesse relative
évolue a mesure que I'on avance dans I'emprise puis s'ammuian point appelé point neutre. Au-dela du point
neutre la vitesse relative change de signe et le produiededionc moteur. Ce fait s’explique par I'incompres-
sibilité de la déformation plastique, c’est-a-dire la cemation du débit volumique (si I'on néglige la variation
de volume élastique). Cela se traduit par une discontimigi$cisaillements dans I'emprise. Nous pouvons noter
le fait remarquable que ce changement de signe des cisailtsrexplique le fait qu'il faille imposer une pres-
sion de laminage sur le cylindre de travail plus élevée quetdrainte d’écoulement du produit. En effet, si I'on
considére le cylindre soumis a des cisaillements positffgy’au point neutre puis négatifs au-dela, cela crée une
résultante quasi-verticale qu'il faut naturellement cemger par une surpression au niveau du cylindre d’appui.

4. Un défaut de planéité est une inhomogénéité dans le ch@uetontrainte d’une section du produit (pouvant corelai du flambe-
ment)
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En d’'autres termes, les cisaillements dans le contact Enmeduit et le cylindre de travail résistent a la plastifi-
cation du produit. Cependant le frottement est nécessaipeccédé dans la mesure ou la bande est entrainée par
frottement, il est donc impossible de laminer sans frottaragnsi la position du point neutre et la quantification
des cisaillements est primordiale pour bien optimiser tadale laminage et le niveau de lubrification.

Pour le cas du laminage a chaud, les simulations numérigirasmirent un autre mode de fonctionnement.
Le produit étant beaucoup plus mou, il existe non pas un pantre ou I'on observe le changement brutal de
signe de la vitesse relative entre le cylindre de trava# @rbduit, mais une zone neutre ou zone collante (qui peut
éventuellement étre discontinue), ou la vitesse tangkntla cylindre est la méme que celle du produit. Les pa-
rametres de laminages tels que la force de laminage, Idit#tion (qui joue directement sur la loi de frottement)
modifie trés significativement la position du point neutradeda zone neutre. Par ailleurs, des irrégularités ou des
défauts du produit se traduisent par une modification lodalprofil de contrainte et de cisaillement surfacique
dans I'emprise, mais restent trés difficiles a appréhengt@éniquement. Les profils de pression et de cisaillement
dans I'emprise ont une importance capitale du point de vdiestriel.

1.3.2. Transfert thermique

Le transfert thermique est également difficile a modélisgrectement. Le contact entre le produit et le cy-
lindre de travall fait I'objet d’'une conduction de la chalgele frottement important et la déformation plastique
du produit sont également des sources de chaleur a prendmrgste. Dans le cas du laminage a chaud la tres
haute température du produit implique aussi un transfertiqjue par radiation. La lubrification et le systéeme
de refroidissement agissent comme une convection forcgel@aylindre, tandis que I'air ambiant agit comme
une convection libre. Ainsi de trés nombreux types de textsthermiques sont a envisager. A cela nous devons
ajouter le fait que les coefficients de transfert thermiquepermettent de caractériser le contact thermique entre
le produit et le cylindre, sont a déterminer expérimentaieimCes coefficients sont variables selon le type de
contact (nuance d’acier, rugosité etc...) et varient lg lda contact entre le cylindre et le produit en raison de la
variation du profil de pression dans 'empris&omme nous le démontrerons au chapitre 6. Il existe aims da
les modeles prédictifs numériques une part d’arbitrairdesghoix de ces coefficients de transfert thermique de
la méme maniere que la loi de frottement pour le contact méuan

Les modéles numériques approchant ces problématiquesanbqtie I'emprise fait I'objet de gradients ther-
miques trés forts. De plus un régime pseudo-périodique keesfibstaller, c’est-a-dire que la carte des tempéra-
tures (considérée dans un référentiel fixe) varie peu assawiemps, cela revient a dire que I'on peut décrire
la thermique du procédé a l'aide d'un régime permanent et ttume de dérive, ce qui sera utilisé dans les
chapitres 5 et 10.

Les problemes de transferts thermiques pendant le pro&tgrdnage sont fondamentaux du point de vue
industriel. En effet, les gradients trés élevés et cyckqaers a la rotation des cylindres) sont responsables d’'une
usure en fatigue thermique, qui est observée sous formerdtesgde chaleur" a la surface des cylindres. La
qualité de surface du produit est tres liée a I'apparitionetle défauts, et ainsi la durée de vie des cylindres est
conditionnée par ces phénoménes de fatigue. Par ailleysofil de température étant non-homogene dans 'axe
du cylindre, les dilatations thermiques hétérogénes emna des problemes de planéité du produit.

1.4. Capteurs et méthodes inverses

Les études théoriques prédictives, que nous avons évaqerasettent en premier lieu de comprendre com-
ment le métal s'écoule dans I'entrefeet de prédire I'évolution des champs de vitesse de défoomatie
contrainte, de température etc... dans une optique d’araébn des systémes et outils pour le laminage de sorte
a élaborer un meilleur produit @ moindres codts.

Cependant ces modéles numériques n’ont pas (ou peu) degartte expérimentale, permettant de véri-
fier leur cohérence en conditions connues (lors d’'une coamgar entre un modéle théorique et sa transcription
expérimentale). Certains phénomeénes dans I'emprise @stan connus que théoriquement, sans qu'il soit par-
faitement déterminé s'il s'agit d’un effet réel du procédediun effet de modélisation. Par ailleurs, le controle
du procédé en temps réel par des boucles d'asservisserammgisation du réglage des parametres principaux)

5. Le terme d’emprise désigne la zone de contact entre ledrglide travail et le produit
6. Ce terme désigne la zone entre les deux cylindres deltravai
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serait, a terme, une avancée considérable pour le procétnetpour I'industrie de I'acier. Cela nécessite de
mesurer les champs les plus utiles (contraintes, tempéraipaisseur du film d’huile) pendant le procédé.

Cette problématique double (validation expérimentaleutbdraatisation) conduit a considérer le développe-
ment d’'une métrologie adaptée au probléeme de contact enfmotluit et I'outil. En effet, mesurer directement
les champs dans le contact, par exemple par un capteur daitygie pour le frottement, modifie significative-
ment les conditions du phénoméne a quantifier. L'écouleshentétal est perturbé, ainsi que la forme du contact
(contact avec aiguille au lieu d’'un cylindre lisse) et larifibation. L'idée est donc davantage de déduire les
champs a évaluer dans le contact (t6le/cylindre dans leréasspdu laminage) a partir de la mesure des champs
résultants de ce contact dans une partie plus accessibieghsiif.

Cette inversion formelle entre les causes (conditionsiitpres et mécaniques dans le contact) et les consé-
guences mesurables (champs de température et de déforsasultant dans I'outil par exemple) est le point
central d'une grande typologie de problemes qualifiés dlises (définie par Bui (2006) parmi beaucoup d'autres
auteurs). Par probléme inverse, il faut entendre probléme indigest-a-dire que I'on cherche a déterminer un
champ ou une grandeur sans la mesurer directement. UnestmmBubsiste parfois du fait de la terminologie, en
effet comme un grand nombre de solutions numériques siagmt comme une matrice représentant la relation
linéaire entre la grandeur a déterminer et la grandeur réestésoudre le probléme inverse revient a inverser cette
matrice. |l faut cependant bien garder a I'esprit que toapleblémes inverses ne conduisent pas nécessairement
a I'inversion de matrices. C’est le cas des méthodes agalsique nous développons dans ces recherches (mais
également des méthodes numériques itératives, qui ideritii grandeur par essais successifs en minimisant
I'écart entre la grandeur mesurée et sa contrepartie égl@ar le modéle).

Il existe deux types de méthodes inverses, qui sont alas dé premiére ou de seconde espece. Les problemes
inverses de seconde espece tiennent a la déterminatioradeEngires régissant les lois d’'un modele grace a
I'observation (mesurable) des causes d’'une part et degqaesces d’'autre part. Lidentification des parameétres
des lois de comportement de déformation des matériauxistdlppar méthode inverse de seconde espéce en
mesurant les déformations (conséquences) résultant Hanmgement connu (causes). Le cas que nous avons décrit
précédemment n’appartient manifestement pas a cetteoyigotle problémes, il s'agit de méthodes inverses
de premiére espéce, qui étant donné un modeéle dont les pgaeamsént connus (module d’'Young, diffusivité
thermique etc...) et partant d'une grandeur mesurée (goesée) conduit a I'évaluation d’'une autre grandeur
(cause, dans une autre région du systéme par exemple).

Les cas d’application de la recherche de solutions analgiggue nous nous sommes donnés dans ces travaux
de thése, sont des exemples caractéristiques d’'une tendasez générale a orienter la métrologie vers des pro-
blémes inverses de premiére espéce. En effet, le contraldesiructif de systemes en service, la localisation de
défauts par sollicitation mécanique de structure dansiegdvil (par exemple les cables ou les tabliers de ponts)
ou la métrologie dans des milieux inaccessibles (commeslel'cen contact mécanique par exemple, on pensera a
I'emboutissage autant qu’'au laminage) sont autant de @nods inverses qui connaissent un essor particulier ces
derniéres années.

Cependant ces problémes inverses ont le plus souvent édéalmar des méthodes numériques, soit du fait
des complexités géométrique et physique (il n'y a alors quede chances de trouver une alternative analytique),
soit par simple habitude comme cela peut étre le cas pourdésaties inverses appliquées aux cylindres de lami-
nage, qui sont pour la plupart numériques (comme nous leweau cours des chapitres 4 & 10), alors méme que
le cylindre est une forme géométrique d’une remarquablplgiité et que son comportement est thermoélastique
isotrope. Ainsi, les méthodes classiques de résolutioly@mae des probléemes de thermoélasticité (et plus géné-
ralement d’un grand nombre de problémes en physique mattigrepdoivent étre réinvesties pour étre adaptées
et testées dans la formulation des problemes inverses. @oraus I'avons déja précisé, ces outils mathématiques
doivent permettre de prendre en compte des mesures disgestie grandeurs, et ainsi ne seront mentionnéesici
(en particulier au chapitre 2), que les plus pertinentesd®int de vue (notamment les développements en séries
élémentaires).

7. On pourra se rappeler, comme I'un des premiers exemplegthode inverse, de la découverte en 1846 par le physi@agdis Urbain
Le Verrier de la planéte Neptune, cause alors inconnue désipations mesurables de la trajectoire d’Uranus (camsdces), via la loi de
Kepler.
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1.5. Méthodes inverses appliquées a la métrologie en lamiga

Nous présentons les principes généraux sous-jacents aimodes inverses développées pour le laminage
industriel, qui constituent autant d’exemples d’applmaties méthodes analytiques recensées aux chapitres 3 et 8.
Comme nous l'avons précisé dans l'introduction du procédiadhinage, il est crucial de caractériser le contact
tble/cylindre d’un point de vue mécanique et thermique. Nmrons également précisé I'importance des méthodes
inverses dans ce contexte. L'idée principale est de ne ashoér a caractériser l'interaction (ou le couplage) entre
le produit et I'outil grace a une modélisation extérieurergcessite de résoudre le probléme tant pour la bande
d’acier laminée que pour le cylindre de travail. Ce type deléhes est dédié aux travaux numériques prédictifs,
gue nous avons présentés, pour mieux comprendre les phéasmés en jeu. Si le probléeme de laminage est
d’une grande complexité lorsqu’il est considéré dans s@emble, il devient d’'une grande simplicité lorsqu’il
est réduit au cylindre de travail seul, ol les équations arivées partielles régissant les champs de contrainte
et de température sont linéaires. Du fait de la loi de I'acd de la réaction, si les chargements mécaniques
et thermiques s’appliquant au cylindre de travail sont asnm@lors les chargements imposés par le cylindre au
produit le sont également. Comme nous en avons montré lasié&gaine approche inverse est utilisée pour évaluer
ces chargements appliqués au cylindre de travail. L'idéd’'asliser le cylindre de travail lui-méme comme un
capteur, en mesurant le tenseur des contraintes et la tatapg@ l'intérieur de la masse du cylindre. Ainsi,
schématiquement les conditions de chargement appliquémdiadre sont responsables de champs de contrainte
et de température a I'intérieur de celui-ci, qui une fois anés permettent par méthode inverse d’en évaluer les
causes, a savoir les chargement en surface.

Plus précisément, I'idée principale de I'analyse invemsgabntraintes de contact est d’utiliser la déformation
élastique du cylindre de travail pour déduire le vecteutrainte a la surface du cylindre responsable de ce champ
de déformation. Cette idée tient aux développements récentapteurs de déformation par fibres optiques (cf
Ferdinand et al. (2009)) dans la masse du cylindre. Ainstipessible de mesurer le tenseur de déformation et
donc de contrainte a l'intérieur du cylindre, comme celaéstlié dans le projet européen RFS-PR-08051. La
vitesse d’évolution des champs dans le cylindre est plifgjue la vitesse de rotation, ainsi au cours d’un tour,
les champs varient peu dans un référentiel fixe. Avec un sguiear "noyé" dans la masse du cylindre, il est donc
possible de considérer tout un cercle de mesures, commerigana figure 1.2.

Capteur
a fibres optiques

FIGURE 1.2 — Mesures noyées dans le cylindre

Le principe de la résolution est de supposer un vecteuraiomtrde surface inconnu sous une forme de série
€lémentaire (a choisir correctement compte tenu du pradlebes données mesurées sont développées en une
série du méme type. L'identification des parameétres incerdiuudéveloppement en série du vecteur contrainte de
surface, s’obtient en imposant que les données mesuréasg égales aux contraintes correspondantes calculées
au rayon de mesure. De maniére complétement équivalenpeudrgalement se représenter la méthode inverse,
comme la résolution analytique d’un probléme de mécanigdmaire sur le sous-domaine dont la frontiére est
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le cercle défini par les mesures de contraintes a I'intédewaylindre, la partie inverse de la résolution consistant
simplement a étendre cette solution analytique par coitéirers la surface du cylindre.

La solution inverse, visant a I'évaluation du champ de tarpée dans le cylindre de travail et les flux de
chaleur entrants, repose sur les mémes principes que ladeéphécédente. Si les sources et les types de trans-
port de chaleur (conduction, radiation, convection forcéavection libre) sont multiples lorsque I'on considére
le probléme dans son ensemble, a l'intérieur du cylindréed&quation de la chaleur est a résoudre avec comme
conditions a satisfaire : la condition initiale et l'idefitation de la solution (évaluée au rayon de mesure) aux
températures mesurées a l'intérieur du cylindre. Lineartl’'un thermocouple sous la surface du cylindre est pos-
sible et a été réalisée par plusieurs expérimentateussaiit&€hapitre 6. Un procédé d'insertion de thermocouple
sous la surface est également développé dans le cadre @tigurmypéen RFS-PR-08051, et discuté dans ce méme
chapitre, ou deux alternatives technologiques sont estiéeomparées du point de vue de la méthode inverse.

1.6. Problemes mal posés

Nous avons déja évoqué le fait classique que les méthodeses/sont mal posées. Ceci est a comprendre
au sens du mathématicien francais Hadamard, qui énonca gubleme bien posé admet une solution unique
et stable. Le principe de stabilité de la solution est queeatigs variations des entrées conduisent a de petites
variations des sorties du probléme. Réciproquement, urigree est mal posé, s'il n’existe pas de solution, ou si
elle n’est pas unique ou encore si elle n'est pas stable. &@mtbglasticité linéaire, il existe toujours une solution
unique, nous nous concentrons donc sur le manque de stadelt solutions inverses. Ainsi, de maniére tres
classique, une solution inverse aura tendance a produir@siéarges variations du résultat pour de trés petites
variations des entrées, ce qui peut rendre le résultat ioixple.

D’un point de vue général, cela se comprend comme le faitrgtrés grand nombre de chargements tres
différents, se traduit par des effets mesurables quasiasies, ainsi en partant de ces effets, il est difficile de
distinguer lequel des chargements possibles en est resdgens

D’un point de vue numérique, cet état de fait peut se compeegriice a la notion de conditionnement de
matrice. En effet, bien souvent, on cherche a établir laicgldinéaire matricielle entre les entrées et les sorties,
le probléme inverse revient donc & inverser cette matrit@rsAune petite variation dans le vecteur d’entrée est
multipliée par un facteur d’amplification de I'ordre de gdaair du conditionnement de la matrice, qui peut devenir
extrémement élevé en cas de mauvais conditionnement eéeatell

Les méthodes numériques itératives quant a elles cherahamtnter une condition possible pour les sorties
en minimisant I'écart (au sens des moindres carrés par dggetre les entrées mesurées et les champs calcu-
lés correspondant a ces entrées. Le caractére mal posérdblémpe s’exprime dans le fait que selon le choix
initial de la condition possible pour les sorties et le noendbitérations, I'algorithme converge vers des solutions
radicalement différentes.

Finalement dans le cas des méthodes inverses analytiquelepigées dans ces travaux, le fait que le probléme
soit mal posé s’exprime en termes de fréquences au senstargéfet, comme nous I'avons développé plus haut,
des développements en séries sont effectués. Nous entepdoifréquences l'indice des termes sommés. Les
équations différentielles de diffusion, valables en theglasticité, agissent comme des filtres passe-bas, ¢'est-a
dire que I'amplitude des hautes fréquences est atténuaetédit plus que I'on se situe loin de la surface). Ainsi,

a partir d'une donnée dont les hautes fréquences sontgaitmecherche a reconstruire un signal dont les hautes

fréquences sont plus élevées. L'inversion du probléemedagic comme un amplificateur de hautes fréquences, si

bien qu’une petite variation des fréquences mesurées eecedt amplifiée également. Ces considérations font

I'objet de plusieurs commentaires pratiques dans la suitexte (hotamment en termes de troncature des sommes
etc...).

Les méthodes inverses numériques sont toujours stalsiligee a des algorithmes supplémentaires tels que la
régularisation des matrices mal conditionnées ou la réealdu probléme adjoint pour les méthodes itératives. Il
apparait a la lumiére des présents travaux que les solw@i@igtiques ont une trés bonne robustesse au caractere
mal posé des méthodes inverses et ne nécessitent aucultisattab particuliére, I'enjeu réside uniguement dans
la troncature des sommes, ce qui est en tous les cas néeessainumériqguement seules des sommes finies
peuvent étre considérées. Par ailleurs on remarque quiaplosnée d’entrée est connue avec précision (c'est-a-
dire & des fréquences d’acquisition les plus élevées desaiec un bruit de mesure minimal) meilleure sera la
stabilité de la méthode inverse et son résultat, ce qui passte cas pour un bon nombre d’algorithmes numériques
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(comme les algorithmes de retour vers la surface par execffRaynaud and Bransier (1986)).

1.7. Plan

Dans le chapitre 2 nous introduisons les concepts et outithématiques utiles a la lecture des chapitres
suivants. Il ne s'agit en aucun cas de limiter la recherclsesdéutions analytiques a ces quelques théorémes et
définitions. Cependant, bien que I'une des principalescditiés est de savoir quels outils existent (c’est surtout
un probleme de culture gu'il faut sans cesse enrichir) rdissans intérét de mentionner trop de résultats sans but
précis dans ce chapitre préliminaire. En régle généralspneconservés que les résultats effectivement utilisés.
Dans le chapitre 3 nous introduisons les concepts d’éitésfitane dans le corps des nombres complexes, ainsi que
I'équation de la chaleur dans un mobile tournant (équatiahli& a partir d’'un bilan énergétique). Ces résultats
sont centraux pour la compréhension des analyses qui $uaiesi ils sont exposés en détail quoiqu’ils soient
similaires aux ouvrages classiques sur le sujet. Dans lgitcb@ le probleme inverse appliqué a I'évaluation en
temps réel des contraintes de contact pour le laminagessturén deux dimensions sous conditions isothermes.
Ce travail est contextualisé dans la littérature exist@oiger en montrer le caractére innovant et robuste, la ou
d’autres méthodes récentes sont insatisfaisantes. Lestagmurement techniques comme le choix du nombre de
troncature des sommes etc... sont étudiés en détail. Datmafstre 5 le probléme inverse visant & I'évaluation
en temps réel du champ de température et des flux de chaleésekt en deux dimensions. De méme que pour
le probleme précédent, une revue bibliographique de l@ddtart permet de situer cette solution par rapport a
un certain nombre d’algorithmes numériques. Dans le cleitles études inverses thermiques expérimentales
sont proposeées. Les essais ont été réalisés sur le lamitmidircelorMittal de Maiziéres-le-Metz, et utilise
des thermocouples congus dans le cadre du projet européaPRFO8051. Les principes de conception sont
explicités et deux typologies de capteurs sont comparéesilieurs, I'analyse des champs de température grace
a la méthode inverse thermique permet d’évaluer l'influededifférents taux de réduction d’épaisseur de bande
ainsi que l'influence de I'épaisseur d'oxyde (calamine}. &beurs ces analyses expérimentales démontrent que
I'hypothése assez fréquente dans l'industrie, selon ligleecoefficient de transfert thermique entre le produit
et le cylindre de travail est constant dans I'emprise, astda. Cela a des conséquences non négligeables sur la
prédiction, par les modéles numériques dédiés, de la dwégeddes cylindres de travail. Dans le chapitre 7,
le couplage thermoélastique est réalisé entre la méthodesm €lastique visant a I'obtention des contraintes de
contact et la méthode inverse thermique. Ce couplage pewteanment de s'affranchir de I’'hypothése isotherme
du chapitre 4 qui est fortement fausse en laminage a chaundillears ce chapitre donne I'occasion d’évaluer les
contraintes thermiques responsables de la fatigue thaenaiqg cylindre de travail, ce qui en détermine la durée de
vie.

Dans la partie suivante, nous abordons les mémes probtireaten thermoélasticité tridimensionnelle. Cela
est un développement plus théorique que le cas en deux domepndans la mesure ou cela nécessite que plusieurs
capteurs soient insérés sous la surface du cylindre etéaligelon le grand axe. Cependant les développements
technologiques liés a I'insertion des capteurs et au céhbbegconsidérent a I'heure actuelle qu’'un seul capteur
(un pour les déformations et un thermocouple). Il s'agitddtune extrapolation sur I'avenir. Dans le chapitre 8
nous exposons les principaux résultats d’élasticité 3Dytgaes, qui permettent de comprendre facilement les
développements qui suivent. Dans le chapitre 9 le probléwerse 3D visant a I'évaluation des contraintes de
est trés réduite. Par ailleurs le chapitre 10 présente Ihadétinverse thermique 3D. Ces deux derniers chapitres
précisent les conditions technologiques nécessairescagésdes méthodes inverses 3D, en particulier le nombre
de capteurs a insérer sous la surface du cylindre. Lintkr&es méthodes est également discuté en les comparant
aux méthodes bidimensionnelles des chapitres 4 et 5.



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

2.1. Avertissement

Ce chapitre recense un certain nombre de résultats, soutdesits dans la recherche de solutions analytiques
en physique mathématique et en particulier en thermoéi@stNous n’exposons pas nécessairement les résul-
tats avec toute la rigueur mathématique dont il faudrarefpreuve. Ce choix est délibéré pour permettre une
lecture plus conforme aux habitudes de mécanique du salfitteque le lecteur saisisse facilement le lien entre
ces préliminaires mathématiques et les applications auRkaodés inverses en thermoélasticité qui suivent. Nous
ne prétendons évidemment pas a I'exhaustivité, seuls $edtaés nécessaires a la compréhension des chapitres
suivants sont exposeés ici. Seuls quelques commentairgdém@ntaires seront faits sur les solutions s’exprimant
sous forme d'intégrales de frontiere, quoiqu’elles n'ajeas, a proprement parler, été utilisées dans la résolution
pratique des problémes inverses. Ces quelques commentateront en lumiére les raisons fondamentales de
I'échec de telles solutions dans le contexte précis deauramenés.

Par ailleurs, aucun résultat nouveau n’est proposé, am$ateur habitué aux mathématiques analytiques
de base pourra aisément se passer de lire ces prélimindeegu est surtout de clarifier les outils utiles a la
résolution des problémes traités dans ces travaux de th@gegourra consulter avec profit I'ouvrage sur les
fonctions spéciales de Andrews et al. (1999) et I'ouvragésstnéorie de Fourier de Stein and Weiss (1971).

2.2. Mesures et développement en séries

2.2.1. Mesures

Dans cette section, nous rappelons quelques résultatesdeleloppements en série, en gardant a I'esprit
gu’'un ensemble de points de mesure ne définit pas directamenfionction analytique. Une forme analytique
est donc recherchée grace a des séries. Les paragraphedsoifirent plusieurs alternatives, a choisir selon le
contexte. Nous considérons dans toute la thése qu'unedgufieintsy; € R mesurés a la cordonnée € E (ou
j € [1,N] et E est un sous-espace &) est telle qu'il existe une fonctiofi de £ dansR de carré intégrable
(soit{, | f(x)|*de < +oo) telle queVj € [1, N], f(x;) = y;. Nous pouvons des lors travailler dans une structure
d’espace de Hilbert. Les théorémes suivants de décomposditine fonction de carré intégrable, peuvent ainsi se
comprendre comme |'écriture d’un vecteur dans une baseedpdte.

Il est par ailleurs possible d’opérer une interpolationééire ou grace a des spline cubiques par exemple)
pour augmenter artificiellement le nombre de points de neeSuiCette technique permet d’obtenir des signaux
de meilleure qualité, surtout dans I'optique d’une intéigranumérique.

2.2.2. Analyse de Fourier

Théoréme 1 Soit f une fonction dec = (2, ..., () e R" & valeurs dan® périodique de périodes; (ol
j € [1,n]) et continGment dérivable, alors :

z Lo~ 21k 21k
flx) = Z Z T, ke, €XD (2 T m(1)> ... €Xp (z Tnx(”)> (2.1)

ki=—®0 kp=—o 1 n

9
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~ 1 1 (h Tn 21k 21k
- - = i (1) _; 2 (n) (1) (n)
Fryoen T J; L f(x)exp ( i T x ) ... €XP ( i T x ) dz'"...dx (2.2)

De plus sif est discontinue (et admettant une dérivée a gauche et &)leit un point, selon une composante
z(¥) dex, alors la somme de Fourier converge vers le milieu de la ditioaité :

flW, ¢ 2™ 4 fe™ Lt 2™)
2

Si f est seulement périodique de carré intégrable, la convergele la série de Fourier ver(x) est vraie en
norme£?, c’est-a-dire au sens du produit scalaire Hermitien :

(2.3)

T T, _
< f,g>= T%Tin_[) -], f(x)g(x)dx (2.4)

Cela revient a dire que la famille de fonctioag;, :  — exp (—22”’%@)) (j € [1,n] etk € Z) forme une base
J

de I'espace de Hilbert des fonctions périodiques de pésddest de carré intégrable.

En particulier nous utiliserons fréquemment le cas d’umetion f (6, z) définie en cordonnées cylindriques et

périodique de périoder selond et 2L selonz et de carré intégrable admettant le développement en série d
Fourier suivant :

f0,2) = Z Z ﬁgylexp(ikG)exp (z%z) (2.5)

k=—wl=—x0
ou nous avons :

2m
frg = — j f(8, 2) exp(—ik6) exp (—Z%Z) dddz (2.6)

Lorsque I'on interpréte des mesungs= f(x;) (j € [1, N]), les coefﬁuenta“kh,,,,kn ne sont pas donnés de
maniére analytiques, mais comme une suite de nombres coesplalculés en fonction des signaux mesurés. |
est donc nécessaire de tronquer les sommes, ainsi la cemeerdes sommes (2.1) assure qugfsi; ...; K, }
sontn entiers suffisamment grands :

us! 21k 2k
f(x) ~ Z Z Frr oo, €XP (z 3 x(1)>...exp (2 T"m(")> (2.7)

ki=—Ki1  kn=—Kny "

Ce type de développement est souvent trés efficace, cardaiéus aux dérivées partielles se trouvent alors
simplifiées du fait des exponentielles et sont le plus sotévgariables séparables. De plus, les intégrales a calculer
(coefficients de Fourier) (2.2) se prétent parfaitemenobjéctif de calcul en temps réel, car I'algorithme de la
fast fourier transform (fft) peut étre utilisé pour en cdézuune bonne approximation. En effet, si la fonction
f représente une donnée mesurée, elle n'est alors connuexquointsx; (j € [1, N]), les intégrales (2.2)
doivent donc étre calculées numériqguement. Les méthodssigles de quadrature ne sont pas judicieuses dans
ce contexte. Dans le cas unidimensionme 1) par exemple, il faut calculei’; intégrales erO(N), alors que
le calcul d’'une fft donne toutes les intégrales nécessam&€¥( N log(N)). Dés quek; est supérieur fog(N) il
est préférable d'utiliser des fft (en pratique c’est toufole cas).

Dans le cas unidimensionnel al= 1, en interpolant le signal mesuré de maniére équirépanti@sir | (soit
x; = (j —1)T1/N) nous avons |'écriture de la fft comme I'approximation déintégrale de Riemann :

21(j — 1)k 1 27y
_fft [f(z JZ:lf xj)exp (—z N ) Nor T f(x)exp (—z T x) dx (2.8)

Dans le cas & dimensions, il suffit de considérer calculs de fft successifs pour obtenir I'approximation de
Riemann des intégrales (2.2).

Bien que les séries de Fourier et I'analyse en fréquencatdods utilisées pour les signaux temporels sonores,
il est préférable d’'éviter de résoudre un probleme de ddfuthermique en développant en série de Fourier selon
la variable temporell¢, & moins que 'on ne traite un probléme & dynamiques rapi@els. est du au fait qu'il
existe une relaxation thermique, que I'on peut souverg faparaitre avec des exponentielles décroissantes, il est
dans ce cas inadapté d'utiliser des sommes de fonctioriaoses comme les séries de Fourier.
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2.2.3. Séries hypergéométriques

Nous définissons ici les séries hypergéométriques, cas Elterviennent comme des outils fondamentaux
des fonctions spéciales utiles a la résolution analytiqueattaines équations aux dérivées partielles. Une série
hypergéométrique est une série de terme gémgtalle quecy .1 /ci. est une fraction rationnelle éndu type :

Ch+1 _ (k + a1)(k + az2)...(k + ap)z 2.9)
ck (k 4+ b1)(k 4 b2)...(k + bg)(k + 1) '
Définition 1 Nous définissons la série hypergéomeétrighie qui converge absolument pour tatie R sip < ¢,
et pour|z| < 1 pourp = ¢ + 1, et qui diverge pour tout # 0 pourp > g+ 1:

o0 o]
a1, ...,a S (a1)k---(ap)r 2™ N Ck
F, P g ) = ML e A Sl — 2.10
pra ( bl,...,bq > I;O (bl)k(bq)k n! ];0 Co ( )
ol nous avons :
(a)p =ala+1)...(a+k—1)pourk >0, (a)g =1 (2.11)

Les séries hypergéométriques sont utiles dans la résoldé@ertaines équation différentielles, puisqu’elleg son
des solutions formelles de :

oo 0= Dl 4y~ D = alo g )l +a)| s =0 @12

2.2.4. Fonction Gamma

La fonction Gamma est une extension pour des valeurs nogérestile la notion de factorielle. Nous avons la
définition suivante :

Définition 2 Pour tout nombre complexee C n’étant pas un entier relatif négatif ou nu ¢ 0, —1, —2,...) on
appelle fonction Gamma deet on notel'(z) la fonction suivante :

k'kzil

I(z) = kelﬁl{rgm &P etl'(1) =1 (2.13)
Une conséquence immédiate de la définition est :
I(z+1)=2T(2) (2.14)

Nous pouvons donc écrire pour un entier positif (simple nénce)n :
I'(n+1)=n! (2.15)

C’est du fait des deux dernieres propriétés de la fondfiaque celle-ci est considérée comme I'extension au
cas non entier du concept de factorielle. De trés nombreetatons existent autour de la fonctidn Nous ne
reportons pas ici ces propriétés car cela serait fastidééypeu utile. Néanmoins le lecteur pourra se reporter a
'ouvrage de Andrews et al. (1999).

2.2.5. Fonctions de Bessel
Les fonctions de bessel sont trés classiques en analysgertiennent trés fréquemment dans la résolution
d’équations aux dérivées partielles, notamment en therenéd en élasticité.
Définition 3 Nous appelond,, (z) la fonction de Bessel de premiére espece :
z) _ 2 - -1 k 2 2k+a
Jo(x) = &) o ;- (5) =, CU @272 (2.16)
Fa+1) a+1 2 = Kk +a+1)

SiRéa) < 0, alors il vient que le premier terme du développement devéatsquer — 0. Par ailleurs la fonction
I" n’est pas définie pour des entiers négatifs ou nuls, ainséfaiion précédente n’est pas directement utilisable
dans le cas oww = —n avecn € N*. Dans ce dernier cas nous adoptons la définition :

Jon(@) = (=1)"Ju(z) (2.17)
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La fonction de Bessel de premiére espéce est solution de :

y"(z) + y(z) + (1 - (%)2> y(z) =0 (2.18)

X

Ce dernier résultat s’obtient & partir de I'équation de \ekitr, dérivée de I'équation (2.12). Il est remarquable
que I'équation différentielle de Bessel (2.18) est inclsngour—q, ainsi J_,, est aussi solution. Si n'est
pas entier,J,(x) et J_,(x) ne sont pas proportionnelles, en revanche st n € N alors la définition devient
J_n(z) = (=1)"Jp ().

Les dérivées des fonctions de Bessel de premiére espédesitdnt par la formule de récurrence :
2J! () = Jo—1(x) — Jas1(x) (2.19)

Il existe un trés grand nombre de relations sur les fonctimB8essel, de formulations intégrales, de dévelop-
pements asymptotiques et de propriétés. On pourra confolierage de Watson (1944) ou le handbook de
Abramowitz and Stegun (1964), ou encore celui de GradshtagrRyzhik (1992) . Ne seront citées ici que les
relations d’orthogonalité (au sens du produit internegstihtégrales utiles dans la résolution des problémes in-
verses traités dans ces travaux de thése. La fonction delBggs) admet une infinité dénombrable de racines

notées par ordre croissaxﬁ*). Nous avons la relation d’orthogonalité suivante :

! « « 6 3 « 2
fo 2o (M) To (2N dz = % [JQH(A; >)] (2.20)

Par ailleurs nous reportons ici quelques intégrales wilesrésolution des problémes pratiques de ces travaux de
these :

| * po(ap)dp = RIERD (2.21)
0 X
f 2 Jo+1(R2)Ja(RY) — yJai1(Ry)Jo(R)
e ., do = +1
LR pJalzp)Ja(yp)dp = R 22— 42 (2.22)

R2
f pTa(epdp = o (JulRe)? = Ju 1 (Re) o (Re)
0
Définition 4 Une seconde solution de I'équation (2.18) peut étre exhilzééonction de Bessel de deuxiéme
espece. Elle est notée povt(z) eta ¢ Z :

Jo(x) cos(ma) — J_q(x)

Ya(w) = sin(ra)

(2.23)

Lorsquen € Z on a la solution de I'équation (2.18) :

Yalx) = lim Yo () (2.24)
La fonction de Bessel de deuxieme esp&gér) diverge lorsque: — 0, car c’est une combinaison linéaire de
Jo(z) etJ_,(x), ainsi que Ré&x) soit positif ou négatif I'une ou I'autre des fonctions de 8alsliverge en: = 0.
Poura = n € Z un calcul de limite montre qu¥,,(x) diverge également pour — 0. C’est la raison pour
laquelle elle n'a pas été utile dans le contexte de cettetfeydindre plein), mais doit étre employée des lors que
le domaine d’étude a des "trous".

Quoique la fonction de Bessdl, est correctement définie pour des variables complexeg, doesmode de
définir une fonction de Bessel modifiée pour les variableginares pures. Ainsi on adopte la définition suivante :

Définition 5 La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce est défimie p

I’/Q 2k+a

2.2
k'Fa+k+1) (2.25)
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SiRéa) < 0, alors il vient que le premier terme du développement devéatsquer — 0. Par ailleurs la fonction
T" n'est pas définie pour des entiers négatifs ou nuls, ainséfaiion précédente n’est pas directement utilisable
dans le cas oa = —n avecn € N*. Dans ce dernier cas nous adoptons la définition :

In(z) = 1_n(x) (2.26)

La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce vérifia&togn différentielle :

y' () + L&) _ (1 + (%)2> y(z) =0 (2.27)

T

Cette équation (2.27) est invariante peut, ainsi/_, est également solution. &in’'est pas un entier,, etI_,,
sont deux solutions non proportionnelles. En revanche=sin € N alors a définition devient, (z) = I_,,(z).

Par ailleurs nous reportons ici une intégrale utile a laltdégm des problémes pratiques de ces travaux de
thése :

JR pLa(wp) L (yp)dp — RELFLED(RY) = ylasi(RY)la(Ra)
W R? vy (2.28)
fo pla(zp)’dp = = (Io(R2)* = Lo -1 (R2)Ias1(R2))

Définition 6 Une seconde solution de I'équation (2.27) peut étre exhil@éonction de Bessel modifiée de
deuxieme espéce. Elle est nolég(z) et :

Ka(z) = (I-a(z) = Ia(2)) (2.29)

2sin(ma)

La fonction de Bessel modifiée de deuxieme esp€gér) diverge lorsque: — 0, car c’est une combinaison
linéaire del,, (x) etI_, (z), ainsi que R&x) soit positif ou négatif 'une ou I'autre des fonctions de Seldiverge
enz = 0. Poura = n € Z un calcul de limite montre quE, (x) diverge également pour — 0. C’est la raison
pour laquelle elle n’a pas été utile dans le contexte de tiese (cylindre plein), mais doit étre employée dés lors
que le domaine d’étude a des "trous".

2.2.6. Analyse de Fourier-Bessel

Un résultat analogue au développement en série de Fouigte @our les fonctions de Bessel et est appelé
développement en série de Fourier-Bessel.

Théoréme 2 SoitR > 0, si A,(,O‘) (p € N*) désignent les racines positives dg(x) classées par ordre croissant,
et si f est une fonction continue des [0, R[ & valeurs dan®, alors :

vre 0B, f(r) = Y, foda (A9 Z) (2.30)
p=1
oulona: .
~ 2 J p
=————— | pf(p)Ja (M%) dp (2.31)
TR, (W) o (%)

Ainsi J,, ()\fﬁ)i) forment une base orthogonale de I'espace des fonctionsne@s def0, R[ dansR. Si f est

R
discontinue en un poir, la série de Fourier-Bessel converge au milieu de la disoorite :
- +

Un second développement de Fourier-Bessel, nommé sérismdeddsouvent utile :
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Théoréme 3 SoitR > 0 eta > —1/2, si %5&) (p € N*) désignent les racines positives @&, (z) + HJ,(z) (ou
H est une constante arbitraire d&) classées par ordre croissant, etfsest une fonction de € [0, R] & valeurs
dansR, alors :

Fr) = ;f;“Ja (% %) (2.33)

oulona:

* 2 (’Yéa))Q R P
fp = = <H2 R (ryz()o‘))Q _a2> 2 (%()a)) J;) pf(p)Ja (’Yl(j )E) dp (2.34)

SiH + o = 0, alors le premier zéro deJ/,(x) + HJ,(x) est a l'origine, et le dénominateur dg&* est donc nul.
Dans ce cas, le premier termyfg s’exprime différemment des autres :

r

%(a +1) (E)QLR P (p)dp (2.35)

AinsiJ, (71(3) %) forment une base orthogonale de I'espace des fonctiolfi@,d¢] dansR.

2.2.7. Polynémes orthogonaux

Les polyn6mes orthogonaux sont une autre grande famillemigtibns permettant de donner une forme ana-
lytique a une suite de points définie par des mesures. Unsedigss générale de polyndmes orthogonaux est liée
au nom de Jacobi.

Définition 7 On appelle polynémes de Jacobi(si 3) € R? etn € N, le polynéme de degré suivant :

f#wsz(a+nnﬂﬂ<_mn+a+ﬁ+l-1_z> (2.36)

n' Oé+1 ’ 2

Une formulation équivalente est donnée par :

Pl () = Fa+n+1) §:<71>Imm+ﬂ+n+m+4)<z—1>m (2.37)
0

nT(la+B+n+1) m MNa+m+1) 2

Les dérivées d’ordré < n des polyndmes de Jacobi s’obtiennent par :

dk
wpﬁa’ﬁ)(w) =

Fla+B+n+14Ek) (atrkg+k)
2k (a+ B +n+1) "k

(z) (2.38)

Il est aisé de vérifier que les polyndmes de Jacobi sont sokitde I'équation différentielle d’ordre deux suivante :
1—2?)'(z)+B—a—(a+B+2)2)y () +nn+a+p+1)yx)=0 (2.39)

Les polyndmes de Jacobi sont orthogonaux relativementanketibn poidg1 — z)*(1 + 2)?, nous avons :
1
J (1 —2)*(1 + x)ﬂPTSf"B)(x)PTSO"B)(J:)dx = 0p,mk(n, o, B) (2.40)
-1

oulona: B+1
) 2.41
k(n, a, B) Mmta+pB+1 Tn+a+B+1)nl (2.41)

Les polynémes de Jacobi permettent un développement duFRypeer (généralis€), nous avons le théoreme
suivant :
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Théoréme 4 Soit f (x) une fonction déa, b] R a valeurs dan® et continument dérivable, alors :

f@) = Y FaP0 () (2.42)

oulona:

1 b 2z —a—b\" 2z —a—0b\" 2 —a—b
= AR - = - (a,p) (2L~ @70
fn—,ﬁ(n,a,ﬁ)LO T ) <1+ - ) flz)Py ( - )d:z: (2.43)

De plus sif est discontinue (et admettant une dérivée a gauche et aeflmit un point;, alors la somme de
polyndmes de Jacobi converge vers le milieu de la discoitéinu

)+ £(EF)

5 (2.44)

Si f est seulement de carré intégrable, la convergence de la sérpolynd6mes de Jacobi vefée) est vraie
en norme’2.

Des polyndmes orthogonaux célébres liés aux noms de Chepysbgendre, Laguerre, Hermite, Gegenbauer
etc... sont issus des polynémes de Jacobi. Nous n’expiidans ces pages que les polyndmes de Chebyshev et
Legendre du fait de leur r6le important dans le développé¢mealytique de données mesurées et dans 'analyse
des fonctions harmoniques qui seront particulieremeliségis par la suite.

Définition 8 Les polyndmes de Chebyshev de premiére espéece sont défipid su] par :

et vérifient I'équation différentielle :
(1 —a?)y"(z) — zy' () + n’y(z) = 0 (2.46)
Les polyndmes de Chebyshev de seconde espéce sont défiris,dmpar :

Un(x) = —2%;;51 ;)!1)!]2 P21/ () (2.47)
et vérifient I'équation différentielle :

(1 —2?)y"(z) — 3zy'(z) + n(n + 2)y(x) =0 (2.48)
Les polyndmes de Chebyshev sont remarquables pour laorelati

T, (cos(8)) = cgs(n@) Y
Un(cos(8)) = % (2.49)

Il est clair que si le Théoréme 4 doit étre utilisé avec leypdines de Chebyshev de premiere espéce alorson a:

2 ) 2 —a—b
=ﬂ<1+5n,o>fa mT<b— )d”’

Grace a ce résultat il devient clair qu’en faisant le chargygrde variableos(d) = (2& —a —b)/(b— a) alors on

obtient : o
In _boa J f <(b —a)cos(f) +a+ b) cos(nf)dz (2.51)

fn

(2.50)

" 20(1 + 0n0) Jo 2

Cette formulation donne aux polyndmes de Chebyshev legaefté, en effet, les intégrales nécessaires au déve-
loppement en série se raméne a un calcul de fft. Cependaliggdmes de Legendre jouent un rdle central dans
I'analyse des fonctions harmoniques, il convient donc derientionner ici.
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Définition 9 Les polyndmes de Legendre de premiéere espece sont définis par
P, (z) = P9 (x) (2.52)
et vérifient I'équation différentielle :
(1 —2?)y"(z) — 2zy/(z) + n(n + 1V)y(x) =0 (2.53)

Les polynémes de Legendre sont donc orthogonaux avec uogdompoids unitaire soit :

1
2
Si le théoréme 4 doit étre utilisé avec les polyndmes de Lexgeaiors on a :
on+1 ° 2r—a—>b
In= 5 J; f(@)P, (ﬁ) dx (2.55)

Des développements récents de Iserles (2011) permettaraticider ces intégrales grace a un algorithme trés
rapide utilisant des calculs de fft et un post-processin@)&N ), ce qui rend les polynémes de Legendre de plus
en plus accessibles pour des calculs en temps réel visantédane forme analytique a des points de mesures.

L'équation différentielle (2.53) vérifiée par les polynésue Legendre a une seconde solution appelée fonction
de Legendre.

Définition 10 La fonction de Legendre est définie par :

1+z A1
Qua) =10 (TE0) Pe) = 3 fPs (@)oo (256)

—x = k
La fonction de Legendre est singuliere en= +1, ce qui limite sont utilisation aux problémes ou ces valeurs
sont hors du domaine a étudier. De plus des fonctions trées ygour I'analyse harmonique sont dérivées des
polynémes et des fonctions de Legendre et sont appeléesdionassociées de Legendre de premiére et seconde
espece.

Définition 11 On appelle fonction associée de Legendre de premiére espéce

n _ (_ n _ n d_n
PM(z) = (=1)"(1 — 2?) /Qdmnpm(x) (2.57)

On appelle fonction associée de Legendre de seconde espéce :

Qn () = (~1)"(1— 222 L, () (2.58)

dx™

Les fonctions associées de Legendre de premiére et secepélees vérifient I'équation différentielle :

2
(1 — 2y () — 22y (x) + <m(m +1)— %) ylx) =0 (2.59)

Les polyndémes orthogonaux sont trés employés dans la @ahee solutions analytiqgues. Cependant, dans
ces travaux de these, il est apparu que les développemestyiende Fourier étaient souvent plus efficaces.
Par exemple pour le probleme inverse élastique tridimensiltraité au chapitre 9, les signaux sont développés
en série de Fourier non seulement selon la coordonnée @eglilmais aussi selon I'axe du cylindee alors
gu'un développement en série de Legendre aurait égalerréeapportun. Cela est du a la grande simplicité des
équations résultant des séries de Fourier. Cependant éa@as précis, les polyndmes de Legendre ont également
été utilisés pour identifier les termes d’amorce (ou presitEnmes) par comparaison aux termes courants dans les
développements.
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2.3. Fonctions harmoniques et bi-harmoniques

L'étude des fonctions harmoniques est majeure en physigquggrérale. En effet la théorie des potentiels
harmoniques recouvre presque tous les champs de la physiqugarticulier I'élasticité. Ainsi, les fonctions
harmoniques (et bi-harmoniques) seront intensivemeligégs dans les développements analytiques inverses qui
suivent. Nous posons les systemes de coordonnées cart@diedrique et sphérique comme la figure 2.1 le
précise.

e,
A e 2
0 0
e
0
e,
e
€ e, |’
¢
K 0\ )\ €
e ® e, ? e
z

FIGURE 2.1 — Systeme de coordonnées

Définition 12 On dit qu’une fonction de: = (x4, ...,x,) € R™ & valeur dansR est harmonique si elle vérifie
I'équation de Laplace :
o0 f 2 02 f
- 2J _ Z 4 = 2.60
ox?2 4 0x? 0 (2.60)
7=1 J

Af(x)

En particulier nous avons en dimension 2 I'équation de Leplécrite respectivement en coordonnées carté-
siennes et cylindriques :

o%f  0%f
Af(way)=@+a—y2 (2.61)
2 2 .
Af(r,@)——f—i-laf 104f

ot TR
En particulier nous avons en dimension 3 I'équation de Laplécrite respectivement en coordonnées carté-
siennes, cylindriques et sphériques :
f  0*f  0*f
A =4 42 LI
PF 10 TP

Aflr,6,2) = or? * ror 12002 * 072 (2.62)
0%f  20f 1 2f 1 0%f  cot(p) Of
A p)=—"+-—+—5——-+—=—5 -
f(p,0,¢) 0p? + 0 Op + 2 sin2(<p) 002 + 02 002 02 o

2.3.1. Harmoniques sphériques

L'équation de Laplace en sphérique est simplifiée, si I'oarche la solution sous formg, (p, ) exp(ind).
Par ailleurs il convient de poser le changement de variabtecos(y), il est alors obtenu que la fonction inconnue
fn(p, x) doit vérifier I'équation différentielle :

62fn 2 afn n2fn 2z afn 1-— .%’2 a2fn

[ NP LR [ 2
2 T TR0 PR T2 a2 D (2.63)
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Cette derniére équation peut se résoudre en cherchantigi®sgs de la formef,,(p,z) = p™ fn,m(x) ou de la
forme f.(p,z) = (1/p™ ") f.m(z), il est alors obtenu, dans les deux cas, I'équation diffiéetea sur f,, ., () :

2
(=) (0) = 20 4 (4 1) = 75 ) fam() =0 (264)
; ; .
Il s’agit de I'équation de Legendre associée (2.59), dosistdutions sont connues et sont les fonctions de Le-
gendre de premiere et seconde espéce. Dans le cas particuie0 cette équation se réduit a I'équation de
Legendre (2.53) et dont les solutions sont les polyndmessdohctions de Legendre. Ainsi nous définissons les
harmoniques sphériques.

Définition 13 Les fonctions suivantes sont harmoniques en coordonnkésgpes et sont appelées harmoniques
sphériques :
. T . )
P P2 (cos(p)) exp(inf) | ——— P (cos(ip)) exp(ind)
VneZ, YmeZ Py (2.65)
p" @, (cos(ip)) exp(ind) pm+1QZAcm%w»exp@n@

Du fait que I'équation est linéaire, il est possible de somuoes solutions, ainsi les exponentielles peuvent étre
remplacées par des cosinus ou des sinus.

2.3.2. Fonctions harmoniques en cylindrique

Il est évidemment possible d’écrire les harmoniques sgbés en coordonnées cylindriques, on obtient alors
les fonctions harmoniques suivantes :

2 2\ pn < . 1 n < .
+2°9)2 P | ———=)e ¢ P, e 0
VnezZ (" +2) " By ( r2 4+ z2> xp(ind) (r? + z2)m§r ( r2 + 22> xp(ind) (2.66)
vmez’ (r2 +22)2 Q" <#> exp(ind) ! Qr ( i > exp(ind) .
TANTE 4 22 P (r2 4 22)"5% T \r? + 22 P

Cependant, il est difficile de voir sous cette forme qu'ilgstgdans le cas des fonctions de premiere espéce)
de polynémes en et z. Ainsi nous présentons également des fonctions harmosigiéeivées de celles-ci dont
I'expression polynomiale est explicitée. Pour cela noiisans le fait que sif,,(r, z) exp(inf) est harmonique
alors la fonctionf,, +1(r, z) exp(i(n + 1)8) définie par (2.67) I'est aussi :

Ofn(r, z) _ nfn(r, z)

n ,2) = 2.67
f +1(T Z) or r ( )
Ainsi on trouve en prenant(r, z) (pourn = 0) I'une des fonctions harmoniques suivantes :
o) = 0% + P (= )
’ N2+ 22
ou (2.68)
rz) = (r? + 22 2P <#>
fo( ) ( ) 2k+1 \/m
queX ;' (r, z) exp(ind) etY;"(r, z) exp(ind) sont des fonctions harmoniques polyndmiales ehz :
k—n ) )
Xp(r,z) = Z xZ,jTQ(kﬂ)*”zQ]
0<n<N =0
n<k<K’ (2.69)

k—n
Yk"(r,z) _ Z y;gy]_TQ(k—j)—nZQJ-#—l
Jj=0
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ou
n (=1)7+*(2k)!
Ty = -
0<n<N b T 2D k= = Nk — )]
n<k<K |, (2.70)
0<j<k-n w2+l

Yk,j = 2]+1 Lk,j

Les polyndémes em et z, X} (r, z) et Y*(r, z) sont trés utiles pour la résolution de probléemes d’éldétien
coordonées cylindriques, ils sont par exemple utiliséshapitre 9, pour I'obtention de certains termes.

Par ailleurs, en cherchant la solution de I'équation de a@plsous la formg (r)g(z) exp(inf) on obtient
facilement les solutions suivantes :

Jn(07) exp(£d2) exp(ind)
Y, (6r) exp(dz) exp(ind)
I,,(0r) exp(£idz) exp(ind)

K, (0r) exp(£idz) exp(inh)

VoeC, VneZ (2.71)

Il est assez aisé de voir que les fonctions suivantes sdrdrioniques :

rJ), (0r) exp(£82) exp(inf) | J, (6r) exp(+5z) exp(ind)
TYI (6r) exp(£02) exp(inf) | Y, (6r) exp(62) exp(ind) 2.72)
I! (6r) exp(+idz) exp(inf) ( r) exp(£idz) exp(ind) '
TK' (0r) exp(£idz) exp(ind) | K, (6r) exp(£idz) exp(ind)
Ce type de solutions est utilisé au chapitre 9, pour I'olibendes termes courants.

Les solutions sont cherchées le plus souvent sous formerigs,s@ais des formes intégrales sont également
répandues dans la recherche de facteurs d’intensité deguatpour les problémes de fissuration ou les problémes
de contact, ou plus généralement dans le champs de la pbys@ghématique pour tous les problémes de valeurs
frontiéres mixtes dans la théorie des potentiels comme letnade livre de Sneddon (1966). Cette méthode fait
intervenir la résolution d’équations intégrales dualestdm trouve un grand nombre d’exemples dans les livres
de Sneddon (1966), Sneddon and Lowengrub (1969), Mandalla(i®99) ou encore le handbook de Polyanin
and Manzhirov (2008). On cherche a identifier un potentieinwaiqueF (r, 0, z) en introduisant un potentiel de
couchef (§) grace a la formulation :

F(r,0,z) = ( . f‘f((;)Ja(cSr) exp(5z)d5> exp(ind) (2.73)

2.3.3. Fonctions harmonigues et bi-harmoniques en deux diemsions

Il est clair que I'équation de Laplace peut étre résolue evsidérant des solutions du tygg(r) exp(ind),
car I'’équation se simplifie en :

L Faln)

r

fulr) + - _fn( ) (2.74)

Cette derniere équation admet pour solution génénate () f,.(r) = A,r"+B,r " etpoum =0 fo = Aln(r).
Ainsi les fonctions harmoniques bi-dimensionnelles sont :

f(r,0) =A+ Apln(r) + Z (Apr™ + Bpr ™) exp(inb) (2.75)

n=1

De la méme maniére les fonctions bi-harmoniques sont :

fr,0) = A+ AgiIn(r) + Agar? 4+ Agzr® In(r) + (AorrIn(r) + Ager + Aosr™ + A04r3) exp(i0)
+ Z (Anr" + Br " 4 At 4 Dnr7”+2) exp(ind) (2.76)

n=2
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2.4. Intégrales de frontiére

Les solutions se présentant sous forme d'intégrales déidrem’ont pas été utilisées dans ces travaux. La
raison en est que dans le cadre des méthodes inverses, moclsais a étendre par continuité la solution au-dela
de la frontiére. Dans le cas d’intégrales de frontiere céopgement ne permet pas, en général, de connaitre
les champs hors du domaine d’'intégration. Nous donnons emgbe emprunté a I'élasticité plane pour nous en
convaincre. Supposons que nous mesurons les composdhiess; du tenseur des contraintes dans un disque
élastique not® de rayonR, supposons que cette mesure soit faite au rdygn< R, (mesure sur tout un cercle
notédC). On définitC le disque de rayoR,,,. Nous verrons au chapitre 3 que les contraintes peuvenirg'éans
D sous la fome : L

Orp —i0m9 = ¢'(2) = 6%%'(2) - 562i9¢”(z) +¢'(2) (2.77)
ou les potentiel®’ (z) ety)’(z) sont des fonctions holomorphes définiesBudonc a fortiori suc (la définition de
I'holomorphie est précisée au chapitre 3). Nous avons srpméssant outil d’analyse complexe a notre disposition
présenté par Vekua (1964) : le probleme de Cauchy :

Loy . - S . oc — C : s
Théoréme 5 SoitdC un arc paramétrique orienté de clasSé et soitg : { Eoo g(t) une fonction définie
sur la lignedC et intégrable sur cette ligne. Alors les conditigqiget (ii) sont équivalentes :

f(z) est holomorphe sut — oC
(i) : lim f(z)=C

|z] >4+

Vte dC, f(tt) — f(t7) = g(t)

1 t
(1) ¢ f(2) = —— J IO 4 4 ¢
2im Jpt—=z
Nous cherchons a utiliser le théoréme de Cauchy, pour celadevons faire apparaitre une discontinuité de fonc-
tion holomorphe. Cependant la fonctien— ¢/(z) n’est pas holomorphe. On pose donc la fonction holomorphe
sur I'extérieur du domainé (notéeC = C —C):

— R?

o z—>¢ (Tm> (2.78)
z

On notez™ un élément: € C tel que|z| — R,, par valeurs inférieures. On note = R2 /z". Ainsi nous

avons|z~| — R,, par valeurs supérieures. Par ailleurs, nous awop&:*) = o eto,¢(z") = o). Ainsi nous

pouvons écrire :

oD

FIGURE 2.2 — Cercle de discontinuité

2
o —igTy = /(") (—) Wt — () 4 B ) (2.79)
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Posons la fonction holomorphe stir— 0C suivante :

/ = / _ 1 _
Qo @' (2) RZ (2) —2¢"(2) zeC—0oC (2.80)
—g(z) zeC—0C
Nous avons immédiatement :
QN —-Q(z7) = o — i, (2.81)

Etudions le comportement a I'infini de(z). ¢'(z) est bien défini su€, ainsi¢’(0) = ao € C. Donc le comporte-
ment a l'infini deQ(z) est :

— R?
06), 7, P =0 () o m (2.82)
|z|>+%0 z |z| >0
D'ou:

Or on a d’apres ce qui précede :
(Q+@)(z") — (U +a0)(z7) = o7y —ioyg (2.84)
Il s’agit donc d’'un probléme de Cauchy, nous avons donc leltaissuivant :

1 m(t) —iol(t
Q) = a0 4+ —— [ Tt = ion®)
20T oc t—z

t (2.85)
De cette équation nous déduisong(z) surC — aC doncg’(z) surC — oC grace a la définition dé’(z) (2.78).
Nous obtenong” (=) par simple dérivation et nous déduisons aloté:) grace a la définition d€(z) (2.80).
Nous en déduisons alors le champs de contrainte partoutdgnése a I'équation (2.77).

Ainsi nous pouvons écrire le probléme d’élasticité comme mmbégrale de frontiére a noyau singulier dont
l'intégrande fait intervenir les contraintes mesuréesayon R,,. Cependant, il est clair que si I'on cherche a
étendre cette solution par continuité véf®, nous n'obtenons queE'(z), qui n'est autre que’(z) dansC.
Fondamentalement cela est du au fait qu’'une intégrale deidre ne traduit que la valeur des champs dans le
domaine d’intégration, ceci s’exprime de maniére anal@glagpropriété de la valeur moyenne pour les fonctions
harmoniques. Ainsi des développements en série ont étérpsad ce genre de solutions, qui conduisent dans le
cas des problémes inverses a une impasse.
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CHAPITRE Il

THERMO-ELASTICITE BIDIMENSIONNELLE

Dans ce chapitre, nous exposons les principaux résultdtsldsticité plane isotrope. Les développements
sont faits dans le corps des complekesonformément a la théorie de Muskhelishvili (1977), réeseoplus tard
par Lu (1995).

Par ailleurs nous démontrons I'équation de la chaleur pawanps tournant a partir d'un simple équilibre
énergétique. Nous faisons cette démonstration, car easduvent que les termes liés a la rotation du cylindre
soient omis dans la littérature.

Nous démontrons, en compléments, les résultats dans lsatasme, principalement parce que par ce biais
nous prouvons que la théorie des potentiels n'est pas urditmonsuffisante du type : tout potentiel vérifiant
certaines conditions donne une solution du probléme diéigs mais une équivalence : la solution d'un pro-
bléme d’élasticité linéaire peut toujours étre exprimédagttion de potentiels. Ceci résulte principalement du
Lemme de Poincaré et du théoreme de conjugué harmoniquaillears la preuve fait intervenir des théorémes
et propriétés fondamentales sur les fonctions holomorpfueseront utiles au chapitre 4. En complément le cours
d’analyse complexe de Yger (2001) pourra étre consulté prafit. Ce chapitre peut aisément étre passé pour un
lecteur habitué a utiliser ces outils.

3.1. Résultat de Kolosov-Muskhelishvili

En élasticité plane dans un domailec C, si la température s'écrify x (1 + ©) (sachant quédy est la
température initiale ol le corps élastique est libre deradmtes) les champs de contrainte et de déplacement
s’écrivent sous forme de potentiels holomorphes (cf Sneddd Lowengrub (1969)) :

( Ogz + Oyy = 2 (¢I(z) +W) _79('272)
Vz e Q, Oyy — Ozx + 2005y = 2 (E¢II(Z) + 7/)/(2)) -7 j (Z_(jdz (3.1)

2p(ug + iuy) = £o(2) — 2¢'(2) — ¥(2) + % f@(z,?)dz

\

Le coefficienty vaut2(1 + v)aTp/(1 — v) en déformations planes 21 + 2v)aT}, en contraintes planes et le
coefficients vaut3 — 4v en déformations planes €& — v)/(1 + v) en contraintes planes, etest le coefficient

de Poisson et le coefficient de dilatation thermique. Ce résultat esteergment utile, et sert a la résolution du
probléme inverse élastique du chapitre 4. Cependant ilaébip judicieux de d'abord traiter le probléeme sous
forme isotherme®(z,%z) = 0), puis de superposer un autre probleme ou I'on cherche [gackEments liés au
gradient de température. Cette démarche a été adoptéegsoehdpitres 4 (élasticité isotherme), 5 (détermina-
tion du champ de température) et 7 (couplage par supemuositCeci est rigoureusement équivalent et conduit
aux mémes calculs, la superposition permet simplement dexrdiscerner les efforts élastiques et les efforts
thermiques, ce qui est intéressant pour calculer la fatigerenique a la surface des cylindres de travail.

25
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3.2. Equation de Navier avec second membre

Comme nous venons de le préciser, il sera utile dans la seitiérminer le champ de déplacement lié a un
gradient de température. Il nous faut établir pour celai&ipn de Navier avec un second membre en température,
ce qui est équivalent a la formulation complexe (3.1). Notiduisons le tenseur des déformations thermiques
€. Supposons qu’un corps élastique isotrope soit sujet & amphde températur€(X), étant initialement
relaché a la température uniforiig, nous avons le systeme d’équation suivant, reliant le chdamgeplacement
u, au tenseur des déformations totade=t au tenseur des contrainges

diva =0 (Equation d’équilibre)

o = \rle—€e"|I+2u(e—€") (Loi de comportement) (3.2)
e=1(Vu+!'Vu) (Equation de compatibilité) '
e =a(T(X)-Ty)1 (Comportement thermique)

En réinjectant I'équation de compatibilité et la loi de catpment dans I'équation d’équilibre, il vient tres
facilement I'’équation de Navier avec un second membre epéegture :

AV [divu] + pdiv [Vu +* Vu| = a3\ +20) VT (3.3)

3.3. Equation de la chaleur pour un solide tournant a vitesseonstante

Dans cette section nous proposons d’exhiber une forme glénge I'équation de la chaleur sans source. En
effet, la téle plastifiée produit de la chaleur, qui est diffa dans le cylindre, en revanche ce dernier ne produit pas
de chaleur lui-méme, nous considérons dés lors I'équating 'erme de source.

Le premier principe de la thermodynamique et la loi de Faud@nent sur un volume arbitraife, défini
comme une tranche cylindrique d’épaisseur infinitésimatiedrontiered(2 (de normalen).

-[[ AVT.ndS = J]] PCp %dT (3.4)
oQ Q

ol (W.m~1.K~1) est la conductivité thermique,(kg/m?) la densité et,, (W.s.kg™'.K~!) la capacité thermique
et sont a priori des fonctions de la tempéraflir®ar ailleursiT'/dt est la dérivée compléte par rappott &n effet
les variables d’espace dépendent @t doncdT'/dt # 0T /ot. Par ailleurs si I'on note la vitesse des particules

a la frontiére nous avons :
oT
Jf AVT.ndS = JJJ pcpEdV + Jf pcpTv.ndS (3.5)
o0 Q o0

Le théoreme de Stokes donne :

f f div(AVT)dV = f f f pcpaa—fdw f f div(pe, Tv)dV (3.6)
Q Q Q

Nous avons choidsi) arbitrairement, cela nous autorise a écrire I'égalité ¢déoate sans l'intégration sur le vo-
lume, nous obtenons donc I'équation de la chaleur dans lgéra&ral

div(A\VT) = pc]gaa—jt1 + div(pc,Tv) (3.7)

Nous cherchons a développer I'équation (3.7), pour I'éain coordonnées polaires. Nous avons les formules de
calcul formel suivantes :

div(fX) = fdiv(X)+ X.Vf
2 2
div(Vf)=Af=af 1of 10°f (3.8)

o2 " ror T r2o0?
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Nous en déduisons :

div(AVT) = Xdiv(VT) + (VT)Q% (3.9)
divIAVT) = A 62—T+16—T+i62—T +Q oz 2—i—i o ’ (3.10)
B or: ror 1?2002 dr or r2 \ 00 '
Et:
div(pc,Tv) = pe,Tdiv(v) +v.V (pc,T) (3.12)
div(pc,Tv) = pe,Tdiv(v) + v.(pc, VT + pT'Ve, + T, Vp) (3.12)
. . de, dp
div(pc,Tv) = pep,Tdiv(v) + | pe, + Tpd—T + Tcpd—T v.VT (3.13)

Dans le cas d’'un mobile tournant a la vitesse angulajreous avons la vitesse de la particule au rayon
v = wreg (Notons quev est supposé constant).

div(v) = wdiv(reg) =0 (3.14)
Nous obtenons pour le second terme de (3.7) :
. dc dp\ oT
div(pc,Tv) = w (pcp + Tpd—jf + Tcpd—T> 20 (3.15)

En combinant les équations (3.7), (3.10) et (3.15) noushainte:

)\ 62_T+16_T+i62_T +@ a_T 2+i 6_T ’ —
or2  ror  r? 002 dT or r2 \ 00 B

oT de dp\ oT
Pep o7 +w (pcp + Tpd—;: + Tcpﬁ> 0

(3.16)

Cette équation constitue I'équation de la chaleur comgétite en polaire pour un corps 2D tournant autour de
son origine a une vitesse angulaireconstante. Dans le chapitre 5, nous considérons des pptitermiques
indépendantes de la températur€eci simplifie grandement I'écriture de I'équation de lalelur, qui devient
simplement :

2 2
T 10T  10°T 1 <6T 6T> (3.17)

oz i "o “ D\t TV

ol I'on a poséD = \/pc, (m?/s) la diffusivité thermique.

3.4. Famille de solutions

Nous exhibons une famille de solutions de cette équatisnutife dans la pratique. Pour ce faire nous dévelop-
pons en série de Fourier, puis nous séparons les varialesfeE, la solution est & chaque instantRériodique
selond et peut donc étre développée en série de Fourier (cf ch@itre

T(r,0,t) =

n

F, (r,t)exp(ind) (3.18)

18

o0
Le n iéme coefficient de Fourier est recherché comme une fonati@miables séparables :

En(r,t) = fn(r)gn(t) (3.19)

1. et une vitesse de rotation indépendante du temps au maites durée d'un tour, ce qui revient a dire que I'évolutiompmrelle de la
vitesse de rotation est faible devant la durée d'un tour
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D’ou en reportant dans (3.17) :

n? ) _ 4l

o) (1201 4 10200) = T2 1000)) = 250 (60) om0 (3.20)

La conditionT(r, 0, t) > 0 est vérifiée T exprimée en Kelvin) donc nous pouvons diviser Pace qui donne :

n2

CCEEACEEAG)

r2

1t
fn(r) B D gn(t)

Les deux termes égaux sont chacun des fonctions d’une satgble (indépendantes I'une de 'autre), il existe
donc un nombre complexg tel que :

(g;l(t) + iwngn(t)) (3.21)

9 (t) + (iwn — DC) gn(t) = 0

Ainsi :

fu(r) =7Jn(v/=Cr)
{ gn(t) = exp((DC —iwn)t) (3.23)

ou J,, est la fonction de Bessel de premiére espéce d'ordiéfinie (cf chapitre 2) pour un argument complexe et
~ est un nombre complexe arbitraire.
En introduisant = —1/ (DC' — iwn) nous obtenons la solution de (3.17) suivante :

1 iwn t .
N T ( i FT> exp(—;) exp(inf) (3.24)

3.5. Conclusion

Dans les cas d’application au laminage de I'acier, la vianades coefficients thermiques n’est pas suffisante
pour que I'approximation de les supposer indépendantstdelpérature soit critique, ceci est vérifié au chapitre 5.
Cependant bien que ceci n'ait pas été abordé dans ces trdeahgse, il est possible de linéariser I'équation de
la chaleur méme si les coefficients thermiques dépendenttéeipérature, grace au calcul asymptotique. L'idée
consiste & écrire les coefficients thermiques sous la fde) = Dy(1 + eo(T — To)/Tp) ou Ty est le champ de
température que nous aurions si la diffusivité thermiqaé ébnstante et égalela, et le parameétre, est sans
dimension et tel que, << 1. Nous pouvons deés lors linéariser I'équation de la chaledrogivant la température
sous formél’” = Ty + €9 T3 + ... + €T} + ... et en identifiant les termes en puissances,d€ette approche pourra
faire I'objet d’'une étude particuliére sur des cylindresla®inage dont les propriétés thermiques varient plus
fortement en fonction de la température, notamment en lageird chaud avec des refroidissements importants,
ol une importante gamme de température est atteinte.

Nous concluons ce chapitre avec un commentaire général tutdrie des potentiels. Les problemes d’élasti-
cité sont traités comme le montre I'équation (3.1) gracesgpa¢entiels holomorphes (donc harmoniques). Le cas
des problémes de thermique est également traité grace édaelies potentiels, mais de maniére moins visible.
En effet, faisons un paralléle entre I'élasticité et la thigue. Nous pouvons faire une analogie entre la tempéra-
ture et le vecteur déplacement. Le gradient de la températest autre que le flux de chaleur (a une constante
multiplicative prés qui sert de loi de comportement), targlie le tenseur des contraintes n’est autre que la partie
symétrique du gradient du vecteur déplacement (a une acuastaultiplicative pres, qui est un tenseur d’ordre
quatre, étant la loi de comportement). Une analogie enfiexale chaleur et le tenseur des contraintes peut donc
étre faite également. Ainsi de la méme maniére que I'on pepbser les déplacements, nous pouvons imposer
la température comme condition aux limites, et de la mémearanue I'on peut imposer le vecteur contrainte
(tenseur contracté avec la normale a la surface) on peutsienpe flux de chaleur contracté avec la normale a la
surface.

Cependant la température a un double réle, celui de déptatezhcelui de potentiel scalaire. Cela est du au
fait de la faible dimension du probléme. Il est remarquaklgendant que la dépendance temporelle (variable
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et vitesse de rotation) des probléemes thermiques font de ce potentiel une fonoborharmonique. Si le corps
est immobile et en régime stationnaire (on parle plut6t aildare pour un probléme d’élasticité), alors I'analogie
avec le probléme d’élasticité s'étend a I'harmonicité dteptiel, comme on peut le voir a I'équation (3.17)

3.6. Compléments

3.6.1. Dans un domaine élastique simplement connexe

Cette section reprend la démonstration trés classiquesditaé(3.1) énoncé au début de ce chapitre, et pourra
étre passée rapidement. Ce complément est inséré dangediotexte et non dans les annexes, pour que les
lecteurs peu familiers de I'analyse complexe puissent/&oles outils essentiels de la théorie des potentiels avant
de lire I'utilisation que nous en faisons au chapitre 4. dsi’cependant pas nécessaire de s’attarder sur ces pages.

Résoudre un probléme d’élasticité linéaire isotrope sulamaine d’élasticité2 (ou I'on néglige les forces
de volume et d'inerties) revient a trouver I'unique coupéeathampsd ,€) de contrainte et déformation, vérifiant
des conditions en déplacemaertt sur une partie de la frontié$), et en vecteur contraintE? sur le restant de
la frontieéreo(),, et vérifiant le systéeme d'équations suivant :

div(g)=0 Equation d’équilibre

o= M\r(e).1+2ue Loi de comportement isotrope

e=3(V(u)+' ¥V (u)) Equation de compatibilité (3.25)
(z,y,2) € 00, u(z,y) = ug(z,y) Conditions aux limites en déplacement

(z,y,2) € 00y, on =Ty(z,y) Conditions aux limites en contraintes

Si I'on travaille en déformation plane le tenseur des dé&droms vérifie :
€pz = €y =€, =0 (3.26)
La loi de comportement isotrope devient alors :

Ozz = (A + 20)€zs + Aeyy A\
Oyy = Mgz + (A +20)eyy =04, =

) (Opa + Oyy) (3.27)
Opy = 2Ui€ay

2N+

En revanche si I'on travaille en contraintes planes le t@ndes contraintes de Cauchy vérifie :

Orz = Oyz = Ozz = 0 (328)

Et la loi de comportementimpose :

Oze = (A +21)€gz + Aeyy +€22) A\

oyy = (A +2u)eyy + Mezz +€22) = €2 = T2 (€xz + €yy) (3.29)

02z = (A +20)€2, + Megs + €yy) H

21\
D’oll en posani™* = AT
A+2u

Ogxx = ()\* + 2,“/)611 + )\*ny
Oyy = AN¥ezq + (A* +21)€y, (3.30)
Opy = 2li€qy

Les sytemes (3.27) et (3.30) ont exactement la méme steyetmsi résoudre un probléme en déformations planes
ou en contraintes planes revient a résoudre les mémes @gjatisuffit de considérex en déformations planes
et \* en contraintes planes.

Nous introduisons quelques concepts bien connus des matilgées qui sont au coeur de la démonstration
du résultat de Muskhelishvili (1977).
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Définition 14 En dimension 2, une forme linéaire est une applicaffotinéaire deR? dansR. L'espace des
formes linéaires est engendré par :

du - R? - R
v (h1,h2) -

dy - R? - R
v (h1,h2) - hy

Définition 15 Soit() un ouvert deR?, on appelle forme différentielle de clasgetoute application de classg®
de(2 dans I'espace des formes linéaitgselle que :

) { R? - F

| (@y) - Plz,y)dr +Q(z,y)dy

ol P(z,y) etQ(z,y) sont de class€*

Définition 16 Soit f une application de classg® de () (ouvert deR?) dansC. On appelle différentielle d¢ la
forme différentielle :
af of

df = %d:p + a—ydy

Nous énoncons le Lemme de Poincaré qui sera le point de dp#tdémonstration, car il permet de justifier
I'existence du potentiel d’Airy :

Théoréme 6 Si{) est un ouvert simplement connexe@et w(z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy une forme diffé-
rentielle de classé€’ telle que :

or _ 09
dy oz
Alors w dérive d’un potentiel, c’est-a-dire qu'’il existe une faoat f (x, y) de€) de class&? telle que :
w = df
ou of of
P(EE,y) = 6_ etQ(m,y) = A
x oy

Un ouvert simplement connexe se comprend comme un ouvereger{en un seul morceau) sans trou. La figure
3.1 représente un ouvert simplement connexe et un ouveringriement connexe.

Ouvert non simplement connexe Ouvert simplement connexe

FIGURE 3.1 — Ouvert simplement connexe

Nous définissons les deux formes différentielles suivantes

w1 (I’,y) = _Uwydx + Uzzdy
3.31
{ w2(x7y) = O-yydw - Uzydy ( )

L'équation d’équilibre devient en déformations ou en cainttes planes :

002w | 00y _0 et 005y  00yy

ox oy ox oy =0 (3.32)
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Ainsi d’apres le Lemme de Poincag etw- dérivent de potentield et B :

B B
dB = a—dx + a—dy = —0ydT + 0y dy
oA A (3.33)
A= 6_xd$ + a—ydy = Oyydr — oyydy
De plus nous avons :
0B 0A
= == 3.34
ox oy ( )
Ainsi d'aprés le Lemme de Poincarkix + Bdy dérive d’'un potentiel :
dU = a—de + a—Udy = Adx + Bdy (3.35)
ox oy
D’ou I'existence dupotentiel en contraintes d’Airy défini par :
02U 02U 0*U
_ - _ = 3.36
Toa 0y? Toy 0xdy vy T Pp2 ( )

Ce résultat est essentiel dans la mesure ou I'existencetdlymotentiel est assuré, la recherche de solutions
analytiques portera sur le potentiel lui-méme et non suctesnps de contrainte ou de déplacement. Nous dé-
montrons des propriétés fortes du potentiel d’'Airy, afin gete recherche de solution soit la plus ciblée possible.
Nous avons I'equation de Navier, qui n’est rien d’autre daguation d’équilibre, ou I'on a réinjecté la loi de
comportement et I'équation de compatibilité :

2 2
0%ug 0%y

o

2 2
(A+u>(M+M)+my:o

D
V)
D
8
D

(3.37)

63u:,3 63uy Oy
A+ 1) ( 55 630269) +“A_x =0

Puy  Puy ou
- T AL —
()\+'u)<6y3+6x6y>+'u 0

(3.38)

En sommant les deux équations et en remarquant que les temiasteurs dé\ + ) sont des dérivée en et
eny de Laplaciens respectivement dg et u,, puis en intervertissant les Laplaciens avec les dériafinous
obtenons I'équation de Beltrami-Michell :

Ouy  Ouy)
A ( Lt a_y> =0 (3.39)

Par ailleurs, en écrivant la loi de comportement dans ldgjleetenseur des déformations est écrit en fonction des
déplacements via I'équation de compatibilité nous obtenon

Gun + Tyy = 20\ + 1) (‘Zj” + %) (3.40)
D'ou:
A(Cag + 0yy) =0 (3.41)

Or il suit immédiatement de la définition du potentiel d’Airy(3.36) que :

AU = Ogx + O (342)
vy
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Ainsi grace a (3.41) nous avons le résultat fondamentalgpetentiel d’Airy est bi-harmonique, soit :
AAU =0 (3.43)

Nous avons vu au chapitre 2 des fonctions bi-harmoniquesatu pPétude de certains problémes est ainsi aisée
par la recherche directe d'un potentiel d’Airy bi-harmamgomme série de ces fonctions (2.76). Cependant les
outils d'analyse complexe, le lien entre I'harmonicitémeupart et I'holomorphie d’autre part, ainsi que la réso-
lution d’équations intégrales complexes a noyau singplieposée par Muskhelishvili (1953) et Vekua (1964),
conduisent a considérer un changement de variable complexer + iy pour profiter de ces puissants outils.
Nous avons donc pour toute fonctigfw, y) du planR? une fonction associéﬁ(z, Z) (le symbole tilde sera omis
par la suite pour des raisons de lisibilité) du plan compiéxelle que :

z2+zZ z—7% ~
faw =1 (52557 ) =) (3.49)
Nous obtenons grace a un calcul différentiel simple :
0f(z2) _10f(x,y) i df(z,y)
07(=2) _ 10f(a.y) i 0f(x.y)
0z 2 Ox 2 Oy

En considéranf (z,y) = = + iy et f(x,y) = x — 4y il apparait que: etz sont a entendre comme des variables
indépendantes au sens de cette dérivation (3.45). Parraiteus définissons les formes différentielles complexes
a partir de la base de forme différentielle réelfesetdy :

Définition 17 L'espace des formes linéaires @adansC est engendré par les deux formes linéaire suivantes :
dz = dx +idy| dz = dx — idy (3.46)
Par ailleurs nous avons besoin de définir une forme diffé@mtomplexe d’une fonction.

Définition 18 Soit f une application de classg* de) (ouvert deR? assimilé aC) dansC. On appelle différen-
tielle complexe d¢ la forme différentielle :
_of L Of
df = 6zdz+ azdz
Léquation de Laplace (2.61) dai®$ définie au chapitre 2 devient pour le double Laplacien duristed’ Airy :
U 64_U U

AAU = — +

oxt Oyt + 0x20y? (3.47)

Cependant en considérant le changement de variable eatire(3.45) on obtient dans le corps des complexes :

4
AAU = 16% (3.48)

On introduit I'outil majeur de la résolution des problémé&sassticité plans isotropes, la notion d’holomorphie.

Définition 19 On dit qu’une fonctiory (z) de2 c C a valeurs dan€ est holomorphe si et seulement si elle est
de classe’! sur (2, et si pour tout: € 2 la différentielle complexe dg s'écrit sous la forme :
of
df =z a(2)dz & P 0 (3.49)
z
Les exemples types de fonctions holomorphesssontz — 2™ et surC* z — 1/2", avecn € N.
Il est aisé de constater que fiz) est une fonction holomorphe, alors sa partie réelle et séeparaginaire
sont des fonctions harmoniques®é dansR. Il existe une sorte de réciprogue, il s’agit du deuxiémetége
fondamental que nous utilisons : le théoréme du conjuguédaique.
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Théoréme 7 SoitQ un ouvert simplement connexe&#é assimilé aC et soit P une fonction harmonique de
dansR. Alors, il existe une fonction harmoniqaede (2 dansR telle quef = P + i@ est holomorphe sur.

Pour utiliser ce dernier résultat, nous considérons lerpieled’Airy U bi-harmonique, et nous introduisons le
potentiel auxiliaire harmonique défini par :
P=AU (3.50)

D’apres le théoréme du conjugué harmonique il existe urequdtentiell) harmonique tel qug(z) = P + iQ
est holomorphe su. Par ailleurs les fonctions holomorphes sont de cléd$set admettent des primitives sur les
ouverts simplement connexes, nous avons en particuliésldtat suivant :

Théoréme 8 Soit(2 est un ouvert simplement connexellet soit f(z) une fonction holomorphe sut. Alors, il
existe une fonction holomorpligz) sur (2 telle que

(au sens de la limite du taux d’accroissement)

On noteF'(z) = r f()d¢

Grace a ce théoréme nous introduisons la primitive holotmeypz) de la fonction holomorphé(z) divisée par
quatre :

1 z
6:) = 7 | £(0)d6 = Reto(2) + ilm(6(2) (351)
Du fait de I'holomorphie de)(z) on a de maniére triviale :
0 1/0 .0 .
ﬁ_f =3 a—i—z&—i = —(P+1iQ)
06 1[06 .00 i (3.52)
oz 2\ex o)
D’ou en identifiant les parties réelles et imaginaires :
oRe(¢) _dm(¢) _ 1, _ Ay
0Re(g) _ dim(g) _ 1, |
B oy  ox 4

Ainsi, nous avons intégré le potentiB| mais il s’agit de résoudre un double Laplacien, il conviimtégrer de
nouveau. Nous posons pour cela le potentiel défini @ans

p(z,y) = U — Re(¢)z — Im(¢)y (3.54)
Un bref calcul de Laplacien donne :
A(Re(@)r) = rARe(9)) +27 D _ Lp
amig) 1 (3.55)

A(Im(¢)y) = yA(Im(¢)) + 2 5 = 5P
On obtient donc en se rapelant g\&/ = P :
Ap= AU =3P = 5P =0 (3.56)

Ainsi p(z,y) est harmonique, d’aprés le théoréme du conjugué harmothiepiste¢(z, y) harmonique d€) dans
R telle que&(z) = p + iq est holomorphe sur. Nous avons donc :

p = Re(€(2))
{ ¢ =Im((2)) (3:57)
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Ainsi en réécrivant/ grace a (3.54) et en tenant compte de (3.57)on a:

U = Re({(2)) + Re(¢(2))x + Im(¢(2))y (3.58)

Nous avons finalement le résultat en complexes :

U = Re(€(2) +70(2)) = 5 (&) +26(2) + 22 + 26(2)) (3.59)

Le potentiel d’Airy s’exprime donc comme la partie réelleé combinaison de potentiels holomorphes (avec un
z). Pour achever la démonstration il convient de remarguenqombinant I'équation d’équilibre et la définition
du potentiel d’Airy (3.36) en fonction des contraintes otiet :

2
, 2
Oty o0°U A42u

y—r = - 4L "7
Quy _ U A2 g '
By = 02 T 20+ p)
Grace a la premiére ligne de (3.53) on a immédiatement :
Oty ?U  2(\ +2u) ORe(9)
2u =—-—=-+
Juy _62_U 2(A +2p) 0lm(¢) ’
a oy  0y? A p Oy
Gréace a une intégration directe on a :
ou  2(A+2
oputy = 00 4+ 2 W ety 4 1)
S0 200 o) (3.62)
2puy = o T ————m(¢) + fa(x)

A+

En dérivantu, pary etu, parz et en sommantles deux équations, il vient gug (y) = f5(x) = co € R (il faut
tenir compte de la loi de comportement pour le terme de gaehg = o, de la définition du potentiel d’Airy
(3.36) et de la seconde équation de (3.53)) . Affasiy) = —coy + ¢1 et fa(x) = coz + co. Ceci correspond a des
mouvements de corps rigide que nous annulons.
Ainsi on écrit le vecteur déplacement sous la forme :
oU  2(A+2u)

2p(ug +iuy) = —2— +

p= Nt (2) (3.63)

Il convient d'identifier le termedU /0z, pour cela nous devons dériver par rappokt Béquation (3.59). Nous
tenons compte du théoréme suivant :

Théoréme 9 Si f(z) est une fonction holomorphe, alors il existe une fonctioti-holomorphey(z) (méme dé-
finition gu’une fonction holomorphe mais en intervertigsaret z) telle queg(z) = f(z). Par la suite on ne
distingue plusf etg et on écrira directement par abus de notation :

f@) = 1(2)
Ainsi nous avons : o
24 =9(:) +€(2) +20/(2) (3.64)
On pose la fonction holomorphg z) suivante :
P(z) =¢€'(2) (3.65)

Donc: L
2z + iuy) = Ké(z) —p(2) — 20/ (2) (3.66)
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3 —4v Déformations planes
_ At (3.67)

T AN+u 3 — .
Atp Contraintes planes

1+v

Par ailleurs la définition du potentiel d’Airy (3.36) nousthe directement la trace et le déviateur des contraintes :

U
(3.68)
. o0°U
Oyy — Ogz + 210,y = 4@
En reprenant I'expression (3.59) nous obtenons :
0oz + oy = 2(¢(2) + ¢'(2))
(3.69)

Oyy — Oza + 2104y = 2(¢'(2) +Z¢" (2))

Nous exprimons également le résultat final pour un domaimsgtigLie simplement connexe en coordonnées po-
laires :

Orpr + 099 = 2 (¢I(z) +W)
009 — Oy + 200,09 = 22 (Eqb"(z) + 1//(2)) (3.70)

2u(uy + iug) = e (k(2) — 29/ (2) — ¥(=))

Ainsi trouver la solution d’un probléme d’élasticité plasetrope revient a identifier deux potentiels holomorphes
sur le domaine élastique considéré, qui vérifient les canditaux limites. Cette approche est particulierement
puissante, car les fonctions holomorphes ont de trés b@ropsiétés de régularité, ainsi nous avons :

Théoréme 10 Soit f(z) une fonction holomorphe sur un ouvélt alors f(z) est dérivable suf?, au sens de la
limite du taux d’accroissement :
fl(z()) _ lim f(Z) - f(Z())

|z—2z0|—>0 Z— 20

Les régles de dérivation restent inchangées par rapportesuréel. Par ailleurs la dérivabilité au sens complexe
est beaucoup plus forte qu'au sens réel, elle implique notant que la fonction est infiniment dérivable sur
'ouvert ©2, et qu’elle est analytique en tout point dk c’est-a-dire que quelque soiy dans il existe un
voisinagel;, dezy contenu dan$) tel que :

£0 (n)
Ve Vo, 72) = 3} T oy
n=0 ’

Ceci estillustré dans la Figure suivante :

Développable en série entiére autour de z,
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De plus a l'infini toute fonction holomorphe admet un dévpkrpent asymptotique en série de Laurent{&n

et(1/z"))

Il existe une maniére particulierement élégante de véhdgeconditions aux limites qu’elles soient en déplacement
ou en vecteur contrainte, bien que celle-ci ne soit pas @&@dans ces pages, en effet cela serait fastidieux
d’autant plus qu’une alternative beaucoup plus simpledligppement en série entiére) dans le cas d’'un cylindre
est utilisée a la place. Néanmoins nous citons le princippa® en détail par Lu (1995)), il s'agit d’écrire les
potentiels holomorphes sous formes d'intégrales a noymuber du type de Cauchy, soit :

1 t
L[ ey
2im Jogqgt—2

¢(2) a7
i -, 3.71
b= [ Mg L[ WO,

2w Joqt—2 2 olt—=z2

Larésolution d’équations intégrales singulieres dévedms par Muskhelishvili (1953) et Vekua (1964) est utilisée
comme un puissant outil pour la recherche de solutions dgaés.

3.6.2. Dans un domaine élastique connexe

Nous considérons a présent le cas d’'un domaine élastiqmexeymais non-simplement connexe, c’est-a-dire
gu’il a des trous. Nous ne développons pas les équationscdares, I'idée principale est de couper le domaine
de sorte qu'il n"ait plus de trous, pour justifier I'existendu potentiel d’Airy (car le lemme de Poincaré nécessite
cette condition), comme le montre la Figure suivante :

Connexe avec trous Simplement connexe avec discontinuité

Par ailleurs le théoréme de primitive fait intervenir degdiithmes :

Théoréme 11 Si©2 un ouvert connexe (non simplement connexe &vious" d’origine z; avecj € {1;...; k}) et
si f(z) est une fonction holomorphe st alors il existe une fonction holomorptgz) sur2 et il existey; € C
avecj € {1,...,k} telsque:

z k
f FOdC = F2) + 3y In(z — 25)

J=1

De cette maniére on démontre (cf Lu (1995)) que le résultdapbsur les contraintes n’est pas modifi€, mais qu'il
faut considérer des logarithmes complexes pour les dépkes, qui ne dépendent que de la résultante des efforts
appliqués au bord de chaque trou. Il est a noter que les tbgas complexes sont des fonctions multi-valuées
(et donc non-holomorphes). Cela est cohérent avec le fancanalyse réelle, la présence de trous autorise des
solutions bi-harmoniques faisant intervenir des loganik.



CHAPITRE IV

EVALUATION DES CONTRAINTES DE CONTACT

Ce chapitre est une adaptation d’'un article publié dans daliof Materials Processing Technology
(Weisz-Patrault et al. (2011)). Il s’agit de la premiére dipption industrielle des méthodes présen-
tées aux chapitres 2 et 3. La connaissance des contraintesmtact entre le cylindre de travail et
la tble devient critique pour le laminage moderne a grandesge. Dans ce chapitre, une méthode
inverse analytique est développée pour déterminer legtefie contact dans 'emprise en mesurant
le tenseur des contraintes, grace a des fibres optiques, @oiaha I'intérieur du cylindre. Contrai-
rement a de nombreuses méthodes inverses, aucune inveesioatrice n'est nécessaire, car I'angle
de contact étant extrémement réduit nous serions condudissamatrices mal conditionnées. Les
méthodes itératives ne sont pas non plus étudiées parceapiteohps de calculs trés faibles sont
recherchés. Cette approche utilise la théorie de I'élasticsotrope développée dans le chapitre 3,
sous I'hypothése que le probléme est isotherme et plan.luticorepose sur des développements en
séries entieres de fonctions holomorphes. D'autre pastiéenps de calcul sont étudiés pour optimi-
ser rapidement les parametres industriels pendant le ptéce laminage, dans I'idée d’'une future
boucle d’asservissement. Des simulations de laminage @d;l#afroid et de skinpass (finitions) sont
empruntées a la littérature pour démontrer la précision detésente méthode et la faisabilité de
ce nouveau type de capteurs inverses, en prenant en conspterigraintes technologiques du sys-
teme de mesure par fibres optiques (par exemple la fréquéacquisition ou la profondeur limite
d’insertion du capteur).

4.1. Introduction

4.1.1. Principes

Le laminage moderne combine des vitesses de rotation puées, des taux de réduction de I'épaisseur du
produit plus importants, des nuances d'acier plus dures &blds plus fines (pouvant aller a quelques centaines
de microns). Ainsi, pour assurer la qualité du produit, ipalierement en termes de constance de I'épaisseur,
de bonne planéité et d'absence de défauts de surface, laissance des frottements et de la lubrification dans
'emprise devient essentielle. Le contact entre la bande eylindre de travail est le lieu de cisaillements, de
pressions normales et de conditions de lubrification inasn@uelques modéles, qui caractérisent l'interface,
en prenant en compte la lubrification ont été proposés cesedes années par Montmitonnet et al. (2007) mais
nécessitent encore une validation expérimentale. D'aqudrg trés peu d’'informations contrélant la qualité du
produit sont accessibles pendant le procédé, ainsi la ssamce des efforts de contact en temps réel serait
une avancée technologique majeure permettant I'optiroisaes parameétres de laminage (tels que la force de
laminage, la lubrification, le taux de refroidissement ooaga la vitesse) via une boucle d'asservissement.

Des capteurs offrent déja la possibilité de mesurer lesamtés dans I'emprise. Un grand nombre de cher-
cheurs, comme par exemple Jeswiet and Rice (1982) ou pleisiréent Liu et al. (2002) et Andersen et al. (2001),
ont utilisé des capteurs a aiguille (directement implastisns le contact). Cependant comme nous I'avons précisé
en introduction, la présence de I'aiguille perturbe logsat le contact, les écoulements respectifs du métal et du
lubrifiant sont modifiés. Par ailleurs des marques impoetagont visibles sur le produit (dues au frottement de
l'aiguille), une utilisation industrielle est donc impdsg. Plus récemment, Lagergren et al. (2006) a développé
un capteur beaucoup plus large que la longueur de I'emBis® capteur peut permettre de dépasser la difficulté
de la perturbation des conditions de frottement, le probldes marques sur le produit n’est pas résolu.

37
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Ainsi une méthode inverse est nécessaire. Stelson (1988n&rédque la déformation élastique du cylindre
permet d’évaluer les efforts de contact dans I'emprise @sure est faite sous la surface du cylindre). Parmi
guelques contributions numériques nous pouvons mentidameéthode itérative par éléments finis développée
par Schnur and Zabaras (1990). Le travail est adaptableoate forme plane avec des capteurs insérés sous
la surface. Une application au laminage & chaud avec desticosdrés favorables montre un faible niveau de
précision. Une méthode itérative alternative, par élémeetfrontieres a été proposée par Bezerra and Saigal
(1995). Les mémes conditions de laminage sont analyséesiagemeilleure précision, cependant les temps de
calcul restent longs. Le développement de ce nouveau typagleur vise a une exploitation en temps réel. Donc,
les schémas itératifs sont écartés. De plus, une approchélé@ments finis, ou tout autre approche fondée sur
l'inversion d’une grande matrice représentant la reldiiodnire entre les déformations mesurées et les contginte
de contact, seraitimprécise, voire impossible. En effafjprise a une longueur trés réduite et les matrices seraien
alors mal conditionnées car les angles impliqués seraieptproches les uns des autres. Par conséquent, le
probléme classique, ou de petites erreurs de mesures sentlai de trés importantes variations de la solution,
invalide complétement cette possibilité. Pour éviter agbfrme, Meierhofer and Stelson (1987) ont proposé une
méthode analytique fondée sur I'hypothése que pendantwiids conditions dans I'emprise ne changent pas
(régime permanent tour par tour). Il est donc possible deureede tenseur des déformations (converties en
contraintes par la loi de comportementisotrope) en un ainsg le cylindre et d’obtenir tout un cercle de mesures
grace a la rotation du cylindre. De ce fait nous pouvons ageésde résoudre le probleme dans le sous-domaine
constitué du disque de raydsy,, (rayon de mesure) et d’étendre la solution par continuité leesurface et en
particulier dans I'emprise, comme nous 'avons déja indign introduction. Cependant, le travail de Meierhofer
and Stelson (1987) repose d’une part sur une formulaticstiélee assez lourde du potentiel d’Airy en séries
de fonctions bi-harmoniques réelles (cf. chapitre 2) a@lapiour les probléemes de couronnes, et d’autre part
sur un développement en série de Fourier des contraintesréess Enfin 'identification des coefficients des
deux séries est nécessaire. Cependant pour obtenir suffesaind’équations les auteurs ont utilisé des mesures
a deux positions radiales différentes, définissant ainsk dercles concentriques de mesure. D’un point de vue
technologique 'insertion d’un capteur mesurant les @intes a deux positions radiales différentes est beaucoup
plus difficile & concevoir qu’un capteur simple. De plus,eEaup d’'inversions de matrices d’identification (bien
conditionnées si les deux rayons de mesures sont suffisainaiiséncts) sont requises.

Trés récemment, Legrand et al. (2010) a implémenté nungmgat cette méthode et a évalué son efficacité
sur différentes simulations de laminage. Les auteurs aoext que, pour des conditions industrielles normales,
la méthode développée par Meierhofer and Stelson (1987lasvement précise mais difficilement utilisable en
raison des temps de calculs trés importants.

4.1.2. Fibres optiques

Dans ce chapitre, une approche analytique similaire ad'générale de Meierhofer and Stelson (1987) est
construite. Le tenseur de déformation (donc de contrgimgtsmesuré en un seul point du cylindre (une seule
position radiale, au lieu de deux). Cette différence esid'des principales améliorations apportées par cette
contribution, car I'aspect technologique s’en trouve gement simplifié. Les mesures sur tout le cercle sont ob-
tenues grace a la rotation du cylindre de travail. Conceifearapteur local de déformation lui-méme, Meierhofer
and Stelson (1987) ont utilisé des jauges de déformatid@eosur I'extrémité plate d’un petit cylindre de labora-
toire. Cependant, cette technique n’est pas recommandédgsccylindres industriels parce qu'ils sont beaucoup
plus larges que le produit, ainsi nous ne mesurerions augnalsdu fait qu’a son extrémité le cylindre n’est pas
en contact avec la bande. Des fibres optiques sont considéaés cette étude. La mesure repose sur le principe
des réseaux de Bragg, qui donnent les déformations localessgprétant les longueurs d’onde réfléchies comme
cela est rappelé par Ferdinand et al. (2009). Les fibreswgtijmsérées dans un trou trés fin font I'objet d'une
étude technologique dans le cadre du projet européen RFBPORL. Apres I'insertion du capteur, la surface du
cylindre est rectifiée (ou polie de nouveau) pour éviterg¢guarque sur le produit.

4.1.3. Approche mathématique

Le probléme sur le sous domaine défini par le cercle de mestiréslu analytiquement. Puis, la solution
est étendue par continuité vers la surface pour exhibeolesaintes de contact dans I'emprise. Pour cela, nous
devons utiliser les équations de I'élasticité plane poumnatériau isotrope sous condition isotherme, développées
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par Muskhelishvili (1977) et exposées en détail au chaBitte formalisme complexe permet un développement
trés simple des fonctions holomorphes a déterminer enssénigieres. Par ailleurs, une technique pour rendre le
calcul aussi rapide que possible est exposée. Ainsi, ledelmpalcul a été considérablement réduit pour atteindre
une utilisation en temps réel de ce nouveau type de captauersses.

Dans ce chapitre tous les résultats sont dérivés de simuogaties conditions industrielles données par Le-
grand et al. (2010) sont reprises : laminage a chaud, a ftaidralitions de skinpass (laminage a froid de finition
sur épaisseurs trés faibles). Ainsi, les mesures au rayema sont simulées par un calcul direct (cette étape
remplace de réelles mesures qui doivent étre faites pasfdpiques) et les contraintes de contact sont déduites
de la méthode inverse. Une comparaison entre les consgintacrites en surface et I'estimation des contraintes
reconstruites par méthode inverse permet d’'évaluer lat§udd la méthode. Il apparait que la présente solution
inverse est beaucoup plus précise que celle développée @arhdfer and Stelson (1987). En outre, Legrand
et al. (2010) conclue que le cas extréme du skinpass ne peétigareconstruit du fait de la longueur de contact
trop restreinte et des gradients de contraintes trop él&résevanche la méthode exposée dans ce chapitre est
satisfaisante méme pour de telles conditions.

Toutes les notations sont listées dans le tableau 4.1.

TABLE 4.1 — Nomenclature

R, Rayon externe du cylindre € Erreur de reconstruction o(.) Contraintes

R,  Rayonde mesure des contraintesV,,,, ~Gradient max du signal d'entrée || o(") Contraintes mesurées
r Position radiale Imex  Maxde la norme du signal d’entrde af’__) Contraintes prescrites
0 Position angulaire 0 Angle de 'emprise ag Coefficients a calcule

N, Nombre de points d'interpolation z Variable complexe b Coefficients a calcule

Ny, Nombre de points de mesure d Potentiel holomorphe M,  Matrice

N; Nombre de troncature \ Potentiel holomorphe M,  Matrice

Nin, Nombre d’'inversions de matrices (..) rr, rd ou 6o Ms  Matrice

Capteur a >
fibres optiques

Produit ———> t/

FIGURE 4.1 — Mesure des contraintes
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4.2. Analyse inverse

Le rayon, ou sont mesurées les contraintesRgs{m signifiant mesure) et le rayon du cylindre &st> R,,
(s signifiant surface). Les contraintes mesurées sont nefées’ etoyy. Quelque soit € C, nous rappelons
les équations de I'élasticité isotrope et isotherme dopaé#luskhelishvili (1977) :

Orr + 09 = 2 (‘I’(Z) + ‘1’(2)) (4.1)
—0rr + 099 + 2i07'9 = 2€2i0 (\I](Z) + E(I)I(Z)) .

ou ®(z) et U(z) sont des fonctions holomorphes inconnues définies surealistjue de rayo®,. Nous avons

précisé au chapitre 3, que mathématiquement ces fonctiomasalytiques donc développables en séries entiéres
sur un disque. Ainsi quelque saite D(R;) (le disque de rayoR;) :

+o0
D(z) = Z aj 2"
k=0

+o0
U(z) = Z b, 2* (4.2)
k=0

Pour manipuler des coefficients sans dimension nous insods les quantités suivantes :
= REal. | by = RE Y, 4.3)
ak m@ k mYk :

En combinant (4.1), (4.2) et (4.3), les contraintes peus@atire en fonction dey, etby, :

+0 k
orr(r,0) + ope(r,0) =2 Z (RL> (are™® + e *0)
k=0 N\ (4.4)

+o0 k
—0pr (1, 0) + 099(1,0) + 2icrg(r,0) =2 Z (RL> (bpe!F+0 4 kayet?)
k=0 N

Il suffit de déterminem; et b, pour résoudre complétement le probleme. En effet, en canbies équations
(4.4) évaluée en = R;, les contraintes de surface sont obtenues.

Pa ailleurs, les familles;, etb; sont calculées en intégrant les contraintes mesurées an i@grne par les
formules suivantes (le second systéme s’obtient en syasirées deux équations de (4.4)) :

27 1 27
a0 =g | (o +o6s)db a=qo | ond
Vken* Vkent
aFﬁ Oﬂwdﬂ < ak:% Oww(w (4.5)
Vk e N Vk e N
\ br = ﬁ 02” i :i(i%?z; 2iory do — (k + 2)ak42 \ by = —% fw 2+ Z{?ﬁ&ika% do

Le second systéeme correspondant & I'écriture du vectedrainte et peut paraitre plus intéressant car il ne fait
pas intervenir la composam@ du tenseur des contraintes. Mais en tous les cas, pour méssicomposantes:
etrd, trois directions de fibres sont & considérer (chaque fibsumneaune déformation axiale). Les formulations
sont rigoureusement équivalentes et donnent les mémeétatssu

4.3. Précision et temps de calcul

La point central de toute la méthode est la qualité atteioter pe calcul des intégrales (4.5). Une petite
erreur numerique sut; ou by est multipliée au moins pe(le/Rm)k, qui augmente jusqu’a ce que la solution
diverge. Nous comprenons cela comme la manifestation tgdaile probléeme est mal posé. Pour éviter de tels
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écueils, nous devons tronquer les sommes. Ainsi, plus tégrales seront calculées avec précision et plus le
développement en série pourra étre poursuivit a des indlegés, et plus la solution sera précise.

Pour calculer les intégrales, beaucoup de points de mesomésécessaires. Cependant la fréquence d’'acqui-
sition du systeme a fibres optiques est encore assez faible(dre de quelques kHz) du fait du temps d'interpreé-
tation des longueurs d’ondes qui sont consultées les umes ks autres, d’ou, un nombre de points assez limité.
Une maniére efficace de calculer pratiquement les intég)(4l8) (temps de calcul trés courts et bonne précision)
est d'interpoler le signal d’entrée avec des fonctions qués (spline). Le nombre de points d'interpolation est
noté N, (ou s signifie spline). Le choix dé&V,; est un compromis entre la précision et le temps de calcurteri
polation en spline améliore considérablement la qualitéignal entrant. Les intégrations (4.5) sont comme des
coefficients de Fourier, et une maniére classique et tresaeffide calculer ce genre d’intégrale est d'utiliser les
transformées de Fourier rapides (fft, fast fourier trarmafip qui calculent la somme de Riemann de Na(qui
converge lorsqué’,; devient grand) vers la valeur de I'intégrale. Cette techaig été mentionnée au chapitre 2.

Plus précisément , si est le signal d’entrée représenté comme un vecteur coloatsil Ny, la fft calcule
le vecteur également de taillé; suivant (| < k < N;):

1 1 (& gim (m=1)(E=1) L i(k
1 _ 1 —oi (1) 4 —i(k—1)60
N fft(o) N, (Z o(k)e " > No—+m0 (27TJ; o(6)e d9> (46)

m=1

Donc, I'extraction des coefficients, et by, peut étre effectuées comme suit :

- 1
ag ~ ffit(o)). + ogp)1 o1 Ht (5™
4N, a0 = 5o t(om)
*
VkeN Vk € N*
~ fit (o 00 1 :
{ ag 9N, (Ur'r + 0’96)k+1 - ap ~ F [m(an)k_‘rl + zf’ft(a%)k+1] (4.7)
Vk e Nl Vi e N
by ~ —fft(—o 0+ 210k 1 .
o g M £l 20| L (24 R0+ AT (07 )]
L —(k + 2)agso Ny s

Le nombre d’'intégrales a calculer est identique pour lexdeumulations, dans le premier cas nous calculons
deux fft portant sur la trace et le déviateur des contrajutass le second nous calculons deux fft portant directe-
ment sur les pressions normales et les cisaillements.

Le tableau 4.2 liste les temps correspondant aux calculd/desefficientsy, etb, (etincluantl'interpolation
du signal d’entrée) pour différentes valeurside Il s’agit en fait de temps strictement proportionnel§a Tous
les temps de calcul sont obtenus pour un quadcore 2.8 GHnlesdemps affichés par Scilab 5.3 . De plus, un
programme écrit dans un langage compilé peut réduire lgsgeim calcul. Dans la suite, le paramétieest fixé
a 100 000. Ce choix est un compromis, que nous discutons atlarsd.6.

TABLE 4.2 — Temps de calcul

Ny Temps de calcul (s
20 000 0.01
60 000 0.03
100 000 0.06
200 000 0.12

La formule (4.4), évaluée eR,, est une déconvolution et peut étre calculée par une tranéfode Fourier in-
verse (inverse fast Fourier transform). Cependant, latfomdfft n’offre pas le choix des points de reconstruction.
Parce que cette reconstruction a la surface n’est vouluéap®'emprise, la déconvolution est calculée comme
suit. La formule (4.4) est écrite sous forme matriciellenDgsi la reconstruction est faite poiy. (r signifiant
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reconstruction) points situés dans I'emprise et néjég € [1, N,]) et sile nombre de termes conservés dans la
somme est notd/; (¢ signifiant troncature), alors on a (en notant en gras leguesissus des quantités indicées
du méme nom, tous les vecteurs sont définis sur I'exemaptea;, pour (k € [1, N¢])) :

o.r(Rs,0) +099(Rs,0) = My.a + M,.a

(4.8)
07'7'(R87 0) + 099(R87 0) + 2'5'0'7'0(Rs; 0) = M>.b + Ms.a
ou (]a k) € [[]‘5NTH x [[LNtH :
( k
M =2 (RS ) exp(z’kz@-))
Ry,
R k
MQ,j,k =2 (RS ) eXp(Z(k + 2)9])> (49)
R k
Ms =2 (RS ) k:exp(z‘k@))

Le tableau 4.2 donne les temps de calcul pp@t b. Un aspect trés intéressant en écrivant (4.4) sous forme
matricielle est que les matricég,, M, et M3 peuvent étre évaluées avant le procédé et stockées danibline b
theque numérique. Le calcul purement on-line est doncdimitx produits de matrices impliqués dans (4.8) et
surtout au calcul des fft des signaux entrants. Cette litgigue peut contenir différentes versions des matrices,
correspondant a différentes valeursieet N;. Le temps de calcul des produits dans (4.8) pSLIr= 55, ce qui
parait suffisant pour I'interprétation industrielle, eéghgeable (0.002 s) devant le temps des fft.

4.4. Erreur de reconstruction

Pour valider la solution, nous considérons des simulationgrocédé de laminage, que nous détaillerons par
la suite. Ces simulations fournissent les contraintes déacbque nous prescrivons a la surface du cylindre, no-
téeSO’f”) (9) (oup signifie prescrites et o{l.) désigner our6). Un simple calcul élastique donne les contraintes
au rayonR,, (notée&r?j)), qui constituent les données d’entrée de la méthode iev&ns exploitant ces der-
niéres, nous reconstruisons les contraintes de contastli@anprise, notées (R, ¢). Pour évaluer la qualité

de la reconstruction, une erreur quantifiée est introdlieets utilisons la distance relative (en norme 2) entre les
contraintes reconstruites issues du calcul inverse etletsaintes prescrites en surface :

52 (o) (8.0) — o7 (0)] a0

o7 (9)]2(19

o |9

€(..) = 100 (4.10)

4.5. Critére de troncature

Lefficacité de la méthode repose sur les intégrations (£6mme nous I'avons précisé, une petite erreur
(inévitable) est multipliée au moins p@Rs/Rm)k, qui augmente de plus en plus jusqu’a ce que la solution di-
verge. Par conséquent le choix du nombre de troncature desas est essentiel. Nous rappelons que le nombre
de troncature est not®¥;. Nous proposons ici, une technique empirique pour obtenban choix a priori deV;
simplement en analysant quelques parametres du signahern@ette technique n’est qu'une premiére tentative
pour automatiser le choix d¥,. Cependant des études ultérieures beaucoup plus axé&sruride quadrature
devraient étre mises en oeuvre. Nous pouvons égalemersagaviune analyse en fréquence et I'écriture d’'un
script qui balaye les coefficients du typg(R,/R,,)" et tronque automatiquement lorsque ceux-ci commencent
a diverger, cette derniére approche semble la plus proonsetiguoiqu’elle n’a pas été automatisée (le graphe est
affiché et le critére de troncature saisi a la main par lsatieur). Dans les chapitres suivants, la méme problé-
matique revient systématiquement. Le travail que nousprgnons dans ce chapitre n’a pas été repris pour ne
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pas alourdir les travaux avec des considérations trop atéds traitement du signal. L'accent est porté sur les
considérations de modélisation.

Les signaux d’entrée sont donnés avec une résoliignqui représente de nombre de points de mesure sur
une rotation du cylindre signifiant mesure). La qualité de I'extraction des coeffitse;, etb, dépend fortement
de N,, et de la singularité du signal. Le maximum de la dérivée doadi(notéV,,....), le maximum de la norme
du signal (notd,,,...) et la base angulaire de I'emprise (no#é&sont considérés pour caractériser la singularité du
signal. Comme nous cherchons une loi empirique, une rel&garithmique peut étre raisonnablement tentée :

N, = Ax NI8 w7 52 (4.11)

m=Tmax max

ol a, 3, v et \ sont des coefficients sans dimension. En ou&#g,,, 17,0 doit étre sans dimension, donc
B = —v = —X. Ainsi, le modele devient (0US = 42/ (Vimaz9))

N, = A x NaS? (412)

Nous répétons que ce modéle n’est qu’une loi empirique. g, pour la discussion technique cette approche
est dans un premier temps suffisante. Nous cherchons a diiterna et 3, de sorte que le nombre de troncature
optimal soit proche du nombre de troncature prévu par l&ldi). Pour cela trois conditions industrielles reprises
de Legrand et al. (2010) sont testées. Le laminage a charadg@t skinpass couvrent tres largement le champ des
conditions possibles en laminage et les signaux utiliségimnt donc représentatifs des extrémes que I'on peut
atteindre pour ce type de problémes et peuvent donc étiméstdomme références. Les profils de contraintes dans
I'emprise sont imposés et un calcul élastique direct cotimenel permet d’obtenir les profils de contraintes au
rayonR,, (cette partie remplace les mesures qui doivent étre faiteBlpes optiques). Ces profils de contraintes
sont ensuite utilisés comme signaux d’entrée pour la méthmeerse. En utilisant (4.10), il est possible pour
chaque condition de laminage et pour chaque valeuY,dede produire le graphe (en fonction dg) des erreurs
entre les contraintes reconstruites par méthode invetse ebntraintes initialement prescrites en surface.

0.18 c X TG,y (MPa)
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,,,,,,,,, Contrainte prescrite
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] Ny| | N =100 6 (rad)

1800 |
T T T T T -2000 T T T T T T
200 300 400 500 600 0.75 0.76 0.77 0.78 0.79 0.80 0.81 0.82
(a) e fonction deN; (b) Reconstruction avety,,, = 1000 et Ny = 100
* T{ o7 (MPa) . i ; ° T Gy (MPa)
200! —— Contrainte reconstruite] i 200} —— Contrainte reconstruite|

————————— Contrainte prescrite
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-1400

-1600
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(c) Reconstruction aved/,,, = 1000 et Ny = 544 (d) Reconstruction aved/,, = 1000 et N; = 700

FIGURE 4.2 — N, optimal et différentes reconstructions en laminage a froid
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Par exemple, la figure 4.2(a) (correspondant a la pressionale du cas de laminage a froid avl§, =
1000) montre que l'erreur atteint un minimum global pour une @iek valeur déV;. Il est clair que la meilleure
reconstruction est un compromis entre la convergence d&ilmet 'amplification des erreurs dans le calcul des
intégrales. Les reconstructions correspondant a trogivadifférentes d&’; sont présentées figures 4.2(b), 4.2(c)
et4.2(d). Lafigure 4.2(b) est une mauvaise reconstructierad fait que la série n’a pas encore convergé, la figure
4.2(c) est la meilleure reconstruction et la figure 4.2(éspnte une mauvaise reconstruction due au fait que trop
de termes ont été conservés dans la somme. La valeNy dei correspond a la meilleure reconstruction est listée
dans les tableaux 4.3(a) et 4.3(b) pour différentes valded,,, et pour les trois cas de laminages considérés
(c’est-a-dire pour trois valeurs différentes du critéresihgularités).

TABLE 4.3 — N, optimal

(a) Pressions normales;, (b) Cisaillementsg,.q

N, Chaud Froid Skinpass N, Chaud Froid Skinpass

- S~007|8~039 | S~0.64 - S~0087|S8S~029| $§~0.3
1000 445 544 630 1000 437 527 590
1250 503 708 899 1250 489 630 919
1500 532 846 1119 1500 506 761 795
2000 532 1080 1304 2000 506 960 1150
3000 532 1080 1428 3000 506 960 1620
5000 532 1080 2600 5000 506 960 2364

Dans les tableaux 4.3(a) et 4.3(b), le nombre optimal dettumeNV; atteint une limite quandv,,, augmente.
Du fait de I'interpolation en splines cubiques (avec un tn&sd nombre de points d’interpolation) et de la régula-
rité des signaux entrants, la précision des intégratiomenéepas étre améliorée au-dela d'une certaine limite, qui
dépend de la longueur de I'emprise. Pour identifier les eotesA, « et 8 apparaissant dans le modele (4.12),
seules les valeurs d¥; avant la saturation sont prises en compte (valeurs en éaeaogras dans les tableaux
4.3(a) et 4.3(b)). La validité de cette loi est donc limitée saleurs deV,,, pour lesquelles la précision n'est pas
saturée.

La figure 4.3, représente en fonction N%Sg, les nombres optimaux de troncatuve repris des tableaux
4.3(a) et 4.3(b). Le modele (4.12) est également représeee les valeurs suivantesd = 1.83, o = 0.86,
B = 0.215, qui seront conservées par la suite.

3000
N,

! + + + Nombre optimal de troncature

—— Modeéle logarithmique

2500

2000

15007

10007

§
N,S

T T T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

FIGURE4.3 -V, vs.Nmsg

Le temps de calcul du modeéle logarithmique (4.12) est néghie (0.006 s) devant celui des fft des signaux
entrants.
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4.6. Discussion sur le nombre de points d’interpolation

Dans cette section, le choix du nombre de points d’intetiaV, = 100000 est commenté. Comme nous
I'avons expliqué dans la section 4.3, ce choix est un comfgentre la précision et le temps de calcul. En utilisant
I'erreur définie par (4.10) et les trois conditions de larngimaeprises de Legrand et al. (2010), les contraintes
pour différentes valeurs d&, (c'est-a-dire différentes qualités d’intégration) soe¢anstruites. Il est possible
de produire le graphe des erreurs entre les contrainteastades et les contraintes prescrites, en fonction du
nombre de points d'interpolatioN,; pour chaque condition de laminage. La figure 4.4(a) (res(o)).présente
I'erreur en fonction deV, pour le reconstruction des pressions normales (respleis&ihts). Les valeurs d¥,,
sont celles considérées dans les sections suivantes.doas ISkinpass, I'erreur diminue exponentiellement en
fonction N,. Le meilleur compromis est don¥, = 100000. Par simplicité, ce choix est appliqué a toutes les
conditions de laminage, quoique pour le laminage a chaudretcbon aurait pu se contenter @&, = 20000.
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57 T \
7 20
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| . .
h 154
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-
1o ) Laminage a chaud N, =1 000
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FIGURE4.4 —e vs. N,

4.7. Validation et comparaison

4.7.1. Contraintes prescrites dans I'emprise

Les trois simulations que nous avons déja évoquées a ptasigprises, notamment dans les sections 4.5 et
4.6 sont utilisées pour valider I'efficacité de la méthodeemse développée dans ce chapitre et pour faire une
comparaison quantitative avec les résultats obtenus gaahd et al. (2010). Les contraintes de contact des trois
conditions de laminage sont données par un modéle numérigMi initialement établi par Hacquin (1996).

Il s’agit d’'un modéle couplé considérant la tle sous régihermo-visco-plastique et le cylindre sous régime
thermoélastique. Les profils de contraintes pour les passiormalesd..) et les contraintes de cisaillement
(0r9) sont présentés figures 4.5(a), 4.6(a) et 4.7(a). Les donditle laminage & chaud sont les plus réguliéres,
alors que les conditions de Skinpass sont les plus singslitia longueur d’emprise varie de 71.6 mm pour le
laminage a chaud, & 13.7 mm pour le laminage a froid et 4.8 mmlps conditions de Skinpass. Il est intéresant
de constater que la forme des contraintes données par lderiddld3 (Hacquin (1996)) est de méme nature que
les efforts de contact trouvés par Boussinesq (1885) paufatees concentrées sur un plan semi-infini avec le
classique changement de signe des cisaillements.

Les parameétres de simulation pour les conditions & chasp &é&oid et Skinpass) sont listés dans les tableaux
4.4 (resp 4.5 et 4.6).

4.7.2. Mesures simulées

Un calcul élastique direct classique donne les contratfaes le cylindre au rayoR,,, (considérées comme
des simulations des mesures qui doivent étre faites pas fiptiques). Les figures 4.5(b), 4.6(b) et 4.7(b), pré-
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sentent les contraintes calculées au raiggn sans bruit ajouté.

Le rayon interneR,,, est choisi a 3 mm de la surface pour les conditions de lamiaageud et a froid sur
la base des études technologiques sur l'insertion des fibrg®ur pouvoir comparer aux résultats de Legrand
et al. (2010). Cependant pour le cas difficile du Skinpassgtadients de contraintes sont trés élevés, si bien que
R,, est pris & 2 mm seulement de la surface du cylindre, ce quicestliinstant le cas limite pour I'insertion
des fibres optiques. Legrand et al. (2010) montre que la stieanion sur la base des travaux de Meierhofer and
Stelson (1987) est impossible sous des conditions de Sisrgza les auteurs ont besoin d’un signal pris a 1 mm
seulement de la surface, ce qui est peu envisageable dudeoine technologique. Dans cette étude cette difficulté
est dépassée.

Il est également important de mentionner que le nombre degdée mesuré/,,, est choisi pour étre cohérent
avec la fréquence d’'acquisition des fibres optiques (qesididz). Nous considérons une vitesse de rotation
typique (1 tour par seconde), ainsi nous avons pour unedrémgude 1 kHz}V,,, = 1000 points sur le cercle.
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FIGURE 4.5 — Conditions de laminage a chaud
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FIGURE 4.6 — Conditions de laminage a froid
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FIGURE 4.7 — Conditions de Skinpass

4.7.3. Résultats sans bruit de mesure

La méthode inverse est appliquée en prenant en entrée feusiges figures 4.5(b), 4.6(b) et 4.7(b), et une
comparaison est faite entre la reconstruction (sortie thubaet les contraintes de contact prescrites. Les résulta
donnés par Legrand et al. (2010) sont confrontés a ceux quealmenons. Les figures 4.8, 4.9 et 4.11 présentent
les reconstructions des contraintes de contact (avecdiffiés options discutées dans la suite).

Le nombre de troncature est choisi automatiquement graowdele logarithmique (4.12). Ainsi les résultats
ne correspondent pas exactement a la meilleure recornstryntissible par la méthode inverse, que nous avons
développée, mais s’en rapprochent.

Laminage a chaud

Le probléme est supposé isotherme. Cependant, pour defticosdle laminage a chaud, les contraintes
thermiques ne sont pas négligeables, comme cela est dénpantexemple par Legrand et al. (2010). Cet aspect
n'est pas étudié dans ce chapitre (les contraintes theamispnt négligées), mais cette difficulté est dépassée au
chapitre 5 ou le probléme thermique est résolu. Ainsi le [gmole couplé thermoélastique peut étre résolu par
superposition, ce qui est fait au chapitre 7.

Les figures 4.8(a) et 4.8(b) correspondent aux conditiodadamage & chaud. La troncature des sommes est
faite a la 399 ieme harmonique poay, (et a la 412 iéme pous,). Les résultats présentés dans les figures
4.8(a) et 4.8(b) montrent que les contraintes reconsteitées contraintes prescrites sont presque identiques et
ne peuvent pas étre distinguées facilement a cette échdli&.la nouvelle méthode inverse développée dans ce
chapitre est beaucoup plus précise que les calculs préseatd_egrand et al. (2010) (fondés sur le travail de
Meierhofer and Stelson (1987)). La position du point negtre nous avons défini dans le chapitre 1 est trés bien
prédite, ce qui est un résultat important du point de vuestraal.

Tous les paramétres de simulation et de reconstructiongiedes erreurs de reconstruction en pourcentage
et les temps indicatifs de calculs pour les deux méthodeslistés dans le tableau 4.4. Les temps de calculs
indiqués pour la programmation de Legrand et al. (2010) soaestimation obtenue avec un processeur dualcore
2 GHz. N;,, est le nombre d’inversion de matrices d'identification diket@ x4, alors que la présente méthode
inverse ne nécessite aucune inversion de matrice.
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TABLE 4.4 — Résumé des conditions de laminage a chaud

Legrand et al. (2010) Présente étude
(rriro) (rrir)
R, (mm) 177.51 177.51
R, (mm) 174.51 174.51
N, 100 (399/412)
N, 1000 1000
Ninw 200 0
€ (%) (9.3/13.2) (0.63/0.75)
Temps (S) ~300 ~0.07
20 40
| Opy (MPa) 10r9(MPa) | ... Contrainte prescrite
e S T Contrainte prescrite 4 30 Reconstruction
0 | Reconstruction 20| présente méthode
1 présente m thode | Reconstruction
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(a) Pressions normales,., (b) Cisaillementsg,.q

FIGURE 4.8 — Résultats en laminage a chaud sans bruit de mesure

Laminage a froid

Pour les conditions de laminage a froid les contraintesiitgres sont plus négligeables que dans le cas du
laminage a chaud, comme a pu le montrer par exemple I'étudegfand et al. (2010). La troncature des sommes
est faite a la 568 iéme harmonique peur. (et a la 534 iéme pour,.4). Comme pour le laminage a chaud, les
résultats présentés par les figures 4.9(a) et 4.9(b) mamuenia méthode inverse, que nous avons présentée, est
plus précise que les calculs de Legrand et al. (2010) (foadéke travail Meierhofer and Stelson (1987) ). Le
temps de calcul est trés fortement réduit par rapport auxasons du travail de Legrand et al. (2010).

Il est en particulier intéressant que la discontinuité desillements soit correctement estimée par la méthode
inverse de cette étude, en comparaison a la reconstrucibegtand et al. (2010). Figure 4.9(c), il est notable que
la reconstruciton des cisaillements peut étre considénadaht améliorée en optant pour une acquisition a 2 kHz
au lieu de 1 KHz (c’est-a-dir&V,,, = 2000). En effet, en doublant la fréquence, le signal d’entréédeaticoup
plus riche et les intégrales gagnent un ordre de précisimdidcontinuité est alors bien reconstruite. Dans ce cas,
la troncature peut étre faite a des harmoniques plus hdate829 ieme pous .. (et a la 969 iéme pout,).
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FIGURE 4.9 — Résultats en laminage a froid sans bruit de mesure

TABLE 4.5 — Résumé des conditions de laminage a froid

Legrand et al. (2010) Présente étude Présente étude
(rrire) (rrire) (rrire)
Ry (mm) 200 200 200
R, (mm) 197 197 197
Ny 600 (568/534) (1029/969)
N 1000 1000 2000
Ninv 1200 0 0
€ (%) (8.6/26) (4.14/13.20) | (1.83/2.64)
Temps (S) ~2400 ~0.07 ~0.07

En laminage a froid la friction entre le cylindre et la tole da type Coulomb avec une nette discontinuité
des cisaillements au point neutre (ou la vitesse de glisseemgre le produit et I'outil change de sens). Alors que
pour le laminage a chaud il existe potentiellement touteaome ou la vitesse de glissement entre le cylindre et la
tble peut étre nulle, et donc les cisaillements peuvent seéfra proportionnels aux pressions normales, comme
le montre la figure 4.10.



50

EVALUATION DES CONTRAINTES DE CONTACT

1o, (MPa)

glissement

zone collante

150

100

50

-50—

glissement

discontinuité

0. (MPa)

T T T
-100 -80 -60 -40 -20

(a) Laminage a chaud

0., (MPa)

0

-100 T T T T T
-2000 -1800 -1600 -1400 -1200 -1000

T T
-800 -600 -400 -200

(b) Laminage a froid

-0

[4.7

FIGURE 4.10 — Représentation de Mohr

Skinpass

Comme nous I'avons déja précisé, Legrand et al. (2010) repgtren se fondant sur I'article de Meierhofer
and Stelson (1987), la reconstruction est impossible pesicdnditions de type Skinpass a cause de la longueur
trés réduite de I'emprise et de la singularité des signamefet, les auteurs ont besoin de calculer les signaux
d’entrée a seulement 1 mm de la surface du cylindre, ce qpieesenvisageable du point de vue technologique.
Les auteurs ont considéré une fréquence d’'acquisition ddZ3akune vitesse classique d'un tour par seconde
(c’est-a-direN,,, = 3000). Les résultats présentés figures 4.11(a) et 4.11(b) sodujis (pour la présente mé-
thode) avec un signal entrant calculé & 2 mm de la surfacelthdoy, ce qui est le cas limite envisagé pour une
insertion précise des fibres optiques dans le projet eurdRES-PR-08051. La troncature est faite a la 1605 ieme
harmonique pous .. (et a la 1371 iéme pour,). Les résultas présentés figures 4.11(a) et 4.11(b) mdninen
fois encore une bien meilleure performance de la présentsoné inverse.

Pour améliorer la reconstruction des cisaillements noassaussi considéré une fréquence d’acquisition de
5 kHz (c’est-a-diraV,,, = 5000). Dans ce cas la troncature est faite & des harmoniqueslpliée8, la 2487 iéme
pouro,.. (etala 2128 iéme pour,). La figure 4.11(c) montre que la reconstruction devienstasante. De plus
le temps de calcul est extrémement réduit par rapport agulsadle Legrand et al. (2010).

TABLE 4.6 — Résumé des conditions Skinpass

Legrand et al. (2010) Present study Present study
(rriro) (rriro) (rriro)

R, (mm) 257 257 257
R,, (mm) 256 255 255
Ny 1200 (1605/1371) | (2487/2128)
N 3000 3000 5000
Ninv 2400 0 0
€ (%) (4.3/21.6) (3.23/19.38) | (2.48/9.81)
Temps (S) ~4800 ~0.07 ~0.07
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FIGURE 4.11 — Résultats en laminage Skinpass sans bruit de mesure

4.8. Bruit de mesure

En pratique, méme si les mesures sont trés bien effectuisssent inévitablement bruitées. Chaque montage
expérimental génere son propre niveau de bruit, sur cegdingéquences. Comme nous n'avons pas encore de
mesures, nous ne pouvons que spéculer sur le type de bruiogeaurons a gérer. Le plus fréquent est d’avoir
un bruit trés net sur les hautes fréquences, et un trés légeblanc sur toutes les fréquences. En pratique nous
avons calculé la fft des signaux entrant et bruité touteséquences avec une amplitude de 0.1 et les hautes
fréquences (sur la fft on bruite la moitié supérieure deguedces) avec une amplitude de 100 soit mille fois
plus. En filtrant les hautes fréquences (nous n'avons pazlohda perfection au niveau du filtre, nous avons
simplement coupé les hautes fréquences), nous obtenorend@dultats, pour les trois conditions de laminage
comme le montre le tableau 4.7. Nous observons, que pouageplas délicats, nous obtenons a 2 kHz avec du
bruit les résultats obtenus & 1 kHz sans bruit, dans le caandindge a froid et que nous obtenons & 5 kHz avec
du bruit des résultats similaires & ceux obtenus a 3 kHz gsaits thans le cas Skinpass. Cela est du au léger bruit
blanc, qui réduit le nombre d’harmoniques dans la recoastmu. Nous ne reproduisons pas de figures montrant
les reconstructions, car elles sont trés similaires a celiga proposées dans le cas sans bruit de mesure. En
revanche la figure 4.12 présente un échantillon du brufi@eti ajouté aux signaux d’entrée avant d’étre filtrés,
pour les trois conditions de laminages considérées.
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| Bruit (MPa)

“7 6 (rad)

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0

FIGURE 4.12 — Echantillon de bruit de mesure

TABLE 4.7 — Bruit de mesure

Chaud Froid Skinpass
(rriro) (rriro) (rriro)
R, (mm) | 177.51 200 257
R,, (mm) | 174.51 197 255
Ny (400/400)| (600/600) | (1600/1600)
Np, 1000 2000 5000
e (%) (1.2/1.6) (4.2/14) (3.5/25)
Temps (s)| =~0.07 ~0.07 ~0.07
Figure ~Fig.4.8 | ~Fig.4.9(c)| ~Fig.4.11(b)

4.9. Conclusion

La méthode inverse analytique développée dans ce chapitreedie trés bons résultats pour trois conditions
typiques de laminage industriel sans bruit de mesure sopsthgse isotherme. Nous avons tenu compte de la
limitation actuelle en fréquence d’acquisition des fibrpiques a quelques kHz. En pratique, les mesures sont
bruitées. Nous avons testé la robustesse de la méthode gembidiit blanc (sur toutes les fréquences) et un
fort bruit touchant les hautes fréquences du signal, quetfaite ensuite par un filtre passe-bas. La qualité de
reconstruction est moindre que dans le cas théorique saitsrbais n’est pas compromise.

Une amélioration trés importante est la simplification dst&ge local de mesures (un seul point de mesure
sous la surface du cylindre), alors que deux mesures a desibiops radiales différentes étaient nécessaires dans
les travaux antérieurs. Le second aspect essentiel ess$bpibé de traiter des signaux extrémement singuliers
comme ceux obtenus pour le Skinpass, la ol les méthodegeamééréchouent. La troisieme amélioration est le
temps de calcul de la formulation analytique que nous avorEgsée, qui permet une interprétation en temps réel
des mesures, et permet d’envisager une boucle d’assendasdans le futur. Ainsi les calculs (pour 55 points de
reconstruction) se font en 0.07 seconde avec un processadcgre 2.8 GHz (temps de calcul affichés par Scilab
5.3). Ainsi cette méthode répond a un double enjeu, la ctlrtié formulation mathématique analytique dans le
corps des complexes, ainsi que I'efficacité et la robustesseune utilisation industrielle.
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Des études expérimentales complémentaires seront a mengud la technologie d'insertion des fibres op-
tiques dans le cylindre sera aboutie. Des essais en laberdtone part et sur un laminoir industriel d’autre part
sont en cours de développement, et n'apparaissent don@pagels travaux de thése.
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CHAPITRE V

EVALUATION DE LA TEMPERATURE ET DES FLUX

Ce chapitre est une adaptation d’'un article publié dans iméional Journal of Heat and Mass
Transfer (Weisz-Patrault et al. (2012a)). La connaissatieehamp de température dans le cylindre
de travail fait I'objet d’'une attention particuliere. Darce chapitre le champ de température est ob-
tenu dans tout le cylindre par méthode inverse, et en pditicla température de surface dans le
contact. Les flux de chaleur sont également accessibles. deda nous mesurons la température
grace a un unique thermocouple fixé sous la surface du cgirige méme que dans le chapitre pré-
cédent, les méthodes itératives sont écartées en raiscrengs des calcul trop importants qu’elles
engendrent. Une hypothése est nécessaire pour prendrengptede fait que les mesures sont rela-
tives a des temps successifs et non toutes au méme instaniation de la chaleur non stationnaire
est résolue analytiquement. La solution est validée encpresit un champ de température connu
dans le cylindre, correspondant & une condition de lamirgageaud. Un trés bon niveau de précision
est atteint. De plus une comparaison avec une méthode enmersérique est proposée pour montrer
I'efficacité de la présente étude. Cette comparaison et &apartir d’'une simulation numérique qui
prescrit un champ de température en surface avec des conglitypiquement industrielles (c’est-a-
dire a vitesse de rotation élevée et pour une longueur d'&@apéduite). Le traitement du bruit de
mesure est abordé comme au chapitre précédent. Par aillsaws démontrons qu’un calibrage est
nécessaire pour définir la position du capteur. De méme que leachapitre précédent, les temps de
calcul sont trés réduits (0.05 s/tour).

5.1. Introduction

5.1.1. Probléme thermique

La connaissance des flux de chaleur entrant dans le cyliredbexdail en laminage a chaud, permettrait une
meilleure évaluation de la fatigue thermique, qui est I'dee causes majeures de I'usure des cylindres, comme le
montre Corral et al. (2004), qui a proposé un modele analgtimplifié pour les probléemes thermique et thermoé-
lastique. Li et al. (2007) a proposé plus récemment un mdaddimensionnel par éléments finis (Finite Element
Method : FEM), qui permet d’évaluer les contraintes themmigdu cylindre de travail. La fatigue thermique est
complétement négligeable en laminage a froid. Cependaigriactérisation du probléme thermique contribue-
rait a connaitre la viscosité et I'épaisseur du lubrifiamtsléemprise. En outre, les déformations thermiques du
cylindre ont un rdle central a jouer dans la prédiction dddaité du produit.

5.1.2. Modéles prédictifs

Nous précisons ce qui a déja été dit en introduction au aleapitBeaucoup de travaux se concentrent sur le
probléme thermique en laminage. Tseng et al. (1990) a dépélone approche directe analytique en régime sta-
tionnaire (indépendante du temps). Guo (1998) a propossalaton semi-analytique, fondée sur la transformée
de Laplace (et de la transformée inverse) pour aborder lgémr® non stationnaire sous conditions de laminage
typiques. Tseng (1984) a proposé un algorithme en 2D staios fondé sur la technique des différences finies
(Finite Difference Method : FDM). Zone-Ching and Chang-Gf¢1995) ont développé un modele en 3D (par
FDM) avec des conditions a la frontiere complexes pour peddichamp de température dans le cylindre. Pour
optimiser la géométrie des jets d’eau du systeme de re$s@dient Saboonchi and Abbaspour (2004) ont proposé
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un modele simplifié (par FDM), qui calcule le champ de temp&eaen 3D dans le cylindre. L'équation de la
chaleur est traitée par un calcul ou I'angle et le temps sEli#ts par la vitesse de rotation du cylindre (I'indice
de temps et celui de I'angle sont les mémes). Zhang et al2j28hang et al. (2006) (ces deux auteurs portent
le méme nom) ont proposé respectivement une méthode aéxatitfes finies et une méthode aux éléments finis
pour prédire le champ de température et les déformationsifees en négligeant les variations de température
sur la circonférence du cylindre, mais en prenant en conegtedriations le long de I'axe du cylindre (calcul de
bombé thermique global du cylindre). Montmitonnet (200&pgalement proposé un modele prédictif (par FEM)
de tout le procédé de laminage, en couplant par méthodévtétme tdle thermo-visco-plastique et un cylindre
thermoélastique.

5.1.3. Objectifs du chapitre

Tous les modéles prédictifs que nous avons cités sont théxmi Généralement les champs de température ex-
périmentaux sont obtenus par caméra infrarouge. Cepeladabrification intensive (émulsion d’eau et d’huile),
le refroidissement par jet d’eau et la zone de contact eatt@l¢ et le cylindre, ne permettent pas d’utiliser une
telle caméra dans le contexte industriel. Une analyse sevest donc nécessaire. Dans ce chapitre, nous déve-
loppons une méthode analytique qui interprete les meserésndpérature d’un seul thermocouple placé sous la
surface du cylindre. La solution développée, donne le chéeniempérature et le gradient (flux de chaleur) dans
tout le cylindre. Mais la principale sortie du calcul estéaanstruction des températures de surface et du flux de
chaleur entrant dans le cylindre, car ce sont les donnégdueautiles. L'approche, que nous proposons ici, est
fondée sur la résolution analytique de I'équation de laalwgbour un corps tournant en régime non stationnaire,
gue nous avons démontré au chapitre 3. Nous devons faire/poéigse pour tenir compte du fait que les mesures
sont successives (de méme que précédemment la rotationindreydonne un cercle de mesures, cf figure 1.2).
La figure suivante 5.1 rappelle schématiquement le probléme

Thermocouple

A
t, I, Produit ——> >

7N

FIGURE 5.1 — Mesures de la température

5.1.4. Méthodes inverses et interprétation de mesures

Dans le champ général des méthodes inverses thermiqueasdeotmbreux travaux voient constamment le
jour. Blum and Marquardt (1997) ont donné une revue utiletdegux existants et ont proposé eux-mémes une
méthode numérique fondée sur une interprétation de I'émyudé la chaleur non stationnaire en filtre passe-bas. La
grande majorité des travaux cités sont numériques. Raymadi@ransier (1986) avec I'algorithme de retour vers
la surface, Alifanov (1994) avec les méthodes de régulimisaBeck et al. (1985) avec la fonction de spécification
ou Scarpa and Milano (1995) avec la technique des filtres dtaddg introduisent tous une discrétisation spatiale
et/ou temporelle.
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Concernant le probléme spécifique du laminage, plusieutisadés inverses existent déja. Tseng et al. (1995)
a proposé une inversion par FEM. Les mesures sont utilisseguiantifier le flux de chaleur dans I'emprise. Les
coefficients de transferts thermiques dans la zone d’ageosant évalués grace a la technique des coefficients
de conduction inverses (IHC). Beaucoup de méthodes invédtdmtives sont fondées sur l'identification des
mesures de température en entrée et des valeurs de temgeaticulées numériquement par le modeéle a partir
d’une condition de bord donnée a priori. La minimisation anssdes moindres carrés et/ou des méthodes du
gradient conjugué sont alors souvent employées. Huang(@B4&5) a proposé une analyse inverse, en régime non
stationnaire, fondée sur le gradient conjugué pour les flugtthleur dans le contact tole/cylindre, en mesurant
la température en un point sous la surface du cylindre. Laodétitérative (environ 35 itérations) consiste (pour
chaque itération) a résoudre numériquement le probléneetdiles conditions a priori donnent la température
sous la surface, 1a ou la mesure est effectuée), le problémsertsibilité et le probléme adjoint pour stabiliser la
solution. Cependant pour ne pas alourdir trop les tempsldeld¢duang et al. (1995) a proposé un maillage qui ne
couvre que les premiers millimétres d’épaisseur du cydirarfaisant I'nypothése que le flux radial est négligeable
en dessous d’'une certaine profondeur. Pour les trés longstdmlaminage cette hypothése tombe en défaut, car
le profil de température varie du centre jusqu’a la surfacede seulement sur les quelques premiers millimétres,
bien que ceci ne soit pas trés marqué). Hsu et al. (2000) etikigd 998) ont proposé des méthodes inverses
en 2D! pour évaluer les flux de chaleur entrant dans le cylindre esunaat la température a de nombreuses
positions radiales et axiales différentes (beaucoup dentheouples insérés). Ces contributions sont fondées sur
des FDM ou FEM, des formes matricielles et la technique ddadnes carrés. Plus récemment Chen and Yang
(2010) ont proposé une méthode inverse itérative fondéagechnique du gradient conjugué. Les auteurs ont
maillé le cylindre en entier et ont raffiné le maillage préd eeprise. Cependant, ces travaux sont développés en
régime stationnaire.

Plusieurs contributions interprétent des mesures de terysé expérimentales (et non simulées). Tavares
et al. (2001) a proposé une méthode inverse fondée sur unlenanidimensionnel (repére tournant a la méme
vitesse que le cylindre). Le temps de réponse du thermoeagplétudié et une correction est ainsi apportée aux
mesures. Kotrbacek et al. (2006) a proposé une approchs@®2BD numérique et exhaustive, ou le thermocouple
est modélisé pour interpréter les mesures et optimiserskese de refroidissement. Un algorithme dérivé de ces
travaux® a servi de comparaison pour évaluer la performance de ltiGoanalytique que nous présentons dans
ce chapitre. Dans la suite, nous nommerons cette méthaalgotithme N.

5.1.5. Choix de la méthode

Des travaux plus anciens proposent des solutions anadgimuerses de I'équation de la chaleur en régime
non stationnaire comme ceux de Kudryavtsev (1966). Danksjgee cas particuliers, ces méthodes exactes sont
assez simples et efficaces. Dans ce chapitre (et plus lang€eiares ces travaux de thése) la résolution analytique est
préférée du fait de la grande simplicité de la géométrie & teéarité des équations a résoudre. En outre, comme
nous l'avons vu au chapitre précédent, les solutions agals se superposent facilement, ainsi le probleme
couplé thermoélastique pourra étre traité.

D’autre part comme nous I'avons répété, les temps de cadotilaptimisés pour étre les plus réduits possible
en vue d'une interprétation des mesures en temps réel. Gmiteainte oblige & écarter la plupart des travaux
numeériques cités (itératifs et assez lent). Les temps deilcalbtenus avec les développements qui suivent sont
d’environ 0.05 seconde par tour de laminoir avec un procesgeadcore 2.8 GHz (temps affiché par Scilab 5.3).

5.1.6. Validation de la méthode

La méthode inverse, que nous allons présenter admet ere éegréempératures mesurées sous la surface du
cylindre a un rayon notér,, (mm) et a pour sortie de calcul la température (et les flux ddecin) a la surface
du cylindre (dont le rayon est not&, (mm)). La profondeur du thermocouple est discutée a la@ed&i7 et
nous considérons une erreur de%@le la profondeur du capteur & la section 5.10.4 pour intredainotion de

1. Bien que ces méthodes se réclament étre 3D, seules leblearid’espace radiale et axiale interviennent, ainsi é&mtons selon
I'angle sont assimilées au temps via la vitesse de rotatepe(e tournant a la méme vitesse que le cylindre), toustetes liés a la variable
d’angle sont retirés de I'équation de la chaleur qui a uneéotres simplifiée (ou la vitesse de rotation n’intervierg)pa

2. développé par Pohanka, M de Brno University of Techngldghéquie

3. La notation a déja été utilisé pour le rayon de mesure desndétions, qui est différent de celui envisagé pour lespeenatures. Le
couplage thermoélastique fera intervenir dans le mémetobdgs deux notations.
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calibrage. Habituellement les conditions aux limites &unméthode inverse thermique sont obtenues en identifiant
(matching) les entrées et les sorties du systéeme d’équ@tiéthodes itératives que nous avons citées). Dans ce
cas la précision s'évalue en analysant une déviation exgn@ésures et le modeéle pour détecter un biais éventuel.
La plupart des travaux cités & la section 5.1.4 utilisertecgbproche.

La méthode analytique développée ici n'appartient pasté cksse de méthode. Les mesures successives
de température faites au rayep permettent d'établir une solution valable dans tout lencyié y compris a la
surface. Donc I'approche ne nécessite aucun matching deeésnComme nous I'avons précisé en introduction
au chapitre 1, nous cherchons simplement une solution ssgus-domaine borné par le cercle des mesures et
nous étendons la solution par continuité.

Pour valider la solution et évaluer son niveau de précisions prescrivons un champ de température analy-
tique®, dont il est aisé d’extraire les données au raygrmue nous prenons comme valeurs d’entrée du calcul (qui
remplacent les mesures). Le champ de température prestcptache des champs que I'on trouve typiquement
en laminage a chaud comme on peut I'observer grace aux nsopiddictifs. La solution inverse est validée en
comparant les sorties du calcul (température de surfacexetld surface) au champ analytique prescrit (en tem-
pérature et flux) évalué au ray@i. L'erreur relative entre ces deux signaux est utilisée poantifier la qualité
de la méthode en pourcentage. Une trés bonne précision tesiueh car les signaux ne sont pas trés singuliers
(correspondants a des cas de laminage a chaud avec de &uttetions d'épaisseur). La méthode se comporte
trés bien en ajoutant un fort bruit blanc sur toutes les feéges. Une seconde validation est faite et utilise cette
fois une simulation du procédé industriel par différence®$§. Les signaux sont beaucoup plus singuliers (la
zone de contact est réduite du fait des faibles épaissensid@wées). Néanmoins la méthode inverse, que nous
développons ici, donne de trés bons résultats, qui sonta@s@ ceux de I'algorithme N. Il apparait clairement
gue la méthode analytique est beaucoup plus fiable et peafdarnLa résistance au bruit de mesure est également
évaluée sur ce cas plus difficile, et de méme que pour le ckgpicédent nous supposons un bruit fort sur les
hautes fréquences du signal, ainsi qu’un tres léger bramtdlEn filtrant grace a un filtre passe-bas la précision
n'est pas compromise. Par ailleurs méme en ajoutant un ldant sur toutes les fréquences, la reconstruction
reste tout de méme tres acceptable.

5.1.7. Référentiel eulérien

L'évolution temporelle de la température d’un point makdu cylindre (description lagrangienne) est trés
rapide’. La dépendance en temps pourrait étre difficile & modéligest la raison pour laquelle une description
euléirenne est préférée de fagon a obtenir une évolutida Bunchamp de température (faibles variations de la
carte des températures d’un tour a l'autre). Un point esité¢i position radialef position angulaire) n'est pas
matériel, c’est-a-dire qu'il décrit une succession de t®imatériels passant par une position de I'espace repérée
dans un référentiel fixe. Dans la suite, toutes les quarstitdseulériennes.

5.2. Intervalles de temps

Si les tours sont numérotés et indicés pail est commode de découper l'intervalle de temps total ers so
intervalles du typéty, tr+1] avect, = 2(k — 1)w/w étant le temps au début du taufconsidérant que la vitesse
de rotationw (rad/s) est au moins constante tour par tour, ce qui reviafiteaque I'évolution dew est trés
lente devant la durée d’'un tour, ce qui est trées exact. Powhangement brutal de vitesse de rotation au cours
d’un tour, la méthode inverse est utilisable au tour sujvdrs signaux d’entrée sont les températures mesurées
au rayonr,,. Cependant, puisqu’il n’y a qu’un seul point de mesure, ¢mal mesuré est spécifié a différentes
positions angulaires, correspondant a différents tempsessifs. La rotation du cylindre permet d’obtenir une
information sur tout le cercle de rayep, mais pas a chaque instant. Chaque position angulaire este@nun
temps particulier, selon la fréquence d’acquisitjop(Hz) et la vitesse de rotatian. Donc les signaux d’entrée
dépendent seulement de la position angulaijeu des temps correspondatffs= ;. + 6/w) et de I'indice du tour
courantk. Ces signaux mesurés sont donc na@t&g, k) oum signifie mesure (dans ce chapitre les signaux sont
simulés et remplacent les mesures). L'ensemble des nasagit spécifié dans le tableau 5.1.

4. solution de I'équation de la chaleur en régime non stadge
5. Le point matériel est soumis au cours d’un tour a la zonadae I'emprise puis au refroidissement du cylindre
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TABLE 5.1 — Nomenclature

R, Rayondu cylindre TP Température prescrite

rm  Rayon de mesure H? Flux de chaleur prescrit

e Erreur de profondeur T, Température ambiante

w Vitesse de rotation T* Température environnante

r Position radiale Tt Maximum deT'*

0 Position angulaire HTC  Coefficient de transfert thermique
t Temps N; Ordre de troncaturgj (€ [0; ...; 4])

k Indice du tour courant Ny Nombre de points de reconstruction
t, ~ Temps au début diieme tour(= 2(k — 1)w/w) || ¢, Coefficients (complexes)

th Temps lié a la position angulaire(E+ 6/w) In Fonction Bessel de premiére espéce d’ordre
f Fréquence d'acquisition Tnp Racines dé/,,

A Conductivité thermique du cylindre Un,k Fonction auxiliaire de

D Diffusivité thermique du cylindre Tn.pk  Coefficients (reels)

€ Erreur de reconstruction Bnp  Coefficients (réels)

T Température (solution) O, q Coefficients (complexes)

T,  Premiére partie de la solution bn, Coefficients (complexes)

T,  Seconde partie de la solution fa Fonction de- et det

T™ Températures mesurées (entrées) han Fonction auxiliaire

Tk niéme coefficient de Fourier d&™ (k iéme tour) || ¥n.q Racines dé,

g Ordre du filtre anti effet de Gibbs vy Coefficient (complexe)

T¢  Température a la surface du cylindre (sorties) || 7 Coefficient (complexe)

H?* Flux de chaleur de surface (C] Angle

5.3. Probleme

La solution de I'équation non stationnaire de la chaleumesteT (r,0,t, k) (r et d étant les coordonnées
polaires;t étant le temps et étant I'indice du tour). Il doit étre noté queet k sont reliés{ € [tx, tx+1]). Donc
les températures de surface (sorties) b, t, k) = T(Rs,0,t, k), ou s signifie surface. Le flux radial a la
surface du cylindre est nofé* (0, t, k) = \(0T/or)(R*,0,t, k). D (m?/s) est la diffusivité thermique du cylindre
(supposée indépendante de la température). Nous avonsittérmo chapitre 3 qu’avec une description eulérienne,
I'équation de la chaleur non stationnaire, sans terme despgouvernarf'(r, 0, t, k) pour un matériau isotrope
homogeéne est pour le to#r:

o2 T ror T2 D\ ot Vo0 '
Avec I'ensemble de conditions :
(T’, 95 tv k) € [07 Rs] x [05 27T[ X [tk; tk+1] x N*
T, k=1 e
T(r,0,tg, k) = { T 0.t k—1) k> 2 (condition initiale) (5.2)

T(Rs,0,t, k) (conditions aux limites partielles inconnues)

Pour le premier tour la condition initiale est la températambiante dans tout le cylindre. Pour les tours suivants,
la condition initiale est le champ de température a la fin dupoécédent. En outre, il est notable gque 0 n’étant
pas une borne du probléme, aucune condition n’est requise enint (outre le fait évident que la température
doit rester finie)

Pour résoudre I'équation (5.1) avec les conditions (5e2)dmaine spatial est divisé en deux :

Dy = [0, 7] x [0,27]
{ Dy = |ry, Rs] x [0, 27[ (5.3)

Comme nous l'avons déja mentionné, nous résolvons I'éguiatbn stationnaire de la chaleur (5.1) sur le sous-
domaineD,, et nous étendons par continuité la solution. Ainsi, I'ieien du probléme consiste uniquement a
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prolonger la solution dar®,. Cependant les conditions aux limites ne sont pas complede$a température au
rayonr,, n'est pas connue a chaque instant sur tout le cercle de m@swiement connue potfj = t; + 0/w).
Cette difficulté est dépassée en faisant une hypothésetélsada section 5.6.2. Deux nouveaux ensembles de
conditions sont définis :

(7’, 9, t, k) e Dy x [tk,tk+1] x N*
. , (T, k=1
(Partie directe) 1 T'(r,0,tx, k) = T(r,0,tp k—1) k> 2
T (rm, 0,t5, k) = T™(0, k) (conditions aux limites partielles)

(condition initiale) (5.4

(r,@,t) € Dy x [ﬁk,ﬁk+1] x N*

T
T(r,0, te k) = { T(r,0, te,k — 1)

(Partie inverse) : (5.5)

z ~ . (condition intiale)

5.4. Famille de solutions

L'espace vectoriel des solutions de (5.1) est de dimensiimié. Puisque le probléeme est linéaire, une tech-
nique bien connue, pour exhiber des solutions, est d’éarieecombinaison linéaire d’une famille de solutions.
Dans cette optique, il est facile de démontrer (preuve &aitehapitre 3, il suffit de développer la solution en série
de Fourier et de séparer les variables) que le fonction dopag(5.6) est bien solution de (5.1).

1 iwn t .
N T ( i FT> exp(—;) exp(inf) (5.6)

ol n est un entiery etr sont des nombres complexes,jgtest lan ieme fonction de Bessel de premiére espéce
définie pour une variable complexe (cf chapitre 2). La sotugst recherchée sous forme d’'une combinaison
linéaire de la famille de solutions (5.6), telle que :

1. Les conditions aux limites partielles de (5.4) soientfiéas
2. Lacondition initiale de (5.4) et de (5.5) soit vérifiee

Ces deux conditions sont traitées séparément. La solustodceteT = T + T», ou la solutionl; vérifie la
condition 1 mais a une condition initiale librg; vérifie la condition initiale 2 (& laquelle on soustrait leaatp de
température initial de la solutich ) et s’annule au rayon de mesutg. Il s'agit en fait d’'un terme stationnaire et
d’un terme de dérive (ou terme transitoire), comme noustwus. Cette décomposition est résumeée figure 5.2.

"(0,k) T"(6,k) 0

T, k=1"
T(r0.4.k-1) k=2

(=g T,-T(10k) k1

0 k1)
S vy

t=t, T(:0,k 5
k22

Solution T (1.0,k) Solution Tz(r, 0,t.k)

Solutio

FIGURE 5.2 — Superposition pour chaque tour
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5.5. Solution analytique pour chaque tour

Une solution de (5.1) sous la forme de (5.6) et vérifiant lexl@mns (5.4) et (5.5) est exhibée. Nous donnons
directement le résultat, puis nous expliciterons la déhepour I'obtenir. Pour chaque tour d’indige

T(r,0,t,k) =2 Z sind? <N1> Re [T’c ((Cn ))exp(z‘na)]

CnTm
No N2 t t (5'7)
— g .
+2 ZO Z:l Re ['yn p.kdn (zn pr ) exp (— P ) exp(zn@)]
n=0p )

Une excellente approximation est obtenue en ne conserwent g= 0 dans le terme de droite (ce qui réduit
significativement le nombre de termes a calculer) :

N-
L. n ~ In(Car) D(t —tg)
T(r,0,t, k) = 27;03|n(f’ (ﬁ) Re [Tfj ( )exp(me ]+Z Yo.p.kJo (xop > exp (ﬁapT

n gnrm p= 1 m
(5.8)
ou g est un nombre entier (dans la suite on prendra 1 ou O)(sine sin (wx)/(wz), les ordres de troncature
des sommes/y, IV; et N, sont des entiers, les coefficients, , sont simplement obtenus par (5.24),, est un
temps de relaxation défini par (5.18), est le nombre complexe suivaf)t = (1 — i)/wn/2D et ﬁ’f sont les
coefficients de Fourier d€™ (6, k) (le signal d’entrée mesuré pendant le téyr
Donc la température de surface (sortie du calcul) est doex@eitement par :

T5(0,t,k) = 2 % sind <N1> Re (T"” EgZij;exp(me)>

n_]OVo N2 (5'9)
R T i Sl nfd
+2 ZOZ; €| Yn,p.k :L'np exp P exp(ind)
n=0p )

Le flux radial correspondant entrant dans le cylindre est :

N, /
H*(0,t,k) =2) ) sind <N£> Re (ﬁ’jgnwexp(in@o
1

Jn n/rm
"N N N « R) . (5.10)
+2\ Z Z Re[MJ’ <$np ) exp (— k) exp(in@)]
n=0p=1 T'm T'm Tn,p

La procédure d'inversion est résumeée figure 5.3.

Développement
des entrées en

série de Fourier
Tk

n

Sorties
T%(0,tk)
H* 0,1k

expressions analytiques

Entrées
T"0,k)

calcul par fft

FIGURE 5.3 — Procédure d’inversion pour chaque tour

La solution (5.7) est par construction une solution de (31Bis I'ensemble des conditions (5.4) et (5.5) sont
approximativement vérifiées, car une hypothese est ndmesgmendant un tour le champ de température varie
peu, cela revient a dire que I'évolution de la carte des teaipees est beaucoup plus lente que la durée d'un tour.
La solution (5.7) est établie dans les sections 5.6 et 5.8.
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5.6. Condition au rayon de mesure

5.6.1. Restrictions du systéme de mesure

La solutionT" est cherchée sous la fornié = T + T5. La solution7; doit uniguement s’identifier & la
température mesurde™ (0, k) au rayorv,, (c'est-a-dire vérifiant les conditions aux limites paitgs|(5.4)), el
étaient connues sur tout le cercle de raygna chaque instant, il aurait été possible de développer lssires
en série de Fourier avec des coefficients de Fourier dépeddaemps. L'identification de ces coefficients en
exponentielles temporelles décroissantes, aurait pet@dsire la solutioril; sous la forme de (5.6). Cependant
le systéme de mesure étant un unique thermocouple insésédaseurface, les températures sont mesurées pour
des positions angulaires différentes a des temps suczd3sific le développement en série de Fourier, du signal
mesuré em,,, avec des coefficients dépendants du temps est impossilbe gue cela nécessiterait d’'intégrer a
chaque instant sur tout le cercle de mesure.

Considérant plusieurs tours, il serait a la limite possildeonstruire intelligemment la température a chaque
position angulaire a chaque instlravec des techniques fonctions poids comme cela a été tentégag et al.
(1989), mais la solution serait complétement dépendanthdix de cette construction. Une approche beaucoup
plus simple est préférée dans la suite de cette étude.

5.6.2. Hypothése

Pour déterminefl; une hypothése est faite (du fait du systeme de mesure). Huggtosé que I'évolution
de la carte des températures est beaucoup plus lente quegka diun tour. Cette hypothése nécessaire est trés
bien vérifiée sur les simulations numériques produitesgmmiodéles prédictifs cités dans l'introduction de ce
chapitre. La durée d’un tour constitue un temps caraciguistdu probléme. Ainsi la dépendance temporelle de
T, doit étre considérée pour des incréments de temps d'un@ale signifie que I'évolution temporelle dg
au cours d’un tour est indéterminable avec un tel systémeeseira. L'évolution temporelle d& est seulement
obtenue d’un tour a l'autre. Cependant I'hypothése que awass faite est trés bien vérifiée et les résultats de
cette étude montrent que cela est trés largement suffisant'ptlisation industrielle visée.

Du fait que la solutiorTy (r, 8, k) ne dépend pas de la variable tempore#ar l'intervalle[ty, t+1], 1a famille

de solutions est réduite a :
VT (« / —%7) exp(inf) (5.11)

T1(r, 0, k) est solution de (5.1) avec de nouvelles conditions auxdisnitui cette fois, sont complétes et donc
bien définies :

(r,0,k) e D; x N* (5.12)
Ty (rm, 0, k) = T™(0, k) (conditions aux limites) '
Pour chaque tour, les températures mesuréed, k) sont développées en série de Fourier :
N1 ~
T7(0,k) = . Trexp(ind) (5.13)
n=—N1

ou les coefficients de Fourier sont donnés par :

. 1 27
TF = — | T™(6,k)exp(—inb) db (5.14)

27T 0

Les coefficients (5.14) se calculent rapidement par fft cendians le chapitre précédent. Cependant (particu-
lierement pour les premiers cycles), pendant la durée dulaciempérature augmente Iégérement (de quelques
degrés). A la fin du tour la température mesurée est [égértesupéarieure a celle en début de tour, bien que celle-
ci corresponde a la méme position angulaire. Donc la tempéranesuréd ™ (60, k) n'est pas exactementr2

6. Pour cela il suffirait par exemple si I'on considére dixrode laminage de construire, pour chaque position angulaire fonction
temporelle reliant la température a cette position angufadur chacun des dix tours
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périodique. La discontinuité entre la température en detern fin de tour crée un effet Gibbs (oscillations prés de
la discontinuité dont I'amplitude ne tend pas vers zéroj.&ffet bien connu peut étre réduit assez efficacement
en appliquant un filtre. Lanczos (1961) et Acton (1990) oippsé de multiplier par un sinus cardinal dans le

développement :
N1

(0. k)~ > sind <i> Trexp(ind) (5.15)
n=—Ny Nl
ou g est I'ordre du filtre (nous prendrons 1 ou 0) et $injc= sin (7x)/(7x). Les oscillations restantes malgré ce
filtre sont tout simplement coupées du signal final (nous oogje signal en début et fin de tour).
Pour chaque tour, la fonction suivante (5.16) est solutierfsdl) (sous forme de (5.6)) et coincide avec la
température mesurée au rayion (c’est-a-dire vérifiant la condition aux limites (5.12)).

ad n\ ~p In(Car)
Ty (r,0,k) = :ZJNI sind (E) Tj%exp(in&) (5.16)

ou N; est un entier},, = v/ —iwn/D = (1 —i)y/wn/2D. Nous retrouvons exactement la solution du régime
permanent, mais actualisée a chaque tour. L'écrifure 77 + T peut donc se comprendre, comme une solution
stationnaire (actualisée a chaque tour) et un terme deed@uvtransitoire).

5.7. Effet de bord et épaisseur de peau

Les coefficients/,, (¢.r)/J. (¢nrm) peuvent étre vus comme des facteurs d’amplification. Alassplution
(5.16) peut étre comprise comme un filtre des températursanées, de maniére similaire a l'interprétation de
Blum and Marquardt (1997). Figure 5.4, les coefficiets(¢,,r)/Jn ((nrm )| SONt représentés en fonction te
pour les premiéres valeurs de Les paramétres sont fixés pour des conditions de lamineggesdmmunes. Le
rayon du cylindre esR; = 254 mm, et la vitesse de rotation est= 4r rad/s. Linterprétation en filtre passe-
bas est manifeste, plus la température est évaluée loinglafiece et plus les hautes fréquences sont atténuées.
De la méme maniére que le caractére mal posé des méthodesemw@exprime, pour la solution du chapitre
précédent, par le fait qu'une erreur faite dans le calcultdgrale est multipliée par un coefficient @R /r.,)",
la solution inverse thermique est également mal posée atsttprime par le fait qu'une petite erreur dans le
calcul d'intégrale est amplifiée par un factely((, R )/ Jn(Curm ).

HENIE, )

Sn " m

3.07]

0.0

248 249
FIGURE 5.4 —|J,,(¢a1)/Jn (Carm )| VST pOUr quelgques valeurs de
Il est trés intéressant de constater, que les méthodes@as/drermiques sont donc beaucoup moins mal posées

gue les méthodes inverses élastiques, car le facteur dfa@apbn diverge beaucoup plus lentement quaralig-
mente. Par ailleurs, un effet de bord trés net est démoné&réigure 5.4, et cela correspond trés bien a I'épaisseur
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de peau au-dela de laquelle la chaleur n’entre pas, comnas ke&s classique d’'une plaque semi-infinie subissant
un chargement thermique cyclique.

Le rayon de mesure,, est choisi de telle maniére que le signal soit mesuré dapaitéeur de peau. Ce choix
dépend de la vitesse de rotation, plus le cylindre tourree pius il faut mesurer prés de la surface, car I'épaisseur
de peau est d’autant plus réduite. La valeur de 0.5 mm de pdefa convient a la plupart des situations de
laminage. Cela parait extrémement faible, mais il est drpfassible d’insérer les thermocouples a ce genre de
profondeurs comme nous le verrons au chapitre 6.

5.8. Condition initiale

T1 ne vérifie pas la condition initiale requise par (5.4) et Y38e solution correctric&, est donc nécessaire.
T» doit vérifier la condition initiale d’une part (a laquelle soustrait le champ de température initial introduit
par la solutioril;) et doit s’annuler au rayon,, d’autre part. Ainsi nous introduisons les racings, (p € N*)
des fonctions de Bessel d’ordnede premiére espece et classées par ordre croissant. Nowmnganercher une
solution qui s’annule automatiquementef :

No N, P
To(r t, k) = Z Z TnpkIn (xn » ) exp (— k) exp(ind) (5.17)
n=—Npp=1 T'm Tn.p

ou Ny et N, sont des entiers et, ,, , sont des nombres complexes. Nous avonstpis,, (ce qui est licite) pour
avoir une condition initiale ety plus simple. Par ailleurs :

—1
1 :17,21,1) wn

Pour le premier tour, la condition initiale est la températambiante & laquelle on soustrait la température
T1(r, 0, k). Pour les tours suivants, la condition initiale est le chategempérature a la fin du tour précédent
auquel on soustrait la températdrer, 6, k). La condition initiale de (5.4) et (5.5) peut étre écrite coesuit (en
rappelant que; = 0 et quet, est le temps au début du tour d’indic®u a la fin du tour d’indicé — 1) :

Z Tn,p, kJn (zn p ) = Un,k(r) (519)
ou nous avons, en considérant le developpemem d6.16) :
(uor(r) =T, —TF k=1
- In(Gnr)
- _ 7k =
tnlr) = —sind (M) D G Pl
X b — ti— 5.20
Upk(r) = Z Tr,pk—1Jn (mnp ! ) exp <_%> k=2 ( )
p=1 n,p
n Sk—1 _ Ak In(Cnr)
| +sind <N1> (Tn Tn) 7«%(%%)

Il est remarquable qu’au tour d'indide u,, , () soit une fonction de la variableconnue sur tout le domaine
de variation de- (c’est-a-dire[0, R;]). Les coefficientsy, ,  sont donnés par (5.21) sous une forme analytique
(appelée développement de Fourier-Bessel et introduitbaypitre 2) utilisée par Sneddon (1966, p.37) et démon-
trée par Watson (1944, pp.591-594).

2 J‘"'m
Ypk = F I Ty Pl k(p)Jn (xn ) dp (5.21)
? r?n‘]?wl(wn,p) 0 prm

En utilisant le résultat bien connu (5.22), donné parmi beap d’auteurs par Sneddon (1966, p.27) et considérant
le résultat (5.23) donné par Gradshteyn and Ryzhik (19@2ptession de,, ,, ;. devient (5.24).

f " po(ap)dp = 1, T (5.22)
0
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Tm TSni1 (rm®) Jn (Tm¥y) — YIn+1(rmy) Jn(rm)
f pIn(xp)Jn(yp)dp = 11 22—
. (5.23)

f pJn(xp)?dp = T?m (Jn(Tm$)2 — o1 (rm@) Jpg1 (rm))

(=)

(=)

~

2 T,—Tk
Yopk =T k=1
g Ji(@op)  Top N
2 sind (n/Ny) T*
Yn,p,k = (_{ 1) n k=1
Jn-#—l(xn,p) T’?nC,QLCEn,p — Tn,p

{ ( ) (5.24)
Jn—l Tn,p ( t _ﬁk—1>
Yn,p,k = —In,p,k— — exXxp| —— k>2
. e In+1(Tn,p) A Tnp
5 sind (n/Ny) (Tj; - Tj;’*l)

+

1
Jng1(2n,p) 72,C2Tnp = Tnp

Dans la pratique, les termes tels que 1 sont assez négligeables pdufr, 0, t, k). Fondamentalement, cela
est du au fait que le chanify corresponde aux dynamiques lentes du champ de tempémgiuiest quasiment
isotrope sous I'épaisseur de peau. Ainsi nous obtenonmialification suivante (les deux solutions avec et sans
simplification donne les mémes résultats dans les cas queavons considéres) :

Ak T Dt
Ty(r,0,t,k) = pZ::l’Yo,p,kJo (xn,pa> exp (‘@%a) (5.25)

5.9. Commentaire

Si une longue bande est laminée sans interruption, nousopswonsidérer que la température mesurée au
rayonr,,, du tour courant (d'indic&) est proche de la température mesurée pour n'importe queptécédent du
fait que I'évolution de la carte de température soit len@n®ce cas, I'hypothése que nous avons faite (discutée a
la section 5.6.2), n'est pas seulement vérifiée pour chamuecbnsidéré indépendamment des autres, mais pour
tous les tours considérés ensembles. Il n'est donc passadeede redéfinir la condition initiale & chaque tour.
Dans ce cas, seuls leg ,, ;1 sont calculés et sont utilisés pour tous les tours suivévidémment de ce fait nous
ne considérons plus-¢; mais uniquemeritdans la solutiofl;). Donc, chaque tour peut étre calculé sans calculer
tous les tours précédents. Cette technique est utilisédemaimulations présentées a la section 5.10, ou le premier
tour et le tour aprés 10 minutes de laminage sont calculé&iGhfaut reprendre une nouvelle condition initiale,
comme nous l'avons proposé, uniqguement lorsqu’il y a un gearent important des conditions de laminage, (fin
d’'une bande pour une nouvelle bande etc...), parce que datgsde régime pseudo-permanent est rompu.

Pour se rendre compte de I'évolution du chafispet de son influence sur la solution globale, nous posons
dans le cadre de la simplification (5.8) une fonction norsgedf, donnée par (5.26), qui est une sorte de fonction
de forme poufls.

Ak r Dt
fg(?‘,ﬁ) = Z Bg,pJO <$07pr—> exp <_‘T87PTT> (526)
p=1 m m

ou les coefficient®, , = v0,p.x/(Ta — f}{“) = 2/(Ji(zo,p)z0,p) SONt listés dans le tableau 5.2. A la figure 5.5
le graphe de la fonctioifi; est présenté pour des tours successifs de 1 a 20000 (ce muitr@environ 2 heures
et 30 minutes), considérant que les paramétres de lamingg&tédfixés arR, = 254 mm, r,,, = 253.5 mm,

w = 47 rad/s etD = 13.67 mm?/s. Linfluence de la solutiofi> est négligeable quand la fonctign tend vers
zéro. Puisque la solutiofi; est exactement la solution du probléme stationnaire (étsé a chaque tour) dés
queT; est négligeable la solutidhi atteint un régime pseudo-stationnaire. |l apparait quenigs nécessaire pour
atteindre ce régime est trés rapide prés de la peau, et i@&locoeur du cylindre (2h30).
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TABLE 5.2 -5,

BO,p D /BO,p D BO,p D /80,;0 D ﬂO,p D BO,p
1.6017603| 11 | 0.4198340| 21 | 0.2792925(| 31 | 0.1973955| 41 | 0.1303318| 51 | 0.0651469

-1.0640481| 12 | -0.3994332| 22 | -0.2697257|| 32 | -0.1903252| 42 | -0.1238687| 52 | -0.0584356
0.8499229| 13 | 0.3812070| 23 | 0.2605739| 33 | 0.1833701| 43 | 0.1174123| 53 | 0.0516561
-0.7272953| 14 | -0.3647408| 24 | -0.2517861|| 34 | -0.1765158| 44 | -0.1109563| 54 | -0.0448147
0.6451733| 15 | 0.3497198| 25| 0.2433180(| 35 | 0.1697488| 45 | 0.1044914| 55 | 0.0378854
-0.5850795| 16 | -0.3359009| 26 | -0.2351319|| 36 | -0.1630565| 46 | -0.0980124| 56 | -0.0308898
0.5385006| 17 | 0.3230924| 27| 0.2271942|| 37 | 0.1564265| 47 | 0.0915102| 57 | 0.0237728
-0.5009022| 18 | -0.3111410| 28 | -0.2194761|| 38 | -0.1498492| 48 | -0.0849808| 58 | -0.0166182
0.4696192| 19 | 0.2999224| 29| 0.2119517|| 39 | 0.1433137| 49 | 0.0784137| 59 | 0.0091932
0 | -0.4429698| 20 | -0.2893344| 30 | -0.2045984|| 40 | -0.1368109| 50 | -0.0718065| 60 | -0.0026463

| O 0| N o O M WINPT

| f7 (r, [) k iéme tour

r

m

R
Sy (mm)
50 100 150 200 250

FIGURE 5.5 -5 vsr de 1 a 20000 tours

5.10. Validation de la solution

5.10.1. Champ de température direct et analytique

La précision de la méthode inverse et sa robustesse au bmaiegure sont démontrées comme suit (de maniére
analogue au chapitre précédent). Un champ de températirdigne dépendant du temps (solution de (5.1)) est
prescrit au cylindre et notE?(r, 0, t), p signifiant prescrit. Donc a la surface du cylindre de traleaiémpérature
estT?(Rs,0,t) etle flux radial vauf{? (R, 0,t) = A(0T?/0r)(Rs,0,t). Ensuite la température au rayon interne
de mesure,, est extraite du champ de température prescrit. Ces valenstittient les entrées du calcul inverse
(remplagant les mesures). Ces températures sont coresdeér des temps successifs (ndfés: ¢, + 0/w) en
cohérence avec la vitesse de rotation du cylindre et dei¢éndu tourk considéré. Nous avons doffit* (0, k) =
TP(rm,0,t%). Les sorties du calcul sont la température et le flux radiaieface. Celles-ci sont comparées au
champ de température (ou au flux) analytique prescrit éwalud®,. L'erreur de reconstructiondonnée par (5.27)
ou (5.28) est utilisée comme un pourcentage pour évaluerdhté de la méthode.

27 2
Ts(0,tk k) —TP(R,,0,t5)]" do
e =100, | 2 [ (277 0:) (k i} 0] (5.27)
o [TP(Rs,0,t5)]" do
27 2
Hs(0,tk k) — HP(R,,0,t5)]” do
e =100, | 22 126,45, %) ( 0] (5.28)

" [HP(R,,0,t5)] do
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Nous prenons pour champ de température prescrit (que nabiisébns dans I'annexe A) :

N3 Ny Yn. o Dy2 t
TP(r,0,t) =2Re| >’ angn (%) exp —% exp(in(f — wt))

n=0qg=1 s

(5.29)

n=0

+2Re l i b Jn (Cnr) exp(mﬁ)]

ouyy, 4 SONt les racines successives et positives de la fonbtion) = A(y/Rs)J} (y) + HTC x J,(y) eta,, 4 et
b, sont des nombres complexesét et N, sont des entiers. Le flux radial correspondant est :

N3 Ny U oUn. i Yn T Dy2 t
HP(r,0,t) =2X\Re| Y > ;B ’jJ,’l< R’q )exp —% exp(in(f — wt))

n=0¢=1

(5.30)

N3
+2)\Re l D b}, (Gar) exp(in@)]
n=0

Le champ de températuf®®(r, 6,t) donné par (5.29) est sous la forme de (5.6) et est donc unéosolu
exacte de I'équation de la chaleur non stationnaire (5.43.doefficients., , etb,, peuvent étre choisis de telle
sorte que le champ de températdi®&(r, 6,t) corresponde & un cylindre avec une température enviroafgnt
partout sauf dans un petit secteur angulgire- ©, 7 + ©] ou la température environnante &st,; (simulant
un contact téle/cylindre). Le flux de chaleur entrant dansylendre est classiquement défini par un coefficient
de transfert thermique HTC. Un HTC uniforme a été utilisé giamplicité¢ (HTC = 7 x 10~* W.m=2.K~1).
Cette valeur correspond au contact entre le produit etil'Gatier/acier) mais demeure physiquement absurde
pour le reste du cylindre (air/acier ou eau+huile/aciegs Conditions sont donc trés simples par rapport a une
véritable simulation de laminage, mais le but est simplerdertester la méthode et sa robustesse au bruit, nous
nous donnons simplement des signaux suffisamment sévéres.eA ajustant les valeurs d& T.,; et HTC
nous obtenons de forts gradients et les pics de tempéradaisseguement obtenus par des simulations numériques
beaucoup plus abouties, telles que celles citées en irdtioduLes détails concernant le calculde, etb,, sont
reportés en annexe A. Les paramétres du probléme sontdatessle tableau 5.3. La vitesse de rotation est fixée
a8x (rad/s) ou 6.4 m/s en considérant le rayon du cylindre, ceguiespond a des vitesses de laminage assez
élevées.

TABLE 5.3 — Parameétres

No, N1 () 50 ) Wm LK ) [ 52
No O] 60 w (rad/s) 8r
N 0) 100 || f (Hz) 1000
Ny ) 200 || 7, (K 293.15
R, (m) 0254 || Tooe  (K) 1273.15
T (m) 0.2535 || HTC (W.mr2.K-1) | 7 x 10°
D (m?s) | 6x10°6 || © (rad) 7/10

5.10.2. Reconstruction sans bruit

Utilisant la température prescrite (5.29), le signal d’éatest produit pour trois tours différents : le premier,
le second et un tour aprés 10 minutes de laminage inintewrob@température prescrite a la surface, et son flux
radial correspondant, sont présentés figure 5.6, et la textysé au rayon interne,, (remplacant les mesures)
est présentée figure 5.7. La reconstruction de la températusurface et du flux radial, constitue les sorties du
calcul, qui sont donc comparées a la température prescriseigace et au flux correspondant, figure 5.8 . Les
erreurs quantifiées de reconstruction sont listées dambleau 5.4. Bien que I'hypothése (discutée a la section
5.6.2) que la carte des températures n'évolue que trés peauas du tour, ne soit pas parfaitement vérifiée pour
les premiers tours de laminage (du fait de 'augmentatioladempérature entre le début et la fin du tour), il est
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manifeste que cela n'a que tres peu d’influence sur la quadité reconstruction, qui méme pour les premiers
tours est trés correcte. Par ailleurs le niveau de recaristrudu flux radial a la surface est sensiblement moins
bon si I'on s’en tient a I'erreur quantifiés du tableau 5.4laG@sst du aux singularités du signal en entrée et sortie
d’emprise, en revanche le reste du signal est trés bien s&odn

TABLE 5.4 — Erreur quantifiée,

Température Flux radial
Sans bruit Avec bruit Sans bruit Avec bruit
Premier tour 1.30% (Fig.5.8(a))| 1.3%% (Fig.5.9(a))| 18.45% (Fig.5.8(a))| 19.5% (Fig.5.9(b))
Deuxieme tour 1.24% (Fig.5.8(c)) | 1.29% (Fig.5.9(d))| 18.5% (Fig.5.8(c)) | 19.23% (Fig.5.9(d))
Tour apres 10 minutes 0.7% (Fig.5.8(e)) | 1.25% (Fig.5.9(f)) | 13.4% (Fig.5.8(e)) | 19.9% (Fig.5.9(f))

0 ) X 2

{TPR,.0.t5) (K | HP(R, ,0.tF) (W/mm®) -
700 (R0, 9) (K) ®7 premier tour 60 Ry ﬁ) @— premier tour

A 7 i Iy
650-] @— deuxiéme tour S04 ‘ll’A. @— deuxiéme tour
] % .

] ( : }—— tour aprés i ( :)7 tour aprés

6007 10 migutes 409 ' 10 minutes

550
500
450

400

(a) Température (b) Flux radial

FIGURE 5.6 — Données prescrites au rayBnvs 0
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FIGURE 5.7 — Données d’entrée au rayop vs6
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FIGURE 5.8 — Reconstruction en surface sans bruit

En outre, pour le premier et le second tour nous pregoad car il y a une discontinuité de température entre
le début et la fin du tour assez importante. Ainsi nous devtirerfieffet Gibbs. Pour le tour aprés 10 minutes de
laminage nous prenons évidemment 0, car il n'y a plus de discontinuité et donc plus d’effet Gibbs

5.10.3. Robustesse au bruit de mesure

En pratique les mesures sont bruitées. Nous nous sommeégipaur cette premiére validation un cas théo-
rique, correspondant & des conditions de laminage & chasdavorables, ainsi la méthode est extrémement
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robuste au bruit. En effet, nous considérons un bruit blaoc foutes les fréquences) en ajoutant des nombres
aléatoires (de loi uniforme et d’'amplitude 1 K) au signalrdfée. Puis, la reconstruction est calculée comme a la
section 5.10.2. Dans ces conditions il est clair que le Imiitompromet pas la méthode inverse développée dans
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ce chapitre.
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Comme nous l'avons précisé au chapitre précédent, nouectigdbns pas d'étude systématique sur 'ordre
de troncature optimal a considérer en fonction du signaitdde. Nous avons proposé une loi empirique dans
le cas de la méthode inverse élastique. Dans le présentig)aqus avons considéré le graphe des coefficients

1 2 3 4 5

(e) Température

(f) Flux radial

FIGURE 5.9 — Reconstruction en surface avec bruit
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de Fourier du signal a reconstruire, ceux-ci divergent drp#un certain indice de sommation (du fait qu'une
erreur dans l'intégrale du signal d’entrée est multipli@eyn facteur d’amplification que nous avons discuté a la
section 5.7). Nous avons choisi a la main le nombre de traneavant que ces coefficients ne divergent. Nous
pourrions imaginer un script balayant ces coefficients epaat automatiquement, avant que le signal ne diverge.
Cependant ce script n'a pas été écrit, ni pour la méthodesavidastique du précédent chapitre ni pour la méthode
inverse thermique que nous développonsici. Par la suitgp{age thermoélastique du chapitre 7) les sommes sont
toujours tronquées a la main, mais en gardant a I'espritgefale doit pouvoir automatiser ce choix. Les signaux
reconstruits en surface (en considérant un bruit bland)smnparés a la température et au flux radial prescrits.
Cette comparaison est présentée figure 5.9. L'erreur desécamtion quantifiée est listée dans chaque cas dans le
tableau 5.4. La reconstruction est satisfaisante mémel'sgpsthése qu’un bruit blanc perturbe I'ensemble des
fréquences du signal mesuré. Le passage au flux se fait eanppiergradient des températures, ainsi le flux de
chaleur est Iégérement plus sensible au bruit que la tempéi@u fait de la dérivation).

5.10.4. Calibrage

La position du capteur n'a pas de sens précis, dans la meadeetbhermocouple lui-méme a une certaine
dimension et est constitué de plusieurs matériaux dontrigsrigtés thermiques sont légérement différentes les
unes des autres (nous le verrons dans le chapitre expéalbgriDans cette méthode inverse, nous ne modélisons
pas le thermocouple, nous considérons que les mesuresag@stén un point théorique du cylindre et que les
propriétés thermiques sont homogénes et indépendantestdmpérature. Il faut donc effectuer un calibrage
avec des conditions aux limites bien connues, et analyssgtel donné par le thermocouple, pour évaluer une
position théorique équivalente du systéme de mesure eatasgtres thermiques constants du probléme. Il suffit
pour cela de minimiser I'écart (au sens des moindres caaésxygmple) entre le signal mesuré effectivement par
le thermocouple et la température calculée a partir desittonsl bien connues, que nous avons fixée autour du
cylindre. Cette minimisation porte sur la position équivee du point de mesure d’une part et sur les parameétres
matériaux équivalents d’autre part. Nous détailleronsdaegdure de calibrage dans le chapitre 6.

Nous présentons simplementici le niveau de sensibilité dedthode a une erreur deZ2@ans le calibrage sur
la position (profondeur) équivalente ponctuelle du capi@atte étude permet d’avoir un bon niveau de confiance
dans la méthode, car elle n'est pas trés sensible a ce typeutece qui aurait été assez génant dans le cas
contraire. Nous considérons une erreur gyrnotée+e, avece = 0.025 mm sachant que la valeur calibrée
devrait étre 0.5 mm. Les températures d’entrée de la méswurésentées figure 5.10. La température et le flux
radial reconstruits pour le premier tour sont présentésdifjul 1, et I'erreur quantifiée de reconstruction est listée
dans le tableau 5.5.

1 TPr6,45) (K)

4207

r=R,te
400i rsz

380 r=R,-e

360

3404 ®7 premier tour

320

300

6 (rad)
280 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 5.10 — Température d’entrée a différentes profondeurs
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] T®) | H(W/mm?)
650 607
1 Rm +e
600 Reconstruction 507 Reconstruction
] de la température du flux
R -e 40
550 m 4
L EEEEEED Tcmp:’;raturc 30 |reeeeees Flux prescrit
500 prescrite |

450~ (1)—— permier tour

400

] @7 premier tour
10

f exy
3504 TRy

300 .,

07—

(a) Température (b) Flux radial

FIGURE 5.11 — Reconstruction en surface pour différentes proforgle

TABLE 5.5 — Erreur de reconstruction a différentes profondetestdur)

Rayon | Température Flux radial
T, 1.3% 18.45%

™m —e | 2.5% 21.9%

rm +e | 2.5% 20.22%

5.11. Comparaison avec une méthode numeérique

Comme nous I'avons précisé dans I'étude bibliographiqueedehapitre, quelques méthodes inverses ther-
migues numeériques existent. Parmi elles, nous pouvonsoneetr ce que nous avons appelé I'algorithme N dé-
rivé du travail de Kotrbacek et al. (2006). Cette méthodedninpe est exhaustive dans la mesure ou le cylindre est
modélisé ainsi que le thermocouple comprenant le filamamjasie protectrice et I'isolation électrique, chacun de
ces composants ayant ses propres caractéristiques thesgpendant de la température. En comparaison avec
cette approche, la méthode que nous avons développée palitgpaxtrémement frustre. Cependant les qualités
de reconstruction sont peu dépendantes des détails deisatidél, si le calibrage est correctement opéré. Pour
comparer les performances des deux méthodes inversesitfaige N et la présente méthode), nous utilisons un
cas de simulation numérique de laminage industriel begquplus sévére que les signaux que nous avons traités
précédemment a la section 5.10. La simulation est faiteifférehces finies en imposant des conditions de flux a
la surface du cylindre (forte chauffe dans I'emprise, €iédénts types de refroidissement sur le reste du cylindre).
Nous extrayons un tour aprés plusieurs minutes de laminagteempérature calculée au rayon interg est
présentée figure 5.12(a). La température calculée en suafacayon du cylindréz, ainsi que la reconstruction
de la température de surface pour les deux méthodes ingmnsgrésentées figure 5.12(b). Il apparait clairement
que l'algorithme N (numérique) n’est pas concluant pourasssde laminage sévéeres du type industriel, cela est
principalement du au fait que le probleme est mal posé et @juesthode numérique, pour étre stabilisée, doit
étre fortement régularisée. Par ailleurs, nous montroasajprésente méthode inverse analytique offre de bonnes
possibilités, méme avec des signaux singuliers. Cela et €lacourageant pour le développement de cette mé-
thode, de sorte qu’elle soit utilisée directement sur lesdairs d'usine. Comme nous I'avons précisé plus haut,
la méthode est trés robuste au bruit de mesure. Ainsi, ménbheuitblanc altérant toutes les fréquences (figure
5.12(c)) ne compromet pas la précision comme le montre ladigul2(d) (qui est obtenue a partir de données
bruitées au rayon,, avec une amplitude de 1 K). Par ailleurs si I'on considéerelgueuit altére principalement
les hautes fréquences et que le bruit blanc est treés légamecc’est le plus souvent le cas expérimentalement
(c’est le type de bruit que nous avons considéré au chapémédent), et si nous filtrons les hautes fréquences du
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signal d’entrée, alors la reconstruction est tres procheetle obtenue figure 5.12(b) (reconstructions similaires,

il serait inutile de reproduire une autre figure).
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(c) Température avec bruit blanc au rayon

(d) Température reconstruite avec bruit blanc

FIGURE 5.12 — Comparaison sur conditions séveres

5.12. Temps de calcul

Sans rentrer dans trop de détails de programmation, I'isila enéme que dans le chapitre précédent, c’est-a-
dire calculer la solution (5.7) ou la version simplifiée (5g8ice a des matrices (ou tenseurs d'ordres plus élevés
représentés par des hypermatrices), qui sont pré-catcatéstockées dans une bibliothéque. Par exemple, les
coefficientsy, ,, 1 (5.21) sont pré-calculés sous la forme :

( 2 1
- - k=1
Bo.p Ji(wop) Top
_ 2 sin (n/Ny) o1
Prp = 2 ~2,.—1 -
Jnt1(Tnp) 12,20 — Tnyp (5.31)
2 sind (n/Ny)
ﬂn,p = 7 2 o -1 _ k = 2
\ n+1($n,p) TanJJmp ‘rnvp

Ainsi les quantitésy,, ,, . (5.21) s’obtiennent en multipliart, , par des facteurs dépendantﬁ,@. Les seules
grandeurs a calculer pendant le procédé sont donc les ae&di* (5.14). De la méme maniére que dans le
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chapitre précédent, ces intégrales sont calculées nuneénignt grace a des fft. En utilisant cette approche, le

temps de calcul de la méthode est trés réduit. Par exempiédakats présentés a la section 5.10 sont obtenus
en environ 0.05 seconde pour chaque tour avgc= 1000 (le nombre de point de reconstruction). Ces temps

affichés par Scilab 5.3, sont obtenus pour un processeucqrea#.8 GHz.

5.13. Conclusion

La méthode inverse analytique non stationnaire, que nowssgeroposée, donne de trés bons résultats, tant
pour des cas de laminage a chaud avec de fortes épaissagsdilo d’emprise importante et signaux peu sin-
guliers), que pour des cas plus industriels avec des épassphis faibles et des signaux plus singuliers, la ou
certaines méthodes numériques ne permettent pas de red@de maniére satisfaisante les températures en sur-
face. Du fait que la solution est analytique, nous obtenemfllix dans les deux directions (radiale et orthoradiale)
en prenant le gradient. Le champ de température est aceedaifs tout le cylindre et en particulier a la surface
(ainsi que le flux). Un seul thermocouple est suffisant etdguence d’acquisition peut aller jusqu'a 10 kHz en
général. La méthode présente une trés bonne robustesseaitadelimesure, méme pour des bruits altérant toutes
les fréquences. La problématique du calibrage a été évoguéeffet le capteur ayant une dimension et étant
composé de plusieurs matériaux différents, nous avonsoptéun matériau équivalent ou le capteur est un point
sans dimension. Une profondeur équivalente ainsi que damgéres thermiques équivalents doivent étre obtenus
par calibrage.

Les temps de calcul obtenus sont trés réduits grace au gaicfit et a la création de bibliothéques de matrices
(et hypermatrices) pré-calculées et stockées. Ainsi ploagj@e tour la reconstruction de la température en surface
et du flux radial prend 0.05 seconde pour un processeur qua@d® GHz (temps affiché par Scilab 5.3). La
méthode inverse, que nous avons développée, est donc dbimpatc une future exploitation des mesures en
temps réel pour contréler les parameétres de laminage peledarmcédé grace a une boucle d’'asservissement.

L'une des principales hypothéses de ce travail est que lesmgdres thermiques sont indépendants de la
température, ce qui semble étre une approche suffisantenidéas, tous les cylindres ne sont pas fabriqués
dans les mémes aciers. Si I'on veut équiper un cylindre dmitrdont les propriétés thermiques sont sensibles
a la température, il serait peut-étre intéressant de dgpetaun calcul avec une diffusivité thermique dépendant
linéairement de la température du typé€T") = Do(1 + €o(T — T)/To) ou Ty est le champ de température que
nous aurions si la diffusivité thermique était constantégetle aD, et le parameétre, est sans dimension et tel
queey << 1. Nous pouvons dés lors linéariser I'équation de la chaleugéaivant la température sous forme
T =Ty+eoT1 +... +€)T] + ... et enidentifiant les termes en puissances,d€ette approche a été utilisée pour
d’'autres types de problémes par Zhang et al. (2012).



CHAPITRE VI

ETUDE THERMIQUE EXPERIMENTALE

Ce chapitre est une adaptation de deux articles publiéseetdement dans Advanced Materials Re-
search et Key Engineering Materials (Weisz-Patrault et(2012b) et Legrand et al. (2012a)). Ce
chapitre vise a démontrer la mise en oeuvre pratique de ldhaugt inverse analytique thermique
du chapitre précédent. Deux types de capteurs de tempéréeidrill et le slot) sont développés
et comparés. Des essais ont été menés sur le laminoir pilatealorMittal de Maiziéres-les-Metz.
Les capteurs de température, la procédure de calibragesee$sais pour différentes conditions de
laminage (5%, 10 %, 15 % et 20% de réduction d’épaisseur du produit) sont décrits. Il est dé
montré que le capteur de type slot est plus efficace du pointdede la qualité des mesures que
le capteur drill (mais ce dernier est plus robuste mécanimeet). En outre, le coefficient de trans-
fert thermique moyen HTC varie entre 15 et 26 kWKt plus la réduction du produit est élevée
(c’est-a-dire la pression de contact) et plus le HTC I'esssiuLe coefficient de transfert HTClo-

cal n’est pas uniforme dans le contact t6le/cylindre maislsie dépendre de la pression locale de
contact. Ce coefficient de transfert non uniforme le long olotact, pourrait contribuer a diminuer
le choc thermique (et donc la fatigue thermique) quand lendg de travail passe sur 'emprise, par
comparaison avec un coefficient de transfert HTC qui senaifioume dans le contact. D’autre part
I'épaisseur d’oxyde (calamine) a la surface du produit térdiminuer les transferts de chaleur dans
I'emprise du produit vers le cylindre. Cela est du au fait daealamine conduit beaucoup moins
bien la chaleur que I'acier.

6.1. Introduction

En laminage a chaud, les sollicitations thermiques du dyime travail sont caractérisées par des chocs ther-
miques cycliques (pics de températures comme nous I'awoasi ehapitre précédent), qui se font dans I'emprise
du fait du contact entre la téle a envirerl00C°C et le cylindre entre 50 et 10Q. Ces chargements thermiques
cycliques, amplifiés par le refroidissement du cylindre dedil en sortie d’emprise, sont responsables de la
dégradation de I'état de surface de I'outil par fatigue tigue, qui écourte fortement sa durée de vie. Une di-
minution de la fatigue thermique requiert une meilleurer@ssance des pics de température et des transferts de
chaleur qui existent réellement dans I'emprise et qui sesblrce de ces chocs thermiques. Jusqu’a présent les
pics de température sont approchés par des coefficientarddedrt thermique (HTC : Heat Transfert Coefficient)
macroscopiques déterminés par des mesures globales (sompéle bande supposée uniforme etc...). Cette ma-
niére courante d’identification est suffisante pour une EFesoptimisation du systéme de refroidissement, ot la
connaissance des transferts de chaleur entre le cylintlegt&rieur (dont la tble) n’est nécessaire qu’en moyenne.
Cependant pour déterminer la dégradation par fatigue ilgeemune évaluation précise et locale de ces pics de
température et des transferts thermiques dans I'emptiséesssaire. En effet, considérant le probleme thermique
pendant le procédé, les modeéles théoriques ne peuventppkoer de véritables mesures, car les conditions aux
limites du cylindre sont trés complexes. Le contact entitélet le cylindre fait I'objet d'une conduction ther-
mique. De plus, les frottements significatifs a I'interfatedans une moindre mesure, la déformation plastique de
la bande sont des sources de chaleur & prendre en comptédarlfecétion intensive a I'entrée de I'emprise et le
refroidissement a la sortie créent une convection fordd&giecrée une convection libre. Ceci est résumé figure
6.1(a).

Le but premier de ce chapitre est de montrer la faisabil@BrtEjue de I'insertion d’un thermocouple a l'inté-
rieur du cylindre pour interpréter les mesures de tempégafiice a la solution inverse que nous avons proposée
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au chapitre précédent et qui permet d’obtenir la tempésatarsurface et les flux de chaleur (cf figure 6.1(b) ou
R estle rayon du cylindre et,, le rayon de mesure). A partir des champs de température 8tidedvalués par
méthode inverse, nous pouvons évaluer la fatigue therngigeiivant parmi de nombreux exemples le travail de
Corral et al. (2004).

Convection libre
air

Convection Convection

; forcée
forcée Cylindre de travail

huile/eau air/eal@

Emprise 1

7\

(a) Probleme thermique (b) Probleme inverse

Tole —>> L

FIGURE 6.1 — Problemes

6.2. Insertion des thermocouples

Les capteurs de température sont munis de thermocouplgpe&tfixés dans une une petite piéce en acier
gue nous nommerons le plug. Le diameétre du filament du theyapde est d’environ 0.5 mm. Cette valeur peut
paraitre élevée, d’'une part par rapport a des thermocobpkascoup plus fins, d’autre part en considérant les
dynamiques rapides qui doivent étre enregistrées, et ehfifgit de la faible profondeur a laquelle nous devons
les insérer (environ 0.5 mm, cf chapitre précédent). Masy$teme doit étre suffisamment solide pour résister au
niveau de contraintes élastiques atteint en laminage samsre le filament. Ainsi, la température mesurée est en
fait une moyenne du champ de température dans I'épaisséilamient. Cependant ce choix technologique est un
compromis acceptable entre précision et durabilité. Dawas de cette étude aucun thermocouple n’a cédé, alors
gue des diameétres plus fins de filament (certes plus précimieatconduit a des ruptures apres quelques tours de
laminage seulement.

Deux types d'insertion des thermocouples sont testés epagin. Le premier type est nommeé slot (par en-
taille) (cf Fig.6.2(a)). Le thermocouple est placé dansemtaille faite a la surface du plug et soudé dans celle-ci.
Un métal d’apport est ensuite ajouté pour recouvrir le tlemmaple et remplir I'entaille. Ce capteur a une réponse
rapide a un échelon de température parce que le thermoaestgdeen noyé dans un métal conducteur de la cha-
leur (il n'y a pas de vide ni d'air). Cependant ce type de mgaiest moins pérenne que le second type de capteur
développé. Ce dernier nommeé drill (percer) consiste a perceou sous la surface du plug et d'y insérer le ther-
mocouple (cf Fig.6.2(b)). Ainsi une forte isolation, duéadrlrestant dans le trou ou est fixé le thermocouple, rend
ce type de capteur beaucoup moins sensible et son tempsatesesp un échelon de température est beaucoup
plus long. Cependant, les caractéristiques mécaniquesi@otage sont réputées étre meilleures. Une photo des
deux capteurs (slot et drill) est présentée figure 6.3.

Les plugs dans lesquels sont insérés les thermocouplepas@ntaille soit par percage, doivent étre insérés
dans le cylindre. Ainsi, ce dernier est percé depuis la sarf@rs le centre avec un diamétre légérement inférieur
a celui du plug sur environ 2 cm et avec un diamétre compagatséui des fils ensuite. De plus, pour I'évacuation
des fils, le cylindre est percé en son centre selon son axaldiesplugs sont ainsi insérés a des angles distants
der/4. L'idée est de fixer les plugs dans le cylindre par serragssté-dire en force (cf Fig.6.4). Pour cela deux
technigues ont été proposées et testées. La premiereteomsieentrer le plug (dont le diamétre est [égérement
supérieur au trou prévu dans le cylindre) en appuyant dglsssisconde technique consiste a plonger le plug dans
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de I'azote liquide pour le refroidir fortement et obtenir iétrécissement de son diametre. Il est alors inséré sans
probléme dans le trou prévu dans le cylindre, et lorsqueug pdtrouve la température ambiante la dilatation,
thermique le serre dans le trou. Le taux de serrage est orelaur la seconde technique, d’ailleurs on observe
un Iéger enfoncement dans le cylindre aprés les essais @@luid monté en force alors qu'aucun enfoncement
n'est visible pour le plug inséré grace a I'azote liquideuslme présentons donc les résultats que pour cette der-
niére technique d’insertion. Finalement, apres l'ineertlu plug dans le cylindre, celui-ci dépasse de la surface :
un polissage (rectification) est donc requis pour éviteteomarque sur la bande. Il est important de noter que
I'orientation du filament est paralléle a I'axe du cylindpeur se placer dans le sens des isothermes, ce choix est
motivé par le fait que la température n'évolue presque pas lgssens de I'axe du cylindre (au milieu de celui-ci).
En effet, toute autre direction subit des évolutions de &napire (surtout dans le sens radial par exemple), ainsi
nous mesurerions une moyenne sur la longueur du filamentjicggraderait la mesure.

Polissage Polissage
A Thermocouple  Métal d'apport A Thermocouple Drill
Ly = Loy s
> >
A—A ‘ A—A
Collé A Collé A
(a) Capteur slot (b) Capteur drill

FIGURE 6.2 — Capteurs slot et drill

“v.’&.~-“ -
——

e

??r P,
ac 7 'ru""’jrw. i
2 7 T r—
= 2 i dh
= -
(a) Photographie du slot (b) Photographie du drill

FIGURE 6.3 — Photographies
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FIGURE 6.4 — Insertion du plug dans le cylindre

Par ailleurs, le fait d’avoir percé des trous dans le cykngleut inciter a reconsidérer la méthode inverse du
chapitre précédent, qui se fonde sur un cylindre plein. Geaet la perturbation introduite est du second ordre,
dans la mesure ou le transfert de chaleur est localisé dapsdmiers millimétres de peau du cylindre qui restent
massifs.

6.3. Systéme d’acquisiton

Un systéme d’acquisition a haute résolution (16 bits) etdrdquence (10 kHz max) a été congu spécialement
pour cette application. Le systéeme est embarqué avec ledegliournant : les télémetres, les encodeurs et les
transmetteurs sont fixés directement sous le plug (au nigdeaicales) pour permettre d’alimenter le systeme
d’acquisition embarqué et de collecter le signal, qui estiéa transféré a la centrale d’acquisition principale(fix
hors du cylindre) grace a un systéme sans fils par transmisgioctive. Une photographie du bord du cylindre
monté avec le systéeme a induction est présenté figure 6.5.

- . e «£Inductive
Inductive - 5 ‘om t
7SN L adh/Measuremen

power heé&{ a3 J—"*Qf*head

FIGURE 6.5 — Systéme de transmission inductif
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6.4. Calibrage

6.4.1. Matériau équivalent

Les thermocouples sont des composants constitués deyphismuches de matériaux différents. Le filament
du thermocouple est recouvert d'une isolation électrigume gaine de protection. Comme nous I'avons déja
spécifié au chapitre 5, le matériau considéré pour le calwerse est un matériau équivalent comme le présente
la figure 6.6. La méthode inverse requiert une diffusivigrithique (et une conductivité thermique pour les flux)
indépendante de la température. Pour le capteur slot leefigdrmontre ces propriétés thermiques en fonction
de la température pour le métal d’apport qui a des propriéggmiques proches des autres composants (comme
l'isolation électrique, la gaine de protection et le cylieatli-méme). Une dépendance quasi linéaire (avec un faible
coefficient directeur) est notable. Par ailleurs la positia capteur n’est pas définie comme un point de I'espace,
du fait que le thermocouple a une dimension. Ainsi, de la mé&@eiere que I'on modélise la complexité physique
du capteur par un matériau équivalent, la position théerjganctuelle de mesure est également un élément de
modélisation.

Donc, nous devons établir par calibrage trois grandeurs&lgates (au sens que ce ne sont pas des grandeurs
mesurables mais qui tiennent a la modélisationh etr,,.

Plug Plug

Diffusivité thermique
D=4.2 mm’/s

Filament du

thermocouple >
Conductivité thermique
[solation — 2=17.3 W/m/K
Electrique
Métal d'apport
Capteur détaillé Matériau équivalent
(a) Matériau équivalent pour le capteur slot
Plug Plug
Diffusivité thermique
D=2 mm?%s

Filament du

thermocouple >

Conductivité thermique
/=13 W/m/K

Isolation
électrique

Capteur détaillé Matériau équivalent

(b) Matériau équivalent pour le capteur drill

FIGURE 6.6 — Matériau équivalent
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FIGURE 6.7 — Diffusivité et conductivité thermiques ¥5

6.4.2. Procédure de calibrage

Il s’agit d'imposer au cylindre un chargement bien connu,gprmette de connaitre la solution analytique
en température partout dans le cylindre. Nous identifiona etr,, pour minimiser I'écart entre la température
mesurée au cours du temps et la température analytiqueghéalans le cylindre sous ce chargement thermique
connu.

La procédure retenue par les expérimentateurs est d'aspergylindre (qui est a ce stade immobile) avec
de I'eau chaude (au niveau du capteur), ceci est représgaté %.8(a). Nous considérons pour ne pas alourdir
inutilement la solution analytique de calibrage que lermjie est plongé dans un bain d’eau chaude (sur toute
sa circonférence). En fait les deux situations sont extndemt proches pendant un certain laps de temps du fait
que le flux orthoradial est trés faible comparé au flux rallalis considérons que l'intervalle de tenjpsty] sur
lequel nous identifions les mesures et la solution analgtigst suffisamment court pour pouvoir se contenter de la
solution ou tout le cylindre est plongé dans I'eau chaudés mdfisamment long pour étre cependant représentatif.

Nous avons développé la solution analytique d’'un cylindrensis & une température extériedfe (ou e
signifie eau) alors qu’il est initialement & la températurdenteT,,. Le flux entrant dans le cylindre est alors
défini par HTQT — T.), nous prenons une estimation du HTC pour le contact entae Bspergée et I'acier du
cylindre HTC=19 750 W/riyK. Cette solution analytique est démontrée en annexe Aagitsd’un cas particulier
lorsquen = 0). Nous avons donc la température théorique du cyliddréou c signifie calibrage) évaluée au
rayon de mesure interns, :

()i ' 2yq(Ta = Te) J1(yq) o [ DYi
e T+Z(q +H55) Uolw)) s (72n) p( R t> oy

ouy, sont les racines positives et successiveg de (\y/Rs)J}(y) + HTCJo(y).
Nous cherchons donb, A etr,,, qui réalisent le minimum entre la température théoriquéysiqgae 7°(¢) et
la température mesurée en fonction du tefipi¢) soit :

to
min (J (T°(t) — Tm(t))th> (6.2)
0

Nous devons résoudre un probléme de minimisation sousaintgs, les contraintes étant que les valeurBdg

etr,, doivent rester proches des valeurs de conception. Poerdettie nous n’avons pas développé la procédure
de minimisation (beaucoup d’algorithmes sont proposés Briogiciels de calcul), un ajustement a la main a été
fait. A terme, un algorithme devra étre utilisé. Pour le eapslot, le minimum est atteint poilir = 4.2 mn?/s
(diffusivité thermique) et\=0.0173 W/mm/K (conductivité thermique) & — r,, = 0.51 mm (ouR,=234.5
mm). La figure 6.8(b) montre le modéle analytique pour leswa retenues ainsi que les mesures. Pour le capteur
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drill, la couche d’air diminue les caractéristiques de $fart thermique et nous avoris = 2 mm?/s etA=0.013
W/mm/K etR, — r,, = 0.58 mm.

1T(K)

320

Eau chaude 3157

310 Température analytique

Plug

« = » » Température mesurée

305

300 t(s)
Cylindre fixé Y1 7 T . 1

2 3 4 5 6

-

(a) Procédure de calibrage (b) Identification mesures/théorie

FIGURE 6.8 — Calibrage

6.5. Commentaire sur le temps de réponse

Tout isolation thermique sera responsable d’un retard ldagponse du thermocouple sollicité par un échelon
de température, l'isolation thermique due a l'air dans ls da capteur drill est particulierement importante.
Cette notion de retard a donné lieu a plusieurs confusions l@s discussions avec certains interlocuteurs, nous
clarifions donc la problématique des temps de réponse. Pdhetmocouple soumis a un échelon de température,
on appelle en général temps de réponse le temps caragiggistile le thermocouple met a atteindre un certain
pourcentage de la valeur de la température imposée. |l hpdapenser qu'il s'agisse la du temps minimal entre
deux prises de mesure consécutives avec le thermocoupdEmous ne cherchons pas la température uniforme
d’'un milieu, (auquel cas il faudrait attendre au minimumemps de réponse du capteur pour afficher la valeur)
mais au contraire nous cherchons la température traresitains le thermocouple. Le probléme de diffusion dans
ce dernier (responsable du temps de réponse) est pris erteedans la profondeur équivalente que nous avons
définie (plus le thermocouple est gros, plus la positionédente sera profonde, et donc plus le temps pour
que le capteur réagisse sera long). Ainsi, la diffusion deutisermocouple est prise en compte dans la méthode
inverse thermique. Nous avons choisi des thermocoupleg &gmis, qui ont un fort temps de réponse comparé a
certains thermocouples trés fins, mais cela ne limite eneisans physique d’'une mesure a trés haute fréquence
d’acquisition. La température affichée a chaque instantelsune est bien la moyenne du champ de température
dans le filament.

6.6. Essais sur laminoir pilote

Un produit en acier faiblement allié d’aluminium (de ratigtial largeur sur épaisseur variant entre 100 et
60) a été laminé dans des conditions pilotes sur le laminolaud de Maiziéres-les-Metz dont le cylindre de
travail supérieur est équipé d’'un capteur slot et d’'un aapdell (rayon du cylindreR,= 234.5 mm). Les signaux
de température pendant le laminage ont été stockés graceeattale d’'acquisition décrite a la section 6.3. Le
cylindre est refroidi & I'air en dehors de I'emprise (sans)ed n'a pas été lubrifié.

Ces conditions trés simples ont été choisies pour pouvsirignidentifier facilement le coefficient de transfert
thermique local dans I'emprise noté H,C(t/c signifiant tole/cylindre), ce qui sera fait a la section 6 B0 effet
la thermique de la bande est grandement simplifiée par cefitimors sans refroidissement ni lubrification. Le
récapitulatif des tests est fait au tableau 6.1. La temp#érate la tole est estimée a I'entrée de I'emprise par
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un premier pyrometre (pyro 1) et a la sortie par un secondmpgte (pyro 2). La température du four est aussi
reportée, de telle sorte que I'épaisseur d’'oxyde, créé arface du produit (calamine), puisse étre estimée (cf
section6.9). La vitesse de rotation du cylindre est fixée pmutes les bandes et toutes les passes a 1.5 m/s ce qui
revient 2= rad/s soit un tour par seconde.

TABLE 6.1 — Récapitulatif des essais

Test | Passe| Réduction| Force de laminage Vitesse| Températurg Températurg Température
du four de labande| de la bande
(pyro 1) (pyro 2)

(%) (kN) (m/s) ¢S ¢S ¢S

1 1 5.17 207 15 1150 1100 1060
2 5.10 249 1.5 - 1053 1042

3 3.85 215 15 - 1043 1022

4 3.79 228 15 - 1029 1013

5 3.99 230 15 - 1020 995

2 1 9.94 264 15 1150 1103 1076
2 9.10 298 15 - 1055 1059

3 11.94 355 15 - 1040 979

4 9.58 295 15 - 1030 1004

3 1 14.64 339 15 1150 1117 1060
2 15.36 394 15 - 1030 1024

3 13.92 380 15 - 1020 1010

4 15.77 429 1.5 - 1002 990

4 1 19.29 429 15 1150 1093 1000
2 20.17 525 15 - 995 987

3 17.45 631 15 - 965 927

4 19.09 592 15 - 930 920

6 1 18.61 597 15 1050 1027 955
2 20.07 680 15 - 988 989

3 18.21 635 15 - 973 920

10 1 18.93 617 15 1150 1063 979
2 20.15 600 15 - 1000 990

3 19.33 550 15 - 1000 960

6.7. Comparaison entre le capteur slot et drill

Les évolutions des températures mesurées avec le capbéwat & capteur drill pendant deux tours sont
présentées figure 6.9. La réponse du capteur drill est pites ¢ plus faible que celle du capteur slot alors que les
deux capteurs ont des distances équivalentes par rappostigface trés comparables0.5mm. Cette différence
de réponse vient du fait de I'air contenu dans le capteur, dril agit comme une forte isolation thermique. Les
problémes d’inversion étant mal posés, les estimationgnipérature et des flux a la surface du cylindre sont
attendues pour étre de bien meilleure qualité pour le captetique pour le capteur drill, car pour ce dernier le
champ de température est identifié a partir d’'un signal bmguplus faible, et ainsi les erreurs dans les intégrales
seront beaucoup plus élevées. La figure 6.10 confirme claitenette prédiction des qualités respectives pour
les deux capteurs différents. Les deux solutions donnenélae ordre de grandeur pour la température et le flux
radial en surface, cependant d’'importantes oscillatigmaeaissent dans le cas du capteur drill, du fait que les
erreurs commises dans les intégrales sont amplifiées pathode inverse. Ainsi, il est nécessaire d’améliorer le
capteur drill en essayant de remplir I'interstice d’air@aum métal d’apport du méme type que celui utilisé pour
le capteur slot. Par ailleurs, le capteur slot permet unaédecture des températures et du flux radial en surface,
ainsi nous ne considérons plus que ce dernier capteur danida
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FIGURE 6.9 — Mesures avec les capteurs slot et drill
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FIGURE 6.10 — Comparaison entre les capteurs slot et drill

6.8. Influence du taux de réduction

Dans cette section, I'influence du taux de réduction de I&5eair de la bande est étudiée. Les premieres passes
destests 1, 2, 3 et 4 sont considérées (cf tableau 6.1), cegaspond approximativement a des taux de réduction
de 5%, 10%, 15% et 20%. La fréquence d’acquisition est 10 kHz excepté pour le taB®% (5 kHz). La figure
6.11 présente les mesures de température pour ces quatréoéd. |l est notable que le signal est trés propre avec
un faible niveau de bruit (+/- 0.5 K), qui dans le domaine fréatiel atteint principalement les hautes fréquences.
Nous pouvons observer également une augmentation de l&tetage entre le début et la fin de chaque tour (état
transitoire). Le bruit n’est pas filtré car nous avons p&gise la méthode inverse du chapitre précédent était tres
robuste au bruit, et d'ailleurs le sinus cardinal ayant gamurde limiter I'effet Gibbs, agit également comme un
filtre passe-bas.

La figure 6.12 présente la température de surface et le flualretonstruits a la surface du cylindre par
méthode inverse. Plus le taux de réduction est élevé, plflsdede chaleur, ainsi que le pic de température
correspondant, sont importants. Cela est du au fait queelssfam augmente avec le taux de réduction, ainsi le
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contact entre la téle et le cylindre est plus fort et le trartshermique est facilité. En d’autres termes, le coefiicie
de transfert thermique dans I'emprise HJGaugmente avec la pression. En outre, nous avons égalenmsni
moindre mesure, une élévation des transferts thermiquesa deffet de la friction et de la plastification, toutes
deux de plus en plus importantes a mesure que le taux de id@alaagmente. Par ailleurs une zone de forte chauffe
correspondant au passage dans I'emprise est visible figl2¢§ mais également une zone de refroidissement a
I'air avec un flux radial qui change de signe, de maniére assgrfeste a la sortie de I'emprise ou le différentiel
de température entre le cylindre chaud et I'air froid estiles grand.

440 T (K)

~——— 20 % de réduction
15 % de réduction

10 % de réduction

5 % de réduction

t(s)

0.0 0.5 1.0 15 2.0

1T(K)

600

N

20 % de réduction
15 % de réduction
10 % de réduction

550

4

Refroidissement en
500 sortie d'emprise

5 % de réduction

450

5 % de réduction
104 107 10 % de réduction
| ‘ 12 15 % de réduction

124 e / 20 % de réduction
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(a) Température estimée a la surface (b) Flux radial estimé a la surface

FIGURE 6.12 — Estimation a la surface du cylindre

6.9. Influence de I'épaisseur de calamine

Dans cette section, nous étudions l'influence de I'’épaistenyde formé a la surface de la bande (calamine).
Quand la tble est chauffée a haute température, de la caaaiforme a la surface pendant le refroidissement.
Donc pour une bande laminée & une température donnée, lplagéé chauffée dans le four avant d’'atteindre cette
température, plus I'épaisseur de calamine est élevée.xydeast un mauvais conducteur de la chaleur
W/m/K) par rapport au métal du produkt &15 W/m/K). Ainsi, les flux de chaleur entrant dans le cylindoéent
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étre d’autant plus faibles que I'épaisseur de calaminelegéé. Les deux premiers tours de la premiére passe des
tests 6 et 10 sont utilisés pour vérifier cela. Les tempégatdes bandes a I'entrée de I'emprise (pyro 1) sont
similaires pour ces deux tests (cf tableau 6.1). Tant le teuséduction, que la force de laminage sont similaires
dans les deux cas. Ainsi, la seule différence significatbtdeetempérature du four, qui détermine I'épaisseur de
calamine. Un modéle numérique, développé en interne paldéndittal, a été utilisé pour évaluer ces épaisseurs
d’oxyde. Pour le test 6, la bande a été préchauffée a 1G5k qui produit une épaisseur de calam#®s um
a la surface de la bande, et pour le test 10 la bande a été pffégha 1150°C ce qui produit une épaisseur de
calamine~60 um. La figure 6.13 présente I'évaluation du flux radial a laacefdu cylindre obtenu par méthode
inverse (& partir des mesures en sous-couche) et les tésdte trés cohérents avec I'estimation des épaisseurs
respectives d'oxyde. Il est remarquable que la températeida bande est presque la méme pour les deux test
(6 et 10). Linfluence de I'épaisseur de la calamine a la serfie la téle s’explique donc par la modification du
coefficient de transfert thermique dans le contact ETC

1H (W/mm?)

I

I I e Température bande 1050°C
4] Epaisseur calamine 35 um

—— Température bande 1150°C
Epaisseur calamine 60 pm | |

¥
-18 T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

o 0

FIGURE 6.13 — Influence de I'épaisseur de calamine

6.10. Modéle de coefficient de transfert thermique dans I'eprise

Pour un certain nombre de codes numériques servant a sifaulleermique des cylindres de travail, une
décomposition en zones avec des coefficients de transéerhijue constants sur la zone, permet d’appréhender
les conditions aux limites compliquées du probleme. Endaliton considére les températures des pyrométres
(pyrol et pyro 2) pour évaluer la thermique de la tdle, la @ssance de la température a la surface et du flux
radial entrant dans le cylindre permet de déterminer unficgaft de transfert thermique local dans I'emprise
HTC,,. via la relation : flux radial = HTG.(Température de la tole-Température de surface). b T&st calculé
pour la premiére passe et le premier tour des tests 6 et 1Qustpuuvons remarquer un profil en cloche dans
I'emprise (cf figure 6.14). Nous pouvons d'ailleurs soutgie fait que pour I'essai 6 (ou I'épaisseur de calamine
est plus faible que pour I'essai 10) le Hf/Clocal est plus élevé comme nous I'avions déja précise.
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FIGURE 6.14 — Variation locale du HTC

6.11. Conclusion

Nous avons démontré la faisabilité de I'insertion de therouples sous la surface du cylindre en vue d'utiliser
la méthode inverse thermique développée au chapitre 5. beanes obtenues sont trés satisfaisantes du fait d'un
niveau de bruit trés acceptable et d'une trés bonne coh&dmxrésultats de 'inversion avec I'évolution du taux
de réduction de I'épaisseur du produit et de I'épaisseuratiamine. La procédure de calibrage du montage est
simple a réaliser (on asperge le cylindre avec de I'eau ahdodt la température est contrélée) et permet de ne
pas modéliser dans le détail le capteur (assez complexa)dégendance de propriétés thermiques en fonction
de la température. La position ponctuelle théorique dutpdénmesure est également obtenue par calibrage.
Pour se convaincre que ce calibrage est bien suffisant, mons aeconstruit la température et le flux radial en
surface pour les réductions a 5, 10, 15 et?2Gvec l'algorithme N, que nous avons introduit au chapitre 5.
Si pour des conditions trés singuliéres, ce dernier n'estspéisfaisant (comme nous I'avons montré), pour des
conditions de laminage a faible vitesse en revanche (con'esele cas de ces essais) I'algorithme fonctionne.
Celui-ci repose sur une méthode numérique, et le capteérra@élisé dans le détail et les propriétés thermiques
peuvent dépendre de la température comme le montre la figlreesfait remarquable est que les reconstructions
sont quasimement identiques a celles que nous obtenondaaveéthode inverse analytique, que nous avons
développée. Ainsi, le calibrage semble suffisant pour nigeldl complexité locale du systéme de mesure.

Par ailleurs, un autre résultat important ressort de cétigeéexpérimentale. Le coefficient de transfert ther-
mique local dans le contact téle/cylindre HJCn’est pas constant, mais a I'allure d’une cloche qui potétae
proportionnelle au niveau de pression. Le choc thermiquéas probablement moins fort que dans les modeéles
ou I'on suppose le coefficient de transfert thermique canistefaut donc, a partir de cette variation locale que
nous avons exhibée, estimer a nouveau la durée de vie dedredisoumis a une usure en fatigue thermique.



CHAPITRE VII

PROBLEME COUPLE THERMOELASTIQUE

Ce chapitre est une adaptation d’'un article publié dans AggpMathematical Modelling (Weisz-
Patrault et al. (2013a)). Nous avons développé d’'une pagtméthode inverse élastique sous condi-
tion isotherme pour évaluer les contraintes de contacteelitutil et le produit et d’autre part une mé-
thode inverse thermique pour évaluer la témprature et lediighaleur dans I'emprise. Cependant,
la mesure du tenseur des contraintes dans le cylindre préndssairement en compte les contraintes
thermiques (dues aux déformations thermiques). Ainsi,|pdaminage a chaud, ou ces déformations
dues au gradient de température ne peuvent pas étre négjigée correction par couplage thermoé-
lastique est nécessaire. Nous développons, dans ce ahaggtcouplage en résolvant I'équation de
Navier (équilibre portant sur les déplacements), cela parnon seulement de corriger la solution
élastique inverse isotherme du chapitre 4, mais égalemiémallier les contraintes thermiques res-
ponsables de I'usure en fatigue faisant apparaitre dedfegide chaleur" altérant I'état de surface
du cylindre de travail. La durée de vie peut donc étre mieuicgr€e, a partir de I'évaluation par
méthode inverse de ces contraintes thermiques. Pour tessetution, la méme simulation de lami-
nage a chaud qu’au chapitre 4 est utilisée. Par ailleurs ndémontrons que le temps de calcul de
la présente solution est négligeable devant celui des rdéthmverses élastique et thermique des
chapitres 4 et 5, cette nouvelle solution ne présente doograco(t supplémentaire.

7.1. Introduction

7.1.1. Objectifs du chapitre

Nous ne refaisons pas ici toute la revue bibliographiquectiapitres 4 et 5. Cependant nous présentons un
résumé rapide des principes analytiques de ces deux swutigerses (élastique isotherme et thermique) pour
permettre au lecteur de poursuivre la lecture sans se ré&féxepages précédentes. Pour estimer les contraintes
de contact entre la tdle et le cylindre, Legrand et al. (20 52t@cemment proposé un calcul par méthode inverse
(fondée sur I'approche isotherme de Meierhofer and Ste$887)), qui interpréete les mesures de deux capteurs
de déformation a deux positions radiales différentes. &rgjet al. (2012b) a étudié entre autres I'épaisseur de
peau dans le cylindre ou les contraintes thermiques ne ssntggligeables et a tenté d’utiliser la méthode inverse
en placant les points de mesure plus profondément (la otoleépne est raisonnablement libre de contraintes
thermiques). L'inversion a échoué et les auteurs en conttyee 'inversion (avec cette méthode) est impossible
en laminage a chaud. Dans ce chapitre, nous proposons aneéilte a ce raisonnement en prenant en compte les
contraintes thermiques dans la méthode inverse élastigakapitre 4, en couplant les deux problemes thermique
et élastique. Le capteur de déformation a fibres optiques@doenc étre placeé le plus pres possible de la surface
en vue d’'une bonne performance de la méthode inverse. Puil @st nécessaire de connaitre le champ de
température dans le cylindre, ce qui est rendu possibleapaéthode inverse thermique du chapitre 5.

La figure 7.1 presente un schéma du systéme de mesure thastimpét. Le thermocouple est placé au rayon
rm, etle capteur de déformation (et donc de contrainte) pardfibptiques est placé au ray®,. La rotation du
cylindre permet d’obtenir une mesure sur les cercles réifpdcensemble des autres notations est explicité dans
le tableau 7.1
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TABLE 7.1 — Nomenclature
R, Rayon du cylindre
Tm Rayon de mesure de la température
R, Rayon de mesure des contraintes
r Position radiale
0 Position angulaire
t Temps
k Indice du tour
tk Temps au début du todr
T, Température initiale du cylindre
(er,eq) Directions radiale et tangentielle
w Vitesse de rotation
D Diffusivité thermique du cylindre
e Dilatation thermique du cylindre
ap Dilatation thermique des fibres optiques
A 1 Coefficients de Lamé du cylindre
T; Température initiale de la bande
Fr Force de laminage
t; Epaisseur initiale de la bande
ty Epaisseur finale de la bande
R Taux de réduction
L. Longueur de I'emprise
HTC,,. Coefficient de transfert thermique dans I'empr
09 Limite d’élasticité initiale de la bande
T Température du cylindre
f,f n iéme coefficient de Fourier dé
Ty Coefficient dérivé dg*
T p n ieme coefficient dans le développementide
u Champ de déplacement
Uy Déplacement radial
Up Déplacement tangentiel
() Symbole désignant-, 6 ou 66
a(.) Champ de contrainte du probléme global

Champ de contrainte prescrit
Champ de contrainte du probleme A
Champ de contrainte du probléme B
Champ de contrainte du probléme C
Contraintes thermiques{(* = ¢ + o%)
Vecteur contrainte du probléme A
Vecteur contrainte du probleme B
Vecteur contrainte du probleme C
Ordre de troncature

Ordre de troncature

Ordre de troncature

Coefficients (complexes)

n iéme fonction de Bessel de premiére esp

Racines positives et successives/ge
Fonction dans le développementde
Fonction dans le développementde
Fonction dans le développement@e
Fonction dans le développement@e
Coefficients

Coefficients

Fonction dans le développementdaié
Fonction dans le développementdié
Variable complexe = rexp(i0)
Potentiel holomorphe

Potentiel holomorphe

Coefficients du développement @¢z)
Coefficients du développement d¢z)
Potentiel holomorphe

Potentiel holomorphe

Coefficients du développement de; ()
Coefficients du développement dig; (2)
Erreur de reconstruction

£ce

Bien que I'objectif principal de ce chapitre soit de corrigge méthode inverse élastique isotherme du cha-
pitre 4, nous développons la solution pour permettre unkiétian des contraintes thermiques, qui pourront en-
suite étre utilisées dans un modele de fatigue. Corral €2@04) a proposé une approche mixte analytique/numérique
pour prédire la durée de vie des cylindres sur la base d'wukahalytique des contraintes thermiques. Cependant
le couplage des déplacements radial et tangentiel aindeguetations sont négligés dans I'équation de Navier.

La solution proposée par Corral et al. (2004) est donc coégpata solution que nous développons dans ce cha-
pitre pour évaluer l'influence de telles simplificationsapiparait que ces derniéres ne sont pas trés opportunes, et
gu’ainsi une meilleure évaluation des contraintes theuescpeut étre utilisée dans les modeéles de fatigue grace
a la solution que nous proposons ici. Par ailleurs, si lesraoties thermiques sont négligeables pour le laminage

a froid, les déformations thermiques du cylindre, méme més, modifient le profil d’entrefer et a donc un réle

central & jouer dans la prédiction de la planéité.



7.2] VALIDATION DE LA METHODE 89

2 Cylindre de travail

e - = /Fibres optiques

Thermocouple L
Produit —— >

7N

FIGURE 7.1 — Géometrie

7.1.2. Fibres optiques et thermocouple

Les fibres optiques sont collées dans un trou de trés faiblaétire a I'intérieur du cylindre. Les contraintes
thermoélastiques du cylindre sont transmises a la fibre'paéerimnédiaire de la colle. L'élasticité de la colle
implique une fonction de transfert ou un calibrage commeteapitre 6, mais cette question n’est pas étudié dans
ces travaux. En outre, la variation de température des filptigues crée une déformation thermique additionnelle
a celles-ci. Cette déformation thermique n’a rien & voircdes contraintes thermiques appliquées par le cylindre
sur la fibre et doit étre compensée séparément. Cela eshfedresidérant un corps axial (la fibre) chargé par une
variation de températurtdT = T — T, . La déformation thermique est doae= ar AT, ouT est la température a
la position de la fibreT,, sa température initiale etr son coefficient de dilatation thermique. Dans la suite, nous
supposons que cette compensation des déformations thersrdeg la fibre elle-méme est faite.

Nous rappelons que l'insertion du thermocouple pour obterchamp de température dans le cylindre a été
étudiée au chapitre 6. Cependant, I'insertion pratiqudidess optiques pour obtenir les déformations est en cours
de réalisation par ArcelorMittal dans le cadre du projebpéen RFS-PR-08051.

7.2. Validation de la méthode

Dans ce chapitre, nous validons I'exactitude de la solwtimalytique. D’autre part, nous montrons la nécessité
de corriger les données d’entrée (contraintes mesuréesyan R,,,) de la méthode inverse élastique isotherme
du chapitre 4 pour le calcul des contraintes de contacte@ettrection est faite grace au présent couplage ther-
moélastique analytique. Pour ces validations, nous awemtairt comme pour les chapitres 4 et 5 & une simulation
numérique du procédé de laminage. Nous utilisons le modekadquin (1996) qui couple la tdle et le cylindre.
Comme nous I'avons déja précisé en introduction, ce mogglelé Lam3/Tec3 est un logiciel développé par le
Cemef, Transvalor, ArcelorMittal Research et Alcan, ebuéde probleme themo-élastique-viscoplastique de la
bande par calcul aux éléments finis 3D (ou 2D) et résout lel@nod themoélastique du cylindre par des calculs
semi-analytiques. Entre autres, Lam3/Tec3 donne en degtieontraintes de contact entre la tble et le cylindre
de travail (cf figure 7.6(a)), qui sont dans cette étude idees a celles du cas de laminage a chaud présenté au
chapitre 4. Puis la température dans tout le cylindre (cf&gu3) est calculée par méthode des différences finies
en utilisant des coefficients de transfert thermique stiédihtes zones du cylindre. Les conditions de simulation
sont listées dans le tableau 7.2.

La solution analytique de couplage thermoélastique, qus développons dans ce chapitre, est validée en la
comparant avec un modele thermoélastique plan, aux élérfieist réalisé avec Cast3m CEA (2011). Le champ
de température donné par la simulation Lam3/Tec3 est imgb$g&s contraintes purement thermiques associées
sont calculées. Nous obtenons une trés bonne cohérenedasadiution analytique et le modéle numeérique.
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En outre, les contraintes de contact produites par Lam3/3ent utilisées pour calculer les contraintes pure-
ment élastiques au raydd, (identiques a celles du chapitre 4). Ces données purenastiggies correspondent
aux valeurs corrigées des contraintes thermoélastiquesgus mesurerions avec des fibres optiques. Ces der-
niéres sont calculées en ajoutant les contraintes theasjopévues par la solution analytique développée ici. Il est
remarquable que la méthode inverse élastique du chapimaredle mauvais résultats si les données d’entrée ne
sont pas purement élastiques, il convient donc de les evreig soustrayant les contraintes purement thermiques,
obtenues grace aux développements qui suivent.

7.3. Principe de superposition

Le probléme thermoélastique étant linéaire, nous utiiderthéoréme de superposition. La figure 7.2 résume
la décomposition du probléme. Le probléeme auxiliaire A @stesa trouver une solution particuliére de I'équa-
tion de Navier (équation d’équilibre exprimée en déplaais)eavec un second membre pour tenir compte des
déformations thermiques. Aucune condition aux limiteshimposée, celle-ci est au contraire déduite de la so-
lution particuliére, nous avons donc un vecteur contrasateulé & la frontiére (circonférence du disque de rayon
R,) notéT* = oA (Rs,0)er + oy (Rs,0)eq . Il est donc nécessaire de corriger ce premier problémelavec
probléme auxiliaire B, qui est quant a lui élastique isatierLe vecteur contrainte appliqué a la frontiére du
probléme auxiliaire B est T de telle sorte que le vecteur contrainte du probléme A+B@sDonc le tenseur
des contraintes purement thermique é = af‘.) + of_) (outh signifie thermique). Le probléme auxiliaire C
n'est autre que le probleme inverse élastique isothernodurési chapitre 4. Par ailleurs, le champ de température
considéré pour le probléeme auxiliaire A est donné par la od#linverse thermique du chapitre 5.

Isotherme + | Isotherme
(Probleme direct) (Probleme direct) \ (Probleme inverse) /
résultant chargement
de la solution particuliére *
Probléme général Probléme auxiliaire A Probléme auxiliaire B Probléme auxiliaire C

FIGURE 7.2 — Superposition

7.4. Probléme auxiliaire C

Nous rappelons trés brievement la solution inverse élasstidp chapitre 4 (c’est-a-dire le probléme auxi-
liaire C). Nous mesurons le tenseur des contraintes au laygmeR,,,, et nous notons les contraintes mesurées
o (0),075(0) etoyy(0). En pratique, ces contraintes sont de type thermoélastijosi, du fait de la linéarité
du probléme, nous pouvons les décomposer en une partie poréhastique et une partie purement thermique
oy =o0(,+ aff%) (ou e signifie élastique eth thermique ef..) désignerr, rf et 66). Les données d’entrée

(corrigées) de la méthode inverse élastique isothermélgme C) sonv( ) = o) — af_h_). Pour effectuer la

correction des mesures, le tenseur purement thermiﬁyeest nécessaire ; celui-ci est évalué aux sections 7.6 et
7.7.

Le champ de contrainte élastiqug) du probléme auxiliaire C vérifie les équations (établiestaapdre 3)
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données par Muskhelishvili (1977) :

{ o (r,0) + 05, (r, 0) = 2 (@( ) +2(2)) 7.1)
C(r,0) + a§,(r,0) + 205, (r, 0) = 2exp(2i0) (¥(2) +zP'(2))

ouz = rexp(if) et d(z) et U(z) sont deux potentiels holomorphes a déterminer. Mathémnetignt nous pou-
vons développer en série entiére :

+0 5 k +%0 P k

k=0 B k=0 R

En combinant (7.1) et (7.2) et en notant g&(R,,,, #) = o°(0) nous obtenons :

o7 (0) + 059(8 Z ar, exp(ikf) + ay exp(—ik0)
k=0 e (7.3)
—02,.(0) + 05y (0) + 2ic%, Z by exp(i(k + 2)0) + kay, exp(ik0))
De cette derniére équation, nous obtenons les expressansad by, :
r 1 21
a = o . o8 (0) + 05,(0)do
Vk e N*
L (?" 06,.(0) + a5y (0)
= — L2 df 7.4
{ = o exp(ik0) (74)
VkeN
1 (2" —0¢,.(0) + 0§,(0) + 2i0¢, ()
b = — = z do — (k +2
S 0 exp(i(k + 2)0) (k4 2)ars2
En combinant (7.1) et (7.2), les contraintes de contactloi@nues :
+x0 R k
0C (R, 0) + 05 (Res0) =2 3 (R—) (ap exp(ik0) + % exp(—ik6)
k=0 AT ) (7.5)
0 p Nk
—0S (Rs,0) + 055 (Rs, 0) + 2ic5(R,, 0) = 2 Z <RS ) (b exp(i(k + 2)0) + kay exp(ik0))
k=0 m
En éliminanto§,(R,, ) dans (7.5), le vecteur contraine” = oC.(R.,0)e, + 05, (R,,0)eq est facilement

obtenu.

7.5. Champ de température évalué par méthode inverse

Le champ de température analytique est obtenu a partir éelpératurd ™™ (6, k) mesurée au rayor,, (ou
k est l'indice du tour). Les mesures sont développées endéf@urier :

(0, k) Z T*exp(ind) (7.6)
n=—N1
ou les coefficients de Fourier sont :
~ 1 27
TF = T™(0, k)exp(—ind) db (7.7)

" 2 0
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Nous avons démontré au chapitre 5 que le champ de tempépatuirs’écrire sous la forme suivante :

T(r,0,t,k)= 2 Z Re[ (CQ; ))exp(ine)]

0 2
t
+2 3] Re[ymp,k{] (:cn,p 4 )exp(—
n=0p=

(7.8)

— tk) exp(in@)]
Tn.p

ol nous avons notg, = ﬁ’fsiné(n/Nl) et(, = +/—iwn/D. Les coefficientsy, , , sont déterminés par (5.24).

7.6. Probleme auxiliaire A

7.6.1. Déplacements

Le probléme auxiliaire A consiste, comme nous l'avons ditsghaut, a trouver une solution particuliére de
I'éguation de Navier avec un second membre en températxpegée au chapitre 3) :

pdiv [Vu] + (A + 0)V [divu] = a3\ + 24) VT (7.9)

En écrivantu en coordonnées polaires le systeme d’équations aux démpaggelles suivant est obtenu :

oTr
r or 12 =a(3A+ 2M)E

Pu, 10u, u, 1 d%u, 1 0%uy 1 Oug
(>\+2M)<ar2 + - > _2692 +(>\+M);a7‘69_( +3M)r—2%
(7.10)

Pug  10ug  ug 1 0%ug 1 0%u, 1 ou, 10T
(WWW‘T—QW“ e R e e i G e e S 1]

Le champ de température étant écrit sous la forme de (78}idplacements polaires et ug sont recherchés
sous la forme suivante :

Nog No _
(r,0) =2 2 Re[U,(r)exp(ind)] + 2 2 2 Re [unp( )exp( t tk) exp(in@)]
Tnp

n=0p=1
(7.11)

Z Re[V,, (r)exp(inf)] + 2 %} % Re[vnp( )exp( ﬁ;?) exp(in@)]

n=0p=1
Nous introduisons les quantités suivantes pour simplifier :

. =a<3)\+2u>< T >
" X+21 ) \Tn(Corm) (7.12)

3N+ 2u Vr,p,kTnp
lpp =«
A+ 2u Tm

Mentionnons le fait que les quantités,, (1), V,, (1), un p(r), Unp(r), Ln, In p} SONt & réactualiser a chaque tour
et devraient donc étre indicées gncependant cette notation supplémentaire n’est paségtifi@ur rendre la
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solution plus lisible. Le systeme (7.10) combiné avec (¥et17.12) donne :
(T ’
O+ (vt + Bl Do) _ D)

2 2
+(A + u)m@ -+ 3u)inv7;gr) = (A +2u)LpJ]} (Car)

I (Vé'(r) + @ - Vn_(r)> — (A + 2p)n? Vn(r)

r2

+(A + u)m@ + (A +3p) :gr) = in(A +2u) Ly, J"ECZT)

] 0w e o (7.13)
(A +2p) (uii,p(r> + ”’j’i( = ;f;( )> - W—;f’z( !
+(>\ + u)in%%(r) _ ()\ + 3‘u)invnf2(r) = ()\ + 2#)17}71):],,’1 (:En.,PTL)

I (20975
u n . nA\ TP,
+(A + pyin——= 4+ (A + 3u)inu%;(r) =in(\+ 2u)l T
\ P 1y,

Une solution particuliére de (7.13) est donnée par (pregpentée a l'annexe B.1) :

Un(r) = —C—QJ' (Car)
¥n >0 {
. L Jn(Cn
| V) = —ing c( :
) (7.14)
Un,p(r) = —liJ' (J:MPTL)
Vn >0 { (xn,p/rm) m
Unp(r) = —in bnp In ($n,pm)
\ P (IL‘n_’p/Tm)2 xn,pr/rm

Nous avons donc déterminé une solution particuliére deiign de Navier. |l reste a calculer le vecteur contrainte
T* au bord du cylindre dont cette solution est responsablesNalculons donc le tenseur de contrainte de cette
solution.

7.6.2. Contraintes

Gréce a la loi de comportement (isotrope) et a I'équationatepatibilité, nous obtenons les contraintes en
fonction des déplacements :

ou, u, 1 0ug
= ()\ + 2,LL) or + A (7 + ;W) - Oé(-?))\ + 2#) (T(T,@,t) — Ta)

oty = (1 Our | Op _ %> (7.15)

00 or r

ou,

aﬁngar A+2u )(r +;%> —a(BX+2p) (T(r,0,t) —T,)

Donc en utilisant cette derniére équation (7.15) combinée &7.11) et (7.14) le tenseur des contraintes devient :

(r,0) =2 2 Re[ r)exp(inf) ] +2 % %2: Re[ exp( 24)@) exp(in@)] (7.16)

n=0p= m
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ou(..) désignerr, r6 oudd et :

So Er; = a3\ + 2u)(Ty, — To)
S r)=20
S”(r) = a3\ +2u)(Ta — To)
e 2L (TGr) yIlar)
e » L< o (C_;l CQ?Z r)
. inL,, (Cnr T
e R Qe )
! 2
(e oy 2y (T @npr/Tim) o Jn(@np/Tm)
swp(r) = wn,p/;:n ( xn,p:/rm " (xn,prp/rm)2 )
Vn =0 0 ( ) _ Q,Uinln,p _Jvlz(‘rn,pr/rm) Jn(xn,pr/rm)>
Vp=>1 mp Tn,p/Tm R (:En,pT/g’m)Q
00 o 2uly, I} (T pT/Tm) n
\ Snp(r) B _xn,P/TI:n ( l'n-,p:/rm B <($n,p7’/7"m)2 - 1) Jn@n,ﬂ/ﬁn))

Le tenseur de contrainte est donc entiérement détermingcette solution grace aux parametigsetl,, , qui
sont calculés a partir des parametres du champ de tempgératur
7.7. Probléeme auxiliaire B

La correction du probléme auxiliaire A est assurée par lélproe auxiliaire B isotherme, comme le précise
la figure 7.2. Nous utilisons une fois encore les équationdutekhelishvili (1977) pour traiter ce probléme :

{ o (r.0) + ogy(r,0) = 2 (‘1>B(2) + ‘I’B(Z)) (7.18)
—oB (r,0) + ol (r,0) + 2ic5)(r,0) = 2exp(2i0) (Vp(z) + z9'5(2))

ou z = rexp(if) et &p(z) et Up(z) sont deux fonctions holomorphes inconnues. Mathématigaémous
pouvons développer ces fonctions en série entiere.

Ny > n Ny P n
20z 20\

L'opposé du vecteur contrainte calculé pour le probleméliaine A est considéré pour ce probléme. Nous avons
donc:

T8 = —T* = —6A(R,,0)e, — 074(R,,0)eq (7.20)

En réécrivant (7.18) a la frontiére (c’est-a-dire paue R.exp(if)) et en soustrayant les deux équations nous
obtenons::

2,2

2 Vs(2) —285(2) + @5(2) (7.21)

(RS, 0) +io; (RS, 0) = dp(z) —

S

En combinant (7.21) et (7.19), les contraintes de contafimetion deg;, et sont obtenues :

Ny
o2 (R, 0) +ioc2 (R, 0) = 2 (pn(1 —n) — 1hp_2) exp(ind) 2 dnexp(—ind) + ¢o + ¢o  (7.22)

n=1
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En injectant (7.16) dans (7.22) il vient :

( Ny
_ D(t —tg,
B0 + o = =Sy (Rs) — Z S(Tfp(Rs)eXp<_$(2),p_ (Tg k)>
p=1 m
N2
. - D(t—t
On = — (S’:IT (Rs) + lSnG(Rs)) - Z [Sn,p(RS) + wn?p(RS)] eXp<_$721,p ( 2 k)> (7.23)
p=1 m '
Y2 = 1S (Rs) —i(2 — n) S}’ (Ry)
N.
2 ) D(t — tk)
rr _ _ 60 _ 2
\ +pz::1 [nsn,p(Rs) i(2 n)sn,p(Rs)] exp( Ty o) )
L'équation (7.18) peut étre réécrite comme suit :
N1 r n
oB(r,0) + ol (r,0) =2 Z (R—> (¢ exp(ind) + ¢, exp(—ind))
n=0 V778 (7.24)

N1 n
—oB (r,0) + ol (r,0) + 2ic5(r,0) = 2 Z (RL> (Vn exp(i(n + 2)0) + ne, exp(infd))
n=0 s
Il est trés aisé d'isoles” (r,0), o2 (r,0) etol (r,0) en prenant la somme et la différence des équations (7.24).
Finalement nous avons calculé le champ de contrainte dugmmeA et du probléme B, nous définissons le champ
de contrainte purement thermique comme la somme de ces Hao¥s :
th _ _A B

ou(..) désignerr, rf ou 6.

7.8. Validation de la solution

7.8.1. Champ de température en laminage a chaud

Le champ de température dans tout le cylindre est extraindgniulation du laminage & chaud faite sur
Lam3/Tec3 que nous avons présentée a la section 7.2. Lanétaea de la simulation sont listés dans le tableau
7.2. Les profils de température sur un tour calculés aux rddoet r,,, sont présentés figure 7.3. Par ailleurs les
coefficients de Fourier de la température calculée au raydf7.7) sont calculés et nous obtenons les coefficients
T, qui sont reportés en annexe B.2 au tableau B.1. Par aillearsdefficientsy, , ; se calculent a partir des
coefficientss,, , » (5.31) définis au chapitre 5 (cf tableau 5.2, pour les valkusgiuen = 0).

TABLE 7.2 — Parameétres

(a) Cylindre (b) Tole (c) Solution
Ry (mm) 177.51 Matériau Acier Ny 200
rm  (MM) 177.01 t; (mm) 56.2 N; 200
R, (mm) 174.51 iy (mm) 31.2 Ny 60
T, (K) 293.15 R (%) 44.48
D (mm?/s) 135 Fr (N/mm) 8867
a (K™ 12x10°° o0 (MPa) 150
A (MPa) 121153.85 | T; (K) 1275.15
1 (MPa) 80769.231 | HTC,,. (W/m?/K) 70000
w (rad/s) 18.76 L, (mm) 70
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1TK)

6 (rad)
300 T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 7.3 — Température simulée aux raydisetr,,.

7.8.2. Comparaison avec un modele aux éléments finis

Les contraintes thermiques sont obtenues en sommant lésicoes des problemes A et B exhibées aux
sections 7.6 et 7.7. Nous comparons ces contraintes theesgnalytiques avec les résultats d'un calcul aux
éléments finis fait sur Cast3m développé par le CEA (2011yHaenp de température décrit a la section 7.8.1 est
utilisé pour cette comparaison. Du fait des gradients tiggres extrémement élevés dans les premiers millimétres
de peau du cylindre, le maillage est fortement raffiné datte eene. Le maillage est généré par rotation (200
incréments d’angle) d'une ligne définie par 10 noeuds, ttlarcentre du cylindre jusqu’a 167.51 mm, et de 100
noeuds allant de 167.51 mm jusqia = 177.51 mm. Des éléments triangulaires ont été choisis. La figur@y.4
donne un apercu du maillage final. Le calcul avec Cast3mresdilie et en déformation plane. La température est
spécifiée a chaque noeud du maillage et I'équilibre est @subloquant le noeud central. La comparaison est
présentée figure 7.4(b), et une trés bonne corrélation aveethode analytique développée dans ce chapitre est
observable.

-400 —|

-600

-800 —

10007 Rayon : R

Présente méthode

-1200 —

I R - FEM (Cast3m)
N -1400 | ""-.,. 9 (rad)
T T
(a) Maillage pour le calcul aux éléments finis (Cast3m) (b) Comparaison des contraintes thermiques (Cast3m)

FIGURE 7.4 — Comparaison avec un modeéle aux éléments finis
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7.8.3. Comparaison avec un modéle approché

Corral et al. (2004) a développé un modeéle approché de dotsahermiques en résolvant I'équation de
Navier en négligeant les termes de rotation et le couplage éndéplacement radial et tangentiel. La formule
analytiqgue donnée par les auteurs est utilisée pour le cld@tgmpérature décrit a la section 7.8.1. La figure 7.5
montre que ces simplifications de I'équation de Navier nd pas trés opportunes, car la contrainte thermique
orthoradialer’} est fortement sous-estimée au rayan Ceci est d’autant plus important que la fatigue thermique
est due justement & cette composante du tenseur des ctedrain

-200

S

-400-

-600—

-800

-1000 Rayon . RS

||— Présente méthode
-1200—

| [ Coral et al. (2004)

40—
1 2 3 4 5 6

FIGURE 7.5 — Comparaison avec un autre modéle

7.9. Reconstruction des contraintes de contact

Comme nous I'avons expliqué a la section 7.2, nous réutiisa simulation numérique du procédé de lami-
nage a chaud, que nous avons introduite au chapitre 4. Litg®s contraintes thermiques sur la reconstruction
des contraintes de contact par méthode inverse est évalgécdtte section. Les contraintes de contact entre la
tole et le cylindre sont présentées a nouveau figure 7.6és)cbntraintes purement élastiques, sont ensuite
calculées au rayoR,,,, ces dernieres représentent les données d’entrée carriggajoutant les contraintes ther-
miquesc’" calculées au rayoR,,, issues du champ de température simulé, et décrit & de lars&c8.1, nous
obtenons les donnees thermoélastiques mesurées sargionwre’, . La figure 7.6(b) présente les deux champs
de contrainte au rayoR,,, corrigé (purement élastique) et non corrigé (thermoéjas. Il apparait que la compo-
sante orthoradial@() est la plus affectée par les contraintes thermiques. li e noté que la différence, entre
les composantes orthoradiales purement élastique et diédastique, est relativement constante dans I'emprise.
Cela est du a la diffusion de la chaleur dans le cylindre. emaR,,, étant & 3 mm de la surface, les contraintes
thermiques ont trés largement diffusé a cette profondesié&lent donc sur une zone beaucoup plus importante
gue I'emprise, par rapport aux variations tres nettes quredbserve & la surface au rayBg, comme on peut le
constater figure 7.6(c).

Nous lancons le calcul inverse analytique élastique isothalu chapitre 4 (probléme auxiliaire C) a partir du
tenseur des contraintes au rayp, pour les deux données d’entrée, corrigé?§ ou non corrigéesg’j). Nous
obtenons les contraintes de contact reconstruites 12, ), que nous comparons aux contraintes de contact
gue nous avions prescriteﬁ) (données par la simulation Lam3/Tec3 et présentées figa(a)y..La qualité de
la reconstruction est évaluée grace a I'erreur quantifidgp@rcentage) définie par I'écart relatif des entre les
solutions, et donnée par (7.26). Les reconstructions desaintes de contact entre la tble et le cylindre sont
présentées a la figure 7.7 et les erreurs de reconstructibfistées dans le tableau 7.3, en prenant en compte les
données d’entrée corrigées d’'une part et non corrigéedrd’part. Il apparait trés clairement que la correction
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grace au couplage thermoélastique est nécessaire.
2T 13 2
€)= 100 3 (7.26)
2m D
2 [a( ) (9)] df
o O-r}i (MPa) O-r9 (MPa)
H 10 (MPa) Emprise
20 30 1
20 07
-40—| 1 .
Pression grsgﬂ(lfdnlggr)lt
-60 S L T o Y U Y A R —
Cisaillement e T SV /A A
-80 T P CUER N A
1004 -2 '1°°f' Orthoradial
~-30 0-69 (MPa) ----- Contrainte thermoélastique
-120 ] (non corrigée)
L _40 —150i Pression —_ Z:C(‘)’rrx:aiér:)e ¢lastique
-140 L s Oy (MPa) £
0 (rad) 6 (rad)
160 T T T T T T T T -60 2007 T T T T T T T T
-0.40 0.35 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

(a) Contraintes de contaéis

~ Emprise

-200

1o EmPISE ]
| 0o (MPa)
-400
-600—

-8007]

-1000—

-1200

1 0 (rad)
1o
1 2 3 4 5 6

(c) Contraintes orthoradiales thermiques aux ray@psand Rs

FIGURE 7.6 — Contraintes de simulation

TABLE 7.3 — Erreurs de reconstruction en laminage a chaud

(b) Tenseur de contraintes au rayBp,

Données élastiques Données thermoélastiques
(corrigées) (non corrigées)
rr rd rr ro
¢ (%) | 0.63 0.75 25.41 17.75
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1 07 (MPa) 1 0r0 (MPa)
-20- —— Reconstruction de la contrainte
1 données corrigées 40

- S Reconstruction de la contrainte 1| — Reconstmctlgn de la contrainte
60 données non corrigées : ] données corrigées

----------- Reconstruction de la contrainte
données non corrigées

-804 - =+ » Contraintes prescrite

- Contraintes prescrite

0 (rad) | 0 (rad)

T T T T T T - T T T T T T T T
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95

(a) Pressions normales.,- au rayonR (b) Cisaillementsr,.g au rayonR

FIGURE 7.7 — Reconstruction des contraintes de contact

7.10. Temps de calcul

Comme nous I'avons souligné déja a plusieurs reprisegeltibdes méthodes inverses que nous développons
est I'évaluation des champs en temps réel, en visant a plosns long terme un asservissement des paramétres
de contr6le du procédé. Nous avons opté dans le cas des déhades inverses des chapitres 4 et 5 pour une
programmation de la solution sous forme matricielle (esteielle, via des hypermatrices) pré-enregistrée et sto-
ckée dans des librairies. Les seules quantités a calculdm@) pendant le procédé sont les intégrales de Fourier
impliquées dans les coefficients, eti, ,, qui s’obtiennent rapidement gréce a des fft. Si 'on cofigidjue les
méthodes inverses élastique isotherme et thermique oatfaiéjl'objet du calcul de ces fft, le couplage ther-
moélastique, que nous avons présenté, ne colte pas de fgmpsatif supplémentaire. En effet, les coefficients
L, etl, , se déduisent simplement des coefficiéfitsde la méthode inverse thermique. Nous ne détaillons pas
I'écriture sous forme tensorielle car cela n’ajoute riea admpréhension de la solution.

7.11. Conclusion

La solution analytique, que nous avons développée, repotfent sur le théoréme de superposition et sur
I'équation de Navier avec un second membre en températmgndus exhibons une solution particuliére. Grace
a ce couplage thermoélastique, les solutions inversetigglas et thermiques des chapitres 4 et 5 sont & concevoir
comme un seul outil pour évaluer le champ de températureatrdeninte thermoélastique dans tout le cylindre de
travail et en particulier & la surface pour déterminer legtr@ntes de contact entre la tble et le cylindre ainsi que
la température et le flux radial dans I'emprise. Cette évalinast faite en mesurant la température au raypet
les contraintes thermoélastique au raygy. Ce couplage est nécessaire pour I'évaluation préciseagamtes
de contact puisque I'erreur de reconstruction passe dd 2630.63% pour les pressions normales et de 175
a 0.75% pour les cisaillements, selon que 'on considére que lea@esnd’entrée ne soient pas corrigées par la
solution thermoélastique ou qu’elles le soient. Par aifld'é@valuation des contraintes purement thermiques dont
la possibilité est offerte par la solution de couplage dehapitre, permet une meilleure évaluation de la fatigue
thermique qui altére I'état de surface des cylindres etmimifortement leur durée de vie.

Le point essentiel de ce travail est que tenir compte desaiotes thermiques ne codte pas de temps signi-
ficatif supplémentaire puisqu’elle utilise les mémes qi@sigue celles déja calculées pour la solution inverse
thermique du chapitre 5.
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CHAPITRE VIII

THERMO-ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE

8.1. Théorie des potentiels réels

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie des polepier I'élasticité isotrope tridimensionnelle. Si la
théorie des potentiels en élasticité 2D repose sur uneugiites contraintes sous forme d’'un potentiel d'Airy,
I'élasticité 3D repose sur I'écriture des déplacements $oume de potentiels. Par ailleurs, le corps des complexes
a été utilisé pour I'élasticité 2D, ainsi il parait natur&téndre au cas 3D ce changement de variable. Cependant
il nexiste pas d'extension 3D du corps de complexe, la sfinecmathématique de corps se retrouve en quatre
dimension dans le corps des quaternions. Quelques autgadapté la théorie de Muskhelishvili (1977) dans le
corps des quaternions pour I'élasticité isotrope 3D aingrihov (1992), Tsalik (1995) et plus récemment Bock
and Girlebeck (2009) proposent des résultats trés in@ressdMais peu de développements pratiques en sont
issus. D'ailleurs Penrose (2004) précise dans son ouviégérgl que le corps des quaternions n’offre pas autant
de possibilités que le corps des complexes, dans la mesilre’'pa pas d’équivalent de la notion d’holomorphie
dans le corps des quaternions car I'une des propriétésrioemtales est que toute fonction holomorphe ne dépende
pas de la variable. La notion d’holomorphie étendue au corps des quaterniecependant le grand désavantage
que la fonctionf(¢) = g est holomorphe dans ce corps. Un analogue des fonctionsmbgbtnes en 3D peut
étre vu dans les twisteurs qui servent en physique quantigais ceux-ci sont introduits a partir du corps des
complexes et non des quaternions. Ainsi la théorie des pietean 3D est établie classiquement dans le corps des
réels, et nous nous tenons, dans le cadre de ces travaute agetoche.

Comme nous I'avons écrit au chapitre 3, résoudre un probiéfesticité isotrope sur un domaine élastique
(oul'on néglige les forces de volume et d’inerties) revietrouver I'unique couple de champs,€) de contraintes
et déformations, vérifiant des conditions en déplacena¢nsur une partie de la frontieré,, et en vecteur
contrainteT™ sur le restant de la frontie@s),, et vérifiant le systeme d’équations suivant :

div(g)=0 Equation d’équilibre
o = Ar(e).1+2ue Loi de comportement isotrope
e=1(V(u)+' ¥V (u) Equation de compatibilité (8.1)

(z,y,2) € 00, u(zr,y) = ug(z,y) Conditions aux limites en déplacement
( )€ Ny, omn =T4(z,y) Conditions aux limites en contraintes

Nous rappelons la définition de I'opérateur rotationel

Définition 20 On appelle rotationel d'un vecteurle vecteur rotu :

Ous _ Oy
0 0z
aﬁi ou,
rotu = —_— —
b, A
ox 0y

Il existe d’autres notations telles que : cur| V A u ouV x u

De la méme maniére que I'existence du potentiel en congmifiAiry était principalement justifiée par le lemme
de Poincaré, I'existence des potentiels 3D en déplaceragustfient par le théoréme d’Helmholtz généralisé :

103
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Théoréme 12 Si () est un sous domaine @& (avec ou sans trous) et & est un champ vectoriel de clas§é
sur (2, alors il existe un potentiel vecte@ tel que divQ = 0 (solénoidale) et il existe un potentiel scalajr¢el
que:

u=rotQ + Vp

Ainsi d'aprés ce théoréme nous pouvons écrire le vectedadément sous la forme suivante :
u=rotQ + Vp (8.2)
Par ailleurs, un deuxieme théoreme portant le nom d’Heltafesit utile :

Théoréme 13 Si€) est un sous domaine @ (avec ou sans trous) et § est un champ vectoriel solénoidal (div
Q = 0) de classe&! sur(, et sip est un champ scalaire de clasgesur (2, alors il existe quelque soit € R, un
potentiel vecteu( tel que :

divG = ~vp
G =-Q

Ainsi nous avons en appliquant ce théoréme a I'équation) @ drenant un choix particulier potiron obtient :

. A+2u
divG =
T (8.3)
rtG =-Q
Ainsi nous obtenons :
u = —I0t10tG + 5 fQMVdivG (8.4)
Nous utilisons la formule d’analyse vectorielle :
rotrot= Vdiv— A (8.5)
Ce qui donne:
w=AG- 2T gdve 8.6)
B A+ 2u '

Nous démontrons donc I'existence du potentiel vecteur derida F' portant sur les déplacements en posant :

At p Iz
F=2 = 8.7
X + QMG 1— uG (8.7)
Nous avons alors la relation classique :
2uu =2(1 —v)A F — VdivF (8.8)

De la méme maniéere que dans le cas 2D, nous cherchons laioarmhiur que I'équation d’équilibre soit au-
tomatiquement vérifiée, ainsi nous écrivons I'équation dei& qui n’est autre que I'équilibre dans lequel on a
remplacé les contraintes par les déplacements via lesdasghportement de de compatibilité :

Au+ 2T Gdiva =0 (8.9)
n
En réinjectant (8.2) dans I'équation de Navier nous obtsnon
AfrotQ + Vp] + MVdiv (rotQ + Vp) =0 (8.10)
0

Or nous avons les formules d’analyse vectorielle suivantes

divrot=0| VdivV = AV (8.11)
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Ce qui conduita:

AlrotQ + )\+2qu] ~0 (8.12)
Ainsi en considérant I'equation (8.3) nous pouvons écrire :
AAG=0 (8.13)
Or la définition du vecteur de Galerkin (8.7) nous donne imiatédhent :
AAF=0 (8.14)

Nous avons montré qu'il existe toujours un potentiel vect@tharmonique portant sur les déplacements, ainsi
toute solution du probléme d’élasticité 3D peut s’écrirasoette forme. Contrairement au cas 2D, ou le double
Laplacien permet une résolution trés compacte grace awtiéms holomorphes, le double Laplacien en 3D est
plus délicat a utiliser. C'est la raison pour laquelle urtaiernombre de potentiels dérivés du vecteur de Galerkin
sont souvent utilisés. On définit donc les potentiels de &apk-Neuber, de la méme maniére que le début de la
démonstration en 2D du résultat de Muskhelishvili (197ifsieon pose le potentiel vecteur harmonique suivant :

Y= —5AF (8.15)

Ainsi, comme dans le cas 2D on calcule (avec GMe, + ye, + ze.):

A(OMY) = 2 7 T2 5.2 P 5,2 +
by Pipy Py Py
—_— 8.17
6y+y (92:E2+(2y2+(222 + ( )
a'l/)z a 1/]2 a wz a wz
2 0z 2 ( 0x? * 0y? 022
D'ou:
A(OM.9)) = 2divep (8.18)
En réinjectant (8.15) nous obtenons :
A(OM.¢)) = —divA F = —AdivF (8.19)
Par intégration on obtient :
¢ = —divF — OM.¢) (8.20)

Ou le potentiely est harmoniqueX¢ = 0). Nous avons montré qu'il existe toujours deux potentiéls (har-
monique et I'autre bi-harmonique) permettant d’écrirenporte quel probléme d’élasticité. Ainsi nous pouvons
écrire les déplacements sous forme des deux potentielohajoes de Papkovich-Neuber :

2uu = —4(1 —v)p + V(OM.9) + ¢) (8.21)

Il est souvent utile pour certains cas particuliers de d¢msar les potentiels de Papkovich-Neuber, afin de
rendre plus aisée la recherche de solution. Les potergiis de cette décomposition sont connus sous le nom de
potentiels de Boussinesq.

Solution A : En prenant) = 0, le seul potentiel restant egtet I'on obtient une solution d’élasticité sans
variation de volume, c’est-a-dire div= 0. Nous reportons les déplacements et contraintes poursmatteon :

Déplacements Solution A
Cartésien Polaire Sphérique
2uu % 2uu % 2uu %
Wi | on fr or o op
2uu % 2uu 1% 2uu l%
Htby 61/ Hue r 00 Hup pa(p
2uu % 2uu % 2uu ! %
Haz | 5, frz 0z fio psiny 00
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Contraintes diagonales Solution A
Cartésien Polaire Sphérique
| 0x? " or? e 0p?
N Fe [, 1m, 17, 105, 1%
Yl o2 1 Y or T 2 002 v pOp  p* 0o
R Fo |10, wieds T %%
ooz | T 022 1 bop p2 dp  p?sin® p 002

Contraintes de cisaillement Solution A
Cartésien Polaire Sphérique
L7, (1% 13 17 _ 10
o fxoy " rores 12 00 pe p0pdyp  p? 0y
> *¢ 1 P 1 09
Taz 0xdz 2 oroz e psinp 0pof  p%sinp 06
*¢ 1 % 1 *¢ _ _coty 0d¢
Tyz 0yoz 70 r 000z T p%sinp 0pdf  p%sinp 06

Solution B : On décompose ensuite les potentiels de Papkovich-Nenl@p@tani) sur les axes cartésiens
et en considérant = 0, nous posons donc une fonction harmonigquelle quey = ve,. (On obtiendrait les

solutions C et D en prenant = ve, ety = ~e,). Nous reportons les déplacements et contraintes powr cett
solution :

Déplacements Solution B
Cartésien Polaire Sphérique
Ow Ow Ow
21 Z2— 21 Z2— 2uu, | peosp— — (3 —4v)wcosy
oz or op
ow Z 0w ow
2 Z— 2 -— 2 cos = + (3 —4v)wsin
1ty 2 [1ug 20 pittg Y2, ( Jwsin ¢
Ow Ow Oow
2uu, . B —4dv)w | 2uu, . B —4v)w | 2uug cot T
Contraintes diagonales Solution B
Cartésien Polaire Sphérique
o zaz—wf Va—w o zaz—wf Va—w o cos i72(171/)%}008/ +2107wsm
v 02? oz " o "% o P f op? op S¥ op ¥
0w ow zo0w  z 0w ow cos p 0%w ow  2(1 —wv)sing dw
: L) i SN A Wl IS Cr(1-2 gy TPV
Tyy N 012 Yoz 9% | Tor T2 o0 Yoz | 7% p 0p? + v)cosp ap + p Oy
0°w 0w 0w Ow ow 2v 0w cos?p dw  coty 0°w
e | 2o —2(1— )22 | 0. e T ) et 1—20)cosp= + Zsinp— S ek e
7 2922 (1-v) 5z | 7 2922 (1-v) 0z a0 | ( v)cos dp + p SmLP&p + psinp dp  psinp 062
Contraintes de cisaillement Solution B
Cartésien Polaire Sphérique
0w 2 Pw 2 0w (1—20)si ow N Pw  2(1—v)cosyp ow
- z ” - - —— — 2v)sin p— + cos ¢ -
Tay § 0z0y Iré r ordd  r? 06 Tre v op : p&p@gp P [il%)
0°w Ow 0°w ow 0"w  2(1 —v)coty dw
Tz —(1-2v)— TZ - - Al t - A
il T R iy Rl I PR e e P o000 0 20
. w (1—2) Ow 2 Pw  1-20iw coty Pw  2(1—v) odw 1 Ow
0-12 A A - A T, z - - An [ Ap An
V2| “ o0z oy | 7% | v 600z o0 | 0¥ p 0pdd p 90 psin’pd

Solution E: Bien que les solutions A, B, C et D correspondent a la décaitipn des potentiels de Papkovich-
Neuber, il est parfois utile d’introduire un autre poteht@n pose une fonctio® harmonique (solution E, sans
variation de volume) telle que¢p = —1/(2(1 — v))rot(e,¥) et = —OM .2) (pour annuler le gradient dans
I'expression du vecteur de Galerkin). Les combinaisonssiigtions A, B et E permettent d’obtenir une des-
cription compléte (démontrée par Barber (2003)), ausségda que le vecteur de Galerkin, ces trois solutions
sont utilisées au chapitre 9 pour la détermination de cextirmes. Cela est plus économique que de combiner
quatre solutions A, B, C et D. Il n'y a pas unicité de I'écréwn potentiel. Nous reportons les déplacements et
contraintes pour la solution E :
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Déplacements Solution E
Cartésien Polaire Sphérique
ov 200 200
21 2— | 2uu -—— | 2uu -—
e oy Har ) 50 o p 00
ov ov 2cot p 0¥
2 —2— | 2uug | —2— | 2uu —
Kty oz fio or e p 00
oV 2cosp o0V
2uu, 0 2uu, 0 2uug | —2sinp— — poz
op p__0p
Contraintes diagonales Solution E
Cartésien Polaire Sphérique
9 0°v 2 02U 2 0V 2 020 2 0V
o o — - == o - - ==
i 0xdy " roreg 1208 e p 0pdd  p? 00
0 20°0 20V 2coty 0?0 2cot? p 0V
Oy | =257 | 000 | ——5 77+ 574 | Ove 5 - S
0xdy rordd  r2 00 P2 0pdb p 00
0 0 2 oV 2 0°T  2coty 0°U
o o o —_— e — - —
i i 1 2sin?o 00 pdpdd  p2 000
Contraintes de cisaillement Solution E
Cartésien Polaire Sphérique
v Pv 100 0?0 1 0%V 1 2V coty 0°¥  2cotyp 0¥
R T 2 I o Y Y2 M 20000 " p 0pd0  p* 0
02U 1 0%V 1 "0 P cosp 0 2cospdP | sing 0¥
ez 0yoz oz T 000z i Psing 02 Smw@_pz " p 0pdy 02 _dp o _op
GaT v cotp 0?0  sing 0?0 cosp 0?0 1 o0v
yz " Oxoz 702 “oroz et Psing 02 p 0pdp  p? 09> | plsing dp

Solution F : On définit aussi une solution F servant pour les problémes cigaillement es = 0, en posant

un potentielf, qui combine les solutions A et B, tel que= df/0z et¢ = (1 — 2v)f. Nous reportons les
déplacements et contraintes pour cette solution :

Déplacements Solution F
Cartésien Polaire
of *f of  _f
2uug | (1— 21/)2—3; + Z%IZ(} 2, (11 —;u)a? + Z%Z(}
— U z
2y, (1_2y)6_y+26y(2z 2p1ug " %4_;69%2
of  0%f of | 0°f
2uu, | —2(1 — I/)a— o5 2uu, | —2(1— I/)a— g
Contraintes diagonales Solution F
Cartésien Polaire
’f ’f *f *f > f °f
Oz @ + 21/@ + Z@x;@z Orr (1- 21/)2% _221/@ +3,z ERCER 3
2f °f f °f  0°f °f o°f
Tyy 0y? 2 0x> +Z§y262 700 (1—2v) or2 022 “oroz 028
;f | f ;f _f
Oz —ﬁ +ZF Oz —W +ZF
Contraintes de cisaillement Solution F
Cartésien Polaire
” (1-20) 0% f L 3 f > _162f z o3 f 1-2v [ 0°f _10f
Y 0xdy 0x0y0z i r2 000z T 0rofoz r 0rof r 00
03 f 3 f
i 0rp2? Ire oz
o z—agf o E—agf
ve 0y0z> b= r 00022
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Solution G : De méme on définit une solution G libre de tractionzes= 0 en posant un potentiel, qui
combine les solutions A et B, tel qge= 0x/0z et¢ = 2(1 —v)x. Nous reportons les déplacements et contraintes

pour cette solution :

Déplacements Solution G
Cartésien Polaire
ox 0%x 0x %x
2uug | 2(1— )? + %75’9 2t 22((11 - V))g_T + 2(952(3
X X —Vv)ox | 20X
2 2(1 — v)= 2 =~ 4=
Kty (1-v) Jy +e (91/(22 Ho r 00 r 69262
0x 0°x ox 0*x
2, _(1_21/)(3_ +Zﬁ 21, (1 _2V)6_ +ZW
Contraintes diagonales Solution G
Cartésien Polaire
0*x 0*x x 0*x 0*x x
Oxx 2(1_1/)W 2Vﬁ+zﬁ7’2ﬁ Orp 2(1—I/)ﬁ—21/ﬁ+,2m
0°x 0°x 03x 0%x 0’y z 0%y z 0%
201 —v) =2 — w—=2 201 -v)=5 —2—=+ = =
Tuy (1-v) 0y? 022 261/262 709 ( ) or? 02> * rordz _ r2 0020z
Py Py
Oz ZF Oz Zﬁ
Contraintes de cisaillement Solution G
Cartésien Polaire
oo | 20— X 4, OX | [20 =) () 10Xy 2 Ox 2 O
" oxdy | owoydz | " r oro0 06 ) " rorofdz v 000z
03x N 0%x 3x 0%x
T “ 22022 " 970 o= a2 " arg
” L0 O ” z 0°x 10
ve 0yoz2  Oyoz b= r 00022 r 000z

Une autre formulation potentielle compléte (tout probléefidasticité peut s’écrire sous cette forme) s’ex-
prime en terme d’un vecteur de Galerkin particuller= —®e,, ainsi® est bi-harmonique et d’'une Solution E
(potentiel¥ harmonique). Cette représentation est utilisée au cleapijtpour la détermination des termes cou-

rants. Nous avons en coordonnées cylindriques :

RL
2uu, =
67’(95
o = 102 _
pie r 000z
2uu, = — [2(1 -

10V

00

8_\11
or 2
V)V%T,G)q) + (1 - 21/)@]

(8.22)
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( —_l/v2a_q)+ 63—(1)_’_3 la_\ll
Trr = 0z 0r20z  or \r 00

_[o(reeN L /1ow 12w 2w
are = or \r 000z 2\ror 12002 or?
0, 03 1 %0
Orz = [_(1 - V)gv(rwe) + l/araz2:| ®+ 5 000z
{ (8.23)
0d [1 0’ 1 0% 0 (16@)]

_ 27" -7 = -7 Y (=
60 = —VV 6z+ T@raz+r2 0020z or \\r 00

1 3 1 0°0
0y, = [—(1 _V)_EV%T,G) - d ] ’

r o0 r 00022 | 20roz
0 03
Opy = — |:(2 —I/)gv2 —_ @]

8.2. Equation de la chaleur

Il est trivial de reprendre la démonstration 2D du chapitp®8r I'adapter en 3D, il suffit d’ajouter la dérivée
seconde par rapportzadans I'équation (3.16) pour obtenir I'équation de la chatéun mobile tournant a vitesse
constante avec des paramétres thermiques indépendaattedgpérature :

62T+16T+162T+62T 1 6T+ oT (8.24)

Sttt 555t =55 twss .

or2  ror  r? 062 0z2 D\ ot 06
De méme que pour I'analyse bidimensionnelle, nous étaigssine famille de solution de cette équation en
développant en série de Fourier selbet en séparant les variables. En effet, la solution est avghacptant
2m-périodique selor et peut donc étre développée en série de Fourier (cf ch&)itre

+o0
T(r,0,t) = Z F,(r, z,t) exp (ind) (8.25)

n=—uw

Le n ieme coefficient de Fourier est recherché comme une fonati@miables séparables :
Fo(r,z,t) = an(r)bn(z)ca(t) (8.26)

D’ou en reportant dans (8.24) :

2

bu(2)en(t) (a:;m +Lal(r) - Z—Qanm) T an (W (en(t) = 2tPn(E)

D (ch, () + iwnen(t))  (8.27)

La conditionT(r, 0, t) > 0 est vérifiée T exprimée en Kelvin) donc nous pouvons diviser Pace qui donne :
1 " 1, n? b’ (2) 1 , .

- — —ap = t n(t 8.28

) (an(r) + 7qan(r) 5a (r)y) + bo(z) ~ Dend) (cn( ) + twnep( )) ( )

Les trois termes égaux sont chacun des fonctions d’une gaxible (indépendantes les unes des autres), il existe
donc deux nombres complex€s te C, tels que :

L (4 e )= ey = ¢y - YaG) _
<n( )+ —an(r) = —zan( >> Gimp =@ (8.29)
———— (e (t) +iwnen(t)) = C
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Ainsi :

Jn(’\/ —CQT)
exp(y/Cy — Ca2) (8.30)

exp((DCy —iwn)t)

an(r)
bn(2)
cn(t)

ou J,, est la fonction de Bessel de premiére espéce d'otaféfinie (cf chapitre 2) pour un argument complexe

En introduisant = —1/ (DC4 — iwn) eta = +/C; — Cs nous obtenons la solution de (8.24) suivante :

1 iwn + a2r> exp <—£> exp (inh) exp (az) (8.31)
T

7‘]”( Dr D

ou~ est un nombre complexe arbitraire.



CHAPITRE IX

EVALUATION DES CONTRAINTES DE CONTACT EN 3D

Ce chapitre est adapté d’un article soumis & publication slamternational Journal of Solids and
Structures (Weisz-Patrault et al. (2013b)). Nous étendanwméthode inverse élastique isotherme
du chapitre 4 dans le cas tridimensionnel. La solution déwpée permet d'évaluer le tenseur des
contraintes complet dans tout le cylindre, et en partiauis contraintes de contact dans I'emprise.
L'idée principale est d'insérer plusieurs capteurs de défation sous la surface du cylindre, alignés
selon son axe. Si au milieu du cylindre, les déformationagdaconstituent une excellente approxi-
mation, dans le reste du cylindre en revanche des effetgniasionnels (flexion, hétérogénéité des
contraintes de contact selon I'axe, et effet de bord presigles de la bande) conduisent a considérer
un probleme non simplifié. Ce chapitre est de nature plusritpge que les précédents, dans la me-
sure ou l'insertion de plusieurs capteurs sous la surfa@snpas encore envisagée industriellement.
La solution inverse que nous développons dans ce chapjicsessur une formulation du probléme
d’élasticité isotrope isotherme, en potentiels de dépizaet harmonique et bi-harmonique, déve-
loppée au chapitre 8. Des développements de ces poteniisiSrie de Fourier seront la base des
démonstrations. Par ailleurs, les contraintes mesuréems&galement développées en double série
de Fourier (selon I'axe: et I'angle#) et I'identification des parameétres inconnus des sériesy g5
potentiels, se fait grace a des matrices de taille33 Par ailleurs de méme que dans le cas bidimen-
sionnel, les fft seront utilisées pour les calculs d’intgs. Ainsi des temps de calculs réduits sont
obtenus (0.5 seconde affichée par Scilab 5.3 pour le calcia deuble fft pour un processeur 2.8
GHz).

9.1. Introduction

Comme nous I'avons précisé au chapitre 4, les conditionamebge sont de plus en plus sévéeres en termes
de vitesse de rotation, de taux de réduction et de duretéuderas des aciers laminés. Ces conditions de plus
en plus séveres s'accompagnent de criteres de qualité @quoduit de plus en plus exigeants, qu'il s'agisse
de I'épaisseur, de la planéité ou des défauts de surfacet f@'eaison pour laguelle un trés grand nombre de
modéles numériques prédictifs tentent d’approcher de gatuslus finement la complexité du procédé. Ces mo-
deéles couplant la bande thermo-visco-plastique et le dsdithermoéalstique sont tous tridimensionnels et ont
été cités dans le chapitre d’'introduction 1. Le caractérel@Probléme est essentiel pour les défauts de planéité
(par exemple). En effet, ces derniers proviennent de lémdiffce entre le profil géométrique de la bande entrant
dans I'emprise et celui de I'entrefer, qui résulte des défdions des cylindres de travail. La solution analytique
inverse tridimensionnelle, que nous développons dansaggted, permet d’évaluer les contraintes de contact dans
I'emprise, responsables de ces déformations des cyliedid@nc du profil d’entrefer (non homogeéne selon I'axe
du cylindre). La motivation d’une solution 3D par rapportapplication de plusieurs méthodes inverses 2D sur
différentes tranches de cylindre a différentes positiciaes (selor) tient surtout au fait que les contraintes sont
équilibrées aux extrémités du cylindre (ce qui ne peut paspéts en compte dans une méthode 2D). De plus si
I'approximation des déformations planes est trés bierfiéérau centre, celle-ci tombe en défaut dans le reste du
cylindre du fait de la flexion de celui-ci. Une bonne préaisitans I'évaluation inverse des contraintes de contact
sera donc atteinte plus facilement avec un modele vraimetensionnel (c’'est-a-dire prenant en compte la
dimension: dans la résolution des équations) qu’avec un modele bidiroenel utilisé tranche par tranche.

Nous ne refaisons pas la revue bibliographique des méthoderses élastiques bidimensionnelles faite au
chapitre 4. Dans le cas tridimensionnel, compte tenu qusujets industriels sont par culture souvent abordés par
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des algorithmes numériques itératifs, les temps de catdeselisponibilités en mémoire ont considérablement
limités les tentatives pour le développement de méthodessas élastiques adaptées au laminage, comme le
mentionne Loulou and Artioukhine (2006) dans le cadre diamersion thermique 3D sur un cylindre creux. La
présente solution inverse tridimensionnelle ne peut dasdre comparée avec un autre algorithme.

TABLE 9.1 — Nomenclature

R Rayon du cylindre O'Ek”) Contraintes dues &*, v* ety*

Ry, Rayqn de mesure . o Contraintes mesurées

ZL Bem!-longueur du cylindre U,E;,',;) Coefficient de Fourier de. )
emi-longueur de la bande ) . i -

E Module d’Young du cylindre S’"vPN Coefficients de Fourier de(_')

v Coefficient de Poisson o, o Coefficients deb

A\ 1 Coefficients de Lamé vy Coefficients del

r 0,z Coordonnées cylindriques Ay, By, C, Coefficients dep, v ety

e. eg,e. \ecteurs unitaires cylindriques ay Coefficients dep*, v* ety*

z,y, 2 Coordonées cartésiennes pour € {1;2;3;4})

e:, e, e, Vecteurs unitaires cartésiens N Nombre de troncature selen

w Vitesse de rotation P Nombre de troncature selgn

f Fréquence d’acquisition des mesuesVl ™"’ (r) Matrices de taille3 x 3

(.) rr, 10, rz, 00,0z Or 22 En.p Conditionnement dd4™ " (r)

Uy Déplacement radial Onp Erreur moyenne dans le calcul Sé[),

Uy Déplacement tangentiel T+ Résultante de traction en= L

Uy Déplacement axial 17500 % Résultantes de cisaillement

P Potentiel bi-harmonique M7, My+, M7 Moments résultants

v Potentiel harmonique €. ' Erreur de reconstruction

o, v, Potentiels harmoniques NP Nombre de capteurs le long de I'axe

o*,v*,¢* Potentiels harmoniques N} Nombre de points d'interpolation selan

0(71) Contraintes totales Ng* Nombre de points de mesures sefosur un tour

a(.) Contraintes dues @, ¥, ¢, v ety N Nombre de points d’interpolation selén

9.2. Choix de la méthode analytique

En élasticité tridimensionnelle, plusieurs approchestent. Une solution trés générale pour le probléme de
Neuman (vecteur contrainte imposé a la surface) pour urs@gstique est proposée dans le livre de Bui (2006).
La solution repose sur le tenseur de Kelvin-Somiglianaig@ent au tenseur de Green pour I'élastostatique) et
sur un potentiel vecteur de simple couche donnant lieu a guati&n intégrale qui a été résolue analytiquement
sous forme de séries absolument convergentes par Pham) (B&&7Y que la solution soit exprimée analytique-
ment, elle n'est pas référencée dans le chapitre 8 car legrales dans la série ne peuvent étre déterminée que
numériquement (base des éléments de frontiere). Dans Fé&sent on aurait pu espérer que la géométrie simple
permette une évaluation analytique de ces intégrales |linéégrande est trop complexe. Cette approche n’a donc
pas été utilisée.

Par ailleurs, une solution exacte analytique pour le probléirect d’'un cylindre soumis a des chargements
arbitraires (en vecteur contrainte) a été proposée par @hduNei (2000). Une revue importante de ces pro-
blemes sur les cylindres est présentée. Plusieurs sadutxerctes ou approximatives ont été formulées pour des
chargements particuliers. Pour les chargements axisijués, la fonction en contrainte de Love (1944) a été
utilisée par Saito (1952) dans le cadre d’une solution gdaéui fait intervenir des fonctions de Bessel d’ordres
0 et 1. Avec une approche similaire, une étude d’'un cylindex ales chargements paraboliques sur la surface
du cylindre (y compris sur les bords plats), a été menée pakiGgd Nakajima (1983). Pour les chargements
non axisymétriques, des approximations simples, pourdbl@me du cylindre chargé par des forces ponctuelles
diamétralement opposées, ont été proposées par Wijk (198@)approche plus générale de ce méme probléme
a été publiée par Chau (1998).
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La solution générale du cylindre chargé arbitrairementeriraintes de Chau and Wei (2000) repose sur deux
potentiels de déplacements développés en double sériemuderq{trigonométrique et hyperbolique) et séries de
Fourier-Bessel (fonctions de Bessel et de fonctions dedBessdifiées de premiére espéce). Cette solution est
particulierement compliquée dans la mesure ou les sérigsrhgliques sont de nouveau développées en série
trigonométriques, et les séries de fonctions de Besselfidedisont quant a elles développées a nouveau en séries
de Bessel. Les sommes sont tronquées pour permettre dfieieles paramétres inconnus en inversant une grande
matrice. Cela revient a approximer directement les chaegesrarbitraires a la surface. Cette solution aurait pu
servir de base a la construction de la solution inverse 3B nquis cherchons a établir. Les coefficients des séries
mises en jeu auraient été identifiés grace au développemsgtie des contraintes au rayBp,.

Cependant cette méthode n'a pas été choisie. La raisonigmiacen est que la solution inverse que nous
proposons d'établir est sous-déterminée par rapport algome complet, que résolvent Chau and Wei (2000). En
effet, la mesure des contraintes est faite sous la surfacglihdre a différentes positions sur I'axe. En revanche
aucune mesure n’est faite sur les bords du cylindre car gegede ne sont pas accessibles a cause d'une part de
la forme particuliére du cylindre de travail et d’autre patause des moteurs, (cf figure 9.1(a)). Ainsi le vecteur
contrainte local est inconnu aux extrémités du cylindréind#s parz = +L. Nous ne pouvons donc prendre en
compte que les conditions faibles dues a I'équilibre gdnéra

Cependant le principe de Saint-Venant (1855) assure queehtisrbations ne se propagent que trés peu entre
la solution ou le vecteur contrainte serait connu locald@ne¢rcelle ou seul le torseur résultant est connu. La
solution de Chau and Wei (2000) traite des chargements ogax extrémités du cylindre, or les complexités
gue nous avons évoquées plus haut ne sont introduites gsecdannique but. |l est donc assez inopportun de
I'utiliser directement puisque notre solution ne prendgrasompte de tels chargements. Par ailleurs la solution de
Chau and Wei (2000) est identifiée en inversant une trés gnaradirice, ce qui est dans le contexte des méthodes
inverses extrémement risqué du fait du mauvais conditioreme de celle-ci. Ainsi cette solution ne semble pas
adaptée au probleme inverse, que nous cherchons a traiter.

C’est la raison pour laquelle une troisieme approche, piapls, a été développée.

L s Capteurs de déformation

(a) Laminage (b) Axes

9.3. Principes de la méthode inverse

9.3.1. Condition

Les différents capteurs de déformation & fibres optiquesingérés selon I'axe du cylindre au ray@y,.
Nous supposons que nous pouvons en insérer suffisamment@oire correctement I'évolution des champs
selon le grand axe. La question du nhombre de capteurs néesssst étudiée dans ce chapitre. La rotation du
cylindre permet d’obtenir une mesure sur toute la surfagagen R,,, pour—L < z < L (quoique cette mesure
ne soit pas continue, mais nous interpolons le signal paiothesions cubiques voir méme simplement linéaires).
Comme dans le chapitre 4, ce type de montage revient a suppesées contraintes de contact dans I'emprise
varient beaucoup plus lentement que la durée d’un tour. Kepétons qu’aucune mesure n’est faite au niveau des
surfaces; = L, car celles-ci sont inaccessibles. Les contraintes mesws@nt notées,;, o7 eto;.. Ces trois

Tr?
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signaux sont développés en double série de Fourier 8edbn Deux potentiels en déplacemenet ® introduits

au chapitre 8, qui sont respectivement harmonique et irbaique, sont utilisés pour résoudre le probleme. Les
deux potentiels sont recherchés sous forme de double gReutier, il suffit donc d’identifier les parameétres
inconnus de ces développements pour obtenir la solutiomahigme élastique. Cette identification est faite grace
aux contraintes mesurées au ray®p. La condition a vérifier est donc :

Orr(Rm,0,2) = ol(0, z)
0r0(Rm,0,2) = 0l4(0, z) (9.1)
Urz(Rma 9; Z) =

L'identification, détaillée a la section 9.8, est partiésdiment simple pour un probleme tridimensionnel. Au lieu
d’inverser un systeme linéaire de grande taille, la sofuéinalytique est obtenue grace a I'inversion de matrices
de taille 3x3. Par ailleurs, I'identification des termes paue 0 sip est I'indice de sommation de I'exponentielle
dépendant de la variable se fait differemment. Nous utilisons, dans ce cas, trotemeels harmoniques de
Boussines@, v et (eux aussi introduits au chapitre 8), que nous recherchmus s forme polynomiale que
nous avons discutée au chapitre 2. L'identification de cesigies potentiels est détaillée a la section 9.7.

9.3.2. Equilibre général

D’autre part, bien que la solution ne permette pas de védésrconditions locales sur les bords fes +1),
nous pouvons nous intéresser a la condition faible corretgute. En effet, I'équilibre global est automatiquement
vérifié par la solution en potentiels, cependant il peuti@béressant de répartir les résultantes (conditionsda)bl
des vecteurs contraintes sur les faces + L de sorte que le systéme soit équilibré globalement commpaurtee
sur deux appuis. Pour ce faire nous introduisons trois reux@otentiels harmoniques de Boussinesq notés
~* ety*. Le tenseur de contrainte relatif a ces potentiels estwpgé(ou (..) désignerr, rf, rz, 60, 6z etzz). De
maniére évidente ce tenseur doit vérifier la condition su&@our ne pas altérer la solution des autres potentiels
gue nous avons introduits a la section précédente :

0-:-:7'(Rma 0, Z) = U:G(Rmv 0, Z) = Ufz (Rma 0, Z) =0 (9.2)
Nous détaillons a la section 9.9 les conditions particai& imposer aux potentiel$, v* ety *, et I'extrac-
tion des coefficients impliqués.

9.3.3. Contraintes de contact

Finalement le champ de contrainte élastique total n{)__tgé(oUT signifie total) est obtenu en sommant) et
aE“ ) La solution est prolongée par continuité vers la surfang{g pour obtenir les contraintes de contact.

9.4. Expression des mesures

Les trois signaux mesurés au rayBp, sont notésr(’f)(e, z) (ou(..) désigner, rf etrz). Nous développons
en double série de Fourier :

N P
.pT .
oy (0,z) = Z Z S,(l'y'g exp (prz) exp(ind) (9.3)
n=—N p=—P

ou les coefficients de Fourier sont donnés par l'intégraiétio:

1
Sin(?) = 4z

n,p

2w pL
.pT .
o\ (0, z)exp | —i—z ) exp(—ind)dodz 9.4
[ a0z e (<) expl—int) (0.0
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9.5. Condition

Considérant que nous avons développé les mesures en séeider (9.3), il est évidemment approprié de
chercher le tenseur des contraintes dans le cylindre sonérze forme (..) désignantr, r6, rz, 60, 0z ou zz) :

N P
oy(r0,z) = Z Z a,(l'y';(r) exp (z%z) exp(ind) (9.5)

=—Np=—P

Les coeﬁicientsﬁ‘,(l','; étant connus (cf section.9.4), la condition (9.1) idemiﬁa( ) (R, 0, 2) et ag’j)(ﬁ, z) (ou
(..) désignerr, rf etrz) devient simplement{N <n < Nand—P <p < P):

ol (Rim) = S§) (9.6)

n,p

Les sections 9.6 et 9.7 traitent cette derniere conditid®) f@spectivement poyr = 0 et pourp = 0.Finalement
l'identification est faite a la section 9.8.

9.6. Modéle bi-harmonique, termes courants

9.6.1. Potentiels en déplacements

Nous introduisons deux potentiels portant sur les déplaags(introduits au chapitre & et @, respective-
ment harmonique et bi-harmonique :

2 — 62(1) + 16_\11

" R
_ 2 _= 7
2pug rd0oz  Or 20 ®-7)

2, = — [2(1 — )V @+ (1 - QZ/)W]
ou

V20U =0

{ Vie = VPVe =0 (©:8)

et V%T g) €st I'opérateur laplacien en deux dimensions portants#) ! et V2 est I'opérateur laplacien en trois

dimensions$. |l est facile de vérifier qué(r, 0, z) et ®(r, 0, z) définis par (9.9) sont respectivement harmonique
et bi-harmonique, comme nous I'avons présenté au chapitre 2

U(r,0,z) = i i (%) vl (f?") exp (Z%z)exp(znG)
o ©9)
o= 35 () [o () () i (5o (42t
N p#0

ou I, est la fonction de Bessel modifiée d’ordréon pourra se référer a la définition du chapitre 2).
Il convient donc d’identifier les coefficients inconnus suits :

Vn e [N, N],¥p e [-P, P]*, {\w o qw} (9.10)

1. Opérateur de Laplade, 0) : V7, 4 = o 412,21 o2
- oP paae o) Vo = 053 ror  r2 002

2. Opérateur de Laplacev” = V7, ;) + =
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9.6.2. Champ de contrainte
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Le champ de contrainte associé aux potentiels (9.9) esine¢@m fonction deb et ¥ (cf chapitre 8) :

( B v26<1> 02 +i 16_\11
Trr = 0z 0r20z  or \r 00
2 (220, 1 (100 Ry o
Iro = or \r 000z ror 12002 or?
0 03 1 0%
{ ”"Zz[ A=2)5Ve0 T V552 2] 2r 900>
. —yv20®+ 10 +i e 0 (10V
00 = 0z rordz  r20020z Or \r 00
_ (1_)16 L 03 _162\11
70z = Ve ot e 2 0roz
_ 0 _o 03
\ Opy = — |:(2—I/)£v —_ @]

)

(9.11)

)

En écrivant les équations (9.11) et en prenant en comptg (s obtenons le systéeme d’équations suivant

ou I'on a posé&, = prr/Letp #0:

Tpp(r)

=i | @ [ —1n(¢p) (21/

(gt 2
o (r) =-n (‘PZLZ(Cp) + o) <_%§p) + %?)) ~ % ((ZQ

n,p

g
P

9.7. Modéle harmonique, termes d’amorce

) -0} (£ +6) tie)+20-01:(6)) - 83106 -

&

2 n2 N n2
Jz?p(r) =1 _(I)Z 1=2v+ C;%) In(Gp) — G Irlz(gp)> + ¢, (‘ CQ
o (%In(cw - %mcp))]
ot () =iar (fn(cm?(”c;”” —n1;<<p>) B 1,6 -
L P 4
L szl,zp(r) =1 _(I)Z (_2(2 —)In(Gp) — gp];l(gp)) - @pjn(gp)]

n 2 n2 ~
1t (C—) ) £ 1(G) (cp n C—)) L E(G)

3 ) InG) - = é“)

VL 1,(G)

¥ 2¢, (9.12)
I, ()
a)

In(Gp) +

2

Dans la section précédente, deux potentiels (harmonigoieretrmonique) portant sur les déplacements ont
été introduits de sorte que les contraintes mesurées ddmmtifi€es au champ de contrainte calculé au rayon
R,,. Cependant cette identification n’est faite que ppug 0, il convient donc d’introduire une autre solution
permettant d’'identifier les termes pgue 0 etn € [—N, N]. Laraison pour laquelle il est nécessaire d’introduire
une autre solution élastique est que les potenfieds ¥ ont trés peu de termes libres lorsque 0 (du fait que si



9.7] MODELE HARMONIQUE, TERMES D’AMORCE 117

n # 0 alorsI,(0) = 0. Nous utilisons les potentiels de Boussinesq (que noussantneduits au chapitre 8).

2uu, = _qb 6_7 + - 2 61#
? z (97 " a%z/;
sl _9Z7 9.13
2pup = ge 00 2or (9.13)
2uu, = = + z— — (3 —4v)y

0UV2¢ = V2y = V24 = 0.

Le champ de contrainte correspondant & ces potentiels eségar :

(, _ 00 f__257 20% 209
Irr = or? * or? 0z _rorod _r200
R T O
Iro = r QT@@ T2 69 rorod r200 _ror @ Or? 20
ors = P e G
7 67"6,2 g or . r 000z (9.14)
- _16¢ zafy zi_ 6_7_2621/1_’_36_1/)
9= L or r2 692 ror | r2 002 0z rordd r2 00
_162¢>+262 1— 1/6_7_ 24
902 = Tzaﬁ(?z 27’ 0002  r_ 00 Oroz
_ 79 +z=— —2(1— 1/)0—’y
(T2 = 022 2622 0z

Nous cherchons les potentiels~ ety sous la forme de polyndmes eret = harmoniques définis au chapitre 2,
notés pouk > n, X;!(r, z) exp(inf) etY;’(r, z) exp(ind) ol NOuUS avons :

k—n
X (r, 2) T T (k=j)=n ,2j
0<n<N =0
o= , (9.15)
= k—n
Yk (7, Z) _ Z y]'rcl 2(k—j)—n 2j+1
j=0
ou
n (=1)7+*(2k)!
Xy » = .
D<n<N o = Tk ik~ )
n<k , (9.16)
0<j<k-n . _2k+1

Yk,j = 2]+1 Lk,

Cette écriture en polyndme selert = convient a la forme des contraintes dans le systéeme d’'émsat®.14) car

il y a desz en facteur dans I'écriture. L'objectif est trouver la déqmsition telle que les contraintes, r6 etrz,
associées aux potentiels~ etv, évaluées au rayoR,,, soient des polyndmes ende degré zéro. En effet dans
ces conditions les coefﬁuemé ¢ R,,) pourrons étre identifiés aux coefﬁueﬁt& ) .) désignantr, rf etrz).
Cette recherche se fait S|mplement en sommant quelquesubs et en resolvant un systeme linéaire, cela n'a
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aucun intérét théorique, nous ne présentons donc que kestigds résultants satisfaisant les conditions énoncées::

¢(r,0,2)

{ ~v(r, 0, z)

¥(r,0,2)

2 32
= Ao (—% +22> + By (— ;z+23

3r3 2(1+2v)
2Re({ A | — — %) -3B —
+ 1 ( 5 6rz 3Birz + (@5 + 300 K2,

157° 4513 22
X (— 587’ + 57’2,2 —15rz4>}exp(i9)]

(2141 + 1/01)

N
+2Relz {Ar" + Bur™z 4+ Cpr™(r* — 2(1 +n)2%)} exp(in@)]
n=2

1+v 2 (9.17)
6 15732 3 .
+2Re —3017"2,’ - m(QAl + VCl) — 107z exp(z@)
N
2(1
e L;g %anz exp(ind)
4
= Cy <3L —3r?2 + z4>
8
2iv 157%  45r322 4 )
+2Re[{m(2141 + I/Cl) <_ 3 + 9 — 157z ) }GXP(ZG)]
SBE i1—v) 2 2
2R - B, r" " —2(1 )
+2Re ;2{2 Wz + =% Cpr™(r (1+n)z )}exp(m@)

Il convient donc d’'identifier les coefficients inconnus sunts :

ne [[O’Nﬂa {An7 Bp; Cn} (9.18)

En utilisant la relation (9.14) nous obtenons les conteaipburp = 0 explicitement (9.19), (9.20) et (9.21). Il
est remarquable que les termes pour 2 sont beaucoup plus réguliers que les termes podr0 oun = 1. On
peut remarquer I'analogie des contraintes por 2 avec le cas bidimensionnel exposé au chapitre 4. Il s'agit en
fait de la contrepartie réelle des développements danges cies complexes que nous avons menés.

[ o00(r) = —4o
06790(7“) = —3r’Cy
. 6(1 +v)r
000(r) = ————-Do
{0 L+dv (9.19)
‘70,0(7“) = —4o
Jgfo(r, z) =12rzCy
- 6(1 4+ v)zBy
\ 0'070(2:) =2 (Ao T+ a0



9.8] EXTRACTION DES COEFFICIENTS

( 5+ 2v r O\ 2
O—{TO(T) =-r (3 +2u (E) (2141 + Vcl) — 3(3A1 + 21/01)>
1—2v
76 _ 2
Ul,O(T) =1r (3141 - mr (24; + VCl))
6(R2 — 12
oio(rz) =-3B; — %(2141 +vCh)z
—1+4+2v r O\ 2
{ O’f,GO(T) =T (m (E) (241 +vCy) + 3(A1 + 21/01))
. f2(-1+4+2v) [ r 2
O'f,()(ryz) = _3’L (3_’_721/ (E) 2(2141 + l/Cl) + (41412’ + Bl + 2VClz)>
zz 2+v r 2 4(1 + l/) z 2
01,0(7"72) = 6r <<3+2V (E) R E (24; +v(Cy)
-1
-2 (Al + Y 5 Cl>>
(o Apn(n —1)2v — 1)r" 2 + Cp(n = 2)(n + 1)r"
O-n,O(T) = 2% —1
— _ n—2 n
0'200(7") _ ZAnn(n 1)(21/ 1)7" + Cnn(n + 1)7"
’ B 2v—1
o5o(r) = Dy
mEBN L Aun(n—1)(@v— 12+ Culn +2)(n + D"
Un O(T) =
’ B 1-2v
1Dn
UZfo(T) =5 !
2z 4CH (1 + n)rr™
= () = Lt mper?

9.8. Extraction des coefficients

Dans cette section, nous obtenons une expression anaydiegl coefficients inconnus (9.10) et (9.18) en

fonction des coefficients de Fourier calculés a partir dgrsasix mesurés (9.4).

9.8.1. Extraction des termes d’amorce

En considérant les trois derniers systemes d'équatio8)99.20) et (9.21) dont on ne retient que les com-

posantes enr, rf etrz, la condition (9.6) s’écrit simplement popr= 0 :
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(T n=>0 AO = — 677“0
ST (1 —2v) —iST9 (13 + 10v)
n=1 A1 = : >
36(1 + y)]-"gm
nSr"y +i(n —2)S"
n> 2 An _ n,0 ( Z2n,0
| 2n(n — 1)Ry,
i 1+4v :
=0 By=—-——~——28}2
" ©7 6t )Ry 00
1,0
n=1 Bi=-—= (9.22)
2%
n=2 B,= ;1
| nRy,
[ 1 6
L1 C T0(T 4+ 10v) + ST (17 + 14v)
! 36v(1+v) Ry,
rr _"_ 'S’r’ 1 _ 2
n>2 C, = (Sho +1570)( v)

9.8.2. Extraction des termes courants

L'extraction des termes powr # 0 est faite en inversant une matrice 3. En considérant le systéme (9.12)
pour les composantes, r0 etrz, la condition (9.6) peut en effet étre écrite sous forme itiatte :

oy Sy
M. | = | s (9.23)
vy Snp

ou les coefficients des matricex33 sont donnés par :

( 2

M{ff(?‘) =1 —In(Cp) 2v—1+ (?) > +I:1(Cp) (Cp + n_2>>

p P
My (r) = Z'L'{(Cfl) ;
MEp) = in () 2))
p 13

MyP(r) = —m;;;(gp) p

| M) = n( négp) N nc(:p)> (9.24)
2P

1 I
M52 = = (5 +5) 1)+ 252
P

M) = - (("— ¥ gp) 1(G) +2(1 - u)f;@p))
MEEO) = I (G,)
M) = = 1())

L7 2¢p

Les matricesV™? ont un déterminant non nul et peuvent donc étre inverséssncennues (9.10) sont détermi-
nées comme suit :

oy Sn
Y n, -1 6

no | =IM"P(Rn)] | S (9.25)
g Sr=
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9.9. Equilibre général

9.9.1. Modéle harmonique

Comme nous I'avons précisé en introduction de ce chapiéguilibre global est automatiquement vérifié
avec la solution en potentiel (pas de mouvements de corjgeyigdCependant nous pouvons contréler comment
les résultantes des vecteurs contrainte aux surfacest L se répartissent, c’est-a-dire a quel systéme d’appuis
elles correspondent. Des résultantes de traction selpde cisaillements seloa, ete, et de moments selon
les trois axes peuvent étre transmis. Cependant, pour ééteompliquer trop la recherche des résultantes aux
appuis, nous résolvons une poutre isostatique sur dewisapipuples. Pour vérifier ces conditions supplémen-
taires nous introduisons trois nouveaux potentiels hamquas de Boussinesg®, v* ety * définis en fonction
des déplacements sous la forme de (9.13) et dont les caesaexpriment sous la forme de (9.14). Evidemment,
les composantes, rf etrz des contraintes associées a ces trois nouveaux poterdgiedntis’annuler ez, .

De la méme maniére que pogifv ety nous cherchons les nouveaux potentiels sous la forme dgsdoés en
r etz (9.15). Cela conduit directement a considérer les potergigvants :

¢*(r,0,z) =uv(r® —22*)a; + Re[exp(i)r (—azz [-3(1 + 4v)r® + 6(3 + 2v)R2, + 4(1 + 4v)2?]
+6i(r® — 42%)as) ]

~¥(r,0,z) = zaj +Re exp(ié’)ﬁ (v(r® — 42%)as — dizas) (9.26)
v

v*(r,0,z) = <23 - 37’2 Z) o + Re[exp(if)r(2ivz(—3r? + 42%)as + 3(r* — 42%)as)]

Ainsi en réinjectant (9.26) dans (9.14) le champ de conteassocié a*, v* ety* est obtenu (et notég“”), ou
(..) désignerr, r0, rz, 00 6z ou zz) :

(0¥ (r,0,2) =0
oky(r,0,2) =0
ok (r,0,2) = 3az(3 + 2v)(R2, — r?) exp(if)
{ ogo(r,0,2) =0 (9.27)
o (r,0,z) = 3ras + 3ias((—1 + 2v)r? + (3 + 2v)R2)) exp(if)
a¥ (r,0,z) = 21 +v) (—vaq + 6 exp(i0)r(2vasz + iag))

v

9.9.2. Expression des résultantes

Le torseur appliqué a chacune des extrémités du cylindreoesposé dd'* (traction d’axee.), V.* et Vyi
(cisaillements d’axesg, ete,) et MF, M; et M+ (moments fléchissants d’axes, e, ete.). Les exposants
+ désignent la surface = L ouz = —L. (Les coordonnées cartésiennes sont rappelées figur§)9Rghr ne
pas compliquer les expressions, nous considérons queitali@ylest sur deux appuis simples isostatiques (nous
libérons les moments de flexion selepete, ), ce qui est une approximation, mais rien n’empéche de déresi
par la suite des expressions plus fines. Ces résultantdbéentile chargement mesuré au ray®n . Nous posons
donc les forces linéiquels,, F, et F, ainsi que les moments linéiques;, m, etm, définis par :

2T

F,(z) = Rp, J;) i [07(0, 2) cos(0) — a%(0, 2) sin(0)] A0 | m.(2) = R2 J;) o,2(0, z) sin(0)dd

m

e
—
w
N
Il

2m 2m
R, f [07(0, 2) sin(0) + 075 (0, 2) cos(0)] dO | my(z) = —RZ, f o™ (0, z) cos(0)dd  (9.28)
0 0

2T 27
Fo(2) = Ry L o (0, 2)d0 m.(2) = B2, L o™ (0, 2)d0
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En prenant en compte (9.3) nous obtenons donc :

p=—P
P
F,(z) =27Rn, Z S exp (z%z)
p=—P

P

p=—"FP

P
m.(z) = 2R, Z ng)p exp (2%2)
p=—P

P
N rTr - QT 4
F.(z) —iF,(z) = 21Rn, Z (517, — lez,) exp ( P

. Tz .pT
—my(2) —im,(z) = 27 R2, 2 17 €xp (272)

[9.9

(9.29)

Du fait que I'équilibre global est vérifié, il n’est nécessad’identifier que les résultantes en= L, car les
conditions err = — L seront automatiquement vérifiées. Nous avons pour unegisostatique sur deux appuis

simple les relations suivantes :

Ce dernier systeme devient en prenant en compte (9.30) :

M = MF =0
0
T% =207 RSy

P
V,r =iV = 2nR; ST — wRw ) (ST, —iS15)Z,

p=—F

9.9.3. Conditions faibles

(M} =M =0
- =
My =M, —(i .
M =M, = —f m(z)dz
2J)1
1 (L
{ TH=T" = —J F.(2)dz
2)-1
1 (* I
v, = 3, mg(2)dz — 5T J;L Fy(2)(z+ L)dz
1(r 1 (f
\ vk = 2z, my(z)dz — EJ_L F,(z)(z + L)dz

(9.30)

(9.31)

(9.32)

Les résultantes que nous venons de calculer et qui ne dégiequae des contraintes mesurées, doivent étre
identifiées avec les résultantes du vecteur contraintecgsaa champ de contrainte total dans le cylindre. Cela
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revient a vérifier les conditions faibles suivantes (unigaet enz = L du fait de I'équilibre global) :
( 21w rRog,
f f ol (r,0,L)rdrdd = T+
0271' R
f f (1,0, L)r? cos(f)drdd = —M;f
0271' ORm
f f (1,0, L)r?sin(f)drdd = M
{ 9, Jo (9.33)

Uez r,0, L)r?drdd = M}

(r,0,L)cos(0) — ap_(r,0, L) sin(0))rdrdd = V,*

(r,0,L)sin(0) + o _(r,0, L) cos(0))rdrdd = v,

PuisqueyT__) =0yt a( ) et en prenant en compte (9.5) d’une part et (9.27) d’autrg lesrconditions (9.33)
deviennent:
( p R R
21 R2 (1 +v)ay =T — 27 Z (—l)pf o5 (r)rdr — 27rf o5o(L)rdr =T
—_p 0 0
0
3 L Fem Rom
R4 ay =M} —2rm 2 (_1)pJ‘ O'gZp(T)T2dT - QWJ i 5 (r, L)r?dr = M*
b P 0 ’ 0
p#0
p R
Sy J o7 (r)rdr
1 o 0 ’ 9.34
60 +v) Ry, (2Lvag +ias) = —Mf —iM}f —2n | P, F =M}, (9:34)
B .
Ry,
+J aio(r, L)r?dr
P R
Y| et — ot e
120RL (1 +v)as = Vit =iV, —2n | P A
R’V‘VL
+ (o1%(r, L) — ia?fo(r,L))rdr
\ 0
Et finalement :
T* Vi
0= -5~ Qg = _———r——
2rR2 (1 +v) 127R: (1 +v) 935
CLVE - M, 2M (9-35)
a8 = 67TR4 2 (1+v) ~ 37wR%,

Les intégrales impliquées dans le systéeme d’équationg)peivent étre aisément calculées analytiquement

(cf chapitre 2) poup # 0 :

( rBRm
J;)

1Ry,

055 (r)rdr = —

pr R,

| ()]

[L (8 20— 2)00) 1 (@) + ®pr Ryl (p Tl

L

)

R WO R2 R
0z 2 _ ¢ m pTiig,

Jo UO_’p(r)r r = — ;pw I ( T

R . 2 _

{ f o7 ()2 = — [L (35 + (6 —20)0) I (p me) + ®Lpr R I3 (p”fm)] (9.36)

0

R

m s ) : R pﬂ-Rm

JO (o15(7) wf_’p(r))rdr = ~opn [L <2<I>1 + \I/1 + (6 — 4V)<I>119) I ( 7 >
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etpourp =0:

RWL
j o5 o(r, L)yrdr = =Ry, (R Splo + LSp0)
0

RWL
j Jgfo(r, L)T2dr = —anLS{)'_%

< ORm R L2 Srr (1/(41/ — 5) — 7) _ Z‘ST@ (I/(4I/ + 19) + 17) (937)
j O’fzo(r, L)TQdT = _m—(S{ro _ ,LSIOO) . R3 1,0 10
o 2 ’ " 240(1 +v)

R,
|| @t n) o 0dr = =Ry (£(T — iST%) — RuuS)

9.10. Contraintes de contact

A la section 9.8 tous les coefficients ont été déterminés eatifin des coefficients de Fourier des signhaux
mesurés (9.4). A la section 9.9 un champ de contrainte sogpitaire a été introduit pour tenir compte du systéme
d’appuis du cylindre. Les contraintes de contact s’obtierien évaluant le champ de contrainte to@; (r,0,2)

en R,. Pour cela nous avons les relations suivantes (poudésignantr, r6 etrz) :

o7 \(Ros0,2) = 0(_)(Rs,0,2) + 0 (R, 0, 2) (9.38)
ou
(3 + 2v)(R7, — RV .
0k (Rs,0,2) =0%(Rs,0,2) =0 | 07, (Rs,0,2) = R (15 7) Y exp(if) (9.39)
ou
N P pr
o) (Rs,0,2) = Z Z 07(1'7'11(]%5) exp (zfz) exp(ind) (9.40)
n=—N p=—P
ou pourp # 0 :
Uzgp(Rs) Sy
orp(Rs) | = M"™P(R).[M™"(Rn)] . | 515, (9.41)
o7 (Rs) Sy

et pourp = 0 les équations (9.19), (9.20) et (9.21) doivent étre évaledd?, avec les coefficients (9.22).

9.11. Nombre de troncature

Nous devons calculer l'inverse de la matrie&™? (R,). [M™?(R,,)]” ' pour l'dentification des termes cou-
rants (9.10) par la relation (9.41). Le fait que le problemeerse est mal posé s’exprime ici grace a la norme
de cette matrice. En effet, cette norme agit comme un faeteptificateur d’'une petite variation sur les données

mesurée§,§;’£ ((..) désignantr, rd etrz). Elle est définit comme suit :
Knp = [M"P(Ry). [M™?(Ry)] ™ | (9.42)

ou nous choisissons la norme de la matidlde donnée pafM/|| = /Tr (* M.M).

La figure 9.1 présente les normes, des matricesV™?(R;). [M™P(R,,)] " pour les paramétres listés
au tableau 9.2. Nous pouvons remarquer que I'analyse quefa@ions au chapitre introductif se retrouve ici.
En effet, plusn et p augmentent et plus le facteur amplificateur est grand. ilest nécessaire de tronquer les
sommes de sorte qu’une petite erreur ne soit pas trop aneglifsgu’a faire diverger la solution. Les équations
agissent comme un filtre passe-bas (diminuant I'amplitueetdrmes d'indices élevés) lorsque I'on propage le
champ vers l'intérieur du cylindre. Donc lorsque I'on idéietla solution a partir d'une donnée considérée a
l'intérieur, la propager vers la surface revient & ampliésrhautes fréquences et donc aussi une potentielle erreur
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commise dans le calcul d'intégrale. Nous pouvons remarquerla normes,, , augmente beaucoup plus vite
selon la variable que selon la variable. Or les signaux que nous avons a traiter en laminage némeigsitus de
termes selom que selorp car ils sont plus singuliers dans la direction tangentiglle dans la direction axiale.
La modélisation que nous avons proposée coincide donc béeri@probléme pratique a traiter.
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FIGURE 9.1 — Conditionnement

Comme nous 'avons déja précisé au chapitre 5, il faudrégrdéner automatiquementles ordres de troncature
des sommes. Pour cela, une approche empirique analogue adweehapitre 4 peut étre proposée, ou mieux, un
algorithme scrutant les coefficients (9.10), et couparggoe ceux-ci commencent a diverger. Cela n'a pas été
automatisé, les ordres de troncature sont choisis a la naais cktte étude.

9.12. Validation de la méthode

9.12.1. Procédure

La procédure de validation est toujours la méme. Nous otiise modéle prédictif Lam3/Tec3 développé
initialement par Hacquin (1996). Nous obtenons une siroriade laminage donnant les contraintes de contact,
que nous prescrivons a la surface du cylindre (nat¢e$. Nous calculons les contraintes élastiques au rdygn
Nous utilisons ces contraintes comme données d’entrédgméthode inverse tridimensionnelle, que nous avons
développée. Nous reconstruisons ainsi les contraintesrtaat au rayot,. La solution est validée en comparant
ces derniéres avec les contraintes prescrites. Nous uigaas donc I'erreur de reconstruction quantifiée suivante

P, 27 [oF (Ber0,2) — o7 (0,2)] o
S S [ 92)]2d9dz

€)= 100 (9.43)

9.12.2. Conditions de laminage a froid

Dans le chapitre 4 nous avions considéré trois conditionisuménage. Il est apparu que les conditions de
laminage a froid et Skinpass étaient plus difficiles & retraire. Ainsi pour cette étude nous nous concentrons
sur ce type de conditions. Nous avons donc simulé avec Lan3/E procédé de laminage a froid d’'une tole
de tres faible épaisseur, de sorte que les contraintes dact@oient particulierement singuliéres. Celles-ci sont
présentées a gauche, figure 9.2. Les paramétres de la simwdant listés dans le tableau 9.2. Un effet de bord
(que nous avons évoqué dans I'introduction de ce chapgte)sble au niveau des rives de la téle. La composante
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rz est tres particuliere, du fait qu’une loi de Coulomb a étésée pour modéliser le frottement. En effet, cette
composante est nulle partout car la vitesse relative emtrglindre et la téle est nulle, sauf au niveau des rives de
la tole (du fait de son élargissement) ou une vitesse decgtieat apparait. Par ailleurs, les contraintes calculées
au rayonR,,, (remplacant les mesures) sont présentées a droite figure 9.2
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R, (mm)| 2775| ty (mm) | 0.252
R, (mm)| 2745|| E (MPa)| 210000
L (mm)| 700 v ) 0.3
l (mm) | 427.5|| w (rad/s) 2
t; (mm)| 0.355| f (Hz) 3000

TABLE 9.2 — Parametres de simulation de laminage a froid

9.12.3. Reconstruction et discussion

Solution théorique

Les contraintes de contact sont reconstruites grace a laoshétinverse tridimensionnelle, que nous avons
développée. Comme nous avons pu le constater a la figuresOvatiations des contraintes selon I'axesont
peu singulieres sauf prés des rives de la bande ou un effetrdesbt notable. Pour reconstruire cet effet de bord,
les intégrales (9.4) doivent avoir une bonne précision de spie I'on puisse sommer suffisamment de termes
d'indicep, (c’est-a-direP assez grand). Cependant la normg, devient rapidement assez critique sur cet indice
de sommation comme nous I'avons vu figure 9.1. Il faut donaémdrand nombre de points de mesure (donc un
trés grand nombre de capteurs) pour avoir une bonne désoriht signal dans cette zone. Nous prenons dans
cette sectiolN™ = 500, ce qui correspond a un captéuous les 2.8 mm. Nous verrons & la section suivante un
cas plus réaliste industriellement. Les erreurs de renaet&in sont listées dans le tableau 9.3 et la comparaison
entre le signal prescrit et le signal reconstruit est fagarks 9.3, 9.4 et 9.5. Les deux signaux sont difficiles a
discerner I'un de I'autre sauf au niveau de la rive de la bamdi& reconstruction est Iégérement moins bonne.
Pour la composante, le signal étant uniquementlocalisé prés des rives, Leide reconstruction en pourcentage
augmente, mais I'erreur absolue reste de quelques MPa.

T r0 rz
N 500 500 500
P 100 100 200
€ | 26% (Fig.9.3)| 4.5% (Fig.9.4) | 32.7% (Fig.9.5)

TABLE 9.3 — Erreur de reconstruction paNt™ = 500

3. Il n'est nécessaire d'avoir cette densité que prés des de la bande (quelques centimétres avant et aprés), déatsdsimilaires ont
été obtenu avec une densité dix fois plus faible dans lagpeetitrale
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FIGURE 9.5 — Reconstruction de la contrainteY pour N* = 500

Solution dégradée

Bien que les résultats précedents soient trés satisfajsbest clair que dans I'immédiat, I'insertion d’autant
de capteurs peut étre un frein tant technologique qu’écanmenC’est la raison pour laquelle nous étudions une
situation plus difficile ou nous considérons que le nombreagteurs insérés sous la surface du cylindre est limité
aN™ = 50. La distance entre deux capteurs est donc de 2.8 cm. Du faktdespacement, le signal est moins
bien décrit selon I'axe. . La qualité des intégrales (9.4) est donc plus médiocreyceanduit & diminuer I'ordre
de troncatureP.

Les erreurs de reconstruction sont listées au tableau 824 edbmparaisons entre les contraintes reconstruites
et les contraintes prescrites sont présentées figures 9.8.dL est remarquable que la reconstruction est précise
dans la majeure partie du cylindre, en revanche prés desd&/ka bande, la reconstruction ne reproduit pas I'effet
de bord observable pour les contraintes prescrites. Ced el fait que le signal d’entrée est mal décrit dans cette
zone ou les variations sont importantes. La composante peut donc pas étre reconstruite (erreur supérieure a
100%), du fait que le signal est localisé autour des rives de laban

rr rd
N 500 500
P 50 20
e | 5.7% (Fig.9.6) | 23.5% (Fig.9.7)

TABLE 9.4 — Erreur quantifiée pouy” = 50



130 EVALUATION DES CONTRAINTES DE CONTACT EN 3D [9.12
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FIGURE 9.6 — Reconstruction de la contrainte pour N* = 50
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FIGURE 9.7 — Reconstruction de la contraint@) pour N* = 50

Solution avec du bruit

Comme dans les chapitres précédents nous considéronsauedares peuvent étre bruitées. Nous appliquons
de méme qu’au chapitre 4 un bruit altérant les hautes frémpsathu signal, ainsi qu’un Iéger bruit blanc sur toutes
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les fréquences. Un filtre passe-bas est ensuite appliqudifiar les hautes fréquences. Un échantillon du bruit
est présenté figure 9.8. Les erreurs de reconstructionistéed dans le tableau 9.5. Il est notable que la qualité
de la méthode n’est pas compromise. Les reconstructiorigpsoches de celles obtenues sans bruit, et nous ne
reproduisons pas les figures qui sont trés similaires.

Bruit (MPa)

VAR AR

AR

o

'
—

.
1 N
SN

FIGURE 9.8 — Echantillon du bruit appliqué aux données d’entrée

rr ro
N 500 500
P 50 20
e | 11.5% (~Fig.9.6)| 24% (~Fig.9.7)

TABLE 9.5 — Erreur de reconstruction palt™ = 50 avec du bruit

9.13. Intérét de la solution 3D

Comme nous l'avons fait dans les chapitres précédentsptégrales (9.4) a calculer sont obtenues par fft,
l'unique différence avec le cas bidimensionnel est que nioiggrons sur deux variabléset z. Ainsi, si I'on
représente le signal dépendant de ces deux variables daakleau de tailleV; x N! (ou N} est le nombre de
de points d’interpolation du signal sel@rsur un tour etV: le nombre de points d'interpolation selopalors il
faut calculer la fft de chacune des colonnes de ce tableaus blatenons alors un tableau contenant les fft selon
desN! signaux. Nous réduisons ce tableal dignes car il s’agit du nombre d’harmoniques souhaité. ihdent
alors de calculer les fft de chacune des lignes de ce deatilau. Le tableau alors obtenu fournit la double fft des
signaux mesurés. Il devient clair que la double fft nécessit< V! calculs de fft unidimensionnellesV fft de
taille N et N fft de taille N). Le temps de calcul est a comparer a celui de la méthode éitiibnnelle exposée
au chapitre 4 exécutée pour |88" positions axiales des capteurs de déformation conduiseaitaler N fft
de taillesNy. En pratiqueN™ < N'. Donc en théorie la méthode tridimensionnelle est plu€lgot la méthode
bidimensionnelle appliquée plusieurs fois. Mais en praigous diminuons le nombre de points d’interpolation
N pour obtenir des temps de calcul réduits sans dégraderutissolLe compromis qui a été trouvé donne un
temps de calcul (affiché par Scilab 5.3 sur un processeur@8p@ur N = 1000 et N = 5000 ) pour chacune
des trois doubles fft & calculer de 0.5 seconde. Il faut climsr que trois processeurs différents calculent en
parallele ces quantités.

L'intérét de la solution 3D par rapport a la méthode 2D estt®iment limité au cas ou le nombre de capteur
N est suffisamment grand. En effet, si par exeniglé = 50, utiliser la méthode 2D pren@07 x 500 = 3.5
secondes, tandis que la méthode 3D ne prend)quseconde environ. Par ailleurs la solution 3D est |égérement
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plus précise que la méthode 2D appliquée successivemelessiifférentes tranches aux positions des capteurs.
Cela tient au fait que nous nous affranchissons de I'hypetities déformations planes, mais surtout que les
mesures de contraintes faites par chaque capteur n'ont @as aquilibrées sur ces mémes tranches, elles sont
équilibrées globalement aux appuis. Sil'on applique sssigement la méthode 2D sur chaque tranche cylindrique
(aux positions des capteurs) nous devons équilibrer legehaent sur cette tranchepour ce faire nous pouvons
soit appliquer une résultante au centre, soit équilibnexaiement le signal a la surface du cylindre. Par exemple
pour la composanter on pourra couper le signala(si 'emprise se trouve dans l'intervalle, 7]) et dupliquer

le signal sur[r,27], alors que pour la composant@ on coupera ar/2, on dupliquera le signal opposé sur
[7/2, 7], puis on dupliquera le signal obtenu $ut 27]. Cette derniére technique a été utilisée et fonctionne trés
correctement du fait du principe de Saint-Venant. Une coaipan des méthodes 2D et 3D est faite figures 9.9 et
9.10, et il ressort tres clairement que la méthode 2D est ummens précise que la méthode 3D. Donc dés que le
nombre de capteurs devient suffisat’{ = 50 par exemple) la méthode 3D est une option économique en temps
et précise. Dans le cas ou I'on ne peut insérer que quelgpésuea, la méthode 2D appliquée plusieurs fois est
préférable.

R, Grad)

S — Reconstruction méthode 3D
-200 1 Reconstruction méthode 2D
S S Contrainte prescrite

-400 |
-600
-800 .
-1000 |

-1200 7

-1400 . ‘.
1 0 (rad)

-1600 T T T T T T T T T
0.765 0.770 0.775 0.780 0.785 0.790 0.795 0.800 0.805

FIGURE 9.9 — Comparaison des solutions inverses 2D et 3D ppuenz = [/2

4. nous ne pouvons pas profiter d'un équilibre global
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FIGURE 9.10 — Comparaison des solutions inverses 2D et 3D pauenz = [/2

9.14. Conclusion

La méthode analytique inverse tridimensionnelle que neussadéveloppée se fonde sur une approche en
potentiels harmoniques et bi-harmoniques portant surdptadements. Les développements en double séries de
Fourier sont utilisés pour traiter la mesure des contraiaterayonR,,,. Une expression explicite entierement
analytique est obtenue pour les contraintes de contade €gpression fait intervenir I'inversion de matrices de
taille 3 x 3, dont la norme augmente avec les indices de sommation. Lguaila méthode inverse est mal posée
s’exprime en ces termes. De plus pour les termes), correspondant en fait & une solution bidimensionnelle, un
erreur commise dans le calcul d’intégrale est multipliéedes facteurs du typers/R,.)"™ comme au chapitre 4.

Nous avons testé la méthode sur une simulation de laminageddpfarticulierement difficile (signaux trés
singuliers). Nous avons discuté le nombre de capteurs seices pour obtenir une bonne reconstruction des
effets de bord prés des rives de la bande, et pour obteneddes contraintes de contact. La reconstruction dans
ces conditions est excellente. Et le temps de calcul trastré5 seconde pour le calcul d’une double fft, il faut
imaginer que trois processeurs peuvent étre mis en paalie revanche si le probléme est sous-déterminé avec
un nombre plus restreint de capteurs les effets de bord neepepas étre reconstruit. Sur les parties restantes la
reconstruction est cependant précise.

Nous avons cherché a déterminer dans quelle mesure la neédlibdst supérieure a son homologue en 2D.
Le principal critére est le temps de calcul, en effet ptyt = 50 capteurs, appliquer la méthode 3D codte 0.5
seconde environs alors qu'utiliser plusieurs fois la mé&@D co(te environ 3.5 secondes. Par allleurs, le fait que
les contraintes s'équilibrent aux appuis et non directérsenchacune des tranches conféere a la méthode 3D un
niveau de précision Iégérement supérieur. Une étude radmsssd développer pour la méthode inverse 2D, sera
I'équilibrage du chargement non pas a la surface en syragtries signaux comme nous I'avons fait ici, mais en
imposant une force ponctuelle au centre. Cela peut se faicersidérant un disque troué chargé identiquement
sur le cercle intérieur et extérieur. Les potentiels holgghes doivent alors étre développés en série de Laurent
(avec les termes efyz™), puis nous devons faire tendre le rayon du cercle intériers zéro.
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CHAPITRE X

EVALUATION DE LA TEMPERATURE ET DES FLUX EN 3D

Ce chapitre est adapté d’'un article soumis a publication glémternational Journal of Thermal
Sciences (Weisz-Patrault et al. (2013c)). Nous étendot®isndimensions la méthode inverse ana-
lytique du chapitre 5. Nous nous fondons sur les mémes nagsoants. De méme qu’au chapitre
précédent, nous supposons que plusieurs capteurs sonésnsgus la surface du cylindre et alignés
selon I'axe. Cette extension en trois dimensions permatrdedompte d’'éventuels gradients de tem-
pérature selon I'axe du cylindre. Nous avons fait I'hypaiéle flux axiaux nuls aux extrémités du
cylindre, car aucune donnée n'y est mesurée. Une autreisnlstmple avec des flux moyens aux
extrémités peut étre ajoutée pour corriger cette hypotlsésécessaire. Nous testons la solution en
imposant un champ de température analytique prescrit dauitdé cylindre, présentant une variation
selonz. La reconstruction en surface est trés satisfaisante, gaelbnnées d’entrées soient bruitées
ou non. Comme pour le chapitre 5, la méthode est tres robusieudt, méme si toutes les fréquences
sont altérées. Le temps de calcul est optimisé pour étraiergduit possible (0.05 s/tour). De méme
gu’au chapitre précédent des doubles fft sont a calculer.

10.1. Introduction

La motivation de cette étude, qui généralise au cas tridsmenel le chapitre 5, est que les champs de tem-
pérature sont souvent hétérogénes selon I'axe du cylitite hétérogénéité est souvent voulue par le lamineur
qui contréle de maniére hétérogene le systéme de refreidisst des cylindres pour ajuster les déformations ther-
miques du cylindre (bombé thermique). Par ailleurs, desliésude largeurs trés variées sont laminées au cours
de la méme campagne, créant ainsi des hétérogénéitésrmanpddres selon I'axe. Or, la prédiction des défauts
de planéité est trés dépendante des déformations thersnidames la mesure ou ces défauts ont pour origine la
différence entre le profil du produit entrant et le profil gétrigue de I'entrefer. Ainsi, la connaissance des défor-
mations thermiques en trois dimensions, permet de compésaléformations que nous pouvons obtenir grace
au champ de contrainte élastique identifié par la solutivarse du chapitre précédent, en résolvant I'équation
de Navier (dont les coefficients de Lamé sont ndt&s 10), pour ne pas étre confondus avec la conductivité
thermigque)).

podiv [Vu] + (Ao + po)V [div u] = a(3Xg + 2u0) VT (10.1)

L'idée de ce chapitre est donc la méme, nous considéronslgsieyrs thermocouples sont insérés sous la
surface du cylindre au rayat, et disposés a différentes positions axiales comme le miarfigure 10.1. Nous ne
reprenons pas la revue bibliographique du chapitre 5. Deawra pour le probleme élastique du chapitre précé-
dent, trés peu de travaux se concentrent sur la formulatioreanéthode inverse complétement tridimensionnelle.
Certains travaux sont exprimés en deux dimensions, se&n et en formulant de maniére lagrangienne, la ro-
tation du plan(r, z) donne une dépendance sekhinC’est le cas des travaux de Hsu et al. (2000) et Keanini
(1998), mais I'équation de la chaleur est simplifiée (tolgssdérivations selofi sont nulles). Une méthode in-
verse thermique numérique vraiment tridimensionnelléalétreloppée par Loulou and Artioukhine (2006) pour
un cylindre creux qui ne tourne pas. La méthode est fondéarsschéma itératif avec une régularisation pour
stabiliser la solution (probléme mal posé) et la minim@maties résidus en utilisant la technique du gradient
conjugué sans contrainte. Le constat est que les besoinéroine vive et en capacité de calcul pour obtenir des
temps raisonnables, sont assez critiques. La méthodeemerlytique que nous proposons ne souffre pas de ces
exigences. Il est remarquable que nous n'ayons pas trowe/foarde méthode inverse vraiment tridimensionnelle
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adaptée au laminage. De méme que pour le cas élastique stela au fait que la culture des ingénieurs et des

EVALUATION DE LA TEMPERATURE ET DES FLUX EN 3D

[10.1

chercheurs dans ce domaine est tournée vers les schénaéifsitui dans ces conditions sont trés colteux.

TABLE 10.1 — Nomenclature

Rayon du cylindre

Rayon de mesure

Demi longueur du cylindre

Demi longueur de la bande

Vitesse de rotation

Coordonnées polaires

Temps

Indice du tour

Temps au début du todf, (= t5_1 + 27/w)
Temps lié a l'angle (& + 0/w)

Fréquence d’acquisition

Conductivité thermique

Diffusivité thermique

Erreur de reconstruction

Température (solution)

Flux de chaleur (solution)

Partie 1 de la température

Partie 2 de la température

Température mesurée

n, p ieme coefficient de Fourier d&™ (cosinus)
n, p ieme coefficient de Fourier @&* (sinus)
Température reconstruite en surface

Flux reconstruit en surface

Champ de température prescrit
Température ambiante

Température environnante

n, p ieme coefficient de Fourier dé* (cosinus)
n, p ieme coefficient de Fourier d&* (sinus)
Coefficient de transfert thermique

-L

N
Ny
Py
P

Ordre de troncature

Ordre de troncature

Ordre de troncature

Ordre de troncature

Ordre de troncature

Ordre de troncature
Nombre de thermocouples
Nombre de points de reconstruction sefon
Nombre de points de reconstruction seton
Coefficients

Coefficients

Fonction de Bessel d'ordre

Coefficients

Coefficients

Coefficients

Coefficients

Coefficients

Coefficients

Fonction auxiliaire

Racines positives et successivesige
Racines positives et successivedige
Coefficient

Temps de relaxation

Temps de relaxation

Temps de relaxation

Temps de relaxation

Temps de relaxation

Angle

Champ de déplacement

o Capteur de température

FIGURE 10.1 — Schéma du montage
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Les données d’entrée sont les températures mesurées psx lermocouples au rayom,,. La solution
permet d’évaluer la température et le flux dans tout le cydired en particulier a la surface. Toutes les composantes
du flux sont accessibles. Contrairement a la solution glastiaucune matrice n’est a inverser, et les commentaires
gue nous avons faits sur les facteurs d’amplification (qpriexent que la méthode inverse est mal posée) restent
valables. Nous évaluons la qualité de la méthode comme auit@ha, c’est-a-dire en s'imposant un champ de
température analytique solution de I'équation de la chialen stationnaire. Ce champ de température présente
les aspects typiques d'un cas de laminage a chaud (biemeusibgisse pas d'une simulation de laminage). Nous
extrayons, de ce champ, la température au raygren N, positions axiales. Nous prenons en compte le fait
gue les mesures sont faites successivement. Ces signastéwemt les données d’entrée, et nous appliquons la
solution analytique développée dans ce chapitre. La tegtyr@rreconstruite en surface est ensuite comparée a la
température du champ prescrit évaluée a la surface. Noesatis d’excellents résultats, pour des données sans
bruit et fortement bruitées.

10.2. Intervalles de temps

Nous rappelons un élément essentiel du chapitre 5 : les eesdartempératures sont faites & des instants
successifs. La rotation du cylindre permet d’obtenir dasnées sur plusieurs cercles (a des positions axiales dif-
férentes correspondant aux emplacements des thermoshifiteevanche, a chagque instant, nous ne connaissons
pas tout un cercle de température. A chaque position amgulaitempérature est connue a un temps particulier
(selon la fréquence d’acquisitighet la vitesse de rotatian). La durée d’un tour constitue un temps caractéris-
tique du probléme. C’est la raison pour lagquelle nous subalds I'intervalle de temps total en sous intervalles de
durée d'un touftg, tx+1] oUt, est le temps au début du tour indicé pabDonc nous avons de maniére évidente
tr = tx—1 + 27/w, si 'on considére que la vitesse de rotation est constadant la durée de chaque tour (mais
peut varier d'un tour a l'autre). Nous notons les tempéestumesurée®™ (6, z, k). Toutes les autres notations
sont listées dans le tableau 10.1.

10.3. Probleme

La solution de I'équation non stationnaire de la chaleunesteT (r, 0, z, ¢, k). Les variables etk sont liées
par le fait quet € [tx,tr+1]. Nous notons la diffusivité thermique (m?/s) et nous la supposons indépendante
de la température. Nous avons évoqué dans la conclusioreghitrech5 une maniére de tenir compte de variations
modérées des parameétres thermiques en fonction de la @mEgmais cette question n’est pas étudiée en détail,
car cela n'a pas été nécessaire pour la solution 2D. Noulvodsd'équation de la chaleur démontrée au chapitre
8:

62T+16T+162T+62T_1 or o (10.2)
o2 Tror 202 T 92 D\t Ve '
Avec I'ensemble de conditions suivantes :
(r,0,z,t,k) € [0, Rs] x [0,2n[ x [-L, L] X [tr,tr+1] x N*
T, k=1 A
T(r,0,tg, 2, k) = { T(r0,t0, 2k —1) k> 2 (condition initiale) 103

T(Rs, 0, z,t, k) (conditions aux limites inconnues)

a—T(r,H, +L,t,k)=0

0z
Pour le premier tour, la condition initiale est la températambiante dans le cylindre. Pour les tours suivants, la
condition initiale est le champ de température dans toutliedre a la fin du tour précédent. Nous prenons comme
conditions aux limites aux extrémités du cylindre (c’esti@® enz = +L) un flux axial nul. Cette hypothése est
faite principalement parce qu’aucune mesure n’est réatigé les bords (du fait de 'emmanchement du cylindre
dans son axe de rotation). Il s’agit de I'hypothése la plisormable, car a partir de la solution développée,
nous pouvons ajouter une correction qui impose des flux &xryens aux extrémités du cylindre (de la méme
maniere que nous avons imposé des résultantes du vectdwaiotsndans le chapitre précédent). Nous verrons
a la section 10.6, comment faire en sorte que la conditionuskenilil soit automatiquement vérifiée. Entre temps
nous ne mentionnons plus cette condition.
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Pour résoudre (10.2) avec les conditions (10.3), le donsgiagal est divisé en deux parties :

Dy = [0,7m] x [0,27[ x [-L, L]
{DfﬂmJuxmaﬂxkam (10-4)
Nous redéfinissons donc les conditions :
(T, 9, 2, t, k) e Dy x [tk,tk+1] x N*
o ) (T, k=1 N
(Parite directe) .4 T'(r,0, z, ty, k) = T(r,0, 2tk —1) k32 (condition initiale) (10.5)

T(rm,0,z,t5, k) = T™(0, 2, k) (conditions mesurées)

(T,@,Z,t,k) € Dy x [tk,tk+1] x N*

T(r,0,2 to, k) = { Lo k=1 (10.6)

(Partie inverse) L6 k1) oy (condiioninitale)
yUsy 2y by v — =

10.4. Famille de solutions

Puisque le probleme est linéaire, nous pouvons recherésesalutions de I'équation non stationnaire de la
chaleur sous forme de série de solutions élémentaires. 8fmsntrons (preuve au chapitre 8) que la fonction
donnée par (10.7) est solution de (10.2).

1 wwn t
- 2 ; L
YIn (r + 6 ) exp (inf) exp (§z) exp ( ) (20.7)

oun est un entiery, T etd sont des nombres complexes,/gtest lan ieme fonction de Bessel de premiére espéce
définie pour une variable complexe (cf chapitre 2). Il daieétoté que I'expression (10.7) reste une solution en
prenanty = —d doncexp(dz) peut étre remplacée pass(dz) ousin(dz).

10.5. Solution analytique sur chaque tour

Il est trés classique de décomposer la solution en deux fme T, + T5. Le premier terme est la solution
stationnaire pour le tour et T, est la solution transitoire correctrice, comme proposénpan trés grand nombre
d’auteurs par Hello and Vinet (1990). La solutidpvérifie la condition imposée par les mesures dans (10.5% mai
nous n’'imposons pas de conditions initiales spécifiqiigsérifie donc la condition initiale de (10.5) et (10.6) a
laguelle nous soustrayons le champ de température initialld solutioril’; . Par ailleursls doit s'annuler emr,,, .
Cette décomposition est présentée figure 10.2.

T"(0,z,k) T’”(H,Z,k) O

T, k="
—k T(r0zt,k-1) k=2

‘1 T,-T 10,2k k=1'

oz k)
1000,2.%) =)

1=t, T,(n0zk

n 7(r0,ztk) Solution 7, (1,0,z,k) Solution 7,(1,0,z,1,k)

Solutio

FIGURE 10.2 — Superposition pour chaque tour
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Nous exposons ici directement la solution, la démonstatii faite dans les sections qui suivent. Nous pro-
posons la solution sous forme d’une série de fonctions de (¥0.7) (solutions de I'équation de la chaleur non
stationnaire). Cette solution vérifie I'ensemble des ctioal de (10.5) et (10.6). La solution est exacte, a I'hypo-
thése prés que le champ de température varie peu pendaméadiun tour. Cette hypothése n’est pas faite pour
des raisons mathématiques, mais vient des restrictiongsti@se de mesure que nous considérons. Pour chaque
tour k& nous avons :

T(r,0,z,t,k) =T1(r,0,z,k) + Ta(r,0,z,t,k) (10.8)

ouTietTs sont données par (ou les coefficients sont définis dans Rduwitexte) :

niosi= 3 e () [ e ()

i Cn,pT'm) (10.9)
o In(Xnpr) . ((2p+ D)7z _
k :
+B, , Jn(Xn,pZ;m) sin ( 5T exp (infh)
N1 P Q1 _
To(r,0,2,t, k) = Z Z Z [a exp( t tk) cos (%)
"Ny p=04=1 Tn.p.q (10.10)

t—t . 2p+ w2z T .
e (22} (B (2

Toutes les composantes du flux s’obtiennent trés simpleereptenant le gradient de cette expression :

oT 1 or oT
H(r,0,z,t,k) =\ 0,z,t, k 10.11
(T, ) Z’ ) ) ( a r 69 6 ) (’rl ) Z7 3 ) ( )
La température reconstruite en surface est Notéé, =, ¢, k) = T(R,, 0, 2, t, k) et le flux de chaleur recons-

truit dans toutes les directiodd® (0, z, ¢, k) = H(Rs,0,z,t, k). La procédure & chaque tour pour obtenir ces
sorties du calcul est présentée figure 10.3.

Développement
des entrées en série

Entrées Sorties

T"(0,z,k) de Fourier T°(0,z,tk)
Aty B H*(0,z,1,k)
calcul par fft expressions analytiques

FIGURE 10.3 — Procédure pour chaque tour

10.6. Solution stationnaire réactualisée a chaque tour

Exactement pour les mémes raisons qu’'au chapitre 5, noumsldzire I'hypothése que la solutiah ne
dépend pas de au cour d’'un tour. La solution dépend néanmoins du temps’ipéermédiaire dek, elle ne
varie que d'un tour a l'autre. Ainsi la solutidh (r, 0, z, k) peut étre déterminée grace a la famille de solutions

simplifiée :
vJn (m / —% + (52> exp (inh) exp (6z) (10.12)

T:(r, 6, 2, k) est solution de (10.2) avec le nouvel ensemble de condigioxEmites, qui cette fois sont completes
donc bien définies :

{ (r,0,z,k) € D; x N*

Ty (rm,0,2,k) = T™(0, 2, k) (conditions mesurées) (10.13)
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Pour chaque tour, les signaux mesurég(d, z, k) sont développés en double série de Fourier. Cependant
nous modifions I'écriture classique pour faire en sorte guBulx axial enz = +[L s’annule automatiquement
(sommes finies). Cette modification du développement efifgment licite. Nous pouvons noter que ce raffine-
ment n’est pas strictement nécessaire, nous aurions gievé&icondition de flux nul en moyenne seulement, et
un développement en séries de Fourier classiques auffaitGeendant, ce développement permettant de vérifier
localement le flux nul aux bords du cylindre ne codte rien des pi théoriquement ni pratiquement. Nous avons

donc:
(0, 2, k) 2 le [ cos( ) +BE p sin (W)] exp (ind) (10.14)

—N; p=0

ou N, et P; sont des entiers etfw et B sont les coefficients de Fourier de la température mesuréeiai,
nous avons :

2m
Af;_’p = 2L7Tj f T7(0, z, k) exp (—ind) cos( 7 )dﬂd
e
= 21
BZP =7 f f T™(0, z, k) exp (—ind) sin (W) dodz
L 0
(10.15)
r 27
Afz.,o = 4L7rf f T™(0, z, k) exp (—ind) dddz
Vn, € Z <
k o m
By, = oY T7(0, z, k) exp (—ind) sin 2 dodz
' 7r

Les coefficients (10.15) peuvent étre calculés en pratiguales fft. Cependant (particulierement pour les tout
premiers tours) la température en début de tour est pluefgiba la fin du tour, créant ainsi une discontinuité
responsable d'un effet Gibbs. Comme nous I'avons proposghapitre 5, ce type d’effet peut étre réduit en
multipliant par un sinus cardinal dans le développemertd)9.comme le suggerent Lanczos (1961) et Acton
(1990, p.227)). Nous avons donc :

1

(9, 2, k) ~ Z E?m@( )[ mﬁ%?)uﬁﬁm<@%%ﬁg]mmmm (10.16)

—N; p=0

ou g est un nombre positif (dans la sujfe= 1) et sindz) = sin (rz)/(7x). Les oscillations restantes sont tout
simplement coupées du signal. Pour chaque tour, nous fidesties mesures développées en double série de
Fourier avec une série de fonctions du type (10.7) (solatd® (10.2)) qui vérifie la condition au limite ep,.
Nous avons :

- 3 S () 2 )

n=—N; p=0 J ( ) ( ) (1017)
k n(XnpT) . 2p 4+ 1)mz )
+B, , T (Xn,pz;’m) sin ( 5T )] exp (ind)
oU(y,p et xy,, sont définis par :
_ (BT _wn
Gnp = (L) D
(10.18)

_ | (@Cp+D)m Q_iw_n
Xn.p = 2L D

Cette partie de la solution est exactement la solutiorostadiire de I'équation de la chaleur, mais mise a jour a
chaque tour. Nous pouvons noter que le flux axial sS’annuledie = + 1. comme le requiert la condition (10.3).
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10.7. Solution transitoire

T: ne vérifie pas la condition initiale de (10.5) et (10.6). UnduBon transitoire correctricds, est donc
requise. Cette derniére solution doit vérifier la condiiimitiale a laquelle on soustrait la condition initiale de la
solution7}. Par ailleursI; doit s'annuler emr,,, ainsi si I'on notez,, , les racines positives et ordonnées de la
fonction de Bessel d’ordre, alorsT, peut étre recherchée sous la forme d’une série de FourgseBe

Ta(r,6,2,8,K) = ZZQZ[ o () con (722)

Ny p=0g=1 Tn,p,q

t—t 2 1
+5k) g XD (— Un,p,j) sin <( P —2i_L )wz)] In (zn_’qé> exp (ind)

ol NV, est un entierg!”) p,q €t ﬂn .0,q Sont des nombres complexes et les taux de relaxafign, et v, ,, sont
donnés par :

(10.19)

2 . -1
_ L ((Ema (E)Q | wn
Tpa = o\ \ L D

) J _ (10.20)
— i Tnyg + (2p + 1_)7T + @
U = p A\ T 2L D
Nous pouvons réécrire la condition initiale de (10.5) et§l@omme suit (rappelant que = 0) :
Q1
. T
>3l (a7 ) = i)
o (10.21)
T
22 88 (ona ) = ol
qg=1
ou
(ugo(r) = Tu— Al o k=1
. . Jn(Cn pr
() (1) = —sind [ — ) Ak Znlonpl) k=1
un,p(r) Nl n,p Jn(Cn,prm)
Q1
b — te—1 r (10.22)
unkz),(r) = 2 a;’“p é) exp ( 77> Jn (acn,qr—> k=2
q=1 P4 m
| )
(%) x Jo(xo,or)
Yy olr) = —Byg—F—""= k=1
00(r) %9 76 (x0,07m) I )
9 (1) = —sind [~ | Bk i Xmel) k=1
’Un,p(,r) ]\71 n,p Jn(Xn,prm) 10 23
{ (k) _Ql (h— th — th—1 J r b9 (10.23)
vn,p(r) - Z ﬂ 7p7q eXp _’Ui n xn,qr_ =
q=1 n,p,q m
; n k—1 k In (Xn,pT)
L +sind (E) (Biy' =B ,) FATT ;;m)

Nous pouvons remarguer que pour le t(b:umn,p( ) et v,(ffz)j( ) sont des fonctions de connues dans tout le

domaine de variation de (c’est-a-dire suf0, R;]). Les coefficientsy) p,q €t ﬂn »,q Sont donnés par (10.24)
sous forme analytique (appelée développement en sériewdeFBessel et introduite au chapitre 2) utilisée par
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Sneddon (1966, p.37) et démontrée par Watson (1944, ph39)L-

9 T'm
k) - = k) (o) J d
®n.pq 7472nJ721+1(xn7q) J;) Py, ,p(p) n (fEn q,rm> p

i 2 T'm
= s |, o (o ) o

TmJn+1(xn7Q) 0

(10.24)

En utilisant le résultat (10.25) donné entre autres par &me(1966, p.27) et (10.26) donné par Gradshteyn and
Ryzhik (1992) les expressions dé’fz)g,q etﬁ,(ff,)w deviennent (10.27) et (10.28).

Tm J m
[ ooy =y 222 (10.25)
0
T'm xJy l(rmw)‘]n(rmy) - an 1(7“my)Jn(’I“ml’)
f pTn(@p)Jn(yp)dp = 1o == 22— 2 :
Q. 2 Y (10.26)
J pdn(2p)*dp = 77” (Jn(rm@)? = Tyt (1 @) Jn g1 (rm )
0
(&) 2 T.—Afy
®0,0,g = k=1
Ji(ro,q)  Toq
smcg N
o)~ 2 2(n/ll) b
J 77 Jn+1($n Q) Tan,pxnvq - xnvq (1027)
a®) o) g (Tt} Tilng)
npg —  Pn,p,q OXP J =
Tn,p, n+1($n-,q)
> sind (n] M) (41, — A1)
n ,
\ Jn+1(xn,q) r2 §2 xn xnyq
4 9 Bk
Big = o k=1
’ Jl (xO,q) mXO Oér]O ,q — Zo, q
sin N
57(32@ = 2 (N/ 11) k=1
{ Y Jn+1($n,q) X,mpxn,q - mn,q (1028)
e Un,p,q Jn+1(xn q)
2 Sin(f]( /Ny (BE, = BEY
+ -1
Jn+1(zn,q) an,p:rnvq - xnvq

10.8. Commentaire

Comme pour la solution inverse thermique 2D du chapitredisilongue bande est laminée sans interruption,
nous pouvons considérer que la température mesurée aurgyda tour courant (d'indicé) est proche de la
température mesurée pour n'importe quel tour précéderfaitique I'évolution de la carte de température est
lente. Il n est donc pas nécessaire dans ce cas de redéfiomdition initiale a chaque tour. Dans ce cas, seuls les

“}W etﬁn,p,q sont calculés et sont utilisés pour tous les tours suivéntd¢mment de ce fait nous ne considérons
plust — ¢, mais uniquemerttdansls). Donc chaque tour peut étre calculé sans calculer tousues précédents.
Cette technique est utilisée dans les simulations prése@dtéa section 10.9 ou le premier tour ainsi que le tour
apres 10 minutes de laminage sont calculés. En fait, il fuandre une nouvelle condition initiale, comme nous
I'avons proposé, uniquement lorsqu’il y a un changemenbirigmt des conditions de laminage, (fin d’'une bande
pour une nouvelle bande etc...), parce que dans ce castea@geudo-permanent est rompu.
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10.9. Validation de la solution

10.9.1. Champ de température analytique prescrit

La précision de la méthode que nous avons présentée, a@sajobustesse au bruit de mesure, est dé-
montrée comme suit. Un champ de température analytiqugj@olde I'équation non stationnaire de la chaleur,
est prescrit et not&?(r, 0, z,t). Ce champ est formé pour correspondre & une situation dedgmia chaud
de fortes épaisseurs (bien qu’il ne s’agisse pas a proptepaeier d’une simulation de laminage). Nous ex-
trayons de ce champ les données d’entrée,graux positionsz; (j € {1;...; N"}) des capteurs considérés :
T™(0, 25, k) = TP(rm, 0, 2z;,t5). Ensuite, comme nous I'avons fait dans tous les problémepdEédents cha-
pitres, nous interpolons le signal de sorte que I'on obti&htd, z, k). Nous utilisons la solution analytique pour
calculer la température en surface que nous compardi¥ &, 0, z,t), grace a une erreur de reconstruction
guantifiée :

2
100 S S [T2(0,2,t5, k) — TP(Rs, 0, 2,tf)]” dodz (10.29)
S S [TP(Rs, 0,z tk)]Qdez

La température prescrite est détaillée en annexe C, dudda tbngueur de la démonstration. Nous exposons
simplement ici le résultat, & savoir un champ de températmnadytique vérifiant une condition en flux avec un
coefficient de transfert thermique homogéne sur la surface :

2 2
(r,0,z,t) Z Z [an pIn (Cn,pr) COS (%) + b pdn (Xn,pr) sin (W)] exp(inf)
— N3 p=0

Nz Py Q2 1 . 9
+ 5 3 S et (5 - - ()

n=—Nsy p=0g=1

X exp (T*_—t> exp(ind) cos (@) (10.30)

n,p,q L

N> Py Q2 . 2
1 wn m(2p+1)
+ Z Z Z d"ap-,q‘]n (r\/DU;{;pg D ( 2, ) )

n=—N3 p=0¢g=1

X exp (W_—t> exp(ind) sin (@)

n,p,q

ouy, ¢ sontles racines positives et ordonnées de la fongtienh,, (y) = A(y/Rs)J;,(y) + HTC x J,,(y) etay,
etb, » sont des nombres complexes donnés par (€,.9), etd, , , des nombres complexes donnés par (C.13),

our,;,,etvy  sontdonnés par(C.8), 8k, P etQ), sont des entiers listés dans le tableau 10.2.

Le champ de températui®(r, 6, z, t) donné par (10.30) s’écrit sous forme de (10.7) et corresgond a une
solution exacte de I'équation de la chaleur non statioendi®.2).a,, ,, by g, Cn.p,q €L dn p 4 SONt déterminés de
maniére a ce quUE&P(r, 6§, z, t) corresponde a un cylindre de température initidJenvironné paf, partout sauf
dans un secteur angulaire et axi@l z) € [t — O,7 + O] x [-L + Z, L — Z] ou la température environnante
est une ramp&* (9, z), comme on peut le voir figure C.1 (simulant le contact enttélkaet le cylindre). Le flux
entrant dans le cylindre est défini classiquement grace aefficent de transfert thermique HTC. Nous avons
considéré HTG= 7 x 10~* W.m~2.K~! constant sur tout le cylindre pour plus de simplicité, biateq dehors du
contact, cette valeur ne simule absolument pas l'intevactir/cylindre. Cependant, le champ résultant correspond
bien & un pic de température obtenu en laminage. Nous nousnsedonc de cette configuration pour tester la
méthode. Les détails sur le calcul@gy, b, g, Cn p g €Ldn p.q SONt reportés en annexe C. Nous prernbiied, z)
hétérogéne selon I'axe du cylindre pour montrer que la mrlygermet de reconstruire de telles conditions.

Les parametres du probléme sont listés dans le tableaulEOvitesse de rotation est fixéea (rad/s) ou 6.4
m/s considérant le rayon du cylindre. Cette vitesse coomdg une situation industrielle assez séveére.
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Paramétre Valeur Paramétre Valeur Paramétre Valeur
N1 () 50 N, () 30 f (Hz) 1000
P. () 50 || N () 30 T, (K 293.15
Q1 () 200 || R, (m) 0.254 ||HTC (Wm2K 1) |7 x10%
Ny () 20 T (M) 0.2535 || © (rad) /10
P, () 14 || D (m%s) 6x10% || L (mm) 700
Q2 () 200 A (Wm LK1 52 l (mm) 500
Ny () 100 || w (rad/s) 8r

TABLE 10.2 — Valeurs de calcul

10.9.2. Reconstruction sans bruit

En utilisant (10.30), les données d’entrée sont calculéasgeux tours différents, le premier et celui apres 10
minutes de laminage ininterrompues. La température ptessr surface est présentée figure 10.4, celle extraite
au rayonr,, est présentée figure 10.5. Les températures reconstraités méthode inverse analytique que nous
avons développée sont comparées a la température prescateface au figures 10.6 et 10.7. La reconstruction
est trés bonne, comme l'indique le tableau 10.3 listantie=ies de reconstruction en pourcentage.
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TH(R,.0.z15) (K) 850
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TH(R,,0,zt%) (K)
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(a) Premier tour (b) Tout apres 10 minutes
FIGURE 10.4 — Température prescrite en surface
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FIGURE 10.5 — Température extraite au rayon
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FIGURE 10.6 — Reconstruction en surface sans bruit au premier tour
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FIGURE 10.7 — Reconstruction en surface sans bruit au tour aprésriiies
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Sans bruit Avec bruit
Premiertour | 1.1% Fig.10.6| 1.8% Fig.10.8
Tour aprés 10 min 1.0% Fig.10.7| 1.7% Fig.10.9

TABLE 10.3 — Erreurs de reconstruction

10.9.3. Robustesse au bruit de mesure

En pratique, les mesures sont bruitées. Comme au chapimeméthode inverse thermique est trés robuste
au bruit de mesure. Méme si toutes les fréquences du sigeatrde sont altérées, la reconstruction n’est pas
compromise. Ainsi, nous ajoutons un bruit blanc de loi umife d’amplitude 1 K. Cette robustesse tient au fait
que la température diffuse beaucoup plus que les contsa@tdstiques, et s’étale donc sur une plage angulaire
beaucoup plus importante, créant des signaux beaucoupsreimiguliers. Mais cette robustesse au bruit tient
surtout au fait que les facteurs d'amplificatidn(¢, pRs)/JIn(Cn,prm) (Méthode mal posée) que nous avons
discutés au chapitre 5, divergent beaucoup plus lentementeux de la méthode élastique. La reconstruction
de la température en surface est présentée figures 10.8etL&8.erreurs de reconstruction sont listées dans le
tableau 10.3.

0y T(R,,0,zt%) (K)

600 ) —— Température

a reconstruite
S 1 Y Q— Température
500 prescrite

FIGURE 10.8 — Reconstruction en surface avec bruit au premier tour



10.11] TEMPS DE CALCUL 147

" T(R,.0.2tF) (K)

650 —— Température
reconstruite
600
----- Température
550 prescrite

FIGURE 10.9 — Reconstruction en surface avec bruit au tour aprésites

10.10. Temps de calcul

Pour optimiser le temps de calcul, nous programmons laisal{10.8) écrite (10.17)+(10.10) sous forme
hypermatricielle. Ces hypermatrices peuvent étre cadsud&ant le procédé. Les seules quantités a calculer on-
line (c'est-a-dire pendant le procédé) sont les doublesdiir I'évaluation des coeﬁicientsfl_’p et ij_’p. Nous
avons vu au chapitre précédent que la double fft impliqusiglus calcul de fft unidimensionnelles classiques.
Nous pouvons réduire significativement le nombre des padiiri¢erpolation selorr et # sans compromettre la
précision générale. Par exemple les résultats de ce ohapitrété obtenus avec une interpolatione= 100
points selonz et de N; = 1000 selond. Le temps de la méthode inverse 3D affiché par Scilab 5.3 pour u
processeur 2.8 GHz est de 0.07 seconde.

10.11. Conclusion

Nous avons développé I'extension naturelle en trois dims@ssle la solution du chapitre 5. Nous supposons
que plusieurs thermocouples sont fixés sous la surface thdoyl De méme que pour les chapitres précédents, la
solution a été validée et les résultats sont trés bons, guioienées d’entrée soient bruitées ou non. La méthode
est particulierement robuste au bruit, puisqu’un bruinhblaltérant toutes les fréquences et d’amplitude 1 K ne
compromet pas les résultats. Cette solution ne présentepaamplexité supplémentaire par rapport au cas 2D,
alors gque la solution élastique 3D présentait des complitaspécifiques.

Nous rappelons que les développements qui précédent gsrenfac une condition de flux nul aux extrémités
du cylindre. Cette hypothése est motivée par le fait quedesces de chaleur (tble, frottement etc..) sont loin
de cette zone. Il est néanmoins possible qu’un flux axiakexidong terme (laminage continu pendant une trés
longue durée). Nous n'avons pas envisagé que le flux moyewomusbit évalué, mais si cela devait étre le cas
pour exploiter une mesure faite aux extrémités, il faudz@ititer une solution supplémentaire pour corriger celle
gue nous avons établie.

Nous pouvons (avec une précision quasi-identique) utilsenéthode 2D sur chaque tranche cylindrique
ou se trouvent les capteurs. Cela est du au fait que comntraireau cas élastique, le chargement sur une tranche
cylindrique, n’a pas besoin d’'étre équilibré en thermicalers que cela est nécessaire en élasticité). Pour la plupar
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des cas de laminage, prés de la surface le flux axial est esstnémt faible devant le flux radial, il n’y a donc pas de
supériorité, en termes de précision, de la méthode 3D suéthade 2D dans ce type de cas. Cependant comme
nous l'avons dit en introduction, une campagne de laminagernitervenir des produits de différentes largeurs
et des systéemes de refroidissements hétérogenes danslliaxdindre. Ceci n'a pas été simulé (car nous ne
disposions pas de simulations numériques tridimensites)eblors méme qu'il s’agit de la motivation premiére
de cette méthode. Des validations ultérieures doivent éreanenées dans ce sens.

En outre, la méthode 3D offre la possibilité d’évaluer lerapgpartout dans le cylindre et non simplement
au niveau des tranches cylindriques ou sont placés leswrapf&nsi, méme avec un nombre limité de capteurs
nous pouvons évaluer la déformation thermique du cylimmaetput le long de I'axe, dans I'optique d’un meilleur
contrdle des systemes tridimensionnels de refroidissempear un meilleur contréle de la planéité. Par ailleurs, le
flux de chaleur dans toutes les directions est connu anaétignt. Nous pouvons donc évaluer le refroidissement
axial par le centre du cylindre.

Le principal avantage de cette méthode 3D sur la méthode glijape plusieurs fois, est qu’en un seul calcul
de 0.07 seconde le champ de température et les flux sont cdanagout le cylindre. Il est donc beaucoup plus
économique, en termes de temps de calcul, d'utiliser la oa&tiBD que plusieurs méthodes 2D.



CHAPITRE XI

CONCLUSION GENERALE

11.1. Conclusion

Nous avons cherché a montrer I'intérét de la recherche deiso$ analytiques dans un contexte industriel,
champ disciplinaire ou elles avaient pratiquement disghrdait de la complexité des problémes (en termes
géomeétriques et physiques) et du fait de la culture des iagé Non seulement ces travaux mettent en lumiéere
le fait que des solutions innovantes sont possibles gracenathématiques analytiques, mais que ces dernieres
sont nécessaires (beaucoup plus rentables que les codésaques) pour certains types d’applications.

Parmi eux, nous avons traité le cas du laminage des prodaiissm acier, qui est I'un des procédés majeurs de
l'industrie sidérurgique. Trois solutions analytiquesdrses en deux dimensions, développées aux chapitres 4, 5 et
7, permettent d’interpréter les mesures de déformatioe &mpérature faites a I'intérieur du cylindre de travail,
en vue d’'évaluer les contraintes de contact et la températeirsurface (qui donnent les informations sur I'in-
teraction produit/outil nécessaires a un contr6le du gégéinsi que les contraintes thermiques dont dépendent
fortement I'usure en fatigue des laminoirs. Outre leur &¥g mathématique, plusieurs aspects essentiels sont a
retenir de ces solutions. Le niveau de précision est extefeincipalement parce que la méthode de résolution
employée est trés robuste au fait que les problémes invessémal posés, également parce qu’aucune limitation
sur la qualité du signal d’entrée (fréquence d’acquisiiartout) ne compromet I'utilisation des méthodes pour
des signaux trés singuliers (nécessitant de trés hautpseinées pour étre décrits correctement). Par ailleurs, une
bonne robustesse au bruit de mesure a été montrée. Enfiamgs te calcul extrémement faibles (de I'ordre de
quelque centiéemes de seconde) obtenus avec le freewaab,Saiksent a penser qu’une version du code écrite
dans un langage compilé comme C++ permettra a terme uneriétation en temps réel, adaptée a une boucle
d’'asservissement (automatisation) en vue d’'une améhordu rendement ainsi que de la qualité du procédé, ce
qui constituerait une avancée technologique remarquable.

Ces différents points font des méthodes inverses anabdi(adaptées a la métrologie), des outils puissants,
qui ne se limitent pas au champ des connaissances thégrigaés qui ont véritablement leur place dans la
recherche industrielle qui privilégie la robustessefitatité et la rapidité. Le partenariat (contrat sur trois)an
avec ArcelorMittal corrobore assez largement cette caimhy et les essais sur le laminoir pilote de Maiziéres-
les-Metz présentés au chapitre 6 montrent l'utilisatioatinue de ces méthodes analytiques dans la recherche
industrielle. En effet, grace a la connaissance de la testyméren surface du cylindre de travail (notamment dans
I'emprise) en laminage a chaud, des modéles prédictifs eienilque et de fatigue de I'outil ont été modifiés.
Ainsi le coefficient de transfert thermique souvent suppashstant dans I'emprise doit en fait dépendre de la
pression locale et évolue en "cloche". Cette conclusiordeitra réévaluer les modéles de fatigue thermique,
dont les prédictions ont été revues a la baisse. La méthagesan du chapitre 4 n'a pas encore de validation
expérimentale, ceci tient au fait qu’ArcelorMittal a plé@iles essais de mesure des déformations dans le cylindre
plus tardivement que pour les mesures de température,altatiinologie (insertion du thermocouple) était plus
avancée. L'ajout de cette validation expérimentale awatra qui ont été exposés, sera nécessaire, dés que les
essais auront eu lieu.

Par ailleurs, les chapitres 9 et 10 se posent comme des ixtses trois dimensions des problémes inverses
résolus aux chapitres 4 et 5. Dans la mesure ou I'insertiguhubéeurs capteurs dans I'axe du cylindre est possible,
mais non envisagée dans un avenir proche par 'industéslsolutions constituent des extrapolations sur I'avenir.

Il ressort de ces deux problemes, qu'une méthode en troisrdifons apporte un niveau de précision supplémen-
taire par rapport a plusieurs méthodes en deux dimensi@hséas aux positions supposées des capteurs. L'autre
conclusion intéressante est que le temps de calcul n'estipaglevé pour le cas 3D que pour plusieurs cas 2D a

149



150 CONCLUSION GENERALE [11.2

différentes positions dans I'axe du cylindre. Le coupldgernoélastique n’a pas été fait dans le cas tridimension-
nel. Il suffit d’adapter les raisonnements du chapitre 7 @is tlimensions. Cela ne pose a priori pas de difficultés,
mais mérite d'étre développé.

11.2. Perspectives

Les solutions présentées dans les pages qui précédertimut une géométrie d’une remarquable simplicité.
Ainsi un lecteur septique conclura que tout corps élastiprecylindrique ne peut pas étre appréhendé grace a
des méthodes inverses analytiques. Cependant, les tnawagfons conformes sont des outils trés utiles en analyse
complexe, qui permettent de résoudre les problemes d@tassur une géométrie modifiée. Ainsi, partant du
cylindre, on définit de trés larges classes de géométriésctionnées dans des atlas. Des problémes variés de
contact dans I'industrie peuvent donc étre traité par ndghanalytique inverse, notamment I'emboutissage, qui
est un autre grand domaine de la mise en forme des métauxtéespnoblématiques de I'interaction entre un outil
en déformation élastique et un produit en régime viscotipjas, rejoignent celles du laminage. Un grand nombre
d’études peut étre menés en ce sens, et la recherche dessiatierses analytiques semble autant indiquée pour
ces thématiques qu’elle ne I'est pour le laminage.

Par ailleurs, I'élasticité anisotrope fait aussi I'objet développements analytiques intéressants. Ces derniers
n'ont pas été utilisés dans cette thése car la situationyn@rétait pas. En revanche, des méthodes inverses
analytiques anisotropes peuvent étre envisagées pouratésanx composites.

Enfin, la théorie des potentiels que nous avons utiliséegsetrathématiques liees a I'étude des fonctions
harmoniques et bi-harmoniques, ainsi que les développsneenséries adaptés a la description de points de
mesure, ne se limitent en aucune fagcon aux domaines detibiiagt de la thermique. Tout phénoméne, dont les
grandeurs sont régies par des équations aux dérivéedlpartie type elliptique, peut étre abordé par la théorie
des potentiels. Ainsi, de nombreuses applications & @¢automaines que celui de la pure mécanique peuvent
faire I'objet d’analyses inverses par méthodes analytgdans de futurs travaux.
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ANNEXE A

SOLUTION ANALYTIQUE DIRECTE

Nous cherchons une solution analytique dirétEte(c’est-a-dire avec des conditions imposées a la surface)
pour le probléme d'un cylindre initialement a températurdmmnteT,, auquel on impose un flux défini classi-
guement comme un coefficient de transfert thermique (HTQjiphié par la différence de température entre la
surface du cylindre et la température environnante ritéeCette derniére est choisie égale a la température am-
biante partout sauf sur un secteur angulaire du cylindred¢spondant & I'empris¢y — ©, 7 + ©] ou la valeur
estl,,.. > 1T1,.

T*

=

-~
20

6 (rad)
\ \

0 b4 2n

FIGURE A.1 — Température environnanté&™*

La température environnant& est2z-périodique selo, nous développons donc en série de Fourier :

N3
> dnexp(ind) (A.1)
=—N3
ou I'ordre de troncaturéVs sera fixé & 100. Nous avons aisément I'expression analytigsieoefficients :
50 _ Ta + (Teazt - Ta)®
Teazt - Ta " (AZ)
Op = —— [exp(—in(m — ©)) — exp(—in(m + ©))]

2mn
La solution est recherchée sous forme d’une série de sofudo type de (3.24) (démontré au chapitre 3) :

N3

& 1 iwn t
(r,0,t) Z Z n,q; ( Drn — FT) exp(an> exp(ind) + Z b Jn (Cnr) EXP(inb)

—N3g=1

(A.3)
ou¢, = 4/—iwn/D eta, , etb, sont des nombres complexesét est un entier.
La condition aux limites s’éctit :
orr "
Aa—(RS,G,t) =HTC x (T?(Rs,0,t) —T*) (A.4)
r
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Il est commode d’introduire la quantité suivante :

1 wn
vna =\ B T D (A-5)
n,q

La condition aux limites (A.4) donne :
AYn,q

R. Jvlz(ynyq) + HTC x Jn(yn,q) =0 (A.6)
Les coefficientsy,, , sont calculés numériqguement en prenant les racines pessiiclonnées de la fonction auxi-
liaire suivante :

ha(y) = A J1.(y) + HTC x Ju(y) (A7)

La figure A.2 présente un exemple.

0.0
1A%
0.06—
0.05;
0. 04;
0.03;
0.02;
0. 01;
0. 00;
-0401;

-0.024

X

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35

FIGURE A.2 — Racines successives big(x)

Les conditions aux limites (A.4) permettent égalementatiiifier les coefficients des termes indépendants du
temps, nous obtenons facilement :

b0=50

) HTC x 4, (A.8)

T A JL(CaRs) + HTC x J,(CoRs)
La condition initiale du probléeme s’écrit :

T?(r,0,0) =T, (A.9)
Cette derniére condition (A.9) permet d’'écrire :

Ny
r
Z a07qJ0 (y;)i;q ) = Ta - bo = u;(?‘)

o . (A.10)
S anada (L5 = bua(Gr) = u0)
q=1 R

En utilisant les intégrales classiques sur les fonctior®asel que nous avons reportées au chapitre 2 I'expression
analytique dex,, , devient simplement :

_ QQO,q(Ta - 50)J1 (?Jo,q)
0a= RZHTC?
(8 + 250 ) 300
Qyi,qbn CnRan+1(§nRs)Jn(yn,q) — yn,qJn+1(yn,q)Jn(CnRs)
y721,q - C%Rg

(A.12)

Qn,g = 2
R?HTC

<y72hq —n?+ 2 ) J%(yn,q)

|



ANNEXE B

PROBLEME COUPLE THERMOELASTIQUE

B.1. Preuve de la solution particuliére de I'équation de Nawer

Nous cherchons une solution particuliere de I'équation dei®t définie au chapitre 7 :

(T (A +2p) (UZ(T) + % _ U:_@) —,LLRQ Ur;gT)
#O0 -+ i — (3 inTs = 3+ 2L (G
M(Vé’(r)—i—@ —Vi—g’r)> _()‘+2M)n2 7;(;)
w04 w2 4 (i P20 4 9z, T2

n Inibnt/
| r r2 Car

[ by + 2#’ U” r) + ’lL,ln7p(T) _ un-,p(r) _ ‘LLRQ un,p(’r)
n,p B} — s
, " . -
vl (r
+(A + p)in n,i( ) _ O\ + 3u)¢nvnf2(r) = (A +20)ln p T}, (x"”rL>

~

—~
=

~

(r) y T (wnni)

Up, . Up .
+(A + p)in—2—= + (A + 3p)in—2% = in(A + 2u)l, p

-
\ r r Ln,p Tm

Nous démontrons que le systeme de fonctions suivant estbietion.

r L,
Un(r) = —C—QJQ(CM‘)
>0
| Va(r) = —mg o
( lnp , r
Unp(r) = ————=J, xnypr_
wso | (/) "
Vp=1 l, In (xmp#)
Unp(r) = —in L
\ (IL‘n_’p/Tm) xn,pr/rm

Il convient de remarquer qué, etw,, , ainsi queV,, etw, , jouent des rdles parfaitement analogues.

Le terme de gauche dans I'équation (B.1) implique la quastiivante :

g1(r) = (A +2p) (Pr’l’(r)_pw _Pn_(r)) B

n2 Pa(r)
r r2

r2
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En utilisant (B.2) et en notant = ¢,,r nous obtenons :

Ja(x) T (x) g5 ()

n(r) = =0t 2L, (72 + A D) e,
X X X

L'équation différentielle vérifiée par la fonction de Belsde premiére espéce (établie au chapitre 2) est :
J/ 2
J!(x) + (@) + (1 - "—2> Jn(x) =0 (B.4)
X X

En différenciant cette derniéere relation (B.4), nous obie

e+ B0 B0 __( n_> )= 2 )

T 2 3

D'ou: , . ,
91(r) = —La(A +2p) ((% - 1) T () — %Jn(zo + Lnun2J7;_(f>

Et finalement :

g1(r) = =Ly ((A + u)% — (A + 2u)> J! (@) + 2Ln (N + 200) 2

3

2
In() (B.5)

Le terme de gauche de (B.1) implique la quantité suivante :

02() =+ min 22— (3 4 3p)in

Qn(r)

T2
En utilisant (B.2), nous obtenons :

g2(r) = (A + p)n®L, (Ji(f) - J—(x)) ~ (vt 37z, )

3

Et finalement : )

TL2 n
92(7) = Lu(A+ 1) 25 J1(2) = 2Lu(\ + 200) 25 () (B.6)

z3
En combinant (B.5) et (B.6), nous obtenons :
g1(r) + g2(r) = Lpy(A + 2u) J) () (B.7)

Donc la premiere équation de (B.1) est vérifiée.
Le terme de gauche de (B.1) implique également la quantitérsie :

Qn(r) _ Qn(r)

n(r) = (v20r) 4 D2l - Qo) — o gy )

r 72

En utilisant (B.2), nous obtenons :

0s6) = i (3 (2] o 0D o) o) ) D) (4 g,0920)

2 3 2 3 3

D'ou :

T T

En utilisant directement (B.4) nous avons :

o=t (81 (1) ) a0

3
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- g3(r) = inLy, <2u% + (()\ + “)Z_z + g) Jn(x)> (B.8)

Le terme de gauche de (B.1) implique la quantité suivante :

/

ga(r) = (A + ,u)mP"T(T) + (A + 3u)inP"(r)

r2

En utilisant (B.2), nous avons :

94(r) = —inLn (O\ + u)@ + (A +3p) J’I;(f)>

En utilisant directement (B.4), nous obtenons :

ga(r) = —inLy, ((A + ) <_ Jf;(f) N <"_2 _ 1) Jn(z)> At 30) J,';(Qz)>

T
Et: , )
ga(r) = inLn (—m"”—(f) ~ (v p) (”—3 - 1) Jnm)) ®.9)
x x x
En combinant (B.8) et (B.9), nous avons :
In(x)

93(1) + ga(r) = inLyn (X +2p) (B.10)

Ainsi la deuxieme équation de (B.1) est vérifiée.

B.2. Champ de température

La simulation numérique par différence finies produit unroshale température, que nous exprimons de ma-
niére analytique a travers ses coefficients de Fourier. ém@r terme est :

Ty = 366.3 (B.11)
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PROBLEME COUPLE THERMOELASTIQUE

Les termes suivants sont listés dans le tableau :

TABLE B.1 -T,,

n T, n T, n T, n T,

1 | -1.92D+01+i2.05D+01 51 | 4.03D-03+i3.48D-02| 101 | -1.84D-04+i2.35D-03 151 | -3.00D-07+i 3.41D-05
2 | 9.70D+00+i-1.44D+01 52 | -1.22D-03+i1.51D-02 102 | 1.59D-04+i2.10D-03| 152 | -3.00D-07+i 3.16D-05
3 | -2.76D+00+i 1.09D+01] 53 | -2.68D-03+i 3.25D-02 103 | -1.49D-04+i 1.96D-03 153 | -4.16D-09+i 2.69D-05
4 | 2.85D+00+i-5.46D+0Q0 54 | 5.56D-03+i1.47D-02| 104 | 1.09D-04+i1.96D-03| 154 | -5.00D-07+i 2.47D-05
5 | -2.85D+00+i 4.36D+00 55 | -7.51D-03+i2.89D-02/ 105 | -7.59D-05+i 1.66D-03| 155 | 3.00D-07+i2.12D-05
6 | 2.57D+00+i-2.51D+00 56 | 8.52D-03+i1.63D-02| 106 | 3.84D-05+i1.79D-03| 156 | -3.00D-07+i 1.89D-05
7 | -2.67D+00+i 2.63D+00 57 | -9.28D-03+i2.31D-02| 107 | -2.43D-05+i 1.42D-03| 157 | 1.00D-07+i 1.66D-05
8 | 2.07D+00+i-1.59D+00 58 | 8.90D-03+i1.83D-02| 108 | -1.56D-05+i 1.59D-03 158 | -5.00D-07+i 1.42D-05
9 | -1.40D+00+i 1.58D+00 59 | -8.02D-03+i1.72D-02/ 109 | 5.53D-05+i1.27D-03| 159 | 1.00D-07+i1.28D-05
10 | 1.18D+00+i-4.43D-01| 60 | 7.33D-03+i2.01D-02| 110 | -6.74D-05+i1.36D-03 160 | -2.00D-07+i 1.06D-05|
11| -8.89D-01+i4.70D-01| 61 | -5.47D-03+i1.35D-02 111 | 9.36D-05+i1.14D-03| 161 | -5.84D-08+i 9.70D-06|
12 | 7.84D-01+i2.31D-01| 62 | 4.12D-03+i2.03D-02| 112 | -9.22D-05+i1.16D-03 162 | 2.61D-08+i 8.00D-06
13| -6.40D-01+i4.21D-03| 63 | -2.54D-03+i1.12D-02 113 | 7.73D-05+i 1.03D-03| 163 | -1.00D-07+i 7.20D-06|
14 | 4.80D-01+i3.21D-01| 64 | 9.74D-04+i1.86D-02| 114 | -6.81D-05+i9.83D-04 164 | 1.97D-08+i5.90D-06
15| -1.91D-01+i-8.82D-02| 65 | 2.79D-04+i1.06D-02| 115 | 3.82D-05+i9.28D-04| 165 | -9.91D-08+i 5.10D-06|
16 | 5.59D-02+i3.80D-01| 66 | -1.19D-03+i1.61D-02 116 | -3.58D-05+i 8.21D-04 166 | 1.00D-07+i 4.30D-06
17 | 1.03D-01+i-1.90D-01| 67 | 2.00D-03+i1.14D-02| 117 | 2.71D-05+i8.36D-04| 167 | -7.95D-08+i 3.70D-06|
18 | -1.71D-01+i4.18D-01| 68 | -2.48D-03+i1.32D-02 118 | -1.35D-05+i 7.05D-04 168 | 5.29D-08+i 3.10D-06
19| 1.87D-01+i-1.73D-01| 69 | 2.47D-03+i1.21D-02| 119 | 4.00D-06+i 7.15D-04| 169 | -7.04D-08+i 2.60D-06|
20 | -2.16D-01+i2.96D-01| 70 | -2.38D-03+i1.04D-02| 120 | 9.70D-06+i6.13D-04| 170 | 3.67D-09+i 2.20D-06
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ANNEXE C

SOLUTION ANALYTIQUE DIRECTE EN 3D

Nous cherchons une solution analytique dirétEte(c’est-a-dire avec des conditions imposées a la surface)
pour le probléme d'un cylindre initialement a températumgmnteT,, auquel on impose un flux défini clas-
siguement comme un coefficient de transfert thermique (HMGltiplié par la différence de température entre
la surface du cylindre et la température environnante ribtéeCette derniére est choisie égale a la température
ambiante partout sauf sur un secteur du cylindte) € [r — O, 7 + ©] x [-L + Z, L — Z] ou la température
est une rampe comme la figure C.1 le montre.

T*(0,z) (K)

z (m)

T, +1200 L -7

T, +600 |

; -L+Z
‘ ‘ ‘ ‘ -L 0 (rad)
0 -0 n 1t+O 2n

iy

FIGURE C.1 — Surrounding temperaturg'*

La température environnant& est27-périodique selo, nous développons donc en série de Fourier :

AER Tz m(2p + 1)z
T*(0,z2) = Z Z [a:,p oS (T) + by, ,8in <T>] exp(ind) (C.1)
n=—N3 p=0
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Les coefficients,; , etby; , sont facilement exprimés analytiquement :

-

1 L 27
et [ T o ()
’ mJ rJo
VneZ, Vp=1
L 2p+ )7z
k0 _ T % i .
byp = 5T J;L J;) T%(0, z) exp (—inf) sin (72L ) dodz
) (C.2)
( ™
a:,o 1 f f T*(0, z) exp (—inf) dddz
VYneZ {
by Qﬂ *(8, z) exp (—ind) dod
n,0 = 2L7T p (—ind) sin 2

Nous prenons les ordre de troncature suivai¥s = 20 et P, = 14. Le profil réel (correspondant a ces valeurs
de troncature) d&* est donné figure C.2.

1400 T*(@}Z) (K)
1200
1000 (I

800

600

| m“‘m‘“
MG

400

200
N
-L

FIGURE C.2 — Température environnanté'*

La solution est recherchée sous forme d’une série du typ8.8&)((démontrée au chapitre 8) :

2 2 2 1
(r,0,z,1) Z 2 [an,p (Cn,pr) cOS (%) + by pdn (Xn,pr) sin <W)] exp(inf)

N2p 0

N %2’: i %c J < \/ 1 iwn (7‘(‘]))2)
n,p,qvn T T \71
n=—N3 p=0g=1 DT”TP q D L
—1
X exp (T*—> exp(ind) cos (%) (C.3)
n,p.q
N3 Py Q2 . 2
1 iwn m(2p+1)
38 S (o (B0
e ye] Dui, . D oL
—t 2 1
X exp (*—> exp(ind) sin (w)
Up bg 2L

0UCy,p = A/—(pr/L)% —iwn/D etxn, = /—((2p + 1)7/(2L))2 — iwn/D €ta, p, by p, Cnp.q €Ldn p.q SONt
des nombres complexes®t, P, et(Q- sont des entiers.
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La condition aux limites s’écrit :

TP
Aaa—(Rs,G,z,t) = HTC x (T*(0,2z) — T?(Rs, 0, 2, 1)) (C.49)
,
Il est commode d’introduire la quantité suivante :
1 iwn TP 2 1 iwn (2p+1)\°
o= R, - = _(Z£) =R, R R — C5
o=t \/DT;nq D <L) . \/DU;‘;%(I D ( 2L €9

La notationy,, , est abusive car la définition implique clairement une dépand selon 'indice de sommatign
Cependant, la condition aux limites (C.4) donne :

AYn
S Yg) + HTC X o (3q) = 0 ()

Ainsi les coefficients,, , ne dépendent pas a posterioridet sont calculés numériquement en prenant les racines
positives ordonnées de la fonction auxiliaire suivante :

y > ha(y) = A%J;(y) +HTC x J, () (C.7)

La figure A.2 présente un exemple. Nous avons :
1 Y > jwn ™\ 2 -
- n.q
ﬁ%v—5<<&) +77+(f)>
e 1 Yn.q 2 wn m(2p + 1) 2\
s = p\\R, ) "D T\ T2

Les conditions aux limites (C.4) permettent égalementdtitdier les coefficients des termes indépendants du
temps, nous obtenons facilement :

(C.8)

(00 = aj
HTC x a¥
U = N (CapRs) + HTC X J(CopRs)
{ . HTC x b, (C.9)
.0 = )\X070J6(X070R5) + HTC x JO(XO,ORS)
. HTC x b;‘;,p
G MXnpdh (XnpRs) +HTC x Jpy (Xn,pRs)
La condition initiale du probleme s’écrit :
T%(r,0,2,0) =T, (C.10)
Cette derniére condition (C.10) permet d’écrire :
( Q2
r
> 00,470 (y%,q > =Ta — ag,0 = ugo(r)
q=1 s
Q2
Yn,q"
Z Cn,p,qJn Rq ) = _amp‘]n(Cn,pr) = u;kz,p(r)
(C.11)

Yo,q"
q > = _b070 = 1)8‘70(7")

Yn,q"
%m%( q>=%w%&wﬂ=ﬁAﬂ
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Ce dernier systéme se résout grace aux séries de Dini intigedw chapitre 2. Le résultat est utilisé par exemple
par Sneddon (1966, p.40) et démontré par Watson (1944, /866s avons :

r 2y2 v Rs . p
n = n Jn n,qg o d
\D>q , , RgHTCQ . JO pun,p(p) (y 'q R5> P
Yng— N + 22 Ran(yn,q)
{ 2 . (€12)
o = Yn.g vE (o) 2\
n,p,q — R2HTC2 P n,p P)In | Yn,q Rs P
(ygl,q —n? + = 22 ) REJ%(yn,Q)

En utilisant les intégrales classiques sur les fonctiorBetsel que nous avons reportées au chapitre 2, les expres-
sions analytiques ds, , , etd,, , , deviennent simplement :

Cone = 290,¢(Ta — a0,0)J1(Y0,q)
0.q = 5)
( ,  F2HTC

0,9

A2 JOQ(yO,q)

c _ 2y721,qa717:0 Cn,pRan+1(Cn,pRs)Jn(yn,q) B yn,qJn+1(yn,q)Jn(Cn,pRs)
n,p,q = 2 2 2 _ o2 p2
<y2 12+ w> J2(Yn.q) Yn,q = Snplts
n, )\ n\Jn,
{ (C.13)
23/(2),qb0,0 X0,0825J1(X0,08%5)Jo (Yo,9) — ¥0,4/1 (¥0,4) Jo (X0,01%5)

doo,q =
o , , RHTC Y34 — X80 R?
y()_’q +

) n)

d _ 2y721,qbnap Xn,pRan+1(Xn,pRs)Jn(yn,q) — yn,qJn+1(yn,q)Jn(Xn,pRs)
n,p,q 2 2 2 2 2
RZHTC Ynq — Xanplts
{ (y'r%,q - TL2 + 22 ) Jr%(ynﬂ) 4 P

Nous avons donc déterminé de maniére complétement exastduldgon du probléme direct de thermique.
Nous pouvons noter que les flux que nous avons imposés awretds du cylindre sont nuls du fait que I'on
utilise des sommes finies dont le flux axialeg + L est nul pour chaque terme.
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