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Chapitre 1

Introduction

1.1 Concepts

1.1.1 La physique quantique

La physique quantique a connu de profonds changements au cours de ces derniéres années.
Elle a d’abord permis une compréhension de la matiere qui a donné lieu a de nombreuses applica-
tions technologiques, qui sont aujourd’hui devenues indispensables. L’exemple le plus important
est sans doute celui du laser, omniprésent, dont le principe de fonctionnement est intrinseque-
ment quantique. Les semi-conducteurs ont également été fortement développés grace a la phy-
sique quantique, permettant la miniaturisation et le développement des ordinateurs a grande
échelle. Toutes ces applications sont basées sur une compréhension des phénomenes d’interac-
tions complexes qui operent entre les atomes, et également avec la lumiere.

La physique quantique est basée sur des concepts pour lesquels nous n’avons que peu d’in-
tuition. A une particule, on ne peut associer qu'une probabilité de présence a un certain endroit
de l’espace. Certaines grandeurs physiques, telles que la position et 'impulsion, ne peuvent
pas étre déterminées en méme temps. Parmi les nombreuses propriétés propres aux systemes
quantiques, deux peuvent étre considérées comme les plus représentatives des différences avec le
monde macroscopique : la premieére est le principe de superposition. Un systeme quantique peut
étre dans une superposition de plusieurs états quantiques a la fois, cette superposition n’étant
levée que lorsque qu’une mesure est effectuée sur le systeme. Plusieurs expériences ont confirmé
ce phénomene surprenant, dont la célebre expérience des fentes d’Young, réalisée en envoyant
une seule particule, ou méme un seul photon. La seconde propriété est la possibilité d’avoir des
corrélations quantiques non locales entre deux systemes, [’intrication, a la base de nombreux
protocoles d’information quantique.

1.1.2 L’information quantique

La théorie de l'information remonte aux années cinquante, avec la contribution majeure
de Claude Shannon | | qui introduisit les outils nécessaires pour quantifier la notion
d’information, et de ce fait les ressources nécessaires a sa manipulation et & son stockage. Il a
également posé les bases théoriques de la compression des données, et des codes correcteurs d’er-
reurs. L’information est encodée en utilisant les symboles d’un alphabet, pouvant étre composé
d’un ensemble d’éléments discret, c’est le cas du codage numérique prenant les valeurs 0 ou 1,
ou d’'un ensemble d’éléments continu, comme pour le codage analogique. Dans les deux cas, les
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éléments de ’alphabet peuvent correspondre a différents états d’un systeme physique. Les états
0 et 1 peuvent par exemple étre stockés dans une mémoire en utilisant deux états d’aimantation
d’un matériau, et le codage analogique peut correspondre a ’amplitude d’une tension ou d’un
champ électromagnétique. Tous ces systemes ont la particularité d’étre décrits par les lois de la
physique classique, du fait de leur taille macroscopique.

En revanche, depuis quelques décennies il a été réalisé que les propriétés de base des systemes
quantiques pouvaient étre utilisées comme des ressources fondamentales pour traiter et commu-
niquer de I'information, donnant naissance a un domaine en plein développement : ['information
quantique. En codant un bit sur deux états |0) et |1) d’un systéme physique obéissant aux lois
de la physique quantique — niveaux d’énergie d’un atome, états de vibration dans un piege,
polarisation d’'un photon, etc...— le bit quantique, ou qubit, peut se trouver dans une superposi-
tion arbitraire cg|0)+c1|1) alors que le bit classique ne peut étre que dans 1’état 0 ou 1. Cette
superposition est & la base du calcul quantique, qui I’exploite afin de pouvoir résoudre certains
problemes exponentiellement plus rapidement qu’avec un ordinateur classique. De nombreux
systemes physiques font 'objet de recherches actives : atomes, ions, photons, supraconducteurs,
etc... Chacun de ces systemes possede ses propres avantages et ses limites pour une mise en
ceuvre efficace. Exploiter ces propriétés quantiques reste un formidable défi technologique, tant
elles sont fragiles et tendent a étre estompées par ’environnement externe et les imperfections
expérimentales. Beaucoup de recherches sont effectuées en vue de trouver des implémentations
robustes et utilisables a grande échelle.

Les corrélations quantiques, ainsi que le principe d’incertitude de Heisenberg — selon lequel
certaines grandeurs quantiques ne peuvent pas étre déterminées en méme temps — ont permis
de développer les communications quantiques, dont I’exemple le plus avancé est la cryptographie
quantique, qui commence a atteindre un stade commercial. La cryptographie quantique, plus
précisément la distribution quantique de clé, consiste & transmettre une chaine de bits entre
deux partenaires, a travers un environnement sous le contréle d’un espion tentant d’intercepter
la communication. L’information est le plus souvent transmise en utilisant de la lumiere envoyée
dans une fibre optique, ou se propageant a l’air libre. Sa grande force est de garantir que la
clé extraite en effectuant un certain nombre de manipulations sur les données sera parfaitement
secrete, quelles que soient les ressources physiques dont dispose ’espion. Elle peut ensuite étre
utilisée pour coder un message, soit avec des algorithmes utilisant des clés plus courtes que le
message a transmettre, soit en utilisant une clé de la méme longueur que le message, ce qui rend ce
dernier parfaitement indéchiffrable. Ce secret est cependant obtenu au prix de débits pouvant étre
tres faibles comparés a ceux atteints aujourd’hui par les communications classiques standards.
Ce taux de clé secrete est d’autant plus faible que le canal quantique introduit des pertes et
du bruit, et peut méme devenir nul si les conditions de la transmission sont trop défavorables.
Les recherches sur les différents protocoles de cryptographie quantique visent a améliorer ces
performances, tout en nécessitant un dispositif expérimental le plus simple possible, voire afin
de pouvoir utiliser les technologies telecom tres avancées.

L’information quantique ne se limite toutefois pas au calcul quantique et a la cryptographie
quantique. De nombreux autres protocoles permettent d’utiliser les ressources quantiques pour
le traitement de I'information.

Enfin, deux domaines, plus ou moins disjoints, peuvent étre différenciés : celui ot I'informa-
tion est codée sur un ensemble d’états discret. On parle alors de variables discrétes; et celui ou
I'information est codée sur un ensemble d’états continu, comme 'amplitude du champ électrique.
On parle alors de wvariables continues. Certains systémes physiques sont naturellement décrits
par des variables discretes ou continues : les niveaux d’énergie d’un atome sont discrets, tout
comme les états d’excitation d’'un oscillateur harmonique, alors que la position ou I'impulsion
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d’un électron sont continues. D’autres systemes, comme le champ électromagnétique quantique,
peuvent étre aussi bien décrits par des variables discretes que par des variables continues. Le
photon, quantum d’énergie par nature indivisible, semble étre naturellement décrit par des va-
riables discretes, toutefois, le champ électromagnétique qui lui correspond prend des valeurs
continues.

1.2 Travail de theése

L’information quantique est une discipline donnant lieu a de nombreuses thématiques. Sur
le plan théorique, il est nécessaire de développer de nouveaux outils et de nouveaux protocoles
utilisant les ressources de la physique quantique. Sur le plan expérimental, le principal enjeu
est la mise en ceuvre de ces protocoles, compte tenu des imperfections limitant grandement les
performances. Il est nécessaire de pouvoir caractériser les imperfections, et de disposer d’outils
de diagnostic utilisant au mieux les ressources expérimentales disponibles.

Ce travail de these s’inscrit dans le cadre de 'information quantique avec des variables conti-
nues du champ électromagnétique, et présente des contributions aux problématiques théoriques
et expérimentales. Il est axé autour des deux thématiques que nous avons présenté dans les
paragraphes précédents : le calcul quantique, et les communications quantiques.

1.2.1 Premiére partie : les outils théoriques et expérimentaux

Ce manuscrit est organisé de la maniere suivante : dans une premiere partie, nous présen-
terons les outils de base, a la fois théoriques et expérimentaux, utilisés pour décrire, produire,
et mesurer les états quantiques. Nous détaillerons le formalisme de base et les états quantiques
typiques dans le chapitre 2, puis le dispositif expérimental utilisé pour les produire et les analyser
sera présenté dans le chapitre 3. Enfin, le chapitre 4 nous permettra d’introduire les notions fon-
damentales de la théorie de I'information. Les outils propres aux autres chapitres seront ensuite
présentés lorsqu’ils seront nécessaires.

1.2.2 Deuxieéme partie : résultats expérimentaux

La deuxieme partie regroupe les résultats expérimentaux obtenus au cours de cette these. Le
chapitre 5 est a la frontiere des communications quantiques et du calcul quantique. Il est consacré
a 'estimation expérimentale de la discorde quantique pour un état bipartite de type EPR. La
discorde est une mesure des corrélations d’origine purement quantique. Elle peut étre non nulle
pour des états qui ne sont pas intriqués, mais qui posseédent néanmoins des corrélations supé-
rieures a ce qu’il est possible d’avoir classiquement. Elle fait actuellement I'objet de recherches
tres actives, en particulier car de nombreuses études laissent penser qu’elle pourrait étre une
ressource fondamentale et que l'intrication ne serait pas toujours nécessaire pour surpasser les
protocoles classiques. Afin de poursuivre ces investigations, son estimation expérimentale est
donc un enjeu particulierement important.

Nous présenterons une méthode d’estimation de la discorde quantique pour un état EPR.
Nous montrerons qu’elle permet d’obtenir une précision proche des valeurs minimales données
par les bornes de Cramér-Rao classiques et quantiques, tout en utilisant des outils expérimen-
taux maintenant standards en optique quantique. Nous verrons également I'amélioration que
peut apporter une estimation bayésienne.
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Le chapitre 6 est consacré au calcul quantique avec des variables continues. Nous y présen-
terons une méthode de caractérisation de la qualité d’une porte quantique, afin de la comparer
a l'opération théorique que 'on cherche a implémenter. Le qubit est encodé dans deux états
cohérents |a) et |—a) du champ électrique, de méme amplitude et de phases opposées. Il est
ensuite possible, grace a des opérations non déterministes, de réaliser des portes quantiques. Un
nombre restreint de portes différentes permet de réaliser n’importe quelle opération sur un ou
plusieurs qubits. La plus simple d’entre elle est une porte introduisant un facteur de phase ¢
dans une superposition quantique : ci|a)4ca|—a)—rci|a)+e?Pca|—a). En particulier, une phase
¢=m peut étre introduite en appliquant ’opérateur de destruction d’un photon a.

La caractérisation de la qualité de la réalisation expérimentale est une étape nécessaire en
vue d’une intégration a plus grande échelle. Nous présenterons une méthode semi-empirique,
basée sur une modélisation analytique et sur des résultats expérimentaux : en utilisant un modele
détaillé du dispositif expérimental dont les parametres sont extraits a partir d’un jeu de mesures,
les imperfections du qubit sont séparées des imperfections de la porte de phase elle méme. La
porte de phase “expérimentale” est ensuite numériquement appliquée a un qubit parfait, et I’état
obtenu est comparé a celui produit par une porte parfaite.

1.2.3 Troisieme partie : étude théorique d’un amplificateur sans bruit

Enfin, la troisieme partie regroupe les résultats théoriques obtenus dans le cadre des com-
munications quantiques. Nous y présenterons une application théorique d’un amplificateur sans
bruit non déterministe en cryptographie quantique, dont les principes seront introduits dans le
chapitre 7.

Un tel amplificateur possede la propriété surprenante de pouvoir amplifier uniquement le
signal, sans en amplifier le bruit quantique, comme nous le verrons dans le chapitre 8. Une telle
opération ne peut toutefois pas étre réalisée de maniere déterministe, mais avec une certaine
probabilité de succes. Présenté il y a seulement quelques années, cet amplificateur a fait I'objet
de recherches intenses par la communauté scientifique. Plusieurs versions approchées ont été
expérimentalement réalisées afin d’apporter des démonstrations de principe de sa faisabilité.

En revanche, les applications potentielles font toujours 1'objet de nombreuses recherches
théoriques. Dans le chapitre 9, nous montrerons comment borner la probabilité de succes de
cet amplificateur, puis nous nous intéresserons a une des applications les plus prometteuses : la
possibilité de compenser les imperfections d’un canal de transmission.

Nous utiliserons ces résultats dans le chapitre 10, afin de montrer que cette propriété permet
d’améliorer les performances d’'une distribution quantique de clé avec des variables continues.
Nous détaillerons en particulier comment la distance maximale de transmission peut étre aug-
mentée, ainsi que la résistance au bruit ajouté par le canal de transmission.
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Ce chapitre introduit les outils théoriques nécessaires a la description et a la manipulation
des états quantiques du champ lumineux. Nous développerons en particulier des concepts par-
ticulierement utiles en optique quantique avec des variables continues, qui seront utilisés dans
tout le reste de ce manuscrit.

2.1 Champ quantique

Nous allons commencer par présenter les grandes lignes de la quantification du champ élec-
tromagnétique. Apres un bref rappel des solutions classiques des équations de Maxwell, nous in-
troduirons les opérateurs quantiques associés au champ, en soulignant 1’analogie entre le champ
et une collection d’oscillateurs harmoniques. Nous verrons que les états du champ peuvent étre
décrits de maniere équivalente par des états discrets, les photons, ou continus, les quadratures.

2.1.1 Quantification du champ
Equations classiques

La théorie de ’électromagnétisme classique est donnée par les équations de Maxwell, que ’on
peut reformuler en introduisant le potentiel électrique et le potentiel vecteur ' A(r,t) | ].
Parmi les différents choix de jauges possible, la jauge de Coulomb V-A(r,¢)=0 est particuliere-
ment bien adaptée a 1’électrodynamique quantique non relativiste, puisqu’elle rend le potentiel
vecteur transverse, séparant ainsi clairement les composantes longitudinales et transverses du
champ électromagnétique. En I’absence de charge, le potentiel électrique est nul dans cette jauge,
et 'on a

0
E(r,t) = —aA(r,t), (2.1a)
B(r,t) =V A A(r,t), (2.1b)

ou A vérifie I'équation de d’Alembert. L’approche usuelle consiste & considérer que le systéeme
physique peut étre englobé dans un volume V=L? de taille arbitraire, afin d’avoir un ensemble
discret de modes du champ électromagnétique | K

A(r,t) = Z gel (al(t)eikl'r + a}"(t)e_ikl'r) (2.2)

ol I=(nz, Ny, Nz, \) regroupe tous les indices d'un mode, k; a pour composantes (k;);=2mn;/L,
€ est le vecteur de polarisation orthogonal a k; et indexé par X € {1, 2}, w;=c|/k;||, et & est une

constante réelle que 1’on pose égale a 4/ 2?;"]{3.
On montre ensuite a partir des équations de Maxwell que

—iwlt

a(t) = aqe , avec o € C. (2.3)

Les différents modes [ ne sont donc pas couplés entre eux lors d’une évolution libre, et évoluent
ainsi de maniere indépendante. En utilisant (2.3) et (2.2) dans (2.1a), on obtient la décomposition

1. Dans tout ce manuscrit, les grandeurs vectorielles sont écrites en gras.
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du champ E(r,t) en modes normauz :
E(r,t) = Z €& [ialeikl'r%wlt — ia?eiikl'rﬂwlt] (2.4)
l

On peut alors montrer que hamiltonien total H=% [;, d®r (| E*(r,t)[|+c%|B?(r,t)||) peut se
mettre sous la forme H=>", H;, avec

Hy = heyloy|*. (2.5)

L’énergie totale est donc la somme des énergies H; associées a chaque mode /. L’hamiltonien
peut s’interpréter comme une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants, décrits par les
variables conjuguées ¢; et p;, définies pour chaque mode par :

a(t) = V2h R{c(t)} (2.6a)
pi(t) = V2h S{au(1)} (2.6b)

En effet, on peut alors écrire les hamiltoniens partiels sous la forme

wy
Hi= = (af +1}) (2.7)

et il apparait clairement que ces variables obéissent aux équations de Hamilton | ]:

d 0

—q=—H 2.8

dt @ (9pl ( a)

d 0

—p=—7—H 2.8b

"= "o (2.8b)

Ainsi, les parties réelles et imaginaires des amplitudes «; de chaque mode du champ définissent
des variables conjuguées, similaires aux variables position et impulsion en mécanique, auxquelles
on va pouvoir appliquer la procédure de quantification canonique.

Opérateur champ quantique

La quantification du champ électromagnétique est un probléme particulierement ardu lors-
qu’elle est faite rigoureusement, et dépend en particulier de la jauge utilisée | ].
Parmi les différentes méthodes, la quantification canonique est celle usuellement utilisée en phy-
sique quantique. Aux grandeurs ¢;(t) et p;(t) d’un mode [, on associe des opérateurs hermitiens
g; et p;, indépendants du temps, vérifiant :

[G;, D)) = ih (2.9)

avec [4;, P;] :=q4;P,—D,q;.- Ces opérateurs sont analogues aux opérateurs position & et impulsion p
d’une particule matérielle, qui vérifient la méme relation de commutation. Puisque deux modes [
et m différents sont indépendants 'un de I’autre, les opérateurs associés aux grandeurs conjuguées
de ces deux modes doivent commuter :

[quﬂﬁm] = [ﬁl?ﬁm] = [qlﬂqm] =0 (2'10)
Par définition (2.6), Pamplitude classique ay(t) est égale & (q;(¢)+iq(t))/v/2h. Sa “transcrip-
tion” quantique est donc également un opérateur, noté a;, et défini par
. L. .
a; = — (G, + ip,). (2.11)

V2h
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Le complexe conjugué a;j(t) est quand a lui égal a (ql(t)—iql(t))/\/ 2h. L’opérateur quantique
associé est donc ((jl—iﬁl) /V2h, qui n’est autre que &Zr, puisque §; et P; sont hermitiens. Le
processus de quantification revient donc en fin de compte a remplacer les amplitudes «a;(t) et
aj (t) respectivement par les opérateurs a; et &Zr. En procédant de la sorte dans (2.4), on obtient
lopérateur champ électrique E(r) :

Br) =Y iee, (a,eikl'r - a}eﬂ'kl'r) (2.12)
l

Les opérateurs a; et &In de deux modes [ et m quelconques sont entierement définis par leurs
commutateurs, calculables & partir des relations de commutation (2.9)? :

[al,ain] = Gy @1, @m] = 0. (2.13)

Les opérateurs a; vérifient donc des relations de commutations bosoniques, desquelles dé-
coulent tout un ensemble de propriétés fondamentales pour ces opérateurs | ].

La premiere est que les opérateurs ﬁl:&;dl possedent des valeurs propres entieres positives ng,

associées & leurs vecteurs propres |n;) . Ensuite, les opérateurs a; et a; transforment un état
|ng) en

allng) = Vi 1ng+1), (2.14)
aulm) = v/l —1). (2.15)
Pour cette raison, les opérateurs d; et @; sont respectivement appelés opérateurs de création et
de destruction.
L’hamiltonien donné par I’équation (2.7) s’écrit quantiquement
' N A
Hi= (7 +57). (2.16)
En injectant dans cette expression les opérateurs §; = vh(a;+a')/v2 et ﬁl:i\/ﬁ(&}—&) /N2
donnés par (2.11), on obtient finalement

Fy =t (g + %) (2.17)

Un mode du champ est donc bien analogue avec un oscillateur harmonique matériel. La
relation (2.17) montre que les états propres de H, sont les mémes que ceux de ny : il s’agit
des états |n;), appelés états de Fock pour le mode I. On voit également que deux états |n;) et
|n;—1) ont une différence d’énergie de hw;. Un état |n;) est donc interprété comme contenant
n; quanta d’énergie hwy, les photons. Un état du rayonnement peut dans une certaine mesure
étre interprété comme un flux de particules ayant chacune une énergie aw;, ce qui permet par
exemple d’expliquer 'effet photo-électrique | ].

2. En posant I=(ngz,ny,n.,A\1) et m=(mg,my,m.,A2), le symbole &, est & interpréter comme
Ongpma Onymy Onzm. Oy As-

3. La positivité des valeurs propres de 7i; est en fait une simple conséquence de la positivité de la norme d’un
état, puisque (n;|f|ni)=n; (m\m)znl:(m\&}Ldl\m):ﬂdﬁm)”zo. Les relations de commutations (2.13) imposent
ensuite que ces valeurs propres soient entiéres.
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L’action répétée de a; décroit la valeur de n;, qui finit inévitablement par devenir nulle.
L’état propre |0;) associé & nj=0 est appelé le vide quantique pour le mode [. Il peut étre défini
par

a;|0;) = 0. (2.18)

Le vide est un état quantique a part entiere, qui occupe une place importante en optique quan-
tique. Nous étudierons plus précisément ses propriétés dans la suite de ce chapitre. L’état vide |0)
pour tous les modes est simplement le produit tensoriel du vide pour chaque mode : [0)= ), |0;).
A Dénergie des photons s’ajoute le terme constant fiw;/2, correspondant a ’énergie du vide.
Ce terme provient du fait qu’il s’agit de I’état fondamental de ’hamiltonien 7:Ll, ne contenant
certes aucune excitation, mais pour lequel nous verrons que la variance de 'amplitude du champ
électrique n’est pas nulle. Ce sont également les fluctuations du vide qui sont responsables de la
désexcitation des niveaux atomiques par émission spontanée | ].

Nous n’avons jusqu’a présent considéré qu’un seul mode du champ I. Le traitement multimode
se généralise sans difficulté par produit tensoriel, puisque le hamiltonien quantique total
est toujours H= > H,. Par exemple, pour des modes Iy, ..., [y excités de respectivement
Ny, - -, N, Photons, I'état correspondant est |n;,)®...®|n;, ). Notons que lorsque tous les
modes sont considérés, le terme ), hw;/2 tend bien sur vers l'infini. En revanche, puisqu’il
est constant et n’influe pas sur la dynamique des états quantiques, il est souvent simplement
“oublié” en optique quantique. Le lecteur désirant davantage de précisions pourra se reporter
a un ouvrage de théorie quantique des champs | , ].

Cette section sera uniquement consacrée aux deux descriptions du champ quantifié. L’appli-
cation a l'information quantique, avec en particulier I'utilisation de différents états pour former
un qubit, sera approfondie a la fin de ce chapitre, lorsque nous aurons présenté tous les outils
nécessaires, ainsi que les états “typiques” du champ.

2.1.2 Variables discretes & états de Fock

La quantification du champ nous a déja amené a introduire les états de Fock, états propres de
I'opérateur nombre. Cet opérateur étant une observable, les états de Fock forment donc une base
de l'espace de Hilbert, qui est de plus non dégénérée | ]. Un état quelconque
du champ [+)) dans un mode donné? se décompose selon

) = chlm, avec ¢, = (n|y). (2.19)

Le champ est ici décrit en termes de photons, correspondant a ’aspect corpusculaire. A partir
de la relation (2.14), on voit qu'un état |n) peut étre créé en appliquant n fois opérateur de
création sur le vide :
In) = —— (a")"|0) (2.20)
vn!

Notons que compte tenu des précédents commentaires, les états de Fock vérifient bien sur une
relation de fermeture discrete :

> n){n| =1 (2.21)

4. Nous ne préciserons plus les modes lorsqu’un seul d’entre eux est utilisé.



12 CHAPITRE 2

2.1.3 Variables continues & quadratures du champ

Afin de faire ressortir I’aspect ondulatoire du champ, introduisons les opérateurs de quadra-
tures X; et P;, définis par

R 2N,
X, =g TO (2.22a)
R 2N,
P =pp/ h”, (2.22b)

avec Ny une constante réelle et positive, généralement égale & 1 ou 1/2. Ils vérifient une relation
de commutation similaire & (2.9) :

[}Zl,ﬁm} — 2iNodim (2.23)
Ny peut donc étre vu comme une “redéfinition” de h : on aurait pu s’en passer en posant

directement i=2 ou i=1 dans (2.9). En utilisant les notations (2.22a) et (2.22b), les opérateurs
création et destruction s’écrivent maintenant :

1 A~ ~
a; = X, +1iPy), 2.24
&= g Kt i) (224
Al = (X, —iP 2.24b
al 9 NO ( l 1 l)7 ( . )
et réciproquement,
X, = (@ + a))/No, (2.25a)

P, = (&) — a;)iv/No. (2.25b)

L’opérateur champ E(r) donné par (2.12) se réécrit alors

R ¢ /. R
E(r)=- € (Xl sink;-r + Pj cos kﬂ'). (2.26)
2

Les spectres des opérateurs de quadratures sont nécessairement continus du fait de la relation
de commutation (2.23) [ ]. On notera |x) (resp. |p)) I'état propre de X (resp.

P) associé a la valeur propre z (resp. p), pour un mode donné. Ces états propres forment chacun
une base de ’espace de Hilbert associée a ce mode :

/hwmﬂz/mmmzﬂ (2.27)

Un état quantique quelconque |1)) d’'un mode du champ pourra donc étre décomposé sur ces
états propres selon

|w=/www@=/®wmm (2.28)

ou les coefficients 1 (z)=(x[) et ¥ (p)=(p|Y) sont les fonctions d’ondes de ’état quantique ex-
primées respectivement dans les bases {|z)} et {|p)}. Notons que le terme de “fonction d’onde”
peut étre trompeur, car bien qu’elles possedent les mémes propriétés que celles d’une particule
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matérielle, ces fonctions d’ondes ne correspondent pas & une position ou a une impulsion du pho-
ton. Remarquons également que les états propres des quadratures sont des états non physiques
car ils correspondent & une énergie infinie, au méme titre que les états propres de la position ou
de 'impulsion pour une particule matérielle. Seules des superpositions de ces états donnent des
états physiques.

Remarquons enfin qu’un état propre de quadrature peut également se décomposer sur les
états de Fock,

|z)= ch|n>, avec ¢, = (n|x), (2.29)
n
et qu'un état de Fock se décompose sur les quadratures selon |n)= [ dz [(z|n)]|z).

Puisque les opérateurs de quadratures ne commutent pas, il n’est pas possible de leur trouver
une base commune qui les diagonalise, et ils vérifient une relation d’incertitude de Heisenberg :

1 ~ ~
AXAP > S (X1, P (2.30)

~2 ~
ol (.) désigne la valeur moyenne, et AA=y/(A")—(A)? l'écart type. Pour un mode I, cette
relation devient :

[ AX,AP, > N | (2.31)

Cette relation fondamentale est a la base de nombreux phénomenes d’optique quantique, et
d’applications en information quantique. Nous verrons plusieurs états pour lesquels elle est une
égalité. C’est en particulier le cas du vide |0), et plus généralement pour les états purs ayant
une fonction d’onde gaussienne®. La convention No=1 permet donc d’avoir une variance du
vide égale a 1, ce qui facilite les calibrations lors des mesures expérimentales des opérateurs
quadratures : il suffit de diviser toutes les mesures par celle correspondant a 1’écart-type mesuré
pour le vide.

On peut enfin définir des quadratures déphasées d’un angle 6, qui vérifient bien entendu les
meémes relations de commutation que X et P:

Xy = Xcosf+ Psiné (2.32a)
Py =—Xsinf+ Pcost (2.32b)

2.1.4 Lien entre les descriptions discretes et continues

En conclusion, nous désignerons par variables discretes des états propres associés a un opé-
rateur a spectre discret, par opposition aux variables continues, états propres associés a un opé-
rateur a spectre continu. Chacune des deux descriptions contient la méme information sur 1’état
quantique considéré : on peut former des variables discretes en formant un “paquet d’onde” avec
des variables continues, et inversement obtenir un continuum d’états en superposant de maniere
adéquat des états discrets.

Le mélange des descriptions discretes et continues est au coeur de ce travail de these. Nous
verrons que les outils naturellement adaptés aux variables discretes peuvent étre utilisés pour des
états décrits par des variables continues, et vice versa, produisant ainsi des états particulierement
intéressants pour l'information quantique.

5. Puisque les deux représentations sont liées par une transformée de Fourier, étre gaussien pour une repré-
sentation assure que l'autre l’est également.
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2.2 Evolution temporelle et modes du champ

2.2.1 Evolution temporelle - représentation d’interaction

En optique quantique, de nombreuses transformations sont obtenues en échangeant des pho-
tons entre différents modes : une lame séparatrice échange des photons de méme énergie entre
deux modes spatiaux différents ; les milieux non linéaires peuvent transformer un photon pompe
en plusieurs photons d’énergie différente. Nous reviendrons en détail sur ces transformations
dans la suite de ce manuscrit. Remarquons simplement pour l'instant que pour une interaction
résonante (c’est-a-dire assurant la conservation de I’énergie), '’hamiltonien de couplage est de la
forme

Ay N A At A
W = E Vp.q@pbq + Cpgm@p@Lam + hoc. +..., (2.33)
p#£q p,q,m
wpﬁwq wptwg=wm
ou les indices p, g, m, ... des sommes contiennent tous les indices décrivant un mode. On vérifie

que la résonance de l'interaction conduit & la relation ©
[#o. W] =0, (2.34)

ou 7-10 = > hwmdjn&m est 'hamiltonien libre. On pourra donc séparer 1’évolution totale
U (t)=exp[—;t(Ho+W)] contenant un couplage (2.33) en une évolution libre U(t)= exp[—tH],
et une évolution U'g(t)f](t):exp[—%tW] due au couplage seul.

Dans ce manuscrit, nous serons de ce fait toujours en représentation d’interaction, en appli-
quant ’évolution libre a I'opérateur champ :

E(r,t) = UL (O E@)Uo(t) (2.35a)
=Y e (ayelkiriar gl kiriian) (2.35b)

l
= — Zl: € \/?TO (Xl sin (kl-r—wlt) + P, cos (kl-r—wlt)> (2.35¢)

Les états quantiques évoluent alors selon :

[ (t1)) = e VO (g)) (2.36)

En fonction des situations, on pourra plutot faire évoluer les opérateurs création ou destruc-
tion, en gardant les états quantiques indépendants du temps. Dans ce cas, on aura par exemple

a(ty) = et VL0 g (gg)e~ i V(ti—to). (2.37)

2.2.2 Modes du champ
Limite continue

La boite dans laquelle 'expérience est “enfermée” n’étant que virtuelle, les résultats phy-
siques ne doivent bien entendu pas en dépendre. Nous pourrions nous contenter de garder une

6. Grace & la condition de résonance, 'évolution libre de W introduit des facteurs de phases qui sont tous
compensés : Ué (tYWU,(t)=W. On en déduit donc que [7:[0, W] =0.
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sommation discrete, toutefois il est intéressant, dans le cas d’'un champ en régime impulsionnel,
de s’affranchir de cette boite en faisant tendre son volume vers I'infini. Repartons pour cela de
lexpression de I'opérateur E(r) obtenue en (2.12) :

. hwp 170 kr At —iker
:Zl:zel %ﬁ<alez - ae "™ ) (2.38)

Le volume élémentaire Ak; dans I'espace des k est de 27 /L par degré de liberté j. En posant
A3k=Ak, Ak, Aky, on a donc 1/VL3 [A3k/(27r)] . On peut alors écrire

~ AT
. oy a, k. a KT\ A3
= E ¢ — e A’k. 2.39
I 1V 16eg3 \/ﬁe \/ﬂe > (2:39)

Lorsque L—o00, A%k—0, et on peut donc remplacer la somme par une intégrale sur k :

=3 / @ ey (1) | LKD) (ax(0)e™T — a{ )e= ) (2.40)

16€qm>
A=1,2 0
ou €) (k) est le vecteur polarisation associé au vecteur k et a la polarisation A, et oit 'on a posé

ay (k)= (2.41)

. a

lim ————.
A3k—0 v/ A3k
Les commutateurs du champ (2.13) sont également transformés lors du passage a la limite
continue | ] :

a3, (1), (@)] = n,0,0(k—a) (2.42)

Les commutateurs associés a deux opérateurs de destruction ou de création ne sont quant a
eux pas changés, ils sont toujours nuls.

Modes impulsionnels

L’expression (2.40), décompose le champ E(r) dans la “base” des ondes planes exp(ik-r). Un
état de Fock associé a ces modes correspond donc a un nombre de quanta d’énergie présents
dans une onde d’extensions spatiale et temporelle infinies. La base des ondes planes n’est pas
forcément la plus pertinente, et il peut étre intéressant de décomposer le champ sur d’autres
bases de modes pour décrire nos expériences, qui utilisent des impulsions temporelles associées
a un profil spatial d’extension fini.

Considérons donc une famille de fonctions {¢,,(k, A)}, avec m un indice discret, vérifiant les
deux propriétés suivantes :

Z/ d’k (z):n(k? )‘)(z)n(kv )‘) = dmn (2'43)
A
D bk, Nm(a,0) = dx,6(k—q) (2.44)

Ces deux relations, respectivement dites d’orthogonalité et de fermeture, assurent que les fonc-
tions {¢m,(k, A\)} constituent bien une base orthonormée sur laquelle on peut décomposer les
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modes du champ. Dans cette nouvelle base, on peut ensuite définir des opérateurs ¢, associés
aux modes m :

e =Y / a’k ¢%,(k, Nay (k) (2.45)
A

Ces opérateurs vérifient des relations de commutation bosonique, compte tenu de (2.43) :

endl] =3 [ dkda i Non(a.0) [0, a) a) (2.460)
Ao

-y / Bk ¢ (K, N (K, \) (2.46b)
A

= dmn (2.46¢)

On pourra donc définir des états nombres |n,,) associés aux modes m, méme si dans le cas
général ces états ne sont plus états propres de ’hamiltonien.

Les opérateurs a) (k) peuvent facilement s’exprimer en fonction des nouveaux modes, compte
tenu de (2.44) :

Zcm¢m (I, 2) Z/ d*q ¢, (a,0)éq(q ))qu(k A) (2.47a)
:Z / dgq Z@Z(q, o)dm (k, A))&a(q) (2.47b)

= ax(k) (2.47¢)

Insérons maintenant cette décomposition dans 'expression du champ E(r,t) (2.35), en posant
hel|lk||)/16egm3=N (k) :

Z / 43k N(k)iex(k <Zcm¢m (k /\) eKT—iwnt 4 e (2.48a)

- Zam > / d*k N(k)iey(K)om(k, A)eik'r—wkt) + h.c (2.48b)
m A

W, (T,t)

= Z émup(r,t) + h.c (2.48c¢)

Notons que puisque w>0, la fonction vectorielle u,, ne contient que des fréquences positives,
et correspond donc & une représentation analytique. Ainsi, méme lorsque le champ n’est pas
quantifié dans une boite, on peut le décomposer sur un ensemble discret de modes spatio-
temporels, que I’on peut choisir en fonction du probleme que 1’on considere. Cette décomposition
est particulierement utile lorsque seuls quelques modes sont peuplés, ce qui permet de simplifier
I’expression du champ en laissant de coté les autres modes. Lorsque le champ est décrit par un
mode spatio-temporel donné, on pourra en particulier toujours l'inclure dans une base, en vertu
du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt | -

On peut naturellement définir des opérateurs de quadratures pour un mode impulsionnel.
Considérons par exemple un mode spatio-temporel 7 ug dont le spectre temporel est centré autour

7. Nous avons montré avec (2.48) qu’il faut travailler avec la représentation analytique du mode. Ceci justifie
que nous prenions directement e~*“° et non cos wot.
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d'une fréquence wy : up(r, t)=A(r, t)e "o, Supposons maintenant que I’enveloppe A prenne des
valeurs réelles. L’opérateur champ correspondant a ce mode s’écrit alors :

Eo(r,t) = A(r,t) <éoe*i“’0t + ége”“’ot) (2.49)
En posant comme précédemment
Xo = (& + &) vNo, (2.50a)
Py = (& — &)iv/No, (2.50D)
on retrouve une description du mode ug en termes de quadratures :
Ey(r, t) = \/%A(r, t) (Xo coswot + Py sin wmﬁ) (2.51)

Puisque les opérateurs X et Py ont également un commutateur égal & 2iNp, toutes les conclu-

sions précédentes s’appliquent.
L’expression (2.48) a été obtenu sans hypothese particuliere sur la forme du champ. En consé-
quence, elle s’avere peu maniable pour décrire de maniere quantitative un mode du champ.
Plusieurs simplifications sont fréquemment trouvées dans la littérature (voir par exemple
[ ]) : la premiére est celle d’un champ scalaire, permettant de sortir le vecteur polari-
sation €y (k) de l'intégrale sur k. Elle est valable dans le cadre de 'approximation paraxiale,
selon laquelle le faisceau diverge peu par rapport a I’axe optique. On peut également conserver
le caractere vectoriel du champ, en gardant 'approximation paraxiale. L’expression détaillée
du champ dans ce cadre peut étre trouvée dans | , ]. Enfin, lorsque le mode
est centré sur une fréquence centrale, on peut faire 'hypotheése de I’enveloppe lentement va-
riable. Toutes ces hypotheses sont bien stir reliées, et le lecteur trouvera davantage de détails
dans le cadre de I'optique classique dans | ].

En conclusion, les modes discrets é,, définis par (2.45) ont des propriétés analogues aux modes
normaux associés aux ondes planes. A chaque mode est associé un opérateur de création et de
destruction bosoniques correspondant a un nombre d’excitations dans ce mode. Dans la suite de
ce manuscrit, nous utiliserons des opérateurs similaires associés a des modes impulsionnels, sauf
mention contraire explicite.

2.3 Descriptions et propriétés des états quantiques

Nous avons déja présenté au cours de la section précédente deux représentations possibles du
champ : la description en termes de variables discretes, qui est une suite infinie de coefficients
(coy .-+ Cn,y...) correspondant a la décomposition du champ dans la base de Fock; et la descrip-
tion en termes de variables continues, qui est une fonction ¥ (x) (ou @b(p)) correspondant a la
décomposition du champ dans une base de quadratures. Ces deux descriptions équivalentes sont
toutefois limitées : elles ne permettent de décrire qu’un état quantique qui est pur.

Dans de tres nombreux cas expérimentaux, il manque cependant une information de nature
classique sur ’état quantique. Si I'appareil de mesure ne nous donne qu’une information partielle
sur le résultat, s’il y a un couplage incontrolé avec I’environnement, ou encore si une partie du
systeme n’est pas observée, on ne pourra associer qu’'une probabilité p; d’étre dans un état pur
appartenant & un ensemble d’états {|y)}. L’état est alors dans un mélange statistique.

Les descriptions que nous allons rappeler maintenant permettent de tenir compte de cette
incertitude classique en décrivant des mélanges statistiques. La matrice densité est une extension
des variables discretes, alors que la fonction de Wigner est une extension des variables continues.
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2.3.1 Matrice densité
Définition et propriétés

Rappelons le formalisme de la matrice densité en considérant un systeme quantique dans
un mélange statistique : son état est un état pur |¢;), avec une certaine probabilité py (avec
> xPr=1). Dans ce cas, il est facile de se convaincre que la valeur moyenne d’une observable A
dans cet état doit étre égale & la somme pondérée des valeurs moyennes de A dans chacun des

états |iy) :

(A) = pr(tnl Alvy) (2.52)
k

Puisque (1| A|y)=Tr{A|¢}) (x|}, on obtient :
(A) = Zpk Tr{ Alyr) (il } (2.53a)
k

= Te{A( D prlw) (il )} (2:530)
k

La valeur moyenne de A est ainsi entierement définie par Uopérateur p= >k PrlVk) (Yr], qui
est par définition la matrice densité du systeme. On montre ensuite que la matrice densité est
hermitienne et de trace unité :

pr=p et Tr{p} =1 (2.54)

Elle est également positive, c’est-a-dire que ses termes diagonaux sont positifs pour un état |u)
quelconque :

(ulplu) > 0 (2.55)

Elle peut donc toujours étre diagonalisée, avec des valeurs propres positives. D’une maniere
générale, les termes diagonaux — les populations — correspondent aux probabilités de mesurer les
différents états de la base dans laquelle la matrice densité est écrite. Les termes hors diagonale
— les cohérences — témoignent d’une cohérence quantique due a une superposition des différents
états de base. Lorsque les cohérences sont toutes nulles, la matrice densité est sous forme dia-
gonale : I’état est dans un mélange statistique des états de base. Dans le cas ou ’état est pur,
un seul terme diagonal doit donc étre non nul lorsque la matrice densité est diagonalisée. La
matrice densité est dans ce cas un projecteur sur le sous-espace engendré par 1'état propre [¢) :
p=|1)(1p|. Cette propriété n’est en revanche plus vraie pour un mélange statistique : p°#p. La
grandeur

P = Tr{p?} (2.56)
définit alors la pureté de ’état. Elle vaut 1 si et seulement si ’état est pur, et est inférieure a 1

dans le cas d’'un mélange statistique. C’est donc un moyen tres rapide afin de vérifier un calcul
numérique, lorsque ’on sait par exemple que I’état final doit rester pur.
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Trace partielle et purification

Trace partielle Supposons que le systeme soit constitué de deux modes 1 et 2 ayant pour
espaces de Hilbert 71 et Ha, de bases respectives {|u,,)} et {|vg)}. Ces deux modes peuvent
correspondre par exemple & deux directions de propagation d’une impulsion lumineuse. L’espace
de Hilbert total est donc H=H1®@Hz2, de base {|un)®|vg)}. Un état quelconque de ce systeme
sera décrit par une matrice densité

P=D . Pt o[ttt | @01 (01 . (2.57)
m,m’

kK

Considérons maintenant un opérateur Il; agissant sur H;, et son extension II=I1;®Iy agis-
sant sur ’espace total H. La valeur moyenne de II est comme précédemment donnée par :

(IT) = Tr{IIp} (2.58a)
= Z(Up|®<vq\( Z Pm,m? k., k’ (ﬂ1|um>)<um/|®|vk><vk/|) [up)®|vg) (2.58b)
p.q m,m’ k,k’
= >l (32 (37 ) o) ) ) (2.580)
P mm’  q
= Try {I1,5,} (2.58d)

olt 'on a posé p1=>", v (32, Pmm’g.q) |tm) (U, et ot Tri{.} désigne la trace sur H;.

La matrice densité p; permet donc de caractériser I’état du systeme restreint & #;, en
“oubliant” le mode 2. Elle est obtenue en prenant la trace partielle de la matrice densité totale
sur Ha,

b1 = Tra{p}, (2.59)

et il est facile de se convaincre qu’elle est également hermitienne, et de trace unité.

Notons enfin que les matrices densité réduites d’un état pur bipartite intriqué seront forcé-
ment des mélanges statistiques, car sinon il serait possible d’assigner un vecteur d’état a chaque
mode, et I’état ne serait donc pas intriqué.

Purification La purification d’un systeme | | est en quelque sorte 'opération inverse
de la trace partielle. Un état mélange statistique peut en effet toujours étre interprété comme la
trace partielle d'un état pur contenant d’autres modes, pouvant étre “fictifs”. Prenons I’exemple
d’un spin 1/2 dépolarisé, de matrice densité

ﬁ:i(é (1)> (2.60)

Son espace de Hilbert H, est de dimension 2. Etendons le avec un autre espace H, de méme
dimension, et de base {|A4),|B)}, afin de former un espace total H=H,®H,. La matrice densité
donnée par (2.60) peut alors étre obtenue en prenant la trace partielle sur #, de I'état pur

|6)=5(|+2)®[A)+|—2)®|B) :

p = Trag, {10 (01} (2.61)
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L’état |¢) est une purification de p. Il s’agit d’une purification et non de la purification, car
on aurait tout aussi bien pu utiliser par exemple

o1 |A)+|B) I [A)—|B)
\é)—EHJ ® (T) + ﬁ' 2 ® ( 7 ) (2.62)

qui redonne la méme matrice densité p apres trace partielle. En fait, toutes les purifications d’un
mélange statistique donné ne different que d’une transformation unitaire appliquée sur 1’espace
ajouté pour la purification | ].

2.3.2 Fonction de Wigner
Définition

La matrice densité est une description bien adaptée pour les états naturellement décrits
en base de Fock, et pour lesquels on peut se restreindre & un sous-espace ne contenant que
quelques photons. Elle devient en revanche assez peu pratique lorsque les états sont plutot
décrits en termes de variables continues. On peut alors étre tenté d’introduire une distribution
dans un espace des phases comme on le fait classiquement. Seulement, puisque I'on ne peut
pas définir en méme temps les deux quadratures avec une précision arbitraire, contrairement a
une description classique, on pressent que 1’on risque de se heurter a quelques difficultés afin de
définir et interpréter physiquement un tel objet.

La fonction de Wigner W (x,p), pour un mode donné, n’est donc pas définie comme étant
une distribution de probabilité, mais selon un critere moins fort. La seule propriété qu’il lui est
demandée est de pouvoir obtenir la distribution de probabilité pour une quadrature quelconque
Xy, en intégrant selon I'autre quadrature | ]:

pr(zg,0) = (wg|plze) (2.63a)

= / dpg W (xgcos® — pgsin b, xgsin 0 + py cos ) (2.63b)

ou les états |rg) sont états propres des quadratures (2.32) Pour =0 cette formule se simplifie
en

pr(ao=e) = [ dpw Wiaspo) = [ dp W(a.p) = (alpla), (2.64)
et pour 6=m/2,

pr(zo=p) — / dps W (—pp,p) = / dz W(z,p) = (plBlp). (2.65)

Il est remarquable que le lien avec la matrice densité puisse ensuite étre établi uniquement
grace a la définition (2.63). On peut en effet montrer | | que la fonction caractéristique
Wlu, v|, définie comme la transformée de Fourier de la fonction de Wigner,

Wlu,v] = / dz dp W (z,p)eue—ivp, (2.66)

est reliée a la matrice densité par la relation :

Wiu,v] = Tr{pexp(—iuX —ivP)} (2.67a)
= (exp(—iuX —ivP)) (2.67b)



Outils théoriques

21

La transformée de Fourier de la fonction de Wigner est donc I’équivalent quantique de la

fonction caractéristique d’une distribution de probabilité, présentée par exemple dans |

].

Apres quelques étapes de calculs, on en déduit enfin la formule de Wigner, donnant ’expression

explicite de la fonction de Wigner a partir de la matrice densité :

11
2N0 2

iﬁ v, . v
W(z,p) = dv e (2~ |plat3)

(2.68)

Pour un état multimode p=p,® ... Py, la fonction de Wigner totale est simplement le produit

des fonctions de chaque mode :

W(z1,p1;...;2n,p8) = Wiz, p1) ... W (zn, pN)

(2.69)

Enfin, si les quadratures de N modes sont transformées linéairement en x'=Mx, ol x :=

T .
(xl, Ply---sTN,D N) est un vecteur regroupant les quadratures avant la transformation et x’ est
défini de la méme maniere pour les quadratures apres la transformation, la nouvelle fonction de

Wigner W’ vérifie

W' (x') = W(M x).

Propriétés

(2.70)

La fonction de Wigner possede de nombreuses propriétés. Nous n’allons présenter ici que les

plus importantes sans les démontrer, les démonstrations pouvant étre trouvées dans |

On montre tout d’abord que puisque les distributions de probabilité des quadratures sont nor-

malisées, la fonction de Wigner doit 1’étre également :

/ dedp W(z,p) =1

(2.71)

La généralisation de la fonction de Wigner pour un opérateur monomode A quelconque se

fait de maniere équivalente & la définition (2.68) [ ] :

1 1

,L'Vp UV, - vV
W =—— [ dv ™Mo (a—Z|Aja+2
ap) = 5yoge [ v e 2 Al )

(2.72)

Ceci permet de calculer la trace d’un produit d’opérateurs a partir de leurs fonctions de Wigner :

Tr{AB} = 2772N0/ dzdp Wa(z,p)Wg(x,p)

(2.73)

Cette formule est sans doute une des plus importantes, car elle permet d’obtenir plusieurs gran-

deurs. On peut calculer la valeur moyenne d’un opérateur,
(A) = Tr{pA} = 27r2N0/ dedp W(x,p)Wa(z,p),
et la fidélité entre un état p quelconque et un état pur |¢)) quelconque :

(1p|) = 272Ny / dz dp Wz, p)Wigy (2, p)

(2.74)

(2.75)

!
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Pour des états ayant une fidélité égale a zéro, I'intégrale ne peut étre nulle que s’il existe des
zones ou une des deux fonctions de Wigner est négative. Nous avons donc un argument simple
pour justifier que la fonction de Wigner ne peut pas étre positive pour tous les états, et que de
ce fait elle ne peut pas étre interprétée comme une distribution de probabilité. La négativité de
la fonction de Wigner est d’ailleurs un outils extrémement important pour quantifier le degré
“quantique” d’un état. Selon le théoreme de Hudson-Piquet, la fonction de Wigner d’un état pur
est partout positive si et seulement si elle est gaussienne [ ].

La purété d’un état s’obtient avec :

P = 212N, / daz dp W?(z,p) (2.76)

Enfin, on peut obtenir les éléments de matrice dans n’importe quelle base, ce qui montre
bien que la fonction de Wigner détermine entierement 1’état quantique et que sa donnée est
completement équivalente a celle de la matrice densité :

(alplt) = 272Ny [ dodp W, p) Wi (2.) (2.77)

Fonction P

Si 'on cherche a définir une représentation en prenant un analogue quantique de la fonction
caractéristique tel que (2.67), la fonction de Wigner n’est pas la seule possibilité. En fait, puisque
X et P ne commutent pas, 'exponentielle classique e ~*“*~%P peut étre “quantifiée” de plusieurs
fagons. La fonction P est la distribution de fonction caractéristique égale a | ]:

Plu,v] = Tr{pexp(—iaa’) exp(—ia*a)} (2.78)

avec la convention Ng=1/2 et a=(u + iv)/v/2. Cette fonction caractéristique est simplement
reliée a celle de la fonction de Wigner par

Plu,v] = W[u,v]e+%(“2+v2). (2.79)

En prenant la transformée de Fourier inverse, nous voyons que la fonction de Wigner est égale
a la convolution de la fonction P avec une gaussienne.

La fonction P est particulierement intéressante d’un point de vue théorique car elle permet
de “diagonaliser” la matrice densité sur un ensemble d’états cohérents®? :

p= / d%a P(a)|a)(al (2.80)

avec

Pla) = / 2B el (— | p|B)e’ o=Fe (2.81)

8. Nous introduirons les états cohérents dans la section 2.5.3. Ces états sont le pendant quantique des états
classiques des modes du champ électromagnétique d’amplitudes normales «.

9. Cette définition est en fait légérement différente de (2.78). Dans(2.81), la fonction P prend comme argument
Pamplitude o d’un état cohérent, alors que la définition (2.78) conduit & prendre comme arguments les quadratures
2=2v/NoR() et p=2v/No(cx). Dans tous les calculs ol nous utiliserons la fonction P, c’est la convention (2.81)
qui sera utilisée, qui ne dépend pas du choix de Np.
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Cette formule est valable méme si I’état est pur, pourtant elle n’utilise que des états {|a) (|}
et fait penser a un mélange statistique. Cette décomposition contre intuitive s’explique en fait
en se souvenant que d’une part les états cohérents ne sont pas orthogonaux entre eux, et en
remarquant d’autre part que la fonction P peut étre un objet mathématique plus délicat qu'une
simple fonction. Par exemple, pour un état cohérent p=|vy)(v|, qui est pourtant un état tout a
fait physique, (—5|p|5) = e*MQ*'B'QeW*B*B*V, et donc :

p«m::AMLWP;é/lﬂﬁeﬁwww—mw—f>:a%a—v> (2.82)
Pour des états non classiques, elle peut méme ne pas exister en tant que distribution tempérée
[ ]. C’est d’ailleurs une raison pour laquelle elle est difficile & reconstruire expérimen-
talement, contrairement a la fonction de Wigner qui peut 1'étre efficacement par tomographie
quantique [ ].

La fonction P nous sera tres utile lorsque nous étudierons l'utilisation d’un amplificateur
sans bruit en cryptographie quantique, aux chapitres 9 et 10.

Autres représentations

La fonction P n’est qu'une des autres représentations possibles, mais il en existe en fait une
infinité, en généralisant la formule (2.79) en :

Wlu, v, s] = W[u,v]ei(“u”% (2.83)

Une telle représentation s possede des propriétés tres proches de celles de la fonction de Wigner.
La fonction de Wigner correspond donc a s=0, et la fonction P a s=1. Nous renvoyons le lecteur
a la référence | | pour une présentation plus compléte.

Enfin, une autre fonction couramment utilisée est la fonction (), pour laquelle s=—1. Elle
est définie par :

Qla.p) = o Telpla)al} = 5 (alpla) (2.84)

avec a=(g+ip)/v/2 et la convention Nog=1/2. Ses détails sont fortement estompés par rapport &
la fonction de Wigner, car le terme exponentiel dans sa transformée de Fourier agit comme un
filtre coupant les hautes fréquences.

En fonction des situations, on pourra privilégier une des trois représentations présentées
dans cette section. Pour certains problemes théoriques, la fonction P ou la fonction @ peuvent
étre plus adaptées. En revanche d’un point de vue expérimental, la fonction de Wigner apparait
comme le meilleur compromis entre un comportement proche d’une distribution de probabilité,
et la capacité a pouvoir facilement distinguer les états quantiques.

2.3.3 Quelle description choisir ?

Nous venons de voir qu’un état quantique peut étre décrit de plusieurs manieres équivalentes.
Y en a t-il une & privilégier 7 D’un point de vue pratique, la matrice densité possede un certain
nombre d’inconvénients : il est tout d’abord assez difficile d’identifier les états quantiques “a
I'ceil”, a part pour les états de Fock ou quelques états bien connus. Il faut ensuite pouvoir décrire
correctement 1’état du champ : si la dimension du sous-espace n’est pas suffisamment grande, des
termes seront oubliés et les autres coefficients seront mal normalisés. Ce probleme de dimensions
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devient critique lorsque ’on considére plusieurs modes du champ : pour M modes représentés
dans un espace de dimension N, il faut une matrice densité de dimension (NM)2. Lorsque I'on
connait une purification de 1’état, une astuce consiste a garder les opérations de trace partielle
pour la fin du calcul et a travailler avec un vecteur d’état correspondant a la purification, plutot
qu’avec une matrice densité. Ceci permet de diminuer la dimension des objets a manipuler
numériquement.

En revanche, le gros avantage d’une représentation en matrice densité est de pouvoir simuler
directement diverses opérations quantiques appliquées sur un état, avec un formalisme matriciel.
Il existe un package pour Matlab, appelé Quantum Optics Toolbox, permettant d’utiliser un tel
formalisme tres efficacement, en définissant par exemple des opérateurs de création et de des-
truction, ou des opérateurs associés aux différents outils que nous présenterons dans ce chapitre :
lame séparatrice, squeezing, déplacement... C’est donc tout le dispositif expérimental qui peut
étre simulé simplement avec ces outils, qu’il convient néanmoins de manier avec précaution pour
s’assurer de la pertinence physique des résultats. Nous utiliserons souvent cette description pour
les diverses simulations présentées dans ce manuscrit.

La fonction de Wigner permet de résoudre certains des problemes posés par le formalisme
de la matrice densité, au prix toutefois de calculs bien plus lourds. Elle est a privilégier pour
obtenir des résultats analytiques, car dans ce cas un travail en base de Fock conduit tres vite a
une quantité de séries difficiles & manipuler et a interpréter.

Nous combinerons souvent les deux approches pour les simulations numériques de ce manus-
crit, en faisant des calculs a ’aide de la matrice densité, puis en représentant 1’état final a ’aide
de sa fonction de Wigner.

2.3.4 Distance entre états quantiques : la fidélité

Lorsqu'un des états est pur, par exemple 6=|¢)(¢|, la fidélité s’écrit simplement :
F(p,6)=(0|p|o)="Tr{p6} (2.85)

Lorsque p et q?) sont tous les deux des mélanges statistiques, I’expression précédente n’est plus
valable car elle ne permet pas de satisfaire tous les axiomes requis pour une bonne mesure de
fidélité | ]. En particulier, si p=1/2, on a Tr{pp}=1/2 alors que l'on souhaite que la
fidélité soit égale a 1 pour deux états identiques.

On peut néanmoins trouver une formule valable pour des mélanges statistiques, et qui satisfait
tous les axiomes [ , K

#(p.0)=(1e{\/V o Jﬁ}f (2.86)

Cette définition de la fidélité redonne bien sir la formule (2.85) lorsqu’un des deux états
est pur. Le probléeme qui se pose maintenant est que le calcul analytique des racines carrées de
matrices n’est pas facile (voire impossible ?), et qu’il faut souvent avoir recourt a des résultats
numériques. Cette mesure de la fidélité pour des mélanges statistiques est égale a la fidélité
maximale que 1’on peut obtenir avec des purifications des états | ] :

F(p,&)= e | (11 |92)]? (2.87)

ou Y1) et [ih2) sont des purifications respectives de p; et Ps.
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2.3.5 Mesures et POVM

En physique quantique, les mesures sont généralement associées a des observables, et décrites
par un ensemble de projecteurs orthogonaux. Il existe cependant des mesures plus générales, pour
lesquelles la condition d’orthogonalité peut étre relachée. Dans le cas général, une mesure peut
étre décrite par un ensemble d’opérateurs { M, }, vérifiant simplement

S NN, (2.88)
n

Cette condition assure que la somme des probabilités des différentes mesures soit égale a 1.
Lorsque le résultat d’une mesure sur [¢) est m, I’état est projeté sur \/%M m|1), ou la quantité

Pr=(| NI, NI, |0) (2.89)

est égale a la probabilité de succes d’obtenir m. Lorsque seules les probabilités de succes in-
terviennent dans un probleme, ou lorsque la mesure est effectuée sur un mode auxiliaire qui

est ensuite tracé, seuls les éléments {M LM n::Em} interviennent : ils définissent alors un
POVM (Positive Operator-Valued Measure). Le lecteur pourra consulter les références | 1,
[ ], et | | pour davantage de détails sur ces mesures généralisées.

2.4 Quelques transformations unitaires

2.4.1 Le déphasage

Un déphasage |n)—e~*|n) est obtenu & I’aide d’un opérateur

~

U(9) = exp[—ifa'al (2.90)

qui est équivalent a une évolution libre pendant un temps t=hf6. Cet opérateur transforme
I'opérateur destruction en

Pl g omi0Ta — geid (2.91)
et les quadratures en

X' = X cosf + Psing, (2.92a)

P = —Xsin6+ Pcost. (2.92b)

Remarque Une rotation d’un angle 6>0, fait “tourner” I’état quantique dans le sens horaire.
Une maniére de s’en convaincre est de regarder évolution d’un état cohérent : U (6)|a)=|ae~%).
En revanche, pour une méme rotation, les quadratures tournent dans le sens trigonométrique,
comme le montre (2.92).

L’explication est simple : afin de donner les mémes valeurs moyennes, 1’angle (algébrique)
doit étre le méme entre I'état et les quadratures apres la rotation (Fig. 2.1).
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FIGURE 2.1 — Action d’une rotation sur un état cohérent (gauche), et sur les opérateurs de
quadratures (droite).

2.4.2 La lame séparatrice

Une lame séparatrice est décrite par I'opérateur Usgs @) :

Ups(6)=exp [e(afa—az}*)} (2.93)

ou cos? =T, et ol les opérateurs @ et b correspondent aux deux modes de la lame sépara-
trice. Sous I’action de Ugg, les opérateurs a(&):ﬁgs(e)aUBS(e) et 5(9)20138(0)5033(9) se
transforment selon

d . VSN .
—5a(0) = Ul (0) [a, aTb—abT} Ups(6) = b(9), (2.94a)
b,a'b—ab'| Uns(0) = —a(0), (2.94b)

dont les solutions sont :

a(0) = acost+ bsind
) X (2.95)
b(#) = —asin€ + bcos
Les quadratures évoluent selon :
UITBS(O) Aaf]BS(H) = Qa cosf + Qb sin 6 (2.96a)
Uls(0)Q,Us(6) = —Q, sin6 + Q, cos 0 (2.96b)

avec Q=X ou P.
Transformation de la fonction de Wigner En utilisant (2.70) et (2.96), on voit que la
fonction de Wigner W’ de deux modes couplés par une lame séparatrice vaut

W/(:Ca?paa xbapb) = W(tl’a—Txb, IDa—"Pp, Lxp+TTq, tpb—i_rpa)a (297)
avec t:ﬁ et r=+1-T.
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2.5 Les états gaussiens
Les états gaussiens sont des états naturellement décrits par des variables continues, et pour

lesquels la fonction de Wigner est gaussienne. Ils sont entiérement caractérisés par un vecteur
regroupant leurs valeurs moyennes, et par leurs matrices de covariances.

Matrice de covariance

Les quadratures d’un état a N modes peuvent étre regroupées dans un vecteur
. .. ~ . \T
&= (Xl,Pl,...,XN,PN> , (2.98)
dont les 2N éléments vérifient
[ﬁ?i, fﬁj] = 2iN0QZ'j, (2.99)

0 1 . L .
avec )= @1?:1 ( 10 > En pratique, nous nous intéresserons principalement aux quadra-

tures d’états a un ou deux modes.
Les valeurs moyennes sont regroupées dans le vecteur

d = (&) = Tr{p &}, (2.100)

qui sera nul pour la plupart de nos états. La matrice de covariance I' est définie par ' :

Dy = gy (@i (@0 25— (@) (2.101)
1 . A .\ A
— o @08, — (@(@)) (2.102)

avec {C’,f)}zé’f)—l—f)é. Les relations de Heisenberg entre les différents modes se traduisent
alors par [ ]

r'+::2>0. (2.103)
Un état gaussien quelconque & N modes a une fonction de Wigner

1 efﬁ(xfd)TF—l(X—d)'
(27 No)V+/det T

W(z1,p1,. ., 2N, PN) = (2.104)

De nombreuses autres propriétés des états gaussiens pourront étre trouvées dans les références
[ , ]. La premiere est particulierement complete, alors que la deuxieéme est
relativement plus facile d’acces.

10. On peut aussi trouver une convention différente, avec I's; = L ({&: — (&), &; — (&;)}), ce qui conduit &
T+i No©2>0.
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2.5.1 Etats d’incertitude minimale
Relation d’incertitude pour des mélanges statistiques

Revenons sur la relation d’incertitude (2.31) : quels sont les états qui saturent cette inégalité ?
Nous allons voir que de tels états doivent étre purs et gaussiens. La plupart des ouvrages dérivent
cette relation d’incertitude en raisonnant sur un état pur | , -
Nous allons plutot suivre une autre approche, tirée de | |, permettant de traiter le cas
plus général d’un mélange statistique.

Considérons pour commencer un état p quelconque, que 'on pourra écrire sous forme dia-
gonale p=>"_ Pm|dm)(dm|. On forme les opérateurs

X =X—-(X), et P =P—(P), (2.105)

avec comme d’habitude (X)=Tr{pX} et (P)=Tr{pP}. Les variances sont obtenues naturelle-
ment grace a ces opérateurs :

A2X = Te{pR") ot A2P=Ti{pP") (2.106)
Définissons ensuite I'opérateur T5 = X—idP, avec 6€R. La positivité de p assure que :

Te{pT T} = Te{T LT} = Zky:r pTslk) = > (k|plk) = 0 (2.107)
k

avec |k)=Ts|k), puisque chaque terme (k|p|k) est positif. On a donc :

Te{pDsTL} = To{p(R°+52P°—2Nyd) } (2.108a)
= AX?4+62AP*—2Ny6 (2.108b)
>0 (2.108¢)

C’est une équation du second degré en ¢ en tout point similaire a celle que 'on peut habi-
tuellement obtenir en traitant un état pur et en utilisant la positivité de la norme. Pour pouvoir
satisfaire inégalité, le discriminant 4N —4A2X A2P doit étre positif ou nul, ce qui nous donne
la relation d’incertitude (2.31) :

AXAP>N, (2.109)

Etats d’incertitude minimale

L’égalité AXAP=Ny n’est possible que si le discriminant est nul. La solution d=s corres-
pondante qui annule (2.108) est alors s= ZQAQ(},—NO/AQP. On a alors

Ay T )
T{pT, T} = me | Ts|dm) ”2: 0, (2.110)
m

ce qui, vu que les p,, sont par définition strictement positifs, implique que ’on a pour tout m :

Tl |6m) = 0 (2.111)
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Cette derniere équation forme une équation différentielle dont la solution est unique |
] : il s’agit d’un état gaussien dont la fonction de Wigner est

1 _z=(X) _p=(P)

2AX2 2AP2 2.112
N, e : ( )

W(:Cap) =

avec A2X=sNj et AZP:%NO.

Les |¢p,) sont donc tous identiques, et un état saturant la relation d’incertitude est donc
nécessairement un état pur. En revanche, les deux quadratures ne sont pas obligées d’avoir la
méme variance pour saturer 'inégalité de Heisenberg. On parlera d’états comprimés lorsque les
fluctuations d’une quadrature sont réduites d’un facteur s, alors que celles de ’autre quadrature
sont augmentées d’'un facteur 1/s.

2.5.2 Le vide quantique

Le vide quantique |0) est 1’état fondamental du champ, lorsqu’il n’y a aucune excitation
(n=0). Comme nous le verrons, c’est le seul état de Fock qui soit gaussien. Il joue un role
fondamental en optique quantique, car il est justement présent chaque fois qu'un mode d’une
transformation est “vide”.

La valeur moyenne des quadratures est nulle, car (0@|0)=(0]a'|0)=0. En revanche, ce n’est
pas le cas de leur variance, puisque

(0| X710) = No(0](@ + a')?|0)=Ny (2.113)

On montre de méme que <O|132|0>:N0. Ainsi la variance des quadratures du vide est égale a
Ny. Elle est connue sous de nombreuses appellations : “shot noise”, “bruit de photon”, “bruit
quantique standard” ou encore “bruit de grenaille”. En conclusion, la matrice de covariance et le
vecteur déplacement sont donnés par :

d:<8> r:<é?> (2.114)

La fonction de Wigner du vide est (Fig. 2.2) :

1 I S J
Wio)(2,p) = 5-e 2 (& HP7) (2.115)

2.5.3 Les états cohérents
Définition

La nature étant intrinsequement quantique, la description classique du champ (2.4) doit
pouvoir étre retrouvée a partir des valeurs moyennes de 'opérateur champ (2.12). Les états
cohérents | , |, ou états quasi-classiques, sont les états |a) pour lesquels,

en valeur moyenne et pour un mode normal donné, ’amplitude et I’énergie du champ quantique
sont égales a celles du champ classique. Ces conditions se traduisent par :

(@ (deikl‘—iwt _ &Te—z‘k~r+iwt) o) = etk T—iwt _ ¢ —iKTHiot (2.116)

hw(a|f|a) = hw|al? (2.117)
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FIGURE 2.2 — Fonction de Wigner du vide, et densité de probabilité des quadratures X et P.

Elle sont suffisantes pour définir les états |a), qui doivent étre états propres de l'opérateur @
[Cohen-Tannoudjio7b] :

ala) = o|a), aecC (2.118)

Rappelons nous que 'opérateur a a été introduit a la place des amplitudes normales classiques.
On peut donc l'interpréter comme un opérateur donnant ’amplitude complexe du champ, en
gardant a l'esprit qu’il n’est pas une observable car il n’est pas hermitien, et que ses valeurs
propres a peuvent étre complexes.

Afin de démontrer la relation (2.118), calculons la norme de 'opérateur b=a—a appliqué sur
a [Cohen-Tannoud;ji97h] :

(alb'bla) = (alatala)—alalalla)—a* (alala) + |af (2.119)
Les conditions (2.116) et (2.117) impliquent que
(a]b'Bla) =0, (2.120)
et donc que ala)=ala).

Les états cohérents sont les états qui se rapprochent le plus de I'image classique d’une onde
plane monochromatique. Ils peuvent étre produits par un laser trés au dessus du seuil [Chiao08,
Loudon00).

Opérateur déplacement

Définition L’opérateur déplacement ﬁ(a) est défini par

D(a) = exp [adT - a*d} (2.121a)

7 A~

= exp [m[%(a)X — %(Q)P]} (2.121b)
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On voit immédiatement que bT(a):ﬁ(—a), et que ﬁT(a)ﬁ(a):H. Cet opérateur se décompose
grace a la formule de Baker-Haussdorf (annexe A) :

D(a) = e alol® gad! g—aa (2.122a)

* A

_ e+%\a|267a aeadT (2.122}))

Transformation des opérateurs Sous l'action de I'opérateur déplacement, les opérateurs
destruction et création sont transformés en (annexe A.2)

D'(a)a D) =a+a, (2.123)
D'(a) &' D(a) = &' + o, (2.123b)

ce qui implique que les quadratures sont transformées en

D (@)X D(a) = X +2/NoR(a), (2.124a)
D (0)PD(a) = P + 2/NoS(a). (2.124b)

Elles sont donc simplement déplacées d’une valeur constante par rapport aux quadratures du
vide. La variance d’une variable aléatoire ne changeant pas avec l'ajout d’une constante, les
quadratures déplacées ont toujours une variance égale a Ny. La définition (2.118) implique éga-
lement que les quadratures X et P ont des valeurs moyennes respectivement égales a 21/ NoR ()
et 2¢/NoS(a), et une variance égale a Ny. On peut alors en conclure qu’un état cohérent est un
vide déplacé :

|a)=D(a)|0) = exp

—

a&T—a*d} 10) (2.125)

De plus, & (ﬁ(a)|o>) —D(a)D'(@)aD(a)|0)=D(a)[a+a]|0)=a (ﬁ(a)yo>). L'état D(a)[0) vé-
rifie donc bien la définition (2.118).

Moments et fonction de Wigner

Les conclusions précédentes nous montrent que la matrice de covariance d’un état cohérent
est la méme que celle du vide :

d=2 Ng(ggzw r:(é ?) (2.126)

Sa fonction de Wigner est donc identique & celle du vide centrée en 2v/Npa. Remarquons que le
vide est d’ailleurs un état cohérent d’amplitude a=0.

La phase de « correspond simplement & une rotation dans ’espace des phases. Ainsi, lorsqu’un
seul mode entre en jeu, on peut la plupart du temps supposer « réel sans perte de généralité. En
revanche lorsque plusieurs modes sont concernés, la phase relative est importante et doit étre
conservée.

La fonction de Wigner d’un état cohérent est (Fig. 2.3) :

Wal(z,p) = zwlNoe_"‘}VO((z_Qm““”)2+(p‘2m°‘”)2) (2.127)
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FIGURE 2.3 — Fonction de Wigner d’un état cohérent a=1.5—1.2¢, et densité de probabilité des
quadratures X et P.

Décomposition en base de Fock

Les coefficients de la décomposition d’un état cohérent en base de Fock sont la plupart du
temps trouvés par récurrence, en utilisant les propriétés des opérateurs destruction et création.
On peut également les trouver facilement en utilisant (2.122a) et le fait que exp[—aa]|0)=|0) :

o) = ezlod® ot ) (2.128a)

— e zlal? > ()" |0) (2.128b)

n!
n

Y jiw (2.128¢)

n!

Propriétés élémentaires
Les états cohérents ne sont pas orthogonaux entre eux, car leur produit scalaire
(a|B) = e~z 2808 — o=3la—BI*+5(e"B—ap") (2.129)
n’est jamais strictement nul. En revanche, lorsque |a—f|? est grand, on pourra faire ’approxi-
mation qu’ils le sont. Ils forment également une résolution de 'unité

1/ 2a a)(a] =1, (2.130)

™

et constituent pour cette raison une base sur-complete. Cette formule peut étre utilisée pour
calculer la trace d’un opérateur [Chiao0g] :

~ 1 ~
Tr{A} = / d*a (o] Ala) (2.131)
T
Ces propriétés peuvent étre généralisées pour des états cohérents multimodes [Chiao08, Blow90,
Loudon00]. Enfin, comme indiqué dans la section 2.3.2 et avec 1’équation (2.80), les états cohé-

rents peuvent étre utilisés pour décomposer un état quantique p a l'aide de la fonction P :

b= / o Pla)|a) (ol (2.132)
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FIGURE 2.4 — Fonction de Wigner d'un état comprimé selon X, de paramétre s=0.45, et densité
de probabilité des quadratures X et P.

2.5.4 Le vide comprimé monomode
Définition

Le vide comprimé monomode |1)sq;) est un état de moyenne nulle et d’incertitude minimale,
dont une des quadratures est comprimée d’un facteur s, alors que 'autre est amplifiée d’un
facteur 1/s. Si la compression est faite selon X, on a :

A%2X = sN, (2.133a)
1

A’P = —Ny (2.133b)
S

Nous verrons que contrairement au vide, [t)gq,) contient des photons. Il peut étre obtenu par
amplification paramétrique du vide, avec un amplificateur dégénéré, comme nous le détaillerons
dans le chapitre 3.

Moments et fonction de Wigner

La définition du vide comprimé (2.133) suffit & obtenir ses moments

d:<8> 1‘:<8 133> (2.134)

et sa fonction de Wigner (Fig. 2.4) :

1 __1 ﬁ+ﬁ
Waan(1:0) = 5 e 2N°(S ”S) (2.135)

Elle a bien 'allure de celle du vide que I'on aurait comprimé dans une direction et étendue dans
Iautre.

Opérateur de squeezing

Définition L’opérateur de squeezing monomode est défini par :

S(r) = exp [2&2_2(&T)Q] (2.136)
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C’est un opérateur qui vérifie s (r)=8(—r) et s (r)S(r)=I. On montre en annexe A.3 que S(r)
peut s’écrire comme :

~

1 1 1
S(r) = exp [—Z(ELT)2 tanh r] exp [—2(25[&4—1) In(cosh r)} exp [—1—2&2 tanh 7} (2.137)

A

Transformation des opérateurs L’opérateur a(r)=S'(r)aS(r) évolue selon I'équation
St [a, a2—af2} S(r) = —al, (2.138)

dont la solution est

a(r) = acoshr — alsinhr. (2.139)

Les quadratures sont donc transformées en :

X(r)=e"X (2.140)
p p (2.141)
Ces transformations correspondent a une amplification dépendante de la phase, ce qui conduit

bien & la définition (2.133), en posant s=e~2". Le vide comprimé est donc obtenu en appliquant
S(r) sur le vide :

[saa) = ()]0} = exp | 5a*—7(ah?] 10) (2.142)

Décomposition en base de Fock

Elle est facilement obtenue en utilisant la décomposition (2.137), comme montré en annexe
A3:

|Ysqz)= \/W (— tanh 7‘> |2n) (2.143)

Ve oshr Z n!

On remarque que le vide comprimé ne contient que des nombres pairs de photons.

Remarque : Le vide comprimé n’est d’incertitude minimale que pour les quadratures selon
lesquelles il est comprimé. Si la compression est selon une quadrature X g, telle que

Xo(r)=e" Xy, (2.144a)
Py(r) = e Py, (2.144b)
on peut obtenir les variances X et P en utilisant les expressions (2.32) :

AX? = cosh 2r — sinh 2r cos 20 (2.145a)
AP? = cosh 2r + sinh 2r cos 260 (2.145D)
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2.5.5 Le vide comprimé bimode, ou état EPR
Définition

Le vide comprimé bimode |¢gpr) est un état de moyenne nulle, dont les quadratures sont
intriqguées entre elles. Deux modes optiques a et b entrent en jeux, avec des opérateurs de
quadratures X, et Py pour le premier mode, et X, et Py pour le second. Regardé 1ndependam—
ment, chaque mode ne comporte pas de compressmn En revanche, les fluctuations de X 1+X5
et P1—P2 sont comprimées, alors que celles de X 1—X 5 et P1 —|—P2 sont amplifiées :

A*X, =sNy AP =5sN, (2.146a)
1 1

A’2X_=>N, A’P_.=Z-N, (2.146b)
S S

ol A%2Q+ est la variance de la quadrature Qi:% (QliQQ), avec Q:X ou P. Le vide comprimé
bimode est une réalisation physique de ’état utilisé par Einstein, Podolsky et Rosen pour leur
fameux paradoxe | |, qui est obtenu avec s—0. Pour cette raison et par abus de langage,
il est appelé état EPR, méme lorsque s>0.

Il peut étre obtenu par amplification paramétrique du vide, avec un amplificateur non dégé-
néré | , |, ou en combinant deux vides comprimés dans des directions orthogonales
sur une lame séparatrice 50/50 | , , , ].

Bien que le vide comprimé bimode fasse partie des états intriqués les “plus simples”, il n’en
reste pas moins I’état maximalement intriqué pour une énergie donnée | , 1,
car c’est un état pur dont chaque mode réduit est dans un état thermique.

Moments et fonction de Wigner

Comme précédemment, on peut obtenir les moments du vide comprimé bimode

0 cosh2rl  —sinh2rZ
4= ( 0 ) I'= <—Sinh2rZ cosh 2rT > (2.147)

avec [=diag(1,1) et Z=diag(1, —1), et sa fonction de Wigner a partir de sa définition (2.146) :

WEPR(l"lapl, x27p2) — (%Tj\we_gﬁzo(215(761-&-962)2-%215(Pl—p2)2+2}s(x1—x2)2+2}5(p1+p2)2) (2.148)

Opérateur de squeezing bimode

Définition L’opérateur de squeezing bimode est défini par :

Sy(r) = exp {rdl;—rdTlA)T] (2.149)

11 vérifie S’;(T):SQ(—’F) et S;(T)S'Q(T):]L et on montre en annexe A.3 qu'’il peut s’écrire comme :

A

So(r) = exp —a'b' tanh r} exp [—(&Td+5Tl§+1) ln(coshr)] exp [+d5tanh r} (2.150)
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P

Transformation des opérateurs Les opérateurs a(r)=Sy(r)aSs(r) et B(T):S’;(’I")BS'Q(T)
évoluent selon

d ~ N ~ N N
—a(r) = 5s(r) [a, ab—a bT} So(r) = b, (2.151a)
.
d . ~ ~ ~ N
—b(r) = 85(r) [b,ab-a'b'| Su(r) = —a', (2.151D)
.

dont les solutions sont :

a(r) = acoshr — b' sinh r

. R (2.152)
b(r) = bcoshr — &' sinhr

Les quadratures des modes 1 et 2 sont donc mélangées entre elles sous 1'action de la com-
pression :

Xi(r) = X coshr — Xysinhr X5(r) = Xgcoshr — Xy sinhr (2.153a)
P (r) = Pjcoshr + Pysinhr Py(r) = Pycoshr + Py sinhr (2.153b)

En revanche, les différences et les sommes des quadratures sont bien comprimées ou amplifiées :
1(r)=Ps(r) = e7"(P1—P») (2.154a)
1(r)+Ps(r) = e (P1+Ps) (2.154b)

Ces transformations correspondent a la définition du vide comprimé bimode (2.146), ce qui
montre que :

) = $2(r)[0w) = exp [rab—ra'b'| [0.,) (2.155)

Décomposition en base de Fock

Puisque le vide comprimé bimode est intriqué en quadratures, il doit 1’étre également en
base de Fock. Comme montré en annexe A.3 en utilisant I’expansion de I'opérateur de squeezing
(2.150), sa décomposition en base de Fock est

lvEpR) = V1— AQZ Y n)|n), (2.156)

avec A=tanh r. Les deux modes contiennent donc exactement le méme nombre de photons. Cette
propriété est couramment utilisée pour préparer des états de Fock de maniere probabiliste : une
mesure de n photons dans un mode projette 'autre mode dans 1'état |n).

Afin de simplifier les notations et de s’affranchir du terme (—1)" dans (2.156), nous note-
rons souvent un état EPR [¢ppr)=v1-A2> "7 A\"|n)|n), ce qui correspond simplement & une
rotation dans I’espace des phases.
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Obtention avec deux vides comprimés monomodes

On peut obtenir un vide comprimé bimode a partir d’un vide comprimé monomode selon
P (donc de paramétre —r), et d'un vide comprimé monomode selon X (donc de paramétre
). Ecrivons pour cela I’état résultant du mélange de ces deux vides comprimés avec une lame
séparatrice 50/50, décrite par I'opérateur Usgs :

UpsSa(—1)284(r)0as) = UpsSa(—1) U hsUns Su(r) U fs|0) (2.157)

On utilise ensuite la relation (A.1) pour obtenir :

UpsSa(—r)Uhg = _T(&_B)Qﬂ(&tyf (2.158a)
BsSa(—r)Ups = exp | —5 5 LG .158a
~ 3 At 2T
~ A At rra+b\2 r s at+b'\2
UgsS Upe = — —_ —— 2.158b
BsSy(+7)Upg = exp +2<\/§) 2( 7 ) (2.158b)

Enfin, on vérifie que les termes des deux exponentielles commutent entre eux, ce qui permet de
les regrouper dans une seule exponentielle et d’obtenir :

UpsSa(—r)©8(r)]0) = exp [mé-m*iﬁ] 10) = 85(r)[0) (2.1592)

Notons que l'on peut également retrouver ce résultat en utilisant les fonctions de Wigner et la
relation (2.97).

2.5.6 Les états thermiques
Définition

Comme son nom l'indique, un état thermique correspond a 1’état du rayonnement lorsqu’il
est en équilibre avec un réservoir de température T | , ] :

e—BH

S (2.160)

Pth =

Avec f=1/kpT et H I'hamiltonien libre. Le nombre moyen de photons i=Tr{p,a'a} est égal
a (e/kT _1)~1 En posant i=sinh?r et A=tanhr, Pétat (2.160) s’écrit :

o0

B = (1-3%) 3 2" ) ] (2.161)

n=0

On reconnait la trace partielle sur un mode d’un état EPR de parametre r :

Pin = Tro{|[YEPR) (YEPR|} = Trp{|YEPR) (VEPR|} (2.162)

Un état thermique a donc pour purification un état EPR.
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FIGURE 2.5 — Fonction de Wigner d’un état thermique de variance V=2, et densité de probabilité
des quadratures X et P.

Quelques propriétés

Les états thermiques maximisent 1’entropie de von Neumann S(p)=— Tr{plog p} pour une
énergie (donc 7 et \) donnée [ ]. Cette propriété, associée a (2.162), fait que les états
EPR sont des états maximalement intriqués pour une énergie donnée | , l,
comme mentionné précédemment.

Pour toutes les quadratures Xy, on montre que leur variance est égale a

C14A

V—mNoz cosh(2r)Ny = (2n+1) Ny, (2.163)

et que leur valeur moyenne est nulle. Les états thermiques ressemblent donc au vide mais avec
une variance élargie. Utilisés dans un mode d’une lame séparatrice, ces fluctuations s’ajoutent a
celles du signal injecté dans I'autre mode et correspondent a un ajout de bruit gaussien.

Moments et fonction de Wigner

Les moments d’un état thermique sont

d:<8> r:(‘g‘g) (2.164)

ce qui correspond a une fonction de Wigner égale a (Fig. 2.5)

1 1 224p

2
2w NoV

Win(x,p) = e MoV . (2.165)

Décomposition sur des états cohérents

Nous aurons besoin de la fonction P d’un état thermique lorsque nous étudierons 'utilisation
d’un amplificateur sans bruit en cryptographie quantique. On peut ’obtenir en utilisant la
définition (2.81), mais cette approche est tres calculatoire. Une méthode plus simple est de
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remarquer qu'un état thermique se décompose sur des états cohérents, en utilisant (2.155) et
(2.150) (voir aussi (A.28a)) :

Pin(N) = (1-22) Ty {e 24110, (0|20} (2.1664)
=) [ @ (e 0 0l 5 (2166b)
= %(1—%) / A8 1(B]05) %[0, (0| X2 (2.166¢)
= 71T(1—A2)/ 423 e~ 10 e AT |0,) (0,7 (2.166d)

Compte tenu de (2.122a), e*/\ﬂ*&T\O@:e%"\BP|—)\6*>, et on a donc
~ 1 — * *
paN) = £ (1) [ @3 eBFOD Aty -ag, (2167)

Ensuite, on fait le changement de variable —A\3*=a, ce qui implique d?f=-—d2%a/)\2, et on
obtient finalement :

PN = — / da el |a)(al (2.168)

™

ou ﬁ:% est le nombre moyen de photons. On reconnait immédiatement une décomposition
qui permet d’identifier la fonction P :
1 1.2
P(a) = —ewlol (2.169)
™
Ainsi, contrairement au cas général, pour un état thermique la fonction P est bien égale a une
distribution de probabilité. Un état thermique est un mélange d’états cohérents de phases aléa-
toires, dont les amplitudes suivent une distribution de moyenne nulle, et de variance dépendant
de n.
On montre par un calcul similaire que la fonction P d’un état thermique déplacé de y est
égale a P(a—v) :

D(V)ﬁth(A)DT(W) = 1_/ d’a e_%‘a_7‘2|a><a| (2.170)

™

2.6 Etats non gaussiens

Les états présentés jusqu’a maintenant possédaient une fonction de Wigner gaussienne. Méme
si 'on peut combiner les différentes opérations de déplacement, squeezing, rotation, ou ajout de
bruit thermique pour former toute une classe d’états gaussiens, cela ne suffit pas a décrire tous
les états quantiques possibles. Comme indiqué dans la section présentant la fonction de Wigner,
il existe nécessairement des états non gaussiens, qui devront donc avoir des fonctions de Wigner
prenant des valeurs négatives | ].

Ces états sont extrémement importants en information quantique, car un tres grand nombre
de protocoles en ont besoin pour s’avérer efficaces. Par exemple, le calcul quantique avec des
variables continues nécessite une opération non gaussienne pour étre plus efficace qu'un ordina-
teur classique [ ]. La présence d’'un élément non gaussien est indispensable, que ce soit
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FIGURE 2.6 — Fonction de Wigner d’un état de Fock n=1, et densité de probabilité¢ des quadra-

tures X et P.
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FIGURE 2.7 — Fonction de Wigner d’un état de Fock n=2, et densité de probabilité¢ des quadra-
tures X et P.

par une évolution non linéaire de type Kerr, ['utilisation de mesures non gaussiennes, ou d’états
non gaussiens [Marck09, Braunstein05]. La distillation d’intrication pour des états gaussiens est
également impossible sans éléments non gaussiens [isert02, Fiurdsek02, Giedke02], tout comme
la correction d’erreurs [Niset09].

Parmi tous les états non gaussiens imaginables, certains se révelent particulierement utiles.
C’est le cas des états de Fock, et des superpositions d’états cohérents, que nous détaillons main-
tenant.

2.6.1 Les états de Fock

Nous les avons déja rencontré lors de la quantification du champ. Ces états peuvent étre
utilisés en tant que tels pour coder de 'information (voir section 2.7.1), mais ils sont aussi
couramment utilisés en tant que ressources pour implémenter des opérations quantiques.

Etudions maintenant quelques unes de leurs propriétés plus en détail. La fonction de Wigner
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d’un état de Fock |n) est

_ D" e (2
Wiy (2, p) = r NG e 2No L, Ny ) (2.171)
avec L, le nieme polynome de Laguerre :
- g (=)
Ln(z) =Y _CF o (2.172)

A part pour le vide |0) qui est gaussien, elle prend toujours des valeurs négatives. L’état a un
photon, qui est sans doute I'état de Fock le plus utilisé comme ressource, a une fonction de
Wigner égale a

1 2 +p? — L (a24p?
mem=%M<A%—1e%<pﬁ (2.173)

Elle est négative pour un rayon \/z2+p2<y/Np. Cette négativité disparait pour des pertes su-
périeures a 3 dB (voir par exemple [ | pour un calcul détaillé).

Les fonctions de Wigner des états |1) et |2) sont représentées sur les figures 2.6 et 2.7. Les
états de Fock n’ont pas de phase définie : ils sont symétriques et leurs fonctions de Wigner sont
invariantes par rotation. Une mesure d'une quadrature quelconque donnera toujours la méme
distribution, quelle que soit la quadrature choisie.

2.6.2 Les superpositions d’états cohérents, ou “chats de Schrodinger”

Dans sa célebre expérience de pensée [ |, E. Schrodinger s’interrogeait sur la
possibilité de mettre un chat dans une superposition quantique d’états “mort” et “vivant”, en
I’enfermant dans une boite contenant un atome instable, relié a une fiole de poison. En cas de
désintégration de ’atome, la fiole se brise et fait trépasser le chat. Puisque 'atome peut étre
dans une superposition quantique d’un état non désintégré et désintégré, le chat devrait pouvoir
également se retrouver a la fois mort et vivant. Le chat est-il dans cet état tant que ’on n’a pas
ouvert la boite ?

Utiliser un chat n’est bien str pas essentiel. Le point crucial est d’avoir un systéme suf-
fisamment macroscopique pour que nous puissions en avoir une expérience dans notre monde
classique. Le paradoxe soulevé par Schrodinger concerne davantage la possibilité de mettre des
états macroscopiques “classiques "dans des superpositions quantiques. Nous avons déja rencontré
de tels états, il s’agit des états cohérents. C’est donc naturellement qu’une superposition d’états
cohérents est appelée, par analogie, un “chat de Schrédinger”.

Une telle superposition est définie par

o) = A (lad+e™l-a)), (2.174)

avec /\/':1/\/2(1—}—6*2@‘2 cos ¢). Les états sont pris de méme amplitude, car on peut toujours s’y
ramener pour des états d’amplitudes quelconques avec un déplacement. La fonction de Wigner
associée & |enat) s'écrit

1
e—m(z2+p2)

_ 20 2ap
Wehat(z,p) = (e 2ol cosh (S )+ cos ——0 > . (2.175)
27TNO (1+672|a|2 CoS ¢) (\/NO) (\/NO )
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FIGURE 2.8 — Fonction de Wigner d’un chat impair, «=3.5, et distribution de probabilité des
quadratures X et P.

Ces états n’ont pas qu’'un intérét fondamental, ils sont aussi particulierement utiles en infor-
mation quantique [ , |. Deux superpositions particulieres sont souvent utilisées,
les chats pairs |t)chat+) €t impairs |[t)chat— ), appelés ainsi en raison de leurs distributions de pho-
tons :

e—lal?/2 2 2k
) = Ao (Ja)-00) = 2SS 2176)
€ k=0 :
- | VBelaP2 2 gk
[eas—) = N (Ja)=|—a)) = Vo= P \/(2k+1)!|2k+1> (2.177)

Un chat pair (resp. impair) ne contient donc qu'un nombre pair (resp. impair) de photons. Leurs
fonctions de Wigner sont représentées sur les figures 2.8 et 2.9. Ces deux états sont de plus
strictement orthogonaux entre eux quel que soit «, ce qui n’est pas le cas de |a) et |—a).

2.7 Application a I'information quantique

L’utilisation des propriétés quantiques pour le traitement de I'information est un domaine
relativement récent, qui a commencé a réellement se développer vers la fin des années 1990. On
peut distinguer deux grands domaines : le calcul quantique, et les communications quantiques.

Le calcul quantique [ | exploite certaines propriétés quantiques fondamentales,
tel que le principe de superposition, afin de résoudre certaines taches exponentiellement plus
rapidement qu’avec un ordinateur classique. Parmi les protocoles les plus courants, citons par
exemple ’algorithme de Shor | ] pour la factorisation en nombres premiers, I’algorithme de
Grover | | pour la recherche dans une base de données non triée, ou encore ’algorithme
de Deutsch-Jozsa | , ].

Les communications quantiques, de maniere générale, sont “I’art de transférer un état quan-
tique d’'un endroit a l'autre” | |. La téléportation quantique | , ,

, ] en est un parfait exemple. Le principe est de transférer 1’état quan-
tique d’une particule (atome, photon, ...) & une autre particule similaire située & un autre
endroit, en utilisant un état intriqué comme ressource et en faisant des mesures de Bell. La
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FIGURE 2.9 — Fonction de Wigner d’un chat pair, a=3.5, et distribution de probabilité des
quadratures X et P. On note que les oscillations ont une phase différente de celles d’un chat
1mpair.

cryptographie quantique est également une branche importante des communications quantiques
[ , |. Le principe commun & tous les protocoles est d’échanger des états quan-
tiques entre deux partenaires, traditionnellement appelés Alice et Bob, afin de pouvoir établir
une clé secrete grace aux mesures effectuées sur ces états. Nous aurons ’occasion de revenir plus
en détail sur les principes de cryptographie quantique au cours du chapitre 7.

Dans tous ces différents domaines de 'information quantique, il existe néanmoins un déno-
minateur commun : la maniere d’encoder I'information, qui peut étre discrete, ou continue.

2.7.1 Variables discreétes

On parle généralement de variables discretes lorsque I'information est encodée dans un sous
espace de dimension finie, associé a un spectre discret. Le codage utilise deux états quantiques
orthogonaux pour former un qubit, généralisant ainsi la notion de bit classique. Ces deux états,
traditionnellement dénommés |0) et |1), correspondent aux deux valeurs 0 et 1 d’un bit classique.
Alors que classiquement un bit ne peut prendre qu’une seule de ces deux valeurs a la fois, la
physique quantique autorise une superposition quelconque a|0)+3|1), avec |a|?+|3|?=1. Cette
possibilité de superposition est au coeur des algorithmes de calculs quantiques surpassant leurs
homologues classiques. Les qubits peuvent étre formés a 'aide d’une multitude de systémes
physiques : niveaux atomiques dans des ions ou des atomes neutres, matériaux supraconducteurs,
molécules, ... et bien str avec les états du champ lumineux.

Les états de Fock, discrets par natures, peuvent étre utilisés pour former un qubit en utilisant
simplement les états |0) et |1), contenant respectivement zéro et un photon. Cet encodage pose
toutefois de nombreux problemes technologiques (efficacité des détecteurs pour détecter le vide,
effet des pertes, ...) qui peuvent étre en partie contournés en utilisant un encodage avec un
photon dans deux modes différents, par exemple deux états de polarisation |H) et |V).

Pour le calcul quantique, cet encodage permet de réaliser tres simplement les portes quan-
tiques & un qubit (par exemple les rotations, la porte de Hadamard) a ’aide de lames séparatrices
et de lames a retards. Nous reviendrons plus en détail sur ces portes dans le chapitre 6 concer-
nant la caractérisation d’une porte de phase. Les photons uniques ont de plus ’avantage d’étre



44 CHAPITRE 2

relativement résistants au bruit, et de permettre des transformations donnant une tres bonne
fidélité | ]. L’inconvénient majeur est par contre la difficulté & faire interagir les photons
pour former des portes a deux qubits. Les matériaux non linéaires ne présentent pas une efficacité
suffisante pour assurer un couplage entre deux photons uniques, si bien que d’autres alternatives
doivent étre utilisées. L’'une d’entre elles est par exemple 'utilisation de non linéarités géantes

dans les atomes de Rydberg | , ]. Une autre approche trés prometteuse est
d’utiliser des non linéarités induites par des mesures | ) , ], associées
avec le principe de la “téléportation de portes quantiques” | ]. Une opération quan-

tique arbitraire peut alors étre réalisée avec de 'optique linéaire et des compteurs de photons,
mais de maniere probabiliste. Un fonctionnement “quasi déterministe” est en théorie possible,
mais nécessite une quantité de ressources difficilement intégrable a grande échelle, méme si des
améliorations du protocole existent | .

De nombreux protocoles de communications quantiques utilisent un encodage discret sous
forme de qubit. Outre les protocoles de téléportation quantique [ , |, ci-
tons par exemple le fameux protocole de cryptographie quantique BB84 | ]. Le principe
est relativement simple : Alice choisit aléatoirement un des quatre états |0), 1), |+>:%( 10)+ 1)),
ou ]—}z%( |0)—|1)), qu’elle envoie ensuite & Bob. Ce dernier choisi aléatoirement une base de
mesure {|0), |1)} ou {|—), |+)}, qu’il révele ensuite & Alice, en gardant le résultat de sa mesure
secret. Tout un ensemble d’algorithmes classiques permettent ensuite d’extraire une clé parfaite-
ment secrete d’un éventuel espion, dont la taille dépend bien sir des conditions expérimentales.

En plus de la faible interaction entre photons uniques, les variables discrétes posent un certain
nombre de défis technologiques qui ne sont pour I'instant pas compléetement surmontés. Un des
plus importants est que les photons uniques sont difficiles a produire de maniére déterministe

dans un mode précis. De nombreuses sources de photons existent [ ], mais en général
le photon est soit émis de maniere déterministe mais dans un mode aléatoire (par exemple
avec des atomes piégés | , , ], ou les centres NV du diamant

[ , 1), soit émis dans un mode précis mais de maniere non déterministe (par
exemple avec la fluorescence paramétrique).

La détection est un autre facteur limitant des variables discretes. Le détecteur le plus courant
est la photodiode a avalanche (APD), qui indique plutot la présence “d’au moins un photon”
sans en préciser le nombre, avec une efficacité d’environ 50 %. D’autres systémes permettent de
résoudre le nombre de photons avec une meilleure efficacité, mais au prix d’une mise en ceuvre
technique contraignante et/ou d’une plus grande lenteur (par exemple les détecteurs de types
VLPC | ], ou supraconducteurs | ).

2.7.2 Variables continues

Les variables continues comprennent les états naturellement associés & un spectre continu.
Nous en avons présenté plusieurs, pour la plupart gaussiens, et qui présentent ’avantage de pou-
voir étre facilement produits expérimentalement. Les mesures associées sont également beaucoup
plus simples que pour les variables discretes, puisque de simples photodiodes suffisent pour me-
surer leurs quadratures avec une détection homodyne (dont nous présenterons le principe dans
le chapitre suivant). Le codage de I'information est ici analogue au codage analogique classique.
Comme ce dernier en revanche, le bruit et les pertes sont plus difficiles a contrer, car les états y
sont beaucoup plus sensibles.

Il existe de nombreux protocoles basés sur les variables continues : la téléportation quantique
[ , |, mais aussi la cryptographique quantique, dont un des protocoles
ne nécessite que des états cohérents | , ], et bien str, le calcul quantique
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[ , ].

Le calcul quantique avec des variables continues est une généralisation d’un “ordinateur ana-
logique” classique. La réalisation d’un hamiltonien arbitraire, nécessite au moins une opération
non linéaire | |, par exemple de type Kerr, qui ne préserve pas la structure gaussienne des
états. En contrepartie, un ordinateur “gaussien”, comportant des états gaussiens et des trans-
formations gaussiennes n’apporte pas d’amélioration sur le temps de calcul car peut étre simulé
sur un ordinateur classique | |. Cet élément peut étre un hamiltonien d’ordre supé-
rieur a un quadratique, I'utilisation de mesures non gaussiennes, ou encore d’états non gaussiens
[ ]. C’est dans une certaine mesure le pendant en variable continue du théoreme de
Gottesman-Knill [ ], selon lequel un calcul limité & des transformations du groupe de
Clifford sur des qubits peut étre simulé classiquement.

Afin d’utiliser les avantages des variables continues, tout en bénéficiant des avantages d’un
codage avec des variables discretes, des approches hybrides se sont développées | ]. Le
principe est d’encoder un qubit dans deux états décrits par des variables continues, tel que
des superpositions d’états comprimés | ], ou des superpositions d’états cohérents
[ , , |, avec |0)=|—a) et |1)=|a). Cette derniere méthode sera étudiée
plus en détail dans le chapitre sur la caractérisation de la porte de phase. Ces approches hy-
brides ne sont toutefois pas sans poser quelques difficultés, notamment pour réaliser des portes
a plusieurs qubits ou pour préparer les ressources nécessaires.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils théoriques de base nécessaires a la description
du champ, a la fois en termes de variables discretes, qu’en termes de variables continues. Nous
verrons dans le reste de ce manuscrit comment les deux approches peuvent étre combinées, afin
d’ouvrir de nouvelles perspectives en information quantique.
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Le dispositif expérimental
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3.1 Présentation du dispositif

3.1.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent plusieurs exemples d’états quantiques, parmi les-
quels les états non gaussiens qui sont essentiels en information quantique. Voyons maintenant

comment les produire expérimentalement, et les caractériser.

La production d’états non gaussiens peut étre réalisée de plusieurs manieres. La premiere
serait d’utiliser une source qui les produit directement. Si cela peut étre envisageable pour des
états de Fock, cette méthode reste toutefois limitée pour la production d’états plus “exotiques”,
tels que les chats de Schrodinger, ou d’autres superpositions. La seconde maniere, plus couram-
ment utilisée, est d’utiliser un élément non gaussien induisant une évolution non gaussienne. On
peut alors partir d’un état gaussien, facile a produire, et le faire évoluer jusqu’a I’état recherché.
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Une évolution non gaussienne déterministe requiert de fortes non linéarités. Un couplage
d’ordre deux préservant la structure gaussienne, il est nécessaire d’utiliser au moins un couplage
d’ordre trois tel que l'effet Kerr. Malheureusement, il n’existe pas pour l'instant de technique
permettant d’avoir un tel couplage de maniere suffisante. L’autre solution consiste alors a utili-
ser des mesures non gaussiennes pour induire les transformations recherchées. Cette technique,
non déterministe, offre de plus une grande versatilité puisque 1’on peut appliquer différentes
transformations en changeant simplement les mesures effectuées.

Il reste alors a partir d'un état gaussien. Si les états cohérents sont les états les plus simples
a produire, ils n’ont pas non plus un potentiel tres important pour pouvoir y appliquer des
transformations induites par des mesures non gaussiennes. Si l’on préleve une partie du faisceau
a l'aide d’une lame séparatrice, les deux modes de sortie ne sont pas intriqués, et un condition-
nement sur un des modes n’aura aucun effet sur le second. Apres les états cohérents, les états
purs gaussiens les plus simples sont les états comprimés, monomodes ou bimodes, et sont utilisés
dans la plupart des expériences d’optique quantique.

La production de ces états se fait le plus simplement par amplification paramétrique optique
[ , , |, en utilisant un couplage non linéaire du second ordre. Afin d’obtenir
des non linéarités suffisantes, deux méthodes sont utilisées. La premiere est d’utiliser un laser
continu, et de placer les cristaux dans des cavités pour multiplier le nombre de passages. Les états
produits sont de tres bonnes qualités, mais cette méthode présente plusieurs inconvénients. Les
différentes cavités doivent étre verrouillées entre elles, et les modes quantiques sont fréquentiels,
ce qui nécessite d’appliquer un filtrage sur les données.

La seconde méthode est d’utiliser des impulsions laser trés courtes (femto ou picoseconde)
avec de tres fortes puissances instantanées, suffisantes pour n’effectuer qu’un seul passage. Outre
le fait de ne plus avoir besoin de cavités, cette méthode procure également un échantillonnage
temporel naturel, bien adapté pour les communications quantiques.

Notre dispositif expérimental est basé sur la production d’états comprimés monomodes et
bimodes en régime impulsionnel. Les états quantiques sont ensuite produits grace a des mesures
non gaussiennes, appliquées par exemple sur un des modes du vide comprimé, ou en prélevant
une partie du faisceau. Nous détaillerons chacun de ces éléments dans la suite de ce chapitre.

3.1.2 Le dispositif expérimental

L’outil de base de notre dispositif est le laser impulsionnel. Les impulsions femtosecondes (de
longueur d’onde 850 nm) sont crées dans une cavité contenant un cristal de titane-saphir, puis
extraites a ’aide d’une cellule de Bragg. Elles ont ensuite plusieurs utilités. La majeure partie de
la puissance sert a produire un faisceau bleu a 425 nm par doublage de fréquence (SHG) dans un
premier cristal non linéaire d’ordre deux. Ce faisceau bleu joue ensuite le réle de pompe pour le
deuxieéme cristal non linéaire servant d’amplificateur paramétrique optique (OPA), utilisé dans
toutes nos expériences jusqu’a présent.

L’OPA est I'outil de base pour la production des états. En configuration dégénérée, il produit
un vide comprimé monomode, et en configuration non dégénérée, un état EPR. Le dispositif apres
I’OPA est adapté en fonction des expériences, en utilisant principalement des miroirs, des lames
a retard, et des cubes séparateurs de polarisation pour séparer ou recombiner les faisceaux.
Nous disposons de deux systémes de photodiodes & avalanche (APD), qui se comportent comme
des “détecteurs” de photons, et permettent d’appliquer les transformations non gaussiennes. Ces
transformations sont destructives, puisque les photons sont absorbés.

Une petite partie du faisceau prélevée en amont sert a la caractérisation du laser : puissance,
spectre, profil temporel, et éventuellement profil spatial. Une autre partie sert de sonde pour les
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réglages et les alignements, et peut, selon les expériences, servir d’état cohérent (passant dans
I’OPA, ou utilisé apres). Enfin, environ 5% sert d’oscillateur local pour mesurer les états avec les
détections homodynes. Selon les expériences, une seule ou deux détections peuvent étre utilisées.

Nous disposons donc d’un dispositif complet pour produire des états non classiques, et les
analyser.

o5/5 Télescope
150 60 l / GSH Réseau 100

100 g 60 Filtre
4‘{' APD

Laser

60 135

T

Autocorrélateur

N2
Cale
piézo
i

A Fibre monomode

s.;-

Platinede —»

Spectrométre translation Détection

homodyne

FIGURE 8.1 — Schéma du dispositif expérimental.

3.1.3 La source laser
Le laser impulsionnel

Nous utilisons un laser impulsionnel Coherent Mira 900, en configuration femtoseconde,
pompé par un laser Coherent Verdi V5, a une puissance d’environ 4.2 W (Fig. 3.2).

Le laser fonctionne normalement & une cadence de 76 MHz. Pour augmenter la puissance des
impulsions, la cavité est étendue avec un cavity dumper Pulse Switch de la société APE Gmbh,
qui permet aux impulsions de faire plusieurs passages avant d’étre extraites avec une cellule
de Bragg. Un boitier externe permet de controler 'extraction, en jouant principalement sur la
puissance, la durée, et la phase de I’onde RF venant moduler I'indice de réfraction de la cellule
de Bragg par effet acousto-optique.

L’impulsion se forme en verrouillant les différents modes longitudinaux de la cavité par effet
Kerr : lorsque tous les modes sont en phase, I'intensité créte est plus importante et le passage
dans le cristal de titane-saphir induit une auto-focalisation du faisceau. En plagant une fente de
largeur réglable dans la cavité, on favorise ainsi la formation d’une impulsion, qui est ensuite ré-
amplifiée a chaque passage, et davantage focalisée. Un mécanisme de démarrage permet d’initier
automatiquement ce verrouillage de modes : en changeant l'orientation d’une petite plaque de
verre placée dans la cavité, on change sa longueur effective, et on favorise 'apparition de plusieurs
modes longitudinaux, qui permettent ensuite d’avoir suffisamment de puissance pour 'effet Kerr.
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Mira Optima g9oo-F / Mira 900-5

FIGURE 8.2 — Schéma de la cavité du Mira 900, tiré de sa documentation technique.

Longueur d’onde 850 nm (réglable)

Largeur spectrale entre 3 et 4 nm

Durée des impulsions | environ 200 fs (auto-corrélation)
Puissance moyenne entre 33 et 38 mW

Cadence de répétition | 800 kHz (réglable)

Puissance créte ~ 250 kW

Energie par impulsion | ~ 40 nJ

TABLE 8.1 — Caractéristiques du laser MIRA 900.

Un systeme de filtrage permet de sélectionner la longueur d’onde centrale des impulsions,
réglée pour nous a 850 nm. La dispersion est compensée par un train de prismes réglables.
Les principales caractéristiques du laser sont données dans la table 3.1.

Spectre des impulsions

Le spectre est controlé a ’'aide d’un spectrometre optique Advantest Q8384 avec une réso-
lution de l'ordre de 50 pm. La longueur d’onde centrale est réglée sur 850 nm en utilisant le
systeme de filtrage du laser. Elle peut légerement dévier de temps en temps, mais elle est en
général tres stable. La forme du spectre dépend en revanche beaucoup du réglage de 'onde RF
pour l'extraction de I'impulsion. La figure 3.3 montre un profil typique que 'on peut obtenir.
Lorsque la puissance de sortie du laser est trop importante, la forme gaussienne peut devenir
plus aplatie sur sa partie supérieure avec un profil plus en dents de scie. Dans ce cas, il faut
ajuster la phase de I'onde, et/ou jouer sur 'ouverture de la fente.

Auto-corrélateur

Nous utilisons un auto-corrélateur PulseCheck 15 de la société APE Gmbh pour controler
la durée des impulsions. Le principe de fonctionnement est schématisé sur la figure 3.5. Le
faisceau est d’abord séparé a l’aide d’une lame semi-réfléchissante. Un des bras introduit un
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FIGURE 8.8 — Spectre du laser femtoseconde.

décalage temporel 7 et un décalage spatial. Les deux bras sont ensuite superposés de fagon
non-colinéaire dans un cristal non linéaire du second ordre, qui produit un faisceau doublé
d’intensité I, (7) = [ dtl,(¢)I,(t+7), mesuré par un photo-multiplicateur. On reconstruit le
signal en balayant le décalage 7.

L’auto-corrélateur ne donne pas directement acces au profil temporel, mais permet quand
méme d’obtenir une information sur la durée de 'impulsion. En faisant I’hypotheése d’un pro-
fil en sécante hyperbolique sech? = cosh™2, on montre que la largeur & mi-hauteur mesurée
par I'auto-corrélateur Arpwnm,ac et celle de 'impulsion Arpwiw sont reliées par Arpwnam =
AtpwamMm,ac/1.543.

L’auto-corrélateur permet également de détecter d’éventuelles doubles impulsions, résultant
d’un mauvais réglage du laser. Pour cela, on peut balayer manuellement le délai 7 sur une plage
de 100 ps.

Profil spatial

Le profil spatial est controlé a 1’aide d’un profilometre BP109-UV de la société Thorlabs,
qui donne le profil selon deux axes orthogonaux. Un profil typique est montré sur la figure 3.6.
Une dégradation peut étre due a un mauvais réglage de la cellule de Bragg. En particulier,
lorsque qu’une double bosse apparait, c’est en général parce que les impulsions ne sont pas bien
superposées dans la cavité du laser. Il peut aussi arriver que le faisceau soit 1légerement coupé
car trop proche du bord d’un miroir. On peut alors jouer sur la hauteur et I'angle du cristal
pour améliorer le profil, voire sur les miroirs de fin de cavité.

Un mauvais alignement sur les optiques peut aussi étre la cause d’un mauvais profil spatial.
Il faut en particulier controler la sortie de chaque télescope utilisé pour modifier la taille du
faisceau.

On peut aussi controler le faisceau a 1’ceil avec un viseur infrarouge, lorsque sa puissance
n’est pas suffisante pour utiliser le profilometre. C’est le cas par exemple pour le faisceau sonde
servant a 1’alignement.
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3.2 Transformations unitaires : optique linéraire

Nous présentons ici les principales transformations unitaires utilisées dans notre expérience.
Certaines ont déja été abordées dans le chapitre décrivant les outils théoriques. Nous donnons
ici une description plus expérimentale.

3.2.1 Déphasage

Un déphasage est obtenu tres simplement en modifiant la longueur parcourue par le faisceau.
Plusieurs platines de translation permettent d’introduire des déphasages dus a plusieurs centi-
metres, ce qui nous donne une plage suffisante pour pouvoir réussir a superposer temporellement
les différents faisceaux utilisés dans notre dispositif. Pour une longueur L, le déphasage introduit

est =2TL, et les quadratures se transforment selon 'opérateur U (6) défini en (2.90) :

X' = X cosf + Psing (3.1a)

~/

P = _—Xsinf+ Pcost (3.1b)

Plusieurs cales piézo-électriques permettent de balayer la phase du faisceau, pour les réglages
des interférences, des cristaux non linéaires, ou pour les mesures homodynes.

3.2.2 Lame séparatrice

FIGURE 8.7 — Lame séparatrice.

Elle est constituée d’une lame de verre traitée pour réfléchir une fraction R de linten-

sité du faisceau. Son action est décrite par I'opérateur ﬁBs(G):exp[H(dTB—dl;T)] (2.93), avec
f=arcosy/T, qui transforme les quadratures selon :

Q,=Q.VT+QVR (3.2a)
Q,=-Q.VR+QNT (3.2b)

avec Q:X ou P. Les quadratures X et P ne sont pas couplées entre elles. En ’absence de
pertes, on a T+R=1. En pratique, les pertes sont faibles (< 0.25%), et les lames sont traitées
afin de minimiser la dispersion des impulsions.

Lorsque qu'un des modes d’entrée de la séparatrice est vide et que 'on oublie la partie
réfléchie du faisceau, on modélise des pertes pour le faisceau transmis. Cette modélisation est
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extrémement générale, et peut étre utilisée chaque fois que des pertes affectent un état ou une
mesure. Pour un signal décrit par un opérateur a, les pertes se traduisent donc par

a' =VTa ++1-Tay, (3.3)

ou ag est un mode vide entrant dans la deuxieme voie de la séparatrice.

Pour justifier cette modélisation des pertes, 'approche suivie par la référence | ]
est particulierement simple et élégante. Il suffit de postuler qu’un état cohérent |«) est trans-
formé en un état cohérent |v/T'a) comme on peut s’y attendre classiquement. La linéarité
des pertes et la décomposition d’un état quelconque avec la fonction P suffisent ensuite a
montrer 'analogie avec une lame séparatrice.

3.2.3 Lames demi-onde \/2 et quart-d’onde \/4

Ce sont des lames biréfringentes, qui déphasent les composantes de polarisation selon 'axe
rapide et l'axe lent. Pour un angle ¢ entre la verticale et 'axe lent, la lame demi-onde (\/2)
ajoute une phase de m, et réalise la transformation

Q) = @y cos2¢ + Qy sin2¢ (3.4a)
QAQ/ =—Qpsin2¢ + QV cos 2¢ (3.4b)

avec Q=X ou P. Cette transformation est trés similaire & celle réalisée par une lame sépara-
trice (3.2). La seule différence est que les modes sont séparés en polarisation, au lieu de ’étre
spatialement.

Une lame quart-d’onde (A/4) ajoute une phase de 7/2 entre 1’axe rapide et I’axe lent, trans-
formant une polarisation linéaire en une polarisation elliptique, et vice versa. La transformation
des quadratures est

s/

X/H 1 cos 2¢ 0 sin 2¢ Xy

Py | | —cos2¢ 1 —sin2¢ 0 Py (3.5)
X,v B 0 sin 2¢ 1 — o8 2¢ Xy ’
p’v — sin 2¢ 0 cos 2¢ 1 Py

3.2.4 Cube séparateur de polarisation (PBS)

Xa V;P(L,V Xb,Han,H

Xy v, Pyyv Xo,m, Pou

FIGURE 3.8 — Cube séparateur de polarisation.
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Il s’agit d’un cube formé de deux prismes accolés, qui sont séparés par un traitement di-
électrique. La polarisation verticale est réfléchie, alors que la polarisation horizontale, qui arrive
sous une incidence proche de Brewster, est transmise. Le principe méme de son fonctionnement
empéche d’avoir a la fois une bonne transmission et un bon taux de réjection des polarisations.
La transmission est typiquement de 95-98%, et les taux de réjection de 1/100 a 1/1000.

Utilisé avec une lame A/2, ’ensemble se comporte comme une lame séparatrice, dont on
peut régler la transmission en tournant la A/2. Les faisceaux peuvent également suivre le méme
chemin optique avant d’interférer, ce qui leur permet de subir les mémes fluctuations de phase.
Pour les calculs, un ensemble A/2 4+ PBS sera traité comme une lame séparatrice, et décrit par
un opérateur similaire a (2.93).

3.3 Transformations unitaires : optique non linéaire

Afin de produire nos états gaussiens comprimés, nous avons besoin d’un cristal non linéaire du
deuxiéme ordre. Ce cristal est lui méme pompé par un faisceau a 425 nm, obtenu par doublement
de fréquence du faisceau laser infrarouge a ’aide d’un premier cristal non linéaire d’ordre deux. A
chaque fois, ces cristaux servent de médiateurs pour échanger de I’énergie entre le faisceau pompe,
et deux modes, appelés signal et idler (complémentaire). Pour assurer une bonne conversion,
il faut pouvoir satisfaire deux conditions élémentaires : la conservation de 1'énergie w,=ws+w;,
et I'accord de phase k,=k,+k;. Pour cela, on utilise des cristaux biréfringents, pour lesquels
on modifie l'orientation et / ou la température. En fonction des conditions permettant 1’accord
de phase, on favorisera ainsi un fonctionnement dégénéré, ou les modes signal et idler sont
identiques, ou non dégénéré, ou ils sont séparés spatialement.

Nous utilisons deux cristaux de niobate de potassium K NbO3 de 100 um d’épaisseur, de la
société F'FEGmbh. Ils présentent des caractéristiques intéressantes pour nos applications (table
3.2), avec un fort coefficient non linéaire, et une absence totale de walk off (accord de phase
non critique). Ces cristaux sont biréfringents biaxiaux et traités antireflets pour nos longueurs
d’ondes. Ils sont coupés perpendiculairement a ’axe a. Leur accord de phase est colinéaire de
type I (ooe) : les faisceaux signal et idler sont polarisés selon ’axe ordinaire b, et le faisceau
pompe selon ’axe extaordinaire c.

L’accord de phase est obtenu en réglant la température du cristal (Fig. 3.9 (b)). Les cristaux
sont placés dans des enceintes & vide pour éviter la condensation (Fig. 3.9 (a)), et sont refroidis
par effet Peltier.

Coefficient non linéaire | deg=12 pm/V
Indice de réfraction Np =" 20w=2.281
GVD 0.38 fs?/um
GVM 1.2 ps/mm

Seuil de dommage 2 GW /cm?

TABLE 3.2 — Caractéristiques des cristaur de KNbOs. La GVD (Group Velocity Dispersion)
décrit l’étalement de limpulsion di a la dispersion; la GVM (Group Velocity Mismatch) rend
compte de la différence des vitesses de propagation des ondes pompe et signal/idler de par leurs
fréquences différentes.

Les tailles des faisceaux peuvent étre ajustées a ’aide de plusieurs télescopes de la société
Thorlabs, modele BE02-05-A pour le bleu et BE02-05-B pour le rouge (zoom x2 & x5).
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FIGURE 3.9 - (a) Enceinte a vide contenant le cristal de KNbOs3 ; (b) Température d’accord de
phase en fonction de la longueur d’onde [Zysset92].

Une étude détaillée des montages présentés ci dessous peut étre trouvée dans les theses de
Jérome Wenger [Wenger(da] et Alexei Ourjoumtsev [Ourjoumtsev(7al.

3.3.1 Génération de seconde harmonique (GSH)

La génération de seconde harmonique permet de créer le faisceau bleu a 425 nm. Le cristal
est dans une configuration d’accord de phase dégénéré, afin de convertir deux photons infra-
rouge en un photon bleu. Théoriquement, ’efficacité de cette conversion devrait atteindre 90%
[WengerO4a). En pratique, lefficacité maximale observée a été de 32% pour un waist de 16
pm. Cette limitation est due a plusieurs effets parasites, tel que I'absorption a deux photons,
qui diminue l'efficacité de conversion lorsque la focalisation dans le cristal est trop importante
(Fig. 3.10) [WengerO4a, Ourjoumtsev07a, Ferreyrollla]. Les effets photo-refractifs [Reeves9l]
sont également responsables d’une dégradation du mode spatial due a une modification locale
de l'indice de réfraction. Pour limiter ces effets, il peut étre nécessaire de défocaliser le faisceau,
et de translater transversalement le cristal afin d’utiliser une autre zone.

Apres avoir effectué plusieurs essais, un waist wg=20 pm dans le cristal, correspondant a une
efficacité de conversion d’environ 20%, donne un bon compromis entre la puissance et la qualité
du profil spatial obtenues pour le faisceau bleu. Afin d’éliminer les photons infrarouges résiduels
qui pourraient aller vers ’OPA, on utilise une série de filtres laissant passer le bleu avec une
efficacité de 80%, et bloquant I'infrarouge avec une transmission de 10716, Au final, la puissance
de bleu disponible se situe aux alentours de 4 mW.

3.3.2 Amplification paramétrique optique (OPA)

L’amplification paramétrique optique correspond a la conversion d’un photon pompe en
deux photons infrarouges. Comme pour la GSH, en fonction des conditions d’accord de phase,
on privilégie soit un régime dégénéré ou les photons sont émis par paires dans le méme mode,
soit un régime non dégénéré ou les photons sont émis par paires dans deux modes différents.

Lorsque le mode signal ou idler n’est pas vide, ’OPA produit une amplification dépendante de
la phase en configuration dégénérée, et indépendante de la phase en configuration non dégénérée.
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FIGURE 3.10 - (a) Efficacité de conversion en fonction de la puissance moyenne incidente; (b)
Efficacité de conversion en fonction de la défocalisation. Les ronds et les carrés correspondent
respectivement a des waists 8um et 16pum dans le cristal. Données tirées de [ /

En sortie du cristal, le faisceau amplifié a la méme fréquence ws que le signal, et l'idler a une
fréquence w;=w,—w,. L'utilisation d’un faisceau sonde classique permet de régler le dispositif et
I’alignement avec la pompe.

Le cristal est placé dans un montage identique a celui du GSH. Le rapport des waists entre
la pompe et le signal est un compromis entre la qualité du mode de sortie, et le gain de 'am-
plification. Si le rapport est trop grand, le gain sera trop faible. En revanche, s’il est trop petit,
les bords du faisceau ne voient pas la méme intensité de pompe, et sont donc amplifiés diffé-

remment (phénomene de gain induced diffraction | ]). Un rapport empirique d’environ
wp:ﬂws donne un bon compromis | ]. Pour nos expériences, nous serons dans des

conditions similaires, avec un waist de pompe w,=15 pm et un waist signal w,=12 pm.
On peut raisonnablement faire ’hypothése d’une pompe classique et non déplétée, et ’hamil-
tonien d’interaction s’écrit dans ce cas, avec un traitement multimode [ , , ]:

~

W = —m/ d®k; d®ky ®(ky, k)al (ky)al (ko) + hec (3.6)

Le terme ®(ky,k;) tient compte de tous les parametres de U'interaction : puissance de la pompe,
caractéristiques du cristal, accord de phase, ... Un traitement multimode complet permet une mo-
délisation tres fine des imperfections expérimentales, mais devient vite fort complexe. La plupart
du temps cependant on pourra avec une bonne approximation faire un traitement “monomode”,
en couplant seulement deux modes impulsionnels as et a@;. On a alors I’hamiltonien

Wi = ihlnb (asai - agaj) (3.7)
pour la configuration non dégénérée, et
Wi = indp (a2 - af?) (3.8)

pour la configuration dégénérée. Pour une longueur d’interaction L, en posant r:g:NDL ou
r/ 2=(pL, les opérateurs d’évolution en représentation d’interaction prennent respectivement
la forme des opérateurs de squeezing monomode (2.136), ou bimode (2.149). On rappelle que
pour un squeezing monomode, les quadratures se transforment en

CIRCEAI

w S
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et pour un squeezing bimode, elles se transforment en

X~ X’; e 000 XX,
P; 1::', | 0 er 00 P,—P; (3.10)
X +X; 0 0 e 0 X +X;
PP 0 0 0 e PP,

Lorsque les modes signal et idler sont vides, les états produits par fluorescence paramétrique
correspondent donc a des vides comprimés dans le cas dégénéré, et a des états EPR dans le cas
non dégénéré. L’émission est ici fortement multimode, puisqu’il n’y a pas de fréquence particuliere
du mode signal stimulant I’émission. Nous verrons que 'on peut malgré tout se ramener a un
traitement monomode modélisant efficacement les imperfections.

Modélisation des imperfections

Plusieurs imperfections expérimentales font que 1’état produit par ’OPA ne correspond pas
tout fait & (3.9) ou (3.10). Une des contributions majeures provient d’un mauvais recouvrement
de la pompe et du signal, produisant des photons “solitaires” au lieu d’étre par paires, qui se
comportent comme du bruit. Une autre contribution importante vient également du caractere
fortement multimode de la fluorescence paramétrique, qui fait que la compression n’est pas
définie pour un seul mode, mais pour tout une série de modes différents du mode sélectionné
par la détection homodyne.

Un modele empirique donnant de trés bons résultats consiste & modéliser ’OPA réel par un
OPA parfait “monomode” de parametre r, suivi d’une amplification parfaite de gain h=cosh?yr
indépendante de la phase. Les modeles associés aux configurations dégénérées et non dégénérées
sont schématisés sur les figures 3.11 et 3.12. Nous verrons au chapitre 8 qu’une amplification
indépendante de la phase ajoute nécessairement du bruit, méme si elle est parfaite. Dans une
certaine mesure, elle permet donc de modéliser les photons solitaires dont nous avons parlé.

On peut donc se ramener & un traitement monomode en modélisant donc I’état produit par
I’OPA parfait en configuration dégénérée par un vide comprimé exp [%&2—%dw] |0), et 1'état
produit en configuration non dégénérée par un état EPR exp [r&B—T&TI;T] |0). Le mode @ n’est
pas une propriété de ’'OPA en soit, mais dépend du mode homodyne. L’amplification parasite
se fait ensuite en appliquant un OPA non dégénéré exp|yr(aé—a'é’)] sur chacun des modes de
sortie (un ou deux) de I’'OPA parfait, et en tracant sur le mode fictif é.

Nous présentons un modele simplifié de traitement multimode en annexe B.1, qui permet
de comprendre l'origine de r, et . La référence | | fournit un modele multimode
plus complet, permettant de justifier rigoureusement la validité de ce modele empirique .

Configuration dégénérée

La configuration dégénérée correspond aux mémes conditions d’accord de phase que pour la
GSH. On peut accéder aux parametres de 'amplification r et v en utilisant une sonde classique,
qui permet d’optimiser les réglages et 'alignement avec la pompe. En balayant la phase de la
sonde avec une cale piézoélectrique modulée a environ 80 Hz, on mesure le gain maximal gy, et
minimal gn.x de 'amplification a l’aide d un oscilloscope. En 'absence d’amplification parasite,
on devrait avoir gmin=e 2"=s et gmax=e>"=1 /s, et donc un produit gmingmax=1. En pratique,
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FIGURE 3.11 — Modélisation de I’OPA imparfait en configuration dégénérée.

Détection homodyne

imparfaite
Détection homodyne

imparfaite

|||||||||||||||||||||||||||||||

Gain parasite

||||||||||||||||||||

r
OPA parfait

érée.

g

FIGURE 3.12 — Modélisation de I’OPA imparfait en configuration non dégén
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on a plutdt gmingmax == 1.03. En utilisant le modele de la figure 3.11, ces gains valent :

Gmin = €~ 2" cosh? ~yr = hs (3.11a)
gmax = €7 cosh® yr = % (3.11b)
En inversant ces équations, on obtient r et v :
= o120
v = % arcosh ((gmingmax)ﬂ (3.12b)

Ces gains gmin €t gmax sont montrés sur la figure 3.13 (a) en fonction de la puissance de
pompe. Ils donnent ici un parametre v=0.6 relativement constant, traduisant le fait que le
recouvrement entre la pompe et le signal dépend peu de la puissance de pompe. La figure 3.13
(b) montre le parametre r en fonction de la racine carrée de la puissance de pompe. Le fait qu’il
passe en dessous de la droite théorique est la signature d’effets parasites, principalement une
absorption multiphotonique | ].

Gains dégénérés (Jpmin €t Imax)

Parameétre de compression (r)

0 2 P (mW)
pompe
(a)
FIGURE 3.13 - (a) Gains gmin €t gmax en fonction de la puissance de pompe [ /.
La pente de 0.26 mW /2 est obtenue & partir des 6 premiers points ; (b) Paramétre r en fonction
de la racine carrée de la puissance de pompe [ /.

Configuration non dégénérée

La configuration non dégénérée s’obtient en modifiant I’accord de phase, en abaissant la
température d’environ 6°C et en translatant le faisceau pour avoir un angle d’environ 5° avec la
pompe. En pratique, on part de la configuration dégénérée, puis on translate le faisceau jusqu’a
ce que les oscillations de 'amplification dépendante de la phase disparaissent.

Le gain paramétrique vaut G=gh=cosh?r cosh? yr. Sa variation est linéaire avec la puissance
de pompe : G~1+7%(1++%)=1+a2P, pompe; avec a=0.21 mW /2, comme le montre la figure 3.14.

Théoriquement, les variances des quadratures X 0t X 1 et Po - P1 sont comprimées avec un
gain gnin=s, alors que les variances des quadratures X 0— X 1 et Po + P1 sont anticomprimées
avec un gain gmax=1/s. En pratique, on montre que 'amplification parasite h modifie ces gains
selon | ] :

gmin = hs +h—1 (3.13a)

h
Imax = g +h—-1 (313b)
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Enfin, la table 3.3 montre des valeurs typiques obtenues pour les caractéristiques de ’OPA.

115
) ]
g ]
2 110
D —
E -
S -
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S 1,05
£ -
© .
O ]
100 -
1+ r 1+ ° "1 1
0 2 3
Ppompe (mW)
FIGURE 3.14 — Gain paramétrique en fonction de la puissance de pompe [ /.
Parametre Valeur typique
Puissance de pompe ~4 mW
Gain paramétrique (non dégénéré) G~1.05—-1.20
Gain minimum (dégénéré) Jmin==0.51 — 0.59
Gain maximum (dégénéré) Imax~1.96 — 2.07
Produit des gains Jmingmax~>1.03
Compression r~0.3 —0.35
Gain parasite v=05—-0.9

TABLE 3.8 — Valeurs typiques des caractéristiques de I’OPA.

3.4 Détection et mesures projectives

Nous présentons maintenant les mesures que nous pouvons effectuer sur nos états quantiques.
Elles sont de deux natures : les mesures non gaussiennes sont utilisées pour préparer des états
quantiques & partir des états de ’'OPA. Nous disposons pour cela de deux APD, servant de
détecteurs de photons. Les mesures gaussiennes servent ensuite a caractériser les états produits.
Elles sont réalisées avec une ou deux détections homodynes.

3.4.1 Détection homodyne
Principe

A Theure actuelle, il n’existe pas de technologie permettant de mesurer 'amplitude d’un
champ électromagnétique aux fréquences optiques. En revanche, des méthodes interférométriques
permettent de mesurer ’amplitude d’une enveloppe évoluant moins rapidement. Pour nos états
quantiques, cette enveloppe correspond aux quadratures, et on peut les mesurer en utilisant une
détection homodyne.

Elle permet de mesurer les quadratures du champ grace a une interférence avec un faisceau
intense de référence, appelé oscillateur local. Le signal a mesurer et 'oscillateur local interferent
sur une lame séparatrice 50/50 mélangeant leurs quadratures, qui sont mesurées a l'aide de
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photodiodes. En mesurant les deux intensités dans les deux voies de sortie de la séparatrice, on
obtient deux photocourants

A 1 1 1 /1o »

3 At OL

1+ X §IOL + 5 sQs + 5 FOXS|OL7 (314)
ol a, correspond au mode du signal. La différence de ces photocourants est donc proportionnelle

a la quadrature X sjor, du signal dans le mode de la détection homodyne, définie par la phase

de l'oscillateur local. En balayant celle-ci, on peut mesurer n’importe quelle quadrature X s,0 du
signal.

Ainsi, les quadratures peuvent étre mesurées avec des composants optiques standards, et de
simples photodiodes. C’est un intérét majeur par rapport a la mesure du nombre de photons, qui
a beaucoup contribué au développement des variables continues. Contrairement & un fonctionne-
ment en régime fréquentiel | , |, on ne peut pas s’affranchir des bruits techniques
a basses fréquences en filtrant les mesures. Notre fonctionnement impulsionnel requiert de tra-
vailler dans le domaine temporel avec des détecteurs larges bandes, et bien sir de minimiser le
bruit et les pertes.

Modélisation théorique

Commencons par donner quelques justifications permettant d’aboutir a I’équation (3.14) en
régime impulsionnel. Nous mettrons ainsi en lumiere une propriété fondamentale d’une détection
homodyne : elle n’est sensible qu’aux composantes du signal dans le méme mode que 'oscillateur
local, en agissant comme un filtre.

L’oscillateur local est d’abord mélangé avec le signal sur une lame séparatrice 50/50, ce qui
transforme les opérateurs de leurs modes selon

~ a =1 (a, a
oL a—(k) = 75 (as(k) — aor(k)

On mesure ensuite l'intensité dans les deux voies de sortie. Sous certaines approximations, on
montre en annexe C qu’un photocourant est proportionnel au nombre total de photons dans les
modes excités. Les photocourants dans les deux voies de sorties sont donc donnés par

Be / Pk al (k) (k), (3.16)
dont la différence correspond au signal de la détection homodyne :
IDH = 14 — 1_ (3.17a)
x / &’k al, (k)a (k) — / Pk al (K)a_ (k) (3.17b)
_ / d*k (af(K)aon (k) + ady (k)as(k)) (3.17¢)

Un filtre pour le mode du signal Puisque nous sommes en régime impulsionnel, on peut
définir un opérateur destruction aor, lié au mode de loscillateur local,

dor, = / Pk gy (K)aor (k). (3.18)
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ol o, correspond a ’enveloppe normalisée du mode. Si loscillateur local est suffisamment in-
tense, d’intensité ! Ior,, on peut remplacer aor (k) par sa valeur moyenne {(aor,(k))=v/ToLaor (k).
La différence des photocourants (3.17c) devient alors égale a

i = v/Tor / @k (aor(k)al(k) + oy, (K)as(k) ). (3.19)

(’est donc un opérateur proportionnel & opérateur de quadrature X :(ciTchi)\/No du signal
dans le mode de loscillateur local défini, par

d= / ®k oy (k)as(k). (3.20)

La détection homodyne agit donc comme un filtre qui ne sélectionne que la composante du
signal qui est dans le mode spatiotemporel de I'oscillateur local. En déphasant 'oscillateur local
de —0, (aor(k)) est transformé en /Toraor(k)et®, et la différence des photocourants devient

proportionnelle a
i IoL ¢
—Xy. 3.21
i o 4 7 X (3:21)

Une détection homodyne permet donc de mesurer n’importe quelle quadrature Xy.

Imperfections

Pertes Les pertes sont modélisées par une lame séparatrice de transmission /7. Au total, elles
peuvent provenir de quatre contributions :
— Les pertes optiques (7)opt=20.87), dues aux imperfections des traitements anti-reflets, aux
pertes dans les cubes séparateurs de polarisation, ...
— Lefficacité quantique des photodiodes (7)quant=0.95), correspondant & la probabilité qu'un
photon incident crée un porteur de charge.
— L’adaptation des modes ou mode matching (Nmeq=20.83), due & un recouvrement imparfait
entre le mode du signal et le mode de l'oscillateur local. Elle peut étre mesurée avec les
interférences de deux états cohérents de méme amplitude : le contraste donne directement

Vmod | J

Voyons comment un recouvrement imparfait se traduit par des pertes. Supposons que
le mode signal s’écrive

é= / A’k ¢f (k)as(k), (3.22)

et utilisons une identité triviale afin de décomposer le mode de l'oscillateur local sur
celui ci? :

aor, = (gulaor)s + (aor—{g.laor)es) (3.23)

Puisque c’est le mode oscillateur local qui est mesuré, c’est bien lui qui doit étre dé-
composé sur le mode signal, et non I'inverse. On vérifie facilement que les deux vecteurs

1. En toute rigueur, on devrait plutot parler de nombre de photons.
2. Le recouvrement entre les modes est noté (¢s|aor) par abus de notation. Il est défini par | d’ke? (k)aor (k).
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de la deuxieme partie de (3.23) sont orthogonaux. Supposons maintenant que (¢s|aor)
soit réel et positif, de maniére & pouvoir poser

Vimod=(¢s|aor). (3.24)

On peut écrire le deuxieme membre de (3.23) en fonction d’une fonction ¢ normalisée
et orthogonale a ¢,

aor—(¢s|aor)ds = |laor—(¢s|aor)s|| d3, (3.25)

dont la norme s’exprime tres simplement en fonction de 704 :

laoL—(dslaor)ésl* = 1 = nmoa (3.26)

Le mode oscillateur local s’exprime donc en fonction du mode signal selon

QOL = 4/Thmod ¢s + V 1—"mod ¢va (327)
ce qui se traduit par
d = \/lmod €+ v/1=Nmoa &" (3.28)

avec &= [ d®k ¢t (k)a(k).

Puisque tout le signal est par définition dans le mode é, le mode &t est vide. On
reconnait la transformation associée a une lame séparatrice de transmission 7,04, qui
est donc équivalente a un mauvais recouvrement de modes.

— Le bruit électronique (7e1ec=20.99), que 'on peut modéliser par des pertes lorsque 1'on uti-

lise les mesures homodynes du vide pour normaliser les données | ) ].

Au final, nous obtenons une efficacité d’environ n=noptMquant TmodMelec™=0.68+0.04, qui peut fluc-

tuer selon les expériences, principalement a cause du mode matching, tres sensible a la superpo-
sition spatiale et temporelle du signal et de 'oscillateur local.

Bruit de l'oscillateur local Pour un oscillateur local bruité Ior+dlor, 1'équation (3.14)
donne une mesure proportionnelle & v/Ior,+0/oL X 501, On pourra donc négliger les fluctuations
si elles sont faibles devant I'intensité moyenne.

Mauvais équilibrage Le principe interférométrique de la détection homodyne nécessite que
les intensités de 'oscillateur local soient égales dans les deux voies de sortie de la séparatrice pour
pouvoir s’annuler. Si celle ci n’est pas réellement 50/50, mais a une transmission T:%—i—e, la diffé-

rence des photocourants devient proportionnelle a I]?,—OLX' o+2€(1, OL—l—dl&S) ~ %X o+2elor,.

Puisque Xy prend des valeurs de 'ordre de /Ny, l'effet du déséquilibre sera négligeable si

e<<3 \/}OT. Dans notre cas, la puissance de 1'oscillateur local est d’environ 20 uW, ce qui équi-

vaut & ~10® photons par impulsion. L’équilibrage doit donc étre meilleur que 1074,

Montage

Montage optique Nous disposons de deux détections homodynes, dont le schéma du montage
optique est présenté sur la figure 3.15. Un premier cube séparateur de polarisation permet de
diriger le signal et 'oscillateur local vers les deux détections. Il permet également de séparer les
composantes du signal dans les polarisations H et V, ce qui nous sera utile pour mesurer les
quadratures d’un état EPR. L’OPA en configuration non dégénérée produit un état dont les deux
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FIGURE 3.15 — Schéma du montage optique des deuz détections homodynes. Illustration tirée de
[Ferreyroll1a).

modes sont séparés spatialement, mais de méme polarisation. En tournant I'une d’entre elles de
90°, on peut superposer les faisceaux sans qu’ils interferent, et les diriger vers les détections
homodynes avec le méme chemin optique, avant lesquels ils sont séparés a nouveau. Un couple
de lames \/2 et A/4 permet de régler la proportion et le déphasage de l'oscillateur local allant
vers les deux détections, qui peut étre réglé en mesurant un état cohérent de faible amplitude.

Pour chaque détection homodyne, les interférences avec I'oscillateur local sont effectuées avec
un couple A/2 - cube séparateur de polarisation, afin de pouvoir équilibrer précisément les voies.
La polarisation du faisceau transmis est remise a la verticale afin de limiter les pertes, et les
réflexions sur les photodiodes sont récupérées par un jeu de deux miroirs qui les renvoient sur
celles-ci.

Acquisition Les faisceaux sont mesurés par des photodiodes Hamamatsu S3883, ayant une
bonne efficacité quantique (94.5%), et un faible courant d’obscurité (28 pA). Elles sont polari-
sées en inverse a +6 V. Ces tensions sont réglables afin d’égaliser les capacités parasites. Les
photocourants sont directement soustraits par une loi des nceuds, puis amplifiés par le circuit
présenté sur la figure 3.16. Il est concu pour avoir une bande passante suffisante pour résoudre
les impulsions individuelles a 800 kHz, tout en ayant un bruit suffisamment bas pour ne pas
perturber les mesures (2.5 mV en écart-type).

L’acquisition des données est effectuée avec une carte National Instrument PCI-6110, dispo-
sant de 4 voies analogiques, auxquelles les APD sont également branchées. Elle permet d’acquérir
jusqu’a 5 millions de points par seconde, avec un bruit négligeable de 0.1 mV en écart-type. Un
signal TTL provenant du laser et synchronisé avec les impulsions a l'aide d’une ligne a retard
permet de déclencher ’acquisition.

Les mesures sont ensuite controlées par des programmes spécifiques a chaque expérience,
écrits en C++. Pour les réglages du dispositif, on utilise le logiciel Igor.
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FIGURE 3.17 - (a) Détection homodyne équilibrée (échelle : 50 ns/div et 50 mV/div). (b) Dé-
tection homodyne déséquilibrée (échelle : 200 ns/div et 500 mV /div).

Equilibrage L’équilibrage de la détection doit étre précisément réglé avant les expériences.
Pour cela, on égalise I'intensité des deux voies avant les photodiodes avec la A/2, de maniére &
ramener a zéro la valeur moyenne du signal observé sur un oscilloscope (Fig. 3.17). On vérifie
ensuite que le signal ne présente pas trop de bruit technique provenant du laser en effectuant une
transformée de Fourier du signal avec Igor. Le cas échéant, ce bruit peut étre réduit en modifiant
les réglages de la cavité, ou en ajustant la position des faisceaux sur les photodiodes. L’équilibrage
est ensuite testé en vérifiant que la variance du vide mesurée augmente bien linéairement avec
la puissance de l'oscillateur local (Fig. 3.18).

1500,

10001

5001

Variance du bruit (mV?2)

0 5 10 15 20 25 30
Puissance OL (pW)

FIGURE 8.18 — Test de calibration : variance du vide en fonction de la puissance de 'oscillateur

local.



Le dispositif expérimental 67

3.4.2 Photodiode a avalanche

Les photodiodes & avanlanche (APD) se comportent comme des détecteurs de photons, sans
toutefois pouvoir les compter : un clic traduit la présence d’au moins un photon, sans en indiquer
le nombre. Leur fonctionnement est basé sur un principe d’avalanche : un photon crée une paire
électron-trou, qui est ensuite accélérée par une tension de polarisation inverse. Cette paire peut
a son tour créer d’autres paires qui sont également accélérées, et qui, par effet d’avalanche, pro-
duisent un courant macroscopique qui est ensuite converti en une impulsion TTL. Les avalanches
n’étant pas controlées, il n’est pas possible de distinguer les contributions de plusieurs photons.
Cette incapacité a compter n’a pas été problématique pour les expériences réalisées avec notre
dispositif. Au besoin, un multiplexage spatial avec deux APD permet de détecter la présence
d’au moins deux photons, ce qui est suffisant pour la plupart des états produits. Les APD sont de
plus tres simples a mettre en ceuvre et ne nécessitent pas de cryostat, contrairement a d’autres
dispositifs plus sophistiqués (tels que les VLPC | ], ou utilisant des supraconducteurs
[ )-

Nos expériences utilisent deux APD Perkin Elmer SPCM-AQR-13, d’efficacité quantique
~45%. Leur courant d’obscurité (dark count) d’environ 200 coups par seconde, est ramené a
environ 10-15 coups par seconde par synchronisation avec un signal TTL provenant du laser.
Elles ont un temps mort de 50 ns, ce qui ne nous pose pas de probléeme puisque nos impulsions
sont séparées de 1.25 us.

Bien que la fluorescence paramétrique soit fortement multimode, nous avons vu que la dé-
tection homodyne permet de se ramener & un modele monomode grace au filtrage qu’elle réalise.
Ce filtrage n’est en revanche pas présent pour les APD, qui peuvent étre déclenchées par des
photons provenant de tous les modes. Afin de réaliser un conditionnement dans le mode de la
détection homodyne, il est nécessaire d’utiliser un dispositif de filtrage, spatial et fréquentiel. Le
filtrage spatial est réalisé a 'aide d’une fibre optique monomode de 2 metres, sélectionnant le
mode TEMgg. Un réseau de diffraction (efficacité 90%) couplé a une fente de largeur réglable
placée au foyer d’une lentille de focale 100 mm (transmission globale ~ 30%) permet ensuite
d’appliquer un filtrage fréquentiel d’environ 1 nm de largeur spectrale, centré autour de la fré-
quence d’une sonde dans le méme mode que 'oscillateur local. Au final, Vefficacité globale est
d’environ 10%.

Malgré le systeme de filtrage, le conditionnement peut quand méme étre déclenché par des
photons non corrélés, ou provenant d’autres modes. Cet effet sera modélisé en supposant que
le conditionnement provient du bon mode avec une probabilité £, qui peut étre interprétée
comme une pureté modale, et qu’il provient d’autres modes avec une probabilité 1—£. Si un
conditionnement APD dans le bon mode induit une transformation £ (p), alors qu'une absence
de conditionnement est décrite par £X(p), la transformation totale avec un filtrage imparfait
sera

P = €7 (p) + (1-O)EX(p). (3.29)

Une APD parfaite est modélisée par un POVM contenant deux éléments II; et Iy, qui
correspondent respectivement a la présence d’au moins un photon, et & une absence de condi-
tionnement :

I, =1—10)(0] = ) _ |n)(n] (3.30a)
n=1

~

Iy = |0)(0] (3.30b)
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Pour une efficacité de détection A, un conditionnement est réussi si au moins un photon
parvient jusqu'a UAPD. Pour un état |n), la probabilité qu’au moins un photon soit détecté est
1—(1-X)". Le POVM associé au conditionnement est alors :

I, [1—(1=\)"] |n)(n] (3.31)

I Il
i

Iy =1 - 1T, (3.32)

L’efficacité des APD a tres peu d’influence sur la qualité des états produits par conditionne-
ment : elle influe principalement sur le taux de succes. De toute maniere, nos états ne contiennent
que tres peu de photons, et on s’arrange en général pour que la probabilité que plus d’un photon
arrive sur ’APD soit négligeable. Ainsi, pour une faible efficacité, le photon ne sera tout simple-
ment pas détecté. En revanche, il nous est impossible de faire un conditionnement sur ’absence
de photon.

3.4.3 Soustraction de photon

Les opérateurs destruction @ et création a' ne sont pas que de simples outils théoriques : ils
peuvent étre appliqués expérimentalement sur un état quantique. Les bases de notre expérience
ont été posées au cours de la these de J. Wenger, avec ’obtention d’une statistique non gaussienne

en soustrayant un photon du vide comprimé monomode | |. Le dispositif a ensuite été
optimisé lors de la these d’A. Ourjoumtsev qui a obtenu des fonctions de Wigner négatives,
produisant ainsi des “chatons de Schrodinger” | |, et qui a également démon-

tré une augmentation d’intrication en utilisant une soustraction de photon [ ].
J. Neergaard-Nielsen et al. ont également préparé des superpositions de vide comprimé et de
vide comprimé soustrait d’un photon | |, en utilisant une combinaison de
soustraction et de déplacement. Citons également V. Parigi et al., qui ont démontré expérimen-
talement les relations de commutation bosoniques [é,a@']=1 en utilisant une combinaison de
soustraction et d’addition de photon [ ]. L’addition de photon a également été utilisée
dans notre groupe, afin d’étudier la non gaussianité d’un état cohérent auquel on a ajouté un
photon [ , ].

Montrons maintenant comment réaliser une soustraction de photon avec une lame séparatrice
et une APD. Nous utiliserons ce principe pour la caractérisation expérimentale de la porte de
phase, au chapitre 6. Le principe consiste a prélever une tres faible partie du signal a ’aide
d’une lame séparatrice ayant une transmission proche de 1, et a détecter un photon dans le
mode réfléchi. Si la réflectivité est suffisamment faible, I’état résultant est soustrait d’un photon.

On rappelle que Popérateur associé A la lame séparatrice est Upg= exp [H(dTB—dET)], ou a
est le mode de I’état p auquel on veut soustraire un photon, et b est un mode vide. L’application

de ﬁBs, suivie de la détection d’au moins un photon sur la voie APD (mode 13) avec I'opérateur
M, = Hb_’0b> <0b‘7 donne un état

~ ~ R -~ T -~ ~ ~ R ~ -I- ~
MU s (5@ 10000, Ol N, = (M,05103) ) 5 (06T 1M ) (3.33)
Pour T~1, on peut développer Ugs au premier ordre :

Ups ~ [+ 0(a’b—ab') (3.34)
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On a donc :
N, Os)05) = (T,—(0,)(0]) (1 + 0(a'b-ab) ) 0,) (3.35a)
= (1-100) (0s1) (100) 01} (3.35D)
= —0ally) (3.35¢)

Avec ce développement, I’équation(3.33) devient alors égale a
02apa’ © [1,)(1y]. (3.36)

Apres trace partielle sur le mode 5, I’état du mode a est donc finalement proportionnel a dp”&T.

La qualité de la soustraction dépend de la validité du développement : si T" est trop faible, il
faut prendre en compte les termes d’ordres supérieurs en 6. Nous avons également considéré une
APD parfaite. Une efficacité de détection inférieure & un ne change pratiquement que le taux
de succes, du moment que T est suffisamment proche de 1. On pourra consulter la référence
[ ] pour un calcul plus détaillé.

On peut aussi se convaincre tres facilement du principe de la soustraction de photon en
regardant 'action de Ugg sur un état |[n)[0) | ]:

Opslna)|05) = 3 \/Oht5 ()" ko) In—hy) (3.37)
k=0

avec t=v/T et r=v1—T. Lorsque t~1, le terme d’ordre un en r (réflexion d’un photon) corres-
pond a k=n—1. Si r est suffisamment petit pour que 'on puisse négliger les termes d’ordres
supérieurs, et que ’on conditionne sur la détection d’un photon dans le mode réfléchi, 1’état final
est

(1,|Ups [yn>\o>} = —n " rjn—1,), (3.38)

puisque C?~1=n. Si on a "~ 1~1, on retrouve le fait que |n) est transformé proportionnellement
a y/n|n—1), ce qui correspond bien & l’application de a.

En pratique, une transmission 7=0.9 assure un bon compromis entre le taux de succes et la
qualité des états produits.

3.5 Conclusion

Nous disposons a présent d’un dispositif permettant de préparer et de mesurer une grande
variété d’états quantiques, utilisant a la fois les outils des variables discretes et continues. Nos
états de base sont gaussiens : il peut s’agir d’états cohérents, provenant du laser fortement
atténué, de vides comprimés monomodes, ou d’états EPR, produits par P’OPA.

De nombreux protocoles d’information quantique font appel a des états non gaussiens. Notre
dispositif a permis d’en produire un certain nombre, grace a des mesures non gaussiennes
implémentées par nos APD | , , , ,

|. Fort de ces préparations, nous pouvons également utiliser ces états comme res-
sources, afin de réaliser des protocoles élémentaires d’information quantique | ,
|, ou encore pour étudier et caractériser certaines propriétés quantiques | ,

; J-
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Nous disposons également d’un ensemble d’outils théoriques nous permettant de modéliser
nos états et les imperfections de notre dispositif. De ce fait, nous pouvons d’abord simuler une
expérience afin d’en estimer la faisabilité, puis déterminer les parametres clés a optimiser pour
le réglage du dispositif, et enfin comprendre 'origine des imperfections.
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4.1 Introduction

Considérons une piece de monnaie un peu spéciale : lorsqu’on la lance, elle retombe sur le
coOté pile avec une probabilité p, et sur le coté face avec une probabilité 1—p. Dans le cas extréme
ou p=1, la piece retombera a chaque fois sur le coté pile, et un lancer ne nous apprendra rien
puisque nous connaissons son résultat a I’avance. En revanche, lorsque p=1/2, nous n’avons plus
aucune information. A chaque fois, nous obtenons un des deux résultats possibles avec la méme
probabilité. Si 'on associe la valeur 0 au résultat pile, et 1 au résultat face, chaque lancer nous
apprend un bit d’information. Intuitivement, lorsque p=0 ou p=1, nous n’obtenons aucun bit
d’information, et pour une valeur intermédiaire de p, nous obtiendrons une information comprise
entre 0 et 1 bit.

A travers cet exemple, nous avons vu que l'incertitude associée au tirage d’une variable
aléatoire peut étre quantifiée en terme de bits d’information. La théorie de I'information classique
formalise ces notions, et permet aussi de décrire les corrélations entre deux variables aléatoires
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et de calculer I'information maximale qu’il est possible d’en extraire. En se basant sur les mémes
concepts, la théorie de l'information quantique généralise la notion d’information a des états
quantiques.

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts principaux de ces deux théories de I'infor-
mation. Une tres bonne introduction détaillée peut étre trouvée dans le livre écrit par Nielsen

et Chuang | ]. Le lecteur pourra également consulter I'ouvrage de Vedral [ ],
qui fournit une approche plus concise, ou encore le cours de Preskill | ], un peu plus
technique.

4.2 Information classique

4.2.1 Entropie de Shannon

Considérons une variable aléatoire classique X donnant les résultats {x;} avec des proba-
bilités {p;}. On dit aussi que chaque valeur z; est un symbole, appartenant a ’alphabet {z;}.
L’entropie caractérise 'incertitude ou 'imprévisibilité avant le tirage, ou de maniere équivalente,
I'information apportée par le résultat du tirage. Elle est définie par | ]

H(X) = _sz' logs pi- (4.1)

L’unité de cette mesure est le bit, binary unit. Cette définition provient de quelques propriétés
que 'on demande a une mesure de 'incertitude. On veut en particulier que la mesure de l'incer-
titude de deux variables aléatoires indépendantes soit additive, ce qui justifie I'utilisation d’un
logarithme.

L’entropie est reliée aux ressources physiques nécessaires pour stocker ou transmettre un
message. Asymptotiquement, il est possible de stocker un message de N symboles en utilisant
N H(X) bits physiques, avec une erreur tendant vers 0 lorsque N tend vers U'infini | ].
Chaque symbole de I’alphabet apporte donc en moyenne H(X) bits d’information.

4.2.2 Entropie de deux variables aléatoires

Pour deux variables aléatoires X et Y, on définit I’entropie conjointe

H(X,Y) ==Y p(z,y)log, p(x,y). (4.2)
z,y

C’est une mesure de l'incertitude totale pour le couple de variables aléatoires (X, Y"). Lorsqu’elles
sont indépendantes, on a H(X,Y)=H(X)+H(Y).

Lorsque X et Y sont corrélées, la connaissance de 'une d’entre elles, Y par exemple, réduit
I'incertitude qu’il reste sur X. L’incertitude restante sur X, connaissant ’information apportée
par Y, est donnée pas ’entropie conditionnelle

H(X|Y) = H(X,Y) - H(Y). (4.3)

Elle est nulle quand X et Y sont parfaitement corrélées. C’est en moyenne la quantité de bits

par symbole manquante avec un code optimal pour parfaitement décrire une chaine de symboles
de X sachant Y | .
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4.2.3 Information mutuelle

Considérons un couple de variables aléatoires (X,Y). Nous avons vu que ’entropie condi-
tionnelle de X sachant Y correspond a l'incertitude restant sur X, connaissant Y. Plutot que
de considérer I'incertitude, on peut également s’intéresser a I'information que X apporte sur Y.
Cette information correspond a l'incertitude sur X, moins 'incertitude restante sur X connais-
sant Y, et définit ["information mutuelle :

I(X:Y) = H(X) - HX|Y) (4.4a)
= H(Y) - HY|X) (4.4b)
= H(X)+H(Y) - H(X,Y) (4.4c)

C’est le nombre de bits par symbole appris sur X en connaissant Y. Inversement, c’est aussi ce
que 'on sait de Y connaissant X. C’est une mesure de leurs corrélations, symétrique en X et
Y, correspondant a la quantité maximale de bits que l'on peut en extraire.

4.2.4 Quelques propriétés de base de ’entropie

Les différentes entropies possedent de nombreuses propriétés que l'on peut trouver par
exemple dans la référence | ]. Nous en indiquons quelques unes parmi les plus impor-
tantes :

m HX|Y),H(Y|X) >0, ce qui implique I(X:Y) < H(X),H(Y)

m HX),HY)<HX,)Y)

m HX,Y) < H(X)+ H(Y) (sous-additivité)

Toutes ces différentes mesures sont résumées sur la figure 4.1.

H(X)  H(Y)

H(X,Y)
FIGURE 4.1 - Les différentes entropies et mesures des corrélations.

Pour une variable continue gaussienne de variance V', 'entropie est égale a | ]
1
H(X) = §log2V—|—C, (4.5)

ou C est une constante.
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4.3 Information quantique

4.3.1 Entropie de von Neumann

L’entropie de von Neumann généralise la notion d’entropie a des états quantiques, en rem-
placant la distribution de probabilité par une matrice densité. Elle est définie par

S(p) = — Tr{plog, ). (4.6)

En écrivant la matrice densité sous forme diagonale, p=7> . A;|7)(i|, I'entropie de von Neumann
devient

S(p) = - Z Ailogy Ai. (4.7)

Elle correspond donc a ’entropie de Shannon pour la distribution de probabilité associée a la
diagonalisation de p.

Comme 'entropie de Shannon, I’entropie de von Neumann a une interprétation en termes de
ressources nécessaires pour coder 'information a la limite asymptotique | , ].
Supposons qu’Alice forme un message en choisissant pour symboles des états {|¢,)} avec une
probabilité p,, parmi un alphabet {|¢;), p,}. Avant d’étre choisi, chaque symbole a pour matrice
densité p=73 " pr|ds)(dz|. Un message formé de N symboles est donc décrit par pEN . L’entropie
de von Neumann S(p) correspond alors au nombre de qubits par symbole nécessaires pour coder
le message, a la limite asymptotique. En d’autres termes, un message de N symboles ﬁ®N aura
un support presque entiérement contenu dans un espace de dimension 2V°®) pour N grand.

L’entropie de von Neumann est également reliée a I'information classique. Elle correspond au
nombre maximal de bits classiques que ’on peut obtenir d’'un mélange statistique d’états purs
en faisant une mesure optimale | , ].

4.3.2 Entropie et corrélations pour des systéemes bipartites
Entropie jointe et entropie conditionnelle
Pour un état bipartite p 45, on définit ’entropie jointe

S(A,B) := =Tr{paplogs Pan} (4.8)

et 'entropie conditionnelle
S(A|B) = S(A,B) — S(B), (4.9)

ou S(B) := S(pp). Par la suite, nous utiliserons de maniere équivalente la notation S(A, B) ou
S(pap) pour entropie d'un systéme bipartite.
Information mutuelle

Les corrélations totales présentes dans le systeme sont mesurées par I'information mutuelle
quantique, définie d’une maniere similaire & I'information mutuelle classique | , ].:

S(A:B) = S(A) + S(B) — S(A, B) (4.10)

Comme l'information mutuelle classique, cette quantité est symétrique : S(A:B)=S(B:A). Ces
corrélations peuvent étre séparées en une partie contenant des corrélations classiques, et une par-
tie contenant des corrélations purement quantiques | |. Nous reviendrons sur ces notions
dans le chapitre 5 consacré a ’estimation de la discorde quantique.
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Entropie relative

L’entropie relative est définie par

S(pll&) = Te{plog, p} — Tr{plogy &} = —S(p) — Tr{plog, &}. (4.11)

Elle est tres souvent utilisée comme une mesure de distance entre états quantiques, bien que
son asymeétrie n’en fasse pas rigoureusement une norme, et elle joue un role trés important en
information quantique. Le lecteur pourra consulter larticle | ] qui lui est entierement
consacré pour une présentation détaillée.

L’information mutuelle est égale a I’entropie relative entre 1’état bipartite et le produit ten-
soriel des deux états réduits :

S(Papllpa®pp) = S(pa) +S(Pp) — S(Pap)- (4.12)

De méme, pour un état bipartite classique

Pap = Y Payle)(|®|y) (Y], (4.13)
zy

ou {|z)} et {|y)} sont des états orthogonaux, I'information mutuelle classique I(X,Y") correspond
a l’entropie relative avec p,®pp. Les corrélations ont donc une interprétation géométrique, en
terme de distance par rapport & un état p,®pp totalement dépourvu de corrélations.

Entropie d’un état gaussien

Pour un état gaussien p & N modes, l'entropie de von Neumann est égale a | ]

S(p) = kZng <Vk2_1> , (4.14)

ot {v}} sont les valeurs propres symplectiques ! de la matrice de covariance de p, et

g(x) = (z+1)logy(x+1) — x logy x. (4.15)

Quelques propriétés

Encore une fois, nous renvoyons le lecteur aux références | ] ou [ | pour une
liste détaillée des propriétés de ’entropie de von Neumann. Nous en présentons quelques unes
ci-dessous :

m S(p)=0 si p est un état pur.

m Pour un état p,p pur, S(p4)=S(Pp)-

m S(Pag) < S(Pa) + S(pp) (sous-additivité) avec égalité si pop=ps1RP5.

m S(Pag) > 1S(Ppa)—S(pp)| (inégalité du triangle). Ainsi, lorsque p 45 est pur, 'entropie du

systeme bipartite est nulle, mais ce n’est pas forcément le cas de celle des sous systemes.
Ceci contraste avec le cas classique, ou I’entropie de Shannon de deux variables est toujours
supérieure ou égale a celle d’une seule des variables.

1. Le théoréme de Williamson [ | assure que toute matrice de covariance I' peut étre mise sous
forme diagonale a ’aide de transformations symplectiques, c’est a dire linéaires en les opérateurs création et
destruction, et préservant les relations de commutation. La forme diagonale de I" s’écrit @ff:l vila. Les {vy } sont
les valeurs propres symplectiques.
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4.3.3 Etats classiques-quantiques

En cryptographie quantique, Alice et Bob cherchent a créer des corrélations classiques en
utilisant des états quantiques. Pour la plupart des protocoles, Alice prépare un état parmi un
ensemble {|Y;), .}, qu'elle envoie ensuite a Bob a travers un canal quantique. Les états {|¢)}
ne sont pas tous orthogonaux afin d’assurer la sécurité du protocole, comme nous le verrons
dans le chapitre 7. Sous l'effet des pertes, du bruit, ou d’autres imperfections, un état pur |¢,)
est transformé en un mélange statistique p,. Bob cherche ensuite & déterminer I’état envoyé par
Alice.

Cette préparation d’état par Alice, suivie d’un envoi & Bob, est équivalente au partage d’un
état classique-quantique

Pap =Y Dalic)ic|®p,, (4.16)

xT

classique pour Alice et quantique pour Bob. Les états {|i,)} sont des états fictifs orthogonaux,
témoignant du fait qu’Alice sait quel état elle a préparé. En revanche, les états {p,} peuvent
étre quelconques.

Pour un état classique-quantique de la forme (4.16), entropie de von Neumann possede
quelques propriétés importantes | ]:

S(A) = H(px) (4.17a)
S(B) = S(pg), avec pp = > _pap, (4.17b)
S(A,B) = H(px) + Y _p:S(p,) (4.17¢)

En utilisant les relations (4.17), on montre que I'information mutuelle est donnée par
S(A:B) = S(pp) = 3 paS(py): (4.18)
T

~

Lorsque les états {p,} sont purs, I'expression (4.18) se réduit donc & S(A:B) = S(pp).

4.3.4 Borne de Holevo

Supposons qu’Alice prépare des états parmi un ensemble {p,, p,}, suivant le résultat d’une
variable aléatoire X . Bob réalise des mesures & 'aide d'un POVM {E, }={FE,, ..., E,,}, donnant
un résultat Y. Quelle que soit la mesure effectuée par Bob, l'information mutuelle classique
I(X:Y) entre X et Y vérifie | ]

[(X:Y) < S(p) = Y paS(By), (4.19)

avec p= ) p.p,. Cette borne supérieure est la borne de Holevo. Pour étre atteinte, elle nécessite
en général que Bob puisse effectuer des mesures collectives. Cette borne correspond également
a l'information mutuelle quantique (4.18) de I’état classique-quantique équivalent pour Alice et
Bob | , ].

Cette borne sera utile, sous une forme légerement différente, afin de borner 'information
qu’Eve peut obtenir durant un protocole de cryptographie quantique.
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Entrée » Sortie

|0)

FIGURE 4.2 — Modélisation d’un canal quantique de transmission T par une lame séparatrice.

4.4 Modele du canal gaussien

4.4.1 Canal sans bruit

Un canal linéaire et symétrique, de transmission 7', peut étre modélisé simplement par une
lame séparatrice | , ], dont le deuxiéme mode d’entrée b est vide (Fig.
4.2). Nous avons vu avec ’équation (2.96) que dans ce cas, les opérateurs de quadrature sont
transformés en

Xouw = VTX +V1-TX,, (4.20a)
Py =VTP +V1-TP,. (4.20b)

Les quadratures ne sont pas seulement atténuées, elles sont aussi “contaminées” par le vide. Ce
bruit n’aura pas d’influence sur les valeurs moyennes. En revanche, il compense d’une certaine
maniére la diminution du bruit initial afin de préserver le commutateur 2 de X et P. Les variances
sont donc transformées en

A?Qouy = TA*Q + (1-T)A*Qy, (4.21a)
= TA?Q + (1-T)Ny, (4.21b)
- T(MQ n #NO), (4.21c)

avec Q=X ou P. La deuxieme partie de la troisieme ligne fait intervenir la notion de bruit ajouté
ramené a l’entrée, égal a %NO pour les pertes.

4.4.2 Canal avec bruit thermique

Le bruit ajouté par un canal quantique peut étre caractérisé par son équivalent ramené a
I’entrée. Par définition, [’excés de bruit € sera le bruit ajouté en plus de la contribution due aux
pertes, en unité de bruit de photon 3. Un canal ajoutant un exces de bruit gaussien e transforme
donc les variances des quadratures en

T (1-T

A?Qout = T(AZQ + #No + ENO) = TA2Q + (1-T) [1T (TNO + dvo)] L (4.22)

On reconnait une forme similaire a la deuxieme partie de I'expression (4.21a), avec cette fois
ci A2Qb:%<%]\fg + 6N0>::Vth. Puisque I'on a toujours <Qb>:0, le canal peut donc étre

modélisé en injectant un état thermique de variance Vi;, dans le mode b (Fig. 4.3).

2. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre présentant I’amplificateur sans bruit.
3. Par abus de langage, on appellera parfois la quantité e simplement bruit ajouté ou exces de bruit, au lieu
d’exceés de bruit ramené a I’entrée.
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Y A =y
T ! T :
Entrée » Sortie Entrée — L Sortie
! :
/ ' :
th 1 th )

(a) (b)

FIGURE 4.3 — Modélisation d’un canal quantique de transmission T et d’excés de bruit € : (a)
avec un état thermique Py, ; (b) avec un état EPR |\y) purifiant py, (voir section 2.5.1 pour un
rappel de la purification). Les deux systémes ne sont pas discernables par Alice ou Bob.

En posant

1-T
Xline = T + ¢, (423)

qui est égal au bruit total ajouté par le canal ramené a ’entrée, en unité de bruit de photon, on
définit les parametres Ay, et ry, de I’état thermique tels que

422, T
= ——— Xline- 4.24
1_)\%}1 1—T Xline ( )

1
ﬁovth: cosh 27y, =

Puisqu’un état thermique peut étre obtenu en prenant la trace d’un état EPR, les deux
schémas de la figure 4.3 sont équivalents du point de vue d’Alice et de Bob. Si Eve remplace
le dispositif de gauche par le dispositif de droite, elle peut acquérir de I'information sur 1’état
transmis dans le canal en effectuant des mesures sur son état EPR. Ce dispositif est connu sous
le nom de “cloneuse intriquante” | , ].

Détection homodyne imparfaite Une détection homodyne d’efficacité v et de bruit élec-
tronique x peut se modéliser comme une détection homodyne parfaite apres un canal virtuel de
transmission v et de bruit ajouté ramené en entrée de ce canal | ]

1-v &

14 14

en suivant une modélisation similaire a la figure 4.3. Une détection homodyne imparfaite apres
un canal de transmission 71" et de bruit ajouté xine est donc équivalente, pour Alice et Bob, a
une détection homodyne parfaite apres un canal de transmission G=vT, et de bruit ajouté total
ramené a l'entrée

Xtot = Xline + X};m . (426)

De maniere générale, on peut considérer qu'un bruit ramené a l’entrée yiot correspond a la
variance d’une quadrature X (¢ qui serait ajoutée a celle du signal avant le canal de transmission

G,
Xout = \/E(X + Xtot)v (427)

avec A% X oi=YXi0tNo. Le bruit est par hypothese indépendant du signal.
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4.4.3 Information mutuelle

Anticipons un peu sur le protocole de cryptographie quantique utilisant des états cohérents,
que nous présenterons dans le chapitre 7. Supposons qu’Alice choisisse deux variables x4 et pa
selon une distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance V4 Ny. Elle prépare ensuite un
état cohérent centré en (z4,pa), qu'elle envoie & Bob a travers un canal quantique gaussien. On
suppose que Bob mesure la quadrature X . Avant le canal quantique, cette quadrature s’écrit

Xin =24+ Xo, (4.28)
ott X correspond & la quadrature du vide. Le canal quantique transforme ensuite Xj, en
Xp=VG(Xin+ Xiot) = VG(za+ Xn), (4.29)

ot Uon a introduit X y=X o+ Xt La variance A% X n=(14xt0t)No correspond au bruit total
ajouté sur la quadrature d’Alice x 4. Pour chaque quadrature, on peut adopter une modélisation
classique, selon laquelle Alice fait le tirage d’une variable aléatoire* X 4 de variance V4 Ny et de
moyenne nulle, alors que Bob regoit une variable aléatoire Xp de variance G(V4+1+xtot)No,
également de moyenne nulle.

L’information qu’ils pourront extraire de leur communication dépend naturellement du bruit
ajouté par le canal, et de son amplitude par rapport a la modulation d’Alice. Ces deux grandeurs
sont comparées par le rapport signal-a-bruit (SNR), défini par

(X3)
(X%
L’information mutuelle entre les variables X 4 et X s’obtient en utilisant I’entropie d’une

variable gaussienne (4.5), et l'additivité des entropies entre X4 et Xy. Puisque le signal et le
bruit ne sont pas corrélés, on a H(X 4, Xp)=H (X4)+H(GXy), et par conséquent :

SNR =

(4.30)

I(A:B) =H(Xa)+ H(XB)— H(Xa,XB) (4.31a)
= H(Xp) — H{GXN) (4.31b)

2
= %logz ngﬁ% (4.31c)

Cette information mutuelle peut également s’écrire en fonction du rapport signal-a-bruit :
puisque (X4 Xn)=0, on a (X%)=G((X3)+(X%)). On obtient alors la formule de Shannon :

I(A:B) = % log, [1 + SNR] (4.32)

Cette formule nous sera utile pour le calcul des taux secrets en cryptographie quantique,
dans le chapitre 7.

4. Nous notons X une variable aléatoire classique, et = un tirage de cette variable aléatoire.
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4.5 Conclusion

La théorie de I'information permet de répondre & deux problématiques. La premieére concerne
les ressources nécessaires pour stocker un message constitué de symboles, tirés selon une certaine
loi de probabilité. Puisque les symboles n’ont pas tous la méme probabilité d’étre choisis, certains
sont moins probables que d’autres, et apportent ainsi plus d’information. L’entropie permet de
quantifier cette notion, ainsi que les ressources nécessaires pour stocker une suite de symboles
sans perte d’information a la limite asymptotique.

La seconde problématique concerne les communications, qu’elles soient classiques ou quan-
tiques. Toujours en choisissant des symboles parmi un certain alphabet, quelle est la quantité
d’information qui peut étre extraite de ’envoi d’un message dans un canal de transmission im-
parfait ? La réponse a cette deuxieme question a permis le développement de la cryptographie
quantique, que nous présenterons dans le chapitre 7.



Deuxieme partie

Résultats expérimentaux
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Chapitre 5

Estimation de la discorde quantique
pour un état EPR
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5.1 Introduction

L’intrication a longtemps été considérée comme un élément essentiel en information quan-
tique, et synonyme de corrélations quantiques. Elle n’est pourtant pas la seule propriété té-
moignant du caractere quantique des corrélations. De maniére surprenante, certains mélanges
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d’états non intriqués peuvent quand méme présenter des corrélations supérieures aux corrélations
classiques.

Plutét que de mesurer Iintrication, on peut donc mesurer les corrélations quantiques, dont la
définition est plus large. Une possibilité est de comparer les corrélations quantiques totales d’un
état, que 'on peut obtenir en utilisant ’entropie de von Neumann, et les corrélations classiques
que l'on a suite a une mesure quelconque d’un sous systeme. La différence de ces deux quantités
correspond alors aux corrélations d’origine purement quantique, et définit la discorde quantique®
[ , , .

La discorde inclut les corrélations dues a de l'intrication, mais sa définition est plus large
puisque des mélanges d’états non intriqués peuvent quand méme avoir une discorde non nulle.
Introduite en 2001, elle a récemment fait ’objet de recherches intenses, lorsque la communauté
scientifique a réalisé qu’elle pourrait étre une ressource utile en information quantique. L’avan-
tage, par rapport & l'intrication, est qu’elle est beaucoup moins “fragile”, et beaucoup plus facile
a produire expérimentalement. Méme s’il n’y a pas encore de consensus sur son role précis par
rapport a l'intrication, de nombreuses études ont montré un lien étroit entre la présence de dis-
corde et certains protocoles d’information quantique. Nous en présenterons quelques-uns dans
la section suivante.

Il n’existe pas d’observable associée a la discorde. Expérimentalement, la capacité a ’estimer
précisément est maintenant un enjeu majeur, afin de pouvoir continuer l'investigation de son
potentiel en information quantique. Dans ce chapitre, nous présentons 1’évaluation expérimentale
de la discorde pour des états appartenant a la classe des états thermiques comprimés, tels
que ceux produits par notre OPA en configuration non dégénérée pour différentes puissances
de pompe. Les deux modes sont mesurés avec deux détections homodynes, nous permettant
d’accéder aux caractéristiques des états sans passer par une tomographie quantique complete.
Nous comparons ensuite la précision de notre estimation a la borne de Cramér-Rao classique,
correspondant aux mesures homodynes, et & la borne de Cramér-Rao quantique [ ,

7 ]'

Ces bornes sont des limites fondamentales sur la variance minimale que doit avoir un esti-
mateur. Nous montrons que notre estimateur de la discorde est presque optimal pour la borne
classique, et qu’il présente un niveau de bruit raisonnable de 10 dB par rapport a la borne quan-
tique. Nous montrons également qu’une méthode d’estimation bayésienne améliore la précision
pour de faibles puissances de pompe. Ces travaux ont fait I’'objet de la publication | ],
en collaboration avec Marco Genoni et Matteo Paris.

L’optimalité d’une estimation expérimentale de 'intrication a fait I’objet de travaux théo-
riques | ], et d’'une démonstration expérimentale pour des variables discretes | .
Cependant, les précédentes expériences concernant la discorde se basent sur une tomographie
quantique ou une reconstruction indirecte de la matrice densité [ , , ,

, , |, sans étude précise sur 'optimalité des méthodes utilisées.

5.2 La discorde quantique

5.2.1 Une mesure des corrélations quantiques
Etats factorisables, classiques, séparables, et intriqués

Commencons par définir les états quantiques associés aux différentes corrélations possibles.
Le premier cas est lorsqu’un état # ne présente aucune corrélation entre ses N modes. Il s’agit

1. Nous ne préciserons plus le terme “quantique” sauf quand cela sera nécessaire.
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d’un état factorisable
T =mMR... 7N, (5.1)

pour lequel chaque mode est completement décorrélé des autres. Une mesure sur un des modes
n’apprend donc rien sur les autres modes.

Le premier “degré” de corrélation correspond ensuite aux corrélations classiques, décrites par
la théorie classique de I'information de Shannon. Un état classique est tel qu’il n’est pas perturbé

par une mesure locale | ], et doit donc s’écrire comme
=3 Phareate ) (1 ®. @l (R, (5.2)
{kn}

ou les états {|k,)} forment une base orthonormale.
Un mélange d’états classiques ne reste pas forcément classique, si les bases ne sont plus
orthogonales. On obtient dans le cas général un état séparable

6= pale. . o0&l (5.3)

7

qui peut étre vu comme la réduction d’un état classique appartenant a un espace plus grand
[ ]. Un état séparable n’est pas intriqué, mais il peut pourtant avoir des corrélations supé-
rieures aux corrélations classiques, et c’est ce que mesure la discorde.

Enfin, un état intriqué est un état qui n’appartient pas a I’ensemble des états séparables. La
discorde inclut également les corrélations liées a l'intrication.

Définition de la discorde quantique

Rappelons quelques résultats du chapitre 4. Pour deux variables aléatoires classiques A et
B, I'information mutuelle

I(A:B) = H(A) + H(B) — H(A, B) (5.4)

est une mesure de leurs corrélations. La généralisation quantique s’obtient naturellement avec
I'entropie de von Neumann (4.10),

I(pap) = S(pa) +S(pp) — S(PaB) (5.5)

qui capture toutes les corrélations présentes dans p 45, qu’elles soient d’origine classique et/ou
quantique [ , , , ]

Puisqu'un état classique n’est pas perturbé par une mesure d’un des sous-systémes, (5.4)
s’écrit également sous la forme

I(A:B) = H(A) — H(A|B) = H(B) — H(B|A), (5.6)

qui correspond a l'information gagnée sur A suite a la mesure de B, et vice versa. La géné-
ralisation quantique de (5.6) n’est en revanche pas immédiate, puisqu’en général une mesure
perturbe un état quantique. En conséquence, la symétrie entre les deux sous-systéemes est rom-
pue, la quantité obtenue dépend du type de mesure, et elle peut étre différente de (5.5). C’est
précisément cette différence que mesure la discorde.
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Supposons que Bob fasse une mesure a I’aide d'un POVM {E}}. Pour un résultat de mesure
k, la matrice densité d’Alice est

. Trp{Expan}
_ , 5.7
avec pp(k)=Trap{Frpap}- On peut alors définir une version quantique de (5.6) comme
J(A{ER}) = S(pa) = > pe(k)S(Pap), (5.8)
k

qui correspond & l'information mutuelle classique obtenue avec le POVM {Ej} | ].
Les corrélations classiques totales de p,p sont obtenues en maximisant J(A|{E}}) sur tous les
POVM {Ej} :

J(A|B) = supyp,y J(A{EL}) (5.9)

La discorde quantique est alors définie comme la différence entre les corrélations totales
I(pap) et les corrélations classiques J(A|B) :

| D(AIB) = I(pap) — J(AB)] (5.10)

Elle correspond donc aux corrélations d’origine purement quantique. Elle est toujours positive
ou nulle, et dans le cas général, elle peut étre asymétrique. Cette asymétrie reflete une asymétrie
dans la répartition des corrélations classiques et quantiques, pour Alice et Bob, bien que les
corrélations totales soient symétriques. Notons que presque tous les états quantiques ont une
discorde non nulle | |-

Pour un état bipartite pur, la discorde est égale a I'intrication, mesurée par ’entropie d’un des
états réduits | |, qui est d’ailleurs la seule mesure d’intrication dans ce cas | .
La différence entre I'intrication et la discorde apparait pour les états impurs. S’ils contiennent de
Iintrication, celle ci est d’une certaine maniere contenue dans la discorde, bien qu’une relation
directe entre ces deux grandeurs ne soit pas immédiate. La raison est que l'intrication peut
étre mesurée de plusieurs fagons pour un mélange statistique, chacune ayant une interprétation
opérationnelle différente | ]-

Une solution possible afin d’unifier discorde et intrication est par exemple d’adopter une défi-
nition différente de la discorde, en utilisant une interprétation géométrique, avec comme mesure
de distance I'entropie relative | ], ou la norme de Hilbert Schmidt | , ].
Chaque propriété, corrélations totales, discorde, intrication, est alors mesurée par la distance
entre 1’état quantique, et un état ne possédant pas la propriété en question. Cette définition
conduit a une mesure des corrélations quantiques différente de (5.10), bien que le concept reste
similaire.

Par exemple, la référence | | définit entropie relative de discorde d’un état p comme
étant la distance minimale entre cet état et un état classique x défini par (5.2) : Dyej=minyg S(p||X),
ou S(||-) est I'entropie relative définie par (4.11). L’intrication est quantifiée avec une mesure
similaire, I’entropie relative d’intrication [ , | : Ere=mins S(p||6), o & est
un état séparable défini par (5.3). Enfin les corrélations totales C' mesurées par entropie de
von Neumann peuvent aussi s’exprimer en fonction de l'entropie relative, C=S(p||p;®. ..®py),
comme nous l'avons vu avec (4.12).
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Il existe encore d’autres facons de définir les corrélations quantiques, et nous renvoyons le
lecteur a la référence | | pour une présentation plus complete. Dans tout ce chapitre, la
discorde considérée? sera bien celle définie par (5.10).

Exemple

Illustrons maintenant le concept de discorde quantique et son asymétrie par un exemple
simple. L’état

Pap = |0)(0[®|0)(0] + (1=p)[+)(+|®[1)(1] (5.11)

est séparable, et donc non intriqué. En revanche, D(A|B)=0 et D(B|A)#0. Pour le montrer,
supposons pour commencer que Bob fasse une mesure dans la base {|0), |1)}. Avec une probabilité
p il obtient |0), et il sait que I’état d’Alice est |0), ou bien avec une probabilité 1—p il obtient |1)
et il sait que I’état d’Alice est |+). L’'information conditionnelle donnée par (5.8), associée aux
projecteurs Eg=|0)(0| et E1=|1)(1|, est donc

J(A{ER}) = 5(Pa), (5.12)

puisque S(p40=|0)(0])=S(p4,=|+){+|)=0. Puisque selon la relation (4.18) on a I(p45)=5S(p4),
la discorde D(A|B) est donc nulle. Bob peut accéder a toute l'information localement, sans
perturber I'état, ce qui est d’ailleurs une conséquence de la relation

EopapEo+ E1papEr = pap- (5.13)

Dans le cas ol la mesure est faite par Alice, les choses sont différentes, puisqu’elle ne pourra
pas discerner avec certitude ses deux états |0) et |+), et obtiendra donc moins d’information
que Bob. Supposons par exemple qu’elle fasse une mesure projective dans la base {|0),|1)}.
Si elle obtient |1), elle sait que I’état de Bob est également |1). Mais si elle obtient |0), de
son point de vue I’état de Bob est (sans normaliser) p|0)(0| 4+ (1—p)/2|1)(1]. Elle a donc plus
d’incertitude concernant 1’état de Bob apres sa mesure que Bob n’en avait a propos de son état.
Elle pourrait également utiliser un POVM distinguant |0) et |[+) avec certitude, mais de maniére

non déterministe [ |. Pour une mesure dans la base {|0), 1)},
R X Hp g . I-pg .
J(BI[{Ex}) = S(pp) — ZPaPB|a = H(P)— - (PBl0) — 75(93\1)7 (5.14)

a

avec H (P) lentropie binaire de Shannon, ﬁB|0:12Tpp|0) 0]+ %]D(H et pp;1=[1)(1|. En prenant
par exemple p=0.3, on a H(P)~0.72, S(p4)~=0.43, S(pp|9)=0.92 et bien sir S(pp;)=0. On a
donc J(B|{Ex}) ~ 0.72—0.6x0.92=0.17, qui est inférieur & 0.43. Pour cette mesure, la discorde
(non optimisée) vaut donc 0.43—0.17=0.26. En optimisant, la discorde finale sera peut étre plus
faible, mais non nulle | ]

Dans un cas un peu plus général, on montre que la discorde D(A|B) est toujours nulle pour

un état quantique-classique | ] :

Pap =Y poPap®lks) (k| < D(A|B)=0 (5.15)
b

2. En fait, nous utiliserons la discorde gaussienne | , |, pour laquelle I'optimisation porte
uniquement sur des POVM gaussiens. Nous reviendrons sur ce point plus loin dans ce chapitre.
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ou {|kp) } forme une base orthonormale. La encore, la raison est que Bob peut accéder localement
a linformation sans perturber le systéme, contrairement a Alice.

Contrairement a intrication, tres fragile, la discorde est plus robuste, et peut méme aug-
menter par un couplage avec un environnement, ce qui en fait une ressource particulierement
intéressante d’un point de vue expérimental | , ].

5.2.2 La discorde en information quantique

La discorde est activement étudiée en raison de son role potentiel dans plusieurs protocole
d’information quantique. Nous en présentons quelques-uns, en renvoyant encore une fois le lecteur
a la référence | | pour une liste plus détaillée.

Protocole DQC1 En 1998, E. Knill et R. Laflamme réaliserent que certaines taches peuvent
étre réalisées exponentiellement plus rapidement qu’avec un ordinateur classique | |, sans
toutefois nécessiter d’intrication. Leur protocole de calcul quantique DQCT1 utilise un seul qubit
de pureté non nulle, couplé a un ensemble de qubits dans des états completement dépolarisés.
C’est un modele non universel car il ne peut pas implémenter n’importe quel algorithme, mais
il permet par exemple de calculer la trace (normalisée par 2) d’un opérateur unitaire U,an
qubits.

A. Datta et al. ont montré que I'intrication était exponentiellement petite | , ],
et que la discorde pouvait étre a l'origine de l'efficacité du protocole | , |, bien
que certains contre exemples aillent a ’encontre de cette interprétation | ]. Ce protocole
a fait 'objet de plusieurs études expérimentales | , ].

Intrication La discorde peut étre “convertie” en intrication. M. Piani et al. ont montré que la
discorde, mesurée par ’entropie relative, peut étre utilisée pour la création d’intrication multipar-
tite [ ]. A. Streltsov et al. ont également montré un lien entre la discorde et la génération
d’intrication par une mesure [ ]

State merging Le “state merging” est le transfert de I’état d’Alice a Bob, gardant la cohérence
avec un systeme auxiliaire C' | ]. Cette tache requiert l'utilisation de S(A|B) ebits
(états maximalement intriqués) d’information. V. Madhok et al. ont montré que la discorde
est liée a la différence de quantité d’intrication nécessaire suivant que Bob garde ou non ses
corrélations avec le systeme C' | ]. Un protocole similaire, “I’extended state merging”,
inclut de plus la quantité d’intrication nécessaire pour la formation de 1’état AB : la discorde
D(A|C) est alors reliée a la quantité d’intrication nécessaire pour la formation de 'état et le
state merging | ].

Complete positivity La discorde peut étre reliée a ’évolution d’un systeme : ’évolution d’un
systeme couplé a un environnement est décrite par opération completement positive si le sys-
téme et l’environnement sont initialement dans un état de discorde nulle [ ,

]. Un article récent semble toutefois indiquer que cette condition ne serait pas toujours
nécessaire | ]

Autre études expérimentales Citons pour finir quelques autres études expérimentales. Dans
la référence | |, A. Chiuri et al. ont produit et analysé différents types d’états possédant
des corrélations non classiques. M. Gu et al. ont montré théoriquement et expérimentalement
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que 'on peut relier la discorde d’un état bipartite au gain d’information apporté par des mesures

globales, plutét que par des mesures locales sur chacun des modes | ]. Citons enfin B. Daki¢ et
al. | ], qui interprétent une mesure géométrique de la discorde | | comme ressource
pour la “remote state preparation” | ], dont le principe est similaire a une téléportation

ou Alice connait I’état a téléporter.

5.3 Protocole expérimental

5.3.1 Principe

Notre étude a pour but d’estimer expérimentalement la discorde avec des mesures homo-
dynes pour des états gaussiens [ , |, et de comparer son incertitude aux limites
fondamentales données par les bornes de Cramér-Rao. Nous avons choisi d’utiliser des états
comprimés bimodes produits par notre OPA en configuration non dégénérée, a la base de nom-
breuses expériences d’optique quantique avec des variables continues. En fonction de leur pureté,
ces états peuvent présenter ou non de l'intrication, mais en revanche ils présentent toujours de
la discorde, sauf s’il n’y a pas de compression et qu'’ils sont factorisables | ]

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 5.1. En faisant varier 'angle de la lame
A/2 devant le premier cristal doubleur de la SHG, on fait varier la puissance de la pompe, et
donc le facteur de compression du vide. La puissance maximale de 4.3 mW est obtenue pour un
angle de 60°. On modifie ensuite cet angle par pas de 2°, modifiant le facteur de compression de
I’OPA selon la relation

™

7(0) = reo cos? (90

[60—9]) , (5.16)
ou 6 est 'angle de la A\/2, et 74 est le facteur de compression pour #=60" (estimé & environ 0.32,
comme expliqué plus loin dans ce chapitre). Lorsque () est trop faible, les caractéristiques de
I’état sont plus difficiles & estimer a partir des mesures : on se limite donc a §=32°, correspondant
a r~0.1.

Nous utilisons deux détections homodynes pour estimer les variances comprimées et anti-
comprimées. Prise séparément, chaque détection mesure un état thermique. En revanche, les
corrélations apparaissent lorsqu’on s’intéresse a la variance de la différence des quadratures,

comme nous l’avons vu dans les sections 3.3.2 et 2.5.5. Plus précisément, les quadratures
s(1) _ Xo+ X, sy Py—P
Q' =—F7+— Q =—FF (5.17)
V2 V2
sont comprimées avec une variance UZ(QSq), alors que les quadratures
. Xo—-X A P+ P
Q(2) _ Ao 1’ B _ ot I (5.18)

7

sont anticomprimées avec une variance JQ(QaSq).
Ces variances sont mesurées expérimentalement, et constituent le point de départ de notre
méthode d’estimation de la discorde.

3. La notation @ sera réservée aux quadratures qui sont des combinaisons des quadratures des deux détections
homodynes. Lorsque nous parlerons de la mesure d’une quadrature @, il sera sous entendu que cette mesure est
effectuée avec les deux détections homodynes.
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FIGURE 5.1 — Principe de l’expérience. © correspond a un état thermique fictif utilisé pour
modéliser I’OPA, comme expliqué dans la section 5.4.1.

5.3.2 Tri des quadratures et estimation des variances comprimées et anti-
comprimées

Tri des quadratures

Pour chaque angle de la \/2, on enregistre 1.6x10% mesures pour chacune des deux détections
homodynes (que nous appelons DHO et DH1), en balayant la phase de l'oscillateur local & une
fréquence de I'ordre d’une dizaine de Hz, avant sa séparation vers les deux détections. En utilisant
une A\/2 apres 'OPA, on rend les polarisations des deux modes de I’état EPR orthogonales, de
maniere a étre séparées par un PBS avant les deux détections homodynes.

Les états EPR possedent une propriété fort intéressante : ils sont invariants vis-a-vis d’'un
déphasage relatif 2 entre leurs deux modes @ et b (correspondant aux quadratures indicées 0
et 1). En effet, en se souvenant qu’ils sont, obtenus avec Popérateur So(r) (2.149), on voit qu’un
déphasage U o() appliqué sur le mode a, et ﬁb(—cp) appliqué sur le mode b, se traduit par

Oa(0)01(~2)82(1)|0) = U 0)T4(~9) 82 (N T L) T (~9)]0). (5.19)

En utilisant la formule (A.1), on peut inclure ces déphasages dans ’expression de S, (r). Puisque
a est transformé en ae™¥ et b est transformé en be ¥, ces termes de phases se compensent et
on a finalement

Uo()U3(—)S2(r)[0) = Sa(r)|0) (5.20)

La variance de X(p)+X1(—¢) sera donc égale & celle de Xo+X 1, et de méme pour les autres

quadratures Q(k) définies en (5.17) et (5.18). Si les deux modes sont déphasés de deux quantités
différentes ¢q et 1, on peut se ramener au cas précédent en introduisant un déphasage commun
de (vo+¢1)/2, et un déphasage relatif de +(pp—p1)/2. Ce déphasage commun correspond & une
simple évolution libre. En fin de compte, nous n’avons pas besoin de contréler la phase relative
des deux oscillateurs locaux. On considérera simplement que le minimum de variance pour la

)

— N A4
différence des mesures correspond a la mesure Q" .
La méthode utilisée pour extraire les mesures des quadratures X, Py, X1, P des données
brutes, pour chaque angle de la A/2, est décrite ci dessous :
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1.8

Variance normalisée
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. A =
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FIGURE 5.2 — Variance normalisée de %(Xg,l—XQ,Q), calculée par blocs de 5000 points, pour

un angle de la A/2 de 60° donnant la puissance de pompe mazimale. Les données correspondant
aux blocs 105 a 160 ne sont pas prises en compte pour l’estimation de la discorde.

— Afin de limiter les dérives, on regroupe les données en blocs de 1000 points, et on calcule
la moyenne de chaque bloc qui est ensuite soustraite du bloc. Les données sont ensuite
dégroupées pour étre traitées comme des données brutes.

— Les quadratures des deux détections homodynes sont normalisées en les divisant par I’écart-
type mesuré pour le vide. Ce choix correspond a No=1.

— On calcule ensuite la variance par blocs de 5000 points de la différence des quadratures
mesurées par les deux détections homodynes. En tracant ces variances, des oscillations

. .. A(4) .
apparaissent : les minimums correspondent aux valeurs de "~ et les maximums aux

valeurs de Q(Q). Un exemple est donnée sur la figure 5.2.

— On sélectionne ensuite graphiquement et manuellement les zones ou les oscillations sont
régulieres. Les zones “chaotiques” correspondent a des effets parasites dis a la cale pié-
zoélectrique, et les mesures correspondantes sont supprimées. On supprime également les
10000 premieres mesures afin d’éviter les régimes transitoires.

— Un programme sous Matlab repere ensuite les positions des blocs associées aux minimums
et aux maximums. Ces positions sont utilisées afin d’extraire les blocs correspondant aux
quadratures Xg, Py, X1 et P, des données brutes. La taille de bloc de 5000 points est
un compromis entre une taille suffisamment grande pour limiter les fluctuations statis-
tiques lors du calcul de la variance, tout en étant suffisamment petite afin que ’on puisse
considérer que la phase de 'oscillateur local varie peu, et que toutes les mesures du bloc
correspondent & une méme quadrature.

— Les différents blocs des quatre quadratures sont regroupés en quatre ensembles, qui cor-
respondent aux mesures de X 0, 130, X 1, 151.

Estimation des variances comprimées et anticomprimées

Les quadratures triées sont ensuite utilisées pour calculer les variances comprimées et anti-
comprimées. Nous noterons respectivement Vi, et V,gq les estimateurs de Uz(qu) et Uz(QaSq).
La méthode utilisée est la suivante :
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Angle Vsq Vasq
60 0.768 | 1.698
58 0.763 | 1.681
56 0.760 | 1.645
54 0.757 | 1.610
52 0.784 | 1.605
50 0.791 | 1.561
48 0.789 | 1.521
46 0.793 | 1.466
44 0.786 | 1.415
42 0.806 | 1.378
40 0.828 | 1.323
38 0.824 | 1.262
36 0.851 | 1.198
34 0.8761 | 1.174
32 0.895 | 1.127

TABLE 5.1 — Variances Vyq et Vasq normalisées, avec No=1.

— Pour des raisons de temps de calcul avec la méthode bayesienne que nous détaillerons
plus loin, on ne garde que les M, =2x10* premieres mesures pour chaque quadrature
Xo, Py, X1, Py, que 'on regroupe respectivement dans des ensembles xo= {29, .. 339\4(1}

po—{pl, .. .,qu}, xl—{xl, .. .,qu} et pl—{p17 .. .,qu}.

A (K
— On forme ensuite les ensembles q*) contenant les données des quadratures Q( ), en utili-
sant les données précédentes. On note :
q(l) _ X0+X1 q(4) _ Po—P1 (5 21&)
V2 V2
@) _ X0—Xi 3) _ PotP1

a7 ="75 ="

— On regroupe ensuite les données qV et g des quadratures comprimées dans un ensemble

(5.21b)

1 1 4
qsq:{cé )7" 7Q§\/[)>q§ )7'--aQJ(\Jl)Z}7 (522)
et les données q@ et q® des quadratures anticomprimées dans un ensemble
2 2 3
Qusq =11, .. ,q&),fﬁ ,qgwi} (5.23)

Chacun de ces deux ensembles contient donc 2x M, = 4x 10* mesures.
— On calcule ensuite les variances Viq et Vasq & partir de Qsq €0 Qagq

Viq = Var (qg,) (5.24a)
Vaq = Var (Qgq) (5.24b)

Les variances obtenues sont données dans la table 5.1.
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5.3.3 Estimation des incertitudes sur les variances comprimées et anticom-
primées
Fluctuations statistiques d’une variable aléatoire gaussienne
Afin de calculer 'incertitude sur 'estimation de la discorde, nous avons besoin de connaitre
I'incertitude sur notre estimation de Viq et Viosq. Pour cela, commengons par rappeler quelques

résultats de statistiques. Considérons une variable aléatoire X suivant une distribution normale,
de variance o2 et de moyenne . On réalise N tirages indépendants de X, donnant les résultats

x:={x1,...,2x}, et on cherche & estimer o2 & partir de ces mesures. Un estimateur sans biais
est donné par U*QZﬁ Zévzl(xk—i)2, avec i:% Zi]gV:1 z1 la moyenne de ’échantillon. On peut
alors montrer | | que la variable aléatoire
N <\2 *2
> k=1(Xk — %) o
o2 =(n-1)— (5.25)

suit une loi du x? & (n—1) degrés de liberté *. Il en résulte qu’elle a une variance égale & 2(n—1),
et donc que o*? a une variance égale a

4
o 2 4

2(n—1) = ——0". (5.26)

Var (0*2) = W —

De plus, pour un nombre de degrés de liberté n—oo (ce qui sera largement vérifié pour
n=2M,), une distribution x? tend vers une distribution gaussienne de moyenne n et de variance
2n. On peut donc écrire

*2

n% = n+UvVn, (5.27)

ou U est une variable normale centrée réduite, et ou l'on a supposé n—1~n. Considérons main-
tenant la valeur u,, telle que U vérifie —u, <U <u,, avec une probabilité p. On a alors la relation

2 *2 2
1—up\f§02§1+up = (5.28)
n

avec une probabilité p, ce qui donne

0*2 5 0*2

—_— << — (5.29)
1+up\/%

Pour n grand, un développement des dénominateurs donne

2 2
*2 2 *2
1 < < 1 . 5-30
o — up\/; g g + up\/; ( )

Cela correspond au méme intervalle de confiance qu’en faisant ’hypotheése que la variance o?

suit une loi normale de moyenne ¢*2 et de variance 20*4/n. Nous utiliserons donc cette approche
pour estimer les incertitudes sur les variances mesurées Vsq et Vigq.

4. Soient Uy, ..., Uy, k variables aléatoires indépendantes qui suivent chacune une loi normale centrée réduite.
On rappelle que par définition, la variable x2=U?+...4U? suit une une loi du x? & k degrés de libertés. Sa
moyenne et sa variance valent respectivement k et 2k.
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Application a nos mesures

Les deux ensembles qy, et q,q, contenant chacun 2M;=4x 10* mesures, les conditions de
validité du paragraphe précédent sont bien vérifiées. L’hypothese selon laquelle V4 et Viq suivent
des lois gaussiennes est également bien vérifiée pour deux raisons. La premiere est que les mesures
de chaque quadrature, pour chaque puissance de pompe, sont déja tres proches de distributions
gaussiennes. La seconde est que le nombre de mesures est suffisamment grand pour utiliser le
théoreme central limite.

On considere donc que les variances mesurées Viq et Vgq proviennent respectivement de la
réalisation de deux variables aléatoires f/sq et Vasq, de moyennes Viq et Visq et de variances

*(Vag) = ey 5.31

a ( SCl) - 2Mq7 ( . a‘)
2V2
2 asq

asq) — . 31

7 (Vo) = 57 (5.31b)
On peut donc écrire formellement f/sq et f/asq comime

f/qu =Vt Uqu(Vsq)7 (5.32a)
‘N/asq = Vasq + Uaqu'(Vasq), (532b)

ol Usq et Usq sont deux variables normales centrées réduites. Cette modélisation nous sera utile
pour propager les incertitudes jusqu’a I’évaluation de la discorde, comme nous le montrerons
plus loin dans ce chapitre.

5.4 Modélisation

5.4.1 Etat produit par 'OPA

Nous avons vu au chapitre présentant les outils expérimentaux que I’état produit par I’'OPA
peut étre modélisé avec deux parametres r et -, reliés respectivement a la compression et au
gain parasite. De maniere plus générale, cet état appartient a la classe des états thermiques
comprimés. Il peut étre décrit par la compression de deux états thermiques ©(Ny) fictifs en
entrée d’'un OPA parfait de parametre de compression ( :

p=5:(0)[p(N)@p (V)] 85(¢) (5.33)

avec So(C)=exp[¢ (&B—dTET)}. Les nombres N,=sinh?( et Ny, sont respectivement le nombre
de photons comprimés et de photons thermiques. Les photons thermiques viennent des imper-
fections expérimentales qui se traduisent par une dégradation des corrélations.

Ces deux parametres peuvent inclure le gain parasite di a v, mais aussi Uefficacité homodyne
n. Ils paramétrisent entierement 1’état mesuré, dont la matrice de covariance s’écrit [ ]

Al -CZ
ro (4 %) o3

ou l'on rappelle que Z=diag(1, —1), et avec

A= (142N,)(1+2N,), (5.35a)

C =2(1 + 2N /N, (1 + Ny). (5.35Db)
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Les variances des quadratures comprimées et anticomprimées s’expriment ensuite en fonction de
Ns et Nt :

02(Qsq) = [1 + 2N, — 2¢/N,(1 + Ns)} (1+2N,) (5.36a)

0% (Qusq) = [1 42N, +2/Ny(1 + Ns)} (1+2N,) (5.36b)

En inversant les formules (5.36a) et (5.36b), on obtient les expressions de Ny et Ny en fonction

de aQ(QSq) et JQ(Qasq) :
1 02(Qsq 02(Qasq
Ns = Z <\/0'2((gasq)) + \/0_2((%sq)) - 2) (5.37&)
_ V/0°(Qsq)0%(Qasq) — 1
2

N, (5.37b)

5.4.2 Estimation de N,, N, et de leurs incertitudes, par inversion

Ayant obtenu les variances Viq et Viq, et leurs incertitudes, nous pouvons maintenant utiliser
ces résultats afin d’obtenir une estimation de Ny, IN; et de leurs incertitudes. La méthode d’es-
timation par inversion utilise directement les valeurs Vi et V,sq pour calculer Ny et IV; a l'aide
des formules (5.37a) et (5.37b), et des résultats des sections 5.3.2 et 5.3.3. Nous avons choisi une
méthode numérique de type Monte Carlo afin de propager les incertitudes sur Vyq et Vigq, dont
le principe est décrit ci-dessous :

— On commence par tirer n=106 valeurs de f/sq et f/asq en utilisant les formules (5.32a) et
(5.32b). Ce nombre assure un bon compromis entre le temps de calcul nécessaire et la
précision obtenue.

— Pour chaque tirage k, avec k=1, ..., n, on calcule ensuite IV, Sk et Nf en utilisant les formules
(5.37a) et (5.37b). On obtient ainsi deux ensembles Ng={N{, ..., N} et Ny={N}, ..., N}
de valeurs de N, et N;.

— On calcule ensuite les valeurs moyennes de Ng et Ny

NIV — (Ny), (5.38a)
N = (N), (5.38b)
et leurs variances
o?(N™) = Var(Ny), (5.39a)
o?(N™) = Var(Ny). (5.39b)

Cette méthode numérique présente l'avantage de ne pas introduire une linéarisation par
rapport aux variables comme cela est souvent le cas pour un calcul d’erreur analytique. Ceci sera
particulierement important dans le cas du calcul de la discorde, dont les dérivées présentent des
divergences pour les petites valeurs de N; et N;. Elle nous fournit ainsi une meilleure propagation
des erreurs, tout en étant plus simple a mettre en ceuvre.

5.5 Estimation de la discorde et de son incertitude

5.5.1 Discorde gaussienne pour un état thermique comprimé

La définition de la discorde nécessite une optimisation sur tous les POVM, qui se révele
étre une tache extrémement complexe pour des variables continues. On peut toutefois obtenir
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des résultats analytiques en se restreignant a des mesures gaussiennes | , ]. La
discorde obtenue correspond alors a la discorde gaussienne. Elle peut en théorie différer de la
discorde optimisée sur des POVM quelconques, bien qu’il semblerait que les mesures gaussiennes

soient optimales pour les états gaussiens | ]. Méme si cela n’était pas le cas, il a quand
méme été montré que les états gaussiens avec une discorde gaussienne non nulle possedent
également une discorde quantique non nulle | ]. Il n’y a donc pas de risque

qu’un état soit classique s’il possede une discorde gaussienne non nulle. Notons enfin que cette
restriction a des mesures gaussiennes est aussi justifiée d’un point de vue expérimental, ou des
mesures non gaussiennes ne sont pas toujours utilisées.

La discorde gaussienne® a été calculée explicitement pour un état thermique comprimé tel

que (5.33) dans la référence | |. Exprimée en fonction de Ny et IV, elle vaut

D(Ng, Nt)=2N;logy(N¢)—2(Ni+1) logy (Ne+1)—Alog, A—Blogy B+Clogy C+Dlog, D, (5.40)

avec
./4 = N3+Nt+2NsNt C= 1+NS+Nt+2N3Nt (541&)
B Ny(Ni+1) D Ng+2NNi+(14+Ny)? (5.41D)
1+Ng+N;+2N Ny 14+Ng+N;+2N;N; '

Puisqu’un état thermique comprimé peut s’écrire de maniere équivalente en fonction des
parametres r, v et n introduits au chapitre 3, on peut obtenir ’expression de Ng et N; en
fonction de ces parametres, en comparant les matrices de covariances obtenues avec les deux
paramétrisations :

N — 1 _1+ A(Tv 7777)
2 \/7]2 cosh® - cosh?(2ry)+B(r, )2+2n cosh? r(—2n cosh* (1) sinh? r4 cosh(2ry) B(r, 1))
(5.42a)
1
N; = 3 (—1—1— \/(A(r, ~,n)—n cosh?(rv) sinh 2r) (A(r, v, n)+n cosh?(r+) sinh 27")) (5.42b)
avec
A(r,v,m) = 1 — n + ncosh? r cosh 2ry 4 5 sinh? r, (5.43a)
B(r,n) =1 —1n+ nsinh?r. (5.43b)

On pourra ainsi utiliser ces expressions dans la formule (5.40), afin d’obtenir la discorde en
fonction de r, v et 5. Comme nous le verrons, cela nous sera utile pour calculer les bornes de
Cramér-Rao.

Nous avons utilisé deux méthodes pour 'estimation de la discorde a partir des résultats de
la section 5.4.2. La premiere est une méthode directe par inversion. La seconde, plus complexe
a mettre en ceuvre, utilise une analyse bayésienne. Nous verrons qu’elle améliore I’estimation de
la discorde pour de faibles puissances de pompe.

5. Dans la suite de ce chapitre, nous ne ferons plus la distinction entre la discorde et la discorde gaussienne,
étant entendu que c’est toujours de la seconde qu’il s’agit.
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5.5.2 Estimation par inversion

Avec cette méthode, on calcule directement la discorde avec la formule (5.40) et les valeurs
NIV et NIV, Les incertitudes sont propagées par une méthode Monte Carlo, en supposant que
N et N/™ sont la réalisation de deux variables normales Ni™ et NI™, respectivement de
moyennes N'™ et N/™ et de variances o?(N™) et o?(N™Y) :

N;nv _ Nsinv + USO'(N;HV) (5.44a)
Ntinv — NtinV + Ut(T(NtinV) (544b)

ol Us et Uy sont deux variables normales centrées réduites. On réalise 10° tirages de N;n" et
N/™ . en calculant & chaque fois la discorde D™ (N"V, Ni*V) correspondante.

Il faut noter ici que, pour les faibles valeurs de NIV et N/, certains tirages de (5.44) peuvent
donner des valeurs négatives, non physiques, qui ne permettent pas une estimation de la discorde
par (5.40). Ceci est en fait un probléme central, et nous allons le gérer ici en ne prenant tout
simplement pas en compte ces valeurs négatives. Nous considérons donc, au lieu de (5.44), des
distributions gaussiennes tronquées aux valeurs positives. Nous allons cependant voir a la section
suivante que 'estimation bayésienne permet de mieux gérer cette information a priori qu’est la
positivité de parametres N; et Ng.

On calcule enfin la valeur moyenne et la variance des 10° valeurs de discorde obtenues.
On obtient ainsi I'estimation de la discorde D™ et sa variance o?(D™), avec la méthode par
inversion.

5.5.3 Estimation bayésienne

La seconde méthode utilisée fait appel a une analyse bayésienne. Elle est plus longue a
mettre en ceuvre, mais permet une meilleure exploitation des données. Son principe est en
théorie tres simple : supposons que nous ayons mesuré un ensemble de données D. Nous savons
que ces données ont une distribution de probabilité qui dépend de parametres H, qui nous sont
inconnus, et que nous cherchons a estimer. Nous avons aussi une certaine information I a priori
sur ces parametres. On peut alors relier, grace au théoreme de Bayes, la probabilité P(H|D,I)
que les parametres aient une valeur H, étant données les mesures D et 'information I, a la
probabilité P(D|H,I) d’obtenir les mesures D a partir de parametres H et de I'information I,
et a la probabilité que les parametres aient une valeur H compte tenu de I'information I :

p(D|H, I)xp(H|I)

PHIDD) ==

(5.45)

On obtient ensuite la valeur moyenne de H avec H = [ dH H p(H|D,I), et sa variance avec
o?(H)= [ dH (H—H)* p(H|D,I).

Le lecteur pourra trouver une tres bonne introduction a ’estimation bayésienne et a 1’esti-
mation de parametres dans les ouvrages [ et | ], et dans larticle [ ]
pour des exemples d’applications concretes en physique.

Application a I’estimation de la discorde

Voyons maintenant comment utiliser cette analyse bayésienne avec nos mesures. Pour des
raisons de puissance de calcul qui seront plus claires par la suite, on commence par découper les
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A (k
mesures de chaque quadrature Q( ) en Np=10% blocs de K=200 points. Puis pour chaque bloc
m=0,...Ny—1 , on regroupe les 4K mesures dans un ensemble

_ @ (1) 2) ©) (3) (3) (4) (4)
X ={pks10 o Guk k0 Gk 10 - Ik 50 Gk 410 D10 k10 Gk 4K - (5.46)

Considérons maintenant un bloc m. Pour des valeurs Ny et Ny données, la densité de probabilité

A (k
d’obtenir une mesure homodyne ¢*) pour une quadrature Q( ) est donnée par

exp <— (q(k))Q) , (5.47)

BNy, Ny) =
pk)(q | ) t) 20_]3

2
27rak

ol 07 est donné par (5.36a) pour k={1,4}, et par (5.36b) pour k={2,3}. Puisque les mesures
homodynes sont indépendantes entre elles, la probabilité d’obtenir ’ensemble de résultats A,
est égale a

4 K
k
p(Xn N, Ni) = [T TT (a1 Ns V). (5.48)
k=1j=1

Le calcul de cette probabilité nécessite la multiplication d’un grand nombre de valeurs proches
de zéro, et reste possible jusqu’a 4K ~800. Au dela, un ordinateur standard n’a pas la puissance
de calcul nécessaire pour manipuler le résultat correctement. C’est la raison pour laquelle les
données de chaque quadrature sont découpées en blocs de 200 points.

En utilisant ensuite le théoreme de Bayes, on obtient la probabilité a posteriori que I’ensemble
X, soit du a des valeurs Ny et Ny,

p(Ns, Ne|Xip) (X Ns, Ni)po(Ns)po(Ne), (5.49)

1
ou po(Ns) and po(IV;) sont les probabilités dites a priori, et

N = / AN, AN, p(Xn| Ny, No)po(Ne)po(Ny). (5.50)

est un terme de normalisation. Les probabilités a priori refletent une connaissance préalable
sur les distributions de N et Ny avant d’effectuer les mesures du bloc m. Dans notre cas, une
telle connaissance nous est donnée par les résultats de ’analyse par inversion. On peut en effet
considérer que po(Ns) et po(IVy) suivent des lois normales, de moyennes respectivement égales a
N et N™V_ et de variances o?(N™Y) et o?(N™), tronquées aux valeurs positives :

L (N
pO(Nj) — 27T0'2(N}nv) 20.2(le_nv)
=0 si N;<0

i N; > 0,
> St (5.51)

avec j=s,t.

On pourrait arguer qu’un tel choix de distribution ne reflete pas vraiment un savoir avant
les mesures, puisque celle-ci a été établie avec toutes les mesures, dont celles du bloc m. Tou-
tefois, nous ferons I’hypothese que les contributions de chaque bloc restent faibles, compte tenu
du nombre total de mesures. Autrement dit, nous supposons que les valeurs NV ji-n" et 02(Nji~nv)
dépendent peu des mesures du bloc m, et que les distributions pg refletent bien un savoir a
priori pour chaque bloc. La distribution (5.51) apporte également une information a priori sur
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la positivité des parametres, qui est prise en compte de maniere plus rigoureuse avec ’approche
bayésienne. Cette derniére information contribue également & affiner notre connaissance des
distributions de Ny et N, puisque la positivité des N; dans les distributions (5.51) implique
notamment celle des N; dans (5.49). Nous verrons d’ailleurs que c’est pour les petites valeurs
de N et de N, lorsque se pose ce probleme de positivité, que ’approche bayésienne differe de
I’approche par inversion plus classique.

On utilise ensuite la distribution a posterior: (5.49) afin d’obtenir une estimation des deux
parametres NP ™ et Nf &M et de leurs variances pour le bloc m :

Nbwm / dN, dN; Nj p(Ny, Ni|X,n) (5.52)

o2 (NP / AN, AN, (Nj— NP2 p(N,, Ny[ ) (5.53)

Finalement, on moyenne les quantités obtenues pour chaque bloc selon

Ny—1 prbay, bay,
|:Zmb:0 Njaym/Uz(Nj aym)}

| 1/ (V™)

Ce type de pondération est optimal afin d’estimer une quantité a partir de plusieurs échantillons
ayant des variances différentes | ]. La variance de cette estimation est donnée par

bay __
N7 = (5.54)

Ny—1 -1
2/ Arb 92/ Arbay,
oA (N;™) = [Z 1/o (Njaym)] . (5.55)
m=0
La discorde est ensuite calculée a partir de ces valeurs, en utilisant une méthode Monte Carlo

similaire aux précédentes. On note D et o?(DP®) les valeurs obtenues par cette méthode
bayésienne.

5.5.4 Résultats expérimentaux

Les valeurs de discorde DP® obtenues avec la méthode bayésienne sont présentées sur la figure
5.3, en fonction du parametre de compression r. Les deux méthodes d’estimation donnent des
valeurs tres proches, contenues dans la largeur des points du graphique comme les incertitudes
statistiques qui leur sont liées. Le plus gros écart obtenu entre les deux méthodes est inférieur
4 0.5x0(D™) pour les faibles compressions, et il est de I'ordre de grandeur de 0.05xo(D™)
pour les plus grandes valeurs de r (figure 5.4). Nous verrons en revanche que les incertitudes
sont différentes, et que la méthode bayésienne s’avere plus précise pour une faible compression.

L’efficacité homodyne est estimée & n=0.62. En inversant les équations (5.42), on peut obtenir
les valeurs de r et v correspondant a chaque puissance de pompe. Ceci nous permet de tracer
les valeurs de discordes estimées en fonction de r. On peut ensuite raisonnablement considérer
que seul le parametre r varie avec la puissance de la pompe, alors que v et n gardent une
valeur constante, comme expliqué dans la section 3.3.2. Afin de vérifier cette hypothese, et pour
obtenir une valeur moyenne de v pour toutes les puissances de pompe, on fait un fit de la courbe
théorique de la discorde (5.40), calculée a partir des valeurs de r obtenues, et en prenant n=0.62,
ce qui nous donne y=0.73.

On voit que l'accord entre les valeurs expérimentales et la courbe théorique est tres bon,
ce qui confirme la validité de notre modélisation. On pourra donc considérer que les bornes
de Cramér-Rao théoriques décriront bien les limites fondamentales pour la précision de nos
estimateurs de la discorde.
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FIGURE 5.3 — Discorde D estimée par la méthode bayésienne. Les points sont les valeurs
estimées a partir des données expérimentales, et la ligne correspond au modeéle théorique, pour
1n=0.62, et v=0.73 obtenu par un fit. Les incertitudes expérimentales sont contenues dans les
points : U’écart par rapport a la courbe théorique s’explique par le fait que ’on cherche ici une
valeur de v “moyenne” pour tous les points.
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FIGURE 5.4 — Comparaison des valeurs de discorde obtenues avec les deur méthodes : mombre
d’écart-types o(D™) séparant les estimations D™ et DP® | en fonction de la compression r.

5.6 Comparaison avec les bornes de Cramér-Rao

L’incertitude sur la valeur d’une grandeur estimée statistiquement dépend naturellement du
nombre de mesures utilisées. Il est par exemple bien connu que 'incertitude sur la moyenne d’un
échantillon de N mesures varie en 1/ V/N, et on comprend intuitivement que dans la plupart des
cas on ne peut pas estimer une grandeur avec une précision parfaite, si le nombre de mesures
est fini.

Etant donné un nombre de mesures donné, quelle est donc la limite fondamentale sur la
précision d’un estimateur d’un parametre ? Dans notre cas, notre estimation de la discorde est
elle une “bonne” estimation? Afin de répondre & ces questions, faisons maintenant un petit
détour par la théorie de I'estimation de parametres, afin d’introduire les bornes de Cramér-Rao,
pour une variable classique, et pour un état quantique. Le lecteur pourra consulter | ,

, , | et | ] pour une présentation plus détaillée.
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5.6.1 Information de Fisher et borne de Cramér-Rao classique
Information de Fisher

Considérons une variable aléatoire classique X prenant des valeurs x, avec une densité de
probabilité p(xz|A) dépendant d’un ensemble de n parametres A={A1,..., A\, }, que 'on cherche
a estimer. La forme de la distribution est en générale connue, grace a une modélisation de la
grandeur mesurée, ou grace a certaines propriétés statistiques (par exemple le théoréme central
limite). En mesurant M fois X, on obtient un ensemble de résultats x={x1,...,xps} & partir
duquel on construit un estimateur A(z) de A.

La matrice d’information de Fisher® F(X\) est une mesure de l'information que la loi de

probabilité de X apporte sur A | |. Ses termes sont définis par
Olnp(z|A) 0lnp(z|X)
FA),=/]d A .
(o = [ doplain) SERER TR (5.56)
avec u,v=1,...,n. Elle dépend donc uniquement de la loi de probabilité, et non d’un tirage

particulier. On montre sans difficulté que pour M réalisations indépendantes de X, I'information
de Fisher est additive. Cette propriété est, comme pour I’entropie, assez intuitive : on s’attend a
ce que l'information apportée par M variables indépendantes soit bien la somme de I'information
des M variables.

Ce sont les termes diagonaux F'(X),,, qui vont nous intéresser pour notre étude de la discorde.
Comme nous allons maintenant le montrer, ils permettent d’établir la borne de Cramér-Rao.

Borne de Cramér-Rao

Considérons un estimateur A,(z) de 'un des parametres ), que 'on suppose non biaisé (sa
valeur moyenne E[\,(z)] est égale & \,), et fonction des M réalisations indépendantes de X.
Puisque le nombre de mesures est fini, on s’attend, au moins a cause des fluctuations statistiques,
a ce que la variance de A, (z) soit non nulle.

La borne de Cramér-Rao fixe une limite fondamentale sur la variance de 5\“(113), propor-
tionnelle & l'inverse de l'information de Fisher | ) ]. La raisonnement est le

suivant : puisque estimateur est sans biais, on a E(A,(z)—),)=0. On peut donc écrire

/ dz (Au(x) — A\y) p(x|A) =0, (5.57)
avec &= (x1,...,xp), de=dx; ... dzps et p(x|A)=p(z1|A) ... p(xp|A). On dérive ensuite 'équa-
tion (5.57) par rapport a A, :

0 < < 0
8)\/ daz (Au(x)—Ay) plz|A) = —/ dx p(x|A) +/ da (A, (z)—A,) an(:c|/\) (5.584a)
I ~- I
= / de (Au(x)—Ay) p(:n|)\)£\lnp(az|)\) =1 (5.58b)
m

6. Nous parlerons simplement de 'information de Fisher lorsque nous considérerons un terme diagonal de la
matrice d’information de Fisher.
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En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut ensuite écrire :

2

[ @@ Guta-n) VIVl 5 np(el)

< | [ de (@) -2)p@N)| | [ de (-2 mpln) 2p(ac|)\) (5.59)
/ ||/ e (a5, motem) )|

‘72(;‘#) MF(X)pp

Puisque la premiere ligne est égale a 1, on obtient finalement la borne de Cramér-Rao :

o2(A) > (5.60)

MF(X)up

Cette borne fixe une limite sur la précision que peut avoir un estimateur, quelle que soit la
maniere dont il est construit. Lorsqu’elle est atteinte pour toutes valeurs de A, ’estimateur est
dit efficace. Lorsque cela n’est pas le cas, ce qui arrive la plupart du temps, la comparaison de la
variance de l'estimateur avec cette borne permet de juger de la précision de I'estimateur. Notons
que 'on peut relier d’une fagon similaire les termes non diagonaux F'(\),, et les covariances
entre les estimations des parametres A\, et A,.

5.6.2 De l’information de Fisher classique a 'information de Fisher quantique
Borne de Cramér-Rao quantique

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré I’estimation de parametres pour une variable aléa-
toire classique. Autrement dit, une variable ayant une certaine loi de probabilité p(xz|A) bien
définie, qui dépend des parametres A a estimer. C’est ce que 1'on obtient en mesurant un état
quantique py dépendant des parametres A, avec un POVM {flm} tel que

p(x[A) = Tr{pAIL,}. (5.61)

A

En introduisant la dérivée logarithmique symétrique L, comme étant un opérateur hermitien
vérifiant

9Px _ Lupx+ prLy
X, 2

(5.62)

et en remarquant’ que 8>\Hp(a;\)\):Tr{(?,\uﬁkﬂx}:%(Tr{ﬁ)\flew}), I'information de Fisher
F{ﬁx}(’\>uu définie par (5.56) et relative & {IT,} s’écrit | ]

R(Tr{palL £, )2
Tr{pAIL:}

F iy N = / do (5.63)

Lorsque l'on cherche a estimer les parametres d’un état quantique, la borne de Cramér-Rao
(5.60) dépend donc du type de mesure effectuée, ici le POVM {II,}. En optimisant sur tous les

7. On vérifie que Tr{pL, M1, }=(Tr{pIl,L,})* en écrivant les décompositions P=>, an|thn) (| et
Ly=32,, cml|op) (0|
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POVM, on peut ensuite borner (5.63) par une limite quantique fondamentale, indépendante du
type de mesure. On a en effet | , ]:

2
Tr(palL £}

Fro (A, < / dz
(1} Mo = —
\V Tr{pIl.}
2
NZIRV4 | N e
:/dx Ted VPV T E By (5.64D)

Tr{pAIL}

(5.64a)

En utilisant ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz |Tr{ATB}|2§Tr{ATA}Tr{BTB} pour (5.64b),
on majore & nouveau 'information de Fisher :

Fig (N < / dz Te{IL, L, p5L,} (5.65)
Enfin, en utilisant le fait que [ dzIL,=I, on obtient

. 22
F i, (Ve < T { ALy } (5.66)

Cette derniere quantité est appelée information de Fisher quantique :

H(\),, =T {ﬁ)\f;i} (5.67)

Elle ne dépend pas du type de mesure effectuée. C’est une borne supérieure pour I'information
de Fisher F{ﬁx}(A)uu que 'on peut obtenir avec n’'importe quel POVM. Compte tenu de (5.66)
et de (5.60), on obtient la borne de Cramér-Rao quantique :

1 1

o?(\,) > >
) MF{ﬁz}()\)w MH(X)

(5.68)

Cette borne définie une limite quantique fondamentale pour la variance de tout estimateur /_\u'
Dans la démonstration précédente, nous n’avons considéré que les termes diagonaux de la

matrice d’information de Fisher quantique H (). Les autres termes sont définis d’une maniere

similaire | ]

Bk + B0, }

5 ("

H(\),, =Tr {m (5.69)

En écrivant py sous sa forme diagonale, py=>" an|tn) (|, on montre que H(X),, s'écrit
explicitement | ]

an vQn Ap—0m 2
H)y = Y el Otn) o (OOl (445 @)+ 0 Dyt
n n n;ﬁm n m

(5.70)

ot on a posé J,,:=0,,. La matrice densité px peut dépendre de A a travers ses valeurs propres,
mais aussi & travers ses vecteurs propres. Les termes tels que |0,,) sont donc & interpréter
comme [0, Vn)= 1 Outnk|k), ol [tn)=> ) ¥nk|k) est une décomposition de |¢),,) dans une base
{|k)} ne dépendant pas de A.
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5.6.3 Application a I’évaluation de la discorde
Calcul de l’information de Fisher quantique

Le calcul de la matrice d’information de Fisher quantique nécessite de connaitre la fagon dont
I’état quantique dépend du parametre a estimer, ici la discorde. Nous avons vu sur la figure 5.3
que nos données expérimentales sont bien modélisées par un état thermique comprimé (5.33),
et nous pourrons donc considérer que la borne de Cramér-Rao calculée a partir de ce modele
correspond bien a la précision maximale qu’il est possible d’obtenir.

L’état (5.33) est paramétré le plus simplement par les nombres Ny et N;. Une application
directe de la formule (5.70) permet donc de calculer la matrice d’information de Fisher quantique
HW pour le couple de parameétre A1={Ns, N;} :

(14 2N;)?2 1 ) .

; 5.71
Ng(1+ Ng)(1 42N, + 2N?)" Ne(1 + Ny (5.71)

HWY = diag (

Les termes diagonaux de H (1) permettraient ensuite d’établir des bornes de Cramér-Rao pour
I'estimation de Ng et N;. Pour calculer la borne de Cramér-Rao relative a la discorde, deux
approches sont possibles. La premiére serait d’écrire explicitement la dépendance de I’état (5.33)
en fonction de la discorde et d'un autre parametre Ax, par exemple Ng, N; ou v (en supposant
n constant), et d’utiliser la formule (5.70). Si elle est la plus directe, cette méthode n’en est pas
moins fort complexe. La seconde méthode, qui est celle que nous utiliserons, est en revanche
beaucoup plus simple. On peut en effet obtenir tres facilement la matrice d’information H pour
un ensemble de parametres A = {\,(A)} fonctions de parameétres X, & partir de la matrice
d’information H pour les parametres A. Puisque 0, = > L B0, avec By, = 0\, / 85% on a

L,=> BuL, (5.72)
o
et il est facile de se convaincre que
H =BHB". (5.73)

Pour des raisons de simplicité de calcul, on obtient d’abord la matrice d’information H )
correspondant & un premier changement de variable Aj—Xo={r, v} :

H® = B,HY B, (5.74)
avec
ON. N
Bia= | ék, 4N, |- (5.75)
oy oy

On effectue ensuite un dernier changement de variable Ao—A3 = {D, v}, nous permettant d’ob-
tenir une matrice d’information contenant la discorde :

H® = Bys H?BL, (5.76)

avec

or 9y or
Bu= (0 P :<%J,9 1>. (5.77)
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L’expression obtenue est une fonction beaucoup trop longue pour étre exprimée ici, mais elle ne
présente pas de difficulté particuliere.

En utilisant (5.68), on obtient ensuite la borne de Cramér-Rao quantique pour un estimateur
D de la discorde :

o?(D) > !

> 7MH()\3)DD (5.78)

Cette borne, comme la borne de Cramér-Rao classique, dépend de la vraie valeur des para-
metres As, ici la discorde et «. Bien siir, nous n’avons pas acces a ces vraies valeurs, puisque
nous cherchons justement a les estimer. Cependant, compte tenu des résultats de la section 5.5.4,
nous pouvons considérer que 'expression théorique de la discorde D(r,~y,n) en fonction de r, 7,
et 1, permet quand méme d’obtenir une borne de Cramér-Rao pertinente a laquelle on pourra
comparer notre estimation expérimentale.

Calcul de I’information de Fisher pour la détection homodyne

La borne de Cramér Rao quantique (5.78) est une borne optimisée sur tous les POVM pos-
sibles. Il est fort probable que la mesure que nous utilisons — la mesure homodyne des quadratures
comprimées et anticomprimées — ne permette pas de saturer cette borne. Par contre, il est éga-
lement intéressant de comparer notre estimateur de la discorde avec la borne de Cramér-Rao
classique associée aux mesures homodynes.

La matrice d’information de Fisher pour 'état (5.33) et des mesures homodynes se calcule
avec un changement de parametre similaire au paragraphe précédent. On commence avec un pre-

A (K
mier ensemble de parametres A;j={Ng, N;}. Pour une quadrature Q( ), la densité de probabilité
de mesurer une valeur ¢(¥) avec une détection homodyne est simplement une fonction gaussienne
de moyenne nulle et de variance o?(Q®)). En utilisant la formule (5.56), on montre alors que

1 90%(QW) 90%(QW)
A2@QP)E A, 0N,

F,, = (5.79)
avec {\,}=N,, N;. On utilise ensuite les expressions (5.36a) et (5.36b) des variances des qua-
dratures en fonction de A; pour obtenir explicitement la matrice d’information de Fisher, pour
les quadratures comprimées (F*9), et anticomprimées (F%) :

1 1
INTINT ¥
oo/ — R VAL (2N (5.80)

F L 2
V/Ne(1+N:) (14+2Ny) 112872

Puisque l'information de Fisher est additive, et que la moitié de nos mesures portent sur des
quadratures comprimées, alors que l'autre moitié porte sur les quadratures anticomprimées, la
matrice d’information moyenne pour les parametres Ay est finalement

1
F) _ F51 4+ Fasd _ [ 2N.2NZ 2 ) (5.81)
2 0 (1202

Afin d’obtenir la matrice d’information de Fisher pour ’estimation de la discorde, on procede
ensuite de la méme maniere que nous I'avons fait pour H. On fait un premier changement de
variable A;—A9={r, v}, pour lequel la nouvelle matrice d’information est F® = BlgF(l)Bg,
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avec By définie par (5.75). Puis on fait le changement de variable As—A3={D,~}, pour lequel
la nouvelle matrice d’information est F®) = BQ3F(2)Bg3, avec Bog définie par (5.77).

On obtient alors la borne de Cramér-Rao associée a la mesure homodyne, pour un estimateur
D de la discorde :

(5.82)

5.6.4 Résultats expérimentaux
Discussion sur les ressources utilisées

Les bornes de Cramér-Rao (5.78) et (5.82) font intervenir le nombre de mesures M utilisées
pour construire 'estimateur D. Nous avons introduit deux estimateurs différents dans la section
5.5. Le premier, D™, est basé sur une méthode d’inversion. Pour cette estimation, on utilise les

A (k
Mq:2><1()4 mesures homodynes de chacune des quadratures Q( ). Le nombre total de mesures
intervenant dans les bornes de Cramér-Rao est donc

M™ =Mp=4M,=8x10". (5.83)

En revanche, pour le second estimateur DP® basé sur une analyse bayésienne, le nombre de
mesures a considérer est différent. En effet, nous avons d’abord regroupé les mesures homodynes
en NN, blocs de 4x200 points (200 points par quadrature). Puis, pour chacun de ces blocs, notre
analyse bayésienne a nécessité des probabilités a priori utilisant les résultats de l'analyse par
inversion, pour N ;HV et o2(N ;—n") (avec j=s, t), obtenus avec Mp mesures. Au final, tout se passe
donc comme si nous avions utilisé N, x M mesures, au lieu de M. Pour Iestimation bayésienne,
il faudra donc prendre

MP¥ =Ny x My (5.84)

pour les bornes de Cramér-Rao.

Précision de notre estimateur de la discorde

Les bornes de Cramér-Rao sont calculées en prenant n=0.62, et avec les valeurs de r et
~ obtenues en inversant les formules (5.42), pour chaque puissance de pompe. Notons que la
valeurs moyenne y=0.73 obtenue pour le fit de la figure 5.3 n’est pas utilisée ici. Nos résultats
expérimentaux sont présentés sur la figure 5.5. Pour les deux méthodes d’estimation, on trace le
rapport (exprimé en dB) entre la variance obtenue expérimentalement et la borne de Cramér-Rao
classique et quantique :

H UQ(D)
i = 1/[MH(3)~()\3)DD] (55)
KE = 02§D) (5.86)

1/[MF®(X3)pp]

avec D=D™ Db ot M=M™ M ¥ Un rapport égal & 1 (ou 0 dB) signifie que D'estimation
est optimale, et que la borne de Cramér-Rao correspondante est saturée.

Commencons par analyser la comparaison avec la borne de Cramér-Rao pour la détection ho-
modyne, donnée par le rapport K ]\Z Pour de faibles valeurs de discorde, ’estimation bayésienne
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FIGURE 5.5 — Rapports Kﬁ et Kﬂ pour l’estimation par inversion, et l’estimation bayésienne,
en fonction de la discorde. Les cercles bleus (resp. triangles rouges) correspondent a la borne de
Cramér-Rao quantique K ]\}/I[ (resp. classique K ff} ). Les marqueurs pleins correspondent a [’esti-

mation bayésienne, et les marqueurs vides a l’estimation par inversion.

est pratiquement optimale, alors que I'estimation par inversion est un peu plus bruitée, avec un
rapport plus important. Pour le point correspondant a la valeur de discorde la plus faible, on
remarque que le rapport est légerement inférieur a 0 dB. Nous attribuons ce comportement a
une moins bonne adéquation de notre modélisation pour de faibles valeurs de pompe. On voit
ensuite que pour de plus fortes valeurs de pompes, les variances s’écartent un peu plus des va-
leurs optimales, tout en restant proches. Cela peut s’expliquer par des variations de la discorde
au cours de I'expérience due a diverses fluctuations, supérieures aux fluctuations statistiques.

Concernant la borne de Cramér-Rao quantique, comme on pouvait le supposer notre es-
timation n’est pas optimale, le rapport étant d’environ 10 dB. C’est le prix a payer — assez
raisonnable— pour sa simplicité. La encore, ’estimation bayésienne procure de meilleurs résul-
tats pour de faibles valeurs de discorde, tout en donnant des performances comparables pour
des puissances de pompe plus importantes.

5.7 Conclusion

La discorde quantique est une mesure des corrélations d’origine purement quantiques, que
peuvent posséder des états qui ne sont pas intriqués. De nombreuses études laissent supposer
qu’elle pourrait jouer un role important en information quantique, et surtout que l'intrication
pourrait ne pas toujours étre indispensable pour surpasser les protocoles classiques. Un des
principaux intéréts de ces travaux est bien sir expérimental, puisque la discorde est une propriété
beaucoup moins fragile que l'intrication, et beaucoup plus facile a produire.

Dans ce chapitre, nous avons estimé la discorde gaussienne pour une classe d’états particu-
lierement importants en optique quantique avec des variables continues : les états thermiques
comprimés, correspondant par exemple aux états produits par un OPA imparfait. En utilisant
uniquement des mesures homodynes, parmi les plus courantes, mais également parmi les plus
simples pour des états gaussiens, nous avons montré que notre estimation bayésienne est prati-
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quement optimale pour la borne de Cramér-Rao associée a ces mesures, pour de faibles valeurs
de compression. Nous avons également montré qu’elle ajoute environ 10 dB de bruit par rapport
a la limite quantique fondamentale donnée par la borne de Cramér-Rao quantique, ce qui reste
raisonnable étant donnée sa simplicité.

La capacité a pouvoir caractériser précisément la discorde d’un état est un élément indis-
pensable pour pouvoir analyser le role de la discorde en information quantique. Ces travaux
s’inscrivent dans ce cadre, en proposant une méthode simple et efficace.
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Caractérisation d’une porte de phase
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6.1 Introduction

Un des défis a relever afin de pouvoir utiliser les propriétés quantiques fondamentales pour
le traitement de 'information est de controler la décohérence due au couplage avec ’environ-
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nement. Pour cela, les implémentations optiques offrent des solutions intéressantes, puisque la
lumiere interagit peu avec ’environnement. Historiquement, les recherches se sont principale-
ment axées sur 'utilisation de variables discretes | |, ou continues | , ],
ayant chacune leurs avantages et inconvénients d’un point de vue expérimental. Ainsi, les va-
riables discretes offrent un encodage de type “numérique”, plus résistant aux pertes et au bruit,
mais nécessitent de produire et de détecter des photons uniques. Les variables continues, en
revanche, possedent un certain nombre d’avantages expérimentaux, tels que I'utilisation d’états
plus faciles a produire, mais souffrent des problemes d’un encodage “analogique”. Afin de com-
biner les forces de ces deux approches, des protocoles hybrides se sont développés au cours de
ces dernieres années | ].

L’un d’entre eux consiste a encoder un qubit dans une superposition de deux états cohérents
|—a) et |a), formant respectivement les deux états de base |0) et 1) | , |. Bien
que ces deux états ne soient pas strictement orthogonaux, une amplitude a=1.5 rend déja leur
recouvrement assez faible, |(a|—a)|?~107%, ce qui rend le protocole compatible avec des proto-
coles de corrections d’erreurs | ]. La comparaison avec d’autres méthodes en termes de
ressources pour une intégration a grande échelle semble également favorable | , ].
Ce type d’encodage est également avantageux en terme de correction d’erreurs lorsque le qubit
est envoyé dans un canal quantique imparfait | ].

Expérimentalement, les opérations réalisées sont inévitablement des versions approchées des
opérations parfaites, dont le degré de ressemblance nécessaire est déterminé par l'efficacité des
codes correcteurs d’erreurs | ]. La caractérisation des opérations effectivement réalisées
est donc une étape indispensable afin de pouvoir accroitre la complexité des circuits quantiques.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la caractérisation d’une porte quantique agissant
sur des superpositions d’états cohérents, en introduisant une phase ¢ :

zla) +yl—a) = zla) + y|—a) (6.1)

Malgré sa simplicité, cette porte joue un réle important, car elle peut faire partie d’un ensemble
universel permettant de décomposer une opération arbitraire [ |. La porte de phase 7
est implémentée tres simplement | |, en se souvenant que les états cohérents sont des
états propres de l'opérateur destruction : @|+a)==«|t«). Une phase différente de 7 peut étre
insérée en utilisant en plus un déplacement, comme nous le détaillerons plus loin.

Nous caractérisons expérimentalement une porte de phase 7 | |, en nous basant
sur une modélisation de son fonctionnement, plutot que sur une approche de type boite noire
[ ]. La porte est d’abord implémentée expérimentalement sur le vide comprimé produit
par POPA, afin d’extraire les parameétres expérimentaux du modele. Nous vérifions ensuite la
consistance du modele en appliquant la porte sur un autre état test, obtenu en soustrayant un
photon du vide comprimé. Cette modélisation permet de simuler I’action de la porte expérimen-
tale sur un état initial parfait, nous permettant ainsi de séparer les imperfections de la porte
de celles des états produits expérimentalement. Ce modele nous permet également d’étendre la
caractérisation a d’autres phases ¢. Nous obtenons ensuite des criteres caractérisant la porte en
calculant la fidélité avec des états cibles, produits par une porte parfaite.

Notre méthode permet de caractériser la porte pour la zone ou elle est effective, et est avant
tout orientée vers une simplicité expérimentale. Elle offre un bon compromis par rapport a une
tomographie de processus quantique | , |, plus couteuse expérimentalement,
dont nous montrerons qu’elle serait de toute facon difficilement utilisable.
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6.2 Présentation de la porte de phase

Commencgons par présenter brievement quelques particularités du calcul quantique avec des
états cohérents. Nous détaillerons ensuite comment implémenter expérimentalement la porte de
phase proposée par P. Marek et J. Fiurdsek | ].

6.2.1 Calcul quantique avec des états cohérents

Un ordinateur quantique est dit universel s’il peut implémenter une opération unitaire ar-
bitraire sur ses variables | ]. Pour cela, il suffit de disposer d’un ensemble restreint
de portes quantiques agissant sur un ou deux qubits [ |. Plusieurs ensembles peuvent
étre utilisés, composés d’une porte “intriquante” & deux qubits, et de rotations a un qubit. En
particulier, un ensemble constitué d’une porte de phase (équivalente & une rotation autour de
Z), d’'une porte C-phase, et d'une porte de Hadamard, est universel.

Si le principe du calcul quantique a état cohérent est séduisant, la manipulation efficace
d’un qubit z|a) + y|—a) fait toujours 'objet de recherches afin de réduire les ressources expéri-
mentales nécessaires. Plusieurs méthodes ont été proposées ces dernieres années, toutes basées
sur 'utilisation d’états cohérents pour former un qubit, mais implémentant les portes de diffé-
rentes manieres. La premiere méthode utilisant des états cohérents faisait appel a un encodage
dans les états |a)+|—a) et |a)—|—a), et nécessitait des fortes non linéarités | ], ce
qui la rendait peu exploitable. H. Jeong et al. ont ensuite proposé l'utilisation de |a) et |—a)
comme états de base | |, mais leur méthode nécessitait toujours des interactions non li-
néaires. T. Ralph et al. ont pu contourner ce probleme, en proposant l'utilisation de chats de
Shrodinger comme ressource non classique | ]. Ces états peuvent en théorie étre préparés
de maniere probabiliste avant ’étape de calcul et stockés dans une mémoire quantique. Plu-
sieurs améliorations du protocole ont ensuite permis de diminuer I’amplitude des états a a>2
[ |, puis a>1.2 | |, ce qui le rend davantage compatible avec les états chats pro-
duits expérimentalement [ , , , ,

9 ]'

Enfin, une derniere méthode proposée par P. Marek et J. Fiurasek apporte une simplification
supplémentaire du dispositif expérimental | ], en contrepartie d’un fonctionnement da-
vantage non déterministe. En effet, dans les références | , ] les portes sont réalisées
a l’aide de téléportations - pouvant étre rendues quasi-déterministes-, qui nécessitent entre autre
I'utilisation d’un ou plusieurs chats pour former les états de Bell. Le protocole de P. Marek
et J. FiurdSek ne nécessite un chat que pour implémenter la porte de Hadamard. Les autres
portes (la porte de phase, et la porte C-phase), n’utilisent que des soustractions de photon,
des déplacements, et des mesures APD, ce qui rend ce protocole plus adapté & une faisabilité
expérimentale. Le groupe d’U. Andersen a d’ailleurs réalisé une démonstration de principe de la
porte de Hadamard, en la testant pour les deux états logiques |a) et |—a) | ].

6.2.2 La porte de phase
Principe
Une porte de phase ¢ réalise la transformation :
zla) +y|—a) = zla) + ye'?|—a) (6.2)
La porte de phase 7 est implémentée tres simplement, en appliquant 'opérateur a

a(z|o) + yl-a)) = a(z|a) — y|—a)), (6.3)
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qui correspond bien a l'introduction d’une phase 7 apres normalisation. On vérifie sans difficulté
qu’une phase ¢ peut étre introduite par ’action d’un opérateur a + f :

[a+5](z|a) + y|—a)) o z|a) + ePy|l—a) (6.4)
avec 3 qui satisfait :
p—a o o
m =€ ® = /8 = Zitan(s@/2) (65)

L’opérateur a + 8 peut étre implémenté en utilisant deux déplacements et la soustraction d’un
photon du fait de la relation suivante :

D'(®abB) =a+p (6.6)

Du fait de la soustraction de photon, le fonctionnement de cette porte est donc probabi-
liste. En plus de la probabilité de succes de la soustraction, notons qu’il y a également une
contrainte fondamentale empéchant un fonctionnement déterministe, liée & la non orthogonalité
des états coherents. Par exemple, une transformation de Hadamard |+a)—|+)=N1 (Ja)£|—a))
ne conserve pas le produit scalaire, puisque (a|—a)#£0, alors que (+|—)=0. Elle ne peut donc pas
étre unitaire, méme si elle peut assez rapidement tendre vers une transformation unitaire pour
« suffisamment grand. Les portes & états cohérents sont donc au mieux quasi-déterministes.

Implémentation expérimentale

On peut en fait obtenir la méme transformation que (6.6) en utilisant un seul déplacement
appliqué avant ’APD, tel que schématisé sur la figure 6.1. La soustraction de photon est effectuée
en prélevant R~10% du faisceau avec une lame séparatrice (combinaison \/2+PBS). Nous avons
montré dans la section 3.4.3 que 1’état apres la lame séparatrice est approximativement

Ups|thin)®0) = [¢hin)®]|0) — 0[alyin)]|1), (6.7)

ou le deuxieme mode est dirigé vers 'APD. En appliquant un déplacement ﬁ(() juste avant
PAPD, I’état total devient

[¥p) = [in)@[¢) — 0[alym)] @ [D(Q)I1)]. (6.8)

Or, puisque D()6' D'(Q)=b'—¢*, on a D(Q)[1)=D(Q)6' D' (<) D(¢)]0)=(6'~¢*)[¢). L'équation
(6.8) s’écrit donc

[p) = [y ®IC) — B[al)] @ [(B'=¢7)10)]. (6.9)

En modélisant le conditionnement réussi par ’APD par un projecteur |1) (1], I’état total devient :

i) = (1211)(1]) [p) (6.102)
= ¥ [l ) — falum)] e (1-1C7)L)] (6.100)

I¢|?

= =% ¢ 0(1-I¢P)al [m)@|1) (6.10c)
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FIGURE 6.1 — Schéma de l'implémentation expérimentale de la porte de phase.

Apres normalisation et trace partielle sur le mode de ’APD, I’état final est bien

‘wout> = (d"i_ﬁ) ‘win>7 (611)

¢
o(|¢i2-1)

Le déplacement ﬁ(( ) peut étre implémenté avec une lame séparatrice de transmission Tyep~1,
et un état cohérent intense d’amplitude agep | ]. En effet, dans ce cas |aqep) est état propre

avec =

s . . . . ~f
de b, mais aussi approximativement de b avec la valeur propre O‘Eep’ et donc

~

exp [H(dTb—dBT)} |dep )b = €xp 9(&Tadep—da§ep)] |tdep )b (6.12)

correspond a un déplacement d’amplitude faqe, pour le mode a, apres trace partielle sur le
mode b. Pour T~1, § ~ /I—T, et on réalise donc un déplacement de ¢ en utilisant un état
cohérent d’amplitude agep=(/v1-T.

La soustraction de photon a déja été réalisée expérimentalement par plusieurs groupes. En
revanche, son utilité en tant que porte n’avait pas été réalisée avant la référence | ], et
elle n’avait pas fait 'objet d’une caractérisation en tant que telle.

6.3 Réalisation expérimentale d’une porte de phase 7

6.3.1 Meéthode et dispositif expérimental

Nous avons réalisé expérimentalement la porte de phase 7 a ’aide du dispositif expérimental
présenté sur la figure 6.2. Nous pouvons implémenter deux soustractions de photon. L’une d’entre
elle est interprétée comme la porte de phase que nous cherchons a caractériser ( indice 1). L’autre
nous sert a la préparation d’un état quantique de test (indice 0). Notre méthode est résumée
ci-dessous, et détaillée dans les paragraphes suivants.
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FIGURE 6.2 — Schéma du dispositif expérimental

Nous disposons d’un modele du fonctionnement de la porte dont on cherche a estimer ex-
périmentalement les parametres. La premiere étape est donc d’appliquer la porte sur un état
quantique que 'on sait également modéliser, puis d’extraire tous les différents parametres a par-
tir des mesures homodynes. Parmi les états candidats, les états cohérents n’apparaissent pas tres
adaptés, puisqu’il ne sont pas modifiés par une soustraction de photon. La porte agissant sur des
superpositions d’états cohérents, il est préférable d’utiliser une telle superposition pour la tester.
On peut pour cela utiliser le vide comprimé produit par ’OPA en configuration dégénérée, qui
est une approximation raisonnable d’un chaton pair pour une faible compression. Cette approxi-
mation n’est valable que pour de faibles amplitudes, car le vide comprimé est un état gaussien,
contrairement & un chat pair. On peut s’en convaincre en comparant la décomposition d’un chat
pair (2.176) \+>o<]0>—|—%|2> et d'un vide comprimé (2.143) [tsq,)o<|0)—/2(3 tanh7)[2), en ne
gardant que les deux premiers termes. On peut s’attendre & une bonne fidélité si a?=— tanhr, ce
qui correspond & |a|=0.54 pour r=0.3. Numériquement, on trouve que I’état sortant de I’'OPA
avec nos parametres expérimentaux a une fidélité maximale égale a 0.98 pour une amplitude
«=0.55. Insistons sur le fait que pour cette estimation des parametres expérimentaux, ’APD
d’indice 0 n’est pas utilisée.

Afin de tester la qualité de notre modélisation, nous appliquons ensuite la porte sur un
autre état test, et nous comparons les histogrammes obtenus expérimentalement avec ceux
prédits par le modele utilisant les parametres expérimentaux. L’état test est obtenu en sous-
trayant un photon du vide comprimé avec 'APD d’indice 0 (figure 6.2). On peut voir que

c’est une relativement bonne approximation d’un chat impair, en comparant |—)oc|1) 4+ %]3) et

a|thsq)ox|1) + (—% tanhr) v/6/3). On peut s’attendre a une bonne fidélité si a?>=—3tanhr, ce qui
donne |a|=0.93 pour r=0.3. Apres avoir appliqué la porte sur le vide comprimé, nous verrons
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FIGURE 6.3 — Schéma du modéle utilisé pour Uextraction des paramétres expérimentaur.

que la fidélité maximale avec un chat impair est de 0.58 pour a=0.92.

Nous utilisons donc en fait deux soustractions de photon : une interprétée en tant que porte,
que l'on cherche a caractériser, et 'autre servant a préparer un chat impair utilisé pour tester
le modele. Nous verrons que ce dernier est en tres bon accord avec les résultats expérimentaux,
ce qui nous permettra de 'utiliser pour simuler ’action de la porte sur d’autres états.

6.3.2 Modélisation
Modélisation de la porte

Détaillons maintenant le modele du fonctionnement de la porte, associé & un mode a (fi-
gure 6.3). Expérimentalement, elle est réalisée en utilisant une lame séparatrice (A\/2 + PBS)
de transmission T=10%, mesurée indépendamment. Le faisceau réfléchi est ensuite dirigé vers
PAPD (associée & un mode 13) Nous cherchons a implémenter une porte de phase avec o=,
et n’avons donc pas besoin d’un déplacement. Ce déplacement rajouterait comme principaux
parametres : la transmission de la lame séparatrice supplémentaire, la qualité de l'interférence
avec le faisceau a déplacer, 'incertitude sur la phase de ’état cohérent utilisé pour le déplace-
ment et éventuellement les fluctuations d’intensité du laser, se traduisant par des fluctuations
d’amplitude.

Le faisceau passe ensuite par le systeme de filtrage d’efficacité globale A\~10%, comprenant
lefficacité quantique de ’APD. A la limite ou A—0, le conditionnement correspond a une sous-
traction de photon sur le mode b. On peut s’en convaincre en remarquant que cela correspond a
la soustraction de photon présentée dans la section 3.4.3, avec le mode de conditionnement dans
le mode faiblement transmis, alors que presque tout le faisceau est réfléchi. On peut aussi le voir
immédiatement en faisant un développement du POVM de ’APD (3.31) au premier ordre en
A. Dans ce cas, TI~AY n|n)y(n|y=Xy,. Si p est Pétat quantique total, comprenant le mode

du signal @ et le mode du conditionnement b, on a bien Tr{f[lﬁ}:)\Tr{ﬁbﬁ}mTr{i)ﬁlA)T}. Cette
modélisation de 'APD permet de simplifier les calculs analytiques, tout en donnant des résul-
tats trés proches de ceux obtenus avec II;. Elle permet également de s’affranchir de certains
problémes numériques lorsque 1'on utilise des fonctions de Wigner, dus a de petites différences
de grands nombres | ].

Le systeme de filtrage permet de sélectionner un mode adapté a la détection homodyne,
mais il n’est pas parfait. Plusieurs sources peuvent déclencher I’APD sans que cela n’induise de
transformation sur 1’état : le conditionnement peut provenir de photons décorrélés dus aux im-
perfections de ’OPA ou a son caractére multimode, de photons dans un mode orthogonal a celui
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de la détection homodyne, ou de toute autre source de bruit. On consideére qu’'une fraction (1—¢)
des conditionnements provient de ces diverses sources, ce qui n’induit pas de soustraction pour
I’état mesuré par la détection homodyne, mais seulement des pertes liées a la lame séparatrice
de prélevement. Pour une fraction &, le conditionnement a bien lieu dans le bon mode.

Les photons décorrélés susceptibles d’induire un mauvais conditionnement dépendent de
I’état initial. Pour un état ne contenant que des photons dans le mode de la détection homodyne,
et sans autre source de bruit, on aurait £=1. Malgré cela, nous avons choisi d’inclure la pureté
modale £ comme un parametre propre a la porte, en I'interprétant comme une capacité a filtrer
les photons dans les mauvais modes. De ce fait, nous considérons une caractérisation de la porte
de phase pour une technologie expérimentale donnée, pour laquelle les états quantiques sont
“entourés” de bruit multimode.

Modélisation de I’état utilisé pour tester la porte

Comme nous 'avons vu dans la section 3.3.2, POPA est modélisée par un OPA dégénéré
parfait de compression s=e~ 2", suivi d’'un amplificateur indépendant de la phase, introduisant
un gain parasite h=cosh? ~r.

6.3.3 Extraction des parameétres expérimentaux

L’application de la porte de phase 7 sur le vide comprimé produit un état proche d’un cha-
ton de Schrodinger, a partir duquel on peut extraire les parametres du modele avec des mesures
homodynes. Aux 3 parametres, &, h, et s a estimer, il faut rajouter 'efficacité homodyne 7, qui
est estimée indépendamment & la valeur de n=0.68. A. Ourjoumtsev a développé un modele
analytique permettant d’extraire ces parametres a partir des moments des données expérimen-
tales [ ], que nous détaillons brievement. Le calcul analytique de la fonction de
Wigner du chaton produit conduit & la définition de quatre variables a, b, a’, et b’ :

a=14nT(h/s+h—2) b= 14nT(hs+h—2) (6.13a)
,  n€T(h/s+h—2)* , nET(hs+h—2)? (6.13b)
~ h(s+1/s)+2h—4 ~ h(s+1/s)+2h—4 '

qui dépendent des parametres du modele a estimer. Le principe est d’obtenir des valeurs a*, b*,
a’* et b'* de ces variables & partir des données expérimentales, ce qui donne ensuite acces aux
parametres recherchés par un fit.

Pour une quadrature Xy, on montre que la distribution de probabilité Py(xg) ne dépend que
de deux parametres ¢ et ¢/, donnés par

c=acos® 6+ bsin? 6, et ¢ =d cos® 0 + b sin” 6. (6.14)

Ces parametres s’expriment également en fonction des moments d’ordres deux et quatre, res-
pectivement notés o et py :

c=2 <M2—\//~L%_H4/3> =\ u3—pa/3 (6.15)

On peut donc en obtenir des estimations ¢ et & & partir des estimations V5 et Vj de s et juyq,

c=2 <V2—\/‘/é2—‘/21/3> . @ =\/W-Vs. (6.16)
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En utilisant plusieurs phases #, on peut obtenir a*, b*, a’* et b’* par régression linéaire, en
posant c=a*y+b*(1—y) et &=a"*y+b"*(1—y), avec y=cos? . Enfin, on détermine les valeurs de
&, h et s en minimisant la fonction

L= (a—a*)* + (b—b")? + (d'—a*)* + (¥ —b*)? (6.17)

par rapport a ces parametres.

6.3.4 Résultats expérimentaux

Nous avons d’abord appliqué la porte de phase 7 sur le vide comprimé monomode produit
par 'OPA afin d’extraire les parametres du modele. Nous avons acquis 400 000 mesures de
quadratures, avec un taux d’environ 6000 conditionnements par seconde. La phase de 'oscillateur
local n’étant pas controlée, on répartit les mesures en 6 intervalles de phase en utilisant la variance
du vide comprimé mesurée sur 1000 pomts juste apres chaque conditionnement. La variance la
plus faible correspond a la quadrature X et la variance la plus élevée a la quadrature P. Notons
que ce choix est purement conventionnel et dépend de la convention utilisée pour 'opérateur de
squeezing modélisant I’OPA. Si on utilise une convention $= exp[g(dTQ—dZ)], c’est la quadrature
P qui est comprimée. Cette méthode de tri suppose de plus que 1'état est symétrique, puisque
nous ne pouvons pas distinguer un état comprimé selon Xy d’un état comprimé selon X, 0.

Les données ordonnées sont ensuite divisées en 6 blocs de 6.6x10* points et regroupées en
histogrammes de 64 bins. Chaque bloc k correspond a une phase [k7/12, (k + 1)7/12], k allant
de 0 & 5. A partir de ces données, on calcule ensuite les moments V5 et V4 pour chaque phase,
ce qui nous permet ensuite d’extraire les parametres du modele.

Les résultats sont présentés sur la figure 6.4, qui montre un tres bon accord entre ce modele
analytique et les données expérimentales brutes. Les tables 6.1 et 6.2 regroupent respectivement
les parametres du fit et les estimations des parametres expérimentaux.

a* a/* b* b/*
1.54 1 0.86 | 0.74 | 0.19

TABLE 6.1 — Parameétres du fit.

r v | s=exp(—2r) | h=cosh’(y7) | 7 13 T
0.30 | 0.46 0.54 1.02 0.68 || 0.83 | 0.9

TABLE 6.2 — Estimations des paramétres expérimentaut.

Le parametre le plus important est &, car c’est le seul — avec la transmission 7" de la séparatrice
— dont dépend la porte expérimentale. Les parametres s et h de ’'OPA caractérisent la qualité
du chaton initial, et 'efficacité homodyne n n’est pas une caractéristique de I’état obtenu par la
porte.

6.3.5 Test du modele de la porte

Afin de vérifier la consistance de ce modele, on l'utilise maintenant pour prédire le fonction-
nement de la porte sur un autre état test, en gardant les parametres estimés. Cet autre état est
obtenu en soustrayant un photon du vide comprimé. Avec I'action de la porte, nous avons donc
une double soustraction, produite avec un taux d’environ 6 conditionnements par seconde.
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05 00 05 9=27 /12 05 6=3r /12
04 04 04

03 503 b 03
&2 %02 %02
01 0.1 0.1
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Xo Xo Xo
03 0=37/12 02 f=dn/12 02 f=5m/12
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01 01 01
L 0 2 L 0 2 L 0 2 4
Xo Xo Xo

FIGURE 6.4 — Mesures de quadratures pour la porte de phase w appliquée sur le vide comprimé.
Les traits pleins correspondent au fit du modéle analytique. Notons que la convention choisie
pour définir les quadratures comprimées est différente de [

/.

— 0=27/12 —
0.6 00 0.6 / 06 f=3m/12
3 04 5 04 < 04
A o o8
02 02 02
Y3 0 2 % % 4
Xo
_ — 0=5m/12
06 9=3m/12 06 O=4r/12 06 57/
2 0 2 4
Xo

FIGURE 6.5 — Mesures de quadratures pour lapplication de la porte de phase w sur le vide
comprimé soustrait d’un photon (double soustraction). Les lignes sont les prévisions du modéle
avec les parameétres précédemment estimés, sans fit pour cet état.
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Nous mesurons 60 000 points, avec deux mesures de 15 000 points et une de 30 000 points.
Le dispositif expérimental est controlé et au besoin réaligné entre chaque mesure afin de limiter
les dérives.

Les résultats expérimentaux sont montrés sur la figure 6.5. Les traits pleins correspondent
aux prévisions du modele utilisant les parametres précédemment obtenus. Il ne s’agit donc pas
d’un fit pour cet état. Nous faisons 'hypothese que le parametre £ est le méme pour les deux
APD, ce qui a été confirmé par plusieurs tests. Ceci nous permet d’utiliser le méme modele pour
les deux soustractions.

Le bon accord avec les mesures nous permet de valider la consistance de notre modele, que
nous pouvons maintenant utiliser pour caractériser la porte de phase.

6.3.6 Incertitude sur I’estimation de ¢

Nous verrons que le parametre & est d’une grande influence sur la qualité de la porte, il
est donc nécessaire de quantifier nos incertitudes sur son estimation. Celles ci proviennent des
erreurs statistiques lors du calcul des moments V5 et Vy, et de 'estimation de la phase lors du
tri des données.

Incertitudes statistiques Pour chaque intervalle de phase, les N=6.6x10* mesures homo-
dynes sont indépendantes et décorrélées, et on suppose qu’elles proviennent d’une méme variable
aléatoire X, non gaussienne pour I’état conditionné. On note Vk:% Zle :cf le moment d’ordre
k estimé & partir des mesures. En considérant X* comme une variable aléatoire, sa moyenne est
égale & pp=(X"), et sa variance est égale & o%(X*)=(X2k)—(X*)2=p),—pi3.

On suppose que N est suffisamment grand pour que le théoréme central limite s’applique.
Par conséquent, V}, suit une loi normale de moyenne py, et de variance o?(X*)/N. On peut donc
former la variable

g VhT (6.18)

)

Voi(XFk)/N
qui suit une loi normale centrée réduite. Nous avons rappelé au chapitre sur I'estimation de la
discorde (cf. 5.3.3) que 'estimation de la variance d’une variable aléatoire gaussienne de variance
o2, suit également une loi normale de variance 20%/N et de moyenne o2. En conséquence,

Pestimation de la variance de X*
1
AXK) = 3 (k- ViV - Vi (619)

suit également une loi normale de moyenne o?(X*) et de variance 2[¢?(X*)]2/N. Ainsi, on peut
former une variable aléatoire

A%(X*)

2
- N2 )
XN =52 (xR)

(6.20)

qui est gaussienne, de moyenne N et de variance 2N. On peut donc l'interpréter comme une loi
du x? & un nombre infini de degrés de liberté. Par conséquent, la variable

4 Vi o2(X*) Vi
AN VERON Y R T R

(6.21)
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suit une loi de Student ! & un nombre infini de degrés de liberté, qui est égale & une loi normale
centrée réduite .
En conclusion, on a donc montré que les estimations des moments ps et g suivent des lois
normales respectivement de moyenne Vs et Vy, et de variances
2 Vi — V3
Ve — V7

Incertitudes sur la phase Compte tenu de la méthode de tri des données, on considere que la
phase n’est pas connue & mieux que w/12. Nous faisons I’hypothése d’une distribution uniforme
a l'intérieur de chaque intervalle de phase.

Propagation des incertitudes

Les incertitudes sont propagées par une méthode Monte Carlo similaire a celle utilisée pour la
discorde, afin d’obtenir les incertitudes sur £&. On simule un grand nombre de fois les parametres
expérimentaux en prenant en compte leurs incertitudes : pour Vo (resp. Vj), cela revient a
ajouter un terme tiré selon une loi normale de moyenne 0 et d’écart-type AV; (resp. AVy). Pour
la phase, on tire une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,7/12], que l'on ajoute a
la borne inférieure de l'intervalle considéré. Pour chaque tirage de ces variables aléatoires, on
calcule ensuite la valeur de £ correspondante.

On répete cette procédure 50 000 fois, afin d’acquérir un nombre de points suffisant. On ob-
tient alors une distribution des valeurs de &, dont 1’écart-type A& correspond & notre incertitude.
Le nombre de tirage est ici inférieur a celui de la discorde, pour des raisons de temps de calcul.
Cela ne pose pas de probleme particulier, car 50 000 tirages assurent déja une bonne précision.
De plus, nous ne cherchons qu'un ordre de grandeur, sans vouloir faire une comparaison précise
avec une borne de Cramér-Rao.

Pour les données expérimentales, on obtient

A¢ = 0.04. (6.24)

6.4 Comment caractériser la porte?

6.4.1 Ressemblance des états expérimentaux avec des chats parfaits

Les états produits expérimentalement présentent une certaine ressemblance avec des super-
positions d’états cohérents idéales, mais ils n’en restent cependant que des approximations, dont
les imperfections sont difficiles a séparer de celles de la porte. La comparaison avec des chats
parfaits ]a>+ei¢|—a) est montrée sur les figures 6.6, 6.7, et 6.8, respectivement pour le vide
comprimé, 1'état test (vide comprimé soustrait d’un photon), et 1’état obtenu en appliquant la
porte sur cet état test (avec donc deux soustractions).

1. Soient U et x2 des variables indépendantes qui suivent respectivement une loi normale centrée réduite et
une loi du x? & v degrés de liberté. On rappelle que par définition, une variable T :\/% suit une loi de Student
X2 /v
a v degrés de liberté. Pour v—o00, la loi de Student tend vers une loi normale centrée réduite .
2. En fait, un chat pair de faible amplitude est proche d’un vide comprimé selon la quadrature P, alors qu’avec
notre convention pour 'opérateur de squeezing, I’état de ’OPA est comprimé selon X. Il faut donc appliquer une

rotation de /2 & 'un des deux états pour pouvoir les comparer entre eux.
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Deux problématiques expérimentales sont donc & distinguer : d’une part, la qualité du chaton
produit et la ressemblance par rapport a un vrai chaton, et d’autre part la réalisation expéri-
mentale de la porte seule, et sa différence par rapport a la porte idéale, indépendamment de
I’état initial utilisé.

6.4.2 Tomographie de processus quantique

Principe L’action d’un processus quantique peut étre entierement caractérisée par une tomo-
graphie de processus quantique (QPT) [ , , ], toutefois nous allons
voir que cette méthode n’est pas adaptée a la caractérisation de la porte. En appliquant le proces-
sus sur un ensemble d’états quantiques servant de sondes, on peut en déduire la transformation
d’un état quelconque, sans recourir a une quelconque modélisation. Il n’est donc pas nécessaire
d’avoir une connaissance a priori du processus, qui peut étre une “boite noire”.

Plus précisément, considérons un processus quantique £ agissant sur une matrice densité
quelconque p, qui s’écrit sous la forme p=3_, . pnm|n)(m|. La linéarité de £ implique que

5) = prm€(|n)(ml). (6.25)
En décomposant &(|n)(m|)=>_, ; E5™i)(j| sur la méme base {|i){j|} que p, on a

= 3 & pumli) (Gl (6.26)

1,J,m,m

La connaissance des coefficients Sfjm caractérise donc completement le processus £, et permet
de prédire son action sur un état quelconque. La QPT a pour objet de déterminer expérimenta-
lement ces coefficients : pour un espace de dimension d, on applique & sur d? états linéairement
indépendants, et on mesure les états produits par tomographie quantique. Plusieurs straté-
gies existent afin d’adopter la méthode la plus optimale en fonction du processus considéré

]. Grace a la linéarité de &£, on peut également obtenir ’évolution des cohérences
E(|n)(m]), avec n#m, en combinant plusieurs mesures de populations E(|k)(k|).

Plusieurs expériences ont montré la faisabilité de la QPT pour des opérations simples a
un ou deux qubits | , ]. Cette méthode est également généralisable a des
processus non déterministes, en tenant compte des probabilités de succes pour chaque état
sonde | ].

La préparation expérimentale d’états de Fock est pour l'instant limitée a quelques photons,
et ne permet donc pas de caractériser des processus agissant sur des espaces de plus grande
dimension. Pour cela, il existe une autre approche, plus complexe, utilisant un ensemble d’états
cohérents pour obtenir les coefficients Sfjm [ , , |. En utilisant
la décomposition des opérateurs |n)(m| sur les états cohérents avec la fonction P,

] = [ P Pan(a)la)al. (6.27)
on peut obtenir les coefficients &Y™ en mesurant &(|a)(al) :
e = [ @a Pan(a)(i€(a) (o)) (6.28)

La plupart des états quantiques possedent une fonction P hautement singuliere qui ne permet
pas d’utiliser directement la relation (6.27). Afin de contourner cette difficulté, il est possible de
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Amplitude a

(a) (b)

FIGURE 6.6 — (a) Fidélité entre le vide comprimé Popa produit par ’OPA et une superposition
Ng7¢(\a)+ei¢]—a>); (b) fonction de Wigner de Py, (gauche), et du chat pair mazimisant la
fidélité (0.98), d’amplitude a=0.55 (droite).

Amplitude o
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L T bm
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FIGURE 6.7 — (a) Fidélité entre le vide comprimé soustrait d’un photon pL., et une superposition
Ng,¢(\a>+ei¢]—a>) ; (b) fonction de Wigner de pl, (gauche), et du chat impair mazimisant la
fidélité (0.58), d’amplitude o=0.92 (droite).
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FIGURE 6.8 — (a) Fidélité entre le vide comprimé soustrait de deuz photons ﬁgut et une superpo-
sition Ng,¢,(|a)+ei¢|—a>) ; (b) fonction de Wigner de py, (gauche), et du chat pair mazimisant
la fidélité (0.73), d’amplitude o=0.87 (droite).
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reconstruire une fonction P sur laquelle on applique un filtrage ne conservant que les basses fré-
quences de se transformée de Fourier | ], ou bien d’utiliser des relations supplémentaires
afin de ne pas avoir explicitement besoin de P, («) [ ].

Cette technique de tomographie peut également s’utiliser pour des processus non détermi-
nistes. Méme si les états cohérents sont extrémement faciles a produire, elle présente quand méme
un inconvénient. Les différentes étapes de reconstruction numérique utilisées dans [ ,

| ne garantissent pas que le processus obtenu soit physique (c’est-a-dire com-
pletement positif et qui n’augmente pas la trace) | ]. Ce probleme peut étre résolu en uti-
lisant une reconstruction par maximum de vraisemblance, nécessitant une information a priori
[ |, mais qui ne permet plus de caractériser une boite noire.

Limitations Dans notre cas, plusieurs contraintes limitent sérieusement les possibilités d’une
tomographie de processus quantique pour caractériser la porte. D’une part, on ne peut pas
utiliser une approche de type qubit, ou 'on considére que l’état quantique appartient a un
espace de dimension deux. En effet, méme si seulement deux états |a) et |—«) sont utilisés
en théorie pour former un qubit, en pratique les imperfections de la porte font “sortir” ’état
de ce sous-espace. De plus, une tomographie limitée a ce sous espace nécessiterait de pouvoir
préparer des superpositions parfaites d’états cohérents, ce qui n’est pas du ressort des possibilités
expérimentales actuelles.

Une tomographie avec des états cohérents pourrait étre envisageable afin de surmonter ce
probleme. Elle a d’ailleurs récemment été utilisée pour la tomographie d’une soustraction photon
[ |. En revanche, comme montré dans 'annexe D, la prise en compte du filtrage de la

porte, non considérée dans [ |, nécessiterait d’effectuer une tomographie multimode, qui
ne soit pas seulement limitée au mode spatio-temporel de l'oscillateur local. Cela serait possible
en théorie [ ], mais outre les difficultés expérimentales pour la mettre en ceuvre,

il se pose le probleme de savoir quels sont les modes qui devraient étre utilisés.

En fin de compte, une tomographie de processus quantique serait donc extrémement dif-
ficile a réaliser expérimentalement, et apporterait également beaucoup plus d’information que
nécessaire, puisqu’elle nécessite de sonder une plus grande partie de ’espace des phases que celle
qui nous concerne. La méthode que nous présentons offre alors une alternative beaucoup plus
simple, en utilisant la modélisation de la porte que nous avons présenté.

6.4.3 Utilisation de la modélisation de la porte

Puisque nous ne cherchons pas a caractériser une boite noire, mais bien ’action de la porte de
phase, nous pouvons utiliser une approche plus simple qu’'une tomographie de processus quan-
tique, en utilisant notre modélisation de la porte pour simuler son action sur une superposition
initiale parfaite d’états cohérents.

De cette maniere, on peut s’affranchir des imperfections dues au fait que 1’état initial n’est
pas parfaitement dans le sous espace {|a), |—a)}. Puisque notre caractérisation est orientée vers
une réalisation expérimentale de la porte, nous considérons que le qubit initial peut quand méme
étre “entouré” de photons dans des modes non corrélés, qui déclenchent ’APD pour une fraction
1—¢ des conditionnements. Le modele présenté dans I’annexe D montre comment relier £ a un
état Pq,®PN, composé du qubit parfait pg;, dans le mode de la détection homodyne, et de
photons non corrélés py dans d’autres modes.

Nous utiliserons deux méthodes pour caractériser la porte : la premiére est un calcul de fidélité
pour chaque superposition initiale possible. Cette méthode nous permet d’étudier la dépendance
du fonctionnement de la porte par rapport a ’état initial utilisé. La seconde méthode est basée
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sur I'isomorphisme de Jamiotkowski [ |, qui permet d’associer un état quantique
a un processus quantique, et d’utiliser une mesure de distances habituelle, telle que la fidélité,
pour comparer la réalisation expérimentale au processus idéal | ].

Modélisation numérique

Pour les deux méthodes, nous aurons recours a une modélisation numérique plutét qu’a un
calcul analytique. L’extraction des parametres expérimentaux a été faite en utilisant le modele
analytique simplifié pour 'efficacité du conditionnement, remplagant ’APD par un opérateur
B, donnant néanmoins de tres bons résultats. Cependant, afin d’étudier le comportement de la
porte et 'influence des différents parametres, il est souhaitable de pouvoir changer le type de
détecteur en prenant en compte une efficacité A\, ou un compteur parfait |1)(1]. On veut aussi
pouvoir rajouter un déplacement pour simuler I'action d’une porte avec une phase différente
de 7. Une étude numérique permet donc plus de souplesse, en utilisant la Quantum Optics
Toolbox pour Matlab, qui permet d’utiliser directement un formalisme d’opérateurs sur des
états quantiques. Elle est de ce fait complémentaire et indépendante des calculs analytiques. De
cette maniere, on peut tres facilement choisir le type d’état initial p, qui est selon les cas I'état
produit par ’'OPA, I’état produit par ’OPA soustrait d’un photon, ou une superposition d’états
cohérents parfaite. On peut ensuite choisir le type de détecteur utilisé pour le conditionnement,
et calculer la fidélité avec un état cible.

Les différents éléments de la simulation sont résumés ci-dessous.

— On fixe une dimension de I’espace de Hilbert N suffisamment grande pour négliger les
effets dus a la troncature. En raison des nombreuses traces partielles, N=12 assure un
temps de calcul raisonnable avec des effets de troncature négligeables.

— Etat produit par ’OPA : I'état produit par 'OPA avant trace partielle sur le mode
fictif de 'amplificateur parasite est

Wjopa> = e"/r(d@d—d“@&f) [65(62—&T2)®H |0>®|0>7 (6.29)

ou le deuxieme mode correspond au mode fictif é dans la description de la section
3.3.2. L’état produit par ’OPA s’obtient en faisant la trace partielle sur le deuxieme
mode :

Popa = Traf|topa) (opal} (6.30)

— Superposition parfaite d’états cohérents : un état |1y ) est obtenu tres facilement
avec

[V,6) = Nog [cos(9/2) D) +¢" sin(8/2) D(~a) | [0). (6.31)

— Opérateurs utilisés pour le conditionnement : Une lame séparatrice de transmission T’
pour le premier mode est modélisée par un opérateur

Ugs(T) = eacoslVT(a'@a—amal) (6.32)

Le projecteur P de la détection est, selon les cas, soit > on[1=(1=X)"]|n)(n| pour une
APD avec une efficacité A<1, soit I—|0)(0| pour une APD parfaite, soit |1)(1| pour un
compteur de photon parfait.

Pour le déplacement, on utilise une lame séparatrice de transmission Tge, et un état

cohérent d’amplitude agep=¢/+/1—Taep, avec (= — (1—+/14+(65)2)/(200).
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— Conditionnement dans le bon mode : un conditionnement dans le bon mode est fina-
lement modélisé par un opérateur

B = []1@15 ®]I} [H@ﬁgs(Tdep)} [0BS(T)®H] , (6.33)

ol les modes correspondent respectivement au signal, a la voie de conditionnement, et
a I'état de déplacement. En posant p;,=p®|0)(0|®|ctdep) (Ctdep|, I'état résultant de ce
bon conditionnement est

~ . At
v Tros{Ep B}

out T ~ ~ F (634)
Tr{EptotE }

— Conditionnement dans le mauvais mode : lorsque le conditionnement provient d’un
photon décorrélé de p, la transformation est simplement due au passage dans la pre-
miere lame séparatrice de transmission T :

B = Tra{Us (T) [p2|0) (0T s (T) } (6.35)

— Etat total apres le conditionnement : on suppose qu'une fraction ¢ est due a un condi-
tionnement dans le bon mode, et qu'une fraction (1—¢) est due & un conditionnement
dans un mauvais mode. L’état total apres le conditionnement est donc

ﬁout = §ﬁgut + (1_£)ﬁi){ut (636)

Lorsque I'on applique la porte sur ’état de ’OPA soustrait d’un photon, cela revient
a appliquer ce conditionnement deux fois sur ’état de ’OPA.
Notons que la quantum optics toolbox est un outils trés pratique, mais qui possede quelques
inconvénients : lors d’une trace partielle, le résultat est le complexe conjugué du résultat
attendu. Il suffit d’en tenir compte pour la phase de 1’état cohérent de déplacement.

6.5 Fidélité pour un qubit initial parfait

6.5.1 Porte expérimentale

Avec cette premiere méthode de caractérisation, on applique la modélisation de la porte
expérimentale sur un qubit initial parfait

[Vg.6) = No,g(cos(6/2)|a) + ' sin(6/2)|—a)), (6.37)

avec N97¢:1/\/1 + e~2lel? sin f cos ¢. On note ﬁg}‘q;“ I’état obtenu. La porte parfaite ajoute une
phase ¢, et transforme donc |05 4) en |1 4+,). On calcule ensuite la fidélité entre les deux états,
en faisant varier 6 et ¢ :

Fo.p = (Vo,640! 008 100,6+0) (6.38)

La figure 6.9 montre Fy 4 pour une porte de phase ¢=m, en faisant varier T et ¢ afin de voir
I'influence de ces parametres. La figure 6.10 montre les mémes calculs, pour une porte de phase
p=m/3. Dans tous les cas, le chaton initial a une taille «=0.92.

La fidélité est trés proche de 1 aux poles, puisqu’on a des états cohérents qui ne sont pas
transformés sous ’action de a. La pureté modale £ n’a donc pas d’influence pour ces états, qui
sont simplement légerement atténués par la transmission 7T'. La fidélité décroit ensuite a mesure
que 6 augmente, et est minimale pour =7 /2. Pour T=0.9, on remarque une forte directivité en
fonction de ¢, qui n’est pas la méme pour les deux valeurs de ¢. Pour une phase p=m, la fidélité
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FIGURE 6.9 — Fidélité Fy 4, pour une porte de phase p=n. Le détecteur est modélisé par une
APD d’efficacité A=0.1.
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FIGURE 6.10 — Fidélité Fp 4, pour une porte de phase o=m/3. Le détecteur est modélisé par une
APD d’efficacité A\=0.1.

est minimale lorsque I’état initial est un chat pair (¢=0), avec une valeur d’environ 0.75 pour
nos parametres expérimentaux. Pour ¢=m/3, c’est pour une phase ¢ comprise entre /2 et ,
qui dépend des parametres de la porte. Cette directivité diminue néanmoins tres fortement pour
T7=0.99.

On voit enfin que la pureté modale £ influe de maniere importante sur la fidélité, sans toutefois
en changer la directivité. Pour une pureté modale de £=1 et une forte transmission 7=0.99, la
porte expérimentale donne des résultats tres proches de ceux de la porte idéale, avec une fidélité
proche de 1 pour toutes les superpositions.

6.5.2 Modele de porte simplifié

Afin d’illustrer I'importance de £ et d’expliquer une partie de la dépendance en ¢, considérons
un modele de porte de phase ¢ simplifié, agissant toujours sur une superposition initiale parfaite
|49,4). Avec une probabilité £, la transformation réalisée est celle de la porte idéale donnant
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¢ (rad)y
2

FIGURE 6.11 - Fidélité entre une superposition [z ) et [z 45.0) (a) a=0.5; (b) a=0.92; (c)
a=1.5.

|99,4+), et avec une probabilité (1-¢) la transformation est I'identité :

PYs = Vo .610) (Vo,p40] + (1=E)tho,6) (Vo,4] (6.39)

Ce modele constitue un cas limite idéal, en ne conservant que la pureté modale comme imper-
fection. Prenons maintenant =7 /2, puisque nous avons vu que c’est la ot la porte est la moins
efficace. Le calcul de la fidélité avec ’état cible donne donc

Wz 040lPT slVz g40) = €+ (1=E)(Vz g0z g10)|* = Fie (6.40)

Selon ce modele, la dépendance selon ¢ vient donc du recouvrement (ngﬂ,wg@ﬂp% et la
fidélité est une fonction affine de &. Une plus grande valeur de £ rehausse la fidélité, mais ne
modifie pas intrinsequement sa dépendance par rapport a ¢, qui est juste amortie d’un facteur
1—&. Lorsque ce recouvrement est négligeable, ce qui n’est pas tout & fait le cas pour a«=0.92,
la fidélité devient égale a £. Nous expliquons ainsi pourquoi elle est bornée sur les figures 6.9 et
6.10 lorsque £<1, méme en augmentant 7.

Le recouvrement <¢§,¢|¢§,¢+w> est montré sur la 6.11, pour plusieurs valeurs de «. Pour
a=0.5, on note une tres forte dépendance en ¢, provenant du recouvrement («|—a) non négli-
geable. A mesure que o augmente, cette dépendance disparait, et on peut trés facilement vérifier
que deux superpositions W%,¢>> et W%,dﬂr@ sont orthogonales pour o= quelle que soit ¢ lorsque
l'on peut négliger le recouvrement (a|—a).

La figure 6.12 montre la fidélité f-;@]io pour plusieurs valeurs de ¢, pour £=0.83, correspondant
a des coupes de la figure 6.11 (b) et (c). C’est pour =7 que la fidélité \(¢%7¢|¢%7¢+¢>|2 est la
plus faible. Pour une phase de la porte ¢ plus faible, cette fidélité est plus importante, et par
conséquent f})};p augmente aussi.

6.5.3 Fidélités pour des superpositions de méme poids

Les figures 6.9 et 6.10 donnent une bonne représentation du comportement général d’une
porte de phase. Nous avons vu que c’est pour = /2 que la fidélité est la moins bonne et qu’elle
est le plus sensible aux parametres de la porte. Afin d’étudier en détail leur influence, la figure
6.13 montre maintenant ]:%7(1) en fonction de ¢, pour plusieurs valeurs de ¢, T', £, pour plusieurs
types de détecteurs, et pour le modele simplifié (6.40).

Pour chaque phase ¢, on retrouve le fait que la directivité est plus forte pour une plus
faible valeur de T'. Cet effet est d’autant plus marqué que le détecteur s’éloigne d’un compteur
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FIGURE 6.12 — Fidélité .7-'2; pour plusieurs valeurs de ¢, pour £=0.83 et (a) =0.92; (b) a=1.5.
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de photon, en étant maximal pour une APD imparfaite. Un compteur de photon, beaucoup
plus contraignant expérimentalement, n’est pourtant pas forcément nécessaire, puisqu’il suffit
d’avoir T=0.99 pour étre trés proche de la modélisation (6.40). Le seul inconvénient est que la
probabilité de succes diminue en 1-T.

Comme nous I’avons vu avec le modele simplifié (6.40), la pureté modale £ agit principalement
comme un facteur d’échelle sur la fidélité. Elle impose une borne supérieure, méme lorsque la
soustraction de photon est parfaite.

Ces observations s’appliquent également pour les autres valeurs de ¢, pour lesquelles la
directivité est davantage liée au recouvrement (a|—a)7#0 (cf. Fig. 6.12).

La figure 6.14 montre ces mémes simulations pour a=1.5. On voit que la directivité par
rapport a ¢ a tres fortement diminué, ce qui montre qu’elle provient bien principalement du
recouvrement (a|—ca). Les autres conclusions sur leffet des différents parametres sont similaires :
I'utilisation d’un compteur permet d’augmenter la fidélité, mais I'augmentation de 7" donne des
résultats comparables. On note par contre un plus grand écart entre les fidélités obtenues avec
une APD imparfaite et un compteur lorsque 7=0.9.

En conclusion, lorsque « est trop faible pour pouvoir considérer que |a) et |—a) sont ortho-
gonaux, la directivité selon ¢ provient de deux sources : la transmission 7', et le recouvrement
(a|—a). L’utilisation d’un compteur de photon permet de réduire la directivité due & 7', mais
pas celle due au recouvrement, qui peut étre importante selon ¢. Méme en utilisant une APD
imparfaite, on peut s’approcher tres vite du cas idéal (6.40) en augmentant 7'. Lorsque a aug-
mente, la directivité en ¢ est nettement moins importante, et 1" agit davantage sur la valeur de
la fidélité.

6.5.4 Quelques calculs de fidélité

Nous avons comparé 'action de la porte expérimentale et de la porte parfaite sur une su-
perposition initiale parfaite. Qu’en est-il lorsque 'on utilise nos états expérimentaux ? Méme
si, comme nous ’avons déja souligné, cette comparaison est dégradée par les imperfections des
états, elle nous permettra néanmoins de montrer quelques propriétés intéressantes.

Pour le vide comprimé expérimental La table 6.3 regroupe des valeurs de fidélité entre
I’état [)(ljut obtenu en appliquant la porte de phase m expérimentale sur le vide comprimé, et entre
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FIGURE 6.13 — Fidélité ]-'%795 en fonction de ¢, pour a=0.92 et de gauche a droite pour chaque
sous-figure : £€=0.83 et T=0.9; £=0.83 et T=0.99; £=1 et T=0.9; £&=1 et T=0.99, pour plu-
sieurs parameétres de la porte : APD avec une efficacité A=0.1 (noir), APD avec une efficacité
A=1 (bleu), compteur de photon parfait |1)(1| (jaune), porte théorique modélisée par (6.40),
correspondant a la figure 6.12 (rose), et pour (a) p=m; (b) p=7/2; (c) p=m/3.
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FIGURE 6.14 - Fidélité ]:g’qg en fonction de ¢, pour a=1.5 et de gauche a droite pour chaque
sous-figure : €=0.83 et T=0.9; £=0.83 et T=0.99; (=1 et T=0.9; (=1 et T=0.99, pour plu-
sieurs paramétres de la porte : APD avec une efficacité A=0.1 (noir), APD avec une efficacité
A=1 (bleu), compteur de photon parfait |1)(1| (jaune), porte théorique modélisée par (6.40),
correspondant & la figure 6.12 (rose), et pour (a) p=m; (b) o=n/2; (c) p=n/3.
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I’état dﬁopadT obtenu en appliquant une soustraction parfaite @, qui est bien str normalisé pour
le calcul. Comme précédemment, on fait varier les trois parametres de la porte : T, &, et le type
de détecteur. A chaque fois, on calcule aussi le chat parfait le plus ressemblant avec [)}mt.

On voit que le type de détecteur influe tres peu sur la fidélité avec df)opa&T. La faible différence
observée pour T'=0.9 et £=0.83 devient insignifiante en augmentant 7', ce qui revient a réduire
la probabilité que plus d’un photon soit réfléchi vers ’APD. Ceci nous confirme qu’'une APD
imparfaite est suffisante compte tenu de la qualité de nos états produits. En revanche, le type
de détecteur influe un peu plus sur la fidélité de ’état produit avec un chat parfait, de maniere
plus importante quand 7'=0.9 et {=1.

On voit ensuite que la transmission 7' a surtout une influence sur la fidélité avec un chat
parfait, davantage lorsque ’on utilise une APD avec A=0.1, mais qu’elle a tres peu d’influence
sur la fidélité avec dﬁopafﬁ. Enfin, 1a encore on retrouve le fait que le parametre £ a le plus
d’influence, tant sur la fidélité avec un chat parfait que sur la fidélité avec dﬁopafﬂ, quel que soit
le type de détecteur utilisé.

Porte expérimentale | Fidélité Fidélité maximale
appliquée sur g, avec avec un chat parfait

T | & | Méthode | ap,p,a' | Fidélité max |  omax
0.9 | 0.83 | APD A=0.1 0.94 0.58 0.92
0.9 | 0.83 | APD A\=1 0.95 0.60 0.92
0.9 | 0.83 | Compteur 0.96 0.63 0.92
0.9 1 APD A\=0.1 0.99 0.69 0.92
0.9 1 APD A=1 0.99 0.72 0.92
0.9 1 Compteur 0.99 0.76 0.92
0.99 | 0.83 | APD A=0.1 0.96 0.64 0.96
0.99 | 0.83 | APD A=1 0.96 0.64 0.96
0.99 | 0.83 | Compteur 0.96 0.64 0.96
0.99 1 APD A=0.1 0.99 0.76 0.96
0.99 1 APD A\=1 ~1 0.76 0.96
0.99 1 Compteur ~1 0.77 0.96
’ Porte théorique a 1 0.77 0.96

TABLE 6.8 — Calculs de fidélité pour ’action de la porte de phase w expérimentale sur le vide
comprimé produit par I’OPA.

Influence de v

Ces calculs de fidélité peuvent paraitre un peu contradictoires, étant donnés les résultats de
la section 6.5.1 avec des superpositions parfaites en entrée de la porte. Par exemple, pour £€=0.83
et T=0.9, la fidélité avec &ﬁopafﬂ est de 0.94, alors qu’elle est d’environ 0.74 lorsqu’on applique
la méme porte expérimentale sur une superposition parfaite |[+)o|a)+|—a) (cf. Fig. 6.9).

De manieére un peu surprenante, ce comportement peut étre imputé au bruit rajouté par ~.
Deux tests permettent de s’en assurer : le premier est de rajouter ce bruit a une superposition
initiale parfaite |[+) en utilisant Popérateur So(yr) définit par (2.149), donnant un état initial
P Les fidélités obtenues sont présentées sur la figure 6.15. On remarque par exemple que pour
des parametres 7T=0.9, £=0.83, et une APD avec A=0.1 :

— Sans ajout de bruit, la fidélité entre ’état de sortie de la porte et @|+) vaut 0.74, comme
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FIGURE 6.15 — Premier exemple illustrant Ueffet de y sur laction de la porte.. L’état p. est

obtenu en utilisant opérateur So(yr) définit par (2.149), avec yr=0.3x0.46.Les fléches oranges
correspondent o la fidélité entre les deux états pointés, dont la valeur est donnée pour deux
réalisations expérimentales de la porte : T=0.9 et £=0.83 (noir), et T=0.99 et =1 (violet).
Dans les deux cas, I’APD est d’efficacité A=0.1. L’amplitude des états |+) et |—) est «=0.92.

le montre la figure 6.9.
— Avec yr=0.46x0.3, la fidélité entre I’état de sortie de la porte et @|+) diminue et vaut
maintenant 0.68. En revanche, la fidélité avec dﬁvdT vaut 0.88.

Le second exemple est donné par la table 6.4, ou 'on calcule la fidélité avec dp”opadT pour
la porte expérimentale appliquée sur p,,, et le chat parfait maximisant la fidélité avec I'état de
sortie. En diminuant 7, on observe que la fidélité avec dﬁopafﬂ diminue, et atteint une valeur
de 0.73 pour =0, comparable & celle obtenue pour un état initial |+). Dans ce cas, le vide
comprimé a une fidélité de 0.999 avec un |+) d’amplitude a«=0.55. Il est donc normal que les
résultats soient comparables a ceux utilisant une superposition initiale parfaite. On remarque
également que ’état de sortie est plus proche d’un état |—) quand ~ diminue.

Porte expérimentale Fidélité Fidélité maximale
appliquée sur P, avec avec un chat parfait
T [ € [ Méthode | v | @py.a' | Fiddlité max |  omax
0.9 | 0.83 | APD A\=0.1 | 0.46 0.94 0.58 0.92
0.30 0.91 0.66 0.92
0.20 0.87 0.70 0.92
0.1 0.82 0.72 0.92
0 0.73 0.73 0.92

TABLE 6.4 — Deuxieme exemple illustrant effet de v sur l’action de la porte.

En conclusion, ces deux exemples illustrent le fait que v réduit la fidélité avec 1’état cible
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de la porte, qui est |—)oxa|+), mais il augmente la fidélité avec ’état produit par l'action de
I'opérateur a sur I’état initial. Dans ce cas, la porte remplit moins bien son role de porte de
phase, puisque ’état soustrait d’un photon correspond moins a I'état |—).

La qualité de la soustraction de photon n’est donc pas toujours liée a la qualité de la réa-
lisation de la porte de phase, sauf quand 1’état initial est une superposition d’états cohérents
parfaite.

6.6 Fidélité avec une porte idéale

6.6.1 Principe
Associer un état quantique a un processus quantique

La méthode décrite dans la section 6.5 permet de comparer I'action de la porte expérimentale
et de la porte théorique, pour un qubit initial donné. Voyons maintenant comment caractériser
la porte avec un seul nombre, nous renseignant sur sa qualité globale, indépendamment de 1’état
initial.

Selon I'isomorphisme de Jamiotkowski | |, un processus quantique & agissant
dans un espace de dimension d, peut étre associé a un état quantique pg, défini par

Pe = [IDE](|2) (D)), (6.41)

ou |¢>>:id 2?21 |7)]7) est un état maximalement intriqué, associé & une base {|j)}. Illustrons
cette propriété avec I'exemple d’un processus agissant sur un qubit, dans un espace de dimension

deux. Un choix possible d’état maximalement intriqué est \<I>+>:%(|+) |[+)+|—)|—)). En notant
|1) (V=P ., avec p,v=+ ou —, I'état pg¢ est alors égal a

Pe = [f’++®5(ﬁ++) +p__RE(Pp__) + pr_@E(Pi_) + ﬁ—+®5(ﬁ—+)] (6.42)

N =

On peut ensuite retrouver ’évolution d’un état quelconque |@p)=x|+)+y|—), en calculant la
fidélité entre pg et |p*)=x*|+)+y*|—) :

(@"1pelo™) o< [2[PE(pyy) + [PEB__) + 2y E(py ) +ya*E(p_y) (6.43)

L’isomorphisme de Jamiotkowski est en quelque sorte une application du parallélisme quan-
tique, ol Ppg contient 1’évolution de tous les états a la fois. On peut ensuite définir une mesure
de distance entre deux processus quantiques &1 et £, en calculant la fidélité entre leurs états
correspondant | ]:

A(&1, &) = F(bg, Ps,) (6.44)

Application a la porte de phase

Dans notre cas, on peut définir une action similaire & cet isomorphisme, en se restreignant
au sous espace du qubit pour I’état initial. En d’autres termes, méme s’il faudrait prendre en
compte tout ’espace des phases pour associer un état pe a la porte de phase, la restriction a un
état initial contenu dans le sous espace généré par |a) et |—a) nous permet de caractériser la
porte 1a ou elle est censée fonctionner.
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Les états |[+)=Ny(|a)+|—a)) et |-)=N_(|a)—|—c)) constituent une base orthogonale de ce
sous espace, sur laquelle on peut décomposer ’état d’un qubit quelconque

zla) + y|—a) = a|+) + b|-). (6.45)

Nous pouvons donc “sonder” la porte expérimentale en I'appliquant sur un mode de |®*). Le
choix de cet état en particulier n’a pas d’influence, car nous montrerons dans la section suivante
que les résultats sont indépendants de I’état maximalement intriqué utilisé. Nous noterons =
I’état obtenu.

La porte idéale transforme |®1) en

)= [®a+p)]|e*)
I I (a+B)]|e*) ||

ou f fixe la phase ¢ de la porte, comme montré dans la section 6.2.2. Remarquons que pour
p=m (et donc $=0), cet état differe de ]\II+):%(|+>]—>+!—>\+)), car |a)+|—a) et |a)—|—a)
ont des coefficients de normalisation différents. On montre en effet que leur fidélité est donnée
par

(6.46)

F= (@) = S(1+ tanh(20%)) (6.47)

Pour notre valeur a=0.92, ¥=0.967 (figure 6.16).

~0.967

0.9

o
%

Fidélité F

o
=N
T

I I I L I I I I
0'50 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
(6]

FIGURE 6.16 — Fidélité F entre |Q) et |UT).
La fidélité “de processus” entre la porte expérimentale et la porte théorique s’obtient finale-

ment avec

F=(Q|E|Q). (6.48)

6.6.2 Simulations pour la porte de phase

Pour nos valeurs expérimentales de la porte de phase m (17=0.9, £=0.83, APD avec A=0.1),
nous trouvons une fidélité F'=0.78+0.04. La figure 6.17 montre les résultats obtenus pour d’autres
valeurs de &£, en considérant plusieurs configurations expérimentales.

Pour le modele simplifié (6.40), on voit immédiatement que la fidélité est égale a

(@) (0] + (1-€)@H)(@7])|2) = € + (1-) (e, (6.49)
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qui est égale & £ pour = car (Q|®T)=0. La pureté modale & apparait donc comme une carac-
téristique fondamentale de la porte, en s’interprétant comme la fidélité entre la porte parfaite,
et la “meilleure porte expérimentale possible”, compte tenu du filtrage imparfait. La figure 6.17
montre qu’une transmission T=0.99 permet quasiment d’atteindre cette borne supérieure.

Les figures 6.18 et 6.19 montrent le calcul de F' pour deux autres phases @, respectivement
égales & w/2 et w/3. Pour une valeur de £ inférieure a 1, il existe toujours une borne supérieure
pour F, mais qui est cette fois supérieure & &, puisque (Q|®1)#£0 si p#r.

On s’attend donc a ce que, pour une une valeur de £ donnée, la borne supérieure de F
augmente quand ¢ diminue. C’est bien ce qui est observé sur la figure 6.20. On remarque
également qu’une valeur de T trop faible peut réduire la fidélité pour de faibles valeurs de ¢.
En effet, lorsque ¢ est faible, I’état en sortie de la porte parfaite est peu différent de celui en
entrée, et peut méme lui ressembler davantage que celui produit par une soustraction avec une
valeur de T trop faible. Dans ce cas, la contribution du bon conditionnement & F' diminue. En
augmentant 71" et la qualité de la soustraction, on améliore la qualité de I’état conditionné et on
retrouve bien une fidélité F' qui tend vers 1 pour p—0.

6.6.3 Invariance du choix de I’état maximalement intriqué

Montrons maintenant que le calcul de F' ne dépend pas du choix de I’état maximalement
intriqué que 'on utilise. Considérons pour cela un état plus général

1 .
O)=—z (14)1m) + €[ =))) 6.50
)= (1) + ¢1)lv) (6.50)
ou |u) correspond a |+) ou |—), alors que |v) correspond a l’état opposé : |v)=|—u). L’action

de la porte £ décrivant I'action de la porte peut étre décomposée en deux parties non linéaires
(annexe D), correspondant au bon et au mauvais conditionnement

E=¢E" +(1-€)&X (6.51)
Considérons maintenant le bon conditionnement £, le raisonnement étant similaire pour

EX. Pour un état initial p= >z y=+ — CaylT)(yl, la non linéarité de £Y ne provient que de la

normalisation, qui dépend de p. On peut en revanche considérer une action non normalisée £,
produisant un état El(ﬁ) qui est ensuite normalisé par sa trace :

£/ (p)
Te{EY(p)}
Appelons (,y I'action de &Y sur Popérateur |z)(y|. Sous l'action de IQEY, I'état | W) (U] est
transformé en :

“(p)= (6.52)

X= %(’+><+‘®Cﬂﬂ + =)= + P =) (+|@Cop + e H) (— @) (6.53)

En remarquant ensuite que (&+ﬁ)\u):(a+ﬁ)/\/f\;{“¢ 1, ), avec |+, p)=Ni,(la)+e'?|—a)) et

|—, @)=N_,(Ja)—e"?|—a)), et en introduisant cusé,:(ﬁ\[u"—w)Q7 I’état produit par la porte idéale
s’écrit : ’

e @) )
0= e G ae) | (6.54)
=L (Ve D) + e el ) (6.54D)

VCuptCup
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FIGURE 6.17 — Fidélité F' pour une porte de phase p=m, en fonction de &, pour T=0.9 (noir),
T=0.99 (bleu) et la porte modélisée par (6.40). «=0.92. Le point rouge correspond & nos para-

métres, et le point noir a la limite atteignable pour notre valeur de &.
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FIGURE 6.18 — Fidélité F pour une porte de phase o= /2, en fonction de &, pour T=0.9 (noir),
T=0.99 (bleu) et la porte modélisée par (6.40) (violet). ®=0.92.
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FIGURE 6.19 — Fidélité F pour une porte de phase o=m/3, en fonction de &, pour T=0.9 (noir),
T=0.99 (bleu) et la porte modélisée par (6.40) (violet). «=0.92.
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FIGURE 6.20 — Fidélité F' en fonction de ¢, pour T=0.9 (noir), T=0.99 (bleu) et la porte
modélisée par (6.40) (violet). «=0.92 et £=0.83.

On considere ensuite la fidélité entre I’état normalisé x=x/Tr{x} et |2), qui s’écrit :

(Qx|2) = (6.55a)
1
2Tr{X }(cuptcvy

) (Cup (s DICupul ity @) F e (Vs 01 [V, @) 1/ CrpCog (1, Pl Cupl 1t 0) 412, 1S I, 0)])
(6.55b)

Qette expression est symétrique en p et v, et ne dépend pas de §. Le méme raisonnement avec
EX permet de conclure que I'expression (6.48) est bien indépendante du choix de |¥).

6.7 Conclusion

Le calcul quantique avec des superpositions d’états cohérents est une technique prometteuse,
puisqu’elle associe des avantages propres aux variables discretes et continues. Dans un circuit
quantique, les algorithmes sont décomposés en portes quantiques élémentaires agissant sur un
ou deux qubits. Une condition nécessaire pour pouvoir implémenter plusieurs portes est qu’elles
présentent peu de défauts par rapport a la porte idéale.

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode simple afin de caractériser une porte
de phase. Nous ’avons implémenté expérimentalement pour une phase 7, ce qui nous a permis
d’extraire les parametres d’un modele donnant de tres bons résultats. Nous avons ensuite utilisé
ce modele afin de simuler I'action de la porte sur un qubit initial parfait, de maniere a séparer
les imperfections propres a la porte des imperfections du qubit initial. Cette méthode empirique
présente ’avantage de ne pas nécessiter une tomographie de processus quantique, lourde a mettre
en ceuvre, et qui de plus est difficilement compatible avec le mauvais filtrage des APD. Elle est
également relativement indépendante de la qualité des états utilisés pour tester la porte, du
moment que I'on dispose d’une modélisation adéquate.

Nous avons caractérisé la porte de deux manieres : en calculant la fidélité entre les états
produits par la porte modélisée et par la porte théorique, pour une superposition initiale quel-
conque ; et en considérant I'action de la porte sur une moitié d’état intriqué, afin de lui associer
un seul nombre caractérisant sa qualité globale. Nous obtenons une valeur F'=0.78.

Notre étude a permis de souligner I'importance de la pureté modale £, qui apparait comme
le principal facteur limitant la fidélité, et la qualité de la porte. Pour la porte de phase 7, nous
avons vu que c’est une borne supérieure pour F.
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Son amélioration passe par un systeme de filtrage plus efficace, ou une diminution des photons
“parasites” en améliorant les états produits par 'OPA.
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Chapitre 7

Cryptographie quantique
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7.1 Introduction

La cryptographie quantique, ou distribution quantique de clé (QKD), fait certainement partie
des applications les plus abouties en information quantique. Le principe est de distribuer une
chaine de bits secrete entre deux acteurs — Alice et Bob — en utilisant un canal quantique controlé
par un espion — Eve — et des communications classiques [ , ]. Depuis le fameux
protocole BB84 | ], de nombreux protocoles ont vu le jour et ont fait I'objet d’études
approfondies, a la fois théoriques afin d’estimer les taux secrets accessibles, et expérimentales,
conduisant aux premieres applications commerciales de I'information quantique.

Tous ces protocoles, basés sur des variables discrétes ou continues, sont fondés sur une idée
commune particulierement simple et élégante. En vertu du théoreme de non clonage | ]
et/ou des relations d’incertitude de Heisenberg, Eve ne peut pas intercepter la communication
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quantique sans introduire un minimum de bruit sur les mesures d’Alice ou de Bob. De ce fait,
I'information qu’elle acquiert peut étre estimée et prise en compte pour extraire une clé secrete.

Ce chapitre présente les principes généraux de la distribution quantique de clé, en se concen-
trant sur le protocole introduit par F. Grosshans et P. Grangier (GG02) | |, pour
lequel nous étudierons l'utilisation d’un amplificateur sans bruit dans le chapitre 10. Nous
présenterons également quelques autres protocoles de QKD, sans toutefois prétendre a l'ex-
haustivité. Le lecteur désirant une introduction plus complete pourra consulter les références

[ ? ? ? ]

7.1.1 La cryptographie classique
Principe

La cryptographie est 'art de coder un message de maniére a ce qu’il ne soit déchiffrable
que par les personnes auxquelles il est destiné. Elle fait partie de la cryptologie, qui comprend
aussi la cryptanalyse, 'art de déchiffrer un message codé. Si son utilisation remonte a plusieurs
millénaires, les méthodes ont naturellement beaucoup évoluées avec les technologies disponibles.

Les premieres techniques ancestrales de codage reposaient pour la plupart sur le secret de la
méthode utilisée. Par exemple, le code de César consistait & décaler les lettres du message d’un
pas fixe. Si le méme pas est toujours utilisé, il suffit d’avoir une table de correspondance entre
les différents caracteres pour déchiffrer le message codé. Une telle méthode montre toutefois vite
ses limites : lorsque la technique de codage est découverte, il devient facile de déchiffrer tous les
anciens messages.

De nos jours, les méthodes de cryptographie ne se basent plus sur le secret de la méthode de
cryptage, et sont pour la plupart publiques ! afin de pouvoir en déceler les limites grace au travail
de la communauté scientifique. Le message est crypté en lui appliquant des modifications qui
dépendent d’une clé secrete, produisant un cryptogramme. La sécurité du cryptage repose alors
sur 'impossibilité, ou du moins la difficulté, a déchiffrer le cryptogramme sans avoir connaissance
de la clé utilisée. On parle de sécurité inconditionnelle lorsque le cryptogramme est impossible a
déchiffrer sans la clé, quelle que soit la technologie disponible. Dans le cas contraire, le déchiffrage
n’est pas impossible, mais seulement “tres difficile”, compte tenu de la technologie matérielle
et/ou algorithmique disponible. On distingue deux grandes familles de codage, dites symétrique
et asymétrique, en fonction du type de clé utilisé.

Codage symétrique et asymétrique

Le codage symétrique utilise une clé secréte identique pour ’émetteur et le destinataire. Le
code de Vernam (ou code a masque jetable, One time pad) en est un exemple treés simple, tout
en étant inconditionnellement stir. La clé consiste en une chaine de bits de la méme longueur que
le message a transmettre, générés aléatoirement. Les bits du message et de la clé sont ensuite
additionnés (modulo 2) & laide d’'un XOR pour former le cryptogramme. Le déchiffrage se fait
de la méme maniere, en additionnant le cryptogramme et la clé. Il est assez intuitif que ce code
soit parfaitement indéchiffrable : puisque chaque bit de la clé est aléatoire, chaque bit du message
chiffré l'est également, a condition que la clé ne soit utilisée qu’une seule fois. De maniere plus
générale, C. Shannon a montré qu'un cryptage ne peut étre inconditionnellement str que si
la clé est au moins aussi longue que le message [ ]. Lorsque cela n’est pas le cas, la
sécurité repose sur des limitations technologiques, mais de tres bons niveaux de sécurité peuvent

1. Seuls certains protocoles militaires ne sont pas rendus publiques.
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étre atteints avec les méthodes les plus récentes. Par exemple un cryptage symétrique de type
AES | | avec une clé de 128 bits nécessiterait déja des milliards d’années de calcul avec
la puissance des ordinateurs actuels, en utilisant une méthode de type force brute ot chaque clé
possible est testée.

Un des inconvénients majeur du cryptage symétrique est que la clé doit étre au préalable
connue de I’émetteur et du destinataire. Des solutions existent : pour les données sensibles
exigeant un secret absolu, les clés peuvent par exemple étre échangées par valise diplomatique.
Mais il est évident que ce dispositif n’est pas le plus efficace pour effectuer ses achats sur internet !

Le codage asymétrique permet de s’affranchir de ce dernier point. Supposons qu’Alice sou-
haite envoyer un message a Bob. Bob va alors générer deux clés : une premiere qu’il garde
secretement pour lui, et une seconde qu’il diffuse publiquement. Alice utilise ensuite la clé pu-
blique pour crypter son message, qu’elle envoie a Bob. Ce dernier le déchiffre enfin en utilisant
sa clé secrete. Grace a cette méthode, il n’est plus nécessaire de partager une clé secrete au
préalable. Le chiffrement asymétrique est couramment utilisé sur internet, avec par exemple le
codage RSA | ]

L’inconvénient du codage RSA est que sa sécurité n’est pas réellement prouvée. Elle repose
principalement sur une conjecture mathématique, selon laquelle il ne serait pas possible de
factoriser un nombre en un temps polynomial. Mais, contrairement au codage symétrique, une
avancée mathématique majeure pourrait mettre a plat sa sécurité. Celle ci serait également
fortement compromise si le développement des ordinateurs quantiques atteint un stade leur
permettant d’implémenter I’algorithme de Shor [ ]. Notons également que le chiffrement
asymétrique nécessite des clés plus grandes que le chiffrement symétrique.

7.1.2 La cryptographie quantique
Principe

La cryptographie quantique, ou distribution quantique de clé (QKD), consiste a utiliser les
propriétés de la physique quantique pour échanger une clé secrete entre deux acteurs distants,
traditionnellement appelés Alice et Bob, dans un environnement contrélé par un Espion, Eve.
Par hypothese, Eve n’est limitée que par les lois de la physique, et dispose de tout l’arsenal
technologique qu’il puisse étre possible de concevoir, en particulier des mémoires quantiques,
des amplificateurs limités au bruit de photon, des détecteurs parfaits, etc... Cette hypothese,
stirement tres pessimiste pour Alice et Bob compte tenu de la technologie actuelle, permet de
s’assurer que le secret de la clé n’est pas di & une quelconque limitation technologique qui puisse
étre surmontée dans le futur.

Tout protocole de cryptographie quantique peut se décomposer en deux étapes (Fig. 7.1).
La premiere est I’étape “quantique”, ou Alice et Bob s’échangent et mesurent des états quan-
tiques a travers un canal quantique, afin de créer des données corrélées. Ces états ne doivent
pas tous étre orthogonaux entre eux, afin qu’Eve ne puisse pas les mesurer sans introduire de
bruit, ou les discriminer parfaitement. En général, Alice choisit aléatoirement des états parmi
un ensemble discret (par exemple, BB84 quatre états de polarisation [ ]) ou continu
(par exemple, GGO02 utilise une modulation gaussienne d’états cohérents | ]). Cette
premiere étape quantique peut étre réalisée en utilisant différentes propriétés du champ électro-
magnétique, comme son amplitude, sa polarisation, ou encore le nombre de photons, donnant
lieu aux différents protocoles.

La seconde étape est une étape purement classique. Alice et Bob échangent des informations a
propos de leurs données a travers un canal de communication classique, afin de les transformer en
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Canal quantique contrélé par Eve
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Canal classique authentifié, écouté par Eve

FIGURE 7.1 — Schéma général d’un protocole de QKD.

une chaine de bits parfaitement secrete et inconnue d’Eve. Le canal classique doit étre authentifié,
ce qui signifie qu’Eve peut seulement écouter la conversation, mais ne peut pas se faire passer
pour Alice ou Bob.

Terminons cette introduction par une remarque importante. Un protocole de QKD n’est
utilisé que pour transmettre une clé, servant ensuite a coder le message, mais la clé en elle
méme ne contient pas d’information. Un protocole inconditionnellement sir signifie que 1’espion
n’a aucune information sur cette clé, mais cela ne garantit pas une sécurité inconditionnelle du
cryptage, qui ne sera atteinte que si la clé est aussi longue que le message, et n’est utilisée qu'une
seule fois.

7.2 Principes généraux de cryptographie quantique

Afin de pouvoir estimer les taux de clés qu’il est possible de transmettre, il est nécessaire de
formaliser les actions potentielles d’Eve. Ces hypotheses sont communes a tous les protocoles de

QKD.

7.2.1 Hypotheses sur le controle de ’environnement

Les premieres hypotheses concernent le controle de ’environnement utilisé par Alice et Bob :

— Controle complet du canal quantique : Eve peut par exemple remplacer le canal quantique
imparfait (avec des pertes, du bruit, etc...) par un canal quantique parfait. Elle peut
ensuite effectuer des opérations (interaction avec les états envoyés par Alice, mesures,...)
qui introduirons les mémes imperfections que le canal quantique imparfait du point de vue
d’Alice et Bob, mais qui lui fourniront des informations sur la communication quantique.
Pour cette raison, les imperfections du canal sont par hypothese toujours a ’avantage
d’Eve.

— Pas de limite sur les capacités de calcul : Eve peut extraire le maximum d’information de
ses mesures sans étre limitée par lefficacité d’algorithmes ou par la puissance de calcul
pour y parvenir.

— Espionnage du canal classique sans modifier les messages : Eve écoute la communication
classique, mais ne peut pas la modifier. Cette hypothese est indispensable et ne pose
aucun probleme, il suffit qu’Alice et Bob disposent d’une petite clé secrete au préalable
pour l'authentification [ , ].

— Pas d’acces aux installations d’Alice et de Bob : naturellement, si Eve peut accéder a 1’or-
dinateur d’Alice ou de Bob, toute communication cryptée devient inutile car il n’y a plus
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rien a cacher. Moins naivement, cela signifie aussi que les imperfections des détecteurs
d’Alice et de Bob ne sont pas attribuées a Eve. Cette hypothese, relativement raisonnable
permet méme d’augmenter le taux secret en ajoutant du bruit chez Bob | ]
Notons cependant qu’en pratique, il est possible qu’Eve utilise des imperfections technolo-
giques pour acquérir de 'information. Elle peut par exemple endommager le détecteur de
Bob | |, ou surveiller le réseau électrique pour y déceler I'action d’un composant
électronique révélant des informations sur la communication quantique. Ces “side chan-
nels” peuvent étre pris en compte dans les preuves de sécurité, mais leur diversité rend la
tache particulierement complexe.

7.2.2 Types d’attaques

Les autres hypotheses concernent le type d’attaques qu’Eve peut implémenter. On en dis-

tingue trois :

— Attaques individuelles : ce sont les attaques les plus simples. Eve interagit avec chaque état
envoyé par Alice, et dispose d'une mémoire quantique pour stocker ses états et les mesurer
individuellement. Cette mémoire permet d’attendre que bob révele le type de mesure qu’il
a effectué si le protocole de QKD le nécessite.

— Attaques collectives : Eve interagit toujours individuellement avec chaque état envoyé par
Alice, mais peut attendre que le post-processing classique soit terminé pour faire des
mesures collectives sur ses états stockés dans une mémoire quantique.

— Attaques cohérentes : ce sont les attaques les plus puissantes, ou Eve n’est limitée que par
les lois de la physique quantique. Elle peut préparer un ensemble de ressources intriquées
stockées dans une mémoire quantique, qu’elle fait interagir avec chaque état envoyé par
Alice, et ensuite attendre que le post-processing soit terminé et faire des mesures collectives.
La sécurité contre ce type d’attaques garantit une sécurité inconditionnelle du protocole
de QKD. Dans ce cas, on dit aussi qu'un protocole est inconditionnellement sur.

Nous détaillerons le calcul du taux secret pour le protocole GG02 dans la section suivante.
Pour les autres protocoles, le lecteur pourra consulter les références | , ,
] pour une présentation plus détaillée des protocoles gaussiens.

7.3 Quelques protocoles

7.3.1 Variables discrétes

Les protocoles avec des variables discretes offrent en général de meilleures performances que
les protocoles a variables continues que nous présentons ci-dessous, car ils sont moins sensibles
au bruit. Lorsqu'un photon est perdu a cause des pertes, il ne va simplement pas contribuer
a établir la clé, alors que pour les variables continues, les pertes se traduisent par une contri-
bution du vide lors des mesures homodynes. De ce fait, un échange de clé est possible pour
des distances de 'ordre de la centaine de kilometres. Les protocoles les plus connus sont par
exemple BB84 | |, ou E91 basé sur une distribution d’intrication | |. Pour BB84,
Alice envoie aléatoirement a Bob un photon dans un des quatre états de polarisation |H), |V),
|+>:\%(|H>+|V)), ou \—)z%(|H)—|V>) Ce dernier choisit aléatoirement une base de mesure

{|H),|V)} ou {|-),|+)}, qu’il révele ensuite a Alice, en gardant le résultat de sa mesure secret.
Les communications classiques permettent ensuite d’établir la clé secrete. Citons également le
protocole SARGO04 | ], d’un principe similaire, mais qui est plus résistant a certains
types d’attaques. Ces protocoles sont prouvés inconditionnellement strs | .
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7.3.2 Variables continues & protocoles gaussiens

Comme pour la plupart de leurs utilisations en information quantique, les variables discretes
posent de nombreux problemes expérimentaux, pour produire et détecter les photons uniques.
L’utilisation de variables continues permet de simplifier grandement le dispositif expérimental,
en particulier la détection, ou les compteurs de photons sont remplacés par des détections ho-
modynes ou hétérodynes. En contrepartie, le vide n’est plus filtré et les imperfections réduisent
davantage les corrélations entre Alice et Bob. L’étape de post-processing classique est plus lourde
a mettre en oeuvre, tant du point de vue logiciel que matériel, et constitue un des principaux
facteurs limitant les performances. Des distances de 80 km ont été atteintes pour le protocole
GGO02 que nous présenterons plus loin en détail | ].

Les premiers protocoles a variables continues utilisaient une modulation discrete d’états gaus-

siens généralisant BB84 | , ], ou des états EPR [ ]. Puis plusieurs proto-
coles utilisant une modulation continue et gaussienne ont été proposés, d’abord avec des états
comprimés | |, puis avec des états cohérents (protocole GG02) | , ],

conjointement avec une détection homodyne chez Bob mesurant aléatoirement la quadrature X
ou P. Pour ces deux types d’états utilisés par Alice, Bob peut également utiliser une détec-
tion hétérodyne. D’un point de vue pratique, cela évite 'utilisation d’un générateur de nombres
aléatoires pour choisir la quadrature qu’il mesure, mais nécessite en contrepartie deux détec-
tions homodynes. Par rapport a leurs homologues avec détection homodyne, les performances
sont relativement comparables avec des états cohérents | , , .
Pour des états comprimés en revanche, les performances peuvent étre supérieures, notamment en
terme de tolérance au bruit | ]. La production d’états comprimés reste toutefois
plus complexe que la production d’états cohérents.

7.3.3 Autres protocoles

“Distributed phase reference” QKD Pour ces protocoles, la clé est établie a partir d’une
variable discréte, et encodée dans une séquence d’impulsions atténuées |u). Pour le protocole
“Differential Phase Shift” [ , |, Alice encode 'information dans la différence de
phase ¢y (0 ou 7) de deux impulsions successives, en envoyant un état

[B) = .. |9 )% ) i ... (7.1)

Pour l'impulsion k, le bit vaut 0 si e®*=¢’s+1, et 1 autrement. Pour I’autre protocole appelé
“Coherent One Way” | , ], chaque bit est encodé dans une séquence de deux
impulsions successives contenant ou non des photons :

0x) = [1)2%—1]0) 2% et [1k) = [0)2r—1 1)k (7.2)

Un des inconvénients de ces protocoles est que les preuves de sécurité sont particulierement
difficiles a établir | |, avec toutefois des avancées récentes | ].

“Device-Independant” QKD Les protocoles présentés jusqu’a maintenant nécessitent une
prise en compte exhaustive de toutes les imperfections expérimentales afin de réellement ga-
rantir leur sécurité. Cette tache peut s’avérer difficile, tant pour le calcul du taux secret, que
pour garantir que toutes les imperfections ont bien été prises en compte. Une solution consiste
a utiliser des protocoles qui ne dépendent pas explicitement du fonctionnement des appareils
utilisés, en se basant par exemple sur la violation d’une inégalité de Bell (“Device Independant”
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QKD)] , , |. Une telle violation est toutefois assez exigeante expérimentale-
ment : elle requiert notamment des détecteurs de tres forte efficacité et des faibles pertes afin de
ne pas introduire de detection loophole | ]

Protocoles a variables continues avec une modulation non gaussienne Afin de simpli-
fier le post-processing classique tout en bénéficiant des avantages des variables continues, certains
protocoles proposent d’utiliser une modulation non gaussienne d’états cohérents [ ,

, |, qui peuvent offrir de meilleures performances qu’avec une modulation
gaussienne, mais pour lesquels les preuves de sécurité sont plus difficiles a établir.

7.3.4 Réseaux et applications commerciales

La QKD commence a atteindre un stade commercial depuis quelques années. Plusieurs entre-
prises 2 proposent des modules en général basés sur BB84 ou GG02, pouvant aussi étre couplés &
des systemes de cryptographie classique de type AES. En 2008, le projet international SECOQC
[ | a permis de démontrer la faisabilité d'un réseau de QKD & plusieurs noeuds, pour la
plupart distants de plus de 20 km. Plusieurs protocoles furent utilisés : BB84 et sa version avec
états intriqués BBM92 | ], SARGO4, le protocole “Coherent One Way”, et le protocole a
états cohérents GGO02. Tous les noeuds étaient reliés par des fibres optiques, sauf un qui était en
espace libre. Un autre projet de démonstration est en cours a Tokyo | |, utilisant BB84
et BBM92, SARGO04, et le protocole “Differential Phase Shift”.

7.4 Le protocole GGO02 : de la QKD avec des états “classiques”

Nous détaillons maintenant plus en détail le protocole GG02 qui possede de nombreux avan-
tages techniques en faveur d’'un développement commercial, comme une mise en ceuvre avec
des composants telecom standards, ou la compatibilité avec le multiplexage en longueur d’onde

[Qi10].

7.4.1 Principe

Dans la description “Prepare & Measure” (P&M), Alice utilise les quadratures d’états cohé-
rents pour encoder 'information. Comme tout protocole de QKD, GG02 comporte une partie
quantique et une partie classique. Les étapes de la partie quantique sont les suivantes :

— Préparation des états quantiques : Alice choisit deux nombres x4 et p4 selon une modula-
tion gaussienne de variance® V4 et de moyenne nulle, et prépare ensuite un état cohérent
centré en (x4,p4). Elle répete cette procédure autant de fois que nécessaire.

— Transmission des états quantiques : Alice envoie ses états cohérents a Bob a travers le
canal quantique. Pour des raisons qui seront plus claires par la suite, on suppose que le
canal est gaussien. Il est décrit par une transmission 7" et un exces de bruit ramené a
I’entrée e.

— Mesure des états quantiques : pour chaque état recu, Bob choisit aléatoirement de mesurer

la quadrature X ou P avec sa détection homodyne. Il obtient une valeur xp ou pg corrélée
avec la quadrature d’Alice correspondante. Le degré de corrélation dépend de la variance
de modulation V4 et des caractéristiques du canal quantique.

2. Par exemple ID Quantique (idquantique.com), MagiQ (magigtech.com/MagiQ/), Quintessence Labs
(qlabsusa.com) ou SeQureNet (sequrenet.fr).
3. Dans ce chapitre, nous utilisons la convention No=1.
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Alice et Bob utilisent ensuite des communications et des algorithmes classiques pour extraire
une clé, si les conditions le permettent. Les étapes de cette partie classique sont résumées ci
dessous :

— “Sifting” : pour chaque état envoyé, Alice posseéde deux valeurs x4 et p4 mais Bob n’en
mesure qu'une. Bob communique donc & Alice les quadratures qu’il a mesuré (sans révéler
les résultats de ses mesures), qui ne garde que les quadratures correspondantes.

— Estimation des parameétres : une partie aléatoire des données est utilisée pour estimer les
parametres du canal quantique et borner 'information qu’Eve a pu obtenir.

— Réconciliation et correction d’erreurs : Alice et Bob communiquent des syndromes d’erreur
pour obtenir la méme séquence de bits, qui n’est a ce stade pas secrete. Cette étape est un
des facteurs limitant de la QKD avec des variables continues. Lorsque les données d’Alice
servent de référence et que Bob corrige les siennes, on parle de réconciliation directe. Dans
le cas contraire, lorsque ce sont les données de Bob qui servent de référence et qu’Alice
corrige les siennes, on parle de réconciliation inverse.

— Amplification de confidentialité : la séquence de bits est transformée en une clé secrete
plus petite, mais inconnue d’Eve.

Le protocole GG02 permet une mise en oeuvre expérimentale relativement simple. 11 fonc-
tionne maintenant de maniére entierement fibrée | ) |, avec une bonne fia-
bilité sur une longue durée | ]. Récemment, P. Jouguet et al. ont réussi a transmettre
une clé secréte pour une distance de 80 km avec un débit d’environ 1 kbit/s | ], en se
basant sur une amélioration des algorithmes de réconciliation [ ]

7.4.2 Modélisation a intrication virtuelle

Ce protocole peut étre reformulé en une description a intrication virtuelle, dite “Entanglement-
Based” (EB), completement équivalente & la version P&M, mais pour laquelle les preuves de
sécurité sont plus faciles & établir | , ].

Au lieu de préparer et d’envoyer des états cohérents, Alice effectue une mesure hétérodyne
sur un mode d’un état EPR |\)=v1-A2)"_ A"|n)|n), alors que l'autre mode est envoyé a Bob
(Fig. 7.2). Comme nous le montrons en annexe I, cette mesure projette le mode de Bob sur un
état cohérent, avec une amplitude proportionnelle au résultat de la mesure d’Alice, et avec une
variance de modulation V4 égale a

Vi=V-1, (7.3)

ou V= ﬁiz est la variance de I'état thermique obtenu en tragant un des modes de |\). Méme
si 'implémentation expérimentale n’utilise pas d’intrication, les taux secrets sont les mémes
dans les descriptions P&M et EB. L’avantage de la description EB est que 'on peut simplifier
théoriquement la modélisation du protocole en “retardant” la mesure hétérodyne d’Alice, puisque
cette derniere commute avec I'action du canal quantique et la mesure de Bob. Nous montrerons
alors que l'on peut obtenir une borne sur le taux secret qui ne dépend que de la matrice de

covariance entre Alice et Bob (A et B sur la figure 7.2) avant leurs détecteurs.

7.4.3 Preuves de sécurité

En estimant I'information qu’Eve peut acquérir au cours de la communication, il est possible
de calculer le taux de clé secrete théoriquement accessible pour un protocole donné. Nous indi-
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FIGURE 7.2 — Modélisation a intrication virtuelle pour le protocole GG02. Pour Bob, la lame
séparatrice v et ’état EPR |knom) modélisent respectivement efficacité et le bruit électronique
de la détection homodyne.

querons seulement les principales étapes permettant de calculer le taux secret pour le protocole
GGO02, sans détailler toutes les étapes de calcul. Pour obtenir plus de détails sur ce protocole, ou
pour un protocole quelconque, le lecteur pourra notamment consulter les références [Scarani0d]
et [Weedbrook12], la these de R. Garcia-Patrén [Garcia-Patron07] ou encore la these de R. Ren-
ner [Renner05a]. Le calcul du taux secret se fait en deux étapes. La premieére est de calculer
Iinformation mutuelle entre Alice et Bob. La seconde est d’estimer l'information qu’Eve a pu
acquérir, en fonction du type d’attaque. Le taux secret est ensuite simplement la différence de
ces deux quantités.

Optimalité des attaques gaussiennes

Pour des protocoles gaussiens, la sécurité contre des attaques collectives suffit & garantir la
sécurité contre des attaques arbitraires a la limite asymptotique [Renner09], c’est a dire lorsque
le nombre de mesures tend vers 'infini. Ce résultat simplifie considérablement ’analyse, car les
attaques gaussiennes sont optimales parmi les attaques collectives pour les protocoles gaussiens
[Garcia-Patrén06, Navascues06, Pirandola08, Leverrier10a].

De plus, si jamais 1’état requ par Bob n’est pas parfaitement gaussien, le taux secret est
minimisé en considérant ’état gaussien de méme matrice de covariance. Ainsi, on peut considérer
que le canal et I’état regu par Bob sont gaussiens pour estimer une borne inférieure du taux secret.
Pour un canal linéaire, symétrique et sans mémoire, le cas le plus courant expérimentalement,
deux parametres sont nécessaires pour le caractériser : sa transmission 1" et son exces de bruit
€, comme nous ’avons vu dans la section 4.4.

Afin de calculer I'information de I’espion, les parametres du canal et la matrice de covariance
doivent étre estimés & partir d’un échantillon des données partagées par Bob et Alice. A la limite
asymptotique, ces parametres peuvent étre parfaitement estimés. Pour un nombre de mesures
fini en revanche, les incertitudes statistiques doivent étre prises en compte dans les preuves de
sécurité et compliquent considérablement la tache. Il a été démontré que le protocole GGO02
est stir contre les attaques collectives pour un nombre fini de mesures en supposant que 1’état
est gaussien [Leverrierl0b], et que la séeurité contre les attaques collectives implique la sécurité
contre les attaques cohérentes sans faire d’hypothese sur I'état [Leverrier]3].
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Efficacité de réconciliation

L’information mutuelle donnée par la théorie de Shannon est une limite théorique qu’il est
difficile d’atteindre, car elle nécessite des algorithmes extrémement performants et d’'importantes
ressources matérielles pour les implémenter. En pratique, Alice et Bob ne disposent alors pas
d’une information mutuelle I(A:B), mais de SI(A:B), ou 0<3<1 est l’efficacité de réconciliation.

Obtenir une bonne efficacité de réconciliation est un des challenges de la QKD avec des
variables continues. De nombreux progres ont été faits ces dernieres années | , ,

] et les procédures actuelles permettent d’obtenir 5 =~ 95% pour une grande plage de
rapport signal-a-bruit [ ].

7.4.4 Expression des taux secrets

Nous nous placons dans le cas général d’une détection homodyne imparfaite, avec une effi-
cacité v et un bruit électronique ~ (sur les mesures). Le canal quantique gaussien est caractérisé
par sa transmission 7', et un exces de bruit ramené a ’entrée €. Rappelons les notations utilisées
dans la section 4.4 : Xline:¥+€ est le bruit ajouté par le canal ramené a l'entrée incluant
I’effet des pertes, Xhomzl_TV—F% est le bruit ajouté par la détection homodyne ramené a ’entrée
de celle ci, et Xtot:Xline"i_th?m est le bruit ajouté total ramené & I'entrée du canal.

Pour un tel canal, la matrice de covariance d’Alice et Bob avant leurs détections est donnée
par | ]

B VI VT 1)Z
FAB N < \/%Z T )\ +Xtot)H2 ) ’ (7'4)

avec [pb=diag(1,1), Z=diag(1,—1), et V()=

/\2 est la variance de I’état thermique Trp [A)(A|.

Information mutuelle entre Alice et Bob

En utilisant (4.32) avec (X%)=V —1 et (X%)=1+4Ytot, I'information mutuelle Ipp := I(A:B)
entre Alice est Bob est donnée par :

1 V+Xtot
Iag = = log, |~ Xtot .
an = g log, |0 (7.50)
1 2TV )\?
= ~log, |1 5b
g 082 [ +(1—)\2)(1+Tye+/<;)} (7.5D)

Attaques individuelles

Lorsqu’Eve est limitée aux attaques individuelles, I'information qu’elle peut acquérir est
donnée par l'information mutuelle de Shannon. Si la réconciliation est directe, elle acquiert
Ipa:=I(E:A) bits d’'information sur les données d’Alice. Si la réconciliation est inverse, elle
acquiert Ipp:=I(F:B) bits d’information sur les mesures de Bob. Nous ne considérerons que
ce dernier cas dans la suite de ce manuscrit. Dans ce cas Ipg est donnée par | ,
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] :
Vi

1
Ipg = - log 7.6a
S IR (7.6a)
1 T2 V+ o i—i_ ine
L ( Xt t) SV X1 ) (7.6b)
2 1"",—TXhom (*"’_Xline)
B 110 (A24T [N2(e—2)+€] +1) ([14r] [N2=1] +vT [N (e—2)—¢]) (7.66)
2% (A2—1) ([k+1] N2+1] +7 [s—v+1] [N2(e—2)+€]) '
Le taux secret contre les attaques individuelles est finalement égal a :
’AIInd = BB — IBE‘ (7.7)

Attaques collectives

Lorsqu’Eve peut faire des attaques collectives, I'information qu’elle peut acquérir n’est plus
donnée par la théorie de Shannon, mais par la borne de Holevo. Plus précisément, si Bob fait une
mesure donnant une valeur xp avec une densité de probabilité p(xp), 'information accessible &
Eve est bornée supérieurement par [

S(E:B) < xp5 = S(py) - / dep plep)S(PF), (7.8)

olt p3¥ est I’état de Eve conditionné par la mesure 25 de Bob. Cette borne peut se simplifier afin
d’obtenir une expression analytique. Par hypothese, Eve purifie I’état d’Alice et Bob avant leurs
détections : I'état p,pp est pur. Comme montré dans la section 4.3.2, on a alors S(pr)=S(paR)-

De plus, apres la mesure de Bob, I'état p 4 pq est également pur, et donc S(p7F) = S(p5c)
(voir la figure 7.2). On montre ensuite que la matrice de covariance d’un état suite & une mesure
homodyne ne dépend pas du résultat de la mesure [ |. Puisque l'entropie d’un état gaus-
sien, donnée par (4.14), ne dépend que de sa matrice de covariance, ceci implique que S(p7%)
est indépendant de zp, et peut étre sorti de I'intégrale dans (7.9), qui devient alors

XBE = S(ﬁAB) - S(ﬁ}J(XiFG)' (7-9)

Cette expression ne dépend donc que de la matrice de covariance d’Alice et Bob et des
parametres de la détection homodyne de Bob. Elle est donnée par | ] :

B p1—1 pe—1| L tps—1 L pa—l
XBE—G[ 5 }+G[ 5 } G[Q } G[ 5 } (7.10)
avec
Glz] = (z + 1) logy[z+1] — zlogy x si x #0, et G[0] =0 (7.11a)
1 1
o= (AxVa2—aB) i, =5 (cVC-aD) (7.11b)
A =V2(A-20)+2T+T*(V+Xine)® B =T*(VXiine+1)? (7.11c¢)
C— V\/E+T(V+Xline)+AXhom D= fv+\/>Xhom (7.11d)
T(V+Xtot) T(V+Xtot)

Le taux secret contre les attaques collectives est finalement donné par :

’AIH = BIAB — XBE ‘ (712)
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes généraux de la distribution quantique
de clé, et les principaux protocoles utilisés. Nous avons également présenté les principaux ou-
tils permettant de calculer le taux de clé secret qu’il est possible d’atteindre, selon différentes
hypotheses sur les capacités d’un espion tentant d’acquérir de I'information sur la clé.

Le protocole GGO2 utilisant des états cohérents présente ’avantage d’étre I'un des plus
simples a réaliser expérimentalement, tout en offrant des performances intéressantes. Cependant,
comparées a d’autres protocoles, les distances atteignables restent encore un peu plus faibles,
principalement en raison d’un traitement classique qui nécessite des algorithmes tres efficaces.

L’amélioration de cette distance maximale de transmission fait ’objet des deux chapitres
suivants, ou 'on montrera 'utilité d’un amplificateur quantique spécial, capable d’amplifier un
signal sans en amplifier le bruit quantique.
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8.1 Introduction

Les communications quantiques sont en plein essor et commencent méme a étre technologi-
quement réalisables pour des systemes simples. De maniere générale, 'information est encodée
sur un état quantique, qui est ensuite envoyé dans un canal quantique a un destinataire. Le
canal de transmission est “quantique”, dans le sens ou il préserve les superpositions quantiques
de I'état envoyé. En optique quantique, il peut s’agir d’une fibre optique, ou voir simplement
de l'espace libre. En pratique cependant, des pertes et/ou du bruit vont contribuer & dégrader
I’état et donc I'information encodée. Un amplificateur quantique, agissant directement sur les
états quantiques, peut alors étre nécessaire de maniere a amplifier les composantes de 1’état

quantique codant I'information.
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Lorsque les états quantiques sont de faibles amplitudes, la qualité des appareils de mesure
est extrémement importante. Si le signal mesuré par une détection homodyne est entaché d’un
bruit électronique du méme ordre de grandeur, 'information sera tres difficile a extraire, méme
en utilisant un amplificateur classique aprés la mesure, puisque le signal sera “noyé” dans le
bruit.

Un amplificateur quantique peut donc étre particulierement utile pour pallier les défauts des
appareils de mesure ou du canal de transmission, en agissant directement sur les états quan-
tiques avant que les mesures ne soient effectuées. Encore faut-il que cet amplificateur préserve les
cohérences quantiques, et qu’il n’introduise pas trop de bruit sur les états en les amplifiant. Mal-
heureusement, une propriété fondamentale imposée par les lois de la physique quantique limite
fortement ce dernier point : un amplificateur quantique linéaire et déterministe, fonctionnant
indépendamment de la phase de I’état d’entrée, doit ajouter une quantité minimale de bruit,
quelle que soit la technologie utilisée | , |. L’état amplifié est alors bruité selon
deux contributions : le bruit initial amplifié, et le bruit ajouté par 'amplificateur.

En renongant & un fonctionnement déterministe, T. Ralph et A. Lund ont proposé un nou-
veau type d’amplificateur quantique possédant des propriétés bien particulieres | |, connu
sous le nom d’amplificateur sans bruit non déterministe (ou heralded noiseless linear amplifier,
que nous abrégerons par NLA) : sans bruit car non seulement il n’ajoute pas de bruit bien
qu’étant indépendant de la phase, mais il est de plus capable d’amplifier un état sans ampli-
fier le bruit quantique associé, en transformant un état cohérent |a) en un état amplifié |ga) ;
non déterministe car cette amplification ne peut étre réalisée qu’avec une probabilité de succes
inférieure a 1.

Ce chapitre est consacré a la présentation détaillée de cet amplificateur non déterministe,
de ses propriétés et des implémentations expérimentales réalisées par plusieurs groupes. Nous
commencerons par montrer les limites d’une amplification déterministe, qu’elle soit dépendante
ou indépendante de la phase. Puis nous introduirons ensuite le NLA d’un point de vue théorique,
en étudiant ses propriétés de base et la transformation de quelques états courants. Nous passe-
rons ensuite en revue plusieurs méthodes d’implémentations approchées du NLA ainsi que les
réalisations expérimentales associées. Enfin, nous terminerons ce chapitre en présentant quelques
applications de cet amplificateur dans des domaines variés.

Son utilisation en cryptographie quantique fera ’objet d’une étude détaillée dans le chapitre
10.

8.2 Amplificateurs déterministes

8.2.1 Bruit minimal ajouté par un amplificateur déterministe

Considérons un amplificateur quantique, linéaire, et unitaire (donc déterministe). Dans le
cas général, son fonctionnement peut dépendre de la phase, si bien que les quadratures X et P
peuvent étre amplifiées avec des gains différents gx et gp. Si on suppose que 'amplificateur ne
couple pas les quadratures entre elles, leurs valeurs moyennes sont transformées en :

(X) = gx(X) (8.1a)
(P) = gp(P) (8.1b)

On pourrait alors étre tenté d’écrire la transformation des opérateurs selon X Out:gXX in et
Pout=gp Pi. Un rapide calcul montre cependant qu’une telle transformation ne préserverait pas
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le commutateur de X out €t pout, alors que cela est requis par 'unitarité. Il est donc nécessaire
d’introduire des opérateurs Bx et Bp tels que :

Xout gXXin + BX (823‘)
pou gppi -I-Bp (8.2b)

Les opérateurs Bx et Bp doivent étre de moyenne nulle afin que ’on puisse avoir la trans-
formation (8.1). La relation de commutation [X out, Pout] = 20Ny peut maintenant étre vérifiée
si

[Bx, BP:| = (1 - gxgp)QiNg. (83)
Ce commutateur entraine alors une relation d’incertitude de Heisenberg

AB)(ABP Z ’gxgp—l‘No. (84)

Si gp # 1/gx, les opérateurs By et Bp ne peuvent pas avoir simultanément une variance
nulle : ils vont donc nécessairement ajouter du bruit sur le signal quantique.

8.2.2 Amplificateur indépendant de la phase

Un tel amplificateur agit de la méme facon sur les quadratures X et P gp=gx. Selon la
relation (8.4), on a alors ABxABp>|g?—1|Np. On peut raisonnablement supposer que 1’ampli-
ficateur introduit un bruit identique sur les deux quadratures, avec ABx=ABp. On a donc :

A%Bx > |g?~1|Ny et A%Bp > |g*—1|Ny (8.5)
Le bruit ajouté par 'amplificateur aura une variance au moins égale & |g>—1|Np. L’inégalité est

saturée pour un amplificateur idéal. Un tel amplificateur transforme donc une quadrature Q;,
en

Qout = QQQin + |92_1|Q07 (86)

ou QO est la quadrature d’un mode vide. En termes d’amplitude et de variance, cette transfor-
mation est équivalente a

<Qout> = 9<Qin>

8.7
AQCgout = 92A2Qin + |g2_1‘N0 ( )

Pour un état cohérent |a), 'état amplifié aura donc une variance g2 Ny due & Pamplification du
bruit initial, plus la contribution minimale |g2—1| Ny de 'amplificateur (Fig. 8.1). Le bruit ajouté
ramené a I’entrée a une variance de |1—gi2 | No. Un amplificateur de grand gain va donc ajouter une
unité de bruit de photon a I’état initial. Pour des états cohérents de grandes amplitudes devant
la variance du vide, cette contribution sera toutefois négligeable : on retrouve la possibilité
d’amplifier un champ lumineux classique sans ajouter de bruit. En revanche, pour nos états
quantiques de faibles amplitudes, cet ajout de bruit pourra s’avérer problématique et limiter
I'utilité d’un tel amplificateur.
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Amplification

Bruit ajouté
(9>~1)No
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= amplification
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FIGURE 8.1 — Principe d’un amplificateur déterministe indépendant de la phase.

Nous avons gardé les valeurs absolues dans (8.5) afin de pouvoir traiter le cas d’un amplifi-
cateur de gain inférieur a 1, correspondant a un canal a pertes, déja traité dans la section 4.4.
Le bruit ajouté sur I’état amplifié est dans ce cas (1—g?)Np. Pour un état cohérent, le bruit
total (1—g?)No+g? No=Nj reste égal au bruit de photon : on retrouve le fait qu'un état cohérent
atténué reste un état cohérent.

De nombreux systeémes physiques permettent de réaliser un amplificateur déterministe in-
dépendant de la phase (voir la référence | ] pour quelques exemples). 11 est possible de
se passer d’une interaction non linéaire en utilisant un état comprimé préparé off-line, une dé-
tection homodyne et un déplacement | |, ou simplement une détection hétérodyne et un
déplacement [ ]. Toutes les diverses implémentations, saturant ou non (8.5), sont équi-
valentes a un squeezer bimode dont un des modes d’entrée est un état & qui dépend du bruit
ajouté par amplificateur | , ]

8.2.3 Amplificateur dépendant de la phase

Tous les amplificateurs quantiques ne rajoutent pas forcément du bruit. Si 'on renonce a
un fonctionnement indépendant de la phase, en amplifiant une quadrature avec un gain g et en
atténuant autre avec un gain 1/¢g, comme montré sur la figure 8.2, les opérateurs B ne sont plus
nécessaires car le commutateur de X out €t pout est bien conservé '. Un amplificateur dépendant
de la phase est par exemple réalisé en utilisant un squeezer monomode, avec un gain g=e” pour
une quadrature et 1/g=e™" pour l'autre. Seul le bruit initial est amplifié pour une quadrature
et atténué pour autre : I'état amplifié sera donc comprimé. Puisque le bruit et 'amplitude
du signal sont amplifiés de la méme facon, le rapport signal-a-bruit est conservé, pour les deux

quadratures.

On comprend intuitivement que ce type d’amplificateur, bien que plus performant que I’am-
plificateur indépendant de la phase, ne trouve qu’un intérét limité lorsque l'on effectue une
mesure avec un détecteur parfait, supposé pouvoir mesurer des amplitudes avec une précision ar-
bitraire. En revanche, il peut étre utile lorsque les appareils sont imparfaits, notamment en cryp-
tographie quantique afin de compenser les imperfections de la détection homodyne | ].

1. Un tel amplificateur est pour cette raison quelquefois appelé “amplificateur sans bruit” dans la littérature,
mais nous garderons cette dénomination pour le véritable amplificateur sans bruit présenté dans la prochaine
section.
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FIGURE 8.2 — Principe d’un amplificateur déterministe dépendant de la phase.

8.3 Principe et propriétés de base de amplificateur sans bruit
non déterministe

Nous avons vu qu’une amplification unitaire ajoute toujours un minimum de bruit si elle est
indépendante de la phase. Au mieux, elle n’amplifie que le bruit de I’état initial en étant dépen-
dante de la phase. Il est méme assez difficile d’imaginer comment il pourrait en étre autrement :
il faudrait que 'amplificateur puisse “distinguer” le bruit du signal pour faire une amplification
sélective. C’est pourtant une opération surprenante qu’il est possible de faire en renoncant a
Punitarité, avec 'amplificateur sans bruit non déterministe.

8.3.1 Principe

Cet amplificateur, introduit par T. Ralph et A. Lund | ], est indépendant de la phase
et réalise la transformation :

o) = [ge) (8.8)

Un état cohérent est amplifié en un autre état cohérent, en restant au bruit de photon (Fig. 8.3).
Cette transformation est différente d’un déplacement car elle fonctionne sans que 1’on ait besoin
de connaitre a.

Un amplificateur non unitaire

En vertu de (8.3), nous savons déja que cette opération ne peut pas étre unitaire. On peut éga-
lement démontrer cette impossibilité en invoquant le violation de plusieurs propriétés fondamen-
tales. Il serait par exemple possible de violer le théoréme de non clonage | , I,
en transformant un état |a) en |v/2a) puis en le séparant sur une lame séparatrice. Un autre
argument a été proposé dans la référence [ | : supposons qu’il existe un opérateur unitaire
T permettant de réaliser la transformation T'|a) = e|ga), ot1 § est une phase quelconque et
g>1. On a donc :

Talo) = T&TTTM) = TdTTei9|ga> = ae|ga) (8.9)
|gar) est donc vecteur propre de opérateur IA)::fZA"cALTJr avec la valeur propre «.. On doit alors avoir

b=(1/g)a. Puisque [, a']=1, ceci implique que [b, BT]:I/gQ. Mais on a aussi [b, BT}:T[d, dT]TT:L
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FIGURE 8.8 — Principe de l'amplificateur sans bruit non déterministe.

Il y a donc une contradiction, et on doit renoncer a 'unitarité de T', qui ne peut donc étre qu'une
opération non déterministe.
D’autres opérations, comme le clonage, impossibles a réaliser de maniére déterministe, peuvent

également ’étre approximativement de maniére probabiliste [ |. Le lien entre ampli-
fication sans bruit et le clonage est méme direct : le clonage probabiliste |a)—|a)®M | suivi
d’une transformation unitaire de [a)®M en |V Ma)®[|0)*M~1] | | correspondrait a

lamplification sans bruit (8.8).

Opérateur décrivant ’amplification et probabilité de succes

Quel opérateur peut-on associer a la transformation (8.8), pour les cas ou "amplification est
réussie 7 Puisque ’état final doit étre normalisé, on pourrait imaginer qu’il existe une certaine
liberté sur I'opérateur li¢ au NLA. Par exemple, une transformation E(|a)(a|)=|ge)(ga| suffirait
a remplir le cahier des charges défini a partir de 'amplification d’un état cohérent. En fait,
les implémentations que nous détaillerons par la suite réalisent — approximativement — une
transformation 7' un peu différente, transformant un état de Fock |n) en T'|n)=g¢"|n), et qui
peut étre décrite par :

T=g" (8.10)

Comme attendu, cet opérateur n’est pas unitaire, puisque TT:T et Tﬁl: (1/ g)ﬁ. Une certaine
attention est nécessaire lors de 1’utilisation de T, car c’est un opérateur non borné qui peut, pour
certains états, conduire a des états amplifiés divergents. Nous aurons ’occasion de revenir sur ce
point dans la suite de ce chapitre. Il ne conserve pas non plus la trace, qui peut augmenter : la
probabilité de succes ne peut pas étre obtenue en prenant simplement la norme de I’état amplifié.

Alors, avec quelle probabilité de succés peut-on réaliser une amplification sans bruit ? Tout
dépend du degré de perfection que ’on cherche a obtenir...car strictement parlant, il n’est pos-
sible d’implémenter parfaitement T qu’avec une probabilité de succes nulle | ]! Cette
conclusion se retrouve d’ailleurs dans la référence | |, puisqu’un clonage parfait n’est
lui aussi possible qu’avec une probabilité de succes nulle. Toutefois, cela ne rend pas le NLA in-
utile pour autant : la probabilité de succes n’est nulle que si ’on veut pouvoir amplifier n’importe
quel état, avec une amplitude arbitrairement grande. Si I’on se restreint a des états correctement
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décrits par un espace de Hilbert de dimension finie limité a /N photons, les conditions sont moins
drastiques.
Dans ces conditions, il est possible de modéliser le NLA par un POVM agissant dans un

espace de Hilbert tronqué & N photons, d’éléments { M SuCM M fallM faﬂ} L’opérateur M

est associé a une amplification réussie, et est défini par :

suc’

N
~N 1 n
Msuc = QW Zg ‘n><n| (811)
n=0

An

s 2 . ~ N s
Une amphﬁcatmn rat est alors modélisée par 'opérateur My, défini de telle sorte que

MsucM ‘Z\dfaul]\4-fall_H
Si 1’espace n’est pas limité a N photons, on peut définir un opérateur similaire sans troncature
qui déforme moins ’état que (8.11) | ]:

[e.9]

Egue Nzg n)(nl+ Y [k)(k| (8.12)

k=N+1

L’opérateur Ey,; associé a une mauvaise amplification est ensuite défini de maniere a vérifier
~Nt ~N Nt AN
E.E +Efa11 Efall =L

suc suc

Lorsque N est fini mais suffisamment grand pour que la troncature introduite sur un état
décrit par des variables continues soit négligeable, on peut raisonnablement supposer que I'am-
plification correspondant & I'un de ces deux POVM produit la transformation (8.8). Nous consi-
dérerons donc, comme trés souvent dans la littérature, que le NLA est parfait et décrit par T,
avec toutefois une probabilité de succes non nulle. Nous montrerons au chapitre suivant que dans
ce cas, plusieurs arguments permettent de borner supérieurement la probabilité de succes par
1/4%

Enfin, puisque le NLA est une opération principalement destinée aux états décrits par des
variables continues, on peut se demander comment en réaliser une implémentation avec une
description elle méme continue. Nous montrons dans I’annexe E que ’on peut définir une version

. ~ N o . e . ,
approchée de M . en utilisant une décomposition sur les opérateurs de déplacement :

~ Nam 1 N _
Mg = TVZ [Zg / z € “Li(2)Ln(2)| [n)(n]| (8.13a)

1 12 ~

P / ?a e72V L (o)) D' (a) (8.13D)
al<am

Cette méthode semble toutefois loin d’étre envisageable expérimentalement.

8.3.2 Transformation de quelques états gaussiens

Vérifions pour commencer que 1", défini par (8.10), effectue bien 'amplification recherchée
sur un état cohérent :

Tla) =™ % My g = ¢ Dga) (3.14)
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Il s’agit bien d’un état cohérent d’amplitude plus grande, avec un facteur e 2 (g*-1) supérieur a
1 (puisque g>1). Notons que T' transforme toujours un état cohérent en un autre état cohérent
physique, sans restriction sur g.

Etat gaussien quelconque

Le NLA est une transformation gaussienne : un état gaussien est toujours transformé en un
état gaussien, si la transformation reste physique. En utilisant la fonction P, I’amplification d’un
état gaussien p quelconque, s’écrit :

T = / @0 e?P@=D p(a)[ga)(gal (8.15)

Le changement de variable u=ga=u,+iu, donne ensuite d2a=d%u/g?, et

.1 -1y,
TpT = 2/d2u P(u/g)e’ ™ " uyul (8.16)
g

La transformation (8.16) nous permet de dégager plusieurs propriétés générales du NLA : 'am-
plification est non seulement indépendante de la phase, mais également du signe de u. Ainsi, un
état de moyenne nulle reste de moyenne nulle, et le NLA ne peut pas comprimer un état initial
qui ne le serait pas initialement, ou transformer un état comprimé en un état non comprimé.
Nous voyons donc qu'un état thermique ou un état comprimé seront transformés en des états
de méme nature.

Pour un état gaussien quelconque en revanche, la transformation est beaucoup moins in-
tuitive. L’état initial et I’état amplifié doivent chacun pouvoir s’écrire comme des états ther-
miques comprimés et déplacés puisqu’ils sont gaussiens [ |, mais chacun des nouveaux
parametres de 1’état amplifié (compression, déplacement,...) dépend tres souvent de tous les
parametres de ’état initial d’une fagon non triviale.

Etat EPR

Un état EPR de parametre A est transformé en un autre état EPR de parameétre g\ lorsque
le NLA est utilisé sur un des modes :

a n.n 1-\2
I\ = (T @D\ =+1- >\2Z>\ In,n) = mw (8.17)

Afin que |g\) ne diverge pas, il est nécessaire que gA<1. Dans le cas contraire, le fait que T soit
non borné se manifeste et rend la transformation impossible.

Etat thermique

Un état thermique py;,(\) est transformé en un autre état thermique de parametre g :

. N S o 1-22
Tpy,(NT = (1-X?) 292 A" n)(n| = mpth(g)‘) (8.18)
n=0

La encore, il faut que gA< 1 pour que I’état ne diverge pas. Nous voyons ici que la variance
des quadratures, donc le bruit, est augmentée pour un état thermique. Une amplification “sans
bruit” ne sera possible que si ’état initial est limité au bruit de photon.
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Etat comprimé

Un état comprimé |r) est transformé en un autre état comprimé de parametre 1/, avec
tanhr’'=g* tanhr [ ]:

" 1 =1 1 " cosh r/
T]r)zig —+/(2n)! <—tanhr> g*"2n) = ] ——|r") (8.19)
|
vV —n 2

coshr coshr

Pour que I’état amplifié reste physique, il faut que g2 tanhr<1.

8.4 Implémentations théoriques et réalisations expérimentales

Le NLA a fait I’'objet de nombreuses recherches dans la communauté scientifique ces dernieres
années. Plusieurs propositions théoriques permettent d’en implémenter une version approchée,
en utilisant des techniques différentes | , , , |. Elles ont
pour la plupart été réalisées expérimentalement par plusieurs groupes, dont le notre a Palaiseau
au cours de ma premiere année de these [ , , , ,

) ]'

Dans cette section nous détaillons ces différentes réalisations dans les grandes lignes. Le
lecteur pourra également consulter la référence | | pour une comparaison des différentes
expériences.

8.4.1 Les ciseaux quantiques

La premieére implémentation proposée par T. Ralph et A. Lund dans article qui a introduit

le NLA | ] est basée sur les “ciseaux quantiques” | , |. L’idée est de
décomposer un état cohérent |a) quelconque en N états cohérents |o/v/N) de plus faible ampli-
tude. Une telle transformation (N-splitter) peut étre réalisée unitairement | ]. Chaque

état |a/+v/N) subit ensuite la transformation décrite par la figure 8.4, constituant un étage de
I'amplificateur, qui le transforme approximativement en un état amplifié |ga./v/N). Puis les états
de sortie sont ensuite recombinés de maniere probabiliste dans une seule voie de sortie (Fig. 8.5).
Le N-splitter est certes une opération unitaire, donc réversible, et redonnerait le vide sur (N—1)
ports de sortie avec N états cohérents en entrée. Ici cependant, les états amplifiés ne sont pas
rigoureusement cohérents et il faut s’assurer par une mesure que l'on a bien le vide sur (N—1)
ports de sortie pour reconstituer effectivement un état cohérent, d’ou ’aspect probabiliste de la
recombinaison.

Un étage

Commencons par étudier le montage décrit par la figure 8.4. Chaque étage est composé de
deux lames séparatrices, I'une étant asymétrique (A-BS), de reflectivité r en amplitude, et 'autre
étant symétrique (S-BS), de transmission 1/4/2 en amplitude. Un état de Fock |1) est nécessaire
comme ressource dans un des modes d’entrée de A-BS. L’autre mode est vide. La partie réfléchie
du photon unique va ensuite interférer avec I’état cohérent a amplifier au niveau de S-BS. Le
conditionnement est ensuite réussi lorsque le compteur de photon D2 ou D1 détecte un photon,
alors que 'autre n’en détecte pas. Dans ce cas, I’état de sortie est proportionnel a

e““az\/f <\o> + \/1;;2a\1>> . (8.20)
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g = V1—r2

FIGURE 8.4 — Implémentation d’une version approchée de l’amplificateur sans bruit basée sur
les “ciseauz quantiques” | , /.

Le signe + dépend du compteur ayant détecté le photon, et on peut sans perte de généralité
ne garder que le signe + en utilisant une transformation de phase si nécessaire. En définissant

le gain g=1/ 1;{ 2, I’état de sortie est donc proportionnel &

0) + ge1), (8.21)

qui est le développement d’un état cohérent amplifié [gar) tronqué a 1 photon. Si ga<<1, on peut
négliger les termes d’ordres supérieurs et on a bien obtenu 'amplification recherchée |a)—|ga).
L’appellation “ciseaux quantiques”, originellement introduite dans la référence | |, est due
au fait que pour r=1/v/2, et donc g=1, I'état de sortie est une réplique de I’état d’entrée tronquée
a au plus 1 photon, comme si le reste de 1’état avait été “coupé”. Notons que le fonctionnement
de cet étage est tres similaire a une téléportation quantique.

N étages

L’amplification d’un état |«) d’amplitude quelconque est possible en le divisant en N états
d’amplitudes suffisamment faibles pour que ga/v N<<1. Les états sont chacun amplifiés a 1’aide
d’un étage, et sont recombinés, lorsque toutes les amplifications ont simultanément réussies, en
un état

al? N
et N (1+%a*) 10), (8.22)

ou a est l'opérateur de destruction du mode de sortie de I’amplificateur. En base de Fock, cette
transformation correspond a [ ]

In) = Ny

g"|n). (8.23)

Lorsque le nombre d’étages N est grand, ﬁ ~ 1, et (8.23) tend donc vers |n)—rN g"?|n).

Le dispositif & N étages permet d’obtenir une bonne approximation de Popérateur T' lorsque N

augmente, mais au prix d’une probabilité de succes de plus en plus faible & cause du terme r¥.
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FIGURE 8.5 — Implémention de l'amplificateur sans bruit basée sur un grand nombre d’étages.
Chaque élément A correspond a un étage de la figure 8.4. L’illustration est tirée de la référence
[Ralph08].

llell=0 llaf|=0.1 llex]|=0-25 llall=0.5

FIGURE 8.6 — Fonction de Wigner d’un état amplifié, obtenue avec notre montage expérimental
[Ferreyrol10, Ferreyrol11b].

Expérience de Palaiseau

L’expérience réalisée dans notre groupe [Ferreyrol10, Ferreyroll1h, Ferreyrollla] est une réa-
lisation directe d’un étage de I’amplificateur basé sur les ciseaux quantiques. Nous avons amplifié
des états cohérents de faible amplitude a<0.5 pour un gain g=2, puis reconstruit les fonctions
de Wigner des états amplifiés par tomographie quantique (Fig. 8.6). L’état amplifié est tres
proche d’un état gaussien jusqu’a une amplitude d’environ a=0.1. Des distorsions apparaissent
ensuite rapidement pour des valeurs plus grandes dues au caractere non gaussien de ’état pro-
duit. Le caractere “sans bruit” de 'amplificateur a également pu étre vérifié en comparant le
bruit équivalent ramené a l’entrée de ’état amplifié a la quantité minimale (8.5) imposée par un
amplificateur déterministe.

Enfin, une modélisation analytique complete développée par F. Ferreyrol a permis de retrou-
ver nos résultats expérimentaux avec un tres bon accord [Ferreyrolllh, Ferreyrolllal, et sera
certainement utile afin d’étudier I'intégration de ce montage dans un dispositif plus complexe.
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Expérience de Brisbane

L’expérience réalisée a Brisbane dans le groupe de G. Pryde | | est également basée
sur les ciseaux quantiques. Elle réalise I'amplification d’un mélange statistique d’états cohérents
d’amplitude fixée, mais de phases aléatoires, qui peut s’approximer par un mélange statistique de
vide et d’un photon unique. L’état amplifié est ensuite caractérisé par interférométrie, en utilisant
une APD au lieu d’une détection homodyne. Ce montage permet entre autre une meilleure
caractérisation de la linéarité du gain, mais au prix d’une caractérisation limitée de 1’état produit.

8.4.2 Autres réalisations

Expansion polynomiale

Il s’agit d’'une méthode introduite par J. Fiurdsek | |, différente de celle basée sur
les ciseaux quantiques. L’'idée est d’approximer T" par une série tronquée a un certain ordre N :

A _filn = (1ﬂg)k ok
T=c"M9~ )" o (8.24)
k=0

Cette décomposition polynomiale en A=a'a peut étre implémentée & D'aide de soustractions et
d’additions de photons. Des considérations sur le gain effectivement obtenu ameénent a utiliser
une décomposition légerement différente, qui donne pour N=1, T~(g—1)A+1. Pour un gain
g=2, cette superposition se réduit alors simplement a aa'. Une mise en oeuvre expérimentale a
été réalisée dans le groupe de M. Bellini [ |, qui avait déja réalisé des combinaisons de
soustractions et d’additions de photons | , ]

Comparée aux ciseaux quantiques, cette méthode possede 'avantage de ne pas tronquer 1’état
amplifié, estompant un peu les effets de la non gaussianité introduite par une petite valeur de
N. 1l en résulte une plus grande zone de fonctionnement pour un gain donné avant ’apparition
des distorsions.

Une technique relativement similaire a été proposée par M. Partanen et al. | 1,
exploitant le fait qu’un état cohérent est état propre de @, de maniere a remplacer aal par aa'a.
En réalisant la premieére soustraction avec une mesure non destructive | , ]
|1)(1] plutét qu’avec une APD, le photon peut ensuite étre réutilisé pour implémenter a'. De ce
fait, il n’y a pas besoin d’un photon unique comme ressource comme c’est le cas pour les autres
implémentations, mais cette technique semble quand méme limitée : il faut réaliser une mesure
non destructive, faire un conditionnement sur I’absence de photon, et de plus la soustraction
supplémentaire pourrait biaiser une superposition d’états cohérents d’amplitudes différentes, et
ainsi produire une transformation différente de T.

Concentration de phase

Les implémentations présentées jusqu’ici sont toutes relativement couteuses en ressources

expérimentales. Le protocole proposé par P. Marek et R. Filip | ], et démontré expéri-
mentalement dans le groupe d’U. Andersen | ], permet d’utiliser un montage plus simple,
en remplagant ’ajout de photon de [ , ] par un ajout de bruit thermique.
Le fonctionnement est le suivant | | : supposons que ’état initial soit un état cohérent

«. L’ajout de bruit thermique produit alors un état thermique déplacé de a. Or puisqu’un état
thermique correspond & un mélange statistique d’états cohérents de moyenne nulle (cf. (2.168)),
cet état thermique déplacé correspond a un mélange statistique d’états cohérents, distribués
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autour de |a) avec une certaine variance. La soustraction de photon, de par son coefficient (3
lorsqu’elle est appliquée sur un état cohérent |3), va alors agir comme un filtre en “favorisant”
les états de plus grandes amplitudes dans le mélange statistique.

Méme si ’état résultant est relativement déformé et ne correspond pas vraiment & un état
cohérent amplifié, il possede une phase moyenne identique a celle de a;, mais dont I'incertitude est
réduite, d’ou le terme “concentration de phase”. Ce type d’amplification permet donc d’améliorer
I’estimation de la phase d’un état, et pourrait trouver des applications en métrologie.

Ce dispositif a également été utilisé pour faire une approximation expérimentale de clonage
quantique sans nécessiter de référence de phase, en séparant I’état amplifié en deux états avec
une lame séparatrice | ].

L’ajout de bruit peut aussi étre remplacé par un amplificateur déterministe indépendant de
la phase : nous avons vu qu’un tel amplificateur ajoute lui aussi du bruit, mais il amplifie en plus
le signal. Ainsi, J. Jeffers a montré que cette modification offre des performances supérieures au
protocole de P. Marek et R. Filip en termes de concentration de phase [ ]-

Amplification basée sur la discrimination d’états quantiques

Si une amplification sans bruit parfaite fonctionnant pour un état d’entrée quelconque est im-
possible a réaliser, cela n’est plus le cas lorsque 1’état provient d’un ensemble fini et connu, comme
récemment montré dans la référence | |. La connaissance a priori permet d’adapter le
processus d’amplification afin de pouvoir obtenir une amplification parfaite avec une probabilité
non nulle. Le principe est en fait relié a la discrimination d’états quantiques | ], qui
peut étre parfaite et avec une probabilité non nulle si I’état a estimer appartient a un ensemble
fini et connu d’états linéairement indépendants | ]. Cette possibilité existe aussi pour le
clonage quantique | ].

Ces conditions de fonctionnement assez restrictives sont néanmoins respectées pour certains
protocoles, tel que le protocole de cryptographie quantique utilisant quatre états cohérents mo-
dulés en phase [ |, pour lequel cet amplificateur pourrait trouver une utilité.

8.5 Applications

L’amplificateur sans bruit est maintenant passé du stade de curiosité théorique a celui de véri-
table outils pouvant trouver de nombreuses applications en information quantique. Ses propriétés
le rendent particulierement utile pour deux applications : la préparation d’états quantiques, et
les communications quantiques.

8.5.1 Préparation d’états quantiques

Le NLA pourrait étre utile pour amplifier des états difficiles a produire expérimentalement.
C’est le cas des états chats de Schrodinger du type |a)+|—a), dont la réalisation expérimen-
tale est pour l'instant limitée & de faibles amplitudes | , ]. Le
NLA pourrait donc permettre de produire un chat de plus grande amplitude |ga)+|—ga). 11
pourrait bien siur étre utile pour amplifier des superpositions de plus de deux états cohérents, a
condition toutefois que les états aient tous une amplitude de méme module, pour ne pas que la
superposition devienne biaisée par le facteur exp[(g>—1)|a|?/2] (cf. équation (8.14)).

Comme nous ’avons vu avec I’équation (8.17), il est possible d’augmenter 'intrication d’un
état EPR | , |. Cette application est également intéressante d’un point de vue
expérimental car de fortes compressions nécessitent de fortes non linéarités qui sont difficiles
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a obtenir. Toujours dans 'augmentation de la compression d’un état, le NLA peut également
servir de squeezer monomode indépendant de la phase de I’état a amplifier | ]. Un
état avec une compression selon une direction quelconque s’en trouvera davantage comprimé,
alors qu'un squeezer traditionnel ne peut comprimer que selon une direction donnée.

Enfin, approximation du NLA & un étage pourrait étre utilisée pour un test des inégalités
de Bell sans échappatoire | ], ainsi que pour transférer I’état d’un qubit encodé sur états
chats pairs et impairs & un qubit encodé en polarisation | ].

8.5.2 Communications quantiques

L’autre domaine d’application du NLA concerne les communications quantiques, ou il permet
notamment de diminuer les pertes effectives subies par un état EPR amplifié | ] : un état
EPR, dont un des modes est envoyé dans un canal de transmission 7', puis amplifié, est équivalent
a un état EPR initial davantage comprimé, envoyé dans un canal de transmission 7" supérieure
a T, sans utiliser de NLA. En utilisant cette propriété, T. Ralph a proposé un protocole de
correction d’erreur pour des états gaussiens | ]. Nous développerons cette équivalence en
détail dans le chapitre 9, en prenant en compte l'effet du bruit introduit par le canal, et en
montrant une équivalence avec un systeme effectif simplifiant les calculs.

Combiné avec un atténuateur sans bruit, réalisant une amplification sans bruit avec un gain
inférieur a 1, M. Mi¢uda et al. ont montré qu’il est possible de transformer un canal introduisant
des pertes en un canal d’une transmission aussi proche de 1 que l'on veut [ |, au prix
bien sur d’une probabilité de succes de plus en plus faible. Nous reviendrons également sur ce
résultat au cours du chapitre 9.

Enfin, la cryptographie quantique est certainement le premier domaine ou ’amplificateur sans
bruit est utilisé en tant qu’outil permettant une amélioration des performances | ,

, |. Avec des protocoles & variables continues, nous verrons dans le chapitre
10 qu’il permet d’augmenter la distance maximale de transmission d’une clé secrete, ainsi que
la résistance au bruit.

La version a un étage du NLA trouve également une utilité en cryptographie quantique avec
des variables discretes, ou la encore il permet d’effectuer une compensation des pertes subies par
I'état distribué dans le canal quantique | , ) ].

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales propriétés d’un amplificateur sans bruit
non déterministe. Nous avons vu que cet amplificateur permet de réaliser des transformations
impossibles de maniere déterministe, qui ouvrent la voie a de nombreuses applications en infor-
mation quantique.
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9.1 Introduction

L’amplificateur sans bruit est sans conteste un outil prometteur afin d’améliorer les perfor-
mances des communications quantiques. De nouvelles possibilités d’applications sont réguliere-
ment découvertes, en considérant aussi bien une implémentation réaliste avec quelques étages
ainsi que les imperfections expérimentales associées, ou un amplificateur parfait décrit par ¢”.
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Dans le deuxieme cas, au moins deux problématiques se posent : quelle probabilité de succes
attribuer a 'amplification, et comment calculer simplement ’état amplifié.

Ce chapitre est consacré a I’étude de ces deux questions, en vue d’une application en crypto-
graphie quantique. Nous verrons que méme si un NLA parfait doit en théorie avoir une probabilité
de succes nulle, plusieurs arguments permettent quand méme de considérer une implémentation
“optimiste”, décrite par un NLA parfait, et avec une probabilité de succes égale & 1/¢? lorsque
I’état a amplifier est un état thermique. Cette probabilité nous sera utile au chapitre 10 afin de
borner les bénéfices apportés par le NLA en termes de taux secrets.

Le NLA possede sans doute un fort potentiel pour compenser les pertes subies dans un ca-
nal quantique. Nous avons présenté plusieurs applications basées sur cette propriété au chapitre
précédent. Cependant, bien que certains états gaussiens se transforment simplement, 'amplifi-
cation d'un état quelconque en sortie d’un canal ajoutant du bruit n’est pas triviale a calculer.
Dans cette optique, nous montrerons un résultat qui simplifie considérablement cette tache : la
combinaison d’un canal quantique suivi d’'un NLA est équivalente & un NLA de gain différent,
placé en amont d’un canal ayant une transmission plus grande et ajoutant davantage de bruit.
En n’étant pas limités aux états gaussiens, cette équivalence est donc potentiellement utilisable
avec n’importe quel protocole d’information quantique.

Nous utiliserons ensuite ces résultats dans le chapitre 10, afin de montrer 'intérét d’'un NLA
en cryptographie quantique avec des variables continues.

9.2 Bornes supérieures pour la probabilité de succes

9.2.1 NLA parfait et probabilité de succes non nulle

La question de la probabilité de succes d’'un NLA parfait est un sujet délicat. Strictement
parlant, nous avons déja vu au chapitre précédent que la transformation parfaite g” ne peut avoir
qu’une probabilité de succes nulle. Un tel amplificateur est non physique car il doit fonctionner
pour un état d’entrée quelconque, quelle que soit son amplitude, ce qui conduit a des énergies
infinies et des divergences. Si les protocoles de QKD a variables continues tels que GGO02 utilisent
une modulation qui, en théorie, possede un support non borné, toute réalisation expérimentale
introduit quand méme nécessairement une coupure dans la modulation. Pour un NLA tronqué
a un ordre suffisamment élevé, correspondant par exemple a (8.11), nous pouvons donc suppo-
ser que ’état amplifié reste raisonnablement gaussien. Pour une étude plus orientée vers une
réalisation expérimentale, avec une troncature a quelques photons, on pourra si besoin adapter
les résultats que nous présenterons dans la section 9.4, et utiliser le théoréme d’optimalité gaus-
sienne | , , , ]. Sous ces hypotheses, un NLA
“presque parfait” pour une certaine zone de fonctionnement peut donc avoir une probabilité de
succes non nulle.

Nous pouvons alors chercher une borne supérieure pour la probabilité de succes, basée uni-
quement sur des contraintes théoriques, et qui nous permettra de nous placer dans un régime de
fonctionnement tres optimiste. En général, on peut distinguer deux régimes d’utilisation du NLA
pour un protocole quantique : le premier est un régime ou il permet au protocole de fonctionner,
alors que cela n’est pas le cas sans lui. Cela sera par exemple le cas en cryptographie quantique,
ol nous montrerons qu’un taux secret négatif (i.e. inexploitable, puisqu’il n’y a aucune informa-
tion secréte) peut étre rendu positif en utilisant un NLA. Dans ce cas, la probabilité de succes
n’agit que comme un facteur multiplicatif qui influe sur le taux secret, mais pas sur la distance
de transmission ou la résistance au bruit.

Le deuxieme régime d’utilisation est lorsque le protocole fonctionne sans NLA. Dans ce cas,
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le NLA peut apporter une amélioration, mais qui est naturellement pondérée par la probabilité
de succes, laquelle dépend de son implémentation expérimentale. Une borne supérieure permet
alors d’étudier le fonctionnement le plus optimiste qui soit : si méme dans ces conditions le NLA
n’apporte pas d’amélioration, on pourra en conclure que toute implémentation plus réaliste ne
sera pas plus utile. Ainsi, nous verrons au chapitre 10 qu'un NLA donne toujours un taux secret
inférieur au taux obtenu sans NLA, lorsque qu’Eve est restreinte a des attaques individuelles.

Nous présentons maintenant deux bornes obtenues par des considérations différentes : une
borne supérieure obtenue par non diminution de la fidélité entre deux états quantiques, et une
borne théoriquement atteignable, basée sur la méthode de G. Vidal | |. La condition de
non diminution de la fidélité va conduire & une borne supérieure constante, égale a 1/g2. Nous
I’obtiendrons analytiquement en considérant la fidélité entre un état thermique et le vide, et
numériquement en considérant la fidélité entre deux états cohérents dont I'un tend vers 'autre.
La borne de Vidal est une borne supérieure atteignable valable pour des états bimodes pris dans
un espace de Hilbert de dimension finie. Nous la comparerons ensuite a la borne obtenue par
non diminution de la fidélité pour des états tronqués, et nous verrons que cette derniere est,
comme il se doit, toujours supérieure a la borne de Vidal.

9.2.2 Bornes obtenues par non diminution de la fidélité
Principe

Deux états quelconques p et 6 ne peuvent pas devenir plus discernables sous ’action d’une
opération quantique 7 qui préserve la trace | ] 1. Ceci se traduit par une non diminution
de la fidélité (définie par (2.86)) :

F(p,6) < F(Tlp), Tl6)) (9.1)

L’opérateur T n’est bien siir pas une opération qui préserve la trace, en revanche on peut
en former une en ne faisant pas de post-selection et en tenant compte des amplifications non
réussies. Considérons que le NLA produit un état amplifié TﬁT / Tr{TﬁT} avec une probabilité
de succes P(p), ou p est un état quelconque. On peut sans perte de généralité supposer que
létat produit est le vide lorsque I'amplification ne marche pas (il suffit de bloquer le faisceau
lorsque le conditionnement n’est pas bon). Sans post-selection, le NLA peut donc étre représenté
par une opération 7 qui préserve la trace :

TpT

Tp| = P(ﬁ)w + [1=P(p)]]0){0| (9-2)

On montre dans 'annexe F comment relier la définition (9.2) & une opération quantique “phy-
sique”, afin de s’affranchir en particulier de la non linéarité due au dénominateur.

Il nous faut maintenant un deuxieme état quantique & afin de pouvoir utiliser I'inégalité (9.1).
Le vide est particulierement intéressant car il n’est pas transformé par le NLA : 77]0)(0|]=|0)(0|.
On obtient ainsi :

F(p,10)01) < F(T1pl, [0){01) (9:3)

1. Voir notamment le théoreme 9.6 page 414.
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Puisque F(A,]0)(0])=(0| A|0), I'inégalité (9.3) peut s’écrire

TpT
0/p|0) < P(p)(0| ——=—==10) + 1—P(p), 9.4
(01510 < PRIOI 2 10) +1-P(7) (0.4
ce qui implique :
max / a 1-(0 ﬁ 0
P (p) = — 0P8 (9.5)
1—(0] —2~|0)
T{T pT'}

Cette borne est une borne théorique supérieure : rien ne nous garanti qu’il soit effectivement
possible de D'atteindre. En fonction du type d’état initial (état thermique, état EPR, ou état
cohérent), nous pourrons trouver différentes valeurs ainsi que différents comportements : il n’y a
pas d’incompatibilité entre les résultats, les bornes plus grandes que la plus petite borne obtenue
sont simplement plus optimistes.

Notre borne de probabilité de succes est indépendante de la réalisation explicite de 7. D’une
certaine maniere, nous maximisons la probabilité de succes sur les différentes réalisations, sans
garantir toutefois qu’elles soient toutes effectivement réalisables.

Borne pour des états thermiques

Dans le protocole GG02, Bob n’a aucune information sur ’état qu’a envoyé Alice. De son
point de vue, il recoit donc un état thermique
o0
Pe(A\)=[1=(\")*] Y _(A)*"[n)(nl, (9.6)
n=0
ou A\* dépend des parametres du canal, et de la variance de modulation d’Alice (voir ’annexe
H). C’est donc I’état le plus légitime que 'on puisse utiliser pour une utilisation du NLA avec
le protocole GG02. En utilisant le fait que (0]p(\*)|0)=1—(\*)2, la borne supérieure (9.5) est :

1

max _ _~_ 9.7
th 92 ( )

Cette borne est indépendante de A\* et des parameétres du canal quantique. Elle est particu-
lierement intéressante car nous verrons que c’est la limite a partir de laquelle le NLA pourrait
théoriguement donner un meilleur taux secret en considérant les attaques individuelles. Puis-
qu’elle est constante, elle rend également les calculs plus simples. C’est elle qui sera utilisée
par la suite, en précisant encore une fois qu’elle est extrémement optimiste. Remarquons que
'on obtient la méme borne en utilisant un état EPR [X\*)=1/1—(A*)2 3" ((A\*)"|n)|n) purifiant
pp(X*), car (0]p(A*)|0)=(0[A*)(A*|0).

Borne pour des états cohérents

Plutot que de considérer un état thermique, on peut également calculer la borne (9.5) pour
des états cohérents. A défaut de pouvoir 'utiliser directement en cryptographie quantique, on
peut toutefois vérifier quelle n’est pas incompatible avec (9.7). En utilisant |(0]a)[2=e~1" et
(0]ga)|2=e~192 on obtient :

1 — e lol?
prax = —— % 9.8)

1-— 6_92|O‘|2
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Cette borne tend vers 1/¢? lorsque a tend vers 0, et vers 1 lorsque o tend vers linfini.
Elle vaut également 1 lorsque g=1, et tend vers 1 — e~ lal? lorsque g—oo. Elle n’est donc pas
incompatible avec Pj**, mais simplement plus optimiste pour les grandes valeurs de « et de
g. En fait, au lieu de prendre &=|0)(0|, on peut calculer numériquement avec Matlab la borne
obtenue pour =|aa)(ac|, ou a est un parametre réel variant entre 0 est 1 (Fig. 9.1). Lorsque
a=0 on retrouve la borne (9.8), en revanche lorsque a—1 on obtient & nouveau 1/¢? quelle que
soit la valeur de «a, ce qui confirme les résultats obtenus pour les états états thermiques.

Simulation numérique
— Les états sont générés a l'aide de la Quantum Optics Toolbox, en prenant un espace
de Hilbert suffisamment grand (N=30).
— On suppose que la probabilité de succes P est la méme pour les deux états d’entrée
p=|a){(a| et 6=|aa){ac|. Cette hypothese est peut étre discutable pour une valeur de
a quelconque, en revanche elle est raisonnable pour les deux cas qui nous intéressent,
a=0 et a—1. Les états produits par le NLA sont :

p(P)=Plga)(gal + (1=P)[0)(0] et &(P)=Plaga){agal + (1-P)|0)(0] (9.9)
~ On calcule ensuite la fidélité entre p et &, et entre p(P) et &(P) :
Fa = {aala)|? et F§ xpa(P) = F(p(P),5(P)) (9-10)

— La borne de probabilité Py, est atteinte lorsque Fg=Fg ypa(Paiopt)- Pour trouver

cette valeur, on recherche le minimum de la fonction L(P)=|Fg yp (P)—F§/, sous la
contrainte Fo <F§ yya(P)-

04 02 04 06

. 0.8 1
Amplitude du deuxiéme état cohérent (en multiple de «)

FIGURE 9.1 — P™** calculée avec la non augmentation de fidélité pour deux états cohérents |c)
et |aa), avec a=1.5, g=1.5 et a variant entre 0 et 1.

9.2.3 Borne de Vidal en dimension finie
Borne de Vidal

G. Vidal a proposé un protocole | | permettant de calculer la probabilité maximale
avec laquelle on peut transformer un état pur bipartite |¢) de dimension finie en un autre
état pur bipartite |¢)) en utilisant seulement des communications classiques et des opérations
locales (LOCC, Local Operations Classical Communications). Cette borne a la particularité
d’étre atteignable par un protocole explicitement donné.
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Considérons un état EPR parfait |\)=v1—-A2 "7 ; A\"|n)|n). Cet état appartient & un espace
de Hilbert de dimension infinie, mais nous pouvons définir 1’état tronqué dans un espace de
dimension N contenant au plus N—1 photons :

e V-l N-1
AN) =\ Taw D A n) = ) Vag|n)in) (9.11)
N 1-)\2N nZ:O nzzo

On cherche ensuite la probabilité maximale avec laquelle on peut transformer 1’état |A\y) en un
état amplifié

—(gn2 Y N-1
lgAN)= T— (g2~ Z(gk)”!nﬂn%: Z vV Bln)In), (9.12)
n=0 n=0

en utilisant seulement des LOCC. G. Vidal & montré que la probabilité maximale P(¢p—1)) avec
laquelle on peut transformer un état |¢p)= 2711\/;01 Vo |n)|n) en )= Ziv;ol VBn|n)|n) est égale
a:

P(¢—) = min iy (9.13)
1€ fo,N—1) SNV g,

Pour la transformation |[Ay)—|gAn), cette probabilité vaut :

1-)2 1-(gM\)2N N
P(A—g)) = OV e A (9.14)
1—(gA)? 1-X le [0, N—1] YV (gA)2
On montre facilement que le minimum de % est atteint pour [=N—1. En effet :

POAED SIS TP G DA
Zf\;?l(gA)m g2l )\Ql Zﬁifolfl(g)\)Qi
B 1 g2(N717l) ﬁ\;?)lfl 2\2i (9 16)
- _ N—1-1 . :
g2(N-1) Zi:ol (gA)%i

(9.15)

Or g>1, donc g?W=1=D > ¢% pouri € [0, N—1~I]. Donc g>(N =11 Z?L*Ol*l N2> Zﬁfolfl(g)\)%.

Cette inégalité est saturée pour [=N—1, ce qui correspond donc au minimum recherché.

On a donc finalement,

N-1 i
DR AN

SN - (17
ce qui donne la valeur maximale de P(A—g\) :
1 1-22 1—(g\)Y
P(A—=g)) = AT T (g0)? T\ (9.18)
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Dimension de I’espace de Hilbert

FIGURE 9.2 — Comparaison entre la borne de Vidal et la borne obtenue pour un état EPR tronqueé.
g=2 et A=0.3.

Comparaison avec la borne obtenue pour les états thermiques

On peut comparer la borne de Vidal (9.18) et la borne Py**(\) obtenue par un raisonnement

similaire & la section 9.2.2 en utilisant la formule (9.5) pour un EPR tronqué? (9.11) :

1 1-X20-D 1 (ga)2N
Pmax )\ — 919
N g2 1_(gX)2(N—1) 1—\2N ( )

Ces deux bornes sont tracées sur la figure 9.2 en fonction de la dimension de l'espace de
Hilbert. La borne de Vidal décroit tres rapidement et tend vers 0 quand N augmente, alors
Py tend vers 1/ g?. Comme on pouvait s’y attendre, alors que Py est toujours supérieure a
la borne de Vidal quelle que soit la dimension N.

En conclusion, plusieurs méthodes nous ont montré que la probabilité de succes du NLA
peut étre bornée supérieurement par 1/¢%. Bien que cette borne soit extrémement optimiste, elle
présente le tres gros avantage d’étre constante et indépendante de 1’état a amplifier. De ce fait
elle n’aura qu’un roéle secondaire dans nos calculs, en étant simplement un facteur multiplicatif.
Parmi toutes les bornes qu’il est possible d’obtenir, il n’y a pas d’incompatibilité entre elles. A
part la borne de Vidal, toutes sont des bornes supérieures qui ne sont pas forcément atteignables.
La plus faible est simplement la plus restrictive, les autres étant trop optimistes. D’ailleurs, il
est tout & fait envisageable de pouvoir trouver une borne inférieure a 1/

9.3 Amplication aprés un canal quantique : systeme effectif équi-
valent

Intéressons nous maintenant a ’amplification d’un état apres un canal quantique. Nous allons
montrer qu'un canal quantique gaussien suivi d’'un NLA est équivalent a un NLA de gain différent
placé en amont d’un canal quantique effectif ayant lui aussi des parametres différents (Fig. 9.3).
Pour cela, nous calculerons les deux états obtenus avec les deux configurations, pour un état
initial quelconque, et nous obtiendrons les valeurs des parametres effectifs qui permettent de
les égaliser. Cette équivalence simplifiera grandement les calculs puisque 'amplification d’un
état pur est relativement facile a calculer. Elle I'est d’autant plus lorsque 1'état est gaussien,

2. Compte tenu de la remarque a la fin de la section 9.2.2, on obtient le méme résultat qu’en considérant 1’état
. ;A —\2. N-1
thermique tronqué py=1=5% dn_o A"[n)(n]
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A l, \\
1 1
Yin —a {621 FH r<1 A1
[} 1
i Bruit thermique Amplification Pertes : BoeenE
o [} 7 - o 1
NLA effectif ST ) global

de gain gi, Canal quantique effectif Ceg

FIGURE 9.3 — Equivalence qui sera démontrée dans ce chapitre : un canal quantique L de trans-
mission T, et d’excés de bruit €, suivi d’'un NLA de gain g, est équivalent a un NLA de gain
Jin placé en amont d’un canal quantique Cog constitué d’un excés de bruit A, d’un amplificateur
déterministe indépendant de la phase de gain G en intensité, et de pertes T. pu est un facteur
global constant dépendant uniquement de g, T et de €, disparaissant lors de la normalisation.

comme c’est le cas pour les protocoles de QKD considérés dans ce manuscrit. Nous analyserons
ensuite en détail sous quelles conditions ces nouveaux parametres effectifs prennent des valeurs

physiques.
Remarquons que N. Walk et al. ont récemment développé un formalisme permettant de
calculer 'amplification d’un état gaussien quelconque | ]. Outre le fait que ces résultats

n’étaient pas encore établis lors de notre étude, ils sont limités aux états gaussiens, et font appel
a un arsenal mathématique relativement complexe.

9.3.1 Amplificateur sans bruit apres un canal quantique

Commencons par étudier l'action d’'un NLA placé aprés un canal £ introduisant du bruit
thermique et des pertes, tel que schématisé sur la figure 9.3. Nous supposons que ce canal est
gaussien, linéaire, et symétrique, de transmission 7', et d’exces de bruit équivalent a I’entrée e
(que nous appellerons par abus de langage le “bruit ajouté”). Un état initial de variance V' est
donc transformé en un état de variance® T(V +e)+1-T (cf. (8.7)).

Nous associons & ce canal un opérateur £. Puisque 'amplification d’'un état cohérent est
particulierement simple, la fonction P (cf. section 2.3.2) est 'outil naturel a utiliser afin de
calculer ’action du NLA en sortie du canal.

Action du canal £

Considérons un état p;, quelconque, pas forcément gaussien, envoyé dans le canal. Cet état
se décompose selon

B = / a2y Pu()7) (3] (9.20)

3. Sauf mention contraire, nous utiliserons No=1.
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En utilisant la linéarité de £, I’état en sortie du canal s’écrit

pou=2lpul= [ & Pu() 0 (9.21)

On applique ensuite le NLA pour produire ’état amplifié p‘ONJ;A (non normalisé) :
ﬁoNuLtA = TﬁoutT (922&)
— [ @y P TR 0IT (9.22b)

Ainsi, grace & la linéarité du canal et a celle du NLA, nous n’avons besoin que de connaitre
la transformation que subit chaque état cohérent |y)(y|. L’évolution due au canal est particu-
lierement intuitive : en premier lieu, les pertes ont pour effet de transformer ’amplitude ~ en
VT~. Ensuite, la variance des quadratures est transformée en T'(1+€)4+1—T=1+Te. Puisque le
canal est gaussien, 1’état £[|7)(7|] est donc un état thermique pp,(Ae) déplacé de VT :

£ (] = DVTY) e (Aen) D' (VT) (9.23)

Le parametre A\, est tel que la variance de py, (Ach) soit égale a 14+Te, ce qui donne

Te
24Te

A2 = (9.24)

Amplification d’un état thermique déplacé

Afin de calculer I'action du NLA, il est utile de recourir & nouveau a une décomposition
utilisant la fonction P pour 'état thermique déplacé £ [|y)(v]] :

20l = [ da P(a)a)a (9.25)

Nous avons déja calculé la fonction P d’un état thermique déplacé au chapitre 2. Elle est donnée
par I’équation (2.170), que 'on rappelle ici :

1 1 2
P,(a) = —e mla=vT 9.26
(o) = — (9.26)
2
ou 7 est le nombre moyen de photons de ’état thermique, vérifiant 2n+1= itigh, ce qui implique
ch

1-)2 . . . .
que %:le En posant a=a,+iay, I'expression (9.26) se décompose donc en un produit de
ch

deux fonctions,

Py(a) = Py, (ag) Py, (ay), (9.27)
avec
2
11202, —5% (e —vVTw)’
Py (ap) = — he A , (9.28a)
7 VT A%
1 1_A2 *17;2}‘(0@*\/?%;)2
P, (ay) he Ao : (9.28Db)

ERVZa DY
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En utilisant & nouveau la linéarité du NLA, 'amplification d’un état thermique déplacé est
donnée par :

Ty (T = / d*a Py(a)T|o)(a|T (9.29a)
= / a Py(a)es" V1P ga) (gal (9.29Db)

Le changement de variable u=ga=u,+iu, donne ensuite d?a=d%u/g?, et

o) 0IT = [ e Pyfa/g)e’ (9.30)

Comme précédemment, on voit sans difficulté que 'on peut séparer les composantes selon u, et
uy. Intéressons nous maintenant a la variable u,, le raisonnement étant identique pour u,. Afin
d’identifier I’état amplifié, on remarque que

g2—1u2 11 1_>‘zh _ 22 uz —VT2)?+ g 71 u2

1
QP%(um/g)e ¢ :gﬁ 22 € AQh (9.31a)
C

1-)2 1 1—a2)2 — **2}1(@_\/? )2_1_9271 2
ch -9 —J Zch, G e e 2

L (9.31Db)
1-g2X2 7 2A3h

On peut ensuite réécrire le terme de ’exponentielle comme

1-)2 /u 2 g%—1 C1-g°A2 2 (g>-1)(1-2%)
—%(?—ﬁ%) + 7 ui = 2)\2 ch (ux \F%g 2)\2 > +T7§—1_92A2 ch’
ch ch ch
Etat thermique Gain effectif Terme de normalisation

de parametre gAc, indépendant de uy
(9.32)

Mis a part le terme de normalisation, nous reconnaissons donc la signature d’un état ther-
mique de parametre gAg, et de variance

1+ _ 2+ Te(l+g°)
— 2Ny 24 Te(l1—g?)’

(9.33)

déplacé de g VT,. Le NLA amplifie donc ’amplitude moyenne de I’état avec un gain

1— 2)\2
2

(9.34)
1—92)\311

9=y
supérieur a g, puisque g\, doit rester inférieur a 1 pour que 1’état amplifié soit physique.
En conclusion, 'amplification (non normalisée) d’un état thermique déplacé est donc donnée
par :

22]5) 12 = D(3VT )u (A D' (3v7) = (1% ) Sl TS

1-g°X4,

Remarquons que comme mentionné précédemment, les nouveaux parametres de I’état amplifié
(amplitude moyenne et variance) dépendent de fagon peu intuitive des anciens.
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FIGURE 9.4 — Le canal quantique effectif Cog .

Etat amplifié

En injectant (9.35) dans (9.22b), on obtient finalement I’état (non normalisé) amplifié apres
le canal quantique, pour ’état d’entrée p, :

o)
1=0PG, (9.36)

5 1-)] A ( R AT (-
PONJEA = (1_g2)\}§> /d2’Y Pin(7)D<g\/T7>pth(g>\ch)D <9ﬁ’y>e
ch

9.3.2 Amplificateur sans bruit en amont d’un canal quantique effectif
Canal quantique effectif

Dans I'expression (9.36), les états cohérents v de grandes amplitudes sont favorisés a cause
du facteur exponentiel dépendant de leur valeur absolue. Ce comportement est en tout point
similaire a 'amplification d’un état gaussien quelconque (8.15), ce qui laisse supposer que 'on
pourrait obtenir le terme exponentiel de (9.36) en appliquant un NLA effectif de gain g;,, direc-
tement sur 1’état initial p;,, avec

(4~ (1-X3)

2
2 T
gln 1_92)\3}1

(9.37)

Ce NLA modifie également 'amplitude des états cohérents dans la décomposition (9.20) : afin
de retrouver (9.36), on s’attend donc a ce que le canal quantique qui le succede soit différent du
canal £ de transmission T et de bruit ajouté e.

Raisonnons maintenant plus quantitativement : on cherche donc & obtenir le méme état
(9.36) en amplifiant d’abord 1’état initial avec un NLA effectif de gain gy, puis en envoyant
I’état amplifié dans un canal effectif Cog décrit par un opérateur £4. Pour se placer dans le cas
le plus général, on suppose que Ceg est constitué des trois éléments décrits sur la figure 9.3, que
I’on rappelle sur la figure 9.4 :

— Ajout d’un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance A en entrée du canal.

— Amplificateur déterministe indépendant de la phase, de gain G > 1 en intensité, sans exces

de bruit.

— Canal de transmission 7 < 1 en intensité, sans exces de bruit.

Intuitivement, les valeurs moyennes des quadratures de 1’état avant le canal Cog sont ampli-
fiées d’un facteur v/7G, qui peut étre inférieur, égal, ou supérieur & 1. Une variance égale & V
en entrée de ce canal est quand a elle transformée selon :
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V. o = VIA = GVHA) +G-1 = Vi = T[G(V+A)+G—1} F1-7 (9.38)
Ajout de Amplification Pertes
bruit thermique déterministe

Calcul de I’état amplifié

On cherche donc les parametres gin, A, G, et 7 donnant I’équivalence

- PN A A

T’g[ﬁln]T = 2g [TinﬁinTin]a (939)

ou p est un facteur constant, indépendant de p;,, que 'on s’autorise & avoir car il est sans
conséquences physiques, et ou Ti,=gi,, est 'opérateur du NLA effectif. Commencons par écrire
Pamplification de g, :

-~ -~

O / 02y Pon(7)Tial7) (11 (9.400)

N / A%y Pu(7)|giny) {giny @D (9.40b)

Puisque Cegr est un canal gaussien et symétrique, un état cohérent |gi,y) est simplement
transformé en un état de moyenne g, VTG, et de variance Vo =1+7GA+27(G—1) : il peut
donc également s’écrire comme un état thermique déplacé D (gin v TG'y)ﬁth()\gh)lA?T(gin\/ TGY),
ot A, est tel que

14+(A%,)? T(AG+2G-2)
— = 1+7GA+27(G-1 N = . 9.41
() et "(G=1) = Y=\ Arararcrai-r) (941)
Apres le canal effectif Cegr, (9.40b) devient donc :
e A A AT 2 _
Lo[TinpinTin] = / d*y Pin(’Y)D(QinV TG7>pth()‘gh)D (ginV TGV>€(912“ Rl (9.42)

9.3.3 Parametres effectifs
Conditions a respecter

Il ne reste plus qu’a trouver les expressions des parametres permettant de satisfaire ’égalité
(9.39). En comparant (9.36) et (9.42), on obtient immédiatement trois équations :

ginVTG = gVT (9.43a)
M= gen (9.43b)

2_1 1— 2
21 gD

in (943C)
1-g73,
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La résolution de ce systeme se fait sans difficulté, et nous obtenons ainsi les parametres recher-
chés :

2+ (92-1)(2—€) T
Jin = 2—(g>-1)€eT
B ¢*T o (9.44)
TG = 5 5 =7
L+ (g?2-1)T[5 (92—1) (e—2) T —e+1]
2  2—e
A== 4+"—[(g°=1)Te-2
2+ 20 () T
On obtient également
P, (9.45)
1-g272,

qui est bien indépendant de g;,, et qui disparait lors de la normalisation finale.

Dégénérescence du canal effectif

Les conditions (9.43a) et (9.43b) déterminent le canal effectif Cog, en fixant le gain en am-
plitude et le bruit ajouté en sortie du canal. Il y a donc une certaine dégénérescence : plusieurs
combinaisons (A, G, n) peuvent permettre de satisfaire ces conditions. Ainsi, ¢’est pourquoi (9.44)
détermine seulement I'expression de 7G:=n, et d’un bruit effectif A qui dépend de G. Cette dé-
pendance est en fait tout a fait normale : puisque 'amplificateur déterministe introduit du bruit,
I’exces de bruit A est d’autant plus faible que G est grand, pour une valeur de 7 et un bruit
total en sortie fixés.

En remarquant que la variance (9.38) peut également se mettre sous la forme

Vour = 7[G(V+A) + (G-1)] +1-7 (9.46a)
G-1 1-71
=7G <V+A+G+TG> , (9.46b)

on peut donc définir un bruit ajouté total ramené a I’entrée

Xtot = A+ Xch> (947)

composé du bruit A, et du bruit du & 'amplification déterministe et aux pertes

_G-1 1-7  7(G-2)+1
Xeh = T = S (9.48)

Enfin, insistons sur le fait que le gain g;,, defini par (9.44) ne dépend pas du choix de Ceg.

9.3.4 Trois types de canaux effectifs

En fonction de la valeur de la transmission globale 1 (fixée par T, € et g), on peut utiliser la
dégénérescence afin de simplifier le canal effectif Cegr, en posant 7=1 ou G=1 :
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FIGURE 9.5 — Réalisations équivalentes du canal effectif Co lorsque TG < 1.

— sin <1 :on peut poser G=1, et 7=n. Dans ce cas,

1—

et le canal Cog est donc équivalent a un canal de transmission 7, avec un exces de bruit
€9 := Ag—1 (Fig. 9.5).

— sinp =1 : on peut poser G=7=1. Dans ce cas x.,=0, et le canal Ceg est donc simplement
équivalent & un ajout de bruit Ag—q.

— sin>1:on peut poser T=1, et G=n. Dans ce cas,

XchZM, (9.50)
n
et le canal Cog est équivalent a un amplificateur déterministe de gain 7, avec un exces de
bruit A.

Soulignons le fait que A n’a pas la méme valeur dans ces trois cas, puisqu’il dépend en
particulier de G. Remarquons également que I’on pourrait étendre notre étude au cas ot le canal
L précédant le NLA est constitué d’'un amplificateur déterministe a la place de pertes, en suivant
exactement la méme démarche que celle que nous avons présenté ci-dessus.

Enfin, I’équivalence que nous avons montré est tout a fait générale, et n’a pas fait intervenir
de normalisation & aucune étape. Puisque toutes les transformations sont linéaires, nos résultats

s’appliquent également pour un état multimode dont un des modes est envoyé dans le canal £
suivi du NLA.

9.4 Application aux protocoles de cryptographie quantique

Pour notre application en cryptographie quantique, nous pouvons nous limiter au cas ou
n<1. Nous verrons en effet au chapitre suivant qu'un NLA n’apporte une amélioration que
pour une certaine plage de gains, pour laquelle n est inférieur a 1. Comme nous ’avons indiqué
précédemment, le canal effectif Cog peut alors se mettre sous la forme d’un canal composé d’un
ajout de bruit €9, et de pertes 7, en posant G=1 (Fig. 9.5).
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FIGURE 9.6 — Application a la cryptographie quantique a variables continues : systéme effectif
pour la représentation a intrication virtuelle.

9.4.1 Simplification du systeme effectif pour <1

Pour les protocoles de cryptographie quantique gaussiens modélisés par une intrication vir-
tuelle, I'état initial envoyé dans le canal est toujours un état EPR |\). Le NLA effectif en amont
du canal transforme alors simplement cet état en un autre état EPR |()=|gin\) en vertu de la
transformation (8.17). Nous retrouvons finalement les conclusions de | | : Pamplifi-
cation sans bruit chez Bob d’un mode d’un état EPR A envoyé dans un canal de transmission
T et de bruit ajouté e, produit un état identique a un état EPR effectif

) = lginA), (9.51)

envoyé a dans un canal quantique effectif de transmission 7 et de bruit ajouté €9, définis par

B g2T (9.52a)
TR (@ DT (1) (e-2) T—et1] -
o—er gy eger 52

comme montré sur la figure 9.6.

Les résultats présentés dans ce chapitre présentent l'avantage d’étre plus généraux que nos
premiers résultats | |, que nous avions obtenu avec une méthode différente décrite
dans ’annexe H. Ici nous ne faisons pas d’hypothese sur p;, afin de montrer ’équivalence de la
figure 9.3. En revanche, nous supposons dans | | que I’état initial est un état EPR |)),
et nous cherchons un systeme effectif constitué d’un état EPR effectif |() envoyé dans un canal
effectif (n,€9). La présence du NLA effectif en amont est donc masquée, puisque directement
intégrée dans I'expression de (, et on ne pouvait pas directement conclure que le canal effectif
était bien indépendant de A, bien que I’'on pouvait déja s’en douter puisque 7 et € n’en dépendent
pas.

9.4.2 Allure des parametres effectifs

Les parametres effectifs sont montrés sur les figures 9.7, 9.8, et 9.9, correspondant respecti-
vement a 7, €7 et gi,.

De maniere qualitative, on peut conclure que tous les parametres effectifs augmentent avec
T, e, et g.
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FIGURE 9.7 — Transmission effectiven : (a) en fonction du bruit €, pour T=0.5 (gauche) et g=1.5
(droite) ; (b) en fonction du gain g, pour T=0.5 (gauche) et e=0.1 (droite); (c) en fonction de
la transmission T, pour g=1.5 (gauche) et e=0.1 (droite).

La transmission effective 7 est montrée sur la figure 9.7. On voit qu’elle est relativement peu
sensible au bruit € pour de faibles gains. Elle est toujours supérieure a T', et ce d’autant plus que
g est important. D’ailleurs des que €>0, i devient égale a 1 pour un gain fini ¢™** qui dépend
de T et de €9. Ce gain est d’autant plus petit que € est grand : pour un gain g donné, on peut
ainsi diminuer les pertes effectives en ajoutant du bruit & ’entrée du canal. Nous reviendrons
sur ce point dans la section 9.5.1.
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FIGURE 9.8 — Bruit effectif €9 : (a) en fonction du bruit €, pour T=0.5 (gauche) et g=1.5
(droite) ; (b) en fonction du gain g, pour T=0.5 (gauche) et e=0.1 (droite); (c¢) en fonction de
la transmission T, pour g=1.5 (gauche) et e=0.1 (droite).

Le bruit effectif €9 est montré sur la figure 9.8. Comme on peut le constater depuis ’expression
(9.52), la dépendance est linéaire en T', et 1’est quasiment pour de faibles valeurs de €. Il n’y a
pas de comportement problématique, retenons simplement que c’est le gain g qui influe le plus
sur 'augmentation de €9, puisque la dépendance est quadratique.
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FIGURE 9.9 — Gain effectif gin : (a) en fonction du bruit €, pour T=0.5 (gauche) et g=1.5
(droite) ; (b) en fonction du gain g, pour T=0.5 (gauche) et e=0.1 (droite); (c) en fonction de
la transmission T, pour g=2 (gauche) et e=0.1 (droite).

Le gain effectif est montré sur la figure 9.9. Pour de petits gains g, il dépend relativement peu
du bruit €. La dépendance en T est en revanche beaucoup plus forte. On peut dire qualitativement
que gi, est plus petit que g lorsque le bruit est petit, mais peut devenir supérieur lorsque le bruit

€ augmente.
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9.4.3 Sens physique des parametres effectifs

Les parametres effectifs (9.51) et (9.52) ont été introduits dans le but de pouvoir utiliser un
systeme physique équivalent sans NLA en cryptographie quantique, ou le canal effectif est de
transmission n<1. Plusieurs conditions sont & respecter afin que cette interprétation soit valable
et que le canal effectif puisse avoir une interpretation physique.

Contrainte liée au bruit du canal

1+g222,
1=g°23,
pas, il est donc nécessaire que gA.p< 1. Cette condition est vérifiée si

2
g <1+ 7 (9.53)

On obtient également la méme condition sur g afin que gi, soit réel, i.e. que (g?—1)Te<2, et
également afin que 7 ne diverge pas.

Les états thermiques déplacés (9.35) ont une variance . Afin que ces états ne divergent

Contrainte sur A\

Pour que I’état EPR effectif |¢) soit physique, ¢ doit vérifier 0<{<1. Puisque Alice optimise
sa variance de modulation, on peut en fait supposer que A est toujours choisi de telle sorte que
¢ ait une valeur physique

1
0§C<1:O§A<?, (9.54)

ce qui est possible tant que (9.53) est vérifiée.

Contrainte sur 7 - gain maximal g™

Le parametre n peut quant a lui étre interprété comme une transmission effective si 0<n<1.

Cette condition est respectée tant que le gain reste inférieur & une valeur limite g™ que nous
avons déja évoqué :
€[T(e—4)+2]+4y/ T2, [T (e—2)+2]+4T—4
g(T, €) = (9.55)

T (e—2)2

Remarquablement, la condition (9.53) est toujours vérifiée lorsque g<g™**. En effet, on peut

montrer que l'on a toujours la relation
max 2
g <A1+ —. (9.56)
Te

Cette relation est d’ailleurs assez intuitive : lorsque g—4/ l—i—%, n diverge vers +o00, et est donc
nécessairement supérieur a 1. g est donc supérieur a g™, qui est par définition le gain tel que
n=1.
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FIGURE 9.10 — Gain mazimal g™** : (a) en fonction du bruit € ; (b) en fonction de la transmission
T ; (c) Courbes g™** ayant une valeur donnée en fonction de la transmission T et du bruit €.

Contrainte sur ¢/ et A

€9 et A doivent rester positifs pour correspondre a des bruits ajoutés. En ce qui concerne €9,
défini pour n<1, on peut montrer que

g< g™ =€ >0, (9.57)

I’égalité étant atteinte seulement si e=0. Concernant A, on peut poser G=n lorsque n>1. On

montre alors que
2
A 1+ —. .
>0=g<y/ +T€ (9.58)

Ainsi, en nous assurant que le gain du NLA utilisé est inférieur a ¢"™®*, nous sommes certains
que le canal effectif correspond bien & un canal introduisant des pertes, que le NLA effectif
possede un gain réel, et plus généralement que le canal effectif ne “diverge” pas.

La figure 9.10 montre ce gain maximal en fonction de T et €. Globalement, on peut dire qu’il
augmente quand 7" ou € diminuent. A la limite ou e—0, ¢™**—-+00 : comme nous le verrons, 7
prend une expression simple dans ce cas et garde toujours une valeur physique (et inférieure & 1)
quel que soit g. Puisque 1 augmente lorsque € augmente (Fig. 9.7), on comprend intuitivement
qu'une valeur de 1 sera atteinte pour un gain plus faible, et donc que le gain maximal doit
diminuer.

Intérét de g™

Enfin, limp_1 g™ = 1 : si T=1 et €>0, un gain supérieur a 1 conduit également a une
e>0
valeur de 7 supérieure a 1.



Propriétés de I’amplificateur sans bruit non déterministe 187

9.4.4 Comportements limites des parametres effectifs
Sans bruit thermique (7'<1,e=0)

Plusieurs tests permettent de s’assurer de la validité des parametres effectifs (9.51) et (9.52).
A la limite ou il n’y a pas de bruit thermique (¢=0) :

e=0 = (9.59)

_ 9T
= 15T
e9 =0

On retrouve ainsi les expressions précédemment obtenues par la référence [Ralph08]. Re-
marquons que lorsque =0, le gain effectif gi,=(/\ est toujours inférieur a g. De méme, la
transmission effective est toujours supérieure a 7', et inférieure & 1 (Fig. 9.11). C’est seulement
lorsque g tend vers I'infini qu’elle tend vers 1. Lorsque e=0 et que g est fini, le canal effectif ne
peut donc pas étre un canal sans pertes.

La méthode initialement proposée dans [Ralph0g8] permet de trouver 'expression des
parametres effectifs (9.59) en travaillant en base de Fock & partir de I’état EPR initial |A).
Apres le passage dans le canal quantique, modélisé par une lame séparatrice, cet état est
transformé en

IAT) = VI=N2 Y Y A CETE(-T)"F [n)alk) sln—k) &, (9.60)

n=0 k=0

ou A,B et E correspondent respectivement aux modes d’Alice, Bob et Eve. Bob applique
ensuite le NLA sur son mode :

\T,g) = ([T @DAT) (9.61a)
=V1-)2 i i \/C>fl/\”T§(17T)%gk|n>A|k>B|nfk>E (9.61b)
n=0 k=0
En posant ensuite C:/\\/m et ”:H(;éiil)w on voit que
¢t (1) = A TE(1-T) "7 gt (9.62)

On retrouve bien I’équivalence entre un systeme effectif et le systéeme réel avec le NLA.

o
o

=3
~
T

Transmission effective n

<
)

0959 02 04 0.6 08 10 “0.0 02 04 0.6 08 10

Transmission T Transmission T

(a) (b)

(=]
(=]

FIGURE 9.11 — Paramétres effectifs pour un canal sans bruit ajouté : (a) ¢ en fonction de la
transmission T, pour A=0.2; (b) n en fonction de la transmission T .
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Sans NLA (g=1)

Lorsque g=1, on retrouve naturellement les parametres initiaux :

¢=A
g=l=<¢ n="T (9.63)
e =c¢

9.4.5 Vérification numérique

La validité des parametres (9.52) a également été vérifiée numériquement avec des simulations
utilisant Matlab et la Quantum Optics Toolbox. Le principe de la simulation est de calculer
directement ’état amplifié apres le canal quantique (7€), et de le comparer a I’état obtenu en
utilisant un NLA de gain g;, avant un canal quantique (n, €9).

On peut répéter cette procédure pour différents états initiaux, et a chaque fois ’accord avec
le calcul analytique est excellent, ce qui valide ’expression des parametres effectifs et la démarche
globale du calcul.

Les étapes de la simulation sont résumées ci-dessous. On commence par calculer directement
Pétat amplifié apres le canal quantique (7€) :

— On fixe une dimension de ’espace de Hilbert N suffisamment grande pour négliger les
effets dus a la troncature. Pour des états contenants quelques photons, N=25 donne
en général de bons résultats.

— On crée un état quantique quelconque |t);,). Afin de réduire la dimension du probléme,
il est préférable de travailler avec un vecteur plutot qu’avec une matrice densité. En
pratique, on peut par exemple prendre [t;,)=D(1)|0) ou |win>:%(|0>+‘l>>-

— On crée un opérateur Ugs associé A la lame séparatrice modélisant les pertes du canal
0BS (T) — eacos \/T(d*@&f&@&f). (964)

Le deuxiéme mode correspond au mode de Uenvironnement (Eve).
— On crée un état EPR |Xeve)=52(Teve)|0)®|0) correspondant aux deux modes de ’état
EPR utilisé pour modéliser le bruit thermique. Le parametre ree est tel que

h2ree——— (=1 4 (9.65)
cosh 2reve=1—7 ( — €. )

Un des modes est injecté dans la séparatrice modélisant les pertes du canal afin d’intro-
duire le bruit thermique, I’autre est tracé. La encore, on aurait pu travailler directement
avec un état thermique, mais cela augmente la dimension du probleme et ralenti donc
les calculs. On peut éventuellement utiliser une dimension différente de N pour définir

|Xeve>-
— On calcule I’état pur tripartite apres la séparatrice

ous) = (TBs(DEI) [1n) ] Xeve): (9.66)
puis on trace sur les deux modes de ’environnement

ﬁout = ’I‘reve{|wout><w0ut|}- (967)

— On applique le NLA de gain g (naturellement tronqué a N—1 photons puisque 1'on
travail dans un espace de dimension N)

~NLA _ _afalng A
out € P

eilalng, (9.68)

out

L’état ﬁONLﬁA n’est pas normalisé, mais nous pouvons le garder tel quel.
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On répete ensuite cette procédure, mais en appliquant d’abord le NLA effectif avant le canal
effectif :

— On part du méme état initial |y, ).

— On applique le NLA effectif de gain g, sur I’état initial,

ataln Gin

Yin). (9.69)

|YNLA) =€
— On crée un opérateur Upg modélisant les pertes du canal effectif
Ups(n) = excos v @a—agal) (9.70)

— On crée un état EPR |xNEA)=8,5(rNE4)|0)®[0) correspondant aux deux modes de

eve eve
'environnement. Le parametre Y24 est tel que

cosh 27“21,1;A:1L <1_77 + eg> . (9.71)
-n n

— On calcule I’état pur tripartite apres la lame séparatrice

st = (Onstnel) [ @NE"), (9.72)
puis on trace sur les deux modes de ’environnement

ﬁggt = Treve]| §§t><¢§§t|} (9.73)

On compare ensuite les deux états obtenus phoi’™ et pe, | en tenant compte du coefficient

de normalisation p (9.45). Tant que la valeur N est suffisamment grande, ils sont parfaitement
identiques. Nous avons également effectué ce test en utilisant des mélanges statistiques a la
place de |y, ), ou encore des opérateurs du type |n)(m/|, avec m#£n.

9.4.6 Prise en compte d’une troncature

Dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre 10, nous considérons une version idéale du NLA

L ~ N
décrite par T'=¢". La restriction & un NLA tronqué tel que M, défini par (8.11) peut en fait
se faire assez simplement. En effet, on remarque que

N

~N 1

Msuc = QW Zgn’n> <TL| (974&)
n=0

1 [
= [2_Imn
i

Voyons maintenant comment utiliser cette propriété : supposons que ’on envoie un état g;,
dans le canal (7', ¢€), produisant un état g, (9.21). On applique ensuite soit le NLA décrit par

T. (9.74b)

L . ~ N . . e A
T, soit le NLA décrit par M,.. Dans le premier cas, on obtient 1’état pg};A (9.36), et on peut
utiliser 1’équivalence avec le systeme effectif que nous avons montré. Dans le second cas, on

obtient un état non gaussien ﬁgﬁt, qui peut étre calculé a partir de ﬁgﬁA :

Aol pNLARY
1 TeITIANEATTY T TIpNEA (9.75)
2N r{ Pout } { P

out

M
Pout =
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avec I1= Zizquo [n)(n|, et en utilisant le fait que =1L Ainsi, on peut utiliser le systeéme effectif,
et simplement projeter I’état en sortie du canal effectif sur le sous-espace contenant N photons
au maximum.

Si l'on cherche a calculer I'état gaussien de méme matrice de covariance que p“g};A, cette
opération n’est en fait méme pas nécessaire. En effet, la valeur moyenne d’un opérateur A est

donnée par :
1

Tr{A M} = — - Tr{A TIp L TT 9.76a
{ out} TI“{H AON&;A { out } ( )

= —————Tr{ITAII p}* 9.76b

Tr{TIpYLA { out ( )

Ainsi, la valeur moyenne de A pour I'état pM., est donc égale (au facteur 1/Tr{ITpNLA} pres) a
la valeur moyenne de ITAII pour I’état ﬁONuI;A. Celle-ci peut se calculer en utilisant les fonctions
de Wigner et la formule (2.73) :

Tr{ITAII pNA} = 477/ dzdp WﬁAﬁ(fL‘,p)WﬁoNuLtA (z,p) (9.77)

De cette maniere, on peut donc calculer les valeurs moyennes et les moments des quadratures
N 5 A 52 2
de ﬁ%t, en remplacant A par X, P, X ou P .

9.5 Application aux communications quantiques

9.5.1 Suppression des pertes et atténuateur sans bruit
Principe

M. Micuda et al. ont introduit le concept d’atténuateur sans bruit afin de réduire les pertes
effectives d’un canal | ]. Cet atténuateur est un amplificateur sans bruit de gain v<1,
qui peut étre simplement implémenté en envoyant 1’état a atténuer sur une lame séparatrice
de transmission en amplitude v, dont I’autre mode d’entrée est vide, et en conditionnant a la
mesure du vide sur la sortie du mode réfléchi.

Le principe de leur protocole est le suivant : ’état initial est d’abord atténué d’un facteur
v. Puis il est envoyé dans le canal quantique, supposé sans bruit, de transmission en amplitude
VT. Enfin, il est amplifié avec un NLA de gain g:ﬁ. Les auteurs parlent de “suppression des
pertes” : leur combinaison d’atténuateur et d’amplificateur réduit efficacement les dégradations
dues aux pertes, en produisant un état final qui est un mélange de I’état initial non dégradé et
de termes d’autant plus faibles que v est faible. A la limite ou v—0, tout se passe comme si le
canal n’introduisait plus de pertes, et se comportait comme 'opérateur identité, sans modifier
’état initial d’aucune fagon | ]-

Outre le fait que cette limite correspond a une probabilité de succes nulle, le canal effectif de
[ | ne prend pas une forme simple lorsque v#0. De plus, le cas d’un canal bruité semble
délicat a généraliser car les calculs en base de Fock deviennent vite assez complexes.

En utilisant les résultats de la section 9.3, la généralisation de cette notion de suppression
des pertes est en revanche immédiate. Nous avons montré quun NLA de gain g placé apres le
canal est équivalent a un NLA effectif de gain g;, placé avant le canal effectif. Des lors, il suffit
d’utiliser un atténuateur de gain 1/gi, pour compenser Ueffet du NLA effectif, puisque

(1/gin)" g = 1. (9.78)

Il ne reste alors plus que le canal effectif, comme illustré sur la figure 9.12.
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FIGURE 9.12 — Canal équivalent en utilisant un atténuateur de gain v=1/gi,. Le facteur de
normalisation p n’est pas représenté.

Canal sans bruit

Lorsque le canal n’est pas bruité (e=0), les parametres effectifs prennent la forme (9.59). On
peut donc rigoureusement obtenir un canal effectif de transmission 7 en utilisant un atténuateur
de gain

1 1
gn  1+(2-DT

Comme nous ’avons vu précédemment, pour un gain fini, le canal effectif a une transmission
) )
7 supérieure & T', mais qui reste inférieure a 1. Pour un gain g>>1, (9.79) devient

(9.79)

1
v ——. (9.80)
gvT
Nous retombons alors sur les valeurs d’atténuation et de gain considérées dans | l. A

la limite ou g—+o00, la transmission effective tend vers 1 et on obtient un canal sans pertes.
L’avantage de notre méthode est de pouvoir rigoureusement obtenir un canal de transmission 7,
quelle que soit la valeur de g.

Ainsi, une amplification sans bruit de faible gain ne permettra pas de complétement suppri-
mer les pertes, mais pourra quand méme les réduire, lorsqu’elle est associée a un atténuateur de
gain adapté.
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Suppression totale des pertes d’un canal bruité, avec un gain fini

La méme méthode nous permet d’obtenir le canal quantique effectif Cog dans le cas général
d’un canal avec un bruit thermique e. L’étude des parametres effectifs dans la section 9.3 a
montré que, sous 'effet du bruit, n peut devenir égal a 1 pour une valeur de gain ¢™®* qui est
cette fois finie.

Nous pouvons donc en tirer deux conclusions : la premiere est qu’il est possible de supprimer
totalement les pertes d’un canal bruité avec un NLA de gain fini et un atténuateur de gain 1/gi,
non nul. Le gain nécessaire est d’autant plus faible que le canal est bruité (cf. Fig. 9.10 (c)).

La seconde conclusion est que 1’on peut ajouter volontairement du bruit thermique a ’entrée
d’un canal afin d’augmenter la transmission effective, pour un NLA de gain donné. De ce fait, un
canal sans bruit introduisant des pertes 1" peut étre converti en canal sans pertes, introduisant
un bruit A (lorsque 'on ajoute un bruit €).

Un atténuateur est-il toujours bénéfique ?

Il existe au moins deux types d’états pour lesquels un atténuateur sans bruit n’est pas
forcément nécessaire : les états de Fock et les états cohérents. Tous deux ne sont pas “déformés”
par un NLA, et acquierent un coefficient global qui disparait lors de la normalisation. Ainsi,
un état de Fock |n) ne sera simplement pas affecté par le NLA effectif gi’?l, ni par un éventuel
atténuateur sans bruit. Pour ce type d’état, Pamplification de gain g apres le canal (T €) est
donc directement équivalente au canal effectif Cef, sans avoir besoin d’un atténuateur.

Un état cohérent |a) sera quand & lui amplifié par le NLA effectif ¢, mais puisque cette
amplification est sans bruit, elle est bénéfique! L’amplitude moyenne de I’état en sortie du canal
effectif étant égale a gin,/nNa, et sa variance a 1+77A:1+gi2n77(g%), on peut définir une “trans-

mission effective équivalente” fj=g2n supérieure a 7, et un “bruit effectif équivalent” A=A /g2
inférieur a A.

Bien sur, lorsque I’état initial est composé d’une superposition de ces états, I’atténuateur
sans bruit retrouve son intérét afin de ne pas biaiser la superposition sous 'action de gﬁl

9.5.2 “Concentration de phase”

Nous avons vu qu’'un état cohérent |o) envoyé dans le canal (T, €) et amplifié avec un NLA
de gain g est transformé en un état thermique déplacé, de valeur moyenne §v/Ta, et de variance
1+g2)\zh
1-g%X3,

. Rappelons les expressions de g et Aq,, respectivement données par (9.34) et (9.24) :

Te
24-Te

1-2%,
95 9
1_92)‘211

j= et A2, = (9.81)

Ce résultat permet de calculer simplement I’amplification d’un état cohérent auquel on aurait
ajouté volontairement du bruit € : il suffit de poser T'=1. Comme nous 'avions déja indiqué,
g est supérieur a g, et ce d’autant plus que le canal est bruité, i.e. que le bruit ajouté € est
grand. Ce phénomene semble en tout point similaire a celui de la “concentration de phase”
[ , ], présentée au chapitre 8 : le bruit ajouté est équivalent a un déplacement
aléatoire autour de «. L’amplificateur sans bruit favorise ensuite les états cohérents |3)(3| de
grandes amplitudes dans le mélange statistique, grace au facteur exp[(g%—1)|5|?] qu’il introduit.
Ce facteur dépend exponentiellement de (3, alors qu’une ou plusieurs soustractions de photons
introduisent un coefficient polynomial : on s’attend donc a ce qu’un petit ajout de bruit avant
le NLA puisse conduire & une grande “concentration de phase”.
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FIGURE 9.13 — Concentration de phase en ajoutant du bruit avant un NLA de gain donné : (a)
fonction de wigner (représentée avec un écart-type de rayon) de l’état initial a=1 (en gris), de
létat amplifié avec un NLA de gain g=1.5 (en bleu), et de l’état amplifié apreés ajout d’un bruit
€ (en rose); (b) angle ¢ de l’état cohérent a=1 amplifié avec un NLA de gain g=1.5 fixé, sans

ajout de bruit (en bleu), et en ajoutant un bruit € vérifiant N3 = e (en rose).

La figure 9.13 montre qu’il semble étre effectivement possible d’utiliser cet ajout de bruit
afin d’améliorer I’estimation de la phase d’un état cohérent, pour un NLA de gain donné. Le
critere utilisé est cependant assez qualitatif : on définit I'incertitude de phase ¢ par?

14+92)2
Ecart-t 1-g2X
tan? _ ‘car ype _ ~ h, (9.82)
2 Amplitude moyenne 2ga

comme montré sur la figure 9.13 (a). La figure 9.13 (b) compare I’angle ¢ obtenu avec et sans
ajout de bruit : on constate clairement une amélioration lorsque ’ajout de bruit est suffisamment
important. Soulignons que la divergence observée survient lorsque le bruit ajouté ne permet plus
142

)

Cette amélioration sur l’estimation de la phase serait & comparer plus précisément avec les
autres protocoles tels que | , | utilisant une soustraction de photon, afin de voir
si 'utilisation d’un NLA est réellement avantageuse compte tenu des difficultés expérimentales
pour I'implémenter. Il faudrait également comparer I'intérét expérimental de cet ajout de bruit,
par rapport a simplement augmenter le gain du NLA.

de satisfaire la condition g<4/1 + % (avec T=1, et 1+e=

9.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’étudier plusieurs propriétés générales d’un amplificateur sans
bruit. Nous avons d’abord montré que la probabilité de succes peut étre bornée supérieurement
par une valeur constante égale & 1/¢2, lorsque le NLA est utilisé avec des états thermiques.

Nous avons ensuite montré ’équivalence entre un canal introduisant des pertes et du bruit
thermique suivi d’'un amplificateur sans bruit, et un amplificateur sans bruit effectif placé en
amont d’un canal effectif. Outre les applications potentielles que nous avons présenté, dont la
suppression des pertes d’'un canal, cette équivalence nous permettra d’étudier I'utilisation d’un
NLA en cryptographie quantique, qui fait ’objet du chapitre suivant.

4. Le facteur 2 pour "amplitude moyenne provient de la convention No=1.
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Chapitre 10

L’amplificateur sans bruit non
déterministe en cryptographie
quantique
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10.1 Introduction

Les protocoles de cryptographie quantique ne permettent d’échanger une clé secrete que
si les conditions ne sont pas trop favorables pour Eve : toutes les imperfections du canal de
transmission sont a son avantage, si bien que si les pertes ou le bruit sont trop importants, elle
finit par obtenir plus d’information qu’Alice sur les données de Bob. Le taux secret décroit donc
a mesure que les pertes ou le bruit augmentent, et peut devenir nul pour une certaine distance

de transmission.

Puisqu’un amplificateur sans bruit non déterministe permet de réduire les pertes effectives
d’un canal, il apparait alors comme un outil potentiel pour améliorer les performances d’un

protocole de QKD a variables continues.
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Ce chapitre est consacré a cette application de 'amplificateur sans bruit, en se focalisant sur le
protocole GG02. Nous détaillerons explicitement les améliorations apportées pour un protocole
sécurisé contre les attaques collectives, en montrant qu’il est possible d’améliorer la distance
maximale de transmission, ainsi que la tolérance face au bruit ajouté. Puis nous montrerons que
de maniére peut étre un peu surprenante, le NLA n’améliore jamais le taux secret contre les
attaques individuelles.

Ce chapitre est en partie basé sur les résultats qui ont donné lieu & la publication | ].

10.2 Calcul des taux secrets

Le calcul des taux secrets contre les attaques individuelles et collectives a été présenté dans
la section 7.4.4. Rappelons en ici les principaux éléments : le canal quantique est modélisé par
une transmission 7', et un bruit ajouté équivalent en entrée e¢. Nous nous plagons dans le cas

général d’'une détection homodyne imparfaite, avec une efficacité v et un bruit électronique (sur
1+§2 _
bruit ajouté par le canal ramené a l’entrée incluant I'effet des pertes, Xhomzl_TV—Fg est le bruit
ajouté par la détection homodyne ramené a I’entrée de celle ci, et Yot =Xline+ 2222 est le bruit

total ramené a 'entrée du canal.

les mesures) k. V= Va+1 est la variance de I’état thermique d’Alice !, Xline:%%—e est le

Information mutuelle entre Alice et Bob

L’information mutuelle entre Alice est Bob est :

V+Xt0t:|

10.1
T+Xtot ( )

1
IAB = §log2 |:

Information mutuelle entre Bob et Eve - attaques individuelles

Lorsque Eve est restreinte a des attaques individuelles, I'information mutuelle avec Bob est
donnée par :

1

IBE = 5 10g2

(10.2)

T2 V+Xtot ( +Xline)
1_‘_T’Xhom (%"’Xline)

Information mutuelle entre Bob et Eve - attaques individuelles

Lorsque Eve peut implémenter des attaques collectives, I'information mutuelle avec Bob est
bornée par la borne de Holevo xpg, définie par (7.9).

10.2.1 Taux secrets sans le NLA
Le taux secret contre les attaques individuelles, sans le NLA, est donné par :
Alng(A\, Ty €) = BIap(N\, T, €) — Ipg(A, T €) (10.3)
Le taux secret contre les attaques collectives, sans le NLA, est donné par :

AIH()\,T, 6) = ,BIAB(/\,T, 6) — XBE(/\,T, 6) (10.4)

1. Dans ce chapitre, nous utilisons la convention No=1.
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La dépendance par rapport a A, T et € est soulignée car ces formules seront utilisées avec les
parametres effectifs pour calculer le taux secret avec le NLA. En revanche, les autres parametres
ne sont pas transformés, et leur dépendance est implicite.

10.2.2 Taux secrets avec le NLA

Avec le NLA, le taux est obtenu en utilisant (10.3) ou (10.4) avec les parametres effectifs,
pondéré par la probabilité de succes Py,. de 'amplification :

AIRGA N T, €) = PaeAIna(C,m, €) (10.5)
AINYA(N, T, €) = PacAlu(C,n, €%) (10.6)

Puisque ¢ dépend linéairement de A et que le canal quantique effectif en est indépendant,
nous pouvons le considérer comme un parametre libre, optimisé pour maximiser le taux secret.
Ceci fixe ensuite la valeur de A=(/gin. Cette modulation de 1'état EPR envoyé par Alice est
en fait équivalente a l'utilisation d’un atténuateur quantique présenté dans la section 9.5 : un
atténuateur de gain 1/gj, transforme simplement un état EPR de parameétre ¢ en un état EPR
de parametre (/gin. Ainsi, avec un atténuateur avant le canal, Alice enverrait un état EPR |(),
alors que sans atténuateur elle envoie un état |/ gin)-

Nous attribuerons & Py, la borne 1/g? obtenue dans la section 9.2, en gardant & D'esprit
que les valeurs des taux secrets seront trés optimistes, mais que cela n’a pas d’incidence sur
I'amélioration des performances que nous allons détailler : seul le taux secret sera diminué, mais
les améliorations de la distance maximale de transmission et des autres performances seront
inchangées. La probabilité de succes agit simplement comme un facteur de proportionnalité qui
ne change pas le fait qu’'un taux secret soit positif ou négatif. Avec une probabilité de succes trop
optimiste, le seul inconvénient est de ne pas pouvoir donner une estimation numérique précise
du taux secret.

10.3 Amélioration des performances - attaques collectives

Nous avons maintenant tous les outils pour attaquer le coeur du probleme, et étudier 'utilité
du NLA en cryptographie quantique. Notre étude combinera autant que possible des résultats
numériques exacts, et des développements perturbatifs au premier ordre en T, valables pour
de fortes pertes. Ces développements nous permettrons d’obtenir des résultats analytiques qui
seront fort utiles pour comprendre les modifications apportées par le NLA, et qui sont de plus
en tres bon accord avec les résultats numériques. Nous attacherons d’ailleurs une importance
certaine a étudier et vérifier leurs conditions de validité.

Nous commencerons par une étude du développement perturbatif du taux secret avec le
NLA AIELA, ce qui nous permettra d’obtenir une formule analytique de la distance maximale
de transmission permettant ’échange d’une clé secrete. En la comparant avec la distance maxi-
male de transmission sans NLA, nous montrerons un résultat important : les pertes admissibles
sont augmentées de 20log;yg dB avec le NLA. Nous montrerons également que le NLA amé-
liore la résistance au bruit, en permettant un échange de clé pour un canal davantage bruité.
Nous illustrerons ces résultats par plusieurs exemples. Puis nous verrons comment prolonger
arbitrairement la distance de transmission en adaptant le gain en fonction des pertes.
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10.3.1 Considérations préliminaires
Développement perturbatif du taux secret avec le NLA

La complexité de la formule (10.4) rend l'obtention de résultats analytiques extrémement
difficile sans faire d’approximations. Heureusement, dans la plupart des cas le taux secret est
encore positif pour de petites valeurs de transmission 7', permettant ainsi d’effectuer un déve-
loppement au premier ordre. Le calcul détaillé est effectué en annexe G, dans le cas général d’un
canal bruité et d’'une détection homodyne imparfaite :

9°T
(1-X2)% (14+£)2In 2

(A2—1) (1/ (e=X\*(28+¢€)) + (A°—1) e(v—k—1) In {m] ) } (10.7)

AT = P {0-2)” (tem)ein g + (10) veln [PT] +wX X+

La plupart du temps, nous supposerons que la détection homodyne est parfaite (v=1, k=0),
afin de simplifier les calculs. Dans ce cas, (10.7) devient :

9°T

AINA~p— T
" " (1-A2)%21n 2

(Nt (A1) [ 2222840+ (A1) ¢ (In S+ Infg?T] ) +e| |
(10.8)

Cette formule, bien qu’écrite sous une forme différente, est identique a celle présentée dans
[ |. Enfin, il pourra également étre utile de considérer le cas d’un canal n’ajoutant
pas de bruit (e=0), afin de montrer que dans ce cas le NLA n’apporte pas d’améliorations.
Toujours en supposant la détection homodyne parfaite, (10.8) devient :

)\2g2T

AINA ~ po—29 ~
H (1-22)*In 2

[B(1=A?)4+A*In A?] (10.9)

Optimisation de la variance de modulation

Puisque nous autorisons toujours Alice a optimiser sa variance de modulation, et donc A, on
peut chercher la valeur optimale Aoy qui maximise le taux secret. On montre sans difficulté que
la dérivée de (10.7) par rapport a A est annulée lorsque la condition suivante est vérifiée (Fig.
10.1) :

S
o (I dop—1) = 8 (10.10)
opt

La variance optimale ne dépend donc que de l'efficacité de réconciliation 3, quel que soit le bruit
ajouté, la transmission et les imperfections de la détection homodyne — lorsque le développement
au premier ordre en T est valide —.

Cette optimisation permet de supprimer une variable de (10.7). En pratique, plutot que de
chercher A\gp¢ pour une valeur de 3 donnée, il est plus simple de faire la démarche inverse en
considérant que (10.10) donne la valeur optimale de 5 pour une valeur Aop donnée. On peut ainsi
directement utiliser cette expression de 8 dans les formules des développements pour obtenir les
taux secrets maximisés sur A, en se souvenant que Agpy n’est plus un parametre libre, mais
prend une valeur qui dépend de 8. Afin de simplifier les notations, nous continuerons d’utiliser
la notation A pour lorsque la variance de modulation est optimisée, étant sous-entendu qu’il
s’agit de Aopt-
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FIGURE 10.1 - Aopt en fonction de (3, donné par [’équation 10.10. =0.95 correspond a
Aopt>0.8065.

Pour une détection homodyne imparfaite, la maximisation de (10.7) donne :
g°T
(1-X2)%(14+£)21In 2

v [(A2=1) (2A*=A2e+e) —2X I A + (1-2%)° e(v—r—1) In [m} } (10.11)

AINVA ~ Py o

{(1—1—/{) (1—)\2)2 eln %—k (1—)\2)2 veln [g2T] +uXtIn M4

Pour une détection homodyne parfaite, ce taux devient :

AINMA ~
B
(1-22)*21n2

suc

{1220 € (In S+ 1n [*7] ) ~X I X'+ (A1) (20 —N2ete) | (10.12)

Enfin, pour une détection homodyne parfaite et en I’absence de bruit :

g2 )\4T

AINA ~p 92—
H (1-22)?In2

(A—InA*-1) (10.13)

Puisque que A2—1In A2—1>0 pour toute valeur de A comprise entre 0 et 1, on voit tout de suite
qu’il n’y a pas de distance maximale de transmission lorsqu’il n’y a pas de bruit, méme pour
B<1. Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe suivant.

Par la suite, le développement perturbatif du taux secret sera toujours utilisé avec la va-
riance optimale, si bien que sauf mention contraire nous n’utiliserons plus que les expressions
(10.11), (10.12) et (10.13) pour les calculs analytiques. Ces formules permettent aussi d’obtenir
le développement du taux secret sans NLA en prenant simplement g=1 et Py,.=1.

Distance maximale de transmission

La relative simplicité des formules précédentes permet de calculer analytiquement la trans-

mission limite ﬂlfrr%A du canal réel en dessous de laquelle le taux secret s’annule. Dans le cas

général avec une variance de modulation non optimisée, on trouve & partir de (10.7) que :

__axt A2(284€)—c¢

12 vor— L
TNLA _ ﬁ*(l—i—ﬁl)%(l—khj_y)%_l/\ (1_)‘2)266 (Z2=1)e (1014)
gc e

lim
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Cette formule est donnée a titre informatif, puisque nous utiliserons plutot les taux maximi-
sés. Pour une détection homodyne imparfaite avec la variance de modulation optimale, (10.11)
donne :

4 2
v—k—1 l+n71 227 —A%ete

12 s
A = S (k) T (L) AN T (10.15)
g e

Et enfin, pour une détection homodyne parfaite avec la variance optimale, (10.12) donne :

12 At \Ze+e AN
TNLA _ =~ = In ) 10.1
e P 6exp (=) + 6(1_/\2)2 n (10.16)

Ces trois expressions tendent toutes vers 0 lorsque le bruit tend vers 0,

lim TRLA — (10.17)
ce qui montre qu’il n’y a pas de distance maximale en ’absence de bruit, méme si f<1. En
revanche la distance de transmission est toujours limitée en présence de bruit, méme lorsque
f=1. Le fait que la transmission intervienne a l'intérieur de 'expression (10.11) explique qu’il
puisse y avoir une distance maximale, puisque si elle n’est qu’en facteur global, elle a pour seul
effet de diminuer le taux mais sans jamais strictement ’annuler. Comme on pouvait intuitivement
s’en douter, ces transmissions limites ne dépendent pas de la probabilité de succes Pyyc.

Remarquons enfin que (10.14), (10.15) et (10.16) sont en général en excellent accord avec les
courbes numériques, mais il peut arriver que cela ne soit plus le cas si € ou § (et donc Agpt) sont
trop grands. Il convient donc de toujours vérifier leur validité en les comparant numériquement
a (10.6).

10.3.2 Une distance de transmission augmentée, et une plus grande tolérance
au bruit

Augmentation de la distance maximale de transmission

Dans toutes les expressions de ﬂli\IHI;A, le gain du NLA n’intervient qu’a travers le facteur g%.
Puisque la transmission limite Tj;, sans NLA est obtenue en prenant simplement g=1, on peut

relier les transmissions limites avec et sans NLA par la relation suivante :

1
TREA — Ty, (10.18)

lim 2

Le NLA permet donc de diminuer la transmission limite, ce qui revient & augmenter la distance
de transmission?. En exprimant les pertes en dB, une transmission diminuée d'un facteur g2
correspond & une augmentation des pertes de :

| AP = 20log;y g dB (10.19)

En d’autres termes, le protocole de QKD fonctionne pour un canal ayant AP dB de pertes
supplémentaires, en utilisant un NLA. Soulignons encore une fois que cette amélioration ne

2. Nous parlerons selon les cas d’une augmentation de la distance maximale de transmission, d’une diminution
de la transmission minimale, ou d’une augmentation des pertes maximales admissibles. Ces trois formulations
sont bien str équivalentes.
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FI1GURE 10.2 — Comparaison de Aly et AIIIEILA et de leurs développements perturbatifs, en fonc-
tion des pertes en dB, pour $=0.95 et ¢=0.05. Les courbes numériques sont obtenues avec les
formules (10.4) et (10.6) en utilisant Psye=1/g?, mazimisées numériquement sur X\ ou ¢ pour
chaque valeur de pertes. Les développements analytiques correspondent a la formule (10.12)
(avec Psc=1 et g=1 sans NLA), en utilisant A\op=0.8065. La détection homodyne est supposée
parfaite.

dépend pas des autres parametres, i.e. de 3, de la variance de modulation, du bruit thermique,
ou des imperfections de la détection homodyne.

On peut comprendre ’équation (10.18) de maniére intuitive, en regardant le développement
des parametres effectifs au premier ordre en 7' :

2 L 4 L 5

n~gT e =€+ §<g —1)(2—e€)eT (= A+ i(g —1)AT (10.20)
Il ne peut pas y avoir de termes d’ordre 0 en T" dans le développement du taux secret, car sinon
ce dernier ne serait pas nul pour une transmission nulle. Il doit donc forcément y avoir T en
facteur global. Pour que I'expression totale soit du premier ordre en 7', les développements de €9
et de ¢ doivent donc étre restreints a ’ordre 0. Tout se passe donc comme si le NLA transformait
T en n=g*T, sans modifier les autres parametres. La transmission limite ﬂli\IHEA sera donc telle
que gQﬂl;IHI;A:ﬂim, ce qui redonne la formule (10.18).

Par souci de simplicité, nous supposerons maintenant que la détection homodyne est parfaite.
Les résultats précédents sont illustrés sur la figure 10.2, ou ’'on compare d’une part le taux obtenu
avec un NLA de gain g=4 et Py,.=1/¢g? au taux obtenu sans NLA, et d’autre part 'accord
entre les développements perturbatifs et les expressions numériques. On voit tout d’abord que
ce dernier est tres bon lorsque les pertes deviennent suffisamment importantes. Les valeurs des
pertes maximales données par 1’équation (10.16), pour des gains g=1 et g=4 sont respectivement
de 28.1 et 40.1 dB, ce qui correspond parfaitement aux pertes maximales admissibles observées
numériquement. Ceci confirme une tolérance a 20log;, g=12 dB de pertes supplémentaires avec
le NLA.

On vérifie sur la figure 10.3 que g=4 est inférieur au gain maximal autorisé ¢g™®* lorsque les
pertes sont supérieures a environ 5 dB, pour €=0.05. La figure 10.2, avec des pertes commengant
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Pertes réelles (dB)

FIGURE 10.3 — Gain mazimal g™ donné par (9.55) en fonction des pertes en dB, pour plusieurs
valeurs de €.

a 10 dB, correspond donc a un régime autorisé garantissant que n<1.

Amélioration de la tolérance au bruit

La distance maximale de transmission dépend du bruit ajouté par le canal. Plus celui-ci est
important, et plus la distance maximale est faible. Pour des pertes données, on peut définir le
bruit maximal €,,,x tolérable au dela duquel le taux secret devient nul. La figure 10.4 montre sa
dépendance en fonction de la transmission T', sans utiliser de NLA. On voit que €y dépend de
B de maniere cruciale : lorsque S diminue, la forme de la courbe reste globalement inchangée,
mais diminuée d’un facteur supérieur a 2 lorsque § passe de 1 a 0.85.

Cette figure peut en fait étre lue de deux manieres : elle donne soit la transmission minimale
Tiim pour une valeur de €, soit le bruit maximal €y, pour une valeur de T'. Comme toutes les
autres figures de ce type que nous utiliserons, elle est obtenue en calculant numériquement le taux
secret pour une table de valeurs de T' et € s’étendant sur une plage assez grande, pour lequel le
taux prend des valeurs positives et négatives. Ces valeurs sont ensuite interpolées par une fonction
polynomiale f(T,¢€) a deux parametres, beaucoup plus facile & manipuler numériquement que
(10.4). On peut en particulier tracer la courbe f(7',€)=0 en fonction de 7" et ¢, afin d’obtenir la
figure 10.4.

0.0 02 0.4 0.6 08 1.0
Transmission

FIGURE 10.4 — Bruit €™®* a partir duquel le taux secret sans NLA s’annule, en fonction de la
transmission T. Le taux est calculé avec (10.4) et maximisé numériquement sur \ pour chaque
valeur de T
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FIGURE 10.5 — Bruit a partir duquel le tauz secret est nul, en fonction des pertes en dB, sans
NLA et pour un NLA de gain g=4. Les tirets correspondent aux développements perturbatifs,
et les traits pleins aux expressions numériques. Les courbes numériques sont obtenues avec les
formules (10.4) et (10.6), mazimisées numériqguement sur X\ ou  pour chaque valeur de pertes.
Les développements analytiques correspondent a la formule (10.12) (avec Py =1 et g=1 sans
NLA), en utilisant \opy=0.8065. La détection homodyne est supposée parfaite, et 3=0.95.

Notons également que méme pour =1, la distance de transmission est toujours finie des que
e>0, comme indiqué par (10.16).

La figure 10.5 montre ep,,x en fonction des pertes réelles en dB, sans NLA et pour un NLA de
gain g=4. Par réelles nous entendons pertes du canal physiquement utilisé, dues a la transmission
T. Cette précision est importante, comme nous le verrons par la suite. On compare également
I’accord entre les expressions numériques et les développements perturbatifs. Ce dernier est
excellent a partir d’environ 25 dB de pertes. En revanche, la tolérance au bruit est tres optimiste
pour le développement perturbatif avec le NLA pour de faibles pertes.

Pour une valeur de bruit fixée, on retrouve I’amélioration de 20 log;, g dB de pertes tolérables
en présence du NLA des que le développement perturbatif est valide. On voit clairement que
cette amélioration ne dépend pas des pertes, comme nous ’avions vu analytiquement.

Pour une valeur de pertes fixées, on voit que le NLA augmente la tolérance au bruit (zone
en violet). Cette amélioration n’est pas constante et dépend des pertes, mais elle peut étre
significative. Nous verrons en revanche qu’elle est limitée : il n’est pas toujours possible d’obtenir
un taux secret positif lorsque le bruit est trop important, méme en augmentant le gain.

La forme particuliere de la courbe de enax avec le NLA peut étre comprise en s’aidant de la
figure 10.6. Sur cette figure, la courbe €pax correspond au bruit maximal tolérable en fonction
de la transmission réelle 7' (c’est une des courbes de la figure 10.4). Les courbes en tirets sont
des courbes paramétriques du couple (n[T, €], €?[T) €]), obtenues en faisant varier T et en gardant
e constant : 'axe des abscisses correspond a la transmission effective n[T, €], alors que celui des
ordonnées au bruit effectif €9[T', €]. Pour cette raison, les axes portent I'appellation “réelle” ou
“effective”, selon la courbe qui est regardée. En vertu de

AINFA(N, T, €)>0 <= Au(¢, 1, €9)>0, (10.21)

on peut en déduire graphiquement les zones pour lesquelles le taux secret sera positif avec le
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FIGURE 10.6 — Courbes paramétriques du couple (n[T,¢€],e?[T,¢€]) en faisant varier les pertes
réelles, et en fixant le bruit réel €, pour un NLA de gain g=4. Les pertes réelles varient de la
valeur correspondant a g™ =4, jusqu’a 50 dB. Les fléches indiquent leur sens d’augmentation.
Les valeurs indiquées en dB correspondent auzx pertes réelles donnant la valeur des parametres
effectifs pointée par la fleche. Le trait plein correspond au bruit maximal €max sans NLA, pour
la transmission réelle et pour $=0.95.

NLA : il suffit que €9 soit inférieur au €y, sans NLA correspondant a 7. En d’autres termes, il
faut que la courbe (7, €?) soit en dessous de €pax.

Remarquons que €y, est obtenu en optimisant A, or c’est ¢ qui intervient dans (10.21). En
fait, puisque I'on peut considérer que { est un parametre libre, il est identique d’optimiser A afin
de maximiser AIN*A (X, T, ¢), ou bien d’optimiser ¢ afin de maximiser ATy (¢,7,e?). En effet,
seul ¢ dépend de A, et en vertu de (10.6) et (9.51),

max AINFA(N, T, €) = Py max Al (C=ginA,n, €7) (10.22a)
= Psuc HlCaXAIH(C,n,Gg). (1022b)

On peut donc bien directement comparer la courbe (7, €7) & la courbe (7, €max[n]) pour déterminer
si le taux secret est positif avec le NLA. Lorsque €9>enax, le bruit effectif est trop important,
compte tenu de la transmission effective, pour donner un taux positif.

Voyons maintenant ce qu’il se passe en fonction du bruit € : si € est trop important, on voit
que quelles que soient les pertes, les parametres effectifs décrivent une trajectoire qui ne passe
jamais dans une zone de taux positif (voir par exemple la courbe correspondant a e=0.12). Pour
des valeurs de bruit plus faibles (par exemple €=0.10), il peut arriver que les parametres effectifs
rentrent dans une zone de taux positif & partir d’'une certaine valeur de pertes (12 dB), puis en
ressortent (16.5 dB), ce qui correspond exactement au comportement observé sur la figure 10.5.
Enfin, pour un faible bruit (par exemple €=0.05), les parametres effectifs peuvent déja se trouver
dans une zone de taux positifs pour de faibles pertes. Dans tous les cas, ils finissent toujours
par en ressortir : la valeur des pertes réelles correspondant a l’intersection avec €, correspond
alors a ﬂI;IHI;A. Par exemple pour ¢=0.05, les courbes s’intersectent pour environ 40 dB de pertes
réelles, comme on s’y attendait selon la figure 10.2.

Les pertes réelles indiquées sur la figure 10.6 peuvent étre obtenues facilement en utilisant
la figure 10.7 : les pertes réelles y sont représentées en fonction de la transmission effective,
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FIGURE 10.7 — Pertes réelles en dB permettant d’obtenir la transmission effective n, pour g=4
et pour plusieurs valeurs de bruit.

pour plusieurs valeurs de bruit. Il suffit donc de repérer la transmission effective correspondant
a l'intersection entre la courbe paramétrique et epax sur la figure 10.6, pour en déduire les pertes
réelles correspondantes. Notons que le bruit n’a que tres peu d’effet sur cette courbe, car on est
trés vite dans un régime on n ~ g?7.

Validité du développement perturbatif

Revenons sur les conditions de validité du développement perturbatif. La formule (10.18)
n’impose pas de condition sur la valeur du gain, et permet donc en théorie d’augmenter arbitrai-
rement la distance maximale de transmission. Bien que cette formule soit valable uniquement
dans le cadre du développement au premier ordre en 7T, I’accord est en fait toujours vérifié avec
la valeur numérique, méme pour de tres grands gains (Fig. 10.8). Un grand gain n’est de toute
fagon utilisable que pour des pertes suffisamment importantes de maniere a assurer qu’il soit
inférieur ¢™?*, et de ce fait la transmission est donc toujours suffisamment faible pour garder
le développement perturbatif valide. La figure 10.8 montre que la distance maximale de trans-
mission donnée par le développement perturbatif est toujours valable, méme pour un gain tres
important. En revanche, il y a une zone de “transition” pour laquelle I’expression numérique et
le développement ne sont pas en bon accord. En dessous d’environ 55 dB, le fait que le bruit ef-
fectif est trop important et ne permet pas d’avoir un taux positif pour ces valeurs de parametres
n’apparailt pas dans le développement perturbatif.

N
10760 S o - — — Analytique -
N Numérique
B o
Z 100
<
=
<
= 10*10
—12[, n n L L
107755 60 70 80 9%

Pertes réelles (dB)

FIGURE 10.8 — Comparaison entre le développement perturbatif et I’expression numérique du tauz
secret, pour un gain g=1000 et e=0.05. Ce gain est autorisé car gm**=1000 a partir d’environ
52.6 dB, et est supérieur a 1000 pour des pertes plus importantes. Sans NLA A=0.8065, et avec
le NLA (=0.8065.
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Enfin, la figure 10.9 montre le type de désaccord qu’il peut y avoir entre le développement
perturbatif et 'expression numérique lorsque les pertes limites sont trop faibles. Elles sont dans
ce cas plus petites que les pertes a partir desquelles le développement devient valide.
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Z 1074 |
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10-5k
-6 . , , . I .
10 0 2 4 6 8 10 12 14

Pertes réelles (dB)

FIGURE 10.9 — Limite de validité du développement perturbatif, sans NLA. Pour A=0.8065,
€=0.0865 et 5=0.95.

10.3.3 Que se passe t’il quand le gain augmente trop ?

Que se passe t’il lorsque, pour des pertes et un bruit fixés, on augmente le gain? Le taux
secret augmente t’il indéfiniment ? La réponse est négative. Une augmentation du gain conduit
toujours a une décroissance du taux secret qui finit par le rendre négatif — sauf éventuellement
pour certains cas ou ¢g™?* est atteint avant —.

Considérons par exemple le cas de la figure 10.10, pour lequel les pertes et le bruit sont fixés.
Pour g=1, le taux secret est négatif. Compte tenu des conclusions des paragraphes précédents,
si le bruit n’est pas trop important, un gain g prolonge les pertes admissibles de 20log;, ¢ dB.
On s’attend donc a obtenir un taux secret positif a partir d’une certaine valeur du gain, ici égale
a 1.62. En revanche, lorsque le gain est supérieur a 28, le taux redevient négatif.

0.06
0.05
0.04

0.03

Taux secret

0.02

0.01

0.00

5 10 15 20 25 30
Gain

FIGURE 10.10 — Non augmentation arbitraire du taux secret en augmentant le gain. Le taux est

calculé numériquement avec (10.6) en prenant (=0.8065, 25 dB de pertes, €=0.06, et 5=0.95.

Une maximisation sur A changerait simplement ’allure de la courbe et les valeurs de gain pour

lesquels le taux secret est positif, mais linterprétation physique est identique. La probabilité de

succés n'est pas prise en compte pour ne pas modifier Uallure de la courbe par le facteur %, mais
de toute facon cela ne changerait pas le comportement pour g=1.67 et g=28.

Un coup d’oeil a la figure 10.11 nous fournit I'explication. Cette figure représente la courbe
paramétrique du couple (7, €?) en fonction du gain, ainsi que €y pour =0.95. Comme pour la
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FIGURE 10.11 — Courbe paramétrique du couple (n,€9) en faisant varier le gain, et en fizant le
bruit réel e=0.06 et les pertes réelles a 25 dB. Les fléches indiquent le sens d’augmentation du
gain. €max est obtenu pour A=0.8065 et 5=0.95.

figure 10.6, le taux secret avec le NLA est positif si les parametres effectifs se trouvent en dessous
de la courbe de €. Pour g=1, I’encadré nous montre que cela n’est pas le cas, comme observé
sur la figure 10.10. Puis les parametres effectifs intersectent €, pour g=1.26, donnant un taux
secret positif. Ils restent en dessous de €,,x pour une certaine plage de gains, mais intersectent
a nouveau sa courbe pour g=28.

Autrement dit, lorsque le gain est trop grand, le bruit effectif ne permet pas d’avoir un taux
secret positif pour la transmission effective correspondante. Les valeurs précises des parameétres
effectifs sont données dans la table 10.1. Notons que ce phénomene n’apparait pas avec les
développements perturbatifs.

| 9=1.62 | g=28 |
n | 0.00826 | 0.787
€’ | 0.0603 | 0.204

TABLE 10.1 — Gain et paramétres effectifs associés donnant un taux secret nul, pour la figure
10.10.

10.3.4 Augmentation arbitraire de la distance maximale de transmission

Nous avons vu qu’il est toujours possible de prolonger la distance maximale de transmission,
a la condition toutefois que le bruit ne soit pas trop important. Nous avons vu également que si le
gain est trop important, le bruit effectif peut étre trop grand pour avoir un taux secret positif. Le
gain a utiliser dépend donc des pertes réelles : nous allons maintenant voir comment 1’adapter
simplement afin d’éliminer ce probleme. Ceci nous permettra en plus d’avoir une démarche
indépendante de (10.18).

Commencgons par étudier la forme des parametres effectifs en supposant que g>>1 et e<<1.
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Pour la transmission effective 7 :

¢°T

9°T

Ui

(10.23)

T 1+ (@D TR (1) (e=2) eT—e+1] 1+ T[1-1g°T¢]

Si I'on suppose que g?T~1, on peut négliger le terme g>Te¢/2 devant 1, et on obtient 7 ~ % En
procédant de méme pour €7, et en supposant de plus que e<<1 :

¢ =€+ -

5 (92_1) (2—¢€) €T ~ e(14+¢*T) ~ 2¢

(10.24)
En conclusion, nous voyons, de maniére certes tres qualitative, que lorsque g>T~1 la transmission
effective tend vers 1/2, alors que le bruit effectif tend vers deux fois le bruit initial. Et ceci, quelles
que soient les pertes : il peut donc ne plus y avoir de distance maximale de transmission si le
bruit effectif n’est pas trop important.

Raisonnons maintenant de maniere plus précise. On utilise un gain g:ﬁ (Fig. 10.12) dans
les expressions completes de 1 et de €7, puis on fait tendre 7" vers 0 pour avoir une limite valable
pour de fortes pertes :

% I 1 1
= 11m = —-—-—m—--——-—
77 g:LT/T_)O’r] 2 ]_ - %6 + %62
. (10.25)
e = lim €= <2—7) €
g:%7T%O 2

Ces expressions ne supposent pas de condition particuliere sur le bruit e. Dans le cas ou il
est petit devant 1, on retrouve bien siir les résultats obtenus qualitativement. La transmission
effective tend donc vers une valeur proche de 1/2, alors que le bruit effectif est proche du bruit
initial multiplié par 2. Si, pour une transmission 7* et un bruit €9*, le taux secret sans NLA est
positif, il n’y a alors pas de distance maximale de transmission.
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Pertes (dB)
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FIGURE 10.12 — Gain variable g=

(b).

20
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1

T en fonction des pertes en dB (a) et de la transmission T

La figure 10.13 illustre ce résultat. Elle représente le taux secret obtenu numériquement sans
NLA, avec un NLA de gain 4, et avec un NLA de gain variable. On y voit clairement une
disparition de la distance maximale de transmission. Le taux secret décroit néanmoins avec le
gain variable, en raison de la probabilité de succes 1/g?>=T de plus en plus faible & mesure que
les pertes augmentent.
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FIGURE 10.13 — Taux secret calculé numériquement avec (10.4) et (10.6), maximisé numérique-
ment sur X ou (. €=0.05 et 5=0.95. La détection homodyne est supposée parfaite.

La figure 10.14 montre e, pour le gain variable, en reprenant également les courbes numé-
riques sans NLA et pour un NLA de gain g=4 de la figure 10.5. Avec le gain variable, le taux
secret reste positif quelles que soient les pertes si €<0.0965. Le gain variable n’est pas forcément
le gain maximisant la tolérance au bruit, comme on le voit pour des pertes d’environ 15 dB, pour
lesquelles g=4 donne de meilleurs résultats. En revanche, il a ’avantage de donner des résultats
facilement compréhensibles, et il est de plus toujours inférieur a ¢™* pour les valeurs de bruit
considérées (Fig. 10.15).

Le bruit maximal admissible avec le NLA de gain variable est facilement obtenu en s’aidant
de la figure 10.16. Le taux secret est positif tant que €9* est inférieur a enax. On trouve la
transmission effective limite n* correspondant a l'intersection de €9* et €pax, puis le bruit réel
€ correspondant. Pour 5=0.95, le bruit effectif maximal est ¢9*=0.188, ce qui correspond a
€=0.0965 (en utilisant (10.25) , comme observé sur la figure 10.14).

Notons pour finir que le développement perturbatif ne donne pas de bons résultats lorsque
I’on utilise le gain variable. Pour une raison quelque peu fortuite, le taux secret avec le gain
variable correspond toujours a la “zone de transition” ou les pertes sont trop faibles pour assurer
une bonne validité du développement (Fig. 10.17).

0.14+ ——— NLA g:i Sans NLA
0.10}= -

1
AIELA(QZW) >0

5 0.08}
&
0.06}
0.04}

002 AL >0 ]

0.00E. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A
10 15 20 25 30 35 40
Pertes réelles (dB)

FIGURE 10.14 — Bruit a partir duquel le tauzx secret est nul, en fonction des pertes en dB, pour
B=0.95. Les courbes numériques sont obtenues avec les formules (10.4) et (10.6), mazximisées
numériquement sur X\ ou ( pour chaque valeur de pertes. La détection homodyne est supposée
parfaite.
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FIGURE 10.15 — Comparaison entre le le gain variable gzl/\/T et le gain mazimal g™ pour

différentes valeurs de €.
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FIGURE 10.16 — Bruit mazimal avec un NLA de gain variable : le bruit effectif mazimal corres-
pond a lintersection de la courbe paramétrique du couple (n*,€9*) en fonction de € et de emax
(empruntée a la figure 10.4 pour 3=0.95). La courbe paramétrique du couple (n*,€) en fonction
de € donne alors le bruit réel € correspondant. Les fleches donnent le sens d’augmentation de €.
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FIGURE 10.17 — Comparaison entre l’expression numérique et le développement perturbatif du
tauz secret dans la zone correspondant au gain variable (pour 40 dB de pertes). Pour e=0.05 et

8=0.95.
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10.4 Attaques individuelles et non amélioration des performances
avec le NLA

Notre étude de I'utilisation du NLA en cryptographie quantique avait initialement commencé
en considérant le cas le plus simple : le taux secret contre les attaques individuelles, pour un
canal qui n’ajoute pas de bruit. L’objectif était de voir dans un premier temps si le NLA pouvait,
théoriquement, augmenter le taux secret. Les conclusions se sont vite révélées négatives : non
seulement il n’y a pas de distance maximale de transmission dans ces conditions, et donc pas
d’amélioration possible de ce coté 1a, mais en plus le NLA donne toujours un taux secret inférieur,
méme en prenant en compte la probabilité de succes maximale Py,c=1/g.

La conclusion se révele identique lorsque le canal introduit du bruit : le NLA ne permet pas
d’augmenter le taux secret contre les attaques individuelles. Cette section présente ces résultats,
de maniére numérique pour un canal avec bruit, et de maniere analytique sans développement
perturbatif pour un canal sans bruit.

10.4.1 Démonstration pour un canal ajoutant du bruit

Régime de fortes pertes

Un développement perturbatif du taux secret (10.5) au premier ordre en 7" donne :

BAZ4(—2+L+€) At —¢
(14+#)(1=2%) In 2

AINEA ~ Py g Ty (10.26)

La variance de modulation optimale (i.e. le paramétre A optimal) est obtenue en cherchant la
valeur )\(I)%‘% qui annule la dérivée de (10.26) par rapport a A :

2—0 — 21— 1
/\gf;ftl = \/W = tanh [zsech_1 [ I—BH (10.27)
Comme pour les attaques collectives, /\};;g ne dépend que de f. Il est représenté sur la figure
10.18.

En injectant )\g%(tl dans le développement du taux secret (10.26), on obtient la formule ana-
lytique du développement optimisé :

Al = (14;(]/?)/2Tln2 [2 (1—6— 1—5) —5} (10.28)

Ce taux reste positif tant que 2 (1—6— 1—5) —(>0, ce qui est satisfait pour :

e<end —1_\/1— —g (10.29)

Ce bruit maximal est représenté sur la figure 10.19. Il vaut environ 0.3 pour 5=0.95.

En conclusion, cette étude perturbative nous montre que d’une part il n’y a pas de distance
maximale de transmission lorsque e<eg‘§x, méme lorsque la détection homodyne est imparfaite,
et d’autre part que le taux secret est simplement multiplié par g2 en utilisant le NLA. Une
probabilité de succes inférieure & 1/g? ne pourra donc pas conduire & une augmentation du
taux. Cette étude préliminaire n’étant valable que pour des fortes pertes, il reste a étudier I'effet

du NLA pour des pertes plus faibles. Nous verrons que les conclusions seront toutefois identiques.
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FIGURE 10.18 - /\g?)(é en fonction de 3, donné par (10.27). $=0.95 correspond & Aopt~0.7965.
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FIGURE 10.19 — Bruit mazimal admissible €y, donné par (10.29).

Pertes quelconques

Un bruit supérieur & el induit une distance maximale de transmission. Des lors, il serait
envisageable que le NLA soit bénéfique dans ce régime. Comme observé sur la figure 10.20, il
n’en est rien : contrairement au cas des attaques collectives, le NLA induit soit une baisse de la
tolérance au bruit, soit au mieux aucune amélioration. Plus le gain et faible, et plus la courbe

de 4 avec le NLA “suivra” celle de €4 sans le NL A.

On peut comprendre ce phénomene en s’aidant de la figure 10.21, qui se base sur un raison-
nement similaire a celui de la figure 10.11. Des courbes paramétriques du couple (n,€?) y sont
représentées en fonction du gain, pour un exemple de 7.5 dB de pertes réelles et plusieurs valeurs
de bruit. Pour g=1, la valeur maximale admissible de € est égale & e ~ 0.35 sans NLA. Pour
un bruit inférieur, le taux secret est positif, comme observé sur la figure 10.20 pour 7.5 dB de
pertes, sur la courbe sans NLA. On distingue ensuite deux comportements lorsque le gain aug-
Ind “yine augmentation du gain finit par rendre €9 supérieur & egllgx.
La valeur du gain correspondant peut étre obtenue en s’aidant de la figure 10.22. Dans ce cas, le
NLA n’est non seulement d’aucune utilité, mais il est méme désavantageux. Si € était supérieur
a ed la courbe paramétrique de (1, €?) n’intersecte jamais celle de €4 : le NLA ne permet
donc pas de se ramener dans une zone de taux positif. Nous en concluons que le NLA n’améliore

pas la résistance au bruit, quelles que soient les pertes, pour le cas des attaques individuelles.

mente : si € était inférieur a e

On peut trouver le gain correspondant a un bruit maximal donné en s’aidant de la figure

10.22. Supposons par exemple que 'on veuille connaitre le gain pour lequel egfx:0252. Sur

la figure 10.21, on trouve la transmission effective n=0.73 correspondant a l'intersection de la

’ . I d . .
courbe paramétrique pour €=0.252 et la courbe €,. On regarde ensuite le gain correspondant

a cette transmission effective sur la figure 10.22, et on trouve g=2.6. Ceci est bien cohérent avec
la figure 10.20, puisque €9 =0.252 pour 7.5 dB de pertes et g=2.6.

max
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FIGURE 10.20 — Bruit a partir duquel le tauz secret est nul, en fonction des pertes en dB, sans
NLA, pour un NLA de gain g=1.5, et pour un NLA de gain g=4. Les courbes numériques sont
obtenues avec (10.3) et (10.5), et maximisées numériquement sur X\ ou ¢ pour chaque valeur de
pertes. La détection homodyne est supposée parfaite, et $=0.95.
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FIGURE 10.21 — Courbe paramétrique du couple (n,€9) en fonction de g pour 7.5 dB de pertes
et différentes valeurs de €, et comparaison avec €™ sans NLA. Les fléches donnent le sens

max
d’augmentation de g. e est obtenu en mazximisant numériquement sur X pour chaque valeur
de T, avec $=0.95.
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FIGURE 10.22 — Gain permettant d’obtenir la transmission effective n, pour 7.5 dB de pertes
réelles et plusieurs valeurs de bruit.
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10.4.2 Démonstration exacte pour tout 7, pour un canal sans bruit

Meéme si le NLA n’améliore pas la résistance au bruit, pourrait-il augmenter la valeur du
taux secret, pour un canal sans bruit 7 Ou plutot, y serait-il théoriquement autorisé ? Car il est
clair qu’une implémentation expérimentale aura sirement une probabilité de succes inférieure a
la borne maximale 1/¢g%. Comme on peut s’en douter compte tenu des conclusions précédentes,
la réponse est également négative.

Dans ce qui suit, nous allons démontrer analytiquement, sans approximation ni développe-
ment perturbatif, que cette borne 1/ g2 garantit que le taux secret avec une variance de mo-
dulation optimale ne puisse pas étre augmenté, quel que soit le gain et quelles que soient les
pertes.

Maximisation du taux secret

Commencgons par réécrire le taux secret sans NLA, donné par (10.3) pour e=0 et une détection
homodyne parfaite, en gardant cette fois ci la variance de modulation V' plutot que le parametre
A

V+B\g B-1
1 1 V1+(V-1)T
Alpg = = log, SES; )1 = = log, [+ -1)T] (10.30)
2 T2(V+B)(++B)| 2 V+T(1-V)
avec B:%. Dérivons maintenant ’expression dans le logarithme par rapport a V, afin de
trouver la variance qui la maximise :
o [V[i+wv-n1])”! T[(V-1)T+1]"" [V2(B—1)(T-1)+T(1-BV)—1]
— =— 5 (10.31)
ov V+T(1-V) [V+T(1-V)]

Cette dérivée s’annule lorsque VZ(8—1)(T—1)+T(1—BV)—1=0. On trouve les solutions de ce
polynome sans difficulté :

_ BT++/B2T2—4(T—1)(BT—B-T+1)

Va 2(BT—B-T+1)

(10.32)

Il est facile de vérifier que V_ peut prendre des valeurs négatives, et ne correspond pas a une
2
solution physique. Notons VmaX:VJr:}J_ri% la variance de modulation optimale.

max

On peut également écrire Apax en fonction de Vi.x, et faire un développement a l’ordre le
plus faible en T,

max

1
APL ~ tanh [QSeCh_1 [ lﬁ]] , (10.33)

ce qui correspond exactement a (10.27), et confirme donc la validité de V.. On note AIN3*(T)

le taux secret maximisé sans NLA :

AIIIEELX(T) = m}E\lX AIIIld()" T) = AIInd(>\maX7 T) (1034)

La dépendance de Apax en T et 8 est sous entendue, et nous écrirons Apax|T] lorsque cela sera
nécessaire.
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Le taux secret avec le NLA est maximisé lorsque (=Apax[n]. Compte tenu de l'expression

(9.59) selon laquelle (=\/1+(g2—1)T, le parametre ANLA est donc

)\NLA[ } — )‘max [77] (10 35)
max 79 1—|—(g2—1)T. .

Le taux secret maximisé avec le NLA s’écrit alors

AL (T) = AT (ANER T)= Pase At (Amax [1], 7). (10.36)

max ?

Comparaison des taux secrets

Il reste enfin & comparer les taux secrets avec et sans NLA. Nous allons montrer que (10.34)
est toujours supérieur & (10.36), méme en utilisant la probabilité de succes la plus optimiste
Pyu=1/g%. On pose pour cela

— 1
== gﬁAIInd()‘max[nLn) - AIInd<)\max[T]a T), (1037)

afin de montrer que =Z<0. Pour ce faire, on commence par calculer la dérivée seconde de = par
rapport a 3 :

(1]

0? T 11
7= =~ () H03%)

avec a=+/—4B(T—1)2+[2g*T2+4(T—1)2 et b=/ (8—2)2T2+8(8—1)T—4[+4. On vérifie ensuite
que cette dérivée seconde est toujours negatlve comme (<1, son signe dépend uniquement de
a—b. Puisque a?—b? = B2T?(g*~1)>0, on en déduit que la dérivée seconde (10.38) est donc
toujours négative.

Ceci implique que la dérivée premiere de = est décroissante avec (3. Cette dérivée s’écrit :

a je—
555 =
. T (8 [(g°-2) T+2] +9°/B(B-1)T—45+T7 (3 (Bg™—4) +4) +4+2T-2) + 2(8-1)(T-1)
Flnd ™ 2 (= 1]T+1) (B-1)(T—1)
L, [T (V2T as A sT)
e ST +1-T (10.39)

On montre sans difficulté que limg_,g %E:O. Or comme la dérivée premiere est décroissante,
on en conclut qu’elle est toujours négative. Finalement, on peut conclure que Z est une fonction
monotone et décroissante de 5. Comme limg_,y Z=0, on en conclut que Z<0, pour toutes valeurs
de 8, g, et T.

Le taux secret contre les attaques individuelles pour un canal sans bruit est donc toujours
inférieur en utilisant le NLA, méme dans les conditions les plus optimistes.
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10.5 Conclusion

Nous avons montré qu’un amplificateur sans bruit permet d’améliorer deux critéres impor-
tants en cryptographie quantique : la distance maximale de transmission, et la tolérance au bruit
introduit par le canal. Notre étude s’est concentrée sur le protocole GG02, un des plus simples
a mettre en ceuvre expérimentalement. Puisque tous les protocoles gaussiens sont unifiés dans
une méme représentation a intrication virtuelle ou seules les mesures effectuées par Alice et Bob
different [ ], les parametres effectifs sont bien stir toujours les mémes. Il en résulte
alors des conclusions similaires concernant I’amélioration de la tolérance face aux pertes et au
bruit.

Nous avons ici considéré un amplificateur parfait. Bien qu’impossible a réaliser strictement,
il est quand méme possible de s’en rapprocher autant que voulu. Notre étude constitue donc
un cas limite a ce que 'on peut obtenir avec un amplificateur sans bruit. Toute implémentation
plus réaliste donnera des améliorations dépendant du degré de ressemblance avec I’amplificateur
parfait. Pour les types de modulations utilisées en cryptographie quantique, les ressources néces-
saires a une bonne approximation ne semblent toutefois pas si déraisonnables : des simulations
numériques montrent que, avec le théoreme d’optimalité gaussienne et seulement 7 ou 8 étages
dans le protocole a ciseaux quantiques, on peut obtenir un taux secret presque égal a celui obtenu
avec I'amplificateur parfait.

Une implémentation physique de 'amplificateur ne semble d’ailleurs pas indispensable pour
les protocoles a états cohérents, comme récemment introduit dans les références [ | et
[ ]. Ces deux articles montrent que 'on peut reproduire l'action de Pamplificateur sans
bruit virtuellement par post-selection, en attribuant un certain poids aux données mesurées par
Bob. Dans la référence | ], J. Fiurasek et N. Cerf se sont intéressés au cas ou Bob utilise
une détection hétérodyne. Le NLA est virtuellement reproduit en pondérant les mesures par une
fonction gaussienne due au facteur exp[(g?—1)|a|?/2] lors de I'amplification d’un état cohérent.
Dans la référence [ ], N. Walk et al. ont considéré le cas ou Bob utilise une détection
homodyne. Leur méthode de post-selection est 1égerement différente : le principe est de modifier
la distribution (gaussienne) des mesures homodynes, afin d’obtenir une variance différente. Cette
post-selection permet de reproduire ’action d’un amplificateur sans bruit, mais contrairement
a [ ], il doit étre suivi d’'une amplification déterministe indépendante de la phase, et
d’un ajout de bruit thermique avec une lame séparatrice : cette configuration est extrémement
proche de I’équivalence avec un NLA effectif suivi du canal effectif que nous avons développé au
chapitre 9. Il semble donc que nos résultats puissent étre utiles pour ce type d’implémentation
virtuelle, et c’est sans doute une direction qui mérite une étude plus approfondie. Pour les deux
implémentations | et | ], une amélioration des performances similaire a celle
montrée dans ce chapitre a été observée.

L’avantage de ces implémentations virtuelles est évident en terme de possibilité d’implémen-
tation. Notons toutefois que | Jet ]| | consideérent une détection hétérodyne ou
homodyne parfaite. Afin de pouvoir mettre en ceuvre concretement ces implémentations vir-
tuelles, il serait nécessaire de savoir comment les imperfections modifient, le cas échéant, la
fonction de filtrage a utiliser. Enfin, ces méthodes reproduisent des distributions gaussiennes
a la limite ou aucune mesure n’est conservée. Une implémentation réaliste introduira une non
gaussianité, qui méme faible, devra étre prise en compte dans les preuves de sécurité.
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11.1 Conclusion

Au cours de cette theése, nous avons pu aborder plusieurs domaines variés de 'information
quantique avec des variables continues.

Nous avons d’abord étudié la discorde quantique, qui permet de quantifier les corrélations
de nature quantique dans un systeme. Nous avons démontré qu’il était possible d’obtenir une
estimation proche des limites fondamentales données par les bornes de Cramér-Rao, en utilisant
des mesures homodynes, qui sont parmi les plus simples que nous ayons & notre disposition.

Nous nous sommes ensuite intéressés au calcul quantique, en réalisant et en caractérisant
une porte de phase. Nous avons proposé une méthode de caractérisation avant tout axée vers
une faisabilité expérimentale, en combinant efficacement un modele analytique et des tests ex-
périmentaux. Nous avons ainsi pu souligner I'importance de la qualité des états utilisés en tant
que qubits.

Enfin, nous avons mené une étude théorique sur les potentialités offertes par I’amplificateur
sans bruit en information quantique. Nous avons d’abord démontré une équivalence avec un
systeme effectif ouvrant la voie a de nombreuses applications, en n’étant pas limité au cadre des
variables continues. Nous avons pu en mettre certaines en lumiere, pour lesquelles une étude
plus approfondie serait intéressante.

Nous avons ensuite utilisé nos résultats afin d’étudier I'intérét de cet amplificateur en cryp-
tographie quantique. Nous avons pu montrer qu’il permet d’accroitre la distance de transmis-
sion, et d’extraire une clé secrete dans des conditions qui ne le permettaient pas sans lui. Ces
améliorations ont quand méme un cout : la probabilité de succes de I'amplification, qui limite
drastiquement le taux secret que ’on peut obtenir. Cette probabilité de succes est méme telle-
ment faible que 1'utilisation de ’amplificateur sans bruit n’est pas avantageuse lorsque ’on peut
s’en passer pour avoir un taux secret positif.

Le taux secret est d’ailleurs un des freins au développement de la cryptographie quantique,
qui peine a séduire en proposant une sécurité inconditionnelle a des débits de plusieurs ordres
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de grandeurs inférieurs a ceux auxquels nous sommes habitués pour transférer des données dont
le cryptage est certes, en théorie, déchiffrable, mais qui procure quand méme une trés bonne
sécurité dans 1’état actuel de la technologie. Pour contourner ce probleme tout en profitant des
avantages de pouvoir créer une clé secrete a distance, des utilisations hybrides se développent :
la clé n’est plus utilisée pour un codage parfaitement str, mais dans des algorithmes de chiffrage
symétrique. Le taux secret devient alors moins crucial, puisque la taille des clés nécessaires
est beaucoup plus faible. En revanche, la distance maximale de transmission reste toujours un
probleme. Et c’est justement ce critere que 'amplificateur sans bruit permet d’améliorer.

11.2 Perspectives

Le dispositif expérimental est actuellement en cours de modification afin d’améliorer la qualité
des états produits, et de pouvoir les utiliser pour des opérations plus complexes. Un amplificateur
optique — déterministe — utilisant un laser de pompe est a I’étude, et pourra sans doute étre utilisé
afin d’augmenter la puissance de nos impulsions, ce qui permettra de diminuer les focalisations
dans les cristaux et d’améliorer la pureté des états.

Une autre perspective concerne bien str 'amplificateur sans bruit. De nombreuses applica-
tions restent sans doute a découvrir, tant son potentiel apparait important. Peut-étre permettra-
t-il d’améliorer d’autres protocoles, voire de réaliser certaines expériences pour la premiere fois,
comme un test des inégalités de Bell sans échappatoire. Plusieurs protocoles ont été proposés a
cette fin, et c’est sans doute une piste prometteuse.

Un autre axe de recherche concerne la faisabilité expérimentale des diverses applications
de I'amplificateur sans bruit. Méme s’il peut étre utile dans sa version idéale, il est nécessaire
d’étudier si ces bénéfices sont toujours présents avec une version “expérimentale”, tronquée a
quelques étages pour 'implémentation avec les ciseaux quantiques, ou limitée a quelques addi-
tions et soustractions pour ’approximation polynomiale, et en prenant en compte les diverses
imperfections.

Peu d’expériences ont été faites dans le cadre d’une utilisation du NLA. La plupart des
expériences ont été des démonstrations de sa faisabilité, qui étaient nécessaires étant donné ses
propriétés surprenantes. L’implémentation virtuelle semble tout & fait réalisable puisqu’elle ne
nécessite qu'un traitement des données adéquat, mais a condition de savoir comment prendre en
compte les imperfections de la détection homodyne ou héterodyne.

D’autres expériences simples, telles que la suppression des pertes en ajoutant du bruit ther-
mique comme nous ’avons proposé dans ce manuscrit, semblent tout a fait réalisables avec notre
dispositif expérimental, et pourraient également constituer un axe de recherche intéressant.
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Annexe A

Quelques propriétés opératorielles
bien utiles

A.1 Evolution d’une fonction d’opérateurs

Soit A un opérateur quelconque et S un opérateur inversible, qui ne soit pas forcément
unitaire. Pour une fonction d’opérateur f décomposable en série, on a la relation ! [ ]:

Sf [A} §' = f[S‘AS'_I} (A.1)

Cette relation est fondamentale. Elle permet par exemple de calculer la transformation des
opérateurs couramment utilisés (déplacement, squeezing,...) sous l'action d’une évolution libre
ou d’une lame séparatrice.

|
La démonstration est relativement simple. En décomposant f[A] en série, Sf[A]S  sera

PPN ~—1 ~ a—1
composé de termes du type SA™S . En introduisant I'identité =88~ entre chaque pro-
A aoamoa—1 s a—l PO |
duit de A, on obtient SA"S = [SAS ]m. La série donne ensuite f [SAS ]

A.2 Evolution des opérateurs a et a' sous ’action d’un hamil-
tonien quadratique

Afin de démontrer simplement (2.123a), on peut utiliser une technique inspirée de la réfé-

rence ? | ]. Définissons lopérateur F'=o;a+asa’+azéa'a, et cherchons Popérateur @(f) tel
que
a(0) = exp(—0F)aexp(0F). (A.2)
Pour cela, dérivons I'expression précédente par rapport & 6 :
d Al A . A .

@&(0) = —exp(—0F)Faexp(0F) + exp(—0F)aF exp(0F) (A.3a)
= exp(—0F)[a, Fexp(0F) (A.3Db)
= exp(—0F) (o + aza) exp(0F) (A.3c)
= 92 + agd(e) (A?)d)

1. Voir en particulier page 39.
2. Voir en particulier page 41 .
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La solution de cette équation, compte tenu de @(6=0)=a, est :

a(0) = a exp(as) + % [exp(asf) — 1] (A.4)

On pourrait étre tenté de prendre directement I’hermitique conjugué de (A.4) afin d’obtenir
Pévolution de @. Ceci n’est malheureusement pas possible, car dans le cas général [exp(0F)]f
n’est pas forcément égal & [exp(0F)] ' =exp(—0F). En appliquant la méme méthode, on montre
que pour

a'(0) = exp(—0F)a' exp(0F), (A.5)
on a
931(6) = ~an — 03 (0), (A6)
db
dont la solution est donnée par
a'(8) = al exp(—faz) + % [exp(—as0) — 1]. (A.7)
3

Application a une rotation
Pour une évolution libre ou une rotation d’un angle ¢, on a Fz—i(de&. En posant 6=1,a3=—
19 et ay=an=0, on obtient :
it g omivala _ go—id (A.8a)

elvita gi g-idala _ gfo+io (A.8Db)

Application a un déplacement

Pour un déplacement de «, on a F=ca'—a*a. En posant =1, a;= — o, as=a et a3=0,
on obtient (2.123a) et (2.123b) :

Di(a)aD(a) =a +a (A.9a)
D'(a)a'D(a) = al + o* (A.9b)

A.3 “Désintriquer” une exponentielle

A.3.1 Formule de Baker-Haussdorff

~ A~ -~

Lorsque deux opérateurs A et B commutent avec leur commutateur C=[A, B], on a la
relation [ ]:

~ A

exp(f[A + B]) (0B) exp(0A) exp(82C/2) (A.10a)
A B

= exp exp
= exp(8A) exp(8B) exp(—0%C/2) (A.10Db)
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Application a opérateur de déplacement

Pour 'opérateur de déplacement ﬁ(a): exp[adT—a*d], on identifie =1, A:adT, B:—a*d,
et C=|al?. La formule (A.10) donne donc :

A~

D(a) = e alol® gad! g—aa (A.11a)
= etslalgmatagodl (A.11b)

A.3.2 Relations de commutation de SU(2) et lame séparatrice

Soient J T J_ et Js trois opérateurs qui vérifient les relations de commutation de SU(2),
correspondant a un moment cinétique :

[jg, ji} = :Eji (A.12)
[L, j_} —2J, (A.13)

On a alors la relation | , ]:
exp Ay +AJ_ + )\3j3:| = exp |:A+j+:| exp [ln(Ag)JAg] exp [A_JA_} (A.14a)
= exp [A,JA,} exp [— hl(Ag)jg} exp {AJFJAJF} (A.14Db)

avec
-2
A3 = (cosh a—ﬁ sinh a) (A.15)
2a
24 sinh

As = 2a cosh a— A3 sinh « (A.16)
a? = i/\§+)\+)\_ (A.17)

Application a la lame séparatrice
L’opérateur Upg(6)= exp [9(&@—&55] associé a une lame séparatrice peut étre décomposé

en utilisant ces relations, en identifiant J,=a'b, JA_:JATF et jgz%(dT&—BTﬁ). On a A3=0, A==+
9, et donc a= £ 46, A3=cos 26 et Ar= =+ tanf. On peut donc écrire :

exp [9(&@—(11;[)} = exp [&Tl;tan 9} exp [—(de—BTB) In(cos 0)} exp [—dI;T tan 9} (A.18a)
= exp [—dI;T tan 9} exp [(&Td—BTB) In(cos 0)} exp [&Tl;tan 9} (A.18b)

A.3.3 Relations de commutation de SU(1,1) et opérateurs de squeezing

Soient Ky, K _ et K3 trois opérateurs qui satisfont les relations de commutation de SU(1,1) :
[Kg,f{i} —+K, (A.19)

[I“g,f{,} = 92K, (A.20)



224 CHAPITRE A

On a alors la relation | , ] :

exp [W+I§'+ +v. K_+ 73[23} = exp [F+IA(+} exp [IH(F3)K3:| exp [F,K,} (A.21a)

= exp {F_K’_} exp [— IH(F3)K3} exp [F+I§'+} (A.21b)

avec
~ -2
I's = (COSh B—% sinh ﬁ) (A.22)
274 sinh 8
. = A.23
+ 2 cosh f—~3sinh ( )
1
B = - (A.24)

Ces relations permettent de décomposer les opérateurs de squeezing monomode et bimode,
qui sont tous les deux constitués d’opérateurs vérifiant les relations (A.19) et (A.20).

Application au squeezing monomode

Pour opérateur de squeezing monomode S(r)= exp [%&2—5(&”2] , on identifie K+:%(dT)2,
K,:K:_, et K’gz%(Qde—l—l). On a de plus y3=0,7+=Fr, et donc B=r, I'3=(coshr)~2, et TL=F
tanh r. On peut donc écrire :

1 1 1
exp [g&Q—%(&T)Q} = exp [—2(&T)2tanh r} exp [—2(2&T&+1) In(cosh r)} exp [+2&2 tanh r}

(A.25)

L’application sur le vide permet plusieurs simplifications, car exp [+ (tanhr)a®] [0)=|0) et

exp [—3 In(cosh ) (2&Td+1)} |0)= \/colaTr |0). On obtient finalement la décomposition du vide com-
primé $(r)|0) en base de Fock :

exp [5a’—2 (")) (0) =

5 exp [—;tanh r(&T)z] |0) (A.26a)

1
v coshr
= Z m\/ (2n)! (—2 tanh T> |2n) (A.26D)
n=0

coshr “—

Application au squeezing bimode
Pour 'opérateur de squeezing bimode S (r)=exp [r&i)—rdTBT] , on identifie K’+:F1TIA)T, KL:K’L,

et KgZ%(ELTd—FBTB—Fl). On a également v3=0,y+=Fr, et donc B=r, ['3=(coshr)~2, et [1=F
tanhr.
On peut donc écrire :

exp [r&B—rdTl}T

} = exp [—dTBT tanh 7“] exp [_(&T&+(}TB+1) In(cosh 7")} exp [—i—di)tanh r}
(A.27)




Quelques propriétés opératorielles bien utiles 225

On obtient facilement la décomposition du vide comprimé bimode en base de Fock, compte

tenu de exp [+d5tanh r] 10Y0)=[0}|0), et exp [—(dT&+BT5+1) ln(coshr)} 10)]0)=—L_10[0) :
AA— ATAT = _"TAT
exp [ra,b ra'b } |0)]0) e [ a'b tanh r} |0)]0) (A.28a)
- "
= — Z%(—tanhr) ) |n) (A.28b)

=V1-\2 Z )t n)|n) (A.28¢)

avec A=tanhr.
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Annexe B

Modele multimode simplifié de
I’OPA

B.1 Modélisation multimode et lien avec le modele empirique

Le modele empirique de ’OPA imparfait se justifie bien d’un point de vue expérimental,
puisqu’il donne un tres bon accord avec les mesures. Afin de comprendre l'origine physique
de ses parametres, nous développons dans cette annexe un traitement multimode simplifié de
I’OPA, que nous relions ensuite au modele empirique.

Reprenons ’hamiltonien d’interaction multimode (3.6), en ne considérant qu’un traitement
fréquentiel en configuration dégénérée pour simplifier, et en ne prenant en compte qu’'un seul
mode spatial transverse. On obtient dans ce cas | ]:

-~

W = —iﬁ/ d(,U1 d(,UQ w(W1,WQ)CALT(W1)CAlT(W2) + h.c. (B.l)

Sous cette forme, le squeezing n’apparait pas clairement a cause des corrélations entre les termes
a différentes fréquences. Une réécriture tres utile fait appel a la décomposition de Schmidt
[ , , ]. On montre en effet que toute fonction de deux variables ¥ (w1, ws)
suffisamment réguliere peut se décomposer sur deux bases de fonctions orthonormales & une
variable :

Plwr,wa) = cxdr(wi)r(ws) (B.2)

k

Pour une configuration dégénérée, les deux bases de fonctions sont identiques, ¥ (wi,ws) =
Dk COr(wi)dr(wa) | ]. On peut donc réécrire !

A/ dwy dws P(wy,ws)él (w1)al (we) = Z %C;A,Tf, (B.3)
k

avec AL: [ dwpp(w)a'(w), et A la durée d’interaction. Puisque les fonctions {¢y} sont orthogo-

nales, les modes { A} le sont également et vérifient [Ay, AL]:(Skm. On peut donc réécrire 1’évo-
lution due & W comme un produit tensoriel de squeezers monomodes | , ,

1. Jusqu’a maintenant, nous n’avions considéré qu’un parametre de compression réel. Un facteur de phase
correspond simplement & une rotation dans Despace des phases. Par exemple, pour é=re~2  on reconnait une
rotation d’un angle 6 (puisque @ évolue en @e™*%). L’état obtenu est donc comprimé selon Xo.
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i 1. .2 1, a4
expl— 1 W] = @ expl; oAy - 5GiAL ] (B.4)
k

transformant les modes { A} selon (2.139)
A;f — A cosh ¢y, — A}; sinh (. (B.5)

Nous avons vu dans la section 3.4.1 qu’une détection homodyne ne voit que la composante
du champ dans le mode de Poscillateur local d = [ dw o} (w)a@(w). On peut décomposer ce
mode dans la base {¢;} : aor(w) = >, Mre Pk ¢y (w), avec My, réel, ce qui permet d’écrire

k
B.1.1 Efficacité homodyne parfaite

Raisonnons maintenant en suivant une démarche similaire a | ]. Sous l'action
de la transformation (B.4), le mode d se transforme en

d = Z M, <Ak cosh (; — A}; sinh Ck) ) (B.7)
k

Afin de pouvoir justifier le modele empirique présenté dans le chapitre 3, on introduit un
mode @, d’abord amplifié par un OPA dégénéré de parametre R, puis par un OPA non dégénéré
de parametre I'R. On montre sans difficulté que ces deux amplifications transforment le mode
a en

a' = acoshI'R cosh R — a'coshT'R sinh R — &' sinh TR (B.8)

ou € est le mode fictif de ’'OPA non dégénéré. En comparant les expressions (B.7) et (B.8), on
voit que ’on peut identifier @’ et d & condition que :

acoshI'R cosh R = Z M A cosh Ck (B.9a)
k

a'cosh TR sinh R + &l sinh TR = 3 Mye'% A sinh g, (B.9b)
k

On trouve les valeurs de R et I permettant de satisfaire ces conditions sans probleme : puisque
[@,a]=1 et [Ay, A;]:(Skm, il suffit de poser

coshT'R cosh R = \/Z M? cosh? (. (B.10)
k

Pour la deuxieme condition, on calcule le commutateur entre (B.9a) et (B.9b) :

cosh?’T'R cosh R sinh R = Z M2 cosh ¢, sinh ¢ (B.11)
k
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En divisant cette équation par le carré de (B.10), on obtient la valeur? de R :

M2 20y h inh
R = arctanh 2 Mie ;OS C; sinh G (B.12)
> M cosh® G
On obtient ensuite la valeur de I' en utilisant (B.10) :
1 1 2 2
= = arcosh p— Z M, cosh” (y, (B.13)
k

Enfin, on peut vérifier que le coefficient de é est cohérent avec ces expressions en utilisant le

fait que [@/, d/T]:[JI .d T]:1. Naturellement, lorsque seul un coefficient M}, est non nul, le mode
de la détection homodyne correspond & un mode de Schmidt. On vérifie alors que R=(; et ['=0,
comme on pouvait s’y attendre.

B.1.2 Prise en compte de l’efficacité homodyne

Les parametres R et ' introduits dans cette annexe permettent de modéliser les données
mesurées par une détection homodyne parfaite. Afin de tenir compte de lefficacité n<1, on peut
introduire deux autres parametres r et -, correspondant a ceux présentés dans le chapitre 3 et
dans le reste de ce manuscrit, tels que :

h H
n<h3+h—1)+1—77=HS+H—1 (B.14b)

2. On peut supposer que R est réel. Sinon, on peut modifier les équations (B.9a) et (B.9b) pour tenir compte
du facteur de phase.
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Annexe C

Eléments de photodétection

L’expression du champ quantique (2.40), obtenue dans le chapitre 2 a été obtenue sans ap-
proximation. Malheureusement, cette forme présente deux difficultés qui compliquent fortement
les calculs : le facteur €(k)=+/hc|kl)/(16eom>) et le vecteur polarisation €y (k) dépendent de
la variable intégrée k. Une approximation fort utile consiste donc a supposer que ces termes
peuvent étre sortis de l'intégrale : c’est heureusement une approximation qui ne sera pas trop
illégitime dans notre cas. Sortir le facteur €(k) consiste a supposer que le mode du champ excité
est de faible largeur spectrale par rapport a la fréquence centrale, ce qui sera le cas pour nos
impulsions femto-secondes. Enfin, le vecteur polarisation peut étre considéré constant dans une
certaine mesure sous I’approximation paraxiale, que nous ferons également ici.

Sous ces approximations et pour une polarisation donnée, écrivons donc 'opérateur champ
scalaire, en incluant 1’évolution libre :

B(r,t) = €(ko) / &Pk i(a(k)eik'r*icllk”t - aT(k)e*ik'”iC”k“t) (C.1)

avec kg est le vecteur d’onde correspondant a la fréquence centrale wg. Remarquons que le facteur

e—iclKlt pe peut pas étre sorti de I'intégrale car il oscille rapidement en fonction du temps.

Le signal de photodétection est proportionnel & I’opérateur E(_)E(+) [ ].
Pour une photodiode placée en z, de surface D mesurant pendant un temps 7', le courant produit

sera proportionnel a

5 T A A
1= / dQS/ dt E® “(r,t)E" “(r,t) (C.2a)
S 0
T . .
~ €2 (ko) / / 428 dt/ Pk dq al (q)a(k)e (k-a) T=ic(Iki-lal): (C.2b)
S J0
Si la surface de la photodiode est largement supérieure a 1’étendue spatiale des modes du champ

excités, et que le temps d’intégration est lui aussi tres supérieur a la durée des impulsions,
on peut raisonnablement étendre les domaines d’intégration a l'infini. On peut alors utiliser la
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relation fj;o dz e = 276 (y) :

7~ (ko) / d2s dt / Pk d3q af (q)a(k)e k-a) r=ic(Iki-lal): (C.3a)

= ¢2(ko) / Bk d3q a'(q)ak) / 225 dt i (k-a) T-ic(Ikl-lal) (C.3b)
~5(K—q)

= N (ko) / Pk &' (k)a(k) (C.3¢)

ot N'(kg) inclut tous les facteurs de proportionnalité que nous n’avons pas besoin d’expliciter.
Le signal de photodétection est donc proportionnel au nombre total de photons.



Annexe D

Modele simplifié de 'origine de &

On considere que I'état en sortie de 'OPA peut étre décomposé sur deux sous-espaces de
Hilbert, I'un correspondant au mode spatio-temporel vu par la détection homodyne (dh), et
Pautre & un mode spatio-temporel orthogonal (N), peuplé par du bruit qui pourra déclencher
I’APD. Une matrice densité p;, peut donc s’écrire comme :

Pin = Pan @ PN (D.1)

L’hypothese faite ici est que les deux modes sont peuplés de fagon indépendante, et que 1’état
initial n’est pas dans une superposition cohérente de ces deux modes. On peut aussi considérer
que l'on a laissé tomber la partie orthogonale filtrée par ’APD, car elle ne contribuera pas au
conditionnement.

Appelons Ugg = U g,@U\ opérateur de la lame séparatrice utilisé pour la soustraction de
photon, et agissant sur p;,. La matrice densité apres cet opérateur est donc

B = Uss (Bin ©10c, 0) (00, 0al) Uk (D.2a)
= Pan,c © PN (D.2b)
avec ¢ et d les modes vides de la lame séparatrice correspondant respectivement aux modes dh
et N. Considérons maintenant I'action de ’APD sur les modes c et d. On appelle C' I’évenement
“détection de au moins un photon dans le mode ¢”, et D “détection de au moins un photon dans
le mode d”. On considere que le conditionnement est réussi si I’évenement C' U D est réalisé, le
U pouvant étre exclusif ou non. Nous le considérerons exclusif, ce qui signifie que ’on considere
que ’APD détecte dans un mode ou dans I'autre, mais pas dans les deux a la fois. L’évenement
associé est donc C N D+ C N D.
L’opérateur associé a I'événement C, agissant sur le mode c de p, est I. —|0)(0|.. L’opérateur
associé a I'évenement C' N D, agissant sur p, s’écrit alors :

IIc = (I — [0)(0]c) © [0)(0]4 ® Lan ® Ix (D.3)
De méme, l'opérateur associé & I'évenement C' N D s’écrit :

T = [0)(0]e ® (Iq — |0){0]4) ® Tan ® In (D.4)
L’opérateur associé au conditionnement s’écrit alors :

i = i + i) (D.5)
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L’état final non normalisé produit lorsque ’APD donne un clic est donc :

Bow = Tr o {TIATT'} (D.6a)
= Tro o{HoATIL + Ap ALy, + TlepIT), + TpAIIL) (D.6b)
= Tro g {TIe ALY + Tro o {TTp A1)} (D.6c)
= 5out,C + ﬁout,D (D.6d)

En effet, voit sans difficulté que Trc,d{f[cﬁf[}rj}: Trcvd{fIDﬁfITC}zo car pour les deux modes ¢
et d, on projette sur “au moins un photon” d’un coté et “0 photon” de ’autre.

En posant enfin

_ Tr{ﬁout,D}
Tr{ﬁout,c + ﬁout,D}

Tr{ﬁout,c}

§= z =
Tr{pout,C + pout,D}

et 1-¢

(D.7)

et en se souvenant que la trace d’un produit tensoriel est égale au produit des traces, I’état final
“physique” normalisé p,x = Pout/ Tr{Pout} PEUL S'écrire !

pout,C + pout,D

Pout = z z (D'Sa)
o Tr{pout,C + pout,D}
5out C 50ut D
={—— "+ 18— (D.8b)
Tr{pout,C} Tr{pout,D}

L’équation (D.8a) peut étre interprétée comme la somme de deux processus F¥ et F¥ pro-
babilistes et linéaires, qui est ensuite normalisée :
ﬁ _ f/(ﬁin) + ‘Fx(ﬁin)
out > N 7 ~
Tr{f/(pin) + fx(pin)}

(D.9)

avec f/(ﬁin)zﬁout,c et FX (ﬁin):bh'out, p- Une tomographie quantique multimode de F/ 4+ F¥
serait en théorie possible, mais expérimentalement tres délicate a mettre en ceuvre, puisqu’elle
devrait inclure les modes du bruit comme expliqué dans la section 6.4.2.

A aucune étape de la transformation, les modes dh et N ne sont couplés entre eux. On peut
donc écrire

F (Pin) = F(Pan) 9FK (Px), et F () = T (an) 9FX (Px)- (D.10)

En notant e{=Tr{F{(pn)} et X=Tr{F&(px)}, apres trace partielle sur le mode du bruit,
I’état dans le mode de la détection homodyne s’écrit

&F (Pan) + AF* (Pan)
Tr{c{F (Ban) + AF*(Pan)}
= €87 (p) + (1=E" (pun)- (D.11b)
Puisque la probabilité de succes dépend de ’état initial du bruit gy de part les coefficients cﬁ
et c)I(I, on ne peut faire de tomographie de processus quantique en considérant uniquement le

mode de la détection homodyne. Les transformations £ et £ produisent des états normalisés,
et sont non linéaires.

ﬁout,dh = (D.11a)



Annexe E

Une autre implémentation approchée

du NLA

Cette annexe s’intéresse a la transcription en variable continue d’une implémentation “phy-
sique” de amplificateur sans bruit, du type T'y= Z}ngzo g*|k) (K|, telle que modélisée par (8.11).

E.1 Résultat préliminaire sur les états de Fock

Commencons par démontrer un résultat préliminaire. Soit U (¢)=exp[—ipn] I'opérateur de

rotation. Définissons I'opérateur non unitaire II,, créant une “superposition circulaire” :

R 1 21

n_27T 0

Regardons maintenant action de IT,, sur un état |1)= 3", cx|k) quelconque :
L) = | — /QW dg T(g)e"| |3 eulk)
" - 21w 0 c % Ck

1 2 )
=> o — / dg ek |k)
A 27T 0

— [ do U(g)e'™

6n,k

= cpln)

On en conclut que TT,, est égal au projecteur sur |n) :

1 2

- J ipn _
5 | 40 D@ =

[n)(n]

(E.1)

(E.2a)

(E.2b)

(E.2¢)

(E.3)

En particulier, la superposition circulaire pour n=0 d’un état quelconque produit toujours
le vide. Cette conclusion peut sembler quelque peu curieuse. Les chats de Schrédinger pairs sont
en effet obtenus avec une version discrete de Il,,—g, en superposant 1’état initial et un déphasage

de 7 :

ja)+-a) = (T(0)+T (7)) la)

235
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De méme, un “chat a N pattes” s’obtient en superposant N phases :

N-1 . NoL
E | N ) = [ E U(2iN)] |a) (E.5)
k=0 k=0

On pourrait donc s’attendre & ce que Paction de IT,—y produise également un état hautement
non classique. Il n’en est rien, puisque 1’état obtenu sera toujours le vide :

L, _ola) = ({0]a))0) (E.6)

E.2 Décomposition de T'y sur la base des déplacements

E.2.1 Sans coupure d’intégration

Les opérateurs de déplacements constituent une base sur laquelle on peut décomposer n’im-
porte quel opérateur O | ]:

O_i/daqwéﬁmnﬁwn (E.7)

Pour T' qui est non borné, une telle décomposition risque fortement de ne pas converger. Par
contre, il ne doit pas y avoir de probleme pour T qui est un opérateur bien physique. Calculons
les coefficients de la décomposition :

00 N
THTNfKaH‘—EZUﬂ[E:gmwwanfxaNM (E.8a)
k=0 m=0

M= 1=

9" (k| D(a)|k) (E.8b)

g e 2P (o) (E-8c)

B
Il

0

ou Ly est le k-ieme polynéme de Laguerre. On a donc :

N
~ ]_ 1 2 AT
Ty == k| g2 L (la?)D E.
N Wgog/ ae ? k(lal*)D () (E.9)

Remarquons que 'on peut faire le changement de variable a——a et donc remplacer ﬁT(a) par
ﬁ(a). Nous n’avons pour I'instant pas fait d’approximation : notre objectif sera de montrer que
I’on peut obtenir T' N avec une bonne précision en limitant le domaine d’intégration, en intégrant
jusqu’a un rayon maximal a,,.

Passons maintenant en coordonnées polaires en posant a=vye ' avec v réel, et appliquons
T'n sur un état de Fock |n) :

N o] 27
. 1 1 L
TN|n>=7T§)g’“/o /0 ydydé e 3 Li(v*) D (ve)[n) (E.10)
k=0



Une autre implémentation approchée du NLA 237

A~

Puisque D (ve~")=U(¢)D(7)U(—¢), on a D(ye~)|n)=e'*"U(¢)D(v)|n), et donc :
N

00 2m
Pl = 230 [T e L) | [T ao 0| Do @1

On utilise maintenant le résultat préliminaire (E.3) pour remplacer le terme entre crochets :

N
~ 1 o0 1.2 ~
Tnln) = ﬂzgk/o v dy =37 Li(v?)2n|n) (n| D(y)|n) (E.12a)
k=0
N [o.¢]
=>4 /O 2y dy €7 Li(v3) La(v?)|n) (E.12b)
k=0

En posant z=+2, on obtient finalement :

N o0
T n|n) = [Z g* / dz eZLk(z)Ln(z)] n) (E.13)
k=0 70
Puisque les polynomes de Laguerre sont orthogonaux avec la métrique e~ dx,
o0
/ dz e *Li(2)Ln(2) = O.m, (E.14)
0
on retrouve finalement que T'y|n)= Z;CVZO g% 6k.m|n)=g"|n) lorsque n < N.

E.2.2 Avec une coupure d’intégration

Le calcul précédant nous confirme en premier lieu que (E.9) est correcte. Ecrit de la sorte, il
peut sembler n’étre qu’'un détour peu commode pour retrouver l'action de T en base de Fock.
Cependant, tout I'intérét provient de I'interprétation que ’on peut en faire : si ’on était capable
d’implémenter expérimentalement une superposition de déplacements quelconques 13(0[), il serait
alors possible d’implémenter T en pondérant ces déplacements avec des coefficients donnés par
(E.8).

L’amplitude maximale des déplacements sera toutefois forcément limitée par les ressources
expérimentales. En appelant «,;, le rayon d’intégration maximal, on définit

Z [ et o)l o) ©15)

L’expression (E.13) nous permet de déterminer précisément 'effet de cette coupure, en rempla-
cant la borne infinie par a2, (ne pas oublier qu’il y a eu un changement de variable). L’action
de T?Vm sur un état de Fock s’écrit alors :

Ty'|n) = [Zg/ z e “Ly(2)Ln(2)] [n) (E.16)
L’opérateur T?Vm peut donc également s’écrire comme
7=y [Zg / 2 €2 Lu(2) Ln(2) | ). (B.17)
n=0 Lk=0
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Cette expression permet de définir les éléments d’un POVM associé a cette implémentation
approchée du NLA, définis de maniére similaire a (8.11) :

~ N,oom A QU

M., ——TN (E.18)

suc
gV

7 N m N, m N m N m
L’opérateur M est défini de telle sorte que M N TM Suca +M faf TM faﬂa =I.

Fmalement, cette coupure aura pour effet de ne pas strictement annuler 'intégrale de recou-
vrement E.14 pour k#n, et de ne pas la rendre strictement égale a 1 pour k=n. On peut donc
comparer le coefficient total obtenu devant chaque état |n) a ¢" afin de déterminer une valeur
de coupure qui lui procure la précision voulue. Un exemple est donné dans la table E.1, oli une
amplitude de «,,=6 permet d’obtenir des coefficients précis & un minimum d’environ 2% pour
N=8, avec une tres bonne précision pour les premiers états de Fock.

Qm

Etat de Fock n=0 | n=1 | n=2 | n=3 | n=4 | n=5 | n=6 | n=7 | n=8

g 1 3 9 27 81 243 729 | 2187 | 6561

Coefficient avec la coupure | 0.999 | 3.000 | 8.992 | 27.08 | 80.36 | 246.6 | 713.5 | 2239 | 6425

Ecart relatif absolu (%) | 0.001 | 0.015 | 0.086 | 0.3 0.8 1.5 2.1 24 | 21

TABLE E.1 — Comparaison des coefficients de Ty et T‘?Vm pour les états de Fock |n), pour N=8,
g=3, et a,;;=6.

L’amplitude «,, donnant une bonne précision augmente d’autant plus que N augmente,
principalement en raison du facteur ¢* dans (E.16) qui augmente plus vite avec k que l'intégrale
de recouvrement ne décroit, pour un n fixé.

E.3 Implémentation “physique” d’une superposition de dépla-
cements

Dans cette section, nous esquissons les grandes lignes d’un raisonnement qui semble permettre
d’implémenter une superposition de déplacements quelconque [ d?af (@)D(a), et qui semble
étre relié a | |. Ce raisonnement est basé sur I'implémentation d’un seul déplacement
a partir d’'une lame séparatrice et d’un état cohérent intense. On mélange un état |¢) servant
de ressource avec 1’état initial a déplacer sur une séparatrice de faible réflectivité en amplitude
7. On fait ensuite une mesure (3| sur le deuxieme mode de sortie du BS qui va agir comme un
conditionnement. (/3| est associé & une observable quelconque mais devant étre choisie avant de
préparer |¢).

L’état de ressource |¢) est du type :

0) = [ NSO M, (.19)

ol |A) est un état cohérent. Le coefficient W sert a ce que la superposition finale ne soit

pas modifiée par le conditionnement sur (f|.

Quelques simulations numériques avec Matlab pour une superposition discréte de déplace-
ments ont donné des résultats encourageants, mais qui doivent encore étre approfondis, notam-
ment pour voir les conditions de convergence vers la superposition de déplacements souhaitée.
Remarquons que 1'on peut choisir (8| de maniére & maximiser la probabilité de succes du condi-
tionnement.



Annexe F

Compléments sur le NLA

Dans cette annexe, nous revenons sur la définition (9.2) de 7, afin de voir sous quelles condi-
tions elle correspond bien a la définition d’une opération quantique, c’est-a-dire une opération
linéaire, completement positive, et pour laquelle la trace de ’état de sortie est inférieure ou égale
a 1. Il suffit pour cela qu’elle admette une décomposition de Kraus | ]

716l =3 E.pEL, (F.1)

avec » . ELE'nS]I. Il ne semble pas évident que la définition (9.2) vérifie ces propriétés, puisque
la normalisation avec le dénominateur Tr{T'pT'} semble en particulier la rendre non linéaire.
Commengons par remarquer que chaque terme de la décomposition (F.1) peut également s’écrire :

ot
L N At E,.pE
B,pE} = (B, pE)} — P~ (F.2)
——— Tr{E.pE,}
=In N—————
'y

L’état p,, est un état physique de trace 1, obtenu avec la probabilité P,. L’état total >, EnﬁE’L
peut étre interprété comme un mélange statistique d’états p,, avec des probabilité P,,. Puisque
T augmente la trace, il n’est pas possible de Pinterpréter comme un opérateur E de la décom-
position de Kraus, ni d’interpréter Tr{TﬁT} comme une probabilité de succes.

En revanche, toute implémentation physique de T produisant un état p,,. avec une proba-
bilité de succes Tr{p,,;} doit nécessairement pouvoir s’écrire comme résultant d’une évolution
du systéme avec un environnement extérieur, sur lequel on fait une mesure correspondant au
conditionnement | ] :

R Ala ~f
Pous = (1E|U (p®|0g)(0s|)U '[1E) (F.3a)
— Bxia p Elypa (F.3b)

avec Enpa:=(1g|U|0g). Bien entendu, I’état initial de 'environnement |0g), son état de condi-
tionnement |1g), et ’évolution unitaire U dépendent de la facon dont est implémenté le NLA,
mais nous n’avons pas besoin de connaitre leurs expressions exactes ici. Avec ce formalisme, la
probabilité de succes est :

P(p) = Tr{(15|U (p2]05) (05!) U 15)} (F.4a)
= Te{ E{pp Exvad} (F.4b)
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Nous faisons ensuite I’hypothese que I'implémentation physique est suffisamment bonne pour
pouvoir assimiler I’état physique normalisé P,/ Tr{pou} & I'état produit par le NLA parfait
T:

ENLAﬁElT\ILA N TpT

NMAPENLA o P (F.5)
Te{Ex s Expapy To{THAT}
Nous pouvons donc réécrire (9.2) sous la forme :

) st o o TPT P
Tp) = Tr{Ex A E ————— + (1 = Tr{ENi A F 0)(0 F.6a
[P] {EnvaENLap} To{TpT) ( {Enpa NLAP})| ){0] ( )

At Af
= ExtapEnpa + (1 — Tr{Expa Eniap})|0)(0] (F.6b)
Sous cette forme, on voit sans difficulté que 7 est bien linéaire :

Tp1P1+p2P2]=p1 T [p1]+p2T 2] (F.7)

Afin d’obtenir une décomposition de Kraus (F.1) il reste & trouver un opérateur B tels que :

st on

(1 — Tr{ExpaExrap})[0)(0
AT ~ I\T ~
ENLAENLA + B B

— BpB' (F.8)
I

En combinant ces deux équations, on peut alors trouver une relation que doit satisfaire B :

AT p A A ST f A

(1 - Tr{ENLAENLAp}) 0){0] = (TT{P} - Tr{ENLAENLAP}) 0){0] (F.10a)

N
= (Tf{[ﬂ - ENLAENLA]P}) 10)(0] (F.10b)
= Te{B' Bp}|0)(0) (F.10c)
— |0y Te{BpB" (0] (F.10d)

5

= > 10){m|BpB'[m)(0| (F.10e)
— BpB' (F.10f)

Lorsque la condition (F.9) est vérifiée, (F.8) est équivalente a
> |0)(m|B = B. (F.11)

Un opérateur B qui satisfait ces conditions peut s’écrire B=3" ¢,,|0)(m], ot ¢, est défini &
partir de (F.9).



Annexe G

Développement perturbatif des taux
secrets

Dans cette annexe, nous détaillons les calculs pour obtenir les développements perturbatifs
des taux secrets donnés dans la section 7.4.4, et utilisés dans la section 10.3. On considere
directement l'utilisation d’un NLA, en utilisant les parametres effectifs.

G.1 Développement de I'information de Holevo

Fonctions u

La premiere étape consiste a développer les fonctions p définis par (7.11b) au premier ordre
en T, en utilisant les parametres effectifs :

Fonctions G

_1-2(29°T-1)

[~ e (G.1a)
pia ~ 14+g°Te (G.1b)
g = G [(M=1) (k+1)+2X%¢*T (N (v—k—1) + k+1)] (G.1c)
T (X2=1)* (1+k) '
iy G*Te(1—v+K)+r+1 (G.10)

1+k

On injecte ensuite ces développements dans la fonction G (7.11a), puis on fait a nouveau un
développement au premier ordre en 7' :

G

G

(p—1] 1 [ NIn [N\ 1 A2g°T In [N?]
2 __1n2< Yo T e T e (G.2a)
pra—1] - 92T€ - 2 €
2 | 22 (1=t [5°7] “M) (G.2b)
— A n [A2 Ng?TIn [N?] (N2 (v—r—1 1
ps=1] 1 [ AN T g°TIn [N ( 2<v K—1)+r+1) (G.20)
2 | In2 A2—1 1-\2 (A2=1)" (k+1)
pa—11] §*Te(1—v+k) B ol 1. | €(1=v+K)
> | wzmez (T A (G-2d)
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I1 ne reste plus qu’a sommer ou soustraire ces fonctions selon la formule (7.10) pour obtenir
le développement de I'information de Holevo.
G.2 Développement de Iab

L’information mutuelle entre Alice et Bob est développée sans difficulté a partir de (7.5) :

N G*Tv\?
B 1=22) (1+k) In2

Iy (G.3)

G.3 Développement du taux secret contre les attaques collec-
tives

En utilisant les développements précédents, on obtient le développement du taux secret au
premier ordre en 7', pour un canal bruité et une détection homodyne imparfaite :

9°T
(1-X2)% (14k)21n 2

(A2-1) <y (e=A2(2B+€)) + (A>~1) e(v—r—1)In [m] ) } (G.4)

AINFA ~ p 1-32)% (14k)eln < + (1=2%) veln [¢*T] +vX* In X+
H ( ) 2

G.4 Développement de Ipg

On peut également développer l'information mutuelle entre Eve et Bob dans les cas des
attaques individuelles, a partir de (7.6) :
G*Tv [A(e—2)—¢]
IBE ~ 1
(A*=1) (k+1)In2

(G.5)



Annexe H

Autre dérivation des parametres
effectifs

La premiere méthode que nous avons utilisé pour dériver les parametres effectifs était uni-
quement basée sur la matrice de covariance entre Alice et Bob | ]. Le but était de
trouver des parametres tels que la matrice de covariance de ’état amplifié puisse étre retrouvée
en envoyant un état EPR de parametre ¢ a travers un canal quantique de transmission 7 et
d’exces de bruit €9 (Fig. H.1). Nous allons présenter cette méthode, qui, bien que moins géné-
rale, peut quand méme étre intéressante car elle utilise des arguments différents. Nous verrons
que les parametres effectifs 17 et €9 sont identiques a ceux trouvés dans la section 9.3, et celui de
I’état EPR correspond a 'amplification de 1’état EPR initial avec un NLA de gain gi, : (=¢gin .

) Te}—| }73

Etat EPR Canal quantique
p
Etat EPR effectif Canal quantique effectif

FIGURE H.1 - Systéme effectif équivalent pour le cas d’un état EPR.

H.1 Obtention des parametres effectifs

H.1.1 Conditions en utilisant un état thermique déplacé

La matrice de covariance Alice Bob sans amplification est donnée par :

< (A)]I VTV ]Z > (H1)
VTIVINIZ1Z TV +e]l ‘
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avec V(A)=Va+1=cosh(2r)= )\2 , et € le bruit thermique ajouté par le canal, ramené a I’entrée.
On note également ' que VB = 1+TVa+Te. Nous cherchons donc des parametres effectifs de
maniere & exprimer la matrice de covariance de ’état amplifié comme :

AD VilV(QP=1Z nV(QO+52+el '

La premiere étape de la résolution est identique a celle présentée dans la section 9.3 : il s’agit
de considérer I'action du NLA sur un état thermique déplacé. Lorsque la mesure hétérodyne
d’Alice est as, le deuxieme mode de 1’état EPR est projeté sur un état cohérent d’amplitude
proportionnelle & Aap (annexe I).

Cet état cohérent est ensuite envoyé dans le canal bruité de transmission 7', ce qui le trans-
forme en un état thermique déplacé, de moyenne VT Aay et de variance

1 —I—)\Ch
3,

=1+4+Te. (H.3)
L’amplification de cet état est similaire a (9.35), en ne tenant pas compte du facteur de norma-
lisation :

D(VTAax) (M) D' (VIAa)| T x D(GVTAan) pun(9dan) D' (GvVTAan)  (HA)

Ceci implique donc la transformation :

VThaa — gVTAaa
NLA

\ R (H.5)
ch NE)A gAch

2

avec f=g——rch
g gl*g/\Qh'
C.

H.1.2 Conditions en utilisant un état thermique non déplacé

Lorsque Bob n’a aucune information sur I’état envoyé par Alice (ou de maniere équivalente,
avant qu’Alice ne fasse sa mesure), il recoit un thermique non déplacé pg, dont la variance est
donnée par (H.1). On peut donc introduire un parametre \*, tel que

o0

pp = (1-A"%) Y (\)*"n)(nl. (H.6)

n=0

Le parametre \* doit par définition Verlﬁer )\*2 —1+TVA+T6 ce qui donne

T[N\2 (2—¢) +¢

N2 = :
2—N2[24T (e—2)]+Te

(H.7)

Le NLA transforme ensuite cet état en un autre état thermique de parametre g\*, et de

14+(g1*)?

variance y— ()2 Compte tenu de (H.7), nous obtenons donc la transformation :

T[A\2 (2—€) +¢] 5 T[N (2—€) +€

2 N2[24T (e—2)]+Te NiA 7 2 X224 T (e—2)]+Te (H8)

1. On utilise la convention Np=1.
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H.1.3 Résolution du systeme

Nous pouvons maintenant chercher les parametres effectifs qui permettent d’exprimer la
matrice de covariance sous la forme (H.2), en utilisant les équations (H.5) et (H.8) :

V¢ = gVTA (H.9a)

)\gh = gAch (H.9b)
U[CQ (2_69) +€g] _ 92 TP‘2 (2_6) +€] (H 9C)
2—C2[24n (9—2)]+ned 2—N2[24T (e—2)|+Te ’
¢ 2
Ici )\gh est tel que 11_8(252:14-?769 . Les deux premieres équations sont identiques a (9.43a) et

(9.43b), avec G=1 et 7=n. Il suffit ensuite de résoudre le systéme pour trouver (, n et €/ en
fonction de A\, T, e et g :

_ 2+ (@) @e-9T
¢= A\/ 2 — (g2—1) €T

9°T (H.10)
1+ (g2-1)T[% (92-1) (e—2) eT—e+1]

[

e =€+ 3 (*~1) (2—€) €T

Nous obtenons donc bien les mémes parametres effectifs que dans la section 9.4, pour le cas
particulier ou G=1 et n<1 .

H.2 Lien avec les parametres effectifs dans le cas général

Si cette méthode de résolution n’a une interprétation physique que lorsque n<1, les para-
metres (H.10) sont en réalités toujours valables méme lorsque 1> 1, et sont tres simplement
reliés aux parametres (9.44) obtenus dans le cas général.

Considérons le cas général ou le canal effectif Cog est constitué d’un amplificateur de gain
G> 1 et de pertes 7<1. Nous avons montré (cf. (9.48)) que 'on peut définir

G-1 1-1  1(G-2)+1
Xeh =~ — = (H.11)

comme étant le bruit ajouté par ce canal ramené a I’entrée. On remarque ensuite deux points :
d’une part o, peut également s’écrire sous la forme

1-7G ~ 2(G-1)
= H.12
Xch TG + G ’ ( )
et d’autre part, ’égalité suivante est toujours vérifiée :
2(G—-1
eI=A + g (H.13)

G

ou A est l'exces de bruit du canal effectif dans le cas général, défini par (9.44).
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Ainsi, le bruit total ramené a l'entrée yior (cf. (9.47)) est égal a :

G-1 1-71
Xtot = A + T + W (H.14a)
1-7G  2(G-1)
=A H.14b
e e (H.14b)
— 94 1;” (H.14c)

avec n = 7G. De ce fait, un état cohérent est donc toujours transformé en un état thermique
déplacé, de variance

TG(l + Xtot) = 77<1+eg + 1;”) (H.15a)
=1+ ne. (H.15b)

Avec cette définition de €9, tout ce passe donc comme si le canal effectif introduisait des
pertes, méme si n>1. Dans ce cas, €7 contient une contribution @ qui tient compte du bruit
ajouté par le fait que n>1.

Finalement, ’expression des parametres obtenus avec la méthode présentée dans cette annexe
est donc valable quel que soit 7. Lorsque 1>1, €9 ne correspond pas simplement a l'exces de
bruit du canal, mais contient une correction afin de tenir compte du bruit de 'amplification

déterministe.



Annexe 1

Mesure hétérodyne d’Alice

I.1 Mesure hétérodyne d’un mode d’un état EPR

Dans ce manuscrit, nous avons souvent utilisé le fait qu’'une mesure hétérodyne sur un mode
d’un état EPR projette I’autre mode sur un état cohérent. Cette annexe montre ce résultat d’une
maniere simple sans passer par les matrices de covariances. Une autre présentation détaillée peut
étre également trouvée dans | .

Une mesure hétérodyne est modélisée par un projecteur | ]

. 1

B(a) = o) e, (L1)

et une mesure « projette un état p sur I’état

N P
Po = pr(Oé)[)E (Oé), (12)

ou pa:Tr{E(a)p“E’T(a)} est égale a la probabilité de succes. Puisque nous considérons ici un
état EPR |\) pur, nous pouvons travailler avec des kets :

E(a)|\) = \/1%\/1—)\2|a>® (Z A”(an>|n)> (1.3a)
n=0

[e.9]

= \}\/ﬁmme—éa'? (Z W;m) (I.3b)

g n=0 \/T?
1
= NG 1—X2e%|a‘2(>‘271)\a)®\)\a> (I.3c)

Le deuxieme mode est donc projeté sur I’état cohérent |Aav). Le premier mode, toujours présent
dans le calcul, est absorbé par la détection d’Alice.
La probabilité de succes est donnée par :

32
_ 1A ooy (1.4)
T

Pa

On vérifie que l'on a bien [ d%a p,=1 :

1-\2 2
/dza P </ dz exz“z—l)) =1 (L5)
T
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Le vecteur déplacement est quand a lui égal a 2v/NoA(ag,ay). On vérifie enfin que 'on
retrouve la variance de modulation V4Ng, pour la valeur moyenne de la quadrature X par
exemple. :

1-\2
/ day doy, (24/Nodaw)*pa = \/ / da, (2\/N0)\O£z)2€ag(>\2_1) (I.6a)
i

2)\2
= 5N (L6b)
1+A\2
_ <1_A2_1> No (L6c)
— V4N, (L6d)

Remarque : V4 Ny correspond a la variance de modulation de I'amplitude des quadratures,
et non a la variance de modulation de 'amplitude de 1’état cohérent. Il faut donc prendre en
compte le facteur 24/Ny dans (I.6a).

1.2 Mesure hétérodyne d’un état cohérent

Montrons maintenant qu’'une mesure hétérodyne introduit une unité de bruit de photon
supplémentaire. Soit |3) un état cohérent que ’on souhaite mesurer. On suppose, sans perte de
généralité, que f est réel. On fait une mesure hétérodyne avec le projecteur (I.1). La probabilité
de mesurer un état |a) est alors donnée par

P = Te{E(0)|8) (BB ()} = e 2100 = ¢ 3(0a=0)" 305, (L7)
La valeur moyenne de I'amplitude mesurée est bien égale a 2+/Nyf :
1
/ d*a ;2 No (optioy) e2(e—B)=505 — 9\ /Ny (L.8)

En revanche, la variance de la quadrature X est égale a :
24 2 ? e~ das—p)*~fa3 ’
a = (2 Noax> e 3(0e=B) =30 _ (2\/N06) — 2N, (L.9)
T
De méme pour la variance de la quadrature P
1 2
/ d’a = (2\/N0ay) e~3(z—B)—5af _ 2Ny (I.10)
7

La détection hétérodyne introduit bien une unité Ny de bruit supplémentaire sur la variance
des quadratures.
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Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre de I'information quantique avec des variables continues, en
utilisant des états quantiques du champ électromagnétique. En combinant les outils propres aux
variables discretes, ou la lumiere est décrite en termes de photons, avec les outils des variables
continues, ou la lumiere est décrite en termes de quadratures, nous pouvons étudier théori-
quement et produire expérimentalement des états non-classiques, ainsi que des protocoles élé-
mentaires d’information quantique. Ainsi, nous avons produit expérimentalement un état «chat
de Schrodinger», superposition quantique de deux états lumineux quasi-classiques, sur lequel
nous avons appliqué une porte quantique introduisant une phase dans la superposition. Nous
avons ensuite analysé la qualité de cette porte en utilisant un modele simple de notre expérience.
Nous nous sommes ensuite intéressés aux corrélations quantiques, mesurées par la discorde quan-
tique, pour une classe d’états particulierement importants en information quantique. Nous avons
quantifié la précision de nos mesures en les comparant aux bornes de Cramér-Rao classique et
quantique. Enfin, nous avons étudié théoriquement 'utilisation d’un amplificateur quantique
non-déterministe en cryptographie quantique. Cet amplificateur possede la propriété de pouvoir
amplifier des états quantiques sans en amplifier le bruit quantique associé. Ainsi, nous avons
montré qu’il permet une amélioration de la distance maximale de transmission d’une clé secrete,
ainsi qu’une amélioration de la résistance au bruit introduit par le canal quantique.

Mots-clés : optique quantique, information quantique, variables continues, états non-gaussiens,
corrélations quantiques, discorde quantique, cryptographie quantique, amplificateur sans bruit.

Abstract

This thesis is concerned with different aspects of quantum information with the continuous
variables of quantum states of light. Through the combination of the continuous and discrete
descriptions, where the light is either described in terms of quadratures or photons, non-classical
quantum states and elementary quantum information protocols have been theoretically studied
and experimentally implemented. We have experimentally implemented a quantum superposi-
tion of two quasi-classical states of light, a “Schrodinger cat state”, which was used to feed a
quantum phase gate. We have analysed the quality of this implementation by using a simple
model of the experiment. We have then studied quantum correlations, as captured by the quan-
tum discord, for an important class of states in quantum information. We have compared the
precision of our measurements by using the classical and quantum Cramér-Rao bounds. Finally,
we have theoretically studied the use of a non-deterministic quantum amplifier in quantum cryp-
tography. This amplifier has the property to amplify quantum states without amplifying their
quantum noise. Using this property, we have shown that it is possible to increase the maximum
distance of transmission of a secret key, as well as the tolerance to the noise added by the quan-
tum channel.

Keywords : quantum optics, quantum information, continuous variables, non-Gaussian
states, quantum correlations, quantum discord, quantum cryptography, noiseless amplifier.
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