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Résumé

La mise en oeuvre de la méthode des éléments finis de frontiere nécessite I'évaluation
d’intégrales comportant un intégrand singulier. Un calcul fiable et précis de ces intégrales
peut dans certains cas se révéler a la fois crucial et difficile. La méthode que nous pro-
posons consiste en une réduction récursive de la dimension du domaine d’intégration
et aboutit a une représentation de l'intégrale sous la forme d’une combinaison linéaire
d’intégrales mono-dimensionnelles dont l'intégrand est régulier et qui peuvent s’évaluer
numériquement mais aussi explicitement.

L’équation de Helmholtz 3-D sert d’équation modele mais ces résultats peuvent étre
utilisés pour les équations de Laplace et de Maxwell 3-D. L’intégrand est décomposé
en une partie homogene et une partie réguliere; cette derniere peut étre traitée par
les méthodes usuelles d’intégration numérique. Pour la discrétisation du domaine, des
triangles plans sont utilisés ; par conséquent, nous évaluons des intégrales sur le produit
de deux triangles. La technique que nous avons développée nécessite de distinguer entre
diverses configurations géométriques; c¢’est pourquoi nous traitons séparément le cas de
triangles coplanaires, dans des plans sécants ou paralleles.

Divers prolongements significatifs de la méthode sont présentés : son extension a
I’électromagnétisme, 1’évaluation de l'intégrale du noyau de Green complet pour les
coefficients d’auto-influence, et le calcul de la partie finie d’intégrales hypersingulieres.

Mots-clés : intégrales singulieres, méthode des éléments finis de frontiere, équation de
Helmholtz, fonctions homogenes.

Abstract

The implementation of the boundary element method requires the evaluation of inte-
grals with a singular integrand. A reliable and accurate calculation of these integrals
can in some cases be crucial and difficult. The proposed method is a recursive reduction
of the dimension of the integration domain and leads to a representation of the integral
as a linear combination of one-dimensional integrals whose integrand is regular and that
can be evaluated numerically and even explicitly.

The 3-D Helmholtz equation is used as a model equation, but these results can be used
for the Laplace and the Maxwell equations in 3-D. The integrand is decomposed into a
homogeneous part and a regular part, the latter can be treated by conventional numer-
ical integration methods. For the discretization of the domain we use planar triangles,
so we evaluate integrals over the product of two triangles. The technique we have devel-
opped requires to distinguish between several geometric configurations, that’s why we
treat separately the case of triangles in the same plane, in secant planes and in parallel
planes.

Keywords : singular integrals, boundary element method, Helmholtz equation, homo-
geneous functions.
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Introduction générale

Cette these traite de 1’évaluation d’intégrales qui comportent un intégrand singulier
provenant de la résolution numérique d’équations intégrales de frontiere variationnelles.
Une méthode d’évaluation explicite de ces intégrales est présentée et appliquée aux
intégrales intervenant dans la résolution numérique de I’équation de Helmholtz 3-D.
Cette méthode s’applique également a des problemes 2-D et a d’autres équations.

méthodes d’équations intégrales de frontiere

Les méthodes d’équations intégrales constituent une alternative pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles linéaires. Elle consiste a transformer 1’équation aux
dérivées partielles posée dans un domaine en une équation intégrale posée sur le bord du
domaine (voir [TA07, Len08, HWO08]). C’est en particulier une méthode adaptée pour
les problemes de diffractions qui sont posés en domaine non borné (voir [Giv92]) et pour
lesquels la prise en compte de la condition de rayonnement est essentielle. Cette trans-
formation d’'un probleme aux limites en équation intégrale n’est possible, en général,
que pour des problemes linéaires et définis dans des milieux homogenes (quelques ex-
ceptions existent). Il faut noter que pour un probléme aux limites donné, plusieurs
équations intégrales peuvent étre obtenues.

Une fois le probleme aux limites converti en une équation intégrale, il est nécessaire de
discrétiser le bord du domaine puis de résoudre numériquement cette équation intégrale
[YKD10]. Pour ce faire, plusieurs méthodes existent : les méthodes classiques (colloca-
tion, Galerkin) et les méthodes rapides pour les éléments du maillage qui sont éloignées
(Panel Clustering [HN89], Méthode multipole rapide (FMM) [Liu09] et [FGG04], Adap-
tive Cross Approximation [Beb00], entre autres). Elles nécessitent toutes de discrétiser
le bord du domaine ce que nous ferons a 'aide de triangles plans dans la suite, mais tout
autre polygone plan conviendra. Un point commun entre toutes ces méthodes est que
pour déterminer les coefficients de la matrice du systeme linéaire associé, il est nécessaire
d’évaluer des intégrales dont 'intégrand est singulier, voire hypersingulier [LPV03]. Ce
caractere singulier de l'intégrand, rendant difficile I’évaluation précise des intégrales,
a été 'objet d'un grand nombre de publications. Encore actuellement, 1’évaluation de
ces intégrales présente des difficultés. La méthode présentée dans cette these permet
d’évaluer ces intégrales « a problemes » dans le cas variationnel.

ix
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Les intégrales singulieres

Pour mieux comprendre ce probleme d’intégrand singulier, dans le cas variationnel,
il faut noter que le domaine d’intégration pour ces intégrales «a problemes » est le pro-
duit de deux éléments du maillage ; soit en 3-D, S x T' < R* le produit de deux triangles
S et T. Lorsque les deux triangles sont éloignés, il est possible d’évaluer I'intégrale avec
des méthodes d’intégration numérique standards. Mais les deux cas problématiques sont
le cas singulier, qui intervient lorsque l'intersection des deux triangles n’est pas vide (tri-
angles identiques, ayant un sommet ou une aréte en commun) et le cas presque-singulier
intervenant pour des triangles proches mais ayant une intersection vide (voir la Figure
1). Ces deux cas nécessitent un traitement a part et il s’agit d’'un domaine de recherche
encore tres actif.

(a) Cas singulier (b) Cas presque-singulier

F1GURE 1 — Cas problématiques.

Il est important de noter que ces intégrales correspondent aux coefficients de la ma-
trice du systeme linéaire a résoudre pour trouver la solution de I’équation intégrale.
Les intégrales singuliéres correspondent a des coefficients proches de la diagonale de
la matrice alors que les intégrales presque-singulieres peuvent aussi bien concerner des
coefficients proches de la diagonale que des coefficients qui en sont tres éloignés. Ces co-
efficients sont grands en comparaison des coefficients provenant d’intégrales régulieres.
Ainsi, une mauvaise évaluation de grands coefficients peut fortement altérer la précision
de la solution obtenue. De nombreuses méthodes ont été proposées pour évaluer ces
intégrales singulieres ; mais toutes celles-ci reposent finalement sur des formules de qua-
dratures qui nécessitent un ajustement du nombre de points d’intégration suivant la
configuration géométrique des triangles.

Objectif de la these

Cette these a pour objectif de fournir une nouvelle méthode d’évaluation précise
des intégrales singulieres provenant des méthodes d’équations intégrales (voir [Len06]).
L’équation de Helmholtz 3-D sert d’équation modele pour la présentation de la
méthode, mais cette derniere est également applicables a d’autres équations et aussi
a des problemes 2-D. Dans le cas de l'équation de Helmholtz 3-D, la méthode
présentée permet de réduire une intégrale 4-D a une combinaison linéaire d’intégrales
mono-dimensionnelles dont lintégrand est régulier. Il est alors possible d’évaluer



numériquement ces intégrales 1-D, mais aussi explicitement, dans de nombreux cas.
Ainsi, il n’y a pas de risque d’erreur dans I’évaluation des intégrales 4-D aussi bien lorsque
ces intégrales sont régulieres que lorsqu’elles sont singulieres ou presque-singulieres, ce
qui assure une tres grande précision.

Cette méthode de réduction repose sur plusieurs formules permettant de réduire
d’'une dimension la dimension du domaine d’intégration. Ainsi, en répétant trois fois
I'utilisation de ces formules on obtient des intégrales 1-D régulieres. Ces formules re-
posent sur le caractere homogene de I'intégrand ; par conséquent, il y a deux conditions
a vérifier :

1. T'intégrand doit étre homogene ; il faut donc décomposer l'intégrand en une partie

homogene, qui est traitée avec notre méthode, et une partie réguliere, qui peut étre
traitée avec des méthodes d’intégration numérique usuelles.

2. des polygones plans doivent étre utilisés pour discrétiser le bord du domaine. Ceci
afin de conserver ’homogénéité de l'intégrand durant les étapes successives de
réduction.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons plus particulierement aux intégrales sin-
gulieres issues de I’équation de Helmholtz 3-D, a savoir :

1 ]
1= J ———dxdy Je = f ————~dxdy,( =0 ou 2. (1)
sxt [ =yl © Jowr Jx—y[0+O

A cet effet, un code a été réalise en MATLAB pour évaluer ces trois intégrales pour
toutes les configurations géométriques des deux triangles.

Quelques prolongements significatifs

Quatre prolongements significatifs de la méthode sont présentés. En premier lieu,
nous présentons l'utilisation de la méthode lorsque des fonctions de base affines par
élément sont utilisées lors de la discrétisation. Il n’y a pas de difficulté supplémentaire
si ce n’est une augmentation importante de la quantité des calculs durant le processus
de réduction.

Une seconde extension consiste a utiliser la méthode présentée pour calculer les
intégrales singuliéres qui interviennent dans les formulations en champ électrique (EFIE)
et en champ magnétique (MFIE) des équations de Maxwell 3-D (voir [Jin10]).

Dans le cas de I’équation de Helmholtz 3-D, cette méthode, initialement prévue pour
calculer I'intégrale de la partie homogene de l'intégrand singulier permet, en fait, de
calculer I'intégrale du noyau de Green complet, sans utiliser de décomposition. En effet,
I'intégrand singulier comporte une exponentielle que ’'on développe en série entiere afin
de se ramener a une série d’intégrales comportant un intégrand homogene et donc de
revenir dans le champ d’application de notre méthode. Dans cette partie, les intégrales
4-D sont transformées en une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles
qu’il n’est plus possible d’évaluer explicitement. Cependant, peu de points d’intégration
sont nécessaires pour assurer une bonne précision ce qui permet d’obtenir une réduction
intéressante du cotit de calcul.

Pour finir, parmi les différentes équations intégrales que 'on peut obtenir a partir
d’une équation aux dérivées partielles, il est possible d’obtenir une formulation dite hy-
persinguliere qui fait intervenir la partie finie d’intégrales dont I'intégrand est fortement
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singulier (voir [SW92]). En général, pour les intégrales hypersingulieres, I'approche va-
riationnelle est préférée a la méthode de collocation puisqu’elle permet d’atténuer le
caractére singulier de 'intégrand en utilisant des intégrations par partie afin de porter
une dérivée sur la fonction-test [Néd82]. Un point intéressant est que notre méthode
permet d’évaluer explicitement la partie-finie d’intégrales provenant de méthodes de
collocation tres aisément. L’étude des intégrales doubles hypersingulieres, issues de la
méthode de Galerkin, n’a pas été réalisée.

Organisation de ce mémoire

En général, on distingue les intégrales singulieres des intégrales presque-singulieres.
Dans notre cas la distinction a opérer est différente puisque 'on doit séparer les cas
suivant la position géométrique des polygones : lorsque les polygones sont coplanaires,
lorsqu’ils sont dans des plans sécants et enfin, lorsqu’ils sont dans des plans paralleles.
Pour effectuer les calculs, il est nécessaire d’opérer un choix concernant les polygones
servant a la discrétisation, les formules sont fournies pour des triangles mais il est possible
d’obtenir des formules pour tout polygone plan. Pour la discrétisation, dans la majorité
des cas nous utiliserons des fonctions de base constantes par triangle ; quelques cas avec
des fonctions de base affines par triangles seront abordés seulement dans la partie IV
qui concerne les prolongements de la méthode.

Ce mémoire est composé de quatre parties. La premiére partie est une introduction
aux méthodes d’équations intégrales, a I'utilisation des équations intégrales variation-
nelles pour I’équation de Helmholtz 3-D et aux intégrales singulieres qui interviennent.
Apres quoi, un chapitre est dédié a la présentation de la méthode. L’intégration de
fonctions homogenes est présentée et permet d’aboutir aux formules de réduction de la
dimension du domaine d’intégration.

La seconde partie présente 1'évaluation d’intégrales lorsque les triangles sont co-
planaires ou dans des plans sécants. Il peut donc s’agir d’intégrales singulieres, presque-
singuliéres mais aussi régulieres. La majorité des chapitres traitent de l'intégrale I de (1).
Nous commencons par ’évaluation du coefficient d’auto-influence (lorsque les triangles
sont identiques). Le chapitre suivant traite le cas de triangles coplanaires en position
quelconque et s’acheve avec la présentation des formules simplifiées que 'on obtient
lorsque les triangles sont adjacents (une aréte commune) ou lorsqu’ils ont un sommet en
commun. Apres les triangles coplanaires, on s’intéresse au cas plus difficile de triangles
dans des plans sécants. Le dernier chapitre concerne les intégrales J; voir (1) lorsque les
triangles sont dans des plans sécants. Il n’est pas nécessaire d’évaluer J; lorsque les tri-
angles sont coplanaires comme nous le verrons dans le chapitre 1. Il n’y a pas de chapitre
dédié aux résultats numériques ou aux comparaisons numériques puisque les résultats
numériques sont disséminés aux endroits propices dans chaque chapitre de cette partie.

La troisiéme partie concerne le traitement des intégrales lorsque les triangles sont
dans des plans paralleles. Il s’agit d’un probleme encore important actuellement puisque
pour des triangles dans des plans tres proches, peu de méthodes fournissent un résultat
précis pour un faible cotit de calcul. Dans cette partie, I’approche est un peu différente,
le calcul des intégrales J. de (1) est effectué en premier et permet alors de déduire
I'intégrale I. Cette partie commence par le cas, le plus simple, de triangles superposés.
La suite logique consiste a traiter le cas de triangles en position quelconque. Apres cela,
les formules pour I'évaluation de U'intégrale I de (1) sont déduites du calcul de J; puis la
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partie s’achéve avec plusieurs résultats numériques afin de montrer I'intérét des formules
obtenues.

La derniere partie présente quelques prolongement de la méthode. Un chapitre
présente les calculs découlant de I'utilisation de fonctions de bases affines par triangles
dans l'intégrale I. L’auto-influence et les triangles adjacents (coplanaires et dans des
plans sécants) seulement sont présentés. Le second chapitre montre 1'utilisation de la
méthode pour les équations de Maxwell 3-D. L’intégrale du terme le plus singulier
pour I'électromagnétisme a déja été évaluée pour 1'équation de Helmholtz, donc nous
nous intéressons a 'autre terme singulier. Ce chapitre s’acheve avec la présentation de
résultats numériques. Le chapitre suivant présente une réduction de I'intégrale du noyau
de Green complet (sans utiliser de décomposition en partie homogene et réguliére),
bien que la méthode ne s’applique que dans le cas d’un intégrand homogene ; en effet, en
décomposant I’exponentielle en série entiére, on obtient des intégrands homogenes. Dans
ce cas, il n’est pas possible d’obtenir des formules explicites, mais dans les cas les plus
singuliers (auto-influence, triangles adjacents ou ayant un sommet commun), 'intégrale
4-D initiale est réduite a une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles
qui sont évaluées numériquement pour un faible cofit. Le dernier prolongement étudié
concerne I’évaluation de la partie finie d’intégrales hypersingulieres au sens d’Hadamard.
Dans ce chapitre, les intégrales étudiées ne sont que 2-D, c’est en particulier le cas des
intégrales qui peuvent étre issues des méthodes de collocation.

Le mémoire s’acheve avec des annexes contenant le détail du calcul des quan-
tités géométriques intervenant dans les formules obtenues et les expressions finales des
intégrales mono-dimensionnelles découlant des diverses réductions.
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7
Introduction de la partie

Cette partie introductive est composée de deux chapitres. Le premier chapitre présente
les méthodes d’équations intégrales de frontiere en utilisant I’équation de Helmholtz 3-D
comme équation modele. Les problemes de Dirichlet et Neumann traités par potentiels
de simple et de double couches sont rappelés afin d’indiquer différentes intégrales
singulieres pour lesquelles notre méthode s’applique.

Le second chapitre introduit la méthode d’évaluation explicite des intégrales comportant
un intégrand singulier, issues de la discrétisation des équations intégrales de frontiere.
Les formules de réduction de la dimension du domaine d’intégration sur lesquelles
repose notre méthode sont détaillées. Ce chapitre s’acheve sur une présentation de
I'utilisation des formules.




CHAPITRE ].

Equations intégrales de frontiere

7
Introduction

Nous présentons succinctement les méthodes d’équations intégrales pour la résolution
de problemes aux limites ainsi que les intégrales singulieres qui y interviennent. Ces
intégrales singulieres seront évaluées dans les parties suivantes.

Y

\

1.1. Résolution d’un probleme aux limites

1.1.1 Notations et problémes modeles

Soient €); et €2, deux ouverts complémentaires inclus dans R" (Q, = R™\Q;, ot P
correspond a I'adhérence de 'ouvert P). La frontiére entre ces deux domaines est notée
I'. On appelle ©Q; et €. respectivement les domaines intérieur et extérieur (voir Figure
1.1). Lorsque le domaine n’importe pas, on utilise €, avec [ pouvant valoir i ou e.

FIGURE 1.1 — Notations : la frontiere I' délimite les deux ouverts €2; (domaine intérieur) et Q.

(domaine extérieur non borné).



Pour présenter les méthodes d’équations intégrales de frontiere, nous définissons deux
problemes : le premier est I’équation de Helmholtz avec condition de Dirichlet sur I' et
d’inconnue u? :

—(A+ EHu(x) =0, zecR”
(P") w=fP surT =00 (1.1)
Condition de rayonnement si £; = €2,

ou k est le nombre d’onde et A le laplacien. Le second probleme est 1’équation de
Helmholtz avec condition de Neumann sur I' et d’inconnue " :

—(A+E)uy(x) =0, zecR”

(P) = (N sur =0 (1.2)
Condition de rayonnement si €2; = €2,
ol % est la dérivée normale selon la normale sortante a ) le long de I'. On rappelle la

condition de rayonnement :

2

ou
lim —(z) —iku(x)| ds, =0 1.3
o [ %) skt 13
Les solutions u? et u} sont définies dans €. Lorsque €; = €, la condition de

rayonnement assure la décroissance a I'infini de la solution et la causalité de la solution
lors d’un retour en temporel.

1.1.2 La méthodes des équations intégrales de frontiéere

La méthode des équations intégrales de frontiére consiste a transformer le probleme
aux limites posé dans €2, en une équation intégrale définie sur I' = 0€; (voir [CK83,
CK98, Kre99, McL00, Néd01]). Seul un maillage de I' est donc nécessaire (voir Figure
1.2) pour la résolution numérique de ’équation intégrale. Ce passage d'un probléme
volumique a un probleme surfacique s’effectue en utilisant la solution fondamentale
de I’équation, qui est la solution de I’équation prise au sens des distributions avec la
distribution de Dirac pour second membre. On note G, la solution fondamentale de
I’équation :

— (A, + k) G(z,y) =6(x —y), dansR",n=2,3 (1.4)

Dans le cas des problemes (1.1) et (1.2), la solution fondamentale, appelée noyau de
Green, est donnée par :
1

G(z,y) = —gHg” (lz —y|) sin=2

1 etklz—yl

——— _sin=
Am |z —y|

G(z,y) = 3, (1.5)

ot la fonction H{" est la fonction de Hankel de premidre espéce d’ordre 0 (voir [AST72]).

La solution fondamentale permet de prendre en compte directement la condition de
décroissance a 'infini, aussi appelée condition de rayonnement, sans travail additionnel.
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On note que les deux solutions fondamentales sont singulieres lorsque x = y. Ce
caractere singulier de la solution fondamentale complique I’évaluation des intégrales
intervenant dans les méthodes d’équations intégrales de frontiere. Pour simplifier les
calculs dans la suite, on note le caractere symétrique de GG par rapport aux deux variables
x et y pour ce probleme donnée. La solution fondamentale peut ne pas étre symétrique,
cela dépend du probleme étudié. De plus amples détails sur la détermination d’une
solution fondamentale sont accessibles dans [OW90], [OW97], [Kyt96] et [Wag04].

Qe

FIGURE 1.2 — Prise en compte d’un domaine borné (£2;) et non borné (£2.) par les méthodes
d’équations intégrales.

1.1.3 Obtention d’une formule de représentation intégrale

A partir de la connaissance de la trace de la solution et de sa dérivée normale sur I,
on peut déterminer la solution en tout point de 2; grace a la formule de représentation
intégrale, par exemple pour notre probleme modele, on a

w(z) = — L G(z, y)Tnldsy + L Tnlul(y)dsy, Vz e Q. (1.6)
avec n; la normale sortante a €); le long de I'. Soient le potentiel de simple couche
S(q)(z) = —f G(z,y)q(y)ds,, Vze (1.7)
r
et le potentiel de double couche
0G(z,
D (p) (z) = J ;y)p(y)dsy, Vz e, (1.8)
r n
qui dépend de la normale utilisée. Avec cette notation (1.6) s’écrit :
5ul
w(z) =8 P (2) + Dy (w) (2), VzeQ, (1.9)
l

ou 'on note que les potentiels de simple et de double couche font intervenir la trace
respectivement de la dérivée normale de la solution et de la solution sur T' (voir par
exemple [HWO08]). Ainsi, a partir de la connaissance de ces deux quantités, il est possible
de calculer la solution en tout point de €);.



1.2.

Pour prendre en compte la condition au bord sur I' et obtenir une équation intégrale,
il faut faire tendre z — x € I'. Avant d’effectuer ce passage a la limite, on définit une
nouvelle formule de représentation intégrale pour une inconnue w définie dans R”. Les
deux sections suivantes présentent des définitions de w. On commence par définir les
sauts de la trace et de la trace normale de w sur T'.

[u] = (ue —u;)p et [ZZ'] = <§‘Z: + ZZ:)F, (1.10)

ou u; est la restriction de u a £2;. On rappelle que n. et n; sont les normales sortantes le
long de T" respectivement a €2, et €);. On obtient la formule de représentation intégrale
suivante :

S ([Z’Z]) (2) + D, ([u]) (2) =u(2), z€Q;uUQe., (1.11)

ou S et D; sont les potentiels de simple et de double couche définis respectivement en
(1.7) et (1.8).

Résolution du probleme de Dirichlet

1.2.1 Probléeme de Dirichlet par potentiel de simple couche

On définit u comme le prolongement de la solution du probleme de Dirichlet extérieur
par la solution du probléme de Dirichlet intérieur avec la trace de u? pour donnée sur
le bord , soit

uP(x), sizeQ
= ; ’ ' 1.12
u() { uP(x), sizeQ.. (1.12)

Les traces de u” et ul sur ' étant identiques, on a [u] = 0. On introduit 'inconnue

q= [g—ﬂ, alors g € H~2(T"). La formule de représentation intégrale (1.11) s’écrit alors :

S(q)(2) =u(z),Vz € Q; U Q.. (1.13)

Pour prendre en compte la condition de Dirichlet sur I, il faut faire tendre z vers z € I
Il n’y a pas de difficulté a effectuer ce passage a la limite ; on obtient I’équation intégrale
suivante

- L Gz, y)a(y)dsy = f*(x) Ve e, (1.14)

ot f? est la donnée de Dirichlet du probléme (1.1).

1.2.2 Probleme de Dirichlet par potentiel de double couche

Une des maniere de résoudre le probleme de Dirichlet par potentiel de double couche
consiste a prolonger la solution du probléeme de Dirichlet extérieur par la solution du



1.3.

CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE 9

R . o OU, Ou,
probleme de Neumann intérieur avec comme donnée Eealai
n; Ne

sur I'. Ainsi [g—“] =
mn

et 'inconnue du nouveau probléme est p, = [u], avec p, € H'/2(I'). L’indice . indique

que la solution dépend de la normale utilisée (dans ce cas, la normale extérieur). On a
alors :

oG
D)) = [ CEp s, ), veenon. ()
r o Oyhe
ce qui apres passage a la limite z > x € I,
0 p.(2) D
d = . 1.1
| oG p s, + P52 = @), e (1.16)

1.2.3 Autre formulation possible

En utilisant directement la premiere formule de représentation intégrale (1.9) obte-
nue, pour la résolution du probléme de Dirichlet intérieur seulement, on obtient :

ui(z) =8 <2zz) (2) +D; (f7)(2), Vze, (1.17)
qui fournit aprés passage a la limite (voir (1.14) et (1.16)) I’équation intégrale :
ou; _ P 0G(z,y) .p
s (an> @ =-12 - L P )is,, et (1.18)

Pour un méme probleme, plusieurs équations intégrales peuvent étre obtenues comme
le montrent les équations (1.14) et (1.18) pour le probleme de Dirichlet intérieur.

Résolution du probléeme de Neumann

1.3.1 Probléeme de Neumann par potentiel de simple couche

Résoudre un probleme de Neumann par potentiel de simple couche revient a prolon-
ger la solution du probléeme de Neumann extérieur par la solution d’un probleme de Diri-

chlet intérieur avec la trace de u) comme donnée sur le bord. On en déduit que [u} =0

et que seul le potentiel de simple couche intervient. On pose g, = [‘;—Z] e HV2(I')

comme inconnue dans la formule de représentation intégrale (1.11); on a :
S(q.) (z2) =u(z), z€Q; U (1.19)
Pour prendre en compte la condition au bord, on utilise la dérivée normale de (1.19),

soit

lim —
Z—T azne

| ctenawas, = f@aer. (1.20)

ce qui donne I’équation intégrale

—L ai G(z,y)q.(y)ds, + qeéx) = f¥(z), wel. (1.21)
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1.3.2 Probleme de Neumann par potentiel de double couche

On définit v comme le prolongement de la solution du probléme de Neumann

extérieur (voir (1.2)) par la solution du probléme de Neumann intérieur avec f = —fN
de maniere a avoir [g—’;] = 0. On pose p, = [u], avec p, € HY*(T), I'inconnue de
I’équation intégrale.
0 [ 9G(zy) N
li ds, = el 1.22
e e XU AR (1.22)

La trace normale d’un potentiel de double couche n’est pas une fonction mais doit
étre vue au sens des distributions. En effectuant deux intégrations par parties dans la
formulation variationnelle résultant du probleme, on obtient

j el i) 240 fj (y)ds,ds,
1[Gl () o) K )y (1.23)

- f Glag) (1) A Vi) (n0) A Vep. ()] dsyis,

ou Vr est le gradient surfacique défini par
Vru=Vu—7 (7 -Vu). (1.24)

La nouvelle expression de la dérivée normale du potentiel de couche obtenue en (1.23)
présente 'avantage de ne faire intervenir aucune dérivée du noyau de Green G.

Finalement, on obtient la formulation variationnelle,

vt e HY2(T),
o Ga,y) (ne(y) - ne(x)) Hz)p,(y)dady (1.25)

I'xT

- G(z,) [(ne(w) A Vrt(@)) - (ne(y) A Vrp (y))] dsyds, = J £ (2)t(x)ds,

I'xIl

1.4. Résolution numérique d’une équation intégrale de frontiere

Il existe plusieurs méthodes de résolution numérique des équations intégrales de
frontiere. Nous supposons que le probleme aux limites initial est défini dans un domaine
3-D. La frontiere I' du domaine est donc une surface et peut étre discrétisée en utilisant
des triangles. La méthode de collocation est présentée succinctement puis on présente
la méthode qui intervient dans la suite de la these, la méthode des éléments finis de
frontiere.

Toutes les méthodes numériques pour résoudre des équations intégrales nécessitent
la résolution d’un systeme linéaire que nous écrivons ainsi

AA = B, (1.26)

d’inconnue A. Nous utilisons le probleme de Dirichlet résolu par potentiel de simple
couche (voir (1.14)) comme probleme modele pour la présentation des deux méthodes.
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1.4.1 La méthode de collocation

La méthode de collocation consiste a chercher une solution vérifiant 1’équation
intégrale en un certain nombre de points, appelés points de collocation. On obtient
le systeme :

Trouver ¢ € H *(T") vérifiant

- Z f q()G (i, y)dsy = fP(x:), ie[l,---, N, (1.27)

ou N, est le nombre de points de collocation et N le nombre d’éléments (triangles).
Finalement, pour résoudre numériquement (1.27), on introduit une base de dimension
N. de H='2(I'). En décomposant ¢ sur la base formée par les fonctions de base ¢,,, on
aboutit au systéme linéaire (1.26), avec

Ai,m = . gbm(y)G(xiay)dsy? (128)
B; = fP(x;).

La solution du probléme s’écrit alors :

q(y) = Z Aii(y) (1.29)

Grace a sa grande simplicité d’utilisation, la méthode de collocation a été tres utilisée
dans de nombreux codes de calcul par équations intégrales. Arnold et Wendland dans
[AWS82, AW83] et de Paula et Telles dans [DPT89] ont effectué des comparaisons entre la
méthode de collocation et la méthode des éléments finis de frontiere dont la présentation
suit.

1.4.2 Les éléments finis de frontiére

La méthode des éléments finis de frontiere consiste a appliquer la démarche de la
méthode des éléments finis a une équation intégrale. On commence donc par ’écriture
de la formulation variationnelle du probleme de Dirichlet par potentiel de simple couche
(1.14) en introduisant une fonction-test t € H —1/ 2(T), prise dans le méme espace que
celui ol la solution de I’équation est recherchée, puis en multipliant I’équation par ¢(z)
et finalement en intégrant sur I"; on obtient la formulation variationnelle suivante

Trouver g € H="*(T") vérifiant 1’équation
- f t(:v)f ()G, y)ds,ds, — f o) fP(@)ds,, Vie HTVAD).  (1.30)
I Iy Iy

On exprime l'inconnue et la fonction-test a I’aide des fonctions de base :

qly) = Z qo;(r) et t(z)= Zti@'(l‘)a (1.31)
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ce qui permet de discrétiser (1.30). On obtient alors le systéme (1.26) avec

Aj=—|  6i(0)G(z,y)¢,(y)dyde, (1.32)

I'xT

B: - L Bi(x)g(x)dz. (1.33)

1,J

Dans le cas de (1.30), ¢ € H~'/2(T") peut étre discrétisée a I’aide de fonctions de base
constantes par triangle. Il faut donc évaluer les intégrales :

-] a@cE e, (1.34)

ou T; et T; sont des triangles du maillage. Le caractere singulier de G complique
I’évaluation de cette intégrale. Dans le cas d’un probleme faisant intervenir le potentiel
de double couche, I'inconnue qui appartient & H'/2(I") peut étre discrétisée en utilisant
des fonctions de base linéaires par élément. Dans la suite nous utilisons des fonctions de
base réelles donc nous remplacerons ¢; par ¢;.

Les méthodes de collocation et Galerkin présentées jusqu’a présent, dites conven-
tionnelles, ont deux limitations :
¢ la matrice du systeéme linéaire associée est pleine (puisque le noyau de Green G
est non-local). Le colit mémoire pour stocker la matrice est donc important et le
nombre d’inconnues envisageables pour résoudre un probleme est limité.
e la résolution du systeme devient rapidement tres cofiteuse.

Des méthodes dites rapides permettent de diminuer la taille de la matrice et
d’accélérer la résolution du systeéme linéaire (Fast Multipole Method [GR87], Adaptive
Cross Approximation [Beb00], Panel Clustering [HLS97] ...) en diminuant la quantité
de calcul pour les interactions entre éléments du maillages qui sont éloignés.

1.4.3 Intégrales singulieres

La méthode des éléments finis de frontiere (Galerkin Boundary Element Method
ou simplement GBEM) présentée dans la sous-section 1.4.2 nécessite 1’évaluation
d’intégrales doubles comportant un intégrand singulier. La premiere intégrale est

) T¢j(x)G(x,y)¢i(y)d$dy7 (1.35)

qui provient du potentiel de simple couche (voir (1.14) et (1.18)). La seconde intégrale
qui est issue du potentiel de double couche (voir (1.16) et (1.25) s’écrit

oG
¢3(@) 3 = (2, y)diy)dwdy. (1.36)
SxT Ty

ol % = V,G(z,y) - W(y) est la dérivée normale de G. Puisque la normale sortante

au bord I' du domaine est constante par élément (triangle plan ou plus généralement
polygone plan), on se raméne donc au calcul de l'intégrale

. chj(x)VyG(fE,y)@(y)dfcdy? (1.37)
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en gardant en mémoire qu’il faut effectuer le produit scalaire avec la normale sortante
au bord du domaine. Enfin, la derniere intégrale qui peut intervenir et provient de la
dérivée normale du potentiel de double couche lors de 'utilisation d’une formulation
hypersinguliere s’écrit :

0 oG

¢5(@) 7= (@,y)9i(y)dzdy, (1.38)

ong SxT

est évaluée en utilisant (1.23).

Le noyau de Green G est singulier lorsque r = 0 (voir (1.5)). Ainsi lorsque l'intersec-
tion des deux triangles n’est pas vide (voir la Figure 1(a)), les intégrales (1.35), (1.37)
et (1.38) sont singulieres. Ce cas apparait lorsque S et 1" sont identiques ou lorsqu’ils
ont un sommet commun ou une aréte commune. Ces cas singuliers apparaissent, en
général, lorsque les indices ¢ et j sont proches. Les cas singuliers correspondent donc a
des coefficients proches de la diagonale de la matrice A.

Le caractere singulier de G (G ~ 1/|x — y| en 3-D) intervient également lorsque
I'intersection des deux triangles est vide. En effet, lorsque S et T sont tres proches
(voir la Figure 1(b)), les intégrales bien que non singulieres, sont difficiles a évaluer avec
précision par des méthodes usuelles d’intégration numérique. Dans ce cas, les intégrales
sont dites presque-singuliéres. Les cas presque-singuliers peuvent correspondre a des
coefficients de la matrice qui sont éloignés de la diagonale. Lorsque les triangles S et
T sont tres proches, les intégrales (1.35), (1.37) et (1.38) peuvent correspondre & des
coefficients de valeurs grandes.

Une mauvaise évaluation de coefficients éloignés de la diagonale, issus d’intégrales
presque-singulieres peut altérer grandement la précision de la solution calculée; il s’agit
du cas le plus difficile. Dans [GPRS06] Gladilin et al. indiquent lors d'une comparaison
effectuée entre la méthode des éléments finis (FEM) et une méthode d’équation intégrale
de frontiere par collocation que la solution obtenue en utilisant la méthode de collocation
est moins précise que celle obtenue par les éléments finis (FEM) mais que cela est pro-
bablement dii a la singularité de I'intégrand. Cela montre qu’il est important d’évaluer
les intégrales singulieres, mais aussi presque-singulieres avec une méthode précise, sans
quoi, les méthodes d’équations intégrales perdent fortement de leur intérét.

1.4.4 Traitement des intégrales singuliéres et presque-singuliéres

Il existe deux grandes classes de méthodes de traitement des intégrales singuliéres.
Les méthodes dites d’élimination pour lesquelles un changement de variables permet
de régulariser l'intégrand grace au Jacobien de la transformation. La seconde classe
concerne les méthodes dites de soustraction pour lesquelles, une fonction singuliere
est soustraite de l'intégrand afin de le régulariser. Le nouvel intégrand obtenu peut
alors étre évalué a 'aide de méthodes d’intégration numérique classiques (voir [Str71],
[Eva93], [LC94], [Tr109]). Cependant, pour que cette méthode soit intéressante, il faut
que l'intégrale de la fonction soustraite soit facilement évaluable. La méthode que nous
proposons fait partie des méthodes de soustraction ; et permet d’évaluer avec une grande
précision l'intégrale du terme singulier. Nous décomposons l'intégrand en termes singu-
liers homogenes d’une part et en une partie réguliere d’autre part, qui peut étre évaluée
a l'aide de méthodes usuelles d’intégration numérique. A cet effet, le noyau de Green de
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I’équation de Helmholtz 3-D peut se décomposer comme suit,

1 ik|z—y| 1 elkr 1 1 elfr — 1
G(z,y) = - = = _ =t , (1.39)

_EHx—yH: Am v dmr Am o

our = || —y|. On remarque que le premier terme de la décomposition diverge lorsque r
tend vers 0 donc correspond au terme singulier. A contrario, le second terme est analy-
tique par rapport a la distance r et est donc susceptible d’étre intégré numériquement.
De méme pour le gradient de G :

V. Glong) — D) Qb =)

Nz —y? 4m ‘
(z —y)(1 —ikr) 4 (z—y) iklr—y) -y
__ e _ — K 1.4
A3 ¢ 473 A7y + A7 (r), (1.40)

ou K est une fonction analytique de la distance 7.

Dans le cadre des méthodes variationnelles, lintégrale a évaluer est quadri-
dimensionnelle. Certaines méthodes, dites semi-analytiques proposent d’évaluer ex-
plicitement l'intégrale interne puis utilisent des méthodes numériques pour calculer
I'intégrale externe. D’autres méthodes proposent des changements de variables, souvent
couplés avec des décompositions de domaines puis une intégration numérique complete.
Cependant, comme l'indique [BKS05], pour conserver un bon ordre de convergence, il est
nécessaire d’adapter 'ordre de la formule de quadrature avec I'erreur de discrétisation.
En général, cela se traduit par le fait que l'ordre de quadrature nécessaire croit loga-
rithmiquement avec le nombre d’inconnues ; ce qui peut rapidement poser probléme. Un
des avantages de la méthode proposée dans cette these (voir aussi [LS12]) est qu’elle ne
nécessite pas d’intégration numérique; ainsi, la question de ’adaptation de 'ordre de
la méthode de quadrature ne se pose pas. Ceci assure une bonne robustesse de notre
méthode.

Des comparaisons numériques ont été effectuées avec la méthode proposée par Sau-
ter et Schwab dans [SS10] et la librairie d’intégration adaptative [CHO3]. La premiére
méthode repose sur un changement de variable afin de se ramener a des éléments de
références suivi d'une décomposition du domaine puis a l'utilisation de la transforma-
tion de Duffy; ce qui conduit a des intégrales comportant un intégrand régulier sur des
hypercubes 4-D qui peuvent donc étre évaluées par des méthodes numériques usuelles.
Le cas des intégrales presque-singulieres est encore tres étudié, par exemple Nintcheu-
Fata dans [NF10] propose une intégration analytique de 'intégrale interne puis compare
trois méthodes (transformation de Duffy, transformation sinh et enfin transformation
polynomiale) pour finir I’évaluation a ’aide d’une intégration numérique.
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Introduction

Comme il a été vu dans le chapitre précédent, nous souhaitons évaluer des intégrales,
dont l'intégrand est singulier, sur le produit de deux triangles S x T'. Il s’agit donc
d’une intégrale 4-D. Par ailleurs l'intégrand étant singulier, les méthodes usuelles
d’intégration numérique ne peuvent pas étre utilisées.

Nous proposons une méthode qui ne nécessite aucune intégration numérique pour
I’évaluation d’intégrales singulieres provenant des méthodes d’équations intégrales de
frontiere variationnelles. La méthode permet d’obtenir des formules explicites pour
évaluer ces intégrales ce qui procure une tres grande précision. Cette méthode de
calcul a été introduite par M. Lenoir en 2006, voir [Len06]. Il s’agit d'un processus de
réduction de la dimension du domaine d’intégration qui permet de transformer une
intégrale 4-D en une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles régulieres.
Ces intégrales mono-dimensionnelles peuvent alors étre évaluées explicitement.

2.1. Le processus de réduction

Le processus de réduction repose sur plusieurs formules de simplification présentées
dans la section 2.2. Ces formules permettent de réduire la dimension du domaine
d’intégration. Elles sont utilisables lorsque I'intégrand est homogene, ou positivement
homogene. Une fonction est dite homogene de degré ¢, ou g-homogene, par rapport a la
variable z € R", si :

f(Az) = Nf(2), YA e R, X #0. (2.1)

D’une maniére similaire, une fonction est dite positivement homogene de degré g par
rapport a z € R”, si

f(Az) = Xf(2),YA > 0. (2.2)

Tous les intégrands étudiés dans la suite sont positivement homogenes mais afin de

simplifier la notation nous utiliserons le terme de fonctions g-homogenes pour parler de
fonctions homogenes ou positivement homogenes. Soit 1'intégrale

I= f(2)dz,
SxT

15
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ou f est une fonction g-homogene et ou z = (x,y), avec x € S et y € T (voir la figure 2.1).
Pour mieux appréhender I'utilisation de notre méthode, la figure 2.3 présente I’évolution
du domaine d’intégration lors de I'application du processus de réduction de la dimension
du domaine d’intégration a 'intégrale Z avec S et T" sont deux triangles coplanaires.

bj+2

Ai+1
bj+1

Ai+2

FIGURE 2.1 — Le domaine d’intégration : produit des deux triangles S et T' coplanaires.

L’intégrale 4-D initiale est réduite en une combinaison linéaire d’intégrales 3-D de
deux types : des intégrales sur des domaines de type S x [ et d’autres sur des domaines
a x T. L’évolution du domaine d’intégration durant la réduction de o x T" est présentée
sur la Figure 2.3. L’intégrale sur S x 3 se réduit d’'une maniere similaire.

Une seconde application des formules permet de réduire cette intégrale a deux types
d’intégrales 2-D : des intégrales sur des domaines S x b, avec b un des sommets du
triangle T'; et des intégrales sur a0 x f3.

La derniere réduction permet de se ramener a des intégrales mono-dimensionnelles.
L’intégrale sur S x b se réduit en une combinaison linéaire d’intégrales sur o x b. La
réduction de l'intégrale sur a x 8 dépend de la configuration géométrique des supports
des deux segments. Lorsque leurs supports sont sécants, on obtient des intégrales sur
a X 3 et sur a x b. Lorsque les supports des segments sont paralleéles, on note & et a
les projections respectives de « et a sur le support de 8. L’intégrale sur o x [ se réduit
alors & des intégrales sur & x b et des intégrales sur a x /3. Toutes les intégrales 1-D sont
régulieres ainsi que nous le constaterons dans la seconde partie de ce manuscrit.

FIGURE 2.2 — Supports de a et § paralleles.
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~ N

FI1GURE 2.3 — Evolution du domaine d’intégration durant le processus de réduction appliqué
a une intégrale sur le produit de deux triangles coplanaires S et T'.

2.2. Intégration de fonctions homogeénes

Pour I'obtention des formules de réduction, il est nécessaire de distinguer deux cas.
Lorsque I'intégrand est une fonction ¢g-homogene par rapport a la variable d’intégration
z (voir (2.3)) et lorsqu’il s’agit d’une fonction g-homogene par rapport au couple (z, h)
formé de la variable d’intégration et d’un parametre réel h, fonction que 'on appellera
fonction g-homogene a parametre (voir (2.4)) :

fAz) = Nf(2) (2.3)

F(Az, Ah) = X1f(z, h). (2.4)

Bien que déja introduites par Viajakumar, Cormack et Rosen (voir [VC88, RC95] pour
la réduction d’intégrales singulieres 2-D) et Lasserre (voir [Las99] pour la réduction

d’intégrales régulieres), 'obtention des formules de réduction est présentée afin de fournir
un document complet.

2.2.1 Fonction homogene

Soit f : 2 < R" — R une fonction ¢g-homogene réguliere, alors d’apres la définition
(2.1) on a

f(Az) = Xif(z), YA#0 (2.5)
expression qu’il est possible de dériver par rapport a A,

2-VFA2) = g f(2), YA#0. (2.6)
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L’expression (2.6) est vérifiée pour tout A # 0 donc a fortiori pour A = 1, ce qui donne
le résultat du théoreme d’Euler (aussi appelée relation d’homogénéité d’Euler, voir par
exemple [HJ63, p. 471]) :

z-Vf(z) = qf(2). (2.7)

On a donc
JQ z-Vf(z)dz =q JQ f(z)dz. (2.8)

L’objectif est de transformer I'intégrale de gauche pour obtenir une intégrale sur 0€2, le
bord de 2. La formule de Green nous permet d’obtenir ce résultat mais il est nécessaire
que f soit assez régulicre. Si on suppose f € C1(Q), alors

Lz Vi(z)dz = —nJ f(z dz+LQ(7|7)f(z)dsz, (2.9)

ol 7 est la normale sortante a 02 et s, est I’élément de surface sur 02. En introduisant
I =, f(z)dz, on obtient

(g +n) = f (1) ).

Théoréme 1 (Formule 1). Soit f: Q c R" —» R, alors si f est une fonction homogéne
de degré q avec q +n # 0 et si f est assez réguliére sur 2, on a la réduction

I _f FE) = = | (27 )as. (2.10)

Dans la sous-section 2.2.4 nous montrons que cette formule peut s’appliquer a des
intégrands singuliers.

2.2.2 Fonction homogene, cas g+n = 0

On observe que lorsque ¢ = —n, la formule (2.10) ne s’applique plus. Pour obtenir
une formule de réduction lorsque ¢ + n = 0, nous introduisons 6 : 2 — R* une fonction
T-homogene positive, avec 7 # 0. On pose

I(2) = f(2) In(0(=)),

alors

I(A2) = X f(2) In(A\"0(2)) = 7 A f(2) In(A) + A7 f(2) In(6(2)), (2.11)

et comme dans la sous-section 2.2.1,

2 VI(A2) = g A7 f(2) In(\) + TAT T F(2) + g\ f(2) In(0(2)), (2.12)

qui donne en prenant A\ = 1,

2-VI(2) = 7f(2) + ¢f (2) n(0(2)) = 7f(2) + ql(2), (2.13)
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soit en intégrant sur € et en utilisant la formule de Green de (2.20),

n L I(2)dz + LQ 1(2)(Z|P)ds. = L F(2)dz +q L I(2)d> (2.14)

qui donne,

J F(2)dz = 1J (Z17) £ (=) In(0(2))ds., (2.15)
Q T Joq
ce qui permet d’écrire la formule (2.16) :

Théoreme 2. Soient Q < R™ et f : Q2 — R, une fonction réqulicre et homogéne de

degré ¢ = —n tel que ¢ +n = 0. On introduit une fonction positive 0 : Q — R, arbitraire
positivement homogene de degré T > 0, alors on a
1
f F(2)de = 1 f (Z17)(2) In(0(2))ds.. (2.16)
Q T Joo

D’autres techniques aboutissent a ’expression (2.16). Par exemple F. Collino integre
la fonction p(z) = f(2)0(2)7, ou f est 'intégrand initial, 6 est une fonction arbitraire
positivement homogene de degré 7 # 0 et v est positif, ainsi la formule (2.10) peut étre
utilisée puis en passant a la limite lorsque 7 — 0, on obtient (2.16).

2.2.3 Fonction homogene a parametre

Cette fois, nous nous intéressons aux intégrales d’une fonction g-homogene a pa-

rametre, notée g, soit f g(z,h)dz, avec Q < R™ et h € R un parameétre. En remplacant
Q
z dans la définition (2.1) par le couple (z,h), on a

g(Az, Ah) = Xg(z, h), (2.17)

expression qui peut également étre dérivée par rapport a A, comme cela a été fait en
(2.6),

z2-V,g(Az, A\h) + hgi()\z, Ah) = g\ tg(z, h), (2.18)
et en prenant A = 1, on obtient
0
z-Vyg(z,h) + ha—fl(z’, h) = qg(z,h). (2.19)

De la méme maniere que pour (2.8), on integre I’expression par rapport a €2 et on pose

I(h) = J g(z, h)dz. La formule de Green
Q

L z-Vyg(z,h)dz = —n L g(z,h)dz + f (Z|7)g(z, h)ds. (2.20)

20
= —nl(h) + [ (2[7)g(z b,
o0
fournit I’équation différentielle ordinaire

(q+n)I(h) = hI'(h) LQ(7|7)g(z, B)ds,. (2.21)

d’inconnue I(h). On remarque que lorsque g est ne dépend pas du parametre h, alors
I'(h) = 0 et on retrouve 'expression (2.10).
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Lorsque ¢ + n # 0, cette équation peut-étre résolue en utilisant la méthode de la
variation de la constante ; pour ce faire, on pose

I(h) = W (), (2.22)
alors, K vérifie I’équation
1
U g
K() = s L (Z[7)ge)ds.. (2.93)

Soit hg € R un réel que 'on fixera par la suite en s’assurant que l'intégrale est définie.
En intégrant (2.23), on obtient

ho 1
K(h) = K(ho) + Jh pyre) LQ(7|7)g(z, w)ds,du, (2.24)
alors en faisant apparaitre I(h) dans (2.24), on a
AN Poo 1
— +n
I(h) = (ho> I(hg) + h? L e LQ(7|7)g(z,u)dszdu. (2.25)

Lorsque ¢ +n =0, lexpression (2.21) devient simplement

I == | @t nas. (2.26)
h 00
soit,
ho 1
I(h) = I(ho) + J (Z17)g(2, w)ds.du, (2.27)
00

qui n’est rien d’autre que 'expression (2.25) avec ¢ +n = 0.

Choix de hyg

A présent, il faut faire un choix pour hg. Tout d’abord, il est préférable de choisir
ho du méme signe que h afin d’éviter la possible singularité de g(z,h) en h = 0. Dans
tous les cas que l'on traitera h sera positif, donc nous choisirons hg > 0. De plus nous

traiterons des intégrands de la forme (h% + |z — ?J||2)q/2 et (z —y) (W2 + ||z — y[?) (e=f2
avec ¢ < 0. On a donc
2
oz ho) = g 1), (2.28)
0
et I'inégalité
< «
lg(z= DI < (@ =y, (2.29)
0
avec a € {0, 1}. Ainsi,
thrn thrn thrn
11 (ho)| = WJ 9(z, ho)dz| < — f (x —y)¥dz| < M — 0 quand hy — 0,
ho Q ho Q ho

(2.30)

et ce résultat reste valable lorsque ¢ +n = 0. Il est donc raisonnable de choisir hy =
sgn(h)oo, donc hg = +o0.
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Théoreme 3. Soit g : 2 < R" x R — R, alors si g est une fonction assez réguliére et
q-homogene selon ses deux variables, sous la condition

h qg+n

(ho) J g(z, ho)ds, — 0 quand hy — sgn(h)oo, (2.31)
Q

on a la simplification :

sgn{h)oo

9(z,u)

I(h) - hq+”tf du ds.. (2.32)

o0

=) |

h

On note que l'ordre d’intégration a été changé pour obtenir cette formule finale. Il
n'y a pas de réduction de la dimension dans I'expression (2.32), cependant dans tous les
cas traités il est possible d’évaluer explicitement l'intégrale interne ; on obtient donc la
formule (2.34) :

Théoreme 4. Soit g : 2 < R" x R — R, alors si g est une fonction assez réguliére et
g-homogéne selon ses deux variables, sous la condition

R\
(h> J g(z, ho)ds, —> 0 quand hy — sgn(h)oo, (2.33)
0 Q
on a la simplification :
um:fg@m@:f(mvw@mwz (2.34)
Q o0
sgn(h)ow
avec F(z,h) = h’”"J 9z, ) du.
h uq+n+1

Il est intéressant de noter qu’avec la formule (2.34) il n’est pas nécessaire de distinguer
entre le cas ¢ +n = 0 et le cas ¢ +n # 0. Comme on le verra dans la suite, I'intégrand
est modifié a chaque utilisation de la formule et devient plus compliqué.

Une question se pose : si g est g-homogene qu’en est-il de de F'(z, h) 7 Montrons que
F(z,h) est g-homogene également via un simple changement de variable :

sgn(h)oo g()\x, U)

F(a, \h) = AI+npa+n f
Ah
sgn(h)oo g(A:c, )\U)

)\q+n+1vq+n+1

= \TTpatn J Adv

h
sgn(h
_ )\qthrnJg (R)eo g(xav)dv

h Uq+n+1

— N F(z,h), (2.35)

ce qui nous assure bien la g-homogénéité de F' par rapport au couple de variable (z, h).

2.2.4 La formule (2.10) avec un intégrand singulier

Soient les domaines ©; < R? et 2y = R? tels que leur intersection soit non vide. On
pose Q = Q; x Qy et R(z) = |z — y|| avec € Q; et y € Qy. Nous allons montrer que
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I'intégrale

sz L (2.36)
Q

est sujette a l'utilisation de la formule (2.10) bien que son intégrand soit homogene de
degré ¢ = —1 selon le couple de variable (x,y) et singulier puisque ©; N Qy # . On
pose

(2.37)

1
Ie) = f JETREE T

ou € > 0, ainsi 'intégrale est définie et 'on peut appliquer la formule (2.34) en notant
que ¢ +n = 3; intégrale I(e) s’écrit alors :

10 =] e

+0o0

1
e uty/u? 4+ R(z)?

On s’intéresse a l'intégrale interne ; alors en lui appliquant une intégration par parties,
on obtient

I I G170 PR (RNRSSEC 1 s
I(e)—ng AP LQ( ) 3£ G A 230

Dans la seconde intégrale, on utilise la majoration :

duds., (2.38)

€3 u

u? (u? + R(2)2)*? S (u? + R(2)2)%*

qui vérifie :

f“’o u p 1 _ 1
u = < ,
e (u2+ R(2)?)*? Vet + R(2)?2 T R(z)

Finalement, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue conduit au résultat :

lim I(e) = Ja ) %Zi ds. (2.41)

qui est exactement le résultat obtenu si 'on applique naivement la formule (2.10) a I.

(2.40)

Ce résultat permet de conclure que la formule (2.10) peut étre utilisée pour certains
intégrands singuliers (ici homogene de degré —1). Dans la suite de ce manuscrit, nous
utiliserons directement la formule (2.10) pour 'intégrand R(z) = |z —y| et un domaine
d’intégration pouvant étre {2 = S x S et 0 = SxT ou S et T sont des triangles adjacents
ou ayant un sommet commun.

Paramétrisation et homogénéité

Il est important de noter que 'homogénéité dans une intégrale n’est pas une propriété
intrinseque. En effet, 'homogénéité de I'intégrand dépend de la paramétrisation utilisée
dans le calcul de l'intégrale et donc de l'origine choisie. Nous allons commencer par
présenter un petit calcul pour détailler I'importance de 1'origine puis nous verrons que
cette nécessité de choisir une origine pour assurer I’homogénéité nous force a distinguer
trois configurations géométriques lors des calculs.
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2.3.1 Importance de la paramétrisation

Soient v et 5 deux segments du plan (voir la figure 2.4), alors pour calculer I'intégrale
suivante

1
— | 1 ds,ds,, 2.42
Q= . Te—gp =t (2:42)

avec T € a et y € [, une infinité de paramétrisations est envisageable.

Y

02

FI1GURE 2.4 — Influence de l'origine et de la paramétrisation sur ’homogénéité d’un intégrand.

e En prenant pour origine o, l'intersection des supports des deux segments, on
obtient la paramétrisation selon (s,t) :

zr1(s) =s
zo(s) =0
y1(t) = tcos(h)
y2(t) = tsin(h),

ce qui fournit I’expression

dsdt
Q= , (2.43)
!tf \/(s — tcos(0))® + (tsin(h))?

ou l'angle # est fixé. L’intégrand est bien homogene selon le couple de variables

(s,t).

e Par contre, en prenant pour origine os, 'intersection des deux axes, une constante
apparalt dans la paramétrisation :
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alors

_ dsdt
“- !! \/(s —tcos(A)* + (1 — tsin(G))Q. 24

Cette fois 'intégrand n’est plus homogene.

En pratique, seule 1'utilisation de I'intersection des supports des deux segments comme
origine assure ’homogénéité de l'intégrand dans (2.42).

On comprend qu’il sera donc trés important durant le processus de réduction de
choisir avec précaution l'origine afin de conserver le caractére homogene de 'intégrand.
Nous verrons également qu’un choix judicieux de I'origine permet de simplifier les calculs.

2.3.2 Utilisation de polygones plans

La méthode nécessite 1'utilisation de polygones plans pour discrétiser le domaine.
Sans cela, apres une premiere étape de réduction de la dimension, l'intégrand n’est
plus homogene; il n’est donc plus possible d’utiliser les formules (2.10) ou (2.34) pour
continuer la réduction de la dimension du domaine d’intégration jusqu’a 1’obtention
d’intégrales mono-dimensionnelles.

En effet, 1'utilisation de polygones plans assure que le produit S x T', avec S et T
deux polygones plans, est un polyedre. Ainsi 0 (S x T') est composé d’hyperplans sur
lesquels la normale sortante 77 est constante.

Par conséquent, le produit scalaire présent dans les formules (2.10) et (2.34) est
constant par morceaux et, en décomposant d(S x T), il est possible de le sortir de
I'intégrale pour se ramener a un intégrand homogene et ainsi répéter le processus.

Utilisation des formules de réduction

Pour découvrir I'utilisation pratique des différentes formules, nous allons évaluer trois
intégrales sur le triangle S, en choisissant comme point d’observation, soit x € .S, soit
T se trouvant a une distance h du plan contenant le triangle S. Le triangle S est défini

par ses sommets a; et ses cotés «; tels que a; soit le sommet opposé a «;, voir la Figure
2.5.

(6%} aq

a
! S

(0%} as

FIGURE 2.5 — Intégration sur le triangle S ; le point d’observation peut étre pris en x ou en 7.
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2.4.1 Exemple d’utilisation de la Formule (2.10)

Soit I'intégrale,

1
) = L md% (2.45)

ou S est un triangle et x un point appartenant au triangle S (voir Figure 2.6). On a
z=yet f(z) = |r—y| !, qui oblige & choisir le point d’observation z comme origine
pour avoir I'’homogénéité de I'intégrand. L’intégrand est donc homogene de degré ¢ = —1
donc g + n = 1. En appliquant la formule (2.10), on obtient

I(z) = L W), L W), (2.46)

o=yl szv—yll

puisque le bord de S est simplement lunlon de ses cotés ;. La normale sortante au
bord du triangle est notée 77. On introduit )\ = 7‘% la normale sortante sur le coté «;.
Le produit scalaire intervenant dans I’expression (2.46) correspond alors a la distance,
notée g;, de l'origine a chaque coté de S (voir la Figure 2.6), alors (2.46) devient

Yo

Qg

(2.47)

x—yll

Afin d’évaluer explicitement les intégrales monodimensionnelles, il faut déterminer une
paramétrisation : pour l'intégrale sur «;, on choisit p; le projeté orthogonal de x sur o;
comme origine, ce qui donne

Zng ﬁ ;gz [Arcsmh (g)] E (2.48)

7

oil 57 sont les abscisses des extrémités de a; selon I'origine p;.

—
Ao a3

FIGURE 2.6 — Distance de l'origine aux cotés du triangle S. On a (f |)\i>‘ = ¢;, la distance
a;
de x au coté o;.

Ce calcul montre que l'utilisation de la formule (2.10) pour évaluer des intégrales
2-D est tres simple.



26

2.4.2 Exemple d’utilisation de la Formule (2.34)

Soit 'intégrale

1 1
B = f B f dy, (2.49)
s 17—y s /B2 + |z —y|?

ou x est la projection orthogonale de Z sur le plan de S. On observe que lorsque
h — 0,M(h) — I définie en (2.45). En appliquant la formule (2.34) avec ¢ = —1 et
I’origine prise en z, on a

m-—ji ][ hJ+w du ds (2.50)
Rl A N TR Pl |

puisque le produit scalaire fait apparaitre la distance g;. L’intégrale interne s’évalue
selon,

W+ z—y>—h

uhum y[? |z =yl

ainsi (2.50) s’écrit

3
h? + ||z — y|?
:Z%J le =yl =h,, (2.52)
i=1

|z —yl?

Les intégrales monodimensionnelles sont toutes régulieres puisque x ¢ «;. Comme pour
les deux exemples précédents, on obtient une formule explicite :

J VIt gt st—h (2.53)

(97 + s%)

||
'Mw i Mw

-
Il
—

(53( Si 5 Y3 h) - 53(3;791': h)) ) (2.54)

avec

»

s h
S h) = Arcsinh | —— | — —Arct — 2.55
3(5797 ) rcsin (m) p rctan (g) ( )

h h? + g + isg s
_ glm {Arctanh (WW) —3 sgn(s)}

On vérifie que lorsque h — 0, S3(s,g,h) —> Arcsinh <S> qui redonne l'expression
g
(2.48) de I.
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Conclusion de la premiere partie

Cette partie a permis de présenter :

o les méthodes d’éléments finis de frontiere,

¢ les intégrales singulieres qui y apparaissent,

e les formules utilisées pour ’évaluation explicite des intégrales singulieres.

Un point important dans la suite est le choix de 'origine lors des étapes de réduction
de la dimension du domaine d’intégration; ceci afin de conserver I’homogénéité de
I'intégrand. Enfin, plusieurs exemples ont permis d’utiliser les formules pour le calcul
explicite d’intégrales bi-dimensionnelles.
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Deuxieme partie

Triangles coplanaires et dans des
plans sécants
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7
Introduction de la deuxiéme partie

Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour évaluer les intégrales

1
I= J ——dzdy, (2.56)
SxT ||$ - y”

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans sécants, et les deux
intégrales

r—y
J :f 7Y gedy, e {0,2 2.57
<= )y Te =900 0.2} (2:57)

lorsque S et T sont dans des plans sécants.

Nous commencons par le calcul de I lorsque S et T sont confondus, coplanaires en
position générale, puis situés dans des plans sécants. On commence par calculer I puis
les deux intégrales J¢, ¢ = 0, 2.

Dans le cas de l'auto-influence, une comparaison est effectuée avec la méthode de
Sauter et Schwab. Le point sensible du presque-parallélisme entre deux segments est
présenté et étudié dans le chapitre suivant et la stabilité des formules est abordée.
Enfin, dans le dernier chapitre, nous évaluons l'intégrale J,, provenant du potentiel de
double couche, lorsque S et T sont disjoints dans des plans sécants. Lorsque l'intersec-
tion des triangles n’est pas vide (triangles adjacents ou ayant un sommet commun),
Jo doit étre étre prise au sens de la partie finie de Hadamard ; nous fournissons une
expression de la partie finie pour des triangles adjacents.
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CHAPITRE 3

Coeflicient d’auto-influence

7
Introduction

Le cas le plus simple est celui ou S et T sont confondus, c¢’est aussi I'un de ceux qui
présente le plus de difficulté du point de vue de I'intégration numérique. Nous allons
détailler le processus de réduction jusqu’a 'obtention de formules explicites. Comme il a
été vu en introduction, seule I'intégrale I , définie en (6.67), doit étre évaluée lorsque les
triangles sont coplanaires. Pour évaluer les intégrales des termes singuliers du gradient
du noyau de Green, il nous faut effectuer le produit scalaire des intégrales J. avec la
normale iz au plan auquel appartiennent le triangle T'.. Lorsque S et T sont coplanaires,
on a donc J¢ - g = 0.

Y

3.1. Notations

Soit, le triangle S défini par ses sommets a;,7 = 1,3 et ses cotés a;,7 = 1,3 tels que
«; soit opposé & a; (voir Figure 3.1(a)). On introduit || la longueur du coté «; et @; le
vecteur (a; 9 —a;11) = (af —a;) (voir la Figure 3.1(b)). On note X, la normale extérieur
au coté «;.

A3 Aj+1 Aj+1

(a) Définition du triangle S. (b) Orientations des cotés de S.

F1GURE 3.1 — Notations pour le coefficient d’auto-influence

35
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3.1.1 Distances

Notons p;(x) la projection orthogonale (voir Figure 3.2(a)) du point x sur chaque
coté o; du triangle et g;(x) = |x—p;(x)| la distance du point 2 au support de ;. Lorsque
x = a;, nous notons que p; = p;(a;) est le pied de la hauteur associée au sommet a; et que
gi = gi(a;) = ||p; — a;|| est la longueur de la hauteur (voir Figure 3.2(b)). Enfin, on utilise
également la distance signée d'un point au support de «; qui fait intervenir la normale

_
A; ) sur oy

sortante au triangle sur «;. Cette distance est définie par ~;(x) = (pl(a:) -z

(voir Figure 3.3).

Pit1(T) maito o dit2

Qj+1 Ai+1
(a) Projection p;(z) de z sur a. (b) Projections et Distances dans le
triangle.

FIGURE 3.2 — Projections et distances intervenant dans le calcul de I’auto-influence.

. Z2
Ai4-2 ..

71(9‘62):*9i($27)“<0

vi(ai)=g;>0 —

Aj41
.

vi(z1)=gi(z1)>0
\

o

F1GURE 3.3 — Distances et distances signées dans le triangle.

3.2. Réduction a la dimension 3

On souhaite intégrer

1

f(z,y) = m§ (3.1)

c’est une fonction positivement homogene d’ordre ¢ = —1 par rapport au couple de
variables (z,y), sur le produit S x S. Afin d’utiliser la formule (2.10), on note z = (x,y)
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et Q=9 xS < R* soit n = 4. On obtient

1
I'= f Te—g] &% 32
1 1
=5 )y () g0 &

ou 7 désigne la normale au bord de S x S. On poursuit le processus de réduction en
trois étapes.

1. On explicite 0 (S x S) de maniere plus simple, a I'aide de

0(Sx8)=(0Sx S) u(SxaS) et 05 = | ] o,

i=1,3

soit,

3
1 1
I= ZJ (@, 9)[7) o pdsaly + Z f (2,9)|[7) - dxds,.
i=1 3 a; xS H Sxa; H - yH
(3.4)
Le caractere symétrique de l'intégrand permet de simplifier ’expression

= Z f @) ) gy (3.5)

|z =yl

2. On observe que l'intégrand dans (3.5) n’est pas homogene a cause de la présence
du produit scalaire. Pour poursuivre le processus de réduction de la dimension
du domaine d’intégration, a 'aide de la formule (2.10), et donc se ramener a des
intégrales 2-D, il faut que 'intégrand soit homogene. Pour ce faire, on note que sur
a; x S le produit scalaire s’écrit

()P s = (7

N). (3.6)

ol A; est la normale extérieur a S le long de (voir la Figure 3.1(a)), soit

5] B

Afin d’assurer I’homogénéité de l'intégrand, on choisit une origine o, qui sera fixée
—

dans la suite, alors
(7|X) =60,

est la distance signée de o a «a; (voir Figure 3.3). Cette distance étant constante
sur chaque coté, on peut sortir le produit scalaire de I'intégrale :

9 3
= 3;%(0 L

—ds,dy. (3.8)
Nl
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3. La derniere étape consiste a choisir une origine qui assure 'homogénéité. La Figure
3.4 permet de voir qu’en prenant le sommet a; de S, comme origine, alors

%’H(l’) = %’+2($) =0;

la formule (3.8) se réduit alors a la simple expression

2
ou
1
Ul(a, S :J —ds, dy 3.10
@5)=] 5Tl (810

est le coefficient d’influence entre le segment « et le triangle S et g; est la distance
de a; a son cOté opposé «;.

L’intégrand initial (voir (3.2)) est symétrique alors que 'expression (3.9) ne l'est
plus. Cette perte de symétrie provient du choix d'un des sommets du triangle comme
origine ; choix permettant de diminuer la quantité de calculs. L’expression obtenue, une
fois la réduction réalisée jusqu’a la fin (obtention d’intégrales mono-dimensionnelles) est
symétrique (voir (3.17)). On note que U'intégrand de U est homogene, il est donc possible
de réitérer le processus pour réduire I a une collection d’intégrales 2-D.

FIGURE 3.4 — Distance signée

3.3. Réduction a la dimension 2

Le processus peut étre réitéré, a condition de choisir une nouvelle origine assurant
I’homogénéité de 'intégrand. Dans ce cas, 1’origine doit étre un point du plan contenant
le triangle S et appartenant au support de «;, de telle sorte que la fonction |z — ?JH_I
soit homogene sur a; x S. L’origine peut donc étre prise n’importe ou sur le support de
a;, mais un choix judicieux consiste a choisir une des extrémités de «; comme origine.
En effet, certaines des distances s’annulant, on aura une simplification. On choisit donc
pour origine le point a; = a;+1, on a encore ¢ = —1 mais n = 3. L’application de la
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formule (2.10) fournit le résultat
Utans) =5 | (@nl?) o 0le) (3.10)
Qg =35 T,y T ) ) .
2 Jo(asx5) lz =y

ol 7 est maintenant la normale extérieure au bord de a; x S et 0 (z,y) I'élément de
surface le long de @ (a; x S). On aura ¢ (a; x S) = (O x S) U (e x 05),

(@710 xs = (@ 970,000 = (@97 0,000, =0
ainsi que (voir la Figure 3.5)

(@ 7)) 45 5= lail et (D7) 00,00 = 9,

i+1°

FIGURE 3.5 — Bord de oy x S.

De la formule (3.11) il résulte donc que

i i
|2 |P(CL¢+2,S) +g;1Q(OéZ‘,OZZ‘+1), (312)

U (Oéi, S) =

ou

1 1
P(a,S) = L Ta—gl dy et Q (o, B) = Lxﬁ o—dl ds, ds,. (3.13)

Plus concretement P (a,S) est le potentiel créé en a par S et @ (a, ) le coefficient
d’influence entre « et f3.

3.4. Réduction a la dimension 1

Il est possible de poursuivre la réduction puisque les intégrands de P(a, S) et Q(«, 3)
(voir (3.13)) sont homogenes. Avec n = 2, et a;1o pour origine (voir la Figure 3.6),
I'application a (3.13) de (2.10) nous donne d’une part

P (Cbz‘+2, S) = giro Rt (ai+2> Oéi+2) ) (3-14)
et d’autre part (voir la Figure 3.7)

Q (ay, vir1) = |ag| R (@ig1, Qi) + i1 | R (ai, o) (3.15)
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0= Gj+2

Q41

Q1

FIGURE 3.6 — Calcul de P(ait+1,5).

(0,1)
|

Qi1 X (170)

Os o

0 = Q12

FIGURE 3.7 — Calcul de Q(«;, ajt1).

1
R(a,p) = L Ta—gl dsy. (3.16)

Notons qu’a ce stade, a; étant le sommet opposé a «;, il n’est pas situé sur le segment
;. Ainsi I'intégrand dans la définition (3.16) de R est régulier, ce qui le rend susceptible
d’une intégration numérique. En 'occurence, le calcul de R est suffisamment simple
pour dissuader d’opérer ce choix, mais il peut se révéler judicieux dans des situations
plus complexes telles qu’on en verra ultérieurement.

Si on récapitule les formules (3.12), (3.14) et (3.15), on constate que
2 |OKZ|

2 g 2 g
I= ggi 79i+2R(ai+2704i+2) + ggz‘ ; |0%'| R(ai+1704i+1) + ggz‘ ; |Oé1:+1| R(aiaoéi)7
soit
I 2|S|23: R (a;, ) (3.17)
=35 i L0\ Q) :
3 i=1g

ou |S| note la surface du triangle S. L’évaluation de l'intégrale singuliére I définie en
(3.2) a donc été ramenée a ’évaluation d’'une combinaison linéaire d’intégrales mono-
dimensionnelles et réguliéres puisque, par définition, a; n’appartient jamais a «;. Le



CHAPITRE 3. COEFFICIENT D’AUTO-INFLUENCE 41

choix du sommet utilisé comme origine pour la premiere étape de réduction n’influe pas
sur le résultat final.

3.5. Formule finale et Validation

3.5.1 Formule finale

A ce stade aucun calcul de primitive n’a été nécessaire pour ramener l'intégrale
relative a S x .S, a une combinaison linéaire d’intégrales sur chacun des cotés de S ; il
n’en est plus de méme en ce qui concerne la détermination de R (a;, «;) . D’apres (3.16),
on a

st —o(b) 1
ds, = J s, (3.18)
s——o(b) 4/ g (b) +

1
R(b,a) =
L V1B =p O + I (6) -

ou, p(b) est la projection orthogonale de b sur le support de «, g(b) = ||p(b) — b| et o(b)
est 1'abscisse de p(b) (voir la sous-section 3.1.1 et la Figure 3.8).

L2)
B S UN
0 a” p(b) a’

FIGURE 3.8 — Abscisses intervenant dans le calcul de R(b, ).

1 s
7d :A i h —
J n? + s2 ° rest (n)

R(b,a) = k; J:Arcsinh (W) .

En choisissant p(b) comme origine, o(b) = 0 et on obtient

d’ou

R(b, ) = kZJ_r kArcsinh (;;) : (3.19)

Finalement, I'intégrale I initialement définie en (3.2) devient apres réduction :

2 k
=218 > g ) kArcsinh (‘;) . (3.20)

i=1,3 k=

On observe qu’en partant d’une intégrale singuliere 4-D, on aboutit, apres utilisation de
notre méthode a une expression simple, ne faisant intervenir que des arguments sinus
hyperboliques et des quantités géométriques simples a évaluer.
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3.5.2 Validation des formules

Afin de s’assurer que la formule (3.20) est valide, on effectue une comparaison entre
notre méthode et la méthode proposée par Sauter et Schwab dans leur livre [SS10,
Chapitre 5. Cette méthode transforme lintégrale sur S x S en une combinaison de
trois intégrales régulieres sur 'hypercube H = [0, 1]*. Nous effectuons cette comparaison
pour deux triangles S et T' (voir Figure 3.9). Le premier triangle permet de comparer les
méthodes lorsque le triangle est non-aplati (triangle S). Le second triangle est presque-
aplati (triangle 7).

(2,1)
i (4.5,0.5)
(0,00 ¢ (2,0) (4,0) T (8,0)

FIGURE 3.9 — Les deux triangles servant a la comparaison. En bleu, le triangle scalene S et en
gris, le triangle T' presque-dégénéré.

On note Ig(N) , la valeur calculée de I'intégrale (3.2) a l'aide de la méthode de
Sauter et Schwab en utilisant une méthode de Gauss-Legendre tensorielle avec N
points d’intégrations sur le segment [0,1]. Il y a donc 3N* points d’intégration uti-
lisés (la méthode de Sauter et Schwab faisant apparaitre quatre intégrales quadri-
dimensionnelles). La valeur calculée a l'aide de la formule explicite (3.20) est notée
I. La Figure 3.11 représente la différence relative

I — Is(N))]
T
en fonction de ﬁ en échelle loglog et fournit quelques valeurs obtenues. On observe que
lorsque le triangle est non dégénéré, peu de points suffisent pour que Is(N) approche
avec précision I (N = 3). La seconde observation est qu’il faut plus de points pour que
obtenir une différence relative du méme ordre pour T'. Cette comparaison permet de
voir 'intérét majeur de notre méthode : il n’est pas nécessaire d’adapter le nombre de
points d’intégration a la forme du triangle pour assurer une précision fixée.

Remarque Dans le cas de l'intégrale (3.2), la méthode de Sauter et Schwab fournit
trois intégrales qui peuvent en fait étre intégrées explicitement. On obtient I'expression,

L

3.21
47 3L1 ( )

In(L3+ Ly + LoL3) —In (LyLy + Ly)
+
3L,
In (L% + LS + L1L3) —1In (—L% - LS + Lng)
- 3L
3

L212 — [?) {m (L2 + Ly + LiLs) — In (L Ly + L)

avec Ly = (B — A|C' — B) et Ly, Ly et L3 les longueurs des cotés, comme indiqué dans
la Figure 3.10. On peut montrer que cette expression est identique a (3.20).
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Lo = |el Lo~ |
2 = 1

A Ll = |O¢3| B

FIGURE 3.10 — Notations pour la formule (3.21).

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté l'application de la méthode pour l'évaluation
explicite d'une intégrale 4-D. Dans le cas significatif de I'auto-influence, ’expression
obtenue est tres simple. Les notations de ce chapitre seront utilisées dans la suite.

La validation effectuée en utilisant la méthode de Sauter et Schwab permet de s’assurer
que les formules obtenues sont correctes. Cette validation permet d’observer un avantage
de cette méthode : il n’est pas nécessaire d’adapter le nombre de points d’intégration
pour obtenir une précision fixée comme c’est le cas pour les méthodes numériques.
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Différence Relative

—— Triangle S
10~ —*— Triangle T

1072
1073
104 N Diff. Rél. S Diff. Rél. T.
1 2417e-01  4.085¢-01
107 2 9.005¢-03  6.614e-02
10-6 3 1.868¢-03  2.486e-02
4 1.719e-04  1.441e-02
10-7 5  1.606e-05  5.006e-03
B 7 1.679-06  1.085¢-03
10 10 1.328¢-08  1.558¢-04
10-9 13 9.337e-11  1.268¢-05
16 5.918¢-13  1.962e-06
10710 18 4.035e-15  4.641e-07
HCI:
10712
10- ’
HO\E
107 - - 3 - )
10 10 10 10 10 10
1

i ot N est le nombre de points sur [0, 1]

HOO

FIGURE 3.11 — Différences relatives entre Is(/N) (calcul de I en utilisant la méthode de Sauter
et Schwab avec N points d’intégration sur [0, 1]) et I calculée a 'aide de notre méthode.



CHAPITRE 4:

Triangles coplanaires en position
générale

7
Introduction

Nous étendons le calcul de l'auto-influence, vu au chapitre 3, au cas de triangles
coplanaires en position générale. Apres l'introduction des notations, projections et
distances supplémentaires nécessaires, nous débutons en calculant U'intégrale I (voir
(4.1)) pour deux triangles S et T n’ayant aucun sommet commun. Il peut s’agir
de triangles ayant une intersection vide (voir Figure 4.1(b)) ou bien de triangles se
recouvrant partiellement mais n’ayant pas de sommets communs (voir Figure 4.1(a)).
Ce dernier cas est traité sans difficulté additionnelle, au contraire de nombreuses autres
méthodes nécessitant de décomposer la zone de recouvrement. Le chapitre s’acheve
sur les simplifications possibles lorsque les triangles ont une aréte ou un sommet en
commun.

Jusqu’a la dimension 2, la méthode de réduction est analogue a celle employée dans le
chapitre précédent. Pour réduire les intégrales sur le produit de deux segments, il faut
distinguer lorsque les supports des segments sont sécants et lorsqu’ils sont paralleles.
Dans ce dernier cas, la projection orthogonale d’un des segments sur le support du
second segment est nécessaire afin de décomposer la norme ||z — y|.

Ai+1

Qi1

Ai4-2

(a) Triangles se recouvrant (b) Triangles coplanaires ayant une intersection vide.

FI1GURE 4.1 — Configurations géométriques traitées dans ce chapitre.
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4.1. Notations

Nous utilisons des notations pour le triangle 7" analogues a celles introduites pour le
triangle S dans le chapitre 3 (voir les Figures 3.1 et 3.2). Soit le triangle 7" défini par
ses sommets b;, j = 1,3 et ses cotés [3; tels que [3; soit le coté opposé a b;. Soient |3;] la
longueur du coté f3;, E; le vecteur (bj12 — bj11) et K;, la normale extérieure au coté f3;
(voir la Figure 4.2).

e
I bjo
bj+2

bj ) bj+1
Bj+2
(a) Définition du triangle T'. (b) Orientation des cotés de T'.

FIGURE 4.2 — Notations pour le triangle T

La projection orthogonale de y sur le support de f3;, analogue a p;(x) pour S, est
notée ¢;(y) et la distance de y au support de f3; est notée d;(y) = |ly — ¢;(y)|. On
note d;(y), la distance signée de y au support de §; (analogue a v;(z)) définie par
0;(y) = (g;(y) — y|%;). Enfin, d; est 'équivalent de g;, a savoir la longueur de la hauteur
issue de b;, soit d; = d;(b;) (voir la Figure 4.3).

2
bjt2 e

8 (w2)=—d; (22)<0

bj+1
o
§j(1)=d;(1)>0 '

o’

\
\

F1cURE 4.3 — Distances et distances signées dans le triangle T.

4.2. Réduction a la dimension 3

Comme dans le chapitre précédent, I'intégrale initiale est

1
I= J ——dzdy. (4.1)
sxt |# =yl
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Un processus similaire a celui du chapitre 3 est employé. Il faut choisir avec prudence
I'origine pour garantir 'homogénéité a chaque étape. Lors de la premiere étape, la seule
contrainte consiste a choisir 'origine dans le plan des deux triangles. En notant que

g =—1,n =4, la formule (2.10) donne un résultat similaire a (3.4) :
3 3
1 0; 1
— 2 7:(0) f ds.dy + Z 3(0) J dzds,, (4.2)
i=1 a; xT ||I - yH j=1 3 SxB; HZL’ - y”

ou y;(x) et d;(y) sont les distances signées respectivement de = au support de «; et de
y au support de [3;, voir la Figure 4.4.

Qi1

*0jt1

FIGURE 4.4 — Triangles coplanaires en position générale.

Cependant comme pour l'auto-influence, un choix judicieux de l'origine permet de
simplifier les calculs. C’est pourquoi, au prix de la perte de la symétrie de (4.2), nous
prenons le sommet a; de S, comme origine (voir la Figure 4.5) ce qui donne

3
9i 1 9;(ai) J
== ds,dy + dzds,,. (4.3)
3 a; xT H.T—y” jZ:l 3 Sx B ||$_y|| Y
L’expression (4.3) peut s’écrire sous forme réduite :
3
I=2U(, T Z U(B;, S), (4.4)

ou la fonction U est définie en (3.10). Suite a I'inversion de 'ordre d’intégration dans les
intégrales sur les domaines S x f3; et par symétrie de 'intégrand, on obtient U(f;, S).

Réduction a la dimension 2

Dauns le cas de I'auto-influence, nous avons simplifié U(c, S), ot v est un des cotés de
S (voir (3.12)) ; a présent il nous faut simplifier les intégrales U(a, T') et U(, S). Nous
ne détaillons que le calcul de U(«,T), l'expression de U(f3,S) pouvant s’en déduire
simplement. On souhaite donc réduire

1
T) = ——ds,d 4.
Ula, 1) f o= g = (45)
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Qi1

(LL

541

djt2

i bj+1

jt2 b

FIGURE 4.5 — Origine prise en a; pour la réduction a la dimension 3.

Pour conserver I’homogénéité, I’origine doit appartenir au support de . Nous notons
a” et at, les extrémités de « telles que @ = (a™ — a™). Alors en choisissant a~ comme
origine, la formule (2.10) permet de simplifier (4.5) :

. . 55(a
Ula,T)=-— | —d
@D =5 e =g ™ &

avec |a| qui désigne la longueur du segment. D’apres (3.13), on peut écrire (4.6) sous la
forme

———dS;ds,, (4.6)
axpy |l =yl

U(a,T) = |O‘| Z a, B;), (4.7)

ou P et ) sont donnés par I'expression (3.13). De méme, I'expression de U(3, S) s’obtient
en prenant b~ comme origine,

0.5 = 5P ) + 300 5) (4.9

4.4. Réduction a la dimension 1

Dans le cas de triangles coplanaires, le calcul de P(a,T) est similaire a 'expres-
sion (3.14). Par contre, pour le calcul de Q(«, ), il faut distinguer deux configurations
géométriques, lorsque les supports des segments sont :

i) sécants , alors le calcul ressemblera a (3.15),
ii) paralleles, question qui ne se posait pas pour l'auto-influence.

4.4.1 Réduction de P

Pour calculer P(a,T), on s’'inspire de (3.14) mais il faut noter que cette fois a n’est
pas un des sommets de T, chaque aréte de T" portera donc une intégrale et la distance
signée 0;(a) de a a chaque coté de T interviendra (voir Figure 4.6). En appliquant la
formule (2.10) avecn =2 et ¢ = —1,0n a
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P(a,T) - f Logy=Y 5l(a)L L s, =N a@R@ ), (49)

rla—yl™ o o=yl =

avec R défini en (3.16). De méme,

P(b,S) = 2 v (D) R(b, ;) (4.10)

FIGURE 4.6 — Distances intervenant pour le calcul de P(a,T).

4.4.2 Réduction de Q(«, ) : supports sécants

Lorsque les supports de « et 8 sont sécants, l'intégrand reste homogene a 'unique
condition de choisir 'origine au point Z, intersection des supports des deux segments
(voir la Figure 4.7). Dans ce cas, le produit scalaire de la formule (2.10) fait apparaitre
les abscisses des extrémités des deux segments, ce qui donne :

1
a,f) = k s* J ———ds, + Y It J ———dS,, (4.11)
,;i g la* =yl Z oz =V

oll s* et t* sont les abscisses des extrémités respectivement de o et 3, définies dans la
section 4.1. En utilisant R définie en (3.16), on obtient

= Y ks" R(a",8) + Y 1t R(, a). (4.12)
k=+ I—+

Les abscisses sont évalués simplement par

4.4.3 Réduction de () : supports paralleles

Lorsque les supports de «a et 3 sont paralleles, il n’existe aucune origine permettant
d’assurer I'homogénéité de l'intégrand ; la formule (2.10) n’est donc plus utilisable. Pour
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b
7
b+
ST
O/: 7777777 s:—;s’:r
o=1 a rog a®

FIGURE 4.7 — Calcul de Q(a, ) lorsque les supports des deux segments sont sécants.

poursuivre la simplification, il faut donc utiliser la seconde formule, dite a parametre,
(2.34). Ceci est possible en projetant orthogonalement I'un de deux segments (nous
choisissons () sur le support de 'autre segment («). La distance d entre les supports des
deux segments apparait donc et joue le role du parametre intervenant dans la formule
(2.34). Soient § et ¥ les projections orthogonales respectives de f et y sur le support
de a, et d = ||y — 7|, la distance de 5 au support de « (voir la Figure 4.8). L’intégrale
Q(a, ) s’écrit donc

1 1
Qa, B) = f ———ds,ds, = f ——ds,ds; (4.13)
ocs 2=y g R =g

Cette fois, I'intégrand est (d* + ||z — gHQ)_l/Q, fonction homogene de degré —1 par
rapport aux deux variables, le couple (x,7), et d. En appliquant la formule (2.34) avec
g=—letn=2 ona

+00 1
Qla, B) = Z ks® ﬁdf u2\/u2 o gszung (4.14)

J f duds,,
u? + |x — bl||2

ott #l est I'abscisse de b, L’expression (4.14) peut également s’écrire

Z ks* f f(d, |a* — F])dsy + Z ltlf f,(d, ||z — b|)dss, (4.15)

«

avec

1(d,n) = df m (4.16)

On obtient une expression similaire a (4.11) pour Q(«, ) dans le cas des supports
paralleles :

2 ks*R(a ) + 2 17 (4.17)

avec

Nd):f V& + o= 5 = (4.18)

Ja —gl? v
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bt Y 3 b~

A
+

L i e

—o

o b+

!

NTY CETTTTIPTOS
8
!

@

FIGURE 4.8 — Calcul de Q(«, ), lorsque les deux segments ont des supports paralléles, avec
une origine quelconque prise sur le support de «.

A/ h2+n%2—d

puisqu’il est possible d’obtenir une expression explicite de fi(d,n) = 2

En pratique, on choisit une des extrémités d'un des deux segments comme origine
pour diminuer le nombre de calculs. En prenant a~ comme origine, on a la simplification

Qe B) = [o|R(a", B,d) + D 1T RH, o, d), (4.19)
I=+

puisque s~ est nulle.

Dans la suite, des lors qu’aucune origine ne permet d’avoir I'homogénéité de
I'intégrand, nous effectuerons une projection orthogonale sur un plan ou sur une droite,
suivant les configurations géométriques, afin de se ramener a une expression permettant
d’utiliser la formule (2.34).

Calculs explicites

Pour traiter completement le cas des triangles coplanaires, il nous reste a fournir les
expressions explicites des intégrales mono-dimensionnelles. L’expression (3.19) permet
de calculer R(a, 3) et on en déduit

R(a,B) = ) lArcsinh (dz;)> : (4.20)

=+

ou ¢ est la projection orthogonale sur le support de 3, d(a) = |a—q(a)| (voir Figure 4.3)
et tT sont les abscisses des extrémités de 3 en prenant g(a) comme origine. De manicre

analogue mais avec le paramatre d = [|b — b,

d2+||a—z72—dd8_ﬁ\/m—ddt
a — T2 vy~ )
la — 9] i

fi &+ ()2 —d
— Z I Arcsinh | = | — o , (4.21)
1=+ d

tl

R@@@=L
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avec les abscisses t* des extrémités de [ en prenant a comme origine, et

R(b, v, d) = Z k (Arcsinh (i;) _ v +§:k)2 — d) : (4.22)

k=+

ou b a été pris comme origine.

Cas particuliers

Lorsque les triangles ont un sommet ou une aréte en commun, il est possible de
simplifier les calculs.

4.6.1 Triangles ayant un sommet commun

Soit a; = b; le sommet commun aux deux triangles S et T' (voir la Figure 4.9(a)).
En prenant a; = b; comme origine, on a : §;41(bj) = 0;42(b;) = 0 et 0,(b;) = d; dans
I'expression (4.4), soit

. d.
I = % (00, T) + FU(B;, ), (4.23)

que l'on peut évaluer via l'expression (4.7). Il est possible de continuer la réduction en
choisissant a; comme origine pour U(w;, T') et b; comme origine pour U(f;, S)

|S| |T| gz(sl az-i—l 7[
I =" P(ai2,T) + 3 (bj+2, S Z (i, B1) Z ’

; 1) 0, ),

6
(4.24)

avec P calculé en (4.9) et @ en (4.17) et (4.12) suivant s’il y a parallélisme ou non entre
les supports des deux segments.

4.6.2 Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, il y a 2 sommets communs. Pour la premiere
réduction, on prend pour origine I'un des sommets commun aux deux triangles, soit
a; = b; (voir la Figure 4.9(b)), ce qui redonne 'expression (4.23). Il est possible de
poursuivre la réduction en prenant l'autre sommet commun comme origine. Ainsi en
choisissant a;41 = b;j+; comme origine, on obtient une réduction similaire a (3.12) :

S T
up((h‘_;,.g,T) + up(bj_,_% S) +

5 Q(ai, Bjp1) + 3 Qaiv1,B5), (4.25)
puisque g;|ou| = 2|S| et d;|5;| = 2|T|. Q(cy, Bj+1) et Q(cvi+1, ;) ne peuvent pas étre
réduits puisqu’il faut distinguer le cas des supports des segments sécants et paralleles.
D’apres (4.9), on a

I =

9idj+1 gi+1d;
6 6

IEIRS °
Z 5 az+2 (a1+2> 5] Z g+2 ]+27 ai)
i=1

id i1d
+ %Q(aia Bj+1) + g +61 ]Q(O‘i-&-laﬁj) (4.26)
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Aj41

Ai42

Ai42

a; = b;

(b) Triangles ayant une aréte commune.

FIGURE 4.9 — Triangles adjacents et triangles ayant un sommet communs.

4.7. Discussion sur le presque-parallélisme

Durant les étapes du processus de réduction de la dimension du domaine
d’intégration, il faut évaluer des intégrales sur le produit de deux segments o x (3 (voir
(4.7)). La méthode de calcul a employer est différente selon que les supports des seg-
ments sont sécants ou paralleles. Le choix de la méthode de calcul utilisée pour la
derniére étape de réduction se pose donc lorsque les supports sont presque-paralleles.
En effet, dans ce cas l'origine est envoyée a l'infini; par conséquent, les abscisses sT et
t* intervenant dans l'expression (4.12) deviennent trés grandes ce qui peut amener &
une forme indéterminée.

4.7.1 Les critéres pour le presque-parallélisme

Ce n’est pas I'angle entre les supports des deux segments qui est a étudié, mais la
distance des extrémités des segments a l'intersection (voir la Figure 4.10).

B tm >>1 B
o tsg— o gt o s”>>1% gt
(a) Cas sans difficulté. (b) Cas presque-parallele.

F1GURE 4.10 — Incidence des abscisses dans les cas presque-paralleles.

11 est donc raisonnable de se fixer deux criteres :

1. Le premier pour s’assurer qu’il est possible de déterminer l'intersection des deux



54

supports (donc que les supports ne sont pas exactement paralléles) ; il s’écrit :

@A,
@) ‘1 04||||ﬂ‘>' (4.27)

On choisit la précision machine pour e. Lorsque (C;) est vérifiée, on utilise la
méthode de calcul pour les supports sécants, par contre si ce premier critére n’est
pas vérifié, la méthode de calcul pour les supports paralleles est utilisée.

2. Le second critére pour éviter les formes indéterminées. Lorsque (Cy) est vérifiée,
on peut aboutir & une forme indéterminée (voir Figure 4.10(b)) en utilisant le cas
sécant, donc la précision de (4.12) peut étre remise en question. Ce second critere
permet donc d’indiquer s’il est préférable de traiter deux segments a supports
presque-paralleles comme étant paralleles. Le second critere consiste donc a fixer
une distance maximale entre I'intersection et les extrémités des segments. Ce second
critere s’écrit :

ax max(|5*|,|3+|) maX(|t7|,|t+|)
€ o ( e ) RGO

avec C' une constante & choisir. En pratique pour I'intégrand |z — y| ™!, on peut
prendre C' = 10° qui correspond & un angle d’environ 107 degrés. Lorsque (Cy)
est vérifiée, alors on juge qu’il est plus intéressant de supposer les supports des
segments comme étant paralleles plutot que sécants.

4.7.2 Validation numérique

Un calcul permet d’étudier le comportement de notre méthode lorsque des segments
tendent a devenir paralléles. Dans le chapitre 3, la formule (3.17) permet de calculer
explicitement le coefficient d’auto-influence

1
I = J ———dxdy (4.29)
sxs [z =yl

On décompose le triangle S en 4 sous-triangles (Uy(s), . .. Us(s)) dépendant du parametre
s qui est I'abscisse des points z;(s) utilisés pour décomposer S (voir la Figure 4.11).

4
~ 1

I(s) = g J ——dzdy. 4.30
(s) U;xS |z — | ( )

=1

Lorsque s = 0, on a 2;(0) = a; , et lorsque s = 1, 2;(1) = a;". Il est intéressant d’étudier
le comportement de I(s) lorsque s est proche de 0.5, ce qui correspond au cas de presque-
parallélisme entre des cotes des U; et des cotés de S. La Figure 4.12(a) présente l'erreur
relative

~

|- 1(s)]

B(s) =

(4.31)
en fonction du parameétre s en utilisant la méthode de calcul parallele que pour s = 0.5.
La Figure 4.12(b) présente la méme erreur relative en fixant C' = 100 dans le critere (Cz)
(voir (4.28)). On observe sur les Figures 4.12(a) et 4.12(b) que méme en prenant une
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as

a2

FI1GURE 4.11 — Décomposition du triangle S.

petite valeur de C' dans le critere (Cy), 'erreur relative reste inférieure a 0.1% cependant
I'erreur la plus petite est obtenue sans utiliser le critere (Cy). On en déduit qu’il est
possible d’effectuer les calculs sans se préoccuper du presque-parallélisme entre cotés de
triangles coplanaires.

4.8. Transition segments sécants a paralléeles

Lorsque les supports des segments « et [, situés dans un méme plan, tendent a
devenir paralleles, il est possible d’effectuer le développement asymptotique de Q(«, /).
Nous fixons f et 'extrémité a~ de « pour étudier expression de Q(«, 5) lorsque a™
tend vers le point assurant le parallélisme entre les supports de « et § (voir la Figure
4.13). La premiere idée est de paramétrer les quantités intervenant dans I’expression de
@ suivant I'angle 6 que font les deux supports des segments, puis d’effectuer le passage
a la limite 8 — 0. Cependant, en utilisant u = cos(f) comme parameétre, des expressions
plus simples sont obtenues et le passage a la limite u — 1 s’effectue avec plus de facilité.

4.8.1 Notations

— —
: / / <2 _
Soient o' et 3’ les vecteurs normalisés, 7 = (b~ —a~) = (=7, —7,) avec 7,7, > 0

et u = cos(#). D’apres la Figure 4.13, on a

o = (Z?Ség) ot B = (é) , (4.32)
avec 0 € [0, 7/2[, ainsi cos(#) = u et sin(f) = v/1 — u2; ce qui permet d’écrire :
?-ZZ—UTI—MTy et ?-ﬁz—u (4.33)
On rappelle I'expression de ) dans le cas de segments a supports sécants :
Q (a(u),B) = s"R (a*(u),8) — s R (a", 5)
+ 'R (0%, a(u)) =t R (b, ofu)). (4.34)
L’intersection o des supports des deux segments s’écrit o = a= + k’a7 =0 + lﬁ, ce qui
permet d’écrire
Y

Ti=b —a =kda —1p5. (4.35)
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E(s)
1« E(05)

—
o
|

o

S — — —
| o o o
— | | |
S o = N
T T T T

Erreur relative F(s

H

S
iR
DO
T

10714_

T L AL_na_v Iny _\_/M\ AJ“\W\J\ . , ]'\r‘\l\ A YA a oV

0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58
s

(a) Calcul de E(s) en n’utilisant que le critere (Cy).

10721 « E(0.5)

1074

—_

3
D
T

H

3
L
=)

Erreur relative F(s)
=
T
(0]

1071

~16 . . . ) . . :
10 10.49 0.492 0.494 0.496 0.498 0.5 0.502 0.504 0.506 0.508 0.51
S
(b) Calcul de E(s) en utilisant les critéres (C1) et (C2) avec C' = 100. On délimite la zone d’action de (C2) en

bleu.

FIGURE 4.12 — Calcul de E(s) avec ou sans le critére (Cz).

— —
En effectuant le produit scalaire de 7 de (4.35) avec o' et /', on obtient

7o —u? - F uT o -7 3
— — 4-
k oy et y 2 : (4.36)
soit
h=— Y etl=r,— v (4.37)

1 —u? 1 —wu?
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FIGURE 4.13 — Cas presque-parallele.

4.8.2 Calcul dans le cas limite des supports paralléles

On commence par calculer Q(«a(1),5), le cas des supports paralleles. A cet fin, on
note que la distance entre les deux supports est d = 7,. En choisissant ¢~ comme origine
(voir Figure 4.14), les abscisses des extrémités des segments valent :

sT=0, st=la|, t =-7, et {=(=7,+|8)),
Soit d’apres (4.19),

Qa, B) = [o|R(a™, B,d) + S #R(V, a, d), (4.38)

1=+

qui s’exprime, apres simplification et a l'aide de 7,7, ||, et 3 :

Qa, B) = || (Arcsinh (W‘M‘Tm) + Arcsinh (M))

Ty Ty

+ (18] = ) (Arcsinh (Wx_m> — Arcsinh (H-W))
Ty Ty

+ 7 (Arcsinh (W) — Arcsinh (m)) (4.39)
Ty Ty

Fafr2 4 (ol + 7 — B)* = /72 + (. — 8]

— /72 + (o] + )’ + 4 /T2 + 72

!
™

b 7 bt

FIGURE 4.14 — Calcul cas parallele.

Nous allons montrer que l'expression explicite obtenue dans le cas des supports
sécants tend vers (4.39) lorsque u — 1.
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4.8.3 Calcul dans le cas des supports sécants

Dans ce cas, on exprime les abscisses s* et t+ en fonction de w :

sT= L e st =5 +|a]
V1—u? ’
= b ettt =t + |4,

V1—u?

Les abscisses 77 des projections de a® sur le support de 3 s’écrivent 7% = cos(f)s* =
usT; de méme, les abscisses 0% des projections de b* sur le support de o s’écrivent
ot = utt. On utilise g+ et d*, les distances respectivement des sommets b+ au support
de o et des sommets at au support de S :

d* = sTV1 —u? et gt = tV1 — w2

Toutes les quantités nécessaires ont été exprimées selon u, d’apres (4.20), on a :

JF

Q (a(w), B) = (s~ + |al) [Arcsmh ( d:*) _ Arcsinh (t ;+T+)]

o [avesion (7)< v ()]
)]

st _ ot
+ (t7 + 18] [Arcsmh ( - ) Arcsinh (
g

- s (2 — s (2 ﬁ »

En utilisant les expressions des abscisses selon u, on obtient

- (= Bl =l —7o — ula
Q (a(u), B) = || (Arcsmh (Ty V= al ) Arcsinh (Ty n m|a|>>
y X

iy (7 18) VT,
A h(u7y+¢1—u2<|ﬁ|—a>)>

) la| + ury + /1 —u?r, ) uty + V1 —ulr,
+ 7, | Arcsinh — Arcsinh ,
uty — V1 —u?T, uty — V1 —u?t,

—Y% | Arcsinh —7o + 1P| — ule] — Arcsinh —7x — ujof
V1 —u? T, + V1 —u?|of T, + V1 —u?|af

— \/1737# Arcsinh (|6|7_y ) + Arcsinh (@))

_ — 2
N uty Aresinh (|a| +u(t, — |6]) + V1 —u Ty>
V1 —u? uty + 1 — (|| — )

— Arcsin U~ |B) + V1=,
s (2 )
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uTy , | + ury + V1 —ulty,
— ———— | Arcsinh
V1—u? uty — V1 —u?r,
ut, + V1 — u2Ty>
ury —\1—u?r, ) )’

dont la limite, lorsque u — 1, est simplement 1'expression (4.39) correspondant au calcul
dans le cas des supports paralleles.

— Arcsinh (

Remarques

4.9.1 Stabilité des formules

Des instabilités numériques peuvent apparaitre dans deux situations :

1. lorsque des distances d << 1 sont tres petites. C’est le cas lorsque un point est
treés proche du support d'un segment par exemple dans R(b, «v).

2. lorsque deux triangles sont tres éloignés.

Distances trés petites

Pour mieux comprendre cette difficulté, il faut remarquer que

st

+
s 1
R(b, Oé) = L_ Wdﬁ = [AI‘CSinh (2)] i 77 (441)
ou d est la distance de b au support de «, peut aussi s’écrire
+

()]

R (b, ) = | Arctanh (4.42)

En effet,

s+s2+1

Arcsinh (s) = In < g

) et Arctanh (z) = ; {In(1+42) —In((1 - 2)},
donc
Vd2 + 52 V2 + 52 Vd? + s2
{ln (\/m—i-s) —ln(\/m—s)}
= ; (Arcsinh (2) — Arcsinh (_—S))

= Arcsinh (2) ,

Arctanh (S> = ; {ln (m) —In (\/WSQ—S)}
1
2
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car Arcsinh est une fonction impaire.

Lorsque d est trés petit (d < 1.5107%), numériquement on obtient v/d? + s2 = |s]
donc si on utilise (4.42), on se retrouve a évaluer Arctanh de +1 qui vaut +oo. Il n’y
a pas cette difficulté en utilisant la formule (4.41). Lorsque d — 0, Arcsinh (3) — 400
mais dans nos expressions, Arcsinh est pondéré par d donc le produit tend vers 0.

Dans la suite, nous devrons évaluer des intégrales d’expressions plus compliquées que
ce que 'on a vu jusqu’a présent. Nous utiliserons Maple pour les calculs des primitives.
Parfois les formules finales contiendront des fonctions Arctanh analogues a (4.42). Pour
garantir une grande précision des résultats dans les cas presque-singuliers (par exemple
pour des triangles appartenant a des plans paralleles proches, voir la partie III), il sera
important de convertir les expressions comportant des Arctanh analogues a (4.42) en

Arcsinh.

Distances trés grandes

Une autre instabilité peut apparaitre, lorsque les triangles sont tres éloignés. Cette
fois, elle provient du calcul des quantités géométriques (projection d’un point, distance
d’un point au support d’un segment . ..) qui peuvent manquer de précision. Pour deux
triangles coplanaires de cotés de longueurs proches de 1, ces instabilités apparaissent
par exemple lorsque leur centre de gravité sont a une distance supérieure a 10*. Toute-
fois, cette méthode étant prévue pour calculer les intégrales lorsque deux éléments sont
proches, cette instabilité est moins problématique. Pour des éléments assez éloignés, une
méthode usuelle d’intégration numérique sera tres satisfaisante.

7
Conclusion du chapitre

\

Le passage de triangles identiques a des triangles coplanaires en position générale a

amené de nombreuses nouveautés :

o l'utilisation de la formule (2.34) lorsque les supports de deux segments sont paralléles,

e la problématique du presque-parallélisme qui conduit a fixer des criteres pour
déterminer quelle méthode de calcul employer dans ce cas.

e I'importance des formules utilisées pour assurer la stabilité numérique des formules
(préférer Arcsinh a Arctanh).

L’étude de la transition du calcul de l'influence entre deux segments lorsque leurs
supports sécants deviennent paralleles effectuée dans ce chapitre est relativement
longue. On comprend donc que ce genre d’étude ne sera pas menée dans des cas plus
compliqués (triangles dans des plans presque-paralleles, segments dans ’espace tendant
a devenir paralleles .. .).




CHAPITRE 5

Triangles dans des plans sécants

7
Introduction

Apres avoir évalué explicitement l'intégrale I définie en (6.67), nous passons au cas
de triangles situés dans des plans sécants. Dans ce cas, le choix de l'origine est plus
limité ; en effet, il est nécessaire que l'origine appartienne & 'intersection (w) entre les
deux plans (voir Figure 5.1). Hormis cette restriction relative au choix de lorigine, la
premiere étape de réduction de la dimension du domaine d’intégration reste inchangée.
Les étapes suivantes font apparaitre de nouvelles configurations géométriques. Nous
commencons le calcul par le cas de deux triangles dans des plans sécants en positions
quelconques puis nous présentons les simplifications qui apparaissent lorsque les
triangles ont une aréte commune ou un sommet commun.

FIGURE 5.1 — Triangles dans des plans sécants
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5.1. Trianges en positions quelconques

Nous allons évaluer

1
I= J ——dzdy. (5.1)
sxt |# =yl

Lorsque les triangles sont dans des plans sécants, il est encore possible d’utiliser la
formule (2.10). L’intégrand est homogene de degré —1 donc ¢ = —1, et S x T' = R* donc

n = 4. Pour assurer ’homogénéité de I'intégrand, nous prenons un point o de (w), la
droite formée par U'intersection des deux plans (voir Figure 5.1). On obtient alors

I= ; %é‘)) Ules, T) + ; 5]';0) U(B;, S), (5.2)

avec U définie en (3.10) et 7, et 0; les distances signées définies en 3.1.1 et 4.1. Nous ne
détaillons que la simplification de U(a, T') puisque celle de U(f3, S) s’en déduit aisément.

Pour continuer, il faut distinguer deux configurations géométriques :

e Lorsque le support de « et la droite (w) sont sécants, la seule origine assurant
I’homogénéité de l'intégrand de U(a, S) est leur intersection (voir Figure 5.2).

e Lorsque le support de « est parallele & (w) il n’y a plus d’origine assurant 1’ho-
mogénéité (voir Figure 5.3). En utilisant une méthode similaire a celle de la sous-
section 4.4.3, on projette le segment o dans le plan contenant le triangle 7'. Il
apparait en parametre, la distance du segment « au plan de 7', notée h.

FIGURE 5.2 — Calcul de U(a, T) : cas ou le support de o et (w) sont sécants.

5.2. Réduction de U(a,T) : cas sécant

Lorsque le support de «v et (w) sont sécants, la formule (2.10) est utilisée en choisissant
lorigine au point d’intersection (voir Figure 5.2), on obtient une expression ressemblant
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FIGURE 5.3 — Calcul de U(«,T') : cas ou le support de « et (w) sont paralleles.

a (4.7)

U, T) = P(a*,T) + Z 5j§O)Q(a, Bi), (5.3)

k=+

kst
2

avec sT qui sont les abscisses des extrémités de o selon 'origine o. On note que U
s’exprime a l'aide des fonctions P et () définies en (3.13). Pour le calcul de Q(«, ), le
support de « et (w) étant supposés sécants, il ne peut pas y avoir de parallélisme entre
a et B. Cependant deux configurations géométriques doivent étre distinguées :
i) lorsque les supports des segments ont un point d’intersection appartenant a (w).
i1) lorsque les supports des segments ne sont pas contenus dans le méme plan.

5.2.1 Calcul de P(a,T)

Ce calcul differe de celui du cas coplanaire ; en effet, a n’étant pas un point du plan
contenant 7', la formule (2.10) n’est pas utilisable. Afin d’opérer la réduction, on projette
a sur le plan de T Soient a le projeté de a sur le plan de T" et h = |a — a|, la distance
du point au plan (voir la Figure 5.4), alors P s’écrit

1
P(a,T) = f 4y
et Ja— g

En prenant @ comme origine, I'intégrand est homogene de degré —1 selon le parametre
h et la variable d’intégration y; en utilisant la formule (2.34), et en s’inspirant de la
Figure 4.6, on obtient

3 +00 du
P(a,T) - 2@(&)[ hj s
= s Jn uiyu? o —yl?

J
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FIGURE 5.4 — Calcul de P dans le cas général.

qui s’écrit également

P(a,T) = Z a, B, h), (5.4)

ou R est définie en (4.18). Cette fois, a n’appartient pas au support de 3. On ne peut
donc pas utiliser directement l'expression (4.21). Soit @, le projeté de @ sur le support
de S et d = ||a — @], la distance de @ au support de 5. On a donc

h2 § Q_h h? d2 N 2_h
= [T by, (ST AE o,
B

la—yl? (@ +[a —y[?)

En rappelant que t* sont les abscisses des extrémités b* du segment /3 prises a partir
de l'origine @ = g(a) (voir la Figure 5.5), on obtient

\/ﬁ
J Wrd+t=h, (5.5)

(d? +12)

I1 en résulte 'expression suivante, que 'on peut comparer a (3.19) :

A ) t h t
R(%B» h) = [Arcsmh (h2+d2> — gArCtan (d)
tt

h h* + d* + itd in
+ EZm {Arctanh (h\/m) Y sgn(t)}] : (5.6)

t=t—
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FIGURE 5.5 — Calcul de R(a, 3, h).

5.2.2 Calcul de Q(«, ) : @ et  non contenus dans un méme plan

Dans ce cas, afin d’assurer ’homogénéité de I'intégrand on introduit la perpendicu-
laire commune aux supports des deux segments (voir la Figure 5.6).

1 1
Qo, B) = f ——ds,ds, = J — dszds,, (5.7)
axp |z =yl T e VR HE -y ’

ol ¢ et I sont les projections respectives de a et x sur le plan orthogonal a la perpen-
diculaire commune et contenant . La distance de o & & est notée h(= ||a~ —a |). En
prenant 'intersection des supports de 3 et & comme origine, on obtient

Qe B) = Y. ks*R(ak, 8, h) + Y R, &, h), (5.8)
k=% ==+

ou l'expression de R est donnée par (5.6).

5.2.3 Calcul de Q(«,3) : @ et  contenus dans un méme plan

Lorsque les supports de « et 3 ont un point d’intersection appartenant a (w) (voir
Figure 5.7), c’est-a-~dire lorsque « et  sont contenus dans un méme plan, on note o, le
point d’intersection des supports que ’on choisit comme origine ; alors

Q(a, B) = . ks*R(a*, 8) + D 1R, a). (5.9)

En notant la projection b de b sur le support de « (voir Figure 5.7) et la distance
d = ||b — b|| du point b au support de a, on a d’apres (3.16) :

1 1
R(b, o) = J 1 s, :J ds,. (5.10)
ol =] oA/ d? + |z _3”2

ou R est donnée par (3.19).
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w

FIGURE 5.6 — Segments dans des plans sécants avec en blanc, la perpendiculaire commune aux
supports des segments « et 3.

(w)

FIGURE 5.7 — Les supports des segments « et  ont un point d’intersection appartenant a (w).

5.3. Réduction de U(a,T) : cas parallele

Lorsque le support de « est parallele a (w), on perd I'homogénéité de l'intégrand.
On effectue la projection de « sur le plan du triangle 7' afin de décomposer la norme
|z — y||. Ainsi, soient @ et a*, les projections respectives de « et a* sur le plan de T'
(voir la Figure 5.3). La distance du segment « au plan de 7', notée h = |a~ —a | joue
le role de parametre. L’intégrand est ainsi homogene par rapport au couple formé de la
variable d’intégration (Z,y) et du parametre h. On a donc

Ula,T) = f lA dszdy,
axT A/h? + |7 —y|?
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qui se simplifie, en prenant 'origine en a~ et grace a la formule (2.34) :

3
UaT) = lal | &0 la gy + Y5@) | bl [~ i),
T j=1 axp;

ou fy est défini par

+00
1
fo(h,n) = h? —d 5.11
2( 777) L ugm u ( )
On obtient une expression semblable & (4.7)
3
U, T) = |o|Py(@*, T, h) + > 6;(a7)Qa(a, 85, h), (5.12)
j=1
avec,
Pa@.7h) = [ £ 13"~ ol (.13
T
0y(8, B.1) f b (h, |7 — y|)dsads,. (5.14)
axf;

Les expressions restant a réduire sont Py et Qy. Pour la réduction de U (voir 5.12)
on a utilisé la formule (2.34), on doit donc poursuivre la réduction en utilisant cette
meéme formule.

5.3.1 Réduction de Py(@,7,h)

En appliquant (2.34) avec I’origine prise en @, on a obtient une expression semblable
a (5.4) :

3
6.7 = D 0,@ | St Iy~ l)ds, (.19
Jj=1 Bi
avec,
400
S2(h,n) = h fQ(:; " gy (5.16)
h

S se simplifie, grace a (5.11), en

o +wo s oru dv
S(hm) = h S A do | ——me—sd
) f J m ’ Jh (fh ”) WV
—hL mdu:fl(h7n)_f2(h’n)’

qui s’exprime simplement

VI - "
S2(h,n) = 202 Arcsmh (h> (5.17)
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Ceci nous donne 'expression finale pour Ps

3
@,T,h) = > 6;(a)S(@, B;, h), (5.18)
j=1
ou,
- h? +la—yl?* —2h h? (Ha—y)

Ss(a, B, h :J = + — Arcsinh ds,, (5.19
(.00 ﬁ{ da-ylr T 2a-oF h v (519)
fait intervenir la distance h = |a — a| du point a au plan contenant le triangle 7.

L’expression de Sy est donnée par (5.28).

5.3.2 Réduction de Q(a, ) : supports de & et [ sécants

A ce stade pour poursuivre le processus de réduction il est encore nécessaire de
distinguer deux configurations : lorsque les supports de & et 8 sont sécants et lorsqu’ils
sont paralleles. D’apres (5.8) et (5.14), en choisissant 'intersection des supports comme
origine, on a

Qu(@,B,h) = > kstSy(ak, B, h) + Y. 'S, (H, &, ), (5.20)
k=+ =+

avec Sy définie en (5.19).

5.3.3 Réduction de Q(a, ) : supports de & et [ paralléles

Lorsque les supports de & et [ sont paralléles, c¢’est aussi dire que a et S sont
paralleles a (w). On utilise une méthode similaire a celle vue a la section 4.4.3. Afin
de restaurer 'homogénéité, on définit la projection B de 3 sur le support de & et d =
|b= = b=| (voir Figure 5.8), alors

0u(8, B, 1) = f y(h /B |7 — FP)dsadsy. (5.21)
axf

La difficulté supplémentaire provient ici de I'apparition d’un second parameétre d.
Or il se trouve que lors de la démonstration de (2.34) on utilise la solution explicite
de I’équation différentielle ordinaire (2.21) selon la variable h, il est donc nécessaire de
se ramener a un seul parametre scalaire pour utiliser (2.34), ce que 'on fait en posant
A = d/h, de telle sorte que l'intégrand devienne une fonction homogene de z, § et h (voir
la Figure 5.8). Cette opération peut en fait étre réalisée avec un nombre quelconque de
parametres supplémentaires homogenes d; en posant \; = d;/h. Cette méthode conduit
a I'expression suivante :

0s(8, B, 1) J (/N2 5 ) dsadsy. (5.22)
axpf



CHAPITRE 5. TRIANGLES DANS DES PLANS SECANTS 69

FIGURE 5.8 — Calcul de Qa(@, 3, h) : cas ou les supports de & et 3 sont paralleles.

En appliquant (2.34), on obtient

. 0 £y (u, A/ A2u2 + ok — 2
Q2(a, 3, 1) ks’“ﬁhf 2( \/ _ |la* ~ 5] )dung
k=+ B h u

~ +o fo(u, A/ N2u? + 7 — b2
+ ltlf hf 2 \/ _ Iz =l )dudsﬁ, (5.23)
1=+ Ja Jh u
soit encore,
O, 8,h) = Y. kstSy(ak, B, h,d) + Y. WS (1, &, h, d), (5.24)
k=+ =+
ol
$u(@ B = [ Falh.d.a~ 3)dss, (5.25)
B
et

Rt [ —g1) = [ BRI
h

> du. (5.26)

L’expression de Sy (a, B, h, d) est fournie par (5.30).
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5.3.4 Evaluation de S, et §2

Soit @ la projection orthogonale de a sur le support de et d = ||a — al|, alors en
prenant @ comme origine, on a

o (VR B+ 2 —2h h? (Bt s
Sq(a, B, h)a = L_ { 2+ 57) + 2+ 82)3/2Arcsmh (h) } ds
(5.27)
avec t* les abscisses des extrémités de 3 par rapport a @. On obtient I'expression finale,
. sh? . d? + s? d? — h? . s
SQ(CL, /B, h) = [mArCSlnh ( A ) + 92 Arcsinh (\/m> (528)
tt

h s h h% + d? + isd i
— gArctan (d) = 3Im {Arctanh (hm> Y sgn(s)}]

De méme pour Ss, on obtient,

-

~ o~ R+ A2+ 52— B2+ d2 12 _ d
Sq(a, B, h,d) = L_ { 52 ~ 5 Arcsinh <>
2 /2 1 g2
+ h—Arcsinh (M) ds, (5.29)
252/ d? + s? h
soit,

3 (5 VR + &P+ —VRP+d o (d
Sa(a, B, h,d) = [— 55 — 2deAlrcsmh <h) (5.30)

WAE T 52 "
— —————Arcsinh
25d?

\/d2+32) h? + d? ) ( S )
+ Arcsinh [ ——
h 2d2 Vh? +d?

-

5.4. Cas particuliers singuliers

Lorsque les triangles ont un sommet commun ou une aréte commune, des simplifi-
cations apparaissent. En premier lieu, si les triangles sont adjacents, il ne peut pas y
avoir de cotés paralleles a (w) et on ne rencontre pas non plus le cas ou l'intersection
des supports de « et § est un point de (w). Lorsque les triangles n’ont qu'un sommet
commun, toutes les situations sont possibles.

5.4.1 Triangles adjacents

Jusqu’a la dimension 2, la réduction est similaire a celle appliquée pour des triangles
coplanaires adjacents (voir (4.25) et la Figure 5.9(a))
5]

id; T iv1d;
= Plaia, ) + g“cxai,ﬁjﬂw'S'P(bm,sw“"*gj (Qis1,3). (5.31)

Les expressions (5.4) et (5.8) permettent d’évaluer completement 'intégrale.

I
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(a) Triangles adjacents dans des plans sécants. (b) Triangles dans des plans sécants ayant un som-
met commun.

FI1GURE 5.9 — Configurations géométriques de triangles dans des plans amenant des simplifi-
cations.

5.4.2 'Triangles ayant un sommet commun

Si les triangles dans des plans sécants ont un sommet commun, alors d’apres la Figure

5.9(b), on a

= % (i, T) + ‘;"U(ﬁj, S). (5.32)

Conclusion du chapitre

Lorsque les triangles sont dans des plans sécants, il faut distinguer plusieurs configura-
tions géométriques :

e lorsqu’'un segment est parallele a I'intersection des deux plans,

e lorsque deux segments sont paralléles,

e ou encore lorsque deux segments ont leur intersection qui appartient a (w).

Tout ceci amene a une grande diversité d’intégrales mono-dimensionnelles qu’il faut
évaluer. Malgré le nombre élevé de cas, il est toujours possible d’obtenir des formules
explicites.
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CHAPITRE 6

Le potentiel de double couche

.
Introduction

Dans le chapitre 5 nous avons évalué l'intégrale

1
I = J ———dxdy,
SxT ||$ - y”

lorsque S et T" appartiennent a des plans sécants (voir Figure 6.1). A présent, nous allons
évaluer les deux intégrales suivantes :

r—y
J:J 7Y dedy, ¢ =0ou?2, 6.1
= gur To—grededys ¢ (6.1)

pour la méme configuration géométrique des triangles.

Lorsque les triangles se touchent, une difficulté apparait car la frontiere du domaine
d’intégration n’est pas réguliere. Nous allons donc décomposer ce chapitre en deux
parties, les trois premieéres sections présentent le cas régulier (triangles ayant une
intersection vide).

La section 6.4 aborde les cas singuliers (triangles adjacents ou ayant un sommet
commun). L’intégrale .Jy est bien définie, mais pour Jy cela est un peu plus compliqué.
On calcule la valeur principale de Cauchy de Js.

6.1. Réduction a la dimension 3

La premiere réduction est identique & (5.2) avec ¢ = —( et l'origine prise sur (w) :
3 3
7vi(0) r—y 9i(0) r—y
Jo = TTY ds.dy + Y ids,,  (6.2)
R T 2T L T

j=1

qui peut s’écrire

di(0) ,
4 — (u(ﬁjﬂ Sa C)? (63)

: 7i(0) °
I 224_CU(%T; C)—j;
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FIGURE 6.1 — Triangles dans des plans sécants

ou

U(a,T; () = ds.dy. (6.4)

JMT | — yH“C
On note la présence du signe — dans (6.3) qui provient de 'antisymétrie de I'intégrand.
Pour poursuivre la réduction de U(a, T'; ¢), il est nécessaire de choisir 1'origine au point
d’intersection de (w) avec le support de a.. A ce stade deux cas peuvent donc apparaitre ;
lorsque le point d’intersection existe, on effectue la réduction a 'aide de la formule (2.10),
mais lorsque le support de « et la droite (w) sont paralleles, il faut utiliser (2.34).

Réduction a la dimension 2 : Cas sécant

Dans le cas ou le point d’intersection existe, la réduction est analogue a celle vue a
la section 5.2. L’intersection est prise pour origine (voir Figure 5.2) et 'application de
la formule (2.10) fournit

“<avT;C>=;3kf< T () + Z a,B;; ), (6.5)

avec,
Pti0= | (00
Q. 8 ¢) = Lxﬂ stmdsy (6.7)

6.2.1 Cas sécant, réduction de P(a,T; ()

C’est a ce niveau qu’apparait la nouveauté par rapport au chapitre 5. En effet, a —y
étant affine dans le repere d’origine @, il est nécessaire de décomposer P en deux parties :

~ 1 a—y
P(a,T;o:(a—a)f . dy+f ! dy
7 (B2 + @ — y[2) T T (h2 + @ — y[2) T2
(a— Q)P T, h: )+ Pa@ T, ©) (6.8)
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ou a est le projeté de a sur le plan de T" et h = |a — al| (voir Figure 5.4).
Le degré d’homogénéité du premier intégrand conduit & ¢ = —1—¢; la formule (2.34)
fournit alors

3

Pi(@,T,h; () = >, 0;(@Ri(@, B, h; C), (6.9)

j=1

avec

Rl(a7 6]711, C) =

—

fi(h, la =yl 5 Q)ds,y, (6.10)
et f1 est définie par I'expression suivante

fulbuni ¢y =ne < | du

ho w1l (u2+n2)(1+<)/2'

(6.11)

Lorsque ( = 0, on retrouve les expressions (4.16) et (5.11). Le second terme fournit
I’expression

Mw

Po@, T, h; ¢) = a,B;h: 0), (6.12)

]:

avec
mxa@m¢o=J;a—w@wwa—y;owy (6.13)

En regroupant les expressions (6.9) et (6.12), on obtient
3
P(a,T; €) :Z [a—aRl( ,ﬂj,h;C)Jr%(a,ﬁj,h;g)]. (6.14)

Les expressions de R; et fR, sont données en (B.2)-(B.5).

6.2.2 Réduction de Q(a, f, ; () : supports de a et 5 non sécants

Comme le support de « est supposé posséder une intersection avec (w), les segments
a et [ ne peuvent pas étre paralleles. On utilise la méme méthode que celle employée
dans la sous-section 5.2 en introduisant la projection ¢ de « sur le plan parallele & «
contenant 3. Les supports de & et 3 se coupant, on choisit leur intersection, notée o,
comme origine (voir Figure 5.6). Soient 2 le vecteur correspondant & la projection (
Z = (at—a")) et h=|Z|; Q se décompose en deux termes :

O, B; €) = Qaldi, B, ©) — 2 Qu(&, B,k ) (6.15)
avec

o 1

@oni0=] G

. o T—y .

@850 = | Gy .
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Le premier terme se simplifie en notant que ¢ = —1 — ( :
&, B,h; ¢) = 2 ESRL(@, B, s ¢) + D TR (Y, &, s €). (6.17)
I=+
En ce qui concerne le second terme, on a ¢ +n = 2 — (; la formule (2.34) fournit alors
(&, B,h; ¢) = Zk Ro(@*, B, s ) — Y 1 R (b, &, 1 Q). (6.18)
=+
En regroupant (6.17) et (6.18), on obtient
Zk 9{2 a* ﬁah C) 7R‘1(6kaﬁ>hag)]
_thl 9{2 7a>h; C)+7R1(blaé7ha C)]v (619)
1=+
ou R; est donnée en (B.2) et (B.3) et Ry en (B.4) et (B.5). A la différence du chapitre

5, une attention particuliére doit étre portée aux signes dans les expressions (voir (6.19)
par exemple) qui ne sont pas tous positifs en raison du caractere anti-symétrique de Qs.

6.2.3 Réduction de Q(a, [, ; ) : supports de « et [ sécants

Si les supports de « et 8 sont sécants, leur intersection appartient a (w) (voir la
Figure 5.7). Cette situation a déja été rencontrée dans la sous-section 5.2.3 et conduit
a l'utilisation de la formule (2.10). Le degré d’homogénéité de I'intégrand est ¢ = —(;
il nous faut distinguer les deux situations relatives respectivement a ( =0 et ( = 2.

Lorsque ( =0, on aq+ n = 2, soit

k k _ l _pl
Qa5 Q) = 3 5 | s +2” s,

&2 e - z— V|
k sk [t
- TSS(a’“,B)Jr S-S@.a). (6.20)
k=+ =%+

ou S(a, B) est donnée en (B.6).

~—

Lorsque ¢ =2, on se trouve dans le cas ou ¢ +n = 0. La formule (2.10) ne s’applique
plus, elle est remplacée par la formule (2.16), d’ou

y
Q(Oé,ﬂ; C) = J 7d3wd5
axp [T = y||3 !
_ Y st f la* —y]) ds, + zﬁj Iz — o) ds,
Z 5 ||ak yH3 ( Y Z H bl||3 ( )
=stk£ a*, B —thlﬁ ,a , (6.21)
k=+ =+
avec

= @y a — S .
£(0.9)= | i lla =yl ds, (6.2
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dont l'expression est donnée en (B.7).

6.3. Réduction a la dimension 2 : Cas parallele

Si le support de « est parallele a (w) et par conséquent au plan de 7', il est nécessaire
de définir les projections respectives @ et @* de o et a* sur le plan de 7. On définit
également le vecteur projection ¥ = (a* — a') et la distance h = | 7| (voir Figure 6.2).

On a alors
T —y
U(a, T C =J ————ds,dy.
@T50= ] o=y =
= UQ(aa T7 h ; C) - 72/[1(&,1—‘, ha C)?
avec
(&, T, h; ¢) J ! dszd
Oé, I 7 = ~ z y7
1 axr (R + |2 = y )1
. oy
Us(a, T h; () = j — dszdy.
! S

(6.23)

FIGURE 6.2 — Calcul de U(a, T'; €) : cas ou le support de « et (w) sont paralleles.

6.3.1 Réduction de Z/Nll(&,T, h; ¢)

En prenant a~ comme origine, d’apres la formule (2.34), on obtient

3

Uy (&, T, s ¢) = |aP(a*, T, h; ¢) + Y. 6;(@)Q(@, B, h; Q)

Jj=1

(6.24)
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avec
P@T.h: ¢) = | tahla =l Ody,
T
8@ 5,h: ¢) = | 2=l Odsads,

ot fy(h, || — | ; ¢) est définie en (6.11).

6.3.2 Réduction de Z/NIQ(&,T, h; ¢)

De la méme maniere que pour U7, on obtient

zftz@,T,h;o:|oz|f$3(a+,T,h;c>+i 0,(@)R@. 65, h: Q) (6.25)

avec "
F@T.h: ) = | @=hlhla— ol Ody (6.26)
@5 0= | Gk 7 =l e, (6.27)

En regroupant les deux expressions, on obtient
(6,75 ¢) = |l (B@*,T,h; O = 7P@H T, 0))
3
+ 2 ) (2,805 Q) ~ 7@, 85,85 Q)

6.3.3 Simplification de P et P

En prenant a comme origine, la formule (2.34) nous donne

3
P(@ T, h;¢) = Z] R (@, 8, h; ), e

j=1

Mm

V@, T,h: ¢) = a8, h: 0), (6.28)
avec -
RiG@ 8. h; ) = L Falh, [ — yl; s, et (6.20)
(@, 5, C) - L (@ )o(h,[a - yl: Q)ds,. (6.30)
ou
Se(hyn; ¢) = he7'¢ L+OOW u, (6.31)
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est une généralisation de l'expression (5.16). Les expressions de ﬁ% et 97{:2,) sont données
respectivement par (B.13)-(B.18).

Pour réduire @(&, B h; Q) et 55“(64, B,h; ¢), nous devons distinguer deux configu-
rations géométriques.

6.3.4 Réduction de Q et O supports de a et [ sécants

Lorsque les supports de & et [ sont sécants, on choisit I'intersection comme origine
et 'application de la formule (2.34) permet de conclure :

Q@, B, h; ¢) = Zk *RI@", B, h; g+21th1 LA, h; €), et (6.32)
&,8,h; C) = Zk B h; Q) - thl%(bl,a,h;o. (6.33)
I=+

6.3.5 Réduction de Q et O : supports de a et [ paralléles

C’est aussi dire que les supports de [ et a sont paralleles & (w). On projette 8 sur
le support de @& et on introduit la distance d entre les deux segments (voir la Figure
5.8). Soit 3 et bt les projections respectives de (3 et de ses extrémites et W = (Z* —b7).
Comme dans la sous-section 5.3.3, on pose d = Ah ce qui permet de se ramener au cas
d’un unique parametre et ainsi d’utiliser la formule (2.34).

Réduction de C)

Q@, B, h; ¢) = A + [z —J)2; ¢)dszdsy

X
@™

fo(h, A/ N2h2 + |2 — 2 ; ¢)dszdsy. (6.34)

[
T

™

X

D’une maniére similaire a (5.24), on a

Q@, 8,1 ¢) = Zk@ksz Bohod; Q)+ Y [0S0 a,h,d; ©), (6.35)

T
H

avec
$:(@.5.hdi ©) = | Falhd. a9 sy (6.36)
B

et

T o (u, VAU + 1n?)

u2=¢

Zo(h.d,n; O) = h'¢ J du. (6.37)

h

L’expression de Sy(a, 3, h,d; ¢) est fournie par (B.21) et (B.22).
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Réduction de 9
851 Q)= | (=t I7 — yls Qs
= 0,(&, 5, h,d; ) + WQ(@&, B, b, d; Q), (6.38)
ou,
Fo@.Bhdi ) = | (@ Dtaho VT [E = T Q)dsadsy
1@ Fhd: = |00 T TE T sy
Le terme antisymétrique se réduit a

(&, 8, h,d; Q) = Zkbawﬁhdc) 70, 6. h,d; Q) (6.39)

1=

H+

avec,
(@B hd: ¢) = L(a — 9 Falhd. a— 35 Qdsp, (6.40)

et

T s (u VN + )

u3—¢

a(h,d,n; Q) = h“f du. (6.41)

h

Les expressions de T3 sont données en (B.23)-(B.24). Le terme symétrique se réduit
comme en (6.35) :

Q1(6,8.h,d; Q) = Y ks*S3@" B h,d; Q) + D WS, a,h.d; €), (6.42)
k= —

0
+

avec
34@. B, h.d: ) = ﬁ%é(h, d,[a—73l; O)dsy, (6.43)
B8

et

oo fS(ua V )\2U2 + 772)

u2=¢

S3(h,d,n; Q) = hl*f du. (6.44)

h

Les expressions de 83 sont données en (B.26)-(B.27).

Cas particuliers

Deux configurations géométriques peuvent conduire & des simplifications dans les
calculs : lorsque les triangles ont un sommet commun ou lorsqu’ils ont une aréte com-
mune. Il n’y a aucune difficulté nouvelle concernant Jy que l'on traite en premier. Le
sujet plus délicat de J,, intégrale non définie pour ces configurations de S et T, est
abordé en second.
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6.4.1 Simplifications pour Jj

Lorsque les triangles sont adjacents, de la méme maniere qu’a la section 4.6, on a

S T
Jo = |6|P(Gi+2,T; 0) - |6|7D(bj+2755 O) (6'45)
gidj11 Git1d;
+ 1J2+ Q(ay, Bjt1; 0) + ;2 . (a1, 855 0).

Lorsque les triangles S et T" ont un sommet en commun, on obtient

i d;
Jo = S, T 0) = U, S': 0). (6.46)

6.4.2 Détails pour J,
Lorsque la frontiere du domaine est réguliere, le noyau

(z — ylmy)
|z —yl?

est intégrable ; il n’en est pas de méme ici car (v — y|n,) ~ |z —y| lorsque z et y tendent
vers un point situé sur (w). Ce cas apparait lorsque les triangles S et T sont adjacents ou
ont un sommet commun. Nous allons montrer que .J; peut étre définie comme la limite
d’un cas régulier, ce qui correspond a une valeur principale de Cauchy. Lorsque I' = 02
est une frontiere lipschitzienne, ce qui est le cas lorsque la discrétisation est réalisée a
I'aide de polygones plans, Costabel montre cependant dans son article [Cos88] que la
trace de 'opérateur de double couche, définie par :

Cv = <J;éxi;:;y)v(y)dsy> , (6.47)

est continue de H'Y/?*7(T') — H'?*7(T'), avec o € [~1/2,1/2]. Nous allons mettre &
profit ce résultat pour déterminer une expression explicite de J; - g

Soient S et T, deux triangles adjacents (voir Figure 6.3(b)); on note 7, le triangle
de cotés Bwj(e) et de sommets bNJ(e) défini & partir de T, tel que 53 soit parallele & 3 et a
une distance e (voir Figure 6.3(a)). Par ailleurs, on note gj(y), la distance signée de y au
support de BNJ On observe que d(y) = d2(y) et d1(y) = 61(y). Lorsque € — 0,7, — T.
Dans la suite, nous omettrons les références a e pour BNJ et ij Nous noterons

Jo - Ti7 = J w(ixdy, (6.48)
sxr |z =y

la limite lorsque € — 0 de

(z —y) 17
F(e :f ————dxdy. 6.49
O o TP (049
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(a) Définition de T. (b) Cas limite

F1GURE 6.3 — Configurations géométriques pour le passage a la limite.

En appliquant la formule (2.10) on obtient une premiere réduction :

). 5 g
F(e) = glf wdsxdy 4 1(a1) J wdxdsy
2 ap xTe ||1’ - yH 2 SxB1 Hl‘ - yH

~

5 .2
N 3(51)] N(JU i/) Z’T,dxdsy, (6.50)
sxg |z =¥l

ou g; est la hauteur issue de a; (voir la sous-section 3.1.1). L’intégrale selon 32 n’apparait
pas puisque a; appartient au support de (5 donc dy(a;) = da(a;) = 0. Une seconde
utilisation de la formule (2.10) conduit a une expression que l'on décompose en deux
parties :

F(e) = Fr(e) + Fs(e). (6.51)

Nous allons montrer que Fs(e) tend vers zéro lorsque € — 0 et que Fr(e) donnée par

o
Fr(e) = |S|P(as, Tc; 2) - iy — 1(%2%7?(193,5; 2) - g
0 N by)é, N

P 20200 000, 50y 2O g, 5oy

a pour limite lorsque € — 0 (d’apres (6.6) et (6.7) ) :

gids

5 (061,52; 2)

d s
+% (a2761; 2)] ‘nr,

qui est analogue a 'expression (6.45), obtenue pour .Jy pour les triangles sont adjacents.
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A présent, nous montrons que
d3(a R 61 (a b, ~ N
73( 12)|63|73(52,S, 2)-n7 + D) n(bs) 1);1( 2) Qau, fi; 2) - nr

n 53(6L1)272(bl) Q(OQ’@; 2) . i + g103(as) + ;53(a1)71(b1)

Fs(e) =

Q(alv/g?»; 2) ) TL_T)

+ WQ(%,&; 2) 17 + WQ(%@; 2)-mr

tend vers 0 lorsque € — 0. A cette fin, nous décomposons Fg(€) en quatre termes :
1. Premier terme. On pose
d3(ay)|Bs|
2

Eq(e) = — P(b2.S; 2), (6.52)

qui d’aprés (6.14) s’écrit aussi (en notant que d3(a;) = €),
Ei(e) = €|§3|{(b2—62)731(b2,5 hi2) + Palbs, .0 2)1,

avec by la projection orthogonale de by sur le plan contenant S et h = [[by — by|.
D’apres (6.9) et (6.12) on a

3
Z 02){ (B = B2)Ra (B, u, o 2) + Baby, 0, 2) .

A ce stade, on note que h = esin(¢) = O(e), ou ¢ est 'angle que forment les deux
plans, (by — by) = O(e)g, ot 3 est la normale au plan contenant le triangle S et
v1(bs) = v3(b2) = O(€). On observe que les abscisses s7 et si du sommet ay qui
est une des extrémités de oy et as s’écrivent s; = s3 = O(€) et les abscisses des
autres extrémités s et sz qui correspondent respectivement aux sommets ag et
a1, sont fixes. L’expression explicite de Ry donnée par (B.3) implique :

€2

), o 1
Rl(bzaalah; 2) = Rl(b2,a3,h; 2) =0 < Og(E)) )

Finalement, on a,

e71(b2) (b — b2) Ra(ba, oy, s 2) = O (elog(e)) . (6.53)
De méme,
Ry (b, co, h; 2) = O (log(e)), (6.54)
dot,
€ (b = by) Ru(bs, a2, 5 2) = O (¢*log(e)) (6.55)

Un raisonnement similaire permet d’écrire
Ro(ba, o1, 1y 2) = Ro(ba, iz, h; 2) = Ry(ba, vz, s 2) = Ro(ba, vz, h; 2) = O (log(e))
soit,

Ei(e) = O (elog(e)), (6.56)
d’ou 113% Ei(e) =0.



2. Deuxiéme terme : Soit

01(a bs ~
Bs(e) = 1(1)2%(2)Q(041, Bi:2). (6.57)
Les supports des deux segments ont un point d’intersection qui est le sommet as.
De plus, on note que le degré d’homogénéité de l'intégrand est ¢ = —2 = —n. 1l

s’agit par conséquent de la situation ou ¢ +n = 0; c’est donc la formule (2.16) qui
conduit a la réduction suivante :

5 ba
Eg(e) = 1(a1)271( 2) {| | . (a y)3 ln(||a3 — y”)dé’y
(z—b5) B [ (@=by) o
+ | B3] NPT In([lz — bs)dss tLl DT In( |z bz||)dsx},

ou t est ’abscisse de by. Les deux premieres intégrales sont finies, seule la troisieme
intégrale est a étudier :

. . o )
[ ==, = [ =+ o - s,
ai |z — by ar 9 (h2 + |z — b2H2)

- In(h? + ||z — by
+ (b — bz)f W les 2”)3/2
2 (12 + |z — Byl

ds,

La premiere intégrale se comporte en O (M) alors que la seconde se comporte

en O ( ) Cependant, en notant que tv;(bs) = O(?) et (by — by) = O(€)nd, on
obtient le résultat :

Es(e) = O (elog(e)). (6.58)
ainsi
. 0 (al)%(b;) (z —y) —
lli’)[(l) EQ(C) = ll})l’(l) f leﬂl mdSmdSy 0 (659)
et
lim 0s(a1)72(br) J L)ddsxdsy =0 (6.60)
0 2 e

3. Troisieme terme : Puisque d3(a1) = d3(az) = €, on étudie le terme,
Es() = € Q(ay, s 2). (6.61)

On introduit la perpendiculaire commune aux supports de a; et 5~3 (voir Figure
5.6), ainsi que les projections 53, bt de 53 et de ses extrémités sur le plan conte-
nant le triangle S. Le vecteur 7 = bg — bg est alors un vecteur directeur de la
perpendiculaire commune (voir Figure 6.4) et

(z —9) 1

O, B3 2) = f - ds,dss; + T —
orxs (B2 + o = )™ ! arxBs (B2 + |z —[2)%?

ds,dsg.
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Avec comme origine 'intersection des supports de B\g et aq, on a :
Qo B3 2 Z ks [9{2  Bs, by 2) + TRy (a*, B3, 2)]
- Z ltl [mg(y, aq, h, 2) — 7R1(i)\l, aq, h, 2)] .
=+

On obtient donc que

Es(e) = O (elog(e)) . (6.62)

FIGURE 6.4 — Perpendiculaire commune.

4. Dernier terme : Lorsque x € ag et y € E, on a la simplification (z —y) -y =0
donc

Qlas, Bs; 2) - p = Qlag, b ; 2) - g = 0. (6.63)

Notons que la réduction de Q(as, By 2) et de Q(as, By 2), conduit & des expres-
sions explicites qui permettent de montrer le résultat suivant :

~

d1(ar)vs(b2)
2

83(a1)7s(by)

O(as, By 2) = Q(ay, f1;2) = 0. (6.64)
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Résultat Final

D’apres (6.63), (6.56), (6.58) et (6.62), lorsque S et T" sont des triangles adjacents
dans des plans sécants, en définissant Jo - 7 comme la limite de F'(e), on obtient la
formule explicite suivante :

d d
+% (a1, Bs ; 2)+9271 (s, By ; 2)] N3 (6.65)

Un raisonnement similaire permet de montrer que lorsque S et 7" ont un sommet
commun (noté a; = by), on a

_ d _
: [91 [V | dedsy] T (660
« S

Jy -
2 Joyxr o=yl 2 Jsxp o=yl

sl

Les expressions (6.65) et (6.66) s’obtiennent en utilisant la méthode dite naive qui
consiste a annuler toutes les expressions faisant intervenir des distances nulles (voir la
sous-section 14.4.1 qui utilise cette méthode naive pour calculer des parties finies).

Conclusion du chapitre

Il n’y a pas de réelle difficulté supplémentaire pour passer du potentiel de simple
couche au potentiel de double couche. L’intégrand étant vectoriel, il est nécessaire de
le décomposer a chaque étape pour conserver 'homogénéité. La méthode permet de
calculer J; lorsque les triangles sont adjacents.
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7
Conclusion de la deuxiéme partie

Dans cette partie, nous avons obtenu des formules explicites pour évaluer les intégrales

1
I= J ———dxdy, (6.67)
SxT ||.QT - y”

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans sécants, et les deux
intégrales

x—
J :J 7dmdy, ¢ e {0,2 (6.68
S P 02 )
lorsque S et T sont dans des plans sécants.

Lorsque les intégrales sont effectivement singuliéres (triangles identiques, adjacents
ou ayant un sommet commun) les formules obtenues sont relativement simples. Des
résultats numériques montrent la grande précision des formules obtenues.

Dans le dernier chapitre, on a déterminé une expression de

7dmdy (6.69)

V.p. J 7da:dy = lim
sxr |z —y[? 0 yl?

lorsque les triangles S et T sont adjacents ou lorsqu’ils ont un sommet commun.
L’existence de cette limite est une conséquence d’un théoreme de Costabel.

\
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Troisiéeme partie

Triangles dans des plans paralleles
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7
Introduction de la troisieme partie

Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour évaluer les trois
intégrales

1
I = J ———dzdy,
sxr | =y

J; = J 7Y dedy, C=0ou?2, (6.70)
S

«r |z =yl
lorsque S et T sont dans des plans paralleles.

Nous commencons par présenter le cas plus simple des triangles superposés, puis nous
traitons du cas de triangles situés dans des plans paralleles en position quelconque;
enfin nous présentons quelques résultats numériques afin de montrer l'intérét de la
méthode.




CHAPITRE 7

Introduction

Cette partie traite de I’évaluation des intégrales I et J ci-dessous :

1
I= J ———dzdy (7.1)
sxr |7 =y

r—y
sz 7Y dudy, ¢ e {0,2 7.2
<= )y o =g e vy ¢ 0.2} (7:2)

lorsque les triangles S et T sont dans des plans paralléles. La comparaison avec le cas
de triangles coplanaires ou situés dans des plans sécants fait apparaitre une différence
essentielle : ¢’est des la premiere étape de réduction qu’on doit utiliser la formule (2.34),
dite formule & parametre, a la place de la formule (2.10). Pour le confort du lecteur,
nous rappelons ici cette formule : soit g : (2,h) € 2 x R — R une fonction ¢g-homogene
par rapport au couple (z, h), alors

J g(z,h)dz = J (Z|V)F(z,h)ds, (7.3)
Q a0
avec,
sgn(h)oo Zu
F(z,h) = ho" Jh Z;Mz " (7.4)

La complexité plus grande des formules dans le cas de triangles situés dans des plans pa-
ralleles découle de cette utilisation précoce de la formule (2.34), I'intégrand étant modifié
a chaque étape de la réduction. Un ingrédient essentiel pour simplifier le calcul consiste
a inverser l'ordre naturel des trois intégrales successives conduisant a l’expression des
intégrands mono-dimensionnels. Il a donc été jugé préférable de ne pas effectuer le cal-
cul explicite de ces intégrands au cours du processus de réduction, de fagon a bénéficier
de cette souplesse (voir la section 9.5). Il faut noter, qu’a la différence de nombreuses
autres méthodes d’évaluation d’intégrales singulieres et presque-singuliéres, aucune dif-
ficulté supplémentaire n’apparait lorsque les triangles se recouvrent partiellement (voir
la Figure 7.1).
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FIGURE 7.1 — Configuration géométrique prise en compte par la méthode.

7.1. Notations

Quelques notations nouvelles vont se révéler nécessaires : on note T et Bj les projec-
tions respectives du triangle 7" et de ses sommets b; sur le plan contenant le triangle S,
ainsi que Bj celles des arétes §; du triangle 7' (voir Figure 7.2). Les projections et les
distances dans le triangles T sont définies de facon analogue a celles dans le triangle 7" :
on note ¢;(x) la projection de x, point du plan contenant S et T , sur le support de Bj,
c/i;(x) et Sj (x) respectivement les distances et distances signées du point x au coté Bj du
triangle 7' (voir Figure 7.3).

FIGURE 7.2 — Triangles dans des plans paralléles.

7.2. Organisation des calculs

Remarquons que J; se décompose en deux intégrales :

r—y
Jo = f Y rdy =TI+ I, 7.5
<= o o=y cr (7.5)
avec

1 ~ T —y .
J? J dxdy et J? = J dxdy, (7.6
o Jed (0 = gt S S P
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FIGURE 7.3 — Projection et distance dans T.

or l'intégrale I s’écrit,

1 1
I = f ———dxdy = —dxdy, (7.7)
sxr |z =yl sx7 /I + |z =y

on a donc I = Jj. Contrairement a la partie I, nous commencons donc par I’étude de
J¢, dont nous déduirons celle de I'intégrale 1.

Dans le cadre de cette troisieme partie, on note 77 la normale au plan contenant le
triangle 7', alors J¢ -nz = 0, puisque (x — g|nz) = 0, ce qui nous dispense du calcul de ce
terme pour la discrétisation de I'équation de Helmholtz; nous calculons cependant J¢,
terme qui interviendra au chapitre 13 lors de la discrétisation des équations de Maxwell.
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CHAPITRE 8

Triangles superposés

7
Introduction

Ce chapitre détaille le calcul de I'influence entre deux triangles superposés, soit T=5
(voir Figure 8.1) . Notons que dans ce cas le terme antisymétrique J¢ s’annule, ce qui

ne nous laisse a traiter que
1
-
© s (02 4 o - IO

Sdz dy.

FI1GURE 8.1 — Triangles superposés.

8.1. Réduction a la dimension 3

On note que 2 = S x S donc n = 4 et on choisit a; pour origine. En appliquant la
formule (2.34) avec z = (z,7) et g(z,h) = (B> + ||z — §|*)” (1+6)/2 ,on a

3¢ +00 du ( )
J? = 2gif h°™ J 5 ds, d, 8.1
‘ aix$ nooutC (w4 o = g2t

puisque g+n = 3—. On rappelle que g; est la distance du sommet a; au coté opposé «;.
Ainsi que nous l'avions annoncé, nous ne déterminons pas d’expression explicite pour
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I'intégrale interne, nous nous contentons de la notation

act +00 du
fzz(h77]; C) =h J;Z u‘”l_c(u? T 7]2)(1+C)/27 (82>

qui constitue une généralisation de la fonction f;, définie en (4.16) dans la sous-section
4.4.3. On reconnait la fonction f3(h, |z — 7||; ) dans 'expression (8.1), ce qui permet
d’écrire

J: = 2ng f3(h, llz — 3|5 ¢) ds. dj = 2 g: U (ci, S, h; €), (8.3)
avec
U (e, S, b ) = f fy(h, o — 915 €) ds, i (8.4)
axS
Réduction a la dimension 2

8.3.

Pour poursuivre la réduction, il faut choisir une nouvelle origine appartenant au
support de «; (voir Figure 3.5), soit a;,1. Selon la formule (2.34) avec ¢ +n =2 —(, on
obtient :

~ ~ — oo f; U, [|a4 -y ) ~
f fs(h, |z =95 €) ds. dy = |ai|f h? <J (e e 9 g ap (8.5)
aixS S h u
+c0 f =l
+ gi+1j h2—CJ 3(“7 ||.I'3<y7 C) du ds, dSQ
Qi XOj41 h Uu

On introduit une nouvelle notation :

+oo ¢ .
Balhns ¢ = e [T L1 g, (5.
h u®
d’ou 'expression similaire a (3.12) :
U (i, S hs Q) = |au| PP (air2, S, by Q) + givr Qv i, s €), (8.7)

avec
Po(a,S,h; () = j Sa(h la—3l; € i

Q% (g, o ) = f Sa(h, |z — §1): ©) ds, ds;. (8.8)

Qi X Qi1

Réduction a la dimension 1

Nous transformons maintenant les deux expressions de (8.8) en des combinaisons
linéaires d’intégrales mono-dimensionnelles.
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8.3.1 Réduction de P*(a,S,h; ()

Le degré d’homogénéité de I'intégrand reste inchangé soit ¢ +n = 1 — (. En prenant
a;4+o comme origine, on obtient

Plasea, Sihs O = giwa [ 0 <f Soleolove I gugsy. (39
Q42
En définissant la fonction,
+00
c . _ 1c—C Sa(uﬂ?; C)
do(h,n;¢)=nh . it du (8.10)

on reconnait @3 dans l'expression (8.9), qui se réduit donc a

P (ais2, S 15 €) = gins f L(h, |ases —yl; € ds;

42

Pour achever cette réduction, on introduit une derniere fonction
Ria.ahi O) = | @(ha—als O)ds, (8.11)

et ainsi,

Ps(ai+2787h; C) = Ggi+2 R;(ai+27ai+2a h’ C) (812)

8.3.2 Réduction de Q%(a;, a;i1,h; ()
On choisit a;49, I'intersection de «; et «;,1, pour origine. Comme en (3.15), nous
avons

Q (aza (7 h C) |Oél| hl CJ 33 ||’Z;_C y” ) C) du dSQ
Q41

+ |C(z+1|f hl CJ 83 |a’l+1 ||’ C) dudsx

u2=¢

A T'aide de Ry défini en (8.11), on obtient I'expression
Q% (v, g1, hs €) = e R;,(az'+1704i+1,h; Q) + levita] Ré(az‘,az‘,h; Q). (8.13)

L’expression de Rj est donnée par (C.8) de I’Annexe C.

8.4. Retour a J; et [

D’apres (8.3), (8.7),(8.12), et (8.13), on obtient :

3
JE=2[8] Y gi Ralai, ai, h; €), (8.14)

i=1
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ce qui donne le résultat final :
3
Je =218|T ) gi Ry(ai, i, b Q), (8.15)
i=1

ou | S| est l'aire du triangle de S. D’apres I'expression (7.7), on obtient I :

3
I=218] ) g Ry(ai, s, b5 0), (8.16)

i=1

dont la limite quand h — 0 est I'expression (3.17) déterminée dans le cas de coefficient
d’auto-influence.



CHAPITRE 9

Triangles dans des plans paralleles
en positions quelconques

.
Introduction

Le cas de triangles en position générale se traite de fagon analogue (voir Figure 7.2) en
ce qui concerne la partie symétrique ; nous commencgons donc par sa détermination. Le
cas de la partie antisymétrique est traitée dans un second temps.

\ V)

9.1. Partie symétrique

9.1.1 Réduction a la dimension 3
Pour cette premiere réduction, la seule contrainte consiste a choisir 1'origine dans le

plan de S'; ce que l'on fait en choisissant le sommet a;. En s’inspirant de (8.1) et en
notant que g + n = 3 — ¢, la formule (2.34) fournit 'expression

3
K= b=l Qdsedi+ B [ wthle—1: Qdodss

qui a l'aide de (8.4) prend la forme suivante :

JE = gU (i, Toh; Q)+ 6;(a) U(B;, S s ). (9.1)

I\Mw

9.1.2 Réduction a la dimension 2

Comme pour (8.7), la réduction de U*(ay;, f, h; ¢) utilise P* et Q°. En prenant

a; = a;+1 comme origine, on a

Z/{ (azaT h C) |a1|7) (al+2aT h C aH—l S(&i73jah; C)a (92)

HMw

avec P*® et Q° définis en (8.8)

101
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9.1.3 Réduction a la dimension 1

La réduction de P? se déduit des cas traités précédemment. Pour Q% il faut distinguer
entre les cas ou les supports de a et 3 sont sécants ou paralléles.
Réduction de P*(aii2, T, h)

Comme en (4.9) et en (8.12), on a

3
PS(aHz,f, h; C) = Z gj(ai+2) Ré(aiJrZquv h; C)~ (9-3)

=1

Réduction de Qs(ai,gj, h), cas des supports sécants

Lorsque «; et Bj sont a supports sécants, on choisit 'intersection comme origine et
en s’inspirant de (8.13) (voir la Figure 9.1), on obtient

Q*(ai By b €)= D kst RE(ak, B hs O + YU RYBL 00 ks O (9.4)
k=+ ==

b
;g’ t
(5
7/ /\Jr
7 t — +
o ’ S S
———————— >—pe
o a (_)z) a+

FIGURE 9.1 — Cas des supports de 3 (la projection de f3 sur le plan de S) et « sécants.

Réduction de Q°(«;, Bj, h), cas des supports paralléles

Lorsque les supports de a; et Bj sont paralleles, un second parametre apparait pour
conserver I’homogénéité (voir la Figure 9.2). Une méthode analogue a celle présentée
dans la sous-section 5.3.3 est utilisce. On introduit donc &; et d respectivement le
projection de o sur le support de 3; et la distance de c; au support de /3;. Pour simplifier

les calculs, on choisit pour origine b; et on note que ¢ +n=1—(:

Q% (e, By b ¢) = f  Salh B AT =G C) dsadsy. (9.5)

(a7 Xﬂj
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FIGURE 9.2 — Segments de projections paralleles
En posant A\ = d/h puis en appliquant la formule (2.34), on a :
- - +00 N2+ aE— )2
QS(Oéi,Bj>h; C) — Z k)ﬁk jA hl—CJ g3(uv\/ u —;Caz yH ) C) dudsg
k=t B u
" v (/X224 [ — B2 Q)
+ 1t f thJ - ! du ds;.
_ w2
=+ Qy h
On définit une fonction analogue a (8.10) pour le cas parallele :
. _ ¢
F(hd, s Q) = h L A du, (9.6)
ce qui permet d’écrire
@ (e s Q) = Yk [ By 91 €)
+ Zzﬂf s(hyd, [T =5 Q) dss
La forme réduite suivante pour Q° en découle :
Q% (v, B;, h; €) = stk Ry, By hod; Q)+ S8 Ry, @i hyd; ), (97)
I=+
ou
~1 ~ ~ ~
Ry6.8,h,d: ) = [ @30, 13 5] ) dss. 98)

9.2. Partie antisymétrique

On rappelle que

~

J
sxT (h2 + ||z — QHZ))(HO/2

J¢ = dz dj.
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9.2.1 Réduction a la dimension 3

Comme pour la partie symétrique (voir Figure 7.2), on choisit a; pour origine et en
notant que g + n = 4 — (; on peut utiliser (2.34) :

@< [ o 5 ds.. d (9.9)
J' =g J x—y)h*~ J Sz dy 9.9
¢ g a;xT Y h ub=¢ (u2 + ||$ y” )(1+C Y
+ Z ;(as) J (z —g)h*" CJ du ——=7 dx dsy. (9.10)
st SxB; nous=C (w2 + [z — g2 Y

Or d’apres (8.2), on note que 'on peut utiliser la fonction f;, ce qui donne la version
réduite

Mw

JE = gt (a, Toh; O) = Y 6 (a) U (B, 8.1 €), (9.11)

7j=1

ou,

U, T, h; Q) = f f(w = y)ta(h, [x = yl; ¢) dsa dy. (9.12)

9.2.2 Réduction a la dimension 2

On continue la simplification en choisissant a; 1 pour origine et en notant que g+n =
3 — (. A l'aide de (8.6), on obtient :

U Toh ) = Jauf f( — 5)Ea(h, Jaiss — G5 O df (0.13)
3
+ 35 i) f = DFlh o =G Qs (010
j=1 ;i xBj

qui se réduit, par analogie avec la partie symétrique (9.1) a

Ui, T, h; ¢) = |ou| P (assa, Ts h; €) + i (ais1) Qv By, b €) (9.15)

en introduisant
Passs, hi O) = [ (e = DSalh sz = 315 O (9.16)
(0.5 hi = | @D le =l Qdsdsg. (017

9.2.3 Réduction a la dimension 1

En ce qui concerne Q% en (9.17), il est nécessaire de prendre en compte le possible
parallélisme entre les segments « et 3;.
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Réduction de P“(a¢+2,f,h; ()

A ce stade, a;4o est le seul choix possible pour 'origine. On note que g +n =2 — (,
ce qui donne apres utilisation des expressions (2.34) et (8.10)

(aive = §) ®3(h, |aiz = Gl5 €) dsg.

B;

3
Pair2, T h; ¢) = Z 0;(ai+2) f
j=1

Ainsi, on aboutit a I'expression plus compacte

3
Pajre, T, h; ) = Z d;(aiv2) 9‘%21(@%2753'7 h; €), (9.18)
j=1
ou
%Z(&HQ, B, h; () = ﬁ(awz —7) @i(ha |air2 =9l €) dsg. (9.19)
B

Réduction de Q“(a,gj,h; (), cas des supports sécants

Lorsque les supports de «; et Bj sont sécants (voir la Figure 9.1), on choisit l'inter-
section comme origine et en s’inspirant de (8.13) et (9.18), on obtient

Qe By, b5 €)= D ks* M2(ab, By ks Q) = D8 R i by Q). (9.20)
=+ =+

Réduction de Qa(a,gj, h; ¢), cas des supports paralleles

Comme lors du calcul de (9.7), on introduit &, a* les projections respectives de a et
a® sur le support de 3 et le second parametre d = ||a™ —a™| (voir Figure 9.2). L’origine

est choisie en b; et on note que ¢ +n = 2 — (. Il est nécessaire de décomposer x — ¥
sous la forme x —y = W + (T — y) (voir Figure 9.2) :

(i, B h; Q) =W | Zalh, /P + [F—FI7; C) dsz ds;
Qi x B
+ J (@ =)8a(h, A/ + T = y|?; Q) dsz dsy.
aix B

Pour garder des expressions concises, nous introduisons

Q&1 By, by d; €)= f BB E =T ¢ dss dsp, (0.21)

a; x B
Q& iy hyd: €)= f E - DB EF[F— P Odssdsy,  (9.22)
a; X B3

ce qui donne,

Q%(ev, Bs, h; €) = W QUas, By, hyd; €) + Q36 By, by d; €) (9.23)

Pour ces deux termes, l'origine est choisie en b; et comme précédemment, on remplace
le second parametre en posant A = %.
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Terme antisymétrique 9%

En notant que ¢ +n = 2 — ¢, on utilise la formule (2.34) :

] o Filu/(4) e + [t~ 312 Q)
5 ~i7 'ahad; k _Ah'Q_CJ
Qg(a /8] C Z S JA y) .

= duds;

]

s fe P AV M Lt X
h

pr du dsz

et l'utilisation de la fonction &)Z définie en (9.6) permet d’écrire :
~ 2 ~2 ~
Q@ o ) = 3 ks [ ek =) Bk 51 0

_ij (8 — %) &30 d, |7~ B

ce qui conduit au résultat suivant :

(9.24)

¢) dsz,

Q3(@, By hd; €)= S ks* Ry(ak, By hyd; Q) — Y1t R @ A hods €, (9.25)
k=+

H

ou

~2 N A ~ 243 ~
Rylay, Bj, hod; () = L(a? =) @y(h,d, laf =7l O) dsy. (9-26)

Terme symétrique Q¢ Le second terme est traité de la méme maniere, soit
y q 1

Sa(u d u? + ak = G125 ©)
QU(&;, By, h,d; ¢) = f h'= CJ (&) o duds; (9.27)
~ o (u, aV7 2 4 g_ﬁ, 2,
+ ltlf hl—éf 4 \/(") 5 | il 9) dudsz, (9.28)
=+ aj h u?¢

que l'on peut réécrire a 'aide de (9.6)

Qa(a“ /8]7 h d C)

J

et [ @an ik =3l sy (9.20)
k=+ Bj

e300 [ B -0 0 dss (9.30)
I=+ ai

soit encore

Qi (@, By, h,d; ¢) =

i
-+

s* Ra(ak, By, hd; ©) + Y18 Ry(Bh,dihyd; Q) (9.31)
=+

ou

~1 ~ A~ ~1 ~ ~
Ry(af, Bj, h,d; ¢) = L ©,(h.d, |af — 7] ; ¢) dsg. (9.32)
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Finalement, on obtient :
~ ~ ~1 ~ ~ ~ 2 ~ ~
Qa(azﬁﬁjafu C) = Z kﬁk [(az - CL;) R4(ai‘€76j>h7d; C) + %4(af7ﬁj7h7d; C)] (9'33)
k=+

+ Y [(ai —ap ) Ry (B, a0 hod; ) — Fy(B dn b d: c)]. (9.34)
=+

~1 N2
Les expressions de R, et R, sont données respectivement en (C.12) et (C.13).

9.3. Calcul de

Ainsi qu’il a été indiqué dans la section 7.2, on obtient I en posant ( = 0 dans la
formule (9.1), soit

[ = gid*(a;, T, h; 0) a)U*(B;, S, h; 0) (9.35)

I\Mw

9.4. Cas particuliers

Lorsque la projection T de T sur le plan de S et S possedent un sommet commun
ou une aréte commune, des simplifications sont possibles (voir la Figure 9.3).

9.4.1 'Triangles ayant un sommet commun

~

Lorsque T et S ont un sommet en commun, en prenant a; = b;, le point commun
comme origine, on obtient d’apres (9.1) et (9.11),

Je = g (PU (i, T 15 O + Ui, T Q)

+dy (DU, 8,05 Q) — (55, 8,05 Q) (9.36)

9.4.2 Triangles presque-adjacents

Lorsque T possede une aréte commune avec S, les triangles S et T' sont dits presque-
adjacents. Il est alors possible de poursuivre la simplification de (9.36) a I’aide de (9.2)
et (9.15), avec a;11 = bj11 comme origine, soit

Je =281 (TP (@i, T, 15 Q) + PH(aiss, T )
+ 2T (TP (e S, b5 Q) = (b1, S, b3 )
+gidyr (TQ (@0 By, s Q)+ Qi By b ©))
+ ginndy (T Q(@ier B ) + Q@ (i B b ©)). (9.37)
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(a) T et S ont un sommet commun (b) T et S ont une aréte commune.

Fi1GURE 9.3 — Cas amenant des simplifications.

9.5. Calcul des expressions finales

Pour achever le calcul, il nous reste a évaluer les intégrands mono-dimensionnels afin
~C ~C
: 4 (& (&
de calculer les intégrales Ry, R;, R, et R,.

9.5.1 Calcul de ®S(h,n, ; ()

D’apres les expressions (8.10), (8.6) et (8.2), Uintégrand & (h,n, ; ¢) est le résultat
d’une intégrale triple :

he™ ¢, a—c—2
¢(h,n; C) = f J J v ~duduvduw. (9.38)

oy uat ¢ (w2 4 )P

En changeant I'ordre d’intégration (voir Figure 9.4), I'’évaluation de &¢ devient beau-
coup plus simple ; on obtient, en effet :

400 1

¢ . — he=¢ b ° a—c—2
do(h,m; Q) =h L:h 1 (a2 1 ) O L:h L:h w dvdwdu

he S [T (u _ h)Q
- 2 f houotl=¢ (u2—|—q72)(1+0/2du' (9.39)

Les expressions des ®¢(h,n, ; () sont données dans la section C.1 en Annexe.

9.5.2 Calcul de ©, (h,d,n; ()

Lorsque des triangles situés dans des plans paralleles ont des cotés paralleles (voir
Figure 9.2), on se retrouve dans la situation dite de "double-parallélisme”. Le second
parameétre d qui apparait (traité en posant A = d/h) rend plus difficile I’évaluation des

intégrales triples CT)Z puisque la méthode utilisée en (9.39) n’est plus applicable. On
rappelle I'expression de @Z :

o0 o (u, 4/ (2)" w2 + 2 C)du

uct1i—=¢

& (hdn: ) = he= f

h
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CHAPITRE 9. TRIANGLES DANS DES PLANS PARALLELES EN POSITIONS QUELCONQUES

h
‘e,

FIGURE 9.4 — Domaine d’intégration. En bleu, I'intégration directe, en rouge apres inversion

de 'ordre d’intégration.
. d\2 .
u, A/ (7)) u? + 125 C)

On calcule explicitement §,(u,n; ¢) ce qui permet d’obtenir §,(
puis de calculer I'intégrale définissant CBZ D’apres (8.6) et (8.2), on a
+00
d
4 dv

S fa(w,75€) p0 _ pa1- i

. _ pa—1-C a\"™ iy 5/ _ 1a—-1-¢

Sa(hanv C) =h L ua—C =h f:h sz ua+t1=¢ (u2 + 772)(1+C)/2
u—h
2alu.

+o0
_ haflfc
weh us+1—=¢ (uQ + 772)(1+<)/
sont données dans la sous-section C.1.2 en

Les expressions des fonctions §, et @

Annexe.

9.5.3 Remarque
Si ¢ = 2, une autre approche est possible pour réduire 'intégrale J§. En remarquant

que

r—y _v. 1
(0 + e —y|*? T\l =52 )

une application du théoreme du gradient fournit
x—1y ~ 1 ~
dy = J Vj = y
L (h? + |z — y[2)** 7 y( h? + Hx— ||2>
J ng,
N va yli?




110

ou k; est la normale le long de f3;. Une réduction de la dimension a été obtenue sans
utiliser notre méthode :

sxg; V2 A+ o =g

Les intégrales résultantes sont sujettes a l'utilisation de notre méthode. L’intégrand
étant scalaire, moins de calculs seront nécessaires.

3
1
J$ =R dxdsg. (9.40)
7j=1

Conclusion du chapitre

Pour déterminer les intégrands des intégrales mono-dimensionnelles finales, il faut
évaluer une intégrale triple. L’inversion de l'ordre d’intégration permet de simplifier
le calcul. Lorsqu’il y a « double parallélisme », c’est-a-dire lorsque des segments sont
paralleles dans des plans paralleles, 1’évaluation de lintégrale triple devient plus
compliquée mais reste réalisable.

Finalement, ’ensemble des intégrands mono-dimensionnels et des formules finales sont
fournis dans I’Annexe C.




CHAPITRE ]. O

Résultats numériques

7
Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques expériences numériques qui permettent
d’assurer l'exactitude et d’estimer la précision et la stabilité de quelques unes des
formules présentées dans les chapitres précédents.

\

10.1. L’angle solide

Soient S et T' deux triangles superposés et h la distance entre les deux plans (voir
Figure 10.1); on aura

— 1
J = J Yy = v
sxr |t =yl

sxs (B2 + |z — g2

7 dzdj. (10.1)

F1GURE 10.1 — Triangles superposés.

L’intégrale J correspond a l'intégrale sur 7' de I'angle solide sous lequel un point
y de T voit le triangle S, multipliée par le vecteur @. L’expression (8.15) permet
d’évaluer explicitement cette intégrale. Afin d’étudier le comportement du code MAT-
LAB développé durant ma these, nous réalisons une étude expérimentale de la conver-
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gence de la troisieme composante de J vers 27|S| lorsque la distance entre les deux plans
tend vers 0. Pour cette expérience, nous avons choisi un triangle S vérifiant 2|S| = 1.

10—3

1074

~
T 10-8
S
1079
10-10
10-1
10-12
10713 v T3 =) Yy o - s =7 5 5
10,15 10~ 107 10~ 10~ 10~ 10~ 10~ 10~ 107° 107
h

FIGURE 10.2 — Différences

La Figure 10.2 atteste de la robustesse de notre méthode de calcul lorsque A devient
trés petit, ¢’est-a-dire de I'ordre de 107 ce qui constitue un point trés intéressant pour
I'utilisation de cette méthode dans un cadre industriel.

10.2. Triangles presque superposés

Soient les triangles dans la configuration géométrique présentée dans la Figure
10.3(a). Nous effectuons une comparaison entre le calcul de 'intégrale

1
I = f dzdy,
sxr | =yl

en utilisant 'expression (8.16) et la valeur obtenue en décomposant le triangle 7" en 9
sous-triangles (voir Figure 10.3(b)), soit

Iy = if #dxdy. (10.2)

2 )5 o=l

La Figure 10.4 présente les résultats obtenus. La premiere courbe (rouge) présente ’écart
relatif entre la valeur de I obtenue directement a partir de (8.16) et la valeur de Iy
(obtenue en décomposant T') lorsque h tend vers 0. On observe que 'erreur relative
est toujours de l'ordre de la précision machine. La seconde courbe (noire) représente
I’évolution de I’écart relatif entre I et I. valeur obtenue lorsque A = 0. La décomposition
utilisée pour T n’est pas unique, on pourrait traiter la zone de recouvrement comme un
unique polygone.
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<

e

(a) Configuration géométrique (b) Décomposition de T" en 9 sous triangles.

F1cure 10.3 — Triangles se recouvrant partiellement.

—— Décomposition de T’
+ Ecart avec le cas coplanaire .

H

o
b
T
+
1

—

(=)
&
T
+
1

Ecart relatif
=
1

=

10712 + |

T
+
1

107

10716*7—#‘\/0\’_._./‘\/\/\‘\‘ —_——— . o

10710 1071 10712 10710 1078 1076 1074 1072 10°
h

FIGURE 10.4 — Comparaison lorsque les triangles se recouvrent partiellement.

10.3. Etude du presque-parallélisme entre cotés de triangles situés
dans des plans paralleles

L’étude effectuée a la section 4.7 est réalisée a nouveau pour des triangles situés
dans des plans paralleles. L’expression (8.16) permet d’évaluer explicitement 'intégrale

1 1
I= f ——dxdy = —dxdy, (10.3)
sxr |z =yl sxr /W + [z =Y

lorsque S et T sont superposés. Les arétes du triangle sont de longueur ~ 1 et la
distance entre les deux plans est A = 10~*. Nous décomposons le triangle 7" en quatre

sous-triangles U;,l = 1,4 et nous faisons varier I'abscisse s des points de décomposition
autour de 0.5 (cas exactement paralléle) comme présenté sur la Figure 10.5. Soit

4
~ 1
I(s) = J ——dzdy,
5=, sxup |2 =y

=1
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alors la Figure 10.6 présente la différence relative :

) ‘1 _ f(s)‘

B(s) =

pour s proche de 0.5. On en conclut, comme pour les triangles coplanaires, qu’il est
possible d’effectuer les calculs sans se préoccuper du presque-parallélisme entre cotés de
triangles dans des plans paralleles.

FI1GURE 10.5 — Décomposition du triangle 7.

= —_
| o
—_ |
o [0}
T T

Erreur relative E(s)

—_

S
—_
DO
T

T

10—14 L/ .
1 . . ; ) , , , ,
10 8.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58
S

FIGURE 10.6 — Erreur relative E(s) en n’utilisant que le critere (Cy).
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Conclusion de la troisieme partie

La résolution des équations de propagation dans des couches minces conduit au calcul
de coefficients d’influence entre triangles situés dans des plans paralléles tres proches.
Les résultats issus des techniques d’intégration numérique peinent a assurer une
précision acceptable lorsque les maillages des deux surfaces en regard sont constitués
de facon indépendante.

Ces calculs sont considérés comme difficiles dans le cadre de l'intégration numérique;
notre méthode permet de lever cette difficulté au prix de 'utilisation de formules un
peu lourdes mais faciles a implémenter.
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Quatrieme partie

Extensions de la méthode
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7
Introduction de la partie

Cette partie présente quatre extensions de la méthode. En premier lieu, on présente son
utilisation lorsque les fonctions de base ne sont plus constantes mais affines par élément.
Puis, on montre qu’il est possible de 'appliquer aux problemes d’électromagnétisme en
profitant partiellement du travail réalisé pour I’équation de Helmholtz 3-D. Le troisieme
prolongement présente la réduction de I'intégrale du noyau de Green complet avec des
fonctions de base constantes et affines par éléments. Cette partie s’acheve en présentant
I’évaluation de parties finies d’intégrales hypersingulieres.




CHAPITRE ]. ].

Fonctions de base affines

7
Introduction

Dans les parties I et II, nous nous sommes limités au calcul des coefficients découlant
de fonctions de base constantes sur chaque triangle. Ce chapitre présente I’évaluation
de l'intégrale I lorsqu’on utilise des fonctions de base affines dans chaque élément, soit

pr(x) ¢q(y)
re= | UV g, .
Jo, iy (L)

Nous commencons par présenter les fonctions de base utilisées et quelques-unes de leurs
propriétés qui permettront de simplifier les calculs. Nous ne traitons ici que le cas des
triangles adjacents ou confondus.

Le cas général ne présente pas de difficulté particuliere mais conduit a des calculs plus
lourds.

11.1. Fonctions de base

11.1.1 Définition

Soit le triangle S de sommets a; et de cotés a;. On note @; = a;,2 —a;41 (voir Figure
11.1(a)). On introduit les fonctions de base ¢, associées aux sommets du triangle S (voir
Figure 11.1(a)) :

Op(r) =1+ (z —aplep), pe{l,2,3} (11.2)
avec
€p = H10pi] + (120043,
ou

lo31° + (@il 3)

|2 [ )? — (@tlaps)”

M1 =

lop 11 + (@1 1053)
|23 — (@ o)’

Mo = —

121
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Ainsi définie, la fonction de base ¢, vérifie ¢,(a,) = 1, p,(ap11) = ¢p(ays2) = 0 (voir
Figure 11.1(b)), ainsi que

¢P\ap = 07 ¢p(x)|0¢p+1 =1-

T — Qp T — Qp

et ¢P(x)|0<p+2 =1-

(11.3)

|ap+1| |O‘p+2|

De méme, si les fonctions de base 1), sont associées aux sommets b, du triangle 7" :

Goly) =1+ (y=0o|T2) . aeil,....3) (11.4)

A;+2

a;

—>
Q42

Q41

(a) Triangle S. (b) Fonction de base ¢;(x) dans le triangle S.

FIGURE 11.1 — Fonctions de base sur le triangle S.

11.1.2 Décomposition en intégrands homogénes

Les fonctions de base étant affines, 'intégrand dans (11.1) n’est plus homogene, on
est donc conduit a décomposer celles-ci en une partie linéaire et une partie constante en
effectuant un changement d’origine :

By(x) = 1+ (0= 0,[7) + (= 0f5}) = 6,(0) + (2l7}) (11.5)
Uu) = 1+ (0= 0[F) + (y = olfs) = wulo) + (ulF2)

ou o est la nouvelle origine, x = x — o et y = y — 0. Plus généralement, nous noterons «
et S le segment « et le triangle S avec cette nouvelle origine.

Selon (11.5), on constate que lintégrale IP? doit étre décomposée en 4 intégrales
dont les intégrands ont des degrés d’homogénéité selon les cas égaux a —1,0 et 1 :

P4 = J (5’7|6_p>)(3/|ﬁ1))dxdy+ ¢p(0)f (g|ﬁ)

<1 |2 = y]

dxdy

+ ¢q(0)f —dzdy. (11.6)

SxT ”i -

1
ey + 0,(0),0) j

sxr |z =yl

Cette décomposition effectuée, la méthode de réduction s’applique selon les cas par
I'intermédiaire des formules (2.10) ou (2.34). Au cours du calcul, apres chaque étape de
réduction, on s’attachera a exprimer les résultats en termes des ¢, et 1, afin de profiter
au mieux des propriétés (11.3) des fonctions de base.
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11.2. Calcul du coefficient d’auto-influence

Soit donc a évaluer pour le coefficient d’auto-influence (T = 5).

il [ 80s)

os Tzl ——=rdxdy pour i = 1,3 et j =1,3. (11.7)

Le calcul de I%¢ T4 et [%+2 permet de déterminer ’ensemble des coefficients de la
matrice élémentaire.

11.2.1 Coefficients diagonaux

Pour calculer 1% il est judicieux de choisir comme origine o = ;. Dans ce cas les
fonctions de base s’écrivent

¢i(x) = 1+ (2]€) et ¢iy) =1+ (y[e),
ce qui, en utilisant les symétries existantes, conduit a la décomposition

y 1 e e) (yler
I = f ———dady + QJ %) gy + J @D W) gy 118)
sxs |z =yl sxslz=yl = Jsxs  lz—yl -

ou la premiere intégrale a déja été traitée au Chapitre 3. Les autres intégrands sont
respectivement 0-homogene et 1-homogene; ainsi d’apres (3.17) et en utilisant (2.10),
on obtient

94, .
rii = 2% (ai,S)+g’J () 4 ay + % f (e)) 4, wds,
3 a 2 Sxal

2 Jouxs |z =yl z—y|
5 ;xS HQ_Q” o 5 Sxoy H&—y” -

D’apres (11.5), on se ramene a 'origine initiale selon la formule
(z|€]) = ¢i(x) — dia;) = di(x) —

ce qui fait apparaitre les fonctions de base, et en vertu de (11.3) permet d’écrire

. 11 1 1\ 20,

I" :gzU(O./ S)(*—§—§+5+5>+75 U(b“‘m(ozi,S)
11 1 1
77777 (z)ll o = = = = 17¢7

+0i(5—5—5) U@ 8) +i (3 -5 — 5) U (@ S),

soit encore,

i i 20i o o,
I = ZU(y, S U % (o, S
15 (Q’L?—) + 5 (Oé Y )
gz ?i,1 & Lif . 11.1
10U (i, S) + 10U (v, 9), (11.10)

avec

Uv(a, T) LXT Hw—yH Y) ds.dy. (11.11)
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Comme ¢;,, = 0, 'expression (11.10) se réduit a
1,0 Gi 9i ;41 o
I == is — U " qy, , 11.12
15U(Oé S)+1OU (0, S) ( )
ou le premier terme découle du cas des fonctions de base constantes (voir (3.12)), soit
3

iy _ 15
— i 11.13
15 15 lZ (@, ) (11.13)
Le second terme s’écrit
UY%i(a;, S) = G:i(y) ds,dy. (11.14)
OLiXS T — y
[ f

La seconde étape de réduction est réalisée en choisissant comme origine 1'une des
extrémités de oy, soit par exemple 0 = a;.1. On aura alors ¢;(0) = 0 donc ¢;(y) = (y[e?).
Le second terme est réduit en effectuant un changement d’origine dans la fonction de
base puis en appliquant la formule (2.10) :

Ul’ai(Oéi, S) = |()§7"|P¢"(ai+275) + %Ql"m(ai,aiﬂ), (1115)
avec
e [ 6 o o[ @)
P?(a,T) = dy et Q" (o, p) = dsyds,. (11.16)
rla—yl axp |z =yl
Tout ceci permet d’écrire,
i S S 9i 9i
I = |15| Zgl CLZ,O&Z) + |15|P¢Z(CL1+Q, S) + 3O+1 Ql @(Cki, Cki+1). (1117)

La derniere réduction s’effectue en prenant a;, o comme origine, alors comme Pija, =0
et on obtient :

TS S
=1 )+ Bl o

+ (g1 R (ais1, 1) + gisa R (Qig2, iia)) (11.18)

ou

R (a, ) f Ha— (11.19)

est donné par (D.7).

11.2.2 Coefficients non diagonaux

Le calcul des autres coefficients ne sera pas détaillé. Ils ont pour expressions

it _ 19 2 ISI
I= T) Z aj, o) 60 (ng(@za ) + giR(a;, CYi)) (11.20)

j=
( R (a;, ) + G R (my ) + Gis1 R (@31, i) + gi+2R¢i(ai+2aa’i+2)>

S
37 CL”OZZ + gle)z((ll,Oél))
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ou (I,m)=(i+1,i+2)ou (i+2,i+1).

11.3. Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, la méthode de calcul est similaire. De méme
qu’a la section 4.6, jusqu’a la dimension 2, on ne distingue pas le cas des triangles
coplanaires, de celui ou ils sont situés dans des plans sécants. La distinction entre ces
deux cas n’apparait que lors des dernieres réductions.

11.3.1 Réduction jusqu’a la dimension 2

En utilisant la formule (2.10) en prenant a; = b; pour origine (voir Figure 4.9(b)),

on obtient
I = |30|P(a2-+2,T) " '30'P(bj+2, §) + LELQ(e, B + L Qi 07) (11:21)
K T e,
+ %Pd)] (ai+2,T) + %Pd)l(b‘]q»Q, S)
+ 6(];_1 QL% (ah Bj-&-l) + —(;) ]Qd)“l(ai-&-lvﬁj)a
et par symétrie [T+ est donné
it — |30|P(a2-+2,T) + |30|P(bj+2, S) + 66+1Q(Oéi,5j+1) + J6O+1Q(Oéi+1,5j)
(11.22)

S , T .
+ |30|ng+1 (aiJrZ, T) + |30|P¢1+1 (bj+2> S)

Vix1 95 1y, Vi 0j41 g,
QM i, ) + QN (B,

Les trois coefficients suivants :

. T
]Z’]+1 = @ (P(CLH_Q,T) + 2P¢j+1 ((li_;,_g,T)) | | (P(bj+2,5) + 2P¢i(bj+1,5)> (1123)

- )
Yir19; i+ '
50 Oaiar, ) + 2055 (0, B5) + 2Q° (s, )
Yi 10 i %‘5' 1
+ %Qqﬁ it (ag, B5) + 158 Qai, Bj1),
g T ., T Sl pu,
[+ = |10|P¢Z(bj+27 S) + |30|P(bj+z, 5) + |30|Pw“2(“i+2’ T) (11.24

i 0 j+2 ’%6 i+
0 G 00, ) + QU )

n %Q¢zaw]+2(ai+l)ﬁj)7
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et
. T T S
b2 = |10|P¢>2‘+1(bj+2, S) + |30|P(bj+2, S) + |30|ow+2(@1-+2, T) (11.25)

Yis10 . 79, j
+ 0 s, ) + QU )

N TB_HQ¢Z+1,¢J+2 (()éi+17ﬁj)’

fournissent respectivement, par symétrie, les coefficients [*"17, [*+2J et [*+2J 1 Finale-
ment,

L S T
IZ+2’]+2 — |1O| ij+2 (CLH.Q,T) + |10| P¢i+2 (bj+27 S) (11.26)
+ 26+*1 QP22 Bi11) + ;(1) PN ().

C’est lors du calcul des fonctions PV, QY% et Q¥% que la nécessité de distinguer le cas de
triangles coplanaires du cas des triangles dans des plans sécants apparait. Nous abordons
dans un premier temps le cas de triangles dans des plans sécants, puis celui des triangles
coplanaires.

11.3.2 Triangles dans des plans sécants
Calcul de P?

Comme dans la sous-section 5.2, on note a la projection du point a sur le plan de T’
et h = |la — a| (voir Figure 5.4). Alors

Pu(a,T) = $q(y) dy — Pq(y) d (11.27)
’ 7 la =yl RVAR S (]

se simplifie, en prenant l'origine en a, a I'aide de la formule (2.34) en

3

P?(a,T) = ¢,(a) Z &i(a)T (a, By, h)

=1

0,01 (@)S% (@, Bysr, h) + 0030(@)S% (@, Byszs h), (11.28)

otl,
(@ 8,h) - L fulhs Ly —@l) = falh, Ly — al)ds, (11.29)
S(a, B, h) = L o) folh, ly — il ds,. (11.30)

du

+00
fe(h,n) = hCL ucﬂ—m (11.31)
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Calcul de Q'

Dans la sous-section 5.2.2, nous avons réduit l'intégrale dans le cas d’une fonction
de base w constante par élément ; dans ce précédent cas, le choix du segment (« ou [3)
A projeter était arbitraire. Nous utilisons une méthode analogue pour Q'*, cependant
la réduction est plus simple en projetant a sur le plan parallele a a contenant 8 (voir
Figure 5.6) puisque § est le support de la fonction de base, soit

w(y) w(y)
Q" (a, B) = f ds,ds, = J = dszds (11.32)
axg | =] e VRE T —y)? ’

Les triangles étant adjacents, il n’est pas possible que & et 3 soient paralléles. On choisit
I'intersection o, des supports de & et 5 comme origine ; ce qui permet d’obtenir

Q" (e, B) = w(o){ 3 kFT@ . h) + 3 10T, 6, 1)}
k=+ 1=+

+ Y kESU@, 8,h) + ) 1tw®)SO, &, h), (11.33)
k=+ =+
ou S = SY avec w =1, ce que l'on peut aussi noter

S(b,a,h) = S'(b, &, h) = f fa(h, |7 — b])dsx. (11.34)

Calcul de Q%"

La méthode utilisée consiste a ré-exprimer les fonctions de base :

(x —a,|@) (F—4,|)
y = b,/
¢q(y)=1+v( |ﬁ|q2| ), (11.36)
avec i = +1 (u = 1 lorsque a, = a® et p = —1 lorsque a, = a~). De méme v = +1

suivant que b, = b* ou b~. L’intersection des supports de & et §, notée o, est choisie
comme origine ; on obtient :

6o(@) = Co + pF |_aT"’| %) (11.37)
Ue(y) = Cs +V(y_0|§), (11.38)
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-
avec O, = 1 + % et Cp =1+ W Tout ceci permet alors d’écrire,
1
Q%w (O{, ﬂ) = CozC,B J 5 = stfdsy
axg A/ W+ [T =y
—
v (y —ol7)

p dsxzds
1817 Jaxp /B2 + T —y? !

" (F - o 7)
+ Cg|a|2 ﬁxﬁ dszds,

h? + |2 -y
~
pv (¥ —o|&)(y — I| B)
" JaPIBP J 2+ % — g dszds, (11.39)

On aboutit a 'expression suivante,

Q" (a, ) = C. CB{Z RER@E,B,0) + Y lt’R(b’,&,h)}
=+

<k C:B/i <k — I x
v 3 k3 {W 0.6,0) + G @ — o[ @)S(, 1)
l bl I ~ CBNN l -
+25t{|6|2 —O|F)3(b,a,h)+WV(b,o,a,h)}
{Z kW(GEE, o0, 8, h +thlW(bl,o,&,h)}, (11.40)
=t

|04|2 |B|2

ot V et W sont définies par

V@, 7, 6,h) = L (v — Z[F) fa(d I3 — yl)dsy. (11.41)

et,
W@, T, 6, h) = L (v —ZIB) fs(d, |7 — yl)ds,, (11.42)

et fs est définie par (11.31).

11.3.3 Cas de triangles coplanaires

Comme il a été vu dans la section 4.6.2, il nous faut distinguer deux configurations
pour les supports des cotés a et 3, celle ou ils sont paralleles et celle ou ils sont sécants.

Calcul de P*

On calcule P¥(a,T) en utilisant la formule (2.10) avec a comme origine (voir la
Figure 4.6), alors

5m

3
Por(a, 1) = 6,(0) ) " R, ) + 2 R0, )

m=1

5
+ ‘”;(‘LR%(@ Bysa), (11.43)

avec R et R® donnés respectivement par (D.2) et (D.7).
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Segments a supports sécants

Lorsque les supports de « et [ sont sécants, on choisit I'intersection des supports,
notée o, comme origine (voir la Figure 4.7).

Calcul de Q1%

Q"1 (a, B) = wz(o) { > ksPR(a*,8) + Z LR, a)} (11.44)

+stkR% +Zzﬂ¢q (YR, o),

=+

avec ¢,(b) sannulant en une des extrémités de 3.

Calcul de Q"%
En utilisant des décompositions identiques a (11.37) et (11.38), on a

(z —of@)

¢p(z) = Ca + e Yy) = Cp + v (11.45)

R
avec = +1 et v = +1 comme en (11.35) et (11.36) et C,, = 1 + % et Cg =

1+ M D’apres la formule (2.10), on a

Bk
e = (11.46)
k Cb k V(zl nv K N A
ot (cxn+ i) 70t 00+ (35 + grafrpte —da0vm,zm]

+ >t
=t

(CQCBJF VC“)R(b’,a) + <“C’B + o|ﬁ) VU, T,a ]

2BP ool * o
avec
(y — o F)
V(a,0,6) = | ~——"Lds,. 11.47
(@:0.5) L ly—al ™ LD

L’expression finale de V est donnée en (D.17).

Segments a supports paralleles

Lorsque les supports de « et § sont paralleles, la formule (2.34) remplace (2.10).

Calcul de Q%4
Comme la seule fonction de base est relative a [, on projette o sur le support de .
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En prenant o = b~ comme origine, on obtient

Q"1 (o, B) = ﬁ , @/Jq(?i) dszds,

d? + [|7 -yl
=¢q(b){lﬁ|’f( b Z ks*T (@*, 5, )}
+ 18, (0)S( Z k:skqu B,d).

Les expressions de S, 8% et T sont respectivement données par (D.8),(D.13) et (D.15).

Calcul de Q% "V«

On utilise une décomposition identique a (11.37) et (11.38). Cette fois, on remplace Z
par a~ qui est notre nouvelle origine et on effectue la projection orthogonale de 3 sur le
support de a. On note par E et 7/ les projections respectivement de [ et y sur le support
de et d = b~ — b | (voir la Figure 4.8).

dp(x) =1+ MW =C, + u(x —|;L|; @) (11.48)
B L e 1B)
Uely) = 1+ e Cp + E (11.49)

avec i, v définis comme en (11.35) et (11.36), et C, = l—i-% Cs = 144 ng‘ 5 )

Apres calcul, on a

bpstbg _ ¢p( )wq( )d d 11 50
@ =] e o)

Y

“ [C“CBR(“’B’CZ)*“%S( ")+ |6|2 V' o Bd)+ gpWia’ a3 )]
! v(C, l_ B ,
+l=2+” [CaCﬁR(b a,d) + |5|2( a |5)5(b,a,d)]
McﬂN 4 _ J17% B
+l;ltl[m|21}(b’,a ya,d) + o ||5|2 '—a |B’ .a ,a,d)],

avec R, S,V et W données en annexe.

Conclusion du chapitre

Nous avons montré que la méthode n’est pas limitée aux fonctions de base constantes
par éléments mais est aussi utilisable avec des fonctions de base affines. Il est possible
de traiter des ordres supérieurs, cependant méme si le principe reste identique, les
calculs deviennent plus lourds.




CHAPITRE ]. 2

Application a ’électromagnétisme

7
Introduction

Le travail présenté dans les parties I et I1I concerne 1’équation de Helmholtz 3-D. Nous
abordons succinctement 1'utilisation de notre méthode pour les intégrales comportant
un intégrand singulier provenant de la discrétisation des équations de Maxwell.

Nous présentons les intégrales singulieres qui interviennent dans les formulations en
champs (EFIE, MFIE et CFIE).

Des formules explicites pour toutes les configurations géométriques des triangles
peuvent étre obtenues mais nous ne présentons que des résultats pour des triangles
situés dans des plans paralléles et lorsque des fonctions de base RWG sont utilisées.

12.1. Equations intégrales pour I’électromagnétisme

Soient © un obstacle de frontiere T', nous notons €, le domaine R*\Q (voir Figure
12.1). Nous définissons le champ électromagnétique incident par (£, H), le champ
diffracté (E, H) et le champ total (E', H"). Tous ces champs électromagnétiques sont
composés d'un champ électrique noté E et d'un champ magnétique noté H. Les poten-
tiels de simple et de double couche étudiés dans le cas de I’équation de Helmholtz (voir
(1.7) et (1.8)) ont des équivalents pour I’électromagnétisme avec L et K définis comme

suit
LiG0) = [ (G + ZGEVe 1) dy 12.)
KM (z) = LVyG(x, y) A M(y)dy, (12.2)
o . el
@9 =~ Gl =gl

est le noyau de Green associé¢ a l’équation de Helmholtz 3-D, T' est la frontiere du
domaine supposée réguliere (voir Figure 12.1), J et M sont les courants respectivement
électrique et magnétique, tous deux tangents a I'. La divergence surfacique notée Vr -
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est définie comme suit :
V- Jy) =V - (VJ(@y)n)- 7, (12.3)
ou 7 est la normale unitaire a la surface I'. M et J sont définis par

J=mAH et M=-mAE. (12.4)

Le champ électromagnétique (F, H) en tout point de {2, admet une représentation
intégrale, donnée par les formules de Stratton-Chu (voir [CK98]) :

E(z) = E'(x) + ikZLJ(z) + KM (x),r € Q, (12.5)
H(z) = H'(x) — KJ(x) +ikZ'LM (x),z € €., (12.6)
ou k est le nombre d’onde, Z 'impédance, €, le domaine extérieur et (E*, H') le champ

électromagnétique incident. Le champ électrique F et le champ magnétique H ainsi
définis vérifient la condition de Silver-Miiller

lim (H(x) Az — |z|E(x)) =0, (12.7)

|| —c0

qui assure la décroissance des champs a I'infini et I'unicité de la solution (solution rayon-
nante).

2

FIGURE 12.1 — Domaine §; et €,

Nous étudions les intégrales singulieres intervenant dans les formulations variation-
nelles des équations intégrales en champs :

1. électrique (EFIE, pour Electric Field Integral Equation),
2. magnétique (MFIE, pour Magnetic Field Integral Equation),

3. ou encore en champs combinés (CFIE) qui revient a réaliser une combinaison des
équations EFIE et MFIE.
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12.2. Résolution numérique

L’étape de passage a la limite vers I' dans les équations (12.5) et (12.6) et I'obten-
tion de la formulation variationnelle ne sont pas présentées. Lors de la résolution d'un
probleme en électromagnétisme par la méthode des éléments de frontiere variationnelle,
les potentiels de simple et de double couche conduisent aux intégrales singulieres sui-

vantes :
1
L FG(ﬂc,y) (J(y) ' (z) — 5V J(y)Vr - J(;,;)) dzdy, (12.8)
L FW(I) A (VG y) A J(y)) - J'(x)dxdy (12.9)

ou J' est une fonction-test. L’intégrale (12.8) intervient dans 1’équation EFIE et (12.9)
dans I’équation MFIE.

Nous utilisons les fonctions de base de Rao-Wilton-Glisson (voir [RWG82, GS$99)),
notées RWG, pour la discrétisation. Ces fonctions de base assurent la conservation du
flux des solutions a travers deux triangles adjacents.

FI1GURE 12.2 — Fonctions de base RWG associée a l'aréte ay qui appartient aux triangles S ,;t
Les fleches indiquent le sens du flux.

Soit ay, une aréte du maillage qui appartient & deux triangles, notés S; et S}, alors
la fonction de base associée a ’aréte ay est définie par

-

||
257 (x—af), zeSF

() =< ol (oo (12.10)
ofs, | ") we
0, =¢S5, uSt,

oil a; et a, sont les sommets opposés & ay, || est la longueur de laréte et |SiF| sont
les aires des deux triangles (voir la Figure 12.2). La divergence surfacique de ¢y, s’écrit

|| +

Vr-dnle) =4 ol oo (12.11)
2|5, | ;
0, =¢S5, uSy,

La fonction ¢ n’est pas continue sur I'aréte oy mais sa composante normale a cette
aréte l'est. Par ailleurs, le long du bord de S;7 U S}, la composante de ¢ normale a ce
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bord est nulle. Ces propriétés des fonctions de base RWG permettent de conserver la
continuité du courant de surface a travers les arétes.

Pour chaque paire de triangles S et T', on calcule les influences entre chaque aréte des
triangles puis ces réactions élémentaires sont ajoutées a la matrice globale du systeme
linéaire. Les réactions élémentaires s’écrivent :

£.1) = [ G (600 60) — Ve 60) V- 0s) ) ded, (1212
et
K(S,T) = . ngﬁl(x) -V,G(z,y) A Y;(y)dzdy, (12.13)

pour 1 < 4,5 < 3. La divergence surfacique Vr est définie en (12.3).

On remarque que L£(S,T) et K(S,T) correspondent & des matrices de taille 3 x 3.
Il faut donc calculer 9 intégrales pour déterminer chaque matrice élémentaire. Nous al-
lons montrer que Iévaluation de £(S,T) ne nécessite, en réalité, que ’évaluation de 4
intégrales. Ces intégrales sont similaires a celles évaluées pour I’équation de Helmholtz
3-D en utilisant des fonctions de base constantes et affines par triangle. L’évaluation
complete de K(S,T') requiert le calcul de seulement deux intégrales ; I'une d’entre elles a
déja été partiellement calculée pour I’équation de Helmholtz. Dans la suite, nous omet-
trons les signes dans la définition des fonctions de base (voir (12.10)) puisque notre
objectif est I’évaluation des intégrales singulieres. Pour résoudre les équations de Max-
well, il faut donc prendre en compte l'orientation choisie de la surface et le signe de
chaque fonction de base.

12.2.1 Simplification de L

Nous utilisons £;; a la place de (£(S,T ))” pour simplifier les notations. D’apres
(12.11), la réaction élémentaire £ définie en (12.12) s’écrit

1

£ = 4181

o G(z,y)(x —ay) - (y — by)dxdy (12.14)

+ ((a1 —ag) - (b —by) — ;) LXT Gz, y)dzdy

+w—wwLTG@w@—mmw

+(b1—bj)-J

SxT

G(z,y)(x — al)dxdy] :

12.2.2 Simplification de K

Dans la suite, on note K; ; = (K(S,T')), ;. D’apres (12.13), on a

1

Kij= ——
T ASIT] ser

(x —a;) - V,G(x,y) A (y— b;)dzdy. (12.15)
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En premier lieu, on rappelle deux propriétés du produit vectoriel et du produit mixte :
vAv=0 et u-(vAu)=0 (12.16)
puis on introduit la décomposition
y—bj=(y—a)+ (xr—a)+ (a —b),

ce qui permet d’écrire

1
Kij = 19/ SXT(Q; —a;) - VyG(z,y) A (y — z)dxdy
1
+ = xr—a;) - V,G(x,y) A (x — a;)dxdy
T9|[T] SxT( ) - VG, y) A ( )
1
+ x—a;) - V,G(x,y) A (a; — b;)dxdy.
4LSHTW SxT( ) Y ( ) ( J)

Le gradient du noyau de Green a une forme particuliere dont on tire profit : V,G(z,y) =
(x — y)F(|z — y|), alors les deux premieres intégrales s’annulent en vertu de (12.16).
Finalement, il reste

(a; — bj) .[
Kij = . x—a;) A V,G(x,y)dxdy,
PTG )

puisque u - (v A w) = w - (u A v). Nous avons réduit le nombre d’intégrales a évaluer de
9 a 3. En utilisant la décomposition x —a; = (x — a1) + (a1 — a;), avec a; un sommet du
triangle S fixé arbitrairement, on se ramene a 2 intégrales seulement. En effet,

(a; — bj) J
Ki; = . x—ay) A V,G(x,y)dxdy
1SS g T A VG

(ai — b))

—= . (a1 — a;) A V,G(x,y)dxdy 12.17
s = [ W6 21D

Ce qui donne I'expression finale pour (S, T) :

(K(5.T)),, = 4|51||T|[(ai by A —a)- | VG y)dedy

SxT

+ (a; — bj) - L T(.CE —a1) A VG, y)dredy (12.18)

12.3. Triangles dans des plans paralleles

Lorsque les triangles S et T sont dans des plans paralleles tres proches, cer-
taines intégrales sont difficiles a évaluer avec une bonne précision. Les deux intégrales
présentant les intégrands les plus singuliers sont les suivantes

V,G(z,y)dzdy et f (x —a1) A V,G(z,y)dzdy.
SxT SxT
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Dans la partie 111, les termes singuliers issus de la premiere intégrale ont déja été évalués,
nous allons donc nous limiter a la seconde intégrale et plus précisément a l'intégrale

M = SXT(x —ay) A (y)gdxdy (12.19)
@5 A i )
= T —ay) A dxdy — T A dxdy,
fo( ! (h? + |z — §[2)*? s« (h? + [z = §?)*”

ou T est le vecteur correspondant a la projection orthogonale du plan de 7" sur le plan
de S (voir la Figure 7.2). En utilisant la simplification :

fg Vi = | 1070, (12.20)

indiquée dans la sous-section 9.5.3, on obtient

T—1 o 1 o v
JA B2 _ a2 3/2dy—fAVy 72 — 2 dy = = 2 — 2
7 (h? + |z —y[?) T + |z — 7l of + |z -7

AN 1
=35 —dsy, (12.21)
j=1 Bj H

h +llz =7y

oll 7 est la normale le long des cotés de T et X; = 7@_. D’apres (12.19) et (12.21), on
a

- T — ay r — ay
M= — )v/\f — dxdsA—?/\J dxd
2NN T e sxt (4 o — g2 Y

avec,

1= —dxds;
JSXB; Rle—gPR "

r — ay

Mo = |
S Jswd (2 + o — 7)Y

dxdy.

12.3.1 Réduction de M;

Pour effectuer une premiere simplification, il faut choisir pour origine un pomt du

support de 5; Nous décomposons l'intégrale afin de prendre comme origine bj ,

~

M J *b g (B— )J ! dzd
= rdss . —Q Trasy,
Vo ag ViR r—g N Y Jeag VR a =g "

alors 'application de la formule (2.34) nous fournit

My = 1B {Polly 05" 8.0) + (b — ) Patl " S, |

+Z% {93 j ,a,,ﬂj, h) + (Bj_—al) Q2(@i,3j,h)}, (12.22)
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avec,
P,(m,b, S, h) = S (x —m) L,(h, |z — D] ; 0)d (12.23)
J
P (b 5 h) ;fp(h, Iz — B[ ; 0)da (12.24)
J
Q,(,a,5,0) = | B (2= B) f,(0 | — 31 0)ds,ds; (12.25)
Jax
Qpla, B.) = E £, o — 71 0)dsads;. (12.26)
L’intégrand f, est défini en (8.2).
Réduction de Ps
On décompose 'intégrale en deux parties :
Py(m. b, S, 1) — JS (2= B) fs(h Ja— B 0)dz + (B m) L t5(h, [z — B ; 0)da.
On a donc,
3
Ps(m, b, S, h) = Z%(g) {vg(i, a;, h) + (B — m) Vi, a;, h)} , (12.27)
=1
avec
Vithoa.) = [ (o-8) S(h o~ 0)ds,
ViG.auh) = | 80 =Bl 0)ds..
et plus généralement,
Ve(b,a, h) = J z— B) F(h, |z —b|; 0)ds,, (12.28)
Vi(b, o, h) = | FUh, |z —b]); 0)ds,, (12.29)
ou §7 est une généralisation de (8.6), a savoir
Sp(hom; €)= ho < f:o de. (12.30)
L’expression (8.6) correspond a §7~'.
Réduction de P,
D’apres (12.29), on a
3
Pa(b, S, h) = Y 7(b)VA(b, a, h), (12.31)



138

Réduction de O3
Nous ne traitons que le cas ou les supports de « et B sont sécants. On prend I I'in-

tersection des deux supports, comme origine. Pour conserver I’homogénéité, I'intégrale
est décomposée en deux parties :

0s(b 0, B 1) = J (= Dfy(h, 2 = §; 0)dsydsy + (1) J y(h, @ — §; 0)ds,ds;.
axf

axp

D’apres (2.34), on a

Qs(b, v, B, h) = Y ks {(ak — DV2(d*, B, h) + (I —b)Vi(d", B, h)}

k

+ N {vgu,@l, a,h) + (I =DV, a, h)}. (12.32)

Réduction de Qo

De la méme manieére que pour Qz, on choisit I comme origine et on obtient

Qal, B.0) = 3 k" Vi(a®, B.h) + Y. 18V, a, h). (12.33)
k=+ =+

12.3.2 Réduction de M,

Nous souhaitons évaluer I'intégrale

Tr — ay ~

M :J —=dxrdy.
S Jswd (2 + o — 7)Y

Si S et T ont au moins un sommet commun, alors on utilise ce sommet (noté a; = b,)
comme origine, on décompose M :

T — a; 1
My = J R dxdy + (a; — a )J — dxdy,
S Jswd (2 + o — 7)Y Vst (h2 + |z — g|2)%

ou la seconde intégrale, qui correspond a J5 en (7.6) a déja été calculée. Si les triangles
n’ont aucun sommet commun, alors on choisit a; comme origine et la seconde intégrale
n’apparait pas. En conséquence, nous présentons la réduction de I'intégrale :

~ T —a;
M =J : dxdy. 12.34
© Joer (02 4 - 2)" (1259

En prenant a; comme origine, on obtient

+ Z gj(ai) fs 3'@ —a;)fy(h, |z — 7| ; 2)dzds;.
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Intégrale sur o; x T

On décompose l'intégrale pour prendre en compte une origine assurant 1’ho-
mogénéiteé :

| - atnle =gl Ddsdi= | (@0 - 515 Ddssdi
Oti><T

Oéi><T

-H%—%U‘AMMM—QJMM@
Oli><T

alors,
| =t g1 2ds.dg
OLiXT
= |a1|{(a:_ - CLZ-_)PZ(CL;_,Y/:‘, h) + (az_ - ai)Pi(a’:—7f7 h)}
3 ~ —~
+Z(S( ){Q4(a2,o¢1,ﬂ], ) ( z‘__ai)Qi(ahﬁj’h)}:
j=1
avec
~ r
Pg(a7 T7 h) = | Sg(hv ||Cl - :/U\H ) 2)d:/g\7
JT
~ f‘
Ql(a, o, 3,h) = (v —a)FL(h, |v—7|; 2)ds.dsg,
Jaxp
~ N
(o, B, h) = BSZ(M lz — 4[5 2)ds.dsg.
Jax

Nous commengons par effectuer la réduction de P3 et PZ. Nous réduisons ensuite les
intégrales sur le produit de deux segments uniquement dans le cas de segments a supports
sécants par soucis de simplicité. Le cas des supports paralleles se traite en utilisant la
méthode déja présentée dans la section 9.2.3.

Réduction de P} et P?

3
0. 7o) = [ S0 a3l 2a = 2 ﬁ 93k, la — 1 2)ds;.

ou, encore une fois, "®J est une généralisation de (8.10) :

0 F(w,n; C)

wrt1-¢

"®f(h,m; () =h"T dw. (12.35)

w=

Comme dans la sous-section 9.5.1, un changement de l'ordre d’intégration permet
d’évaluer plus simplement "®7.

3
Pi(a, T, h) = > 0;(a) 'Ri(a, B, h; 2), (12.36)
j=1



140

ou

"Ry, 5 O = [ ag(hfa— gl Odss (12.37)
B
De la méme maniere,

P2(a, T, h)

3
5j(a) 1RZ(CL7 Bj? h ) 2)7
=1

J

Réduction de Qi

Q@) = | (= DFHh o~ 31 2)dsads;
axf

H=a) [ S 1 2dsudsy,
axf

soit,
Ot = k{< DRI DR D) + (- ) R P z>}
k=—+
+ lﬁ{QRi(Ll;ﬁa,h; 2) + (I —a) 'R}, . b 2)}
=+
avec,
R, 5 O) = [ (o= D)ah o =T ¢), (12.38)

Réduction de Q?

Les supports des segments «a et 3 sont supposés étre sécants. On prend comme
origine, l'intersection I des supports, alors

Q3 B, h) = D k" 'R3(a", B, h; 2) + D1 R, o ks 2) (12.39)
k=+

=+

12.4. Triangles superposés

Nous présentons les simplifications qui apparaissent lorsque S et T' sont superposés.

~

(x — )
M = T—ai) A
ss TN G o g

(x —ay)

dedy — o
sxs (2 + |z =27

xdy,
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se simplifie du fait de ’annulation de la premiére intégrale (que 1’'on note A). Ce résultat
se montre aisément en prenant a; comme origine, puis en utilisant la formule (2.34) et
finalement en inversant l'ordre d’intégration de la derniere intégrale :

A=mJ;w@—aﬁA@—ymwww—y;%®My
+mLM;y—m)A@—w%@»w—w;%®M%

Or (y—a1) A (z—y) = (& — a1) A (z — ), done
A:gRLXJx—m>Au—ymumu—y;zm%@

o | e ale = sl o - ol 2dsudy,

a1 xS

ce qui donne le résultat A = 0 lorsque T = S. 1l en résulte que le calcul de M (voir
(12.19)) revient au seul calcul de My :

r — aq

sxs (W* + |z —yl?)

M=-7n dedy = =0 A Ma. (12.40)

32

D’apres la sous-section 12.3.2, on a

3 3
My = 2|S|07§Zgl ’Ri(a, ar,h; 2) + 2|S|@Zgz "Ri(a, a1, h; 2)
=1 =1
+ 2|S|gl QRi(a’lvalah; 2) - 2|S|a_1)92 2R2(a27a27h; 2)7

avec la notation indiquée dans la figure 12.3.

FIGURE 12.3 — Triangles superposés.
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CHAPITRE ]. 3

Intégrale du noyau de Green
complet

7
Introduction

Le noyau de Green de I’équation de Helmholtz 3-D se décompose en une partie singuliere
et une partie réguliere :

ciklz—yl 1 cikle—yl _ 1

_ _ _ , 13.1
Iz—y] ~ dmle—y] dnlz—g] (13.1)

ou le premier terme est le terme singulier, traité dans les parties 11 et III, et le second
terme est intégré numériquement.

Nous présentons dans ce chapitre une technique permettant de réduire l'intégrale
du noyau de Green complet sans distinguer les parties homogenes (singulieres) et
régulieres. Un développement en série entiere de l'exponentielle présente dans le noyau
de Green permet d’obtenir une série d’intégrales comportant chacune un intégrand
homogene susceptible d’étre réduit a 1'aide de notre méthode.

Cette technique est utile lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans
sécants mais n’apporte pas de simplification significative pour les plans paralléles. Nous
présentons des résultats avec des fonctions de base constantes et affines par élément.

Afin d’appliquer la méthode de réduction au noyau de Green, on développe 'expo-
nentielle en série entiere,

eir i 3 (ikr) 3 (ik) " (13.2)

r S+ LA+ n
ou r = ||z — y|. L’intégrale initiale 4-D devient alors une série d’intégrales comportant
un intégrand homogene :
ikle—y] (k)"
e i
Ig = J drdy = J |z — y|'dzdy. (13.3)
SxT ||£L' - yH l;l (l + 1)' SxT

Il est donc possible d’utiliser notre méthode pour transformer chaque intégrale de la série
en une combinaison linéaire d’intégrales sur des domaines d’intégration de dimension

143
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inférieure. La réduction jusqu’a 'obtention d’intégrales mono-dimensionnelles n’est pas
toujours possible ; cela dépend de la configuration géométrique des deux triangles.

13.1. Auto-influence

13.1.1 Réduction dans le cas de ’auto-influence

Lorsque les deux triangles coincident, (13.3) devient

Ig = Z (ik) Lxsx—yllldxdyz Z (ik) I (13.4)

1y
! I+ 1) = I+ 1)!

avec

I = J |z — y|'dzdy. (13.5)
SxS

En appliquant la formule (2.10) trois fois successivement, on obtient

29 !
I, = —yl|['ds,d
4|S| 2ii+1 j I
S W— P dy + —Jidx1 —y|lds,ds,,
(l+4 l+3 j ||CL +2 y” y+ (l+4)(l+3) st ||[E y” SzASy

qui donne finalement

4|S|
I, = i lds,, 13.6

En combinant (13.6) et (13.4), on obtient

— 4] 2 Zgz f o — ylds, } (13.7)

La simplification s’achéve en intervertissant I'intégrale et la somme (selon [),

= 4[5 Zng { Z (ll? 41)1' la; — y|l} dsy. (13.8)

l>1

l+1

On évalue la série entiere :

i) e — Dy (r
fr) =) (k) rl=iiD(), (13.9)

ou,

Do) = (ikr)’ (13.10)
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est le développement & I'ordre n de e*" en 0.0On note que o; est le c6té opposé a a; ainsi

r = |a; — y| avec y € a; ne s’annule jamais; ce qui donne le résultat final :
3
Ic =4|S| Zglf f(lai —yl)ds,. (13.11)
-1 Jai

A la différence du chapitre 3, nous ne connaissons pas d’expression explicite de
I'intégrale mono-dimensionnelle dans (13.11). Cependant, il est beaucoup plus facile
d’évaluer numériquement les intégrales de l'expression (13.11) que l'intégrale quadri-
dimensionnelle de (13.4). La section 13.6 présente une comparaison de 1l’évaluation
numérique des intégrales (13.4) et (13.11).

13.1.2 Evaluation explicite en tronquant la série entiere

L’évaluation des intégrales mono-dimensionnelles de (13.7) conduit & des expressions
contenant des fonctions hypergéométriques :

+
st

Vo 11,3 s\ |
J_ (g7 + 52)/ ds = d' [5 o F ([27_2]7 27_2>] 3 (13.12)

g;

ce qui constitue un sérieux obstacle a ’obtention d’une forme explicite pour la somme de
la série (13.7). Cependant, on peut noter que pour un [ fixé, la fonction hypergéométrique
correspondante possede une expression sous forme de fonctions élémentaires. Soit alors

2 . s . .
P:leN—-s, [ ([%, —é], %, —;—2) : les premiers termes de la séries ont pour expression :
1

P(—1) = Arcsinh (3) ,

gi

P(0) = s,

AT e
P(1) = VY S +giArcsinh il ,

2 2 Gi
$3

ST (252 4 52 4

P(3) = Ve T2 8(28 *59;) + ?)S%Arcsinh (8) .
Gi

On peut alors envisager de calculer une approximation de la somme de la série (13.7)
en la tronquant a un nombre déterminé, soit

I“"“q(N)—4|S|23] . i Ryt bas (13.13)
e = RV L |

On définit I5F, la solution de référence calculée & l'aide de (13.11) avec un nombre
suffisant de points d’intégration de Gauss-Legendre pour assurer une bonne précision,
et I'erreur relative suivante :

EG™(N) =

ref _ gtronq N
¢__¢ ()‘ (13.14)

ref
I G
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Sur le tableau 13.1, on a consigné 1’évolution de I'écart entre la somme de la série
tronquée a 5, 10 et 15 termes et Papproximation I%! obtenue par quadrature numérique,
en fonction de la forme du triangle S. On a choisi de considérer une famille de triangle
isocele dont la base est de longueur 1 et la hauteur augmente (voir la Figure 13.1). On
constate que la précision décroit quand la hauteur augmente pour un nombre de termes
fixé dans 'approximation.

h [ (h)] ES™(5) ES™(10) ES™(15)
0.100 | 3.8703463e¢ — 04 | 8.2241244e — 05 4.2847083e — 09 5.5826256e — 14
0.500 | 9.6444203¢ — 03 1.0492621e — 04 4.9577244e — 09 5.8539137¢ — 14
1.000 | 3.7779606e — 02 | 4.2640225e — 04 4.1856350e — 08 8.7053186e — 13
1.500 | 8.1714342¢ — 02 | 2.9195008e — 03 1.9169057e — 06 2.6648345¢ — 10
2.000 | 1.3744554e — 01 | 1.4741639e — 02 | 4.0398374e — 05 | 2.2706765¢ — 08
2.500 | 2.0075512e — 01 9.9326586¢ — 02 4.6337815e — 04 7.8328214e — 07
3.000 | 2.6826115¢ — 01 | 1.6747417¢ —01 | 3.5192573¢ —03 | 1.4746204¢ — 05
3.500 | 3.3807405e¢ — 01 | 4.3227441e — 01 1.9883009e — 02 1.8033899¢ — 04
4.000 | 4.0981083¢ — 01 | 9.8583448¢ — 01 | 8.9779765¢ —02 | 1.5948148¢ — 03
4.500 | 4.8399380e — 01 2.0352605¢ + 00 3.3977004¢ — 01 1.0946598e — 02
5.000 | 5.6120268e — 01 3.8741417¢ + 00 1.1151567e + 00 6.1315742e¢ — 02
6.000 | 7.2436528¢ — 01 1.1646978e + 01 8.6488607¢ + 00 1.2044444e + 00

13.2. Triangles adjacents coplanaires

TABLE 13.1 — Erreur relative E

tronq

as(h)

a - as

FIGURE 13.1 — Triangles étudiés.

(N) pour N = 5,10 et 15.

Pour deux triangles coplanaires partageant une aréte commune (voir Figure 4.9(b)),

selon la méme méthode

ciklz—y]

I :f
SxT ||Z’—yH

qui donne apres réduction a la dimension 2,

Io= ),

>-1

+%@HJ‘ nx—yw%@y+%ﬂ@j
oy X P41

(ik)lJrl

I+ DI+ 4)(1+3)

(ik)lH
(I +1)!

dxdy = Z

=—1

a1 X3

f & — y|'dudy
SxT

1
(mﬂfnwu—y%w+mTq;x—@HVm).
T

|z — yldsmdsy> :

(13.15)
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Le calcul des intégrales sur les triangles ne présente pas de difficulté particuliere. En
effet,

3
0; a;
f laive —yl'dy = E i) J lair2 — yHldsy, (13.16)
T j=1 .

Bj

ce qui conduit a

3
I = 2<ISI > 05(a f flaive = yl) dsy + |T| Z% )J f(lz— bj+z)dsx>
j=1 o

(13.17)

(k)11 + 2) ,
+ 3 NG T

W UE2) o, f - ylidsqds, |,
l+4) ’ ;11X B35 !

ou f(r) est la fonction définie par (13.9).

13.2.1 Segments a supports sécants

Lorsque les supports des segments « et 3 sont sécants (voir Figure 4.7), le calcul est
similaire :

(ik)!! 9idji1 J }
— yllds,d
[+ DG+ DBHD) Jovs, [z =yl dsads,

el
=gz~dj+1< > m’”L f(la™ = y)ds, + Y mtmffw—bm)dsx), (13.18)

ol s* et tT sont les abscisses des extrémités respectives des segments « et 3 relativement
a l'intersection des supports des deux segments.

13.2.2 Segments a supports paralleles

Lorsque les supports des segments «; et 3,41 sont paralleles (voir Figure 4.8), la
formule (2.10) ne s’applique plus. Bien qu’on doive utiliser la formule & paramétre (2.34),
il est possible d’obtenir une réduction similaire a (13.18). On note BJH, et bt i les
projections respectives du segment (3, et de ses extrémités b 71 sur le support de a.

On introduit la distance d entre les deux segments 3;. et 5J+1- Il nous faut alors évaluer
un terme de la forme suivante,

(1 + 2)(ik)! J )
Gidiyy Y R & + ||z — §12)"* dsuds; (13.19)
’ ZZZO (l + 4)' 041‘><Bj+1 ( ) .
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En utilisant la formule (2.34), on obtient

o l)2
J (& + [z — 7I1*) "2 dspdsy = Z ms, J d”QJ (u + HGHS 7 dudsg
ai><§j+l Bj+1 d u

(13.20)

1/2
(w2 + o = B, )

+0
142
+ Z mtﬁlf d* L e duds,.

L’intégrale interne s’évalue explicitement,

/2 141/2
e 40 (u2 + 7]2)/ i (d2 + 772) +/2 Ji+2 (13.21)
+3 2(l+2 ’ ’
d u n* (1 +2)
Cette expression permet de sommer les séries; en effet, on pose
1 (k)" 2\ 1+1/2 (i)'
g(n,d) == — d”+1n - ),
(n.d) n? (l;1 (I+4)! ( ) l;1 (14 4)!
alors d’apres (13.10), on a
kP42 _ D (ST 2 ikd _ D.(d
g(n,d) = i- (V) e 2(d) (13.22)

k3n2(d? + n?) 1 k3d2n?
avec D,, définit en (13.10). D’apres (13.19) et (13.20), on a

st

J ; (& + |z — I ) dsydsy = Z ms; J g(t,d)dt + Z mtﬁlfz g(s,d)ds
Qi X5 +1

S
2

L’évaluation de Ig nécessite donc la quadrature numérique d’intégrales mono-
dimensionnelles sur chaque cotés du triangle S ce qui constitue en fait un procédé
efficace compte tenu du peu de points d’intégration nécessaires pour obtenir une bonne
précision.

13.3. Triangles adjacents dans des plans sécants

On s’intéresse a
h= | - yldsdy
SxT

ou S et T sont des triangles adjacents contenus dans des plans sécants. En appliquant
la méthode utilisée dans les sections 13.1 et 13.2, on obtient la réduction sous la forme
d’intégrales bi-dimensionnelles

2|S| 2|T| f
L =—-"" ivo — yl'd d
SNV YR f”a” '+ T m T A+0)(B+1) | = byl do

gzdj+1 gz+1d]

T T —yldsadsy + = — y|'ds,ds,.
4+DB+1) Lixﬁm |z — y|'ds.ds, N meﬂj |z — y|'ds,ds,
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13.3.1 Intégrales sur un triangle
Les intégrales sur un triangle ne présentent pas de difficulté, en effet pour I'intégrale

tf la —yl'dy, (13.23)
T

on projette le point a sur le plan contenant le triangle 7' (voir Figure 5.4). D’apres

(13.21), on a
~ /2
[ 1 —uttay = [ (12— o) ay
T T

3 ~ 1+l/2 142
_ [P a-yl?) T R
_.:Egéﬁ(a)‘f ) ds,. (13.24)

En regroupant tous les termes, on obtient

3 I+1 (1.2 o\ 1+1/2 1+2
k: h —h
J l ( + ||a' yH ) 5 d8y7 (1325)
Z.: 8; 15 1 (I + 4)! la — v

ce qui donne d’apres (13.22),

IC j (13 - yl, b)ds,. (13.26)

13.3.2 Intégrales sur le produit de deux segments

Les intégrales sur le produit de deux segments nécessitent 1'utilisation de la perpen-
diculaire commune et I'introduction d’un parametre h (voir Figure 5.6).

f |z — y|'ds.ds, = J (h? + |5 — y))"* dszds,, (13.27)
axf axp

qui est identique a lexpression de (13.20). On en conclut que la simplification est
réalisable lorsque S et T" sont des triangles adjacents dans des plans sécants.

13.4. Le potentiel de double couche

Nous pouvons appliquer cette méthode au terme régulier du potentiel de double
couche. Soit la décomposition du gradient du noyau de Green

(x-y) K-y z-y
= — —_ _— K j—
VyG(Z',y) 47T||13_yH3 87THI—yH A (”l’ yH)v

avec

i (k)3 + 2)

= (I +3)!
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Nous nous intéressons a l'intégrale du terme régulier

3 (ik)!3rY( l+2)f (ik)3(1 + 2)
J = (x —yl|e —yl'dedy = ) —F—=—J,  (13.28)
;) +3) Jsur ;0 (1+3)!

avec,

Ji— f (z - y)|z — yl'dedy. (13.29)
SxT

13.4.1 'Triangles dans des plans sécants

Nous présentons la réduction dans le cas de triangles dans des plans sécants avec une
aréte d'un triangle contenue dans (w), I'intersection des plans (voir Figure 13.2).

FIGURE 13.2 — Configuration étudiée pour la simplification du terme régulier provenant du
potentiel de double couche.

En prenant a; comme origine (voir Figure 13.2) et en notant que ¢ = [ + 1 soit
q+n =1+ 5, 'application de la formule (2.10) a J; conduit a

Les intégrales 3-D peuvent étre réduites. En prenant a;,; comme origine, la premiere
intégrale devient

[ @il =slfdsdy = 12 [ (@ =los =ity
3
3y (a) l
DN [, el —ytdsaas,
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Pour les autres intégrales, on prend 'intersection, notée o;, du support de 3; avec (w)
comme origine et on a

kth
(z = y)lz - yl'dzds, = > J (2 = b)) |z — 0f|'de
Lxgj ! ;;i [+4 s ! !

e ROy yfdsads,

La réduction doit étre stoppée a ce stade; en effet, continuer nécessiterait 1'usage d'un
parametre et I'utilisation de la formule (2.34), ce qui conduirait & des expressions conte-
nant des fonctions hypergéométriques. Nous sommons donc la série pour obtenir des
intégrales 2-D, soit

(ik)3(1+2)

p(r) = S (13.30)

=

alors

J =2|S| | (as —y)p(|as — yl)dy

avec la fonction p(r) définie par

3i
= 55

(eikr _ D4(7‘)) + 1 (eikr _ D3(7‘)) : (13.31)

P(T) L4

ot D, (r), donné par (13.10), est le développement & I'ordre n de ¢*" en 0 .

13.5. Fonctions de base affines

La méthode s’applique aussi pour ’évaluation de l'intégrale suivante :

ekl

Jh = i(2) 1 (y)dady.
SXch(l“) Hx—y||¢ (y)dady

Cette intégrale est réduite a une collection d’intégrales 1-D réguliéres qui sont évaluées
numériquement. Ces travaux étant récents, seul le cas de l'auto-influence est présenté.
L’approche utilisée est identique a celle du Chapitre 11.
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13.5.1 Notations

Soient les trois fonctions suivantes :

R — 1 —ikr + (K2r%) /2 +1(k3r) /6 — (k*rh) /24

T(r)=—i 1576 (13.32)
(41 + kr)e™ — 4i + 3kr + ir’k* — (k3r3) /6
A(r) = o (13.33)
(=81 — bkr + ir2k?)e* + 8i — 3kr — (k*r®)/6
U(r) = P : (13.34)
et
3
W= [ Tl ylhds, (13.35)
=1 Y

13.5.2 Coefficients

On obtient des expressions sous forme d’intégrales mono-dimensionnelles pour
e les coefficients diagonaux :

JH = 4|9 <2W + giJ A(lla; —yl)ds, (13.36)

b | Mlaie = yDoxtulds, + gisa [ Aljasa - y)asi(y)dsy)

1+2

e les coefficients d’indice 7,7 + 1 :

JUH = 218][ 2W + giJ

g

Mlas = l)ds, + gt [ Allases = sldds, (1337

Qi+1

\

T g qbi(x)A(nx—amn)dsx+gz-+2f Alaisz — yl)dir (v)ds,
Jai+2 Q42

r

fgn | a@e — ainlds, + g, f

Jajtl o

Y(flai — y||)¢i+1(3/)d8y>

e les coefficients d’indice 7,7 + 2 :

72— ofs)(2W 4 g | Ao = ylds, + giea | Allaea = ylhds, (1339

Qj+2
~

i | Al = ylD@ia(W)dsy + gina | Gi(@)A(lz — aia])ds,

Jajq Qit1

U(fla; — y||)¢i+z(y)d8y>

A T’aide de ces expressions, la matrice élémentaire est donc évaluée compléetement.

r

Fge | 0@ V(e — aal)dss + g f

£

Jajgo2

Il faut évaluer 18 intégrales 1-D avec notre méthode pour déterminer la matrice
élémentaire. Pratiquement, avec M = 20 points d’intégration utilisés (soit un nombre
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total de 18 M = 360 points), I’écart relatif est de I'ordre de la précision machine (10717).
Avec M = 4, I’écart relatif maximal est de 107°. En comparaison, la méthode de Sauter
et Schwab, nécessite 9 - 3 - N* points d’intégration au total.

13.6. Expérimentations numériques

Nous présentons ici une expérimentation numérique afin d’estimer l'intérét des for-
mules proposées pour l'intégration du noyau de Green complet et le noyau de Green
combiné a des fonctions de base affines par élément. Nous étudions la convergence de
notre méthode et de la méthode de Sauter et Schwab (voir [SS10]) suivant le nombre de
points d’intégration employés.

13.6.1 Evaluation de J

g
Nous évaluons l'intégrale suivante : J = J —dzdy,
sxr | =yl
1. Soit J(M) I'évaluation de .J en utilisant la formule réduite (13.11) et en intégrant
numériquement les intégrales 1-D a l'aide de M points d’intégration de Gauss-
Legendre. Le nombre total de points d’intégration utilisés est égal a 3M.

2. Soit J(N) I'évaluation de J en utilisant méthode de Sauter et Schwab (présentée
dans [SS10]) en utilisant NV points d’intégration pour une intégrale 1-D. Le nombre
total de points d’intégration est donc égal & 3N*.

~

3. Finalement, on note J.f = J(300), la valeur utilisée comme référence pour compa-
rer ces deux méthodes.

La Figure 13.3 présente les différences relatives :

‘j(M) - Jref‘ 1
L] W en fonction de m

‘J(N) - .
° W en fonction de 3N

On observe (voir Figure 13.3) qu’avec peu de points d’intégration notre méthode présente
une tres haute précision.

13.6.2 Evaluation de J*/

De la méme maniere que dans la sous-section 13.6.1, on introduit

1. J (M) I'évaluation de J¥ en utilisant les formules réduites (13.36)-(13.38) et en
intégrant numériquement les intégrales 1-D a 'aide de M points d’intégrations de
Gauss-Legendre. Le nombre total de points d’intégration pour évaluer la matrice
élémentaire completement est égal a 18M.

2. J%(N) Dévaluation de J* en utilisant méthode de Sauter et Schwab (présentée
dans [SS10]) en utilisant N points d’intégration pour une intégrale 1-D. Le nombre
total de points d’intégration pour évaluer la matrice élémentaire est donc 27N*.

3. Jh = J4i(300).

ref —
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=-=-Notre méthode
——Méthode de Sauter et Schwab

10—2_

Différence relative
<

—
3
—
(=)
T
~sal
1

10—12_

10~

—16
107

103 102 0T 10"
F1GURE 13.3 — Courbe de convergence de la méthode de Sauter et Schwab et de notre méthode
dans le cas de fonctions de base constantes par élément.

La Figure 13.4 présente les différences relatives :

00~ T 1
* max — en fonction de ——, ou J(M) est évaluée en utilisant la

1<i,j<3 T 18M’
méthode de réductign.
TN - T

~

T

en fonction de

e 1max —
1<4,5<3 “J
ref

méthode de Sauter et Schwab.

SN olt J"I(N) est calculée a l'aide de la

7
Conclusion de ce chapitre

Quatre points importants sont a retenir de ce chapitre :
1. Il est possible d’appliquer la méthode de réduction a 'intégrale du noyau de Green,
mais aussi aux intégrales du noyau de Green combiné avec des fonctions de base
affines par éléments.

2. On ramene l'intégrale 4-D du noyau de Green a des combinaisons linéaires
d’intégrales 1-D lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans sécants.
Lorsque les triangles sont dans des plans paralleles, une réduction d’une dimension
seulement est envisageable.

3. Une réduction de deux dimensions peut étre obtenue pour l'intégrale du terme
régulier du gradient du noyau de Green.

4. Les premiers résultats numériques montrent l'intérét de la méthode de réduction

(cotit de calcul et précision) avec le noyau de Green complet.
\. Y,
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---Notre Méthode
=—Méthode de Sauter et Schwab
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F1GURE 13.4 — Courbe de convergence de la méthode de Sauter et Schwab et de notre méthode

dans le cas de fonctions de base affines par élément.
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CHAPITRE ].4:

Evaluation d’intégrales
hypersingulieres

7
Introduction

Apres D'évaluation d’intégrales régulieres, nous montrons dans ce chapitre que la
méthode de réduction peut aussi s’appliquer a ’évaluation explicite de la partie finie
d’intégrales.

L’utilisation des formules de réduction pour le calcul de la partie finie d’intégrales hy-
persinguliéres a été présentée par Cormack, Rosen et Vijayakumar (voir [VC88, RC93]).
Dans ce chapitre nous étudions différents processus asymptotiques permettant de
définir la partie finie de Hadamard et nous montrons que dans certains cas, pour le
calcul de la valeur principale de Cauchy notamment, il faut utiliser les formules avec
prudence.

Nous commencgons par définir la partie finie de Hadamard puis nous montrons qu’il y
a équivalence entre plusieurs contours utilisés pour exclure le point singulier. Le calcul
de la partie finie d'une intégrale divergente est présenté a la suite et finalement le cas
d’intégrales doubles est présentée.

14.1. Introduction de la partie finie

Avant d’introduire la partie finie de Hadamard, nous présentons la valeur principale
de Cauchy qui joue un role important dans les méthodes d’équations intégrales (voir
[Gui9l]) et est un cas particulier de partie finie. Un exemple élémentaire est 'intégrale

b
1

I= f —dz, avec a,b €0, +o0| (14.1)
T

ol a et b sont deux réels strictement positifs. Cette intégrale n’est pas définie puisque
0 appartient au domaine d’intégration. Soient €;(€) et ey(e) deux fonctions positives
vérifiant

lim e1(e) = lim €a(€) = 0.
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On pose alors,

—ei(e) 1 b 1
I(e) = f Liw + f L, (14.2)
—a z eae) L
ainsi
I= lir% I(e),
or

a €a(€)

I(e) = lln(el(e)) —In(a) + In(b) — 1n(62(6))] ~In (b) +1In (61(6)) . (14.3)

Si €1(€) = €3(€) Uexpression (14.3) se simplifie comme suit :

I=lmI(e)=n (Z) | (14.4)

et I(e) possede une limite lorsque ¢ — 0. Cependant on observe dans (14.3) que si
€1(€) = 2€5(€), alors on obtient :

I=1limI(e) = In (b) +1n(2), (14.5)

a

et il suffit que lim (o)
e—0 62(6)

résultat est donc défini a une constante pres, qui dépend du processus asymptotique
utilisé. La définition de la valeur principale de Cauchy est de prendre €;(€) = ex(€) = €
dans (14.3), soit

€ 10, +oo[, pour que la limite quand ¢ — 0 de I(¢) existe. Le

Définition 14.1.1. La valeur principale de Cauchy de I de (14.1) est définie par :

1 1 b

a

Définition 14.1.2. Soit le domaine d’intégration borné Q < R% et I :

f:ﬁgxx—yMyzﬁgmx—mm%

qui n’est pas une intégrale définie au sens de Lebesgue lorsque f est une fonction ho-
mogene de degré q < —d et x € Q). On introduit,

ﬂo=f F(le - yl)dy, (14.7)
O\B(z,¢)

ot B(x,€) est le disque centré en x de rayon € si d =2 et la sphére de rayon € si d = 3

~ ~

(voir Figure 14.1). 1(€) est une intégrale définie dés lors que € > 0. Si I(€) admet un
développement du type :

~

I(e) = ap + ay log(e) + Z C.L—Zl + o(1), quand € — 0, (14.8)
=

alors :
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~

e ay est appelée partie finie de I(e), et

o ajlog(e) + 2L, 525 est la partie infinie de I(e).

er—1

La forme de développement utilisée dans le cas présent n’est pas la plus généraliste
mais convient aux cas traités. Se reporter a [Sel97] pour voir la définition de la partie
finie a l'aide d’'un développement ayant une forme plus générale. Un autre processus
asymptotique, plus proche de celui découlant d’une méthode d’équations intégrales,
consiste a décaler le point d’observation z hors de €. A cet effet, on définit 2. =z +em

ou 7 est la normale & la surface de €. Dans notre cas, € est le triangle S (voir la Figure
14.2).

az
asg

ai

a1
a2

S

as

FIGURE 14.1 — Domaine d’intégration (triangle S) et point singulier. x est le point singulier
(en rouge) et en gris, on observe B(zx,¢€).

Ai+1

FIGURE 14.2 — Point 2z, hors du plan contenant S.

Dans ce cas, I'intégrale (14.7) devient

f0 = | rUz=sbay= | £ (vE@+Tz=oP) (14.9)

qui admet un développement de la forme (14.8). Pour ces deux processus, on définit la
partie finie de l'intégrale I (voir [KSW92]) comme le terme constant du développement
de I(e) :

~

Définition 14.1.3. La partie finie de l'intégrale I, notée pf I est la partie finie de I(€)

pfl = j( £(lz = yl)dy = ag
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Les intégrands apparaissant dans les méthodes d’équations intégrales sont de la forme
|z —y|* ou (z—y)|z—y|® avec s < —n ou n est la dimension du domaine d’intégration.
Nous présentons une méthode pour évaluer la partie finie d’intégrales comportant des
intégrands de la premiére forme lorsque Q < R? (donc n = 2), soit I'intégrale

I = pf j oyl dy. (14.10)

Le premier processus, défini en (14.7), ne permet pas de traiter le cas s = —2 alors que
le second processus (voir (14.9) ) permet de traiter tous les s.

14.2. Evaluation de parties finies

14.2.1 Réduction de I,

En appliquant (14.9) & I, on obtient lorsque s < —2 :

g s/2
T(e) = f (2 + o —y )" dy. (14.11)
S
D’apres la formule (2.34), on a
3 +00 (2 2\5/2
~ s ut+ |z —vy
R0 =Y [ e [ g,
i=1 i €
3 s/2+1 s+2
(€ 4z =yl —e
= ; ds,. 14.12
20 | —

Cette expression peut se décomposer sous la forme (14.8) ce qui permet d’observer que

le terme en €72 appartient & la partie infinie et d’obtenir le résultat suivant :
10 =324 [ - yra (1413
€) = T — Sy .
PR gy J, 00
Lorsque s = —2, on a
3
~ In (¢ + |z —y[*) —In(e?)
I 5(e) =) vz J ds,, 14.14
9= 200 ], 2z~ yl? y (1414
donc
3
~ In (||z — y|?
P T = Yt [ =, (1415)
i=1 a; 2HI’ - y”

14.2.2 Application a [ 3

Le calcul explicite des intégrales mono-dimensionnelles est possible en fixant s. Par
exemple, pour le cas s = —3 qui peut apparaitre lors de la décomposition du gradient
des solutions fondamentales des équations de Laplace et Helmholtz 3-D. On obtient :
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1. lorsque$€§et:v¢§:

.
3 S;
I~ t
La=pfla=—Nr@)| — o | 14.16
s=pfls ;7()[&\/@] 7 (14.16)

t=s.
1

ot d; = |;(z)] est la distance du point x au support de a; et s sont les abscisses des
extrémités de «; selon 'origine prise au point p;(z) qui est la projection orthogonale
de x sur le support de «;.

2. lorsque =z = a; :

~ t %
I 5=pfl 5=—(x) [W]

3. lorsque z € q; :

— ¢ S;trl " 517:2
I 3=—vi1(2) — Yis2(2) . (14.17)
dzz-‘rl V dzz-&-l + 12 d%_,_g\/ dlz_;,_g + 2 '

t=s,, =Sit2

14.3. Processus utilisant une zone d’exclusion du point singulier

Nos formules de réduction s’appliquent lorsque les domaines sont des polygones;
c’est pourquoi, nous montrons que dans le processus (14.7), il est possible de remplacer
le disque B(z,€), centré en z et de rayon e (noté dans la suite plus simplement B,) par
un triangle entourant x (voir la Figure 14.3(a)). Pour des raisons de simplicité, le choix
s’est porté sur un triangle équilatéral de centre de gravité x et de hauteur 3e (voir la
Figure 14.3(b)) ; de cette maniere x est a une distance e de chaque coté de T..

14.3.1 Equivalence entre les contours utilisés

Pour prouver que la partie finie est identique, qu’elle soit calculée en utilisant un
disque ou un triangle en guise de zone d’exclusion, nous évaluons I'intégrale T\ B(z, €)
(voir la Figure 14.3(b)). Nous montrons cette équivalence des zones d’exclusion pour I
ce qui correspond a prendre pour intégrand la fonction f(r) = r*. L’intégrale sur la zone
grisée (voir Figure 14.3(b)) s’écrit

3 ~9;+7/3 (R(9)
PO = [ fa=uay =3[ [ syrdras. (14.15)
€ =1 [ €

et comme f ne dépend pas de 6, il est possible de simplifier ’expression en

P(e) =6 LW/G JR(G) f(r)rdrdd. (14.19)
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(0%} a2
ai
10/
(2%)
as S
(a) Exclusion du point singulier z. (b) Détail sur Be et Te..

FIGURE 14.3 — En bleu le triangle équilatéral T, de centre de gravité = et de hauteur 3e. En
rouge, le bord de Bk..

Cas s < -2
On commence par se placer dans le cas ou s # —2, l'intégrale selon r devient
R(6) R(6) R(9)3+2 — ¢St2
dr = Hp = 14.20
| srar = [ - (14.20)
donc
6 /6 west?

P(e) = R(0)*2df — 14.21
=5 | RO (14.21)

ou 'expression de R(f) est connue :

= 14.22
R(9) cos(6)’ ( )
soit,
Ges+2 (/6 do west?
(€)= s+2 L cos(0)+2  s+2 (14.23)

ce qui donne

P(e) = i:; <2F1 ([; 3;“9] : B] i) - ;) (14.24)

ou ,F, est la fonction hypergéométrique, comme introduit dans [AST72].

On observe que lorsque s < —2; P(e), donnée par (14.24), conduit & un
développement de la forme (14.8) qui ne comporte qu'un terme divergent. Ce terme
appartenant a la partie infinie de l'intégrale, il disparait lorsque l'on prend la partie
finie ainsi les deux contours sont bien équivalents.

De méme, un contour carré produira la méme partie finie ainsi, lorsque s < —2,
plusieurs contours sont équivalents du point de vue de la partie finie.

Cas s = -2
Lorsque s = —2, les calculs sont un peu différents; en effet, on a

P() = 6 L " f o idrd@ e L " \n(R(8)) — In(e)db. (14.25)
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soit, puisque R() = @’

/6
P(e) = 6f In(cos(6))do), (14.26)
0
qui est indépendant de € et fournit une constante dépendant du contour utilisé. Cette
dépendance vis a vis du contour utilisé lorsque s = —2 conduit a préférer définir la
partie finie a ’aide du processus de passage a la limite d’un point vers le plan de S (voir

(14.9)).

14.3.2 Equivalence entre les deux processus lorsque s < —2

Le processus consistant a utiliser une zone d’exclusion utilise la formule (2.10) et
nécessite de distinguer plusieurs cas :

1. Lorsque x € S , I'intégrale I, n’est pas définie au sens usuel mais on peut évaluer sa
partie finie. On introduit le triangle équilatéral T, pour exclure le point singulier
du domaine d’intégration (voir Figure 14.4), alors

T(e) = f o — yldy
T\TE

i) \
B s+2j lo —yl*ds, — Z +QJ |z — y|*ds,, (14.27)

puisque la distance signée de x a ; est négative et vaut —e. De plus, les intégrales
sur les cotés [; de T, s’écrivent

V3e s/2
ef |z —y|I°ds, = eJ (€ +t*)""dt
Bi

—+/3¢

— 2V3¢*2, R, ([; _28] , B] ,—3) , (14.28)

oll ,F, est une fonction hypergéométrique (voir [AS72]). En conséquence, I,(e)
admet un développement de la forme (14.8) :

—g Z (x; Li |z — y|*ds, — 6v/3e*2 7 (l; _23] , B] , —3) . (14.29)

Les termes que font apparaitre les intégrales sur les cotés f; de T, appartiennent a
la partie infinie de I(€); on en déduit que

3 .
L= pf (e =), 1 [ = sleas, (14.30)

expression identique a (14.13).
2. Lorsque x = a;, on utilise un triangle différent en guise de zone d’exclusion. On
définit 7. homothétiquement, tel que 2ol = [Six2l — [@ieal — ¢ oy &, 5 est le coté
€ ’ loigr| — loigal |evi] ’ vt

de T, parallele & «; (voir Figure 14.5). On obtient alors

> Vi s
pil = 2 j Ja; = yl*ds,. (1431)
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a; Qi1 Ai+2

Aj41

FIGURE 14.4 — Cas z € T.

a; Q41 Qi+2

Qi1

Aj+1

FIGURE 14.5 — Cas = = a;.

3. Finalement, lorsque x € ; (voir Figure 14.6) on décompose S en 2 triangles tel que
le x soit un sommet de chaque sous-triangle et on effectue la réduction en utilisant
(14.31).

Conclusion : Lorsque s < —2, les deux processus (14.7) et (14.9) sont bien équivalents.

14.3.3 Cas s = -2

Lorsque s = —2, le processus (14.7) dépend du contour utilisé, nous allons mettre en
évidence cette difficulté lorsque = € T (voir Figure 14.4). La formule (2.10) n’est plus
utilisable puisque nous avons ¢ + n = 0, nous appliquons donc la formule (2.16) :

Yl f In (= — y|*) f In (= — y]?)
— — — Y 7ds,. 14.32
Z N P 2 eyl © (14.32)

Les intégrales sur les contours (3; fournissent

dt = —1n(e) + C, (14.33)

avec C' &~ 0.4368. Ce qui nous donne d’apres (14.8)

|z = yl?

1 —
pf Ia(e Z% J n(le—yl” ) gs, - 3¢, (14.34)

résultat similaire & (14.15) si 'on omet la constante 3C' provenant des intégrales sur le
contour de la zone d’exclusion.
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a; Qi1 Ai+2

i1

FIGURE 14.6 — Cas z € q;.

14.4. Le cas variationnel

Soit 'intégrale suivante, prise au sens de la partie finie de Hadamard :

Js=pf | |z —y|dady, (14.35)
SxS

du fait du caractere hypersingulier de 'intégrand. Nous allons montrer que de maniere
surprenante, deux processus produisent le méme résultat pour le calcul de J5. Le choix
s’est porté sur J5 car il n’y a pas d’équivalence entre les deux processus pour les intégrales
Js lorsque s € [2,4]; il y a équivalence pour tout s > 5.

14.4.1 Utilisation ”naive” de la formule (2.10)

Nous commencons par utiliser la méthode employée dans le chapitre 3 : annuler tous
les termes faisant intervenir une distance nulle. On choisit 0 = a; comme origine, alors
Yi+1(0) = 7Yi+2(0) = 0 et ¢+ n = —1, soit :

ds,dy
Js = —2 f . 14.36
O W T 430

La seconde étape consiste a choisir une des extrémités a;.; de a; comme origine, on a

d ds,ds
J5 = 2[S] 73;5 + 9i9¢+1f e (14.37)
s lais2 =y aixaip 1T =Yl
La derniere étape consiste a choisir o = a;,2, ce qui conduit au résultat suivant :
3 3 st
2|5 dy 2|5 s(3g2 +2s%) |
3 ZZ; o llas =yl 9 lz; g (g2 + s2)*° o

14.4.2 Développement asymptotique du cas de deux triangles superposés

Soit I'intégrale

1
T(e) = J dxdy, (14.39)
sxs (€ + |l — y|2)?
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qui est l'intégrale sur le produit de triangles superposés a une distance e. On montre
que le terme constant du processus asymptotique lorsque € — 0 est (14.38). T'(¢) peut
s’écrire d’'une maniére similaire a (8.15) :

3
T(e) =41S| > g "Ri(ar, a3 4), (14.40)

=1

avec,
'Ri(a,a,e; 4) = J 'o2(e, |z — al; 4) (14.41)

dont 'expression est

s(e—ve2 +d? + s?) N e+ d2A cta (f)
6e2d2(d2 + s2) Gesas g

2 2 2 2 . .
+° td R) {Arctanh < ¢ A tisd > T sgn(s)} (14.42)
€

'Ri(a,a €5 4) =

6e3d3 Ve + d? + s2 2

'R3(a, a, €; 4) se développe pour € — 0 sous la forme (14.8) :

1o ‘ as s (3d* + 2s?)
Rg(a, Q, €] 4) g + 672 + g + <_ 18d4 (d? N 82)3/2 + 0(6), (1443)
d’ou
st
3gl + 2s%)
pfT(e) = _*|5|Z [ 2y 32)3/2] ’ (14.44)
I=1 -

S

qui est identique au résultat obtenu en (14.38).

Conclusion de ce chapitre

Ce chapitre présente 1’évaluation explicite de la partie finie d’intégrales bi-
dimensionnelles en utilisant notre méthode.

Une propriété surprenante de la méthode pour I'évaluation de la partie finie d’intégrales
4-D a été présentée a la fin de ce chapitre et incite a poursuivre ’étude dans ce domaine.

\ J
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Conclusion de la quatrieme partie

Cette partie a permis de présenter la prise en compte de fonctions de base affines par
triangle. La quantité de calcul augmente mais la difficulté n’est pas plus importante.
L’application de la méthode a I'électromagnétisme est présentée. En décomposant
les intégrales intervenant dans les équations de Maxwell 3-D, on réduit le nombre
d’intégrales a évaluer tout en faisant apparaitre des intégrales déja calculées pour
I’équation de Helmholtz 3-D.

Plutot que de distinguer les parties singuliere et réguliere du noyau de Green, on peut
évaluer l'intégrale du noyau de Green complet avec des fonctions de base constantes ou
affines par éléments. Cependant, il n’est plus possible d’obtenir de formules explicites,
I'utilisation de la méthode réduit I'intégrale 4-D en une combinaison linéaire d’intégrales
mono-dimensionnelles qui sont évaluées numériquement avec peu de points d’intégration
lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans sécants.

Finalement, un dernier prolongement permet de calculer explicitement la partie finie
d’intégrales hypersingulieres.
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Conclusion générale

L’objectif de cette these était de détailler une méthode d’évaluation d’intégrales
comportant un intégrand singulier intervenant dans les méthodes d’équations intégrales
variationnelles. Les formules présentées dans la premiere partie permettent de traiter
les intégrales singulieres et presque singuliéres mais nécessitent la distinction entre trois
configurations géométriques des éléments du maillage : lorsqu’ils sont i) coplanaires,
i1) situés dans des plans sécants, iii) situés dans des plans paralléles (non confondus) ;
chaque configuration conduit a des calculs différents.

Nous avons appliqué le processus de réduction aux intégrales issues de 1'utilisation
de la méthode des éléments finis de frontieres pour les équations de Laplace, Helmholtz
et Maxwell en 3-D avec des fonctions de base constantes ou affines par élément. On peut
noter que plus les éléments ont des sommets communs plus les formules obtenues sont
simples (le calcul du coefficient d’auto-influence étant le plus simple). Si I'on ne traite
que la partie homogene et singuliere de I'intégrand initial, on aboutit & des formules
explicites ce qui garantit un cotit fixe pour une tres grande précision. Notre méthode a
donc 'avantage de ne pas nécessité d’intégration numérique ce qui nous évite de devoir
adapter le nombre de points d’intégration pour assurer une précision fixée.

Les résultats numériques montrent la précision et la robustesse de la méthode aussi
bien pour les cas singuliers (auto-influence, triangles adjacents ...) que pour les cas
presque-singuliers, avec notamment le cas des triangles situés dans des plans paralleles
qui a fait objet de I'article [LS12]. Ce dernier cas qui est un des plus difficiles pour
les méthodes d’intégration numérique, principalement lorsque les triangles se recouvrent
partiellement, est simple a traiter avec cette méthode. Dans le cas du noyau de Green
complet de I’équation de Helmholtz 3-D, les intégrales 4-D sont réduites a une combinai-
son linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles qui sont évaluées numériquement. Dans
ce cas, le colit de calcul pour obtenir une erreur inférieur a 1% est peu important.

Bien que ce manuscrit puisse donner I'impression que l'utilisation de la méthode
soit compliquée, la méthode est simple a mettre en oeuvre en pratique. La méthode est
limitée a la discrétisation par des polygones plans en 3-D et des segments rectilignes
en 2-D. Elle nécessite que 'intégrand soit homogene ; lorsque ce n’est pas le cas, il est
toujours possible de le développer en termes homogenes sujets a l'application de notre
méthode et en une partie réguliere qui peut étre évaluée numériquement. Ce manuscrit
peut étre vu comme un mode d’emploi de la méthode afin que chacun puisse appliquer
la méthode aux cas souhaités. La seule difficulté (en apparence) est le traitement du
cas des segments presque-paralleles, mais comme cela est présenté dans la section 4.7,
il n’est pas nécessaire d’y préter attention pour obtenir des résultats précis. Seuls les
cas pour lesquels le calcul de I'intersection des supports des segments n’est pas possible
(parallélisme exact) nécessitent I’application de la formule (2.34).
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D’apparence limitée, la méthode est en réalité tres souple puisqu’elle peut étre ap-
pliquée aux intégrales issues des méthodes de collocation et des méthodes variationnelles,
a d’autres noyaux, a des fonctions de base d’ordre plus élevé ou encore au calcul explicite
de la partie finie de Hadamard d’intégrales hypersingulieres. Sa souplesse provient du
fait qu’il est également possible d’effectuer une réduction partielle puis de conclure en
opérant une intégration numérique pour un intégrand régulier. Enfin, la méthode est
aussi utilisable dans le cas d’équations intégrales volumiques.

Perspectives

Il serait intéressant de poursuivre le traitement des intégrales singuliéres provenant
des équations de Maxwell et d’étendre 'application de la méthode a d’autres noyaux
(élasticité notamment). La poursuite de 1'étude de 1'utilisation de la méthode pour
calculer la partie finie d’intégrales provenant des formulations hypersingulieres pourrait
conduire a des résultats d’une grande utilité.

Afin de les valider, les formules ont été implémentées dans un code MATLAB, ce-
pendant aucune optimisation n’a été réalisée. Une partie des formules a été implémentée
récemment en C++ afin d’étre intégrée dans le code d’équations intégrales développé
par Eric Darrigrand de 'IRMAR (Université de Rennes 1) pour réaliser des comparai-
sons. Une prochaine étape consisterait a optimiser 1'utilisation de la méthode (factoriser
des calculs de distances par exemple) pour réduire le temps de calcul ce qui rendrait
la méthode encore plus attractive et on pourrait envisager son usage dans des codes
industriels.
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ANNEXE A

Calcul des quantités géométriques

7
Introduction

Des quantités géométriques apparaissent durant les étapes de réduction de la dimension
de l'espace d’intégration et dans les formules finales; leur calcul est détaillé dans ce
chapitre. Nous rappelons les calculs de la projection orthogonale d’un point sur une
droite et sur un plan, de l'intersection de deux droites sécantes dans un méme plan.
Nous présentons les criteres utilisés pour déterminer si des plans sont sécants ou
paralleles, et finalement nous indiquons le calcul de la perpendiculaire commune & deux
droites non paralleles dans 'espace.

A.1. Configuration de deux plans

Soient les deux plans P; et P, de normales unitaires respectives nj et 73, alors si
cos(f) = |n7 - ms3| < 1,

les deux plans sont sécants et I'angle qu’il forme est #; si le produit scalaire des deux
normales est égales a +1 les plans sont paralleles ou confondus. Pour déterminer si les
plans sont confondus, on utilise les équation respectives des plans :

(P) @ ez +byy+ez+d =0 (A1)
(P2)2&2$+b2y+022+d2:0 ’
tels que |(ay, by, c1)|| = ||(az, be, c2)|| = 1. Les plans sont confondus si
d
dy = — 2—)?
ny - N9

et paralleles sinon.

A.2. Projection orthogonale d’un point sur une droite

Soient b un point et («) une droite définie par deux points a~ et a*. On note le

fulN —
vecteur @ = a” — a~ et sa version normalisée o = %r‘. Pour finir, on introduit p(b)
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la projection orthogonale de b sur la droite () et 7 = b — a~ (voir Figure A.1). On a
alors

p) =a +ka' et (b—p@)-o’ = (b-a —ka) -l =0,
On obtient donc,

k=7-d. (A.2)

FIGURE A.1 — Projection d’un point sur une droite.

A.3. Projection orthogonale d’un point de I’espace sur un plan

Soit le point b € R3 et le plan P défini par son équation : nixq + noxs +ngrs+ny = 0,
qui peut aussi s’écrire

m-T+d=0,

oll T est un vecteur normal unitaire de P. On note b la projection orthogonale de b sur
le plan P, alors :

b=0b+k7,
donc
k:—(ﬁf?+@. (A.3)
De plus, la distance du point b au plan P, s’écrit

h:nb—ap:hffﬁy (A.4)

A.4. Intersection entre deux droites sécantes contenues dans un
méme plan

Soient les droites (a) et (f) respectivement définies par deux sommets a~,a*t et
b=, b". On définit de plus les vecteurs :

@ =a"—a et B=b"—b,
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FIGURE A.2 — Intersection de deux segments dans le méme plan.

et les vecteurs normalisés

On note I l'intersection de () et (/3), alors I vérifie :

I =a + kol
I=b +18,
donc en introduisant 7 = b~ —a~, on a
7 =ka —17. (A.5)
Soit, encore, le systeme suivant, en effectuant le produit scalaire avec o puis Ey :
(7o) = k=1 (]7)
(7[7) =# (']F) -1
Finalement, on obtient
o 7l) - (717) (7))

A.5. Perpendiculaire commune a deux droites dans ’espace

Deux droites dans I’espace ont soit une infinité de perpendiculaires communes (lors-
qu’elles sont paralleles), soit une unique perpendiculaire commune. Soient («) et (f3),
deux droites non paralléles dans I’espace. On note (D) la perpendiculaire commune & ces
deux droites et I, et I les intersections respectives de (D) avec («) et (5). On introduit
deux points sur chaque droite, soient a* et b+ les extrémités respectivement du segment
@ et (. Enfin, on note les vecteurs normalisés

@ —~ 7
Q{,:ﬁ et 6,:7.

‘ ‘

b
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On a les expressions,

I, =a" —i—k?
I =b"+1f,
donc
Is—I,=b —a +1F —ka. (A.6)

— —
On introduit 7 = b~ —a ", alors en effectuant le produit scalaire de (A.6) avec o et ',
on obtient le systeme :

7o+l - F—k=0
7.8 +l—ka-F =0,

soit pour k et [,

ce qui permet de déterminer [, et I3.



ANNEXE B

Le potentiel de double couche

Nous fournissons les formules finales pour I’évaluation explicite de l'intégrale du
terme singulier du potentiel de double couche dans le cas de triangles dans des plans
sécants.

B.1. Calcul de R; et ‘R,

e Calcul Ry(a, B, h; C).
Soit g(a) la projection de a sur le support de 3, alors

t

Ri(a,B,h; ) = J fi(h, Vd* + s?; ()ds, (B.1)

=

ol t* sont les abscisses des extrémités de 8 par rapport a g(a) et d = |q(a) — al|.
On obtient donc,

~ h s msgn(s ) s
Ri(a,B,h; 0) = [_d (Arctan (E) + g2( )> + Arcsinh (m)

tt

h h? +isd + d? ir
— gIm {Arctanh (h\/m) —3 sgn(s)}]t_ (B.2)

et

~ 1 .
Ri(a,B,h; 2) = [hd (Arctan (2) n 7Tbg2n(s))
+t

1 h? +isd + d? im
+ ﬁIm {Arctanh <h PR 52> -y sgn(s)}]t (B.3)

e Calcul Ray(a, B, h; Q).
Il est nécessaire de décomposer Ry comme suit,

Ry(a, B, h; () = (a—qla)) Jt fo(h, Vd? + s?; ()ds

+—

-8 f sty(h, V& + s2; ()ds.
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Alors, on a

S (VR + &+ 52 h?
R s 7h70 = |- +
2(a, 8,1 0) [ B{ 2 WA+ 5

+ (a— q(a)) {h22 de Arcsinh (ﬁ)
£ ()|

/72 2
Arcsinh (d+5> }

h

+

Arcsinh < (B.4)

TR E+ 5 h ~
et
s

VEES
d? + s2

Ro(a, B, h; 2) = [ Arcsinh ( ;

S

+ (a —q(a)) {m

Arcsinh
resin ( N

Wﬂ+§)
tt

—;Ammm<w;lﬂ>ﬂt. (B.5)

2. Calcul de S et L

On a

S(a,B) = [(a — ¢(a)) Arcsinh (2) —aVvd?+ 32] : (B.6)

avec d = ||q(a) — al| et t, les abscisses des extrémités de 3 selon g(a). De méme,

L(a,p) = [(a —g(a) {s (102gd(2%+ 2) Arcsir;}; (s/d) }

+

S {Emdeny) o

B.3. Calcul de R} et $R2

D’apres les expressions (6.29) et (6.29), on calcule en premier les expressions des
fonctions §9 et §3 dont on rappelle la définition :

O£,
Sl ¢ = e [ LR Oy, (B3)
h uc¢
alors, on a
o VhE+n2—2n B n
Sa(h,m; 0) = o + %Arcsmh <h> (B.9)



ANNEXE B. LE POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE 181

1 1 . n
Sg(h,n, 2) = TUQ — ﬁArCSIHh (ﬁ) (BlO)
et,
Y e G A _ n
S3(h,m; 0) = 6 “ 3 2—773Arcsmh (ﬁ) (B.11)

Vh?2+n?—h

+9) — L Avesinn (1) —
Sg(h,n,Z)—ngArcsmh(h) 2 i (B.12)

La projection g(a) de @ sur le support de [ est choisie comme origine. Les abscisses
t* des extrémités de 3 interviennent dans les expressions suivantes :

~ L sh? Vd? + s? h s
Rz(a, 6, h, 0) = [m T — EArCtaIl (g) (Bl?))

h h? + d* + isd im
= glm {Arctanh (h PEp 52> = 2sgm(s)}

Arcsinh (

tt

+ MArcsinh __5
242 /a2 + 2

S=1"

et
Ri@,B,h;2) = iArcsinh SR iArctan <§> (B.14)
E > VhZ+d2)  hd d
1 h? + d? + isd i
+ @Im {Arctanh (hm> -y Sgn(s)}
¢t
2 4 2
— % Arcsinh (d—i—s) (B.15)
A’V d? + s? h -

D’une maniere similaire,

sh* (V2 + &>+ s> —h)  (Bh2+d%), 5
+ Arcsinh [ ——
3d3 (d? + s?) 6d2 Vh2+d?

R2(a, 5,h; 0) = (@ — q(@)

(B.16)
h3 h? + d? +isd im
_ ﬁzm {Arctanh (h e 32) -y sgn(s)}
¢t
h3 s sh? , Vd? + 52
_ @Arctan <g> — mArCSIDh (h)] N
3 (s VR 572
3 + 52)
t+
2 v d2 2
S
s=t—
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(h? + d? 4 s?)32 — b3

2@, 8,h; 2) = (@ — q(a)) [—5 + 2 Arctan (2) (B.18)

d?h?(d? + s?) d3
h h? + d? +isd im
+ %Im {Arctanh (h\/m) —3 sgn(s)}
Lyt 1 (5
d2h? d?  h2 + d2
+
s . Vd? + 82 :
+ ———Arcsinh { ——
A2/ d? + s? h -
1 , Vd? + §2 Vh2 + 2 + §2
— F ————Arcsinh —
Vd? + s? h h?
++
(R? + d? + s%)%% — 3
h2(d? + s?) -

B.4. Calcul de §2,§3 et 7~§,

On a,
Folh,d,n; 0) = R e S Uy .
2\, a, 1, - 27,]2 2d772 CS
h? _ d* 4+ n?
+ mArcsmh ( . ) (B.19)
et
~ ' 1 . (d 1 P+
SQ(]’L, d, n, 2) = WAI’CSIHh E - mAI‘CS]Hh A (BZO)
alors,
N - 12 &+ g2 2 _ J/h2 1+ d2 12 d
Sq(a, B, h,d; 0) = [—\/ T ;5 v+ + TATCSinh (h) (B.21)

t+
h? + d? _ s h2y/d? + s2 ) Vd? + 52
Arcsinh Arcsinh
2d? A h2 + d? 25d? h .~
et,
~ ~ A/ 2 2 /2 2 1
Sa(a, B, h,d; 2) = [dd—gsArcsinh (dh—l-s) — d—Arcsinh <Z)

S S

1 i S
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De méme,
Fo(hdin: 0) ’ Amn( ) L VREEE R W (VR P h)
S GIEN = 38 d 6172 32(d2 + %)
ih3 h? + d? + ind h? + d? —ind
Arctanh — Arctanh
 Garp ( rean (hm) rean (hm))
et

~ h n 1 .
§3(h,d,n; 2) = ———Arctan (d) + ﬁArcsmh (

0 VRZE & 2 — h
dn? B

Vh? + d? n*(d? + 1)

ih h? + d* + ind h* + d* —ind
Arctanh — Arctanh
" 2dip ( retan (h h2+d2+n2) retan (h h2+d2+n2)>
alors

~ ~ 2 2 2 3
To(@.5.h.d; 0) = —E’[”h”” ! (%)

6 3ds d
(d? + 3h?) . s
+ TATCSlnh \/ﬁ (B23)
t+
h? h? + d? + isd im
_ %Im {Arctanh (h PR 52> -5 sgn(s)}] -
et,
~ o~ S 1 . S
Ts(@, B, h,d; 2)=—p [ Arctan <d> — gArcsmh (W) (B.24)
t+
h h* + d? + isd i
+ %Im {Arctanh (h pEp 32) —3 sgn(s)}] B (B.25)
Finalement,
Sl(h J " O) _ (hQ + d2 +772)3/2 N h3 B (d2 + h2)3/2
sV 3n%(d? + n?) 3d2(d? + n?) 3d2n?
S dy: 2) = VEF+17P—h R+ &+ =+
s (& + 1) P(d? + 1)
donc

~ o~ 1 S h3 S
A? 7h7 d; = 7A i h Ny 7A t (7>
Ss(a, p 0) [3 resin (M) + g Arctan -
T U A s
3d?s 3d?
tt

h h* + d* + isd i
+ @Im {Arctanh (h Pepo 82) —3 sgn(s)}] 7t_, (B.26)
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et

V2 + &+ s> —VR*+d>  h
— —Arctan

§3(aagvh7d;2): [ Sd2

— ;Im {Arctanh (h

d3

h? + d? + isd

h? + d? + s*

)

im
2

(@)

iy Sgn(S)}]
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Triangles dans des plans paralléeles :
Formules finales

C.1. Calcul des intégrands finaux

C.1.1 Calcul de ¢

Comme il a été vu dans la section 9.5.1, d’apres les formules (8.2), (8.6) et (8.10)

on a v v ae C e
oo(h,m; ) = L}h Lw Lv h G (g 1 ) (072 dudvdw.

Une inversion de l'ordre d’intégration (voir Figure 9.4) conduit a I’expression suivante :

+00 hcfg U v N
@5 (h,n; ¢) = JL=I‘L W= (0 )0 J;;=h wah w dwdvdu,

7

et plus particulierement

hafog +00 (u o h)2
a—2 . _
CI)a (h7 n; <) - 2 L Ua""l_C(U,Z + 7]2)(1+C)/2 du? (Cl)

qu’il est plus simple d’évaluer avec Maple que I'expression initiale.

Expressions des &

h? n VRZ+n2 =3k 202 (VR? + 1% —h)

1 ) — ;
O4(h,n; 0) = 2—773Arcsmh (ﬁ) + 62 — 6

1 oy WhT 4?2 —h) L1 m
Oy(h,m; 2) = pr + 2 77BArcsmh <h> (C.2)

5 oy (@297 +2302)VR2 402 B 2h%  h3(30% —4n?) _ n
O5(h,n; 0) = 18 S + T op Arcsinh <h>

(8h —5yV/RZ+ %) (3h* —2n?) _ n

®i(h,n;2) = 1y — I Arcsinh (—) (C.3)
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C.1.2 Calcul des (%g

Dans la définition (9.6) de ®¢

¢, on remarque que l'intégrand fait intervenir §,; on
fournit donc leurs expressions :

VhZ+n?2  h? _ n 212 (VAZ + 1 — h)
Fs(h,n; 0) = 67772 - 2—773Arcsmh (ﬁ) + S

2V P )

7]4

1
Fs(h,n; 2) = ﬁArCSinh (%) _

VIETE  3h4 oy R2(TWRE T E — 16h)
Sa(h,m; 0) = T — 8—7I5Arcs1nh (E) — 20
Doy Vh2+n2—4h  3h? ) n
Sa(h,m; 2) = 2 + 2—775Arcsmh (ﬁ)

Pour conserver des expressions concises, on introduit les notations suivantes

2 2
Ty = Arcsinh (\/th) , Ty = Arcsinh (ﬁ) , T3 = Arctan (2) ;

V2 +d®+ 2 —h - AR+ P+ 2=+

T, =

d? + s2 o d2 ’
h? + d% + isd . d

Ts = Arctanh <h\/m> , T7 = Arcsinh <h> : (C.4)

T vh?+d*—h
Ts =T5 + Im(Ts) — 5 sgn(s) et Ty = — s

Expressions des <T>g
= 3h? 3h? d? 2h? 2h?
1 . _

La(hdsi0) = Gl - galrt @l g it g T

6 6 6d? 6

dhds:2)= —Tp——— T Ty — T. C.5

3(hid,s; 2) ds?" " /&t 52 1—|_32(d2-|—32) 2’ (C:5)
~ 3hAT, d* + 6d*h® — 3h* h?

2 . _ L _ -
il 53 0) =~ pimy oy we et gl

B3 2 24 §2)3/2 _ 4p3
ds3 45%(d? + s?)

~ h2T, 3(d? — h? 37, 3h 6hT;
®3(h,d,s; 2) = Sl + ( )T—f4 -—

d?(d? + s2)3/2 d?s3 g2 * s2(d? +s?) ds?
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~ 3ht 3h 2 Bh?
1 . _
Qalhidis:0) = =355 Tt Gy o Bt 4
h*(5d? + 8s?) N 3h*\Vh? + d?
42(d® + s2) 0 P(d? + )

T,

®h(h,d,s; 2 e W n-— ¢ g
ilhyd; 55 2) = 24352 T 252(d? + s2)3/2 L 252(d? + s?) b
1 h
Ty — )
@) T 2@+ ) (€.7)
C.2. Intégrales mono-dimensionnelles a un parametre
Soient KC et K, les primitives respectives de RE et ¢, alors avec x* = s* — o, on
obtient
X~ . X~
a
R‘Z(bv Q, h‘v C) = ]C(Sa h‘7 du C) 79{2(1)7 Q, h‘v C) = = ﬁ(S, h7 d7 C)
fa
On a alors les résultats :
Rl(a 5.0 0) - [ ST (@ -3)T ST hGBE - BT .
SN T oy d? 1 522 62 6> 63 .
| S=X
[ T STy, Ty (P—W)T |
Ya, B h:2) = |—— 2L 524, 72 @ TR Ts -
R3(a757 ) ) d2m+2d2+d2+ 2hd3 . (C8)
| S=X
, [ shAadt 4 ad2s? — 26202 - 3PRH)Ty B
Ri(a,,h; 0) = [_ 16d4(d? + s2)3/2 T
-
(d* + 6d2h% — 3h)Ty  h?s 3h
22 (137, — 2%
- 4 Tee \Ph e
s=xT
3s T} h? h? s h
RQ h:?2) = 1 - - —— — | —— — 31,
4(01767 ’ ) [dgm( d2 2(d2 +82) + 4d2 d2 +S2 4
-
(a2 — h?) h ]
— Ty + T (C.9)
2d* a3 et

[ 12(4(2 + s2) — KTy 2VRZ + & + 5% — 13h2T, oo |
2 h _
Rala, B,k 0) 16( + 22 18 6@+ 57 |
:1 h d + 252 — 12, |* h
9 _ _ |t B B + 257 —
%4(CL,B, h, 2) = A (3T4 72 i $2> 4(d2 i 52)3/2 T1] (ClO)
L S=XT
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C.3. Intégrales mono-dimensionnelles a deux parametres

Pour le confort du lecteur, les intégrales mono-dimensionnelles dans le cas de double
parallélisme (plans paralleles et segments a supports paralleles) sont rappelées :

B (b, hd; €)= f Fe(h,d, b — 2| ; Q)dss,

«

RE(b, v, h,d; ) = J (x — b)D%(h, d, |b— x| : ¢)ds,.

o

Finalement, on a les formules

~ 3h*Ty  (d* +3R*)Ty  (d* — 2h?) 2h3T;
1 2 0) — 7 2 8
R‘3(a’757h7d7 0) - [ ds + d2 - S T5 B d3
+
sV + 52, |"
T . h
s=x"
X+
~ 6vVd® +s?Ty 6T 6T, 615  GhTy
I{l h-2y)=| ——MM  — = __ % C.11
3(a767 ) ) [ 52 sd 2 s + 43 ( )
s=x"
~ 3Ty 3h*(2s? + d?) d* + 3n*
Ri(a, B, h.d; 0) = - I:
s(a, B, h,d; 0) Ad3s  4dis\/d® + s? L 2d4 2
+
2P 5R 2K *
4s > d?
s=x"
+
N Sh2Ty  3h%(2s% +d2).. 6h2Ty, 3Ty  GhTs |
Ria,8.h;2) = | -2 T - B C.12
i(a, B, 2) Bs T dsvRrse L @ s B (&
s=x"
~ d* + 6h%d%> — 3h* 3Ty 2h3Ty
2 h,d;0) = T: -
Rile, B, h,d; 0) [ Asd? 2T E s ds
.
VR2 ¥ @+ 3k h 303 !
——— + “Arcsinh | ——— ] — ~—Re (T,
+ 1 +4d2 resin (W) 4d2Re( 6) o
T N .
N 3h2Ty 3(d> - h 6hTx
R2 h:2)=|— — T C.13
i(a,B,h; 2) [ P 1 2 s 2 + s ) ( )
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Fonctions de base affines : Formules
finales

D.1. Formules finales

D.1.1 Calcul de R(b, @)

Avec les notations de la Figure 3.8, en introduisant la distance d = ||b — p(b)| et en
prenant p(b) comme origine, on a

st

1 1
R(b7 Oé) = J de = f ﬁds
B pB) —aft S VS

g k Arcsinh (3;) . (D.2)

k=+

(D.1)

D.1.2 Evaluation de R(a, ,h)

Quand a n’appartient pas au support de /3, on utilise g(a), la projection orthogonale
de a sur le support de 8 comme origine.

h?+d?+ |z —a|]>2—h
R(a, B, h) = f fih |z — ) s, — J vV . ds.
g s (@ +[c—a?)

: t h t
= [AI‘CSlnh (\/m) — 3Arctan (d)

h h? + d? + itd im
+ gImArctanh (h R t2> iy sgn(t)] : (D.3)
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avec d = ||a — g(a)|. Dans le cas de triangles coplanaires avec des cotés paralléles, a
apparient au support de 5 donc d = 0 et la formule devient

tt
V22 —hl
H] (D.4)
t=t—

S

Ra,p,h) = [Arcsinh (%) _

D.1.3 Calcul de R% (b, «)

Sur 'aréte «y, la fonction de base ¢; s’annule donc les calculs sont a effectuer seule-
ment sur o;,x, k = 1,2. L’expression de ¢; sur a; ,, k = 1,2 est

¢Z(I)\a1+k =1- |x —~ ai|7k =1ou 2,

|cti s

alors
1 |z — a]

|ick] Jagy |2 =0

Rd)i(b, Qivr) = R(b, aigr) —

ds,. (D.5)
En introduisant ¢; 'abscisse de a; (s;,; ou s, dépendant de 'orientation choisie), on a

) z+k C — 8
R = R~ |

ds, (D.6)

avec

1, sia; =a*
M= . _
-1, sia; =a

ce qui conduit a la formule finale

R (b, Oéi+k) = R(b7 Oéz'+k

Vi g () |0

z+k|

D.1.4 Calcul de S

t+
’ ? 2 2 2\ |°
S(aaﬁa h) = W +d Arcsinh ( ! ) — th Arcsinh (m)
2d? VR d) 2+ 2 h )
(D.8)

Si @ appartient au support de 3, alors d = 0 et

t
2 2 22 |°

S(a,B,h) = [h + 2t Arcsinh (2) — M] ) (D.9)
-
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Calcul de 8? On utilise la décomposition : ¢q(y);s = 1 — | B\ | alors
~ ~ 1 ~
S%wﬂJ0=SWﬂJO—VﬂJMrJMhM,a—wﬂ% (D.10)
tt
S(a, B, h) — |ﬁ| (Cq — 1) fa(h, Vd? + t2dt, (D.11)
avec v = —1if b, = b~ and v = +1 if b, = b™.
da (G v v (r V
S%(a,B,h) = (1 — 3] —4)S(a, B, h) + B tfa(h, Vd? + t2dt, (D.12)
-

Finallement, on obtient

R e h? + d? .
S%(a, B,h) = (1 — ] —)S(a, s, h) + |;| [ 5 Arcsinh (ﬁ)

+
2 2 2 =
+ s -
D.1.5 Calcul de T
R sh? ) V% + 52 h? —d? i s
T(G/, ﬁ, h) = [mArCSIHh ( h ) — 2d2 ArCSlnh (m)
(D.14)
t+
h s h h? + d? + itd T h
_ EArctan (ﬁ) = EZm {Arctanh (hm) -3 sgn(t)}]t
(D.15)

D.1.6 Calcul de V(a,Z, )

On introduit g(a) la projection orthogonale de a sur le support de et d = ||ja—q(a)|
dans I'expression (11.47), alors

|F
) J Vd“rHy g(a)[?

En choisissant ¢(a) pour origine, on obtient

() ) —
V(a,Z, 8) - ~fVﬁ+M o+ (0(a) ~ TIT)Rla, )

V(a,T,8 ds, + (q(a) — Z| B ) R(a, B). (D.16)

— [IBF\/W + (q(a) — I@)) Arcsinh (;)] : (D.17)
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D.1.7 Calcul de V

Soient ¢(a@) la projection orthogonale de @ sur le support de 3 et d = ||@ — ¢(a)|. En
choisissant ¢(@) pour origine, on a

V(@ T,5,h) = 5 W )+\/h2+d2+52 (D.18)
S

2 2 | 2 2
—hArctanh< W+ d” + isd > —hArctanh( W+ d”—isd )
2 hvh? + d? + s? h? + d? + s2

- Elk [hQArcsinh (dehﬂz)

2

+ 1 Arcsinh (Wj‘ﬁ) ] + (a@) - 77) 5.8, 1),

Quand a appartient au support de 8 alors d = 0. Dans ce cas, il n'y a pas de difficulté
pour utiliser (D.18).

D.1.8 Calcul de W

Comme pour (D.18), on a

s 1817 (B? + d? + t2)%% — B (Q(é) - IIF) . ¢
W(au I7 67 h‘) = 3 d2 T t2 + 3 Arcsmh W
h3 t th*(Vh? + d? + 2 — h)
+ ﬁArctan (d) — B+ )
t+
h? h? + d* + itd i
+ ﬁlm {Arctanh (h PEpre tQ) 5 sgn(t)}) ]tt_. (D.19)

Quand @ appartient au support de 5, d = 0. L’utilisation directe de (D.19) n’est pas
possible, un développement s’impose :

_ i-1|8
VA\E(E,LBJL) = [|6|2 (2 + 2% — B + (a |B> (Arcsinh (t)

3 t2 3 h

++

W -2 2n(VRE 1 — h))] (D.20)

+ —_
3s5vh? + t2 3t3/h? + t2

t=t—



ANNEXE E

Electromagnétisme : Formules
finales

E.1. Termes pour le calcul de M;

E.1.1 Expressions des intégrands mono-dimensionnels

Pour déterminer une expression explicite de My, il nous faut les expressions :

2h2 (/2 2 _p /12 2 2
= ( B ) + Wt _h ¥ Arcsinh (ﬂ) (E.1)
3n? 67 2n3 h

§a(h, = —b]; 0)

B>+ —h h

1 20 0) =
1 e vhr+n?—h h h? _ n
So(h, ||z —b]; 0) = T T ap + 2773Arcsmh <%> (E.3)

E.1.2 Formules finales pour M;

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

S+
~ h3 sh? sh? 3h? + d?
Vi, a,h) = | ——=Ts + —Ty — T T E.4
sboah) =\ =sm bt el spypr et T e 2| (Y
2 2 2 st
~ 3d*+ h sh 1
1
V3(b, a, h) = [—M)’Tg + ?Tzl + 3T2] i (E5)
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st
2 2 2
th sh h d

I _
Valbiah) = | =0Tt o T o 1

(E.6)

V3(b, o, h) = f (= =) §3(h | = Bl ; 0)ds,
| (o= 0®) S0t~ 515 0)ds, + (p00) ) V3hia

or,
2 2 s
~ ~ h h vh? +d? + s?
_ 2 A —
L (x p(b)) S3(h, |z —0|; 0)ds, [2 = S2T1 ; T, + ; ] ] (E.7)

E.2. Termes pour le calcul de M,

Les formules finales pour la réduction de Ms s’obtiennent de la méme maniére que
dans la section C.1; dans cette derniére section, seule des cas du type ‘R ' apparais-
saient (et la notation R{ était utilisée). Pour My, les formules finales sont de la forme
CRZ, avecb=a—1loua—2etc=a—3oua—4.

"Rp(a,B,h; 2) = f,@ '@y (R, lla =g 5 2)dsy. (E.8)

avec

hc—2 b—2,,a—2
b(hyn; 2 J f J ! dudvdw (E.9)

3/2
_p we—lyb—lya— 1(u2+772)/

E.2.1 Intégrands finaux

3h% — 2n? n 5 (VR +n? - h)
243 C9) — _ Arcsinh (7) — E.1
oy(h,n; 2) e resinh (o o 477 (E.10)
B2 N VIEFTPE—h 3R+
143 L9) — inh (1) —
oy (h,n;2) = 2775Arcsmh <h) 2 + G (E.11)
h? —6n> T(V/h2+n%2—h 3h? — 8n?
'oi(h,n; 2) = Ty ( ) ! (E.12)

4np Ant 12kt



E.2.2 Formules finales

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

h h? — d? h 3s
ng + T2 + ﬁTg — sz

2537 . _
R4(b7&7h7 2) - 43 27614

T (E.13)

N hs N s W3 + 257
A4d?(d? 4+ s%)  2d2\/d? + s? 2d%(d? + s?)

h? sh(3d® + 2s?) 3h% + d

137 . — | 7 _
R4(b7 «, h? 2) - 3d4T2 6d4(d2 + 52)3/2T1 + 6d3h

13

S hs
327 62 (d? + 52)

_h2—9d2T LS _sVh? + d? + 8
6dt P 2T 1243 (d? + s2)

2 p 2(342 4+ 942
3h% —d s <3_h(3d+3))T1]

"R2(b, o, h; 2) = [

= T2
33h % 22/ + s2 6% (d? + 2)

La derniere intégrale a calculer est :

RIS, 2) = [ (o= D)0dh o~ ] 2)

«

A~

En utilisant la décomposition z — I = (x — p(b)) + <p(g) -1 ), on obtient

2RI, b, 5 2) = *RE(p(D), b, v, b, 5 2) + (p@) - I) R0, a.h,;2). (E.14)

Seule la premiere intégrale doit étre calculée puisque *R3 est donnée en (E.13). En

A~

prenant p(b) comme origine sur le support de «, on a

st
*Ri(p(b), b, h, 5 2) = E’f 5203 (h, V& + 575 2)ds (E.15)
st
1 h? VhE + d? + 52
= ) - Y SR
[2\/d2+32 (2(d2+32) ) 1+ 1 A(d? + s2) ] o




196




Bibliographie

[AST2]

[AW82]

[AW83]
[Beb00]

[BKS05]

[CHO3]

[CKS83]
[CK98]

[Cos88|

[DPT8Y]

[Eva93)]
[FGGO04]

[Giv2]

[GPRS06]

M. Abramowitz and I.A. Stegun. Handbook of mathematical functions : with
formulas, graphs and mathematical tables/edited by Milton Abramowitz and
Irene A. Stegun. Dover Publications, 1972.

D.N. Arnold and W.L. Wendland. Collocation versus galerkin procedures
for boundary integral methods. Boundary element methods in engineering,
pages 18-33, 1982.

D.N. Arnold and W.L. Wendland. On the asymptotic convergence of collo-
cation methods. Mathematics of Computation, 41(164) :349-381, 1983.

M. Bebendorf. Approximation of boundary element matrices. Numerische
Mathematik, 86(4) :565-589, 2000.

S. Borm, N. Krzebek, and S.A. Sauter. May the singular integrals in BEM be
replaced by zero? Computer methods in applied mechanics and engineering,
194(2) :383-393, 2005.

R. Cools and A. Haegemans. Algorithm 824 : Cubpack : A package for auto-
matic cubature ; framework description. ACM Transactions on Mathematical
Software (TOMS), 29(3) :287-296, 2003.

David L Colton and Rainer Kress. Integral equation methods in scattering
theory, volume 57. Wiley New York, 1983.

D. Colton and R. Kress. Inverse acoustic and electromagnetic scattering
theory, volume 93. Springer, 1998.

Martin Costabel. Boundary integral operators on lipschitz domains : Ele-
mentary results. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 19(3) :613-626,
1988.

FA De Paula and JCF Telles. A comparison between point collocation and
galerkin for stiffness matrices obtained by boundary elements. Engineering
Analysis with Boundary Elements, 6(3) :123-128, 1989.

G. Evans. Practical numerical integration. Wiley Chichester, 1993.

M. Fischer, U. Gauger, and L. Gaul. A multipole galerkin boundary ele-
ment method for acoustics. FEngineering analysis with boundary elements,
28(2) :155-162, 2004.

D. Givoli. Numerical methods for problems in infinite domains. Elsevier
Amsterdam, 1992.

E. Gladilin, V. Pekar, K. Rohr, and HS Stiehl. A comparison between bem
and fem for elastic registration of medical images. Image and Vision Com-
puting, 24(4) :375-379, 2006.

197



198

BIBLIOGRAPHIE

[GRS7]

[GSS99]

[Gui9l]

[HJ63]

[HLS97]

[HN89)

[HW0S]
[Jin10]
[Kre99)
[KSW92|
[Kyt96]
[Las99)]

[LCY4]

[Len06]
[Len08]
[Liu09]
[LPV03]

[LS12]

L. Greengard and V. Rokhlin. A fast algorithm for particle simulations.
Journal of computational physics, 73(2) :325-348, 1987.

Levent Giirel, Kubilay Sertel, and Ibrahim KurSat Sendur. On the choice of
basis functions to model surface electric current densities in computational
electromagnetics. Radio Science, 34(6) :1373-1387, 1999.

M. Guiggiani. The evaluation of cauchy principal value integrals in the boun-
dary element method—a review. Mathematical and Computer Modelling,
15(3) :175-184, 1991.

Alexis Hocquenghem and Paul Jaffard. Mathématiques : Algebre linéaire,
Représentation des fonctions. Analyse vectorielle. Equations fonctionnelles,
volume 2. Masson, 1963.

W. Hackbusch, C. Lage, and S. Sauter. On the efficient realization of sparse
matrix techniques for integral equations with focus on panel clustering, cu-
bature and software design aspects. Boundary element topics, pages 51-76,

1997.

W. Hackbusch and Z.P. Nowak. On the fast matrix multiplication in the
boundary element method by panel clustering. Numerische Mathematik,
54(4) :463-491, 1989.

G.C. Hsiao and W.L. Wendland. Boundary integral equations, volume 164 of
Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 2008.

J.M. Jin. Theory and computation of electromagnetic fields. Wiley Online
Library, 2010.

Rainer Kress. Linear integral equations, volume 82. Springer, 1999.

R. Kieser, C. Schwab, and W.L. Wendland. Numerical evaluation of singu-
lar and finite-part integrals on curved surfaces using symbolic manipulation.
Computing, 49(3) :279-301, 1992.

P. Kythe. Fundamental Solutions of Partial Differential Equations and Ap-
plications. Birkhauser Boston, 1996.

J.B. Lasserre. Integration and homogeneous functions. Proceedings of the
American Mathematical Society, 127(3) :813-818, 1999.

J. N. Lyness and Ronald Cools. A survey of numerical cubature over triangles.
In Mathematics of Computation 1943-1993 : a half-century of computatio-
nal mathematics (Vancouver, BC, 1993), volume 48 of Proc. Sympos. Appl.
Math., pages 127-150. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1994.

M. Lenoir. Influence coefficients for variational integral equations. Comptes
Rendus Mathematique, 343(8) :561 — 564, 2006.

M. Lenoir. Equations intégrales et problemes de diffraction, 2008. Polycopié
de cours.

Y. Liu. Fast multipole boundary element method. Cambridge university press,
2009.

LK. Lifanov, L.N. Poltavskii, and M.G.M. Vainikko. Hypersingular integral
equations and their applications, volume 4. CRC, 2003.

M. Lenoir and N. Salles. Evaluation of 3-d singular and nearly singular
integrals in Galerkin BEM for thin layers. SIAM Journal on Scientific Com-
puting, 34(6) :A3057-A3078, 2012.



BIBLIOGRAPHIE 199

[McLO00]
[Néd82]
[Nédo1]
INF10]

[OW90]

[OW97]

[RCO3]

[RCY5]

[RWGS2]

[Sel97]

[SS10]
[Str71]

[SW92

[TA07]
[Tri09)]

[VCSS]

[Wag04]

[YKD10]

William CH McLean. Strongly elliptic systems and boundary integral equa-
tions. Cambridge university press, 2000.

J.C. Nédélec. Integral equations with non integrable kernels. Integral equa-
tions and operator theory, 5(1) :562-572, 1982.

J.C. Nédélec. Acoustic and electromagnetic equations : Integral representa-
tions for harmonic problems, volume 144. Springer, 2001.

S. Nintcheu Fata. Semi-analytic treatment of nearly-singular galerkin surface
integrals. Applied Numerical Mathematics, 60(10) :974-993, 2010.

N. Ortner and P. Wagner. Some new fundamental solutions. Mathematical
methods in the applied sciences, 12(5) :439-461, 1990.

N. Ortner and P. Wagner. A survey on explicit representation formulae for
fundamental solutions of linear partial differential operators. Acta Applican-
dae Mathematicae, 47(1) :101-124, 1997.

D. Rosen and D.E. Cormack. Singular and near singular integrals in the bem :
A global approach. SIAM Journal on Applied Mathematics, 53(2) :340-357,
1993.

D. Rosen and D.E. Cormack. The continuation approach : a general frame-

work for the analysis and evaluation of singular and near-singular integrals.
SIAM J. Appl. Math., 55 :723-762, June 1995.

S. Rao, D. Wilton, and A. Glisson. Electromagnetic scattering by sur-
faces of arbitrary shape. Antennas and Propagation, IEEE Transactions on,
30(3) :409-418, 1982.

A Sellier. Application du concept d’intégration en partie finie au sens d’ha-
damard a la résolution asymptotique d’équations intégrales intervenant en
mécanique des fluides, 1997. Mémoire d’habilitation a diriger des Recherches.

S.A. Sauter and C. Schwab. Boundary element methods. Springer Series in
Computational Mathematics 39. Berlin : Springer. xvii, 561 p., 2010.

A.H. Stroud. Approzimate calculation of multiple integrals. Prentice Hall,
1971.

C. Schwab and W.L. Wendland. Kernel properties and representations of
boundary integral operators. Mathematische Nachrichten, 156(1) :187-218,
1992.

Terrasse, I. and Abboud, T. Modélisation des phénomenes de propagation
d’ondes, 2007. Polycopié de cours.

R.T. Trimbitas. Adaptive cubatures on triangle. Results in Mathematics,
53(3) :453-462, 2009.

S. Vijayakumar and D.E. Cormack. An invariant imbedding method for
singular integral evaluation on finite domains. SIAM Journal on Applied
Mathematics, 48(6) :1335-1349, 1988.

P. Wagner. On the explicit calculation of fundamental solutions. Journal of
mathematical analysis and applications, 297(2) :404-418, 2004.

K.H. Yu, A.H. Kadarman, and H. Djojodihardjo. Development and imple-
mentation of some bem variants—a critical review. Engineering Analysis with
Boundary Elements, 34(10) :884-899, 2010.



	Remerciements
	Introduction générale
	Les méthodes d'équations intégrales de frontière
	Les intégrales singulières
	Objectif de la thèse
	Quelques prolongements significatifs
	Organisation de ce mémoire

	I La méthode des éléments finis de frontière
	1 Equations intégrales de frontière
	1.1 Résolution d'un problème aux limites
	1.2 Résolution du problème de Dirichlet
	1.3 Résolution du problème de Neumann
	1.4 Résolution numérique d'une équation intégrale de frontière

	2 Présentation de la méthode
	2.1 Le processus de réduction
	2.2 Intégration de fonctions homogènes
	2.3 Paramétrisation et homogénéité
	2.4 Utilisation des formules de réduction


	II Triangles coplanaires et dans des plans sécants
	3 Coefficient d'auto-influence
	3.1 Notations
	3.2 Réduction à la dimension 3
	3.3 Réduction à la dimension 2
	3.4 Réduction à la dimension 1
	3.5 Formule finale et Validation

	4 Triangles coplanaires en position générale
	4.1 Notations
	4.2 Réduction à la dimension 3
	4.3 Réduction à la dimension 2
	4.4 Réduction à la dimension 1
	4.5 Calculs explicites
	4.6 Cas particuliers
	4.7 Discussion sur le presque-parallélisme
	4.8 Transition segments sécants à parallèles
	4.9 Remarques

	5 Triangles dans des plans sécants
	5.1 Trianges en positions quelconques
	5.2 Réduction de U(, T) : cas sécant
	5.3 Réduction de U(, T) : cas parallèle
	5.4 Cas particuliers singuliers

	6 Le potentiel de double couche
	6.1 Réduction à la dimension 3
	6.2 Réduction à la dimension 2 : Cas sécant
	6.3 Réduction à la dimension 2 : Cas parallèle
	6.4 Cas particuliers


	III Triangles dans des plans parallèles
	7 Introduction
	7.1 Notations
	7.2 Organisation des calculs

	8 Triangles superposés
	8.1 Réduction à la dimension 3
	8.2 Réduction à la dimension 2
	8.3 Réduction à la dimension 1
	8.4 Retour à J et I

	9 Triangles dans des plans parallèles en positions quelconques
	9.1 Partie symétrique
	9.2 Partie antisymétrique
	9.3 Calcul de I
	9.4 Cas particuliers
	9.5 Calcul des expressions finales

	10 Résultats numériques
	10.1 L'angle solide
	10.2 Triangles presque superposés
	10.3 Etude du presque-parallélisme entre côtés de triangles


	IV Extensions de la méthode
	11 Fonctions de base affines
	11.1 Fonctions de base
	11.2 Calcul du coefficient d'auto-influence
	11.3 Triangles adjacents

	12 Application à l'électromagnétisme
	12.1 Equations intégrales pour l'électromagnétisme
	12.2 Résolution numérique
	12.3 Triangles dans des plans parallèles
	12.4 Triangles superposés

	13 Intégrale du noyau de Green complet
	13.1 Auto-influence
	13.2 Triangles adjacents coplanaires
	13.3 Triangles adjacents dans des plans sécants
	13.4 Le potentiel de double couche
	13.5 Fonctions de base affines
	13.6 Expérimentations numériques

	14 Evaluation d'intégrales hypersingulières
	14.1 Introduction de la partie finie
	14.2 Evaluation de parties finies
	14.3 Processus utilisant une zone d'exclusion du point singulier
	14.4 Le cas variationnel

	Conclusion générale

	V Appendices
	A Calcul des quantités géométriques
	A.1 Configuration de deux plans
	A.2 Projection orthogonale d'un point sur une droite
	A.3 Projection orthogonale d'un point de l'espace sur un plan
	A.4 Intersection entre deux droites sécantes contenues dans un même plan
	A.5 Perpendiculaire commune à deux droites dans l'espace

	B Le potentiel de double couche
	B.1 Calcul de R1 et R2
	B.2 Calcul de S et L
	B.3 Calcul de 21 et  32
	B.4 Calcul de 2, 3 et  

	C Triangles dans des plans parallèles : Formules finales
	C.1 Calcul des intégrands finaux
	C.2 Intégrales mono-dimensionnelles à un paramètre
	C.3 Intégrales mono-dimensionnelles à deux paramètres

	D Fonctions de base affines : Formules finales
	D.1 Formules finales

	E Electromagnétisme : Formules finales
	E.1 Termes pour le calcul de M1
	E.2 Termes pour le calcul de M2


	Références

